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ABSTRACT :

Finst, a variational principle is used to give a characterization
04 the Gibbs measure 04 themnmodynamical system, then a spin system with
mean gield interactions (namely, the Curnie-Wediss model) 4s studied. Consi-
dening the empirnical probability measures, a Law of Large numbers gorn the
equilibria is proved, as the number of spins tends to infinity, and an
explicit computation o4 the crnitical temperature forn the phase trhansition
45 given. A Law of Large numbens fon interacting diffusion processes, which
generalizes the dynamical Curnie-Weiss model, and a result dealing with the
gluctuation process in the non-critical case, are given.
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NOTATIONS

Si (S,T(S)) est un espace mesurable muni de la tribu T(S) ,
Mb(S) est 1'ensemble des fonctions numériques de S , bornées

et mesurables.

M(S) est 1'espace des mesures signées sur S

Si S est un espace topologique

Cb(S) est 1'ensemble des fonctions numériques de S , continues
et bornées.

B(S) est la tribu des ensembles boréliens.
B(S) est 1'ensemble des fonctions boréliennes de S

B.(S) est 1'ensemble des fonctions boréliennes bornées de S

b (
N(S) est 1'ensemble des probabilités sur (S,B(S)).

S' est le dual topologique de S

<.,.> désigne le crochet de dualité.

L* est 1'adjoint de 1'opérateur linéaire L

f o u est 1'image de la mesure 1 par 1'application mesurable f
Gx est la mesure de Dirac au point x

L(Y) est la loi de la variable aléatoire Y

( Rn) (ou k € {0,1,...,+=}) est l'ensemble des fonctions

P n . A . -
numériques de R~ , k fois continiment derivables et a

K

support compact.

,IRn) est 1'ensemble des trajectoires continues de R* dans R".






INTRODUCT ION

Signalons avant tout, que L'origine de ce travail est un article

de D. Dawson [Daw].

0.1 - A QUOI NOUS INTERESSONS-NOUS ?

La motivation de cette thése est L'étude de la statique et de la
dynamique d'un systéme électromagnétique composé d'aimants.dont les moments
magnétiques (les spins) sont portés par une méme direction : la droite réelle R.
L'espace géographique sur lequel sont situés ces aimants (l'ensemble des sites)
n'est pas précisé. (Pour visualiser le modéle, on peut imaginer que cet ensemble
de sites est inclus dans unplan). L'évolution d'un spin est déterminée par un
potentiel extérieur : le potentiel propre, par‘un potentiel d'interaction avec
un champ électrique extérieur et par un potentiel d'interaction avec L'ensemble
des autres spins. De plus cet ensemble d'aimants interagit avec le reste de
L'"univers'" ; cette contrainte est décrite par la température du systéme.
L'agitation thermique et le temps caractéristique de changement de signe d'un spin
isolé étant d'un ordre trés inférieur a celui d'une observation physique, la
dynamique du systéme de spins est en général traitée par une description proba-

biliste.

Si on appelle i € {1,...,N} un site du systéme de N spins, et

N . . , . . .
X; € R Lla valeur du spin en ce site, L'énergie d'interaction avec les autres

. N 1 N
aimants est : J i N Xj ,

\Y

J 0 . Un tel systéme s'appelle un systéme

0 1 =

i=1

de Curie-Weiss. Contrairement au modéle d'Ising (voir par exemple [Spi] et



L'appendice A2), la géométrie de L'ensemble des sites n'intervient pas (il n'y
a pas de notion de voisin). En outre, nous imposons aux potentiels extérieurs,
aux constantes d'interaction J et a la température d'étre les mémes pour tous

. N Ly .
les sites, de sorte que la loi de (XT""'XN) est symétrique. Autrement dit,

(x?,...,x:)esttne suite échangeable. Au chapitre 2, nous décrivons une dynamique
physiquement acceptable. Tout au long de cet exposé, composé de quatre parties,

nous nous intéresserons au comportement du systéme lorsque le nombre d'aimants

N tend vers L'infini.

0.2 - DESCRIPTION DE NOTRE TRAVAIL

0.2.1. Contenu de la partie I

Au chapitre 1, nous faisons des rappels de thermodynamique statis-
tique. On peut se reporter a [Gro] pour avoir une présentation agréable de ce
sujet. Notre présentation n'est pas entiérement classique dans la mesure ou
nous prouvons au théoréme 1.14 L'existence d'une unique probabilité qui, sous
certaines contraintes, maximise l'entropie (second principe). Cette probabilité

est la mesure de Gibbs.

Les techniques de démonstration de ce théoréme proviennent essentiel-

lement des grandes déviations ([Brel], [Aze]) .

Le chapitre 2 est consacré a la description du systéme de N spins :

N N N)

X = (xl,...,xN lorsque N est fini. L'équilibre est décrit par la mesure

de Gibbs : pN(Cf-(Z-é)) et la dynamique est définie de telle sorte que sa
mesure invariante soit oy - Nous choisissons t - xN(t) , comme étant la solution

de L'équation différentielle stochastique dans RN

1
N

dx?(t) -

ne~—m 2

b(x?(t),x?(t))dt + 00w () ; i =1,...,N; u. : brounien.

i=1

N .
o1 .- . . .
ol § 2 b(x,yj) dérive des potentiels d'interaction et des potentiels propres
21

et o0 représente la température. Les fonctions b(x,y) ne satisfont pas en général ,



aux hypothéses usuelles de croissance a L'infini des théorémes d'existence et
d'unicité d'une solution d'équation différentielle stochastique ; le théoréme

2.16 donne une condition (de type monotonie) qui est mieux adaptée a la situation.

Si la condition initiale xN(O) est échangeable, il en est de méme
pour tout le processus. L'échangeabilité est une propriété fondamentale pour
L'étude des lois des grands nombres, autant statique que dynamique, c'est pourquoi
nous rappelons au chapitre 3, les résultats d'échangeabilité dont nous avons
besoin par la suite. A peu de chose prés, la présentation de ce chapitre est celle
d'Aldous([Ald]). Notons, qu'en particulier, L'échangeabilité exprime L'idée
intuitive qu'un systéme symétrique xN est parfaitement décrit par sa loi

. 1 N
empirique — ) & . .
N .- N
i=1 x.

i

0.2.2. Contenu de la partie II

Dans cette partie nous étudions le comportement de pN , lorsque
N tend vers L'infini. Une "bonne'" maniére de regarder cette Llimite est de

N
s'intéresser a la loi de Lla Limite de %- Z § .

ELLis et Newman ont montré ([EN1]) que la lLoi de la magnétisation

N k
moyenne %- ) x? tend étroitement vers une probabilité de la forme ) ap 8
i=1 c 2=1 '3
ot 1<k<o , ap >0 et Z o, = 1 . Au théoréme 4.6 du chapitre 4, a L'aide
2=1

d'une généralisation de leur méthode et de résultats d'échangeabilité, nous

(considéré comme probabilité aléatoire).

W12

obtenons la limite de la loi de %- § N
1 x.
i

i
Cette Loi limite est de la forme
k
Y o, &,
g=1 * Py

ou les o, sont les mémes que précédemment et Lles Py sont des probabilités

L



d'espérance me Autrement dit, X = (XT),X?,...) est un mélange de suites
indépendantes identiquement distribuées de loi Py - (Pour cette notion, se
reporter au chapitre 3). Ce résultat est a rapprocher de celui concernant les
solutions du probléme de Dobrushin-Landford-Ruelle (DLR) qui énonce que les solu-
tions DLR sont des combinaisons linéaires convexes de probabilités extrémales
(les phases pures) ([Dob]). Nous dirons qu'il y a multiplicité de phases si k
est strictement plus grand que 1 . Pour clore ce chapitre, nous étudions les

limites des fonctions thermodynamiques usuelles.

Au chapitre 5, nous nous intéressons a la multiplicité de phases.
Le théoréme 5.3 nous donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'il y
ait multiplicité de phases a une température T et sous un champ électrique ho’ a
savoir que Ll'énergie Libre Limite h - F(T,h) n'est pas dérivable en h = hy
Il est heureux de retrouver ce résultat, car c'est un phénoméne général des coexis-
tences de phases (a4 ce sujet, se reporter a la remarque 1.34). Au théoréme 5.5,
nous donnons une condition suffisante sur la température et les différents poten-
tiels, pour qu'il y ait multiplicité de phases. Si, de plus, le potentiel propre
vérifie L'inégalité GHS ([EN2]), il est alors possible d'obtenir une condition
nécessaire et suffisante sur la température et les potentiels. C'est ce que nous
faisons au théoréme 5.7. Quelques techniques utilisées pour les démonstrations
des théorémes précédents, ainsi que la formule de Chernoff énoncée par Dacunha-
Castelle ([Dac]), nous permettent de donner, sans difficultés supplémentaires,
au théoréme 5.10, un résultat de grandes déviations pour la magnétisation moyenne,

en dehors de la '"zone de phases multiples'.

Les parties III et IV sont consacrées a la dynamique. Dans la partie
III nous donnons quelques généralités sur les processus markoviens non- linéaires

et les problémes de martingales. Dans la partie IV nous étudions la limite de



N
t'»-% DR N et nous entamons L'étude de la limite du processus de
i=1 Xi(t)
fluctuations :
N K
3 (1 . 1
t > N2 <ﬁ .Z 8 N - Llim Ef— .Z S K ])
i=1 x_i(t) K =+ o j=1 xj(t)

0.2.3.Contenu de la partie III

Au chapitre 6 nous donnons des résultats concernant les processus
de Markov non-linéaires. Bien que cette notion, qui généralise celle de Markov
linéaire, fut introduite en 1966 par Mac Kean ([MK1]), et souvent reprise par
la suite, par exemple en [MK2], [Tanl, [Szn], [Daw], [TaH] (cette Liste est loin
d'étre exhaustive), déns un cadre proche du nétre, ou bien dans l'étude probabi-
liste de L'équation de Boltzmann, il n'existe pas a notre connaissance d'exposé
formel la concernant. A partir de [MK2], nous en donnons une définition formelle
et nous prouvons les résultats qui sont énoncés sans démonstration au début de
cet article. De maniére & éviter les réflexes acquis avec le markov ordinaire

(Linéaire), nous nous efforgons de faire apparaitre le lien entre ces deux notions.

Nous rappelons au chapitre 7 , des résultats classiques sur les
problémes de martingales. Ces résultats sont généralement énoncés dans le cadre
C(lf*,<Rd) ([pril, [stv]), nous les démontrons lorsque les trajectoires sont &
valeurs dans un espace polonais. En particulier, la démonstration du théoréeme 7.8

ne fait pas intervenir de martingales exponentielles. Puis nous précisons ce



qu'est une diffusion a valeurs dans un espace de Hilbert réel séparable.

(Notre présentation est différente de celle de [Yor])

0.2.4 Contenu de 1a partie IV

Au chapitre 8 (on pourra se reporter & 1'introduction de ce chapitre

~

pour plus de détails ) nous nous intéressons a la limite lorsque N tend

- 1
3 ini =
vers 1'infini de XN N :

[ e P-4

§ N> €N tant que variable alé&atoire dans
1 X
+ d , . _N
mC(R", R7)1 (m(S) est 1'ensemble des probabilités sur S) od x; est la

trajectoire donnée par:

N
b(x)(e), K () 1dt + T ]

o(xN(t), xN (€))7 dw, (t)
1 =1 ] !

dx? (t) =L

Z|—
[ tr P-4

J
Nous munissons T[C( R+, Rd)] d'une topologie plus fine que la
topologie étroite, de sorte que nous obtenons la convergence de

fonctionnelles comme:

sup va (t)1%) ou bien E [( sup |xN (t)llx? (t)l)q/é],(izj)

E(-'N-
1 ost<T o<t<T

ez

pour g = o, pas trop grand.

Nous obtenons au théoréme 2.2 du chapitre 8, la convergence de la

loi de thers SP, ol P est la loi de 1'unique solution trajectorielle

de 1'équation différentielle stochastique non-linéaire dans Rd:

dx(t)’

C ﬂRd b(x(t),y) XtoP(dy)]dt + [ ﬂRdoT(x(t),y) XtoP(dy)]dwt

-
]

loi de X = & (x)



x ainsi défini est un processus markovien non-linéaire et P==&6(x) est

une solution de 1'équation aux dérivées partielles non-linéaire:

%% (t,dx) = A*(z(t)) (dx) ou:

2
A*(C) (dx) = - é%-[( ﬂRdb(x,y)C(dy))CJ(dx) + %— E;i-[( ﬁRdO(x,y)C(dy)f Z J(dx)

Au chapitre 9, nous abordons le probléme des fluctuations et plus

particuliérement L'étude de la Limite en loi des processus :
1
U (1) = N2(X (1) = P (1)) . (on note P(t) = xtoP)

La méthode utilise & nouveau un probléme de martingales. Tanaka a prouvé en [Tanl,
par une méthode différente, que lorsque la fonction b est réguliere et bornée

et lorsque o0 est une constante, UN converge en loi vers un certain processus
gaussien. Notre motivation est d'obtenir un résultat, lorsque la fonction b n'est
pas bornée. La question de la bonne normalisation (et donc celle de la
tension) n'est pas résolue. Par contre, nous donnons au théoréeme 9.16 quelques
résultats concernant le processus limite éventuel. Sous certaines hypothéses, ce
processus limite est L'unique solution du probléme de martingales sur ff)
(L'espace des distributions tempérées), associé a la famille de générateurs

(1)) , ou, pour toute fonction test $ de la forme

t ‘t=0
~ )
V) = Y<or1,. >0, <@ ,.>) et tout élément v de o

(G

k

Ty = 9y . \
JPv) 321 ayj (<(pl,\)>,...,<(.pk,\)>)<C,c q)j,\,>

o)

(Gt

k
1 azm - . )2
+ 3 Z Byj Byj. (<gpl,\)>,...,<(pk,v,>)<(pj (pJ.,(Jo(.,y)P(t,dy) SP(E)>

/
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L'opérateur Ct , qui intervient dans le terme de dérive, est l'adjoint
de la partie linéaire de I autour de P(t) . Ce processus limite différe
d'un processus de Ornstein-Uhlenbeck généralisé (voir [HSt]) du fait que
(ct)t2>0 est opérateur intégro-différentiel. Par conséquent, (ct)t2=0 n'est
pas le générateur d'un semi-groupe markovien. Ce défaut de dissipativité provient
des interactions.

Finalement, nous présentons a 1'appendix A2, des résultats de

simulations numériques concernant le modéle d'lsing sur le tore.
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I - RAPPELS ET PRESENTATION
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1. RAPPELS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE

1.a  UN BREF APERCU DU LIEN ENTRE LA MECANIQUE CLASSIQUE ET LA
THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE
La thermodynamique statistique,dans Te cadre de la mécanique
classique, se retrouve a 1'aide de 1'hypothése d'ergodicité (1.10).
Considérons un systéme formé de N particules i, appartenant a
{1,2,...,N}, confinées dans un domaine A CIR3. Notons qi(t) €A,
pi(t) ¢ RS ef (gsp)(t) ¢ (A><R3)N la position, la quantité de mouvement
de la particule i, et les coordonnées du systéme global a 1'instant
t e R". (AxR3)N = P s'appelle 1'espace des phases et AN 1'espace
des configurations.
Le mouvement du systéme est régi par le systéme d'équations déter-

ministes de Hamilton:
(1.1) d(gq,p) = (4,p)dt, =—-=¢G, =5 =-p

(coordonnée par coordonnée) ol

PxR* - R
H:

(q,p,t) = H(q,p,t)

est dérivable. H s'appelle le hamiltonien. HNous ne nous intéressons

! . _aﬂ =
qu'au cas: =¥ 0.

Remarque. On retrouve les €quations de la mécanique classique

en prenant:

N
2 (q)

P
2y @my " Cpot

(1.2) H(q,p) =
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2
N ps
ou m, est la masse de i, 2 51—- est 1'énergie cinétique, et
! i=1 M
Upot(q) est 1'énerqgie potentielle. Sous de bonnes conditions de

régularité de H et A et de bonnes conditions aux frontiéres, 1'évolu-
tion du systéme est unique, on peut alors définir le semigroupe Tt:

B,.(P) - Bb(P)

b

f o e Tf

est la restriction de son adjoint aJ (P).

T. -

t: ou T,f(a(0),p(0)) = fL(q,p)(t)] et T} qui

La proposition suivante donne les invariants de 1'évolution.
PROPOSITION 1.3. - T,H =0, $rTiyp =0 o %, est la mesure

de Lebesgue sur P. Ces solutions stationnaires sont uniques aux cons-

tantes prés.

Idée de 1a démonstration:

a7 f
t _ _a_f_. _a_‘fi.
gt (0p) = (G5 + 55 p)a,p)(t)
CLIC. |
= 18 A (qp)(t) = AT f(a,p)
of WM
©op op !
thf
donc f=H = —— =0.

A*u=_§_(ﬂ"_“)+§._(.aﬂ ) = oH ap _ oH ap

aqiep M T ptaq M 3q a0 ~ ap &
_ d . =
donc o= XP > It Ttu =0 .

L'unicite provient du fait que A et A* sont des operateurs du premier ordre.
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DEFINITION T1.4. Ap s'appelle la mesure de Liouville.

Pour tout E réel appartenant & 1'image de H: Im(H), on note

CE le sous-ensemble de P defini par:

(1.5) Cc = {(a,p) €P: H(q,p) = E}

On définit ag s probabilité sur CE par

(1.6) VA e (P), a (ANCE) = E)\P(lAlH=E)
ce qui signifie

(1.7) vA €. (P), Vo € B(R),

oo € L100p) = Foeh(0.p)d0p(,0) =/ 0(E)ag(AIC)aHerp(E) -

Im(H)
L'existence et 1'unicité de {GE}EeIm(H) provient d'un théoréme de

désintégration.

REMARQUE 1.8. Une conséquence de (1.3) est (1.8) TiCgc Cp .
Le theoréme ergodique nous permet d'écrire que si Tt est ergodique sur
Cp» ce qui a un sens du fait de (1.8) (c'est-a-dire: si pour tout A element
de. (CE) tel que pour tout t réel positif T,A=A alors aE(A) =0 ou

aE(A) = 1) alors pour tout f de Bb(CE) et tout (qo,po) de CE:
T
(1.9)  Tim+ 7 Tef(ag.pp)dt = 1 fly)dagl+) .
Tow O CE
Les échelles de temps sont telles que toute mesure physique est de la

forme (1.9) .

1.10.. L'HYPOTHESE ERGODIQUE. Bien que dans la plupart des cas

nous ne savons pas Si Tt est ergodique, Te physicien fait 1'hypothése que le

systeme se comporte comme s'il 1'était. Cette hypothese est en accord
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avec les resultats expérimentaux.

Du fait de cette hypothése, Op décrit le comportement

statistique du systéme sur CE.

1.b  UN CADRE PLUS GENERAL

Ce qui suit dans ce paragraphe est une abstraction obtenue a
partir du paragraphe a. On se donne
(1.11.1) un borélien P de R", (n e )
(1.11.2) une mesure positive o sur (P, (P)), bornée ou non

P f
(1.11.3) une fonction borélienne H:]‘“; :‘E(p)

Par analogie avec le paragraphe a, on appelle P 1'espace des phases,
o la mesure de Liouville, H le hamiltonien. A partir des données 1.11,
nous construisons le systéme microcanonique (définition 1.12) et le

systéme canonique (définition 1.13).

DEFINITION 1.12. Le systéme microcanonique est {(CE’ (CE)’GE)}EQIm(H)
ou Cp et ap sont définis (comme en 1.5 et 1.6) par:

(1.12.1) E € Im(H), CE = {p €PP, H(p) = E}
(1.12.2) ap € H(CE), VA ¢ (P), aE(AnCE) = Eo(1A|H=E) (voir 1.7).
REMARQUE. La donnée de 1.11, définit le systéme microcanonique

de maniére unique. C'est une conséquence d'un théoréme de désintegration.

(Voir par exemple [Boul.
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L'hypothése physique de depart, est que le systeme microcanonique
décrit le comportement statistique du systéme physique étudie. Dans le
cadre de la mécanique hamiltonienne, 1'ergodicité permet de 'justifier

cet axiome'.

o

ious notons %upp(ﬁog) pour 1'intérieur de 1'enveloppe convexe

du support de la mesure Heo.

o

DEFINITION 1.13. Le systéme canonique est {OP,ﬁ(P),pU)} Uésupp(H;o)
ou Y est 1'unique probabilite sur IP vérifiant les conditions 1.13.1,

1.13.2 et 1.13.3 suivantes. y s'appelle la mesure de Gibbs d'énergie U.

REMARQUE. L'unicite de o enoncee dans cette définition est démontrée

au théoréme 1.14.

La condition 1 impose au systéme d'avoir une énergie moyenne U donnee
(1.13.1) oy € HU] = {y € HGP):fPH(p)dv(p) =Ulou U ¢ %dpp(Hoo) .

La condition 2 est la relation de cohérence entre les systémes
microcanonique et canonique.
(1.13.2) gy €% = {v @1(P):¥A ¢.5(P), v(A) = [ a (ANC;)dHov(E)} .
U EVYVE
Im(H)
La condition 3 est le second principe de la thermodynamique.

Notons I(v.p) 1'information de Kullback de v, probabilité sur

(F,(F)), par rapport a p mesure sur (F, (F)), défini par:
, [ r 1n(%3)dv (eventuellement +=), si v << u
Vv GH(F)a I(V’LL) =‘l F H
+o0 Si v <
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o
—m——

Definissons la fonction szédpp(Hoo)XHOP) >R par:
S m,'m? - R
YU € supp(Heo), s(U,.):

v b -I(v,0)

Nous verrons plus loin que s a un statut d'entropie. La condition 3 est

(1.13.3) s(U,p) = sup s(U,v).
RN P
V=
THEOREME 1.14. I1 existe une unique probabilite g, sur (P, =(P))

verifiant (1.13.1), (1.13.2) et (1.13.3). Elle est donnée par:

(1.14.1) %Q(p) - exp( e , p €P, ol

~

Z(0)

(1.14.2) Z(9) =I£exp(eH(p))dc(p)

pour 6 ¢e®= {ye R, ?Yy) < +=} et 6 est 1'unique solution en M de

d

g In nZ(m) = U (1.14.3).

La démonstration de ce theoreme utilise 1les lemmes 1.15, 1.17

et 1.18 suivants.

LEMME 1.15. Vv € HZ, V<< O =-%%gp) = dHov(H(p)) o -presque partout.

dHoo
En particulier, I(v,0) = I(Hov,H°0), Vv € Hz.
DEMONSTRATION. a) VA € "(R), Hoo(A) = 0 = O(H '(A)) =0 =>
Hew(A) = w(H1(A)) = 0.
b) vv ¢ H2 tel que v << o, Vf € Bb(P):

<f%§:0> = <fyv>= [ dHov(E) S f(p)daE(p), (car v € HZ)
Im(H) CE
dHe v dH
= 1 VY f(p)da(p))dHoo(E) = <fdHe(y
Im(H) dHo o )(CE (p) E(P) O'( dHoo-( ( )

car (1.7). o
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A partir de maintenant, on note e = Heo.

REMARQUE 1.76. Compte tenu du lemme 1.15 et de la condition
(1.13.2), la recherche de oy est équivalente a celle de ey probabilité

sur Im(H), telle que:

(1.16.1) I(ege) = Inf I(me) o fy=(mai(In(H)): [ Edn(E)=U}
menﬂJ Im(H)
ﬁU - R

Nous notons 5§(U,.):
m = -I(m,e) .

LEMME 1.17. On pose (1.17.1) h(U) = sup (Us-TnZ(8)) .
2 €@

Si U €Supp(e) alors sup $(U,m) = -h(U). Si e, est une probabilité
metl
U deU exp(eUE)
sur Im(H) telle que e (E) = z(eu) o p.p. ou g est

1'unique solution de %ﬁln f(n)lnzeu =U (1.17.2) alors

(1.17.3) %(U,e) = sup 5(U,m) = -h(U) et e ¢ I, -

mell
U
DEMONSTRATION. 1° Montrons que sup S(U,m) < -h(U) . On note
mEHU
TU(e)(dE) = e(U+dE) et TU(m)(dE) = m(U+dE).

ve €®, Use-1nZ(e)

Ue-1Infexp(oE)de(E) = -1nfexp(eE)dTU(e)(E)

dTU(m)
_]nfexp[eE-ln(a;ﬁTET(E))]drU(m)(E)

IA

(vaut éventuellement +e )
< f[1n(-—7—7{E -6E Jd(m) (E) (Jensen)

= I(m,e)

(car I(TU(m),TU(e)) = I(m,e) et fEdTU(m)(E) = 0).
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2° Montrons que sup S(U,m) = ?(U,eU) = -h(U) et ey € ﬁh (1.17.3).
m el
11 suffit de vérifier que I(ej.e) = h(U) et e eﬁU. 6 > InZ( o)

est strictement convexe sur @ car (1nZ)"(e) = Var(eU) > 0.

D'autre part, o - U -1nZ( o) atteint son sup fini, si U appartient a
o

supp(e) [Azg en g et %ﬁ lnf(n) 'TFGU = U.

oy est 1'unique solution de cette équation car (1n2)' est
strictement croissante. Donc: h(U) = UeU-an(eU).
-Z(t+eu)

De plus, JE deU(E) =U car ot) fexp(tE)deU(E) = 7(567_—

et ¢'(0) = (]ni)'(eu) = U. Finalement,

exp(8,E) N
I(eU,e) = f]n(——jﬂjip—ddeU(E) = UeU-an(eU) = h(U). o

LEMME 1.18. s(U,.) est concave.

DEMONSTRATION. 1° ﬁU est un ensemble convexe.
2° Si m et u sont des probabilités, m s+ I(m,u) est convexe [Bre].
3° Si m est absolument continu par rappert a e, alors:

ol p est choisi tel que: ¥m e m(Im(H)), m<<e = m << p << e,
ce qui est possible en prenant p vérifiant: p<<e et == >0, e-
presque partout. Or, m H-fln(%éQdm est linéaire (a valeurs R) et

m en(Im(H)):m << e} est convexe, donc: m+~ I(m,e) est convexe. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.14. Compte tenu du lemme 1.17 et de
la remarque 1.16, il reste a prouver que ey est 1'unique solution de

(1.17.3).
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D'apres le lemme 1.18, 1'ensemble des solutions de (1.17.3) est
convexe. Supposons qu'il contienne deux éléments distincts ey et e,

alors %(e]+e2) est aussi solution et:

1 1 98 o198
I(z{eqtey),e) = Sol5 goHE)+ 5 qg(E)1de(E)  (4(x)=x1nx)
< l(I(e ,e)*I(e,,e)) = inf I(m,e) (¢ est strictement convexe)
ALY 2 i

I1 apparait une contradiction, ce qui prouve 1'unicitg.
Finalement, la propriéte (1.13.2) permet de construire Y a partir

de eU. o

COROLLAIRE 1.19. (de la démonstration) s(U,.) est concave.
DEMONSTRATION. C'est une conséquence des lemmes 1.15, 1.18 et

de 1a convexité de H?ﬂﬂz .

1.c LA DEFINITION DES FONCTIONS THERMODYNAMIQUES ET QUELQUES REMARQUES

On note <f>, = ﬁpf(P)dPU(P)-

DEFINITIONS 1.20. On pose 6 = -B = - %T‘ o k>0 estla

constante de Boltzmann.

Température: T = - %5
Energie interne: U(B) = <>, (1.13.1) (voir 1.32)
dp
Y o e = - = - = - U
Entropie: S(U) kh(U) kI(pu;c)« k<1n U

Fonetion de partition: B - Z(B) = Z(-B)

Energie libre: F(B) = «kT ]nz(g) = - lﬂéﬂil
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REMARQUE 1.21. Sur la définition de T. Elle permet a priori
de definir des temperatures dans R. Les systémes physiques sont
constitués d'un grand nombre de particules (N=+=). N=+~ ne permet
de donner un sens qu'aux températures positives si H est de la forme

(1.2) et U ot est borné inférieurement.

pot
Les températures négatives apparaissent, par exemple, dans les
systeémes antiferromagnétiques (ou 1'entropie augmente lorsque 1'energie

interne diminue, voir (1.28.2)).

REMARQUE 1.22. Sur 1'entropie. Parmi les informations, entre deux
probabilités P et Q, de 1a forme (¢;P,Q) = EP(¢(%%)) ou ¢ est continue,
(1) = 0 et est telle que "'20, ¢ = In est la seule fonction telle que:
‘ﬁ(¢;P]aP2, Q18Q2) ='§(¢;P],Q])+J(¢;P2,Qz). Cette propriété s'appelle
1'extensivité de 1'entropie.

REMARQUE 1.23. h est convexe et -h(U) = SYP _ s(U,v) = §(U,e )

12 U
vé€l (M1

avec s(U,.) concave,se traduit par: U

U - S(U) est une fonction concave

et

s(U,.): est une fonction concave qui atteint

v — S(Us\))

son maximum S(U) & 1'équilibre -

Notons L(f) la transformée de Legendre de la fonction f de domaine Df

L(f)(x) = sup (yx-f(y))
y eDf
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(1.17.1) s'ecrit

(1.24.1) h(U) = L(InD)(U) = gU-TnZ(gy)
avec

(1.25.1) (1nZ)'(eU) =U.
Comme 1nZ est convexe nous obtenons par dualité de Legendre

(1.26.1) 1nZ(8) = L(h)(8),
(1.27.1) 1nZ(8) = U8-h(V)
(1.28.1) h'(u) = 8 .

(1.25.1) et (1.28.1) sont les relations de dualité entre 1'énergie
et la température et donnent

d

(1.25.2) U= - dB

nZ(B),

oS _
(1.28.2) 30

—|—

(1.26.1) et (1.27.1) donnent:

(1.26.2) - &= L(-5)(- -}-) et

(1.27.2) F = U-TS

ce qui prouve que la définition de F est cohérente avec celle de la
thermodynamique classique.
On verifie aisement que

(1.29) F(T) = -L(S = U(S))(T) (d'apres 1.26.2) .

REMARQUE.. Pour T # t~, (1.28.2) et le theoreme des fonctions

implicites nous permettent de donner un sens a (1.29).
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REMARQUE 1.30. La convexité de InZ et la relation (1.25.2) prouve
qu'il y a bijection entre U et B . On peut donc écrire pU(B) = pB, (*)
ce qui permet de donner une définition plus claire de 1'énergie interne:
(1.31)  U(p) = <Hyol>= <H:P .

Avec ces nouvelles notations:

g
(1.32) Pu(p) = pB(U) et gg—(p) = 2521%%g§921- opresque partout.

REMARQUE 1.33. Sur le nombre de particules N. Les résultats
énoncés précédemment n'ont de 1'intérét que si ®# 4. Or un hamiltonien
H ayant un sens physique est une variable extensive, donc |HN] tend
vers +e lorsque N tend vers +«. La fonction de partition ZN n'est
définie que si N est fini, soit n fini ou 1Py cR". Le probléme N - +=
nécessite des renormalisations ainsi que la définition d'une limite

thermodynamique qui dépend de la forme deslPN et des Hy.

REMARQUE 1.34. Sur la pression et la multiplicité des phases.
On indice par N les variables qui correspondent 3 un systéme de N par-
ticules. Supposons que HN dépende d'une variable exterieure P (la
pression pour un gaz, le champ électrique extérieur pour un systéme
électromagnetique), et que P *’HN(Z&JSOit dérivable.

VN , défini par VN = - gﬁ—N,est le volume ou la magnetisation,

alors:

1o 3
Vy(BsP) = < > = §'3§'1n Zy(BsP) = - 5 FN(B,P).

Pour étudier le systeéme N = +=, on regarde entre autres les limites:

0P = 1in <P e Tim LR (BLP)
Now N oo

(*) B est un indice
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Supposons que ces limites existent, et que pour tout N et tout B,
P»FN(B,P) soit concave (c'est souvent le cas). Alors P+~ F(B,P)

sera concave, mais pourra ne plus etre dérivable en certains points.
(Voir 1e Th. 5.3.). Nous illustrons ce phénoméne par les courbes iso-

thermes B =pB* correspondant & un gaz infini.

v B-p* F

px p p* p

On dit alors qu'il y a multiplicité de phases en (B*,P*) car en ce point
(U,V) n'est pas entiérement defini. En résume la multiplicité de phases
n'a lieu que siune variable extérieure autre que B intervient et si

N = =, puisque lorsque N < =, FN est derivable.

1.35 LA MESURE DE GIBBS POUR UN SYSTEME DE N SPINS. La mesure de

N
Liduville est de la forme oN(dp) = ® ai(dpi) (1.35.1) ou a, est
'I:
une probabilite (sur R, R2, R3, 51, S%, etc.).
N
Le hamiltonien H est de la forme HN(p) = 3z Ui(p) (1.35.2) ou
i=1

Ui(p) est le potentiel d'interaction du spin i avec les N spins 1,...,N.



-26-

On remarque que pg =9y (en p =10), c'est-a-dire dans le cas des

systémes ferromagnétiques que oy est 1'état d'équilibre Torsque T = +°,

L'entropie SN(U) = s(U,pﬁ(U)) mesure la "proximite" de 1'équilibre

pﬁ(u) et de oy = pﬁ . pﬁ peut etre interprété comme 1'état du systéme

le "plus désordonné autorise par la nature" (en fait par le modéle).

1.32 s'écrit

N

(1.36) oy = 2 (B) exp(-8 200
1= 1

a .
1

ne®=
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2. PRESENTATION D'UN SYSTEME DE CURTE-WEISS DYNAMIQUE

2.a  DESCRIPTION D'UN SYSTEME DE N SPINS

i appartenant & {1,...,N} s'appelle un site. En chacun de ces

. . . . . A
sites "vit" un processus a valeurs reelles. Soit: x;

(w,t) €R,
(i e {1,...,N}, t € R+, w € Q) la realisation de ce processus au site
i et a 1'instant t pour 1'evenement w. x?(t) s'appelle le spin en i,

a 1'instant t. On appelle xN le processus a va]eurstRN'défini par:

X e
1) » (Mwst) s (wst).

2.b  LES EQUILIBRES
On appelle équilibre toute probabilité invariante oy € HGRN).
Pour que le modéle soit physiquement acceptable i1 faut que oN soit
une mesure de Gibbs de la forme (1.38).(*)Avec Tes notations du paragraphe 1:

(2.1) P N

N R

On dira qu'un systéme de N spins et un systéme de Curie-Weiss si en outre,

le hamiltonien HN est de 1a forme:

R\ + R
(2.2) HN: N g, N 5
.(x]s---sxn)"* 'h.lE] x-i - W(1E] X_') (heR, J€]03+°°[)
g, N e g1 N N
h est un champ électrique extérieur, - 5p( 3 %,)° = - 5§ 2 x;) 2 x
\ eN* .2y T N j=1 43 0
est 1'énergie d:interaction, %-%— 5 xj a la dimension d'un champ
J=1

electrique, c'est le champ moyen.

(*) On demande 3 un équilibre de réaliser le maximum de 1'entropie.
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Compte tenu de (1.38) et du fait que J >0 et B >0, si h=0
on voit que dq&/doN est maximal lorsque les spins sont de mémes signes.
C'est un systeme ferromagnétique.

On impose & la mesure de Liouville d'étre de la forme (1.35) ,

avec en outre: pour tout i de {1,...,N}, a; = a, soit

N
(2.3)  oy(dx) = ® a(dxs), dx = T dx; € [RY),
N =1 =1

dxi € R), Vi € {1,...,N}

=

De maniére a pouvoir effectuer tous les calculs par la suite, a doit
verifier la condition
(2.4) WN ¢eN*, VB >0, VYh €¢R, ¥ >0,

N J N N

Ty(ph) = 1 exolp(h 3 x; + G( 2 xi)2]i® a(dx;) <+

'RN - 1 ] =]

qui est équivalente a

(2.5) vy € [0+, ! exp(yx2)a(dx) < +e.

Finalement

N N N

(2.6)  f"(ax) - Z&l(ﬁ,h)exp[ﬁ(h-zl x; + %ﬁ(‘zlxi)z)].e]a(dxi)
i= i= i=

ou o est une probabilité sur R qui verifie (2.5).

2.c LA DYNAMIQUE
Etant donnee une probabilite N il y a a priori plusieurs dyna-
miques qui 1'admettent comme équilibre. Nous choisissons une dynamique

du type diffusion de 1a forme: (voir [Dawl, [ pzw])
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2.7)  axdl(t) = (v (£))+eRN (E)+h)dt + odw (), 1 € (1,...,N}
N
%— z xﬁ, o est une constante strictement positive et

N -
=1

ou
W= (w1,...,wN) est un brownien delRN a coordonnees independantes.

On note AN:CEGRN)-+ BbORN), 1'operateur d'évolution (backward)

defini par

=

2
(2.8)  wf e CZRY), A = 3 (vixp)reren)2i(x)r O

2
3°f
—5(x)
i=] i i 2

] axi

nt™M=z

o sera choisi tel que le probléme des martingales associé a AN ait une

solution unique. Soit {R la solution du probléme des martin-

")}“RN
gales

t
(2.9) v € CARY), vx €RY, EF(X(t) = F(x)+E, [ AyF(X(s))ds .
0

t_ . _ ot N
On note PN’X- X (t) PNA,’< Py ﬁPN’xpo(dx) pour pg € NM(R") (intégrale
R
faible) et Aﬁ 1'adjoint formel de AN.
vf € EEUR), <f,pt> = <f,p0> + <f,f8 Aﬁpsd5> s'écrit:

ap .
(2.10.1) sz' = Aﬁpt (au sens des distributions) ou

N
(2.10.2) wu € n(RY), Afuldx) = 2 = 2= [(wlx;)+6x+h)u(dx)]

(2.11) o est une probabilité invariante = Vvt ¢ R+, P =Pg= ¢

(2.10) et (2.11) donnent:
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. p est une probabiliteé
(2.12) o est une probabilite invariante o
Ao = 0 (au sens des
distributions)

En.effectuant un calcul formel on obtient:
N N

+h 3 )11 exp(55 V(x;))
i=1 i=1 o

(2.12) )2

olo
>

N
-1 2,0
(x) = Cy, exp[5(zH{ = x;
N G2 N

ou V(x) = fs v(y)dy, Cy: constante de normalisation. Pour identifier

o et o (2.6), on pose:

(2.13.1) =%, J=9.
()

De maniére a ce que la mesure de Liouville N soit indépendante de B

on impose & v d'étre de la forme:
(2.13.2) v(x) = g; v(x), donc:

(2.13.3) %f(x) . expfﬁ V(y)dy >0 ou

2= £ 075 S)a)dx = lexp(35 V(x))ax .

La condition 2.5 est alors équivalente a
(2.13.4) vy €[04, ST rexp(yx’+XF(w)du)dx < +

(ce qui implique que z est fini).

Par la suite nous nous intéressons donc a 1'équation differentielle

N (e.d.s. dans RN)

2
(2.18)  axdi(t) = (S W) ral()en)dtrodw (1), i€ O, N

stochastique dans R

ou w = (w],...,wN) est un brownien a coordonnees independantes de RV,
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EXISTENCE ET UNICITE D'UNE SOLUTION DE 2.1k:

Théoreme 2.15

Si b: RN -> RN est mesurable et localement borné

Si a: RN + {matrices N x N} est continu et vérifié:

¥x ¢ RN, inf <a(x)y, y> > o
yelRN

et s'il existe une constante K telle que:
¥x e RN, 11120111 2 K (14 11x112) et
<xb(x) > < K (1+11x112)
Alors le probléme des martingales dans C( R+, RN) associé au générateur

G,: V¥f ¢ Ci( RN), ¥x € RN, GNf(x)

N
N N 2
G, f(x) = I b.(x) g{'— (x) +;— ) a;; () —ax?ax. e

i=1 i,j=1"
admet une solution unique

démonstration: Voir [STV], Thm 10.2.2. @}

Le théoréme 2.15 est un théoréme d'existence et d'unicité des solutions

faibles de 1'e.d.s 1-14-. Le théoréme 2.16 nous donne

un résultat d'existence et d'unicité des solutions fortes de .14 .

Théoréme 2.16

Si v est localement lipschitzieme et s'il existe deux constantes

K, r 2 0 telles que: V¥ x,z ,

V) - V(2) s Kix-2), x¥(x) ¢ K (1ex2), V(x| < K (agx]")

alors '2.4%.admet une unique solution trajectionelle.

démonstration: Voir la proposition 3.1 du chapitre 8.
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2.17 RECAPITULATION. Hous étudions (x"), | 1a suite d'equations

différentielles stochastiques, xN € C(|R+,IRN).

(2.17.1) dxl(t) = (vOd (0))+ e () )dtrodw, (£), §=1,....N, 0-0, 5.0,

N
N )

ot w' o= (w],...,wN est un brownien a coordonnees indépendantes et

N
vx € Ry v(x) = =5 v(x)+h, h ¢IR; W=l z N
2 N =1 1

i
De maniére a pouvoir appliquer le théorgme 2.16, nous imposons a

la fonction v:

(2.17.2) w €R, V(x) = x.¥;(x)#(0) avec sup ¥;(x) < +=
xR

de plus:
(2.17.3) W €R, fp exp(yx’+/% T(u)du)dx < += (condition 2.5).

REMARQUE.  Au chapitre 8, nous étudions la loi des grands nombres par

un Famille d'e.d.s plus générale que 2.17.1, a savoir:

N N
axV(0) = M) + 1 T RGN, XN de + T ol (), X\ () dw, (t)
i i N =1 i j N =1 i j j

od;v, f et g vérifient les hypothéses (H) du théoréme 2.2 du chapitre 8.
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3. QUELQUES RESULTATS D'ECHANGEABILITE

py donne par (2.6), de meme que la Toi du systeme (2.14) si sa
condition initiale est echangeable, sont des lois de suites finies
échangeables (a valeurs respectivement dans RN et (C(R+,R))N). L'échan-
geabilite est une propriete essentielle du systeéme de Curie-Weiss, a
1'equilibre ou dynamique.

Les resultats que nous enoncons dans ce paragraphe, se trouvent
pour la plupart dans [Ald]. Nous reppelons la démonstration des
résultats importants pour la suite de 1'exposé.

Les propositions 3.5 et 3.8 formalisent 1'idée intuitive que la
loi d'un échantillon échangeable (fini ou infini) est entiérement
déterminée par celle de sa probabilité empirique.

Le Temme 3.9 est fondamental pour obtenir des conditions necessaires
et suffisantes de tension de suites d'échantillons echangeables. Les
lemmes 3.11 et 3.12 ainsi que les corollaires 3.13 et 3.14 n'apparaissent
pas explicitement dans [A1d]. La proposition 3.15 et la seconde partie
du Théoréme 3.18 sont does a Kallenberg [Kal]. Le theoréme 3.18 est

fondamental dans notre exposé car il decrit la limite thermodynamique.

DEFINITION 3.1. Une suite finie (Z]""’ZN) de variables aléatoires
est dite échangeable (ou N-Echangeable pour indiquer le nombre de

variables aleatoires), si:

b4 .
(21""’ZN) = (Zﬂ(l)""’%I(N))’ pour toute permutatjon Il de

{1,...,N}. Une suite infinie (21,22,...) est dite échangeable si
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fa S

(11,22,...) = (ZH(]), Zn(z),...), pour toute permutation finie 11 de

{1,2,...} c'est-a-dire toute permutation Il telle que # {i,lI(i)#i} < +e,

3.a LES SUITES INFINIES ECHANGEABLES

Le theoreme fondamental concernant les suites infinies echangeables
est le theéoréme de De Finetti, qui dit que toute suite infinie de variables
aléatoires réelles est un "mélange" de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées (i.i.d.). La réciproque est evidente. On
étend sans difficulté ce théoreme lorsque les variables aléatoires
sont a valeurs dans un espace de Bore]:Sg*)Avant de définir les mélanges

d'i.i.d., nous avons besoin de 1a notion de probabilité aleatoire.

DEFINITION 3.2. a:(®,°YR)) - (1(S)Y1(S)) est une probabilité
aléatoire si elle est &(I(S))-mesurable, ou ﬁ(n(s)) est la plus_
petite tribu rendant toutes les applications

{H(S) +R, A €%S) mesurables.
8 = 6(A)

Soit a une probabilité aleatoire, i1 est possible de construire

(Yi)izl tel que conditionnellement & a=6 (6 probabilite generique),

(Yi)izl est i.i.d. (o).

Lorsque S =|R. On note F(e,t) = 6(]-=,t]) et F'](e,x) =
inf{t,F(6,t) = x} . Si & est uniforme sur [0,1] (U(0,1)) alors
F~'(6,£) a pour Toi 6. Si (g;);.y est i.1.d. (U(0,1)) alors
(F-](e’gi))izl est i.i.d. (8). Soit a une probabilite aleatoire

independante de (&.)

- o
i)j»1 et posons Yo = F “(a,&;) (i = 1), alors

-~

(Y;)._, vérifie la propriete requise.
i/i=]

(*)
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Lorsque S est de Borel, la propriete suivante est verifiee.
Soit # de loi U(0,1), pour toute p probabilité sur S, i1 existe

f:[0,1] =S tel que f(&) a pour loi p .

DEFINITION 3.3. Soit (Y;),,; une suite de variables aleatoires
a valeurs dans un espace de Borel S, soit a une probabilite aléatoire sur S,

on dit que (Yi)i>1 est un mélange d'i.i.d. dirigé par a si:

A

Fd A A
(a,Y],YZ,...) = (a,Y],Yz,...), pour (Y.)

)i construit plus haut.

Notons (Y],Yz,...) =Y, 4(a) la loi de aetf(S) 1a tribu
sur S. 11 est clair que: P(Y € A) = [ 6% °(A)L(a)(d6), VA €({S™),
i est le mélange canonique d'i.i.d. d?i?éé par a.

IT est maintenant possible d'enoncer correctement le théoreme

de De Finetti.

THEOREME 3.4. (De Finetti) Soit Z une suite infinie echangeable
a valeurs dans un espace de Borel S, alors Z est un melange d'i.i.d.

DEMONSTRATION. Voir [A1ld].

Dans ce qui suit, nous nous interessons a des problemes de conver-

gence; nous supposons que S est polonais.

e}
1%

M=

N er s _1
TN - TI(S) est defini par AN(X],...,XN) ol 1

lim &troite AN(XI""’XN)

N-s<o

A ST »TI(S) est defini par A(x) =
59> si la limite n'existe pas .

La proposition 3.5 suivante est une consequence immediate de la

definition 3.3 et du theoréme de Glivenko-Cantelli.
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PROPOSITION 3.5. Si la suite infinie Y est un melange d'i.i.d.,
alors ce melange est dirige par a = A(Y) et cette probabilite

aléatoire dirigeante est unique presque surement.

3.b  LES SUITES FINIES ECHANGEABLES

Dans ce cadre le theoreme de De Firetti ne peut pas se géneraliser,
une suite finie echangeable n'étant pas necessairement la "restriction"
d'une suite infinie échangeable (si cela arrive, il se peut aussi qu'elle
soit la restriction de plusieurs suites infinies echangeables distinctes).
Toutefois, leylemme 3.8 suivant est 1'analogue partiel du theoréme
de De Firetti.

Prenons N constantes appartenant a S:y],...,yN non necessairement

distinctes, et mettons-les dans un ordre aleatoire:

(3-6) X,= (Y]"'"YN) = (yﬁ(])a3.Yﬁ(N))s

il est la permutation aleatoire sur {1,...,N} de loi uniforme.

La distribution empirique de Y est une distribution fixe

[ g

AN(y) = %- Gy = AN(x) (3.7). Réciproquement, il est clair que si Y

i=1 i

est N-échangeable et satisfait (3.7) alors Y a pour loi (3.6). Y s'appelle

~

un processus d'urne.
PROPOSITION 3.8. Soit U, 1'ensemble des lois 5 (Y) ol Y est un

processus d'urne. Soit Uﬁ 1'ensemble des distributions empiriques

§ . Soit ¢: U

1 Y

sz

1
N i n ~ Ui la bijection naturelle dR(Y)) = AN(X).
Soit Z = (Z],...,Z ) une suite finie N-é&changeable 3 valeurs dans un espace
espace de Borel S. Alors Q-](AN(g)) est une probabilité conditionnelle

réguliére pour Z sachant A (Z).
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DEMONSTRATION. Voir [A1d].

Ce qui signifie que conditionnellement a Ta distribution empirique,
les N valeurs intervenant dans la distribution empirique apparaissent
dans un ordre aléatoire uniforme. OQu bien de maniére moins precise

qu'une suite N-échangeable est un melange de processus d'urne.

3.c DES RESULTATS DE CONVERGENCE
S est un espace polonais. SN et S sont munis de la topologie

produit.

LEMME 3.9. Soient (an)n>1 des probabilites aleatoires sur S

(Ean)nz] est tendu dans T1(S) si et seulement si (d(an))nzl est tendu

dans TI(T1(S)).
DEMONSTRATION. ([A1d]).

Condition nécessaire. Fixons e > 0. Par hypothése il existe
C) < 52—2J

un compact K. c¢ S tel que: Ea_(K , Yj,n =1.

J ntvJ
L'inegalite de Tchebichev donne:

(3.9.1) P(an(.,Kg) >279) < 272373 2 27 yin =,

En posant ®= {p €T1(S), e(Kg) < 2_3, Vj 21}, on a d'apres (3.9.1):

Pla, €¢®) =1-¢, ¥n = 1. On conclut en remarquant que ® est un compact

n
de TI(S).

La condition suffisante est immédiate en vertu de:

<(2Ean> = E<¢,a >, ¥ € C{S). Ce qui implique la continuité de :

Rﬂ(an) e E(an) 0

Le lemma 3.9 va nous permettre d'énoncer un résultat de compacité faible,

a la proposition 3.13.
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cas 1. z8 (k 2 1) sont des suites infinies échangeables

~

Par définition de la topologie de Sm, nous avons:

k & k ky & .
(3.10) Z E;m Z e (Z],. .,Zm) k:; (Z]""’Zm)’ Ym > 1.

I1 est clair que Z est echangeable.

On note a = A(gk) et aq = A(g).

LEMME 3.11. gk (k = 1) sont des suites infinies echangeables.

(X(ék))k>1 est tendu dans T(S”) si et seulement si (1(25))k>1 est
tendu dans TI(S). |

DEMONSTRATION.  (X(Z*)),_; tendu = wm = 1, ((zX,...,25)),

tendu.
La condition nécessaire est evidente.
Condition suffisante:
(X(Z§))k2] tendu e Ves0, 3K ¢ S, K compact tel que:vk = 0,
P(ZX €K) 2 1-e. 2 k

est la suite canonique associee a 5 (voir 3.3)

PUZS, .. 0Z8) € K™y = Pi(an K, .0 2K) e mi(s)™
= n{s) P{(Z%,...,Z;) € Kmlak =e}$(ak)(d9)
= 1 o(K)"X(q,) (de)
rn(s)
>[ e(K)i(ak)(de)]m (inegalite de Jensen)
1i(S) '
= p(zk )"

(1-6)™ > 1-me. 0

v
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LEMME 3.12. Si Z est «-echangeable et a = A(z) alors

’ 2y LB .
D{«(Z‘la---azm) - E'.(a ), Vm jeit ].

DEMONSTRATION. Vo € cb(sm),

E(“,'P(Z],-..,zm)) = ]’]{S) E[(“,‘D(Z],-‘-,Zm))kl = G]X(G)(de)
= [ (8,<0,67=)4(a)(de)
11(S)
= (Ea,<@,Ea&m>) .

D'autre part E(a,o(Zy,...,Z;)) = (Ea,<w,1(Z],...,Zm)>).

En particu]iery.[(l%) = E(ak) et le lemme 3.9 permettent d'énoncer la

PROPOSITION 3.13. Les Z‘k

(k = 1) étant des suites infinies échangeables.
(X(Z?))kz] est tendu dans TI(S) si et seulement si Gi(A(gk)))kz] est

tendu dans T(11(S)).

COROLLAPRE 3.14. Une probabilité aléatoire a sur S est entiérement

détermineée par {E(a®m)hw>].

DEMONSTRATION. C'est une consequence directe de 3.5 et 3.12.

PROPOSITION 3.15. Les ;k (k 2 1) étant des suites infinies échangeables.
La suite (Zk)kzl converge en loi vers % si et seulement si la suite
(A(%k))kz] converge en loi vers A(Z).

DEMONSTRATION. [Kal,Ald]. S est un espace polonais métrisé

par d, alors I1(S) est un espace polonais metrisé par d, ou

Vi,v € T1(S), d(p,v) = inf{EA(X,Y,.X(X) = u, L(Y) = v}
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On peut montrer plus precisement qu'il existe q:11(S)x(S) »»H(SZ)

mesurable tel que:

(3.15.1) u, £ (s v) (dx,dy).
S

Condition suffisante. D'apres le théoréme de représentation

de Skorohod on peut supposer que A(gk) =aq - as A(%) p.s., alors

ko0

(3.15.2) E(ak,a) > 0 p.s.
K -0
(v W

Pour tout k, ,wk ((V ) i>1 est la suite «~-échangeable

dirigee par g(ak,a). Alors:

(35.3) ¢ ¥4 W E g we et

E(d(Vk,W$)lg(ak,a)) = d(ak,a) (en raison de 3.15.1), donc

(3.15.4) Ed(V'{,wl;) -~ 0 (3.15.2 et convergence dominge).

ko0
3.15.3 et 3.15.4 impliquent ZzX £
S

P4
Condition nécessaire: Supposons EF - ‘%. E(ak) =‘¥(Z§) (3.12)
—»00
et 3.9 montrent que (ak)k>1 est tendu. Si & est une limite etroite,

(123

X
a . Donc q > a .o

k-0

la condition suffisante implique a

k

CAS 2. 1" est une suite N, -echangeable (k=1) et 1im Nk = e,

k-»0
Nous dirons que 5# tend en loi vers 5 lorsque k tend vers 1'infini si

3.10 est vérifie. Z est alors une suite =-échangeable.

LEMME 3.16. Si Z est N-echangeable alors £(Z;) = E(n(2)).
DEMONSTRATION. Vo € C(S), Eo(Zq) =/ E(e(Z))]1y(2) = of(ry(2))(d0)
'J* ~

1 N UN
(en raison de 3.8). Si 6=+ 2 &

alors E(w(Z])lAN(g) = g) = =](p(y].) = =p,0-. Donc:

‘<¢,‘i(z|)5" = E"P(Z]) S<ip ’E(AN(Z;) )= ol
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PROPOSITION 3.17. l est N-échangeable.
Si Z est la suite ~-échangeable dirigee par AN(l), alors:

o - i m(m-1)
Vs Ny Y )2 ~2(~N—

DEMONSTRATIOM.  Voir [Ald ].

La proposition 3.17 permet d'eétendre immédiatement 3.15 au cas 2.
Le lemme 3.16 permet d'étendre immediatement 3.13 au cas 2. Nous

avons le:

THEOREME 3.18. Zk est Nk—échangeab]e (k = 1) et Ny -~ =

ko0

(3.18.1) {Z(AN (Zk))}k>] est tendu dans TI(11(S)) si et seulement si
k™ -

LI(Z§)}kz] est tendu dans TI(S).

(3.18.2) 1z

tend en loi vers 5 au sens 3.10, lorsque k tend vers

1'infini, si et seulement si Ay (Zk) tend en loi vers
kN

A(%), dans TI(S).

Le lemma 3.19 suivant apparait dans des articles de Sznitman et Tanaka.

LEMME 3.19. Si qy est la loi d'une suite N-echanaeable sur un
espace de Borel S alors: Vk € {1,2,...1}, ka € Mb(Sk):

E (<fk,AN(XN)®k>) N)®k )

< A
I FioEq, X

N

@ ®(N-k) g

ffk Ni" + 0(1)

N



-472-
DEMONSTRATION. U¥ est defini en 3.8:

£ B, (<F i M 1 o= 0078 () (49)

N\ ®_
(3.19.1) EqN(<fk,AN(§ ) )

* q k> N'n
Uy N
) k. N
SRR ST LMD
N
= £, £ 0%Ln (xy)(do)>
k U* N n,
N
o(N-k) N N
(3.19.2) <fk®W® Ay = EqN(fk(X],...,Xk))
_ N N Ny_ N
= 1By (F LX) [y (X)) =0) Ay (X)) (do).
ux 9N
N

NOn note IN,k = {(i],...,ik) € {1,...,N}k:1],...,ik tous distincts}

fy k Aﬁ = N(N-1)...(N-k+1).

'I N
Si 6= N2 8,5 Y€ S (vi € {1,...,N}), alors

i=1 Yy 1
&k 1
<f 20 > = Z f(y seeassy: )

k "3 (igseeesi )€l un MK k™1, Ty
et

N N N 1
E_(f (X7seeasX))|Ay(X") = 6) = 57— g Y. sevisy: )
ay k kZ N ﬂNJ(iru.ﬁwemk ki, Ty

d'apres 3.8. Donc

N Ny_ g ®k
IEqN(fk(X]aoo-QXk) IAN(ré )"‘0)“<f \>l

=2 po—}
]
el
-+
=
——
‘<
v
-
<
—~—t

. -‘4‘ _i .o
(1],...,1k)€ 1

k1
{1,...,N} IH,k

ral

) ) seeesYs ) |
(1]“..nk)€Hlk N 1 k

9

+
274—-4



Ay
2l L, (0= 0
Ay
Si k=1:1 - =0,
9 | Ek—
k-1 .
oo (1= = - kD)
j=1 N

Finalement, WN = 1, vk = 1,

Rk
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E
9y

N
(f 00,

N

(1- §) = 0o

Ny

k) AN(,)\(J

1

N

=9)

).

En effet:

s 00) et 1-en(- KGEs0(l) = o).
N

<fk,9 >+0(%) ce qui avec 3.19.1 et 3.19.2 achéve la demonstration. o
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[T - LE SYSTEME A L'EQUILIBRE
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4. LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE (N - =) DE pﬁ’h

Dans ce paragraphe q%hest donne par 2.6 et verifie 2.5.
NOTATIONS. pﬁ’hest la 1oi de 5N = (Xq,...,Xn) a valeurs dans RV
Nous notons
N N SN
Sy ° ifl Xi R MN =N (magnétisation)
N S
= N =N
A My = N

MN a pour loi v € TI(R)

N
4.a  RAPPEL DE CERTAINS RESULTATS DE ELLIS ET NEWMAN ([EN 1])
Les principaux arguments probabilistes permettant la démons-

tration du théoréme 4.5 suivant sont la remarque 4.1 et le Temme 4.2.

L

REMARQUE 4.1. La Toi de Sy est ZN(B,h)'] exp[B(hs + =% s2) 1o

N N
N (ds) ou

* désigne le produit de convolution.

LEMME 4.2. Si W est une variable alédatoire réelle de 1oi normale

A0, %j) indépendante de SN, pour tout N =1, alors, étant donnés v et

m réels
S -Nm exp[-NgB,h(é;-+m)]ds
(4.2.1) WL =~ * ?_Y a pour loi . N S s ou
N N R exp[-NgB,h(&; +m) 1ds
BJ .2

(4.2.2) 9 h(t) =5t - Tn ¢[B(h+dt)], VYt €R et

(4.2.3)  o(t) = GR exp(tx)a(dx), VvVt €IR .
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DEMONSTRATION. Voir [ENI], Lemme 3.3.

4.2.2 et 4.2.3 ont un sens en raison de la premiére partie du

lemme suivant.

LEMME 4.3. Si a vérifie 2.5 et gB h est defini par 4.2.2 et
4.2.3, alors:

(4.3.1) gB h est analytique réelle

4.3.2 14 t) = 4w
( ) lt]Tm gB,h( )

(4.3.3) gB h admet un nombre fini de minima globaux
(4.3.4) IR exp(—Ng[3 h(t))dt < to, WN € {1,2,...}.

DEMONSTRATION. Voir [EN1], lemme 3.1.

(4.4) NOMENCLATURE. Soient ¢ un entier strictement positif,

£ réels distincts: Myse..sm et 2 entiers strictement positifs

2
k],...,kz, on dit que (m1’k1;"';m5’k&) est admissible pour (a,B,h)
si 1'ensemble des minima globaux de gB h est {m],...,mz} et si pour

2k §

tout 1=1,....80 gg 1 (t) = gy p(my)+a(my)[(t-my) (2K )t ol (t-my) T )]

lorsque t - m;, ou ki s'appelle le type du minimum ms .

A(mi) est un réel strictement positif et s'appelle la forcedu
minimum ms . (a;s,h)est dit pur si gﬁ’h admet un unique minimum
global. (a,B8,h) pur est dit centré en m si gB,h atteint son minimum

en m.
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THEOREME 4.5. (4.5.1) Si (m],k];..., m&,k&) est admissibile

pour (a,B,h), alors

A(My) = wy et;”’”u,: ; b; 8, ou
" Nt oo i=] i
- bi [x(mi)]_]/Zki si ky = max {k . }
b; = ——— et b, = i
5 b 0 sinon
o
Jj=1

(4.5.2) Si (@,B,h) est pur et centré enm, (m,k) étant admissible
pour (at,B,h) alors

M0, \(m) " 1-1) si k=1 (alors A\ '=1 - 0)
L2 SN'N“) Net‘-"
N —+ oo

2k
2 Texp(- X(gkxl ) sik =2

DEMONSTRATION. [ENT].

4.b. UNE LOI DES GRANDS NOMBRES

Le théordme 4.6 donne la loi deA.(ﬁ), ou X est la limite au sens

n
et A(X) = 1im étroite %— b2 6X est la probabilité aléatoire
"~ N Nt o i=1 7

dirigeante du melange d'i.i.d. }. (Voir 3.4 et 3.5).

THEOREME 4.6. Si (m],k];...;ml,k&) est admissible pour(a,B,h)

X
et.si  (Ing)" est bornee, alors AN(éN) NZQ 'A(ﬁ) dans T(R), et

L _
An(x)) = 2 bys, (e n(n(R))) ou b, est defini en 4.5.1 et

pi{dx) = g[p(dmi+h)]°]exp[p(dmi+h)x]a(dx).
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Le reste du paragraphe 4.b est consacré 3 la démonstration du
théoréme L4.6. Avant d'effectuer cette démonstration, nous en exposons
le plan en LJ7. et nous énongons le lemme 4.8.  Pour démontrer 4.6, nous

supposons que 4.8 est vérifié. La démonstration de 4.8, qui utilise

les lemmes 4.9, 4.10 et 4.11, est faite & la fin du paragraphe

4.t

4.7.  PLAN GENERAL DE DEMONSTRATION D'UNE CONVERGENCE EN LOI.

Soit YN une suite de variables aleatoires, on veut montrer
\

t
(4.7.1)  X(¥y) et> ).

N-soo

Soit A 1'ensemble des valeurs d'adhérence de @X(YN), N>1}

(4.7.1) = {A(Y\)},, est tendu et A = &)}

La condition est clairement nécessaire. Elle est aussi suffisante,
en effet: Supposons ¢i(YN) N:; LY) o 3 >0, ¥N, IM(N,e) tel que
M(N,e) = N et d(z(YM(N,s))’ Z(Y))) = . Mais on peut extraire de

qﬁ(YM(N,s)) une suite convergente, cette suite converge vers X(Y)

et i1 y a contradiction. (iHous avons utilisé d(.,.), mais 1'argument

est topologique). Les démonstrations se feront en trois étapes.

1. TENSION. (Yy) est tendu (= of # ).
2. IDENTIFICATION de o/ . Condition nécessaire que tout élément

de A doit verifier: ofc A

3 UMICTTF A 1'aide de 2) on montre que #A = 1. (La condition

?) etait suffisante.)

Notations
k
- ) - < .92 (N-k)
Sk = jE] X33 Z(B’hk,N) _Iﬁ exp[ﬁ(hk’na * oS ) Ja* (ds) et

h =h + J(sk/N).

k,N
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LEMME 4.8

-

L
- -k
(4.8.1)  Z,(p,h) Z(f5h 5 booB(h+am, )] "exp(Bamgs )+qp (1)

) =
T

(4.8.2) ‘JB,b,c ¢ R tek que vs, €ER, WN € {1,2,...1

ZN(@’h)-]Z(Bahk,N) = exn(a lskl+bsi+c) .

DEMONSTRATION de 4.8:  Voir plus loin.
DEMONSTRATION du théoréme 4.6:
On suppose que 4.8 est vérifié. Nous suivons le plan de démonstration

exposé en L.

TENSION. Nous allons utiliser le critére de tension suivant:
Soit 4 une famille de probabilités absolument continues par rapport a une
meme uy. Soit ¢3R+ »!R+, telle que 1lim 9£§l~ = +», Alors si
X—>+oo

sup f@(%&)du.< 4+, A est relativement compacte. D'apres le theoreme
€A ‘
3.18, i1 nous suffit de verifier le critére precedent pour la famille

Dqs N N
de probabilites {X1°ON}N21 YN = 1, X1°pN << a et

N
d(Xjeey)

da (x]) :

-1 J
= ZN(B,h) Z(B,h],N)expfﬁ(hx]+ §N-x])]. Prenons
#(x) = xIn(x) v 0, & est croissante.

Une consequence de 4.8.2 est:

Aoy 2
Ja,b,c ~ 0, WN -1, X, €R, ~——aa——-o—-(x]) < exn(alx]|+bx]+c) .

Comme 4 est croissante:

w -1, Ié ( T (x]))a(dx]) "|£(a|x1|+bx1+c)exn(alx]I+b(x])+c)ﬂ(dx])

-~ 4+« (d'apres 1'hypothese 2.5).
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Par conséquent L%(iN)}N?1 est relativement compact dans TI(TI(R) ;.

IDENTIFICATION.

(4.6.1) Vk € {1,2,...}, VF, € Bb(Rk):

L
Tim <fk®]®(N-k),pN> = <fk, 2 b p.®k>.
N>+ i=1

En effet:

a3 =

<A @K oz (8.0 2y explB(hs )t S SR IF (xyseeeaxy)

) >N a(dxj)
R

J=1
4.6.1 est alors une consequence de 4.8 et du theoreme de convergence

domineée,

Nous avons montré que {;«AN(éN))}N>1 est tendu. Soit p une valeur
- N

d'adhérence quelconque de cette suite et {X(AN (5 m))}m>] une suite
n >

extraite de limite p. Alors, d'apres 4.6.1 et le lemme 3.19:

& —
Tk € {1,2,...}, ¥, € B (RN), <f, / 6%, (do)> = <fy0 35,0 %%
T(R) i=1 11

Soit: toute valeur d'adhérence de &0(n (XN))} L, verifie
N, N1
1/
(4.6.2) vk € {1,2,...}, 7 o%Ki(de) = = b,p. %K
T (R) j=1 11
UNICITE. Le corollaire 3.14 nous dit que ;1 est déterminé de
maniére unique par 4.6.2) On vérifie que 11 = % b.5 est solution

1 ip,
i=1 i
de 4.6.2. Ce qui acheve la demonstration du théoreme 4.6. 0
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LEMME 4.9. 11 existe 8 >0 suffisamment petit tel que, pour

tout i de {i,...,£} lorsque N tend vers 1'infini, Vt, [t] < SH]/Zki
2k . 2k1+1
191 H(alrbr ) -g(n)) = Amg) Sy 10, (L) ¢ o, (1)p (1)
(4.9.1) ’vJ(”i/zk. My 7-9m; (2K )T e ) b 1
1 1 ‘]/2'(']
N N
¢ ! x(mi) 2k,
(4.9.2) N<Q(—T/—2—k—: + mi)—g(mi)) > 7(‘2?;‘)"—'- t + PZ(t)
N

ou P] et P, sont des polyndmes de degrés respectifs Zki et 2k1-].

DEMONSTRATION. Facile. Voir [ENI] 0
LEMME L4.10 -
On pose v = inf g(t) = g(mi),
L t
vi € {1,...,2 et V=R U ]mi—ﬁ,mi+6[, inf g(t) = v+¢ (e » 0)
i=1 teV

{fN} est une suite de fonctions.

5. (4.10.1) s;p l{ exp(-g(t)) [fy(t) [dt < += ,

Kors: (4.10.2) exp(Nvy) { exp(-Ng(t))fy(t)dt = O, . (exp(-Ne)).

Si(4.10.3): Tles fN sont continues et fN N Do f uniformément sur tout

compact et si (4.10.4):i1 existe F, tel que

W, vt, |fN(.l]}2k m| = F(t) et [ FE) exl- L 12K s po()]dt < 4.
.-
m+&
Moxs: (4.10.5) /2K exp(iy) £ exp(-Ng(t))fy(t)dt
m-§
t2k

= F(m)n(m) /2K T expl(- Tyt + o)
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DEMONSTRATION: a) 4.10.1 = L4.10.2
lexp(Hy) qu(-Nq(t))fN(t)dtI < exp(My)exp[-(H-1) (v+ )]fexn If t) |dt
v
= exp(-Nz)exp(y+z) fexn(-g IfN (t)|dt,

R

b) [4.10.3 & 4.10.4)=> 4.10.5
Pour tout i de {1,...,2} (on omettra 1'indice i)

. mn+8
N]/Zk axp(Ny) [ exp(-Ng(t))fN(t)dt =
m-5

= n'/2KsS expi-N[g(tHm)-g (m)]}fN(t+m)dt

Alors 4.9.2 et 4.10.4 nous permettent d'appliquer le théoréme de conver-

gence dominée et avec 4.9.1 et4.]0.3 nous obtenons 4.10.5 B

LEMME 4,11 Posons m = [x a(dx). Si o est non degeneree (a#Gm),

alors
(4.11.1) {(t)'] = ot*iw(exn(-mt)), Vi
si m=0, 3a > 0, f(t) = 04 .(exp(- —alt]). Si de plus a vérifie 2.5,
alors
(4.11.2) (ne)'(8) = 0,5,  w>o.
REMARQUE Si 2.5 est affaiblie et seulement 4.11.3 est verifié

(411.3) I >0, VY =v, [ exp(yxz)a(dx) < 4o
R

Alors 4.11.2 est vrai avec v <y
DEMONSTRATION.  Notons & (dx) = a(dx+m) de sorte que /xa@ (dx) = 0,

‘fa(t) = exn(tm)‘fd4t) et (lnj;)(t) = mt*(Tn_anR(t) (4.11.4). Puisque

a n'est pas dégeneree a charge un borélien delR+ et de R™.

On en deduit 4.11.1.
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Pour démontrer 4.11.2, en raison de 4.11.4, i1 suffit de considérer

1]
o
.

m

xexp(tx)a(dx)

Ixexp(tx)a(dx) _ [- e(t) 6(t)]
o(t) exp(tx)a(dx)

[- e(t) 6(t)]

(Tne)'(t) =

i xexp(tx)a(dx)
+ [=8(t),6(t) 1¢
®

(t)

(si t=1 et o(t) >0)

f:z(t)|x|exp(x)a(dx) fgzt) xexp(tx- Ix )exp( )a(dx)

= )+ T 6 0
4+ 4
or [ xexp(-tx-% )exp(y )a(dx) sup (xexp(tx-ix ) [ exo( )a(dx) .
o(t) x=6(t) o(t)

Nous choisissons 6(t) tel que, 6(t) >0 et sup (xexn(tx-%xz)) =

x=6(t)
o(t)exp(ta(t)-Fo(t)?).  Soft e(t) = L{1+(1+ %%)‘/2) et
+oo
e{t)xexp(tX)a(dX) S-Q%E} exp(te(t)-ye(t) ) }méxn(yx Ya(dx) = 6(t) car
o(t) o(t o(t)

te(t)-ye(t)2 <0, cp(t)'1 a une décroissance exponentielle (4.11.1)

a vérifie 2.5.

Finalement (1ng)'(t) = 0(;) lorsque t - +=, La démonstration est

identique lorsque t - -, 0o
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 4.8

DEMONSTRATION  du lemme 4.8

Par un calcul analogue a celui de 4.2.1, on obtient

& 2 . ~
2(Bshy ) = (ggdg‘/z’ﬁ exp[-(-k)§)_(t)]1dt avec

N8I 2

G (t) = ¢ 75 t° + Tne[B(h, \+Jt)]  donc:

_ GREXP[Ng(t)'(N‘k)ak’N(t)]eXD('Ng(t))dt

-] .
Zy(Bsh) "Z(Bshy o) = TRexp (g (%) )dt s or
S
Ng(t)-(N-k)ﬁk y(t) = -NIng[B(h+Jt) J+(n-k)Tne[p(h+Jt)+ J nﬁ =
S
Tne[B (h+Jt)+ BJ—§J-1n@[s(h+Jt)J BJs,
BY S, /M BJs) - kTno[B (h+Jdt)+ N ] donc

(4.8.1)  Zy(B,0)7'2(B.h, )

i wa[B(h+Jt)]'kexp{BJsk(1n¢)'[B(h+Jt)]}wN(sk,t)exp(-Ng(t))dt
B Frexp(-Ng(t))dt

5] S
ou Vy(syst) = expii(BIs, )2 dde s de, (1) [ (h+dt)+e B k]
S
+ da0s, rlde(1ne) [p(h+at)+opa—k]3 .
Notons Kk - {]max }{ki} et h(s,,t) = w[ﬁ(h+dt)]-kexp{BJSk(1nw)'[B(h+dt)]}
ie{l,...,2 :

4.8.1 s'ecrit:
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-1
(4.8.3)  Zy (1mh)Z(phy o)

1

exn(Ny)[NZF'fh(sP,t)wN(sk,t)exn(-Nn(t))dt
ok

|
—

1 .
(EE_‘ ki) ?E?‘mi+q

N N I h(sk,t)wN(sk,t)exp(-No(t)dt]
1 m.-6
;76

+
N~ o
N

.i

1
exp(Nv)[N2K rexp(-Ng(t))dt
v

1 1 ]
Aol Lo
2k Zk_i 2k. 1

N exp(-Ng(t)dt]

] m.i-(s

La 1imite du denominateur de 4.8.3
Dans ce cas fN = 1 pour tout N, 4.10.1, 4.10.3, et 4.10.4

clairement verifies et:

1
(4.8.4)  exp(NY)N2K J exp(-Ng(t)dt
R
2K -1
= fexo(- —=)dt 2z \m) 2k+O. (1),
R (2K) =iz
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La 1imite du numerateur de 4.8.3.

Nous allons maintenant vérifier les conditions 4.10.1, 4.10.3 et 4.10.4
lorsque
= Iy
fN(t) h(sk,t)nN(sk,t).

Une conséquence de 4.11.1 est:

(485) ;b =0, Vi €R, o[F(h+Jt)]% < exp(a s It .

1
Une conséquence de 4.11.2 est:

3,20, Yb>0, VteR, [(1ne)'(t)] = a?+b|t| donc

2

(48.6) &, -2, b -0, Vt,

1D
NFOY

s
k
exp{is, (Tno)'[B(h+Jt)]} = EXD(a3|Sk|+b|sk||t|).

De méme, VYb >0, Vt, €R, VWN,

Sk
I s

1o ] °k sy A 2 Sk
[fBIsy Jpd 8(1ne) ' [B(h+t)+ 8B | = a,BI—5— +2b [B(h+dt) |A—— +b(B) 2

qui avec 1'hypothése (0= ) sup (In 9)"(t) < += donne:
t

(4.8.7) F,sb, 20, b >0, Vt, s €R, W € {1,2,...},

B 2

s Is, |
W(sst) = explayof— +b, o+ b—-|t]) .

k

VERIFICATION DE 4. 70.1

Jgexp(-9(t)) Ih(s,t) (s ,t) ldt

2

= qu;[g(mJt)]'(k'] Jexp {Bus, (Tnw')[P(h+Jt)] Jexp(- —w—;—)dt

4.8.6, 4.8.5 et 2.5 prouvent4.10.1 pour tout Sy
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Evident, avec pour tout Sk

VERIFICATION DE 4.10.3
(s,,t) uniformément sur tout compact, en t
k

h(sk,t)wN(sk,t) N h
VERIFICATION DE 4.10.4. C'est une conséauence de 4.8.4, 4.8.5 et

4. 8.7-
Nous venons de prouver:
1—-—
(4.8.8) Y5, €[R, exn(NYN-®/ h(s ,t)¥ (s, ,t)exp(-Ng(t))dt
k R k N k
(2K -
= [ exp(- ———-—Jdt z XOni) 2k h(sk’m')+°N+m(])
R 2k 159 <t !
ks k
De plus: W € {1,2,...}, Y >0, Vsk €IR:

| §2
= explag I Ira e + by g eLB(hsat) T exn(o s, |1t

0 =h(sst) (s, t)

et |sk||t| S-l(s§+t2), donc:

}ssbs z 09 VN € {],2,...}, vb > 0, VSk € ’R,
1.

lexp(NVINZK fh(s o t) (s, ,t)exp(-Ng(t))dt |

1
Lol (h+3t) T Kexp (bt2)exp(-Ng (t))d

- exp(aslsk!+bssE)exp(NY)N

I1 est possible de choisir b suffisamment petit nour que

1
exp(Ny)NZE—f¢ﬂ1h+dt)]-kexp(btz)exp(-Nq(t))dt ait une timite (on vérifie

a nouveau 4.10.%et4.104), donc:
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(4.8.9) aas,bs,csem, N € {1,2,...}, Vs, €R,

1

K j 2
lexp(Ny)NZth(sk,t)wN(sk,t)exp(-Nq(t))dtI = exp(a5|skl+b55k+c5).

k

4.8.1 est une conséquence de 4.8.4, 4.8.3 et 4.8.8

et du fait que g'(mi) =() e (]nw)'[B(h+Jmi)] = m,.

43.2 est une consequence de 4.8.1, 4.8.4 et 4.8.9 o
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4.c QUELQUES LIMITES DE FONCTIONS THERMODYNAMIQUES

NOTATIONS. Si (m], 13-

on note:

(4.13)  M(B,h) = {my, P€(l,...

On note L(f): la transformée
THEOREME ET DEFINITION

1] B,h
Tim mHysay® > = U(B,h):
Nosten N> AN

m&,k&)

est admissible pour (a,B8,,h),

,5}:Bi>0}

Vm, eR(B,h).

de Lengendre de f.

4,14,

Les 1imites suivantes existent:

énergie interne

In[Zy (B,h)]
1im -—Ng ¢ F(B,h): énergie libre
N

1 dof*"
lim - k<1n(——§N—J = S(B,h): entropie
N->+°° pN

. Buh_ . e s
Tim <MN,pN = M(B,h): magnétisation .
N-rteo
De plus:
- J 2
(4.14.1) U(B,h) = - z B h(m)(hm+ m®)
meA(B ,h)

(8.10.2) F(ph) = 5 inf g () =

h - F(B,h) est convexe.

(4.14.3) F(B,h) = U(B,h)-TS(B,h)

(4.14.4) M(B,h) = = mb

meA(B ,h)

5 ,h(M

Fag p(m)  (m ebip.h))
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DEMONSTRATION.
lim #N EW 1mf4m+%%ﬁmmm.
Nt oo Nortoo

On obtient 4.14.1 & 1'aide du theéoréme de convergence dominee

Inr, exp[-N (t)]dt
Inzy(Em) In(B2) 8 % |
N3 2BN Ng

Une limite simple de fonctions convexes est convexe. On en deduit
4,14.2.

k]nZN(B,h) h

NN

de

Tim <-Bk(hm + %mﬁ+

Tim - N k<1n(
N-»#oo

N4+

— e

Bk[U(B,h)-TS(B,h)]
Ce qui prouve 4.14.3

Tim <M pﬁ’h> = 1im <x,vﬁ’h>

N+ oo N+ e
4.14.4 s'obtient sans modification de la démonstration du théoreme
4.5, en vérifiant qu'on peut appliquer le théoreéme de convergence
dominée.,

PROPOSITION 4,15,
2

p(t) = -ht- 9%-+ féil

ou ¢=L(Iny) est 1a transformee de Cramer de a. 4,15,1 s'ecrit aussi

(4.15.1) F(B,h) = 1nf VB,h(t) avec VB

(4.15.2) F(B,h) = —L(VB’O)(h)

(8.15.3) Fy (1) = F(RRgth) = -L(Vg ) (h) .
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DEMONSTRATION. C'est une consequence du lemme 4.16 suivant

2
en prenant dans ce lerme a(t) = Q%*- et f(t) = %lnp [p(h+Jt) ]

LEMME 4.16. Si f est convexe, F = L(f) et G = L(q) alors

H

inf (q(x)-f(x)) = inf(F(x)-6(x))

X X
DEMONSTRATION.
inf(F(x)-G(x)) = inf[F(x)-sup(xv-q(y))]
X X y
= inf[F(x)+inf(q(y)-xv)]
X N,

= inf[q(v)+inf(F(x)-xv)]

v X
= inf(a(y)-f(v)) . o
y

4.17. UNE REMARNUE SUR LA FONCTION VB’h. 'VB’h(t) = u(t)-T(-ka(t))
ol k est la constante de Boltzmann, u(t) = -h.t- Q%—- est 1'energie
interne pour la magnetisation t et -k¢(t) a 1a dimension d'une entropie.
vB,h(t) est 1'Anergie 1ibrepour la magnitisation t. +ké(t) "mesure Ta
difficulte" qu'a la maqnetisation t pour s'eloianer de m = [xa(dx).
En particulier t - k¢é(t) est minimal en t=m et ksé(m) =0,

Plus precisement, si (Zi)i>1 est i.i.d. (1), alors pour tout

A 0: N N
a7, o L.
. i=1 ' ) . i=1 1 B
lim NJn[P(~—ﬁ—~ ~m+A) ] = =d(m+A); Tim ~-1n[P(~wN~— < m=A)] = -¢(m-4)
N-».{.(r) N—»-}-'t: N
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(R+»R @++m

\ |
LA e =p(mtA) (A= -¢(m-2)
sont des fonctions neqatives decroissantes.

PROPOSITION 4.18. Pour tout h admettant un voisinage sur lequel F(B,:)
est derivable:

(4.18.1) M(B,h) = - S F(B,h).
, Bah o1
DEMONSTRATION. <MN,pN > = NB 3h In ZN(B,h) .

4,18 est une conséquence du theoréme d'analyse convexe suivant. o

THEOREME 4.19. Soit C un convexe, f une fonction convexe finie,
différentiable sur C. {fn, n =1} est une suite de fonctions convexes,

finies, différentiables sur C, telle que: VYx € C, 1lim fn(x) = f(x).
o
Alors 1lim f;(x) = f'(x), VYx € C, et cette convergence est uniforme
n—)OO

sur tout compact.

DEMONSTRATION.  Voir [Roc].
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5. MULTIPLICITE DE PHASES; GRANDES DEVIATIONS

5.a  MULTIPLICITE DE PHASES

DEFINITION 5.1. On dit qu'il y a multiplicite de phases sous le
champ h0 et a la température B si le cardinal deJC(B,hO) (voir 4.13)

est strictement sunerieur a 1.

LEMME 5.2. VB ho2 Te méme nombre de minima locaux que qB he
DEMONSTRATION. b h(t) = () = B(htJt) = ¢'(t) = qé h(t) =0 car
# = (0™, et gy (8) 20 = t = (Ine)'[B(hHIE)]

¢'(t) = B(h+Jt) car de plus ¢' est croissante. ©
Le théoréme 5.3 suivant vermetde faire le bien entre la définition 5.1 et

celle donnée en 1.34.

THEOREME 5.3. I1 v a multiplicité de phases sous le champ hO
et a la tempeérature B si et seulement si F(B,.) n'est pas derivable
en hO'

DEMONSTRATION. C'est une conséquence du Temme 5.2 et 4.15.3.
En effet, V admet plusieurs minima locaux si et seulement si elle

B’hO N\
differe de sa convexifiée VB h qui admet une partie affine de
>0 T
pente nulle. Or FhO(B,h) = F(B,h0+h) = —L(vﬁ,ho)(h) = -L(VB’hO)(h).
I1 y a donc multiplicité de phases si et seulement si F, (B,.)
0

n'est pas derivable en h=0. O

La proposition 5.4 suivante, precise la proposition 4.18 et le

theoréme 5.3. Rappelons qu'une fonction convexe admet toujours une

derivee a droite et a gauche.
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+

PROPOSITION 5.4. Max M(B,h) = -g—hi(s,h) (derivée & droite)
MinM(B,h) = %HE(B,h) (dérivee a qauche)

DEMONSTRATION. C'est une conséquence de 5.2 et de 4.15.3. o

THEOREME 5.5. a verifie 2.5 et est non-degeneree. On note
m = 4R xa(dx), a la nrobabilite definie par: a(dx) = a(dx+m),
(vdx € (J(R)) et Var(a) = fxza(dx) -mz. Si BJ > VEF%ET" il existe
un champ h(B) sous lequel il y a multiplicité de phases.
Si de plus & est symetrique, le champ h(B) = -mJ convient.
DEMONSTRATION. Les extrema locaux de gB,h sont donneés par
1'equation qé’h(t) =0 e t= (1n¢a)'[B(h+Jt)J o

t-m = (1n¢a)‘[s(h+Jt)]. Prenons h =h_ = -mJ et posons u = t-m,
alors

(5.5.1) ng](t)=() e y = Unwﬁ'(&m)

u=0 est toujours solution car [x&(dx) = 0. Compte tenu de 4.11.2,5.,5.1

admettra des racines autres que u=0, si
SHIne) () g > 1 = AVar(a) > 1,

Remarquons que la plus.petite racine >0 et la plus grande < 0 corres-

pondent a des minima locaux de g‘3 h o Le Temme 5.2 nous permet alors
*a

' - . - . 1
d'énoncer que Vﬁ,h admet au moins deux minima locaux si RAJ >’V§F(EY s

donc:
N
differe de sa convexifiee VB h o si Bl >
>a

(5.5.2) VBsh Vara

a
Nous allons montrer maintenant qu'il existe un point en lequel F(8B,.)

n'est pas derivable.
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N

D'apres 4.15.3, F(B,h) = Fh (B,h-ha) = 'L(Vﬁ,h )(h-ha).
A\ a a
D'apres 5.5.2, Vfih admet au moins une partie linéaire, soit
*a
h] sa pente. Alors Fh n'est pas dérivable en h], ce qui equivaut a:
a
F n'est pas derivable en h = h]+ha. Ce qui demontre la premiere
partie de 5.5.

Si @ est symetrique, Vp h (m+.) est une fonction paire. En
*a

effet ¢ (t) = ¢&(t-m) et ¢s est paire. Or

2
- S(t-m)%s Fooft-m)+ T

at? | e(t-m)
3

vBsha(t) = mlt- P F

. - . .
donc vB,h admet au moins deux minima qlobaux si BJ ° Var(a) * et

elle differe de sa convexifiée qui admet une partie lineaire de pente

h] = 0. o

I1 existe une classe de probabilites a , pour laquelle nous avons un
resultat plus precis que celui du theoreme 5.5, ce sont les probabilités
verifiant 1'inegalite G.H.S. (Griffiths, Hurst, Sherman). Ellis et Newman

ont montre dans un cadre beaucoup plus genéral le theoréme suivant.

THEOREME 5.6. Inégalité G.H.S., hypothéses simplifiées. Soit « une

probabilite symétrique sur IR, verifiant 5.6.1 ou bien 5.6.2

_y+6+y), (y = 0)

(5.6.1) a = (s
(5.6.2) a est absolument continue et il existe I nositif (eventuellement
+2) tel que:
{constante experG(y)dy, x € 1-1,I[

0 x ¢ 1-1,1[

ala.
x|Q

ou G(0) = 0 et G est convexe sur [0,I[,
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Soit M =0, tel que Z(h) = fﬁexp(hx+dx2)a(dx) <+, Yh €R,

¥J < M, Alors 1'inégalite suivante est verifiee:

3
VJ<M, Yk=0, a——3-1nZ(h)50.
dh
DEMONSTRATION. Voir [EN2]. o

THEOREME 5.7. m, Var(,) et a sont definis comme en 5.5.
o verifie 2.5, Si g verifie 5.6.1 ou bien 5.6.2, alors

Sous le champ h=-mJ

. 1, R | o
si gl > Vartay il v a multiplicite de phases et #X(B,h) = 2

(4 < ] * ' . 3 . o =
si pJ = Var(a) il n'y a pas multiplicite de phases (#A(B,h) = 1)

Sous un champ h # -mJ

IT n'y a jamais multiplicite de phases.

DEMONSTRATION. (Faite pour m=0). La premi2re partie est une
conséquence de la demonstration de 5.5 et du fait que 5.6 implique que
1|1¢a est concave a droite de 0 et convexe a qauche.

La seconde partie: V* (t) = -J+ 8" (t)

50 B '
5.6 = ¢"'(t) =0, Vvt=0,

Or

Donc VB 0 est convexe a droite de son minimum le plus grand. Comme
elle est analytique, elle n'a pas de zone linéaire et F(B,h) est derivable

pour h . 0., De meéme pour h < 0. o
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REMARQUE 5.8. Lorsaque a verifie 5.6.1 ou 5.6.2, 1'hypothese

(1nf)" bornee qui apparait dans le theoreme 4.6 est verifiee.

5.b  UN RESULTAT DE GRANDES DEVIATIONS
Une inspection precise de 1a preuve de la formule de Chernoff
donnee par Dacunha-Castelle [Dac], permet de 1'enoncer, sans modifica-

tion de la demonstration, sous la forme suivante:

THEOREME 5.9. Formule de Chernoff. Soit (YN) une suite

N=1
de variables aléatoires. 0On suppose que YN verifie les trois hypothéses

suivantes

(5.9.1) EexptYN = ¢N(t) <+, VYt €R

(5.9.2) Ingy(t) ~¥(t)

simplement sur ]O,+=[, ¢ est derivable sur ]0,+[

(5.9.3) YN n'est pas asymptotiquement degénéree.

Alors, si a> W'+(0): 1im l-]nP(YN > Na) = -L(V¥)(a).

Nt N
REMARQUE. L'hypothése 2 est éequivalente a la condition apparamment

plus forte:
%-]ndN(t) NI W(t) et Jﬁ(]ndh)'(t) >V (t)

uniformément sur tout compact de ]0,+ [. Ceci est du au fait que les

fonctions %-1n¢N sont convexes. (Voir le théoréme 4.19, par exemple)
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PROPOSITION 5.10. Si a vérifie 2.5 et 1'une des hypothéses

de 1'inegalite G.H.S.:5.6.1 ou 5.6.2, alors:

Va >-maxJ«B,h0), Lﬂz % qﬁ’hO(MN>a) B[VB g (a)- 12f v 0(t)]

Rappelons que 1nf VB h (t) = VB,ho(m)’ Vm EUK(B,hO).

DEMONSTRATION. Nous allons appliquer 5.9 avec YN = SN
-1 N N 3, N2 eN
() = Zy(Bshg) 1y exp(t 2 xi)expBlhy 2 x; + o (2 %)) (dx)
R i=1 i=1 i=1
= ZN(B,hO) Zy(Bshyt B
T Iney(8) > w(t) = -pF, (8, ) + BF(B,h).
Noteo o P

Comme a vérifie 5.6.1 ou 5.6.2, ¢ est dérivable en tout point différent
de 0. Les hypothéses de 5.9 sont bien vérifiees. D'autre part,

+
v 'Y(0) = - gﬁf(ﬁ,h)lh=ho = max (B,hy) (voir 5.4). Finalement, en

conséquence de 4.15.3:

L(¥)(a) = suplat-v(t)] = suplat+pF, (8. 9)] - BF(B.hy)
t t 0

Yl aid
Sﬂp[at'BL(VB,ho)(B)] 612f VB,ho(t)

supfau-L(V, . )(u)] - Binf V, . (t)
PP g T PR Y g

2N\
B(Vﬁ,h (a)- 1nf VB hy (t)) .

. /‘\
Mais a > max (B,ho) = B’ho(a) = VB,ho(a) . O
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ITT - QUELQUES GENERALITES CONCERNANT

LES PROCESSUS
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6) Processus markoviens non-linéaires

Le cadre: (S, %(S)) est un espace mesurable. T est muni de la plus

petite tribu rendant mesurables toutes les applications:

m™S) > R

ot A ¢ Qs).
v > ua)
]R+

=5

On note X le processus canonique défini par: X = (Xt) : ]R-,x-ﬂ + S
t>0
(t,w) > X (W) = w(t)

 est muni de la famille croissante de tribus (Ft)t>0

Ft = o(XS, 0

IA
6
IA
o+

Nor
i

1
<
|

Notations: X, o P =PY, ¥ P e m(Q)

(et)t>0 est la famille d'opérateurs de translation définie par:

Q > Q

¥t20, et:lw N et(w)’

¥s20, XS o et = Xt+s

Définition 6.1

Un processus de Markov non-linéaire sur S est une famille de probabilités

sur (Q, F): {Pu,u e m(S)} < (Q), satisfaisant aux conditions suivantes:

m(s) » R

(Mnt 1) ¥ BeF, {7 > ()

est mesurable.

(Mn% 2) W¥u e m(S), pﬁ =

(Mnf 3) ¥t, u20, ¥f € Mb(S), Yu e m(S),
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Ppi

U

Epu[f(Xtm) Fed = EPu LFX ) K] = Bp_ LF(X)1Xp] 0 8y

Remarque 6.2: Mnf 3 est &quivalent 3i:

¥t,u > 0, ¥f ¢ Mb(S), ¥ u e m(S)

E, [f(xtﬂ)|Ft] = Ep [f(xtw)lxtl = E;

u u t
Py

[f(Yu)IYO = '](Xt)

Q=05

Y . . - S
o' - ') °t (Y.),,, est une copie indépendante de

v > :
ol ¥t o,Yt {

La premiére é€galité de Mn® 3 est la propriété de Markov, tandis que la
deuxiéme donne la nature de 1'inhomogénéité temporelle. Comme nous le
verrons plus loin au chapitre 8. , un exemple de processus continu
markovien non-linéaire est obtenu lorsqu'on cherche la solution de:

t t
dxt = b(xt, p )dt + O(Xt, P )th

p =2
La proposition 6.3 et la corollaire 6.5 donne le lien entre le Markov
ordinaire et le non-linéaire.
Rappelons qu'un processus de Markov ordinaire (voir par exemple: [Dyn])

est donné par une famille de probabilités sur (Q,F): {PG ,Xxe€ Slc m(Q),
x

satisfaisant aux conditions suivantes:

{ S-> R
x > P6 (B)
X

(M1) ¥Be F, est mesurable.

(M2) ¥xe8S, Pg =96
X

X

M3) ¥t,u=0, ¥f ¢ Mb(S), ¥x € S
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E [f(Xt+u)|Ft] = E

P e )1

[fX, , IX )] =E
Ps t+u Tt Ps

X X Xt

M1l permet de donner un sens a“.P]J =/ PG u(dx), pour tout u de m(S)
S X

Alors Pu, ainsi défini, vérifie M2 et M3, ol Gk est remplacé par u.

" Proposition 6.3

Un processus de Markov non-linéaire est un processus de Markov
ordinaire, si et seulement si:

(6.3.1) P =[P, wulde), W¥uem(S)
u S Gx

Remarque: 6.3.1 a un sens en raison de Mn% 1.

Par la suite nous emploierons des versions conditionnelles
réguliéres dans les démonstrations, par commodité d'écriture. Les
résultats énoncés dans ce chapitre sont vrais, méme sans 1'existence
de ces v.c.r.

Démonstration de 6.3:

[£(xp)]

a) condition nécessaire: par hypothése: EP [f(Xu)lxo]oet = E

P
E §
Pu xt

Prenons t = 0, alors:

Ep [f(xu)] =E, E [f(xu)lxoj =E_ E [f(Xu)]

<f,P:>
U TR u oy

u

>=<f, [ P6 n(dx)>
X

u X S
b) condition suffisante: ¥¢ ¢ Mb(S):

B, (6(X) E, [£X)IX T} = E, [6(X) £&X)]
pt pt pt

H H H






J E
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t
[6(x) £(X IR, (dx)

X

I (%)
S

P
Pt

H

P
Pt

H

E

P

S

E [f(Xu)lxo] = E

[£(x )IPY (dx)
u T

X

E {¢(xo) E

Ps

P

X

By [EX )X ] = By

U

Proposition 6.4

S

(o]

P

X

[f(Xu)]},

o

(par hypothése)

donc

[f(Xu)] et par conséquent, d'aprés Mn% 3:

t
u

[f(xu) lxojlo et =E

Py [£(x )] O

X

Si {Pu, LeT(S)} est un Markov non-lindaire et si on définit:

¥t>o0, ¥uem(S), Ut(u) =P§

alors (Ut)t>o est un semi-groupe d'opérateurs (éventuellement non

linéaires) sur m(S)

démonstration:

la remarque 6.2.

¥t, u20, ¥f ¢ M

<f’Ut+u (u)>

EP [f(Xt+u)] = E

E

[ OEX @)D LLP Iy

Q

Pour effectuer les calculs suivants, nous utilisons

b

P

b

V]

u

¥u e m(S),

E

P

P

t
H

P
u

Ep [EX ) IX]

u

LEY)IY =X 1= é Pu(dw) J ()P (dw'|Y =X (0))

Q@ P

U

Q' P
H

= Xt(w))Pu(dw)](dw')
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(¢]Y =X (W))P (dw) = v(+) est défini faiblement.
Pt o t U

u

ou [ P
9]

I1 est clair que V est une probabilité&. Il reste 3 prouver V = P ¢> car

P
u

si c'est le cas

= = u = t = o
<£,0,,,(W> = <€ ),v> = <f.PPt> <E,U (P )> = <£,U U (W)>
u
Preuve de v = P _:
t
P
U
¥ACF,vA) =/ P (AY =X () P (dw)
Q P o 't H
u
’ t
=/ P, (AlY, =X ()P (dw) (2 ->-X_.(Yo) =)
Q P P
H H
=P _ (4) 0
pt
u
Corollaire 6.5 (U t) £ €5t un semi-groupe d'opérateurs linéaires (pour

les combinaisons convexes) si et seulement si{Pu,ue'n(S)} est un Markov

ordinaire.
démonstration: C'est une conséquence immédiate de 6.3 et 6.4 0
6.4 s'Gcrit:(6.6) ¥t, s > 0, ¥uem(S), Pts = PE*S

P

Corollaire 6.7 ¥t 2 0, ¥u € w(S), Gt oP =P
U Pt
U

démonstration: C'est une conséquence de 6.6 et de la propriété de Markov

De maniére imprécise, on peut dire qu'un processus markovien strictement

non linéaire garde la mémoire de sa condition initiale. Si U_ n'est

pas linéaire, il n'est pas possible de considérer son adjoint Tt comme
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dans le cas du markov ordinaire. Toutefois, c'est une notion partielle
d'adjoint de (Ut)tZO qui va nous permettre de démontrer la proposition
6.12.

Lemmg €.8 Définissons: ¥o<s <t, ¥pe m(S), ¥fe Mb(S), ¥xe S

rt - -
(6.4.0) 1 f (@) =By [f(K, )IX, = 2]

P
P
H H
alors ¥o<s <t, ¥ue w(S)
6.6.2) ¢ 1™ = T
S t S
P
H H H
Remarque D'aprés 6.8.2, pour p donné, (Tt ) est un semi-

s
P
U o<s <t

groupe généralisé d'opérateurs linéaires (pour cette notion, voir [Nev])

Remarque Une conséquence immédiate de 6.8.1 est que si on note

v = Ps, alors Tt = Tt_S , ce qui signifie que Tt ne dépend de s
u s o s
P P P
H v u
que par P°. N
. T ¢-¢
En particulier, 1lim P” (limite forte dans Mb(S)) ne dépend

t¥s t - s

de s que par Pi, ce qui permet de définir:

(6.9)  G(W$ = Lim (T° ¢ - ¢)n"" = lim (1% 0 - ) (t=8)"L (ot v=P%), ¥s:o0
h+vo P3 t¥s PU H

si ¢ € D(G(V)) = {¢ ¢ Mb(S), lim (Tho¢ - d>)h.-1 existe dans Mb(S)}
hio P
v

Le cas S = ]Rd

o _d d . .
CKﬁiR ) = D(R") est muni de sa topologie usuelle.
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D' ('Rd), son dual, est 1'espace des distributions.

Proposition 6.10

-~ rd . g 4 d
G(v) étant défini comme en 6.9, si pour tout vew(F ), -n a:

i) < D(G(v)) et G(v): D(le) -+ B (<Ed) est continu,

’10-, (
ck(ﬁ? A

alors: Vueﬂ(lf?d), Vt=o, % (Utu) = A*(Utu) (dans 0'(JRd)) ol
S Uv=-v d

h (dans D'(R")), ¥v eﬂ(]Rd)

A*(v) = G(v)*(v) = lim "—T

hio

et GO*: (B, (R > 0" (B est 1'adjoint de G(v).

o, _d.’ TPt b t d

preuve: ¥¢e¢ C.K(IR ), lim u = G(P ) (¢) € Bb(]R ), et:
uvt u-t H

t t t d 0
< - < — = —_— = — imi
¥o< s < t, T ¢ =T s G(Pu)¢ ( St - 5g+ car nous avons des limites

P P
u H

fortes de %-—groupe)

va e @B (R, <219, q >
PS

t t
. B ' <T s G(Pu)(¢)’ q>
b’ b P
u

B ]

ot b° Bp

B B
t
P

t.x
<6, ™ U @ 4,

u

. .t
Nous avons noté U _ pour 1'adjoint de Tts.

P P
H H

‘s ~ = t ]
La derniere égalité a un sens car G(PU) est continu et D - B
dense

d t ) t .
Or * —_ = e Y.
Or: < 5t T s ¢, q> B, <, ot U e B ,B ' ou :

P By, % P b’"b
u u

t PP
3t U q est défini au sens faible.
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Comme (Bb(imd))' > D'(tm@), on déduit:

d 3 ..t t t

¥0 <s <t, VFue 1T(1Rd), ¥qe (B,(R))', =— U q = G(P )*U (q)
b ot pS y pS
H H

(dans D'(?Rd))

La proposition sera donc démontrée en prenant q = P;, si on prouve que:

t ] t
U () =P
PS u H
u
Or:erB(]Rd) <fUt (PS)>=<T £,P° = E E, Mf(X. HIx ]
b ? > st s’ u P P " t-s o
Pu Pu Ps Ps
3 H
= <¢, PS5 = <f, P 0
S u
P
u

Remarque Contrairement au cas linéaire, on ne peut rien conclure sur la
densité du domaine de A*. Méme si le processus est continu 3 droite
(dans ce cas D(G(V)) est dense, pour tout Vv € T(S))rien ne permet
d'assurer, dans un cadre général, que Vv ¢ D(G(V¥)).

Observons finalement que, lorsque le processus est markovien

linéaire (ordinaire), G(v) ne dépend pas de v.
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7) Le probléme des martingales

a) Le Cadre S est un espace polonais
+
L'espace canonique est @ = C( R, S)

On note X= (Xt)t>o le processus canonique Q est muni de la famille

: -tri F. = o(X ,o<s< =
croissante de sous-tribus t ( 51058 t), F t¥o Ft

On munit Q@ de la topologie de la convergence uniforme sur tout borné de

R
Proposition 7.1 F = B(Q)
¥t > o, Ft =0 {BcQ: {wl[o,t]’ we B e (C(lo,t],5))}
Proposition 7.2 Si S est polonais alors Q est polonais
Les démonstrations sont classiques (]

b) Le probléme des martingales

G: Cb(S) > D(G) ~ Bb(S) est un opérateur linéaire, de domaine D(G),
sous-espace vectoriel de Cb(S). G est éventuellement non borné

S > m(Q)

Définition 7.3 On dit que P: {x > P résoud le probléme des
. x

martingales sur Q, de générateur (G,D(G)) si:

(7.3.1) Ve e S, PP=2 oP=3§
X o X

(7.3.2) ¥x ¢ S, W € D(G), Mw(t) = Y(X(t)) - fz GY(X(s))ds est une

Px-martzngale pour (Ft)tzo

On écrit Px résoud PM(x,G,D(G)) et P résoud PM(G,D(G))

Remarque 7.4 Pour tout ) de D(G) et tout x de S, M, est continue en t

b

et {Mw(t,w), w e Q} est borné.
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c) La propriété de Markov

Nous donnons au théoréme 7.8 une condition suffisante pour que le
processus X soit fortement markovien.

Remarque 7.5 Puisque Q est métrisable et séparable, pour tout temps

d'arréet T, FT est une sous-tribu de F qui posséde un systéme dénombrable
de générateurs. (CF [Pril)

Remarque 7.6 Puisque Q est polonais, Q étant un élément de

m(Q), i1 existe une version réguliére de Q(IEE), c'est 3 dire un noyau
N(w,A) tel que:

1) ¥A ¢ F, N(+,A) est Er-mesurable.

2) Ywe Q, N(w,*) e m(Q)

3) N(+,A) = Q(A,Er) Q-presque surement.

Notation: Les opérateurs de translation sur
b0 0 > Q etw(s) = w(t+s)
g.: 2 > Q 6 w(s) = wlr (w)+s)

Proposition 7.7 Soit P = {Px’ x € S} une solution de PM(G,D(G))

Supposons:
(7.7.1) Il existe un sous-ensemble dénombrable A(G) de D(G), tel que

Yimad

7>
>, b et GU >, Gy

W e D(G)y Ho , n=21} < A(G), t.q. v,
" simplem™ simplem™

et {11y, 11, ||G¢n||,7121} est bormé.
Soit T un temps d'arrét borné. Soit w > " (w) une version réguliere de
Px(lFT)

Alors, 1l existe un sous-ensemble Nx de Q qui est Px-négligeable et tel
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que:

(a) ¥w ¢ A&, W e D(G), AMw(T,t) = Mw(T+t) - Mw(T) est une Qﬁ-martingale

par rapport aux ot (F,)

1

(b)  Si1 on pose Hz(') = Qz (GT(w)

(«)) (¥ ¢ Nx)
Hi est une solution de PM(XT(w), G, D(G))

Remarque: Nous verrons plus loin que 7.7.1 n'est pas trés restrictif
dans les applications.

démonstration de (a): On veut: VYuw ¢ N, ¥ oss<t, VA e G;I(FS),

(7.7.2) E® [1,(w) AMw(T(&),t)J = Egx EIA(&) AMw(r(&),s)J

w w

¥8 e« F, EPx[lB(w) EQg(IA(&)AMw(T(&),t))]

- EPx [lB]A(Mw(T+t) - MW(T))]

= EPx [lBlA(Mw(T+s) - Mw(T))]

= £, [1, Ex (1,(w) oM, (T(w),s))]
P, B Qg A 0

L'avant derniére égalité est due au fait que él(Fs) c FT+s’ donc ]B]A

et MW(T) sont FT+S-mesurables et comme T est borné on peut appliquer le

théoréme d'arrét a la martingale M

"
D'aprés le théoréme d'existence de v.c.r dans un polonais (Remarque 7.6),
il existe un ensemble NQ’% , Px-négligleable tel que:

’

Pour tout w n'appartenant pas a Ng’f , 7.7.2 est vérifié.
9

Notons FS un systéme dénombrablede générateurs de G;I(FS) (Remarque 7.5)
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1 _ AP
et posons Nx = WSX(G) s,tg Q+ A€UFS Ns,t
s<t

Compte tenu de 7.7.1, NS] est Px-négligeab1e et:

Yo 4 Nl, V) € D(G), Yo<s<t, VA ¢ e;' (FS), 7.7.2 est vérifié.

En effet, si: ¥n 20, s , t_ ¢ Q+, s ¥s,t ¥vt,s <t ,A €F
n’ 'n n n n n” 'n s,
1 —_— ]
A A
n Px.p.s
et 7.7.1: ¥ e a(6), v — ¥, G — Gy, {Ilv 1,116y Il,n21}
simp simp

est borné alors

1 M, (t+t ) —————— 1. AM, (T+t)
An wn n Px.p.s. Ay

]An AMwn(T'f'Sn) —I—D;B—.-S—:-> ]A AMw(T'I'S)

et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, de sorte que
(a) est démontré.

Remarque 7.7.3 Pour la convergence dans L](Px) il est nécessaire et

suffisant d'avoir les convergences en Px-probabilitéwn > Y, Gwn+ P et la Px—

équi-intégrabilité de {AMw , n=21}. Mais ceci doit &tre vérifié pour
n
tout P_, (x € 5), de sorte que dans le cadre d'un thé&oréme général ol

{Px, x € s} n'est pas précisé, la condition 7.7.1 n'est pas trés restrictive.

démonstration de (b) Prenons B « Fs et A = e;I(B)

EQx (1

x amy(T,v) = S, (J))Anw(—r(w),v) (@) Q(duw)

A

T g8 () @ITV(X, (8, @)-V(X (6, () (@) - Sieu(X (8, () (w)))duley (dw)
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= Ex \IB AMw(o,v))

2
D'autre part, il existe Ni élément de F, tel que PX(NX) = 0 et pour tout

Y
w n'appartenant pas a Nx:

H;{&, XO(&) = XT(w)(w)} Q;{&, XO(eT(w)(&)) = Xr(w)(w)}

Px{&, xT(&) = leT}(w) =]

Finalement on prend N = N u N2 0
X X X
Théoréme 7.8 Supposons que PM(G,D(G)) admette une solution unique,
que (G,D(G)) vérifie 7.7.1 et que S > R soit mesurable pour tout
x - P (B)
x
B de F.
Alors {F&, x e S} est fortement markovien.
démonstration: . L'unicité est évidente.

Soit T un temps d'arrét borné alors:

1 -1
(R)IF 1) = Q (67" () = HX(A), P .p.s.

WA € Fs, ¥x € S, P [6_
X T
T(w)

« 2 G, D(G)):

Mais d'aprés 1'unicité de la solution de PM(P

Vo £ N, H;(A) = Pi(“)(A)

)

donc ¥w ¢ Pz(w (A) = Px[e;](A)IFT](w), qui est la propriété de Markov

forte pour tout temps d'arrét borné et qui implique la propriété de
Markov forte pour tout temps d'arrét. O
On définit la famille d'opérateurs linéaires (Tt)t>o par.

¥t = o, Tt: | B (s) - IRS

B ; ¥x € S, Ttw(x) = EPx[w(xt)]
by T



-86-

11 est clair que:

t
(7.9) ¥y « D(G), Ttw(x) = P(x) + fo Ts(Gw)(x)ds

Remarque: Ttw est borné mais n'est pas a priori mesurable.
Froposition 7.10 Considérons les deux propriétés:
(7.10.1) ¥t 2 0, © > Pi est mesurable.

(7.10.2) ¥t 2 0, x > Pi est continu

o m(S) est muni de la topologie de la convergence étroite et de lLa

tribu des boréliens correspondante

1l

(7.10.1) => ¥t 20, ¥ e B,(5), T,b e B, (5)

(7.10.2) > ¥t

Y

o, ¥ € Cb(S), Ttw € Cb(S)

démonstration: x - Pi > <w,P;> = Ttw(x) ol Ta deuxiéme application
est continue si Y € Cb(S) (par définition de la topologie de n(S))

et mesurable si ¢ « Bb(S) (car S est métrisable séparable donc normal
a base dénombrable d'ouverts) 0
Si la condition 7.10.1 (resp 7.10.2) est vérifiée, T, est une contraction

positive dans Bb(S) (resp Cb(S)). En conclusion:

Sous les hypothéses de 7.8 (T,)

est un semi-groupe markovien sur B, (S)
t’t=20 v - b

A partir de maintenant les hypothéses de 7.8 seront supposées vérifiées

d) Le Théoréme de Hille-Yosida

Du fait que les trajectoires sont continues (3 droite suffirait),

(Tt)t>o est fortement continu. L'intérét de cette propriété est qu'elle

permet de caractériser le semi-groupe par son générateur (cette caracté-
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risation ne peut se faire que sur {f, T.f o> f1)
tdo

Appelons 9 et D(g) le générateur de (_Tt)t>° et son domaine:
T f-f
t

D(g) = {f ¢ Bb(S), lim

existe et appartient 3 B, (S)}
b
tio

T f-f

¥f ¢ D(g), gf = lim
tvo

Théoréme 7.11 (Hille - Yosida)

Sotent B un espace de Banach et g un op&rateur linéaire sur B.
Pour que g soit le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contrac-
tions sur B, il est nécessaire et suffisant que les conditions suivantes
sotent satisfaites:
a) Le domaine D(g) de g est dense dans B.
b) L'équation Af-g(f) = h a une solution f e Dﬁj) pour tout h
de B et tout X > o.

e)  |IAf-g(FII1 2 [IAfll, ¥f € D(a), ¥X > o

démonstration:  Voir [Dyn], [Yos] , [Nev]

Remarque: Lorsque (g,D(g)) vérifie 7.11.c on dit que g est dissipatif
sur D(q)

7.9 nous permet d'écrire (7.12) W) € D(G), g¥ = GP. Par conséquent

(6,D(G)) est dissipatif. Il se peut que D(G) < Bb(S), alors la condition
7.11.a n'est pas vérifiée pour G. Toutefois (Tt)t>o est entierement

déterminé par la donnée (G,D(G)) si:

simple

(7.13) {ven(e), vl <1} = {y ¢ Bb(S), Lyl <1}
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oll A simple est 1'adhérence de A pour la topologie de la convergence

simple. En effet, c'est une conséquence de la définition de (Tt)t>o et

du théoréme de convergence dominée. Nous précisons cette remarque au
théoréme 7.19.

e) Des résultats de dualité

Nous appelons/ﬁ(s) 1'ensemble des mesures O-additives signées
bornées sur S. UQ(S) est muni de la norme de la variation sur S. M(S)"'

est son dual.

Proposition 7.14 Bb(S) > LE(S)’ l'injection est isométrique.

démonstration: Bb(S) +.}ﬁ(S)' 0

f > <f,>
)
Nous appelons faible (W) la topologie o(n(S) ', (S)), et w-lim la

limite correspondante.

Proposition 7.15 Bb(S) est w-fermé

démonstration: facile 0

Proposition 7.16 ¥u ecq(S), ¥t 2 o, Utu = J Piu(dx)
S

'
(Ur)t>o est un semi-groupe de contractions positives sur'(5).
¥t 2 o, Ut(ﬂ(S)) c m(S)
Le semi-groupe adjoint de (Ut)tzo cotneide avec (Tt)tZO sur Bb(S).

démonstration: facile 0

Nous appelons g le générateur faible de (Tt) et D(3§) son domaine,

t2o’
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définis par:

T V-V

(s), w-lim ¢ sb(s)}
tYo

T V-
v ¢ D(g), g = w-1im
tYo t

Il est clair que (§,0(3)) prolonge (g,0(g))

Proposition 7.17 g caractérise T,

démonstration: Voir [Dyn] 0

Proposition 7.18

Nt FIPEN T simplement f
{L1f, 11, n21} est borné

V{f%,nz]}c:Bb(S), Vf%sz(S), fﬁ

démonstration: classique [

Ce qui permet d'écrire:

7.7.1 <=> 11 existe un sous-ensemble dénombrable A(G) de D(G), tel que.

b
¥y e D(G), a{wn, n21} < A(G),
Gy > Gy
n w
7.13  <=> pig) ¥ = B, (S) (on a utilisé 7.15)

Finalement nous obtenons le théoréme de caractérisation de la loi de X

en fonction de (G,D(G)):

Théoréme 7.19 St « PM(G,D(G)) admet une solution unique {Px,x e St

« (G,D(G)) vérifie 7.7.1  D(G) vérifie 7.13 =« ¥t2o, x-*Pi est mesurable

Alors (Tt)t2>0 est un semi-groupe fortement markovien sur B, (S), dont

b
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le générateur faible g est la cloture faible de G dans B, (S)

démonstration: Se déduit facilement dufait que le générateur faible

d'un semi-groupe fortement continu (<=> faiblement continu) est faiblement

clos 0

S = IRd

Proposition 7.20

sis=R et e v =l (B — Col B
k . .
f —>  Gf = Z a(J) DJf
] &%
L . 3
ot a(J) DJf(x) = ) . a(J) — f (x)

2/6{1_’--a’d}(7 2’1,."’2"7' axz]c--axg‘j
et agJ) est mesurable et bornée sur tout compact

Alors les propriétés 7.7.1 et 7.13 sont vérifiées

Remarque: La proposition 7.20 est démontrée dans le cadre général
k ¢ N, mais la condition de dissipativité de G n'est vérifiée sur un
domaine D(G) suffisament grand (au sens 7.13) que pour k = 1,2,
- . © d
La proposition 7.20 est vraie lorsque D(G) = C (RY)

démonstration: 7.13 est une conséquence du fait que Ci ( Rd) est

faiblement dense dans Bb( Rd)

7.7.1 est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemmg 7.21

("¢ FD), 111 111,) est séparable, o I11f111;, = 1111, +

k .
'l |££' Ioo
j=1 %ef{1,...,d¥ Bxl
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On peut construire A dénombrableet ||| Illk—dense dans Q§ (l?d) de sorte

que:
k d d
¥f € QK (R”"), 3 K compact de R, H{fh, n21} c 4, t.q.

L
Ile,smmH%)c K et ﬁ2—~