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INTRODUCTION,

Ce travail a pour origine certaines gquestions concernant
les anneaux de Fatou, Rappelons, en gros, la définition des
anneaux de Fatou introduite par BENZAGHOU :

On dit qutun anneau intégre A de corps des fractions X
est de Fatou lorsque 1la condition suivante est réalisde : si une
fraction rationnelle en X ,a coefficients dans K , P(Xx)/Q(x) ,
(vérifiant certaines conditions de normalisation & préciser)
posséde un développement en série en X & coefficients dans A ,
alors les polynfmes P et Q sont & coefficients dans A .,

On emploie cette terminologie car FATOU a montré que Z

Jjouissait d'une telle propriété.

BENZAGHOU (3] a montré qu'un anneau intégre qui est
intersection d!'anneaux de valuation de hauteur 1 est de Fatou
et qu'un anneau de Fatou est complétement intégralement clos,
Il a ensuite posé un certain nombre de questicns :

1°) La notion d'anneau de Fatou passe-t-elle & 1'annesau
des polyn8mes ?

2°) La notion d'anneau de Fatou passe-t-elle aux localisés

3°) La classe des anneaux de Fatou est-elle confondue avec
la classe des anneaux intégres qui sont intersection d'anneaux de
valuation de hauteur 1 ?

he) La classe des anneaux de Fatou est-elle confondue avec

o

la classe des anneaux complétement intégralement clos 7



Supposons que A soit un anneau intégre de corps des
fractions K et essayons de répondre & la premiére question.
Considérons une fraction rationnelle en T , P(Xx)(T)/Q(x)(T) ,

a coefficients dans le corps des fractions K(X) de A[X] ’
"normalisée" et dont le développement en série en T est &
coefficients dans A(X] . En fait, 1'anneau K[X] étant lui-m&me

de Fatou, P et Q sont a coefficients dans KﬁX]. Une fagon
naturelle de procéder est de substituer & X un élément a de A ;
nous obtenons alors une fraction rationnelle en T , Pa(T)/Qa(T) ’
4 coefficients dans K et dont le développement en série en T

est & coefficients dans A ., On vérifie que cette fraction
Pa(T)/Qa(T) est "normalisée" pour presque tout élément a de A,

Supposons maintenant que A soit un anneau de Fatou, Alors,
pour presque tout é1ément a de A , les coefficients de Pa(T)
et de Qa(i) appartiennent &4 A et donc les coefficients de P
et de Q sont des éléments de K(X] dont la valeur pour X=a
est dans A ; on verra qu'en fait ils sont & valeurs dans A sur
A tout entier. Si 1lton pouvait en déduire qutils sont des élémenté
de A[XJ , on aurait terminé la démonstration. Mais ce n'ést pas
le cas, par exemple, pour A = Z : le polynéme %X(X-&) &
coefficients dans G) prend des valeurs entiéres pour tout entier,

alors qu'il ntest pas & coefficients entiers,

Aussi, avons-nous été amenés a étudier :
-~ les anneaux A tels que tout polyn8me & coefficients dans

K et & valeurs dans A pour tout élément de A soit en fait a



coefficients dans A (on les appellera "anneaux substitutiels" )
et de fagon plus générale :

- le sous-anneau de 'K[X] formé des polyn8mes qui sont &
valeurs dans A pour tout élément de A (on le notera A[X]sub
et on l'appellera "anneau des polyn8mes & valeurs entiéres sur A"
par analogie avec le cas étudié par POLYA [57] et OSTROWSKI [3&]

oi A est l'anneau des entiers dfun corps de nombres).

L'anneau A[x]sub est donc apparu dans 1l!'ébauche de
démonstration précédente, qui prouverait dfailleurs que, si A
est un anneau de Fatou, l'anneau A[X]sub aussi. Cet anneau
A[X]sub devient alors un intermédiaire agréable pour répondre a
la question 1 , En effet, soit A' la fermeture intégrale de A
dans une cl8ture algébrique de K ; en supposant A de Fatou,
on montre que A' est de Fatou et par suite At[x),,, est de
Fatou ; on montre aussi que A' est substitutiel
( A'[stub = A'[X] ), donc A'[X] est de Fatou et finalement
A[X} = A'[XJ N K[X] est de Fatou. (C'est le principe de
démonstration utilisé, de fagon implicite, par CAHEN (7] ).

AjoutonsAque ce m8me anneau A[X]sub nous a fourni des
contre-exemples permettant de répondre par la négative aux
questions 2 et 3 (cf, fﬁf]). Mais,finalement, nous avons
répondu par 1ltaffirmative & 1la question 4 : tout anneau complé-

tement intégralement clos est de Fatou (cf. [13]). (Ce qui répond

du méme coup aux questions 1, 2 et 3 ! ).
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Pour aborder l'étude de 1l'anneau A[X]sub nous nous
sommes placés dans une situation plus générale (ce qui simplifie
parfois les démonstrations)..En effet, remarquons que le
A-module quotient A[Xlsub/A[X] est isomorphe & l'ensemble des
polyn8mes en X & coefficients dans le A-module K/A qui sont
nuls en tout élément de A et dire que ltanneau A est
substitutiel revient & dire que le polyn8me nul est le seul
polyn8me & coefficients dans le A-module K/A qui soit nul en

tout é1ément de A . Aussi :

Etant-donné un anneau quelconque A , nous introduisons
dans la catégorie Mod(A) des A-modules un foncteur noté Xﬁo
qui & tout A-module M associe le A-module Xﬁq(M) des
polyn8mes en X A& coefficients dans M nuls en tout élément
de A . Nous considérons tout particuliérement les A~modules M
tels que Xﬁc(M) = 0o : ils constituent la classe libre d'une
théorie de torsion sur Mod(A) et nous les appellerons
" A-modules sans torsion polynomiale " .Lorsque lt'anneau est
noethérien, les modules sans torsion polynomiale sont caractérisés

par leurs idéaux premiers associéds (qui doivent avoir un corps

résiduel infini). Ceci fait ltobjet du chapitre I.

Au chapitre II, nous étudioné ce qui se passe lorsguton
étend ou lorsqu'on restreint les scalaires, Les modules sans
torsion polynomiale qui le restent pér extension des scalaires
ainsi que leurs sous-modules sont caractérisds par les iddaux
preniers de leuf support (qui doivent avoir un corps résiduel

infini). Le résultat le plus important pour la suite concerne
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la localisation par une partie multiplicative S de A :
S-1Kﬁo(M) est inclus dans XE;TA(M) et, lorsque A est
noethérien, il y a égalité. pDa fagon plus générale, si u : A—s B
est un homomorphisme d'anneaux oiu B est noethérien, pour que
tout polyn8me & coefficients dans un B-module quelconque nul

sur u(A) soit nul sur B il faut et il suffit que, pour tout
idéal maximal m de B , ou bien A/u”'(m) soit infini, ou
bien lfimage de u—1(m) dans B engendre mB_ et A/u”‘(m)
admette B/m pour corps des fractions.

Puis nous passons a l?'étude de l'anneau A[x]sub des
polynSmes & valeurs entiéres sur A (supposé maintenant intégre
de corps des fractions K ). Dans le chapitre III nous utilisons
tout d'abord les résultats généraux obtenus dans le cadre des
modules. Nous nous intéressons ensuite aux anneaux substitutiels
( A[X]Sub = A[X] ) et les caractérisons le plus souvent par leurs
idéaux premiers de hauteur 1 (qui doivent avoir un corps résiduel
infini). Enfin nous considérons la situation suivante :

Alxl, = Px)exx] | p(a) < Al ou 4 est un sous-anneau

de A (nous dirons que Ao est substituable & A ).

Au chapitre IV, nous étudions la structure de A[XJsub
en tant que A-module. En dehors du cas trivial ot A[x] sub
eet égal &4 A[X] (étudié précédemment), c'est un A-module libre
lorsque l'anneau A est local d'idéal maximal principal (en
particulier de valuation diScréte) ou lorsque A est factoriel

et nous en décrivons une base,
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Au chapitre V, nous déterminons les idéaux pPremiers de
1'anneau A[x]sub en fonction de ceux de A . Dans le cas ol A
est un anneau de valuation discréte de corps résiduel fini, nous
savons entiérement décrire le spectre de AEX]Sub sy en particulier
les idéaux premiers de A[X]_ . au-dessus de 1'idéal maximal de
A sont en bijection avec les éléments du complété de A (on en
déduit les localisés de AfX] et les anneaux de valuation

sub

contenant A[XJ sy ce qui nous permettra d'obtenir par la suite

sub
certains contre—exemples). Cette détermination est étendue au cas
ol A est local d'idéal maximal principal, ou bien noethérien

intégralement clos ou encore noethérien de dimension 1 .

Nous introduisons ensuite au chapitre VI une.notion
d'élément quasi-entier qui généralise la notion classique pour
les éléments du corps des fractibns d'un anneau intégre. L'étude
de cette notion redonne en particulier les propriétés classiques
des anneaux complétement intégralement clos, D'autre part, nous
avons dit au début que l'anneau A[XJsub fournissait des
contre—-exemples pour les anneaux de Fatou, mais que les anneaux
de Fatou n'étaient pas autre chose que les anneaux complétement
intégralement clos ; par suite l'anneau A[X]sub fournit des
contre~exemples pour les anneaux complétement intégralement clos

(ils sont non classiques, mais aussi beaucoup plus maniables que

les contre-exemples connus jusqu'd présent), Ainsi :

- l'anneau A[XJsub peut &tre complétement intégralement
clos et posséder des localisés qul ne le sont pas (et 1lt'on sait

bien les décrire).



- l'anneau A[X] peut &8tre complétement intégralement

sub
clos (et en outre de Prufer et de dimension finie) sans &tre

intersection d'anneaux de valuation de hauteur 1 ,

Enfin, au chapitre VII, nous étudions les représentations
des fractions rationnelles en X et leur développement en série
en X . En utilisant la ﬁotion généraliséde d'élément quasi-cntier,
nous montrons que : si P(X) et Q(X) sont deux polyn8mes de
K(x] étrangers entre eux, si Q(o)=1 et si les coefficients du
développement en série en X de P(X)/Q(X) appartiennent & A ,
alors les coefficients de P(X) et de Q(X) sont quasi-entiers
sur A (A étant un anneau intégre quelconque de corps des
fractions K ). Ceci prouve en particulier qutun anneau complétement
intégralement clos est de Fatou. FLIESS [18) ayant généralisé
la notion dfanneau de Fatou par la notion dtextension de fatou,
nous caractérisons ensuite de telles extensions lorsque les anneaux
considérés sont intégres. (Ces résultats semblent utilisés dans
1'étude des systémes lindaires dynamiques sur les anneaux inteégres,

cf. ROUCHALEAU et WYMAN ([38]).

Le point de départ de cette étude est un travail effcctué
avec Paul-Jean CAHEN sur les "coefficients et valeurs d'un
polyn8me" (9]. De son c8té, Paul-Jean CAHEN a développé la
questicn des polyn8mes & valeurs entieres mais dans des directioﬂs
différentes : ainsi, il a particuliérement étudié les théories de
torsion et généralisé A ces théories bien des résultats obtenus

primitivement dans le cas de la torsion polynomiale ; il a donné



une nouvelle démonstration, par des méthodes d'analyse, pour
déterminer le spectre de AEX}sub ;s i1 a généralisé aux anneaux
de Dedekind les résultats dg POLYA et OSTROWSKI ; il a étudié 1le
cas de plusieurs variables.

Je le remercie de l'aide (réciproque) qutil m'a fournie, en
particulier pour généraliser la caractérisation des anneaux de
Fatou [13) en une caractérisation des extensions de fatou [10].

Une pensée émue pour Véronique GAUTHERON et Geneviéve JACOB
~avec qui nous formions en 1968 un sympathique groupe de travail ou
certains de ces problémes furent posés,

Une pensée reconnaissante pour Daniel BARSKY qui m'a dévoilé
quelques secrets de lt'analyse p-adique.

Des remerciements a4 M. LAZARD pour 1'intéré&t qu'il a porté
4 mon travail et pour le soin avec lequel il a lu cette theése.

Des remerciements a M. MEYER pour l1l!'intéressant sujet de
deuxieme thése qutil m'a proposé.

Enfin et surtout un peu plus que des remerciements sincéres

4 mon professeur et directeur de thése M, SAMUEL.

Signalons une fois pour toutes que ce travail est fait en
algébre commutative : les anneaux sont commutatifs et unitaires et

les nodules et les morphismes sont unitaires,



CHAPITRE I -~ LA TORSION POLYNOMIALE

Soient A un anneau et M un A-mcdule. Notons X une
indéterminde, Considérons le A-module M%A[X]. On a les

isomorphismes suivants

A Y

M@,AX] M@A(X%An) = ﬁ-gm (M@,4_) ﬁ’-neﬂ%imn ot1

A =A et M =M Les éléments de M®,A[X] peuvent &tre
d

écrits formellement : m_+m X+, .. +m X ou les éléments
Mgy g oo gy appartiennent & M et on peut considérer h&@hA[X]
comme le A-module (ou m&me le A[X]-module) des polyn8mes & une »
indéferminée 4 coefficients dans M que lton notera M[XJ

(1taddition de deux polyn8mes et la multiplication par un

scalaire se faisant formellement).

En outre, étant donné un élément a de A, on peut définir

pour tout élément P(X) = mo+m1X+"’+ded de M[X] sa valeur

P(a) en a en posant :

d
q@te.oim a

Tl est immédiat que cette application de M[X] dans M qui & P(X)

P(a) = m_+m

associe P(a) est un homomorphisme de A-modules,.



1. LA FILTRATION POLYNOMTALE

Soit A un anneau filtré par une filtration décroissante
(An)né:N telle que A = A et que les A soient des idéaux
de A .

L'anneau A[X] est de fagon évidente muni de la filtration
décroissante (AanJ )nelN .

Etant donné un A-module M filtré par une filtration
décroissante (Mn)nEﬁN (les M sont des A-modules),
le A[Xj-module M[X] est muni de la filtration évidente
(Mnrx])neﬂN et on vérifie que celle-ci est bien compatible avec

la filtration (A [X]) .py de A[X] .

Nous allons maintenant définir une autre filtration qui
va faire intervenir la structure de module de polyn8mes et que
1'on pourra appeler "filtration polynomiale" de M[X] ¢ pour

tout ne& ™ , posons :

1.1. xﬁ(M) = e enmx) | aa) e | .

En particulier pour le A-mcdule A cela donne
x*a) = {ex) e axl l a(a)c 4}

n n *

On vérifie que

xﬁ(A).fg,(M)C xt (M) car A

n+n!t M

n+n'

n.Mn,
Notons XA(A) l'anneau A{X) muni de la filtration (Xﬁ(A))

et XA(M) le x*(A)-module M[x] muni de la filtration (X’:‘I(M))

A tout homomcrphisme de A-modules filtrés (compatible avec

les filtrations) u : M —s N associons l'homomorphisme X (u) :



xA(M)-—) XA(N) obtenu & partir de u par tensorisation sur A avec
1tidentité de A[X] . Il est immédiat que XA(u) est compatible
avec les filtrations de X°(M) et x*(N) [si QAX)eMK] et
Qa)en, , ators X*(u) (N et (x*(u)(@))(A) = u(a(a))c uln,)
cN, ] et que c'est un homomorphisme de XA(A)—modules filtrés,

Nous venons donc de définir un foncteur covarianf XA de
la catégorie des A-modul'es filtrés dans la catégorie des |

x* (A)~modules filtrés,

Dire que M_ =M signifie que la filtration (Mn) est
exhaustive., Dans ce cas X‘g(M) = {Q(x)eMxl IQ(A)CM} = M{x]
et la filtration (xﬁ(M)) est exhaustive.

Posons M_, = r(-c:l\NMn . Dire que M = (o) signifie que 1la

filtration (Mn) est séparéde., Posons de mlme :

x‘:o(M)

]

'nem' Xﬁ(M) ; i1 est immédiat que :

]

1.2. xﬁa(M)

est valable pour tout neM™uU{®}, Mais la filtration (M ) peut

{ex)emixi[e(a)cMog} et done la formule (1.1)
8tre séparde sans que la filtraticn (Xﬁ:(M)) le soit.

A tout homomorphisme de A-modules filtrés u : M-—e N,
:,A A
<4 i 13
assccions l1l'homomorphisme ‘m(u) + X (M)-—;.XA (N) obtenu
xA N LA . . Lo s
par restriction de (u) & x_ (M). Nous avons ainsi défini un

foncteur covariant Xio de la catégorie des A~modules filtrés dans

la catégorie des A-modules,



On peut chercher a comparer la filtration évidente (Mn[X3)
et la filtration polynomiale (Xﬁ(M)) de M([X]. Il est clair
que Mn[x] est inclus dans Xﬁ(M) et dire qu'il y a égalité entre
Mn[x] et Xﬁ(M) revient & dire que Xﬁ(M/Mn) = XAOO(M/MH) =0
ol le A-module M/M_~ est muni de la filtration quotient (qui

est séparée et m8me discrite).

Ainsi la comparaison entre les deux filtrations introduites
se raméne &4 la connaissance du foncteur th sur la catégorie des
A-modules filtrés séparés, Cette hypo£hése de séparation permet
m8me dtoublier les filtrations pour ne considérer que le foncteur
qui & tout module M associe le module {Q(X)e M[X] lQ(A) = o} ;

nous noterons encore Xﬁv ce foncteur,

C'est ce foncteur que nous allons considérer dans la suite.
Nous étudierons particuliérement le cas des modules M tels que
Xﬁso(M) = 0 et ceux-ci seront bien caractérisés lorsque A sera

un anneau noethérien,
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2. LE FONCTEUR X'oo (DES _POLYNOMES NULS SUR A)

2.1, Rappelons qutétant donné un anneau A on note x‘f;o
le foncteur covariant de la catégorie des A-modules dans elle-méme
qui & un A-module M fait correspohdre le A-module des polyn8mes

4 coefficients dans M nuls sur A, c'est-a-dire X‘go(M) =
{Q(x)eM[X] la(a) = o} et qui & un homomorphisme de A-modules u :

M— N fait correspondre lt'homomorphisme :

XAo’(u) : X‘:O(M)—_p XAQO(N) obtenu parrestriction de :

u®1A(X] : M[X] = MAAfX]—> N[X] = N@AA[X] .
2.2, Le foncteur }{‘go est exact a gauche,

En effet, soit o —s M! ..._1_1_,. M __’i_,. M" une suite

exacte de A-modules. Par tensorisation avec le module libre A[X],

on obtient la suite :

1
o _ M [X] “‘®1Afxl M[x3 VOIALx] M"[X] qui est

exacte. Ceci prouve que (v ®1A[X]).(u ®1ACX]) = (v.u)@?A[x] = 0
et donc que les restrictions X‘/;o(u) et Xﬁo(v) vérifient

A .
XAN(V)XAM(U) = o, Montrons que Ker XN(V) est inclus dans
Im Xﬁo(u) .Soit QG_XAN(M) tel que X‘:o(v) (@) = o donc tel que
(v@?A[x])(Q) =0 .Tl existe R&M'[X] tel que (u ®1A[X])(R) = Q.
on a alors : u(R(A)) = (u®1AL—X])(R)(A) = Q(A) = o puisque
Qexﬁo (M). comme u est injectif, R(A) = o et donc R appartient
3 xi (4') et Xb_(uw)(R) = Q .Enfin, U @1,y Stent injectif, sa

restriction XAOO(u) ltest aussi. On a donc la suite exacte :

o —w x* (n') Keo(w) xA_(u) Keelv), x2_ (M) .
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Notons aussi les formules: :

1

A Ty

cotie I i

A A
2.3. xm(ff’I M.) = i?Ixm(x»fi)

g%

pour toute famille (Mi). de A-modules,

A (= S A
2.4 X (T3 Mi) = ieIxm(Mi)

pour toute famille filtrante (M de sous-A-modules

i)ié'i I

dtun A-module.

A
2.5. X:o(M) > M . X, (A/ann M)
pour tout A-module M , o ann M désigne 1l'annulateur

de M et ol le produit est effectué dans M@A(A/annM) x] &~ M[x] .

2.6, Propositjon, Si u : M—»N est une extension essentielle

A

de A-modules, alors Xoo(u) : XAOQ(M)_-;X‘:c,(N) est une extension

essentielle de A-modules.

En effet, u@1, .y q : M[X] —» N[X] est une extension
essentielle de A-modules (BOURBAKT, L4) , I, § 2, exercice 15).
soit Q&N[x]-{o} tel que Q(A) = o . Il existe a&A tel que
aQ appartienne a M[XJ—{OE et, comme Q(A) = o ,aQ appartient

. LA
a Xoo(M) .

2.7. Proposition., Lorsque A est un anneau noethérien, le foncteur

A . . . .
X commute aux limites inductives filtrantes.



Démonstration. Soit M la limite inductive d'un systéme inductif

filtrant de A-modules (Mi’uij) et soient ui les homomorphismes
. . - . \ A
canoniques de M; dans M. Notons que le systéme (Xﬁiji),Xbo(uij))
est un systéme inductif filtrant et que 1lim XA (M.) est inclus
—_— =1
. 11 2 . A i . A
dans M[X]. Soit Q un é1ément de 1lim Xpo(Mi) et soit QiéiXDQ(Mi)
tel que Xic(u.)(Q.) = Q ; comme Q,(A) = o, i1l est immédiat que
i i i
Q(A) = ui(Qi(A)) = o et que Q appartient a xﬁO(M). Ainsi.,
lim Xﬁo(M.) est inclus dans XA (M) et ceci sans hypothése
e i o<
noethérienne.
Inversement, soit Qexﬁc(M)c M[X) et soit Qe M, ([x]
tel que (ui®1AEX})(Qi)=Q,Pour tout j2i, soit Qj = uij(Qi)
et soit Nj le sous-A-module de Mj engendré par les valeurs
de Q. sur A , L'anneau A étant supposé noethérien et Nj étant
contenu dans le A-module de type fini engendré par les coefficients
de Q. , le A-module Nj est de type fini. Comme en outre Q{(A) = o,

J
il existe k3 i tel que Qk(A) = 0o, donc pour tout jgk,

. . N . A
QJ(A) = 0 et par suite Q appartient a {ig Xoc(Mi)'

Notons enfin la remarque suivante qui nous sera utile

dans la suite

2.8. Remarque., Lorsque A est un anneau de cardinal infini, pour
tout A-module M, XﬁQ(M) est formé des peclyn8mes a coefficients
dans M nuls sur presque tout A (c'est-a-dire pour tout élément

de A sauf peut-8tre un nombre fini).



Démonstration. Il sfagit de montrer qu'un polyn8me nul sur presque

tout A est en fait nul sur tout A, On raisonne par récurrence sur
le degré du polyn8me. C'est évident pour le degré o, supposons le
vérifié jusqu'au degré n, Soit Q(X) un polyn8me & coefficients

dans M, de degré n + 1 et nul en tout élément de A sauf peut-&tre
en ceux d'une partie finie T de A. Etant donné un élément a de A,
notons Ra(X) = Q(x) - Q(i-a). Le polyn8me Ra(x) est de degré
inférieur ou égal a n et nul en tout élément de A sauf peut-&tre

en ceux de T et en ceux de T+a=(b€A{b=t+a ou te’})}.
D'aprés lt'hypothése de récurrence, Ra(X) est nul sur tout A.

Soit maintenant un élémént ¢ quelconque dans T et choisissons un

é1ément a de A tel que ¢ - a n'appartienne pas a T, On a :

Q(c) = Ra(c) + Q(c - a) = o.

Nous allons maintenant étudier plus particuliérement les

N N A
cas ol Xﬁo(M) = 0o et ou Xoo(A) = o.
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3. MODULES SANS TORSION POLYNOMTIALE

Nous introduisons ici une terminologie que sera justifiée

au dernier paragraphe de ce chapitre.

3.1, Définition - Un A-module M est dit sans torsion polynomiale
si le A-module Xio(M) est' nul c'est-a~-dire si le polyn8me 0 est
le seul polyn8me & coefficients dans M nul en tout élément de A.
Un anneau A sera dit sans torsion polynomiale s'il est un

A-module sans torsion polynomiale,

Dans la suite nous écrirons souvent en abrégé "s.t.p." au

lieu de “"sans torsion polynomiale",

3.2. Exemples -

a) Pour qu'un anneau intégre soit s.t.p. il faut et il
suffit qutil soit de cardinal infini,

b) Soient A un anneau et M un A-module. Le A[X]-module
M{X] est s.t.p. .En effet, soit P(T) =% Pi(X)Ti un élément
de M[X]J[T] et soit meMN tel que m>Sup(degré de P,).

n
si P(A[x]) = o, en particulier p(x™) = %j: Pi(X)Xim = o et donc
Pi(x) = o pour tout i ,

c) Soient A un anneau et M un A-module. Le A[X]—module
n

M[{[x]] est s.t.p. .En effet, soit Q(T) =5 sl.(x)ﬂ:i un
i=o ’
é1ément de M[[XJJ[T)-{o} et soit meM tel que m S Sup(ordre

de Si). Alors Q(Xm) est non nul,
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Donnons quelques conségquences immédiates du paragraphe

précédent :

3.3. Un module libre sur .un anneau s,t.p. est lui-méme s,t.p.
et, de fagon plus générale, une somme directe ou un produit direct

de A-modules s.t.p. est un A-moduie s.,t.p. (formule 2.3).

3.4, Une réunion filtrante de A-modules s.%f.p. est un A-module

s.t.p. (formule 2.4).

3.5. Une extension essentielle d'un A-module s.t.p. est un

A-module s,t.p. (proposition 2.6).

3.6, Proposition - Soient A un anneau et M un A-module, Les

assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module M est sans torsion polynomiale,

(ii) Pour tout entier n, le polyn8me O est le seul
polyn8me de Mfk1,...,xﬁ] nul sur A",

(1ii) Le polyn8me O est le seul polynSme de M[X] nul en

tout élément de A sauf peut-&tre en un nombre fini,

Ltéquivalence de (i) et (ii) se vérifie par récurrence
sur lfentier n et 1'équivalence de (i) et (iii) résulte

directement de la remargue 2.8,

Voyons maintenant un théoréme indiquant la structure des

modules sans torsion polynomiale :
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3.7. Théoréme - Soient A un anneau et M un A-module, Les assertions
suivantes sont équivalentes

(i) Le A-module M est sans torsion polynomiale.

(ii) Pour tout élément non nul x de M, l'anneau A/ann x
est sans torsion polynomiale,

(iii) Pour tout élément non nul x de M, il existe un
idéal I_ de A contenant ann x et tel que 1'anneau A/Ix soit

sans torsion polynomiale.

Démonstration

(i)—> (4i) : En effet, A/ann x est isomorphe & Ax en
tant que A-module et il est clair que :
Un sous-module d'un A-module sans torsion polynomiale est

un A-module sans torsion polynomiale.

(ii) —»(4ii) : Il suffit de prendre pour I_ 1'idéal ann x

(1i1)—(i) : Soit P =p_ + PX + ... + p X" un polynbme

(o]

a4 coefficients dans M, non nul et de degré n. Par hypothése, il

existe un idéal I contenant ann(pn) tel que 1l'anneau A/I soit

s.t.p. .Ainsi, le polynSme D (X) = ! I (xI-x1) nrétant

osi<jsn

pas nul dans (A/I)[X], il existe un éiément a de A tel que

Dn(a) = ‘ | (aJ-ai) ne soit pas dans I et a fortiori tel

osi<jgn

que pn.Dn(a) ne soit pas nul dans M, Or, Dn(a) n'est autre que
le déterminant du systéme :
P(1) ,

P(a) ,

Po * Py Foeee ¥ Py

i

L1
P, + P;2 + ... + P2

® 8 00 ¢ & 00 C OO EOD G OO QSO S LS COOOCES 12

4

Pe + p1an ¥ oeea F pnan P(au).
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Les formules de Cramer montrent que pn.Dn(a) est une
combinaison lindaire des valeurs P(1),P(a),...,P(a") ; 1ltune

dtelles ntest donc pas nulle,

Pour qutun A-module M soit s,t.p. 11 faut et il suffit
donc que tout sous~-module monogeéne de M soit un A-module s.t.p.
C'est ltassertion (ii) du théoreéme puisque dire que

A/ann x est un anneau s.t.p. équivaut & dire que Ax est

un A-module s,t,.p.

Mais le théoréme 3,7 est surtout intéressant par ses

corollaires lorsque l'anneau A est noethérien,

.
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4, LE CAS NOETHERTIEN

4.1. Proposition. Soient A un anneau noethérien et M un A-module.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le A-module M est sans torsion polynomiale,
(ii) Pour tout idéal premier associé &4 M (*), le corps

résiduel correspondant est infini,

Pour montrer cette proposition, il suffit de rapprocher le
théoréme 3.7 de l'exemple 3.2.2 et de remarquer que tout annulateur

d'un é1ément de M est contenu dans un idéal premier associé.

4.2, Remarque. Lorsque lfanneau A n'est pas noethérien, les

conditions :

- pour tout idéal premier assccié 4 M , le corps résiduel

correspondant est infini,

- pour tout élément non nul x de M , l'anneau A/ann x est
de cardinal infini,
sont nécessaires pour que M soit un A-module s.t.p., mais elles

ne sont pas suffisantes. C'est ce que montre 1l'exemple suivant..

(*) Etant donné un A-module M, on appelle idéal premier associé
4 M tout idéal premier de A qui est lt'annulateur dtun élément de M.

Leur ensemble est noté AssA(M) ou Ass(M) (BOURBAKI, [5], V).



LT

4.3. Exemple. Soit A l'anneau des fonctions f localement constantes
de @ dans q;. L'anneau A n'est pas s.t.p. car le polyn8me

X?-X de AlX] est parfout nul sur A, Soient feA-{o}, qe@Q

tel que f(q) # o et U un Qoisinage de q tel que f(U) = &@- . On
a ann fc{g;eA | g(v) = {0}} et, comme l'anneau A/ {geA | g(u) :{o}}
est isomorphe & l'anneau des foncticns localement constantes

de U dans ﬂ; qui est un ensemble infini, 1'anneau A/ann f est

de cardinal infini.

4.4, Remarque., Par contre, les conditions :
- pour tout idéal premier faiblement associé a M (*), 1le
corps résiduel correspondant est infini,
- pour tout élément non nul x de M, il existe un idéal premier
de A contenant ann x et de corps résiduel infini,
sont suffisantes pour que M soit un A-module s.t.p. mais ne sont
plus nécessaires lorsque A n'est pas un anneau noethérien. C'est

ce que nous montre l'exemple suivant.

4L.5. Exemple, Soit A l'anneau d'une valuation de hauteur 1, non
discréte, de corps résiduel fini et d'idéal maximal m. Soit a un

é1lément de A de valuation strictement positive., Lfanneau A/aA

(*) Etant donné ﬁn A-module M, on appelle idéal premier faiblement
associé & M tout idéal premier de A minimal parmi les idéaux
premiers contenant l'annulateur d'un élément de M. Leur ensemble
est noté Ass.(M) (BOURBAKT, (5], 1V, § *, exercice 17). Lorsque

A est noethérien, Assf(M) coincide avec Ass(M).
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a un seul idéal premier m/aA dont le corps résiduel est fini,
alors que A/aA est un anneau s,t.p. (cela résultera de la pro-

position IIT.3.1 et du lemme IIT.2.5).

4.6, Corollaire, Soient A un anneau noethérien et M un A-module
sans torsion polynomiale. Pour toute partie multiplicative

S de A, le s~ 'A-module S™'M est sans torsion polynomiale,

Soit @ l'ensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant
pas S. Ltapplication py—a.s’xp est une bijection de AssA(M)rIQP

sur Ass (S-1M) (BOURBAKI,[SJ, IV). Comme il y a une injection

s™ta
de A/p dans S_1(A/p) = S“iA/S_1p, lorsque le cardinal de A/p
est infini, celui de S—1A/S~1p ltest aussi. La proposition 4.1

- permet de conclure.

4,7, Corollaire. Un module M plat sur un anneau A noethérien et-

sans torsion polynomiale est lui-m&me sans torsion polynomiale,

Cela provient de ce que les idéaux premiers associés a M

sont aussi des idéaux premiers associdés a A (LAZARD,[30]).

Puisque nous en sommes aux anneaux noethériens rappelons la

proposition 2.,7. :

L.8. Lorsque A est un anneau noethérien, une limite inductive
filtrante de A-modules sans torsion polynomiale est un A-module

sans torsjon polynomiale,
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4.9, Remarque. Le résultat 4.8 permet de retrouver le corollaire
4.7 en utilisant l'exemple 3.3 car tout module plat est limite

inductive filtrante de modules libres (LAZARD,([301).

4.10. Remarque. Lorsque l'on supprime l'hypothése noethérienne,
les assertions 4.6, 4.7 et 4.8 ne sont plus valables. Voici un

contre-exemple :

L.11. Exemple. Soit A 1'anneau des fonctions localement constantes

f de Q dans une cl8ture algébrique Fg de ﬂé— telles que f(o)
appartienne & ﬂ'; Soient feA-{o} et xe@Q tel que f(x) # o.
On a ann fC{gC—EA‘g(x) = o}:: px. On peut toujours supposer que x
est différent de o, puisque f est localement constante, Donc

ann f C p_ avec X £ o , A/px est de cardinal infini, la condition

(iii) du théordéme 3.7 est réalisde et l'anneau A est s.t.p.

Dfautre part, Ap est isomorphe a ”_‘2-, donc n'est pas un A-module
o
s.t.p.
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5. LE CAS INTEGRE

Ce sont des anneaux intégres que nous considérerons au
chapitre ITI, lorsque nous étudierons les polyn8mes & valeurs

entieéres,

5.1. Proposition. Un module M sans torsion sur un anneau integre

infini A est un A-module sans torsion polynomiale.

En effet, pour tout élément non nul x de M, A/ann x est
égal 4 A, qui est un anneau s.t.p. (exemple 3.2.a), et donc M

est un A-module s.t.p. (théoréme 3.7).

5.2, Corollaire, Soient A un anneau intégre infini, M un A-module

et T(M) son sous-module de torsion. On a la formule
Xoo(M) = Xoo(T(M) .

Démonstration. On a la suite exacte : o 3 T(M) —» M _M/T(M) _,o0.

Le foncteur XA étant exact a gauche (assertion 2.2), on en

oo

déduit la suite
o — X2 (1(1)) — XA, (M) —= XA (M/T(M)) qui est exacte.
Le module M/T(M) étant sans torsion, xﬁo(M/T(M)) = o ; d'ou

1tégalitd,

5.3. Corollaire. Soit A un anneau intégre. Pour qu'un A-module non

nul M soit sans torsion polynomiale, il faut et il suffit que
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(1) L'anneau A soit de cardinal infini.
(ii) Le sous-module de torsion T(M) de M soit un A-module

sans torsion polynomiale,.

Démonstration., La condition suffisante résulte du corollaire 5.2.

La condition (ii) est nécessaire car T(M) est un sous-module de M.
Enfin, la condition (i) est nécessaire car de fagon plus générale :

Pour qufun A-module non nul M séit sans torsion polynomiale,
il faut que A/ann M soit lui-méme sans torsion polynomiale

(formule 2.5).

5.4, Remarque. Pour qufun Zz;module soit sans torsion polynomiale,

il faut et il suffit qu'il soit sans torsion.

La condition suffisante résulte de la proposition 5.1. Inver-
sement, si le Z -module M niest pas sans torsion, il existe
meM -{oy et ne N-{o}] tels que nim = o et le polyndme P(X) =

m (x-1)(x-2)...(X~-n) montre que M n'est pas un Z-module s.t.p.

On retrouve ainsi en particulier un résultat de ACZELfﬂ :

Un anneau sans torsion sur Z est un anneau s.t.p. et de
fagon plus générale :

Un A—modulé qui est un Z-module sans torsion est un A—modgle

s.t.p.

on peut généraliser cette idée de modules sans torsion sur
un anneau intégre en parlant de modules non singuliexrs sur un anncau

quelconque (GOLDIE EZZ]). Rappelons gutun A-module M est dit non
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singulier lorsque l'annulateur de tout élément non nul de M n'test
pas essentiel dans A, (Un module non singulier sur un anneau

intégre est sans torsion). Ainsi :

5.5. Proposition. Un module M non singulier sur un anneau A sans

torsion polynomiale est un A-module sans torsion polynomiale,

Démonstration, Le A-module M étant non singulier, pour tout élément

non nul x de M il existe un élément non nul a de A tel que ann a =
ann ax (GAUTHERON (20} ). Puisque A est un anneau s.t.p., A/ann a
est un anneau s.t.p. (théoréme 3.7). Ainsi, on a trouvé un idéal'
Ix = ann a contenant ann x et tel que A/Ix soit un anneau

s.t.p. ; c'est la caractérisation (iii) du théoréme 3.7 qui montre

que M est un A-module sans torsion polynomiale.

Dans le cas intégre, on peut associer a tout module M un
plus petit sous-module T(M) tel que M/T(M) soit sans torsion.
De m&me, dans le cas général, on peut associer a tout medule M un

plus petit sous-module T(M) tel que M/T(M) soit non singulier (*

(*) A tout socus-module N de M on peut associer le sous-modﬁle
N' = {xegM |(N:x)v est essentiel dans A}.En itérant deux fois cefte
opération on obtient une fermeture : N¥ = N", Le module T(M)
ntest autre que 0O". (Lorsque A est intégre T(M) est le sous-~module

de torsion de M).
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5.6. Corollaire. Soient A un anneau sans torsion polynomiale,
M un A-module et T(M) son plus petit sous-module tel que M/T(M)

soit non singulier. On a la formule

xh o0 = xh_(r(m)).

La démonstration du corollaire 5.6 est identique & celle

du corollaire 5,2. De fagon analogue au corollaire 5.3, on a aussi

5.7. Corollaire. Soient A un anneau et M un A-module. Pour que M

soit un A-module sans torsion polynomiale il faut et il suffit que

(i) L'anneau A/ann M soit sans torsion polynomiale,

(ii) Le sous-module T(M) soit un A-module sans torsion

polynomiale.



6. ANNEAUX_ SANS TORSION POLYNOMTIALE

Les résultats concernant les modules sans torsion polynomiale

peuvent &tre retranscrits dans le cas des anneaux. On a de plus :

6.1. Proposition. Soit A un anneau dont le nilradical r est de type

fini. Si A est un anneau sans torsion polynomiale, il en est de méme

de son quotient A/r.

Soient Q(X)= (A/r)[X)] tel que Q(A/r) =0 et P(X)=A [x]
relevant Q(X). ona P(A)Cr et, r étant de ltype fini, il existe
un entier n tel que r° = o, donc tel que P™(A) = o. L'anneau A
étant s.t.p., P(X) = o, d'otr Q™(X) = o. Mais A/r étant réduit,

(A/r) [X] est aussi réduit et par suite Q(x) = o.

6.2. Remarque. Pour qu'un anneau noethérien soit sans torsion
polynomiale, 11 faut que, pour tout idéal premier minimal, le corps
résiduel correspondant soit infini. Car tout idéal premier minimal .
est un idéal premier associé (proposition 4.1). Cette condition

n'est pas suffisante :

L'anneau noethérien A = ﬁ-; [(x,y] = ﬂ:z [x,Yy 3 /(x2,xv)
n'est pas un anneau s.t.p. (le polyn8me T(T—1)x est partout nul),

alors que (x) est le seul idéal premier minimal et que A/(x)

isomorphe & ‘E)[Yl est infini.

6.3. Remarque. Pour qu'un anneau réduit soit sans torsion polynomialc
il suffit que, pour tout idéal premier minimal, le corps rdésiduel

. o3 3 AN < 4
correspondant soit infini, Car tout iddal prcmier faiblement associe

4 A est minimal (remarque L.h4).
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7. LA TORSTON POLYNOMIALE

Dans ce paragraphe nous allons justifier la terminologie de
"modules sans torsion polynomiale" en montrant qu'ils constituent
la classe libre d'une théorie de torsion que nous pouvons appeler

torsion polynomiale,.

7.1. Rappel. On appelle théorie de torsion dans la catégorie des
A-modules (DICKSON [14]1 et JANS [26]1), un couple (€,3~’) de deux
classes de A-modules qui satisfait aux conditions suivantes

(1) €nf = {o} .

(ii) Si o—» M — F est une suite exacte et si F
appartient a f, alors M appartient a f,

(iii) Si T—+» M -—o0 est une suite exacte et si T
appartient a €, alors M appartient a €

(iv) Pour tout A-module M, il existe un sous-module

ﬁ(M) tel que {(M) appartienne & 'Cp et que M/{(M) appartienne

a .

7.2, Lorsgue (‘é’, 3/) est une théorie de torsion, o‘?( est
stable par inclusion, extension et somme directe; f est stable par
quotient, extension et somme directe et fet (-/,: sont deux classes
complétes pour la relation d'orthogonalité Hom(T,F) = o (on Te;-‘%,}

et Fed).
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7:3. Une théorie de torsion (é,cf ) est dite héréditaire

lorsque les conditions dquivalentes suivantes sont vérifides

(1) La classe € est stable par inclusion,
(ii) La classe JF est stable par passage aux enveloppes

injectives.

7.4. Proposition, Soient A un anneau, fla classe des A-modules sans

torsion polynomiale et é la classe des A-modules dont tous les

. s F f
quotients non nuls n'appartiennent pas a s . Le couple (f, )
constitue une théorie de torsion héréditaire que l'on appellera

torsion polynomiale,

Démonstration. Les conditions (i), (ii) et (iii) sont des conséquence

directes des définitions. En ce qui concerne la condition (iv),
prenons pour €(M) 1'intersection T des sous-modules Ti de M
tels que M/Ti appartienne a cf. soit P(X)e M{X1 tel que P(A)
soit inclus dans T, alors, pour tout i, P(A) est inclus dans T, »
P appartient a Ti[X] , P appartient a n'rifx]= T[{X] et donc M/T
appartient a vf D'autre part, soit N un sous-module de T ; on a
la suite exacte : 0 —T/N —»M/N —eM/T —=s 0 et comze F est
stable par extensicn, si T/N appartient a f, M/N appartient
a é(, N contient T, T/N = o et donc T appartient a ‘f. Enfin, la

théorie de torsion est héréditaire en vertu de ltassertion 3.5.

7.5. Corollaire, Soient A un anneau, M un A-module et g(M) le
sous-module de torsion de M correspondant a4 la théorie de torsion

polyncriale, On a la formule

XAM(M) = XAM( G ().
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De méme que pour les résultats 5.2 et 5.6 cela provient

de l'exactitude a gauche du foncteur Xﬁe .

Le point de vue de la torsion a été étudiéd particuliérement
par CAHEN [8]: il a montré qufun théoréme de structure du type du
théordme 3.7 est en fait valable pour toute théorie de torsion et

il retrouve ainsi le résultat suivant :

7.6. Proposition., Il y a une correspondance biunivoque entre les

théories de torsion héréditaires dans la catégorie des modules sur
un anneau noethérien A et les parties du spectre de A stables par

spécialisation :

( ‘f, f)t-———" {peSpeC(A) | A/pe‘f}.

En effet, rappelons que
7.7. Il y a une correspondance biunivoque entre les théories de
torsion héréditaires dans la catégorie Mod(A) des A-modules et
les sous-catégories localisantes de Mod(A) :
(€,F)—> € (sans [26]).
7.8. Il y a une correspondance biunivoque entre les sous-catégorie

localisantes de Mod(A) et les ensembles d'idéaux topologisants et

idempotents
€ — . {aca|a/ac¥} (caBriEL [19]).
7.9. Sur un anneau noethérien A, tout ensemble d!'idéaux topolo-

gisants et idempotents peut &tre considéré comme l'ensemble des
idéaux qui contiennent un produit de la forme po.p1....pi...pr
olt les p; décrivent une partie ¥ de Spec(A). Cette partie ) peut
&tre remplacée par la plus petite partie stable par spécialisation

la contenant (GABRIEL [19]).
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Dans le cas particulier de la torsion polynomiale, cela

donne @

7.10, Proposition., Soit A un anneau noethérien et soit X l'ensemble

des idéaux premiers de A dont le corps résiduel est fini. Pour
gu'un A-module M soit sans torsion polynomiale il faut et il

suffit que Ass(M)ﬂ): = ¢ (proposition 14.1) et pour qutun
A-module M appartienne a la classe de torsion polynomiale il

faut et il suffit que Ass(M)C XK (CAHEN).
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CHAPTTRE ITI - MODULES SANS TORSION POLYNOMIALE ET CHANGEMENTS
DfANNEAUX

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre aux modules
sans torsion polynomiale vis-a-vis de l'extension et de la
restriction des scalaires,

On peut chercher a caractériser les A-modules M tels que,
pour tout homomorphisme dfanneaux u‘f A —»B, le B-module MQ;AB
obtenu par extension des scalaires soit sans torsion polynomiale,
En fait, nous arriverons & bienAcaractériser une propriété plus
forte (les sous-modules eux-aussi restent sans torsion polynomiale
par extension des scalaires). |

On peut aussi chercher a caractériser les B-modules M tels
que, pour tout homomorphisme d'anneaux u : A —wB, le A-module

M obtenu par restriction des scalaires soit sans torsion

{ul
polynomiale. La réponse est immédiate : ce sont les modules sans
torsion sur & (cf. la remarque I.5.4).

Nous nous poserons plut8t la question suivante : quels sont
les homomorphismes d'anneaux u ¢ A —s B tels que, pour tout
B-module M , dire que M est un B-module sans torsion polyno-

miale soit équivalent & dire que M est un A-module sans torsion

polynomiale 7
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1. MODULES UNIVERSELLEMENT SANS TORSION POLYNOMTALE

Sans aucune condition sur l'anneau :

1.1. Théoréme. Soient A un anneau et M un A-module. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout sous-A-module N de M et tout homomorphisme
d*anneaux A ——s»B, le B-module N®ABY est sans torsion polynomiale,

(ii) Pour tout sous-A-module N-de M, le A-module M/N est
sans torsion polynomiale.

(iii) Pour tout polynSme P de M[X], le A-module engendré
par les coefficients de P est égal au A-module engendré par les

valeurs de P sur A,
(iv) Pour tout idéal premier (respectivement maximal) du

support de M, le corps résiduel correspondant est de cardinal infini.

Démonstration.

ii
(1) —r (iv)<( P
(iidi)

(i) — (iv) : Soit m un idéal maximal de A appartenant au
support de M et soit x un élément de M dont l'image canonique <X
dans Mm n'est pas nulle, Le (A/m)—module Ax®AA/m isomorphe
a Amﬁ/mAmE nfest pas nul (lemme de Nakayéma). Pour qu'il soit
s.t.p. il faut que A/m soit infini (corollaire I.5.3).

(iv) — (i) : Soient N un sous-module de M et A—»B un

homomorphisme dfannecaux. Soient g un élément de SuppB(NGQAB) et p

son image réciproque dans A. Comme on a les inclusions
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supp, (N® ,B) < supp, (N) < supp, (M) ,

p appartient au support de M . D'aprés (iv) , A/p est infini et
B/q aussi p puisque A/p sﬂy injecte. Donc N est un B-module
s.t.p. (théoréme I.3.7).

(iv)-——. (ii) : Soit N un sous-module de M. Comme Supp(M/N)
est inclus dans Supp(M), 1'hypothése (iv) implique bien que M/N
est un A-module s.t.p. (théoréme I.3.7).

(ii) ——»(iii) : Pour le voir il suffit de passer au quotient
par le A-module engendré par les valeurs de P sur A,

(iii) —» (iv) : Supposons qu'il existe un idéal maximal m
appartenant au support de M et de corps résiduel fini. Choisissons
dans M un é1ément x dont l'image canonique % dans Mm n'est pas
nulle et choisissons dans A un systéme de représentants (a.) .

i‘1t€ignn

de A modulo m, Considérons le polyn8me de MCX] : P(X) =

n
X " ‘ (X-ai). Les coefficients de P engendrent le A-module Ax,

i=1
tandis que les valeurs prises par P sur A sont contenues dans le
A-module mx., L'hypothése (iii) implique Ax = mx ; en localisant
en m on obtient Am§ = mAﬁ% , donc d'aprés Nakayama, X est nul,

ce qui est contraire au choix de x.

1.2. Définition. Un A-module M qui vérifie les conditions équiva-
lentes du théoréme 1.1 est dit universellement sans torsion

polynomiale.

Dans la suite nous écrirons souvent en abrégé "u.s.t.p."

au lieu de "universellement sans torsion polynomiale",
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1.3. Remarque. Dans 1'énoncé du théoréme 1.1 on ne peut se contenter
d'écrire en (i) :

Pour tout homomorphisme d'anneaux A —>B, le B-module M ®AB
est sans torsion polynomiale,

L'exemple suivant est celui d'un module qui vérifie cette

propriété et qui pourtant n'est pas un module u.s.t.p. .

1.4, Exemple., Considérons le Z-module @Q_ ; il n'est pas u.s.t.p.
car tous les idéaux maximaux de Z soné de corps résiduel fini.
Soit maintenant u : Z —» A un homomorphisme d'anneaux ; il
stagit de montrer que GZQ%ZA est un A-module s.t.p. : c'est
un Gl—espace vectoriel donc un Z-module sans torsion -nul ou non-
(remarque I.5.4).

Notons aussi dans cet exemple que le sous-Z -module Z de ﬁl
ntest pas s,t.p. par toute extension d'anneaux, car un anneau

fini A n'est pas un A-module s,t.p. .

1.5. Remarque. L'assertion (ii) du théoréme 1.1 signifie que, quelle
que soit la filtration dont on munit le module M, les deux filtra-
tions correspondantes de M{X] introduites au début du chapitre I

(filtration évidente et filtration polynomiale) sont identiques.

Par analogie avec la proposition 3.6, on a deux nouvelles

assertions équivalentes a celles du théoreme t.1.

1.6, Proposition, Soient A un anneau et M un A-module., Les assertions

suivantes sont équivalentes :
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(1) Le A-module M est universellement sans torsion poly-
nomiale,

(ii) Pour tout entier n et pour tout polyn8me P(X1,..4Xn)
de M£X1,...,Xn), le A-module engendré par les coefficients de P

est égal au A-module engendré par les valeurs prises par P sur An.

(iii) Pour toute partie finie T de A et pour tout polyn8me P
de M[X] , le A-module engendré par les coefficients de P est égal
au A-module engendré par les valeurs prises par P sur A en dehors

de T .

Démonstration, L'équivalence de (i) et (iii) résulte directement

de la remarque I.2.8 en notant que, si M n'est pas nul, l'anneau A
doit &tre de cardinal infini, Il est clair que (ii) implique (i).
On montre par récurrence sur l'entier n que (i) implique (ii) et
pour cela on utilise le fait que, si le A-module M est wu.s,t.p. ,
alors le A-module M[X1 peeesX ] = M ®AA[XZ1 yo.9X ] est u.s.t.p.
(proposition 2.5 ci-dessous) :

Soit P(X1,...,X

’ i
n+1) = S' Pi(x1""’xn) X .1 appartenant
i

a M[X1,...,Xn][xn+1] ; 11 existe des é1léments aij et bj dans A

tels que :

Pi(X1,.;;,Xn) = i% aij P(X1,...,Xn,bj) ;s les coefficients
des polyn8mes Pi(x1"“’xn) sont combinaisons linédaires des
valeurs prises par Pi(x1’°"’xn) sur A™ d'aprés lthypothése de

récurrence, donc combinaisons linéaires des valeurs prises par

P(X1""’Xn+1) sur An+1 dtapres 1'égalité précédente.
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2. PROPRIETES DES MODULES UNIVERSELLEMENT SANS TORSION POLYNOMTIALE

Des considérations de support permettent dtobtenir les

corollaires suivants du théoréme 1.1 :

2.1, Proposition, Pour qutun A-mocdule M soit universellement sans

torsion polynomiale il faut et il suffit que, pour tout idéal
maximal m de A, le Am-module Mm soit universellement sans

torsion polynomiale.

2.2, Proposition, Pour qutun A-module M soit universellement sans

torsion polynomiale il faut et il suffit que, pour un sous-A-module
quelconque M' de M, les A-modules M!' et M/M' soient universel-

lement sans torsion polynomiale,

En effet, Supp(M) = Supp(M') U Supp(M/M') (BOURBAKI, [5],ITf,

2.3. Proposition. Pour qu'un A-module M soit universecllement sans

torsion polynomiale il faut et il suffit que, pour une famille
quelconque (Mi)ieEI de sous-A-modules dont la réunion est M,

chaque A-module Mi soit universellement sans torsion polynomiale,

En effet, Supp(M) = | supp(M;)  (BOURBAKT,[5], V).

ierI

2.4. Corollaire, Une limite inductive M = 1lim M., de A-modules M,
—_—n 1 1

universellement sans torsion polynomiale est un A-module universel-

lement sans torsion polynomiale,
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En effet, M est un quotient de la somme directe des Mi .

2.5. Proposition. Soient M et N deux A-modules. Si M ou N est un

A-module universellement sans torsion polynomiale, alors M@AN
aussi,

En effet, Supp(M®,N) < supp(M) M Supp(N).

2.6. Proposition. Soient A —» B un homomorphisme d'anneaux et

M un A-module universellement sans torsion polynomiale, alors

}IQQAB est un B-module universellement sans torsion polynomiale,

Il suffit de considérer l'assertion (i) du théoréeme 1.1.

2.7. Proposition, Etant donné un A-module M, il existe un plus

grand sous-A-module N de M qui soit un A-module universellement
sans torsion polynomiale, Et tout homomorphisme d'un A-module
universellement sans torsion polynomiale dans M se factorise par

l'injection canonique de N dans M,

En effet, N est la réunion des sous-A-modules de M gqui
sont des A-modules u.s.t.p. (proposition 2.3). Comme 1l'image
d'un A-module u.s.t.p. (dans M) est un A-module u,s,t.p.

(proposition 2.2), elle est contenue dans N.

2.8. Remarque, Un produit de A-modules u.s.t.p. n'est pas
toujours un A-module u.s.t.p. . Pour le montrer reprenons

1texemple I.4.11
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Pour xjo , A/px est isomorphe & ﬂ; et est un A-module

3 - t 3 3
u.,s.t.p. .Soit B lx#ol A/px .Puisque lX%J P CP, » 1tidéal p_
est dans le support du A-module B ; or A/po est isomorphe a W; ,

donc est fini et B ntest pas un A-module u.s.t.p. .

2.9. Exemples.

a) Un anneau A intégralement clos de corps des fractions
algébriquement clos est un A-module universellement sans torsion
polynomiale,

b) Un A-module semi-simple qui est sans torsion polynomiale
est un A-module universellement sans torsion polynomiale. En effet,
il est somme de ses sous-modules simples qui sont s.t.p. et donc

u.s.t.p. car le résultat est immédiat pour les modules simples.
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3. LA LOCALISATION

Nous venons de Voir qgé pour les modules universellement sans
torsion polynomiale il y a passage aux localisés (proposition 2.1) H
par contre, pour les modules sans torsion polynomiale, cela n'est
pas vrai en général (remayque I.4.10), sauf lorsque l'anneau est
noethérien (corollaire I.4.6). Pour étudier ce probléme de la

localisation nous allons travailler sur les polyn8mes,

3.1. Théoréme., Soient A un anneau, M un A-module et S une partie
multiplicative de A, Si P est un polyn8me appartenant & M(X]} nul
sur A, alors son image canonique, notée S-1P, dans (S-1M)[Xj est

1

nulle sur S 'A.

Démonstration.

On peut supposer que l'anneau A est noethérien : en effet,

A est réunion de ses sous—zz-algébres de type fini Ai qui sont
des anneaux noethériens. Posons S, = SNA,. Alors, P(A) = o
implique P(Ai) = o, et, si on sait en déduire que SETP(S;1A1) = o,
on aura bien S-1P(S-1A) = o0 puisque s~y = LJSI1Ai .

Cas ol S est le complémentaire d'un idéal maximal m de A :
on a l'isomorphisme canonique A/mn Qg.Am/mnAm , donc 1l'image
canonique de S-1P dans Mm/man est nulle sur Am/mnAm ; par
suite, S-TP(Am) est inclus dans man . On peut toujours supposer
que M est de type fini en le remplagant par le sous-module engendré
par les coefficients de P et l'anneau A étant supposé noethérien,

le théoréme de Krull montre alors que S_1P(Am) = o0 ,
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Cas ol S est le complémentaire d'un idéal premier p dont
le corps résiduel est infini. Les idéaux premiers de A associds
a M sont inclus dans p e? ils sont tous de corps résiduel infini
le A-module Mp est donc un A-module sans torsion polynomiale
(proposition I.k.1) et s7'p  est identiquement nul, a fortiori
S-1P(Ap) = 0 ,

On a traité les cas ou S est le complémentaire dfun idéal
premier p, car si le corps résiduel de p est fini, alors p est
maximal, Le cas d'une partie multiplicative quelconque se déduit

du corollaire un peu plus général suivant :

3.2. Corollaire., Soient u : A —sB un épimorphisme plat d'anneaux
et M un B-module. Si P est un polyn8me appartenant & M[X] nul sur

A, alors il est nul sur B.

Démonstration., Soient q un idéal premier de B et p lt'image réci-

proque de q par u. D'aprés LAZARD [30] , de u on déduit un
isomorphisme entre Ap et Bp. Si on note Pq 1l'image de P
dans Mq[X], P(A) = o implique Pq(Ap) = o, (dtaprés ce gui
précéde) ; donc Pq(Bp) = o et a fortiori Pq(B) = o , Ceci
ayant lieu pour tout idéal premier g de B, l'injection canonique

M — Iql Mq montre que P(B) = o .

3.3. Corollaire, Soient A un anneau, M un A-module et S une partie
multiplicative de A. Pour tout polyn8me P appartenant a M[X] ,

les S™VA-modules S-1(P(A)) et (S-1P(S_1A)) sont égaux.
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3.4. Corollaire. Soient A un anneau, M un A-module et S une partie

multiplicative de A. Dans le S~ 'A-module (S™'M)[X] , on a
l'inclusion : )
-1
- A, -
sTHA () < x5.4(Gs™ )

Ce n'est que la traduction du théoréme 1.1.

3.5. Remarque. Lorsque M est un S_1A—module, dans M[Xx], on a
1'égalité :

X (M) = Xi;1A(M) .

En particulier, il revient au méme de dire qutun S—1A-modu1<

est sans torsion polynomiale en tant que S_1A-module ou bien en

tant que A-module,

3.6. Proposition. Soient A un anneau noethérien, M un A-module et

S une partie multiplicative de A. Dans le S 'A-module (s™'M)[x] ,

on a 1'égalité

571 (XAM(M)) = Xi;1A(S_1M) .

Démonstration. Le corollaire 3.4 fournit une premiére inclusion.

Inversement soit P un élément de Xi;jA(S-1M). Soient Q(X)e& M[X]
et SE€S tels que Q/s = P. Le A-module N engendré par les valeurs
de Q sur A étant contenu dans le A-module de type fini engendré
par les coefficients de Q est de type fini ; il vérifie en outre
N/s = o ; par suite il existe t&€S tel que tN = o. Ainsi le

polynéme R = tQeM[X1 vérifie R/st =P et R(A) = o .
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Rappelons que 1l'égalité de la proposition 3.6 n'est pas
vraie en général. Par contre, sans hypothése noethérienne, on a

le résultat de globalisation suivant :

3.7. Proposition., Soient A wun anneau et M un A-module : Xﬁc(M)

stinjecte dans le produit ‘p‘ XﬁE(Mp) ou p décrit 1l'ensemble des
idéaux maximaux de A ou bien l'ensemble des idéaux premiers

faiblement associés a M .

En particulier, si, pour tout idéal maximal p de A
(respectivement tout idéal premier p de A faiblement associé
a M), Mp est un Ap-module sans torsion polynomiale, alors M

est un A-module sans torsion polynomiale,

En effet, des deux injections classiques :

M-—+‘ ‘ M et M-——>' ] M

p€ Max(A) p P gAss, (M) p
(BOURBAKI, [5] , IV) on déduit deux injections M[X]-;TT Mp[x]
Par restriction, on obtient deux injections de XﬁQ(M) dans
1—_T'M [X] et le théoréme 3.1 montre que l'image de Xio(M) est

contenue dans ] XAP(M ) .
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L., LA RESTRICTION DES SCALATRES : REDUCTION DU PROBLEME

Soit u : A—+»B un homomorphisme d'anneaux et soit M un
B-module., Il est clair que tout polynSme & coefficients dans M nul
sur B est nul sur A, c'est-a-dire u(A). Ceci peut se traduire par
l'inclusion :

xB (M) < xt (M ) ou 1l'on ne considére que les structures

©o oo\ [ul} : - -
de groupe sous-jacentes, Nous allons chercher ici & caractériser les

homomorphismes d'anneaux u : A —» B tel que 1'on ait 1'égalité

A

B
Xoo(M) = X__

(Mfu]) pour tout B-module M, Le paragraphe

précédent nous fournit déja certains résultats.

4,1, Définition. Un homomorphisme d'anneaux u : A—»B est dit de
substitution lorsque tout polyn8me & coefficients dans un B-module

quelconque nul sur u(A) est nul sur B.

Notons que, si u : A—» B est un homomorphisme de substi-
tution, pour qu'un B-module soit sans torsion polynomiale il faut

et il suffit qu'il le soit en tant que A-module.

Il est clair que :
L.2. Tout homomorphisme surjectif est de substitution.
4.3, Soient u : A—peB et v : B—»C deux homomorphisnes

d'anneaux. Si u et v sont de substitution, alors v.u aussi,

Si wv.,u est de substitution, alors v aussi.
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L.4, Soient u : A—»B un homomorphisme d'anneaux et
u(A)——a-B l'injection déduite de u. Pour que u soit de substitution

il faut et il suffit que j solt de substitution.

4.5, Soient u : A—sB, a un idéal de A, b un idéal de B contenan
u(a) et U 1l'homomorphisme de A/a dans B/b déduit de u. Si u

est de substitution, alors u aussi.

Cela résulte du diagramme commutatif ci-contre : A —2 4B
et des assertions 4.2 et L4.3. A/a ——B/b
u
Dtautre part, d'aprés la remarque 3.5
4,6, Proposition., Tout homomorphisme de localisation est de
substitution.
On en déduit :
L.7. Soient u : A——-B, m un idéal premier de B, p = u-T(m) et
um l'homomorphisme de Ap dans Bm déduit de u. Si u est de
substitution, alors u aussi.,
Cela résulte du diagramme commutatif ci-contre A~—E—4-B
v ¥
et des assertions 4.3 et 4.6. A —— B_
pu. m

L ,8, Proposition, Avec les notations de 4.7, pour que u soit de

substitution il faut et il suffit que Uy soit de substitution

pour tout idéal maximal m de B .
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Démonstration. La condition nécessaire résulte de l'assertion 4.7.

Inversement, soient M un B-mcdule, Q(X) un polyn8me a coefficients
dans M nul sur u(A) et N lg'B-module engendré par les valeurs de
Q sur B. D'aprés la proposition 4.6, A---—>Ap est de substitution
et, par hypothése, A ——’Bm est de substitution, donc Nm = 0 3

p

ceci ayant lieu pour tout idéal maximal m de B, on a bien N = o .

On sait aussi d'aprés le théoréme 1.1 que, si A est un anneau
local de corps résiduel infini, tout A-module M est universellement
sans torsion polynomiale et donc tout polynbme appartenant a M[X]

qui est nul sur A est lui-méme nul, Par suite :

4.9, Proposition, Tout homomorphisme de source un anneau local de

corps résiduel infini est de substitution,

Les propositions 4.8 et 4.9 nous aménent donc & étudier le
cas d'un homomorphisme u : A—» B d'anneaux locaux ou A est de

corps résiduel fini. Commengons par deux cas particuliers :

4,10, Soit u : k—» K un homomorphisme non nul de corps. Pour que
u soit de substitution il faut et il suffit que k soit infini ou bien

gque u soit un isomorphisme.

k.11, Soit u : k —» B une injection d'un corps fini k dans un

anneau local B, Si u est de substitution, alors u est un isomorphisme
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Démonstration., Soit m 1'idéal maximal de B. On a mnk = o et,

dfaprés les assertions 4.5 et 4.10, k est isomorphe a B/m.
Soient ki‘ les é1éments de k ; le polyn8me P(X) = ’T;'r (x-ki)
étant nul sur k est nul sur B par hypothése. Soit b un élément
quelconque de B et soit Ik l'unique élément de k tel que b-kj

appartienne 4 m ; pour i#j , b-ki est inversible dans B et

donc b =k, ,
J

Ces préliminaires étant faits, nous allons, dans le
paragraphe suivant, étudier le cas local en toute généralité et,
moyennant une hypothése noethérienne, nous obtiendrons des

caractérisations des homomorphismes de substitution,
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5. LA RESTRICTION DES SCALAIRES : CONCLUSION

5.1, Proposition. Soit u : A—» B un homomorphisme local d'un

anneau local A d'idéal maximal p et de corps résiduel fini dans un
anneau local B d'idéal maximal m, Pour que l'homomorphisme u soit
de substitution il faut que les quotients A/p et B/u(p)B soient

isomorphes. Lorsque l'anneau B est noethérien cette condition est

suffisante,

Dire que A/p et B/u(p)B sont isomorphes équivaut & dire
que 1l'image de p dans B engendre 1'idéal maximal m et que A/p et

B/m sont isomorphes.

Démonstration.

Notons u : A/p —a-B/u(p)B 1'homomorphisme déduit de u par
passage aux quotients, Si u ést de substitution,alors ltassertion
4.5 méntre que u aussi, L'homomorphisme u étant injectif est
alors un isomorphisme d'aprés l'assertion 4.11.

Supposons maintenant que B est noethérien et mgntrons la
réciproqﬁe. Des formules B = u(A) + m et u(p)B = m, on déduit

par récurrence que

5.1.2, m? = u(p™) + m*
5.1.b, B = u(A) + m® , pour tout entien n.
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Par suite, 1l'homomorphisme de A/p" dans B/m" déduit
de u est surjectif. Soient M un B-module, Q(X) un polyn8me a
coefficients dans M et N 1e‘sbus—B—modﬁle de type fini de M
engendré par les coefficients de Q(X). D!'aprés la surjection
précédente si Q(u(A)) = o, alors Q(B) est contenu dans m'N
pour tout entier n. Comme B est noethérien et N de type fini,

1'intersection des m'N est réduite & (o) et donc Q(B) = o .

Indiquons deux corollaires de cette proposition :

5.2, Corollaire, Un épimorphisme d'anneaux de source ou de but

un anneau noethérien est un homomorphisme de substitution.

Démonstration, La proposition 4.8 nous raméne au cas d'un épimor-

phisme local u d'un anneau local A d'idéal maximal p dans un anneau
local B. Un épimorphisme local de source un anneau noethérien ayant
pour but un anneau noethérien (FERRAND,[17] ), on peut aussi suppose:
que l'anneau B est noethérien., L'homomorphisme u : A/p —s B/u(p)B
déduit de u est un épimorphisme de source un corps, ctest donc un

isomorphisme et 1lt'on a la caractérisation de la proposition 5.1,

5.3. Corollaire, Sdent A un anneau noethérien local d'idéal maximal

~»
P et A le complété de A pour la topologie p-adique, L'injection de

-~

A dans A est un homomorphisme de substitution.

(.3
En effet, l'injection de A dans A vérifie la caractérisation
de la proposition 5.1, Ce corollaire nous suggére lorsque B est

noethérien une autre caractérisation.
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Nous allons utiliser le résultat suivant qui est probablement

connu @

5.4, Proposition, Soit u : A—»B un homomorphisme local d'un

anneau local A d'idéal maximal p dans un anneau local B d'iddal

) L] ~

" maximal m., Notons u : A — B 1l'homomorphisme déduit de u par

complétion pour les topologies p-adique et m-adique. Pour que
~

A/p soit isomorphe & B/u(p)B il faut que u soit surjectif.

Lorsque l'anneau B est noethérien cette condition est suffisante,

Démonstration,

- Montrons que la conditioh est nécessaire. Notons Gr(A) ’
GR(X) , Gr(B) et Gr(g) les gradués associés a A , X , B et g
pour les filtrations p-adiques et m-adiques, gr(u) : Gr(A) — Gr(B)
et gr(a) : Gr(X)—a—Gr(g) les homomorphismes gradués associéds &

u et G . La formule 5.1.a montre qﬁe, pour tout entier n, l'homo-
morphisme de pn/pn+1 dans m mn+1 déduit de u est surjectif ;
ce qui signifie que gr(u) est surjectif. Des isomorphismes
Gr(A)——e»Gr(X) et Gr(B)———»Gr(B) , on déduit que gr(a) est

- a

surjectif. Conme A est complet et que B est séparé, 1l'homomorphisme

~
u est lui aussi surjectif (BOURBAKI,(S], IIT, §2).

-~
Inversement, supposons que B soit noethérien et que u soit
» A ~ H
surjectif. Notons p et m les idéaux maximaux de A et de B ..
A A A A
On a les isomorphismes : A/p *s+A/p , B/m . B/m et

A A A A A A A A
A/p ¥ B/m (u surjectif et u(p)c m) ; d'ol un isomorphisme

entre A/p et B/m. Montrons maintenant que 1'idéal I de B
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engendré par u(p) est égal & m. Du fait que u est surjectif,
o A -~ .3 o A A -~ -~ ) A
nous avons u(p)B = m et donc IB = u(p)B = u(p)B = m = mB ,
~
Le B-module B étant fidélement plat (BOURBAKI, (5}, III, § 3),

&~ a
17égalité entre IB et mB dimplique 1'égalité entre I et m.
Des propositions 4.8, 4.9, 5.1 et 5.4, nous déduisons :

5.5. Conclusion, Soit u : A —»B un homomorphisme dtanneaux et

supposons que B soit noethérien. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) L'homomorphisme u est de substitution (dest-é-dire
tout polyn8me & coefficients dans un B-module quelconque nul sur
u(A) est nul sur B).

(ii) Pour tout idéal maximal m de B, ou bien A/u"1(m) est
infini ou bien 1'image de u"i(m) dans B~ engendre mB_ et
A/u-1(m) admet B/m pour corps des fractions.

(iii) Pour tout idéal maximal m de B, ou bien A/u“‘(m) est

infini ou bien l'homomorphisme déduit de u par localisation puis par

complétion par rapport a u-1(m) et am est surjectif.
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CHAPITRE TIII ~ ANNEAUX DE POLYNOMES A VALEURS ENTTIERES -

Etant donné un corps de nombres K d'anneau d'entiers A,
POLYA [37]1 et OSTROWSKI [34] ont appelé "polyn8mes a valeurs
entiéres" et étudié les polyndmes a coefficients dans K qui en

tout élément de A sont a valeurs dans A .

Ici, nous généralisons la définition et le probléme en
considérant un anneau intégre quelconque A de corps des fractions
K. Dans ce premier chapitre sur l'anneau des polyn8mes a valeurs
entiéres nous allons nous inspirer pour notre étude des‘résultaté

précédents concernant les polyn8mes & coefficients dans un module.
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1. PREMIERS RESULTATS

1.1, Etant donné un anneau intégre A, on appelle polyn8me a
valeurs entieres sur A tout polynSme a cocefficients dans le corps
des fractions K de A qui est & valeurs dans A pour tout élément de
A,

Ces polyn8mes forment un anneau compris entre A[X] et K[X]
que l'on note A(X]sub .Autrement dit :

AlXI_ o = {a(x)e xx | a(a)cal

u

Etant donné une famille quelconque (Xi)ic:I d!'indétermindes,

on notera de méme :

Alx )], = {a®exlx)1] el cal

sub

Dans la suite de ce paragraphe A désigne un anneau inteégre

de corps des fractions K .

Notons que dans le A-module (K/A)[X] ~ k[x]/A[Xx] 1e
quotient A[X]sub/A[X] n'est autre que le A-module Xﬁq(K/A)
des polyn8mes & coefficients dans K/A nuls sur A, Cette remarque
nous permet dfobtenir un certain nombre de propriétés de cet anneau

A[X]sub résultant directement des deux chapitres précédents,
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1.2. Proposition. Soit S une partie multiplicative de A. Pour tout

polyn8me Q(X) & coefficients dans K, si Q(A) est inclus dans A,

1

alors Q(S-1A) est inclus dans S 'A. Autrement dit, on a

1'inclusion :

sTHaxd,_ ) © (sT)E]

sub

C'est l1l'inclusion du théoréme II.3.1. En effet :

sTVAlKl ) / (57X = sTV(AT, L /ADXKT) = STV (Xg,(K/A))
-1
est inclus dans XiO'A(K/S~1A) a (S-TA)fX]SHb / (S~1A)[X] .

1.3. Corollaire. Pour toute famille (Si) de parties multiplica-

tives de A telle que A = Q S;‘A , on a 1'égalité :

AX) = f;\ (SE‘A)[X] .

sub

1.4, Proposition, Lorsque A est un anneau noethérien, pour toute

partie multiplicative S de A, on a 1'égalité :

s"(A[x]sub) = (s"1A)[x]sub .

Clest 1'égalité de la proposition I.3.6.

1;5. Proposition. Soit p un idéal premier de A de corps résiduel

infini. Pour tout polyn8me Q(X) & coefficients dans K, si Q(A)
est inclus dans A, alors Q(X) est & coefficients dans Ap.

Autrement dit, on a :

Alxl , C A K] .
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En effet, dtaprés la proposition 1.2 , Q(X) appartient a

% 4 p . - 1 - ,
Ap[X]sub .Or, dtaprés le théoréme II.1.1 ; tout A, module, et en
particulier le Ap-module K/Ap, est universellement sans torsion

A
Py . P _ .
polynomiale, donc Ap[k] / Ap[X] X (K/Ap) o et Q(x)

sub

est a coefficients dans Ap .

1.6. Remarque. Si A est de cardinal infini, un polynfme Q &
coefficients dans K, qui est a valeurs dans A pour presque tout
é1ément de A, est en fait a valeurs dans A pour tout élément de A

(cf. remarque I.2.8).

. 8i A est un anneau intégre de cardinal fini, c'est un corps
et 1'on a les égalités : A[X]= A[x]_ . = K[X] .0n peut donc
supposer dans la suite que A est de cardinal infini. Dans ces
conditions, pour tout anneau intégre B contenant A, un polyn8me
Q(x)e B[x] tel que Q(A) soit inclus dans A est & coefficients

dans K .

Nous allons nous intéresser maintenant & un cas gque nous

avons rencontré dans la proposition 1.5, celui ou A[X]sub est

égal & A[X] (anneaux substitutiels). Puis nous considérerons le
phénoméne suivant : si Q(A) est inclus dans s™¥A, alors Q(S"TA)

. -1
est inclus dans S A et nous ncus demanderons dans quelle mesure

1

on peut remplacer STA par un anneau B (anneaux substituables).
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2. ANNEAUX SUBSTITUTIELS

2.1. Définition, Un anneau iﬁtégre A de corps des fractions K
est dit substitutiel si :

(1) Ltanneau A est de cardinal infini,

(ii) Lt*anneau Acx]sub des polyn8mes a valeurs entiéres

sur A est égal & A[x] .

La condition (ii) signifie que XﬁQ(K/A) = o autrement dit
que le A-module K/A est sans torsion polynomiale., Quand a la

condition (i), elle donne un meilleur sens a la définition, en

effet :

Si A est un anneau substitutiel, alors, pour tout anneau
intégre B contenant A, tout polyn8me Q(X)&€ B[X] , qui vérifie

Q(A)C A , a ses coefficients dans A .

2.2, Exemple, Un anneau intégre qui est un A-module universellement
sans torsion polynomiale est substitutiel. En particulier, un anneau
local de corps résiduel infini est substitutiel. En effet, d'apres

le théoréme IT.1.1, le A-module K/A est sans torsion polynomiale.

2.3. Proposition. Soit (Si) une famille de parties multiplicatives
de A telle que A = (Y s]'A .si chacun des S]'A est substi-

tutiel, alors A est substitutiel,

Cela résulte de la proposition 1.3 .La proposition 1.4

donne :



2.4, Proposition., Les localiséds d'un anneau noethédrien substitutiel

sont substitutiels,.

Précédemment nous avons fait intervenir des idéaux premiers
associés ou faiblement associés (pour les modules sans torsion
polynomiale) et des idéaux maximaux (pour les modules universel-
lement sans torsion polynomiale) ; la propriété demandée était
que les corps résiduels correspondants soient infinis, Dans ce
qui suit, nous alions avoir a considérer les idéaux premiers de

hauteur 1.
2.5. Lemme, Pour qufun anneau intégre A soit substitutiel il faut
et il suffit que, pour tout idéal principal propre aA , le quotient

correspondant A/aA soit un anneau sans torsion polynomiale,

Démonstration, Si A n'est pas substitutiel, il existe un polyn&me

P(Xx) de A[x]_ ., n'appartenant pas & A[X]. Soit a un élément de 4,
qui est non nul et non inversible, tel que Q(X) = aP(X) appartienne
3 Afx]. Alors Q(X) nfappartient pas & aA{X] tandis que Q(A)

est inclus dans aA : l'anneau A/aA n'est pas sans torsion

polynomiale., La réciproque est analogue.

2.5.bis., Lemme. Soient A un anneau integre et p un idéal premier .
de A de corps résiduel infini, Pour que A soit substitutiel il faut
et il suffit que pour tout élément a de A-p, ltanneau A/aA soit

sans torsion polynomiale.
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Il suffit de noter dans la démonstration précédente que,

si P(X) appartient a A[X]sub , alors P(X) appartient & Ap[X]

(proposition 1.5) et donc 1'élément a peut &tre choisi dans A-p .

2.6. Corollaire. Si tout élément non nul et non inversible d'un
anneau integre A est produit fini d'éléments irrdéductibles, alors
pour que A soit substitutiel il faut et il suffit que, pour tout
élément irréductible p de A, l'anneau A/pA soit sans torsion

polynomiale.

Démonstration, Tout élément a de A étant décomposable en un produit

Py...P, de n éléments irréductibles de A, on va montrer par récur-
rence sur l'entier n que l'anneau A/aA est s,t.p. ; par hypothése
c'est vrai pour 1 ; supposons le pour n-1, Comme on 2 la suite
exacte @ ‘

o——a.pnA/aA-—~>A/aA ——>A/pnA —>0 ol pnA/aA est
isomorphe a A/p1...pn~ A et que par hypothése de récurrence

1

les deux quotients extr8mes sont s.t.p. , le quotient A/aA est

aussi s.t.p. (par l'exactitude & gauche du foncteur -Xﬁc).

2.7. Proposition. Pour qufun anneau factoriel soit sibstitutiel il

faut et il suffit que, pour tout_élément irréductible p de A, le
quotient A/pA soit de cardinal infini (c'est-é—dire que, pour

tout idéal premier de hauteur t, le corps résiduel correspondant

soit infini).

Ltiddal pA étant premier, dire que l'anneau A/pA est

s.t.p. équivaut & dire qu'il est de cardinal infini (exemple I.3.2).
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2.8, Corollaire. Les localisés d'un anneau factoriel substitutiel

sont substitutiels,

Car un élément irréductible d'un localisé S TA de A provient
d'un élément irréductible p de A et A/pA stinjecte dans

s (A/pA) = s'1A/s'1pA .

2.9. Proposition. Pour qu'un anneau noethérien soit substitutiel

il faut que, pour tout idéal premier de hauteur 1, le cbrps résiduel

correspondant soit infini.

Démonstration, Soit p un idéal premier de hauteur 1 et soit a un’
élément de p-{o} .L'idéal principal aA étant propre, poui que A
soit substitutiel il faut que l'anneau A/aA soit sans torsion
polynomiale (corollaire 2.6). L'anneau A/aA étant noethérien,

il faut pour cela que A/p soit infini (remarque I.6.2).

2.10. Proposition., Pour qufun anneau de Krull soit substitutiel

il suffit que, pour tout idéal premier de hauteur 1, le corps

résiduel correspondant soit infini,

En effet, un anneau de Xrull A est intersection de ses
localisés en les idéaux premiers de hauteur 1. Si ceux-ci sont
de corps résiduels infinis, ils sont substitutiels (exemple 2»2)

et leur intersection A aussi (proposition 2.3).
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2.11. Proposition. Pour qu'un anneau noethérien intégralement clos

soit substitutiel il faut et il suffit que, pour tout idéal premier

de hauteur 1, le corps résiduél correspondant soit infini.,

Cela résulte de ce qu'un anneau noethérien intégralement

clos est un anneau de Krull et des propositions 2.9 et 2.10.

gy



3. EXEMPLES D'ANNEAUX SUBSTITUTIELS

3.1. Proposition., Pour gufun anneau de valuation soit substitutiel

il faut et il suffit que son corps résiduel soit infini ou bien

que son idéal maximal ne soit pas principal.

Démonstration.

Soit A un anneau de valuation dont 1'idéal maximal est
principal et le corps résiduel fini, Soient T une uniformisante
de A et (ai) un systeéme de feprésentants dans A du corps
résiduel., Le polyn8me P(X) = (1A7). T;T-(X-ai) n'appartient
pas a 'A[X] tandis que P(A) est inclus dans A : l'anneau A n'est
pas substitutiel.

Si A est un anneau local de corps résiduel infini, il est
substitutiel (exemple 2.2).

Soit donc A l'anneau dfune valuation v dont 1l'idéal maximal
n'est pas principal ; il stagit de montrer que A est substitutiel.
Soit (xn) une suite d'éléments de A telle que la suite v(xn)
tende vers o et que v(xn)> o ,soit P(X) = 2%: piXi un élément
de A[x]_ , et soit j le plus petit indice i tel que v(p,) soit
minimal, Pour n assez grand, on a

v(pjxg) = V(P(xn))z o ; dfou v(pJ.)} ~jv(xn) et a la
limite v(pj)a o, c'est-a-dire P(X) appartient a A[X] .

Nous avons vu que lorsqu'un anneau noethérien ou un anneau
factoriel est substitutiel, ses localisés le sont aussi (proposition
2.4 et corollaire 2.8). Nous allons voir un exemple d!anneau

substitutiel qui posséde des localisés qui ne le sont pas,
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3.2. Contre-exemple. Etant donné un corps L muni de n valuations

discrétes, il est possible de construire une extension L' de L

de degré 3 telle que chaque‘valuation de L posséde deux eitensions
et deux seulement a L* , l'une immédiate (e=1,f=1), l'autre
ramifide (e=2,f=1) (cf. KRULL [29]).

A partir de Gl muni de la valuation 2-adique, construisons
successivement de cette fagon des corps Kn .Soient K la réunion
des corps Kn s, V 1'ensemble des valugtions v de K prolongeant
la valuation 2-adique de Q 3y pour tout ve€vVvV , AV et m.
l'anneau et 1l'idéal maximal de la valuation v et A l'intersection
des anneaux Av .

Etant donné v&V , la restriction de v a un corps Kn (qui
est discréte) admet a4 la fois des prolongements a K discrets et des
prolongements a K non discrets, Ainsi A est a la fois intersection

des Av ou v est discréte et intersection des Av ol v n'est pas

discreéte.
= H 1é S =
Pour tout v€V, posons P, mvr\A { on a 1l'égalite Apv Av
(BOURBAKT [5]). Si v est discréte Ap ntest pas substitutiel,
v
tandis que si v est non discréte Ap est substitutiel (on applique
v

la proposition 3.2 en notant que le corps résiduel de tous les
anneaux Av est fini puisque isomorphe a “; ). En outre, l'anneau
A est substitutiel, car il est intersection des Ap ou v est
non discréte (proposition 2.3).

Ainsi, on a un exemple d'anneau substitutiel tel que
"beaucoup" de ses localisés soient substitutiels et en m8me temps
tel que "beaucoup" de ses localisés ne soient pas substitutiels
( "beaucoup" signifiant assez pour que l'anneau soit égal & leur

intersection).
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3.3. Exemple., Si A est un anneau integre de cardinal infini,
alors A[X] est un anneau substitutiel,

On peut le vérifier par le calcul en considérant des
polyn8mes. Nous allons nous émuser a le montrer en nous servant
des résultats des chapitres précédents, Montrer que A[X] est
substitutiel, c'est montrer que K(X)/A[X] est un A[X]-module
sans torsion polynomiale tK désignant le corps des fractions de A).
Comme K[X]/A[X] est un sous-module de K(x)/A[X], il suffit de
montrer que les deux A[X]-modules X[XI/A[X] et K(x)/kK[X]
sont sans torsion polynomiale. Pour le premier, ctest l'exemple
I.3.2.b ., Pour le second, cela revient a dire que le KfX]—module
K(X)/K[X] est sans torsion polynomiale, car K[k] est un localisé
de A[X] (remarque II.3.5). Or, cette derniére assertion signifie
que l'anneau KEX] est substitutiel et c'est exact puisque KEX]

contient un corps infini,.

Notons qu'une démonstration analogue montrerait que A[IX]]
est aussi un anneau substitutiel, lorsque A est un anneau intégre

de cardinal infini.

Par contre, si A est de cardinal fini, A[X] et A[[X]] ne

sont pas substitutiels (considérer le polynbme (1/X) i ‘ (T—a) ).
acA
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L, ANNEAUX SUBSTITUABLES : REDUCTION DU PROBLEME

4,1, Proposition, Soit A un anneau intégre de corps des fractions K

et soit B un anneau compris entre A et K et plat sur A. Pour tout
polyn8me Q(X) & cefficients dans K, si Q(A) est inclus dans B,

alors Q(B) est inclus dans B, Autrement dit, on a 1'égalité

Bl ., = {ex)ex{x] |a(a)cs}.

En effet, l'injection de A dans B est un épimorphisme plat
(LAZARD (303). D'aprés le corollaire II.3.2, un polyndme & coeffi-

cients dans K/B nul sur A est nul sur B.

C'est cette égalité que nous allons essayer de généraliser

en posant la définition suivante.

DANS CE PARAGRAPHE ET LE SUIVANT B DESIGNERA UN ANNEAU -
INTEGRE DE CORPS DES FRACTIONS L ET A UN SOUS-ANNEAU DE B

DE CORPS DES TFRACTIONS K .

4.2. Définitions, L'anneau A est dit substituable a l'anneau B

lorsque tout polyn8me Q(X) & coefficients dans L qui est a
valeurs dans B sur A est encore a valeurs dans B sur B ; autrement
sy = le(x)evrfx] |a(s)c B}

est égal a4 l1l'anneau {Q(X)EL[X] | a(a)c BS . L'anneau A est dit

dit lorsque l'anneau B[X]

substituable lorsqu'il est substituable & tout anneau compris entre

A et K .
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L.3. Remarque, Si 1l'injection de A dans B est un homomorphisme de
substitution, alors a fortiori A est substituable & B (il suffit
d'appliquer la définition II.4.1 au B-module L/B)., En particulier,

A est substituable & ses localisés.

Il est immédiat que

4.4, Si A est substituable & B, alors tout anneau compris entre
A et B est substituable a4 B et, pour tout corps M compris entre K

et L, A est substituable a BMM .

4.5, Proposition. Si B est la fermeture intégrale de A dans L,

pour que A soit substituable & B il faut et il suffit que A soit

substituable a4 sa cl8ture intégrale BMK et que BANK soit

substituable a4 B .

Démonstration. La condition nécessaire résulte de l'assertion

précédente. Montrons la réciproque : soit Q(X)e&L[X] tel que

. . . n n-1
Q(A) soit inclus dans B et soit Q + Pn-TQ + ce0 + P1Q +P =0
1'équation caractéristique de Q(X) sur K[X] .Les Pi sont des
fonctions symétriques des conjugués de Q ; par suite, pour tout
é1lément a de A, les Pi(a) sont des fonctions symétriques des
conjugués de Q(a) et donc Pi(a) appartient é BNMNK .Avec les
hypothéses, Pi(A) C BNK implique Pi(Br\K)c: BAK et Pi(B)c:B ;

donc Q(b) est entier sur B c'est-a-dire appartient & B, pour

tout élément b de B .
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L.6. Si A est substituable & une famille d'anneaux B, , alors

A est substituable & l1l'intersection des Bi .En particulier :

Pour que A soit substituable a tout anneau intégralement
clos comprié entre A et L il faut et il suffit que A soit subs-
tituable a tout anneau de valuation de L .

L'anneau A est substituable a toute intersection de ses

localisés,

L.,7. Si A est substituable & une famille d'anneaux B, dont

lt'intersection est A, alors l'énneau A[X]su est égal & 1l'inter-

b

section des anneaux Bi[X]sub .(On retrouve en particulier le

corollaire 1.3).

4.8, Proposition, Si, pour tout idéal maximal p de A , Ap est

substituable a Bp , alors A est substituable a B.
Si, pour tout idéal maximal m de B, Amr\A est substituable

a B, , alors A est substituable aaB.

Montrons par exemple la premiére assertion. Soit Q(X)€& L[X]
tel que Q(A) soit inclus dans B .Alors Q(Ap) est inclus dans
B d'aprés la remarque 4.3 et par suite Q(B) est inclus dans

p
f\Bp = Bgrice althypothése,

4,9, Proposition. Supposons que A soit noethérien. Si A est subs-

tituable 4 B, alors, pour tout idéal premier p de A, Ap est

substituable a Bp , et, pour tout idéal premier m de B, Amr\A

est substituable 2 Bm .
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Montrons par exemple la premiére assertion. Soit Q(X)e L[]
tel que Q(Ap) soit inclus dans Bp .Le A-module engendré par les
valeurs de Q(X) sur A est qé type fini car il est contenu dans le
A-module engendré par les coefficients de Q(X) et il existe
s&A-p tellque s.Q(A) soit inclus dans B. Par suite, avec
1'hypothése, s.Q(B) est inclus dans B ; d'olu Q(B) est inclus

dans B et finalement Q(Bp) est inclus dans B, -

L'hypothése noethérienne est iﬂutile pour le passage aux
localisés des anneaux substituables, car il est immédiat que si
A est substituable alors tout anneau compris entre A et K est

substituable. Dfou :

L .10, Proposition, Pour que A soit substituable il faut et il

suffit que ses localisés en les idéaux maximaux soient substituables

4.11. Exemple. Un anneau de Prlifer est substituable.
On est en effet ramené par la proposition 4.10 au cas dtun
anneau de valuation qui est substituable, car substituable & ses

localisés,

4.12. Exemple, Soit p un idéal premier de A .Si A est substituable
a toﬁt anneau compris entre A et Ap , alors A/p est substituable
En particulier, tout quotient intégre d'un anneau substituable est
substituable. (Cela se vérifie en notant que, le corps des fractions

de A/p étant Ap/pAp , ses éléments se relévent dans Ap ).



4,13, Proposition. Si A est un anneau local de corps résiduel

infini, alors A est substituable & tout anneau le contenant ;

en particulier, A est substituable,
Cela résulte de la proposition IT.L4.9 .

Les propositions 4.8, 4.9, 4,10 et 4.13 raménent notre
étude au cas ou A est local de corps résiduel fini et B est

local dominant A .,
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5. ANNEAUX SUBSTITUABLES : CONCLUSION

Dans tout ce paragraphe et jusqu'a la conclusion, A est un
anneau intégre, de corps des fractions K, local, d'idéal maximal p ,
de corps résiduel fini et B est un anneau contenant A, intégre, de
corps des fractions L, local, d'idéal maximal m, dominant A

(ctest-a-dire mNA = p).

Des propositions II.5.1 et II.5;h, nous déduisons

5.1, Proposition., Si B est un anneau noethérien et si les conditions

équivalentes suivantes :
(i) pB =m et A/p &% B/m .
) A
(i1) A ~ B (complétés pour les topologies p-adique et

m-adique) sont réalisées, alors A est substituable a4 B .

Le corollaire 1II.5.3 devient :

5.2. Corollaire. Si A est un anneau noethérien, alors A est subs-
tituable & son complété pour la topologie p-adique (lorsque celui-ci

est un anneau intégre).

La condition 5.%t.i reste suffisante lorsque lthypothése

noethérienne sur B est remplacée par "m est principal®, Ainsi

5.3. Proposition, Si m est principal engendré par un élément de p

et si A/p est isomorphe 4 B/m, alors A est substituable a B.
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Pour cela énongons une proposition qui résultera directément
des assertions IV.1.8 et 1IV.2.2 qui seront prouvées plus loin

5.4, Proposition. Supposons 1'idéal m engendré par un élément

)

et le quotient B/m de cardinal fini q .Soit (1:»0,1:1,...,bq_1
un systéme de représentants de B modulo m et, pour ré‘[N ’

posons

b = b +b_ W+ ... +b TVk ol rp...ryr, est 1técriture de
r r, ry re k

l'entier r en base q .Alors, pour qu'un polyn8me Q(X) a

coefficients dans L appartienne a B[X]Sub il faut et il suffit

que Q(br) appartienne & B , pour r¢g {o,?,.i;,deg'Q} .

Avec les hypothéses de la proposition 5.3, on peut prendre
pour W un élément de p et pour (bo’b1'°”’bq-1) des é1éments
de A .Ainsi tous les br appartiehnent a A et l'annéau A est

bien substituable & B .

Voici une réciproque a la proposition 5,3 :

5.5. Proposition, S'il existe un idéal principal «B de B

compris entre pB et m et si A est substituable &4 B ,

alors m = &B et A/p est isomorphe & B/m .

q-1
Démonstration. Soit R(X) = E:J (X-ai) ol (ao,a1,.,.,aq_1)

est un systéme de représentants dans A du quotient A/p. On a

R(A)c pcC «B , donc &R(A)C B et , A étant substituable

y B,SL-R(B)CB.
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Pour tout élément b de B, R(b) appartient & «B donc & m
Soit J§ tel que b-aJ, appartienne a m ; pour i#j , b-ai
ntappartient pas & m et est donc inversible dans B , Par suite,
(r(b)) = (b-aJ)C-lB , dtol : B = A + ¥B ,

£n outre, pour tout élément b de m, (R(b)) = (b) S «B,

donc m= «B ,

5.6, Corollaire, Si 1*idéal pB de B est principal et si A est

substituable 4 B , alors pB =m et A/p est isomorphe a B/m .
La proposition 5.3 et le corollaire 5.6 montrent que :

5.7. Proposition. Si pB est principal engendré par un élément de

A , alors pour que A soit substituable a B il faut et il suffit

que pB =m et que A/p soit isomorphe & B/m .

5.8, Proposition, S1 B est un anneau de valuation, pour que A

soit substituable 4 B il faut et il suffit que l'une des deux

conditions suivantes soit réalisée :

(1) pB =m et A/p est isomorphe &4 B/m .

(ii) pB

m et m ntest pas principal .

Démonstration. Notons v 1la valuation dont B est l'anneau,.

Supposons que A soit substituable &4 B , L'anneau B
étant un anneau de valuation, si m contient strictement pB ,
pour tout g&m-pB, ona m>D&B > pB ; la proposition 5.5 implique

alors m = &B ; par suite, DpB = {b € B , v(b) > v(« )},
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1'idéal m étant principal, 1'idéal pB ltest aussi ; le corollaire

5.6 implique alors pB = m (ce qui devient obligatoire).

Dtautre part, si m est principal, la proposition 5.5
montre que A/p est isomorphe & B/m .

- Inversement, si m est principal et si la condition (i) est
réalisée, l'anneau B étant de valuation, 1lt'idéal m = pB est
engendré par un élément de p ; la pfoposition 5.3 montre qufalors
A est substituable & B .

Si la condition (ii) est réalisée, il existe une suite (xn)
d'éléments de A telle que v(xn) tende vers o et que v(xn)
soit strictement positif pour tout n . Soit P(X) = iE;::pixl un
polyn8me & coefficients dans L tel que P(A) soit i;clus dans
B et soit j 1le plus petit indice . i tel que v(pi) soit minimal,

Pour n assez grand, on a v(pjxg) = V(P(xn))T; o ;3 d'ou

v(pJ)‘) -jv(xn) et & la limite v(pj) > o0, clest-a-dire P(X)

appartient & B[X] et par suite Q(B) est inclus dans B .

5.9. Remarques.
Si A est substituable & B , si p est de type fini et

si B est un anneau de valuation, alors m est principal (car

de type fini).

Si A et B sont deux anneaux de valuation vérifiant la
condition 5.8.i, on dit que la valuation de L dont B est
l1tanneau est une extension immédiate de la valuation de X dont A

est l'anneau ; dans ce cas, ona BNK = A ,
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5.10, Proposition, Si A est noethérien et si B est un anneau

de valuation de hauteur 1, alors pour que A soit substituable
4 B il faut et il suffit que BANK = A et que la valuation dont
B est l'anneau soit une extension immédiate de sa restriction

& K (dont A est l'anneau).

Démonstration, La condition suffisante résulte directement de la

proposition 5.8 . Inversement supposons que A soit substituable a
B . L'anneau B est alors un anneau de valuation discréte de
hauteur 1 (remarque 5.9), pPB est égal & m et A/p est isomorphe

by

4 B/m (proposition 5.8). L'anneau B étant noethérien, ceci
implique que les complétés X et g de A et B pour les
topologies p-adique et m-adique respectivement sont isomorphes
(proposition II.S.A). L'anneau B détant un anneau de valuation
discrete, g est intéegre et donc X aussi. Les anneaux A et B

.3 N
étant des anneaux de Zariski, ona BMAL = B et ANK = A

(ef. [5] , III, § 3) et par suite BAK = A .

5.11. Proposition, Si l'anneau A est noethérien et substituable,

alors A est un anneau de valuation discréte,

L'anneau A détant noethérien, il existe un anneau de
valuation discreéte du corps K dominant lt'anneau local A
(cf. [23] ,0, § 6). Ltanneau A devant lui &tre substituable

lui est égal d'aprés la proposition 5.10 .
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5.12. CONCLUSION. Soit A wun anneau intégre noethérien de corps
des fractions K ,Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) L'anneau A est substituable (& tout anneau B
compris entre A et K, c'est-a-dire, pour tout polyn8me
e(x)e k1 , si Q(A) est inclus dans B, alors Q(B) est
inclus dans B).

(ii) L'anneau A est substituable & tout anneau de
valuation discréte compris entre A et K .

(iii) Pour tout idéal maximal p de A, ou bien A/p est

infini, ou bien Ap est un anneau de valuation (discréte).
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6. CLOTURE INTEGRALE

6.1. Proposition. Soient A -un anneau intégre, K le corps des

fractions de A, L uneextension de K et B la fermeture
intégrale de A dans L .La fermeture intégrale de l'anneau
{r(x)ex[x] [p(a)c B} dans L(X) est l'anneau

{ax)eLx1 la(a) e B} .

-

Démonstration. Il est clair que la fermeture intégrale en question

est contenue dans L[X] .Soit Q(X) wun polyn8me & coefficients
dans L et soit : .

QP +r Q"+ L 4PQ+P =0
1'équation caractéristique de Q(X) sur K[X] .

Si Q est entier sur {P(X)e K[X] IP(A) C B} , alors les P,
vérifient P(A)C B, et, pour tout élément a de A, Q(a) est
entier sur B donc appartient &4 B .

Inversement, supposons que Q(A) soit inclus dans B .Les
Pi(x) sont des fonctions symétriques des conjugués de Q(X) sur
K[X] et, pour tout élément a de A, les Pi(a) sont des fonctions

symétriques des conjugués de Q(a) sur K donc appartiennent a

B (et méme &4 BAK).

6.2. Corollaire. Soient A un anneau intégre et intégralement clos,
K le corps des fractions de A, L une extension de K et B la ferme-
ture intégrale de A dans L .La fermeture intégrale de A[X]

sub

dans L(X) est 1'annecau {Q(x)eL[x]|a(sa) c B} .
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6.3. Corollaire. Avec les notations et les hypothéses du corollaire
6.2, si A est substituable & B, alors la fermeture intégrale de

A[X]sub dans L(X) est égale & B[X]

sub

6.4, Corollaire. Avec les notations et les hypothéses du corollaire

6.2, si A est substitutiel, alors B aussi.

En effet, si A est substitutiel, A[xlsub est égal a A[X]
et la fermeture intégrale de A[X] dans L(X) étant B[x] , on a

Blx] = {e@)erxl| e(a) c B} s lax)e x| a(8) < B} =B[x]_ DBx]

6.5. Corollaire. Si A est un anneau intégre et intégralement clos,

alors 1l'anneau AfX)_ =~ aussi.

Dans le corollaire 6.2, faire L =K .
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CHAPITRE IV -~ ANNEAUX DE POLYNOMES A VALEURS ENTIERES

LA STRUCTURE DE MODULE

Etant donné un anneau intégre A, l'anneau A[X)sub des
polyn8mes & valeurs entiéres sur A peut aussi &tre considéré comme

un A-module.

Ainsi, dans le cas de l'anneau Z des entiers rationnels,
il est classique que le Z -module Z[X] sub est libre et admet

pour base la famille des polyn8mes

X .

XLX-“ ) o o o o (X-n+1 )
nl

n o

pour neN et avec = 7

Nous allons voir que pour dfautres anncaux A, le
A-module A[X] sup €St libre et, lorsque ce sera le cas,nous
essaierons d'en construire une base, Si l1l'anneau A est
substitutiel, A[X] sub etant egal a ALX] est évidemment
libre ; nous ne nous intéresserons pas a ce cas, Commengons

par le cas le plus simple des anneaux de valuation,
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1. ANNEAUX DE VAIUATION

Compte tenu de la proposition ITI.3.1, nous ne nous intéres-
serons qu'aux anneaux de valuation d!'idéal maximal non principal et

de corps résiduel fini (de fagon que AEX]sub ne soit pas égal

a A(x] ).

1.1. Notations. Dans ce paragraphe A désignera 1l'anneau d'une
valuation v discréte et de corps résiduel fini.
Soient K 1le corps des fractions de A, W une uniformisante

)

de A, q le cardinal du corps résiduel AATA et (ao,ai,.,.,aq_1

un systéme de représentants dans A de ce corps résiduel,

1.2. Soit (ar) une suite d'éléments de A prolongeant la suite

(ao;...,aq_1) telle que, quels que soient les entiers k et t,
les éléments a_ , pour kgt < r < (k+1 )qt , forment un systeme de

représentants de A modulo “xA .

1.3. Remarque. On obtient une suite (ar) satisfaisant a la
condition 1.2 de la fagon suivante :

si r s'écrit TyeesT, T on base q , on pose :

a = a Tfk + eeo +a W + a .
k 1 To

1.4. Soit u 1la fonction de W dans MN définie par :

o
u(n) = E [-ES] ou {Es] désigne la partie entieére
s=1 q q
de L .
s
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1.5. Etant donné une suite (ér) satisfaisant & la condition

1.2, posons, pour tout entier n :

Qn(x) = 1r—u(n) ‘! .l (X-ar) { pour n = o ,

osr<n
on convient que QO(X) =1 .

1.6. Lemme. Avec les notations et les hypothéses précédentes, pour
tout entier n , le polyndme Qn(X) est & valeurs entiéres sur A

et 1'élément Qn(an) est inversible dans A .

Cela se vérifie en regroupant les termes du produit [ kX-ar)

qui ont méme valuation,

1.7. Proposition. (POLYA). Le A-module AAEX]sub est libre et admet

pour base la famille des polyn8mes Qn(x) (définis en 1.5).

Le polyn8me Qn(x) est de degré dz Pet donc tout ?olyn8me
P(x) de K[X] peut s'écrire P(X) = EE?: PhQn(X) ol Py
appartient & K . Si P(X) est un polyn8me & valeurs entiéres
sur A, P(ao)’P(ai)""’P(adegP) sont des éléments de A . On en
déduit en utilisant le lemme précédent que chaque P .appartient
a A .

Ce résultat est dfi en gros 4 POLYA [371 , la terminologie

étant différente.
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La démonstration précédente montre en particulier que :

1.8, Proposition., Pour qu'un‘polynﬁme P(X) de K[X] appartienne

a A[x]_ , il faut et il suffit que P(ao),P(ai),...,P(adegP)
appartiennent 4 A (ou (ar) est une suite satisfaisant & la

condition 1.2).

Nous aurons besoin par la suite d'un résultat plus général

que celui de la proposition 1.7

1.9. Proposition. Soit (ar) une suite dféléments de A satis-

faisant & la condition 1.2 .Pour tout entier n , soit (b_ _)
n,r’'ogr<n
une suite d'éléments de A telle que, pour tout r¢£{o,¢.;,n-1},

v(b. _~a_) > u(n) . Pour tout entier n , posons :
n,r r

R (x) = wu(n) 7 [ (- ) .

ogr<n i

La famille des polyn8mes Rn(X) constitue une base du A-module

Acx]sub .

En effet, de facon analogue au lemme 1.6, on vérifie que les
polynBmes Rn(X) sont a valeurs entiéres sur A .Comme en outre ils
ont les mémes coefficients directeurs que les polyn8mes Qn(X) ils

engendrent le m@me A-module,

Le cas d'un anneau de valuation de hauteur supérieure a 1

reléve du paragraphe un peu plus général suivant,
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2. ANNEAUX LOCAUX D*IDFAL MAXTMAL PRINCIPAL

Compte tenu de l'exemple 3.2.2, nous ne nous intéresserons

qu'aux anneaux locaux de corps résiduel fini,

2.1, Notations. Soit A un anneau intégre local d'idéal maximal
principal et de corps résiduel fini.

Soient K le corps des fractions de A , W un générateur
de 1'idéal maximal de A , q le cardinal du corps résiduel A/ T A

et (ao,a1,...,a ) un systéme de représentants dans A de ce

q-1
corps résiduel,

Notons v 1ltapplication de A dans “40{+G<& définie par
v(x)
v(x)

n si ernA - “,n+1A et

+00  si XEE/?D O

2.2. Remarque, Avec ces nouvelles notations et hypothéses, la
remarque 1.3, le lemme 1.6, les propositions 1.7, 1.8 et 1.9
sont encore valables ; en particulier, le A-module Acx]sub est
libre et 1l'on retrouve bien la proposition III.5.4 annoncée

précédemment,

Les démonstrations correspondantes sont tout a fait analogues
et utilisent le fait suivant :
Quels que soient x et y appartenant a A,

v(x.y) = v(x) + v(y) ol 1l'on prolonge de fagon évidente l'addition

de N a INu{+oo}.
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3. ANNEAUX NOETHERIENS INTEGRALEMENT CLOS

OSTROWSKI (34) a mon?ré que, lorsque l'anneau A des
entiers d'un corps de nombres est principal, le A-module A[X]_ .
des polyn8mes & valeurs entiéres sur A est libre.

Ce résultat a été étendu par CAHEN (8] & tous les anneaux

de Dedekind :

3.1. Proposition. (CAHEN). Soit A un anneau de Dedekind. Le

A-module A[X]sub est libre et peut s'écrire comme une somme
directe de A-modules projectifs :
’ - @ A ,
A[X] sub = nem InPn(X) ot I est un idéal
fractionnaire de A et Pn(X) un polyn8me de degré n A

coefficients dans A .,

De notre c8té nous étendrons le résultat d'OSTROWSKI aux

anneaux factoriels avec la proposition 4.1 .

Lorsque 1lton 8te 1l'hypothése de dimension 1, il ne subsiste

de la proposition 3.1 que le fait suivant :

3.2. Proposition., Soit A un anneau noethérien intégralement clos,

Le A-module A[X]_ . ~est fidélement plat.

Démonstration, L'anneau A étant noethérien, pour tout idéal

premier p de A , le localisé en p de Aci]sub est égal &

ALK gup (proposition ITI.1.4).
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Lorsque p est de hauteur t, Ap' étant un anneau de valuation,
le A -module Apcx]sub est libre (proposition 1.7), tandis que
lorsque p est de hauteur strictement supérieure & 1, l'anneau
Ap est substitutiel (proposition III.2.10) et le Ap-module

‘Apcx]sub = Ap[x] est encore libre.

Toutefois lorsqu'eon se restreint aux polyn8mes de degré .

inférieur ou égal 4 n :

3.3. Proposition. Soit A wun anneau noethérien intégralement

clos, Le A-module A[X]Zub des polyn8mes a valeurs entiéres

sur A de degré inférieur ou égal & n est projectif,

Démonstration. L'anneau A étant noethérien, pour tout idéal

premier p de A, le localisé de A[x]:ub en p est égal a

(xJ3,, (cf. la propositon II.3.6). L'anneau A étant de plus

A
p .
supposé intégralement clos, le Ap—module Apcxlgub est libre de
rang n (cf, la démonstration précédente). Pour pouvoir conclure,
il nous suffit de savoir que le A-module A[X]zub est de  type fini
( [5] ,II,§5) ; nous allons le vérifier par récurrence sur n
(cela étant évident pour n=o , Afijzub = A ).
Soit In l'ensemble des coefficients dominants des polynfmes

4 valeurs entiéres sur A de degré égal &4 n ; clest un A-module et
si 1'on montre qu'il est de type fini, il en sera de méme, par

, n . .
récurrence, de Acx]sub . Si le cardinal du quotient A/p est

strictement supérieur & n, alors In est contenu dans Ap (pro-

positions IIT.1.5 et 1.7) ; pour les autres idéaux premiers p
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(qui sont en nombre fini dfaprés le lemme 3.4 suivant), il existe
apeA- (o} tel que ap.In soit inclus dans Ap ; par suite, il
existe un élément non nul a de A tel que a.I soit inclus

dans A et le A-module In est fractionnaire, donc de type fini.

Indiquons le lemme annoncé qui a déja été cité par
CAHEN [81 pour les anneaux de Dedekind, mais qui est en fait

valable pour tout anneau de Krull.:

3.4, Lemme. Soit A un anneau de Krull, Pour tout entier q il
n'y a qu'un nombre fini de valuations essentielles de A dont le

corps résiduel a un cardinal égal & gq .

pémonstration. On peut naturellement supposer que A est de cardinal

infini, L'équation en X :

(*) Xq -X =0 n'ayant qu'un nombre fini de racines dans un‘
anneau intégre, il existe un élément a de A tel que aq-a ne
soit pas nul, L'image canonique de a dans le corps résiduel d'une
valuation essentielle v de A dont lé cardinal est égal'a q
vérifie 1l'équation (*) et donc ad_a appartient & 1'idéal

maximal de v . Or, ceci ne peut avoir lieu que pour un nombre

fini de valuations essentielles v de A .
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4, ANNEAUX FACTORIELS

4.2. Proposition., Sait A un anneau factoriel. Le A-module

A[-X]sub est libre et admet une base (Rn(X) )nc-‘N ol Rn(x)

est un polyn8me de degré n .

Démonstration.

Notons V 1lt!'ensemble des valuations essentielles de A ;
pour toute valuation v appartenant a V , P, 1tidéal premier
de A correspondant et qv le cardinal du corps résiduel de
v ; pour tout entier q , Vq le sous-ensemble de V formé des
valuations v telles que a, soit inférieur ou égal & -q (cet
ensemble est fini d'aprés le lemme 3.4).

Pour toute valuation v appartenant a J Vq , 1ltidéal

q

P, est maximal puisque son corps résiduel est fini et par suite

A/pD

est isomorphe a A /(p A )n s pour tout entier n ., On
v Py v'p,

' V4 ’ P
peut alors choisir dans A une suite d'éléments (av,r)re\N
satisfaisant & la condition 1.2 (par exemple en se servant de la

remarque 1.3) relativement i 1'anneau de valuation Ap .
' v

Fixons pour lt'instant un entier q . L'ensemble Vq étant
fini et les idéaux p, correspondants (vevq) étant maximaux,

) admettent des solu-

les inéquations suivantes en (b og<r<n

q,r
tions dans A (ZARISKI et SAMUEL, [40],T1IT) :

v(b -a_ ) >uv(q) o ogr<q , ou v décrit £
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Soit donc (bq r) des solutions et, pour tout v appar-
?
tenant a Ldl Vq,, soit q’v un élément de A qui engendre P,
(1tanneau A est factoriel),
Montrons que les polyn8mes Rn(x) suivants forment une
base du A-module A[x]sub :

R (x) = ( I l"(_u (n‘) (] ‘ (x-p, ) ) .

véV oOogron

Soit v appartenant & U Vq . Dtaprés le choix des

q
b et la proposition 1.9, les polyn8mes R (X) forment une
' n
" base du A_ -module A_ [X] (on note que [ ‘4—11“,(n)
v Py sub Vn w

est inversible dans A_ ).
Py

Soit v appartenant a V-%J Vq . Le quotient A/pv édtant
de cardinal infini, l'anneau A_ (X] est égal a4 A_ [x]
» Py sub Py
(exemple III.2.2) et les polyn8mes Rn(X) forment une base

du A_ -module A_ (X} (on note que R_(X) est un polyn8me
Pv pv n

sub

de degré n et de coefficient directeur inversible dans Ap )
v

Les polyn8mes Rn(x) étant dans Apv[x}sub pour tout’
vEV sont dans Afx]_ . (corollaire III.1.3).

D'autre part, tout polyn8me P(X) appartenant a A[X]sub
deg P)
= n=o

a K . Comme A[X]sub est inclus dans Apvfx] sup Ppour tout

stécrit sous la forme P(X) PhRn(X) ot p, appartient

v€V (proposition IIT.1.2) et que les polyn8mes Rn(x) forment

chaque p_ appartient a

une base du Ap ~module Apvfxlsub ’

v

Ap pour tout V&YV , donc appartient & A .
Vv
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5. BONNES CONDITIONS DE LOCALISATION

Nous avons eu besoin-ef nous aurons besoin pour simplifier
notre étude de localiser le A-module AEX]sub en les idéaux
premiers p de A (en particulier pour déterminer les idéaux
premiers de l'anneau A[X]Sub en fonction de ceux de A au
chapitre suivant). Nous allons rappeler quelques situations ou

la localisation marche bien et nous servir du paragraphe 2 pour en

obtenir une autre.

5.1. Proposition. Soient A un anneau intégre et p un idéal

de A . Le localisé en p de ‘Acx]sub est égal a Ap[X]sub
lorsque l'une des hypothéses suivantes est réalisée
(1) L'anneau A est noethérien.
‘s ' 5 3 1
(ii) L'anneau Ap[X]sub est égal A 1'anneau Ap[x].
(iii) Le quotient A/p est de cardinal infini.

(iv) L'idéal p est principal.

Démonstration. Le cas noethérien n'est autre que la proposition

IIT.1.4 . Lorsque 1'égalitdé (ii) est réalisée, on a la suite
d'égalités et d'inclusions

AT = (A, © (ARD,), <A B, = A K
grlce a la proposition III.1.2, d'olu 1l'égalité cherchdée. Lorsque
l'hypothése (iii) est réalisée, l'anneau local Ap a un corps
résiduel Ap/pAp de cardinal infini et l'exemple III.2.2 montre

que l'hypothése (ii) est alors réalisée.
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Enfin, dans 1l'hypothése (iv), on peut supposer en outre
que le corps résiduel de p est de cardinal fini (sinon on
serait dans le cas (iii)) ; ceci signifie en particulier que
P est un idéal maximal et donc que A/pn est isomorphe a
a Ap/(pAp)n pour tout entier n , Ainsi, on peut choisir
des éléments a, dans A satisfaisant 4 la condition 1,2
relativement & 1l'anneau local Ap dont 1'idéal maximal pAp
est engendré par un é1ément de A . La remarque 2.2 et la
proposition 1.7 montrent que le Ap-module Apfxlsub est libre
et admet une base formée par les polyn8mes Qn(x) construits
a partir des a_ ., Or par construction ces polyn8mes Qn(X)

r

sont aussi des éléments de A[Xlsub , d'ou l'inclusion de

Ap[XJsub dans (A[X]sub)p ‘

<Ry
;
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6. TRANSFERTS

Ce paragraphe n'a pas.sa place dans ce chapitre, il pourra
toutefois nous servir d'introduction au chapitre suivant.

Dans ce qui suit, A désignera un anneau intégre de corps
des fractions K . Nous allons voir que lorsque l'anneau A posseéde
certaines propriétés, l'anneau A[X]sub les posséde aussi.

Le paragraphe III.6 ncus fournit déja le résultat suivant

-

qui se vérifie d'ailleurs de fagon directe :

6.1. Proposition. Si 1'anneau A est intégralement clos, alors

1l'anneau A[XJsub aussi,

On a un résultat plus précis et pour cela introduisons une

notation qui simplifiera certains énoncés :

6.2. Notations. Etant donné une valuation v sur un corps K de
A
groupe des valeurs G , notons K le complété de K pour la

L . A
valuation v , Vv le prolongement de v a K et, pour tout

~
é1ément x de KX , notons v la valuation du corps K(X) , &

valeurs dans le produit lexicographique Zx G , qui, pour tout

é1ément P(X) de K[X] - (o} , a pour valeur :
B = (rg . v (x)) o

P(x) = (X—x)rx.P1(X) , P1(X)E ﬁ[x] et P1(x);£o.
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6.3. Proposition, Soient K un cofps, V une famille de valuations

v de K et A 1'intersection des anneaux des valuations vV .
Notons V' la famille des valuations v_ de K(X) ou v décrit
V et a décrit A et W la famille des valuations P(X)-adiques
de K(X) ou P(X) est un polynSme irréductible de X[X] . Alors
1'anneau A[x]sub est égal a 1l'intersection des anneaux des

valuations de V' (JVW .

Cette proposition est immédiate compte tenu de ce que

1'intersection des anneaux des valuations de W est l'anneau X[X].

Dans [33] OHM note les implications suivantes

(a) A est un anneau de Krull,
= (b) A est intersection d'anneaux de valuation de hauteur 1 .
::;.(c) A est complétement intégralement clos,
= (4) A [[T]) est intégralement clos.

= (e) A est intégralement clos et, pour tout élément non
o<
inversible a de A, f } a™ = o
n=o
=3 (f) A est intégralement clos,

Nous venons de voir qu'il y a transfert de la propriété (f)

de A A A[XJsub , nous allons voir ce qu'il en est des autres

7

propriétés :

6.4. Proposition. Si l'anneau A posséde la propriété (e)

ci-dessus, alors 1l'anneau A[X]sub aussi.
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Soit P(X) un élément non inversible de A[X]sub' si P(x)
n'appartient pas & A , alors des considérations de degré montrent
oo
que xQ Pn(x)-A[X] sub = © tandis que, si P(X) appartient & A ,

oo
c'est l'hypothése sur A qui implique ln:o‘ Pn(X)-A[XJOub = 0o .

6.5. Proposition. Si 1'anneau A [[T]] est intégralement clos,

alors l'anneau A[X]sub [(1]) aussi.

Démonstration. Ltanneau K([X]{(T]] étant intégralement clos, il

suffit de considérer un élément Q(X,T) de KIXI[T)] vérifiant

une relation de dépendance intégrale de la forme : A
Q,(x,7) + P, (x,1)Q"(X,T) + ... + P (X,T)Q(X,T) + P_(X,T) = o

ou Pi(X,T) appartient & A(X] {{1)] et de montrer que Q(X,T)

[rn .

Pour tout é1ément a de A , Q(a,T) appartient & KI[[T]]

sub

appartient & A[X] sub
et P(a,T) a Af[[T]] ; ainsi, ou bien @Q(a,T) = o ou bien

Q(a,T) vérifie une relation de dépendance intégrale & coefficients
dans A([1]] et donc appartient & A{(T)] . Par suite, Q(X,T)

appartient bien a A(X] Sub a3 .

6.6. Proposition. Si l'anneau A est complétement intégralement

clos, alors l'anneau A[Xlsub aussi,

Démonstration., (cf. chapitre VI) - Soient P(X) un élément de

K(X) et Q(X) un élément de A[X]sub-{o} tels que, pour tout
entier n , Q.P" appartienne 3 A(X]sub . Corme K[X] est complé-

tement intégralement clos, P(X) appartient & K[X] .
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Pour tout é1ément a de A , Q(a)P™(a) appartient & A et
donc, pour tout élément a de A tel que Q(a) ne soit pas
nul, P(a) appartient & A . Le polyn8me Q n'ayant qu'un
nombre fini de racines, P appartient a A[X]sub en vertu de
la remarque ITII.1.6 (le cas oui A est de cardinal fini, étant

immédiat car alors A =X et A[X]_ ., =K[x] ).

6.7. Remarques.
(i) Les propositions 6.1, 6.4, 6.5 et 6.6 sont encore

valables lorsqu'on remplace l'anneau A[X] par l'anneau

sub

{P(X)EK(X] ‘P(Ao) < A} ol A est un sous-anneau infini de A .
: (ii) Ces mémes propositions sont encore valables lorsqu’on
ou T

remplace l'anneau A[X]sub par 1'anneau A[(Xi)iEI]sub

est un ensemble quelcongue (cf. notations III.1.1).

La vérification de ces assertions est immédiate sauf

peut-&tre en ce qui concerne le transfert de la propriété

\

'ﬁ by z
d'étre complétement intégralement clos de A a A[(xi)iéI]sub

qul nécessite le lemme suivant :

6.8. Lemme. Soient P et Q des élédments non nuls de K[X1”"’Xn]

(ot n est un entier quelconque). Si P(a) appartient & A pour

n

tout élément a de A tel que Q(g)%o , alors P(g) appartient

a A pour tout élément a de A" clest-a-dire P appartient

& AlXy,...0x ]

sub



Démonstration. On peut supposer que le cardinal de A est infini,

sinon A = K et A[XT""’Xn] = K[X1,...,Xn) et on raisonne

sub
par récurrence sur n . Le lemme est évident pour n=o et déja
montré pour n=1 (remarque III.1.6), supposons le montré jusqu'au
rang n-1 ,

Les éléments a de A tels que Q(X1,X2,...,Xn_1,a) = o

sont en nombre fini ; fixons pour l'instant a&A tel qué

)‘ = P(X1 rece ’Xn_1 93)

Q(Xy5eeeX,_492) £ o et posons P_(X;,...,X

et de méme Qa(X1,...,X ) = Q(XI""’Xn-1’a) . Pour tout élément

n-1

b de A™? tel que Qa(g) # o , on a par hypothése Pa(g)

appartient &8 A et donc, par hypothése de récurrence, pour tout

élément b de et , Pa(g) appartient & A . Fixons maintenant

un élément quelconque b de A

On vient de voir que pour tout é1ément a de A tel que
le polynfme Q, ne soit pas nul, le polynSie P(Q,Xn) a pour
valeur en a P(b,a) = Pa(g) qui appartient & A ; 1l'hypothése
de récurrence au rang 1 montre que, pour touf élément a de A ,

P(b,a) appartient a A .

Enfin, pour 1'étude du transfert despropriétés (a) et (b),
nous allons nous restreindre au cas ou A est un anneau de

valuation de hauteur 1 . Or nous savons que :
- Si A est un anneau de valuation de hauteur 1 non
discréte ou de corps résiduel infini, alors A[Xlsub est égal

3 AlX] (exemple III.3.1).
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- Si A est intersection d'anneaux de valuation (discreéte)
de hauteur 1, alors A[X] aussi (ZARISKI-SAMUEL, (401, IV) et

si A est un anneau de Kruli, alors A[X] aussi (méme référence).

Il stagit donc d'étudier A[X]sub lorsque A est un
anneau de valuation discréte de hauteur 1 et de'corps résiduel
fini, C'est ce que nous allons faire au chapitre suivant et,

pour déterminer les anneaux de valuation contenant A[X] ’

sub

nous allons d'abord déterminer les idéaux premiers de A[X]sub .
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CHAPITRE V - ANNEAUX DE POLYNOMES A VALEURS ENTIERES :

LES IDEAUX PREMIERS

Dans tout ce chapitre A désignera un anneau intégre

(de cardinal infini) de corps des fractions KX .

Nous allons déterminer les idéaux premiers de 1l'anneau
A[k]sub des polynfmes a valeurs entiéres sur A en fonction
des idéaux premiers de l'anneau A , C'esf le cas simple des
anneaux de valuation que nous pourrons traiter en détail et

qui nous fournira les résultats les plus intéressants,
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1. GENERALTITES

Il y a tout dtabord le cas simple des anneaux A substi-
tutiels c'est-a-dire tels que AfX] . soit égal & A[Xx]. A ce

propos rappelons que

1.1. Les idéaux premiers de A[X] au-dessus d'un idéal maximal
m de A sont lidéal mA[X] et les idéaux de la forme (m,Q(X))A[X]
ol Q(X) est un polyn8me unitaire non constant de A(X] dont

1'image canonique dans (A/m)[X] est irréductible.

1.2. Avec les notations précédentes, si x désigne une racine
de Q(X) dans une extension de X , on vérifie que
(ma(x)afx] = {P(x)€alx] | P(x)@mpa] .
En particulier, pour un él1ément a de A :
(m,x-a)A[X] = {P(X)GA[X] | p(a)e m} {P(x)eA[x] I P(a+m)Cm} .

Quant & 1tidéal mA[X] , on peut écrire par analogie

i}

mA [X] = {P(X)GA[X} |P(X)€m[x:(} ; mais non
{P(x)e Ax] |P(A)em ]
car cet idéal contient strictement mA[X] lorsque le quotient A/m

est fini.

1.3. Remarque, Etant donné un idéal premier p de A et un élément

a de A, notons p_ 1tidéal de A[X]sub formé des polyn8mes P(X)
- - | ‘ ’ . 1

de A[X]sub tels que P(a) appartienne & p . L'idéal p, est

premier et le quotient .AEX]sub/pa est isomorphe a A/p .
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En effet, pour tout Q(X) appartenant 2 A[X] , On

sub

a Q(x) = (a(x)-q(a)) + a(a) , d'ou A[x]

sub = pa + A or
par\A =p, dou 1tisomorphisme,

Notons tout de suite que les iddaux premiers de AEXJsub
ne sont pas tous de cette forme et que, a et b étant deux
é1éments distincts de A , les idéaux P, et Py peuvent 8tre
é gaux,

1.4, Proposition. La dimension de 1l'anneau AfX]su est supérieure

b

ou égale a la dimension de A augmentée de 1 .,

En effet, si 0=p C P, C... CP; ... QP est une
chatfne strictement croissante d'idéaux premiers de A ,

o =(py), €(py), <. =(py) =00 (),
(avec la notation de la remarque 1.3) est une chafne strictement

croissante d'idéaux premiers de A[X]sub

(py), # (py4), car (p)),nA = p; # P, =
(Py,1)aNA
(Po)a # (o) car X-a e(po)a : on a donc bien :

dim(A [X] sub) > 1 + dim(a) .

Dané les bonnes conditions de localisation (cf. IV, § 5),
pour connaftre les idéaux premiers de A[X]sub au-dessus d'un
idéal premier p de A , on se raménera au cas local et il
stagira de déterminer les idéaux premiers de Ap[k]sub au-dessus

de 1tidéal maximal pAp de Ap . Ainsi :



1.5. Proposition. Soit p un idéal premier de A . Si l'anneau

Ap[x]sub est égal a Ap[Xl, en particulier si le corps résiduel
de p est infini, les idéagx premiers de ACX]sub au-dessus de
P sont les intersections avec A[k]sub des idéaux premiers de
Apﬁi] au-dessus de DpA (donnés par 1.1).

On trouve en particulier 1tidéal premier pAp[k]nA[X]sub

qui est le radical de 1'idéal pA[x] sup 9 A(:x]sub .

La connaissance des idéaux premiers de A[X]sub au-dessus
de p résulte de la bijection classique avec ceux de son localisé
en p au-dessus de pAp ; or ce localisé est égal a Apr] en
vertu de la proposition IV.5.1 .

Comme les idéaux premiers de Ap[X] au-dessus de pAp
contiennent tous 1ltidéal premier pAp[X], le radical de 1l'idéal

pA[X] . de A[x]_, est bien égal & pAp[x]nA[x]sub .

1.6. Complément. Dans le cas ou p est un idéal premier de A

de corps résiduel infini, 1'idéal premier pAp['x}nA[xjsub de

A[X]_ ., st aussi dgal & 1'idéal {P(X)EK ixljr(a) = p} )

Il est clair que pAp[XJnA[X]sub est inclus dans l'ensemble
des P(X)e€ K[x] tels que P(A)c< pApr\A = p ; réciproquement, si
P(x)€ K[X] et vérifie P(A)cp , alors P(X) appartient &

A[x} _ . et, d'aprés le théoréme IT.1.1, P(X) appartient aussi

a pAp[XJ.

De ce qui précéde résulte en particulier
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1.7. Les idéaux premiers de A{x]sub au-dessus de 1l'idéal
premier (o) de A sont 1fidéal (o) et les idéaux de la
forme

{P(x)eA[x]sub { P(X.) = Q(X).rR(X) ot R(X)e K[x]} ol
Q(X) est un polynSme non constant et irréductible de K[X] .
Notons que ces derniers idéaux premiers sont tous de hauteur 1
et que les localisés corfespondants sont les anneaux de valuation

Q-adique de K(X).

On pourrait espérer réduire le probléme en diminuant 1la

~dimension de A , or on a seulement :

1.8. Lorsque p est un idéal premier de A de corps résiduel
. 3 R
infini, le quotient A[X]Sub/pAp[thA[X]sub s'injecte dans

1'anneau (A/p)[X]sub , mais il n'y a pas isomorphisme en général,

En effet, A[X] /pAp[XlryAfX]sub qui est isomorphe au

sub
quotient {P(X)(—:Ap[x} lra) e al/Px)e pa [x] | p(A)= A} est
contenu dans {P(x)e(Ap/pAp)[x] lp(a) A/pAp MNA = A/p} clest-a-
dire (A/p)[k]sub puisque Ap/pAp est le corps des fractions
de A/p .

D'autre part, si l'on pose A = k[V,z] ou k est un
corps fini et p = (Z) , l'annéau A est substitutiel (exemple
IIT.3.3) et donc A[Xlsub/pApEX]r\ACX]sub est isomorphe a
(o/p)[x] = x[Y][x], tandis que lfanneau A/p = k[Y] n'est pas

substitutiel et (A/p)[Xlsub contient strictement k[YI{x].
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Toutefois, 1la condition A/p cst de cardinal fini impose

4 p d'étre maximal et le scul probléme est de déterminer les

idéaux premiers de Atxlwub au~dessus des idéaux maximaux de A
de corps résiduel fini. Dans de bonnes conditions de localisation

N

on pourra méme supposer A local et l'exemple le plus simple ou

A est un anneau local non substitutiel est celui o A est un

anneau de valuation discréte de corps résiduel fini.
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2. ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE : LES TDEAUX PREMIERS

Reprenons toutes les hypothéses et notations du paragraphe
IV.1 : lfanneau A est celui d'une valuation v discréte et
de corps résiduel fini.

A . o
Soient K le ccmplété de K pour la valuation v , v

- ~ . ~
le prolongement de v a4 K et A 1l'anneau de la valuation v ,

2.1. Théoréme. Les idéaux premiers non nuls de A[X]sub sont de
1'une des deux formes suivantes

(i) PQ = (P(X)EAtxlsub | P =q.r ob ReK[X]S
ou Q est un polynSme non constant, irréductible et primitif

de A[X] (déterminé & un élément de A* prés).

(ii) m_ = {P(x)eA[xlsub | :'(P(x)) > o} ot x est

un élément quelconque de A (uniquement déterminé),

Les idéaux premiers de la forme (i) sont les idéaux
premiers non nuls de A[X]sub au-dessus de 1'idéal (o) de A
(cf. 1,7).

Pour déterminer les idéaux premiers de Atx]sub au-dessus

de 1'idéal maximal TA de A nous aurons besoin du lemme

suivant :

2.2. Lemme, Soit t un entier positif et soit (b ) t
—_— r‘ogr<gq

un systéme de représentants de A module WtA. Posons
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t l
R t(X) = 1r'u(q ) I & (X—br) . Pour tout élément

q o=sr<qg

~ - . ~
x de A, ona: v(R t(x)) = -t + sup . v(x—br) .
q . ogr<q :

En effet, soit s 1l'unique indice tel que x—bs appartienne
~
3 w'A ; alors s est l'unique indice tel que v(x-bs) =
-~ o
sup v(x—br). . Pour r#s , on a v(x-br)~ = v(bs-br) 3 or,
) v(bs-br) = u(qt)-—t par un calcul simple ou 1l'on regroupe

ris
les v(bs-—br) ayant une valeur donnée,

Démonstration du théoréme., Soit ?‘ un idéal premier de A[X]sub

au-dessus de 1'idéal maximal WA de A . Soit t un entier.

Considérons 1'égalité :

Ta &) = | [ wu(a®) k‘ ‘ (x-a.) .
q

ogk<q t

t
q' gr <(k+t)q

LI (x) appartient

Comme Q 1:H(X) appartient a A[_‘x’]sub
q

Y

a WA[XJsub donc & F et il existe un entier kté {o,...,q—‘l}

tel que le pélynSme

-~

R (x) = W'“(qt) \ . It (x-a_)
q . ko gr<(k+1)a o

appartienne a P. On recommence en décomposant R t(X) en q
q

facteurs, et on obtient un entier kt 1 e{o,...,q-—‘l} tel que

x) = wuld T (x-a)

R 4 4
- e t-1 t t-1
kpq kg _4a gr<kga +{k,_ +1)a

q
appartienne a ?' Ainsi de suite jusqu'a R, (X) , que 1l'on notera

X-—bt .
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La proposition IV,1.7 montre alors quton peut définir des

polyn8mes Rn(x) pour oSn*:qt et n;éqs de fagon que les

forment une base du A-module des

polyn8mes (Rn(x))osnsqt . .
polyn8mes de A(X] sub 9€ degré inférieur ou égal & q et que,
s s+1 s s
pour q £€n<q , Rn(X) soit divisible par R S(X) dans A[x]_ .

q

Soit P(X) un polyn8me quelconque de A[X] sup de degré

inférieur ou égal a qt . On a :
t
q hY
P(X) = P(bt) + En:: ann(X) ou pneA .

Du fait que, pour n »1 , Rn(X) appartient a ?et que ?nA = WA ,
on déduit : (*) Pour que P(X) appartienne & ?, il faut et il

suffit que P(bt) appartienne & WA .

Soit t!' un entier supérieur &4 t ., On obtient par la
méthode précédente, un polyn8me de degré 1 appartenant a ? que

l'on notera X-b Soit s wun entier inférieur ou égal & t

tt

tel que v(bt'-bt) > s (o par exemple). Puisque R S(X) appartient
q

a ?, R s(bt') appartient & WA et, comme les a_ intervenant

q
dans R S(X) forment un systéme de représentants de A modulo

q
™ oA y le lemme 2.2 montre que sup v(bt'-ar)>s+1 . Or, bt est
T

l1tun de ces a_ , donc v(bt,-bt) > s+1 .D'ou, finalement,

v(bt'—-bt);tﬂ et, ainsi, la suite des b, , pour teMN, définit

~
un élément x de A .

Etant donné P(X) appartenant & A[X] pour t assez

sub !
grand, P(X) appartient & P est équivalent & v(P(bt)) >o0 ,

et V(P(bt)) > o est déquivalent & v(P(x)) > o . Donc ¥ est
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Soient x et x' deux éléments distincts de A . Posons
~ LY
v(x-x') = t ., Choisissons a . de fagon que v(ao-x)>t . Le
A a
lemme 2.2 montre que v(Q t(x)))o tandis que v(Q t(x')) =0 .
‘ q

q
Donc m_ est distinct de m_, .

2.3. Compléments au thdéoréme 2.1

(a) Pour que FX soit inclus dans m_ il faut et il

Q
suffit que Q(x) = 0 ,

(b) Pour tout élément x de A , 1l'idéal m_ est maximal
et son corps résiduel est isomorphe & celui de v .

&
(c) si Q@ n'a pas de racines dans A , 1l'idéal P’ est

Q

maximal et son corps résiduel est isomorphe & K[X1/(Q) .

. ~
(d) Ssi Q@ a une racine dans A , le quotient AD{]sub/V‘Q

est un anneau semi-local contenant la fermeture intégrale de A

dans K[x1/(Q) .

Démonstration, Il est clair que 1'idéal ?Q est inclus dans

1tidéal m_ lorsque Q(x) = o . Inversement, si Q(x) n'est pas

nul, construisons un polyn8me de ? qui n'appartient pas a m_ .

Q X

-~
t ; choisissons ao de fagon que v(ao—x) > t,

Posons ;(Q(x))

"

alors v(Q(ao)) t (qQ(x) appartient 4 Afx]). Posons R(X) =

Q t(X)/(X—ao) et montrons que le polyndme R(X)Q(X) répond & la
qgestion. Soit a wun élément de .1: . Si ;(a—ao)st, alors
;(a—ao)s:r(Q(a)) et donc R(a)Q(a) appartient a A . si
":r(a-ao)>t, alors, d'aprés le lemme 2.2 , :I(R(a)) = -t , et done
3(R(a)Q(a)) = o . En particulier, R(X)Q(X) appartient & A[X]_ .

donc a ?Q , tandis que v(R(x)Q(x)) = o .



- 99 -

\

Montrons que le quotient A[xlsub/mx est isomorphe &
A/WA . Soient P(X) appartenant a A[x]sub et teiN tel
que deg P<qt . 0n a vu (*) qu'il existe un élément bt de A

tel que P(X)-—P(bt) appartienne 2 m_ , par suite P(x) =
(P(X)-P(bt)>+P(bt) montre que A[X] sub = M, + A et comme

man = WA , on a bien 1!'isomorphisme,

Quant aux idéaux premiers ? on a

Q H
QEXKINARKI, , = V‘Q et ?‘Qr\A[x] = q.ax1 .

Donc les homomorphismes canoniques suivants sont des injections

A1x1/(Q) — A[x]

dans A est maximal car il ntest contenu dans aucun m_;
’ Q X

sub/éQ '—-EK[X]/(Q) .Si Q(X) n'a pas de racines
comme K[X]/(Q) est le corps des fractions de A[X]/(Q), on a

1'isomorphisme A [X] /PQ ~ K[X1/(Q) . D'olt 1'assertion (c) .

sub
Enfin, pour prouver ltassertion (d) nous utiliserons le théoréeme

3.2 suivant,.

2.4, Remarque. Pour que 1l'idéal pQ soit monogéne engendré par
Q@ il faut et il suffit que l'image de Q dans (A/WA)[X] n'ait
pas de racines dans A/TWA cfest-a-dire que, pour tout a&A ,
Q(a) soitinversible dans .A .

En effet, supposons cette derniére condition réalisée :
soit P = Q.R un élément de “’Q o REK[X]; Pla)e A et
Q(a)E A* impliquent R(a)E A et donc RE A\:X]sub' Inversement,

supposons qu'il existe a& A tel que v(Q(a))>o ; soient
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8yse0008, 4 des é1léments de A tels que (a,a1 EERFL )
forment un systéme de représentants de A modulo TA ; le

\ 1 . N
polynéme P = Q.R ou R = w (X-a..)... (X-aq_1) appartient a

128

' . \
Q alors que R n'appartient pas a A[X]sub .
2.5. Remarque. Relation entre les idéaux premiers de A[X] et
ceux de A[X] sub
- 1'idéal (Q) de A[X] , oi Q est un polynSme
non constant; irréductible et primitif de A[X], est dominé
par % seulement ;

- 1'idéal (W) de A[X] est perdu dans A[X]sub

-e

- 1'idéal (W,F) de AfX] , ol 1'image F de F
dans (A/WA)[X] est irréductible, est
perdu dans AfX] sub si deg F >1 ,
- -
dominé par les m_ ou x=a mod WA si F =X-a mod TA

ol aE€A .
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3. ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE : LES LOCALISES

Nous voulons préciser. ici la forme des localisés de
Ati]sub en les idéaux premiers VZ et m_ du théoréme 2.1.
Pour cela plutdt que de raisonner directement sur l'anneau, il
nous semble finaiement plus simple de déterminer dfabord les
anneaux de valuation de K(X) contenant A(X]sub et d'utiliser
le fait que A[X]sub et donc ses localisés sont intégralement

clos. Les hypothéses et notations sont celles du paragraphe

précédent,

3.1. Théoréme. Les valuations de K(X) dont l'anneau contient
A[xjsub sont de 1'un des deux types suivants
(1) La valuation Q-adique de K(X) ol Q est un
polyn8me non constant et irréductible de K[X] .
(ii) La valuation v, de K(X) & valeurs dans le
produit lexicographique Zx& ot x est un élément (quelconque)
a

de A (La valuation v, 2 déja été définie A partir de la

valuation v en IV.6.2).

Démonstration. Soit w une valuation de K(X) dont l'anneau

contient A[X]sub' En particulier, l'anneau de w contient A ,
donc ou bien il contient K (et X[X] ) et alors w est de la

forme (i) , ou bien w prolonge v .,
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Supposons donc que Ww prolonge VvV , Supposons aussi,
pour 1l'instant, que A soit complet. L'idéal premier de la
valuation w a pour intersection avec A[X]sub un idéal
premier contenant WA , donc de la forme mx ou x€A

(théoréme 2.1). Pour tout P(X) appartenant & A[X] on

sub '
a donc

w(P(X)) do équivaut a v(P(x.)) > o .,

Soit t wun entier. Considérons les polyn8mes Rn(X)

formés avec la suite b_ = a_ + x - a . On a alors
—u(qt) -t
R t(x) = M i , L (x-b_) = R (x). W .(x-x) .
r t
q oLrgq q -i

On a R t(x) = o , donc w(R t(X)))- o, ct v(R ¢ (%)) =0,
q q -1
donc w(R ¢ (X)) = o dtot w(X-x) > tw(T) pour tout entier t
-1

et la valuation w est de hauteur au moins 2. Or, d'aprés BOURBAKI
([5], VI), la hauteur de la valuation w ne peut &tre que 1 ou
2 et, si elle est égale & 2, alors le groupe des valeurs de w
est isomo'rphe au produit lexicographique le. En effet, plus
précisément |

soit P(X)&€ A[x] tel que P(x)fo .On a :

P(x) = P(x) + (X—X)R(X) ot R(X)e A[X], et comme

w((x-x)R(x)) B w(x-x) > v(r(x)).w(W) = w(P(x)),
w(P(x)) est égal a v(P(x))w(TT) .

Soit R(X)€ K(X) , on peut écrire R(X) = (x-x)r"(P1 (X)/Pz(X)
ol P (X) et PZ(X) appartiennent & A[X] et P, (x) et Pz(x)

ne sont pas nuls, dfou :
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w(r(x)) = r w(x-x) + (v(Py(x))-v(P,(x)))w(T)
et par suite
w(k(x)- fo} ) = w(x-x) Z + w(w)Z .
On doit donc avoir w(Tr) = (0,1) et w(X-x) = (1,0) et w est

bien de la forme vx .

Revenons au cas général, soit w une valuation de K(X)

Y
prolongeant v et dont l'anneau contient A[X} sub ° Soit w un

"~ L)

prolongement de w a K(X), la restriction de w & K prolonge

o

v , ctest donc v .,

S . -~
. - ,l ’ ’ . .
Soit P(X) = iE:O pih un eélément de A[X] sub et soit

S " -
Q{x) = lzo qixl un élément de K[XJ tel que v(pi—qi) > o  pour

tout i . Comme P appartient a A[X] , Q appartient & A[X]

sub sub

A A
et donc w(Q)2 o , d'ot w(P)po .Ainsi, w est une valuation
L]

~ L)
de K(X) prolongeant v et dont l'anneau contient A['x] sub
R .
D'aprés ce qui précéde, w correspond a un é1édment x de A
et sa restriction w & K(X) est bien de la forme v, et le

théoreme est démontré.

3.2. Corollaire, Le localisé de l'anneau A[X]sub en ltidéal

premier ‘1 est 1l'anneau de la valuation Q-adique et le localisé

Q

de A[X] sub en 1tidéal premier mx est l'anneau de la valuation

v .
X
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En effet, l'anneau AA[stub étant intégralement clos
(proposition IV.6.1), le localisé de A[X]sub en un idéal
premier F‘ est égal a l'intersection des anneaux de valuation
de X(Xx) contenant Af[Xx]_ .= et au-dessus de P . Le théordme

3.1 permet de conclure,

3.3. Corollaire. L'anneau ‘Acilsub est de Pruifer (ses localisés
en les idéaux maximaux sont des anneaux de valuation), L'anneau

A[X] sub est cohérent,

En effet, A[X]_ . ~étant un anneau de Prtifer, pour qu'un
A[X]  ,-module soit plat il faut et il suffit qu'il soit sans
torsion, par suite tout produit de A[X]Sub-modules plats est

un A[X]Sub—module plat.

J.h. Remarque. La valuation vx du théoreme 3.1 est de hauteur 1

si et seulement si 1'élément x est transcendant sur K .

3.5. Remarque. L'anneau A[X]sub n'est ni un anneau noethérien,

ni un anneau de Krull,
Sinon il en serait de méme de ses localisés, or les localisé:
4 n les éa miers m ol appartient & A

de AEx]sub e es idéaux premie » X pPp

sont des anneaux de valuation de hauteur 2 .

3.6. Corollaire. Pour que l'anneau AEX]sub soit intersection
d'anneaux de valuation (discrdte) de hauteur 1 il faut et il
~

suffit que K soit une extension transcendante de K (ce qui

est le cas lorsque K est un corps de nombres).
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LY
Démonstration, Si K n'est pas une extension transcendante de KX ’

les seules valuations de hauteur 1 de K(X) dont l'anneau
contient A[X]sub sont les_valuations Q~-adiques ; or, l'inter-
section des anneaux des valuations Q-adiques est 1l'anneau K[X]
qui contient strictement Atx]sub .

Inversement, si l'ensemble X des é1léments de K
transcendants sur K n'est pas vide, aiors il est & la fois
dense dans K et adhérent 4 A (pour la topologie induite
par :r) ; dtol, étant donné P(X)€ K[X], pour tout a&A , il
existe XEX (et, inversement, pour tout erC , 11 existe
a€ A) tel que ;(P(x)—P(a)))o , donc tel que (vx(P)‘;o) soit
équivalent & (P(a)€A). On en déduit :

A[XJsub = (QLVX)HK[X] ol 1l'on note vV, 1'anneau

de la valuation vx .

Montrons maintenant l'assertion (d) du théoréme 2.1 .

Soit Q un polyn8me irréductible de A[X] admettant des racines

)
xi (i=1 ,...,s) dans A ., On a des isomorphismes canoniques

A g/ ¥ ey 2 (B /(Podn 2V, /v,
Xi Xi X. -

i
ou V désigne l'anneau de la valuation v . Considérons les
xl Xi .

homomorphismes : ’

A _’A[X]/(Q)__» A[XJsub/ PQ — (AYXJsub/ ?‘Q)(m /éQ) &~

vxi/Q.vxi_,, K[X](Q)/Q.K[X](Q) v K[X]/(Q)LIE , ol
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“i est 1l'injection qui envoie la classe de X sur X les

autres homomorphismes étant des injections ou des isomorphismes
canoniques ; l'homomorphisme composé de A[X]sub/fs"Q dans
K[XJ/(Q) est 1'injection cénonique dé ja rencontrée, elle ne
dépend pas de i . Posons Axi = q1;1(£) . Il apparaft que
in/P.in est isomorphe 2 Axi . Ainsi, A[x]sub/{&Q qui |
est égal 4 1l'intersection de ses localisés en les iddaux maximaux
est isomorphe a l'intersection des anneaux de valuation Axi ; il
contient donc en particulier la fermeture intégrale de A dans

K[x]/(e) .

Nous allons maintenant essayer dfobtenir de tels résultats

avec des anneaux A un peu plus généraux.
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L, ANNEAUX LOCAUX D'IDEAL MAXTMAL PRINCIPAL

Reprenons toutes les hypothéses et notations du paragraphe
IV.2 : l'anneau A est local d'idéal maximal principal A et de

corps résiduel fini,

Notons en outre r 1'idéal de A intersection des idéaux

T ot neWl.

Les idéaux premiers de A[k]sub qui ne sont pas au~dessus
de 1'idéal maximal de A sont donnés par la proposition 1.5 ; on

obtient en particulier 1l'idéal premier r[X]. D'autre part

4,1, Proposition. Le quotient A[X]sub/r[XJ est isomorphe &

1'anneau (A/r)[X]

sub

Notons que 1l'idéal premier r de A n'étant pas maximal,
AEkJsub est inclus dans ArEX] (proposition III.f.S).

Dtautre part, r est égal a A, (tout é1ément de r est
divisible par n'importe quelle puissance de “') ;s donc le guotient
Ar/r est égal a Ar/rAr c'est-a-dire au corps des fractiomns
Fr(A/r) de A/r .

Ainsi, A[X]

i}

{P(x)eAr{x] | p(a) = & }/r[x] =
{p)ersase) | pla/r)c a/r}=

sub/r[X]
frx)e (a/r)Ix1|P(a) < A/7}
(A/r)[X]sub .

On obtient la l'isomorphisme que l1l'on ne pouvait avoir dans
le cas général avec l'assertion 1.8 , Et le probléme est bien
réduit, car l'anneau quotient A/r est un anneau de valuation

discrete ; d'ou
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4.2, Proposition., Les idéaux premiers de A[X]Sub au-dessus de

1'idéal maximal WA de A sont de la forme :

m,o = {P(X)€A[X]sub [P(Xn)é A pour n assez grand}
ou x est un élément du séparé-complété de A pour la topologie
W A-adique (uniquement déterminé) et (xn) une suite quelconque
d'éléments de A représentants x . Ces iddaux sont maximaux et

de corps résiduel isomorphe a celui de TA .
Cela résulte du théoréme 2.1 et de la proposition 4.1 .

La remarque 2.4 subsiste

. t 3 4 = r
4.,3. - Pour que 1ltidéal Pb {P(h)eEA[X]Sub
soit principal il faut et il suffit que, pour tout a<cA , Q(a)

soit inversible dans A .,

On peut essayer de poursuivre l'analogie et voir si le
localisé de A[XJ en 1'idéal premier m est l'anneau
sub b d

{R(X)E‘K(X) ‘R(xn)eA pour n assez grand} (comparer avec le

corollaire 3.2). Pour pouvoir faire une démonstration du méme type

qu'au paragraphe précédent nous allons supposer que A est en
outre un anneau de valuation (de hauteur strictement supérieure
4 1 ) et nous allons déterminer les valuations de K(X)

prolongeant celle de A et contenant AEX]

sub

L., 4, Proposition. Supposons que A est lt'anneau d'une valuation

d'idéal maximal principal TfA , de corps résiduel fini (et de

hauteur strictement supérieure &4 1 ). Soit x un élément du

| P=@.R ol ReK[x]}

'\?
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séparé-complété de A pour la topologie TWA-adique et soit
(xn) une suite d'éléments de . A tendant vers x . Les
valuations w de K(X) dominant le localisé de A[stub
en 1'idéal maximal mx sont les prolongements w de la
valuation v de K & K(X) tels que

pour tout teﬂ\‘, il existe nelN tel que w(X—xn) >tw( w )

Démonstration. Soit w wune valuation de K(X) dominant le

localisé de A(x] sup e m . Il est clair que w prolonge Vv .
Imposons a la suite de Cauchy (xn) de vérifier
v(xn”—xn) S nv( T ) .Soit t wun entier. Reprenons la démons-
tration du théoreéme 3.1 dans le cas complet en remplagant x par
X ol n est un entier strictement supérieur a u(qt) (notations
de IV.I). On a : V(R t(xn)) > o0 et, poulf myn, v(R 1:(xm))> o
puisque v(R t(xm)—-R :(xn))> o n>u(qt) ) . De mércrlle,
v(R ¢, (xn))q-: o et, pour m»n , V(R ¢, (xm)) = o ., Donc
w(th(X))> o et w(R ¢ 1(X)) = o , d'aprés la définition de
l'igéal m_ . Ceci impl(ilq;e w(X-xr;) S tw(Tr ) en vertu de
1tégalité : R _(X). W"'f.(x-xn) = R 1:(X) .
q -1 q

Réciproquement, montrons qu‘une valuation w de K(X)
prolongeant v et telle que, poﬁr tout t&MN, il existe nEfN
tel que w(X-—xn) > tw(T ) répond & la question. Comme les
éléments de A[X]sub sont combinaisons linédaires a coefficients

dans A des polyn8mes Qn(X) (introduits en IV.1.5), pour

montrer que l'anneau de w contient A[XJsub il s'agit de
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montrer que, pour tout n , w(Qn(X)) > o . Fixons n et soit
seﬂN tel que w(X—xs)>'(n+u(n)).w(TT ) . On peut toujours
supposer que la suite (ar).satisfaisant a la condition Iv.1.2
et permettant de définir les polyn8mes Qn(X) satisfait aussi
ao = Xg + .“n . Par une démonstration analogue a celle du lemme

IV.1.6, on voit que : v(Qn(xS)) est de la forme mv( Tl ) ol

ogmgn . Considérons la décomposition :

Wu(n)Qn(x) = nu(n)Qn(xs) + (x-x_)R(x) o R(X)eAlx] .
Comme l'anneau de w contient 'A et X—xs , il contient R(X) ,
d'ou

w1 (x ) = (u(n)am)w(T ) < w(x-x_) € wlx=x_)+w(R(x))
et par suite '

w(Q, (1)) = w(e,(x)) = m(TW)3 o .

Enfin, w prolongeant v , l'anneau de w domine A[X]sub
en un idéal au-dessus de TA donc de la forme my ou y
appartient au séparé-complété de A ., D'aprés la partie directe,
pour tout teMN , 11l existe n& N tel que W(X—Yn) > tw( i )
et comme par hypothése si n est choisi assez grand w(X-xn)> tw(n
on a w(xn-yn)‘> tw( T ) et donc les suites de Cauchy (xn) et

(yn) ont méme limite x=y .

4.5. Remarque. Dans la proposition 4.4 on trouve en particulier
les valuations suivantes
- si x appartient &4 A , la valuation v de K(X)
introduite en IV.6.2 .
N . ~ e .
- 51 x n'arvsartient pas a A, la valuation Vo definie

par : pour tout R(: & & K(X)- {d} : %X(R(X)) = lém v(R(xn)) .
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Les anneaux correspondant & ces deux types de valuation

sont : {R(X) e K(x) ' R(xn)e A pour n assez grand}.

Mais il y a d'autres 'valuations satisfaisant aux conditions
de la proposition 4.4, Par exemple :

Soient k wun corps fini, w 1la valuation de k(X,Y,Z)
a valeurs dans le produit lexicographique ZxeZ, telle
que w(X)=o,t,0) , w(Y)=(0,0,1) et w(z)=(1,0,0) et v 1la
réstriction de w a x(Y,z) . Les valuations v et w
" satisfont a la proposition 4.4 relativement & x=o ., Or, si on
bose R(X) = X/Z , on a w(R(X))z(—T,T,o) £ o tandis que
R(o)=o appartient & 1'anneau de Vv . Ainsi dans ce cas le
localisé de A[XJ sup 7 m, est strictement inclus dans
{R(X)EK(X) lR(xn)é A pour n assez gra.nd} (et 1'on répond

par la négative & la question que l'on s'était posé).

4.6. Remarque. Soit A un anneau local d'idéal maximal m (sans
conditions sur l'idéal m ). Pour tout e’lémént a de A, le
localisé dg A[X] sup ©n l'idéal maximal m_ ={P(X)€A[X]Sub [
P(a)e m} est inclus dans 1l'anneau {R(X)GK(X) ‘ R(a)éAg .

On vient de voir 'quevcette inclusion est stricte en
général (méme si m est principal) ; cela devient encore plus
clair dans le cas d'un anneau substitutiel (par exemple, un
anneau local, noethérien, intégralement clos, de dimension

supérieure ou égale a 2, proposition III.2.1t), car :
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le localisé de A[X] en 1'idéal maximal (m,X-a)A[X] est stric-
tement inclus dans l'anneau {R(x)a k(x) | rR(a)e A} (en effet,
il est aussi contenu dans l'a.mneau {R(X)C—ZK(X) l R(b)eA} pour
tout élément b de A congru a a modulo m et ces deux
derniers anneaux ont une intersection propre).

Notons aussi que si les idéaux de la forme m, ‘ne sont»pas

tous les iddaux maximaux de A[X] sub au-dessus de m , nous avons

toutefois :
A[XT b = faEA\ (A[X]sub)m-a N K[X] , car le second membre
est contenu dans () &(X)E_K[X] l P(a)éA} .
acA

k.7. Rémargue. Si A est un anneau local d'idéal maximal m et
| - si le quotient A/m est de cardinal infini, alors
Afx] ., est dgal & Afx].

- s8i le quotient A/m est fini et si m est principal,
alors le A-module Alx]_ , st libre et toujours distinct de
A[X](remarque Iv.2.2).

- si le quotient A/m est fini et si m n"est pas principal
AlK),,, peut 8tre égal & A[X] (cas d'un anneau A noethérien
intégralement clos de dimension supérieure ou égale a 2) et
‘;“(X]sub peut &8tre distinct de A[X] (cas de l'anneau A =

3
‘F ~ T . .
2[T2’T3](T2,T3) y le polynome T——z X(X—-l) appartient a A[X]sub

et non a A[X] ).
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5. ANNEAUX DE KRULL

Soient A un anneau de Krull et p un idéal premier de A

Considérons les trois cas suivants :

(1) Le quotient A/p est de cérdinal infini.

(ii) L*idéal premier p est d; hauteur strictement
supérieure a 1.

(iii) L'idéal premier p est de hauteur 1 et de corps

résiduel fini,

Dans le cas (i) A[X],,, est inclus dans Ap[k](proposition
IIT.1.5), dans le cas (ii) 1'anneau A, est substitutiel
(proposition IIT.2.10) ; donc

est égal a

Dans les cas (i) et(ii) 1'anneau Ap[xjsub

Ap[X] et les idéaux premiers de A[X]sub au~-dessus de p sont

donnéds par la proposition 1.5 .

Mais dans le cas (iii) on ne sait pas conclure si 1l'on ne
se place pas dans de "bonnes conditions de localisation" pour que
. ’ hY . I .
(AEx]sub)p soit e¢gal a ApEK]sub (cf. proposition IV.).T) ; on

supposera donc soit A noethérien soit p principal. Ainsi

5.1. Proposition, Si A est un anneau noethérien intégralement

clos ou un anneau factoriel, les idéaux premiers de A[X]sub

au-dessus d'un idéal premier p de A de hauteur 1 et de corps
A

résiduel fini sont les idéaux p, = {P(X)E AXT ‘ P(a)e pAp}

ou a est un élément de Ap complété de Ap pour la topologie

A _-—adique,
P p que
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En effet, ce sont les intersections avec AEX]SUb des

ideaux premiers de l'anneau Ap[kjsub au-dessus de pAp qui
eux sont fournis par le théoréme 2.1, Ap étant un anneau de

valuation discrete.

Notons qu'il existe bien des anneaux de Krull de
dimension strictement supérieure a 1 possédant.un idéal premier
de hauteur 1 et de corps résiduel fini (donc maximal), autrement
dit le cas (iii) nta pas lieu uniquement pour les anneaux de
Krull qui sont des anneaux de Dedekind (Cahen en a donné un

exemple).
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A A
6. ANNEAUX NOETHERIENS LOCAUX : LES ANNEAUX A[x]sub ET 5(A,A)

Revenons pour un moment dans la situation du paragraphe 2
et reprenons-en les notations. CAHEN [8] a retrouvé 1les
résultats du théoréme 2.1 par une autre méthode : il s‘'agit de

comparer 1l!'anneau A[X]S a l'anneau e(A,A)’ des fonctions

ub

A o
continues de A dans A et dfutiliser le résultat suivant

6.1. proposition. (BOURBAKI [5] , II, § 4, exercice 17).

Soient X un espace compact totalement discontinu, k un
corps et &(X,k) 1'anneau des fonctions localement constantes
de X dans k . Alors &(X,k) est un anneau absolument plat
et il y a une bijection entre X et le spectre de e(X,k) :

xéXH{fé&(X;k) ! f(x):o} .

Rappelons briévement la démonstration de Cahen et simpli-
fions la un peu en notant, d'aprés AMICE [2] , Qque A[X]sub est
dense dans &(E,K) muni de la topologie de la convergence
uniforme et que . .

&i,0) - apa,, + TEGAA) .

Comme F&(.&,:&:) ') Afx]sub = 'ﬂA[X]sub , il y a un
isomorphisme entre A[X]sub/TA[XIsub et E(.Z,X)/TF?(K,.X.) ,
or ce dernier quotient est isomorphe a &(X,!:)/ &(1‘-‘:,1\’2)
lui-méme isomorphe a 8’(/:,.2/“'1;) ou X/‘WX est muni de la
topologie quotient donc discrete. Il est aussi classique que

~
lfanneau topologique A est compact et totalement discontinu,
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»~ -~ ~
et la proposition 6.1 appliquée a e(A,A/TrA) montre que les
idéaux premiers de A{Xlsub au-dessus de 1l'idéal WA de A sont

‘ P(x) € .Z} ou

les idéaux de la forme m = {P(X)e Al] sub

~
xé;A_.

On retrouve ainsi assez rapidement le théoréme 2.1 ; par
contre, les compléments 2.3 et le théoreme 3.1 nécessitent toujours
certains calculs, C'est cette idée de démonstration que nous
allons essayer de généraliser, Mais, s'il est évident lorsque A
est un anneau de valuation discréte que A[k]sub est inclus

A A -
dans &(A,A) et méme dans A[X]sub , cela n'est pas le cas en
général,

Nous avons vu au paragraphe 1 que la question de la
détermination des idéaux premiers de A[X]sub en fonction
de ceux de A se ramene a la détermination de ceux qui sont
au~dessus des idéaux maximaux m de A de corps résidugl fini.
Si 1'on suppose maintenant que l'anneau A est noethérien

) nous raméne au cas

1'égalité entre Amck]sub et (A[X]sub m

dfun anneau local, Aussi, désormais dans ce paragraphe et le

suivant :

6.2. L'anneau A (intégre de corps des fractions K) sera

noethérien, local, dt'iddéal maximal m et de corps résiduel fini.

A
On notera A le complédté de A pour la topologie m-adique,

»N ~ ~ A
m 1'idéal m.,A et &(A,A) ltanneau des fonctions continues

)

A
de A dans A muni de la topologie de le convergence uniforme.
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Il s'agit de déterminer les idéaux premiers de A[X]sub

au-dessus de m , Nous allons montrer que l'anneau A[X]sub

A A
est bien inclus dans 1l'anneau 8(A,A) et, dans le paragraphe
suivant, nous en déduirons les idéaux premiers de A[X]sub

au-dessus de m lorsque la dimension de A est égale a 1 .

6.3. Lemme. Pour tout élément non nul x de A il existe un

entier r(x) tel que, pour tout nEIN et pour tout a€A,

n

. mn+r(x) implique a appartient a m .

ax . appartient a

En effet, d'aprés le lemme d'Artin-Rees appliqué au
A-module A et a son sous-module Ax , il existe un entier

r(x) tel que mn+r(x)n AxCm'x pour tout entier n . Si

s Inn+r(X) ;

ax appartient a alors ax appartient a m

et a appartient a m .

6.4, Proposition., Avec les hypothéses et notations 6.2,

.3 ~
1ltanneau AEX]Su stinjecte dans 1'anneau &(A,A) .

b

Démonstration. Soient P(X) = S piXi un élément de A[X]sub

et x un élément non nul de A tel que XP(X) appartienne a -
.AEX]. Soient a et b deux éléments quelconques de A tels
que a-b appartienne a mn+r(x) , ou n est un entier quelconque

et r(x) 1l'entier du lemme précédent, On a :

P i i
x(P(a)-p(b)) = x Tgg pyat-ph) = (a-b) Ty (emy) -



i i
Comme xp; et aa:b appartiennent & A , x(P(a)-P(b))
appartient a mn+r(x) et, d'aprés le lemme, P(a)—P(b)
n

appartient 4 m
Ceci signifie que tout é1lément P de ACX]sub peut &tre
considéré comme une fonction uniformément continue de A dans A

N )
(ou A ) . Comme A est complet et séparé, cette fonction peut

&tre prolongée par continuité & A tout entier et la fonction

prolongée que lfon notera encore P est uniformément continue

. .3 o
de A dans A et 1lfon aura :

6.5. Pour tout élément P de A[X]sub y 11 existe un entier
s(P) tel que, pour tout neﬂq et pour tout a et b appartenant

. ;n+s(P)

a , a-b appartient a implique P(a)-P(b) appartient

A
“n
m

a
6.6. Remarque. Pour raisonner de fagon tout a fait analogue au

cas de valuation discréte, on aurait pu &tre tenté d'utiliser le
résultat suivant de BOURBAKI ([6],X, § 4, exercice 21) : soient X
un espace compact totalement discontinu, R un anneau topologique
possédant un systéme fondamental de voisinages de o qui sont des
idéaux et C un sous—anﬁeaque &(X,R) contenant les constantes
et séparant les points de X . Alors C est dense dans e(X,R)
muni de la topologie de la convergence uniforme.

Or, ce résultat est faux : il est clair que A[X] n'est

A -~
pas dense dans &(A,A) (m8me lorsque A est un anneau de

valuation discréte).
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A A A A
Et, m8me la formule (plus faible) f(A,A) = A[X] sub * &(A,m)

est fausse (lorsque A n'est pas un anneau de valuation discréte),

car sinon A[X] sub/{P(X)E Kix] ) r(a)c m} serait isomorphe

L) AN

a t(A,A/m) ce qui serait en contradiction avec les assertions

6.1 et 7.4 .
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7. ANNEAUX NOETHERIENS DE DIMENSION 1

Conservons les hypothéses et notations 6.2 .

3
7.1. Lemme. L'anneau topologique A est compact et totalement

discontinu,

Démonstration, On vérifie par récurrence sur l'entier n que le

.quoﬁient A/mn est de cardinal fini., En effet, cela est wvrai
pour n=1 , supposons le jusqu'a n-1 , On a la suite exacte

de A~-modules :

o ._,mn'q/mn._; A/mt A/mn“1 —_— O .

Oor, mn'"1/mn isomorphe a m1 @AA/m est un A/m-espace vectoriel
de type fini, donc est de cardinal fini. Comme A/mn-‘l est fini
par hypothése de récurrence, il en est de méme de A/mn .

Dtautre part, X est isomorphe a la limite projective

des anneaux A/mn munis de la topologie quotient (donc discréte)

et par suite est compact et totalement discontinu.

7.2, Pour tout élément x de A , 1lt'idéal

m = {P(X)GA['X}SHb \ P(x)e ;1} de AWX] est

sub

maximal et son corps résiduel est isomorphe de A/m ,



- 121 -

Remarquons que la proposition 6.4 nous permet de calculer

la valeur de tout élément de A[X] cup 0 un élément de A et
que l1l'on peut donc bien considérer un tel idéal m_ . Soient

"
P(X)e_ Al.x]sub et a&A tel que x-a appartienne a mS(P)+1

ou s(P) est l'entier défini en 6.5 . On a alors

P(x) = (pP(x)-r(a))+P(a) et P(x)-P(a) éppartient a m_ dtaprés

le choix de a ; donc AfX]sub = m_+ A . Comme d'autre part,
mx(\A = ;;lf\A = m , on a bien un isomorphisme entre Afx:lsub,/mx
et A/m .

7.3. Les idéaux premiers de A[X] cup COntenant 1t'idéal

I = {P(X)EA[X]sub l P(A)c m} sont les idéaux de la forme
m, = {P(X)EA[X]sub | p(x)e 1‘1\1} oi x est un élément quel-

~
conque de A .,

Démonstration. D'aprés la proposition 6.4 l'anneau A[X] sub
s'injecte dans l1l'anneau 8(1:,1:) s d'autre part, comme 1:1 NA =m ,
1'intersection de &(A,x;) avec A[X]sub est 1'idéal T ; donc
le quotient A[X]sub/I stinjecte dans le quotient &(1;,1;)/ &(ZL,;I)
lui-méme isomorphe a E(;‘:,Z./n:n) ol .f;/x:; est muni de la topologie
quotient donc discréte. Le lemme 7.1 nous permet d'utiliser la
proposition 6.1 : les idéaux premiers de 8(2.,;\:)/ &’(./Z,r;n) sont
tous de la forme {fE f’(;{,}l) l f(x)e—: 1:1}/ &(2,1?1) ol x appartient
5 oA L
PN A A

Dtaprés l'injection de A[X]sub/I dans E(A,A)/ &’(A,m) ,

tout idéal premier minimal de Aijsub/I est l'image réciproque

d'un idéal premier minimal de E’(A,A)/ &(A,m) , donc est de la forme
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{P(X)EZA[Xlsub | P(x)e m}/T = m /I . Or 1'assertion 7.2
nous dit que de tels idéaux sont maximaux, c'est donc que 1l'on

obtient ainsi tous les idéaux premiers de Atxjsub contenant I .

7.4, Proposition. Avec les hypothéses et notations 6.2, lorsqu'en

outre la dimension de A est supérieure ou égale & 2 , les idéaux
premiers de- ADc]sub contenant 1l'idéal I = {P(X)e k[x1 {pr(a)c m}

\P(ai)e m} o a, décrit

sont les idéaux mai = {P(X)e‘AEXJsub

un systéme de représentants de A modulo m ; ces iddaux m
. aj
sont maximaux et distincts,

Démonstration, La proposition résultera de l'assertion 7.3 dés

que l'on aura montré que les idéaux m_ et my sont égaux si
A

et sculement si x-y appartient 4 m, Si x~y ntappartient

A
pas a m , alors le polyn8me X-x appartient a m_ et n'appar-

tient pas 4 m_ .,
y »n

Inversement, supposons que X-y appartienne a m,
i ’ ’
Soient P(X) = Zp.,X  un élément de A[X]_ , et a et D
deux éléments de A tels que x-a et y-b appartiennent a

~
ms(P)+1 (notation de 6.5), de fagon que P(x)-P(a) et

P(y)-P(b) appartiennent a ; . Comme x-y appartient & m ,
a-b appartient & ;(\A =m et, comme A est noethérien, il
existe un idéal premier p de A de hauteur 1 contenant a-b.
Comme 1'idéal p n'est pas maximal, le quotient A/p est infini ;
par suite P(X) appartient & Ap[k] (proposition IIT.1.5) et il
existe d&A-p tel que dP(X) appartienne & A[X]. L'é1lément

i1

d(r(a)-P(p)) = (a-b) Z (dpi) aa:g appartient alors & 1!'idéal
izt
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engendré par a-b , lui-méme contenu dans p ., Par suite,
P(a)-P(b) appartient a pAp(ﬂJA = p , lui-m8me inclus dans m ;

~

P(x)-P(y) appartient & m et P appartient a m_ est

dquivalent & P appartient a me .

7.5. Remarque. Si en plus des hypothéses de la proposition 7.4

on avait supposé 1'anneau A intégralement clos, alors A aurait
été un anneau de Krull local de dimension supériegre ou égale a 2

et A aurait été substitutiel (proposition III.2.10)

'( A[X]sub = A(X]) ) . Dans ce cas les idéaux premiers de A[X]sub

contenant I donnés par la proposition.7.h sont bien ceux que

l'on aurait obtenus directement en considérant A[XJ (cf. 1.2).

Par contre en dimension 1 , on a le résultat suivant :

7.6. Lemme. Lorsque la dimension de A est égale a 1 , le
- ' . ’ ~r ’ \ ' . ’
radical de 1'idéal mA[x]_ . de Afx sup ©St égal a ltidéal

I = {P(x)eK[x][P(A)c: m} .

Démonstration. Soit x un élément non nul de m ; le radical

de 1'idéal Ax est égal a l'intersection des iddéaux premiers

de A 1le contenant, c'eét-é—dire est égal 4 m et, comme m

est de type fini, il existe un entier n tel que m" soit inclus
dans Ax , Nous allons en déduire que In est inclus dans
mAYX]sub ; comme d'autre part il est clair que mAEX]sub est
inclus dans I et que I est égal a son propre radical, le

lemme sera prouvé,
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Soit donc P(X) un é1lément de IV ; de P(A)e m™ , on
, n 1 . N
déduit : P (A)Cm cxA et < P (X) appartient & A[X]sub ;
dtou P (X) appartient a gA[X]sub et en particulier &
mAx}_ o -

Ce lemme nous permet de déduire de l'assertion 7.3

7.7. Théoréme. Soit A un anneau intégre, noethérien, de dimension
1, local, d'idéal maximal m et de corps résiduel fini., Les
idéaux premiers de A[X]Sub au-dessus de m sont les idéaux

maximaux suivants

m = fr(x)ea [x], IP(x)emﬁ} oi x est un élément
A

quelconque du complété A de A pour la topologie m-adique.

Les résultats IIT.t.4, ITITI.2.10, 1.5 et 7.7 nous montrent

que :

7.8. Conclusion, On connalt les idéaux premiers de A[XJsub en
fonction de ceux de A 1lorsque A est un anneau noethérien tel
que, pour tout idéél maximal m de A , 1l'une des trois conditions
suivantes est réalisée

(i) Le corps A/m est infini.

(ii) Lianneau Am est intégralement clos.

(iii) L'anneau Am est de dimension 1 .
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CHAPITRE VI - ELEMENTS QUASI-ENTIERS

Dans ce chapitre nous allons introduire une notion
d'élément quasi-entier qui prolonge une notion classique connue
dans un cadre restreint, car nous en aurons bésoin au chapitre
suivant pour étudier le développement en série des fractions
rationnelles, Puis nous nous intéresserons aux anneaux
complétement intégralement clos, d'une part en appliquant
les résultats généraux obtenus sur les éléments quasi-entiers,
dtautre part en donnant des contre-exemples non classiques a

1'aide de l'anneau des polyn8mes a valeurs entieéres,
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1. POUR UNE NOTION D'ELEMENTS QUASI-ENTIERS

Soient A un anneau et B une A-algébre. Rappelons
qu'un é6l1ément x de B est dit entier sur A si les assertions
équivalentes suivantes sont réalisées :

(i) L'élément x est racine d'un palynbme unitaire 2
coefficients dans A |

(ii) La A-algébre A[X] est un A-module de type fini.

Par analogie, il existe une définition classique, mais

dans un cadre beaucoup plus restreint :

1.1, Définition., Soient A un anneau intégre et K son corps

des fractions, Un é1ément x de K est dit quasi-entier sur A
si les assertions équivalentes suivantes sont réalisées :

(i) Il existe un élément non nul d de A tel que
d.A[x] soit inclus dans . A ., |

(ii) Tl existe un sous-A-module de K de type fini

contenant A[x].

Notons qu'un élément de K entier sur A est en
particulier quasi-entier sur A ., Mais nous voudrions utiliser
cette notion d'élément quasi-entier dans un cadre plus général,
Une telle généralisation a déja été faite : ainsi, étant donné

deux anneaux A et B tels gue A soit contenu dans B , un



élément x de B est dit "ganz in bezug auf A" (VAN DER
WAERDEN [39]) ou "almost integral over A" (GILMER et HEINZER [21]

st'il existe un sous-A~modul§ de B de type fini contenant A[x].

Une telle généralisation mot & mot de 1.1(ii) permet
dfobtenir un certain nombre de bonnes propriétés (cf.[21]) ;
elle ne nous parait pas toutefois satisfaisante car elle fait
dépendre la notion du sur-anneau B considéré, En effet, soit
A un anneau intégralement clos et non complétement intégralement
clos (par exemple un anneau de valuation de hauteur strictement
supérieure & 1) et soit x un élément du corps des fractions de
A quasi-entier sur A au sens classique de 1.1 (et au sens
"almost integral" de [21]) et non dans A, Ce méme x considéré
comme élément de lfanncau B = A[Xx} n'est pas "almost integral
over A", sinon B serait un A-module dé type fini et x

appartiendrait a A .

Dans tout ce qui suit A désignera un anneau et B et C

deux A-algébres telles que B soit contenue dans C .

Nous cherchons & définir pour tout élément de B une
notion d'élédment quasi-entier sur A de fagon que

(a) Tout élément entier sur A soit quasi-entier sur A .

(b) Cette notion généralise la notion classique 1.1 .

(c) cette notion soit indépendante de la A-algébre B .

(d) Ltensemble des éléments de B quasi-entiers sur A

soit un anneau (donc une A-algébre).



- 128 -~

Commengons par noter que :

1.2. Proposition, Soit x wun élément de B . Si la A-algébre

A[x] s'injecte dans un A-module de type fini, alors elle s'injecte

dans un sous-A-module de type fini de son enveloppe injective,

Démonstratipn. Soit M un A-module de type fini contenant A[x]

et soit I(M) une enveloppe injective de M , L'enyeloppe injective
E .dp A-module A[x] s'injecte dans TI(M) , c'en est méme un
'facteur direct et il existe un supplémentaire N tel que I(M) =

E®N . Soit un systeme fini de générateurs de M et

(mi)iEI

soient mi=ei+n la décomposition des mi selon la somme directe.

i

Pour tout entier r , on a alors :

r _ = N
)F = ] ai,r m:L ou ai,rEA et donc

T b2 = r i
X = - a. e, + a, n et comme x appartient
i “i,r i i,r i pp

»
I

T 2i.r % ainsi, A[x] est contenu dans le
s

sous-A-module de type fini de E engendré par les e; -

Mais dans le cas général on ne sait pas si l'ensemble des
éléments x de B tels.que A[x] s'injecte dans un A-module dq
type fini, est un anncau ou‘méme seulement un A-module., Cette
propriété ne nous parailt donc pas non plus une bonne définition
des éléments quasi-entiers. Nous sommes obligés d'introduire une
A-algébre arbitraire L qui contiendra toutes les A-algeébres et

tous les A-modules considérés dans la suite de ce paragraphe.
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1.3. Définition. Un élément x de B est dit quasi-entier suir A

s'il existe un sous-A-module de <L de type fini contenant Afx].

Cette définition.n'esé ni trés jolie ni trés pratique, elle
permet toutefois dfobtenir encore un certain nombre de bonnes
propriétés et, lorsque nous nous restreindrons & ne considérer
que des anneaux intégres, la définition deviendra plus intrinséque

et les bonnes propriétés subsisteront.

Notons Aé 1l'ensemble des é1éments de B entiers sur A
et A" 1l'ensemble des éléments de B quasi-entiers sur A
(on omet la référence - supposée fixdée pour tout ce paragraphe).

Tl est clair que Aé est inclus dans Aﬁ (condition a).

Rappelons que la A-algébre B est dite entiére sur A
si tout élément de B est entier sur A ( Aé = B ) et que
i'anneau A est dit intégralement fermé dans B si tout
é1ément de B entier sur A appartient a4 l'image canonique,
notée encore A , dé A dans B (Aé = A).
Par analogie, on dira que la A-algébre B est quasi-enticre
sur A si tout élément de B est quasi-entier sur A (A% = B)
et que l'anneau A est complétement intégralement fermé dans B
si tout élément de B quasi-entier sur A appartient & l'image

canonique de A dans B (Aﬁ = A).
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Nous verrons au paragraphe suivant que la définition 1.3
généralise la définition 1.1 (dés que LL contient X) (condition
b). D'autre part, la définition 1.3 est indépendante de 1l'al-
gebre B contenant x (condition c) ; en effet, il est clair

que lton a la formule :

" - "
1.4, AB AC nB .

Enfin, la condition d est réalisée :

1.5. Proposition. L'ensemble Aﬁ des éléments de B quaéinentiers

sur A est une A-algébre.

En effet, si x et y appartiennent a Aﬁ y 11 existe

deux A-modules de type fini M et N tels que A[xJcM et
AFICN ; d'ol  A[X,yJCMN et MN est un A-medule de
type fini,

De fagon plus générale :

1.6. Proposition., Lorsque B est une A-algébre de type fini, pour

qu'elle soit quasi-entiére sur A il faut et il suffit qu'elle
soit contenue dans un A-module de type fini (lui-méme contenu

dans L),
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Contrairement & la notion d'élément entier, la notion
d'élément quasi-entier n'est pas transitive, ce qui revient a
dire que Aé est intégralem?nt fermé dans B , alors que A%
peut ne pas &8tre complétement intégralement fermé dans B, ni
méme (Aﬁ ﬁ , il faut parfois poursuivre l'opération une infinité
de fois (cf. HILL [25]) (cette remarqueAest valable dans la
situation de la définition classique 1.1 ou A est intégre

et B est le corps des fractions de A). On a toutefois les

résultats suivants :

t.7. Proposition. Si la A-algébre B est quasi-entiére sur A

et si x est un élément de C entier sur B , alors x est

quasi-entier sur A .

Autrement dit, on a la formule : (A%)é C AL et, en

particulier, 1l'annéau Ag est intégralement fermé dans B .

Démonstration. Si x est entier sur B , alors x est racine

d'une équation

n+t

X + ann 4+ v.. + b.X + bO = 0 ou les bi appartiennent

1
a B . Si la A—algébre B est quasi-entiére sur A , alors la
A-algeébre de type fini A[bo,...,bnj est quasi-entiére sur A
et donc, d'aprés 1.6, il existe un A-module de type fini M tel

que A[bo,. ..,bn] cvuc {L . Par suite le A-module de type fini

M+Mx+...+Mx' contient 1'anneau Ax] .
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1.8. Proposition. Si B est conténn dans un A-module de type

fini (contenu dans <& ), alors tout élément de C quasi-entier

sur B est quasi-entier sur. A et 1l'on a 1'égalité BY = AL .

Démonstration., Soit x un élément de C quasi-entier sur B ,

I‘ B
soit E;; Bmi un B-module de type fini contenant B[x)} et contenu
dans L et soit ?E% Anj un A-module de type fini contenant B
et contenu dans 4%, On a alors

A} € BIx] C':‘i: BmiCii_— ( 2:'].‘— AnJ.)mi

t.9. Remarque, Dans la proposition 1.8, 1'hypotheése "B est entier
sur A" ne serait pas suffisante, comme le montre l'exemple 2.9

plus bas.



-133_

2. ELEMENTS QUASI-ENTIERS DANS LE CAS TNTEGRE

Nous allons voir que lorsqu'on ne considére que des
anheaux intégres tout s'arrange : on a une bonne définition
qui permet de conserver les résultats précédents.

Dans tout ce paragraphne A et 'B désignent deux anneaux
intégres tels que B contienne A et K désigne le corps des

fractions de A .

2.1. Proposition, Soit x un élément de B . Les assertions

suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe un A-module de type fini contenant A[x].
(ii) I1 existe un anneau -{l contenant B et un
sous—-A-module de {2 de type fini contenant A[x] .
(iii) Il existe un sous~-A-module de K([x] de type fini

contenant A[x] .

Démonstration. Il est clair que (iii) dimplique (ii) et que

(ii) implique (i)‘; enfin, pour montrer gque (i) implique (iii)
il suffit de montrer, compte tenu de la proposition 1.2 , que

le A-module X[x] est injectif (c'est m8me l'enveloppe injective
du A-module A[x]). Soient I wun idéal de A et u : I —» K[X]
un A-homomorphisme., Etant donné deux éléments quelconques i et

j de I, on a :
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i) = G u1) = T ouged) = 3@ ) u(g) =

j—1u(j) =y et l'on peut donc prolonger u en un A-homomorphisme

de A dans K[x] en posant u(a) = ay pour tout élément a de A .

2.2, Définition, Un élément x de B est dit quasi-entier sur
A si les assertions équivalentes de la proposition 2.1 sont

’ . ’
realiseées,

Dorénavant, lorsque l'on parlera d'éléments quasi-entiers,
ces éléments seront toujours contenus dans un anneau inteégre et

ce sera toujours a cette définition que 1l'on fera référence.

Cette définition est bien intrinsdque et elle donne comme
cas particulier la définition 1;1 pour les éléments de K . Il
est clair que toutes les propositions du paragraphe précédent

peuvent 8tre retranscrites :

2.3. L'ensemble A% des éléments de B quasi-entiers sur A

est un anneau et celui-ci est intégralement fermé dans B .

2.4, Lorsque B est une A-algébre de type fini, pour qutelle

soit quasi~entiére sur A il faut et il suffit qufelle soit
contenue dans un A-module de type fini (lui-m&me contenu dans

le corps des fractions de B).

Enfin, pour tout anneau intégre C contenant B , on a

la formule :

2.5. AR = AS(\B et
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2.6. Lorsque B est contenu dans un A-module de type fini, on

1 3 L "
a 1'égalité BC AC .

Notons que, lorsque l'anneau A est noethérien, les
deux notions d'éléments entiers et quasi-entiers sur A
coincident., En particulier, un élément quasi-entier sur A

est algébrique sur K .

De fagon analogue & la condition 1.1.(i) , on a aussi :

2.7. Proposition. Pour qufun élément x de B soit quasi-entier

sur A il faut et il suffit qufil existe deux éléments non nuls
s et d de A tels que sx soit entier sur A et que

d.A(x] soit inclus dans A(sx].

Démonstration. Si x est quasi-entier sur A , alors x est

algébrique sur XK , il existe séA-{o} tel que sx soit entier

sur A et, si l'on pose S = A-{o} , ona K[x] = K[sx] = Squsx]

Dtautre part, il existe un A-module M de type fini tel que :
AGFlJcC M cC K[x] = SnlA[s::j ; par suite, il existe de&S

tel que dM , et donc d.A[x] , soit inclus dans A [sx].
Inversement, si s et d satisfont aux hypothises,

d'aprés la définition 1.1 , x est quasi-entier sur A[sx] ; mais

A[sx] est un A-module de type fini, et, dtaprés 2.6, x est

aussi quasi-entier sur A .,
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2.8, Corollaire. Si A est l'intersection dfune famille finie

dfanneaux A ayant m8me corps des fractions que A s pour

i
quun élément x de B soit quasi-entier sur A il faut et

il suffit qu'til soit quasi-entier sur chaque Ai .

Donnons maintenant le contre—exeniple annoncé dans la

remarque 1.9 :

2.9, Contre-exemple, Etant donné un corps k , considérons les

deux sous-anneaux de X = k(X,Y) suivants
A = x[x,Y] [(xn/Ynz)ne‘N] et B = k[X,Y][(X/Yn)nem] .
. L'anneau B est entier sur A , car, pocur tout entier n ,

on a : (x/YH™ - Xn/Yn2 = o ; ainsi : B est inclus dans Af .

Dtautre part, l'anneau kEX,Y,Y‘ij est factoriel, donc
complétement intégralement clos (fermé dans K) ; par suite tout
élément non nul f de K quasi-entier sur A appartient a
kEk,Y,Y-1J et peut s'écrire
f =XYP ot neN , m€Z , peck[X,Y] et P(o,0) # o0 .

On note que pour qutun tel élédment f appartienne a A

2 + m > o0 et pour qu'il appartienne

il faut et il suffi-t que. n
a B il faut et il suffit que ndo lorsque m¢o .

D'aprés 1.1.(i), f étant quasi-entier sur A , il existe
un élément geA—{o} tel que gfr appartienne a A pour tout
relN . Ecrivons g sous la forme : g = XkY,lQ ol kG'N y 1e Z ’
QEK[X,Y] et Q(o,0) # o . Dfaprés ce qui précéde on doit avoir,
pour tout reWN :

(k+rn)?® + (Ll+rm) > o .



-137..

Si m>»o , alors f appartient & A et aussi & B ,

Si m{o , alors ndo sinon, pour r assez grand, k2+l+rm
serait négatif, par suite f. appartient encore 4 B . On a donc :
AcAﬁCBCA& et ainsi :

B= A! = A},

K K
Par ailleurs, il est immédiat que 1/Y est quasi-entier
sur B , mais n'appartient pas &4 B , c'est-a-dire
= 9 "
B BK g% BK .
.0n a donc un exemple d'anneau intégre A de corps des fractions

K tel que l'anneau AI’{ = A}'& ne soit pas complétement intégralement

clos (fermé dans K).
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3. TRANSFERTS

Dans tout ce paragraphe A et B désigneront deux

anneaux intégres tels que B contienne A .

En ce qui concerne l1l'intersection il est immédiat que

3.1. Proposition. Soient C wun anneau intégre, (B une

i)iG?I

famille de scus-anneaux de C et, pour chaque i€ I , soit Ai

un sous-anneau de B, ., Si chaque A est complétement intégra-

i i
’ - /\ N
lement fermé dans Bi , alors A leT Ai est completement'
) 5 = 7\
intégralement fermé dans B iel Bi .

Le passage aux polyn8mes :

3.2. Proposition. Les polyn8mes & coefficients dans B qui sont

quasi-entiers sur A[X] sont les polyn8mes & coefficients quasi-
entiers sur A ; autrement dit les anneaux (A[X])EEX] et (Aﬁ)[X]

sont égaux.

Démonstration., Il est immédiat que (Ag)[k] est inclus dans

(AEK})%EX]. Réciproquement, soit P(X)& (Ax] ﬁEX]: la caracté-
risation 2.7 montre qu'il existe deux polyn8mes non nuls S(X)
et T(X) appartenant a A[X] tels que S(X).P(X) soit entier
sur A[X}] et T(X).A[XI[P(x)] soit inclus dans A[X] . Pour
tout polyn8me Q(X) de BEX]—{O} notons q son coefficient
directeur. On a alors : s et t appartiennent a A-{o} s SP

est entier sur A et t,A[pl est inclus dans A ; donc p est
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quasi-entier sur B . On achéve la démonstration par récurrence

sur le degré de P .

On voit sans peine que la formule est encore valable pour

une famille quelconque dfinddéterminde (Xi) .

3.3. Corollaire. Pour que A[X] soit complétement intégralement

fermé dans B[X] il faut et il suffit que A soit complétement

intégralement fermé dans B .,

3.4. Remarque. Pour les séries formelles un raisonnement analogue
ne marche pas, Mais, si 1l'on suppose que B est contenu dans

le corps des fractions de A , alors (A[[XJ])E[[X]] est inclus
dans (Ag)[[X)] ; on le vérifie eﬁ considérant les coefficients
non nuls de plus bas degré des séries formelles et en utilisant

la définition 1.1.(i). On en déduit

3.5. Si B est contenu dans le corps des fractions de A ,
pour que A[[XJI soit complétement intégralement fermé dans
B[[x1] i1 faut et il suffit que A soit complétement intégra-

lement fermé dans B .

3.6. Proposition, Soit S une partie multiplicative de A .

Si B est quasi-entier sur A , alors s7Vp est quasi-entier
sur S™VA. Autrement dit, S”! (Ag) est inclus dans (s"1A)§-1B

(mais il n'y a pas égalité en général).
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Démonstration., Soit x un élément de S“‘(Aﬁ) : x = b/s ou

s&€S et bEAg « Il existe un A-module de type fini M contenant

A[b], d*ol par localisation par S : (S-1A)[k] = S-1A[b/s] =
S—1A[b]CZS“1M et x est quasi-entier sur s~a . I1 n'y a pas
égalité en général, sinon les localisés d'un anneau complétement

intégralement fermé dans son corps des fractions le seraient

encore (contradiction avec l'assertion 4.7).

3.7. Remarque. La notion d;élément quasi-entier ne passe pas au
quotient (par des idéaux premiers) $ sinon lorsque B serait"
quasi-entier sur A , pour tout idéal premier q de B ’ B/q
serait quasi-entier sur A/qMNA ; or : Soit V un anneau de
valuation de hauteur 2 & valeurs dans le produit lexicographique
ZxZ ot soit p 1'idéal premier de hauteur 1 de V . L'anneau
Vp est quasi-entier sur l'anneau V , tandis que l!'anneau Vp/pVP
n'est pas quasi-entier sur l'anneau V/p ; en effet, ce dernier
est un anneau de valuation (discréte) de hauteur 1, donc complée-

tement intégralement fermé dans son corps des fractions (isomorphe

a Vp/pr).

3.8. Proposition. Supposons que la dimension de A soit finie.

Si B est quasi-entier sur A , alors pour que A soit un corps

il faut et il suffit gque B soit un corps.

Démonstration, Si A est un corps les notions dtélément quasi-

entier et entier coincident, B est entier sur A et il est
classique qutalors B est un corps. Inversement, supposons que

A ne soit pas un corps ; la dimension de A étant finie, il
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existe un idéal premier p de A de hauteur 1 et l'anneau Ap
est local de dimension 1., D*'apreés le lemme ci-dessous, A est
contenu dans un anneau de valuation V de hauteur 1 lui-m8me
contenu dans le corps des fractions K de A, Par suite, tout
élément de K qui appartient &4 B étant quasi-entier sur A
appartient & V et l'inclusion BnKC\f montre que B ne

peut &tre un corps.

3.9. Lemme. Soit R un anneau intégre, de corps des fractions F ,
local, d'idéal maximal m et de dimension 1. Il existe un anneau

de valuation de hauteur 1 compris entre R et F .,

En effet, tout sous-anneau de F contenant R .et
1tinverse d'un élément r de m est égal &3 F , car le spectre
de l'anneau R[1/r] est réduit &4 (o) . La famille des anneaux
contenant R et contenus strictement dans F est non vide et
inductive (car ces annceaux ne contiennent pas les inverses des

é1éments de m), donc admet un élément maximal qui est un anneau

de valuation de hauteur 1 .

3.10. Remarque. Lorsque B est quasi-entier sur A et g un
idéal maximal de B , on ne sait pas déduire de la proposition 3.8
que qNA est un idéal maximal de A . C'est dfailleurs faux en
général : reprenons l'exemple de la remarque 3.7, l'idéal maximal

pr de Vp est au-dessus de 1l'idéal p de V qui n'est pas

maximal,
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Pour étudier le passage aux extensions, donnons deux

résultats préparataires :

3.11. Proposition., Soient L/X une extension de corps et x et

x! deux éléments de L conjugués sur XK . Si A est un anneau
invariant globalement par tout K-autombrphisme de L et si x

est quasi-entier sur A , alors x!' est aussi quasi-entier sur A .,

En effet, il existe un K-isomorphisme u de K(x) sur
K(x') qui transforme x en x' .Si x est quasi-entier sur ‘A
il existe un A-module de type fini E:Ami compris entre A[x] et

K1 , par suite A[x!'] est contenu dans le A-module de type fini

E:.Au(mi) .

3.12. Lemme. Pour qu'un élédment x de B soit quasi-entier
sur Aé il faut et il suffit qu'il existe un élément non nul

d de A tel que dA[x] soit inclus dans Aé .

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Inversement,

si x est quasi-entier sur Aé , alors x est algébrique sur le
corps des fractions Fr(Aé) de Aé , donc algébrique sur K .

or, tout élément de B algébrique sur K appartient a Fr(Aé),
donc x appartient a Fr(Aé) et il existe dé‘Aé-—{o} tel que
dA [x) soit inclus dans Aé (définition 1.1.(i)). L'élément d

vérifie une équation de dépendance intégrale sur A

n n-1 - \ -
a® +d__d™ 4 ... +dd+d =0 ou dea-{o .O0na

alors

_ n-2 n-1 '
d,.Alx)= (a3 + ... +d .d +a ) daxicAy .
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3.13. Proposition. Si K désigne le corps des fractions de A ,

on a la formule

, _ .
(ag)gnx = (Mg W IEAk -

Démonstration. Il t clai At )n ' " .
nstration. Il est clair que ( B)BIWK contient (ABr\K A AK

Inversement, soit x un élément de. BNK quasi-entier sur Aé .

D'aprés le lemme précédent, il existe deA—{oi tel que dA[:x"lc.‘.A]'3 ’

et donc dA[X]ICAlNK = Par suite, x appartient a

1
B AB(\K *

| 2NN "
.(ABAK BNK °

3.14. Proposition. Si B est un anneau intégre contenant le corps

des fractions K de A , on a la formule

((Aap)p)y = (ap)y -

Démonstration., Il est clair que ((A est inclus dans

((Aé)gé , or, d'aprés 2.3 , ((Aé)l';]'s = (Aég , dfou 1l'inclusion

de ((AI*'{)I'%}'3 dans (Aé)g .

Montrons l'inclusion inverse : soit x un élément de
(Aé ﬁ . Comme nous l'avons vu dans la démonstration du lemme 3,12 ,
x est algébrique sur K .; soit donc P(X) 1le polyndme caracté-
ristique de x sur K . Soit N wune extension normale de K
contenant B ; 1'élément x détant quasi-entier sur Af , il en
est de m8me des conjugués de x sur K dfaprés 3.11 . Par suite
les coefficients de P(X) sont dans K et dans (A&)& , donc
dans (Aﬁ)ﬁ dtaprés la proposition 3,13 .L'élément x étant

racine du polyn8me unitaire P(X) appartient & ((Ak)ﬁ 5 -
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Par une démonstration analogue & la précédente (mais

simplifide), on montrerait le résultat suivant :

3.15. Proposition. Si B est un anneau intégre contenant le corps

des fractions K de A , on a la formule

U = 1
(Al'é)B AR .
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4. PROPRIETES DES ANNEAUX COMPLETEMENT INTEGRALEMENT CLOS

.. Un anneau intégre A  est dit complétement intégralement
clos s'il est complétement jintégralement fermé dans son corps
des fractions K , cl'est-a-dire, si tout élément de K
quasi-entief sur A appartient a A , c'est-a-dire encore,

si tout élément x de K , tel que A[x] soit contenu dans un

sous-A-module de K de type fini, appartient & A .

On retrouve bien la définition classique et nous allons
rappeler les propriétés de tels anneaux (cf. BOURBAKI, [5], V),

certaines se déduisant des résultats précédents plus généraux :

4.2, Toute intersection non vide de sous-anneaux complétement
intégralement clos d'un anneau intégre est un anneau complétement

intégralement clos (cf. 3.1).

4.3, Un anneau de valuation est complétement intégralement clos
si et seulement si il est de hauteur 1T . Par suite, un anneau
intégre qui est intersection dtanneaux de valuation de hauteur 1

est complétement intégralement clos.

h.h4, Si A est un anneau complétement intégralement clos,
alors les anneaux A{XJ et A[TXJ] sont aussi compleéetement

intégralement clos (cf. 3.3 et 3.5).
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4.5. Si A est un anneau complétement intégralement clos,
alors sa fermeture intégrale dans un corps extension de son
corps des fractions est aussi un anneau complétement intégralement

clos (appliquer la formule 3.15).

4.6, Une réunion filtrante croissante de sous-anneaux complé-
tement intégralement clos d'un anneau ihtégre n'est pas toujours
un anneau complétement intégralement clos (considérer la réunion
~des -anneaux complétement intégralement clos k[X,Y,X/YnJ ou k

est un corps).

4.7, Les localisés d'un anneau complétement intégralement clos

ne sont pas toujours des anneaux complétement intégralement clos :

Rappelons 1!'exemple donné par BOURBAKI (ES], v, § 1,
exercice 12). Le corps K des fonctions méromorphes d'une
variable complexe peut &tre muni d'une famille de valuation

discrete (wz) de la fagon suivante : pour tout f€K ,

ze
wz(f) est. 1'ordre de la fonction f en =z ., L'intersection A
des anneaux de valuation correspondants est l'anneau des fonctions
entiéres. C'est un anneau complétement intégralement clos

(cf. 4.3) qui admet des localisés qui ne sont pas complétement

intégralement clos (cf. Bourbaki).

Notons toutefois que, si dans cet exemple on sait qu'il
existe de tels localisés, on ne sait pas les décrire car il
intervient dans la démonstration des ultrafiltres non triviaux.

Lfexemple suivant tiré du chapitre V est beaucoup plus explicite
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4.8, Proposition., Soit A 1l'anneau d'une valuation discréte v

d'un corps K dont le corps résiduel est fini. Lt'anneau des
polyn8mes & valeurs entiéres sur A , A[XJsub =

{P(X)E x[x1 lr(a)c A} , est un anneau compldtement intégra-
lement clos, alors que, pour tout élément a de A , son
localisé en 1%'idéal maximal m_ = {P(X)eiA[X]sub‘ v(P(a))>-o}

ntest pas complétement intégralement clos,

En effet, A étant complétement intégralement clos,

) Acx)sub aussi (proposition IV.6.6), alors que le localisé de
. .

A[X]sub en. m, est l'anneau de la valuation Vo de hauteur 2

(corollaire V.3.2), donc non complétement intégralement clos,

Enfin, nous verrons au chapitre suivant une propriété

caractéristique des anneaux complétement intégralement clos :

4.9, Proposition. Pour qu'un anneau intégre A de corps des

fractions K soit complétement intégralement clos il faut et

il suffit que, pour tout couple de polyn8mes P(X) et Q(X)

4 coefficients dans K , étrangers entre eux et tels que

Q(o) =1 , 8i les coefficients du développement en série en X
de la fraction rationnelle 'P(X)/Q(X) appartiennent &4 A ,

alors les coefficients de P et Q appartiennent a A .
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Soit x un élément de Al et soit dé.A;{o}"tel que
dA [x] soit inclus dans A'; alors la fraction rationnelle
d/(1-xX) admet un développement en série I dx"x® qui est

4 coefficients dans A . Si ia condition de la proposition est
réalisée, x appartient & A et A est complétement intégra-

lement clos. La réciproque sera prouvée au chapitre suivant

avec le théoréme VII.3.3 plus général,
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5. LA CLASSE DES ANNEAUX COMPLETEMENT INTEGRALEMENT CLOS

Nous avons vu qu'un anneau de valuation est complétement
intégralement clos si et seﬁlement si il est de hauteur 1.
KRULL [28] s'est demandé si, inversement, tout anneau intégre,
local, de dimension 1 qui est compléetement intégralement clos
est un anneau de valuation (de hauteur 1). NAGATA [31] a

répondu par la négative.

Nous avons vu gqu'un anneau intégre qui est intersection
d'anneaux de valuation de hauteur 1 est complétement intégralement
clos, KRULL [27] s'est demandé si, inversement, tout anneau
complétement intégralement clos est intersection d'anneaux de
valuation de hauteur 1. KRULL [28] a montré qu'il en est ainsi
lorsque l'anneau est en outre local et de dimeﬁsion 1. I1 est
d'autre part immédiat qu'il en est ainsi lorsque l'anneau est
en outre intersection d'un nombre fini d'anneaux de valuation
(en vertu du corollaire 2.8 et du théoréme d'approximation pour

les valuations de Bourbaki, [5] , VI).

Mais NAKAYAMA [32] a montré qu'un anneau complétemenf
intégralement clos ntest pas toujours intersection d'anneaux de
valuation de hauteur 1 . L'exemﬁle de NAKAYAMA a été repris et
simplifié par OHM : il s'agit de construire un groupe ordonné
réticulé G tel que tout homomorphisme de groupes ordonnés de
G dans ZZ soit trivial, puis de construire un anneau integre

A de corps des fractions K dont le groupe de divisibilité
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K*/U(A) est isomorphe & G. Un tel anneau ne sera contenu dans

aucun anneau de valuation de K de hauteur 1 .

Cet exemple ne semble toutefois pas trés maniable (les
éléments de l'anneau A ne s'dcrivent pas simplement) ; 1'anneau
des polyn8mes & valeurs entiéres nous fournit par contre un

exemple simple,

5.1. Théoréme, Soit X un corps local c'est-a-dire un corps muni
d'une valuation discréte v de corps résiduel fini pour laquelle
il est complet et soit A 1lf'anneau de la valuation v . Lt'anneau
Alx] , = {P@exix] [ p(a)c A} des polynBmes & valeurs entidres
sur A est un anneau complétement intégralement clos qui n'est

pas intersection d'anneaux de valuation de hauteur 1 ,

Nous avons déja vu que l'anneau A[X]sub est complétement
intégralement clos ; il nfest pas intersection dfanneaux de
valuation de hauteur 1 en vertu du corollaire V.3.6 que nous

rappelons :

5.2. Proposition., Soit K un corps muni d'une valuation discréte

v de corps résiduel fini et soit A 1l'anneau de la valuaticn v .
Pour que 1l!'anneau A[X]sub soit intersection d'anneaux de
valuation de hauteur 1 il faut et 11l suffit que le complété

»
K de K pour v soit une extension transcendante de K .



La condition suffisante est facile ; mais la démonstration
de la condition nécessaire, qui nous intéresse ici, a nécessité
les paragraphes IV.1, V.2 et V.3 ; nous allons donnei' ci-dessous

une démonstration simplifiéde qui utilise simplement le lemme

IV.‘ .6 L]

Démonstration., Il s'agit de prouver que si w est une valuation

de K(X) de hauteur 1, prolongeant v et dont l'anneau contient

o~
Afx] , alors K est une extension transcendante de K .
sub

)

(o1 a = o) appértient a A[X_]sub , donc w(Qq(X)) S o et il

Le polyn8me Qq(x) = %.' (X—ao)(x-a,i )... (X—a“_1

existe 16{0,...,4-1} tel que w(X-ai) > o . On peut toujours
supposer moyennant une translation X (—» X-—ai que i=0 et donc
que w(Xx)So . soit t&MN-{o} tel que t-1<w(X)gt . Calculons

w(Q t(){)) , puis écrivons que cette valeur doit &tre positive ou

nulle. ona w(Q (X)) = £ w(x-a_) - u(a®) . comme w(x)> t-1 ,
q r=0

on a w(X-—ar) = v(ar) pour ISr\qt - 1 . Dtautre part,

N

Et v(a_ ) = u(qt) . En définitive : w(Q t(X))r—- w(x) - v(a t) =
r=1 r q q

w(x)-t 20 ; dtoi w(X) = t . De méme, pour tout reg N,

w(x-ar) est un entier.

Supposons que lfensemble des w(X-—ar) soit majoré et

posons maintenant : t-i =  sup w(X-—ar) = w(X-—ar )
reiN o
et Y =X-a_, . On a donc w(Y) = t-1 et, pour tout reM ,
o

w(Y-ar) £ t-1 ; pour 1g rsqt~1 ,v(ar) € t-1 et on aura

w(Y-—ar) = v(ar) . Aussi par un calcul analogue au précédent



on voit que w(@Q t(Y)) = w(Y) - v(a t) = (t-1) = t = -1 .,
q q

Comme Q t(Y) appartient 2 A[Yjsub = A(X]_,, » il v aurait
q

une contradiction,

Ainsi, si on considére K(X) muni de la topologie déduite
de w, X est adhérent &4 A , ou encore A est dense dans
o Y

A(X}, K est dense dans K(X) , K(X) s'injecte dans K ot K

est transcendant sur K .

Le contre-exemple du théoréme 5.1 répond en outre 2 une
question de HEINZER [2&]. Un anneau intégre A de corps des
fractidns K est dit de dimension valuative n s'il existe un
anneau de valuation de hauteur n compris entre A ef X ,
mais pas d'anneau de valuation de hauteur strictement supérieure
4 n ., Le contre-exemple donné par NAKAYAMA étant de dimension
valuative infinie (s'il était contenu dans un anneau de valuation
de hauteur finie, il serait contenu dans un anneau de valuation
de hauteur 1), Heinzer demande : Un anneau complétement intégra-
lement clos ayant une dimension valuative finie est-il intersection
dfanneaux de valuation de hauteur 1 ? Et, de fagon plus faible,
un anneau complétement intégralement clos, de Priifer et de
dimension finie est-il intersection d'anneaux de valuation de

hauteur 1 ? Les réponses sont négatives :

5.3. Proposition. L'anneau Aﬁx]sub indiqué en 5.1 est un anneau
de Prtifer de dimension 2 qui ntest pas intersection d'anneaux de

valuation de hauteur 1.

Cela résulte des théorémes V.2.1 et V.3.1 et leurs corollaire:
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CHAPITRE VII - EXTENSIONS DE FATOU

On résoud dans ce chapitre un probléme posé par BENZAGHOU
concernant les anneaux de Fatou et, de fagon plus générale, on
étudie le répport entre les coefficients d'une fraction rationnelle
et ceui de son développement en série, en utilisant la notion

d'élément quasi-entier introduite précédemment.
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1. LA QUESTION DES_ANNEAUX DE FATOU

FATOU [16] a donné une propriété de l'anneau Z des
entiers rationnels, résultat repris par POLYA [36] et connu

sous le nom de :

1.1. Lemme de Fatou. Soient P(X) et Q(X) des polyn8Bmes 2

coefficients entiers rationnels tels que P et Q soient

étrangers entre eux, que Q soit primitif et que Q(o) soit

non nul, Si les coefficients an du di:floppement en série a

l'origine de la fraction P(X)/Q(X) = EE: aan sont des entiers,
n=o

alors \Q(o)' =1 .

Mais cette propriété de ZZ est encore vraie pour dtautres
anneaux. Ainsi, PISOT [35] 1'a démontrée pour les anneaux

d'entiers dfun corps de nombres :

1.2. Proposition. Soit a le terme général d'une suite d'entiers

d'un corps de nombres KX ., Supposons qu'il existe entre les

é1ldéments a =~ une relation de récurrence dtordre s :

il
o

+ see + a
¢ 95%n

1'?’1' an-.'-s t A% s~

et qutil nten existe aucune d'ordre s-1 ., Alors ql,q?,...,qS

sont des entiers de K .

C'est bien une généralisation du lemme de Fatou, car
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1.3, Etant donné un corps K , pour que la série ii:ahxn

ou les a sont des éléments de X représente une fraction
rationnelle P(X)/Q(X)- de K(X) il faut et il suffit que, pour
n assez grand, les éléments a_ vérifient une relation de
récurrence de la forme (1.2.1). Lorsque ceci est réalisé et
que l'ordre -s de la relation est le plus petit possible, il
existe une représentation de la fraction rationnelle correspon-
dante avec des polyn8mes P(X) et Q(X) de X[x] étrangers
entre eux et Q(X) = 1 + @ X + ... 4 qsxS .

Si le degré de P est strictement inférieur a celui de @ ,

alors la récurrence {1.2.1) commence & n=o .

1.4, Pour tout anneau intégre A de corps des fractions K ,
la propriété (i) ci-dessous implique la propriété (ii) :

(1) Pour tout couple de polyn8mes P(X) et Q(X) de
K[XJ tels que P et Q soient étrangers entre eux et que
Q(o) =1 , si les coefficients du développement en série a
ltorigine de P(X)/Q(X) appartiennent &4 A , alors les coefficients
de Q(X) appartiennent aussi a A .

(11) Pour tout couple de polynSmes P(X) et Q(X) de
A[X] tels que P et Q .soient étrangers entre eux, que Q soit
primitif et que Q(o) soit non nul, si les coefficients du déve-
loppement en série & l'origine de P(X)/Q(X) appartiennent & A ,

alors Q(o) est inversible dans A .

Notons en outre que DRESS (15) a étendu a son tour la

propriété (i) en question aux anneaux factoriels.
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Ce qui précéde a conduit BENZAGHOU & poser la définition

suivante

1.5. Définition. (BENZAGHOU [3]). Un anneau intdgre A de corps
des fractions K est dit de Fatou lorsque les propriétéds équi-
valentes suivantes sont vérifiédes :

(i) Pour tout couple de polyn8mes P(X) et Q(x) de.
K[X] tels que P et Q soient étrangers entre eux et que
Q(o) =1 , si les coefficients du développement en série &
l'origine de P(X)/Q(X) appartiennent & A , alors les coefficients

de Q(X) appartiennent aussi & A .

- (4ii) Si une suite (a_) d'éléments de A vérifie
n’nel
une relation de récurrence du type (1.2.1), ol les coefficients
9 appartiennent &8 K et ol l'ordre s de la récurrence est

le plus petit possible, alors les qk sont eux-m&mes dans A ,

BENZAGHOU a retrouvé tous les cas d'anneaux de Fatou

envisagé précédemment en prouvant :

1.6. Un anneau intégre qui est intersection d!'anneaux de

valuation de hauteur 1 est un anneau de Fatou [3].

Et i1l a remarqué que :

1.7. Un anncau de Fatou est complétement intégralement clos [3]

(ef. VI.L.9).
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Ces deux résultats lui ont fait poser la question : 1la
classe des anneaux de Fatou est-elle distincte de la classe des .
anneaux intégres qui sont intersection d'anneaux de valuation
de hauteur 1 et de la classe des anneaux complétement intégra-
lement clos [3] ? A ce propos, nous avons vu au paragraphe VI.5
que 1l'on trouve difficilement des exempies d'anneaux complétement
intégralement clos qui ne sont pas intersection d'anneaux de

vvaluation de hauteur 1 .

Depuis, on a montré que :

1.8. La classe des anneaux de Fatou est distincte de la classe

des anneaux inteégres qui sont intersection d'anneaux de valuation

de hauteur 1 ﬁ1].

1.9. La propriété pour un anneau d'&tre de Fatou passe a la
fermeture intégrale [3] et aux anneaux de polynS8mes [7], mais
ne passe pas aux localisés [11] (tout comme pour la propriété

d'8tre compldtement intégralement clos).

Finalement, nous verrons avec le théoréme 3.3 que les
anneaux de Fatou sont exactement les anneaux complétement
'intégralement clos,

Mais nous allons commencer par étudier les représentations

d'une fraction rationnelle,
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2. REPRESENTATIONS D'UNE FRACTION RATIONNELLE

2.1. Pour tout anneau A , nous appellerons "anneau des
fractions rationnelles 5 coefficients dans A" et noterons
A(X) le localisé de ltanneau des polyn8mes A[X] par la partie
multiplicative formée des polyn8mes dont le coefficient non nul

de plus bas degré est dgal a 1 .

Notons que cette définition coincide avec celle du corps

des fractions rationnelles lorsque A est un corps.

Dans la suite de ce paragraphe A désignera un anneau

intégre de corps des fractions K .

2.2. On appelle représentation d'une fraction rationnelle &
coefficients dans K son écriture comme un quotient P/Q de
deux polyn8mes P et Q & coefficients dans K . On dit que

la représentation est

- irrédductible si les polyn8mes P et Q sont étrangers

.entre eux,

- normaliséde si le coefficient non nul de plus bas degré
de @ est égal a 1,

- & coefficients dans A si les coefficients de P et

de Q appartiennent a A .
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2.3. Tout élément de K(X) admet une représentation irréductible
normalisée et une seule P1/Q1 et toute autre représentaticn
normalisée P/Q s'en dédui§ par les formules P = Pi.R et

Q = Q,.R ol R est un polyn8me A coefficients dans K dont

le coefficient non nul de plus bas degré est égal & 1 .
2.4, Ltanneau A(X) est lfensemble des éléments de K(X)
admettant une représentation normalisée (pas nécessairement

_irréductible) A coefficients dans A .

2.5. Proposition. Etant donné un élément de X(X) il est

équivalent de dire :

(i) qu'il admet une représentation normalisée P/Q
telle que les coefficients de Q soient dans A .

(ii) qu'il admet une représentation normalisée P/Q
telle que les coefficients de Q soient entiers sur A .

(iii) que sa représentation irréductible normalisée
P1/Q1 est telle que les coefficients de Q1 soient entiers

sur A .

Démonstration, Il est clair que (i) implique (ii). Montrons

que (ii) implique (iii) : dfaprés 2.3, ona Q = Q.R olt R

est un polyn8me a coefficients dans K dont le coefficient non
nul de plus bas degré est égal & 1 , On a donc 1'égalité suivante
entre les polyn8mes réciproques qui eux sont unitaires

Q¥ = Qf.R* . Si les coefficients de Q* sont entiers sur A ,
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alors ses racines sont entiéres sur A , a fortiori les racines
de Q? sont entiéres sur A et les coefficients de Q¥

1
cl'est-a~-dire de Q1 sont entiers sur A . Enfin, le fait

que (iii) dimplique (i) résulte directement du lemme suivant

2.6. Lemme. Pour tout polyndme Q de K{X] & coefficients
entiers sur A et tel que Q(o)=1 , il existe un polynbme
R de X[X] tel que R(o)=t et que Q.R soit & coefficients

dans A .,

Démonstration. On écrit Q(X) sous la forme ‘il (1—xiX) ou

les xi sont les inverses des racines de Q dans un corps de
décomposition L . Les x4 sont racines du polyn8me réciproque
de Q donc entiers sur A& ’ c'est-é;dire entiers sur A . Si
Ri est un.polynGme unitaire a coefficients dans A tel que
Ri(xi) = o , alors T-x.X divise le polyn8me réciproque Ri de
R, dans L[X) . Le polyndme R = T;T R?/T:T'(1~xix) est bien

sir & coefficients dans K et vérifie R(o)=t , ainsi que

QR = T:TR; eAlx] .
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3. DEVELOPPEMENT EN SERIE D'UNE FRACTION RATIONNELLE

3.1. Pour tout amnneau A ; nous appellerons "anneau des séries
formelles a coefficients dans A et & exposants entiers rationnels
et noterons A((X)) le localisé de l'anneau des séries formelles
A[[XJJ par la partie multiplicative formée des puissances de X .

Tout é1ément de A((X)) admet une représentation et une
seule sous la forme Z anxﬂ ou a €A et n & Z.

n ; no

Comme les polyn8mes dont le coefficient non nul de plus
bas dggré est égal 4 1 sont inversibles dans A((X)), il y a une
inclusion naturelle de A(X) dans A((X)) . Lorsque A est un

corps, on retrouve l'inclusion du corps A(X) dans le corps

A((x)) .

Dans la suite de ce paragraphe A désignera un anneau

intégre de corps des fractions K .
La proposition 2.5 admet pour corollaire :

3.2. Proposition. Lt'anneau A(X) est l'ensemble des éléments de

K(X)NA((X)) dont la représentation irréductible normalisée est

a coefficients entiers sur A .,
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Démonstration, Soit P/Q 1la représentation irrédductible normalisée

d'un élément de K(X) .Si P/Q appartient & A(X) ,alors d'aprés
la proposition 3.6 1les coefficients de Q sont entiers sur A'
et, comme P/Q appartient & A((X)) ,les coefficients de P ,
qui sont combinaisons lindaires de ceux de Q & coefficients
dans A , sont eux aussi entiers sur A ., Inversement, si les
coefficients de Q sont entiers sur A , aloré dtaprés la
proposition 3.6 il existe une représentation normaliséde P'/Q?

ol les coefficients de Q' appartiennent & A et, si en outre
P/Q appartient a A((X)), alors les coefficients de P' sont

eux aussi dans A .,

Le résultat fondamental est le suivant :

3.3. Théoréme. La représentation irréductible normalisée de tout
é1ément de K(X)NA((X)) est & coefficients quasi-entiers sur A .,
Autrement dit, pour tout couplé de polyn8mes P(X) et Q(X)

de K[X] tel que P et. Q soient étrangers entre eux et que
Q(o) = 1 , si les coefficients du développement en série en X

de la fraction rativnnelle P(X)/Q(X) appartiennent a A ,

alors les coefficlients de P et de Q sont quasi-entiers sur A .,

Démonstration. Soient donc P(X) et Q(X) deux polyn8mes &

coefficients dans K et 'E:anxn le développement en série de
la fraction P/Q .0On suppose que P et Q sont étrangers entre
eux, que Q(o) = 1 et que les a, appartiennent 4 A . Il stagit

de montrer que les coefficients de Q appartiennent a Aﬁ .
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Soit 1/x une racine de Q(X) . L'élément x dJtant
algébrique sur K , il existe un élément non nul a de A
tel que ax soit entier sur A . Posons B = Afax] et soit
L = K{x)] le corps des fractions de B . On a Q(X) = (1-xx).r(x)
ot R(X)EL[X) et il existe un élément non nul d de B tel

que d.R(X) appartienne & B[X]. On a les égalités
aP/(1-xX) = dR.P/Q = (dR).(3"a x™) = ¥ b x" .
Par.hypothése les a appartiennent a4 A et par construction

les coefficients de dR appartiennent a B , donc les bn

appartiennent a B .

D'autre part, pour n assez grand (n}p), les b

n
vérifient la relation de récurrence : bn+1 = x.bn , d'ou
b = x'.b pour ny o .
n+p P - 7

En outre, b ntest pas nul, sinon bn serait nul pour nx2p ,
2: bﬂxn' serait un polynfme et 1/x serait racine de P ,
contrairement a l'hypothése., L'égalité précédente montre donc
que x est un élément de L quasi-entier sur B (au sens
classique). Comme B est un A-module de type fini, x est
aussi quasi-entier sur A (cf. VI.2.6).

i

et 1/xi les racines de Q dans L, . On a 1tégalité

Soit maintenant L, un corps de décomposition de Q

Q(x) = \i\ (1-xiX) et on vient de voir que les X; appartiennent
A AL1 ; par suite les coefficients de Q appartiennent & AF ,

' “1
puisque AY est un anneau, et comme ils appartiennent aussi a K ,

Ly

ils sont finalement dans Aﬁ .
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3.4. Corollaire. Soient P(X) et Q(X) deux éléments de K[X]
é%rangefs entre eux, avec Qo) = 1 . Pour qu'il existe un

é1ément non nul d de A +tel que le développement en série de
la fraction rationnelle d.é/Q soit & coefficients dans A il

faut et il suffit que les coefficients de Q soient quasi-entiers

sur A ,

Démonstration, La condition nécessaire résulte du théoréme 13.3.

Inversement, supposons que Q appartienne a Aﬁ[ﬁ]. Posons

Q(x) =1 - R(X) et soit d un élément non nul de A tel que
dA[R(x)] soit inclus dans A[X]. Soitd'autre part, d' un élément
non nul de A tel que d'.P appartienne a A[Xﬂ. Alors

o0
d.d'.P/Q = d'.P. 3 drR" appartient & A[XJ.A((X))C A((x)).

3.5, Corollaire. L'anneau K(X)NA((X)) est inclus dans

ltanneau Aﬁ(X) .

Notons que ce corollaire est nettement plus faible que

le théoreme.
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L, EXTENSTIONS DE FATOU,.

Partant de 1'iddée de .Benzaghou, FLIESS [18] a introduit 1la
notion d'extension de fatou. Nous allons la reprendre ici dans le

cas des anneaux integres et pour une seule variable.

Dans la suite, A désigne un anneau intégre de corps des
fractions K et B un anneau intégre contenant A de corps des

fractions L .

4,1, Définition. On dit que ltanneau B est une extension de fatou

de 1'anneau A si l'on a 1'égalité : A(x) = BX)Na((x)) .

On dit que 1l'anneau A est de fatou si son corps des

fractions K est une extension de fatou de A .

Bien sfir on a toujours l'inclusion de A(X) dans
B(X)f\A((X)) et.seule 1tinclusion inverse est en question,
Le corollaire 3.5 montre que la cl8ture intégrale
Al de A est une extension de fatou de A . Nous allons en

X

fait caractériser les extensions de fatou.

L.,2, Proposition, Toute extension de corps est une extension

de fatou [5].

Ctést immédiat. Si P/Q est le représentation irréductible

normalisée dfun élément de L(X)NK((X)) , on peut écrire un

systéme de ‘degré de Q" équations & coefficients dans K
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’ - .« 2 s 3
verifices par les coefficients de Q et dont le déterminant est
non nul ; les formules de Cramer montrent que ce systéme admet
une solution dans K et comne la solution est unique 1les

coefficients de Q appartiennent & K .

4.3. Théoréme., Pour que B soit une extension de fatou de A
il faut et il suffit que tout élément de K entier sur DB et

quasi-entier sur A soit entier sur A .

Démonstration, Soit P/Q 1la représentation irréductible

normalisée d'un é1lément de B(X)MA((X)). C'est a fortiori un
é1ément de L(X)NK((X)), donc de K(X) dtaprés la proposition
précédente et les coefficients de P et de Q sont dans K .
Conme il s'agit de la représentation irréductible normalisée dtun
é1ément de K(X)NA((X)), ces coefficients sont aussi quasi-entiers
sur A (théoréme 3.3) et comme il stagit de la représentation
dfun é1ément de B(X) ces coefficients sont aussi entiers sur B
(proposition 3.2). Si tout élément de K quasi-entier sur A et
entier sur B est entier sur A , alors les coefficients de P
et Q sont entiers sur A et la fraction P/Q appartienﬁ a
A(x) (proposition 3.2).

Inversement, supposons qoe B soit une extensicn de fatou
de A et soit x un élément de K quasi-entier sur A et entier
sur B . Soit d un élément non nul de A tel que dA[x] soit
inclus dans A . Alors la fracticn d/(?-xx) se développe en

en S dax™x™ ; la série appartient & A((X)) , la fraction
I
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appartient & B(X) car sa représentation irréductible normalisde
est a coefficients entiers sur B (proposition 3.2). Par suite
d/(1-xx) appartient & B(X)NA((X)) = A(X) et x est entier

sur A teujours d'apreés la méme proposition 3.2.

4.4, Corollaire. Pour que lfanneau A soit de fatou il faut et
il suffit que tout élément de K quasi-entier sur A soit

entier sur A .

Lorsqu'un anneau est de fatou tout amneau intégre qui le

contient en est une extension de fatou,

L .5. Corollaire. Pour que B soit une extension de fatou de A

il faut et il suffit que BANK soit une extension de fatou de A ,

L.6. Corollaire. Si B est une extension de fatou de A , alors

B[X] est une extension de fatou de A[X].

Cela résulte de ce que (BEXj)i(X) = BiCX] et que

(A[X])I';(X) = Arfx] .

L.,7. Exemples d'anneaux de fatou,

(i) tout anneau intégre noethérien (car alors les notions
dtéléments entiers et quasi-entiers sont confondues).

(ii) tout anneau intégre dont la cl8ture intégrale est un
anneau complétement intégralement clos (1l'exemple VI.2.9 montre

que cette condition n'est pas nécessaire pour que l'anneau soit

de fatou).
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4.8. Remarque. La propriété pour un anneau d'&tre de fatou ne passe
pas (i) & la réunion filtrante (ii) aux localisés (iii) & 1la
c1l8ture intégrale.

On a vu au paragraphe.VI.h que la propriété d'@tre complé-
teméﬁt intégralement clos n'est pas conservée par réunion filtrante
ou par localisation, contrairement a la'propriété d!&tre intégra-
lement clos. Les assertions (i) et (ii) résultent alors de ce
qufun anneau complétement intégralement clos est de fatou et de ce
qu'un anneau intégralement clos est de fatou si et seulement si
il est complétement intégralement clos. |

Ltassertion (iii) résulte de 1'exemple VI.2.9 (l'anneau A

est de fatou tandis que l'anneau B = Aﬁ ne lt'est pas).
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5. EXTENSTIONS DE FATOU-BENZAGHOU

Dans ce paragraphe A désignera toujours un anneau integre
de corps des fractions K et B ﬁn anneau intégre contenant A
de corps des fractions L .

Dans ia définition des anneaux de Fatou, Benzaghou
considére la représentation irrédductible normalisée des fractions
rationnelles ; aussi, de fagon ﬁlus proche de cette idée, nous

poserons la définition suivante :

5.1, Définition. On dit que lfanneau B est une extension de
Fatou-Benzaghou de l'anneau A si, la représentation irréductible
normalisée dtun é1ément de B(X)NA((X)) étant & coefficients
dans B , cette méme représentation est en fait & coefficients
dans A .

On dit que 1l'anneau A est de Fatou-Benzaghou (ou de Fatou)
si son corps des fractions K est une extension de Fatou-~Benzaghou

de A .

Si A est un anneau de fatou, tout é1lément de K(X)NA((X))
admet une représentation normalisée a coefficients dans A , alors
que si A est un anneau de Fatou (avec une majuscule) ctest la
représentation irréductible normalisée qui doit 8tre & coefficients
dans A , puisque cette m&me représentation est de toute fagon
a coefficients dans K . Ainsi, tout anneau de Fatou est un anneau
de fatou. Par contre, on ne sait pas si une extension de
Fatou~-Benzaghou est une gxtension de fatou, sauf en ce qui concerne

les extensions de corps
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5.2, Proposition. Toute exteunsion de corps est une extension de

Fatou-Bengzaghou.

Cela résulte de la proposition 4.2.

5.3. Théoréme. Pour que B soit une extension de Fatou-Benzaghou
de A il faut et il suffit que A soit complétement intégralement

fermé dans BAK .

Démonstration. Soit P/Q la représentation irréductible normalisde
d'un élément de B(X)NA((X)) . On sait que les coefficients de
P et Q appartiennent a Aﬁ (théoréme 3.3), si on les suppose en
outre dans B‘ et si A est complétement intégralement fermé
dans BNK , alors les coefficients de P et Q appartiennent a
A et l'extension est bien de Fatou-Benzaghou,
Inversement, soit x un élément de‘ BNKX quasi-entier
sﬁr A et soit d un élément non nul de A tel que dA[x]
soit inclus dans A . Alors d/(T—xX) est la représentation
irréductible normalisée d'un élément de B(X)NA((X)) dont
les coefficients sont dans B ; si l'on suppose que l'extension
est de Fatou-Benzaghou, ces coefficients sont dans A , x appartient

4 A et A est complétement intégralement fermé dans BNK .

5.4, Corollaire, Pour que B soit une extension de Fatou-Benzaghou

de A il faut et il suffit que BANK soit une extension de

Fatou-Benzaghou de A .,

5.5, Corollaire, Pour que A soit un anneau de Fatou il faut et

il suffit que A soit complétement intégralement clos.

vy pas P E.
o
»
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