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LE PROBLEME DE DIRICHLET
« RAMIFIE » ()

par Marcel BRELOT.

I. — INTRODUCTION

1. — L’application conforme d'un domaine sur un cercle, qui
dissocie les points-frontiére accessibles de plusieurs manidres, devait
poser le probleme de Dirichlet avec des valeurs-limite & la frontiére
dépendant des chemins d’acces, mais selon des classes d’équivalence
de ceux-ci. C’est ainsi que pour un domaine plan simplement
connexe (dont la frontiere contient plus d’un point), ce probléme a été
étudié au moyen de la représentation conforme par G. C. Evans (*)
aprés son étude approfondie de l'intégrale de Poisson dont les pro-
priétés ont été plus généralement ainsi systématiquement trans-
posées. La question devait étre reprise de maniére directe pour des
domaines généraux de l'espace ordinaire et une donnée-frontiére
« continue » par Perkins et Green(*), De La Vallée Poussin (*),

(1) L’essentiel a été résumé dans deux notes aux C. R. Ac. Sc., t. 221, p. 654
(novembre 1945) et t. 223, p. 851 (avril 1946) et dans deux conférences faites & Grenoble
(19 mai 1946) et & Paris (15 juin 1946).

(» G. C. Evans, The logarithmic potential, Colloguium publications of the Am. Math.
Soc., vol. VI (1927).

(3) E. W. Perkins, The Dirichlet problem for domains with multiple boundary points
(Trans. of the Am. Math. Soc., vol. 38, p. 106-144. 1935).

La donnée-frontiére y est continue, mais seulement avec une certaine uniformité. —
Exposé direct assez pénible imitant les premidres méthodes du cas classique (Wiener et
Kellog). Reprenant un peu cette étude avec emploi de la topologie générale, J. W. Green
obtint sous des conditions fort restrictives pour la frontiére, une représentation intégrale
de la solution : J. W. Green, Harmonic functions in domains with multiple boundary
points, Am. J. of math., t. 61 (1939), p- 6og.

(*) De LA Variie Poussin, Les nouvelles méthodes de la théorie du potentiel et le
probléme généralisé de Dirichlet ; Act. Sc. el Ind., n° 578 (1937). Voir le dernier chapitre
oit est traité un peu plus que la donnée continue, mais sans représentation intégrale de la
solution.
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enfin Kappos (). Or, le probléeme classique (nous dirons aussi
probléeme simple) de Dirichlet a été d’autre part irailé pour une
donnée-frontiere quelconque () puis d'aillears un peu élargi

récemment (") pour &tre posé dans I'espace Br obtenu en rendant
compact l'espace euclidien R, (& 7> 2 dim.) par adjonction du
point R, & linfini. Il convient donc de reprendre le nouveau
probléme plus détaillé (qui sera dit « ramifié »), pour le mettre
au niveau du probléme simple. Ainsi, sans faire d’étude autonome
mais partant au contraire comme De La Vallée Poussin des résultats
du probléme simple, on va pouvoir, en s'inspirant des travaux
précités (et surtout de celui de De La Vallée Poussin) et gréce a
des notions simplificatrices de topologie générale (comme Green et
Kappos mais différemment et selon une idée de Mazurkiewicz)
reprendre la marche du probléme simple (suivie dans I), traiter
la question pour un domaine quelconque (de complémentaire non
polaire) dans R.(z >> 2) avec des données-frontiere générales « rami-
fides » et donner une représentation intégrale de la solution par utili-
sation immédiate et naturelle de I'intégrale de Daniell (I'espace de
la variable n’étant en général ni compact ni méme localement
compact).

Ce développement parait utile pour approfondir I'étude des fonc-
tions harmoniques > o0 dans un domaine ; il servira déja a compléterle
probléme simple et aintroduire une mesure harmonique « ramifiée »
plus avantageuse que l'ancienne et d’ailleurs & peu prés identique,
a un facteur prés, & la mesure conforme dans le cas plan classique
ou celle-ci existe. Nous ferons d’autre part plus quune exten-
sion systématique du probléme simple et de quelques applications,
car nous aurons l'occasion de donner des résuliats nouveaux dans le
cas simple en méme temps que leur transposition au cas ramifié :

(®) D. A. Karros, Das Dirichletsche Problem fiir Gebiete mit mehrfachen Randpunk-
ten (Annali della Scuola Normale Sup. di Pisa, série II, t. 11, 1942, p. 43-63).

L’auteur reprend seulement ’étude autonome de Perkins en utilisant une métrique et
les familles de Perron et se débarrasse de I’uniformité dans la continuité de la donnée.

(%) M. Breror, Familles de Perron et probléme de Dirichlet (Acta Szeged, IX, p. 133-
153 (1939), noté I. — Sur la théorie autonome des fonctions sousharmoniques (Bull.
Sc. Math., t. 65, mars-avril, 1941), noté IIL.

(") M. Brevror, Surle rdle du point & 'infini dans la théorie des fonctions harmoniques
(Annales de UEcole N. Sup., t. 61, p. 301-332 (1944), noté 1l ; mémoire reprenant dans
R Vessentiel de (T) et (II) et fixant les notations, en particulier :

h(r) =

(r 3) ou log. %('c =2).
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citons, par exemple, le théoréme 8, une propriété des fonctions
holomorphes & la fin du n° 19 mais surtout au chapitre vir I'étude
plus approfondie de la pseudo-limite ou limite fine (*) de la solution
en un point-frontiére irrégulier.

On désignera dans l'espace R, la frontitre d'un ensemble E

par E, et on notera de la méme maniére un point et I'ensemble qu'il
forme.

II. — POINTS ACCESSIBLES ET CHEMINS D’ACCES (°)

2. — Soit Q un domaine de l'espace compact R. admettant au
moins un point-frontiere Q.

Définitions. — a) On appellera domaine de sommet Q, s’il en
existe, un domaine 3, contenu dans Q dont Q est point-frontiére

mais non adhérent 3 5 A Q, c’est-a-dire un domaine composant de
®w N Q (ol w est un voisinage ouvert de Q) et dont Q est un point-
frontiére.

b) Q est dit accessible s1l existe au moins un arc ou chemin d’ac-
ces L, c'est-d-dire un arc de Jordan tracé sur Q d’extrémité Q
(arc AQ décrit par M(¢) pour ¢, < ¢ <_t, avec M(£)eQ et M) Q.

>

¢) Un domaine associé 3 L sera un domaine de sommet Q conte-
nant un arc partiel BQ. Il en existe dans tout voisinage de Q.

Les domaines associés a L forment une base d’un filtre dit associé a
L et sont tous les domaines partiels de Q appartenant a ce filtre.

d) Deux arcs d’acces L, L, de Q sont dits équivalents si les filtres
associés sont identiques, c’est-a-dire si les domaines associés sont
les mémes, ou encore si dans tout voisinage de Q, il existe un
domaine associé ala fois a L, et L,.

(®) Rappelons que la pseudo-limite au poinl-frontitre Q irrégulier est la limite pour
M > Q dans la topologie ot 'on prend comme voisinages de Q les ensembles de complé-
mentaires effilés en Q. Voir « Sur les ensembles effilés », Bull. Sc. Mathk., t. 68 (1944)
(noté [V) et les derniers résultats antérieurs dans la note « Sur D’allure des fonctions
harmoniques & la frontiére » C. R., t. 220, p. 676 (1945) (noté V).

Dans le mémoire sur le balayage inséré ci-aprés, H. Cartan étudie cette « topologie
fine » qui lui est due et on trouvera dans mon article publié plus loin des propriétés
générales de cette limite fine que le présent travail, antérieurement composé, n’utilise pas.

(%) Nous reprenons dans R- avec le langage et I'aide de Boursakr (Topologie Genérale,
Ac. Sc. et Ind., n° 858) des notions banales et d’autres peu connues.
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e) Soit 4° ou bri¢vement £ une classe d’équivalence d’arcs d’acces
a un Q. On lui fera correspondre par définition les « domaines
associés », qui seront les domaines associés & 1'un des arcs de &,
donc dailleurs & tous, et le « filtre associé » ou filtre commun asso-
cié aux divers arcs.

Toute base de filtre formée de domaines de sommet Q, contenant
un élément dans tout voisinage de Q est base du filtre associé & un
certain £° ce qui caractérise autrement ces éléments-frontiére. (Comme
exemple de base, une suite de domaines de sommet Q obtenus a
I'aide d’une base dénombrable de voisinages ouverts emboités de Q.)

Application. — Tout point-frontiére Q irrégulier d'un domaine Q
est accessible ; car on sait qu'il est irrégulier pour un composant de
'intersection de Q avec tout voisinage ouvert de Q.

3. — On songera alors & choisir sur I'ensemble &, (ou pour abré-
ger 8) de ces £ une topologic commode. Mais comme on a besoin des
4 comme limites (& préciser) de points de Q, il nous faut une topo-
logie sur Q v 6. On va méme obtenir une structure uniforme (métri-
sable) en utilisant le théoréme de complétion des espaces uni-
formes ('°).

Considérons dans Q><Q I'ensemble des points (M,, M,) défini
parla condition d’appartenir & un domaine partiel de Q, petit d’ordre

V dans la structure uniforme de R.. Ces ensembles, pour les divers
V, forment une base d'entourages d'une structure uniforme séparée

sur Q (structure notée U,) d’ailleurs plus fine que celle de R, sur Q.
L’espace séparé complété T, (ou simplement G) sera formé (a un
isomophisme pres) des classes d’équivalence des filtres de Cauchy
de U,. Une telle classe, s'il n’y a pas convergence vers un point de
Q, admet comme filtre-intersection, justement le filtre associé a un
L") et réciproquement, de sorte que les £ sont, & une correspondance

.(1%) Cette idée importante (en fait avec une métrique) remonte a S. Mazurkievicz
(Uber erreichbare Punkte, Fundamenta Mathematicae, t. XXVI, 1936, p. 153) et a 616
retrouvée par Cuoquer, C. R. Sc., t. 216, p. 279, mars 1943).

(1Y) Voir Boursaxi, loc. cit., p. 106, exercice 1.

Ce filtre intersection qui appartient aussi A la classe d’équivalence est, dans la structure
uniforme de R., aussi un filtre de Gauchy et converge alors vers un point Q. On verra
qu’il admet une base, dénombrable, formée de domaines de sommet Q, emboités, avec
élément dans tout voisinage de Q.

Noter que les arcs partiels AQ pour chaque arc de & forment une base de filtre de la
classe d’équivalence.
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biuniwoque pres, les éléments nouveaux introduits par la complétion.

L’espace © est d'ailleurs mélrisable comme R.. Prenons sur Q (en
accord avec Ul,) comme distance de M,, M, la borne inférieure des
diametres (dans une métrique N de Et) des domaines partiels con-
tenant M, M, ou, ce qui est équivalent, des conlinus contenantM,, M,

N L) N
ou encore des arcs de Jordan M,M,, tracés sur Q. D’ou, par prolon-
gement, une métrique de G : ainsi la distance de £,* et £,% sera la
borne inférieure des diametres (dans qI) des domaines associés a la

~

fois & ces éléments ou encore des arcs de Jordan Q,Q, tracés sur Q
et appartenant aux classes £, £,.

Ainsi, © est un espace métrique complet, d’ailleurs de base
dénombrable (**) ; et il en est de méme du sous-espace &, frontiére de
Q dans © (mais des exemples simples montrent que & n’est pas géné-
ralement compact ('*) ou localement compact).

Remarquons alors avec Mazurkiewicz (loc. cit.) que la correspon-

dance 4® — Q est une application continue de & dans R_, de sorte que
I'ensemble des points accessibles est dans ﬁ un ensemble de
Souslin ou analytique (**) ; il est donc(*") mesurable pour toute mesure
de Radon sur Q; par suite, si GQ dans R, est non polaire, I'en-

semble des points inaccessibles est négligeable (c’est-d-dire de
mesure harmonique nulle) relativement a € (*°).

Remarque. — Le filtre associé & un £? est la trace sur Q du filtre
des voisinages de ce point dans la topologie de © ; et si o(M) est une
fonction réelle dans Q, la limite supérieure de o pour M de Q ten-

dant vers & au sens de la topologie de G, soit lim. sup.go est égale
MegQ, M>@

(*?) Cette dernitre propriété qui équivaut en espace métrique i la séparabilité de M. Fré-
chet, résulte de la séparabilité évidente du sous-espace Q (Uy) qui est partout dense
dans G.

(13) Voir dans Choquet (loc. cit.) le critére de compacité.

(**) Résultat de Urysonn (Proc. Akad. Amsterdam. 28, p. 984-993) ainsi retrouvé par
Mazurkiewicz (loc. cit.) qui montre méme que, dans le plan, 'ensemble est borélien.
Consulter sur les ensembles analyliques, par exemple Hausporrr, Mengenlehre (Berlin,
1927), pp- 177 et 208 et Kurarowsxi, Topologie (monographies polonaises).

(13) Voir démonstration et bibliographie dans Saks, Theory of the Integral (monographies
polonaises), p. 48.

(16) On savait (De LA VaLrie Poussin, loc. cit. n° 40) que 'ensemble des points-fron-
tiére inaccessibles d’un domaine est intérieurement négligeable, c’est-3-dire de mesure
harmonique intérieure nulle. La démonstration que j’en ai donnée pour un domaine borné
(I, n® 13) peut &tre adaptée & notre Q de R: ou prolongée 4 ce cas en remarquant que
R~ s'1l est inaccessible forme un ensemble négligeable, ce qui pour <t > 3, résulte par.
inversion (III, n° 14) de ce qu’un point irrégulier est accessible.
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a la borne supérieure des limites supérieures de o(M) lorsque dans
I'espace R,, M tend vers Q sur les arcs de 4.

De méme pour la limite inférieure, d’ot1t une conséquence immé-
diate pour Limite : dire qu’il y a une lim.g ¢, c’est dire qu’il y a une
méme limite (égale a celle-ci) le long des arcs de £.

III. — POSITION DU PROBLEME « RAMIFIE »

4. — Soit dans ﬁ,, le domaine Q désormais de complémentaire non

polaire.

Lemme ronDAMENTAL I. — Si u  sous-harmonique dans Q est
bornée supérieurement, et admet le long de tout arc d’accés une
limite supérieure < o, c¢’est-a-dire satisfait a la condition :

(1) lim. sup.gu(M) <o quel que soit 4€6,

Mea, M>@

alors u-<o.
Supposons, en effet, non vide l'ensemble E ol 1l'on aurait

u > ¢>> o0 et associons & chacun de ses points P un voisinage ouvert
connexe o, dont le diamétre, dans notre métrique N de f_ir, soit
moindre que la demi-distance de P a Q. Réunissons ces o et soit §
un domaine composant. 5 est formé de points de Q ot u e, ou de

points de ( inaccessibles pour 8 ; sinon, d’un arc d’accés L de I'un
d’eux Q, on en déduirait un autre contenant des points de E arbi-

trairement voisins de Q dans R, ('"), Dans 9 la fonction u admettrait
a la frontiére une limite supérieure partout < ¢ sauf peut-étre en
des points inaccessibles, formant donc un ensemble négligeable d’ou
u < ¢ dans 9, ce qui contredit la propriété que 3 contient des points
de E(*).

Cette démonstration est inspirée de celle de De La Vallée Poussin
pour établir la propriété suivante qui en est une conséquence immé-

diate :

(1") On pourra prendre sur L une suite de points M, dans 1’ordre de L et tendant vers Q,
puis y associer un wp, contenant M,. On verra que P, > Q et que le diamétre de wp, tend
vers 0. Il n’y a alors qu’d modifier L en adjoignant des chemins M,P, tracés dans les wp, .

(*%) Une variante de démonstration consiste & traiter le cas de u continue en considerant
Pensemble ouvert ot u > ¢ et raisonnant comme avec le & du texte, plus simplement. On
se raméne & ce cas de continuité par un pavage cnnvenable de Q et remplacement de u
dans chaque morceau par sa fonction de Wiener, ce qui, par trois opérations successives
convenables, fait disparaitre les discontinuités en conservant ’hypothése & la frontiére.
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Corollaire. — 51 u harmonique et bornée dans € tend vers o sur
tout arc d’acces & la frontitre, u = 0. Donc si deux fonctions har-
moniques et bornées dans Q ont méme limite sur chacun de ces
arcs, elles sont égales.

Remarque importante. — En reprenant la démonstration on voit
aussitdt que dans le lemme comme dans ce corollaire, on peut déja
excepter dans la condition-frontiere, des arcs d’acces dont les points
Q forment un ensemble intérieurement négligeable, en particulier de
points Q irréguliers pour Q au sens du probléme simple.

5. — Nous allons introduire des fonctions analogues aux « enve-

loppes de Perron » H, H, et & la « fonction de Wiener » H;du pro-
bléme simple.

TutorimMe 1. — Considérons sur & une fonction réelle f de
valeurs finies ou == oo. Soit dans Q&, u  hypoharmonique (c’est-a-
dire valant — o ou une fonction sous-harmonique) bornée supérieu-
rement et satisfaisant & la condition :

(2) lim. sup.cu <f, quel que soit 4€&.
Meo, M > ¢

L’enveloppe supérieure de cette famille I, des u, soit H? ou par
abréviation ), vaut — oo, - oo ou une fonction harmonique.

Méme résultat avec une fonction surharmonique bornée inférieure-
ment ou —+ oo, linégalité contraire et Uenveloppe inférieure H, (**).

Enfin (3) H, <C H,, légalité en un point entrainant l'égalité part;)ut.

Les propriétés des enveloppes s’établissent comme dans le pro-
bleéme simple (*°) et I'inégalité de H résulte du lemme.

Notation. — Lorsque H} et H} sont dgales et finies, on les note
H; dite solution du probleme ramifié, et f est dite résolutive.

Remarque. — Soit f résolutive et » un domaine partiel de Q. Défi-
nissons sur &, une fonction ¢ comme suit :

(19) Si u n’est pas supposée bornée (supérieurcment ou respectivemeut inférieurementy),
il y a des enveloppes de méme propriété (majorant et minorant respectivement celles du
texte), mais ne salisfaisant plus toujours & 'inégalité (3). Dans ce cas, comme dans celui du
texte, si I'on asireint les u & &tre continues, on ne change pas les enveloppes respeclives.
Car d’'une u non partout infinie, on peut déduire une autre finie continue satisfaisant aux
mémes condilions respectives (on le voit en procédant par un pavage comme dans la
note(18).

() Voir de préférence la démonstration immédiate de (Il n° 11.
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Si QE; nQ, on prendra en tout point I de &, (1% = HLQ).

Si QE:»(\ Q, on remarque que les arcs d’une classe / relative a Q
et o font partie d’une classe d’équivalence € relative 2 Q et Q et I'on
prendra :

o(I%) =/(17)
Alors o est résolutive et H» —H;* dans o.
Car H" > H2 et HY =Hp.

6. — Comparaison avec le probléme simple.

Tukorime 2. — Soit ¢ une fonction réelle (de valeurs finigs ou

== ) sur Q de R, et, selon une convention générale d’accentuation,
la fonction ¢’ sur & oblenue en la prenant en 4° égale a 9(Q). Alors

(%) H,—H, o Mo,—=H,

On a d’abord immédiatement H, < H’, < H, < ITI,_,.
Soit u de la famille I?, et sur & la fonction
&) =Nlim. sup.gu < ¢
Meo, M> ¢
et qui est semi-continue supérieurement ; soit sur O, 4,(Q) égale en
chaque Q accessible & la borne supérieure de ¢ pour tous les €% donc
< 0(Q), et valent par exemple 0 aux points inaccessibles ; soit enfin
sur &, {§; associée selon la convention.
D’abord u<CH,<CH;. Or {, est mesurable harmoniquement ;
- . . X
en effet, 'ensemble A des points accessibles de Q ou ¢, > K est
I'image par application 4% —Q de I'ensemble B de & ou ¢ > K.
Comme B est réunion dénombrable de fermés, A est analytique
donc harmoniquement mesurable d’oti le résultat. Ainsi ¢, étant

harmoniquement mesurable et bornée supérieurement, donc har-
moniquement sommable au sens large :

w (fini ou — 00) (™).

H,

b1

Par suite :

Hy <H,<{H, donc u<CH, et H,<H,.

(®) A cause de la signification de H;, H; comme intégrale inférieure ou supérieure ;
ainsi H{M) est la borne supérieure des intégrales -py des fonctions semi-continues supé-
rieurement, majorées par f, chacune étant bornée supérieurement.
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Application. — On peut déja améliorer comme suit le lemme 1 :
Soit dans Q, u sous-harmonique bornée supérieuremenl, admeltant
une lim. sup.g< o aux points L2 de &,, dont le Q appartient & un

voisinage ouvert U (dans R)) d’un point Q, de Q. Alors (au sens de la
topologie de R,), u admet en Q, une limite supérieure < o.

En effet, considérons ¢ sur o) égale & o dans U et & une constante
(majorante de u) ailleurs. D’aprés le théordme, u < H, et si Q de
VAQ est régulier pour Q, la limite supérieure de u y est < 0. D’ott
le lemme si Q, est régulier. Si Q, est irrégulier considérons 1'enve-
loppe supérieure de u et o et prolongeons la par o dans U; on
obtient dans U une fonction quasi-sousharmonique qui devient une
fonction sousharmonique w en la prenant aux points irréguliers

sur ﬁ(\ 9 égale & la limite supérieure de u en ces points. Si on avait
w(Q,) > o, on aurait u > w(Q,) > o sur un ensemble ¢ de 2, dont
2

le complémentaire serait effilé en Q,. Soit alors une suite de voisi-
nages ouverts emboités de Q,, tendant vers Q, et 3, le composant de
9,NQ qui admet Q, comme point-frontiére irrégulier. 3, non effilé
doit rencontrer ¢ et les 3/ forment une base de filtre associé a un

4 ou lim. sup.g;u>l—l)g& > o, contradiction cherchée.
2

Il y a peu a changer pour élargir les hypothéses en exceptant des

© points 42 dont les Q forment un ensemble négligeable E de o] (ou méme

intérieurement négligeable) ne contenant pas Q,. De méme si E con-
tient Q,, lorsque Q, est régulier.

IV. — POINTS REGULIERS
ET ALLURE DE LA SOLUTION A LA FRONTIERE

7. — Régularité. — Un point 42 de & sera dit régulier, si Q est régu-
lier au sens du probléme simple pour un domaine associé & cet €.

Tutortme 3. — Pour que QEQ soit régulier (au sens simple) il faut
et suffit qu’il n’y ait pas de £° ou qu’ils soient tous réguliers.

La condition est évidemment nécessaire. Si maintenant Q est
irrégulier, il doit I'étre pour un domaine composant de QN w ol w
est un voisinage ouvert quelconque de Q. D’ou une suite a limite
vide, de domaines emboités de sommet Q qu’ils admettent comme
point-frontiére irrégulier ; ce qui définit un £° irrégulier.
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8. — TuforkMe 4. -— Soit sur &, [ bornée supérieurement. Au
point régulier £ de & :
(5) lim. sup.z H(M) < lim. sup.g f(£)
Meo, M".,(’o Qe £> %

de sorle que si f est bornée, H, et H), tendent vers f(4,) au sens de
Gsi f estcontinueen 4.

Soit, en général 1 fini majorant strictement lim. sup.gfen £, .
Prenons un domaine associé 0 a & tel que Q soit régulier pour d et

que f(£) <2 pour tout £ auquel 0 est associé. Si ¢ définie sur S vaut
~ A dans un voisinage ouvert assez petlt de Q, et K (constante majo-
rante de f) ailleurs, on voit grice au théoréme 2 que dans o

H'q < H! et l'allure de H? en Q permet de conclure (**).

Remarque. — Complétons par une proposition dont 1'énoncé cor-
respondant (de démonstration tout analogue) pour le probléme simple
parait lui-méme nouveau :

Sipour f maintenant quelconque sur &, H} est finie; on a en 4,
régulier : lim. sup.g H(M) > lim. inf.g f(¥).

Mea, M>¢, €eeg, € >4

Supposons cette limite inférieure finie et plus grande que le pre-
mier membre. Alors on trouvera une constante K > o telle que sur
un voisinage ouvert U de 4, sur &, on ait:

lim. sup e H, (M) < f($)—K

Meo, M >
Soit sur & la fonction ¢ égale & K dans U, & o ailleurs. Comme
I_‘_l? prend au sens de © la valeur K en £, on trouvera v soushar-

monique de la famille I, telle que v(P) >0 en un certain poinl P
Alors pour toute u sousharmonique de I, u—v serait encore de
cette famille d'ou u(P) <CH(P)—o(P) et u(P) ne pourrait appro-
cher arbitrairement H)(P).

On approfondira,g la fin du mémoire, 'allure de la solution en
un point irrégulier.

(22) On peut sc passer du théoréme précis (2) en formant une fonclion convenable sur-
harmonique dans Q (majorant H}) et tendant sur 3 en Q, (dans R:) vers .
On peut dire que le théoréme 4 contient I’énoncé analogue « simple » en ce sens qu'il

Pentraine aussitdt d’apres la fin du n® 6 ; et cette remarque pourra se répéter ultérieu-
rement.
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CompLEMENTS AU THEOREME 1: 1. Soit [ quelconque sur &. H} est
Uenveloppe supérieure des fonctions u valant — oo ou soushar-

moniques, dont chacune est bornée supérieurement et satisfait a

lim. sup.gu < f(¥)

MeQ, M>¢

pour tout & régulier de &.

2. Méme enveloppe avec les fonctions valant — co ou harmoniques
dont chacune est bornée supérieurement et satisfait & la condition-
Jfrontiére pour tout 4€6.

Mémes démonstirations que dans le cas simple (Voir (1) n® 13) en
utilisant une fonction harmonique w > o dans Q tendant vers -
aux points frontiéres irréguliers du probléeme simple.

La seconde proposition s’appuie sur le théoréme 3 qui entraine
aussi le résultat fondamental :

TutoritmMe 5. — Toule fonction f bornée continue sur & est réso-
lutive.

Car H, et H, ont méme limiteg, soit f{¥), aux points réguliers
de &, donc comc:ldent d’apres le lemme 1 (corollaire et remarque).

Corollaire (De La Vallée Poussin). — I existe une fonction har-
monique bornée unique (c’est notre H;) « prenant » dans la topologie
G la valeur du f précédent aux points réguliers de &.

Extension. — Dans le théoréme 5 on peut ne pas supposer la
continuité en des points de & dont la fonction caractéristique ¢ admet
un H{ nul (**) (en particulier en des points dont les Q forment un
ensemble intérieurement négligeable). Extension avec adaptation du

corollaire qui contiendra alors trés largement le théoréme final de
De La Vallée Poussin (loc. cit. n° 42).

9. — APPROXIMATION DE £2.

Lemue 2 (**). — Soit dans Q une fonclion ® quelconque, mais bor-
née supérieurement et une suite », d'ouverts tels que w,<Q et de
limite Q. Alors st 4° de & est régqulier :

Mg, M> ¢ ne>x

(6)  lim. sup.g[(lim. sup. Hi(M)] < lim. sup.g ®(M)
MEQ, M>¢

(23) On utilisera encore la fonction harmonique w précisée plus haut.
(%) Adaptation d’un raisonnement de De La Vallée Poussin (loc. cit., n® 3g).

12
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Soit 2 > lim. sup.g®(M) et 3 un domaine associé a 4° tel que,
Meo, M>¢@

Q soit régulier pour J et que sur 3, d <.

Puis, ¢ étant choisi arbitrairement, soit ¢ un voisinage de Q dans
R., tel que, en tout point de 6 n3J, la mesure harmonique v. relative

*
a9, de 3nQ soit < e. Considérons alors 3,=—=03 N o, et sa frontidre
* % * .
qu’on décompose en 3,nJ et 3,n3. Sion prend M fixe dans 3N,
il sera contenu dans 3, & partir d'un certain rang et la mesure har-
. . % % .,

monique en M relative & d, de 3,193, majorée par p. sera <_ c.

Or Hi* considéré dans 0, y admet en tout point frontitre régulier
P une limite supérieure majorée par la fonction ¢ égale & ) sur
* —_
d,n0d et B ailleurs. D’ou Hy* <CH2*. Comme dans 3, q,

Hi» <) 4+ Be,
on conclut ﬁ;’,"(M) <A+ Be d’ot aisément le résultat cherché.

Tutorime 6. — Soit f  bornée continue sur &, donc prolongeable
dans G selon une fonction & bornée continue. Soit », ouvert croissant,
de limite Q, tel que »,<Q. Alors Hy" — H/.

En effet lim. sup. Hg» est sousharmonique et satisfait d’apres le

o
lemme 2 & une condition-frontitre, qui entraine d’apres le lemme 1
la majoration H,. De méme lim. inf. Hg" surharmonique
majore . "

On en déduit a la fois le théoreme 5 et le théoreme 6.

Remarque. — Dans le lemme 2 et le théoréme 6 on peut évidem-

ment remplacer w, par 'ordonné filtrant croissant des ouverts o tels
que o <.

V. — REPRESENTATION INTEGRALE DE LA SOLUTION
ET MESURE HARMONIQUE RAMIFIEE

10. — Lemme 3. — Soit sur &, f bornée supérieurement, semi-
continue supérieurement. Alors H,— H), et ces fonctions valent lenve-
loppe inférieure des H; pour § continue > f et la limite de H,;, oit 8,
est bornée continue tendant en décroissant vers f dans une suite ou
un ordonné filtrant.
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Comme on a évidemment H,<CH'. voyons que H; —H, et
reprenons le raisonnement du probléme simple.

H; tend vers une fonction z harmonique ou égale & — oo ;
comme d’aprés le théoréme 4 :

lim. sup.g H; <(6,(%) (4 régulier)
Meo, M> ¢

on aura lim. sup.g u<{f¥) (4 régulier);
Mg, M> ¢

d’ou d’aprés un complément du théoréme 1 (n° 8) : u< H; et la con-
clusion cherchée. .

Lemme 4. — Soit sur &, f quelconque ; H, est l'enveloppe supé-
rieure des H, ol ¢ est bornée supéricarement, semz—contmue supérieu-
rement, <f(25)

Méme raisonnement que dans le probléme simple en considérant
les limites supérieures selon G & la frontiére des fonctions dont I'en-

veloppe est H,.

11. — Reportoms-nous maintenant a I'introduction de I'intégrale
de Daniell (*°).

On y part d’une classe T de fonctlons numériques définies sur un
ensemble E telles que :

° Chacune est bornée ou méme seulement finie.

2° On obtient une fonction de la classe par multlphcatlon d’une
fonction par une constante finie, addition, enveloppe supérieure ou
inférieure de deux fonctions.

3° Il existe une fonctionnelle J( /), nombre réel fini, satisfaisanta:

%) H(Kf) =Ka(f) (K=",

§) 3/, £ =30~ [,

1) 3(f) > o si f > o partout,

3) 8i f, tend en décroissant vers o, J(f,)—o.

(25) Et il existe d'ailleurs une suite de ¢ soit g, telle que Hy tende en croissant vers He.

(?%) J. DanieLe, A general form of integral, Annals of Math., t. 19 (1917-18), p. 379.
On peut introduire une autre intégrale abstraite en remplagant dans 1’exposé la condition
(8) qui suit par la condition (3') analogue pour tout ordonné filtrant décroissant (Bour-
baki). On prend au lieu des fonctions ¢ de T, les fonctions ' dont chacune est enveloppe
supérieure des fonctions de T qu’elle majore, et

- () = borne sup. I(f) (f <Y, f€To);
mais rien ne change dans I'application que nous en faisons ici, puisque (8') est aussi satis-
faite et qu’il y a identité ici des ¢ et ¢’ et des J correspondants.
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Voyons que 'on peut prendre pour classe T, Iensemble G, des
fonctions sur & dont chacune est bornée et continue, en prenant
J(f) =H{M), pour M fixé dans Q.

D’abord 1° et 2° sont évidemment remplies. Puis «, 8, 1 le sont
comme cas particuliers de propriétés générales et faciles des H, H,
H’ analogues a celles des H, H, H du probléme simple (*"). . Enfin
(8), point crucial, rentre dans le lemme 3.

Suivons encore Daniell qui introduit la classe T, des fonctions,
limites de suites croissantes de fonctions de T,. Smt J€T,, puis une
suite associée de f, de T, ; J(f,) a une limite (ﬁme ou ~+ o), d’ail-
leurs indépendante de la suite f,, et qu'on note J({).

A partir de G, nous introduirons ainsi une classe ©,, dont les
Jonctions {§ sont les fonctions sur &, dont chacune est bornée inférieu-
rement, finie ou non en chaque point mais semie-conlinue inférieure-
ment ; et nous voyons d’aprés le lemme 3 que

I¢) =H,(M).

Ensuite Daniell introduit la semi-intégrale supérieure J([)
d’'une fonction quelconque (finie ou non) sur E, comme la
borne inférieure des J(}) pour les ¢ de T, qui majorent f ou valant
—+ o 1l 0’y a pas de tels . Dans notre application on a par le
lemme 4 : 7(f) = H(M).

Daniell pose encore J(f) =—J(—f) ce qui se définirait aussi
par voie symétrique et donne dans notre cas J(f)=HM).

Rappelons enfin que la sommabilité de f selon Daniell (d’ailleurs
conservée par les opérations du 2°), se traduit par définition selon la

condition : ~
Z(f) — ini (**). Donc:

Tutorime 7. — A partir des fonctions O de la classe G, avec fonc-
tionnelle (M), les semi-intégrales de Daniell valent ﬁ}(M), H/ (M) et
la sommabilité équivaut & la résolutivité (d’ailleurs indépendante de M).

On pourra définir la sommabilité au sens large par I'égalité des

semi-intégrales, dont la valeur commune finie ou non sera dite
I'intégrale correspondante.

(®") Voir mémoire I, n° 5 et 12.

(28) Noter qu’en espace métrique compact (ou localement compact) I'intégrale de Radon
définie & partir d’une fonctionnelle des fonctions finies continues (respectivement, nulles en
outre hors d’un compact) est identique & l'intégrale de Daniell définie & partir de cette

méme fonctionnclle (avec autre présentation de lintégrale indiquée note (26), la métri-
sabilité est inutile).
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12. — Mesure harmonique ramifiée. — Fixons M pour préciser
la fonctionnelle de base Hi(M). Considérons les ensembles de & dont
la fonction caractéristique ¢ est sommable et attachons-y I'intégrale
correspondante H,(M). On peut voir que ces éléments satisfont aux
conditions de définition d’une tribu d’ensembles mesurables et d’'une
mesure compléte py (*), les ensembles mesurables comme ceux de
mesure nulle étant d’ailleurs indépendants de M et I'espace § étant
de mesure 1. La théorie de I'intégrale a partir de cette mesure intro-
duit des fonctions mesurables et celles qui ont une intégrale finie ou
non (ce sont celles bornées dans un sens, puis en général les f mesu-
rables dontles f* et f~ ont des intégrales de cette théorie non simul-
tanément infinies) sont sommables au sens large de plus haut avec
égalité des intégrales dans les deux théories ; la sommabilité de plus
haut inclut cette mesurabilité (mais il n’en est pas de méme pour la
sommabilité au sens large).

Pour un ensemble quelconque e de &, de fonction caractéristique
., la borne inférieure des mesures des ensembles mesurables con-
tenants vaut celle relative aux seuls ouverts (dans l'espace &) et vaut

H.,(M). Ce sera par définition la mesure harmonique ramifiée exté-
rieure de e relative & M (pour abréger mesure extérieure).

Notion analogue de la mesure intérieure H. (M), qui vaut d’ailleurs
le complément a 1 de la mesure extérieure du complémentaire.

Les ensembles de mesure extérieure ou intérieure nulle, indépen-
dants de M, seront dits aussi négligeables (extérieurement) ou négli-
geables intérieurement et on dira « presque partout » sur & dans le
sens de « sauf sur un ensemble négligeable ».

Comme dans le probleme simple (Voir mémoire II, n* 2 et 12)
et avec les mémes raisonnements :

La condition caractéristique Hy,,— o0 équivaut a I’existence d’'une
fonction sousharmonique <o dans Q admettant en tout point de &
une lim.g égale & — co.

La condition H;,— o équivaut & ce que toute fonction soushar-

monique & bornée supérieurement dans Q, satisfaisant 2

lim. sup.gu <o
MeEQ, M>§

quel que soit %€8, soit < o

(*®) Voir A. Wen, L’intégration dans les groupes topologiques (Act. sc. et ind., n° 86g),
chap. 11.
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La comparaison avec la mesure harmonique « simple » est con-
tenue dans le théoréme 2.

13. — Propriétés des domaines partiels. — Nous pouvons main-
tenant améliorer, comme suit, la remarque finale dun® 5.

TutoriMe 8. — Soil w un domaine partiel de Q et f quelconque
sur 8,. Introduisons la fonction ¢ définie aux points I® de &, par la
convention (déja donnée fin dun®b) :

1 si QeQ, o(1%) =Hy(Q),

2° si QE£*2 et st 42 est la classe d'équivalence relative & Q qui con-
tient les arcs d'acces de [°, on pose

o(l%) =/(%)
Alors dans »: H? —=H?.
_ Drabord 1l est facile de voir que Hy > H? d'ou l'égalité si
H}“ — 4 0.
Puis si H/® — — oo on conclut en examinant les cas ol ©nQest

polaire ou non, ¢’est-a-dire admet seulement ou non des points irré-
guliers pour w.

Supposons alors H? fini. Soit £, une fonction ¢ bornée supérieu-

rement, semi-continue supérieurement, majorée par 0. Prenons sur
&, une suite croissante f, < f de fonctions dont chacune est résolu-
tive, bornée supéricurement, semi-continue supérieurement avec
H;? —Hp?. formons f, & partir de f, par changements aux seuls
points 4% ou & contient les arcs d'acces d'une ou plusieurs classes
l; relatives & », en 'y prenant égale au maximum de f, et de la borne
supérieure W(4?) des {({?). Voyons que f, est sommable : & chaque
[? de &, on QE()e correspond 4°, de &, ot ¥ contient les arcs de /;
G’est une application continue d'un ensemble fermé p (de 8,) sur un
ensemble s (de &) qui est donc analytique dans l'espace &,, par
suite mesurable. La fonction W est mesurable, puisque 'ensemble
ou ¥ >>K est transformé de celui ot ¢ > K, lequel est réunion
dénombrable de fermés de . 11 s’ensuit que f, déja bornée supérieu-
rement, < f, croissante et majorant f, résolulive, est aussi mesu-
rable donc sommable avec H;; — H2.

Soit alors sur &, la fonction ©,(I°) égale & HP(Q) si Q€Q et 2
Su(49) s1 QES*E, 4 contenant les arcs de I. D’aprés la remarque finale
du n° 5, Hyo == H;f dans o. ©, admet donc une limite sommable ©
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(sur 8,) qui majore ¢ et Hg:—Hg, d'ou Hy'<THF <CH? et enfin
H- < Hp.

Remarque. — D’aprés le théoréme 2, on déduit aussitdt un
énoncé analogue pour le probléme simple et qui pourrait se démontrer
directement de maniére plus facile.

Cororrare. — Soit » un domaine partiel et E une partie de &,.
Soit une partie B de &, formée de points [ tels que les arcs de tout 1
appartiennent & une classe & d'un point 4° de E, Alors, dans o, la
mesure extérieure ou intérieure de Ii. sur &, majore la mesure corres-
pondante de E, sur &

1h. — Parties impropres de la frontiére.
TutorimMe . — Soit sur &, lensemble E ouvert. Dire qu’il est de

mesure nulle équivaut & ce que tous ses poinls 4° soient irréguliers ;

alors tous les Q sont irréguliers et leur ensemble E, est polaire (*°) et
* J—

ouvert sur Q (dans R.). Réciproquement & partir d’un ensemble polaire
*

ouvert sur Q, & chaque point Q’correspond un et un seul 4° et Uen-

semble de ces 4° est ouvert sur &, et de mesure nulle.

Enfin, soit [ quelconque sur &, Q, le domaine QUE, et sur

bq, la fonction f, telle que si £} €&y et si & est la classe d’équivalence
relative a Q contenue dans €,, on ait f,(42)—= f(4%). Alors, dans Q,

e e o ___ /e
Hf _—Hfll _I:If _I__Ifa ¢

Soit E ouvert de mesure nulle. Si un point £, était régulier, la
mesure p.y(E) devant tendre vers 1 pour M tendant (selon ) vers L,
elle ne serait pas nulle. Les 4% de E sont donc tous irréguliers. Par-
tant d'un ensemble ouvert quelconque E’ formé de 4° irréguliers, on
voit que les Q sont irréguliers (simplement) donc forment un
ensemble polaire E,. Soit alors 3 un domaine associé & un 43 de E’
et domaine composant de w N Q ol w est un domaine contenant Q,.

Tout point de d nw appartient & E, s’il est accessible par 3 et si,
comme on le supposera, o est assez petit: Donc §r\ o est de mesure

harmonique (simple) nulle pour d et puisque ouvert sur 8*, polaire,
donc partout accessible par J, par suite appartenant & E, ; donc d
dérive de w par suppression d'une partie de E, et est le seul compo-

(39) On se rappellera pour ce qui suit qu'un ensemble polaire n’a pas d’intérieur et que -
son complémentaire dans R. est connexe.
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sant de Q nw. Cette étude du voisinage de Q, montre que E, est

*
ouvert sur £ et on achéve grace au théoréme précédent.

Remarque. — On pourra dire que E (ouvert de mesure nulle) est
impropre (E, I'étant dans le probléme simple) et il y a une partie
impropre maxima de &, obtenue par réunion ; si c’est E, on voit que
&,, n’admet plus de partie impropre non vide et que les points régu-
liers sur &y, y forment un ensemble partout dense ce qui étend le
résultat analogue du probleme simple (dii a Vasilesco).

VI. — APPLICATIONS ET COMPLEMENTS

15. — Nous allons reprendre rapidement quelques propriétés
importantes ou applications de la mesure harmonique simple pour
les étendre & la mesure ramifiée, en renvoyant seulement aux
démonstrations du cas simple lorsqu’elles s’adaptent immédia-
tement. Nous n’expliciterons pas généralement les propriétés qui
sont visiblement contenues dans celles classiques de la mesure et de
I'intégrale.

Q sera toujours un domaine (de R.) de complémentaire non polaire.

TutoriMe 10. — Soit u sousharmonique et bornée supérieure-
ment dans Q. Partageons &, en p parties E; ot pour chacune la
limite supérieure dans G en chaque point est majorée par une constante

K,. Alors
a(M) < LK,yM(E)

ol py est la mesure extérieure ou intérieure sutvant que K, > o ou.
K;<{o. On en déduit sur une partie fixée o de Q, une majorante
o K; oi les constanles o; sont indépendantes de u, pourva que sur
E, par exemple, K, soit choisi de maniére & majorer les autres K.

Cette majoration qui généralise celle de Nevanlinna-Privaloff
fournit pour les modules de fonctions holomorphes une limitation
améliorant celle de Nevanlinna-Ostrowski (*').

(3Y) Voir le cas « simple » dans mon article « Quelques applications aux fonctions holo-
" morphes de la théorie moderne du potentiel et du probléme de Diricuier », Bull. Soc.
Royale des Sc. de Litge, 1939, p. 387 (noté VI),
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16. — Comme conséquence banale du passage a la limile
sous f » soulignons les résultats :

TuforiME 11. — Soit dans Q, u, sousharmonique bornée supé-
rieurement indépendamment de n et o,(P) sa limite supérieure dans
© a la frontiere. Si Uensemble = ou lim. sup. o, = — oo est de

n > oo

mesure > 0, alors u, — — .

D’aprés cela, soit f,(z) holomorphe dans Q de R,, de module < K
fini fize, et { un ensemble de & de mesure extérieure > 0. Si aux
points de B, f, admet une limite dans © soit §, et si {, converge sur 3,
alors f,(z) converge dans Q (**).

Il y a dans ces propositions convergence umforme sur toute partie
¢ de Q ou la mesure extérieure de = ou 8 majore un nombre >o
fixe. Comme exemple de 5, citons un compact de Q ou plus géné-
ralement l'intersection de Q avec un compact 6 de G tel que 618
appartienne a I'intérieur de = ou £ sur le sous-espace &. Gela résulte
du lemme suivant intéressant en soi :

Soit sur & un ensemble mesurable e de mesure py(e) > o. Gelle-
ci admet en tout point intérieur £ de e une lim. inf.gz > o.

En effet on peut trouver un voisinage ouvert » de Q, dans R.,
assez petit pour que si S estle composant de v N Q associé a £, tout

"y . * .
arc d’acces i la frontidre de 8 en un point de Q fasse partie d'une

classe £ d’un point 4% de e; et on peut faire en sorte que §r\ Q soit
de mesure harmonique simple >>o pour 3. Remarquons alors
(d’apres le n° 5, fin) que ‘(e) vaut dans d la solution du probléme

simple relative & 1 sur 5 N Qetd uM sur 3 n Q. On achéve par adap-
tation facile de la démonstration du lemme final de VII.

17. — Passons aux propriétés inverses, c’est-a-dire aux propriétés

de f conséquence d’hypothéses sur H..

Tutorime 12 (*). — Si  f est résolutive, les bornes de H, valent
les bornes de f en mesure (ramifiée); donc si H,—o, [ est
nulle presque partout. ,

(3?) Voir de méme « Sur 'approximation et la convergence dans la théorie des fonc-
tions harmoniques ou holomorphes », Bull. Soc. Math., 1945, fasc. 1-2, p. 69, noté VIIL.
— Bien remarquer que I'ensemble o1 ), existe et converge est mesurable.

(®®) Voir le cas simple dans « Minorantes sousharmoniques, extrémales et capacités »,
J. de ath., 1945 (noté VIIL), n° 4
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On en déduit :

Tutortme 13 (**). — a) Si f, résolutive est majorée par g réso-
lutive fize, Uhypothése « lim. sup. H, >>o0 » entraine :

lim. sup. f, < o presque partout.
n'> oo
b) Soient u, et v, harmoniques bornées dans leur ensemble dans Q et
convergeanl vers une méme fonction. Si sur une partie = de &, u, et v,
ont des lim.g qui convergent vers ¢ ety on a ¢ =1 presque partout

©osar o.

18. — Reprenons enfin Pélude de lallure & la frontiére des fonc-
tions sousharmoniques (**), d’abord au voisinage d’un point régulier.

Tutortme 14. — Considérons u  sousharmonique dans Q et

1(@) =lim. sup.g u(M) (4€&,
(7) (1) =lim. sup.g u(M) (4¢6)
qui est semi-continue supérieurement sur &.
Si une partie E de &, contient & réqulier et est de mesure intérieure
nulle, on a, si 3,(4,) <<+

(8) Lim. sup. 2,(4) =2%,(%,)
Y€E —E, > 4o

Comme dans le probléeme simple, on voit d’abord que & est adhé-
rent 3 6 —E non vide et on se raméne au cas de u bornée supérieu-
rement (par localisation gréce au théoréme 8). On montre I'égalité
pour E de mesure nulle et on passe au cas de la mesure intérieure
nulle.

Corollaire (complétant celui du théoréeme 8). — Comparons les
mesures harmoniques relatives & Q et a Q, analogue qui le coupe (*°):

Soit E un ensemble ouvert de &, dont chaque point & a un filtre
associé qui est aussi le filtre associé, relativement ¢ Q,, d’un point &,

(%) Voir de méme les théorémes 3 et 4 de (VII).

(35) Voir « Sur Vallure & la frontiére des fonctions harmoniques, sous-harmoniques ou
holomorphes », Bull. Soc. Royale des Sc. de Litge, 1939, p. 468 (noté IX).

Quelques propriétés locales & la frontiére des fonctions harmoniques ou sous-harmo-
niques, Bull. Se. Math., t. 64, 1940 (noté X).

(36) Extension d’une propriété de la mesure harmonique simple. Voir IX, p. 472 et II,
n° 13 proposition 12. .
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de &,,(*"). L’ensemble E, de ces &, est également ouverl sur &, el dans
la correspondance biunivoque (L<>4,), a toute partie c de E de mesure
extérieure, respectivement intérieure, nulle (sur 8,) correspond une
partie o de E, de mesure respective nulle sur &,,. 1l s’ensuit la conser-
valion de la mesurabilité dans la correspondance.

On traitera d’abord le cas de la mesure intérieure en considérant,
dans Q,. u sousharmonique > o, bornée supérieurement, de limite
supérieure selon G, en tout point P€8,, au plus égale a 1 ou 20
selon que P appartient & 5, ou non. On prolongera u par o dans Q
hors Q, d’ou (gréce au n° 6, application) une fonction sousharmo-
nique dans Q, et on regardera son allure aux points réguliers de E.
On conclut que u dans Q, admet une limite supérieure selon G, qui
est > o en tout point régulier de &,,, donc est nulle.

On passe au cas de la mesure extérieure en remarquant qu’un
ensemble ¢ de mesure extérieure nulle sur &, est contenu dans un
ensemble analogue ¢, intersection dénombrable d’ouverts (de E) dont
I'image ¢, a cette méme propriété sur &, donc y est mesurable.

TutorimE 15 (*). — Soit u sousharmonique dans Q et £ irrégulier.

On considere une partie E de &,, de mesure intérieure nulle et con-
tenant &£, supposé point adhérent (sur 8,) au complémentaire GE (**)
(sur &,).

Introduisons encore Uensemble 3 sur € des points Q (simplement)
irréguliers pour Q, relatifs a des 949 de E.
Reprenons 1,(£) et supposons (g) 1,(4,) <+ .

Alors a) Si: (10) lim. sup.g 2,(%) < 3,(%,)
YECE, £ > Yo

il existe un domaine associé 3 & 4., un ensemble s de 9, une fonction

sousharmonique v dans un voisinage ouvert y de Q, (sur R.) tels
que :

1° v >udansdny; 2° v—=udanseny;

(*") Cela équivaut a dire que pour €@ do 8, il existe £,Q de 8o, tel que, dans tout voi-
sinage de Q dans Re, il y ait un domaine qui soit & la fois associé & £ pour Q et associé a
¢, pour Q,.

(®®) Voir pour le probléme simple, le résultat analogue : (IX), théoréme B et aussi (IV),
n° 12.

(%) Si ¥, n’était pas adhérent 3 CE, il serait intérieur & E ; on sait par le théoréme g
que Q dans un voisinage ouvert de Q,, en difféererait d’un ensemble polaire tandis que u,
d’aprés Iinégalité (9) y serait bornée supérieurement d’ott son prolongement sous harmo-
nique dans le voisinage entier,
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3° le complémentaire Co (dans R.) soit effilé en Q et que :

lim. sup. »(M) < (Q,) qui vaut 1,(%,).
MEC(aUS), M > Qo
De plus u  admet en Q, une pseudo-limite égale & ), ().
b) Réciproquement Uexistence de 0, o, v, satisfaisant d 1°, 2° et un
3° qu’on peut réduire, par exemple d la seule inégalité, entraine (10).
Partant de (10), introduisons K, K, tels que:
lim. sup.g 2,(4) <K, < 2,(4,) <K,
YEcE, £> %o
et d assez petit pour que u y soit << K, et que 2,(¥) soit < K, pour
les £ de GE dont le filtre associé est aussi celui d’un point de &;.
On considérera l'enveloppe supérieure v de uet K, sur d; son
prolongement par K, est quasi-sousharmonique et v, sur 3,

admet aux points-frontidre (dans R.) de 3 non adhérents & $AQ et
hors J, une limite supérieure < K. Cela résultera du théoréme 14
puis du n° 6 (fin). On achéve, comme dans le cas simple, en considé-
rant la régularisée de v et sa pseudo-limite comprise dans (K, K,):

CoroLuare. — Les condilions g-ro entrainent pans LE pLAN qu’il
exisle une suite de circonférences emboitées de centre Q,=~ R, ou de
centré O =£R, si Q,=3R,, tracées sur Q, de limite Q, et pour cha-
cune desquelles le flux généralisé de u vers le domaine contenant Q,
qu’elle délimite est < o et tend vers o.

Méme démonstration que daus le cas simple (Voir mémoire X,
théoreme C)(*’) et méme application aux fonctions holomorphes
(Voir IX n° 6 ; extension d'un théoréme de Beurling-Kunugui) (*")
comme suit:

ArpricaTion. — Soit f(z) holomorphe dans Q, £, QuELcONQUE de &,
E une partie de &, de mesure intérieure nulle, contenant 4, supposé

- point adhérent de GE.

On pose M&) =lim. sup.g |f]| (4e8y,)
Z€Q, T > @
et on suppose ML) <+ .

(49) L’idée est de voir qu’on peut trouver de telles circonférences sur ¢ avec méme flux
pour u et v et de considérer la représentation potentielle de v.

(*) La clef de cette application consiste lorsque f n’est pas partout nulle & considércr
log | f(z)| harmonique hors des zéros (qu’on évitera dans le tracé des circonférences) et sa
fonction conjuguée arg f(2); le flux du log vaut la variation de arg f(z) le long de la
circonférence, nulle ou de module > ax.
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Alors lim. sup.& A(¥4) =2(¥,).
QECE. > Yo
19. — On peut développer une étude locale similaire en considé-
rant, au lieu de u, le quotient ——— W (M) u W, (M) et briévement
W(M) vaut A(QM) si Q =R, et log OM(O=£®R,) si t==2 et
o == e
Tutortme 16 (**). — Reprenons u  sousharmonique dans Q, 4

QUELCONQUE mais avec Q, 7R, st © >3, puis les mémes E et J du
théoréme 15 (**). On pose :

(11) va(£) :I{;Er? .Ms:&).i; ‘%%4/% et on suppose
(12) pu(h) < =00
D Si(18) N supg (D) < (%),

YECE, £ >

4, est irréqulier et méme il existe ¢ associé a £,, c<d el v soushar-
monique dans v — Q, (y voisinage ouvert de Q,) majoré par un KW
(K =C") tels que :

1° v >udans dny; 2° v—u dans cny;

3° Co soit effilé en Q, et que

lim. su ( ) lim. s ( ) 1 tu (4).
e o W) Sypne SUP- gy G vautp(d)

(M) e v
Alors W(M) admet en Q, la pseudo-limite p,(£,).

b) Réciproquement, U'existence des 9, o, v satisfaisant a 1°, 2° et un
3° réduit, par exemple a son inégalilé, eniraine (13) et Uirrégularité
de &,.

On se raméne au cas de p,(4,) < o. Adaptation (comme dans le
cas simple) de la démonstration du théoréme (15) en remplacant K
par KW. On en tire, comme plus haut, les conséquences sui-
vantes :

CoroLLaRE. — Dans le plan énoncé analogue au corollaire du
théoreme 15, les conditions 12-13 enlrainant que les flux généralisés

(*?) Voir dans le cas simple (IV théoré¢me g b), et pour la démonstration du texte le cri-
tére d’effilement de (IV, théoréme 2, remarque).

(*%) Si comme dans la note (39), £, n’étail pas supposé adhérent a GE, il serait intérieur 3
E et irrégulier et I’étude serait encore banale en se ramenant au cas de p, (%) < o.
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tendent en croissant vers une limite finie (sans constance au dela de
tout rang).

ApericaTions. — Reprenons f(2) holomorphe 3 quelconque et E.

' : log. | f(2)]
Posons w(d) = lzler(?2 i\;ep.@ llog. 7]
ot r waut QM siQ,7#~ R, et OM si Q, =R ,(0=£R,) et supposons
) <o |
Alors A lim. sup.g p(€) = (%)
YECE, 4> Y
D’ailleurs, dans le probleme simple, ces conséquences du théoreme

16 ont des analogues qu’on peut expliciter aussit6t (encore inédits &
ma connaissance) (*).

VII. — ALLURE DE LA SOLUTION
AU VOISINAGE D’UN POINT-FRONTIERE IRREGULIER

20. — Les théorémes (15) et (16) entrainent aisément la propo-

sition suivante analogue & celle du probléme simple (voir mémoire
IV, n° 12, fin).

Lemme 5. — Soit sur &,, la fonction ¢ bornée supérieurement,
continue en & irrégulier o elle atteint sa borne inférieure (finie ou
— ). Alors H., ﬁ' ont en Q, des pseudo-limiles respectivement
égales aux limites supérieures selon © de ces H' en 4. Si de plus, €,

o(4
n’étant pas isolé, 0] tend vers — oo quand L1 tend vers &,

W, (Q)
les quotients de ces H' par W ont aussi des pseudo-limites en Q, égales
a leurs limites supérieures en 4 selon ©.

Remarquons en passant que si on part de 1'énoncé du cas simple
et qu'on applique & ses données 1’énoncé précédent, on conclut
I'égalité des limites supérieures en jeu respectives prises dans ©
ou R..

En fait, on peut n’utiliser dans la suite que la proposition du cas
simple.

(*%) Point-frontiére Qg au lieu de %, limite supérieure dans R—,, E de mesure harmo -

nique intérieure simple nulle. Soulignons pour f(z) les applications analogues avec 7|lf(z)i
en un point régulier. llog r|
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21. — Complétons d’'abord les résultats connus du cas simple (voir
article V).

On sait que pour notre Q et un point Q, irrégulier, il existe une
mesure de Radon > o, pg, sur Q telle que, pour toute f résolutive
bornée, H; admet en Q, une pseudo-limite égale & f Sdvg,s 1l y a
identité de la mesurabilité-p, et de la mesurabilité harmonique
pty. identité des ensembles de mesure nulle des deux espéces, et la

sommabilité-p, entraine la sommabilité-p,, ou résolutivité.
Montrons de plus que pour e mesurable variable sur Q,

Pa,(€) = Kpy(e)

ot K est une constante finie > o dépendant de M€X) (mais non de e).

Formons un domaine partiel » dont la frontiére se compose de
points de Q et de Q, encore irrégulier (**). Dans o, py(e)==H; ol
o(M) sur o vaut py(e). Soit A un point-frontiére régulier pour o et

¢ un voisinage ouvert de A (5 <Q) ; 1l existe une constante « > o
telle que u(M) > «u(A), pour tout M€ et toute fonction harmo-

*

nique u >>o dans Q: si py, de51gne la mesure sur o analogue & 1,

pour Q, on voit que w, (9N w) > o et que la pseudo—hmlte to,(e) de
H; majore pA(e).a..HQD(b(\m), ce qui est une inégalité du type
cherché. '
Pour tout cela, I'extension est banale & Q ouvert non connexe (de
complémentaire non polaire) avec uy pris pour M dans le domaine
composant dont  est point-frontiére irrégulier. Prolongeons cette

étude en considérant des f non nécessairement bornées sur  :

Lemve 6. — Si [ est résolutive (donc mesurable-p,,) et som-
mable-p,  au sens large, H; admel en Q, une pseudo-limile, finie

ou non, éqgale & /f g,

Procédons progressivement : « :
«) Si fest > o0, résolutive et si H; admet une pseudo—llmlte finie
en Q,, celle-ci vautffdyQo

Reprenons le domaine o mais choisi de telle sorte que H; soit

(4%) On formera d’abord un ensemble E, ouvert, effilé en Q,, contenant (CQ — Q,) puis
on agrandira (GE, — Q) en réunissant des voisinages ouverts assez petits de ses points
pour former un ouvert dont un domaine composant répondra & la question.
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bornée (**). Introduisons f, >> o résolutive bornée croissant et ten-
dant vers /. H% notée ¢, tend en croissant vers H? notée ¢ et dans

on a o,—H;, et ¢ = H"(¢, et ¢, bornées, étant sur » prolongées
arbitrairement en Q,). Gomme les pseudo-limites de H:, et H¢

sont f 0, dpy, et f oduy,, la pseudo-limite de H? ou Hy vaut la
limite pour n— o, de la pseudo-limite de Hs, ou H7, ¢ ‘est-a-dire la
limite de ﬁ [udug, ou enfin f Sfdv.q.

£) Si f est > o résolutive et tend vers - en Q,, H; admet
une pseudo-limite f Sduq,

D’apres la proposition du cas simple analogue au lemme 5, il y a
une pseudo-limite égale a la limite inférieure de H; en Q, et si elle

est finie, elle vaut bien f Sfdu,,. Il reste donc & voir que si

Hy—~—+enQ, [flpg,=+ .

Dans cette hypothése, soit ¢ un voisinage ouvert de Q, tel que f
et H; y majorent K arbitrairement choisi > o et prenons sur SAQ

un compact E tel que (3/\()) —E admette une mesure-p3, (rela-
tive & Q, et & 3, =3 A Q) qui soit moindre que ¢ arbitraire > o. Soit
/f+ (bornée) égale a I’enveloppe inférieure de f et d’une constante 7 et

sur %1 la fonction ¢, (bornée) valant H? dans Q et f, sur O d'on
H2 — H2 dans 9,. Alors [fdpQ etf ¢ dpd, sont égaux comme

valeur de la pseudo- limite de H% ou HX. Prenons ) majorant

% et assez grand pour que H% majore —12— sur E. Alors

f o dul > —(1 —).

D’ou f Sdug, f Sidpg, > I: (¥ —¢) quantité arbitrairement

grande.

1) Si f est > o résolutive, H} admet une pseudo- hmlte/fdyQ
Il suffira de former une fonction ¢ sur Q, > o, tendant vers + oo

(46) On trouvera d’abord un ensemble E de Q sur lequel H; est bornée, tel que EUQ,
soit compact et de complémentaire effilé en Q,, pms on Pagrandira (et on retiendra seule-
ment si I'on veut un domaine composant).
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en Q, et sommable-y, , ce qui est banal. On appliquera (¢4) & ¢ et
4 f~o et on pourra conclure pour H,—H, ,—H..
On passe de 13 aussitdt au cas général de f résolutive.

Remarque. — Pour que toute fonction résolutive 2= o admetle en

Q, une pseado-limite finie, il faut et il suffit qu’au voisinage de Q,, O
soit polaire.

La suffisance est évidente. S'il y a des points réguliers voisins de
Q,, voyons qu'il existe une donnée-frontitre 2> o dont la solution
tend vers 4+ co en Q,. il exisle un point P extérieur a Q, on
chargera une suite de points réguliers tendant vers Q, de masses
ponctuelles > o, a total fini, de potentiel — /4, infini en Q, et on

remarquera que ce potentiel, borné inférieurement sur ( vaut dans
Q la solution associée. On passe au cas général en Otant de © une
petite sphére de centre P, utilisant le résultat précédent puis appli-
quant la méthode alternée (*'). :
Comme conséquence, on verra aussitdt que pg (e)/y(e) ne reste
compris entre deux nombres finis fixes > o quand e décrit les

. * . .
ensembles de mesure harmonique =0, que si Q est polaire au voi-
sinage de Q,.

Exrtenston. — Si pour f  quelconque, les semi-intégrales f Sdug,s

ffdy% (**) ne sont pas infinies de signes contraires, H, et ﬁ}—admet—

tant en Q, des pseudo-limites égales i ces semi-intégrales respectives.

D’ailleurs si Hy=—— oo on wvoit directement aussitdt, sans hypothése
supplémentaire, que ffdy% — — o valear de la pseudo-limite évi-
dente. —

On formera f, bornée supérieurement, semi-continue supérieure-
ment, croissante, de limite o, et telle que Iif;.”’ H; et

ffndHQo - '/fds“-Qo-

(*") On s’appuiera sur la remarque suivante : soit dans { un compact ¢ (si I'on veut de
complémentaire connexe) ; si une fonction harmonique u dans Q est solution pour Q — o
et une donnée-frontiére valant u sur ;, c¢’est la solution pour Q correspondant a la donnée
égale & la précédente sur Q. _

Cela s’étend d’ailleurs aux H, H et au probléme ramifié et se démontre par usage con-
venable du procédé alterné. B

(*®) Semi-intégrales de Daniell & partir des fonctions finies continues, c’est-3-dire que la
premiére par exemple est la borne supérieure des intégrales des fonctions minorantes, bor-
nées supérieurement et semi-continues supérieurement.

a
1o
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Si ffd("oo< ~ o0 ou si /:fdy.Qo > — o0, On verra que /f:dyqo
et /fn—d(J'Qo ont des limites non toutes deux infinies de sorte que o

est sommable -4, au sens large avec
S hdea,—~ [oduq, dow  [odug, = ffiuq,.

Si H; est fini, ¢ est résolutive et Ho ou H; admet la pseudo-
limite fcpd.qu ou ffd{LQo. 7

Enfin supposons H;——+ oo d’ou pseudo-limite + oo. Voyons
que/foluQ — 1 . En eftet Hf—-—l— o donce /fduQ —- o etd
cause de 'hypothése de 'énoncé : ffduQ > — 0.

Par suite, & partir d’'un certain rang, ff,,d‘um. est finie, de sorte
que f, est résolutive décroissante ; alors H;» ——+ oo et lim. f7 n’est
pas résolutive, ce qui impose flim. Sudipg, —-+ oo. On conclut
que f Judu.q, dépasse tout nombre fini pour n assez grand, d’ou le
résultat.

Lemme 7. — Si pour f quelconque, lun des H;, H,; est fini, son
quotient par Wy (M) (défini au début du n° 19) admet en Q, une
pseudo-limite nulle.

St H; par exemple est fini, il existe ¢ résolutive telle que H,—H;, et

on se ramenera donc au cas de f_>o résolutive que nous allons
traiter progressivement.

) Si de plus f est bornée hors de tout voisinage de Q, et majorée
par KW, dans un voisinage de Q,, on conclut en se ramenant au
cas connu de f—= W, (voir article V) en réduisant si I'on veut Q &
son intersection par un voisinage de Q).

SfQ) ' %
Supposons L=/ 5 oo pour Q — ).
k") PP O ‘NTQG(Q) —+ PO Q Qo(QE )

D’abord H;/W ne peut tendre vers + oo, sinon H; serait une fonc-
tion harmonique >> o au voisinage de Q, tendant vers —+ oo plus
vite que W, ce qui entrainerait la régularité de Q, (V01r article II1

n° 14).

Ainsi lim. inf. D —2 fini et d’apres (/) il y a une pseudo-
T W, (M)
imite .

En raisonnant comme plus haut (note 46) on trouvera un domaine
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partiel de type o sur la frontiére duquel (Q, excepté) W}-IL est borné.

Qo
Or, si o — H?, H? vaut H® dans » et on conclut en appliquant («) a
; o s ¢ pPpiq
Hs.
v) Le cas général s’obtient en ajoutant & f une fonction ¢ résolu-

tive > o telle que —2_ tende vers -+ oo en Q,. car il suffira d’appli-
quer (6) A f+o. @

La formation de o est banale, puisque W, (Q) est résolutive, c’est-
a-dire sommable pour la mesure harmonique.

Remarque. — L’usage de la transformation de Kelvin permet,
plus rapidement qu’une étude directe, d’expliciler pour >3 des
propuetes relatives a Q dont R est pomt frontiére non négligeable,
c’est-d-dire tel que CQ donne par inversion de pdle O un ensemble
effilé en O (Un cas particulier est celui ot G(Q U R.) est effilé en R.).
Atnsi le lemme 7 se complete dans ce cas par la propriété que H; ou
H fini admet comme fonction du point inversc M’ une pseudo-
hmlte en O égale a f(R,) nécessairement fini (ce qui entraine par
exemple une qu351—11m1te en & de méme valeur pour la fonction de
M). On utilisera pour cela 1° la conservation par transformation de
Kelvin, de pdle O hors Q, de la solution pour un f nul en R_ (la
transformée de f étant aussi prise nulle en R_s'1l y a lieu) ; 2° une
étude de la solution pour f nulle sauf en $i_, qui rentre dans le prin-
cipe des singularités positives approfondi dans l'article qui suit.

22. — Il sera facile maintenant de traiter la question analogue du
probléme ramifié.

Tugoriime 17. — a) Si 0 est bornée continue sur &y et &% irrégu-
lier (ce qui exige Q,# R, st = > 3), H; admet en Q, une pseudo-
limite qui permet de définir comme fonctionnelle de 0 prolongée, une
intégrale de Daniell Jg, et une mesure correspondante pg,. La mesura-
bilité harmonique ramifiée équivaut & la mesurabilité-p’q, (avec iden-
tité des ensembles de mesure nulle) et la mesure pg(e) majore Ky, (e)
(K constante dépendant du choixz de M) ce qui inclut que la somma-
bilité-py ou Jg entraine la résolulivilé.

b) N S sur &, est résolutive est sommable-Jf au sens lar qe, H’
admet en Q| une pseudo-hmztefme ou non égale & Iy (f). Plus géné—
ralement pour  f  quelconque, siles semi-intégrales de Daniell I¢.(f)
el 7,43(,(]') ne sonl pas infinies de signes contraires, H; et H admeltent en
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Q, des pseudo-limites respectivement égales & ces semi-intégrales.

(St Hy=— o0 on voit sans hypothése supplémentaire sur f que
Jig,(f) = — oo, valeur de la pseudo-limite).

¢) Si pour f quelconque l'un des E} H_} est fini, son quolient

par Wo (M) admet en Q, une pseudo-limite nulle (et on peut complé-
ter comme dans la remarque finale du n° a1) (*°).
Introduisons encore essentiellement un domaine partiel » tel que

BN

* . . . . . A
wc(QuQ,) et dont Q, soit point-frontiere irrégulier. Grice &
H; —H;, ou 6, vaut H;* dans Q et & 'étude des cas simples, on voit

que Hj admet une pseudo-limite Jy (8) qui satisfait bien aux condi-
tions permettant de définir une intégrale de Daniell & partir des 6 et
de Jg,(0). La classe T, de Daniell sera formée des fonctions ¢ bor-
nées inférieurement, semi-continues inférieurement sur &,. Utilisant

encore o et des passages a la limite, on voit que H; admet une
pseudo-limite égale & Jy (V), puisque la sommabilité-J,, entraine
la résolutivité (*°), tandis que si f est bornée, la résolutivité entraine
la sommabilité-Je,, avec pseudo-limite Jo(f)(*'), ce qui permet
d’étudier tout comme dans le cas simple la mesure p, correspondant
a Jg,, tout en développant les mémes considérations sur la mesure
qu’au numéro 12.

On pourra alors obtenir (b) en adaptant pas & pas les raisonne-
~ments du cas simple, mais on peut abréger et obtenir 'analogue du
lemme 6 en utilisant ce lemme et un domaine partiel auxiliaire o (le
cas de /> o se traitant alors aussitét par passage a la limite sur le
cas borné). Ce méme procédé avec w réussit immédiatement pour
étendre le lemme 7 et achever ainsi la démonstration.

(%) Précisons & ce propos que 1’ensemble e des €9 pour un Q fixé est de mesure rami-
fide nulle sauf si t2> 3, Q =R et si R est de mesure simple w 5% o, dans quel cas la
mesure ramifide de ¢ vaut u. et aussi la mesure ramifiée d’un seul des 42, celui qui cor-
respond par inversion au point irrégulier du probléme ramifié en O (conséquence comme
plus haut du principe des singularités positives).

(3%) On prend g, > f bornée supérieurement, semi-continue supérieurement, croissante
telle que J o (9n) > I (f) et dn < f, bornée inférieurement, semi-continue inférieurement
décroissante, telle que Jg (Yn) = Je (f). Alors E?lm H{Ln sont finis pour n assez grand ct
H;"_.:," de limite harmonique, soit > o soit nulle, a une pseudo-limite tendant vers 0. En
la considérant dans w, on voit que lim. H:_,n_;n ayant unc pseudo-limite nulle doit étre
nulle d’ou le résultat.

(31) On prend ¢,, 4n des mémes types semi-continus, mais telles que an et H"tf,, tendent
vers H}: on voit que, H.?,n_?n bornée tendant vers o, sa pseudo-limite qui vaut

Jea(dn) — Igo(2n)

tend vers 0.
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VIII. — RELATIONS AVEC LA REPRESENTATION CONFORME

23. — Considérons dans R, un domaine Q simplement connexe
¢’est-a-dire dont la fronticre Q est connexe. La condition que CQ
soit non polaire équivaut & ce que Q contienne plus d’un point (**),
critere classique pour qu’il soit représentable conformément sur le
domaine circulaire unité D.

Etudions alors dans cette hypothese les applications biunivoques
conformes de Q sur D qui se déduisent toutes de I'une d’elles, T,
par des transformations homographiques conservant le cercle.
I’étude ancienne bien connue de la transformation des arcs d’acces
a la frontiére dans Q exprime au fond :

Tukorime 18. — L’image par T de U, (n° 3) est plus fine que la
structure uniforme euclidienne de D. Par complétion, T se prolonge en
une application uniformément continue mais de plus biunivoque de ©
dans D. Ainsi aux arcs d’un £ correspondent dans D des arcs de méme
ewtrémité & sur D et il y a application biunivoque (uniformément con-
tinue) de & sur une partie & de D.

I1 suffit de reprendre & peu prés de vieux raisonnements (**) basés

sur des propriétés que 'on obtiendra ici comme conséquences faciles
du lemme suivant :

Lemue 8. — Soif dans R, un domaine Q0 de complémentaire non
polaire et «w un domaine partiel. Notons p.(M) la mesure harmonique de

* *
QN Co relativement & Q. Alors soit u <o sousharmonique dans Q,

majorée sur w0 par la constante K <L 0. On aura : a(M) < Kp(M)
pour Méw.

Si ¢ sur & vaut o sur Q et K sur 1 Q, u<_H; dans ». Prolon-
geons cette fonction H* par K hors » dans Q. On obtient une fone-

3 . . . ’ N * *

tion quasi-sousharmonique majorée par HE ot ® vaut o sur Qnw
. ,

et K ailleurs sur Q, d’ou le résultat.

(®%) Car un ensemble polaire connexc de R, contient au plus un point & cause de son
effilement en chaque point (Si dans le plan un enscmble est effilé en O 54, il y a des
circonférences arbitrairement petites de centre O ne rencontrant pas ’ensemble) (Voir
J. de Math,, XIX, tg94o, page 334).

(*) Voir par exemple MonrEL, Legons sur les familles normales (Paris 1g27), chapitre 1v.
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ConstiQuence. — Prenons une suite de v, contenant un point
fixe P, tels que le p correspondant soit en P, 2> 2 > o fixe. Si u bor-
née supérieurement dans Q vaut — oo ou est sousharmonique et s1

elle est majorée sur :»n nQ par K, —— o, alors u = — o partout.

Extension. — On peut supposer que la condition u <K, n’est
* - A . P
peut-&tre pas vérifide en des points de v, N Q a distance (en mélrique

de ET) < ¢,— 0 d’'un compact e (de S*l) dont la mesure harmonique
est nulle relativement & Q (cas particulier, utile pour la suile, de e
formé de deux points).

Il suffit en effet d'associer & e une fonction soushar rmonique » < 0
dans Q, tendant vers — oo aux points de e et de considérer u—+v
qui satisfera alors aux conditions de ’énoncé précédent.

Dans R, on pourra considérer f{z) holomorphe dans Q, de module
borné et prendre u=log |f(2)|.

On appliquera ces résultats pour établir le théoréme 18 par con-
-tradiction en prenant pour cet f(z) des fonctions o(z) —% ou o
apphque Q sur D ou bien D sur Q préalablement transformé en
domaine borné par une correspondance conforme simple.

Ainsi, si la premiére partie de I'énoncé était fausse on formerait
par des extractions de suites, deux suites de points M,, P, de Q

*
(borné) convergeant dans R, vers un point Q de £ ¢l appartenant a
un domaine partiel «, dont le diamétre dans une métrique compa-
tible avec U, tendrait vers o, tandis que les images M, P, tendraicnt

vers M’ et P’ distincts de D. Inlrodmeons alors un arc y, joignant
M, et P, dans «,, et son image v, prolongée selon y, fermé par les
segments joignant M, et P, & M’ ot P’ On apphquera le lemme en
prenant pour , le domaine partiel de D séparé par y, et contenant le
centre de D, et choisissant f(2) égal & o(z) — % ot ¢ applique D sur Q et
ou X vaut l'affixe de Q. On aboutiraita o(z)==) contradiction cherchée.

On montrera la biunivocité du théordme 18 par un raisonnement
analogue en remarquant qu'une coupure de Q le partage en deux

n?

domaines dont les frontieres rencontrent O suivant des ensembles
de mesure harmonique > o.

* .
2. — Leume 9. — Sur D, & est borélien et son complémentaire
est de mesure nulle (sur la circonférence) (**).

(3%) Celte propriété de la mesure rentre dans des résultats plus précis de MU' I'rrraND
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Comme & est un espace métrique complet de base dénombrable,
il résulte d’'un théoréme de Souslin (*) que & obtenue par applica-
tion continue biunivoque est non sculement analytique, mais boré-
lien.

Considérons alors u sousharmonique dans D, bornée supérieure-
ment, admettant en tout point-frontiere de & une limite supérieure
<L o. Il suffit de voir que u<C 0, ce qui résulte du lemme I en consi-
dérant dans Q la transformée de u par T.

Tutorime 19. — Considérons Q appliqué sur D par la transforma-
tion T prolongée par (-—4'). Soit f une fonction réelle quelconque
sur &, g une fonclion sur D devant seulement étre égale a f(i) en
tout &'. Alors aux poinls correspondants de Q, D :

Hp=H), HP=H;

On raisonnera un peu comme au théoréme 2.

Les seconds membres sont indépendants du choix de ¢ hors &';
en considérant les fonctions dont ils sont les enveloppes, il est
d’abord immédiat que

H) < e < Hp < HD
Considérons de méme une fonction u de I, et sur & la fonction

o ==lim. sup.gu </ qui est semi-continue supérieurement.
Mga, M> ¢

Sa transformée Y(4') == o(%) prolongée par exemple par o hors &

est bornée supérieurement et mesurable sur D, par exemple parce
que borélicnne (*°).

D’ou HY —HP.
Par suite u<<HP <THD Hy et Hf<CH.

D’ou la premidre égalité cherchée.
25. — L’image U, par T de la structure uniforme euclidienne de

(thése ou Ann. Ee. N., 1942) et surlout de Durreswoy |[C. R., t. 220 (1945) p. 189 et
rectification C. R., t. 222 (1946), p. 946 ; développement dans deux articles du Bull. Sc.
Math., t. 69 (1945), p. 21 et p. 117].

(%) Voir par exemple Kuratowsx1, Topologie (loc. cit.), p. 251.
" (3%) L’ensemble ot ¢ <C « variable, image continue biunivoque d’un ouvert est borélien
(voir note 53)
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D est une structure indépendante de T et Mazurkiewicz(*') en a

d’ailleurs donné, par une métrique, une définition directe qui met

en évidence que U, est moins fine que U, (premiére partie du théo-

réme 18). On sait que les bouls premiers de Q s’obtiennent comme

éléments de complétion selon Uy ; pour T fixé, leur exemple corres-
*

pond donc biunivoquement & D, et une partie & &', donc aussi a &
indépendamment de T (on dira que ces bouts sont associés aux &) (**).

Relativement au point A de Q correspondant au centre O de D
par T, la mesure conforme (**) d'un ensemble e de bouts premiers de

_ ; . z 4 ’
Q est la mesure sur la circonférence D de I’ensemble correspondant.

sur ]3 (ce qui est indépendant de T pourvu que A et O se correspon-
dent). On définira méme ainsi la mesure extérieure (intérieure) et
T'on voit d’apres le théoréme 19 qu’elle vaut le produit par 2ax de la
mesure harmonique ramifiée extérieure (intérieure) en A de V'en-
semble des £ dont les bouts premiers correspondants apparliennent
de.

Ainsi retrouvera-t-on aisément par la théorie du probléeme de
Dirichlet ramifié des résultats connus sur la mesure conforme. Outre
le résultat signalé au lemme ¢, indiquons par exemple cet énoncé
(Ostrowski-M" Ferrand) (*):

L’ensemble des bouts premiers associés aux £° dont le Q appar-
tient 3 un ouvert d est vide ou de mesure conforme > 0.

Voyons donc qu’ici U'ensemble des 49 pour lesquels Q<3 est vide
ou de mesure harmonique ramifiée > o. Cela vient déja d’aprés le
théoréme 2 de I'égalité de cette mesure avec la mesure harmonique
simple de 'ensemble des Q précédents et de ce que tous les points
de Q sont réguliers.

Mais, plus généralement, on a le méme résultat pour un ouvert de
&, ce qui est contenu dans le théortme général (9).

(5) Mazurkiewicz, Uber die Definition der Primenden. Fundamenta Math., XAVI,
p- 273 Voir les extensions de Guonurr, C. R., t. 216 (1943), p. 330.

(®%) De maniére directe, dans Q une classe d’équivalence de filtres de Gauchy selon
%a contient au plus une classe d’équivalence de filtres de Cauchy selon Un (d’aprés la
biunivocité du théoréme 18), cc qui traduit qu’a un bout premier est associé au plus un
%¥. — Voir des précisions dans la thése de MlUe Frrranp et, dans son article « Eiude de
la correspondance entre les fronti¢res dans la représentation conforme », Bull. Soc. Math.
de France, t. 70 (1942).

(*%) Voir M!e Ferranp, Bull. Soc. Math. (loc. cit).



