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Séminaire B O U R B A K I 

63 e année, 2010-2011, n° 1038, p. 317 à 337 

Avril 2011 

S E C T I O N S R A T I O N N E L L E S D E F I B R A T I O N S S U R LES 

S U R F A C E S E T C O N J E C T U R E D E S E R R E 

[d'après de Jong, H e et Starr] 

par Claire V O I S I N 

I N T R O D U C T I O N 

Soit / : X —> B un morphisme surjectif, où X et B sont des variétés projectives 

lisses définies sur un corps algébriquement clos k. La fibre générique X^ est une variété 

projective définie sur le corps de fonctions K = k(B). Concrètement, donnons-nous 

un plongement X C B x FN. Au-dessus d'un ouvert affine dense U de B, les équa­

tions définissant X sont des polynômes homogènes Pi en les variables X o , . . . ,XN à 

coefficients dans l'anneau de fonctions polynomiales k[U]. Alors X^ est la sous-variété 

de définie par les mêmes équations Pi, vues dans K[XQ, . . . ,XN], K étant par 

définition le corps de fractions de k[U]. Cette fibre générique est lisse sur K si le corps 

k est de caractéristique zéro. Les if-points de XV, c'est-à-dire, dans les notations 

précédentes, les TV + 1-uplets (ZQ, . . . ,IN) n o n identiquement nuls d'éléments de K so­

lutions des équations Pi(lo,..., IN) = 0 (considérés à homothétie près), correspondent 

bijectivement aux sections rationnelles a : B --•• X de / . Lorsque la base B est une 

courbe lisse, tout morphisme rationnel B Y, où Y est projective, est en fait un 

morphisme, et donc les if-points sont les sections de / . Cette traduction élémentaire 

met en relation des problèmes de nature diophantienne d'une part (trouver des so­

lutions d'équations polynomiales sur un corps non algébriquement clos) et de nature 

géométrique d'autre part (construire une section (rationnelle) d'un morphisme). 

Lorsque le corps k est le corps des nombres complexes, on peut aborder le versant 

géométrique du problème par des méthodes topologiques ou de théorie de Hodge, et 

ceci permet de décrire des obstructions explicites à l'existence de sections, comme on 

le verra dans le paragraphe 1.2. Dans certains cas, et même lorsque la base est une 

courbe, non seulement il n'existe pas de sections, mais encore le P G C D des degrés 

des multisections rationnelles (ou encore l'indice de la fibre générique, cf. paragraphe 

1.2) ne vaut pas 1, et pourtant toutes ces obstructions s'annulent. 
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318 C. VOISIN 

Ce type de problème peut être considéré en particulier pour des fibrations locale­

ment triviales, où « localement » signifie pour la topologie étale. La trivialité locale 

signifie donc que la fibration devient triviale sur des revêtements étales d'ouverts de 

Zariski de la base. En particulier on peut considérer les torseurs sous des groupes, 

qui géométriquement sont des fibrations admettant une action d'un groupe ou d'un 

schéma en groupe sur la base qui deviennent triviales (c'est-à-dire isomorphes au 

produit B x G ou au schéma en groupes en question) dès qu'elles ont une section. 

Même si le groupe G est connexe, on peut aisément construire de tels torseurs loca­

lement triviaux pour la topologie étale mais non dans la topologie de Zariski (voir 

paragraphe 1.2). La non-trivialité locale dans la topologie de Zariski est dans ce cas 

équivalente à la non existence d'une section rationnelle, ou encore d'un iiT-point de la 

fibre générique. 

Pour obtenir des exemples projectifs, on considère certaines fibrations en variétés 

homogènes correspondant à ces G-torseurs. On verra en fait dans le paragraphe 3.1 

que la trivialité d'un G-torseur peut souvent se ramener à l'existence d'une section 

(ou point rationnel) d'une famille de variétés homogènes projectives associée, par un 

argument classique de réduction du groupe structurel. Les exemples typiques sont 

donnés par les variétés de Brauer-Severi, qui sont des fibres en espaces projectifs loca­

lement triviaux pour la topologie étale, mais n'admettent pas de sections rationnelles, 

et en particulier, ne sont pas obtenues en projectifiant un fibre vectoriel algébrique. 

Ce sont des fibrations en variétés homogènes associées à des G-torseurs, où G = PGln 

(cf. [3]). Les variétés de Brauer-Severi non triviales n'existent pas sur les courbes (cf. 

[12]). Elles existent en abondance sur les surfaces, comme le montre le calcul explicite 

du groupe de Brauer (cf. paragraphe 1.2). Dans [20], Serre conjecture la trivialité des 

G-torseurs sur les corps de fonctions de surfaces définies sur un corps algébriquement 

clos lorsque le groupe algébrique G est connexe, semi-simple et simplement connexe. 

Cette conjecture a été montrée dans de nombreux cas (cf. [9]) par des méthodes de 

cohomologie galoisienne et de classification des groupes. L'une des contributions de 

l'article [14] de de Jong, He et Starr décrit ici est d'une part de compléter la dé­

monstration (cf. paragraphe 3.1) et d'autre part de donner une approche totalement 

différente, complètement géométrique, du problème. 

La trivialité des variétés de Brauer-Severi sur les courbes n'est qu'une partie d'une 

série d'énoncés ([11], [10]) de généralité croissante (cf. section 1.2) concernant l'exis­

tence de sections rationnelles de morphismes projectifs / : X —> B avec B lisse. Le 

théorème suivant concernant le cas des familles d'intersections complètes est dû à 

Tsen et Lang (cf. [11]) : 
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T H É O R È M E 0.1 . — Toute intersection de r hypersurfaces Y i , . . . , Yr de degrés respec­

tifs di,... ,dr dans P^, K = k(B), possède un K-point si k est algébriquement clos 

et YTi=i df <n, où d = dimB. 

Lorsque la base est une courbe, c'est-à-dire d = 1, la condition numérique 

Y^i=i di < n est équivalente au fait que les fibres sont des variétés de Fano, à 

supposer qu'elles soient lisses. Le théorème a été généralisé dans ce cas par Graber, 

Harris, Starr (voir théorème 1.3) sur C, puis par de Jong et Starr en caractéristique p 

[15]. Le théorème 1.3 énonce l'existence d'une section pour toute famille de variétés 

rationnellement connexes (cf. 1.1) sur une courbe lisse, ce qui montre aussi de façon 

inattendue l'absence de toute obstruction cohomologique à l'existence d'une section, 

et entre autres l'absence de fibres multiples pour une telle fibration. 

Le principal résultat de [14] fournit des conditions sur la fibre générale d'un mor-

phisme projectif surjectif / : X —• B, où X est muni d'un fibre en droites relativement 

ample L, et B est une surface lisse sur C (ou n'importe quel corps algébriquement 

clos de caractéristique 0) , garantissant l'existence d'une section rationnelle de / . 

T H É O R È M E 0.2. — Si la fibre générale X\> de f satisfait : 

(i) il existe un entier n tel que la famille Bn,x,y paramétrant les « chaînes de n 

droites libres » joignant x à y dans Xb soit non vide et rationnellement connexe pour 

x, y généraux dans X^. De plus, pour un point général x G Xb, la variété des droites 

de Xt, passant par x est rationnellement connexe ; 

(ii) la variété Xb (polarisée par Lb = L\xh) possède une surface réglée « très tor­

due », 

alors f admet une section. 

Dans la condition ( i ) , les droites sont dites libres si leur fibre normal dans la fibre Xb 

est engendré par ses sections globales. Cette condition est automatiquement satisfaite 

si les fibres Xb sont des variétés homogènes. 

On renvoie au paragraphe 2.3 pour un énoncé précis de la condition (ii). Elle dit 

qu'il existe un morphisme <j> : E —> Xb où E est une surface fibrée en droites sur P 1 , 

c'est-à-dire admet un morphisme TT : E —• P 1 dont les fibres T,t sont isomorphes à P 1 

et satisfont deg(/>*L| S t = 1, tel que le fibre normal du morphisme (<j>, 7r) de E dans 

Xb x P 1 soit suffisamment positif. 

Le rôle de la condition (i) dans la démonstration est facile à voir (cf. paragraphe 

2.2). La condition (ii) est plus difficile à comprendre (cf. paragraphe 2.3). Néanmoins 

l'optimalité du théorème de Tsen-Lang (cf. [11]) montre qu'il existe des familles d'hy-

persurfaces cubiques dans P 8 paramétrées par une surface et ne possédant pas de 

section rationnelle. Or, si X est une hypersurface cubique lisse dans F8 et x, y e X 

deux points généraux, la variété des droites de X passant par x est une variété de 
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Fano (c'est l'intersection complète d'une quadrique et d'une cubique dans P 6 ) , et il 

n'est pas difficile de montrer que la variété paramétrant les chaînes de deux droites 

joignant x à y dans X est aussi une variété de Fano. Donc la condition (i) est satisfaite 

par les hypersurfaces cubiques de P 8 et on conclut que la condition (i) seule n'est pas 

suffisante pour garantir l'existence de sections. 

L'application du théorème 0.2 à la conjecture de Serre est obtenue en montrant 

que les variétés homogènes X = G/P avec p(X) = 1 satisfont les conditions (i) et (ii). 

Remerciements 

Je remercie Jean-Louis Colliot-Thélène, Jason Starr, et Olivier Wittenberg pour 

leurs commentaires qui m'ont permis d'améliorer une version antérieure de ce texte. 

1. E X I S T E N C E E T N O N - E X I S T E N C E D E S E C T I O N S 

R A T I O N N E L L E S 

1.1. Variétés rationnellement connexes 

Les variétés rationnellement connexes ont été introduites par Kollâr, Miyaoka et 

Mori dans [19]. On renvoie à [8], [17] pour plus de détails concernant cette sous-partie. 

Ces variétés sont caractérisées de la façon suivante : 

D É F I N I T I O N 1.1. — Une variété projective lisse Z définie sur un corps algébrique­

ment clos k est dite rationnellement connexe si pour toute paire de points x, y £ X(k), 

il existe des morphismes fa : P 1 —> X, i = 1, . . . , n et des points Pi, qi € P 1 tels que 

<t>Mi) = 0 i + i ( p » + i ) , i = 1 , . . . , n - 1 et fa(pi) = x, <t>n{qn) = y. 

Remarque 1.2. — En caractéristique 0, il y a d'autres caractérisations des variétés ra­

tionnellement connexes (cf. [8]), dont l'existence d'une courbe rationnelle <\> : P 1 —•> X 

très libre, c'est-à-dire telle que (j)*Tx soit un fibre ample sur P 1 . C'est cette dernière 

définition (dite de connexité rationnelle séparable) qu'il faut adopter en caractéris­

tique non nulle. Comme le théorème principal de l'article [14] n'est pas démontré en 

caractéristique non nulle, ceci n'est pas important pour ce texte. 

Les données ci-dessus, modulo les automorphismes fixant pi et qn de la courbe 

rationnelle obtenue en recollant n copies de P 1 via les identifications qi = Pi+i, 

i = l , . . . , n — 1, forment ce que l'on appelle une « chaîne de courbes rationnelles » 

joignant x à, y. Si la variété Z est munie d'un fibre en droites ample L, et que les 

morphismes fa satisfont deg</>*L = d, on parlera de chaînes de courbes rationnelles 

de degré d. Si d = 1 on parlera de chaînes de droites. Si le fibre en question est très 

ample, c'est-à-dire est la restriction du fibre 0 p r ( l ) via un plongement de Z dans 
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P r , les morphismes : P 1 —> Z tels que deg0*L = 1 sont les identifications de P 1 

avec une droite de P r contenue dans Z. Lorsque le fibre L n'est pas très ample (par 

exemple le fibre p* 0 ( 1 ) sur un revêtement ramifié cyclique p : Z —• P r de degré k dont 

l'hypersurface de ramification est de degré > k), cette terminologie de « droites » est 

abusive. Néanmoins le fait de considérer des courbes rationnelles de degré 1 garantit 

que les courbes «^(P 1 ) ne peuvent pas dégénérer sur l'union de deux courbes, ce qui 

est la propriété essentielle des droites : elles ne dégénèrent pas. Dans cet exposé, on 

supposera que le fibre L est très ample, ce qui facilite grandement la présentation. On 

pourra de ce fait parler de « variétés de droites dans X » ou de « variétés de chaînes de 

droites dans X » , comme étant des sous-variétés de grassmanniennes de droites dans 

P r , ou des sous-variétés localement fermées de produits de telles grassmanniennes. 

Des exemples très importants de variétés rationnellement connexes sont donnés en 

caractéristique 0 par les variétés de Fano ([2], [18], [7]), c'est-à-dire à fibre anticano­

nique ample. Par exemple les hypersurfaces Z C P r lisses de degré < r sont de Fano et 

donc rationnellement connexes (ce qui est très facile à voir dans ce cas). Le théorème 

suivant de Graber, Harris et Starr (dû à de Jong et Starr en caractéristique non nulle) 

généralise donc en caractéristique 0 le théorème de Tsen-Lang (théorème 0 . 1 ) : 

T H É O R È M E 1 .3 ([10], [15]). — Tout morphisme surjectif </> : Z —• B entre varié­

tés projectives définies sur un corps algébriquement clos, où Z est lisse, B est une 

courbe lisse, et dont la fibre générale est lisse rationnellement connexe (séparablement 

rationnellement connexe en caractéristique non nulle), admet une section. 

Ce théorème montre a fortiori l'annulation sous ces hypothèses des éventuelles 

obstructions de nature cohomologique ou locale, décrites dans le paragraphe suivant, 

à l'existence d'une section. 

1.2. Obstructions à l'existence de sections ; calcul de l'indice 

On se placera ici dans le cas de fibrations X —> B, où X et B sont projectives 

lisses définies sur C. Comme dans l'introduction, les sections rationnelles peuvent être 

pensées en termes de C(I?)-points de la fibre générique, mais on veut ici tirer parti 

de la topologie pour décrire des obstructions à l'existence de sections rationnelles. 

En fait, les obstructions qu'on décrira ici sont plutôt des obstructions à l'existence 

de multisections Bi C X, avec deg Bi/B = rrii, les m* étant premiers entre eux. On 

renvoie à [5] pour une discussion similaire dans le contexte de la cohomologie étale. 

Dans la terminologie des If-points, les Bi déterminent des points de Xv définis sur 

Ki, où Ki = C(Bi) et le degré d'un tel point sur K = C(B) est défini comme le degré 

de l'extension algébrique K C Ki. C'est aussi le degré sur B de la multisection Bi. 

L'indice I(XV) étant défini comme le P G C D des degrés de Ki sur K, où Ki est une 
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extension finie de K sur laquelle il existe un point rationnel de Xv, on peut traduire 

(cf. [21]) la question précédente sous la forme : 

Décrire des obstructions à ce que I(XV) = 1. 

Notons qu'il existe des exemples où il n'existe pas de sections mais où l'indice de 

la fibre générique vaut 1 (cf. [22]), ce qui montre que les deux problèmes (existence 

de sections rationnelles, ou encore de If-points, et indice 1 ) ne sont pas équivalents. 

On renvoie à [9] pour une discussion de ce fait dans le cas des G-torseurs. 

L'obstruction la plus simple est de nature locale, et provient de l'existence de fibres 

multiples. Supposons que la base B soit de dimension 1. S'il existe une section de / , 

pour tout point b de B, la fibre X^ admet au moins une composante réduite (celle par 

laquelle passe la section). Si l'indice de Xv vaut 1, pour tout point b de B, le P G C D 

des multiplicités des composantes de la fibre X^ vaut 1. 

L'obstruction la plus simple suivante est de nature topologique (et généralise en 

fait la précédente). Elle est donnée par le critère suivant (où l'on considère l 'homologie 

ou la cohomologie de Betti des variétés complexes associées) : 

L E M M E 1 . 4 . — Si I(Xrj) = 1, l'application / * : H2d{X,Z) —• H2d(B,Z) = Z, où 

d = d i m l ? , est surjective. 

En effet pour chaque multisection ji : B{ —• X de degré mi au-dessus de B, la 

classe d'homologie [S*] : = j»*[S»]fond € H2d(X,Z) satisfait /*[JB»] = rn^kond-

Cette obstruction purement topologique est non triviale dans certains exemples de 

variétés de Brauer-Severi donnés par des fibres X —> B de fibre isomorphe à P 1 (cf. 

exemple 1 . 7 ) . Le calcul de la flèche / * : H2d(X, Z) —> H2d(B, Z) ou encore, par dualité 

de Poincaré, du morphisme de Gysin / * : H2(X,Z) —> H°(B,Z) est fort simple car 

la suite spectrale de Leray de / est sphérique, avec Rzf*Z = 0, pour i ^ 0 , 2 et 

R°f*Z ^ Z, R2f*Z = Z. 

La suite spectrale de Leray est donc dégénérée en Es et fournit une suite exacte 

longue : 

... H2(X, Z) h H°(B, Z) ^ H3{B, Z).... 

Ainsi l 'obstruction topologique donnée par le lemme 1.4 à ce que I(XV) = 1 vit 

dans H3(B, Z) et c'est en fait un élément de 2-torsion, vu que le fibre canonique relatif 

KX/F1 e s t de degré —2 sur les fibres, ce qui garantit l'existence de multisections de 

degré 2 au-dessus de B. 

Une obstruction plus fine, car faisant intervenir non seulement les groupes de co­

homologie mais aussi leurs structures de Hodge, vient de la théorie de Hodge : 

L E M M E 1 . 5 . — Si I(XV) = 1, l'application /* : Hdg2d(X,Z) —> Hdg2d(B,Z) = Z, 

où d = dim B, est surjective. 
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Ici on utilise la décomposition de Hodge sur H2d(X,C) = H2n~2d(X, C), 

n = d i m X , et on définit Hdg2d(X,Z) comme l'ensemble des classes de cohomo-

logie entière de degré 2n — 2d qui sont de type (n — d,n — d) dans la décomposition de 

Hodge. Le lemme 1.5 résulte immédiatement du fait que, pour chaque multisection 

Bi de / , la classe [Bj\ est dans le sous-groupe Hdg2d(X,Z). 

Ce lemme permet entre autres de décrire de façon plus fine les obstructions de 

type Brauer (cf. [12]) : dans l'exemple ci-dessus des fibres en P 1 , on s'intéresse main­

tenant à l'image de / * : Hdg2(X,Z) —> H°(B,Z). Supposant qu'on a la surjectivité 

de la flèche / * : H2(X,Z) -> H°(B,Z), on dispose d'une classe entière a G H2(X,Z) 

telle que f*a = 1B- Cette classe a est définie à f*H2(B,Z) près. Comme le groupe 

H2(X,Z)/Hdg2(X,Z) s'envoie injectivement dans H2{X, QX) = H2(B,0B), l 'obs­

truction est donc la classe ô G H2(B, 0B)/H2(B,Z). C'est la partie non topologique 

de la classe de Brauer, c'est-à-dire de l'obstruction à ce que I(XV) = 1. Notons que, 

dans ce cas, le lemme 1.5 décrit entièrement la classe de Brauer, du fait que la conjec­

ture de Hodge est satisfaite par les classes de Hodge entières de degré 2, de sorte que 

Hdg2(X,Z) est bien l'ensemble des classes de diviseurs de X. 

Remarque 1.6. — La description donnée ci-dessus de l'obstruction à la trivialité d'une 

variété de Brauer-Severi fibrée en P 1 est valable en fait pour les variétés de Brauer-

Severi de toute dimension. Ceci est dû au fait que pour une variété X définie sur un 

corps K, et isomorphe à P n sur K, l'existence d'un point x G X(k) est équivalente 

à l'existence d'un fibre en droites L sur X défini sur K tel que L^- soit isomorphe à 

éMi). 

Exemple 1.7. — Prenons une surface d'Enriques E. Il existe un élément de 2-torsion 

dans H3ÇE, Z) qui détermine canoniquement, du fait que H2(T,, © s ) = 0? u n e fibration 

P —> E en P 1 sur E, dont la fibre générique est d'indice 2 sur C(E) . (L'existence 

de cette variété de Brauer-Severi fibrée en P 1 est par exemple une conséquence du 

travail de de Jong [13], voir [3, Théorème 3.13].) Sa classe de Brauer est non triviale 

et correspond à l'obstruction fournie par le lemme 1.4. Considérons maintenant le 

revêtement universel (étale de degré 2) p : S —• E, où S est une surface K3. L'image 

inverse Ps —> S a maintenant une classe topologique de Brauer triviale car H3 (S, Z) 

est nul. Pour décider si Ps admet une section rationnelle ou non, il faut appliquer 

le critère 1.5, et il est montré dans [1] que la réponse dépend en fait de la surface 

d'Enriques considérée. 

Pour les classes de Hodge de degré > 4, on dispose de nombreux contre-exemples 

à la conjecture de Hodge pour les classes entières (cf. [23] pour une obstruction 

calculable topologiquement, [16] pour des exemples beaucoup plus mal compris). De 

ce fait, le lemme 1.5 ne fournit pas une condition nécessaire et suffisante pour que 
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l'indice soit égal à 1 (cf. exemple 1.8). On renvoie à [6] pour une discussion de la 

relation, reposant sur le lemme 1.5, entre défaut de la conjecture de Hodge pour les 

classes entières et indice pour des familles de variétés sur une courbe dont les fibres 

Xt satisfont Hl(Xt,Qxt) = 0, i > 0. Notons que pour les variétés X uniréglées 

(c'est-à-dire balayées par des courbes rationnelles) de dimension 3, la conjecture de 

Hodge est vraie pour les classes entières de degré 4 d'après [24]. Ainsi, si on combine 

les résultats de [6] et [24], on conclut que I(XV) = 1, lorsque / : X —> B est un 

morphisme surjectif à fibre générale rationnellement connexe, B est une courbe lisse, 

et X est de dimension 3. Ceci est bien entendu impliqué par le théorème 1.3, mais 

l'argument ci-dessus est cohomologique. 

Pour conclure, mentionnons l'exemple suivant, où la condition du lemme 1.5 est 

satisfaite sans que l'indice soit égal à 1, et qui montre aussi que les théorèmes 0.1, 1.3 

et le théorème mentionné plus haut de [24] sont optimaux : 

Exemple 1.8. — Soit X C P 1 x P 3 une hypersurface très générale en modules de 

bidegré ( 3 , 4 ) . Notons / : X —> P 1 la restriction à X de la première projection. Alors 

pour toute courbe C C X, f\c : C —» P 1 est de degré pair. De façon équivalente, 

l'indice I{XV) est divisible par 2. 

Lorsqu'on suppose que la base est de dimension 2, les exemples donnés ci-dessus 

de variétés de Brauer-Severi non triviales montrent qu'il peut y avoir des obstructions 

non nulles de nature cohomologique, même avec une fibre des plus simples (comme 

P 1 ) à l'existence d'une section rationnelle. Le théorème 0.2 fournit des conditions 

garantissant l'existence d'une section rationnelle. Ces conditions ne portent pas seule­

ment sur la fibre, du fait que l'existence globale du fibre en droites L sur X entre 

également dans les hypothèses. En effet il est crucial pour la preuve du théorème 0.2 

de pouvoir travailler avec des « droites » dans les fibres (cf. paragraphe 1.1). Comme 

le montre clairement l'exemple des variétés de Brauer-Severi, l'existence globale de 

ce fibre L se restreignant au générateur du groupe de Picard des fibres Xt est en fait 

une hypothèse d'annulation pour une obstruction de type Brauer. 

1.3. Conjecture de Serre II 

La conjecture énonce la trivialité des G-torseurs sur un corps K parfait de dimen­

sion cohomologique < 2, lorsque le groupe G est connexe, semi-simple et simplement 

connexe. 

D É F I N I T I O N 1.9. — Soit K un corps et soit G un groupe sur K. Un G-torseur est 

une variété T définie sur K sur laquelle G agit, de façon que pour toute extension L 

de K et tout point t G T(L), le morphisme GL —> TL, g g -t soit un isomorphisme. 
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Les classes d'isomorphisme de G-torseurs sont décrites par les classes de cohomolo-

gie galoisienne HX(K,G). Ainsi la conjecture de Serre peut-elle être formulée comme 

une conjecture d'annulation de cohomologie galoisienne, bien que cela ne joue aucun 

rôle dans le travail [14] : 

C O N J E C T U R E 1 . 1 0 ([20]). — Toute classe de cohomologie galoisienne a G ^(K^G) 

est triviale pour un groupe G semi-simple simplement connexe sur un corps parfait K 

de dimension cohomologique < 2 . 

La dimension cohomologique du corps K est l'entier d minimal tel que i f* (L ,Z / / ) = 0 

pour tout nombre premier /, pour tout i > d + 1, et pour toute extension finie L 

de K. Les corps de fonctions K = k(S) de surfaces sur un corps algébriquement 

clos k sont de dimension cohomologique 2 . Lorsque k = C, cela résulte du fait que 

toute variété affine U de dimension 2 sur C a le type d'homotopie d'un C W complexe 

de dimension < 2 . En effet, la cohomologie de Betti de U à valeurs dans Z/Z, et donc 

aussi sa cohomologie étale, s'annulent donc en degré > 3 . La cohomologie galoisienne 

de K à valeurs dans Z / / est la limite directe des cohomologies étales des ouverts 

affines U de S à valeurs dans Z / / , d 'où la conclusion. 

On renvoie à [9] pour une description approfondie des principales contributions à 

cette conjecture. Dans les paragraphes 3 .1 et 3 . 2 , on expliquera comment le théorème 

0 . 2 permet de compléter la preuve de la conjecture de Serre pour les corps de fonctions 

de surfaces. Dans le cas où le corps K est un corps de fonctions k(B), où k est 

algébriquement clos, le groupe G correspond à un schéma en groupes *@ —» U sur un 

ouvert de Zariski de B. Il est plus facile d'étudier les G-torseurs lorsque $ est défini 

sur k, i.e. $ = Gjt x U. Le groupe G^ agit en effet dans ce cas sur chaque ^-torseur 

57", et, choisissant un sous-groupe de Borel H C G^, on peut construire à partir d'un 

tel U" un quotient 67"/if défini sur k(B). C 'es t a priori seulement à cette situation 

que s'applique le travail [14], mais il se trouve qu'en combinant le résultat dans le 

cas où le schéma en groupes est trivial et les résultats de [4], un argument astucieux 

expliqué dans l'introduction de [14] permet de conclure la preuve de la conjecture de 

Serre pour les corps de fonctions de surfaces. 

T H É O R È M E 1 . 1 1 . — Soit k un corps algébriquement clos. Soit K = k(S) où S est 

une surface définie sur k. Pour tout groupe G connexe, simplement connexe et semi-

simple défini sur K, tout G-torseur sur K est trivial. 
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2. D É M O N S T R A T I O N D U T H É O R È M E P R I N C I P A L 

2.1 . Stratégie 

La stratégie de la démonstration est très naturelle. Partons d'une fibration 

/ : X —> B où B est une surface projective lisse. Prenons un pinceau de Lefschetz 

de diviseurs amples sur J3, ce qui nous donne un morphisme TT : B —» P 1 à fibre 

générale lisse et connexe, où B est obtenue en éclatant B le long du lieu de base 

du pinceau. Pour t G P 1 , on notera Bt = 7 r - 1 ( £ ) , qui est naturellement contenue 

dans B et ft : Xt —» Bt la restriction de / à f~1(Bt). Pour t dans un ouvert de 

Zariski non vide U C P 1 au-dessus duquel TT est lisse, la fibration : Xt —• Bt satisfait 

les hypothèses (i) et (ii) du théorème 0 . 2 . De plus la base Bt et la variété Xt sont 

lisses, comme on le voit en appliquant le théorème de Bertini. Le théorème 0 . 2 sera 

obtenu à l'aide du lemme 2 . 2 comme conséquence du théorème 2 . 1 suivant. Soit C 

une courbe projective lisse, et soit / : Y —> C un morphisme surjectif, où Y est lisse. 

Soit L un fibre en droites ample sur Y. Pour tout entier d, les sections a : C —• Y 

de / telles que degcr*L = d sont paramétrées par un ouvert de Zariski Sd(f) d'un 

schéma de Hilbert de Y. On notera Sd(f) un modèle projectif lisse de Sd(f)- Pour 

toute section a comme ci-dessus, on dispose de l'élément <r*L G P i c ^ C , ce qui fournit 

un morphisme d'Albanese 

(1) ad : Sd(f) - P i c D C . 

On notera encore ad le morphisme Sd(f) —• P i c ^ C obtenu en composant l'application 

de désingularisation Sd(f) —> Sd(f) avec le morphisme a^. 

T H É O R È M E 2 . 1 . — Soit f : Y —» C un morphisme projectif et surjectif où C est 

une courbe lisse. Soit L un fibre en droites sur Y, relativement ample par rapport à f 

(c'est-à-dire dont la restriction aux fibres de f est ample). On suppose que le triplet 

( Y , / , L ) satisfait les conditions (i) et (ii) du théorème 0.2. Alors pour d suffisamment 

grand, il existe une composante distinguée S^(f) de Sd{f) telle que le morphisme 
ad • Sd(f) ~~* P i c ^ C e s t surjectif à fibres rationnellement connexes. 

Ici, le terme « distingué » signifie que si / : Y —• C et L sont définis sur un 

corps F, de sorte que Sd(f) est aussi défini sur F , la composante S%(f) de Sd{f) est 

aussi définie sur F. Pour les applications géométriques, le corps F sera le corps de 

fonctions de P 1 (voir démonstration ci-dessous), et faisant varier ft : Yt —> Ct avec 

t G P 1 , la composante irréductible « distinguée » S®(ft) est une composante qui n'est 

pas échangée par monodromie avec d'autres composantes de Sd(ft)i c e qui garantit 

qu'on dispose d'une famille <fd -> P 1 de fibre ^ t = S%(ft). 

P R E U V E D E ( T H É O R È M E 2 . 1 T H É O R È M E 0 . 2 ) — Au-dessus de P 1 , ou plutôt de 

l'ouvert U de P 1 au-dessus duquel 7r est lisse, on a la fibration P i c d (B/F1) —> P 1 qui 
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est un torseur sous la fibration jacobienne Jac (B/F1) —> P 1 . Pour des entiers d suffi­

samment grands et suffisamment divisibles, la fibration Picd (B/F1) —» P 1 admet une 

section : il suffit pour cela qu'il existe un fibre en droites H sur B tel que deg H\Bt = d. 

On considère alors la section a donnée par a(t) = H\B± G PicBt. 

Notons <$d —> U une désingularisation de la famille <$d des variétés Sd t paramétrée 

par t G U. Pour d suffisamment grand, et quitte à restreindre U, le morphisme ( 1 ) 
~o , 

fournit une fibration AD : —> Pic (BJJ/U) en variétés rationnellement connexes 

au-dessus de U. Pour d suffisamment grand et suffisamment divisible, on dispose 

comme noté ci-dessus d'une section de Picd (Bu/U) —> U d'image T. Le théorème 1.3 

s'applique à la fibration restreinte 

•= Al (r) • r. 

On dispose donc finalement d'une section rationnelle V C I 
birat 

P 1 de la fibra­

tion <$d-+U. On conclut alors avec le lemme suivant : 

L E M M E 2 . 2 . — Une section rationnelle Y' C ^ , T 
birat 

P 1 fournit une section ra­

tionnelle B X de f. 

Preuve. — En effet, on a un morphisme d'évaluation ev : 0 d Xpi B —> X défini de la 

façon suivante. Rappelant que la fibre de <$d —> P 1 en t G P 1 paramètre les sections 

de degré d de la fibration Xt —• Bt, l'application ev associe à un point (b, a), b G Bt, 

(J e Sd(ft), le point a(b) e X t c X . _ 

Restreignant ce morphisme à T x P i 5 , qui contient un ouvert de Zariski de B, on 

a bien construit une section rationnelle de / . • 

La fin de cette partie est consacrée à la preuve du théorème 2 . 1 . 

2.2. Première étape de la preuve du théorème 2.1 

Dans ce paragraphe, on va uniquement tirer les conséquences de l'hypothèse (i) . 

On se donne un morphisme / : Y —> C , et un fibre en droites L sur Y relativement 

ample. On suppose que la condition (i) est satisfaite. La technique de base consiste 

dans le même esprit que [19], [10] à partir d'une section a : C —> Y (qui existe d'après 

le théorème 1 .3 ) de degré d := d e g L c r ( C ) , et à construire d'autres courbes dans Y 

(qu'on appellera des « porcs-épics » suivant [14]) et qui sont des sortes de « peignes » 

particuliers, selon la terminologie de [19], en ajoutant à o~(C) des droites verticales 

i = 1 , . . . , N rencontrant cr(C) en des points P i , . . . , P A T - Ces courbes ne sont plus des 

sections mais des morphismes a' d'une courbe C isomorphe à CUik, où les li sont des 

P 1 attachés à C aux points p^, vers y , qui ont la propriété que la composition / o G' 

est le morphisme évident de C vers C contractant les k sur les points pi, et que le 

morphisme a' envoie chaque ^ sur une droite (verticale) de Y : degcr'*L| Z. = 1. Pour 
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un porc-épic comme ci-dessus, on dira que la section a : C —• Y à partir de laquelle 

il est construit est son corps. 

On cherche alors à « lissifier » le morphisme obtenu, c'est-à-dire à déformer la paire 

(C',a') sur une paire (C",a"), avec C" lisse, ce qui entraîne que C" est isomorphe 

à C et que a" est une section de / . Pour pouvoir effectuer cette lissification, il faut 

s'assurer que la courbe cr(C) rencontre l'ouvert YQ de Y constitué des points par 

lesquels passent les droites libres des fibres, où « libre » signifie que le fibre normal 

de la droite considérée est engendré par ses sections globales, et que la section a est 

libre (c'est-à-dire non obstruée et à fibre normal globalement engendré). On sait alors 

qu'en ajoutant suffisamment de droites libres rencontrant cr(C), les déformations de 

la paire {C',a') sont non obstruées et permettent sa lissification. On peut montrer 

que si / : Y —> C est à fibres rationnellement connexes, il existe des sections libres (cf. 

[10, Lemma 8 . 3 ] ) , ce qui entraîne l'existence de sections libres rencontrant l'ouvert 

YQ, auxquelles cette construction s'applique. 

Les courbes qu'on obtient par ce procédé de lissification sont des sections de / 

dont le degré (relativement à L) est égal à d + N. Le fait qu'on puisse déformer des 

porcs-épics sur des sections de / permet de voir les porcs-épics comme des sections 

généralisées. Désormais, ce qu'on notera Sd(f) est la variété paramétrant les porcs-

épics de degré d de / . 

Un énoncé facile mais important est le lemme 2 . 3 suivant, dont une version géné­

ralisée montre que le morphisme d'Albanese ad de ( 1 ) qui était défini sur l'espace des 

sections de / , s'étend à l'espace des sections généralisées. Soit B une courbe lisse et 

soit —> B un morphisme surjectif de fibre isomorphe à C en dehors de bo G B et 

de fibre en bo isomorphe à C k, où les k sont des P 1 attachés à C aux points pi. 

Soit G : "6 —• Y un morphisme identifiant chaque P 1 à une droite U de Y. Soit <TO 

la restriction de a à la composante de isomorphe à C et pour b ^ bo, soit o\> la 

restriction de a à la fibre = C. 

L E M M E 2 . 3 . — Le morphisme 

</> : B \ {b0} - P i c d + i V ( C ) , b » alL, 

s'étend en bo, et on a 4>(bo) = ^o^^liPÙ dans P i c d + i V ( C ) . 

La première étape consiste à montrer le théorème 2 . 4 suivant. On suppose que 

/ :Y —> C satisfait la condition (i) du théorème 0 . 2 . Soit Z une composante irréduc­

tible de l'espace des sections de degré d de f, dont le point général paramètre une 

section libre. 

T H É O R È M E 2 . 4 . — (a) Pour N suffisamment grand, il existe une unique composante 

ZN (déterminée par Z) de la variété 5 ^ + J V ( / ) contenant les porcs-épics à N droites 

et dont le corps est un élément de Z. 
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(b) Soient a, a1 deux sections libres de f. Alors pour N, N' assez grands comme 

ci-dessus, il existe une chaîne de courbes rationnelles paramétrant des sections gé­

néralisées de f, et joignant un porc-épic de corps cr(C), avec N droites verticales en 

position suffisamment générale attachées aux points pi, et un porc-épic de corps o~'(C) 

et à Nf droites verticales en position suffisamment générale attachées au point qj, si 

et seulement si 

(2) <T*U E 
l<i<N 

Pi) = CT'*L( E 
<i<N' 

2i) dans P i c ( C ) , 

où les pi sont les points d'attachement des droites dans le premier porc-épic, et les qi 

sont les points d'attachement des droites dans le second porc-épic. 

(c) Soient Z et Z' deux composantes irréductibles de l'espace des sections de degrés 

respectifs d, d!, dont le point général paramètre une section libre. Alors, pour N, N' 

suffisamment grands tels que d + N = d' + N', on a ZN = Z'N,. 

Preuve (esquisse). — On peut prouver (a) par un argument de lissité générique de 

Sw+dif) le long de (la composante principale de) la variété paramétrant les porcs-

épics de type cr(C) U U I < ; < J V ^ , avec a G Z. 

(b) On applique la condition (i) à la paire de points (cr(6), o-f(b)) G Y*,, pour b G C. 

Notons que comme les sections a et a' sont libres, quitte à considérer une déformation 

de G ou cr', on peut supposer que pour un point général b de C , la variété ffhb 

paramétrant les chaînes de n droites libres joignant a(b) à cr ;(6) est rationnellement 

connexe. On dispose donc d'une famille *6h —• C fibrée au-dessus de C avec des fibres 

générales rationnellement connexes, de fibre "êhb au-dessus de b. Le théorème 1.3 de 

Graber, Harris et Starr dit qu'il existe une section p de cette fibration. 

Rappelant (cf. définition 1.1) qu'une chaîne de droites libres joignant o~(b) à o~f(b) 

dans la fibre Y& est la donnée de n droites libres h,..., l n contenues dans avec des 

points marqués p^, qi G k tels que les points qi et pi+\ coïncident dans et p\ = cr(6), 

Qn = ff'ify, la section p nous fournit n surfaces C Y fibrées via / en droites sur C , 

chacune étant munie de deux sections Pi, Qi, telles que Qi = P^+i comme sections 

de / , avec P\ = a et Qn = a' comme sections de / . 

Pour chaque surface réglée fi : —> C , on a un isomorphisme 

P i c E i ^ / ; P i c C © Z L | E i . 

Les deux sections Pi et Qi diffèrent donc par un élément de / * P i c C , et on a plus 

précisément 

Qi-Pi = / * ( Q * L - P*L) dans P i c E , . 
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On peut donc trouver pour n suffisamment grand des points p\,..., pri, q\,..., #r2 

de C en position générale tels qu'on ait l'égalité suivante dans Pic £ 1 : 

(3) Qi £ 
1<Z<T2 

lqi =Pi + E 1 

où les droites lPi, lQj sont les fibres de / i passant par pi, qj. Cette égalité se traduit 

par l'existence d'un pinceau de sections (généralisées) de / i , joignant le porc-épic 

cr(C) U U i < j < r i / P j . au porc-épic Qi U Ui<i<r2lqi. 

Voyant la courbe Q\ = P^ comme contenue dans la surface E2, le porc-épic 

Qi U Ui<i<r2lqi Ui<i<r2lqi peut maintenant être joint via une famille de porcs-

épics paramétrée par une courbe rationnelle à un porc-épic P2 U Ui<i<r2lq., où V est 

cette fois la droite passant par qi dans la surface E2. Il suffit pour cela de rappeler 

que la variété des droites verticales de Y passant par qi est rationnellement connexe. 

Dans la surface E2, on trouve encore une égalité de diviseurs effectifs 

(4) Q2 - E 
l<i<r[ 

p2 E 

à condition d'avoir choisi initialement r\ suffisamment grand. L'égalité (4) fournit 

comme précédemment un pinceau de courbes dans la surface £2. Ce pinceau est une 

courbe rationnelle qui joint les deux porcs-épics P2UUi<.< r 2 / ' . et Q2^^i<i<r' 0 dans 

l'espace de sections généralisées du degré convenable. Continuant de proche en proche, 

on voit qu'on arrive à construire une chaîne de courbes rationnelles paramétrant des 

sections généralisées de même degré d + 7*1, où d = degcr*L, et joignant le porc-épic 

< T ( C ) U U i < j < r i Z P j . au porc-épic Qn U U ^ . ^ ) ^ = <r'{C) U U ^ ^ c n ) / ^ , si et 

seulement si la condition (2) est satisfaite, c'est-à-dire : 

<7*L| E 
< i < r i 

Pi) = <r'*L{ E qnj) dans P i c C . 

Ceci garantit en effet que les deux diviseurs Pn + Yli<j<rn 3- lpn 3-
 e^ 

Qn + E i < j < r n + i j lqn j s o n ^ linéairement équivalents dans la surface £ n . 

La preuve de (c) résulte de l'examen de la preuve de (b) qui permet d'assurer que 

les sections généralisées intervenant dans la chaîne de courbes rationnelles joignant 

les deux porcs-épics cr(C) U Ui<i<jv7 P i et <r'(C) U ^i<j<Nflqj sont contenues dans 

le lieu lisse de Sd+N(f)- On en déduit immédiatement qu'elles sont contenues dans 

une même composante irréductible Z° de Sd+N(f), ce qui entraîne par définition des 

composantes l'égalité 

Z° = ZN(<T) = ZN,(*'). • 
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2.3. Deuxième étape de la preuve du théorème 2.1 

Quand on examine la démonstration du théorème 2.4, on voit qu'elle montre plus 

que ce qui est énoncé (en particulier l'égalité (c) qui va nous fournir la composante 

distinguée Se(f)° de Se(f) pour e » 0) . En effet, l'énoncé (b ) , combiné avec le lemme 

2.3, montre aussi que dans les fibres de l'application ae : Se(f)° —» P i c e ( C ) les porcs-

épics avec suffisamment de droites sont joints par des chaînes de courbes rationnelles. 

Cela n'est évidemment pas suffisant pour prouver que les fibres de l'application ae 

sont rationnellement connexes. La principale difficulté ici est le fait qu'on n'a pas 

contrôlé le nombre de droites ajoutées et que ces chaînes de courbes rationnelles ne 

balaient pas nécessairement Se(f)°. 

Le second ingrédient géométrique consiste à introduire la définition suivante : 

D É F I N I T I O N 2.5. — Etant donnés f : Y —> C et L G Pic F , une surface réglée 

en droites m-tordue dans Y est la donnée d'une surface réglée TT : R —» C, d'un 

morphisme h : R Y tels que f o h = 7r et les fibres de n sont via h des droites 

verticales de Y, et d'un diviseur D G Pic R, de degré 1 sur les fibres de n, satisfaisant 

les conditions suivantes : 

(i) Le système linéaire \D\ est sans point de base (en particulier, par Bertini, il 

contient de nombreuses sections de n). 

(ii) Le groupe de cohomologie Hl(R, 9R(D)) est nul. 

(ni) Le fibre normal NRJX est engendré par ses sections et ses groupes de cohomo­

logie H1(R,NR/x) et ^(R^Nji/xi—D — 7r*A)) s'annulent pour tout diviseur A de 

C de degré < m. 

On dira que la surface R est très tordue si elle est 2-tordue. La condition (ii) des 

théorèmes 0.2 et 2.1, qui est une condition sur les fibres Yt de / , dit que le morphisme 

pr2 : Yt x P 1 —• P 1 possède une surface réglée en droites très tordue. 

Remarque 2.6. — Sous l'hypothèse (i) du théorème 0.2, la variété des droites Ft de 

Yt est rationnellement connexe. Il existe donc d'après [19] des courbes rationnelles 

C C Ft, C = P 1 , à fibre normal arbitrairement ample. Une telle courbe fournit une 

surface réglée en droites E C Yt x P 1 , qui a la propriété que le fibre R°pr2*N^/Yt X P 1 e s t 

arbitrairement ample. Mais ceci est insuffisant pour conclure à la seconde annulation 

demandée dans (iii) ci-dessus. 

On verra plus loin comment sont utilisées ces surfaces pour conclure la démons­

tration. Dans l'immédiat, le résultat suivant permet de montrer l'existence de telles 

surfaces à l'aide de la condition (ii) (qui porte sur les fibres) : 
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P R O P O S I T I O N 2.7. — Si une fibre lisse Yt de f possède une surface réglée en droites 

très tordue, et f : Y —> C satisfait la condition (i) du théorème 0.2, le morphisme 

Y —• C possède une surface réglée en droites très tordue. 

Preuve (esquisse). — La démonstration est assez semblable à celle qui permettrait de 

montrer l'existence d'une section libre de / sachant qu'il passe par tout point d'une 

fibre (et donc aussi d'une fibre générale par un argument de déformation) des courbes 

rationnelles à fibre normal ample dans cette fibre. Partant d'une section arbitraire 

5 , on lui attacherait en un certain nombre de points des courbes rationnelles Ri à 

fibre normal ample dans les fibres passant par ces points. On montrerait ensuite que 

la courbe SUUiRi se lissifie en une section à fibre normal engendré par ses sections, 

à condition que les Ri soient génériquement choisies et que le nombre de courbes 

attachées soit suffisamment grand. 

Dans notre cas, on montre tout d 'abord que l'existence de surfaces réglées en droites 

très tordues dans la fibre Yt est une propriété ouverte sur t. On part d'une section 

a : C —» Y (qui existe par le théorème 1.3 puisque les fibres de / sont rationnellement 

connexes). On applique encore une fois le théorème 1.3 à la variété fibrée au-dessus 

de (T(C), dont la fibre au point a(t) est la famille des droites de Yt passant par 

cr(t). Cette fibre est rationnellement connexe par l'hypothèse ( i) . Ceci nous donne 

une surface réglée en droites R C Y contenant cr(C). Cette surface réglée n'a peut-

être aucune des propriétés de positivité demandées dans la définition 2.5. Mais si 

on attache à cette surface réglée un grand nombre de surfaces réglées très tordues 

Ri —* Ci, Ci = P 1 , munies d'un diviseur Di qui doit coïncider avec o~(C) au-dessus 

des ti, dans des fibres Yti, la surface réglée i î U U A sur CU U^Ci, munie du diviseur 

D = o~(C) UUiDi se déforme sur une surface réglée très tordue dans Y. • 

L'existence de ces surfaces réglées très tordues permet de terminer la démonstration 

du théorème 2.1 grâce à la proposition suivante : 

P R O P O S I T I O N 2.8. — (a) S'il existe une surface réglée en droites très tordue 

(ir:R—>C, DcR, h:R^Y), les courbes générales dans \D\ sont des sections libres 

de f, et leurs déformations sont induites par des déformations de la paire (R,D). 

(b) Pour p E C, les courbes du système linéaire \D(—7r*p)\ satisfont la même 

conclusion. 

(c) Soit a'{C) une section den donnée par une courbe générique dans \D(—7r~1(p))\. 

Alors les déformations du porc-épic lp U v'(C), où lp est la droite 7 r _ 1 ( p ) C R, sont 

contenues dans une déformation de R. 

Notons que la courbe cr(C) est par définition dans le même système linéaire sur R 

que la courbe lp U o-'(C). Il existe donc un P 1 paramétrant des sections de R joignant 

la section libre cr(C) et le porc-épic lp U cr'(C). La démonstration du théorème 2.1 
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consiste à utiliser la proposition 2.8 pour conclure que les sections cr(C) apparaissant 

comme membres du système linéaire \D\ pour (R,D) comme dans (a) remplissent 

pour e suffisamment grand un ouvert d'une composante de Se(f) qui n'est autre que 

la composante distinguée S®(f), et que tout point de cet ouvert est connecté par 

une courbe rationnelle, dans 5 g ( / ) , à un porc-épic ayant exactement une droite. Un 

énoncé plus précis permet finalement de montrer que tout point de cet ouvert est 

connecté par une courbe rationnelle, dans S®(f), à un porc-épic possédant un grand 

nombre de droites, et le théorème 2.4 permet finalement de conclure. 

3. A P P L I C A T I O N À L A C O N J E C T U R E D E S E R R E 

3.1 . Réduction géométrique 

On se contentera ici de considérer les G^-torseurs sur K = k(S), lorsque le groupe 

GK sur K est l'extension à K d'un groupe G défini sur le corps algébriquement 

clos k de définition de S. De façon équivalente, le schéma en groupes sur un ouvert 

de Zariski U de S correspondant à GK est en fait un produit G x [/, où G est défini 

sur k. On renvoie à [9], [4] et à l'introduction de [14] pour le cas général. On veut 

montrer leur trivialité lorsque le groupe est semi-simple et simplement connexe. On 

se place dans ce paragraphe en caractéristique 0, de sorte que les résultats précédents 

s'appliquent. Un énoncé intermédiaire est le suivant : 

T H É O R È M E 3.1. — Soit S une surface quasi-projective définie sur un corps algébri­

quement clos k de caractéristique 0, et soit ir : X —> S un morphisme projectif dont 

la fibre générique géométrique X^ est isomorphe à G/P pour un sous-groupe parabo­

lique P du groupe algébrique connexe G. On suppose que Vapplication de restriction 

Pic X —> Pic X^ est surjective. Alors n admet une section rationnelle. 

On dira dans la suite qu'une fibration en variétés homogènes X —• S est scindée si 

la flèche de restriction Pic X —>• Pic X^ est surjective. 

Remarque 3.2. — Comme il résulte de la remarque 1.6, l'hypothèse de scindage est 

en fait une condition d'annulation pour une obstruction de type Brauer à l'existence 

d'une section. 

Montrons d'abord comment ceci entraîne la conjecture de Serre 1.10 en caracté­

ristique 0 et pour un groupe défini sur le corps de base. 

C O R O L L A I R E 3.3. — Si G est connexe, simplement connexe et semi-simple défini 

sur k, tout G-torseur sur k{S) est trivial. 
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Preuve. — (Voir [9, 6.5].) — Quitte à remplacer S par un ouvert de Zariski, on peut 

supposer que ce torseur T a un modèle sur 5 , soit une fibration £7" —• S munie d'une 

action du groupe G. Soit B un sous-groupe de Borel de G. On peut considérer le 

quotient X : = U'/B -> S. 

Il faut tout d'abord garantir que ce quotient satisfait l'hypothèse principale du 

théorème 3.1, à savoir que la fibration X —» S est scindée. Cette condition (qui est 

une condition d'annulation d'une classe de type Brauer) est garantie par le fait que le 

groupe G est connexe et simplement connexe. En effet, cette hypothèse garantit que 

tout fibre inversible sur X^ admet une G-linéarisation, et donc que P i c X ^ provient 

des caractères de B. Or ces caractères fournissent aussi bien des éléments de PicX. 

D'après le théorème 3.1, on dispose alors d'une section rationnelle de X —> S. Ceci 

se traduit en termes de réduction du torseur T : il provient d'un torseur sous B. Or 

les fc(5)-torseurs sous B sont triviaux (de façon équivalente H1(k(S),B) = 1, cf. [9, 

6.5]). • 

La preuve du théorème 3.1 se fait en deux étapes. Le cas où p(Xjf) = 1 est déduit 

directement du théorème 0.2 par la proposition suivante (cf. [14, Corollary 15.4 et 

Lemma 15.8]). 

P R O P O S I T I O N 3.4. — Soit Z = G/P une variété homogène projective à nombre de 

Picard p = 1, où G est connexe, semi-simple et défini sur k, et soit L le générateur 

positif de P i c Z . Alors Z satisfait les conditions (i) et (ii) du théorème 0.2. 

Pour conclure la démonstration, il reste à se ramener au cas où la fibration en 

variétés homogènes X —» S du théorème 3.1 satisfait la condition p(X^) = 1. Ceci 

résulte de la proposition suivante : 

P R O P O S I T I O N 3.5 ([14], Lemma 16.1). — Soit S une variété définie sur k et soit 

7r : X —• S une fibration en variétés homogènes scindée. Alors quitte à restreindre 

S, il existe une factorisation de TT 

X 
7Tl 

Y 

où 7Ti et 7T2 sont des fibrations en variétés homogènes scindées, et p(Y^) = 1. 

Cette proposition permet de conclure de la façon suivante : Partant de la fibration 

scindée X —> S, on a la factorisation X ^4 Y —> S donnée par la proposition 3.5, où 

les deux fibrations sont scindées et la seconde satisfait p(Y^) = 1. Comme le théorème 

est déjà établi dans le cas où p{X^) = 1, on dispose, quitte à restreindre 5 , d'une 

section a : S —> Y de 7T2- On continue alors avec la fibration Xa —» 5 , obtenue en 

restreignant X —* Y à o~(S). Cette fibration est encore scindée, ce qui permet de 

continuer à raisonner avec Xa —> S à la place de X —• S. Comme le nombre de Picard 
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de la fibre générique géométrique diminue d'un à chaque étape, on obtient au bout 

d'un nombre fini d'étapes une section de X —> S définie sur un ouvert de Zariski de S. 

3.2 . Passage à la caractéristique non nulle 

Le théorème 0.2 n'est pas démontré en caractéristique non nulle. La preuve de 

la conjecture de Serre en caractéristique non nulle est obtenue en se ramenant à 

la caractéristique nulle par un argument de relèvement : le groupe G sur le corps k 

algébriquement clos de caractéristique non nulle sera un groupe linéaire connexe, semi-

simple et simplement connexe, et le sous-groupe parabolique P sera supposé réduit. 

Si R est l'anneau de Wit t de k, les groupes P et G se remontent sur R, de sorte qu'il 

existe GR et PR C GR, dont la réduction sur k donne la paire P C G. Le résultat 

nécessaire est donné dans le lemme suivant : 

L E M M E 3.6. — On suppose que le groupe P est parabolique maximal (c'est-à-dire 

que p(G/P) = 1). Soit Cl la clôture algébrique de Frac P . Si toute famille scindée de 

variétés homogènes à fibre générale GQ /P& sur une surface définie sur admet une 

section rationnelle, il en va de même sur k. 

On peut se ramener au cas parabolique maximal par la proposition 3.5 qui est 

valable en toute caractéristique. 
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