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LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD POUR LES 
REPRÉSENTATIONS TEMPÉRÉES DES GROUPES 

SPÉCIAUX ORTHOGONAUX 

par 

Jean-Loup Waldspurger 

Introduction 

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique nulle. Appelons espace 
quadratique un couple ( V, q) où V est un espace vectoriel de dimension finie sur F 
et q est une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée sur V. Fixons deux tels 
espaces quadratiques (V,q) et (V',qf). On note d et ô! leurs dimensions et G et G' 
leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose d pair et d' impair. On suppose 
donné un isomorphisme entre le plus grand des espaces et la somme orthogonale du 
plus petit et d'un espace quadratique qui est lui-même somme orthogonale de plans 
hyperboliques et d'une droite quadratique (D, qp). Le plus petit des deux groupes G, 
G' est alors un sous-groupe du plus grand. On définit un élément UQ G Fx/Fx '2 en 
fixant un élément non nul VQ G D et en posant 

i/0 = 
XWXQD(VO,V0)/2, si d > d!, 

-WC(VQ,V0)/2, si d < d'. 

Soit cr, resp. o7, une représentation admissible et irréductible de G ( F ) , resp. G'{F). 
Gross et Prasad ont défini une multiplicité ra(cr, a') en [7]. Rappelons la définition dans 
deux cas extrêmes. Supposons d' = d+ 1. Fixons des espaces Ea et Eat dans lesquels 
se réalisent les représentations cr et cr'. On note Home(o^cr) l'espace des applications 
linéaires / : Eai —> Ea telles que loa'{g) = a(g)ol pour tout g G G (F). La multiplicité 
m(a,a') est la dimension de l'espace complexe Home (cr', a). Supposons maintenant 
d = 0. Le groupe G est égal à { 1 } et la représentation cr disparaît. Le groupe G' est 
déployé. Fixons un sous-groupe unipotent maximal U' de G1 et un caractère régulier 
ifru' de U'(F). On note Hom^, (crf, C) l'espace des formes linéaires / sur Eai telles que 
/ o <J'(U') = ij)u'{u')l pour tout u' G U'(F). La multiplicité m(cr/) est la dimension de 
l'espace Horn^, (cr', C) . La définition générale est rappelée en 2.1 ci-dessous. D'après 
[1], [18] et [5] corollaire 15.2, on a toujours m(a1af) < 1. 

© Astérisque 347, SMF 2012 



104 J.-L. WALDSPURGER 

On se limitera désormais aux représentations tempérées. Rappelons la classification 
conjecturale de ces représentations (conjecture de Langlands, précisée par Deligne 
et Lusztig). Notons Wp le groupe de Weil de F/F, où F est une clôture algébrique 
de F et WDF = WF x 51,(2, C) le groupe de Weil-Deligne. Notons Sp(df - 1,C) le 
groupe symplectique d'un espace symplectique complexe de dimension d! — 1. Notons 
^temP(G/) l'ensemble des classes de conjugaison par Sp(df — 1,C) d'homomorphismes 
(f : WDF —> Sp(d' — 1,C) qui vérifient quelques propriétés usuelles et qui sont 
tempérés, c'est-à-dire que leurs restrictions à Wp sont d'images relativement 
compactes. Considérons un tel <p. Poussons-le en un homomorphisme à valeurs dans 
GL{d! — 1, C) . On peut alors le décomposer sous la forme 

(1 <P = 
iei 

h<Pi 

où chaque <pi est un homomorphisme irréductible de WDF dans un groupe 
GL(N((pi),C) et li est sa multiplicité. On note /symP le sous-ensemble des i e I 
tels que N(ipi) est pair et, à conjugaison près, l'image de <pi est contenue dans 
Sp(N((pi),C). Notons Sep le commutant de l'image de <p dans Sp(d' — 1,C) et scp0 
sa composante neutre. Le groupe S^/S^ est isomorphe à (Z/2Z)/symp. Notons zcp 
l'image dans ce groupe de l'élément central — 1 G p(dSf — 1,C). Il s'identifie à 
(hheiwp G (Z/2Z)/symp. Posons 

p(dSf 1, si G' est déployé, 
xddds sinon, 

et notons &G (ip) l'ensemble des caractères e du groupe S^/S^ tels que e(z(p) = fi(Gf). 
On conjecture que l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations admissibles 
irréductibles et tempérées de G'{F) est union disjointe de L-paquets IIG (<p) indexés 
par les (p 6 ®temp(Gf). Pour un tel ip, on conjecture que l'ensemble HG (<p) est en 
bijection avec &G ((p), on notera e »-> a'((pye) cette bijection. Ce paramétrage doit 
être compatible avec deux types d'endoscopie. D'une part avec l'endoscopie usuelle 
entre G' et ses groupes endoscopiques elliptiques. Ceux-ci sont des produits G'+ x G'_ 
de groupes spéciaux orthogonaux déployés d'espaces quadratiques de dimensions df+ 
et d!_ impaires et telles que d'+ 4- d!_ = df + 1 . On renvoie à 4.2 pour la description des 
propriétés que doivent vérifier les paramétrages relativement à ce type d'endoscopie. 
D'autre part, dans le cas où Gf est déployé, on veut une compatibilité avec une 
endoscopie tordue. Usuellement, on considère G' comme un groupe endoscopique 
du groupe GL{d! — 1) tordu par un automorphisme extérieur. Mais G' est aussi 
un groupe endoscopique du groupe GL(df) tordu et c'est ce cas d'endoscopie que 
nous utiliserons. Plus précisément, notons 6 l'automorphisme usuel g i-> tg~1 de 
GI/(dr). Introduisons le groupe GL(df) xi {1 ,0} et sa composante non neutre GL(df). 
Notons 1 la représentation triviale de dimension 1 de WDF- Soit (p G ^temp(G/), 
posons (p> = <^01. La correspondance de Langlands, prouvée par Harris-Taylor ([8]) 
et Henniart ([9]), associe à <p> une représentation admissible irréductible 7r(</?>) de 
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LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD 105 

GL(df, F). Elle est tempérée et autoduale, donc se prolonge en une représentation de 
GL(d',F) xi { 1 , 0 } . On normalise cette extension de façon adéquate et on note 7r(<£>) 
sa restriction à GL(d',F). On définit son caractère 9jr(<p>)' De même, pour toute 
représentation irréductible cr' de G'(JF) , on note ©a/ son caractère. On pose 

p(dSf 

p(dSfxcx 
xxc 

On conjecture alors que QG' (<p) est une distribution stablement invariante sur G'{F) 

et qu'il existe un nombre complexe cG {(p) de module 1 tel que cG (^)0TT(V9>) soit le 
transfert endoscopique de QG ((p). 

Rappelons plus succinctement la paramétrisation conjecturale des représentations 
tempérées de G(F) (on utilise la formulation de [12]). Fixons un "espace quadratique 
complexe" de dimension d, notons 0(d,C) et SO(d,C) son groupe orthogonal, 
resp. spécial orthogonal. Considérons un homomorphisme ip : WDF —> 0(d,C). En 
composant avec le déterminant, on obtient un caractère quadratique de WDF Qui est 
forcément trivial sur SX(2,C) et se restreint en un caractère de WF- Par la théorie 
du corps de classes, celui-ci détermine un élément S((p) G Fx /Fx '2 . On définit un 
autre élément de ce groupe par S(q) = (-l)d/2det(<?). Notons $temP(G) l'ensemble 
des classes de conjugaison par SO(d,C) d'homomorphismes ip : WDF —» 0(d,C) 
qui sont tempérés et tels que 5{<p) = S(q). Considérons un tel (p. En le poussant en 
un homomorphisme à valeurs dans GL(d, C) , on peut le décomposer sous la forme 
(1). On note /orth le sous-ensemble des i G I tels que, à conjugaison près, l'image 
de (p* soit contenue dans 0 ( i V ( ^ ) , C ) . Notons p(dSf le commutant de l'image de (p 
dans SO(d,C) et S£ sa composante neutre.Le groupe S^/S^ est isomorphe à un 

sous-groupe de (Z/2Z)7°th. Notons zcp l'image dans ce groupe de l'élément central 

- 1 G 50(d ,C) . Il s'identifie à p(dSf £ Jorth G (Z/2Z)7 p(dSf . Si 8{q) = 1, on pose 

p(dSf 1 si G est déployé, 

- i , sinon. 

Si S(q) ^ 1, le groupe G est toujours quasi-déployé. Dans ce cas, on fixe fi(G) G { ± 1 } . 
Notons ôG((p) l'ensemble des caractères e du groupe S^/S^ tels que e{zip) = fi{G). 
On conjecture que l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations admissibles 
irréductibles et tempérées de G (F) est union disjointe de L-paquets IlG((p) indexés 
par les (p G 3>temp(G). Pour un tel (p, on conjecture que l'ensemble TlG((p) est en 
bijection avec 6 (y?), on notera e >-> cr(^, s) cette bijection. Ces paramétrages doivent 
être compatibles avec l'endoscopie entre G et ses groupes endoscopiques elliptiques. 
Ceux-ci sont des produits G+ x G_ de groupes spéciaux orthogonaux quasi-déployés 
d'espaces quadratiques de dimensions paires, leurs dimensions et discriminants devant 
satisfaire certaines égalités. D'autre part, dans le cas où fJ>(G) = 1, les paramétrages 
doivent être compatibles avec l'endoscopie entre G et le groupe GL(d) tordu. 

Revenons un instant sur la définition de / / (G) . Comme on le sait, pour un 
discriminant S fixé, il y a deux classes d'isomorphie d'espaces quadratiques (V, q) de 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



106 J.-L. WALDSPURGER 

dimension d et de discriminant ô(q) = S (du moins si d > 4). Pour 6 = 1, les groupes 
spéciaux orthogonaux de ces deux espaces sont différents: l'un est déployé et l'autre 
n'est pas quasi-déployé. Par contre, si S ^ 1, les deux espaces ont le même groupe 
spécial orthogonal, qui est quasi-déployé. La division traditionnelle entre groupes 
quasi-déployés et groupes non quasi-déployés n'est pas assez fine pour notre propos 
et le signe /x(G) s'introduit dans les preuves pour distinguer les deux classes d'espaces 
quadratiques dont G est le groupe spécial orthogonal. Remarquons que, selon le choix 
de / / (G), on obtient des paramétrages des mêmes paquets HG((p) par des ensembles 
de caractères différents. La relation entre ces paramétrages est facile à expliciter, cf. 
4.6. 

Pour que les conjectures aient un sens, il faut définir précisément les notions de 
transfert, c'est-à-dire fixer des facteurs de transfert. C'est ce que l'on fait en 1.7 et 1.8. 
D'autre part, notre énoncé des conjectures laisse place à des constantes non précisées 
(par exemple la constante c° {(p) ci-dessus). Un résultat préliminaire est que, quitte à 
modifier les paramétrages, on peut préciser ces constantes (lemme 4.8). Une fois cela 
fait, les paramétrages sont entièrement déterminés pour le groupe G' et le sont presque 
pour le groupe G, le "presque" provenant du problème délicat de la distinction entre 
conjugaison par le groupe spécial orthogonal et conjugaison par le groupe orthogonal 
tout entier, cf. ci-dessous. Les paramétrages pour le groupe G' sont indépendants de 
l'espace (V, q). Par contre, ceux pour le groupe G dépendent, sinon de l'espace (V, qf), 
du moins de l'élément vo G Fx/Fx '2 que l'on a défini ci-dessus. Cela parce que cet 
élément nous sert à normaliser les facteurs de transfert. 

Posons encore une définition. Pour deux entiers naturels N et iV', avec Nf pair, 
soient (p : WDF —> 0(N,C) et ipf : WDF —» Sp(Nf,C) deux homomorphismes 
tempérés. Par la correspondance de Langlands, on leur associe des représentations 
irréductibles n((p) de GL(N, F) et TT(<¿/) de GL(N',F). On pose 

E(<prf) = ^ M , - l ) f / 2 e ( l / 2 , 7 r ( ^ ) x 7r(<p')^F). 

Le premier terme est un symbole de Hilbert. Le second est le facteur e de Jacquet, 
Piatetski-Shapiro et Shalika, défini à l'aide d'un caractère if)p de F. Il ne dépend pas 
de ce caractère et E(<p,(p') est un élément de { ± 1 } . 

Cela étant, soient (p G 3>temp(G) et cpf G 3>temp(G'). On décompose (p et (p' sous la 
forme (1), en ajoutant des ' aux notations concernant (p'. On définit un caractère e1 
de S^IS%, = (Z/2Z)C>Bymp par 

6r/((e¿/)¿/€(//)symp) 
•A. JL 

î'ç(/')symp 

p(dSfp(dSf 

On définit un caractère e de (Z/2Z)/orth, que l'on restreint en un caractère de 5^/5°, 

par 

s((ei)te/°rth) 
¿c/orth 

p(dSfp(dSf 

Dans le cas où S(q) = 1, on vérifie que G et G' sont simultanément déployés ou non 
quasi-déployés. Autrement dit /x(G) = ii(Gf). Dans le cas où 5{q) ^ 1, on choisit 
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désormais ji(G) = / / (G')- On vérifie que 

p(dSfp(dSfp(dSf E(<p,<p'). 

Si E{tp,<p') = / / (G ' ) , on a e € 6G(<p) et e' G <5GV)- Si £7fe>,y>') = - / / ( G ' ) , on a 

e ? G {(p) et e' £ ù (<pf). 
On admet la validité des conjectures ci-dessus. On en utilise la forme précisée par 

le lemme 4.8. Notre résultat principal est le théorème 4.9(i) dont voici l'énoncé. 

Théorème. — Soient ip G $temP(G) et ip' G $temP(G'). Si E((p,<pf) = -fi(G'), on a 

m(a,a') = 0 pour tous a G I IG(^) , a' G IIG'(<//)· Si E((p,(p') = / i (G ' ) , on a 

m(<r(<p,e),(T'{<p',e')) : 1 

et m(a,orf) = 0 pour tous a G UG((p), a' G IIG (y?') tels que {cr,a') ^ (a(<p,£),a'(<p\e')). 

C'est la conjecture 6.9 de [7], limitée aux représentations tempérées. On a admis 
les conjectures de classification. Dans un article récent encore sous forme provisoire, 
Arthur en démontre une bonne partie ([3] théorèmes 1.5.1 et 2.2.1). Plus précisément, 
il démontre celles concernant le groupe G' dans le cas où celui-ci est déployé. Pour 
le groupe G, dans le cas où celui-ci est quasi-déployé, il démontre un résultat un peu 
moins précis, où on ne distingue pas deux représentations conjuguées par le groupe 
orthogonal tout entier. Nous ignorons si la forme plus précise énoncée ci-dessus pourra 
se déduire de son résultat. Mais le théorème ci-dessus reste valable, sous une forme 
affaiblie, en utilisant le résultat d'Arthur (cf. le (ii) du théorème 4.9). Il est très 
probable que la version finale de l'article d'Arthur contiendra aussi le cas des groupes 
non quasi-déployés. 

Un mot sur la démonstration. Soient <p, y>' comme dans l'énoncé ci-dessus et soient 
a G IIG(</?), G' G U° ( ^ ' ) - Dans [16], on a calculé m(a, a') par une formule intégrale où 
interviennent les caractères de a et a'. En utilisant l'endoscopie ordinaire entre G, G' 
et leurs groupes endoscopiques, on peut exprimer ces caractères à l'aide de caractères 
stables (c'est-à-dire les QG (<//) ci-dessus), le prix à payer étant que ces caractères 
ne vivent pas sur les groupes de départ, mais sur leurs groupes endoscopiques (c'est 
le principe de base de l'endoscopie). Par endoscopie tordue, ces caractères stables 
s'expriment à l'aide de caractères sur des groupes tordus GL(d/_j_), GL(d'_) etc.. On 
obtient ainsi une expression de m(cr, a') en termes de tels caractères. Dans [19], on a 
démontré une formule, parallèle à celle de [16], qui calcule des facteurs e de paires de 
représentations de groupes linéaires en termes du même genre de caractères. Il s'avère 
qu'à l'aide de cette formule, on peut transformer l'expression obtenue pour m(a, a') 
en une autre où les intégrales de caractères tordus disparaissent et sont remplacées 
par des facteurs e de paires. Il est alors aisé d'en déduire le théorème, puisque celui-ci 
dit justement que ra(cr, a') se calcule à l'aide de tels facteurs. 

Je remercie vivement C. Mœglin. Sans ses explications, cet article serait faux. 
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108 J.-L. WALDSPURGER 

1. Paramétrages 

1.1. Notations générales. — Soit F un corps local non archimédien de 
caractéristique nulle. On note |.|¿r sa valeur absolue usuelle. On fixe une clôture 
algébrique F de F et un caractère ipF ' F —> Cx, continu et non trivial. On note 
(a,/3)F le symbole de Hubert quadratique de deux éléments a, /3 G FX. Pour toute 
extension quadratique E de F, on note TE/F l'unique élément non trivial du groupe 
de Galois Gal(E/F) et sgnE/F le caractère quadratique de FX dont le noyau est le 
groupe des normes NormE/F(Ex). 

Pour tout espace topologique X localement compact et totalement discontinu, on 
note C%°(X) l'espace des fonctions de X dans C qui sont localement constantes et 
à support compact. Considérons un groupe G qui agit sur un ensemble X. Pour un 
sous-ensemble Y de X, on note N o r m ^ F ) le sous-groupe des éléments de G qui 
conservent Y et ZQ(Y) le sous-groupe des éléments de G qui fixent tout point de Y. 

Soit G un groupe réductif défini sur F. Tous les sous-groupes que nous considérerons 
seront supposés définis sur F. On note G l'algèbre de Lie de G. On note Nil(g(F)) 
l'ensemble des orbites nilpotentes dans G(F). On note Temp(G(F)) l'ensemble des 
classes d'isomorphie de représentations admissibles irréductibles et tempérées de 
G ( F ) . Pour un élément n G Temp(G(F)), on note Ea un espace (complexe) dans 
lequel a se réalise. 

1.2. Mesures. — Pour tout tore T défini sur F, on note AT le plus grand sous-tore 
de T déployé sur F. On munit AT(F) de la mesure de Haar pour laquelle le plus 
grand sous-groupe compact de AT(F) est de mesure 1. On munit AT(F)\T(F) de la 
mesure de Haar de masse totale 1. On munit T(F) de la mesure de Haar telle que, 
pour / G G£°(T(F)) , on ait l'égalité 

'T(F) 
f(t)dt 

AT(F)\T(F) At (F) 
f(at)da dt. 

On dit que T est anisotrope si AT = { 1 } . 
Soit G un groupe réductif connexe défini sur F. On note GTEG le sous-ensemble des 

éléments semi-simples fortement réguliers de G et Greg(i^)/conj l'ensemble des classes 
de conjugaison par G(F) dans GREG(F). On dit que deux éléments de GTEG(F) sont 
stablement conjugués si et seulement s'ils sont conjugués par un élément de G(F). 
On note Greg(-F)/stconj l'ensemble des classes de conjugaison stable dans GTEG(F). Il 
y a un diagramme naturel 

GREJF) 

<Ï>G dsff 

Greg(F)/conj 
Ĝ/conj 

Greg^/stCOnj 

On peut munir l'ensemble Greg(jP)/conj d'une structure de variété analytique sur F et 
d'une mesure caractérisées par la propriété suivante. Soit 7 G GREG(F), notons G7 son 
commutant dans G, qui est un sous-tore maximal de G. Soit u un voisinage ouvert 
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de 1 dans G7(F). Alors, si tu est assez petit, l'application t h-> <\>Q(t'y) de UJ dans 
Greg (F) Iconj est un isomorphisme analytique de UJ sur un voisinage ouvert de (J)Q (7) 
dans Greg (F)/conj et cet isomorphisme préserve les mesures. On peut de la même 
façon munir l'ensemble Greg (F)/stconj d'une structure de variété analytique sur F et 
d'une mesure. Alors l'application 0 /̂conj du diagramme ci-dessus est un revêtement 
analytique qui préserve localement les mesures. 

Pour toute fonction / définie sur Greg(F) et invariante par conjugaison, resp. 
par conjugaison stable, on note encore / la fonction sur Greg(F)/conj, resp. 
Greg(F)/stconj, qui s'en déduit. 

Pour un élément semi-simple 7 de G ( F ) , on pose 

DG(l) |det((l - ad(j)) 0(F)/07(F))|F. 

Munissons G (F) d'une mesure de Haar. Soit / G C™(G(F)). Pour 7 G Greg(F), 
on pose 

p(dSf 
rG^(F)\G(F) 

f(g 1i9)dg-

Pour y G Greg(F)/stconj, on définit $st(y, f) = J2x ^(x> / ) ' ou x parcourt la fibre de 
0G/conj au-dessus de y. Avec ces définitions, la formule de Weyl prend l'une ou l'autre 
des formes suivantes: 

G(F) 
f(g)dg 

la reg 
(F)/conj 

$sfg(x,f)DG(x)dx 
Greg (F)/stCOnj 

st(y,f)DG(y)dy. 

Soit (M, M ) un groupe tordu défini sur F. Cela signifie que M est un groupe 
réductif connexe défini sur F, que M est une variété algébrique définie sur F telle que 
M (F) soit non vide et qu'il y a deux actions à droite et à gauche de M sur M , notées 

M x M x M M 

(m, m, m) mrhm', 

de sorte que, pour chacune des actions, M soit un espace principal homogène sous 
M . Pour m G M , on note 0^ l'automorphisme de M tel que mm = 6^(m)rh pour 
tout m G M . On note ZM(TTI) le sous-groupe des points fixes de 6^ c'est-à-dire 
le groupe des m G M tels que mmm~l = m. On note mm la composante neutre 
de Z M ( m ) . On dit que m est semi-simple fortement régulier si ZM(™>) est abélien 
et Mrh est un tore. On note Mreg l'ensemble des éléments fortement réguliers de 
M et Mreg(^)/conj l'ensemble des classes de conjugaison par M (F) dans Mreg(F), 
en appelant conjugaison l'action (m, m) 1—> mmm~1 de M sur M . On dit que deux 
éléments de Mreg(F) sont stablement conjugués si et seulement s'ils sont conjugués par 
un élément de M (F). On note Mreg(^)/stconj l'ensemble des classes de conjugaison 
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110 J.-L. WALDSPURGER 

stable dans MTeg(F). Il y a un diagramme naturel 

Mreg(F) 

4>M p(d 
Sf 

Mreg(F)/conj 
ist 
^M/conj Mreg(F)/stconj 

On peut munir l'ensemble Mreg(F)/conj d'une structure de variété analytique sur 
F et d'une mesure caractérisées par la propriété suivante. Soient 7 G Mreg(F) et LU un 
voisinage ouvert de 1 dans M^(F). Alors, si ou est assez petit, l'application 11—• ^^(t^) 
de uo dans Mreg(F)/conj est un isomorphisme analytique de OJ sur un voisinage ouvert 
de 0^(7) dans Mreg(F)/conj et cet isomorphisme préserve les mesures. On munit de 
même l'ensemble Mreg(F)/stconj d'une structure de variété analytique sur F et d'une 
mesure. L'application </>̂ yconj est un revêtement analytique qui préserve localement 
les mesures. 

Pour un élément semi-simple 7 G M (F), posons 

£>*(7) | d e t ( ( l - % ) ) . m(F)/m^(F))|F. 

Munissons M (F) d'une mesure de Haar. On en déduit une mesure sur M (F) en 
considérant cet ensemble comme un espace principal homogène pour l'action à gauche, 
resp. à droite, de M ( F ) , et on obtient en fait la même mesure quelle que soit l'action 
choisie. Soit / G C™(M(F)). Pour 7 G Mreg(F), posons 

p(dSf [ZMmF) : M^(F)}-1 
>M*,(F)\M(F) 

f(m 1;ym)dm. 

Alors, avec les mêmes conventions de notations que dans le cas non tordu, la formule 
de Weyl prend la forme: 

'M(F) 
f(rh)drh 

Mreg(F)/conj 
wcx$(xJ)D™{x)dx. 

1.3. Espace de paramètres. — On appelle ici extension algébrique de F un sous-
corps de F contenant F. Notons S l'ensemble des familles 

qs {I, {F±i)i£i, (Fi)iei,(yi)iei) 

vérifiant les conditions suivantes: 

— / est un sous-ensemble fini de N; 
— pour tout i G I , F±i est une extension finie de F et Fi est une F±i-algèbre 

commutative de dimension 2; c'est-à-dire Fi est une extension quadratique de 
F±i ou Fi = F±i 0 F±i\ on note ti l'unique automorphisme non trivial de 
jF±ralgèbre de i^; 

— pour tout i G / , yi est un élément de F* tel que yiTi(yi) = 1. 

Pour une telle famille, on note /* l'ensemble des i G I tels que Fi soit un corps. Pour 
i G / , on fixe Si G F±i tel que Fi = F±i(y/Sï), avec la convention que Si appartient 
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au groupe des carrés F±f si i £ I*. On note 6ç l'image de NormF±i/F(5i) dans 
Fx/Fx '2 . Cet élément ne dépend évidemment pas des choix des Si. On pose 

de 
i€l 

№ : F]. 

Un isomorphisme entre deux éléments 

p(dSfp(dSfp(Sf 
(Fi)iei,(Vi)iei) p(dSfp(dSfp(dSfvx {F[')i'erM')i'er) 

de S est une famille (t, (t±i)i£i, (ti)iei)i où 

— ¿ : / —• V est une bijection; 
— pour tout i G / , ¿±1 : F±i —• F i m est un isomorphisme défini sur F et ii : —> 

p(dSf est un isomorphisme compatible avec dft±i en un sens évident; 

- pour tout z G i , Li(yi) = y^y 

En particulier, tout élément £ possède un automorphisme "identité". On dit que £ 
est régulier si l'identité est le seul automorphisme de £. On note Sreg l'ensemble des 
éléments réguliers de S et Hreg le quotient de Sreg obtenu en identifiant les éléments 
isomorphes. En pratique, on notera un élément de Sreg comme un élément de Sreg 
qui le représente. 

Soit £ = (J, (F±i)ieI, (Fi)ieI, (yi)iei) € Sreg. Introduisons le tore Tç défini sur F 
tel que Tç(F) = Y[iei{U G F*;tiTi(U) = 1}. Soit LU un voisinage ouvert de l'unité 
dans Tç(F). Si LU est assez petit, l'application 

p(dSf (J> (F±i)iei (Fi)iei, (ViU)i£i) 

est une injection de LU dans Sreg. On peut munir et on munit Sreg d'une structure 
de variété analytique sur F et d'une mesure de sorte que cette injection soit un 
isomorphisme qui préserve les mesures. 

Si on fixe un entier pair d, ou un élément S G Fx /Fx '2 , ou les deux, on définit les 
variantes S^, E<$, Ŝ ,<5, Hreg,d etc. des objets précédents en se limitant aux £ tels que 
dç = d, ou Sç — S, ou dç = d et Sç = S. 

Soit £ = (J, (F±i)ieIl (Fi)ieI, (yi)iei) un élément de Sreg. On pose 

c(0 
te/* 

F£/NormFl/F±4(F*). 

Ce groupe s'identifie naturellement à { ± 1 } · On note p(dSf Ie sous-groupe qui 
s'identifie au sous-groupe des éléments (ei)iei* G {±1}7 tels que Y[iei* Si = 1. Si 
J* ? 0, on note C ^ ) " 1 = C ( 0 \ C ^ ) 1 . 

Pour i G I, notons r(2/i) l'ensemble des éléments 7» G F-x tels que 7iTi(7i)~1 = 2/*· 
On pose 

Tpairfâ 
iei* 

r(yi)/NovmFi/sqdsqF±i(F*), 

rimp(0 = ( F * / F X > 2 ; 
qsffd 

r(^/NorqdqdmFi/F±i(F/<). 
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En pratique, pour un élément c = (ci)iei* de C(£), on identifiera chaque c$ à un 
élément de F_ĵ  qui le représente. On fera de même pour les éléments de rpair(£) ou 

rimp(0-

1.4. Paramétrage des classes de conjugaison. — Soient V un espace vectoriel 
de dimension finie n sur F et q une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur 
V (on appellera le couple (V,q) un espace quadratique). On définit son discriminant 
S(q) = (—l)In/2ldet(ç) G Fx/Fx'2. On note G le groupe spécial orthogonal du couple 
(V,q). 

Supposons d'abord n impair. Soient £ = (J, (F±i)iei, (Fi)ieI, {yijiei) ^ Sreg,n-i et 
'= (ci)iei e C(£). Posons 

sqdq 
tel 

Fi 

et munissons cet espace de la forme bilinéaire symétrique et non dégénérée q* c définie 
par 

p(d 
iei 

,Vi, 
tel 

wxc 

tel 

tr8LceFi/F(ciTi(vi)vl). 

Considérons la condition: il existe une droite D sur F et une forme bilinéaire 
symétrique non dégénérée qo sur D telles que les espaces quadratiques (V,q) et 

® ^>ÇD ® qç,c) soient isomorphes. On montre qu'il existe une unique classe 
C(£)e C C(£) (avec e = ±1 dépendant de £ et (V, q)) telle que cette condition soit 
vérifiée si et seulement si c appartient à cette classe. Supposons-la vérifiée. La droite 
quadratique (jD,#£>) est alors unique à isomorphisme près. Fixons un isomorphisme 
entre (V,q) et ( D 0 ^ , Ç D © #£,c)- Introduisons l'élément x G G (F) qui, modulo cet 
isomorphisme, agit sur chaque Fi par multiplication par yi et sur D par l'identité. 
C'est un élément de GTeg(F) dont la classe de conjugaison est bien déterminée. 
Inversement, toute classe de conjugaison dans Greg(F) est obtenue par ce procédé. 
On obtient ainsi une application de Greg (F)/conj dans Sreg?n_i qui se factorise en 
un diagramme 

r̂reg (F)/conj 
±St 
Ĝ/conj Greg(F)/stconj 

PG 

r̂eg,n—1 

p( 
dSf 

L'application Pq est un isomorphisme analytique qui préserve les mesures. La fibre 
en un point £ de l'application pq s'identifie à une classe C(£)£ C C(£). 

Supposons maintenant que n est pair et n > 2. Posons S = 5(q). Soient 
£ = (I,(F±i)ieI,(Fi)ieqsdIl(yi)ieI) G ZTeg,n,s et c = (ci)ieI G C(£). Définissons V£ 
et </£>c comme précédemment. Considérons la condition: les espaces quadratiques 
(V,q) et (V£,g£)C) sont isomorphes. Il existe une unique classe C(£)£ C C(£) telle 
que cette condition soit vérifiée si et seulement si c appartient à cette classe. 
Supposons-la vérifiée et fixons un isomorphisme entre nos deux espaces quadratiques. 
Introduisons l'élément x G G (F) qui, modulo cet isomorphisme, agit sur chaque Fi 
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par multiplication par y*. C'est un élément de Greg(F). Il y a deux différences avec le 
cas n impair. D'une part, c'est seulement la classe de conjugaison de x par le groupe 
orthogonal tout entier qui est bien déterminée. Or cette classe se décompose en deux 
classes de conjugaison par G(F). D'autre part, on n'obtient par ce procédé que les 
classes d'éléments x G Greg(F) qui n'ont pas de valeurs propres égales à ± 1 . On 
élimine ce deuxième problème en modifiant la définition de Greg. 

Convention 1.1. — Pour un groupe spécial orthogonal G d'un espace quadratique 
de dimension paire, on note dorénavant Greg Vensemble des éléments semi-simples 
réguliers de G qui n'ont aucune valeur propre égale à ± 1 . 

On obtient alors le diagramme 

Greg (F)/con" 
ist 
Ĝ/conj Greg (F)/stCOnj 

PG PG 
p(dSfvxx 

L'application pSQ est un revêtement qui préserve localement les mesures. Ses fibres 
sont d'ordre 2 et formées de deux classes de conjugaison stable qui sont conjuguées 
par l'action du groupe orthogonal. Soit £ G Sreg,n,<5 et y G Greg(F)/stconj tel que 
Pa(y) = £· La fibre de </>̂ /conj au-dessus de y s'identifie à une classe G(£)£ C G(£). 

Variante. — Notons G+ le groupe orthogonal de (V, qy). On définit les ensembles 
Greg (F)/conj+ et Greg (F)/stconj+ en remplaçant dans les définitions conjugaison par 
G par conjugaison par G+. On a alors un diagramme 

Greg(F)/conj + 
istqdq 

Greg (F)/StCOnj + 

P+a nst+ 

•̂ reg,n,($ 

où cette fois, Pq+ est un isomorphisme. 
Pour simplifier certaines constructions ultérieures, il convient de considérer le cas 

n = 0. Dans ce cas, on pose S = 1 et Greg = G = { 1 } . Les diagrammes ci-dessus se 
trivialisent, tous les ensembles y figurant ayant un seul élément. 

Que d soit pair ou impair, notons G(F)ani l'ensemble des éléments de Greg(F) 
dont le commutant est un tore anisotrope. Il s'agit des éléments appelés usuellement 
elliptiques, sauf dans le cas où n = 2 et G est déployé, auquel cas tout élément 
est elliptique alors que G(F)ani est vide. Notons S* l'ensemble des éléments £ = 

(F±i)iei, (-Fi)tG/, (y%)i€i) € s tels <lue I = 7*- 0n définit aussi S êg, S* etc. Dans 
les diagrammes ci-dessus, on peut remplacer les ensembles Greg(F) par G(F)ani et les 
Sreg,n etc. par H*eg n etc. Les diagrammes obtenus conservent les mêmes propriétés. 

Soit U un espace vectoriel sur F de dimension finie n. On note M le groupe des 
automorphismes F-linéaires de U. On note M l'ensemble des formes bilinéaires non 
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dégénérées sur U. Le groupe M agit à droite et à gauche sur M par la formule 

(mmmf)(u, u') m (m 1u, m'u) 

pour m, m' € M, m e M et u,u' G U. Le couple (M, M ) est un groupe tordu. 
Supposons d'abord n pair. Soit £ = (I, (F±i)iei, (Fi)ieI, (yi)ieI) G £reg,n et 

7 = (ji)iei G rpair(£). Introduisons le même espace 1̂  que ci-dessus et fixons un 
isomorphisme F-linéaire de U sur V£. Introduisons l'élément 5 G M (F) défini, modulo 
cet isomorphisme, par la formule 

(i) T. 

tel 
sdd 

tel 

sd 

iei 

traceF./F(rt(wi)^7i). 

C'est un élément de MTeg(F) dont la classe de conjugaison est uniquement déterminée. 
Inversement, toute classe semi-simple régulière est obtenue par ce procédé. On obtient 
un diagramme 

Mreg(F)/conj 
M/conj 

Mreg(F)/stconj 

PM 
wx 
wx 

p(dSf 

La fibre de p^ au-dessus de £ G Sreg5n s'identifie à rpair(£). L application pa£ est 
un isomorphisme analytique mais ne préserve pas localement les mesures. En effet, 
fixons £ = (I,(F±i)iei,(Fi)isqd£i,(yi)iei) G Sreg)n et construisons x comme ci-dessus. 
Le tore M$ est égal à T$. Soit u un voisinage ouvert assez petit de l'unité dans 
Tç(F). La mesure sur Mreg(F)/stconj a été définie de sorte que l'application t h-> xt 
de tu dans Mreg (F)/stconj préserve les mesures. Changer x en xt revient à changer 
7i en jiti dans la formule (1). D'après la relation yi = 7iTi(7i)_1, on a l'égalité 
ps^{xi) = (I, (F±i)i£sdsi, (Fi)i€j, (yiti)iei) Or la mesure sur Sreg,n a été définie de sorte 
que l'application t = (ti)ieI (J, (F±i)ieI, (Fi)ieI, ( y ^ ) i e / ) préserve les mesures. Le 
jacobien de l'application ps^ est donc le même que celui de l'application t i—> t2 de 

Tç(F) dans lui-même, c'est-à-dire |2|^/2. 
Supposons maintenant n impair. £ = (J, (F±i)ieIl (Fi)ieI, (yi)iei) € Sreg,n-i et 

7 = {lD,{li)iei) £ rimp(£). Posons D — F et fixons un isomorphisme de U sur 
D 0 l ^ . Introduisons l'élément x G M (F) défini, modulo cet isomorphisme, par la 
formule 

x(uD 

iei 

p(dSf 

tel 
u%) = 1DUDUD 

tel 

tT3>ceFi/F(Ti(ui)u^i). 

C'est un élément de Mreg(F) dont la classe de conjugaison est uniquement déterminée. 
Inversement, toute classe semi-simple régulière est obtenue par ce procédé. On obtient 
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le diagramme 

MreK(-F)/con 
M / conj 

•Mreg (F)/stCOnj 

Pm vst~ 

^reg,n—1 

La fibre de p^ au-dessus de £ € Sreg,n-i s'identifie à rimp(£). L'application ps^ est 

un isomorphisme analytique dont le jacobien vaut |2|^-1^2 d'après le même calcul 
que ci-dessus. 

Que n soit pair ou impair, notons M(F)ani l'ensemble des éléments 7 G Mreg(F) 
tels que My soit un tore anisotrope. Dans les diagrammes ci-dessus, on peut remplacer 
Mreg(F) par M(F)ani et les ensembles Sreg,n ou Sreg,n_i par S*eg n ou £*eg,n-i- Les 
diagrammes obtenus conservent les mêmes propriétés. 

1.5. Définition de fonctions sur l'ensemble de paramètres. — Soit 
£ = (I,(F±i)ieI,(Fi)ieIdfdff,(yi)iei) G 5reg. Pour tout i G / , notons Qi l'ensemble 
des homomorphismes non nuls de F-algèbres de Fi dans F. On définit un polynôme 

p(dSf 

iei p(dSf 
(t-Hvì))-

Introduisons un espace quadratique (Vç,qç) tel que dim(V^) = dç et S(qç) = Sç. Notons 
Gç son groupe spécial orthogonal. Alors £ paramètre deux classes de conjugaison 
stable dans Gç,reg(F). Fixons-en une et un élément t de cette classe. On pose 

xdsf | d e t ( ( l - t W | F 

Ce terme ne dépend ni du choix de l'espace (Vç,qç), ni du choix de t. En fait, il est 
clair que 

:o = ^ ( i ) -

Pour un entier n> dç, fixons un espace quadratique (Z, qz) tel que dim(Z) = n — d^. 
Notons G le groupe spécial orthogonal de la somme orthogonale {V^q{) © (Z,qz)-
Alors t est un élément semi-simple de G(F). Il n'est plus régulier, mais on a néanmoins 
défini DG(t). On pose 

Dn(Ç) = DG(i). 

Ici encore, ce terme ne dépend pas des choix. On pose simplement D{£) = Dd^(^). 
On vérifie l'égalité 

(i: p(dSf p(dSfp(dSfcv 

Soient 

£+ (Fi)iei+,(yi)ixc (Fi)iei+,(yi)iei+] G r̂eg 

£+ (I-, (F±i)iei- (Fi)iei-,(yi)tei-) G ^reg 
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où Ton suppose, ainsi qu'il est loisible, que J+ D /_ = 0. Posons £ = £+ U £_ et 
/ = i+U/_ . Supposons £ régulier. Soit c = (ci)iei G G(£). On note Pç{T) le polynôme 
dérivé du Dolvnôme Pc. Pour tout i G I. Dosons 

Ci (-l)d^aPUyi) (-l)d^aPUyi)(-l)d^a) foi + i ) . 

C'est un élément de F±*. Pour z/ G F*, on pose 

(-l)d^aPUyi) 

»ei* 
(-l)d^aPdfUyi) 

Soit £ = (lAF±i)ieIl(Fi)ieIJyi)iei) G HreK. Soit 7 = hi)iei € rpair(£). Pour 
i G / , posons 

a = - 7 - ^ ( 1 ) s q f f s Pl(yi)yì'di/2(yi -1)· 

Soit maintenant 7 = (7z>, (72)^/) £ rimP(£) (la composante 7£> appartient à 
(-l)d^aPUyi) Pour i G / , posons 

Ci (-l)d^aPUyi) (-l)d^aPUyi)(-l)d^ai) 

Dans les deux cas, on pose 

(£,7) 
iei* 

8f^Fi/F±i(Ci). 

1.6. Endoscopie. — Soit G un groupe réductif connexe défini sur F. Fixons une 
forme quasi-déployée G de G et un torseur intérieur ipc : G —• G. On fixe une 
fonction u : Gal(F/F) —• G telle que 0 &(g) = u{a)a o ̂ 3 ((7)16(0·)_1 pour tous 
<7 G G et (j G Gal (F /F) . Le composé de u et de l'application naturelle de G dans 
son groupe adjoint Gad est un cocycle. Nous considérons le cas favorable où u lui-
même est un cocycle, à valeurs dans G. Fixons une paire de Borel épinglée de G, 
définie sur F. C'est-à-dire que l'on fixe un sous-groupe de Borel B défini sur F, un 
sous-tore maximal T de B défini sur F. Notons II l'ensemble des racines simples 
de T associé à B. Pour a G II, on fixe un élément non nul Ea de l'espace radiciel 
associé à a et on suppose que la famille (Ea)aen est stable par l'action de Gal (F /F) . 
Remarquons que N = J^aGn Ea est un élément nilpotent régulier de g(F) et la 
classe de conjugaison de la paire de Borel épinglée est déterminée par celle de N. 
Il nous suffit en fait de fixer la classe de conjugaison de N. Considérons enfin une 
donnée endoscopique (H, s,L£) de G, cf. [11] 1.2. On peut définir une application, 
la correspondance endoscopique, dont l'ensemble de départ est un sous-ensemble de 
Hreg(F)/stconj et l'ensemble d'arrivée est Greg(F)/stconj. Elle préserve localement les 
mesures. Pour y G Hreg (F)/stconj et x G Greg(i7')/conj tels que <l>Q/con^x corresponde 
à y, on définit le facteur de transfert AH,G(2/J^) (nous en supprimons le terme A / y ) . 
Pour / G GC°°(G(F)) et fH G GC°°(#(F)'), on dit que fH est un transfert de / si on 
a l'égalité 

(-l)d^aPUyi)(-l)d^aP) 

X 
HtsdsG{y,x)DG(xf'H{x,f) 
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pour presque tout y G iJreg(F)/stconj, où x parcourt l'ensemble des éléments 
de Greg (F)/conj tels que ^/conj (x) so^ l'image de y dans Greg(F)/stconj (c'est 
l'ensemble vide si y n'a pas d'image dans Greg(F)/stconj). 

Remarque. — Pour être précis, il conviendrait d'introduire l'ensemble des éléments 
G-réguliers dans H et de dire que l'égalité doit être vérifiée pour tout y G-régulier au 
lieu de dire comme ci-dessus qu'elle l'est presque partout. 

Soient 0 une distribution sur G ( F ) invariante par conjugaison et QH une 
distribution sur H (F) invariante par conjugaison stable. On dit que O est un 
transfert de QH si et seulement si © ( / ) = QH(fH) pour tout couple de fonctions 
(/, fH) tel que fH soit un transfert de / . Supposons 0 et © ^ localement integrable, 
ce qui permet de les identifier à des fonctions définies presque partout. Les formules 
d'intégration du paragraphe 1.2 montrent que 0 est un transfert de 0 ^ si et 
seulement si on a l'égalité 

(i) (x)DG(x)1/2 

y 

DH(y)^ \H,G(y,x)®H(y) 

pour tout x G Greg(F)/conj, où y parcourt l'ensemble des éléments de i7reg(F)/stconj 
tels que < /̂conj (#) soit l'image de y par la correspondance endoscopique. 

La théorie de l'endoscopie s'adapte au cas d'un groupe tordu ( M , M ) . On ne 
l'utilisera que sous des hypothèses simplificatrices. On suppose M déployé. On fixe 
un élément 9 G M (F), on suppose qu'il existe une paire de Borel épinglée de M , 
définie sur F et conservée par 6g. On fixe une telle paire. L'élément N construit 
comme ci-dessus est un élément nilpotent régulier de m^(F) et c'est sa classe de 
conjugaison par Mg(F) qui compte. Considérons une donnée endoscopique (H, s,L£) 
de (M, M ) , cf. [10] 2.1. On définit une correspondance endoscopique, qui est une 
application dont l'ensemble de départ est un sous-ensemble de i7reg(F)/stconj et 
l'ensemble d'arrivée est M(F)/stconj. Il y a une difficulté avec les mesures. Soient 
h G HTeg(F) et m G M (F) tels que 0^~.(m) soit l'image de 4>%(h). Notons Tb = MA, 
TH = Hh , T le commutant de ¿7 dans M et 9 = ¿7 Posons 

¿ 7 |det((l-0)|t/tb|F 

et 

A?(7) |det((l-0),m/t|F t((l-0),m/t|F<wwc 

Il y a une application naturelle de Tb(F) dans TH(F) qui est localement un 
isomorphisme. On a défini des mesures sur Tb(F) et TH(F). D'après [10] 5.5, 
il convient de remplacer la mesure sur TH(F) par celle telle que le jacobien de 
l'application précédente soit égal à ^(7). On change de façon correspondante la 
mesure sur ifreg(F)/stconj. Alors la correspondance endoscopique ci-dessus est de 
jacobien d{y)~l en un point y G Hreg(F)/stconj d'image y G Mreg/stconj. On définit 
un facteur de transfert AH ^ . Pour / G C™{M(F)) et fH G C™(H(F)), on dit que 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



118 J.-L. WALDSPURGER 

fH est un transfert de / si on a l'égalité 

D H { V f l ^ \ y J H ) d s d f 

X 

,„ü{y,x)D^{xf'ssdfsdfH{xJ) 

pour presque tout y G iireg(F)/stconj, où x parcourt l'ensemble des éléments de 

Mreg(F)/conj tels que 0^/conj(#) sort l'image de y dans Mreg(F)/stconj (cf. [10] 

5.5). On définit la notion de transfert de distributions comme ci-dessus. Soit © 
une distribution sur M (F) invariante par conjugaison et QH une distribution sur 
H (F) invariante par conjugaison stable. Supposons-les localement integrables. Les 
normalisations de mesures ci-dessus et les formules d'intégration de 1.2 montrent que 
6 est un transfert de QH si et seulement si on a l'égalité 

(2) {x)D^{xf2 
y 

t((l-0),m/t|F HtÑ(y,x)eH(y) 

pour tout x G Mreg (F)/conj, où y parcourt l'ensemble des éléments de iJreg(F)/stconj 
tels que <^/conj (#) s°it l'image de y par la correspondance endoscopique. 

On a modifié ci-dessus nos mesures pour traduire les définitions de [10]. Mais 
l'égalité (2) ne fait intervenir aucune mesure. Dans la suite, on revient aux mesures 
définies en 1.2, en considérant (2) comme la définition du transfert de la distribution 
t((l-0) 

1.7. Endoscopie pour les groupes spéciaux orthogonaux. — Soient (Vf,q'), 
(V+,q+) et (V!_,qf_) trois espaces quadratiques sur F. Notons d'df+ et d!_ leurs 
dimensions et G', G+ et G'_ leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose 

— d!, d!+ et d!_ impairs; 
— d'+ + d'_ =d' + 1; 
— G+ et G'_ sont déployés 

Comme on le sait, G'+ x G'_ est un groupe endoscopique de G'. 

Remarque. — La notion correcte est celle de donnée endoscopique et non de 
groupe endoscopique. Ici, les termes que l'on doit ajouter pour obtenir une donnée 
endoscopique sont presque évidents, on renvoie à [15] 1.8 pour plus de détails. 

Pour définir des facteurs de transfert, on doit fixer quelques données supplémen­
taires, à savoir une forme intérieure quasi-déployée G' de G', un torseur intérieur 
V>c : G' —> G! et un cocycle u' : Gal (F/F) —> G'. Supposons G1 déployé. On 
pose (V^,q') = (Vf,qf), Gf = G', on prend pour torseur intérieur l'identité et pour 
cocycle le cocyle trivial. Supposons maintenant G' non déployé. On introduit l'espace 
quadratique (V7, q') qui a mêmes dimension et discriminant que (V, q') mais un indice 
de Witt opposé. Le groupe spécial orthogonal G' de cet espace est déployé. On fixe 
un isomorphisme F-linéaire ß : V <8>F F ^> V_' <8>F F qui identifie les prolongements 
F-bilinéaires de q' et Pour g' G G7, on pose ipG>{g') = ßg'ß~l. Pour a G Gal (F/F) , 
on pose u'(a) = ßa(ß)~1. On a a priori besoin de fixer une classe de conjugaison 
d'élément nilpotent régulier dans g7(F), mais il n'y en a qu'une. 
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Avec ces données, on peut définir la notion de correspondance entre classes de 
conjugaison stable semi-simples régulières dans G'(F) et dans GF+{F) x G'_(F), 
et définir un facteur de transfert AG'+XG>_,G'- La correspondance entre classes de 
conjugaison stable s'explicite aisément. Il y a une application naturelle 

—D' -1 X Z>d'_-1 -D ' -L 

t((l-0),m/t|F t((l-0),m/t|F 

Via les applications p^, , Pq, et Pq,, c'est la correspondance endoscopique (encore 

une fois, pour être correct, il faut se restreindre aux éléments G'-réguliers). 
Soient y'+ G G/+,reg(F)/stconj, y'_ G G'_>reg(F)/stconj et x' G G;eg(F)/conj. Posons 

£+ = PSG'+(y+)i É- = PSG'_(y-)i £ = £+ u £-> suposons pG>{x') = Soit c G C (0 qui 

paramètre x'. Alors, avec la notation introduite en 1.5, 

(1) iG'+xG'^sdfG'dy+iy'-)^'] -2ô(q') ( f + , f - , c ) 

Cf. [15] proposition 1.10. Le 77 de cette référence vaut ici (—1)̂ t((l-0),m/t|F8(qf). 

Remarque. — Soit a G Fx , remplaçons qf par aqf. Cela ne change pas le groupe 
G'. Pour y'+, y'_ et x comme ci-dessus, le paramètre £ est inchangé. En se reportant 
au paragraphe 1.5, on voit que l'élément c = (q )^ /* est remplacé par {aci)iei*. On 
a aussi 5{aq') = aô(qf). On conclut que le facteur de transfert ne change pas. 

Soient (V, q), (V+, </+) et (V_, q-) trois espaces quadratiques sur F. Notons d, d+ et 
d- leurs dimensions et G, G+ et G_ leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose 

— d, d+ et d- pairs; 
— d+ -\- d- = d; 
— G+ et G_ sont quasi-déployés. 

Le groupe G+ x G_ est un groupe endoscopique de G. On doit fixer des données 
supplémentaires. Pour cela, 

on fixe pour la suite de l'article un élément vo G FX. 
On introduit l'espace quadratique (Z\,q\-V^) suivant: Z\ = F et qi^t/Q(X, À') = 

—2VQ\\'. Considérons la condition: 
(QD) le groupe spécial orthogonal de (V,q) 0 {Z\,q\-V^) est déployé. 
Il est facile de l'expliciter. Si S(q) = 1, elle est équivalente à chacune des conditions 

suivantes: G est déployé; (V,q) est somme orthogonale de plans hyperboliques. 
Supposons S(q) ^ 1. Posons E = F(y/ô(q)). Alors (V,q) est somme orthogonale de 
plans hyperboliques et de l'espace E muni d'une forme (AÀ') 1—• trace#/^ (T^/JT (À) À ^ ) , 
pour un élément 77 G FX. La condition (QD) équivaut alors à sgD.E/F(^0) = 1· 

Rappelons que les orbites nilpotentes régulières dans q(F) sont paramétrées par 
un sous-ensemble 7T de Fx/Fx '2 , cf. [16] 7.1. Sous l'hypothèse (QD), o n a / = 
Fx/Fx '2 si S(q) = 1, tandis que W = 77Norm£/F(£x)/Fx'2 si S(q) ^ 1, avec les 
notations ci-dessus. 

Si (QD) est vérifiée, on pose (V_,q) = (V,ç) , G — G (ce groupe est quasi-déployé). 
On prend pour torseur intérieur l'identité et pour cocycle le cocyle trivial. Supposons 
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maintenant que (QD) ne soit pas vérifiée. On introduit l'espace quadratique (V_, q) 
qui a mêmes dimension et discriminant que ( V, q) mais un indice de Witt opposé. Cet 
espace vérifie (QD). On fixe un isomorphisme F-linéaire (3 : V <S>F F —* V^<8>F F qui 
identifie les prolongements F-bilinéaires de q et q. Comme en dimension impaire, on 
en déduit un torseur intérieur tpc : G —> G et un cocycle u : Gal (F/F) —> G. On 
doit encore fixer une orbite nilpotente régulière dans g(F). D'après ce qui précède, 
l'élément u0 paramètre une telle orbite QVQ et c'est celle que l'on choisit. 

Il y a une application naturelle 

^d+,ô(q+) t((l-0),m/t|F Ed,ô(q) 
t((l-0),m/t|F £+U£_ 

Via les applicationst ( ( l - 0 ) , P Q ^ et PQ,+ , elle définit une correspondance entre 
classes de conjugaison stable au sens de la conjugaison par le groupe orthogonal 
tout entier, autrement dit entre couples de classes de conjugaison stable. La 
correspondance endoscopique raffine cette première correspondance. Pour la décrire 
plus commodément, introduisons l'ensemble A ( V ) formé des classes de conjugaison 
par G (F) dans l'ensemble des lagrangiens définis sur F de V <8>F F. Il a deux 
éléments. Le groupe orthogonal G+(F) agit naturellement sur cet ensemble, un 
élément de déterminant —1 échangeant les deux éléments. Considérons le produit 
Greg(F) x A ( V ) . Disons que deux éléments (# i ,L i ) et (#2,£2) de ce produit sont 
stablement conjugués si et seulement s'il existe g G G+(F) tel que #2 = 99\9~X et 
Z/2 = g{L>i). Notons AGreg(F)/stconj+ l'ensemble des classes de conjugaison stable 
et 0AG~ : ^reg(F) x A ( V ) —* AGreg(F)/stconj+ l'application naturelle. Il y a une 
application naturelle de cet ensemble dans Greg(F)/stconj+ qui, à (/>8£Q~(g, L), associe 
la classe 0^ '+(^) de g dans l'ensemble d'arrivée. D'autre part 

(2) si l'on fixe L G A ( V ) , l'application g 1—> (g,L) se quotiente en une bijection de 
Greg(F)/stconj sur AGreg(F)/stconj"1". 

Soit (g, L) G Greg ( F ) x A ( V ) . On peut représenter L par un lagrangien, encore noté 
L, tel que g(L) = L. Notons S(g, L) l'ensemble des valeurs propres de g dans L (ce 
sont des éléments de F ) . Quand on change de représentant L, l'ensemble &(g, L) peut 
changer. Un tel changement consiste à remplacer un nombre pair de valeurs propres 
par leurs inverses. Disons que deux ensembles de valeurs propres sont équivalents 
s'ils diffèrent par un tel changement. La classe d'équivalence de &(g, L) est alors bien 
déterminée et ne dépend que de <t>S/fo~(g,L). On remarque que, si L' désigne l'autre 
élément de A ( V ) , les classes ô(g,L') et &(g,L) sont distinctes: on passe de l'une à 
l'autre en remplaçant un nombre impair de valeurs propres par leurs inverses. Cela 
étant, l'application précédemment définie entre couples de conjugaison stable se relève 
en une application 

E : AG+,reg(^)/stconj+ x AG_5regCF)/stconj+ AGreg(F)/stconj+ 

définie ainsi. Soit (#+,A+) G G+,TEG(F) x*A(V+) et ( # _ , A _ ) G G_,reg(F) x A(VL). 
Soit g G Greg tel que 0^ '+(^) corresponde à (</>^+(<7+), <^_+(<7_)). Il y a un unique 
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L G A ( V ) tel que 6(g, L) soit équivalent à la réunion disjointe £(#+, L + ) U 6(g~,L) 
On choisit L ainsi. On définit E{<j)f++ (<?+, L + ) , t((l-0),:(<?_, L _ ) ) = </>%£(g,L). 

Comme on l'a dit, une donnée endoscopique est plus riche que la seule donnée des 
groupes. Elle contient une identification sur F entre un tore maximal de G+ x G_ et 
un tore maximal de G, modulo l'action du groupe de Weyl de G. On a vu ci-dessus 
qu'un élément de A ( V ) déterminait une classe d'équivalence d'ensembles de valeurs 
propres. Il détermine de même une classe d'équivalence d'ensembles de caractères d'un 
tore. De l'identification des tores se déduit une application A(Vr+) x A(VL) —> A ( V ) . 
Soit alors ( A + , A _ ) G A(V+) x A ( V _ ) , notons A son image par cette application. 
En utilisant (2) appliqué respectivement à A+, A_ et A, l'application E devient une 
application 

t((l-0),t((l-0), ''stconj x G_>reg (F)/stconj - » Greg (F)/stCOnj. 

On voit qu'elle ne dépend pas du choix de ( A + , A _ ) . C'est la correspondance 
endoscopique cherchée. 

Soient y+ G G+5reg(F)/stconj, y_ G G_5reg(F)/stconj et x e Greg{F)/conj. Posons 
£+ = PG+(3J+)i f- = PGAV-) = £-> £ = £+ u f-, supposons que la classe de 
conjugaison stable de x corresponde à t ( ( l - 0 ) , a fortiori PG(X) = £· Soit c G C(£) 
qui paramètre a:. Alors 

(3) t((l-0),t((l-0),x t((l-0),vxvx ^0<5(<z)(£+>£->c) 

Cf. [15] proposition 1.10. Le rj de cette référence vaut ici 2(—l)d/2vo6(q). 

Remarque. — Soit a G Fx. Remplaçons ç par aç. Le groupe G reste inchangé. Si 
l'on conservait le même cocycle et si l'on remplaçait i/o par au0, on conserverait le 
même facteur de transfert. Mais, avec nos définitions, le cocycle peut changer et, par 
contre, on veut conserver le même v$. Donc le facteur de transfert n'est plus le même. 
Précisément, on voit qu'il est multiplié part((l-0),a)p. 

1.8. Endoscopie pour les groupes linéaires tordus. — On considère un espace 
U sur F de dimension n et on introduit le groupe tordu (M, M) correspondant, cf. 
1.4. Introduisons d'autre part un espace quadratique (V, 9), dont on note G le groupe 
spécial orthogonal. On suppose dim(V) = n et G quasi-déployé. Le groupe G est un 
groupe endoscopique de M . Il convient ici de préciser les plongements de L-groupes. 
On renvoie pour cela à [15] 1.8. Si n est pair, c'est dans cette référence le cas du 
groupe linéaire tordu avec d = n pair, d~ = d, d+ = 0. Si n est impair, c'est le cas 
du groupe linéaire tordu avec d = n impair, d~ = d, d+ = 0 et x = 1. Pour définir 
des facteurs de transfert, on doit fixer un élément de base de M (F) (l'élément noté 
6 en 1.6). On fixe une base (uj)j=iimmmjn de U et on prend pour point-base l'élément 
0n G M (F) défini par 

On(ui,uk) (-l)*+Kn+l)/2]iifn+1.fc, 

où le dernier terme est le symbole de Kronecker. On doit aussi choisir une classe de 
conjugaison d'élément nilpotent régulier dans moN(F). Si n est impair, le groupe Mqu 
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est spécial orthogonal "impair", il n'y a qu'une seule classe possible. Si n est pair, 
le groupe Men est symplectique, il y a le choix. On prend la classe de l'élément N 
tel que N(UJ) = —Uj-\ pour j = 2,... ,n et N{u\) = 0. On peut alors définir une 
correspondance entre classes de conjugaison stable d'éléments semi-simples réguliers 
dans G(F) et dans M (F), ainsi qu'un facteur de transfert AG ^ . La correspondance 
entre classes de conjugaison stable s'explicite aisément. Supposons n impair. On a les 
bijections 

Greg(F)/stcon 
at PG 

"reg,n— 1 
"m MTeg{F)/stCOnj 

et la correspondance est celle qui vient de ces bijections. Supposons maintenant n pair. 
On définit une bijection £ h-> -£ de Hreg dans lui-même: si £ = (J, (F±i)iei, (Fi)iei, {yi)iei)) 
on pose -£ = (J, (F±i)ieI, {Fi)ieI, (-2/»)i€j). On a les applications 

Greg (F)/StCOnj Pg —, c 
-,reg,n,ô(q) ^reg,n 

M Mreg(^)/StCOnj 

et la correspondance est celle qui vient de ces applications. 
Soient y G Greg (F)/stconj et x G Mreg(-F)/conj. Posons £ = p^(x). Supposons 

d'abord n impair et Pq(v) = £. Soit 7 G rimp(£) qui paramètre la classe de conjugaison 
de x. Alors, avec la notation de 1.5, 

(i) t((l-0),t((l-0), t((l-0), 

Supposons maintenant n pair et (y) = —£. Soit 7 G rpair(£) qui paramètre la classe 
de conjugaison de x. Alors 

(2) G,M(2/>£) t((l-0), 

Cf. [15] proposition 1.10. Dans le cas n pair, le 77 de cette référence vaut (—1)H//2. On 
doit remplacer les £ et yi par -£ et — yi car, dans [15], ces termes paramétraient y et 
non pas la classe de conjugaison stable de x. 

2. Quelques formules revisitées 

2.1. Multiplicités pour les groupes spéciaux orthogonaux. — Soient (V,q) 
et {V,q') deux espaces quadratiques sur F de dimensions respectives d et d!. On note 
G et G' leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose d pair et d' impair. Pour 
un entier r G N introduisons un espace Z2r+i de dimension 2r + 1 sur F, muni d'une 
base (^j)j=_rv..jr. Pour v G Fx , définissons une forme bilinéaire symétrique q<ir+\,v 
sur Z2r+i par 

#2r+l,i/l 
i=—r,...,r 

Xj Zj, 
f'= —r,...,r 

Aj-Zj) = 2uX0X'0 

j=l,...,r 

[X-jX'j + XiX'.j). 

On a fixé i/q € ^x en 1-7- Supposons 

- si d < c?', (V7,?') est isomorphe à (V,q) 0 (Zd/-d,qd'-d-v0)', 
- si d> d', (V,q) est isomorphe à (V',q') 0 (Zd-d',Qd-d',v0)-
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On fixe de tels isomorphismes. Pour fixer les idées, supposons d! > d, les constructions 
étant similaires dans l'autre cas. Alors G s'identifie à un sous-groupe de G'. On pose 
r = (d' — d —1)/2. On note P le sous-groupe parabolique de G' qui conserve le drapeau 
de sous-espaces 

Fzr C Fzr FZr-! Fzr Fzx. 

On note U son radical unipotent et on définit un caractère ipu de U (F) par la formule 

1pu(u) = iß F 

j=o,...,r—: 
t((l-0),t((l-0),xc 

Le groupe G est inclus dans P et tyu est invariant par conjugaison par G (F). 
Soient G G Temp(G(F)) et G1 G Temp(G'(F)). On note UomG^F{a',a) l'espace 

des applications linéaires (p : Ea> —> Ea telles que 

(p(a'(ug)e) ipu(u)a(g)ip(e) 

pour tous u G U(F), g G G (F) et e G Ea>. D'après [1] (complété par [18]) et [5] 
corollaire 15.2, cet espace est de dimension au plus 1. On pose 

ra(cr, G' - m(GF, G) dim(HomG,</;F cr))-

Ce nombre est indépendant de iß p. 
Dans [17], on a calculé cette dimension par une formule intégrale. Rappelons-la. 

Notons ¿7 l'ensemble des sous-tores T de G (on suppose encore d'> d) pour lesquels 
il existe une décomposition orthogonale V = WT 0 VT de sorte que les conditions ( 1 ) 
à (4) ci-dessous soient vérifiées. On pose V'T = Vr0^2r+i et on note G T , GyT et Gy^ 
les groupes spéciaux orthogonaux de W^, VT et V?. 

(1 ) T est anisotrope. 
(2) dim(Wr) est paire. 
(3) T est inclus dans GT et c'en est un sous-tore maximal. 
(4) Les groupes GyT et Gy^ sont quasi-déployés. 
Pour T G ¿7, on pose 

W(G,T] NormG(F)(T)/ZG(F)(r). 

Pour t G T ( F ) , on pose A(t) = |det((l — t)\wT)\F- Supposons t en position générale. 
Alors G't = T x Gy^ et Gt = T x GyT. La représentation G' admet un caractère Oa'. 
Rappelons dans ce contexte un résultat de Harish-Chandra. Pour 9 G Nil((jJ(jF)), on 
définit l'intégrale orbitale J@ sur C£°(gft(F)) et sa transformée de Fourier. Celle-ci 
est une distribution localement integrable, donc s'identifie à une fonction Jg. Alors 
il existe une famille (ca^g(t))gem^Q^F^ de nombres complexes de sorte que, pour X 
régulier dans un voisinage assez petit de 0 dans Q't(F), on ait l'égalité 

(5) v ( texppO) 
0GNil(fl;(F)) 

Ca,g(t)Jg(X) 

Evidemment, pour que ceci ait un sens précis, on doit normaliser les mesures et 
la transformation de Fourier utilisée, on renvoie pour cela à [16] 1.2 et 2.6. On a 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



124 J.-L. WALDSPURGER 

Nil(gJ(F)) = Kù(qV^(F)). Puisque le groupe Gv^ est quasi-déployé et que dim(V^) 
est impaire, il y a une unique orbite nilpotente régulière. Notons-la 9reg. On pose 
ca>(t) = ca,tg (t). Cela définit une fonction ca> presque partout sur T(F). Le même 
procédé s'applique pour définir une fonction ca, à ceci près que, parce que dim(Vr) 
est paire, il peut y avoir plusieurs orbites régulières dans Nil(0Vr(JF)). Précisons ce 
point. Si dim(Vr) < 2, il n'y a encore qu'une orbite régulière 9reg et on définit 
ca(t) = ca,Q (t). Supposons dim(Vr) > 4. L'hypothèse que Gv^ est quasi-déployé 
implique qu'il existe un élément v0 G VT tel que q(v0,vo) = 2uQ. Fixons un tel 
élément et notons G'0 le groupe spécial orthogonal de l'hyperplan orthogonal à Fv$. 
La même hypothèse implique que G'0 est déployé. Il y a donc une unique orbite 
nilpotente régulière dans q'0(F). Fixons un point de cet orbite. Alors sa GyT (F)-orbite 
est encore régulière dans QyT(F), on la note 9VQ (c'est l'orbite paramétrée par v$ dans 
le paramétrage évoqué en 1.7). On pose ca(t) = caigVQ(t). 

Le groupe G (F) agit par conjugaison sur ¿7. Fixons un ensemble de représentants 
S7* des orbites. Posons 

t((l-0),t((l-0),t((l-0), t((l-0),t((l-0), 

t((l-0), 
\W{G,T)\'X 

JT{F) 
ca(*)ca,(*)DG(*)A(t)rd*. 

Cette expression est absolument convergente et le théorème principal de [17] affirme 
que l'on a l'égalité 

™>géom(<7, ra(cr, G ) . 

Remarque. — Dans les définitions de [16], c'est l'orbite 9-Uo et non 9UQ qui 
intervient. Ce n'est plus le cas ici car on a glissé le signe — dans les hypothèses 
concernant le plongement de (V,q) dans (V',q'). 

2.2. Reformulation de mgéOM(G, G'). — Notons ^)(q,qf) l'ensemble des couples 
(d,<5) G N x Fx/Fx '2 qui vérifient les conditions suivantes: 

(1) d est pair et 0 < d < inf(d,d')î 
(2) si G ou G' n'est pas quasi-déployé, d > 2; si G et G' sont quasi-déployés et 

d = 0, alors 6 = 1; 
(3) si d = inf(d, d') (ce qui entraîne par parité d = d < dr), S = S(q); 
(4) si d = 2, S ^ 1. 

Pour (d,<5) G 2)(tf, g7), considérons les espaces quadratiques (W, qw) tels que 
dim(W^) = d et 8{qw) = S. Si d = 0, il n'y en a qu'un, évidemment. Si d ^ 0, 
il y en a deux, à équivalence près, que l'on distingue selon leurs indices de Witt. 
D'autre part, pour un espace quadratique (W,qw) considérons la condition suivante: 

(H) si d < d', il existe un espace quadratique (V\,qi) tel que (V, q) soit isomorphe à 
(W, qw) ® (V\.,qi) et que les groupes spéciaux orthogonaux de (Vi,qi) et de (Vi,qi) 0 
(Z2r+i,<72r+i,-i/0) soient quasi-déployés; si d > d', il existe un espace quadratique 
(ViiQi) tel que (Vf, q') soit isomorphe à (W, qw) 0 (Vi,qi) et que les groupes spéciaux 
orthogonaux de (Vi,<7i) et de (Vi,q\) 0 (Z2r-\-i,Q2r-j-i^0) soient quasi-déployés. 

Montrons que 
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(5) pour tout (d,5) G 2)(tf,</), il existe à équivalence près un unique espace 
quadratique (W, qw) qui vérifie la condition (H) ainsi que les égalités dim(W) = d, 
S(qw) = S. 

On suppose pour fixer les idées d < d', le cas opposé étant similaire. Si d = 0, 
l'espace nul convient d'après la condition (2). Si d = d > 0, un seul espace convient, 
à savoir (W,qw) — C^tf)- Supposons 0 < d < d. Montrons d'abord que la condition 
(H) équivaut à 

(H') il existe un espace quadratique (V{,q[) tel que son groupe spécial orthogonal 
soit déployé et que (V',qf) soit isomorphe à (W,qw) 0 (V{,q'i). 

Rappelons que pour un espace quadratique (V{,q[) de dimension impaire, les 
trois propriétés suivantes sont équivalentes: son groupe spécial orthogonal est quasi-
déployé; il est déployé; l'espace (V/, q[) est somme orthogonale d'une droite et de plans 
hyperboliques. Si (H) est vérifié, (H') l'est aussi car l'espace (V{,q[) = (Vi,qi) 0 
(Z2r+i,g2r+i,-i/o) convient. Inversement, supposons (H') vérifiée. Puisque d < d, 
l'espace (V{, q[) peut se décomposer en somme orthogonale d'un espace de dimension 
d — d — l et de r + 1 plans hyperboliques. A fortiori, il existe un espace quadratique 
(^i?(7i) de dimension d — d tel que (V[,qi) = (Vi,qi) 0 (Z2r+i, #2r+i,-̂ 0 

) . Cette 
égalité entraîne que (Vi,qi) est somme orthogonale de plans dont au plus un n'est 
pas hyperbolique. Donc le groupe spécial orthogonal de (Vi,#i) est quasi-déployé. 
D'autre part, d'après le théorème de Witt, l'égalité (V',q') = (W,qw) 0 (V{,qi) 
entraîne (V, q) = (W, qw)®(Vi,qi). Cela vérifie (H). 

Cela étant, soit (W,qw) ayant les dimension et discriminant requis. A équivalence 
près, il existe un unique espace quadratique (V{,q[) tel que son groupe spécial 
orthogonal soit déployé et que l'espace {V^,q'2) = (W,qw) W,q0e art le même 
discriminant que (Vf,qf): c'est la somme de plans hyperboliques et d'une droite sur 
laquelle la forme est uniquement déterminée par cette condition. Le fait que (V^q^) 
soit isomorphe à (Vf,qf) se lit sur les indices de Witt. Quand on remplace (W,qw) 
par l'espace qui a même dimension et discriminant, mais l'indice de Witt opposé, 
cela ne change pas ( V / , ^ ) , mais cela change l'indice de Witt de (V^, q'2)> Il y a donc 
un et un seul choix de (W, qw) pour lequel l'indice de Witt de (V^, q'2) est égal à celui 
de (V',q'). Cela prouve (5). 

Pour tout (d, S) G 2)(<7,<z')î 011 note (Wd,Aj9d,«) l'espace quadratique dont (1) 
affirme l'existence, que l'on réalise comme un sous-espace de (V',q') ou (V,q) 
conformément à la propriété (H). 

À tout T G ^ est associé un espace quadratique (WT, <ZT)5 où qr est la restriction 
de q à WT> Montrons que: 

(6) l'ensemble des classes d'équivalence d'espaces (WT ,(7T) quand T décrit U_ est 
égal à celui des classes d'équivalence d'espaces (Wa,<5, q&$) quand (d, S) décrit 2)(ç, q'). 

Le second ensemble est inclus dans le premier: le groupe spécial orthogonal d'un 
espace (Wd,$, qd,ô) contient au moins un sous-tore maximal anisotrope (grâce à (4)) 
et un tel tore appartient à ¿7. Montrons que le premier ensemble est inclus dans le 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2012 



126 J.-L. WALDSPURGER 

second. D'après 2.1(4), tout espace (WT,Ç/T) vérifie (H). Il suffit donc de prouver que 
le couple formé de la dimension de W et du discriminant de qr appartient à 0(ç/, q'), 
ce qui est immédiat. Cela prouve (6) . 

D'après (6 ) , on peut supposer que, pour tout T G ¿7, l'espace (Wr^qr) est l'un 
des espaces (Wd,s, qd,s)- Cela décompose ¿7 en union disjointe de sous-ensembles 
S7d,<5- Fixons maintenant (d, S) G 2)(ç/, q') et considérons la contribution de l'ensemble 
£7d,<5 à mgéom(a,(j'). Supposons d'abord 0 < d < inf(d, d!) et, pour fixer les idées, 
supposons d < d!. Notons G^ô le groupe orthogonal de (Wd,<5, qd,s) et Gd,s le groupe 
spécial orthogonal. L'ensemble Ï7d,ô est un ensemble de représentants des sous-tores 
maximaux et anisotropes de Gd,s pour la relation d'équivalence suivante: deux tores 
sont équivalents s'ils sont conjugués par un élément de G (F). On vérifie que cette 
relation équivaut à la conjugaison par un élément de G^Ô(F). De même, pour un 
tel tore T, on voit que le nombre d'éléments de W(G,T) est le même que celui de 
W(G\ 6,T), cet ensemble étant défini de façon évidente. Pour une fonction / sur 
Gd,ô(F)ani, invariante par conjugaison par Gjg(F) , on a alors l'égalité 

W(G, 
\W(G,T)\~l 

T(F) 
№dt 

3d,s (i?)ani/conj + 
f(x)dx. 

On a défini les fonctions ca et ca> sur les éléments de Î7d,<5> mais la même définition 
permet de les définir sur l'ensemble Gd,s(F)ani tout entier. Elles sont invariantes 
par l'action de G^Ô(F): cela résulte du fait que la conjugaison par un élément de 
G~àô(F) peut se réaliser par celle d'un élément de G (F) et du fait que toute orbite 
nilpotente régulière de l'algèbre de Lie d'un groupe spécial orthogonal est invariante 
par l'action du groupe orthogonal tout entier. Il en est de même des fonctions DG et 
A . La contribution de 5 ,̂5 à mgéOUi(a,<jr) peut donc s'écrire 

(?) 
W(G, (i?)ani/conj + 

ca{x)ca,{x)Du(x)A(x)rdx. 

Si d = 0, la contribution de 7d,ô a trivialement la même forme. Considérons 
maintenant le cas d = d < d!. Dans ce cas, on voit que ce n'est plus la conjugaison par 
G^S(F) qui intervient mais seulement celle par Gd,s(F). La fonction ca n'a d'ailleurs 
plus de raison d'être invariante par l'action du groupe orthogonal. On obtient dans 
ce cas 

^Gd)(5(F)ani/conj 
ca(x)ca>(x)DG(xsdf)A(x)rdx. 

Mais, si l'on définit une fonction ca sur Gd,<5(i?)ani/conj+ par ca(x) = ca(x,) + ca(x/f), 

où x' et x" sont les deux éléments de Gd $(-F)ani/conj d'image x, on retrouve la formule 
(7)· 

Posons 

et 

W(G,W(G, 
(d,*)e0(g,<z') ,Gd,<5(F)ani/cowxwnj+ 

W)W(G, l(d,<5)G2)(g,g/; "•regjd̂ * 
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D'après 1.4, *6(q,q') est un revêtement de S*(g, q'). Avec les définitions précédentes, 
on obtient l'égalité 

(8) ^géom(cTj Cr') 
t((l-0), 

ca(x)ca,(x)DG(x)A(sdx)rdx. 

2.3. Facteurs e de paires. — Soient U et U1 deux espaces vectoriels sur F de 
dimensions d et d!. On suppose d pair et d! impair. On note M et M' leurs groupes 
linéaires et on introduit les ensembles M et M' comme en 1.2. Posons r = (df — d—l)/2 
si df > d, r = (d — d' — l)/2 si d > d!. Fixons un isomorphisme U' = U 0 ^2r+i si 
d'> d, U = U1'0Z2r+i si d > df, avec la notation introduite en 2.1. Fixons un élément 
ui G Fx. Si d'> d, on plonge M dans M' en identifiant toute forme bilinéaire m sur 
C/ à la "somme directe" de m et de la forme q2r+\-Vx sur Z2r+i- Si d > d', on plonge 
M7 dans M en identifiant toute forme bilinéaire m' sur U' à la somme directe de fh! 
et de la forme #2r+i,i/i sur Z2r+i-

Soit 7r G Temp(M(F)) , supposons 7r autoduale, c'est-à-dire isomorphe à sa 
contragrédiente 7rv. Soit de même 7r; G Temp(M'(F)) , supposons 7r' autoduale. On 
note Ljn et uv les caractères centraux de TT et 7r' et e(s, TT X 7T', ^ F ) le facteur s défini 
par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika. On pose 

t((l-0),t((l-0), ^ ( T T ' , ^ ) ^ ( ( _ l ) ( ^ - l ) / 2 2 l / l K , ( (-l)1+d/22i/1)s(l/2,7TX7r,,^F). 

Remarque. — Ici encore, si d'> d, la formule n'est pas la même que celle de [19] 
en ce qui concerne les signes. Mais on a aussi modifié dans ce cas le plongement de 
M dans M'. 

Dans [19], on a calculé ce nombre eVl (n, 7rr) par une formule intégrale que nous 
allons rappeler. On peut prolonger la représentation n à M (F). C'est-à-dire que l'on 
peut définir une application TT de M (F) dans le groupe des automorphismes linéaires 
de En de sorte que n(mmm') = 7r(m)7r(m)7r(m/) pour tous m, m' G M (F), m G 
M (F). On peut supposer 7r unitaire. Alors TT est uniquement définie à une homothétie 
près de rapport un nombre complexe de module 1. Pour déterminer entièrement TT, 
on utilise la théorie des modèles de Whittaker. Fixons une base (UJ)J=Iv..^ de C7, qui 
permet d'identifier M au groupe matriciel G Là- On note N le groupe des matrices 
unipotentes triangulaires supérieures. On appelle fonctionnelle de Whittaker sur En 
toute forme linéaire (j> : En —> C telle que </>(7r(n)e) = ^F(]Cj=i,...,d-i nj,j+i)^(e) Pour 
tous n G iV(F) et e G E^. On sait que l'espace de ces fonctionnelles est une droite. 
On a défini un élément Oa de M (F) en 1.8. On vérifie que l'application (j) i—> (f)O7r(0d) 
conserve la droite des fonctionnelles de Whittaker. On peut alors normaliser TT de 
sorte que cette application soit l'identité. On vérifie que cette normalisation dépend 
de Yf mais pas de la base (uj)j=i^.^d choisie. On prolonge de la même façon la 
représentation n' en une représentation n' de M ; ( F ) , que l'on normalise de même. 

Supposons pour fixer les idées d < df. On va définir un ensemble ¿7 de "sous-tores" 
de M . Considérons une décomposition U = WT 0 UT telle que dim(Wr) soit paire. 
Notons (MT,MT) le groupe tordu associé à WT- Soit ( T , 2 V ) un sous-tore tordu 
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maximal de (MT,MT)> Une façon de définir cette notion est de dire qu'il existe un 
élément fortement régulier m G MT(F) de sorte que, en notant Tb le commutant de m 
dans M T , T soit le commutant dans MT de Tb et que fw soit égal à Tra. Remarquons 
que Tb ne dépend que de fw et pas de m. On suppose Tb anisotrope. Soit <?M,T une 
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur UT- On note T l'ensemble des éléments 
de M qui sont somme directe d'un élément de Tw sur WT et de l'élément ÇM,T sur 
UT- On note U'T = UT 0 Z2r+i et QM' ,T la somme directe de ÇM,T et de ç2r+i,-i/i-
On suppose que les groupes spéciaux orthogonaux des formes #M,T et QM' ,T sont 
quasi-déployés. L'ensemble ¿7 est l'ensemble des "sous-tores" T vérifiant toutes ces 
conditions. Remarquons qu'à tout tel élément T est associé un sous-tore maximal T 
de MT ainsi qu'un automorphisme de ce tore que l'on note 0: c'est l'élément 0^ pour 
n'importe quel élément t e T. On note Te la composante neutre du sous-groupe des 
points fixes de 0 dans T (c'est le tore noté Tb ci-dessus). On note T(F)/e le quotient de 
T(F) par la relation d'équivalence: deux éléments sont équivalents si et seulement s'ils 
sont conjugués par un élément de T(F). On munit T(F)0 d'une mesure de sorte que, 
pour tout t G T(F)/o, l'application 11-> tt de Te (F) dans T(F)/e conserve localement 
les mesures. Considérant que le groupe M agit par conjugaison sur M , on définit le 
normalisateur NorniM^)- On note GQMT le groupe spécial orthogonal de (UT, 9M,T)-
On pose 

W(M,f) NormM(T)(F) / (T(F; Gqm,t(F))' 

Ce groupe est fini. Les représentations TT et jt' admettent des caractères, lesquels 
ont localement des développements comme dans le cas des groupes non tordus ([4] 
théorème 3). On peut copier les définitions de 2.1 (en remplaçant v0 par v\) pour 
obtenir des fonctions c% et c^> presque partout sur T(F). Il reste à définir une fonction 
A sur T(F). Pour cela, soit t un élément fortement régulier de T(F). Notons £ G S 
son image par l'application PMT de 1.4. On pose A ( f ) = A(£) . 

Le groupe M (F) agit par conjugaison sur ¿7. On fixe un ensemble de représentants 
î7 des classes d'équivalence. Posons 

-géom,i>i ("TT? 7T ) t((l-0),t((l-0),t((l-0), 

fesr 

|2|r2+r+rdim(^T)j W ( M , T ) | - -1 

'T{F)/g 
c*(t)cv(ï)DM(ï)L (t)rdl 

Cette expression est absolument convergente et le théorème principal de [19] affirme 
l'égalité 

t((l-0), t((l-0), •eUl (TT,?!-'). 

2.4. Reformulation de egéom,!/!^^')* — Notons 2)(d, d') l'ensemble des entiers 
d qui vérifient la condition 

(1) d est pair et 0 < d <inf(d,d') 

ASTÉRISQUE 347 



LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD 129 

Pour tout élément d de cet ensemble, posons 

t((l-0), Fx /Fx '2 , si d < d, 
t((l-0), si d = d. 

Supposons d < d' (des considérations similaires s'appliquent au cas d > d' en 
échangeant les rôles de M et M' et en changeant v\ en —v\). Pour d G $(d,d') et 
// G M(d), fixons une décomposition U = Wd 0 % , où dim(Wd) = d. Une preuve 
similaire à celle de 2.2(5) montre qu'à équivalence près,il existe une unique forme 
bilinéaire symétrique non dégénérée q^^ sur Ud telle que, d'une part le groupe spécial 
orthogonal de (Ud,qd,fi) soit quasi-déployé, d'autre part la forme q^^ 0 q2r^\-vx 
sur Ud 0 ^2r+i soit équivalente à la somme de plans hyperboliques et de la forme 
(À, A') i—> 2/iÀÀ' sur F. On fixe une telle forme. 

Soit T G ¿7· On vérifie qu'il existe un unique couple (d,/x), avec d G 0(d, d') 
et // G J^(d), tel que le triplet ( W t , J7t, Çm,t) soit conjugué par un élément de 
M (F) à (Wd, Ud, <Zd,/x)- On peut donc supposer que pour tout T G £7", le triplet 
( W t , £/tî <Zm,t) est égal à (Wa, £/d> <Zd,/J pour un tel couple (d, / / ) . Cela décompose £7" 
en union disjointe de sous-ensembles £7d,/i- Fixons (d, /i) et considérons la contribution 
de J7d,M à Êgéom îCn",̂ ')- Introduisons le groupe tordu (Md,Md) associé à Wd- A 
chaque T G ^d,^ est associé un sous-tore tordu maximal (Td,Td) (que l'on notera 
simplement Td) de ce groupe tordu de sorte que T soit l'ensemble des sommes directes 
d'un élément de Td sur Wd et de qd^ sur Ud- Quand T décrit £7d}At, le tore Td décrit 
un ensemble de représentants des classes de conjugaison par Md(F) dans l'ensemble 
des sous-tores tordus maximaux T' de Md tels que T'e soit anisotrope. Le groupe 
NormM(T) est le produit de NormMd(Td) et du groupe orthogonalt((l-0),de l'espace 

quadratique (É7d> (Zd,/x)- Donc 

W ( M , f ) W ( M d , f d ) (GtJF)/GqAJF)). 

Le dernier quotient a 2 éléments si d < d, un seul si d = d. Cela conduit à poser 

c(d) 
1/2, si d < inf(d,d') 

1 sid=inf(d,sdsdd'). 

D'autre part, les fonctions c%i et c%i sur f(F) s'identifient à des fonctions sur fd(F). 
On peut en fait étendre leur définition et les définir sur tout MdjTeg(F). H faut prendre 
garde au fait qu'elles dépendent de //. Plus précisément, la donnée de /x définit un 
plongement de Md dans M: on identifie tout élément rhd £ Md à l'élément de M qui 
est la somme directe de rhd sur Wd et de qd^ sur Ud- Posons 

t((l-0),t((l-0 
Jde0(d,d' , ( ^ ( d ) X Md(^)ani/C0nj). 

On peut considérer que les fonctions c% et c%' sont définies sur cette variété. Il en est 
de même des fonctions DM et A . Il y a aussi une fonction évidente sur cette variété 
qui associe à tout point l'indice d de la composante qui contient ce point. Avec ces 
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définitions, on obtient l'égalité 

(i) £géom,i/i 
J%(d,d') 

c(d)|2|'+r+r(d"d) c*{x)c*,{x)DM(x)A{x)rdx. 

Posons 
Z*(d,d') c%i c%i c%i c%i 

D'après 1.4, il y a une application naturelle de %{à, â!) vers c%id!) qui est un 
revêtement analytique. On prendra garde au fait que cette application ne préserve 
pas localement les mesures: le calcul de 1.4 montre que le jacobien est |2|^/2. 

3. Endoscopie 

3.1. Rappels sur le calcul des fonctions catg. — Considérons un espace 
quadratique (V',q') de dimension d'impaire. Soit V = W ® Vjj' une décomposition 
orthogonale telle que dim(W) soit paire. On note G ' , Gw et GJ les groupes spéciaux 
orthogonaux de V, w,V{. On suppose GJ déployé. Soient a' une représentation 
admissible irréductible de G'(F) et t un élément semi-simple de Gw(F) tel que 
G't = T x Gp où T est un sous-tore de Gw> Le caractère Qa' se développe au 
voisinage de t selon 2.1(5), et l'ensemble Nil(gJ(F)) = Nil(gJ|(F)) contient une unique 
orbite régulière 0reg. Nous allons rappeler une formule qui calcule le coefficient 
caf ,0reg(£). Fixons un sous-tore déployé maximal Tjj de GJ et un élément régulier 
Yjl G tjj(F). On définit la fonction DG'* sur gJ(F) comme on l'a définie sur G J ( F ) . On 
a alors l'égalité 

m c%i c%i c%i = |W(Gj>T„)|-1KmA€Fx,A o (texp(A^))^(Ay«)1/2 

cf. [16] p.115. 
Considérons maintenant un espace quadratique (V, q) de dimension d paire. Soit 

V = W ® Vjj une décomposition orthogonale telle que dim(W) soit paire. On note 
G, Gw et G|j les groupes spéciaux orthogonaux de F, W, Vjj. On suppose Gjj quasi-
déployé. Soient cr une représentation admissible irréductible de G(F) et t un élément 
semi-simple de Gw(F) tel que G£ = T x Gjj, où T est un sous-tore de Gw- Fixons 
un sous-tore maximal 7]j de Gjj contenu dans un sous-groupe de Borel, et un élément 
régulier Yjj G t$(F). Si dim(Vjj) < 2, il n'y a encore qu'une orbite nilpotente régulière 
9reg dans fljt(F) et on a l'égalité 

(2: ca,ereg(0 
mÀ£Fx,À->m ̂mÀ£Fx,À->0©<x (fexp(Ay8))Z)G«(A^)1/2. 

Supposons maintenant dim(Vjj) > 4. Notons q% la restriction de q à <5" et <5"jj son 
discriminant. Si 6$ = 1, l'ensemble des orbites nilpotentes régulières dans g$(F) est 
paramétré par n = F X / F X ' 2 , cf. 1.7. On pose ^ = 1 et on note 5^ l'ensemble 
des couples ( F ' , F ' ) où F ' est une extension quadratique de F (il s'agit de vraies 
extensions quadratiques, l'algèbre F' — F ® F est exclue; la même remarque vaut ci-
dessous). Si <5jj 7̂  1, posons Ejj = F ( y ^ ) . Fixons r)% e Fx tel que <fy soit équivalente 
à une somme orthogonale de plans hyperboliques et de l'espace E$ muni de la forme 
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(v,v') i—• rçjjtraceFfl/F(rF)J/F(i;)î/). L'ensemble des orbites nilpotentes régulières dans 
Q$(F) est paramétré par Jf^ = rf^NormEt/F(E^)/FXi2 C Fx /Fx '2 . Considérons 
l'ensemble des couples d'extensions quadratiques (Fi,F2) = (F(y/fr[), F(\/<52)) de F 
tels que 5i<52 = S$.On y introduit la relation d'équivalence: (Fi,F2) est équivalent 
à (F2,Fi) . On fixe un ensemble de représentants des classes d'équivalence. On 
a paramétré en 1.4 les classes de conjugaison d'éléments semi-simples réguliers de 
Gjj(F). Un paramétrage analogue vaut pour les éléments semi-simples réguliers de 
0jj(F): il suffit de remplacer les données yi telles que yiT{(yi) = 1 par des données Yi 
telles que Yi + Ti(Yi) = 0. Posons J = { 1 , . . . , dim(Vjj)/2}. Pour j £ J posons F±j = F 
et, si j > 3, Fj-, = F 0 F. Considérons un couple (Fi,F2) G S^. Fixons une famille 
(Yj)j£j, en "position générale", telle que, pour tout j G J, Yj soit un élément de Fj tel 
que Yj+Tj(Yj) = G. Fixons deux familles c+ = (ct)J=1 2 et c~ = (c~)j=ij2 d'éléments 
de Fx telles que pour e = ±, 

sgnFl/F(cf) esgnFi/F(770< 1 — NormFl/F(yi)NormF2 p(^) -1 ) ) 

sgnF2/F(c|) : ^sgnF2/F(^(1 - NormF2/jF T^Norm^^Norm^ )̂-1)) 

On vérifie que, pour e = ± , les familles £ = (J, (F±J)JGJ, (Fj)jeJ, (Yj)jeJ) et ce 
paramétrent une classe de conjugaison d'éléments semi-simples réguliers dans 0jj(F). 
Plus exactement, elles en paramétrent deux, qui sont conjuguées par le groupe 
orthogonal. On fixe un élément YF F dans l'une de ces classes. On suppose que 

F\ ,i<2 et YFi F2 sont stablement conjugués. On note TFi F2 le commutant de YFi F<2 

dans GJJ. Pour fi G jftjj, on a alors l'égalité 

(3) ca.0„ M = HmXeFx,2\^ :\w{GhTt) -1ea(texp(Ay«))DG«(A^)1/2 

1 

2 
(Fi,F2; gnFgnF 

gnFgnFgnFgnFgnF gnFgnFgnF J<T(texp(AF|i F2; 
T(texp(AF|T(texp( 

cf. [16], p. 115 (les définitions de cette référence sont un peu plus compliquées, Dieu 
sait pourquoi). Remarquons que l'on pourrait remplacer le terme sgnFi/F(/x77|j) par 
sgnF2/F(/i77jf): si <5|j = 1, Fi = F2; si 5$ ^ 1, le produit de ces deux termes vaut 
sgnFjj/F(/x77tf) = 1. La formule suivante nous sera utile: 

gnF gnFgnF 

gnFgnF 

gnFgnFgnFgnFgnF gnFgnFgnF 
a(texp(ÀYtf))Z^«(A^)1/2. 

En effet, cette formule est immédiate quand dim(Vjj) < 2. Supposons dim(VJ) > 4. 
Quand ¡1 décrit 9f%, décrit Fx /Fx '2 si 6$ = 1, le sous-groupe NormFjJ/F(FtJx)/Fx'2 
quand ô% ^ 1. Pour (Fi, F2) G £7̂ , les conditions <$i<52 = ô$ et ¿1 ^ 1, £2 ^ 1 entraînent 
que sgnFi/F est non trivial sur le groupe précédent. Donc 

gnF 
] sgnFl/F0"W) 0, 

et (4) se déduit de (3). 
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3.2. Définition d'une multiplicité stable. — On considère deux couples ( V, q) et 
(V7, q') d'espaces quadratiques de dimensions d et d!. On suppose d pair et d! impair. 
On note G et G' les groupes spéciaux orthogonaux et on les suppose quasi-déployés. 
On considère, dans un groupe de Grothendieck convenable, une combinaison linéaire 
finie 

E 

k 
&k°k 

où les dk sont des nombres complexes et les o~k appartiennent à Temp(G(F)). On 
pose Os = YÏ,kak®<Tk et 011 suppose que Os est stable en tant que distribution ou, 
ce qui revient au même, qu'elle est constante, en tant que fonction, sur les classes de 
conjugaison stable. On considère de même une combinaison linéaire finie 

T(te 

k 
T(tesd 

où les a'h appartiennent à Temp(G;(F)). On définit ©£/ et on suppose que 6xy est 
stable. 

On définit S*(g, q1) comme en 2.2. Soit £ = (J, (F±i)ieI, (Fi)ieI, (yi)iei) £ H*(q, q'). 
On pose 1$ = 1 = 1*. En imitant la preuve de 2.2(5), on voit qu'il existe à équivalence 
près une unique décomposition orthogonale (Vf,q') = (W, qw) © (^jptftf) telle °lue 
dim(W) =de S(qw) = ed et le groupe spécial orthogonal de (Vj^gJ) soit déployé. 
L'élément £ paramètre deux classes de conjugaison stable dans le groupe spécial 
orthogonal de (W, qw)- Fixons un élément t' dans l'une d'elles. Par linéarité, on peut 
définir le terme Cjy^ (£'). Il est facile de voir que, parce que E' est stable, il ne 
dépend pas du choix de t'. On le note simplement C£/(£). 

Supposons d^ < d. Il existe de même une décomposition orthogonale (V, q) = 
(W, qw) ® (Vjj, q%) telle que dim(W) = dç, S(qw) = Sç et le groupe spécial orthogonal 
Gjj de (Vjj,gfl) soit quasi-déployé. L'espace (W,qw) n'est pas en général le même que 
ci-dessus et la décomposition n'est pas forcément unique. Fixons-la. De nouveau, £ 
paramètre deux classes de conjugaison stable dans le groupe spécial orthogonal de 
(W,qw)> Fixons un élément t dans l'une d'elles. Notons N$ l'ensemble des orbites 
nilpotentes régulières dans Q$(F). Par linéarité, on définit le terme cs>^(t) pour 0 G 
Tfp Posons 

T(te mr1 
T(teT(te 

CE,0(*)-

Ce terme ne dépend pas du choix de t. En effet, la formule 3.1(4) le calcule comme 
la limite d'une expression où t n'intervient que par une valeur 0^(texp(\Y%)) du 
caractère 6s- Quand on change le choix de t, disons qu'on le remplace par ti, on 
peut choisir Y i j qui vérifie relativement à t\ les mêmes conditions que Y$ vérifiait 
relativement à t et qui est tel que £iexp(ÀYi^) soit stablement conjugué à texp(\Y$). 
L'indépendance du choix de t résulte alors de la stabilité de E. 

Supposons maintenant dç = d. L'élément £ paramètre deux classes de conjugaison 
stable dans G(F) , qui sont conjuguées par le groupe orthogonal. On fixe des 
représentants t\ et t2 de chacune d'elles et on pose cs(£) = ©s(^i) + ©£(¿2)· 
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On pose r = (\d- d'\ - l ) / 2 , iç = SYE'.E et 

(1) S(Z. E'i SYE'.EÌ 
' s - (« .« ' ) 

SYE'.ESYE'.E SYE'.ESYE'.E .(opde, 

cf. 1.5 pour les notations. 

3.3. Transfert de multiplicités. — On considère une paire d'espaces quadratiques 
(V, q) et (V',q') comme en 2.1. On considère de plus quatre espaces quadratiques 
(Y+,q+),(V-,q-), (V'q'+), (VL,q'_). On utilisera quelques notations que l'on espère 
maintenant évidentes: d+ est la dimension de V"+, G+ est le groupe spécial orthogonal 
de (V+,g+) etc. On impose les hypothèses suivantes: 

(1) cL(_ et d- sont pairs, d+ + d- — d, 5(q+)S(q-) = S(q); 
(2) d'+ et d'_ sont impairs, d+ + d!_ = d' + 1; 
(3) les groupes G+, G'_ sont déployés et les espacesSYE'.Eet (Vl,ç/_) vérifient 

la condition (QD) de 1.7. 

Le groupe G+ x G_ est un groupe endoscopique de G et G+ x G'_ est un groupe 
endoscopique de G'. On utilise les facteurs de transfert définis en 1.7. Dans les 
formules (1) et (3) de ce paragraphe interviennent des termes A_2$(g')(£+,£_,c) et 
AUos(q)(£+J£-Î c)- On remarque que ce sont les mêmes car —2ô(q') = uoô(q). On note 
simplement ce terme A (£+,£_, c). Les hypothèses de 2.1 entraînent que G' est déployé 
si et seulement si l'hypothèse (QD) de ce paragraphe est vérifiée. Donc, ou bien on a 
les égalités 

(V,q) = (V,q)et(V!,q') = (V',qsds>y, 
ou bien on a 

(V,q)ï(V,q)et(V',q>)ï(V',q')SYE'.E. 
Considérons une combinaison linéaire finie 

k 

SYE'.E 

où les a'k + appartiennent à Temp(G^_(i7')). On considère des combinaisons linéaires 
analogues E'_, E', £+ , E_ et E relatives aux groupes G'_, G', G+, G_ et G. On 
suppose 

(1) les caractères 0jy , © s ' , 0£+ et ©£_ sont stables; 

(2) Oxy est le transfert deSYE'.E x 0S> et ©s est le transfert de ©s+ x ©£_· 

On a défini des termes 5(E+,E/_i_), 5(E+,E'_) etc. en 3.2. En prolongeant par 
bilinéarité l'application (cr, a') i—• mgéom(^ cr') de 2.1, on définit mgéom(E,E/). On 
pose 

KG') 1, si G' est déployé, 

- 1 , sinon. 
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Proposition 3.1. — Sous ces hypothèses, on a l'égalité 

^géom I 
1 

2' 
S S( SYE'.E wx 

Démonstration. — On suppose pour fixer les idées d < d!. Le membre de gauche de 
l'égalité à prouver est une intégrale sur un revêtement de E*(q,q'). Le membre de 
droite est la somme de deux intégrales, l'une sur E*(q+,q'+) x H*(ç/_,ç/i_) et l'autre 
sur E*(q+,q'_) x S*(6/_, ç/+). Si G et G' sont quasi-déployés, l'application "réunion 
disjointe" envoie chacun de ces ensembles dans E*(q,qf) et préserve localement les 
mesures. Ce n'est plus tout-à-fait vrai si G ou G' n'est pas quasi-déployé, à cause 
de la condition (2) de 2.2 qui n'est pas vérifiée sur l'image de l'application réunion 
disjointe. Notons E*et(q,q') la réunion de E*(q,qf) et de l'ensemble réduit au terme 
£ = 0 (c'est-à-dire l'ensemble d'indices i" est vide). On a Elt(q,qf) = E*(q,qf) si G et 
G' sont quasi-déployés. L'application réunion disjointe ci-dessus est toujours à valeurs 
dans cet ensemble. L'égalité de l'énoncé est de la forme 

SYE'.E 
SYE'.E 

SYE'.E 
M SYE'.E 

où / i (£) = 0 si £ = 0 £ E*(q,qf). Pour la prouver, il suffit de fixer £ G E*t(g, c/') et 
de prouver l'égalité / i (£ ) = /2(£). Fixons donc £ = (I,(F±i)ieI,(Fi)ieI,(yi)ieI), en 
supposant d'abord £ G E*(q,q'). On pose d = dç et S = ôç. La fibre du revêtement 
£?(£/;£/) au-dessus de £ est en bijection avec une classe Ce(£) C C(£). Pour c = 
(ci)iei* £ C£{Oi notons #(£, c) le point de la fibre paramétré par c. D'après 2.2(8), 

on a 

m ) 
cec(€) 

CE(X(£,C))CS<(X(£,C)) DG{x(i,c)) SYE'.E e.c))r,SYE 

où r = (d' — d — l ) /2 . En utilisant les notations introduites en 1.5, c'est aussi 

(1) A ( 0 
vSYE'.E 

(0r 
SYE'.E 

CE(Z(£,C))CE/ (z(£,c)). 

Pour tout J' C J, posons £(! ' ) = ( / ' , (F±i)ieIf, (Fi)ieIr, (yi)ier)- L'application 
(^1^2) h-* (£(A)> £№)) est une bijection de l'ensemble des couples ( i i , / 2 ) tels 
que h U 72 = I sur l'ensemble des (£1,^2) € 5*eg x S*eg tels que £1 U £2 = £· 
Notons cj/+, resp l'ensemble des couples {Ii,h) tels que /1 U 72 = / et 
(É(Ji),É(I2)) €SYE' .Ex-*(<?_,<? '_) , resp. (£(I iU(J2)) € -*(<?+,<?'_) x-*(<?_, <4). 
En utilisant la définition 3.2(1), on a l'égalité 

(2) /2(0 = 2SYE'.Ê  

(/i,/2)ey+ 
CE+(Î(/l))csV (í(/i))cs_(í(/2)) SYE'.Evx 

ijinf (d+,d'+) SYE'.ESYE'.E ;Î(/2))A(^(J1))'-1 ^ ( / 2 ) r ô + 2d-V(G')iSYE'.E 

SYE'.E 

SYE'.Evvv 

SYE'.ESYE'.E . ( Í ( / 2 ) ) C E ; « ( / 2 ) : 
|£)inf(d+,d'-)| f£ai)')r>inf(d-'d+) SYE'.E № ) ) r r (£№))r0, 

ASTÉRISQUE 347 



LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD 135 

où on a posé |d+ - d+| = 1 + 2r^, |d_ - d'_| = 1 + 2r̂ ~, |d+ - d'_| = 1 + 2rf, 
|d_ - d ' + | = l + 2r+. 

Introduisons le sous-espace quadratique (Wd,<55 tfd,<5) de (V,g) , cf. 2.2, les 
décompositions orthogonales (V,q) = (Wd,s,Qd,ô) © S Y E ' . E ( V 7 , ^ ) = {Wd,s,qd,ô) ® 
(Vjpgjj) et les notations afférentes. Les éléments #(£,c) appartiennent au groupe 
spécial orthogonal Gd:$(F) et sont en position générale. Le terme CE'(#(£,C ) ) est 
calculé par la formule 3.1(1). Dans celle-ci, Yjj appartient à l'algèbre de Lie d'un tore 
déployé. Sa classe de conjugaison stable est égale à sa classe de conjugaison. Elle est 
paramétrée par (J, (F±j)jeJ, (Fj)jeJ, (Yj)jeJ), où J = { 1 , . . . , ( d ' - d - l ) / 2 } et, pour 
tout j G J, F±j = F, Fj = F 0 F, Yj est un élément de F* tel que Yj + Tj(Yj) = 0. 
La classe de conjugaison stable de l'élément #(£, c)exp(ÀYjj) est paramétrée par la 
réunion disjointe de £ et de £ = ( J, (F±j)jej, (Fj)jej, (exp(XYj))jej). De même 
que l'on a défini £ ( / ' ) pour i 7 C / , on définit C(^') pour J' C J. Les éléments de 

qsdsd F)/stconj x G'_ (F)/stconj dont l'image par la correspondance endoscopique est 
la classe de conjugaison stable de x(£, c)exp(ÀYfl) sont paramétrés par les couples 
(£(i i ) U £(Ji), £(/2) LJ C№))> où (h, h, Ji, J2) parcourent l'ensemble des quadruplets 
tels que /1 U I2 = I, J\ U J2 = J et 

d £ ( J l ) + 2 J i +dsf1 SYE'.ESYE 2|J2| + l = d'_. 

Assimilons toute fonction définie sur un ensemble de classes de conjugaison stable à 
une fonction définie sur l'ensemble de paramètres correspondant. Grâce à 1.7(1), la 
formule 1.6(1) s'écrit 

(3) ìMi,c)^{\Yi))D
d'a C )l/2 

SYE'.E 
SYE'.ESYE'.ESYE'.ESYEE C(Ji)) 1 / 2 

SYE'.Exv ]C(J 2))£ d '-(£(/2) < № ) ) 1 / 2 №0sdfs SYE'.ESYE'.E iC№),c), 

où l'ensemble de sommation est celui que l'on vient de décrire. Montrons que 

(4) on a l'égalité (ah) SYE'.Ecxcxc <№),c) SYE'.E SYE'.Exc 

D'après les définitions de 1.5, il suffit de prouver que, pour tout i G / , le terme 

A=(-l)d</*P> (i/i)JW-i)yr*SYE'.E/2 

est le produit de B = Pç(yi)Pç(—l) et d'une norme de l'extension Fi/F±i. Pour tout 

j G J, écrivons exp(Àl}) = (aj^aj1) G F 0 F = Fj. Alors 

A = E 
SYE'.E 

(-Vi) 1(yi-aj) (^-a-^-l-a.XSYE'.Evx-l-a- 1), 

d'où 

A = B 

SYE'.E 
(Vi-dj) (yrSYE'.Ei-a.X-l-a- 1) 2. 

Le terme indexé par j dans ce produit est la norme de (y* — CLJ)(—1 — a et cela 
prouve (4). 
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Faisons maintenant tendre À vers 0. Remarquons que 

SYE'.E iC)1/: -.Dd'(Ç)1/2DG» (exp(Ayj))1/2. 

D'autre part, W(GpT$) est le groupe de Weyl d'un système de racines de type B\j\, 
notons w(B\j\) son nombre d'éléments. Grâce à 3.1(1), le membre de gauche de (3) 

tend vers 
w(Bw)DGqsds (C SYE'.ESYE'.E 

De la même façon, un terme comme 

SYE'.E C(Ji))£sdq»<(£(/i) SYE'.ESYE'.E 

tend vers 
w{BÌJsdqA)Dd+ (^(/I))1/2CE;(^(/I)) . 

On obtient 

w{Bw)Dd\tf'2cv{x(i,cqsdq)) 
SYE'.E 

(((/l),№xccx)1cMB|Jl|) v(BÌJ2Ì)Dd'+(tth))1/2 

Dd'-(t(h))1/2cK SYE'.ESYE'.ESYEE 

On décompose la somme en une somme sur les couples (h, h) et une somme intérieure 
sur les (Ji, J2). Les couples (h, h) sont soumis aux seules conditions 

(5) sds 1/2 7> d«Ji) d (̂/2) < d'_. 

Fixons un tel couple et considérons la somme intérieure. Posons ji = —d̂ sqdĵ —1)/2, 
J2 = (d'_ — dç(i2) —1)/2. Les couples (Ji, J2) sont soumis aux seules conditions JiUJ2 = 
J, (JjlI = J! et |J2| = j2. Le terme que l'on somme est simplement w(B^)w(Bj2). La 
somme vaut donc 

fdf 
J1U2! 

w(Bh)w(Bh), 

et on montre que ceci n'est autre que w(B\j\). On obtient finalement l'égalité 

(6) C£'(a:(£,c)) Dd'(0~1/2 

h,h 

SYE'.ESYE'.ESYE'.ESYE'.E 

où l'on somme sur les (/1,^2) vérifiant (5) et où l'on a posé 

B'{h,h) Dd'+{Z(h))1/2Dd'-'m))1/2cvMh))cv_ SYE'.E 

Le terme cs(x(£, C)) est calculé par la formule 3.1(2) ou 3.1(3) selon que dim(Vjj) < 2 
ou dim(K) > 4. Supposons d'abord dim(Vjt) > 4. Considérons un couple (JFi,F2) G 
qdq Pour e = ± , la classe de conjugaison de exp(ÀyFi F2) est paramétrée par 

C (Ji(F±j)jeJ,{qsdFj)jeJ (exp(XYj))jeJ) 

et c£ — (cpj=i?2, avec les mêmes définitions qu'en 3.1. Donc la classe de conjugaison 
de x(^,c)exp(ÀYFi F2) est paramétrée par £ U £ et c U c£. Les éléments de 
G+ (F)/stconj x G_(F)/stconj dont l'image par la correspondance endoscopique 
est la classe de conjugaison stable de x(£,c)exp(\YdsfdpiF2) sont paramétrés par les 
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couples (£(i"i) U Ç(Ji),£(J2) U C№)), où (Ii,J2, Ji, J2) parcourent l'ensemble des 
quadruplets tels que I\ U 72 = / , Ji U J2 = J, 

(7) ^ ( / l ) + 2 | J 1 | SYE'.ESYE'.ESYE'.ESYE'.E 

et 

(8) SYE'.EE'.E SYE'.ESYE'.ESYE'.E 6{q-). 

Il faut prendre garde au fait qu'ici le paramétrage n'est pas bijectif. D'après la 
description de 1.7, à un quadruplet sont associées deux classes de conjugaison stable 
dont l'image est celle requise, sauf dans le cas où l'un des groupes G + ou G _ est réduit 
à { 1 } , où il n'y a qu'une classe. Ignorons dans un premier temps cette difficulté, nous 
indiquerons plus tard comment la résoudre. Alors, grâce à 1.6(1) et 1.7(3), le terme 
indexé par (Fi,F2) dans le membre de droite de 3.1(3) est égal à 

(9) 
1 

2 
Dd{0-l/2 

SYE'.ESYE'.E £=± 

e\W(GhnuF2 hgap /F SYE'.E SYE'.ESYE'.E SYE'.E 

Dd+ (ah) U C(Ji))L/2EE. m ) U c(j2))d"- («j*) U aj2))l/2mh) U C W , m U C(j2), C u c% 

Considérons un couple ( Ji, J2) intervenant ci-dessus et supposons que le sous-ensemble 
{1 ,2} de J est inclus dans J\ ou dans J2. On voit alors que A ( £ ( i i ) U £(Ji),£(/2) U 
£(J2),cU c£) est indépendant de e. Le nombre d'éléments de W(G^Tpi F2) est aussi 
indépendant de e, notons-le simplement |W(Gjj,Tp1^2)\. La somme en e est alors la 
somme de deux termes opposés, qui est nulle. On peut donc se limiter aux couples 
(<A> 2̂) tels que l'un des termes contienne 1 et l'autre contienne 2. Si par exemple J\ 
contient 1 et J2 contient 2, on a S^j^ = 61 et ^(j2) = ¿2 (rappelons que Fj = F(y/ôj) 
pour j = 1,2). Mais alors (8) impose les valeurs de ¿1 et £2. On obtient le résultat 
suivant. Considérons la condition 

(10) les deux couples (6ç(i1)6(q+),6^j2^6(q-)) et (61,62) sont égaux à permutation 
près. 

Si elle n'est pas vérifiée, il n'y a pas de couple (Ji, J2) vérifiant les conditions 
requises. Poursuivons le calcul en supposant (10) vérifiée. Pour fixer les idées, on 
suppose que les deux couples de cette relation sont égaux, le calcul étant similaire si 
l'on doit en permuter un. Alors les couples (Ji, J2) autorisés sont ceux pour lesquels 

(11) si ¿1 ^ 52, c'est-à-dire si <fy ^ 1, alors 1 G J\ et 2 G J2; 
(12) si 6% = 1, alors 1 G Ji et 2 G J2 ou 1 G J2 et 2 G J\. 

Pour un tel couple, montrons que, si À est assez proche de 0, on a 

(13) e8giiFl/F(*bîa)A(£(Ji) U<(Ji),É(J2) UC(J2),cUc£) = A(£(Ii),É(J2),c). 

On doit encore montrer que, pour i G / , le terme A défini plus haut est égal au 
produit de B et d'une norme de l'extension Fi/F±i. Le terme A est produit de B, de 
termes similaires à ceux traités plus haut, et de deux termes 

(-Vi) 1(yi-exp(XYj)[ (yi - exp(-Ayj); • ( - l - e x p ( À K ) ) (-lsdqd-exp(-XYj)) 
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pour j = 1,2. Ceci est un élément de F±i. Quand À est proche de 0, il est proche de 

4(-y i )_1(w-l )2 , 

qui est la norme de 2(yi — 1). D'où l'assertion. Cela ne suffit pas car, dans le membre 
de gauche de (13), il y a deux facteurs supplémentaires: le terme £SgnFi/F(i/0^jj) et, en 
supposant par exemple 2 G J2, un terme sgnF2 j F(vQ8(q)C2) correspondant à l'élément 
2 G J"!. On doit prouver que le produit de ces deux termes vaut e. Rappelons que 

v05(q)C2 = (-l)d/Vo5(5)c|P^(exp(Ay2))PM(-l)exp(Ar2)1-d/2(exp(A72) - l)-1(exp(XY2) + 1). 

Pour j €J\ {1,2}, posons exp(AY,) = (aj^j1) € Fx ©Fx = F*. On a les égalités 

ph-i)pc(-i) = p h - i ) p c ( - i ) , 

PiuC(exp(AY2)) Pe(eXp(Ay2))P^(exp(AF2)), 

P^(exp(XY2)) (exp(Ay2)-exp (-Ar2)(exp(Ay2) exp(Ay1))(exp(Ay2) -exp(-AYi)) 

J€7\{L,2} 

(expUy.) aj)(exp(XY2) - a,1). 

On a donc l'égalité 
u0ô(q)C2 DiD2D3DAD6 

ou 

Di = v0ô(q)c%, 

D2 = (exp(XY2) exp(-Ay2))(exp(Ar2 l)-1{exp(XY2) + l), 

D3 = exp(-Ay2; (exp(Ay2) exp(Ayi))(exp(Ay2 exp (-XY1 , 

DA = (-exp(Ay2); d^P^exV{XY2))P^-l), 

D5 = Pd-1) 
jeJ\{i,2} 

(-exp(Ay2))-1(exp(Ay2) aj)(exp(XY2) -dj1). 

Introduisons la relation d'équivalence dans Fx: a = b si et seulement si ab^1 est 
une norme de l'extension F2/F. Chacun des termes ci-dessus appartient à F". A 
équivalence près, on peut les remplacer par des termes qui leur sont assez proches 
quand A est assez proche de 0. Les racines de pc sont proches de 1, donc Pç(—1) 
est équivalent à (—2)2IJI = 1. Pour j e J \ {1,2}, le facteur indexé par j dans D5 
est égal à a~1Normf2/p(exp(Ay2) — a,) , qui est équivalent à 1 puisque a,j est proche 
de 1. Donc £>5 = 1. Le terme D4, est équivalent à (—l)d(/2Pç(l)Pç(—1), ou encore à 
(- l )d£/2P€(l)P€(- l)-1. Ceci est le produit sur les i G / des termes 

(_l)[^±i^l NormFi/F(y;), 

où l'on a posé Yi = x+f1- On a nÇYi) = —Yi. Donc NormF./F±. (Yi) G —ôiF^f, où l'on 

rappelle que Fi = F±i(y/ôï). Le terme ci-dessus est donc équivalent à NormF±./F(£i), 

et D4 est équivalent à ôç. Le terme D3 est équivalent à 

X2(Yo-Yi)(Y2 + Yi) -Y?(l - NormF2/F(y2)NormFl/F(y1)-1) 

ASTÉRISQUE 347 



LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD 139 

- * i ( l - NormF2/F(y2)NormFl/F(y1)-1). 

Le terme D2 est équivalent à 1. Par définition de 5%, on a les égalités 

ph-i)pc(-i)phi) Si525t = —Siôt. 

En rassemblant ces calculs, on obtient 

voS(q)C2 VQCS2(1 — NormF2/F (y2)NormFl/F(y1)-1). 

tjn utilisant la dennition de c|, on obtient sgnF2/F(z/o0wJ^2j = ŝgnF2/FVI/o t̂tJî qui 
est égal à esgnFl/F(z/o^jj)j ainsi qu'on l'a remarqué en 3.1. Cela achève la preuve de 
(13). 

Maintenant, le terme que l'on somme dans (9) ne dépend plus de e. La somme en e 
revient à une multiplication par 2, qui compense le premier facteur ^. Faisons tendre 
À G Fx'2 vers 0. Comme plus haut, un terme comme 

ph-i)pc(-i) i))£dC(Ji))£dWi)Wi) C№))1/2 

tend vers 
C(Ji))£dWi)C(Ji))£dWi) i1/2cs+(C(/i)), 

où w(Ji) est le nombre d'éléments du groupe de Weyl d'un groupe spécial 
orthogonal "pair" contenant un élément paramétré par C(^i)- On vérifie l'égalité 
w(Ji) = w(B\[j1\_i). Alors la limite quand À tend vers 0 de l'expression (9) vaut 

\W(GhTFltF2)\-1 
C(Ji))£dWi) 

(£(/iU(/2),cdggfd)W5u,i-i) C(Ji))£dWi)C(Ji))£dWi)C(Ji) 

Dd-W2)) 1/2cS+(£(/i))cS_(£(/2)). 

Il convient maintenant de tenir compte de la difficulté que l'on a signalée plus haut 
et de corriger cette formule en conséquence. A chaque quadruplet ( i i , I2, Ji, J2) 
sont en fait associées deux classes de conjugaison stable dans G+iTeg(F) x G-,Teg(F) 
(remarquons que les conditions imposées aux quadruplets assurent que J\ et J2 
ont au moins un élément, donc que G+ et G- sont non triviaux si l'ensemble de 
sommation n'est pas vide). Or les calculs ci-dessus ne dépendent pas de la classe 
choisie. Donc le terme qui nous intéresse, à savoir la limite quand À tend vers 0 du 
terme indexé par (Fi,F2) dans le membre de droite de 3.1(3), est égale au terme 
ci-dessus multiplié par 2. On décompose la somme ci-dessus en une somme sur les 
couples ( i i , / 2 ) et une somme intérieure sur les couples (Ji, J2). Fixons (ii,J2). La 
somme intérieure est 

Jl,J2 
w C ^ J x I - i M ^ I - i ) -

Les couples ( Ji, J2) sont soumis aux conditions (7), (11) et (12) (toujours en supposant 
les deux couples de (10) égaux). Posons j i = (d+ — dç(Il))/2, j2 = (d- — d^tl))/2. 
Si 5j) ^ 1, l'application (Ji, J2) (J\ \ {l},</2 \ { 2 } ) est une bijection de notre 
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ensemble de couples sur celui des couples (J{, J2) tels que \J[ \ = j i — 1, \J'2\ = j2 — 1 
et J[ U Jo = J \ { 1 , 2 } . Dans ce cas, la somme intérieure vaut 

(1^1-2)! 

Oi - 1)!(J2 - 1)! 
™(£ji-lM£j2-l)> 

et ceci est égal à w(B\j\__2). Or on vérifie que ce nombre est égal à |H (̂Gtt, Tp1)ir2)|/2. 
Si 5% = 1, il y a deux fois plus de couples (Ji, J2): la condition (12) nous permet 
d'intervertir les places de 1 et 2. Mais W(G$1TF1,F2) es* lui-aussi deux fois plus gros: 
puisque F\ = F2, il y a des éléments qui permutent les deux premières composantes 
du tore. Le résultat est donc le même. En tenant compte de la multiplication par 2 
que l'on a rétabli ci-dessus, on obtient que la limite quand À tend vers 0 du terme 
indexé par (Fi,F2) dans le membre de droite de 3.1(3) est égale à 

W(G,W(G, 

W(G, 

, ( £ ( I i U ( / 2 ) , c ) Z A W(G,W(G,W(G,W(G, ,1/2 CE+(£(/l))CE_(£(/2)). 

Rappelons à quelles conditions est soumis le couple ( i i , / 2 ) . Il y a la condition de 
départ 

(14) il h = I, 

la condition (10) et enfin il doit exister un couple (Ji, J2) intervenant dans le calcul 
ci-dessus tel que (7) soit vérifié. Cette dernière condition est équivalente à 

d«/i) d+ - 2> d£(/2) d- - 2 . 

On peut la remplacer par la réunion des conditions 

W(G,Wsds(G, d«/2) < d-

et 

(15) si dî(h) = d+,W(G, = 5(q+)', si dî(l2) = d_, %/2) = ô(q-). 

En effet, la réunion de cette condition et de (10) interdit les égalités d^j^ = d+ 
ou d£(/2) = d- puisque 6\ et £2 sont tous deux différents de 1. 

On doit maintenant traiter le premier terme du membre de droite de 3.1(3). Le 
calcul est essentiellement le même que ci-dessus, en remplaçant (#i,£2) par (S$,l). 
La seule différence notable est que l'on peut avoir des couples (Ji, J2) dont l'un 
des termes est vide. Cela se produit pour un couple ( i i , / 2 ) tel que, par exemple 
d£(/2) — Détaillons ce cas. Il n'y a plus qu'un choix pour (Ji, J2), à savoir J\ = J 
et J2 = 0. En supposant que G- ^ { 1 } , il n'est plus vrai que les deux classes de 
conjugaison stable de G+ITEG(F) x G-,REG(F) paramétrées par ( A , / 2 , Ji, J2) donnent 
la même contribution. L'analogue de (13) reste vrai et la contribution du quadruplet 
est 

|W(Gl)rË)|-1D*'(0 -i/2£)d+^(Ji)uC(J))i/2 W(G,W(G,W(G, W(G,W(G,W(G,xc 

W(G, W(G,v W(G,cx W(G,W(G, 

où (y_(_, 2/_) et (y'+,y'_) sont les deux classes de conjugaison stable en question. Comme 

précédemment, quand À tend vers 0, les termes Dd+(£(Ii) U Ç(J))1/2Qv+(y+) et 
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£>d+(£(/i) UC(J))1/2es+(î/;) tendent tous deux vers ws(J)D(J)Dd+e(^h))1/2^^I))). 
Ici w(J) = |W(Gj|,T||)|. La limite de l'expression précédente est donc 

Dd(o~1/2Dd+ (t(h))1/2Dd- ( a i 2 ) ) 1 / 2 m h U ( i 2 ) , d f f f c)(J)Dcs+ K( / i ) ) (eE_ ( » _ ) + eE__ + eE 

Les deux éléments y- et y' sont les deux classes de conjugaison stable dans 
G-iTeg(F) paramétrées par £(/2)· Par définition, la dernière somme ci-dessus est égale 
à cs_(£(/2))5 cf. 3.2. La contribution du couple (h,h) a donc la même forme que 
précédemment. On laisse un calcul plus détaillé au lecteur. Le résultat est le même 
que ci-dessus, en remplaçant dans la condition (10) le couple (61,62) par le couple 

C(Ji))£dWi) 
Faisons maintenant la somme des contributions de tous les termes du membre de 

droite de 3.1(3). Notons que pour tout couple ( I i , /2 ) , il y a un unique couple (61,62) 
(en incluant ce dernier couple (6$,1)) tel que (10) soit vérifié. On obtient alors la 
formule 

(16) CE(Z(£ ,C) ) Dd(Û~1/2 

h, h 
^{IiU(I»),C(Ji))£dWi)c)B(IuI2), 

où on somme sur les (h^h) vérifiant (14) et (15) et où l'on a posé 

B(h,I2) C(Ji))£dWi) C(Ji))£dWi) (£№))1qsd/2cs+ C(Ji))£dWi)C(Ji))£dWi) 

On a supposé dim(Vj|) > 4. Le cas dim(Vjj) < 4 est similaire, avec encore des 
subtilités dues au dédoublement des classes. Le résultat est le même. 

Grâce à (1), (6) et (16), on a l'égalité 

h(0 = A{i 

h,h qsd =ec(«)« 

B(IUI2)B'(I'Iqsfd2) {Ì{hU{I2),c) C(Ji))£dWi)C(Ji))£ 

où l'on somme sur les (h^h) vérifiant (14) et (15) et les (/{,/2) vérifiant (5) et où 
l'on a posé 

MO (OrDd(0 1/2IT (prxwvxvé­

supposons d ^ O . On a une égalité 

,(P(/1),P(72),c) C(Ji))£dWi)C(Ji)Wi) œ 
C(Ji)) 

BÇflFi/FïM)) 
iei2 

sgnFi/F±. (Ci)), 

où a est un certain signe indépendant de c. Rappelons que G(£)e est une classe dans 
G(f) modulo le sous-groupe G(£)x formé des c = (ci)iei tels que Y\ieI sgnF./F±. (ci) = 
1. La somme sur c G G(£)£ des termes ci-dessus n'est non nulle que si I2 = I2 ou 
I2U/2 = autrement dit que si (h,h) et (/(,/2) sont égaux à l'ordre près. Si ces 
deux couples sont égaux, on a 

m ) C(Ji))£dWi) C(Ji))£dWi)xcxc 1 

pour tout c et la somme vaut |G(£)£| = 2^ . Supposons (h^h) = (hih)- La 
formule 1.7(1) relie le terme A ( £ ( / ( ) , £(/£)>c) au facteur de transfert relatif au groupe 
endoscopique (G+,G'_) du groupe G', . On sait que, quand on échange les deux 
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termes G+ et G'_, le facteur de transfert ne change pas si G' est déployé tandis qu'il 
est multiplié par —1 si G' n'est pas déployé. On en déduit 

(J)(J)(J)(J)(J) KG') A(02i^1(A1 + f 

pour tout c G G|. La somme qui nous intéresse vaut alors //(G')2^ 1. Donc 

(17) /i(£ A(02i^1(A1 + fx(G')A2) 

où Ai est la somme des B(I\,l2)B'(Ii, 1%) sur les couples (h,h) vérifiant (5), (14) 
et (15), tandis que A2 est la somme des B(Ii,l2)B'(l2,Ii) sur les couples (h,h) 
vérifiant (14) et (15) et tels que (72, h) vérifie (5). On a supposé d ^ 0. Supposons 
maintenant d = 0, c'est-à-dire £ = 0. Sous l'hypothèse £ G E*(q,qf), cela implique 
que G et G' sont quasi-déployés, donc /x(G') = 1. Il n'y a plus qu'un couple (h,h) 
qui intervient: le couple ( 0 , 0 ) et on obtient 

Mt) = AfâAi = AçA2. 

La formule (17) reste vraie. Considérons enfin le cas £ = 0 et G ou G' n'est pas 
quasi-déployé. Par définition, / i (£ ) = 0 et //(G7) = — 1. Avec les définitions ci-dessus, 
on a Ai = A2 et la formule (17) est encore vérifiée. 

Comparons les formules (17) et (2). On voit que les ensembles de sommation qui 
définissent Ai et A2 ne sont autres que J+ et d~. Pour prouver l'égalité / i (£) = /2(0 
et la proposition, il reste à prouver que les termes que l'on somme sont égaux. Faisons-
le pour les premières sommes. On fixe donc (/1,^2) € ^ + et on compare les termes 
indexés par ce couple dans les formules (17) et (2). Dans les deux apparaît en facteur 
le produit 

A(02i^ f ( £ № ) ) C E ; :e(/i))cs_ tt№))csL«(sdfsf/2)). 
Les termes restants sont 

(is: i(OrDd(01/2Dd'(0'1/2 Dd+(ah))1/2Dd'Ht(h)) i,2Dd-m))1,2Ddsfd'-m))1/2 

pour la formule (17) et 

(19) £)inf(d+,d+) (£(Ji))£>in£(d->d'-) ;e(/2))A(^(/1))'-1+A(e(/sdsd))^ 

pour la formule (2). En utilisant 1.5(1), on a les égalités 

£№))CE£№))CE£№))CE -1/2 K)-1/2, 

Dd+Wi)] V2Dd'+(tth))1/2 Dinf(d+'d'+)(^(j1); ^^J1^(max(d+,d'+)-inî(d+,d'+))/2 

jymî(d+,d'+ £№))CE £№))CE r+ + l/2 

et de même 

Dd-(e(l2))1/2Dd № ) ) 1 / : --D'm{{d-'d'-\Ç(I2) ^(h)P+1/dsfsdf2-

Donc (18) est le produit de (19) et de A(p)-1/2A(p(/1))1/2A(p(/2))1/2. Ce dernier 
terme vaut 1. Cela achève la démonstration. • 
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3.4. Transfert de valeurs de facteurs e. — On considère deux espaces U et U' 
comme en 2.3 et deux espaces quadratiques (V, q) et (V',qf), dont on note G et G' 
les groupes spéciaux orthogonaux. On suppose dim(Vr) = dim(C7) = d, dim(Vf) = 
dim(C//) = d! et G et G' quasi-déployés. Le groupe G est un groupe endoscopique de 
M et G' est un groupe endoscopique de M'. On utilise les facteurs de transfert définis 
en 1.8. 

On considère une combinaison linéaire finie 

Σ = 
fe 

£№))CE 

où les <jfc appartiennent à Temp(G(F)). On considère une combinaison linéaire 
analogue E' relative au groupe G'. On considère une combinaison linéaire finie 

Π = 
sd 

f̂cTTfeî 

où les 7Tfc appartiennent à Temp(M(F)) et sont autoduales. Chaque 7rk se prolonge 
en une représentation 7rk de M (F), cf. 2.3. On pose 

Π 
fe 

fcfcTTfe. 

On considère une combinaison linéaire analogue II ' relative au groupe M ' , dont on 
déduit une combinaison linéaire II ' . Par linéarité, on définit les caractères ©^ et 0^/· 
On suppose: 

— les caractères ©s et ©s/ sont stables; 
— ©n est le transfert de ©s et ©^/ est le transfert de 0jy · 

Notons —1 l'élément central de G (F) qui agit sur V par multiplication par —1. Toute 
représentation irréductible a de G (F) possède un caractère central ua. Posons 

! ( - l ) 

fe 

aku(Tk(-l)ak. 

Si une distribution localement integrable D sur G (F) est stablement invariante, 

la distribution g H-> D(—g) l'est aussi. Donc © s ( - i ) est stable et on peut définir 

5(E(-1) ,E') . 
En prolongeant par bilinéarité l'application (n,^) £géom,i/i (TT? TT') de 2.3, on 

définit egéom.i/iilljir). 

Proposition 3.2. — Sous ces hypothèses, on a Végalité 

ĝéom,!/! ( Π , Π ' ) = ( i ( « ) , 2 ^ ) F 5 ( E ( - l ) , E ' ) 

Démonstration. — On suppose comme toujours d < d!. D'après 2.4(1), le membre de 
gauche de l'égalité de l'énoncé est une intégrale sur %(d, d'), qui est un revêtement 
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de £*(d, d'). Le membre de droite est une intégrale sur H*(g, q'), qui est inclus dans 
S*(d, d'). On peut donc écrire l'égalité de l'énoncé sous la forme 

S*(D,D') 

£№))CE 
'a*(d,d') 

/2qs(0«. 

Il suffit de fixer £ G S*(d,d') et de prouver l'égalité £№))CE= /2( f ) . 
Fixons donc £ == (J, (F±i)ieI, (Fi)i€j, (yi)iei) £ H*(d,d'). Posons d = d$. La fibre 

de 9C(d,d') au-dessus de £ est en bijection avec M(d) x rpair(£). Pour un élément 
(¿¿,7) de cet ensemble, notons ¿(£,//,7) l'élément de la fibre paramétré par (//,7). En 
se rappelant que l'on doit tenir compte du jacobien de l'application de 9C(d, d') vers 
S*(d, d'), de la formule 2.4(1) se déduit l'égalité 

/ 1 ( 0 c(d)|2 ir2+r+r(d-d)-d/2 
sd 

(/x,7)^(d)XRPAIR(£) 
Cn(£(£,/j,7))c -(¿(£,^,7)) 

£№))CE£№))CE 
^(£,M,7))r-

On a l'égalité A(£(£,//, 7)) = A(£) . Il est clair que DM(x(Ç, //,7)) ne dépend que de 
d et £. Notons-le £>d(£). On obtient 

1) / i ( 0 c(d)|2| 
r2+r+r(d-d)-d/2 
F Dd(C £№CE 

(M,7)€^(d)XRpair(0 
CFT(^(£,M,7))C (£(£,/¿,7)). 

La seconde fonction est donnée par 

(2) /2(0 
2k(8(q),2v1) W(G,W(G,W(G,W(G, 

( 0 si £ € E*(q,q'), 

0, sinon. 

Soit (^,7) S j%(d) x rpair(£). Introduisons l'espace quadratique (Ud,qd,fj.) de 
2.4. Notons-le plutôt (V$,q$) et notons ( V j ' , ^ ) la somme orthogonale (V$,q$) © 
(Z2R+I,92r+I,-i/i)- Notons Gj et Gj les groupes spéciaux orthogonaux de ces espaces. 
L'élément £№)/¿,7) de M'(F) (ou plus exactement un représentant de cette classe) a 
pour commutant connexe le produit d'un tore et de GJ. Ce dernier groupe est déployé 
et CF.,(£(£, M>7)) es* donné par une formule analogue à 3.1(1), c'est-à-dire 

(3) Cn/(£(f>M>7) 
£№))CE£№))CE£№))CE >o©n'(5(^^'7)exp(Ayt,)) 9G5(ÀYjj)1/2. 

En tant qu'élément de flJ(F), la classe de conjugaison de Yjj, qui est égale à sa 
classe de conjugaison stable, est paramétrée par (J,(F±j)jej,(Fj)jej(Yj),(Yj)jej), où 
J = { 1 , . . . , (d'- d - l ) / 2 } et, pour tout j G J, F±j =F,i^-=F0F et Y,est un 
élément de £DF Tel que Yj+Tj(Yj) = 0. Cela signifie que l'on peut décomposer (V{, gjj) 
en somme orthogonale 

D 
jeJ 

FA 

où D est une droite et chaque Fj est un plan hyperbolique, et Y agit par multiplication 
par 0 sur D et par Yj sur Fj. La restriction de çjj à D est forcément équivalente à la 
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forme (a,a') i—• 2¡iaa' sur F. On en déduit le paramétrage de #(£, //, 7)exp(AY¿) 
dans M'(F). Sa classe de conjugaison stable est paramétrée par £ U Ç, où £ = 
W (F±j)jeJi (Fj)jeJi (exP(2AY}))¿ej). Sa classe de conjugaison est paramétrée par 
l'élément supplémentaire (2//,7) de r imp(ÍU(). D'après 1.6(2) et 1.8(1), l'égalité (3) 
se transforme en 

Cn/(£(É>^7) M ^ G ; , ^ ) ! " 1 ^ £ № ) ) C E >0A(£UC,(2/i,7) !d'(À)eE,(£uc), 

où on a posé 

d'(X) £№))CE£№))CE -1/2DG«(Ayg)1/2Z?<L'(ÍUC)1/2. 

On vérifie comme en 3.3(4) l'égalité 

xc £№))CE (e,(2M,7))-

En se reportant à la définition de la fonction DQ1 , cf. 1.6, on voit que 

£№))CE |2|£№))CE/+1)/2^'(i) 

pour tout x G Mr'eg(F). L'exposant — (d' + l ) /2 est obtenu ainsi: notons T le 
commutant de M'~ dans M ' ; alors l'exposant est dim(M~) — dim(T). On obtiendrait 
—d/2 si l'on remplaçait M' par M. Donc 

d'(X) |2|(/+1)/4Dd (0-l/2£,d'(qsdsqsdÇuC)l/2_ 

La formule 3.1(1) montre que 

W{G'pTt)\-Himx oDd'sd(t; ,0 i /a M í IC) Ddqsd(£)1/2cE'(£). 

D'où 

(4) Cfr(x(£,/x,7) 
|2|K + l)/4¿d'(0-l/2jD(i'(e)qdsddl/2 

S,(2M,7))cs'(0-

Calculons maintenant CJJ(X(£, /i,7)) en supposant d'abord dim(Vj() > 4. Alors ce 
terme est donné par une formule analogue à 3.1(3). Considérons la contribution d'un 
couple (Fi,F2) G {7$. Il intervient un terme ©n(£(£,A4,7)exp(AYp Fa)). Comme ci-
dessus, on peut le calculer comme une somme sur les éléments y G Greg(ir')/stconj 
qui correspondent à la classe de conjugaison stable de â;(£,/z,7)exp(AY^ F ) . Ces y 
ne dépendent pas de e. Le terme que l'on somme est le produit de 

£№))CEV£№))CE /x,7)exp(AY£l5jp2)) 

et d'un terme qui ne dépend pas de e. Le point est qu'en se reportant à la formule 
1.8(2) qui calcule ce facteur de transfert, on voit que le facteur ci-dessus ne dépend 
pas non plus de e. Puisque e intervient en facteur dans la formule 3.1(3), la somme sur 
e de ces termes est nulle. Il ne reste que la contribution du premier terme de 3.1(3). 
En tant qu'élément de Q$(F), la classe de conjugaison stable de Y$ est paramétrée par 
(J, (F±j)jeJ, (Fj)jeJ, (Yj)jej), où : 

J = { l , . . . , ( d - d ) / 2 } : 
si S(q$) = 1, F±j = F et Fj = F 0 F pour tout j G J; si S(q$) ^ 1, il en est ainsi 
pour tout j G J \ { 1 } , tandis que F±i = F et f\ = F(y/ô(^)); 
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— pour tout j G J, Yj est un élément de F* tel que Yj + Tj(Yj) = 0. 

La classe de conjugaison stable de x(£, /i, 7)exp(ÀYjj) est paramétrée par £ U £> où 
£ = (J, (F±j)jeJ, (Fj)jej, (exp(2XYj))jej). Si <fy = 1, sa classe de conjugaison est 
paramétrée par l'élément supplémentaire 7 G rpair(£ U C) = rpair(£). Poursuivons 
le calcul en supposant S(q%) ^ 1, le cas où ce terme vaut 1 ne différant que par 
les notations. L'espace quadratique VJ est somme orthogonale des Fj pour j G J. 
Pour j ^ 1, Fj est un plan hyperbolique. Pour j = 1, F\ est muni d'une forme 
(v, v') 1—• trace^/i^Tï (17)1/77). Mais, par définition de l'espace quadratique (Ud,qd,n), 
on sait que VJ est somme orthogonale de plans hyperboliques et d'un plan F2 muni 
de la forme 

((a,/?),(o/,/?0: > 2 / W + 2i/i/?/3;. 

On en déduit les égalités <5(^) = — v\\i et 77 = /x raod Norm^/^ (F* ) . Notons 7̂  la 
famille indexée par l'unique élément 1 G J, dont l'unique élément est /xexp(ÀYi). On 
voit alors que la classe de conjugaison de £(£,//, 7)exp(AYjj) est paramétrée par le 
terme supplémentaire 7 U 7JJ G rpair(£ U £). . 

Si ôçuç ^ ô(q)J il ne correspond à x(£,/i,7)exp(ÀYjj) aucun élément de Greg(F)/stconj. 
Alors On(£(£, /i,7)exp(ÀYjj)) = 0. Supposons ôçuç = #(<?). En vertu du calcul de 
Sç = 5(q$) ci-dessus, cette condition équivaut à —vifxôç = ô(q). Dans ce cas, il y 
a deux éléments de GTeg(F)/stconj qui correspondent à £(£, /i,7)exp(ÀYjj). Comme 
dans le calcul de 3.3, ces deux éléments ont en fait la même contribution. Le fait 
qu'il y en ait deux va simplement multiplier le résultat par 2. Ces éléments sont 
paramétrés par — (£ U £). On obtient 

Cn(£(£,M,7)) 2\W(GhT^)\-Himx 0 sd C,7 78MA)0S(-(£SDFDUC)), 

où l'on a posé 

d{\) £№(£,M,7)R1/2-DdsG»№ £№))CEVC 
0 ) . 

On calcule comme ci-dessus 

£№))CE = \2\TDd(0-1/2 
£№))CE 

C))1/2-

Montrons que 

(5) supposons —vfiSç = <S(g); alors on a l'égalité 

wx JC,7 7») 
£№))CE£№))CE wxxc 

xcxc 
sgnjVF±i(-2/0-

Le rapport A(£l_l£, 7U7j)A(Ç, 7)_1 est le produit de termes indexés par I et, dans 
le cas où ô(q$) ^ 1, d'un terme supplémentaire indexé par j = 1 € J. Faisons le calcul 
dans le cas où S(q$) 7̂  1. Soit i € J. Le terme correspondant est sga.F./F±i(Bi), où 

qs P C A R 1 ^ ) - £ № ) ) C E 1 ^ £№))CE 
\(yi)ViÌJÌ-
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Ecrivons exp(2ÀYj) = (a^, a3-1) G F 0 F pour j G J \ { 1 } . Alors Bi est le produit des 

V^iVi - aj)(yi - a71)(^ - aj)(X _ a7X) sur ces 3 et du terme 

y-1(yi-exp(2XY1)) (2/ ,-exp(-2Ay1)) 1̂ - exp(2Ayi))(l - exp(-2Ayi)). 

Les premiers termes sont égaux à NormF./F±. ( ( ^ — a,j)(l — 1)). Pour A proche de 
0, le terme restant est proche de 

- 4 A 2 Y i V ( w - l ) 2 -

Puisque Y\+T\{Y{) = 0 et F\ = F(y/5(q$)), Y2 est le produit de S(q$) et d'un élément 
de Fx'2. Le terme ci-dessus est alors le produit de S(q$)NormF./F±i(yi — 1)) et d'un 
élément de Fx'2. D'où 

sgnFi/F±i(Bi) sgnFi/F±i(%n)). 

On se rappelle que S(q%) = — et que l'on a fixé un élément Si de F^ tel que 
F1 = F±i(y/5~i). Pour tout a G Fx , on a l'égalité 

s g n F i / F ± » s d s f (NormF±./jP(^),a)F 

cf. [13] p.216, exercice. Donc 

£№))CE£№))CE (NormF±i/F(«<),2i/i) psgnF./F±.(-2/i), 

puis, en se rappelant la définition <5< Li€/ NormF±./jP(^), 

(6) 

*€/ 
[sgnFi/F±1(fli) (^,21^), 

te/ 
sgnFi/F±i(-2^)-

Le terme supplémentaire est sgaF ,F(Bi), où 

B, -Mexp(-Ay1)P1,uc(l)P'uC(exp(2Ar1))exp(2Ay1)1-d«^/2(exp(2Ay1)-l). 

On peut décomposer B\ = D1D2D3, où 

2>i = -|texp(-Ari)(l - exp(2AF1))(l - exp(-2Ar1))(exp(2A71) - exp(-2Ay1))(exp(2AYi) - 1), 

D2 Pc(l)P?(exp(2Ay1))exp(2Ay1)-d«/2, 

D3 = 
jeJ\U\ 

(l-aj-Xl-asqdqd,-)-1 (exp(2Ayi) aj)(exp(2Ayi - a"1; exp(2Ay1)"1. 

On voit comme ci-dessus que D3 est une norme de l'extension F\/F. Pour A proche de 
0, £>2 est proche de P^(l)2, qui est aussi une norme. Enfin, D\ est proche de 25/iA4y]4, 
qui est le produit de 2\x et d'une norme. On obtient 

sgriFl/F(B!) -- sgnFl/F(2/x) № ) , 2 / ì ) f . 

D'après cette relation et l'égalité (6), il suffit, pour prouver (5), de prouver l'égalité 

£№))CE£№))CE£№))CE (%),2i / i )F. 

Cela résulte des égalités -2fi = 2v1S(q^) et Sçô(qt) = S(q). 
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On a les égalités © s ( - ( £ U <)) = S(-l)(f JC) et Dd(-{1 0 ) Dd{i <). La 
formule 3.1(4) montre que 

\W(GhTi)\-Hisdfqmx^0Dd^ C)1/2 's<-i)tè 0 = DD(A1/2cE(-i)«). 

On obtient finalement 

- si a = -viSeôfq), 

(7) Cn(*K,^7)) 2|2|f^«)-1/2Dfdgdd(01%-i 
£№))CE£№)E 

>&7 
cxc 

£№))CE xcwxw 

si /i £№))CE£№))CE Cft(̂ (C,M>7)) 
On a supposé dim(Vjj) > 4. Un calcul similaire vaut si dim(VJ) = 2. Si dim(VJ) = 0, 

il y a une différence. Supposons d > 2. Il y a encore deux éléments de Greg (F)/stconj 
paramétrés par —£ (ici, Ç disparaît). Ils n'ont plus de raison de donner la même 
contribution. Mais, dans ce cas, CE(_I)(£) est justement défini comme la somme des 
valeurs de © s ( - i ) sur ces deux éléments. On obtient la même formule, privée du 
premier facteur 2. Si d = 0, il n'y a plus qu'une classe de conjugaison stable, et 
obtient le même résultat. En se reportant à la définition de c(d), on voit que le résultat 
ci-dessus est général, à condition de remplacer le premier facteur 2 par c(d)-1. 

Revenons à la formule (1). D'après le résultat ci-dessus, la somme en (//,7) 
est limitée au sous-ensemble de ces couples pour lesquels ¡1 = —Vi5ç6(q). Mais /i 
appartient à M(d). Si d < d, on a M(d) = Fx/Fx '2 et il n'y a pas de problème. Par 
contre, si d = d, on a M(d) = {—^1}, et l'appartenance de fi à cet ensemble impose 
6% = S(q), ce qui équivaut à £ G S*(g, q'). Si £ 0 E*(q,q'), la somme est donc vide 
et / i (£ ) = 0. On a aussi /2(0 = 0, d'où l'égalité cherchée dans ce cas. Supposons 
désormais £ G S*(g, q'). On vérifie sur les définitions que le facteur A(£, (2/x,7)) qui 
intervient dans l'égalité (4) est égal à 

itdsdi) 
iei 

sgnFi/F±i £№))CE 

Alors le produit de (4) et de (7) devient indépendant de (/¿,7). Sommer sur ce couple 
revient à multiplier par le nombre d'éléments de l'ensemble de sommation. On a déjà 
dit que /i était en fait fixé. Ce nombre d'éléments est donc celui de rpair(£), c'est-à-
dire 2**. En utilisant (4) et (7) (où l'on se rappelle que le premier facteur 2 doit être 
remplacé par c(d)_1), on obtient la formule suivante. Posons 

£№))CE r2 + r + r(d - d) • d/2 + (d' + lì '4 + d/4, 

E(Ç) = \2\r^)Dd(i)1/2Dd' { -1'2Dd(Ç)-1'2D*(sdqt)1'i. 

Alors 

/ i ( 0 --2^(S(q),2VL)F E(OcB(-i)(O<fc'(O0"(O' .(0r-
D'après (2), pour démontrer l'égalité / i (£ ) = /2(0, il reste à prouver l'égalité E(£) = 
1. On doit calculer î)d(Ç) et Dd'(£). Pour cela, on écrit U = Wd 0 Ud comme en 2.4. 
On représente un élément x de la classe de conjugaison stable de Greg(F) paramétré 
par £ comme la somme d'une forme bilinéaire sur Wd elle-aussi paramétrée par £ 
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et d'une forme bilinéaire symétrique sur Ud- Notons M\ et M2 les groupes linéaires 
GL(Wd) et GL(Ud). On a la décomposition 

m mi r sd 

où 

t=(Wd £№))CE £№))CE FUd). 

L automorphisme l — 0X respecte cette décomposition, donc Da(£) est produit de trois 
termes. Chacun d'eux est la valeur absolue du déterminant de 1 — Ox agissant sur un 
facteur de la décomposition ci-dessus, quotienté par le noyau de cet automorphisme. Le 
terme correspondant au facteur mi n'est autre que Dd(£). On vérifie que Ox agit sans 
point fixe sur r et que le terme correspondant à ce facteur est A(£)dim^c/d^ = A(£)d-d. 
Sur m2, Ox n'a que deux valeurs propres, 1 et —1. L'espace propre pour 1 est l'algèbre 
de Lie d'un groupe spécial orthogonal. Il est de dimension dim([/d)(dim(£/d) — l ) /2 . 
L'espace propre pour —1 est donc de dimension dim(t/d)2 — dim(f/d)(dim([7d) — 
l ) / 2 = (d — d)(d — d + l ) /2 . Chaque valeur propre —1 contribue par \2\p- Le terme 
correspondant à xri2 est donc |2|^~d^d~d+1^2, et finalement 

£№))CE |2|(d-d)(rf-d+l)/2 £№))CE£№))CE 

Une même formule vaut pour Dd (£). En utilisant ces formules ainsi que 1.5(1), on 

obtient E(£) = \2\A^\ où 

S(£) r(0 ( d - d ) ( d - d + l)/4 (d' -d)(d' -d l)/4. 

Un simple calcul montre que £№))CE= 0, donc E(£) = 1, ce qui achève la démonstration. 

3.5. Une première conséquence. — Conservons les espaces et les groupes du 
paragraphe précédent. 

Corollaire 3.3. — (i) Soient X/ comme en 3.4, n' un élément autodual de Temp(M/(F)) 
et b' G C x . Supposons que OE> soit stable et que bfS^ soit le transfert de ©£'· Alors 
le caractère central uv est trivial. 

(ii) Soient E comme en 3.4, 7r un élément autodual de Temp(M(F)) et b G C x . 
Supposons que Os soit stable et que 6©^ soit le transfert de 0£. Alors le caractère 
central (j-k est égal au caractère a i—• a)F< 

(iii) Soient Y,', 7rf et b' vérifiant les hypothèses de (i) et E, TT et b vérifiant les 
hypothèses de (ii). On a Végalité 

bb'(6(q),-l) (d'-l)/2 
F 

£№))CE£№))CE£№))CE ;S(E(-1) ,E')-

Remarque. — La dépendance de Yf du premier terme ci-dessus n'est qu'apparente, 
car b et b' dépendent aussi de iftp- En effet, les hypothèses sont que bQ^ et b'®^ sont 
des transferts de ©s et ©£/. Mais les normalisations que l'on a choisies de TT et jrf 
dépendent de îpp-
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Démonstration. — Dans la situation de (iii), la proposition précédente et le résultat 
rappelé en 2.3 entraînent 

(i) £№))CEVX (d'-1)/22^)uv {{-l)1+d/22u1)e ;i/2,7rX7r',V>F) (5(q)MFS(E(-sqdl),V). 

L'élément v\ est un ingrédient de la preuve, mais on peut le choisir quelconque et ni 
le facteur e, ni le terme 5(E(—1),E') n'en dépendent. L'égalité ci-dessus étant vraie 
pour tout v\, le caractère u^uv est forcément égal à a n (ô(q),a)F. 

Dans la situation de (i) , on remplace l'espace V par 0, on complète les données E', 
7r7 et b' par E réduit à l'unique représentation irréductible de G (F) = { 1 } , TT l'unique 
représentation irréductible de M (F) = { 1 } et 6 = 1 . Alors cjn = 1 et ô(q) = 1. La 
relation que l'on vient de prouver entraîne que a v = 1. 

Dans la situation de (ii), on remplace l'espace V par une droite, on complète les 
données E, TT et 6 par E' réduit à l'unique représentation irréductible de G'(F) = { 1 } , 
TT' la représentation triviale de M'(F) = Fx et b' — 1. On vérifie aisément que ces 
données satisfont les hypothèses requises. De nouveau, la relation ci-dessus entraîne 
la conclusion de (ii). 

En revenant à la situation de (iii), on remplace dans l'égalité (1) les caractères par 
leurs valeurs que l'on vient de calculer et on obtient la relation cherchée. • 

4. Preuve du théorème principal 

4.1. Représentations du groupe de Weil-Deligne. — On note WF le groupe de 
Weil de F/F et WDF le groupe de Weil-Deligne, c'est-à-dire WDF = WF x SL(2,C). 
Pour tout entier JV > 1, notons $temP{GL(N)) l'ensemble des classes de conjugaison 
par GL(N,C) d'homomorphismes continus ip : WDF —• GL(N,C) qui vérifient les 
conditions suivantes: 

— <p est semi-simple; 
— la restriction de (p à SX(2, C) est algébrique; 
— ip est tempéré, c'est-à-dire que l'image de WF par (p est relativement compacte. 

Notons $temp,irr(GL(iV)) le sous-ensemble des éléments irréductibles de 3>temP(GL(iV)) 
D'après la correspondance de Langlands (théorème de Harris-Taylor et Henniart), tout 

£ ^temp,irr(GfL(A^)) détermine une représentation admissible 7r(ip) de GL(N,F), 
qui est unitaire et de la série discrète. 

Définissons une involution <p »-> (p° dans $temp(GL(N)) par <pe(w) = tip(w) 1 
pour tout w G WDF. On note $temP,iv le sous-ensemble des (p G $temp(GL(N)) tels 
que (p est conjugué à (p° et $temp,iv,irr le sous-ensemble des éléments irréductibles de 
$temp,JV. On note $temp(GL), $temp etc. la réunion des $temp(GL(iV)), $temp,iV etc. 
pour N > 1. Pour ip G ^temp(GfL),on note N(cp) l'entier tel que (p appartienne à 

$temp(G£(A0). 
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Tout élément cp G 3>temp,;v admet une décomposition 

(1 £№))CE 
iei 

h<Pi) 
jeJ 

£№))CE xcxc 

vérifiant les conditions suivantes. Les ensembles I et J sont finis et disjoints. Pour 
tout i G / , resp. j G J, h, resp. lj, est un entier strictement positif. L'application 
i i—> (fi est injective et prend ses valeurs dans $temp,irr- L'application j i—• {(fj,(p^} est 
injective et prend ses valeurs dans l'ensemble des ensembles de la forme {<p', ((ff)e}, 
où <p' est un élément de $temp(GL) qui n'est pas autodual. On a l'égalité 

N = 
£№))CE 

'liN(iPi)) 
£№))CE 

2 / , i V ( ^ ) ) . 

De (1) se déduit une représentation 

*{<P)L = {®iei{n(<Pi) ® · · · ® TT(^))) ® {®jej{n{<fj) ® · · · 0 TT(^)) 0 (TT(^)v (g). · · (g) TT(^)V)) 

d'un groupe de Lévi L(F) de GL(N, F). Chaque n(ipi), resp. ir((pj), 7r((pj)v, est répétée 
Zi fois, resp. lj fois. Choisissons un sous-groupe parabolique P de composante de Lévi L 
et posons n((p) = IndpL^(7r(<£)L). C'est une représentation admissible, irréductible, 
tempérée et autoduale de GL(N,F). 

Posons UN = (CiV· Plus concrètement, la décomposition (1) provient d'une 
décomposition 

(2) UN = 
£№))CE 

Uu ®c UNfa)) 
jeJ 

sdsqsd >c UNfa)) qsdqsd >c UNfa) 

Pour i G / , le groupe WDF agit sur UNfa) Par Pour j G J, il agit sur la première 
copie de UN fa) par <pj et sur la seconde copie par (p?. Il agit trivialement sur les 
autres espaces. 

Fixons une forme quadratique non dégénérée sur CN. On note 0(N, C) et SO(N, C) 
ses groupes orthogonaux et spéciaux orthogonaux. Si N est pair, fixons une forme 
symplectique sur CN et notons Sp(N,C) son groupe symplectique. Notons $£emP,iV5 
resp. $temp N s* N eŝ  Pa*r' l'ensemble des ip G $>temp,Ar dont l'image est incluse dans 
0(iV, C) , resp. Sp(N,C) (plus exactement des ip qui sont conjugués à un élément 
vérifiant cette propriété). Pour simplifier l'écriture, on pose $temp,iv = 0 si AT est 
impair. On pose ^HP,IV,IRR = ^ t e m p , I V , I R R N ^ H P 5 I V , ^ p V i r r = £ № ) ^ e M ^ Z Z , N ' 
On VÉRIFIE que $temp,JV,irr est la réunion disjointe de $£emp,IV,irr et de ^temp,IV,irr' Soit 

cp £ ^temP,iv, que l'on écrit sous la forme (1). On note Jorth, resp. JsymP, le sous-
ensemble des i G / tels que <pi appartienne à $temP,irr' resP- t̂emp,irr- L'élément <p 
appartient à $temP,JVî resP- ^tempV' si et seulement si les coefficients U sont pairs 
pour tout i G pympy resp. i G /orth. Soit (p G $temP,IV- Par composition avec le 
déterminant, on obtient un caractère de WDF à valeurs dans {±1}. Il est forcément 
trivial sur SX(2,C). Sa restriction à Wp s'identifie par la théorie du corps de classes 
à un caractère quadratique de Fx. On note 6(ip) l'élément de Fx/Fx '2 tel que ce 
caractère soit a H-» (£(<^), a )^ . 
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Il est utile de calculer le commutant Scp dans SO(N,C) de l'image d'un élément 
tp G $temp,iv- Considérons la décomposition (2). L'espace UN est muni d'une forme 
quadratique. Pour i € / , les espaces UN fa) sont munis d'une forme soit quadratique, 
soit symplectique. Pour j G J, la première copie de UN fa) est en dualité avec la 
seconde. De ces données s'en déduisent d'autres: pour i G / , l'espace ¡7/. est muni 
d'une forme du même type que celle sur UNfa)\ pour j G J, la première copie de Uij 
est en dualité avec la seconde. Le commutant dans 0(N, C) de l'image de (p est alors 

i£lorth 
o(k,c): 

iç/symp 
Sp(luC)) 

£CE 

GL{ljX)). 

Considérons un élément x = ((xi)ieIorth, (xi)ieisymPi (xj)jej) de ce produit. En tenant 
compte de la façon dont ce produit est plongé dans 0(JV, C), on voit que le déterminant 
de x agissant dans UN est égal À 

ieiOTth 

£№))CE£№))CE 

Le commutant dans SO(N, C) est donc le sous-groupe des x tels que ce produit vaille 
1. Notons /ORTH>PAIR, resp. /ORTH>IMP; le sous-ensemble des i G Jorth tels que N((p{) est 
pair, resp. impair. Notons S0cp la composante neutre de 5^. On obtient que S^/S® 
est le sous-groupe des éléments (ê )̂ /orth G (Z/2Z)7°r tels que £i€/orth,imP e* = 0. 
Supposons N pair. Le centre du groupe 0(iV, C) est égal À { ± 1 } . Notons Zcp l'image 
de -1 dans 5^/5°. On a Zcp = (/i)iG/orth-

Supposons N pair. On calcule de même le commutant dans Sp(N,C) de l'image 
d'un élément cp G 3>temp,iv- Avec des notations similaires À celles du cas orthogonal, 
on obtient que S^/S^ = (Z/2Z)/symp et que z<p = (h)ieisymP. 

4.2. Conjectures pour les groupes spéciaux orthogonaux impairs. — 
Considérons un espace quadratique (V',qf) de dimension d' impaire, pour lequel on 
utilise les notations maintenant habituelles. On utilise les constructions de 1.7 et 
1.8. En particulier, les transferts apparaissant ci-dessous sont relatifs aux facteurs de 
transfert définis dans ces paragraphes. 

Considérons l'ensemble des homomorphismes <p' : WDF —• Sp(d' — 1,C) tels 
que, par composition avec l'inclusion de ce dernier groupe dans GL(df — 1,C), on 
obtienne un élément de $temp(GL(d' — 1)). Notons $temp(G') l'ensemble des classes de 
conjugaison par Sp(d' — 1, C) dans cet ensemble. L'application qui, À <pf G ^>temp(G/), 
associe sa composition avec l'inclusion dans GL(d' — 1,C), est une bijection de 

t̂empC^O sur $temp d'-v ®n Peu^ identifier ces deux ensembles. On conjecture qu'il 
existe une partition 

Temp(G'(F)) : V€$temp {G') 
G sddsf 

vérifiant les propriétés ci-dessous. 

Fixons (p' G $temp(G'). Notons & ((p1) l'ensemble des caractères e' de S^/S^, 
tels que e'(z^i) = 1 si G' est déployé, ef(z<pi) = — 1 sinon. Alors il existe une bijection 
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sd £№))CE de SG W t sur i G V ) . Pour sf G Sy/ jS^f, on pose 

(D 
£№))CE 

£№))CE 
excxcxc)©*'̂ ',*')-

Supposons G' déployé. Alors 0G (<pf) est une distribution stable (on note 0 
l'élément neutre de S^/S® puisqu'on a adopté une notation additive). Introduisons 
un espace U1 de dimension d! sur F et le groupe tordu (M1, M') associé. La 
représentation (p de WDF est à valeurs dans GL(d' — 1, C). Notons 1 la représentation 
triviale de£№))CEde dimension 1 et posons cp = ip' 0 1. Alors y/> est un élément de 
$temp,d' ^ on en déduit une représentation' 7r(<£>>) de M'(F). Cette représentation 
est autoduale et se prolonge comme en 2.3 en une représentation 7f(y?>) de M (F). 
Rappelons que G' est un groupe endoscopique de (M7, M ' ) , cf. 1.8. Alors il existe 
cG\<p') G Cx tel que \cG'((p')\ = 1 et que c ^ ' ^ ' ) © * ^ ) soit le transfert de ©[f'(<£')· 

Remarque. — Introduisons un espace U de dimension d' — 1 sur F et le groupe 
tordu (M, M ) associé. Le groupe G' est aussi un groupe endoscopique de ( M , M ) . Le 
facteur de transfert est trivial dans ce cas. Une propriété beaucoup plus caractéristique 
de IIG ((pf) est que le transfert de 0G ((p') à M (F) est un multiple de O ^ / ) . Mais 
nous n'utiliserons pas ce cas d'endoscopie tordue. 

Revenons au cas où G' est quelconque. Introduisons des espaces quadratiques 
(V|,(Z+) et (V!_,qf_) vérifiant les mêmes conditions qu'en 1.7. Soient <p'+ G $temp(G+) 
et (pr_ G ^>temP(G/_). Supposons (pf = <p+ 0 (pf_. L'espace Cd _1 de <p' se décompose 
conformément en somme directe Cd+_1 0 C*--1 de sous-espaces stables par la 
représentation <pf. L'automorphisme qui agit par l'identité sur le premier espace et 
par multiplication par —1 sur le second est un élément de S^. Notons s' son image 
dans Stp'/S^i. Alors il existe 7G'(<p'+, G Cx tel que \jG'(<p+,(p'_)\ = 1 et que la 

' i G1 G' 
distribution 7G (ip'+i<pf_)QG (<pf) soit le transfert de 0O + (<£+) x ©0 ~(<p'-)-

D'après la première remarque de 1.7, les conjectures ci-dessus sont insensibles au 
remplacement de q' par aqf, pour a G Fx. 

4.3. Conjectures pour les groupes spéciaux orthogonaux pairs. — 
Considérons un espace quadratique (V,q) de dimension d paire. On utilise les 
constructions de 1.7 et 1.8. Les transferts intervenant ci-dessous sont relatifs aux 
facteurs de transfert définis dans ces paragraphes. 

Considérons l'ensemble des homomorphismes ip : WDF —> 0(d,C) tels que ô(<p) = 
S(q) et que, par composition avec l'inclusion de 0(d, C) dans GL(d, C) , on obtienne un 
élément de $temp(GL(d)). Notons 3>temP(G) l'ensemble des classes de conjugaison par 
50(d, C) dans cet ensemble. La composition avec l'inclusion de 0(d, C) dans GL(d, C) 
définit une application de $temp(G) dans $temP,d- Son image est bien sûr l'ensemble 
des tp G $temp d ^s que ^OP) = ^(o)' Le Pomt fâcheux est que l'application n'est 
pas injective en général: deux homormophismes (p : WDF —> 0(d,C) qui ont même 
image dans $temP,d sont conjugués par un élément de 0(d, C) , mais pas forcément par 
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un élément de SO(d, C) . Pour poser des conjectures raisonnables, on doit considérer 
0(d, C) comme le L-groupe de G, ce qui sous-entend des données supplémentaires. 
En particulier, ces données permettent d'identifier un sous-tore maximal de SO(d, C) 
au groupe dual d'un sous-tore maximal de G, cette identification étant bien définie 
modulo l'action du groupe de Weyl de G. 

On conjecture qu'il existe une partition 

1 Temp(G(F) £>e$temp( 3)nG(^) 

vérifiant les propriétés ci-dessous. 
Fixons cp G $temp(G). Notons 6G(<p) l'ensemble des caractères e de S^/S^ tels que 

e(z<p) = 1 si (V, q) vérifie la condition (QD) de 1.7, e(zip) = —1 sinon. Alors il existe 
une bijection e \-+ o~{<p,e) de 6°''(ip) sur ïïG(ip). Pour s G£№))CEon définit &f(<p) 
par une formule similaire à 4.2(1). 

Supposons que (V,q) vérifie la condition (QD) de 1.7. Alors 6G((^) est une 
distribution stable. Introduisons un espace U de dimension d sur F et le groupe tordu 
(M, M) associé. Rappelons que G est un groupe endoscopique de M . On dispose de la 
représentation n(<p) de M (F), que l'on prolonge comme en 2.3 en une représentation 
Tt((p) de M (F). Alors il existe cG(ip) G Cx tel que |cG((/?)| = 1 et que cG(<£)©^) soit 
le transfert de 0G(<^). 

Revenons au cas où G est quelconque. Introduisons des espaces quadratiques 
(V+,qL|_) et (V-,q-) vérifiant les mêmes conditions qu'en 1.7. On suppose plus 
précisément que ces espaces vérifient la condition (QD) de 1.7. Soient <p+ G $temP(G+) 
et (p- G $temp(G_). Posons (p = <p+ 0 (p-. C'est un élément de $temP(G). Comme 
dans le paragraphe précédent, la définition de (p permet de définir un élément 
s G Stp/S^. Alors il existe 7G(<^+,<£_) G Cx tel que |7G(<^+,<p_)| = 1 et que la 

distribution 7G((^+, (p-)Qf(ip) soit le transfert de £№))CE(<p+) x №))CE(<£-)· Comme plus 
haut, pour définir ces dernières distributions, on doit considérer 0(cZ_|_, C) et 0(d_, C) 
comme les L-groupes de G+ et G_, c'est-à-dire fixer des données supplémentaires. 

Remarque. — On pourrait rendre les conjectures plus canoniques de la façon 
suivante. Considérons l'ensemble des couples (cr, L ) , où a G Temp(G(F)) et L G A ( V ) , 
cf. 1.7. Le groupe orthogonal G+(F) agit diagonalement sur cet ensemble. Notons 
ATemp(G(F)) l'ensemble des orbites. Si l'on fixe L G A ( V ) , l'application qui, à 
a G Temp(G(F)), associe l'orbite de (<7, L) est une bijection de Temp(G(F)) sur 
ATemp(G(F)). Notons A l'ensemble des orbites de lagrangiens dans Cd, pour l'action 
du groupe spécial orthogonal SO(d,C). Il a deux éléments. Considérons l'ensemble 
des couples (</?,!/), où (p G $>temp(G) et L G A. Le groupe 0(d, C) agit diagonalement 
sur cet ensemble. Notons A<É>temp(G) l'ensemble des orbites. De nouveau, si l'on fixe 
L G A, l'application qui, à y? G $temP(G), associe l'orbite {((p, L)} de (ip,L) est une 
bijection de $temP(G) sur A$temp(G). Il doit exister une partition canonique 

\Temp(G(F)) {(̂ ,L)}GA$temp(G) G({(^xccxL)}) 
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dont (1) se déduise de la façon suivante. Considérons 0(d, C) comme le L-groupe de 
G, ce qui sous-entend que l'on fixe des données supplémentaires occultes. Celles-ci 
définissent une bijection entre A et A(V). Soit L G A et L son image dans A ( V ) . 
En utilisant ces éléments, on identifie A3>temp(G) à $temP(G) et ATemp(G(F)) à 
Temp(G(jF)). Alors la partition ci-dessus devient la partition (1). Remarquons que 
cela ne dépend pas du choix de L. On pourrait traduire de la même façon le reste des 
conjectures. On ne développera pas davantage cette voie un peu trop sophistiquée. 

4.4. Version faible des conjectures pour les groupes spéciaux orthogonaux 
pairs. — Soit (V, q) comme dans le paragraphe précédent. Notons G+ son groupe 
orthogonal. Le groupe G + ( F ) agit naturellement dans Temp(G(F)). On note 
Temp(G(jF)) l'ensemble des orbites. Chacune d'elles a au plus deux éléments. Pour 
G G Temp(G(F)), on définit le caractère 0^: si a est réduit à un élément cr, on pose 
©^ = ©a; si a est formé de deux éléments G\ et G2, on pose ©^ = |(©<n + ©<T2)-

Considérons le même ensemble d'homomorphismes ip : WDF 0(d, C) que dans 
le paragraphe précédent. Notons $temP(G) l'ensemble des classes de conjugaison par 
0(d, C) dans cet ensemble. Cette fois, la composition avec l'inclusion de 0(d, C) dans 
GL(d,C) définit une injection de $temP(G) dans $temP,d- On conjecture qu'il existe 
une partition 

Temp (G (F 
Vê temp iG)n&(¥>) 

vérifiant des propriétés similaires à celles décrites au paragraphe précédent. On ne 
récrit pas ces propriétés, il suffit d'ajouter judicieusement des "un peu partout. 

Remarque. — Il est parfois commode de considérer les sous-ensembles de 
Temp(G(jF)) comme des sous-ensembles de Temp(G(F)) qui sont invariants 
(globalement) par l'action de G+(F). C'est ce que nous ferons si besoin est. 

4.5. Remarques sur les conjectures. — Comme on l'a dit dans l'introduction, 
les parties des conjectures 4.2 et 4.4 concernant les groupes quasi-déployés sont 
maintenant démontrées par Arthur ([3] théorèmes 1.5.1 et 2.2.1). La version finale se 
son article contiendra certainement le cas des groupes non quasi-déployés. Il est moins 
clair que ses méthodes permettent de prouver les conjectures plus fines de 4.3. On 
verra. En fait, les résultats d'Arthur, outre qu'ils ne se limitent pas au cas tempéré, 
sont plus précis, c'est-à-dire que les constantes cG (<¡p) etc. que l'on a introduites y 
sont explicites, pour des normalisations convenables. Parce que l'identification exacte 
de ces normalisations est un exercice périlleux, on a préféré formuler les conjectures 
sous une forme plus vague. 

Dans les conjectures 4.3 et 4.4, on a considéré que le L-groupe d'un groupe spécial 
orthogonal pair était un groupe orthogonal plutôt que le produit semi-direct d'un 
groupe spécial orthogonal et de WF- Cette présentation des conjectures est due à 
Mœglin ([12]). De même, le fait que la valeur centrale e(z(p) des caractères servant 
aux paramétrages dépend de la forme du groupe se trouve dans [12], ainsi que dans 
[14] et [2]. 
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Dans la situation de 4.2, soit (p' G $temp(G'), les propriétés de la correspondance de 
Langlands pour les groupes linéaires impliquent que les caractères centraux de n((p') 
et 7r(( /̂>) sont triviaux. Pour le second caractère, cela résulte aussi du corollaire 3.5(i). 
De même, dans la situation de 4.3, resp. 4.4, pour ip G $temP(G), resp. (p G $temP(G), 
le caractère central de 7r(<̂ ) est le caractère À i-> (S(q), À) 

4.6. Remarques sur les constantes. — Considérons la situation de 4.2, soit 
G' 

y* £ t̂empCG7). Pour tout e' G & (<£>'), on a la formule d'inversion 

(i) £№))CE £№))CE£№))CE 

v£№))CE 
* V ) e ? V ) . 

Si les constantes jG<¿/sdssd_) qui figurent dans les conjectures sont connues, cela 
détermine entièrement le paramétrage du paquet UG (<¿/). Inversement, il est loisible 
de changer le paramétrage de la façon suivante. Fixons un caractère e'0 de S^/S^, 
tel que £№))CE= 1· Définissons un nouveau paramétrage en notant <jf((p',£f) la 
représentation précédemment notée or'((p', e'e'0). Les conjectures sont encore vérifiées, 
les constantes jG (<¿/+,<¿/_) étant multipliées par ef0(s'). 

Regardons ce qui se passe quand, dans la dernière partie de la conjecture, on 
échange les rôles des couples (G+,<p+) et (G'_,<¿/_). L'élément s' est remplacé par 
s'zyi. D'après la définition de &G (<//), on a ®G'Z^,W) = ®G>{<p') si G' est déployé, 
tandis que QG'Z t((p') = —©G'(<¿/) si G' n'est pas déployé. Les groupes endoscopiques 
G+ x G'_ et G'_ x G'+ sont équivalents. Mais les facteurs de transfert, tels qu'on 
les a normalisés, ne sont pas forcément les mêmes. Permuter les deux groupes ne 
change pas ce facteur si G' est déployé et le multiplie par —1 si G' n'est pas déployé. 
Cela entraîne que l'on peut imposer aux constantes d'être symétriques, c'est-à-dire 
de vérifier l'égalité ^G'(ip'_, (p'+) =YG jG <¿/_). Des remarques similaires valent pour 
les conjectures de 4.3 et 4.4. 

Il y a quelques cas où on peut déterminer les constantes. Il y a d'abord un cas 
formel, celui de 4.3 avec V = 0. On peut poser formellement cG(0) = 1. Le cas de 4.2 
avec dim(V) = 1 est moins formel. On a G ' = { 1 } mais 7r(0>) est la représentation 
triviale de FX. On voit néanmoins que dans ce cas, cG (0) = 1. Dans le cas de 4.2, avec 
G7 déployé et G'+ = G', G'_ = { 1 } , le transfert est l'identité, donc 7G'(<¿/,0) = 1. De 
même, dans le cas de 4.3, si (V, q) vérifie la condition (QD) de 1.7, on a 7G(<£, 0) = 1. 

Considérons la situation de 4.3, supposons que 5(q) n'est pas un carré et que (V, q) 
ne vérifie pas la condition (QD) de 1.7. L'espace (V_,q) est équivalent à (V,aq), pour 
un élément a G FX. Fixons un tel a et une racine carrée y/a dans F. Identifions 
(ViQ) & (V,aq) de sorte que l'isomorphisme /3 : V <S>F F ]¿<S)F F fixé en 1.7 soit 
v i—• y/â 1v. Le groupe G s'identifie à G et le torseur intérieur ific devient l'identité. 
Les conjectures s'appliquent à G comme à G, mais ne disent pas la même chose. 
En effet, pour <p G $temp(G) = $temP(G), le paquet II— (<p>) est paramétré par les 
caractères e tels que e(z(p) = 1, tandis que le paquet UG(<p) est paramétré par les £ 
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tels que e(z(p) = — 1. Introduisons le caractère ea de S^/S® défini par 

ea((e»)i€j) 
tei 

£№))CECVCV 

dans les notations de 4.1. On vérifie que e(z(p) = —1. Supposons les conjectures 
vérifiées pour le groupe G, ou plus précisément pour l'espace (Y_,q). Soit (p G 
^temp(G). On dispose du paquet II—((p) et d'un paramétrage, que l'on note ici 
e i—• a—(y,s), de ce paquet par le groupe 6~((p). Posons I\.G((p) = II—(<p) et, pour 
^ G (5G(<p), posons aG((p,e) = a—((f,eae). En utilisant la seconde remarque de 
1.7, on voit qu'avec ces définitions, les conjectures 4.3 sont encore vérifiées pour G, 
avec les mêmes constantes que pour G. C'est à dire 7G(<¿?_|_, <¿?_) = 7—(<p+,<p_). En 
particulier, d'après ce que l'on a vu plus haut, on a 7G(<£, 0) = 1. 

4.7. Caractère central. — Soient (V,q) comme en 4.4. Le groupe G (F) a pour 
centre { i l } . Pour toute représentation admissible irréductible a de G (F), cr(—l) est 
une homothétie de rapport ± 1 . On note ((a) ce rapport. Si <J' est conjugué de a par 
un élément du groupe orthogonal, on a C(^0 = Ci*7)- Cela permet de définir pour 
â G Te~mp(G(F)). 

Lemme 4.1. — On admet les conjectures 4-4- Soit ip G $temP(G). Alors il existe 
Ç(ip) G { i l } tel que ((à) =£№ pour tout â G fi((¿>). Ce terme Ç(ip) est le même 
pour G et G. 

Démonstration. — Supposons la première assertion du lemme prouvée pour le groupe 
G, ce qui nous fournit un terme Ç((f) relatif à ce groupe. Considérons les distributions 

et 

G((p) 
£№))CEXC 

cxc 

£№))CE 

S€nG(V) 

xcxc 
a 

sur G (F). On doit prouver que TG(cp) = Ç(ip)QG(<p)- En considérant ces distributions 
comme des fonctions localement integrables, on a l'égalité TG(ip)(g) = @G(<p)(—g) 
pour tout g G G (F). On introduit les distributions analogues 6—(</?) et T—((p) sur 
G ( F ) , qui vérifient une relation analogue. Les conjectures impliquent que QG(<p) est 
le transfert de O—((p). Mais la multiplication par —1 commute au transfert. Donc 
TG((p) est le transfert de T—((p). Or, d'après l'hypothèse que l'on a faite, on a T—((p) = 
((tp)@—((p)> Cela entraîne l'égalité cherchée. 

Cela nous ramène au cas où (V, q) vérifie (QD). Ecrivons (p comme en 4.1(1). Posons 

<¿>o = 
£№))CE impair 

Vi, 

et d0 = N((po). Le nombre d0 est pair. Posons N — (d — do)/2. Il y a un élément 
(fi G &(GL(N)) tel que (p = (pi 0 (po 0 £№))CE L'espace V possède un sous-espace 
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isotrope de dimension N. En effet, si V est somme de plans hyperboliques, c'est 
évident. Sinon, la condition 5(cp) = S(q) impose N((p0) > 2 et l'assertion s'ensuit. On 
peut donc décomposer V en somme directe V = XÇBVQÇ&Y, OÙ X et Y sont des espaces 
isotropes de dimension N et VQ est l'orthogonal de l ® 7 . Cette décomposition donne 
naissance à un groupe de Lévi L = GL(N) x G0 de G, où Go est le groupe spécial 
orthogonal de VQ. On fixe un sous-groupe parabolique de G de composante de Lévi 
L. On a (po G ̂ temp(Go) et (pi détermine une représentation 7r(y?i) de GL(N,F). Les 
applications de transfert entre groupes spéciaux orthogonaux pairs et groupes linéaires 
tordus commutent à l'induction, pour peu que l'on ait effectué des choix cohérents de 
facteurs de transfert, ce qui est le cas. On peut alors déduire des conjectures, d'une 
part que le paquet nGo(<^o) est formé de représentations de la série discrète, d'autre 
part que le paquet Û.G((p) est formé des sous-représentations irréductibles des induites 
Indp(7r(y?i) x 0o) pour cr0 G Û.G°(ipo) (et de leurs conjugués par le groupe orthogonal 
dans le cas où VQ = { 0 } ) . Dans une telle sous-représentation irréductible, l'élément 
central —1 agit par u;7r(v,1)(—l)C(oo). Donc l'assertion du lemme résulte de la même 
assertion pour Go et (pQ. 

Cela nous ramène au cas où ïï.G((p) est formé de représentations de la série discrète. 
Avec les notations ci-dessus, on sait que 0G((p) est une distribution stable. Puisque 
rG(</?)(#) = ©O'OpX-9) Pour tout g G G ( F ) , TG((p) est stable elle-aussi. Il nous suffit 
de prouver l'assertion plus générale suivante: 

( l ì on considère une combinaison linéaire 

freno (<p) 

£№))CE 

supposons que A est stable; alors A est proportionnelle à QG((p). 

D'après 4.6(1), A est combinaison linéaire des 0G(y?). Ecrivons 

sesCvO/swio,^] 
bae°(<p). 

Fixons un élément régulier elliptique g G G ( F ) . Soient (gk)k=i,...,i des représentants 
des classes de conjugaison par G (F) dans la classe de conjugaison stable de g. Puisque 
A est stable, on a l'égalité 

(g) = r1 
fe=l,...,Z 

(9 k)-

Soit s G S(<£)/5(<£)°{0, Ztp},£№))CEAlors QG((p) est le transfert d'une distribution 
sur un groupe endoscopique différent de G. Ainsi qu'il est bien connu, l'ensemble 
{gk',k = 1 , . . . , /} peut être muni d'une structure de groupe abélien. La restriction 
à ce groupe de toute distribution localement constante sur les éléments réguliers et 
transfert d'une distribution sur un groupe endoscopique différent de G est combinaison 
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linéaire de caractères non triviaux de ce groupe. Donc 

fc=l,...,Z 
•f (V)(flfc) = o. 

Par contre, on a @o(<p) — ©G(v?) qui est stable, donc 

k=l,...,l 
<o(<P)(9k) £№))CE 

Il en résulte l'égalité A(g) = boOG(ip)(g). Cela est vrai pour tout g régulier elliptique. 
Mais on sait qu'une combinaison linéaire de caractères de représentations de la série 
discrète qui est nulle sur les éléments réguliers elliptiques est nulle partout. Cela 
prouve (1) et le lemme. • 

4.8. Détermination des constantes 

Lemme 4.2. — (i) Supposons la conjecture 4-% vérifiée. Alors les constantes cG ((p') 
sont égales à 1. Quitte à changer les paramétrages, on peut supposer que les constantes 
7G (<£+,<p'_) sont égales à 1 si G' est déployé, à —1 sinon. 

(ii) Supposons la conjecture 4-3, resp. 4-4> vérifiée. Alors les constantes cG((p) sont 
égales à Ç((p)e(l/2,7r(<¿>), ^ F ) - 1 - Quitte à changer les paramétrages, on peut supposer 
que les constantes jG((p+,(p-) sont égales à 1. 

Ce lemme sera démontré en 4.11 et 4.12. Dans le (ii), on a noté £(1/2, n(<p), I¡>F) 
le facteur £ usuel de Godement-Jacquet. Il dépend de îpp, donc cG(cp) également. 
Ce n'est pas surprenant puisque la normalisation de la représentation ñ(ip) dépend 
elle-aussi de ipp. 

4.9. Le théorème. — Soient N et Nf deux entiers naturels, avec Nf pair, et soient 

V É $temp,7V et if' G $tempV'' 0n P°Se 

E(<P,<P') 
£№))CEXCX N'/2 

F e(l/2M<p) xn(ip')M. 

Ce terme est bilinéaire en cp et (p'. On a 

(1) E{ip,(p') appartient à { ± 1 } et est indépendant de ipp. 

Cela résulte de la preuve de [6], proposition 10.5. Celle-ci s'appuie sur les deux 
relations bien connues suivantes. Soient p et p' deux représentations admissibles 
irréductibles de groupes linéaires GL(N, F) et GL(Nf, F). Soit a G Fx, notons V>F le 
caractère À i-> ^p(aÀ) de F. Alors 

e(l/2,pxp',tsdl>%) ujp(a)N'u;p,(a)Ne(l/2,p x p ' , ^F) ; 

(2; £(1/2, p x P , ,^F )£(1/2 ,PV X (pT^DSDF) up{-l)N'up,sd{-l)N. 

Ici N' est pair et u^') = 1. 
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On considère deux espaces quadratiques ( V , q') et (V, q) vérifiant les conditions de 
2.1. On fixe <p' G $temP(G') et (p e $temP(G). On écrit 

£№))CE 

i'ei' 
£№))CE 

j'eJ' 
ljf((pjf £№)) 

CE 

<p = \ 
iei 

li<P%) 
xcxc 

£№))CE£№))CE 

avec des ensembles d'indices disjoints. 
Pour i' G (J/)8ymp, on pose 

sd £№))CE£CE 

Pour i G Jorth, on pose 

Si £№))CE 

On définit un caractère e' de S^/S^ = (Z/2Z)(J')symp par 

£,((ei,)i,G(/,)symp) 
i'ç(/')symp 

cvcv 
cvcv 

On définit un caractère e de S< /̂S£ C (Z/2Z)7°rth par 

e((ei)iG/orth) 
¿c/orth 

En utilisant la relation (2), on démontre l'égalité 

£№))CE£№))CE£№))CE£№))CE 

On a défini /¿(G') en 3.3. Si /x(G') = E((p,(p'), le caractère e, resp.e', appartient à 
ôG((p), resp. <5G (<£>'). Sinon, aucun des deux caractères n'appartient à l'ensemble en 
question. 

Pour a G Temp(G(F)) et a' G Temp(G'(F)), on a défini en 2.1 la multiplicité 
m(cr, a'). On vérifie que si G\ est conjuguée à a par un élément du groupe orthogonal, 
on a m(<Ti,<r') = ra(<r, cr'). Cela permet de définir ra(¿r,cr') pour <r G Temp(G(F)). 

Dans l'énoncé ci-dessous, on suppose que les constantes des conjectures satisfont 
aux conclusions du lemme 4.8. 

Théorème 4.3. — (i) On admet les conjectures de 4-2 et 4>3- Si / / (G') ^ E((p,<p'), on 
a m(cr, cr') = 0 pour tout (cr, cr') G UG((p) x IlG'((p'). Supposons u(G') = EUp, (p'). Soit 

(£le')e6G(<p)x6G,(<p'). Alors on a les égalités 

m(<T(<p,e),arfare')) 
1, si (e,£') = (e,e'), 

0, sinon. 

(ii) On admet les conjectures de 4-2 & 4-4- On a le même résultat qu'en (i), en 
remplaçant HG((p) par ïï.G(<p) et les représentations cr((p,e) par <r(<p,e). 
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C'est la conjecture 6.9 de [7] restreinte aux représentations tempérées, à ceci près 
que Gross et Prasad utilisent les facteurs e de représentations galoisiennes au lieu de 
ceux associés aux paires de représentations du groupe linéaire. Mais l'égalité de ces 
deux types de facteurs fait partie des résultats de Harris-Taylor et Henniart. 

Le théorème sera démontré en 4.11 et 4.12. Les preuves de (i) et (ii) étant similaires, 
on se contentera de prouver la première assertion. Pour la fin de l'article, on admet 
les conjectures 4.2 et 4.3. 

4.10. Utilisation des résultats antérieurs. — Considérons les données du 
paragraphe précédent. Pour s G S^/S^ et s' G S<p//S°,, on pose 

m(<j,s:(p ,s) 

(e,e>)e6G(<p)x6G'(cp>) 

e(s)e'(s')m(cr((p, e),a((pf, e')). 

Considérons des espaces (V+,g+), (V_ ,#_ ) , ( V | , # + ) et (V!_,qf_) vérifiant les 
hypothèses de 3.3. On impose que (V+,g+) et (VL,g_) vérifient la condition 
(QD) de 1.7. Soient £+ G $temP(G+), <p_ G $temP(G_), <p'+ G ^temP(G/+) et 
ip'_ G ^temp(G/_). Supposons que (p £= tp+ 0 if- et = <p+ 0 <p'_. Ces données 
endoscopiques déterminent des éléments s G S^/S^ et s' G S^/S^,. On définit les 
combinaisons linéaires suivantes: 

<x'enG'+(<̂ +) 

sdf 

7G (<pL,<pL) 
£№))CE 

£№))CE£№))CE 

et on définit de même £ £+, £_ et £. Les conjectures nous disent que les hypothèses 
de 3.3 sont satisfaites. Appliquons la proposition de ce paragraphe. D'après 2.1 et les 
définitions, le membre de gauche de l'égalité de cette proposition vaut 

(D 7G(</?+>^-)7G' ((p'+,ip'_)m{(p,s;(p',sf). 

Le membre de gauche contient des termes £(£+, £+) etc. Considérons la situation de 
3.4, où l'on remplace les couples (V, q) et (V7, q') par (V"+, q+) et (V+, g+), les données 
E et £' par E+ et X/+ et où l'on pose 

CG+(C£+)7T(<P+), CG+(^)7T((^)>). 

Les conjectures nous disent que les hypothèses de 3.4 sont vérifiées. En appliquant le 
corollaire 3.5(iii), on obtient 

5(S+(-l),Esdf'+) cG+(^+)cGVdf(^)(%+xwcxc), - l)?+-1)/2£(l/2,7r(^+) 
£№))CE£№))CE 

Rappelons que (<£>+)> = <f'+ © 1. Donc 

E(1/2M<P+) *((*>'+)>),df Vf) e(l/2,ir(V+)>VF)e(l/2J7r(v»+) •X(<P+),II>F)-

D'autre part, le lemme 4.6 entraîne que Sj-(—1) = Cf^-i-)S+. Alors 

5(E+,S'+) C(^+)cG+(^+)cG+ (¥>'+)e(l/2,7r(¥>+) £№))CE£№))CE 
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On calcule de même les autres termes du membre de droite de l'égalité de la 
proposition 3.3. Celui-ci est donc égal au produit de 

(2) cG^+)cGV(^)cG-dsdfdf :^)cG-(^'_)C^SDFSDF+)C(^-) e(l/2,7rfo>+), VP)£(1/2, K(<P-), VF) 

et de 

(3) 
1 
9 
•(E(<sdfp+ME(<p-M v(G')E{<p+,<pL)E{<p-,<p'+)). 

Etudions l'exDression (3). Ecrivons 

ddf 

i'er 

££ME(<p-

j'eJ' 

ME(<p- 4)) 

et écrivons de façon similaire <p'_, et On a les égalités 

sd (h,-)ieiorthi D : ('i',-)i'e(/')symp' 
Parce que l'application S est bilinéaire et de carré 1, on a 

E(<p+,<pL)E(<p-,<p'+) E{!p,<p'_)E(tp-,<p') 

et 
EUp+MEUp-rDSFfJ) E((f, <p')E(<p, (p'_)E(tp-,(p'). 

En utilisant 4.9(2), on vérifie que 

ME(<p-ME( 
JL -M-

ife(r)sym] 

ME(<p-XCV -e'(s'), 

ME(<p-WX 

ieiOTth 
Ebpuip')1*'- =e{s). 

On obtient que (3) est égal à 

(4) e{s)sl{s'){E{^') ME(<p-CW 

La proposition 3.3 dit que (1) est égal au produit de (2) et de (4). 

4.11. La preuve dans le cas G' déployé. — Modifions les hypothèses de départ. 
On considère seulement (V',qf), <pf 6 $temp(G') et on suppose G' déployé. Posons 
V = {0}, q = 0. Les conjectures de 4.2 ne dépendent d'aucun paramètre. On peut 
remplacer la forme q' par un de ses multiples, cela ne change rien. Quitte à effectuer 
un tel changement, on peut supposer que les espaces quadratiques (V\qf) et (V, q) 
vérifient les hypothèses de 2.1. Posons (p = 0 et choisissons (V+,q+) = (V\q ' ) ,CP+ = 
if' dans les constructions du paragraphe précédent. On a #(0, <//) = n{G') = 1 et le 
terme 4.10(4) est égal à 1. Donc les termes 4.10(1) et 4.10(2) sont égaux. D'après les 
remarques de 4.6, le terme 4.10(1) est égal à m(0,0; <//, 0). C'est le nombre d'éléments 
du paquet IIG (<//) qui admettent un modèle de Whittaker. C'est donc un entier 
naturel. Le terme 4.10(2) est égal à cG (</?'). C'est un nombre complexe de module 1. 
L'égalité des deux termes entraîne cG ((pf) = 1. 

La même égalité entraîne qu'il y a un unique élément du paquet HG ((ff) qui admet 
un modèle de Whittaker. Comme on l'a dit en 4.6, on peut modifier le paramétrage de 
sorte que cette représentation soit paramétrée par le caractère trivial. Sous les mêmes 
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hypothèses concernant (V ,q') et (V,q), prenons maintenant (V+,q+), (p+, (V!_,q'_) et 
y/_ quelconques. Avec le paramétrage que l'on vient de fixer, on a ra(0,0; y/, s') = 1 et 
le terme 4.10(1) vaut jG (<//+, (p'_). Le terme 4.10(2) vaut 1 d'après ce que l'on vient 
de prouver, appliqué à g+ et G'_. Le caractère e' est trivial par construction donc le 
terme 4.10(4) vaut 1. On obtient 7G'((//+,<p'_) = 1. 

Considérons maintenant un espace (V,q) et (p e $temp(G). On suppose que (F, q) 
vérifie la condition (QD) de 1.7. On peut alors trouver une droite quadratique 
(V',ç/ ') de sorte que les hypothèses de 2.1 soient satisfaites. Le groupe G' = { 1 } est 
déployé. On choisit (V+,q+) = (V,q) et <p+ = (p dans les constructions du paragraphe 
précédent. De nouveau, le terme 4.10(4) vaut 1 et le terme 4.10(1) est le nombre 
d'éléments du paquet IlG((p) qui admettent un modèle de Whittaker relativement 
à l'orbite unipotente régulière paramétrée par v0. Le terme 4.10(2) se réduit à 
cG(ip)Ç((p)e (1/2,7r(<p), I^F), qui est un nombre complexe de module 1. L'égalité des 
deux termes entraîne cG(ip) = ((ip)e(l/2, n(ip), ^ F ) - 1 -

Il y a encore un unique élément de UG((p)) qui admet un modèle de Whittaker du 
type ci-dessus. On modifie le paramétrage de sorte que cet élément soit paramétré par 
le caractère trivial. On prend maintenant (V+,ç/+), y?+, (V_,ç/_), y?_ quelconques. Le 
même raisonnement que dans le cas impair prouve que 7G(<^+, y?_) = 1. 

Revenons à la situation générale de 4.10, en supposant G' déployé. On a calculé 
toutes les constantes et l'égalité de ce paragraphe se réduit à 

(1) m(<p, s; p', s') = e(s)e'(s')(E(ip, tp') + l ) / 2 . 

Supposons d'abord {V+,q+) = (V,q) et ( V ^ , ^ ) = (V',q'). Alors s = 0, s' = 0 et 
m((p, 0; <p', 0) est le nombre de couples (a, a') 6 HG(ip) x IIG (y/) tels que m(cr, a') = 1. 
Si E(ip, (pf) = — 1, ce nombre vaut 0. Supposons E(ip, (p') = 1. Le nombre vaut 1 c'est-
à-dire qu'il y a un unique couple (<r, <j') comme ci-dessus. Soit (e,ef) le couple de 
caractères qui le paramètre. Revenons à des données endoscopiques quelconques. On 
a l'égalité m((p,s;ip',s') = e(s)ef(sf) et l'égalité (1) ci-dessus est vérifiée pour tous 5 
et s'. Cela entraîne e = £ et s' = e'. 

4.12. Le cas G' non déployé. — Considérons seulement un espace quadratique 
(V',qf) et (p' G $temp(G'). Supposons G; non déployé et IIG (<p') non vide. Quitte 
à remplacer q' par un multiple, on peut supposer que V est somme orthogonale de 
plans hyperboliques et d'un espace de dimension 3 possédant un élément v tel que 
q(v,v) = —2VQ. Fixons un tel élément, notons (V, q) son orthogonal. Alors (V,q) et 
{V'iQf) vérifient les hypothèses de 2.1 et S(q) 1. Montrons que 

(1) il existe (p G $temp(G) tel que l'application (cr, cr') i—• m(a,a/) soit non 

identiquement nulle sur HG(<p) x îlG (<pf). 

Fixons cr' G nG (<//), munissons son espace Ea> d'un produit hermitien invariant 
défini positif. Pour e[,e2 G Eai, considérons la fonction sur G (F): g i-> f'(g) = 
(e'i,(J,(g)e,2). Pour e[ et e'2 convenables, elle est non nulle. D'après [17] lemme 4.9, 
c'est une fonction de Schwartz-Harish-Chandra sur G(F). La formule de Plancherel 
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entraîne qu'il y a au moins une représentation irréductible et tempérée cr de G(F) 
telle que crv(/ ') soit non nulle. Munissons l'espace Ea d'un produit hermitien invariant 
défini positif. On peut trouver ei.eo G Ea tels que 

JG{F) 
Mg)e1,e2) (e'^a'igyjdgSDF^O. 

D'après [17] proposition 5.7, cela entraîne ra(<7, a') ^ 0. Il suffit de choisir pour (p 
l'élément de ^temp(G) tel que cr appartienne à UG((p). • 

Choisissons ip vérifiant (1), appliquons les constructions de 4.10 à (V+,q+) — (F, g), 
<p+ = tp. Puisque 5(q) ^ 1, on a 7G((p,0) = 1 d'après la dernière remarque de 4.6. En 
utilisant ce que l'on a déjà démontré, l'égalité de 4.10 se réduit à 

(2) 7 (<P+,<p'-)m(<p,0;<p' ,s') e V ) № , ¥ > ' ) - l ) / 2 . 

Considérons d'abord le cas où (V+,q+) = (Y_',tf), ip'+ = <p'. Alors s' = 0 et 
m((p, 0, (pf, 0) est le nombre de couples (cr, cr') G TLG((p) x IIG/ {<pf) tels que m(a, af) = 1. 
D'après le choix de tp, c'est un entier strictement positif. L'égalité (2) entraîne que 
ce nombre est égal à 1 et que E(<p,ipf) = —1. Soit (cr, cr') l'unique couple tel que 
m(a,orf) = 1. Quitte à changer le paramétrage de IIG (y / ) , on peut supposer que 
cr' est paramétré par e'. Revenons à un groupe endoscopique général de G'. Alors 
ra(<£,0;<//,s') est égal à e'{s'). L'égalité (2) entraîne jG ((p+,(p'_) = —1. Cela achève 
de prouver le (i) du lemme 4.8. On a utilisé des données auxiliaires (V,q) et (p. Dans 
la suite, on les oublie, mais on suppose le lemme 4.8(i) vérifié. 

Considérons maintenant un espace quadratique (V,q) et <p G ^temP(Gf). Supposons 
que (V, q) ne vérifie pas l'hypothèse (QD) de 1.7 et que HG((p) est non vide. Si ô(q) ^ 1, 
on déduit comme en 4.6 du paramétrage de II—(y?) fixé dans le paragraphe précédent 
un paramétrage de HG((p) qui satisfait le (ii) du lemme 4.8. Supposons que S(q) = 1, 
donc que G n'est pas quasi-déployé. Dans ce cas, on peut décomposer (V, q) en somme 
orthogonale d'un espace (V',q') et d'une droite (D,qo) possédant un élément v tel 
que qD(v,v) = 2is0. Les espaces (V,q) et (V\qf) satisfont les hypothèses de 2.1 et G' 
n'est pas déployé. On démontre l'analogue de (1): il existe (p' G ^>temP(G/) tel qu'il 
existe (cr, cr') G nG(<̂ ) x IIG (ipf) de sorte que m(a,a/) = 1. On fixe un tel ip' et on 
applique les constructions de 4.10 à (V\_,qf+) = (Y_',tf) et <p'+ = <p'. D'après le calcul 
ci-dessus de 7G (y/ ,0) , l'égalité de 4.10 devient 

ME(<p-ME<p- (ip,8\(p',ti) e{s){E{^)-SDFDSl)/2. 

Le même raisonnement que ci-dessus montre que, quitte à modifier le paramétrage de 
IIG(y?), le (ii) du lemme 4.8 est vérifié. 

On suppose désormais le lemme 4.8 vérifié et on revient à la situation générale de 
4.10, en supposant G' non déployé. L'égalité de ce paragraphe se réduit à 

-m((p,s;ipf ,s') e ( 5 ) s V ) ( * W ) l ) /2 . 

C'est la même égalité que 4.11(1), à ceci près que E(<p,(p') est changé en —E((p,ip'). 
On achève la preuve du théorème comme dans ce paragraphe. 
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