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LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD POUR LES
REPRESENTATIONS TEMPEREES DES GROUPES
SPECIAUX ORTHOGONAUX

par

Jean-Loup Waldspurger

Introduction

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. Appelons espace
quadratique un couple (V,q) oit V est un espace vectoriel de dimension finie sur F
et g est une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée sur V. Fixons deux tels
espaces quadratiques (V,q) et (V’,¢’). On note d et d’ leurs dimensions et G et G’
leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose d pair et d' impair. On suppose
donné un isomorphisme entre le plus grand des espaces et la somme orthogonale du
plus petit et d’un espace quadratique qui est lui-méme somme orthogonale de plans
hyperboliques et d’une droite quadratique (D, ¢p). Le plus petit des deux groupes G,
G’ est alors un sous-groupe du plus grand. On définit un élément vy € F*/F*2 en
fixant un élément non nul vg € D et en posant

Vo = gp(vo,v0)/2, sid>d,
| —gp(vo,v0)/2, sid<d.

Soit o, resp. o/, une représentation admissible et irréductible de G(F), resp. G'(F).
Gross et Prasad ont défini une multiplicité m(o, o’) en [7]. Rappelons la définition dans
deux cas extrémes. Supposons d' = d + 1. Fixons des espaces E, et E, dans lesquels
se réalisent les représentations o et ¢’. On note Homg (o', o) ’espace des applications
linéaires | : E,» — E, telles que loo’(g) = o(g) ol pour tout g € G(F'). La multiplicité
m(o,0’) est la dimension de l’espace complexe Homg(o’, o). Supposons maintenant
d = 0. Le groupe G est égal & {1} et la représentation o disparait. Le groupe G’ est
déployé. Fixons un sous-groupe unipotent maximal U’ de G’ et un caractére régulier
Yy de U'(F). On note Homy,, (¢/, C) I'espace des formes linéaires / sur E,- telles que
lod’(u') = Yy (u')l pour tout v’ € U'(F). La multiplicité m(o’) est la dimension de
'espace Homy,, (0, C). La définition générale est rappelée en 2.1 ci-dessous. D’apreés
[1], [18] et [5] corollaire 15.2, on a toujours m(o,0’) < 1.
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104 J.-L. WALDSPURGER

On se limitera désormais aux représentations tempérées. Rappelons la classification
conjecturale de ces représentations (conjecture de Langlands, précisée par Deligne
et Lusztig). Notons Wz le groupe de Weil de F/F, ou F est une cléture algébrique
de F et Wpr = Wr x SL(2,C) le groupe de Weil-Deligne. Notons Sp(d’ — 1,C) le
groupe symplectique d’un espace symplectique complexe de dimension d’ — 1. Notons
®iemp(G’) 'ensemble des classes de conjugaison par Sp(d’ — 1, C) d’homomorphismes
¢ : Wpr — Sp(d’ — 1,C) qui vérifient quelques propriétés usuelles et qui sont
tempérés, c’est-a-dire que leurs restrictions & Wp sont d’images relativement
compactes. Considérons un tel ¢. Poussons-le en un homomorphisme & valeurs dans
GL(d' —1,C). On peut alors le décomposer sous la forme

Q) o=Pulw
i€l
ou chaque ¢; est un homomorphisme irréductible de Wppr dans un groupe
GL(N(p;),C) et l; est sa multiplicité. On note I*¥™P le sous-ensemble des i € I
tels que N(yp;) est pair et, & conjugaison prés, I'image de ¢; est contenue dans
Sp(N(g:),C). Notons S, le commutant de I'image de ¢ dans Sp(d’ — 1,C) et SO
sa composante neutre. Le groupe S,/ Sg est isomorphe & (Z/2Z)""™". Notons z,
Iimage dans ce groupe de I’élément central —1 € Sp(d’ — 1,C). Il s’identifie &
(Li)ierevme € (Z/2Z)™™" . Posons

WG’ = { 1, si G’ est déployé,

-1, sinon,

et notons & () 'ensemble des caractéres € du groupe S,/ Sg tels que £(z,,) = p(G’).
On conjecture que ’ensemble des classes d’isomorphie de représentations admissibles
irréductibles et tempérées de G'(F) est union disjointe de L-paquets II¢ () indexés
par les ¢ € Pemp(G’). Pour un tel ¢, on conjecture que I’ensemble 1% (¢) est en
bijection avec 6GI(<p), on notera € — o'(p,e) cette bijection. Ce paramétrage doit
étre compatible avec deux types d’endoscopie. D’une part avec I’endoscopie usuelle
entre G’ et ses groupes endoscopiques elliptiques. Ceux-ci sont des produits G’, x G
de groupes spéciaux orthogonaux déployés d’espaces quadratiques de dimensions d!,
et d__ impaires et telles que d, +d’ = d’+1. On renvoie a 4.2 pour la description des
propriétés que doivent vérifier les paramétrages relativement a ce type d’endoscopie.
D’autre part, dans le cas ou G’ est déployé, on veut une compatibilité avec une
endoscopie tordue. Usuellement, on considére G’ comme un groupe endoscopique
du groupe GL(d' — 1) tordu par un automorphisme extérieur. Mais G’ est aussi
un groupe endoscopique du groupe GL(d') tordu et c’est ce cas d’endoscopie que
nous utiliserons. Plus précisément, notons 6 I'automorphisme usuel g +— ‘tg-1 de
GL(d'). Introduisons le groupe GL(d') x {1,60} et sa composante non neutre GL(d').
Notons 1 la représentation triviale de dimension 1 de Wpp. Soit ¢ € Piemp(G’),
posons ¢ = ¢ @® 1. La correspondance de Langlands, prouvée par Harris-Taylor (|8])
et Henniart ([9]), associe & - une représentation admissible irréductible m(p~) de
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LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD 105

GL(d', F). Elle est tempérée et autoduale, donc se prolonge en une représentation de
GL(d',F) x {1,60}. On normalise cette extension de facon adéquate et on note ()
sa restriction & G~L(d' ,F). On définit son caractére Oz, ). De méme, pour toute
représentation irréductible o’ de G'(F'), on note O, son caractére. On pose

%)= > O,

o’ €% ()

On conjecture alors que ©F () est une distribution stablement invariante sur G’(F)
et qu'il existe un nombre complexe ¢ () de module 1 tel que cG'(cp)@ﬁ(%) soit le
transfert endoscopique de O (¢).

Rappelons plus succinctement la paramétrisation conjecturale des représentations
tempérées de G(F) (on utilise la formulation de [12]). Fixons un “espace quadratique
complexe” de dimension d, notons O(d,C) et SO(d,C) son groupe orthogonal,
resp. spécial orthogonal. Considérons un homomorphisme ¢ : Wpr — O(d,C). En
composant avec le déterminant, on obtient un caractére quadratique de Wpp qui est
forcément trivial sur SL(2,C) et se restreint en un caractére de Wyr. Par la théorie
du corps de classes, celui-ci détermine un élément §(¢) € F*/F*2. On définit un
autre élément de ce groupe par 6(q) = (—1)%2det(q). Notons ®iemp(G) 'ensemble
des classes de conjugaison par SO(d,C) d’homomorphismes ¢ : Wpr — O(d,C)
qui sont tempérés et tels que d(p) = d(g). Considérons un tel ¢. En le poussant en
un homomorphisme & valeurs dans GL(d, C), on peut le décomposer sous la forme
(1). On note I°™" le sous-ensemble des i € I tels que, & conjugaison prés, I'image
de ¢; soit contenue dans O(N(y;),C). Notons S, le commutant de I'image de ¢
dans SO(d,C) et Sg sa composante neutre.Le groupe S,/ Sg est isomorphe & un
sous-groupe de (Z/ZZ)IOM. Notons z, 'image dans ce groupe de ’élément central

—1 € 50(d,C). 1l s’identifie & (1;);coren € (Z/2Z)""". Si §(q) = 1, on pose

1, si G est déployé,
mwG) = { :
-1, sinon.

Si §(q) # 1, le groupe G est toujours quasi-déployé. Dans ce cas, on fixe u(G) € {*1}.
Notons &€ () I'ensemble des caractéres € du groupe S,/8 tels que e(z,) = u(G).
On conjecture que ’ensemble des classes d’isomorphie de représentations admissibles
irréductibles et tempérées de G(F) est union disjointe de L-paquets II¢ () indexés
par les ¢ € ®iemp(G). Pour un tel p, on conjecture que I’ensemble II¢(p) est en
bijection avec £°(¢), on notera e — o(¢, €) cette bijection. Ces paramétrages doivent
étre compatibles avec I’endoscopie entre G et ses groupes endoscopiques elliptiques.
Ceux-ci sont des produits G4 x G_ de groupes spéciaux orthogonaux quasi-déployés
d’espaces quadratiques de dimensions paires, leurs dimensions et discriminants devant
satisfaire certaines égalités. D’autre part, dans le cas ou u(G) = 1, les paramétrages
doivent étre compatibles avec ’endoscopie entre G et le groupe GL(d) tordu.
Revenons un instant sur la définition de w(G). Comme on le sait, pour un
discriminant ¢ fixé, il y a deux classes d’isomorphie d’espaces quadratiques (V,q) de
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106 J.-L. WALDSPURGER

dimension d et de discriminant 6(¢) = ¢ (du moins si d > 4). Pour é§ = 1, les groupes
spéciaux orthogonaux de ces deux espaces sont différents: 'un est déployé et ’autre
n’est pas quasi-déployé. Par contre, si § # 1, les deux espaces ont le méme groupe
spécial orthogonal, qui est quasi-déployé. La division traditionnelle entre groupes
quasi-déployés et groupes non quasi-déployés n’est pas assez fine pour notre propos
et le signe u(G) s’introduit dans les preuves pour distinguer les deux classes d’espaces
quadratiques dont G est le groupe spécial orthogonal. Remarquons que, selon le choix
de u(G), on obtient des paramétrages des mémes paquets II¢(yp) par des ensembles
de caractéres différents. La relation entre ces paramétrages est facile a expliciter, cf.
4.6.

Pour que les conjectures aient un sens, il faut définir précisément les notions de
transfert, c’est-a-dire fixer des facteurs de transfert. C’est ce que I’on fait en 1.7 et 1.8.
D’autre part, notre énoncé des conjectures laisse place & des constantes non précisées
(par exemple la constante ¢S (¢) ci-dessus). Un résultat préliminaire est que, quitte a
modifier les paramétrages, on peut préciser ces constantes (lemme 4.8). Une fois cela
fait, les paramétrages sont entiérement déterminés pour le groupe G’ et le sont presque
pour le groupe G, le “presque” provenant du probléme délicat de la distinction entre
conjugaison par le groupe spécial orthogonal et conjugaison par le groupe orthogonal
tout entier, cf. ci-dessous. Les paramétrages pour le groupe G’ sont indépendants de
Pespace (V, q). Par contre, ceux pour le groupe G dépendent, sinon de ’espace (V', ¢'),
du moins de I’élément vy € FX/F*% que I'on a défini ci-dessus. Cela parce que cet
élément nous sert & normaliser les facteurs de transfert.

Posons encore une définition. Pour deux entiers naturels N et N’, avec N’ pair,
soient ¢ : Wpp — O(N,C) et ¢’ : Wpp — Sp(N’,C) deux homomorphismes
tempérés. Par la correspondance de Langlands, on leur associe des représentations
irréductibles 7(¢) de GL(N, F) et n(¢’') de GL(N', F). On pose

E(p,¢) = (5(p), ~1)5 "*e(1/2,m(p) x 7(¢'), ¥r).
Le premier terme est un symbole de Hilbert. Le second est le facteur € de Jacquet,
Piatetski-Shapiro et Shalika, défini & ’aide d’un caractére ¥ de F'. Il ne dépend pas
de ce caractére et E(p, ¢') est un élément de {£1}.
Cela étant, soient ¢ € Piemp(G) et ¢’ € Premp(G’). On décompose ¢ et ¢’ sous la
forme (1), en ajoutant des ' aux notations concernant ¢’. On définit un caractére €’
de S, /8), = (2./22)T)”™ par

e((en)veaywm) = [ Elp,@l).

ile([()symp
On définit un caractére & de (Z/2Z)""", que I'on restreint en un caractére de S,/ 59,
par

e((eier) = [I Elpi¢)*

ieIorth
Dans le cas ou 6(q) = 1, on vérifie que G et G’ sont simultanément déployés ou non
quasi-déployés. Autrement dit u(G) = u(G’). Dans le cas ou d(q) # 1, on choisit

ASTERISQUE 347



LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD 107

désormais p(G) = p(G’). On vérifie que
&(zp) = €'(2¢) = E(p, ¢).

Si E(p,¢) = p(G"), on a € € £%(p) et € € £ (¢)). Si E(p,¢) = —u(G"), on a
e g E%(p) et € ¢ £° (¢).

On admet la validité des conjectures ci-dessus. On en utilise la forme précisée par
le lemme 4.8. Notre résultat principal est le théoréme 4.9(i) dont voici I’énoncé.

Théoréme. — Soient ¢ € Puemp(G) €t @' € Premp(G’). Si E(p,¢') = —u(G’), on a
m(a,0’) = 0 pour tous o € NI%(p), o’ € IF (¢'). Si E(p,¢') = w(G'), on a

m(o(p, €), UI(QOIv el)) =1

et m(a,0") = 0 pour tous o € II%(y), o’ € I (') tels que (a,0") # (a(p,€),0"(¢',€)).

C’est la conjecture 6.9 de [7], limitée aux représentations tempérées. On a admis
les conjectures de classification. Dans un article récent encore sous forme provisoire,
Arthur en démontre une bonne partie ([3] théorémes 1.5.1 et 2.2.1). Plus précisément,
il démontre celles concernant le groupe G’ dans le cas ou celui-ci est déployé. Pour
le groupe G, dans le cas ou celui-ci est quasi-déployé, il démontre un résultat un peu
moins précis, ol on ne distingue pas deux représentations conjuguées par le groupe
orthogonal tout entier. Nous ignorons si la forme plus précise énoncée ci-dessus pourra
se déduire de son résultat. Mais le théoréme ci-dessus reste valable, sous une forme
affaiblie, en utilisant le résultat d’Arthur (cf. le (ii) du théoréme 4.9). Il est trés
probable que la version finale de ’article d’Arthur contiendra aussi le cas des groupes
non quasi-déployés.

Un mot sur la démonstration. Soient ¢, ¢’ comme dans 1’énoncé ci-dessus et soient
o € 1% (y), 0’ € % (¢'). Dans [16], on a calculé m (o, 0’) par une formule intégrale ou
interviennent les caractéres de o et o’. En utilisant ’endoscopie ordinaire entre G, G’
et leurs groupes endoscopiques, on peut exprimer ces caractéres a 1’aide de caractéres
stables (c’est-a-dire les ©F (¢') ci-dessus), le prix & payer étant que ces caractéres
ne vivent pas sur les groupes de départ, mais sur leurs groupes endoscopiques (c’est
le principe de base de I’endoscopie). Par endoscopie tordue, ces caractéres stables
s’expriment & l’aide de caractéres sur des groupes tordus GL(d',), GL(d") etc.. On
obtient ainsi une expression de m(o,o’) en termes de tels caractéres. Dans [19], on a
démontré une formule, paralléle a celle de [16], qui calcule des facteurs € de paires de
représentations de groupes linéaires en termes du méme genre de caractéres. Il s’avére
qu’a l’aide de cette formule, on peut transformer ’expression obtenue pour m(a,d”’)
en une autre ou les intégrales de caractéres tordus disparaissent et sont remplacées
par des facteurs € de paires. Il est alors aisé d’en déduire le théoréme, puisque celui-ci
dit justement que m(o,o’) se calcule a l’aide de tels facteurs.

Je remercie vivement C. Mceglin. Sans ses explications, cet article serait faux.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



108 J.-L. WALDSPURGER

1. Paramétrages

1.1. Notations générales. — Soit F un corps local non archimédien de
caractéristique nulle. On note |.|p sa valeur absolue usuelle. On fixe une cloture
algébrique F' de F et un caractére ¢p : F — CX, continu et non trivial. On note
(o, B)F le symbole de Hilbert quadratique de deux éléments a, 5 € F*. Pour toute
extension quadratique E de F', on note 7g,r I'unique élément non trivial du groupe
de Galois Gal(E/F) et sgng /F le caractére quadratique de F X dont le noyau est le
groupe des normes Normg,p(E>).

Pour tout espace topologique X localement compact et totalement discontinu, on
note C°(X) l'espace des fonctions de X dans C qui sont localement constantes et
a support compact. Considérons un groupe G qui agit sur un ensemble X. Pour un
sous-ensemble Y de X, on note Normg(Y) le sous-groupe des éléments de G qui
conservent Y et Zg(Y') le sous-groupe des éléments de G qui fixent tout point de Y.

Soit G un groupe réductif défini sur F'. Tous les sous-groupes que nous considérerons
seront supposés définis sur F. On note g I’algébre de Lie de G. On note Nil(g(F'))
Pensemble des orbites nilpotentes dans g(F'). On note Temp(G(F')) I'ensemble des
classes d’isomorphie de représentations admissibles irréductibles et tempérées de
G(F). Pour un élément 7 € Temp(G(F)), on note E, un espace (complexe) dans
lequel o se réalise.

1.2. Mesures. — Pour tout tore T défini sur F', on note Ar le plus grand sous-tore
de T déployé sur F. On munit A7 (F) de la mesure de Haar pour laquelle le plus
grand sous-groupe compact de Ar(F’) est de mesure 1. On munit Ar(F)\T'(F) de la
mesure de Haar de masse totale 1. On munit T(F') de la mesure de Haar telle que,
pour f € CX(T(F)), on ait I’égalité

/ f()dt =/ / f(at)da dt.
T(F) Ar(F)\T(F) Y Ar(F)

On dit que T est anisotrope si Ar = {1}.

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F'. On note G le sous-ensemble des
éléments semi-simples fortement réguliers de G et Greg(F')/conj 'ensemble des classes
de conjugaison par G(F) dans Gieg(F'). On dit que deux éléments de Greg(F') sont
stablement conjugués si et seulement s’ils sont conjugués par un élément de G(F).
On note Gieg(F')/stconj 'ensemble des classes de conjugaison stable dans Greg(F). 11
y a un diagramme naturel

Greg(F)
bc N\ 68

¢St conj
Ghreg(F)/conj Lend
On peut munir ’ensemble Geg(F')/conj d’une structure de variété analytique sur F et
d’une mesure caractérisées par la propriété suivante. Soit ¥ € Greg(F'), notons G, son
commutant dans G, qui est un sous-tore maximal de G. Soit w un voisinage ouvert

Greg(F') /stconj
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LA CONJECTURE LOCALE DE GROSS-PRASAD 109

de 1 dans G, (F'). Alors, si w est assez petit, application ¢t — ¢¢(ty) de w dans
Ghreg(F')/conj est un isomorphisme analytique de w sur un voisinage ouvert de ¢ (7)
dans Greg(F')/conj et cet isomorphisme préserve les mesures. On peut de la méme
fagcon munir ’ensemble Geg(F')/stconj d’une structure de variété analytique sur F et
d’une mesure. Alors 'application ¢g /conj du diagramme ci-dessus est un revétement
analytique qui préserve localement les mesures.

Pour toute fonction f définie sur Greg(F) et invariante par conjugaison, resp.
par conjugaison stable, on note encore f la fonction sur Greg(F')/conj, resp.
Greg(F')/stconj, qui s’en déduit.

Pour un élément semi-simple v de G(F'), on pose

DS (y) = |det((1 — ad(7))|g(F) /g, ()| F-

Munissons G(F') d’une mesure de Haar. Soit f € C°(G(F)). Pour v € Gieg(F),
on pose

®(v,f) = / fg™ " vg)dg.
G (F\G(F)

Pour y € Gieg(F)/stconj, on définit ®%(y, f) = 3., ®(z, f), ou z parcourt la fibre de
#G/conj au-dessus de y. Avec ces définitions, la formule de Weyl prend I'une ou I'autre
des formes suivantes:

/ f@ig= [ 8(z, f)DC (2)do = / % (y, £)DC (y)dy.
G(F) Greg(F)/conj reg (F') /stconj

Soit (M, M ) un groupe tordu défini sur F. Cela signifie que M est un groupe
réductif connexe défini sur F, que M est une variété algébrique définie sur F telle que
M (F') soit non vide et qu’il y a deux actions & droite et & gauche de M sur M, notées

MxMxM — M

(m,m,m') — mmm/,

de sorte que, pour chacune des actions, M soit un espace principal homogéne sous
M. Pour 72 € M, on note 6y 'automorphisme de M tel que am = 6, (m)m pour
tout m € M. On note Zp(m) le sous-groupe des points fixes de 0y, c’est-a-dire
le groupe des m € M tels que mmm™! = /. On note My la composante neutre
de Zp (). On dit que 7 est semi-simple fortement régulier si Z M (1) est abélien
et Mz est un tore. On note Mreg I’ensemble des éléments fortement réguliers de
M et M,cg(F)/conj 'ensemble des classes de conjugaison par M (F) dans Mg (F),
en appelant conjugaison 'action (m,m) — mmm~! de M sur M. On dit que deux
éléments de M,eg(F) sont stablement conjugués si et seulement s’ils sont conjugués par
un élément de M (F). On note Mg(F)/stconj 'ensemble des classes de conjugaison
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110 J.-L. WALDSPURGER

stable dans M,eg(F). Il y a un diagramme naturel
Mreg(F )
b1 N

st
¢M£onj

Meg(F)/conj Mg (F)/stconj

On peut munir ’ensemble Mreg(F) /conj d’une structure de variété analytique sur
F et d’une mesure caractérisées par la propriété suivante. Soient ¥ € M,eg (F) et w un
voisinage ouvert de 1 dans M5(F'). Alors, si w est assez petit, ’application ¢t — ¢ ;(t%)
de w dans ]\Zfreg (F')/conj est un isomorphisme analytique de w sur un voisinage ouvert
de ¢,; () dans M, g (F)/conj et cet isomorphisme préserve les mesures. On munit de
méme I’ensemble I\;I,eg(F )/stconj d’une structure de variété analytique sur F et d’une
mesure. L’application fé[ Jcon] est un revétement analytique qui préserve localement
les mesures.

Pour un élément semi-simple 5 € M (F), posons

DM () = |det((1 = 65)) () /ma(F)) -

Munissons M (F) d’une mesure de Haar. On en déduit une mesure sur M(F) en
considérant cet ensemble comme un espace principal homogéne pour I’action & gauche,
resp. A droite, de M (F'), et on obtient en fait la méme mesure quelle que soit 'action
choisie. Soit f € CX°(M(F)). Pour 5 € Myeg(F), posons

263, f) = [ZuG)F)  M(P) [ Fm=5m)am.
My (F)\M(F)
Alors, avec les mémes conventions de notations que dans le cas non tordu, la formule
de Weyl prend la forme:

/ Fem)dm = / ®(z, f)DM (3)d3.
M(F) M, eg (F)/conj
1.3. Esp:_ice de paramétres. — On appelle ici extension algébrique de F' un sous-

corps de F' contenant F'. Notons Z I’ensemble des familles
€ = (I, (Fxi)ier, (Fi)ier, (Yi)ier)
vérifiant les conditions suivantes:

— I est un sous-ensemble fini de N;

— pour tout ¢ € I, Fy; est une extension finie de F' et F; est une F,;-algébre
commutative de dimension 2; c’est-a-dire F; est une extension quadratique de
Fi; ou F; = Fy; & Fy;; on note 7; 'unique automorphisme non trivial de
F,;-algébre de F;;

— pour tout i € I, y; est un élément de F* tel que y;7i(y;) = 1.

Pour une telle famille, on note I* I’ensemble des i € I tels que F; soit un corps. Pour

i € I, on fixe §; € FL tel que F; = Fy;(1/9;), avec la convention que d; appartient
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au groupe des carrés F;* si i ¢ I*. On note & 'image de [[;c; Normp, /r(0:) dans
F*/F*2, Cet élément ne dépend évidemment pas des choix des 6;. On pose

dg =) [F;: F).

iel
Un isomorphisme entre deux éléments

€= (I,(Fyi)ier, (Fi)ier, Wi)ier) et & = (I', (Fyy)ier, (F))ier, (Yi)ver)
de E est une famille (¢, (¢4;)ier, (¢i)ier), ou
— t: I — I’ est une bijection;
— pourtouti € I, 14, : Fyy — ib(i) est un isomorphisme défini sur F et ¢; : F; —
F L'( i) est un isomorphisme compatible avec ¢4; en un sens évident;
— pour tout i € I, 1;(y;) = yZ(i).

En particulier, tout élément £ posséde un automorphisme “identité”. On dit que &
est régulier si 'identité est le seul automorphisme de £. On note E,,, 'ensemble des

éléments réguliers de Z et E,eg le quotient de E,, obtenu en identifiant les éléments
isomorphes. En pratique, on notera un élément de Z;., comme un élément de =,
qui le représente.

Soit & = (I, (Fyi)ier, (Fi)ier, (¥i)icr) € Ereg. Introduisons le tore T¢ défini sur F'
tel que T¢(F) = [[;er{t: € Fi*;tiTi(t:;) = 1}. Soit w un voisinage ouvert de I'unité
dans T;(F'). Si w est assez petit, I’application

(ti)ier — (I, (Fxi)ier, (Fi)ier, (Yiti)ier)

est une injection de w dans E;z. On peut munir et on munit Z.; d’une structure
de variété analytique sur F' et d’'une mesure de sorte que cette injection soit un
isomorphisme qui préserve les mesures.

Si on fixe un entier pair d, ou un élément § € F* /F>*:2 ou les deux, on définit les
variantes E4, 5, 24,6, Sreg,d €tc. des objets précédents en se limitant aux £ tels que
de =d,oudg =6,ouds =det o =9.

Soit & = (I, (Fyi)ier, (Fi)ier, (¥i)ier) un élément de Ereg. On pose

C(§) = H Ffi/NOTmF,-/Fﬂ(FiX)-
i€l

g

Ce groupe g’identifie naturellement & {£1}!". On note C(£)! le sous-groupe qui
s’identifie au sous-groupe des éléments (g;)icr- € {£1} tels que [[;cr- i = 1. Si
I* # @, on note C(¢§)~! = C(¢&) \ C(&)*.

Pour i € I, notons I'(y;) 'ensemble des éléments ; € F,* tels que Yi1i(%:) " = yi.
On pose

I‘pair(é) = H P(yi)/NormFi/Fii(Fvix),
i€l*

Timp(€) = (F*/F*?) x [ T(y:)/Normp, /e, (F).
el
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En pratique, pour un élément ¢ = (¢;);cr+ de C(£), on identifiera chaque c; & un
élément de F:’t‘i qui le représente. On fera de méme pour les éléments de I'p,ir(€) ou

I1im10 (5 )

1.4. Paramétrage des classes de conjugaison. — Soient V un espace vectoriel
de dimension finie n sur F' et ¢ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur
V (on appellera le couple (V,q) un espace quadratique). On définit son discriminant
8(q) = (—1)[*/?det(q) € F*/F*+2. On note G le groupe spécial orthogonal du couple
(V,9).

Supposons d’abord n impair. Soient & = (I, (Fii)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € Ereg,n—1 €t
¢ = (¢;)icr € C(£). Posons

Vi=EPF

iel
et munissons cet espace de la forme bilinéaire symétrique et non dégénérée g¢ . définie

par
Q&C(Z Vi, E ’U:) = Z tracepi/p(cin(vi)v;).
iel el il

Considérons la condition: il existe une droite D sur F et une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée gp sur D telles que les espaces quadratiques (V,q) et
(D ® Ve,qp @ g¢,c) soient isomorphes. On montre qu’il existe une unique classe
C(&)* c C(¢) (avec e = £1 dépendant de £ et (V,q)) telle que cette condition soit
vérifiée si et seulement si ¢ appartient a cette classe. Supposons-la vérifiée. La droite
quadratique (D, gp) est alors unique & isomorphisme prés. Fixons un isomorphisme
entre (V,q) et (D @ V¢, qp ® ¢¢,c). Introduisons I’élément z € G(F') qui, modulo cet
isomorphisme, agit sur chaque F; par multiplication par y; et sur D par ’identité.
C’est un élément de Gieg(F') dont la classe de conjugaison est bien déterminée.
Inversement, toute classe de conjugaison dans Gieg(F') est obtenue par ce procédé.
On obtient ainsi une application de Greg(F)/conj dans Eies n—1 qui se factorise en
un diagramme

¢St conj
Ghreg(F)/conj e Ghreg(F)/stconj
PG "\ / pd

=
—reg,n—1

L’application p$¥ est un isomorphisme analytique qui préserve les mesures. La fibre
en un point ¢ de l'application pg s’identifie & une classe C(£)¢ C C(£).

Supposons maintenant que n est pair et n > 2. Posons § = §(g). Soient
§ = (I,(Fyi)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € Eregn,s €t ¢ = (ci)ier € C(§). Définissons V
et g¢ . comme précédemment. Considérons la condition: les espaces quadratiques
(V,q) et (Vg,ge,c) sont isomorphes. Il existe une unique classe C(§)* C C(£) telle
que cette condition soit vérifiée si et seulement si ¢ appartient & cette classe.
Supposons-la vérifiée et fixons un isomorphisme entre nos deux espaces quadratiques.
Introduisons 1’élément © € G(F') qui, modulo cet isomorphisme, agit sur chaque F;
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par multiplication par y;. C’est un élément de G,eg(F). Il y a deux différences avec le
cas n impair. D’une part, c’est seulement la classe de conjugaison de z par le groupe
orthogonal tout entier qui est bien déterminée. Or cette classe se décompose en deux
classes de conjugaison par G(F'). D’autre part, on n’obtient par ce procédé que les
classes d’éléments © € Gieg(F') qui n’ont pas de valeurs propres égales & +1. On
élimine ce deuxiéme probléme en modifiant la définition de Gieg.

Convention 1.1. — Pour un groupe spécial orthogonal G d’un espace quadratique
de dimension paire, on note dorénavant Gieg l’ensemble des éléments semi-simples
réguliers de G qui n’ont aucune valeur propre égale & £1.

On obtient alors le diagramme

¢St conj
Ghreg(F')/conj e, G'reg (F') /stconj
PG "\ /P

=
—reg,n,d

L’application p est un revétement qui préserve localement les mesures. Ses fibres
sont d’ordre 2 et formées de deux classes de conjugaison stable qui sont conjuguées
par P’action du groupe orthogonal. Soit { € Eregn,s €t Yy € Greg(F')/stconj tel que
pE(y) = €. La fibre de 93 ,,; au-dessus de y s’identifie & une classe C(§)° C C(§).

Variante. — Notons Gt le groupe orthogonal de (V,qy). On définit les ensembles
Ghreg(F)/conj*t et Greg(F)/stconj™ en remplagant dans les définitions conjugaison par
G par conjugaison par G*. On a alors un diagramme

st

Ghreg(F)/conj™ alegei® Greg(F') /stconj™
P&\ J pat
Ereg,n,&

ou cette fois, pg+ est un isomorphisme.

Pour simplifier certaines constructions ultérieures, il convient de considérer le cas
n = 0. Dans ce cas, on pose § = 1 et Greg = G = {1}. Les diagrammes ci-dessus se
trivialisent, tous les ensembles y figurant ayant un seul élément.

Que d soit pair ou impair, notons G(F),n;i 'ensemble des éléments de Greg(F')
dont le commutant est un tore anisotrope. Il s’agit des éléments appelés usuellement
elliptiques, sauf dans le cas ou n = 2 et G est déployé, auquel cas tout élément
est elliptique alors que G(F)an; est vide. Notons E* ’ensemble des éléments { =
(I, (Fii)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € E tels que I = I*. On définit aussi =}, E, etc. Dans
les diagrammes ci-dessus, on peut remplacer les ensembles Greg(F') par G(F)ani et les
Ereg,n €tc. par Ef,, , etc. Les diagrammes obtenus conservent les mémes propriétés.

Soit U un espace vectoriel sur F' de dimension finie n. On note M le groupe des
automorphismes F-linéaires de U. On note M Tensemble des formes bilinéaires non
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dégénérées sur U. Le groupe M agit a droite et & gauche sur M par la formule
(mmm’)(u, ') = m(m ™ u, m'y’)

pour m,m’' € M, i € M et u,u’ € U. Le couple (M, M) est un groupe tordu.

Supposons d’abord n pair. Soit & = (I, (Fii)ier, (Fi)ier, (Yi)ic1) € Eregn €t
v = (Vi)ier € Tpair(§). Introduisons le méme espace V¢ que ci-dessus et fixons un
isomorphisme F-linéaire de U sur V. Introduisons ’élément & € M (F) défini, modulo
cet isomorphisme, par la formule

(1) :fc(z ui,Zug) = Ztracepi/p(n(ui)uhi).

i€l i€l i€l

C’est un élément de Mreg(F) dont la classe de conjugaison est uniquement déterminée.
Inversement, toute classe semi-simple réguliére est obtenue par ce procédé. On obtient
un diagramme

st
¢1\;I/conj
—

Prr \ 7 P

—_
=
—reg,n

M,eq(F)/conj Mg (F)/stconj

La fibre de p;; au-dessus de £ € Eieq,n s'identifie & I'pair(§). L’application pféI est
un isomorphisme analytique mais ne préserve pas localement les mesures. En effet,
fixons £ = (I, (Fxi)ier, (Fi)ier, (¥i)iel) € Ereg,n €t construisons & comme ci-dessus.
Le tore Mj est égal a T;. Soit w un voisinage ouvert assez petit de I'unité dans
T¢(F). La mesure sur M,ez(F)/stconj a été définie de sorte que I’application t +— &t
de w dans M;ee(F)/stconj préserve les mesures. Changer & en &t revient & changer
v en 7;t; dans la formule (1). D’aprés la relation y; = v;7:(7;) !, on a l'égalité
pj\‘fl (#t) = (I, (Fi)ier, (Fi)ier, (yit?)icr) Or la mesure sur Ereg,n & été définie de sorte
que lapplication t = (¢;)icr — (I, (Fyi)ier, (F3)ier, (Ysti)icr) préserve les mesures. Le
jacobien de l’application pfé[ est donc le méme que celui de P’application ¢t — t% de
T¢(F) dans lui-méme, c’est-a-dire |2|7/°.

Supposons maintenant n impair. § = (I, (Fi;)ier, (Fi)ier, (i)ier) € Ereg,n—1 €t
v = (vyp, (Vi)ier) € Timp(€). Posons D = F et fixons un isomorphisme de U sur
D @ V;. Introduisons I'élément & € M (F) défini, modulo cet isomorphisme, par la
formule

Z(up + Z ui, Up + Z u;) = ypupup + Z tracep, /r (Ti(u;)u;Yi)-
i€l i€l i€l

C’est un élément de ]\;I,eg(F) dont la classe de conjugaison est uniquement déterminée.
Inversement, toute classe semi-simple réguliére est obtenue par ce procédé. On obtient
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le diagramme
t
¢18\7l /conj
_

Prr "\ 7 P

=
—reg,n—1

M,eg(F)/conj M, g (F)/stconj

La fibre de py; au-dessus de £ € Eieq n—1 s’identifie & I'imp(§). L’application pj‘é est
un isomorphisme analytique dont le jacobien vaut |2|§?_1)/ 2
que ci-dessus.

Que n soit pair ou impair, notons M (F)ani ’ensemble des éléments ¥ € Mreg(F)
tels que M5 soit un tore anisotrope. Dans les diagrammes ci-dessus, on peut remplacer
Mreg(F ) par M (F)ani et les ensembles E;eg r, OU Ereg n—1 par =
diagrammes obtenus conservent les mémes propriétés.

d’aprés le méme calcul

* =%
reg,n ou “reg,n—1- Les

1.5. Définition de fonctions sur !’ensemble de paramétres. — Soit
& = (I, (Fei)icr, (Fi)icr, (Yi)ic1) € Ereg. Pour tout ¢ € I, notons ®; l’ensemble
des homomorphismes non nuls de F-algébres de F; dans F'. On définit un polynéme

P(T) =] I] (T - 6(w))-
i€l ped;

Introduisons un espace quadratique (V, g¢) tel que dim(V¢) = d¢ et 6(q¢) = d¢. Notons
G¢ son groupe spécial orthogonal. Alors { paramétre deux classes de conjugaison
stable dans G¢ ;g (F'). Fixons-en une et un élément ¢ de cette classe. On pose

A(§) = |det((1 = t) v, |F-
Ce terme ne dépend ni du choix de P’espace (V¢,g¢), ni du choix de ¢. En fait, il est
clair que
A(£) = Pe(1).
Pour un entier n > d¢, fixons un espace quadratique (Z,qz) tel que dim(Z) = n —d;.
Notons G le groupe spécial orthogonal de la somme orthogonale (V,q¢) ® (Z,qz).

Alors t est un élément semi-simple de G(F). Il n’est plus régulier, mais on a néanmoins
défini D4(t). On pose

D" (€) = D4(1).
Ici encore, ce terme ne dépend pas des choix. On pose simplement D(£) = D% (¢).
On vérifie ’égalité
(1) D™ = DE)AE)" %,
Soient
§v = (It, (Fii)ier,  (Fi)ier,, (Yi)iel,) € Ereg
&= (I—v (F:l:i)ief— ’ (Fi)iGI._ ) (yi)iel_) € Ereg»
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ou Pon suppose, ainsi qu’il est loisible, que I, N I_ = &. Posons £ = £ L& et
I =I,UI_. Supposons ¢ régulier. Soit ¢ = (c¢;)icr € C(§). On note P¢(T) le polyndme
dérivé du polynéme P¢. Pour tout ¢ € I, posons

Ci = (~1)%/2¢; Pl(y:) Pe(~1)y; % (g — 1) (s + 1).

C’est un élément de Fly;. Pour v € F*, on pose

Ay(€4,8é-,0) = H Sgnpi/pii(yCi).
iel*
Soit £ = (I,(Fyi)ier, (Fi)ier, (¥i)ier) € Ereg. Soit v = (Vi)ier € I'pair(§). Pour

1 € I, posons
_ 1—dg/2
Ci = =77 PPy *(yi - 1)
Soit maintenant v = (vp,(Vi)ier) € Timp(§) (la composante yp appartient &
F>*/F*2). Pour i € I, posons
_ 1—de/2
Ci = 177 PPy~ (yi = 1)

Dans les deux cas, on pose

A(g,y) = H sgnp, /p,, (Ci)-

iel*

1.6. Endoscopie. — Soit G un groupe réductif connexe défini sur F'. Fixons une
forme quasi-déployée G de G et un torseur intérieur g : G — G. On fixe une
fonction u : Gal(F/F) — G telle que ¥g o o(g) = u(o)o o g(g)u(s)~! pour tous
g € G et 0 € Gal(F/F). Le composé de u et de 1’application naturelle de G dans
son groupe adjoint G, est un cocycle. Nous considérons le cas favorable ot u lui-
méme est un cocycle, & valeurs dans G. Fixons une paire de Borel épinglée de G,
définie sur F. C’est-a-dire que 'on fixe un sous-groupe de Borel B défini sur F, un
sous-tore maximal T" de B défini sur F'. Notons II I’ensemble des racines simples
de T associé & B. Pour a € II, on fixe un élément non nul F, de l’espace radiciel
associé & a et on suppose que la famille (E, )qcn est stable par I’action de Gal(F'/F).
Remarquons que N = > .y E, est un élément nilpotent régulier de g(F) et la
classe de conjugaison de la paire de Borel épinglée est déterminée par celle de N.
Il nous suffit en fait de fixer la classe de conjugaison de N. Considérons enfin une
donnée endoscopique (H,s,%¢) de G, cf. [11] 1.2. On peut définir une application,
la correspondance endoscopique, dont ’ensemble de départ est un sous-ensemble de
H.eg(F')/stconj et 'ensemble d’arrivée est Greg(F')/stconj. Elle préserve localement les
mesures. Pour y € Hyeg(F)/stconj et & € Greg(F')/conj tels que @3 /conj© COTTESpONde
4 y, on définit le facteur de transfert Ay ¢(y,z) (nous en supprimons le terme Ajy).
Pour f € CX(G(F)) et fH € C®(H(F)), on dit que f¥ est un transfert de f si on
a 'égalité
DR () 2®%(y, f*) = Y " Apc(y,2)D%(2)"/*(z, f)
T
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pour presque tout y € He(F)/stconj, ou z parcourt l'ensemble des éléments
de Greg(F)/conj tels que @3 /Conj(x) soit 'image de y dans Gieg(F')/stconj (c’est
I’ensemble vide si y n’a pas d’image dans Gieg(F')/stconj).

Remarque. — Pour étre précis, il conviendrait d’introduire ’ensemble des éléments
G-réguliers dans H et de dire que I’égalité doit étre vérifiée pour tout y G-régulier au
lieu de dire comme ci-dessus qu’elle I’est presque partout.

Soient © une distribution sur G(F) invariante par conjugaison et ©f une
distribution sur H(F') invariante par conjugaison stable. On dit que © est un
transfert de ©F si et seulement si ©(f) = O (fH) pour tout couple de fonctions
(f, fH) tel que f¥ soit un transfert de f. Supposons © et © localement intégrable,
ce qui permet de les identifier & des fonctions définies presque partout. Les formules
d’intégration du paragraphe 1.2 montrent que © est un transfert de ©F si et
seulement si on a 1’égalité

(1) ©e@@)D%@x)"? = §jDH )2 A w6 (v, 2)0" (y)

pour tout & € Greg(F')/conj, out y parcourt ’ensemble des éléments de H,ez (F')/stconj
tels que qﬁg /e onj(:16) soit I’image de y par la correspondance endoscopique.

La théorie de l’endoscopie s’adapte au cas d’un groupe tordu (M, M ). On ne
I'utilisera que sous des hypothéses simplificatrices. On suppose M déployé. On fixe
un élément § € M (F), on suppose qu'il existe une paire de Borel épinglée de M,
définie sur F' et conservée par 63 On fixe une telle paire. L’élément N construit
comme ci-dessus est un élément nilpotent régulier de m;z(F') et c’est sa classe de
conjugaison par Mj(F') qui compte. Considérons une donnée endoscopique (H, s, L)
de (M, M ), cf. [10] 2.1. On définit une correspondance endoscopique, qui est une
application dont ’ensemble de départ est un sous-ensemble de Hieo(F')/stconj et
I'ensemble d’arrivée est M (F)/stconj. Il y a une difficulté avec les mesures. Soient
h € Hyoe(F) et 7 € M(F) tels que ¢35t () soit I'image de ¢3;(h). Notons T = My,
TH = H;, , T le commutant de T” dans M et 6 = ;. Posons

d(¥) = |det((1 — 8)¢ /e |F
et
D" (7) = |det((1 = 0)m/elr = DM ()d(3) 7.

Il y a une application naturelle de T°(F) dans TH(F) qui est localement un
isomorphisme. On a défini des mesures sur T°(F) et TH(F). D’aprés [10] 5.5,
il convient de remplacer la mesure sur T (F) par celle telle que le jacobien de
l’application précédente soit égal & d(5). On change de fagon correspondante la
mesure sur H,eg(F)/stconj. Alors la correspondance endoscopique ci-dessus est de
jacobien d(§) ™' en un point y € Hyeg(F')/stconj d'image § € M;eg/stconj. On définit
un facteur de transfert Ay . Pour f € C2°(M(F)) et 7 € C*(H(F)), on dit que
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fH est un transfert de f si on a l'égalité
DH(y)' 20 (y, fT) = Y Ay y (v, %) D5 (&)'/®(%, f)

pour presque tout y € Hieg(F')/stconj, ot & parcourt I’ensemble des éléments de
Mg (F)/conj tels que 4 Jcon; (%) soit 'image de y dans M;eg(F)/stconj (cf. [10]

5.5). On définit la notion de transfert de distributions comme ci-dessus. Soit ©
une distribution sur M (F) invariante par conjugaison et ©F une distribution sur
H(F) invariante par conjugaison stable. Supposons-les localement intégrables. Les
normalisations de mesures ci-dessus et les formules d’intégration de 1.2 montrent que
© est un transfert de O si et seulement si on a 1'égalité

2) 6Dy (&)"?= ZD” Y2 Ay i1 (v, £)0% (1)

pour tout 5: € Mreg (F)/conj, ou y parcourt I’ensemble des éléments de H,eg (F')/stconj
tels que M Jeo (i’) soit 'image de y par la correspondance endoscopique.

On a modlﬁe ci-dessus nos mesures pour traduire les définitions de [10]. Mais
légalité (2) ne fait intervenir aucune mesure. Dans la suite, on revient aux mesures
définies en 1.2, en considérant (2) comme la définition du transfert de la distribution

eH.

1.7. Endoscopie pour les groupes spéciaux orthogonaux. — Soient (V',¢’),
(Vi,d}) et (V' ,q_) trois espaces quadratiques sur F. Notons d’, d/, et d’_ leurs
dimensions et G’, G', et G'_ leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose

— d', d/, et d_ impairs;

—d +d_=d+1;

— @/, et G_ sont déployés.

Comme on le sait, G’y x G’ est un groupe endoscopique de G'.

Remarque. — La notion correcte est celle de donnée endoscopique et non de
groupe endoscopique. Ici, les termes que l'on doit ajouter pour obtenir une donnée
endoscopique sont presque évidents, on renvoie & [15] 1.8 pour plus de détails.

Pour définir des facteurs de transfert, on doit fixer quelques données supplémen-
taires, & savoir une forme intérieure quasi-déployée G’ de G’, un torseur intérieur
Yo : G — G’ et un cocycle v’ : Gal(F/F) — G’. Supposons G’ déployé. On
pose (Y_',g’) = (V',¢'), G = G, on prend pour torseur intérieur 1'identité et pour
cocycle le cocyle trivial. Supposons maintenant G’ non déployé. On introduit I’espace
quadratique (V', ¢') qui a mémes dimension et discriminant que (V’,¢’) mais un indice
de Witt opposé. Le groupe spécial orthogonal G’ de cet espace est déployé. On fixe
un isomorphisme F-linéaire 8 : V' @ F — V' ®r F qui identifie les prolongements
F-bilinéaires de ¢’ et ¢'. Pour ¢’ € G/, on pose ¢/ (g') = Bg’B~*. Pour o € Gal(F/F),
on pose u'(0) = Bo(B)~L. On a a priori besoin de fixer une classe de conjugaison
d’élément nilpotent régulier dans g'(F), mais il n’y en a qu’une.
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Avec ces données, on peut définir la notion de correspondance entre classes de
conjugaison stable semi-simples réguliéres dans G'(F) et dans G/ (F) x G_(F),
et définir un facteur de transfert Ag;xc/_ .o La correspondance entre classes de
conjugaison stable s’explicite aisément. Il y a une application naturelle

g, 1 xEBe -1 —  Ea
(+,€-) - fpué-.
Via les applications ps'Gt,Jr, pg,_ et p,, c’est la correspondance endoscopique (encore
une fois, pour étre correct, il faut se restreindre aux éléments G’-réguliers).
Soient yy € G} oy (F)/stconj, y_ € G_ ., (F)/stconj et 2’ € Gy, (F')/conj. Posons
€ = (us) & =g (u-), € = & UE-, suposons po(a') = &. Soit ¢ € C(€) qui
parameétre z’. Alors, avec la notation introduite en 1.5,

1) Ag,xe e (W yl), @) = A_ase)(€+,€-,0).

Cf. [15] proposition 1.10. Le 7 de cette référence vaut ici (—1)@~1/2§(¢g).

Remarque. — Soit a € F'*, remplagons ¢’ par ag’. Cela ne change pas le groupe
G'. Pour ¥/, , y_ et =’ comme ci-dessus, le paramétre £ est inchangé. En se reportant
au paragraphe 1.5, on voit que I’élément ¢ = (¢;);er+ est remplacé par (ac;)ier+. On
a aussi 6(aq’) = ad(q’). On conclut que le facteur de transfert ne change pas.

Soient (V, q), (V4, q+) et (V-, q—) trois espaces quadratiques sur F'. Notons d, d. et
d_ leurs dimensions et G, G et G_ leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose

— d, d4 et d_ pairs;

—dy +d_ =d;

— G4 et G_ sont quasi-déployés.

Le groupe G+ x G_ est un groupe endoscopique de G. On doit fixer des données
supplémentaires. Pour cela,

on fize pour la suite de Uarticle un élément vy € F*.

On introduit ’espace quadratique (Z1,q1,—,) suivant: Z; = F et g1, (A, A) =
—219A )X . Considérons la condition:

(@D) le groupe spécial orthogonal de (V,q) ® (Z1,q1,—v,) est déployé.

Il est facile de l'expliciter. Si §(q) = 1, elle est équivalente & chacune des conditions
suivantes: G est déployé; (V,q) est somme orthogonale de plans hyperboliques.
Supposons d(g) # 1. Posons E = F(4/4(q)). Alors (V,q) est somme orthogonale de
plans hyperboliques et de 'espace E muni d’une forme (A)\') — traceg,r(Tg/r(A)A'),
pour un élément 7 € F*. La condition (QD) équivaut alors & sgng,r(nvo) = 1.

Rappelons que les orbites nilpotentes réguliéres dans g(F') sont paramétrées par
un sous-ensemble A" de F*/F>*?2 cf. [16] 7.1. Sous hypothése (QD), on a N =
F>*/F*? si §(q) = 1, tandis que V" = nNormg,p(E*)/F*? si §(q) # 1, avec les
notations ci-dessus.

Si (QD) est vérifiée, on pose (V,q) = (V,q), G = G (ce groupe est quasi-déployé).
On prend pour torseur intérieur I'identité et pour cocycle le cocyle trivial. Supposons
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maintenant que (QD) ne soit pas vérifiée. On introduit I’espace quadratique (V,q)
qui a mémes dimension et discriminant que (V, ¢) mais un indice de Witt opposé. Cet
espace vérifie (QD). On fixe un isomorphisme F-linéaire 8:V ®p F - V. ®p F qui
identifie les prolongements F-bilinéaires de q et g. Comme en dimension impaire, on
en déduit un torseur intérieur g : G — G et un cocycle u : Gal(F/F) — G. On
doit encore fixer une orbite nilpotente réguliére dans g(F'). D’aprés ce qui précéde,
l’élément vy paramétre une telle orbite £, et c’est celle que l'on choisit.
Il y a une application naturelle

Edy,6(qy) X Bd_6(g-) —  Edé(q)
(€4,62) gL UE.

Via les applications pg++, pzf et pSGt * elle définit une correspondance entre

classes de conjugaison stable au sens de la conjugaison par le groupe orthogonal
tout entier, autrement dit entre couples de classes de conjugaison stable. La
correspondance endoscopique raffine cette premiére correspondance. Pour la décrire
plus commodément, introduisons ’ensemble A(V') formé des classes de conjugaison
par G(F) dans l’ensemble des lagrangiens définis sur F de V ®p F. Il a deux
éléments. Le groupe orthogonal G*(F) agit naturellement sur cet ensemble, un
élément de déterminant —1 échangeant les deux éléments. Considérons le produit
Greg(F) x A(V). Disons que deux éléments (g1,L1) et (g2, L2) de ce produit sont
stablement conjugués si et seulement s’il existe g € G1(F) tel que g2 = gg19™"' et
Ly = g(L1). Notons AGreg(F)/stconjt I’ensemble des classes de conjugaison stable
et qut o Greg(F) X A(V) — AGreg(F)/stconj™ P’application naturelle. Il y a une
application naturelle de cet ensemble dans Greg(F)/stconjt qui, a ngSt +( , L), associe
la classe ¢St Jr( ) de g dans ’ensemble d’arrivée. D’autre part

(2) si l'on fixe L € A(V), Papplication g — (g, L) se quotiente en une bijection de
Greg(F')/stconj sur AGieg(F)/stconj™.

Soit (g, L) € Greg(F) x A(V). On peut représenter L par un lagrangien, encore noté
L, tel que g(L) = L. Notons &(g, L) I'ensemble des valeurs propres de g dans L (ce
sont des éléments de F'). Quand on change de représentant L, I’ensemble &(g, L) peut
changer. Un tel changement consiste & remplacer un nombre pair de valeurs propres
par leurs inverses. Disons que deux ensembles de valeurs propres sont équivalents
g'ils différent par un tel changement La classe d’équivalence de &(g, L) est alors bien
déterminée et ne dépend que de qb v +(g,L). On remarque que, si L’ désigne 'autre
élément de A(V), les classes &(g,L’) et &(g, L) sont distinctes: on passe de 'une a
Pautre en remplagant un nombre impair de valeurs propres par leurs inverses. Cela
étant, Papplication précédemment définie entre couples de conjugaison stable se reléve
en une application

E : AG reg(F)/steonjt x AG_ 1eg(F)/stconjt — AGhreg(F)/stconjt

définie ainsi. Soit (g4,A4) € G4 reg(F) X A(V4) et (g—,A_) € G_ reg(F) x A(V_).
Soit g € Greg tel que ¢ (g) corresponde & (¢g+ (94), qb“ "*(g-)). Il y a un unique
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L € A(V) tel que &(g, L) soit équivalent & la réunion disjointe &(g4, L+)UE(g—, L_).
On choisit L ainsi. On définit E($3s, (94, L+ ), dxs’ (9-,L-)) = ¢ie (9, L).

Comme on 1’a dit, une donnée endoscopique est plus riche que la seule donnée des
groupes. Elle contient une identification sur F' entre un tore maximal de G4 x G_ et
un tore maximal de G, modulo l'action du groupe de Weyl de G. On a vu ci-dessus
qu’un élément de A(V) déterminait une classe d’équivalence d’ensembles de valeurs
propres. Il détermine de méme une classe d’équivalence d’ensembles de caractéres d’un
tore. De Iidentification des tores se déduit une application A(V,) x A(V_) — A(V).
Soit alors (A4,A_) € A(V,) x A(V_), notons A son image par cette application.
En utilisant (2) appliqué respectivement & A, A_ et A, application E devient une
application

G reg(F)/stconj x G_ reg(F')/stconj — Greg(F')/stconj.

On voit qu’elle ne dépend pas du choix de (Ay,A_). C’est la correspondance
endoscopique cherchée.

Soient y4 € G4 reg(F)/stconj, y— € G_ reg(F')/stconj et & € Greg(F')/conj. Posons
& = pg+ (Y4), &= = p¥ (y-) = &-, € = & U &, supposons que la classe de
conjugaison stable de x corresponde & (y4,y-), a fortiori pg(z) = £€. Soit c € C(&)
qui paramétre x. Alors

(3) AG+xG_,G((y+,y_),-T) = Auoé(q)(£+7§—:c)'
Cf. [15] proposition 1.10. Le 1 de cette référence vaut ici 2(—1)%21y6(q).

Remarque. — Soit a € F'*. Remplagons ¢ par aq. Le groupe G reste inchangé. Si
I'on conservait le méme cocycle et si I’on remplagait vy par avy, on conserverait le
méme facteur de transfert. Mais, avec nos définitions, le cocycle peut changer et, par
contre, on veut conserver le méme 1. Donc le facteur de transfert n’est plus le méme.
Précisément, on voit qu’il est multiplié par (6(g-), @)F.

1.8. Endoscopie pour les groupes linéaires tordus. — On considére un espace
U sur F de dimension n et on introduit le groupe tordu (M, M ) correspondant, cf.
1.4. Introduisons d’autre part un espace quadratique (V, q), dont on note G le groupe
spécial orthogonal. On suppose dim(V') = n et G quasi-déployé. Le groupe G est un
groupe endoscopique de M. 11 convient ici de préciser les plongements de L-groupes.
On renvoie pour cela & [15] 1.8. Si n est pair, c’est dans cette référence le cas du
groupe linéaire tordu avec d = n pair, d~ = d, d* = 0. Si n est impair, c’est le cas
du groupe linéaire tordu avec d = n impair, d~ = d, d* = 0 et x = 1. Pour définir
des facteurs de transfert, on doit fixer un élément de base de M(F) (I’élément noté
6 en 1.6). On fixe une base (u;);=1,..,n» de U et on prend pour point-base I’élément
0,, € M(F) défini par

0, (uj,ug) = (~1)HHDg, Lk,

ou le dernier terme est le symbole de Kronecker. On doit aussi choisir une classe de
conjugaison d’élément nilpotent régulier dans mg_(F'). Si n est impair, le groupe My,
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est spécial orthogonal “impair”, il n’y a qu’une seule classe possible. Si n est pair,
le groupe My, est symplectique, il y a le choix. On prend la classe de I’élément NV
tel que N(u;) = —uj_q pour j = 2,...,n et N(u;) = 0. On peut alors définir une
correspondance entre classes de conjugaison stable d’éléments semi-simples réguliers
dans G(F) et dans M(F), ainsi qu'un facteur de transfert Ag y;. La correspondance
entre classes de conjugaison stable s’explicite aisément. Supposons n impair. On a les
bijections
Py Py =~ .
Greg(F)/StconJ i Sreg,n—1 <! Mreg(F)/StconJ
et la correspondance est celle qui vient de ces bijections. Supposons maintenant n pair.
On définit une bijection § — —¢ de Ereg dans lui-méme: si§ = (I, (Fyi)ier, (Fi)ier, (¥s)ier),
on pose —£ = (I, (Fii)ier, (Fi)ier, (=¥i)ier)- On a les applications
. PY g——f—  Pir - .
Greg(F)/StCODJ — Zreg,n,é(q) T Sreg,n T reg(F)/stcon]
et la correspondance est celle qui vient de ces applications.
Soient y € Greg(F)/stconj et & € Mieg(F')/conj. Posons & = p;(%). Supposons
d’abord n impair et pf (y) = €. Soit v € T'imp(€) qui parametre la classe de conjugaison
de Z. Alors, avec la notation de 1.5,

(1) AG,M(yai) = A(§,7)-

Supposons maintenant n pair et pf(y) = —&. Soit v € T'pair(€) qui paramétre la classe
de conjugaison de Z. Alors

(2) AG,M(y7 ) = A7)

Cf. [15] proposition 1.10. Dans le cas n pair, le 7 de cette référence vaut (—1)"/2. On
doit remplacer les & et y; par —€ et —y; car, dans [15], ces termes paramétraient y et
non pas la classe de conjugaison stable de Z.

2. Quelques formules revisitées

2.1. Multiplicités pour les groupes spéciaux orthogonaux. — Soient (V,q)
et (V',¢') deux espaces quadratiques sur F' de dimensions respectives d et d’. On note
G et G’ leurs groupes spéciaux orthogonaux. On suppose d pair et d’ impair. Pour
un entier 7 € N introduisons un espace Z3,; de dimension 2r + 1 sur F', muni d’une
base (2;)j=—r,...,r. Pour v € F*, définissons une forme bilinéaire symétrique gar41,,
sur Zs,4+1 par

QQT+17,,( Z )\ij, Z /\;Zj) = 21//\0)\6 + Z (A_])\; + )\J)\I_])
T=—T,...,T J=—ry.,T j=1,..,r
On a fixé vy € F* en 1.7. Supposons

—sid<d, (V' q) est isomorphe & (V,q) ® (Za'—d,9d' —d, - );
—sid>d, (V,q) est isomorphe & (V',¢") ® (Zg—a, dd—d’ vs)-
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On fixe de tels isomorphismes. Pour fixer les idées, supposons d’ > d, les constructions
étant similaires dans I’autre cas. Alors G s’identifie & un sous-groupe de G’. On pose
r = (d'—d—1)/2. On note P le sous-groupe parabolique de G’ qui conserve le drapeau
de sous-espaces

Fz, CFz2,®Fz,_1C---CFz,®---® Fz.

On note U son radical unipotent et on définit un caractére ¥y de U(F) par la formule

Yolw) =¥r( Y a(uzj,z-5-1)).
§=0,...,r—1
Le groupe G est inclus dans P et vy est invariant par conjugaison par G(F).
Soient o € Temp(G(F')) et o' € Temp(G'(F)). On note Homg 4, (07, 0) 'espace
des applications linéaires ¢ : E,» — E, telles que

(o’ (ug)e) = Yu(u)a(g)e(e)

pour tous u € U(F), g € G(F) et e € E,r. D’aprés [1] (complété par [18]) et [5]
corollaire 15.2, cet espace est de dimension au plus 1. On pose

m(o,0') = m(o’,0) = dim(Homg 4, (0, 0)).

Ce nombre est indépendant de ¢¥p.

Dans [17], on a calculé cette dimension par une formule intégrale. Rappelons-la.
Notons J I'ensemble des sous-tores T' de G (on suppose encore d’ > d) pour lesquels
il existe une décomposition orthogonale V' = Wr @ Vr de sorte que les conditions (1)
a (4) ci-dessous soient vérifiées. On pose V. = V5 & Z3,41 et on note Gr, Gy, et Gv%
les groupes spéciaux orthogonaux de Wr, Vr et V.

(1) T est anisotrope.

(2) dim(Wr) est paire.

(3) T est inclus dans Gt et c’en est un sous-tore maximal.

(4) Les groupes Gy, et Gy, sont quasi-déployés.

Pour T € &, on pose

W(G,T) = Normg(r)(T)/Zgr)(T).

Pour t € T(F), on pose A(t) = |det((1 — t)jw,)|r. Supposons t en position générale.
Alors G, =T x Gv% et Gy = T X Gy,.. La représentation o’ admet un caractére ©,.
Rappelons dans ce contexte un résultat de Harish-Chandra. Pour © € Nil(g;(F)), on
définit Pintégrale orbitale Jg sur C°(g;(F')) et sa transformée de Fourier. Celle-ci
est une distribution localement intégrable, donc s’identifie a une fonction Jp. Alors
il existe une famille (¢, ¢(t)) penii(g, ()) de nombres complexes de sorte que, pour X
régulier dans un voisinage assez petit de 0 dans g;(F’), on ait ’égalité

(5)  Og(texp(X))= Y coo(t)Jo(X).
DENil(g}(F))

Evidemment, pour que ceci ait un sens précis, on doit normaliser les mesures et
la. transformation de Fourier utilisée, on renvoie pour cela a [16] 1.2 et 2.6. On a
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Nil(g¢(F)) = Nil(gv,(F)). Puisque le groupe Gy, est quasi-déployé et que dim(Vy)
est impaire, il y a une unique orbite nilpotente réguliére. Notons-la O.e;. On pose
o' (t) = 57,0, (t)- Cela définit une fonction ¢,/ presque partout sur T'(F'). Le méme
procédé s’applique pour définir une fonction c,, a ceci prés que, parce que dim(Vr)
est paire, il peut y avoir plusieurs orbites réguliéres dans Nil(gy,. (F')). Précisons ce
point. Si dim(Vr) < 2, il n’y a encore qu’une orbite réguliere @, et on définit
¢s(t) = ¢5,0,,,(t)- Supposons dim(Vr) > 4. L’hypothése que Gy, est quasi-déployé
implique qu’il existe un élément vy € Vr tel que g(vp,vo) = 2vp. Fixons un tel
élément et notons Gy le groupe spécial orthogonal de ’hyperplan orthogonal & Fuvy.
La méme hypothése implique que G est déployé. Il y a donc une unique orbite
nilpotente réguliére dans gj(F). Fixons un point de cet orbite. Alors sa Gy, (F')-orbite
est encore réguliére dans gy, (F'), on la note @, (c’est I'orbite paramétrée par vy dans
le paramétrage évoqué en 1.7). On pose ¢, (t) = c, g, (t).

Le groupe G(F) agit par conjugaison sur . Fixons un ensemble de représentants
T des orbites. Posons

Mgéom (0,0') = Mgeom(0”,0) = Z W (G, T)I_l/ o (t)co: (t)DC (t) A(t)"dt.
Teg T(F)
Cette expression est absolument convergente et le théoréme principal de [17] affirme
que 'on a ’égalité
Mgsom(0,0") = m(o,0").

Remarque. — Dans les définitions de [16], c’est 1'orbite #_,, et non 6,, qui
intervient. Ce n’est plus le cas ici car on a glissé le signe — dans les hypothéses
concernant le plongement de (V, q) dans (V',¢).

2.2. Reformulation de mgsom(0,0’). — Notons 9(q,q’) I'ensemble des couples
(d,8) € N x F*/F*? qui vérifient les conditions suivantes:

(1) d est pair et 0 < d < inf(d, d’);

(2) si G ou G’ n’est pas quasi-déployé, d > 2; si G et G’ sont quasi-déployés et
d =0, alors § = 1;

(3) si d = inf(d,d’) (ce qui entraine par parité d = d < d'), § = (q);

(4)sid=2,0 #1.

Pour (d,d) € 9D(q,¢'), considérons les espaces quadratiques (W, qw ) tels que
dim(W) = d et d(qw) = 8. Sid = 0, il n’y en a qu’un, évidemment. Si d # 0,
il y en a deux, a équivalence prés, que 'on distingue selon leurs indices de Witt.
D’autre part, pour un espace quadratique (W, qi) considérons la condition suivante:

(H) sid < d, il existe un espace quadratique (V1, ¢1) tel que (V, q) soit isomorphe &
(W, qw) ® (V1, 1) et que les groupes spéciaux orthogonaux de (V;,q1) et de (V1,q1) ®
(Z2r+1,92r+1,-v,) soient quasi-déployés; si d > d/, il existe un espace quadratique
(V1,q1) tel que (V',q’) soit isomorphe & (W, qw ) & (V1, q1) et que les groupes spéciaux
orthogonaux de (V1,q1) et de (Vi,q1) ® (Z2r+1, @2r+1,4,) SoOient quasi-déployés.

Montrons que
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(5) pour tout (d,d) € D(q,q'), il existe a équivalence prés un unique espace
quadratique (W, gw ) qui vérifie la condition (H) ainsi que les égalités dim(W) = d,
é(qw) = 0.

On suppose pour fixer les idées d < d’, le cas opposé étant similaire. Si d = 0,
I’espace nul convient d’aprés la condition (2). Si d = d > 0, un seul espace convient,
a savoir (W, gw) = (V, q). Supposons 0 < d < d. Montrons d’abord que la condition
(H) équivaut a

(H') il existe un espace quadratique (V7,q}) tel que son groupe spécial orthogonal
soit déployé et que (V',¢’) soit isomorphe & (W, gw) & (V{, q})-

Rappelons que pour un espace quadratique (V{,q;) de dimension impaire, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes: son groupe spécial orthogonal est quasi-
déployé; il est déployé; I’espace (V7, ¢}) est somme orthogonale d’une droite et de plans
hyperboliques. Si (H) est vérifié, (H') lest aussi car lespace (V{,q1) = (V1,q1) ®
(Z2r+1,92r+1,—1,) convient. Inversement, supposons (H') vérifiée. Puisque d < d,
Pespace (V{, ¢}) peut se décomposer en somme orthogonale d’un espace de dimension
d—d —1 et de r + 1 plans hyperboliques. A fortiori, il existe un espace quadratique
(Vi,91) de dimension d — d tel que (V{,q}) = (Vi,q1) ® (Z2r+1,92r+1,-1,)- Cette
égalité entraine que (V1,q1) est somme orthogonale de plans dont au plus un n’est
pas hyperbolique. Donc le groupe spécial orthogonal de (V7,q1) est quasi-déployé.
D’autre part, d’aprés le théoréme de Witt, 1'égalité (V',q¢') = (W,qw) & (V{,4q})
entraine (V,q) = (W, qw) ® (V1,¢1). Cela vérifie (H).

Cela étant, soit (W, gy ) ayant les dimension et discriminant requis. A équivalence
prés, il existe un unique espace quadratique (V7,q;) tel que son groupe spécial
orthogonal soit déployé et que 'espace (V3,q5) = (W,qw) @ (V{,q}1) ait le méme
discriminant que (V’,¢’): c’est la somme de plans hyperboliques et d’une droite sur
laquelle la forme est uniquement déterminée par cette condition. Le fait que (V3,q5)
soit isomorphe & (V’,¢q’) se lit sur les indices de Witt. Quand on remplace (W, qw)
par l'espace qui a méme dimension et discriminant, mais 1’indice de Witt opposé,
cela ne change pas (V7, ¢7), mais cela change 'indice de Witt de (V3, ¢5). Il y a donc
un et un seul choix de (W, gw ) pour lequel I'indice de Witt de (V3 ¢5) est égal & celui
de (V',¢’). Cela prouve (5).

Pour tout (d,d) € 9D(q,q'), on note (Wqs,q4,5) I'espace quadratique dont (1)
affirme Dexistence, que l'on réalise comme un sous-espace de (V’',q') ou (V,q)
conformément & la propriété (H).

A tout T € T est associé un espace quadratique (Wr,qr), ol gr est la restriction
de ¢ & Wp. Montrons que:

(6) 'ensemble des classes d’équivalence d’espaces (Wr,gr) quand T décrit & est
égal a celui des classes d’équivalence d’espaces (W45, ga,5) quand (d, 8) décrit D(q,q’).

Le second ensemble est inclus dans le premier: le groupe spécial orthogonal d’un
espace (Wq,5,44,5) contient au moins un sous-tore maximal anisotrope (grace a (4))
et un tel tore appartient & . Montrons que le premier ensemble est inclus dans le
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second. D’apres 2.1(4), tout espace (Wr, gr) vérifie (H). Il suffit donc de prouver que
le couple formé de la dimension de W et du discriminant de qr appartient & 9(q,q’),
ce qui est immédiat. Cela prouve (6).

D’aprés (6), on peut supposer que, pour tout T' € T, l'espace (Wr,qr) est 'un
des espaces (Wq,5,94,5). Cela décompose & en union disjointe de sous-ensembles
I 4,6 Fixons maintenant (d,d) € 9(q, ¢’) et considérons la contribution de I’ensemble
T 4,5 & Mgéom(0,0’). Supposons d’abord 0 < d < inf(d,d’) et, pour fixer les idées,
supposons d < d'. Notons Gi s le groupe orthogonal de (Wg s, 49a,s) et Ga,s5 le groupe
spécial orthogonal. L’ensemble &4 s est un ensemble de représentants des sous-tores
maximaux et anisotropes de G4, pour la relation d’équivalence suivante: deux tores
sont équivalents s’ils sont conjugués par un élément de G(F'). On vérifie que cette
relation équivaut & la conjugaison par un élément de GI’ 5(F). De méme, pour un
tel tore T, on voit que le nombre d’éléments de W(G,T) est le méme que celui de
W(Gji’y 5 T), cet ensemble étant défini de fagon évidente. Pour une fonction f sur
G4,6(F)ani, invariante par conjugaison par G:{‘ s(F), on a alors ’égalité

Z W(G, 1) f(t)dt:/ f(z)da.
T€T4q,s T(F) Ga,5(F)ani/conjt

On a défini les fonctions ¢, et ¢,/ sur les éléments de & 4,5, mais la méme définition
permet de les définir sur ’ensemble Ggq 6(F)an; tout entier. Elles sont invariantes
par l'action de G:;Y s(F): cela résulte du fait que la conjugaison par un élément de
G; s(F) peut se réaliser par celle d’un élément de G(F') et du fait que toute orbite
nilpotente réguliére de 1’algébre de Lie d’un groupe spécial orthogonal est invariante
par ’action du groupe orthogonal tout entier. Il en est de méme des fonctions D€ et
A. La contribution de g 5 & Mmgsom(0,0’) peut donc s’écrire

(7) o (Z)co (x) D (z) A(z)"da.

/Gd,s (F)ani/conj+

Si d = 0, la contribution de Y45 a trivialement la méme forme. Considérons
maintenant le cas d = d < d’. Dans ce cas, on voit que ce n’est plus la conjugaison par
G;ry 5(F) qui intervient mais seulement celle par Gq,5(F'). La fonction ¢, n’a d’ailleurs
plus de raison d’étre invariante par ’action du groupe orthogonal. On obtient dans
ce cas

/ o () (2) D% (2)A(z) dz.
Gd,5(F)ani/conj

Mais, si l’on définit une fonction ¢, sur Gq,6(F)ani/conjt par c,(z) = ¢, (z') +co (z"),
ou z’ et 2" sont les deux éléments de Gq 6 (F')ani/conj d’image z, on retrouve la formule

(7).

Posons
€(4,4") = U(a,6)e9(q,0')Ga,6(F)ani/conj™
et
E*(2,9) = U(a,)e0(q,¢') Ereg,d.6-
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D’aprés 1.4, 6(g,q’) est un revétement de =*(q,q’). Avec les définitions précédentes,
on obtient I’égalité

(8)  mgeom(o,0’) = /ﬁ( , Co(2)cor () DO (2) A(z)"dzz.

2.3. Facteurs ¢ de paires. — Soient U et U’ deux espaces vectoriels sur F de
dimensions d et d’. On suppose d pair et d’ impair. On note M et M’ leurs groupes
linéaires et on introduit les ensembles M et M’ comme en 1.2. Posons 7 = (d'—d—1)/2
sid >d,r=(d—-d —1)/2sid > d. Fixons un isomorphisme U’ = U @ Z,41 si
d >d,U=U®Zy41sid>d, avec la notation introduite en 2.1. Fixons un élément
vy € F*. Sid > d, on plonge M dans M’ en identifiant toute forme bilinéaire 77 sur
U a la “somme directe” de m et de la forme gor41,—s, sur Zo,41. Si d > d’, on plonge
M’ dans M en identifiant toute forme bilinéaire 7’ sur U’ & la somme directe de 7’
et de la forme g1, sur Zo 4.

Soit m# € Temp(M(F)), supposons 7 autoduale, c’est-a-dire isomorphe a sa
contragrédiente m¥. Soit de méme n’ € Temp(M'(F)), supposons ©’ autoduale. On
note w, et wy les caractéres centraux de m et ©’ et e(s,m X 7', F) le facteur € défini
par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika. On pose

ev (m, ") =¢,, (7', m) = w,,((—l)(d’_l)/22u1)w,,/((—1)1+d/221/1)6(1/2,71' x ' PF).

Remarque. — Ici encore, si d’ > d, la formule n’est pas la méme que celle de [19]
en ce qui concerne les signes. Mais on a aussi modifié dans ce cas le plongement de
M dans M.

Dans [19], on a calculé ce nombre ¢,, (m,7’) par une formule intégrale que nous
allons rappeler. On peut prolonger la représentation 7 & M (F). C’est-a-dire que 1'on
peut définir une application 7 de M (F') dans le groupe des automorphismes linéaires
de E, de sorte que #(mmm’) = w(m)7(m)r(m’) pour tous m,m’' € M(F), m €
M (F). On peut supposer 7 unitaire. Alors 7 est uniquement définie & une homothétie
prés de rapport un nombre complexe de module 1. Pour déterminer entiérement T,
on utilise la théorie des modeles de Whittaker. Fixons une base (u;);=1,.. 4 de U, qui
permet d’identifier M au groupe matriciel GLy. On note N le groupe des matrices
unipotentes triangulaires supérieures. On appelle fonctionnelle de Whittaker sur E,
toute forme linéaire ¢ : E, — C telle que ¢(m(n)e) = Yr(} -1, a—1 Mj,+1)9(€e) pour
tous n € N(F) et e € E;. On sait que ’espace de ces fonctionnelles est une droite.
On a défini un élément @, de M (F) en 1.8. On vérifie que ’application ¢ — ¢ o7 (84)
conserve la droite des fonctionnelles de Whittaker. On peut alors normaliser 7 de
sorte que cette application soit ’identité. On vérifie que cette normalisation dépend
de ¢r mais pas de la base (u;);=1,...4 choisie. On prolonge de la méme fagon la
représentation 7’ en une représentation 7’ de M’(F), que ’on normalise de méme.

Supposons pour fixer les idées d < d’. On va définir un ensemble I de “sous-tores”
de M. Considérons une décomposition U = Wrp @ Ur telle que dim(Wy) soit paire.
Notons (My, Mr) le groupe tordu associé¢ a Wr. Soit (T, Tw) un sous-tore tordu
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maximal de (Mg, Mr). Une fagon de définir cette notion est de dire qu’il existe un
élément fortement régulier 7 € My (F) de sorte que, en notant T” le commutant de 72
dans My, T soit le commutant dans My de T® et que Tyw soit égal a T7. Remarquons
que T” ne dépend que de Ty et pas de 7. On suppose T® anisotrope. Soit qm,T une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur Ur. On note T V’ensemble des éléments
de M qui sont somme directe d’un élément de Tw sur Wr et de ’élément gMm,T Sur
Ur. On note Uy = Ur ® Zar41 et qu 7 la somme directe de qar,r et de qary1,—0, -
On suppose que les groupes spéciaux orthogonaux des formes ga,r et gpr r sont
quasi-déployés. L’ensemble & est 1’ensemble des “sous-tores” T vérifiant toutes ces
conditions. Remarquons qu’a tout tel élément T est associé un sous-tore maximal T
de My ainsi qu’un automorphisme de ce tore que I'on note §: c’est I’élément 6; pour
n’importe quel élément £ € 7. On note Ty la composante neutre du sous-groupe des
points fixes de 6 dans T' (c’est le tore noté T” ci-dessus). On note T'(F) /6 le quotient de
T(F) par la relation d’équivalence: deux éléments sont équivalents si et seulement s’ils
sont conjugués par un élément de T'(F). On munit T(F) /6 d’une mesure de sorte que,
pour tout £ € T(F) /0, Vapplication t — tt de Ty(F") dans T(F) /6 conserve localement
les mesures. Considérant que le groupe M agit par conjugaison sur M, on définit le
normalisateur Norm (7). On note G, v, 1€ groupe spécial orthogonal de (Ur, qu,T)-
On pose
W(M,T) = Normp (T)(F)/(T(F) x Ggpy r (F))-

Ce groupe est fini. Les représentations 7 et 7' admettent des caractéres, lesquels
ont localement des développements comme dans le cas des groupes non tordus ([4]
théoréme 3). On peut copier les définitions de 2.1 (en remplagant vy par v;) pour
obtenir des fonctions cz et ¢z presque partout sur ’f’(F ). Il reste a définir une fonction
A sur T(F). Pour cela, soit ¢ un élément fortement régulier de 7'(F). Notons £ € =
son image par I'application p,; de 1.4. On pose A(t) = A(8).

Le groupe M (F) agit par conjugaison sur J. On fixe un ensemble de représentants
T des classes d’équivalence. Posons

r24r+rdim ~
Egéom, v, (ﬂ-’ﬂ-,) = Egéom,1y (7?,»7?) = E |2|F+ +rd (UT)|W(M, T)I 1
Teg
/_ cx(Beq (HDM () A(E)" dt.
T(F)/e
Cette expression est absolument convergente et le théoréme principal de [19] affirme
Pégalité
Egéom,uy (M, ') = €, (m,7").

2.4. Reformulation de €z¢om,., (7,7"). — Notons P(d,d’) 'ensemble des entiers
d qui vérifient la condition

(1) d est pair et 0 < d < inf(d, d’).
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Pour tout élément d de cet ensemble, posons

FX/F*2 sid<d,
@={ "/ |
{-n}, sid=d.

Supposons d < d' (des considérations similaires s’appliquent au cas d > d' en
échangeant les roles de M et M’ et en changeant v; en —v4). Pour d € 9D(d,d’) et
pu € M(d), fixons une décomposition U = Wy @ Uq, ot dim(W4) = d. Une preuve
similaire & celle de 2.2(5) montre qu’a équivalence prés,il existe une unique forme
bilinéaire symétrique non dégénérée qq ,, sur Uq telle que, d’une part le groupe spécial
orthogonal de (Uqg,qq,,) soit quasi-déployé, d’autre part la forme gq, ® g2r41,—u,
sur Ug @ Za,4+1 soit équivalente & la somme de plans hyperboliques et de la forme
(A, A") = 2uA)N sur F. On fixe une telle forme.

Soit T € J. On vérifie qu'il existe un unique couple (d, x), avec d € D(d,d")
et u € M(d), tel que le triplet (Wr,Ur,qp,r) soit conjugué par un élément de
M(F) a (Wq,Uq,44,,). On peut donc supposer que pour tout T € 7, le triplet
(Wr,Ur, qu,T) est égal & (Wq,Udq, qq4,,) pour un tel couple (d, x). Cela décompose &
en union disjointe de sous-ensembles ¥4 ,,. Fixons (d, 1) et considérons la contribution
de T4, & €géom,u, (7, m’). Introduisons le groupe tordu (Md,Md) associé & Wy. A
chaque T e Tq ,u st associé un sous-tore tordu maximal (Td,Td) (que 'on notera
simplement Td) de ce groupe tordu de sorte que T soit 'ensemble des sommes directes
d’un élément de Td sur Wy et de qq,, sur Ug. Quand T décrit T4 ,uy le tore f‘d décrit
un ensemble de représentants des classes de con_]ugalson par M4(F) dans l’ensemble
des sous-tores tordus maximaux 1" de My tels que T' soit anisotrope. Le groupe
Norm s (T) est le produit de Norm g 4 (T4) et du groupe orthogonal Gq .., de l'espace
quadratique (Uq,qq,,). Donc

W(Mv T) = W(Mdde) X (G;_d,u (F)/GQd,u (F))
Le dernier quotient a 2 éléments si d < d, un seul si d = d. Cela conduit & poser

o(d) = 1/2, sid < inf(d,d’),
| 1, sid=inf(d,d).

D’autre part, les fonctions c; et cz sur T(F) s’identifient a des fonctions sur Ty (F).
On peut en fait étendre leur définition et les définir sur tout Mg reg(F). Il faut prendre
garde au fait qu’ ‘elles dependent de p. Plus précisément, la donnée de p définit un
plongement de My dans M: on identifie tout élément g € Md a lélément de M qui
est la somme directe de mq sur Wq et de qq,,, sur Uq. Posons

X(d,d") = Ugepa,a)(M(d) x Ma(F)ani/con;).

On peut considérer que les fonctions c; et ¢z sont définies sur cette variété. Il en est
de méme des fonctions DM et A. Il y a aussi une fonction évidente sur cette variété
qui associe & tout point l'indice d de la composante qui contient ce point. Avec ces
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définitions, on obtient I’égalité
O egoman = [ @Rl e @en @D @AE) 05

Posons
E* (d1 d,) = Ude Q)(d,d')E:eg,d'
D’aprés 1.4, il y a une application naturelle de ¥(d,d’) vers E*(d,d’) qui est un
revétement analytique. On prendra garde au fait que cette application ne préserve
. X d/2
pas localement les mesures: le calcul de 1.4 montre que le jacobien est |2|7 “.

3. Endoscopie

3.1. Rappels sur le calcul des fonctions c,p. — Considérons un espace
quadratique (V’,q’) de dimension d' impaire. Soit V' = W & V}/ une décomposition
orthogonale telle que dim(W) soit paire. On note G’, Gw et Gy les groupes spéciaux
orthogonaux de V', W, VJ. On suppose Gy déployé. Soient o’ une représentation
admissible irréductible de G'(F) et t un élément semi-simple de Gw (F) tel que
G, =Tx Ga, ou T est un sous-tore de Gy . Le caractére O,/ se développe au
voisinage de ¢ selon 2.1(5), et 'ensemble Nil(g;(F')) = Nil(gy(F)) contient une unique
orbite réguliére ;. Nous allons rappeler une formule qui calcule le coefficient
Co’,0,eq (t)- Fixons un sous-tore déployé maximal Ty de GQ et un élément régulier

Yy € 4(F). On définit la fonction DS sur gy(F) comme on I'a définie sur Gy(F). On
a alors I'égalité

(1) €00 (V) = [W (G}, Ty)| ~Mlimyepx 2—0O0 (texp(AYy)) D3 (AYy) /2

cf. [16] p.115.

Considérons maintenant un espace quadratique (V,q) de dimension d paire. Soit
V = W & V} une décomposition orthogonale telle que dim(W') soit paire. On note
G, Gw et Gy les groupes spéciaux orthogonaux de V, W, V. On suppose Gy quasi-
déployé. Soient o une représentation admissible irréductible de G(F') et t un élément
semi-simple de Gw (F') tel que Gy = T x Gy, ot T est un sous-tore de Gy . Fixons
un sous-tore maximal Ty de G} contenu dans un sous-groupe de Borel, et un élément
régulier Yy € t(F'). Si dim(V}) < 2, il n’y a encore qu’une orbite nilpotente réguliére
Oreg dans gy(F) et on a I'égalité

(2)  Cop., (1) = [W(Gy, Ty)| " Himrepx 2000 (texp(AYy)) Dt (AY)) /2.

Supposons maintenant dim(Vj) > 4. Notons gy la restriction de ¢ & V; et &y son
discriminant. Si 0y = 1, 'ensemble des orbites nilpotentes réguliéres dans gy(F) est
paramétré par Ny = F*/F*?2, cf. 1.7. On pose 7y = 1 et on note &y I'ensemble
des couples (F’,F') ou F’ est une extension quadratique de F' (il s’agit de vraies
extensions quadratiques, 1’algébre F' = F @ F est exclue; la méme remarque vaut ci-
dessous). Si 0y # 1, posons Ey = F(m) Fixons ny € F* tel que gy soit équivalente
4 une somme orthogonale de plans hyperboliques et de ’espace Ey muni de la forme
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(v,v") > nytraceg, p(TE,/r(v)v'). L’ensemble des orbites nilpotentes réguliéres dans
gy(F) est paramétré par Ny = mNormp, p(E,)/F*? C F*/F*?. Considérons
'ensemble des couples d’extensions quadratiques (Fy, Fy) = (F(v/81), F(V/83)) de F
tels que 6,02 = 04.0On y introduit la relation d’équivalence: (Fi, F2) est équivalent
& (Fy, F1). On fixe un ensemble de représentants ¥y des classes d’équivalence. On
a paramétré en 1.4 les classes de conjugaison d’éléments semi-simples réguliers de
Gy(F). Un paramétrage analogue vaut pour les éléments semi-simples réguliers de
gy (F): il suffit de remplacer les données y; telles que y;7;(y;) = 1 par des données Y;
telles que Y; +7;(Y;) = 0. Posons J = {1,...,dim(V})/2}. Pour j € J posons Fy; = F
et,si j > 3, F; = F @ F. Considérons un couple (Fi, F3) € ¥y. Fixons une famille
(Yj)jeJ, en “position générale”, telle que, pour tout j € J, Y; soit un élément de F; tel
que Y; +7;(Y;) = 0. Fixons deux familles ¢t = (C;-)j=1,2 et c™ = (¢; )j=1,2 d’éléments
de F* telles que pour € = =+,

sgnp, /r(c]) = esgnp,  p(ny(1 — Normpg, ;p(Y1)Normp, /p(Y2) 71)),

sgp,  r(c5) = esgnp, p(ny(1 — Normp, p(Y2)Normp, ,p (Y1) 1)),
On vérifie que, pour € = =+, les familles £ = (J,(Fy;)jes, (F})jes, (Yj)jes) et ¢
paramétrent une classe de conjugaison d’éléments semi-simples réguliers dans gy(F).
Plus exactement, elles en paramétrent deux, qui sont conjuguées par le groupe
orthogonal. On fixe un élément Y p dans l'une de ces classes. On suppose que
Yl;t F, € Y p, sont stablement conjugués. On note T%, r, le commutant de Yz g
dans Gy. Pour 1 € Ay, on a alors 1'égalité

(3) €0, (t) = limrerx2,a—o(IW (Gy, Ty)| 71O, (texp(AY)) Dt (AYy) /2

1 _
+3 O O eW(GhLTH p)l " senr, r(um)Os (texp(AYE, p,)) DT (AYE, 1,)'/)
(F1,F2)eFye==%x

cf. [16], p.115 (les définitions de cette référence sont un peu plus compliquées, Dieu
sait pourquoi). Remarquons que I'on pourrait remplacer le terme sgnp, / p(uny) par
sgnp, /r(umy): si 6y = 1, F1 = Fy; si 8 # 1, le produit de ces deux termes vaut
sgng, /r(uny) = 1. La formule suivante nous sera utile:

@) YT D o0, () = limao|W(Gy, Ty)| ™', (texp(AY;)) D (AYy) /2.
HENy

En effet, cette formule est immédiate quand dim(Vy) < 2. Supposons dim(V}) > 4.
Quand p décrit Ay, uny décrit F* /F>2 si 8y = 1, le sous-groupe NormEu/F(Eu>< )/ F*?
quand &y # 1. Pour (Fi, F3) € Jy, les conditions §;62 = dy et §; # 1, 62 # 1 entrainent
que sgnp, /p est non trivial sur le groupe précédent. Donc

Z sghg, /r(uny) =0,
HEN

et (4) se déduit de (3).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



132 J.-L. WALDSPURGER

3.2. Définition d’une multiplicité stable. — On considére deux couples (V q) et
(V',q') d’espaces quadratiques de dimensions d et d’. On suppose d pair et d’ impair.
On note G et G’ les groupes spéciaux orthogonaux et on les suppose quasi-déployés.
On considére, dans un groupe de Grothendieck convenable, une combinaison linéaire

finie
Y= Z ATk
k

ou les aj sont des nombres complexes et les o) appartiennent & Temp(G(F')). On
pose Oz = Y, arO,, et on suppose que Ox est stable en tant que distribution ou,
ce qui revient au méme, qu’elle est constante, en tant que fonction, sur les classes de
conjugaison stable. On considére de méme une combinaison linéaire finie

Y= E a},0%,
k

ou les o}, appartiennent & Temp(G’(F')). On définit Oz et on suppose que Oy est
stable.

On définit Z*(q, ¢') comme en 2.2. Soit § = (I, (Fi4)ier, (Fi)ier, (¥i)ier) € E* (¢, ¢)-
On pose Iy = I = I*. En imitant la preuve de 2.2(5), on voit qu'il existe & équivalence
prés une unique décomposition orthogonale (V',q') = (W,qw) & (Vy,q;) telle que
dim(W) = d¢, d(qw) = ¢ et le groupe spécial orthogonal de (V},qy) soit déployeé.
L’élément ¢ paramétre deux classes de conjugaison stable dans le groupe spécial
orthogonal de (W, gw ). Fixons un élément t' dans I'une d’elles. Par linéarité, on peut
définir le terme cy/ g, (). Il est facile de voir que, parce que X' est stable, il ne
dépend pas du choix de t’. On le note simplement cs/(§).

Supposons d¢ < d. Il existe de méme une décomposition orthogonale (V,q) =
(W, qw) & (V, q4) telle que dim(W) = d¢, 6(qw) = ¢ et le groupe spécial orthogonal
Gy de (V}, ) soit quasi-déployé. L’espace (W, qw ) n’est pas en général le méme que
ci-dessus et la décomposition n’est pas forcément unique. Fixons-la. De nouveau, £
paramétre deux classes de conjugaison stable dans le groupe spécial orthogonal de
(W, gqw). Fixons un élément ¢ dans 'une d’elles. Notons /"y ’ensemble des orbites
nilpotentes réguliéres dans gy(F'). Par linéarité, on définit le terme cy ¢(t) pour @ €
HN'y. Posons

es(&) = 147" Y exot):
DeN #
Ce terme ne dépend pas du choix de t. En effet, la formule 3.1(4) le calcule comme
la limite d’une expression ou t n’intervient que par une valeur ©y(texp(AY})) du
caractére ©y. Quand on change le choix de ¢, disons qu’on le remplace par ¢;, on
peut choisir Y; y qui vérifie relativement & t; les mémes conditions que Yy vérifiait
relativement a ¢ et qui est tel que t;exp(AY; y) soit stablement conjugué a texp(A\Yy).
L’indépendance du choix de t résulte alors de la stabilité de X.

Supposons maintenant d¢ = d. L’élément £ paramétre deux classes de conjugaison
stable dans G(F'), qui sont conjuguées par le groupe orthogonal. On fixe des
représentants t; et to de chacune d’elles et on pose cs(€) = Ox(t1) + Ox(ta).
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On pose r = (|d — d'| —1)/2, ig = |I¢| et

1)  SE,¥)=8%,%) = / 2%y (€)ex (€) D™D () A) de,

E*(q,9')

cf. 1.5 pour les notations.

3.3. Transfert de multiplicités. — On considére une paire d’espaces quadratiques
(V,q) et (V',q') comme en 2.1. On considére de plus quatre espaces quadratiques
(Vi,a4), (Vo,q-), (V{,d}), (V.,q_). On utilisera quelques notations que I'on espére
maintenant évidentes: d est la dimension de V., G est le groupe spécial orthogonal
de (V4,q4) etc. On impose les hypothéses suivantes:

(1) dy et d_ sont pairs, dy +d_ = d, §(¢+)d(g-) = §(q);

(2) d/y et d’_ sont impairs, d/, +d_ =d' +1;

(3) les groupes G’,, G’_ sont déployés et les espaces (V,q4) et (V_,q_) vérifient
la condition (QD) de 1.7.

Le groupe G4 x G_ est un groupe endoscopique de G et G/, x G’_ est un groupe
endoscopique de G’. On utilise les facteurs de transfert définis en 1.7. Dans les
formules (1) et (3) de ce paragraphe interviennent des termes A_s5(4)(+,&—,c¢) et
Ayos(q)(§+,€—,c). On remarque que ce sont les mémes car —25(¢’) = 1pd(g). On note
simplement ce terme A(£4,£_,c). Les hypothéses de 2.1 entrainent que G’ est déployé
si et seulement si I’hypothése (QD) de ce paragraphe est vérifiée. Donc, ou bien on a
les égalités

V,q) = (V,q) et (V', ) = (V',');
ou bien on a

(V.9) # (Vig) et (V',q) # (V/,q)).

Considérons une combinaison linéaire finie

r / /
Xy = § :bk,+‘7k,+
k

ol les o}, , appartiennent & Temp(G’, (F)). On considére des combinaisons linéaires
analogues ¥’ , ¥/, ¥, ¥_ et ¥ relatives aux groupes G'_, G', G4, G_ et G. On
suppose

(1) les caractéres 92;, Oy , Ox, et Ox_ sont stables;
(2) Ox est le transfert de @2; X Oy et Oy est le transfert de Oy, x Ox_.

On a défini des termes S(X4,%',), S(X4,X") etc. en 3.2. En prolongeant par
bilinéarité 'application (o,0’) — Mgéom(0,0’) de 2.1, on définit Mmegom(X,¥’). On
pose
1, si G’ est déployé,

-1 , sinon.

p(G") = {
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Proposition 3.1. — Sous ces hypothéses, on a U’égalité
Mgtom(2,5) = 2(S(24, %,)S(5-,5) + w(@)S (54, 2)S(S-, 5,))

Démonstration. — On suppose pour fixer les idées d < d'. Le membre de gauche de
P’égalité 4 prouver est une intégrale sur un revétement de =* (q,q ). Le membre de
droite est la somme de deux intégrales, I'une sur Z*(q4, ¢, ) X E*(g—,¢") et lautre
sur 2*(g4,q") x E*(g—, ¢} ). Si G et G’ sont quasi-déployés, I’application “réunion
disjointe” envoie chacun de ces ensembles dans Z*(g,q’) et préserve localement les
mesures. Ce n’est plus tout-a-fait vrai si G ou G’ n’est pas quasi-déployé, a cause
de la condition (2) de 2.2 qui n’est pas vérifiée sur 'image de 1’application réunion
disjointe. Notons =%,(q, ¢’) la réunion de =*(g,q’) et de ’ensemble réduit au terme
& = @ (c’est-a-dire ensemble d’indices I est vide). On a E%,(q,q¢") = E*(q,¢’) si G et
G’ sont quasi-déployés. L’application réunion disjointe ci-dessus est toujours a valeurs
dans cet ensemble. L’égalité de I’énoncé est de la forme

/ fi(€)de = / f(6)de,
=*.(q,9") =r.(a,q9")

ou fi1(€) = 0si & = & € E*(q,q’). Pour la prouver, il suffit de fixer £ € E2,(q,¢') et
de prouver 'égalité fl (6) = f2(€) Fixons donc 5 - (Ia (Fiz)'LEIa (Fz)zel) (yz)ZGI) en
supposant d’abord £ € £*(q,q’). On pose d = d¢ et = §¢. La fibre du revétement
6 (g;q') au-dessus de £ est en bijection avec une classe C¢(§) C C(€). Pour ¢ =
(ci)icr+ € C%(€), notons z(&, ¢) le point de la fibre paramétré par c. D’aprés 2.2(8),
on a
AE = ) es(@(§ d))es (@€, ) DY (2(€, ) Ax(€, ),
ceCe(§)
our = (d' —d—1)/2. En utilisant les notations introduites en 1.5, c’est aussi
1) £ =DUOAE) Y en(@(E 0)es (2, c)).
ceCe(§)
Pour tout I’ C I, posons &(I') = (I',(Fxi)ier, (Fi)ier, (¥:)icrr). L’application
(I1,I2) — (&(11),&(I2)) est une bijection de I’ensemble des couples (I1,I2) tels

*

que Iy U Iy = I sur I'ensemble des (£1,€2) € Ej,, X Ef, tels que § U & = &

Notons 47, resp J , l'ensemble des couples (I, 15) tels que Il Ul = I et

(€(1),4(I2)) € E*(g+,9%) X E*(q-, 4 ), resp. (§(1),&(L2)) € E*(g4,4) X E*(g-, })-
En utilisant la définition 3.2(1), on a ’égalité

2 fO=2¢"C Y en (E())ew, (E(I))es_ (§(T))es: (£(2))

(I,I2)ed*

D™ d) (¢(1)) D™ -2 (¢(L)) A(E(R))T AE(T)™) + 297 (@) Y. ex, (6())

(I, I2)€9~

ey (6())es_ (§(T2) esy, (§(T2)) D™ H+9-)(¢(1)) D™= 40 (¢(1,)) A (1) ™ A(E(1))"?),
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o on aposé |[dy —d\ | =1+2rf, |d- —d_| = 1+2r;, |dy —d_| = 1+ 2r],
ld —d\ | =1+2r].

Introduisons le sous-espace quadratique (Was,9a6) de (V,q), cf. 2.2, les
décompositions orthogonales (V,q) = (Was,494,6) ® (Vi,a), (V',4d") = (Wa,s,9q4,6) ®
(V{,qy) et les notations afférentes. Les éléments z({,c) appartiennent au groupe
spécial orthogonal Gg46(F) et sont en position générale. Le terme cy(z(€,¢)) est
calculé par la formule 3.1(1). Dans celle-ci, Yy appartient a 1’algébre de Lie d’un tore
déployé. Sa classe de conjugaison stable est égale & sa classe de conjugaison. Elle est
paramétrée par (J, (Fi;)jes, (Fj)jer, (Yj)jer),oud ={1,...,(d'—d—1)/2} et, pour
tout j€J, Fy; =F, F; =F &F, Y, est un élément de ij tel que Y; + 7;(Y;) = 0.
La classe de conjugaison stable de ’élément z(&,c)exp(\Yy) est paramétrée par la
réunion disjointe de £ et de ¢ = (J, (Fyj)jet, (Fj)jet, (exp(AY;))jes). De méme
que Yon a défini £(I') pour I’ C I, on définit {(J’) pour J' C J. Les éléments de
G', (F)/stconj x G’_(F')/stconj dont I’image par la correspondance endoscopique est
la classe de conjugaison stable de z(¢,c)exp(\Yy) sont paramétrés par les couples
(&(IL) U (J1), E(I2) LU ((J2)), ou (11, I3, J1, J2) parcourent 'ensemble des quadruplets
tels que Il LIIZ =I, Jl L]Jz =Jet

dery) + 20| +1=dYy, de(ry) +2/J2| +1=d .

Assimilons toute fonction définie sur un ensemble de classes de conjugaison stable a
une fonction définie sur ’ensemble de paramétres correspondant. Grace a 1.7(1), la
formule 1.6(1) s’écrit

(3)  Ow(z(, Jexp(\)DY(EUOY2 = Y O (€(I) UC(J1) DM (E(I) L ()
I,13,J1,J2
Oz (E(T2) UC(J2)) D (£(I2) U C(J2)) 2 A(E(I1) U C(h), €(T2) U C(J2), ©),
ou I’ensemble de sommation est celui que I’on vient de décrire. Montrons que
(4) on a légalité A(&(I1) U ¢(J1),&(I2) UC(J2),c) = A(E(11),&(12),¢).

D’aprés les définitions de 1.5, il suffit de prouver que, pour tout 7 € I, le terme
—d¢/2
A= (_1)d</ngluc(yi)PEUC(—l)yi ¢

est le produit de B = P;(y;)P¢(—1) et d’une norme de I'extension F;/Fy;. Pour tout
Jj € J, écrivons exp(\Y;) = (aj,aj_l) € F® F = Fj. Alors
A=B](-4) 7" — a5)(yi — a; ) (-1 - a;)(-1 = a;1),
jeJ
d’ou
A=BJ]@i—a)@" —a)(-1-aj")*
jeJ
Le terme indexé par j dans ce produit est la norme de (y; — a;)(—1 — aj_l), et cela
prouve (4).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2012



136 J.-L. WALDSPURGER

Faisons maintenant tendre A vers 0. Remarquons que
D¥(£u Q)" = DY ()2 D% (exp(A¥y)) /2.

D’autre part, W(G{,, Ty) est le groupe de Weyl d’un systéme de racines de type B);,
notons w(B);|) son nombre d’éléments. Grace & 3.1(1), le membre de gauche de (3)
tend vers

w(By))D (€)' *ex (@(€, 0)).
De la méme fagon, un terme comme

O, (€(I) U ¢(J)) DM (6(I) L (1)) /?

tend vers ,
w(Bys,)) D (§(1)) 2esy (€(1))-
On obtient
w(B)DY () 2ex (x(€,0)) = Y. AEL),E(T2), w(Bys, ) w(By7,)) D% (§(1))"/?

I1,12,J1,J2

DY~ (&(I)) ey, (€(I))esr ((12))-
On décompose la somme en une somme sur les couples (11, [2) et une somme intérieure
sur les (Ji, J2). Les couples (I, I2) sont soumis aux seules conditions

(5) Lul, =1, dg(Il) <d'+, dg([z) <d_.

Fixons un tel couple et considérons la somme intérieure. Posons j; = (d/, —d¢(;,)—1)/2,
Jj2 = (d_—dg(1,)—1)/2. Les couples (Ji, J2) sont soumis aux seules conditions J;UJ; =
J, |J1| = j1 et |J2] = j2. Le terme que I'on somme est simplement w(Bj, )Jw(B;,). La
somme vaut donc )
E;—!w(le )w(‘sz ))
et on montre que ceci n’est autre que w(B);|). On obtient finalement I’égalité
6)  ex(x(€0)=DY )Y A(E), (L), 0)B (I, I),
I,I2

ot 'on somme sur les (1, Iz) vérifiant (5) et o I'on a posé
B'(I, I) = D% (§(11))"/*D* (¢(I5))" 2 (€(Ih))esy (§(I2))-

Le terme cx(z(&, c)) est calculé par la formule 3.1(2) ou 3.1(3) selon que dim(Vj) < 2
ou dim(V}) > 4. Supposons d’abord dim(V}) > 4. Considérons un couple (Fy, F3) €
Ty. Pour € = &, la classe de conjugaison de exp(A\Yf, p,) est paramétrée par

¢ = (J,(Fij)je, (Fj)jes, (exp(AY;))jes)

et ¢® = (cf)j=1,2, avec les mémes définitions qu’en 3.1. Donc la classe de conjugaison
de z(¢,c)exp(AYE p,) est paramétrée par £ U ¢ et c U c°. Les éléments de
G4 (F)/stconj x G_(F)/stconj dont I'image par la correspondance endoscopique
est la classe de conjugaison stable de x(¢,c)exp(AYf, p,) sont paramétrés par les
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couples (£(I1) U ¢(J1),€(I2) U ¢(J2)), ou (I1,I5,J1,J2) parcourent ’ensemble des
quadruplets tels que U, =1, Jy U Jy = J,

(M) degy) + 21l = dy, deqry) +21J2| = d_
et

(8)  be(r)0¢(an) = 6(a+), O¢(r,)0¢(sr) = 6(g-)-
Il faut prendre garde au fait qu’ici le paramétrage n’est pas bijectif. D’aprés la
description de 1.7, & un quadruplet sont associées deux classes de conjugaison stable
dont 'image est celle requise, sauf dans le cas ou I'un des groupes G ou G_ est réduit
a {1}, ot il n’y a qu’une classe. Ignorons dans un premier temps cette difficulté, nous

indiquerons plus tard comment la résoudre. Alors, grace a 1.6(1) et 1.7(3), le terme
indexé par (F1, F2) dans le membre de droite de 3.1(3) est égal &

©  iDUOT? Y Y eW(GHTE g, senm p(vom)Os, (E(11) L C()
2

In,I3,J1,J2 =%

D (¢(I) U (1)) /*0s_ (E(12) U ((J2)) D (€(I2) U ¢(J2)) /> AE(1) U (1), E(I2) L (o), e U ).
Considérons un couple (J;, J2) intervenant ci-dessus et supposons que le sous-ensemble
{1,2} de J est inclus dans J; ou dans J,. On voit alors que A(£(Iy) U ¢(J1), (1) U
¢(J2),cUc®) est indépendant de €. Le nombre d’éléments de W(Gy, Tk, r,) est aussi
indépendant de €, notons-le simplement |W (G}, Tr,,F,)|- La somme en ¢ est alors la
somme de deux termes opposés, qui est nulle. On peut donc se limiter aux couples
(J1, J2) tels que 'un des termes contienne 1 et Pautre contienne 2. Si par exemple J;
contient 1 et J; contient 2, on a d¢(s,) = 1 et §¢(y,) = J2 (rappelons que F; = F(\/E)
pour j = 1,2). Mais alors (8) impose les valeurs de d; et d2. On obtient le résultat
suivant. Considérons la condition

(10) les deux couples (0¢(1,)0(q+ ), d¢(1,)0(q—)) et (d1,02) sont égaux & permutation
prés.

Si elle n’est pas vérifiée, il n’y a pas de couple (Ji,J2) vérifiant les conditions
requises. Poursuivons le calcul en supposant (10) vérifiée. Pour fixer les idées, on
suppose que les deux couples de cette relation sont égaux, le calcul étant similaire si
Pon doit en permuter un. Alors les couples (J3, J2) autorisés sont ceux pour lesquels

(11) si 81 # d2, c’est-a-dire si oy # 1, alors 1 € J; et 2 € Jy;
(12)sidy=1,alorsl e Jyet2€ Jooul € Jret 2 € J;.

Pour un tel couple, montrons que, si A est assez proche de 0, on a

(13)  esgnp  p(vomy) A(E(11) U C(J1),€(12) UC(J2), cUc®) = A(£(11), €(L2), ©).

On doit encore montrer que, pour ¢ € I, le terme A défini plus haut est égal au
produit de B et d’une norme de ’extension F;/F.;. Le terme A est produit de B, de
termes similaires & ceux traités plus haut, et de deux termes

(—3:) " (yi — exp(AY;))(yi — exp(—AY;))(—1 — exp(AY;))(—1 — exp(—AY;))
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pour j = 1,2. Ceci est un élément de F;. Quand )\ est proche de 0, il est proche de
A(=y:) My — 1%,

qui est la norme de 2(y; — 1). D’ou assertion. Cela ne suffit pas car, dans le membre

de gauche de (13), il y a deux facteurs supplémentaires: le terme esgnp, ,r(vomy) et, en

supposant par exemple 2 € Jp, un terme sgnp, r(v00(q)C2) correspondant & 1’élément
2 € J3. On doit prouver que le produit de ces deux termes vaut €. Rappelons que

1pd(q)Cy = (—l)d/21/06(q)c§P€',_,c(exp(/\Yg))Pg._,((—l)exp()\Y2)1'd/2(exp()\Y2) — 1) Hexp(\Yz) +1).
Pour j € J\ {1,2}, posons exp(\Y;) = (aj,a]-_l) € F* @ F* = F;*. On a les égalités
Peuc(=1) = Pe(-1)P,(-1),
P - (exp(\Y2)) = Pg(exp(\Yz2))P;(exp(AY2)),
P/(exp(AY2)) = (exp(AYz) —exp(—AY2)(exp(AY2) —exp(AY1))(exp(AY2) —exp(—AY1))
H (exp(A\Y2) — a;)(exp(AY2) — a;l).
JjeJ\{1,2}
On a donc légalité
Vo&(q)CQ = D1D2D3D4D5
ol
Dy = vpd(g)ch,
D, = (exp(\Yz) — exp(—AY2))(exp(A\Y2) — 1)_1(exp()\Y2) +1),
D3 = exp(—AY3)(exp(AY2) — exp(AY7))(exp(AY2) — exp(—AY7)),
Dy = (—exp(AY2))~%/2 P¢(exp(AY2)) Pe(-1),
Ds=P/(-1) [ (—exp(AY2))7'(exp(AY2) — a;)(exp(AY2) —aj!).
JeJ\{1,2}

Introduisons la relation d’équivalence dans F*: a = b si et seulement si ab~! est
une norme de Pextension F5/F. Chacun des termes ci-dessus appartient a F'*. A
équivalence prés, on peut les remplacer par des termes qui leur sont assez proches
quand X est assez proche de 0. Les racines de P sont proches de 1, donc Pr(—1)
est équivalent a (—2)21Y| = 1. Pour j € J\ {1,2}, le facteur indexé par j dans Ds
est égal & aj_lNorm Fy/F(exp(AYz) — a;), qui est équivalent & 1 puisque a; est proche
de 1. Donc D5 = 1. Le terme Dy est équivalent & (—1)%/2P;(1)P¢(—1), ou encore &
(—1)9/2P; (1) P¢(—1)~1. Ceci est le produit sur les i € I des termes
(-)FFINormp, /p (Y2),
oul’on a posé Y; = i—_}y&: On a 7;(Y;) = —Y;. Donc Normp, /g, , (V3) € —51-F;:<i’2, ot 'on
rappelle que F; = F;(v/6;). Le terme ci-dessus est donc équivalent & Normp, , JF(03),
et Dy est équivalent & J¢. Le terme D3 est équivalent &

N (Yy — Y1)(Yz + Y1) = —YZ(1 — Normp, ) (Y2)Normp, /(Y1) ™)
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=-6(1- NOI'sz/F(Yg)NOI'mFI/F(Yl)_l).
Le terme D; est équivalent & 1. Par définition de &y, on a les égalités
0(q) = 640¢ = 61020¢ = —610¢.
En rassemblant ces calculs, on obtient
06(q)Ca = vocs(1 — Normp, ,p(Y2)Normp, o (Y1) ™).

En utilisant la définition de c5, on obtient sgnp, ,p(100(q)C2) = esgnp, ,r(vomy), qui
est égal & esgnp, r(vomy), ainsi qu’on I'a remarqué en 3.1. Cela achéve la preuve de
(13).

Maintenant, le terme que 1’on somme dans (9) ne dépend plus de . La somme en
revient a une multiplication par 2, qui compense le premier facteur % Faisons tendre
X € F*2 vers 0. Comme plus haut, un terme comme

Os, (£(11) UC(J1))D* (&(I) U ¢(h))/?
tend vers
w(J1)DH (€(1)) ?ex, (6(I1)),

ot w(Jy) est le nombre d’éléments du groupe de Weyl d’un groupe spécial
orthogonal “pair” contenant un élément paramétré par ((J;). On vérifie P'égalité
w(J1) = w(B),-1). Alors la limite quand A tend vers 0 de I’expression (9) vaut

W(Gy, T, p,)I™t Y. AL, £(I2), )w(By s, —1)w(By,1-1) D* (€(11) "2
Ii,12,J1,J2

D= (&(I2))2cs, (€(I))es_ (E(I2)).-

Il convient maintenant de tenir compte de la difficulté que I'on a signalée plus haut
et de corriger cette formule en conséquence. A chaque quadruplet (I, I, J1,J2)
sont en fait associées deux classes de conjugaison stable dans G reg(F) X G_ 1eg(F)
(remarquons que les conditions imposées aux quadruplets assurent que J; et Jo
ont au moins un élément, donc que G4 et G_ sont non triviaux si ’ensemble de
sommation n’est pas vide). Or les calculs ci-dessus ne dépendent pas de la classe
choisie. Donc le terme qui nous intéresse, & savoir la limite quand A tend vers 0 du
terme indexé par (Fi,F;) dans le membre de droite de 3.1(3), est égale au terme
ci-dessus multiplié par 2. On décompose la somme ci-dessus en une somme sur les
couples (I, I2) et une somme intérieure sur les couples (J1, Jz). Fixons (I, I3). La
somme intérieure est

> w(Bg,-1)w(Bysy)-1)-

J1,J2
Les couples (J1, J2) sont soumis aux conditions (7), (11) et (12) (toujours en supposant
les deux couples de (10) égaux). Posons j; = (d4 — dg(1,))/2, j2 = (d— — de(1,))/2-
Si 8y # 1, lapplication (J1,J2) — (Ji \ {1},J2 \ {2}) est une bijection de notre
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ensemble de couples sur celui des couples (Ji, J3) tels que |Ji| =j1 — 1, |J3] =j2 — 1
et J; U J, = J\ {1,2}. Dans ce cas, la somme intérieure vaut

(J1-2)!
mw(le—l)w(sz—l),

et ceci est égal & w(B)|s|—2). Or on vérifie que ce nombre est égal & |W(Gy, Tr,,r,)|/2-
Si & = 1, il y a deux fois plus de couples (Ji,J2): la condition (12) nous permet
d’intervertir les places de 1 et 2. Mais W(Gy, Tr,,r,) est lui-aussi deux fois plus gros:
puisque F; = Fy, il y a des éléments qui permutent les deux premiéres composantes
du tore. Le résultat est donc le méme. En tenant compte de la multiplication par 2
que l'on a rétabli ci-dessus, on obtient que la limite quand A tend vers 0 du terme
indexé par (Fy, F;) dans le membre de droite de 3.1(3) est égale a

D&Y A(E(I), £(12), ) DM (6(1) 2D (€(13)) V2 es, (E(In))es (E(T2))-
Iv,I2
Rappelons & quelles conditions est soumis le couple (I;,12). Il y a la condition de
départ
(14) LU =I,
la condition (10) et enfin il doit exister un couple (J1, J2) intervenant dans le calcul
ci-dessus tel que (7) soit vérifié. Cette derniére condition est équivalente a

dery) S dy — 2, dg(pyy) <d_ —2.
On peut la remplacer par la réunion des conditions
dery) < dyy deqr,) < d-
et

(15) si dg(r,) = dus Og(ry) = 8(g4); 81 deqry) = d-, Ggr) = 8(q-)-

En effet, la réunion de cette condition et de (10) interdit les égalités d¢(;,) = dy
ou dg(z,) = d_ puisque J; et J sont tous deux différents de 1.

On doit maintenant traiter le premier terme du membre de droite de 3.1(3). Le
calcul est essentiellement le méme que ci-dessus, en remplagant (d1,d2) par (dy,1).
La seule différence notable est que 'on peut avoir des couples (Ji,J2) dont 1'un
des termes est vide. Cela se produit pour un couple (I, I;) tel que, par exemple
d¢(r,) = d—. Détaillons ce cas. Il n’y a plus qu’un choix pour (J1, J2), & savoir J; = J
et J, = @. En supposant que G_ # {1}, il n’est plus vrai que les deux classes de
conjugaison stable de G reg(F') X G_ eg(F') paramétrées par (I, Iz, J1, J2) donnent
la méme contribution. L’analogue de (13) reste vrai et la contribution du quadruplet
est

W (Gy, Ty)| 7 D)™ /2 D% (6(1) U (1)) /2D (£(I)) 2 A(E(1h), £(12), ©)

(©5, (y4+)0x_(y-) + Ox, (¥})0s_(¥")),

ot (y4,y-) et (3, y" ) sont les deux classes de conjugaison stable en question. Comme
précédemment, quand A tend vers 0, les termes D%+ (£(I1) U ((J))/2O5, (y4) et
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D+ (¢(I) U ¢(J))Y?Ox, (v,) tendent tous deux vers w(J)D% (£(I1))  ?es, (£(11))-
Ici w(J) = |[W(Gy, Ty)|- La limite de ’expression précédente est donc

D(&)7Y2D% (¢(1)) /2D (£(12)) 2 A(E(1h), €(T2), )es, (€(11))(Ox_ (y-) + Ox_(¥1)).

Les deux éléments y_ et 3’ sont les deux classes de conjugaison stable dans
G_ reg(F) paramétrées par §(I2). Par définition, la derniére somme ci-dessus est égale
a cs_(£(I2)), cf. 3.2. La contribution du couple (I, I>) a donc la méme forme que
précédemment. On laisse un calcul plus détaillé au lecteur. Le résultat est le méme
que ci-dessus, en remplagant dans la condition (10) le couple (d1,02) par le couple
(64,1).

Faisons maintenant la somme des contributions de tous les termes du membre de
droite de 3.1(3). Notons que pour tout couple (I3, I2), il y a un unique couple (41, d2)
(en incluant ce dernier couple (dy,1)) tel que (10) soit vérifié. On obtient alors la
formule

(16)  cs(x(é,0) =D&V Y A(E(),€(T2), 0)B(I1, Ip),
I,,I

ol on somme sur les (I, I) vérifiant (14) et (15) et ot Pon a posé

B(I, I,) = D% (£(I1))*/2 D% (€(I2)) 2cs, (€(I1))es_ (6(I2))

On a supposé dim(Vy) > 4. Le cas dim(V}) < 4 est similaire, avec encore des
subtilités dues au dédoublement des classes. Le résultat est le méme.
Grace a (1), (6) et (16), on a ’égalité

1O =AE) Y D>, D BUyL)B'I3, BL)AE(N)£(T2), )AE(I), £(T3), ©),

I, Iy I, I}, c€C(£)®
ou 'on somme sur les (I;,Iy) vérifiant (14) et (15) et les (I7, 1) vérifiant (5) et ou
I'on a posé

A(©) = ) DYE)* DY (&),
Supposons d # 0. On a une égalité
AE(I), &(12), AT, 6T5), ¢) = o[ | senp,/py, ()] senp,py. (),
i€l i€l

ol o est un certain signe indépendant de c. Rappelons que C(£)° est une classe dans
C (&) modulo le sous-groupe C(£)" formé des ¢ = (c;)ier tels que [[;crsgnp,/r,,(¢i) =
1. La somme sur ¢ € C(£)¢ des termes ci-dessus n’est non nulle que si I = I ou
I, U I} = I, autrement dit que si (I, I3) et (11, I5) sont égaux a I'ordre prés. Si ces
deux couples sont égaux, on a

A(&(Il)v §(I2)) C)A(&(Ii), g(Ié)a C) =1

pour tout c et la somme vaut |C(€)¢| = 2%~!. Supposons (I1,Iz) = (I5,1}). La
formule 1.7(1) relie le terme A(£(1}),&(13), c) au facteur de transfert relatif au groupe
endoscopique (G’,,G") du groupe G’, . On sait que, quand on échange les deux
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termes G/, et G__, le facteur de transfert ne change pas si G’ est déployé tandis qu'il
est multiplié par —1 si G’ n’est pas déployé. On en déduit
AE(1),€(I3), ¢) = w(G)AE(T3),€(11), )

pour tout c € Cg. La somme qui nous intéresse vaut alors u(G’)2% . Donc

A7) (&) = A2 (A1 + p(G)42),

ou A; est la somme des B(Iy,I2)B’(I1,I2) sur les couples (I, Iz) vérifiant (5), (14)
et (15), tandis que Ay est la somme des B([1,I3)B’(I5,1;) sur les couples (I3, 13)
vérifiant (14) et (15) et tels que (I3, I;) vérifie (5). On a supposé d # 0. Supposons
maintenant d = 0, c’est-a-dire £ = @. Sous ’hypothése £ € Z*(q,q’), cela implique
que G et G’ sont quasi-déployés, donc u(G’) = 1. Il n’y a plus qu’un couple (I, I5)
qui intervient: le couple (&, &) et on obtient

f1(§) = A(§)Ar = AgA,.

La formule (17) reste vraie. Considérons enfin le cas £ = & et G ou G’ n’est pas
quasi-déployé. Par définition, f1(§) = 0 et u(G’) = —1. Avec les définitions ci-dessus,
on a A; = A, et la formule (17) est encore vérifiée.

Comparons les formules (17) et (2). On voit que les ensembles de sommation qui
définissent A; et Ay ne sont autres que 4" et 4. Pour prouver I'égalité f1(£) = f2(£)
et la proposition, il reste & prouver que les termes que I’on somme sont égaux. Faisons-
le pour les premiéres sommes. On fixe donc (I1,13) € 4 * et on compare les termes
indexés par ce couple dans les formules (17) et (2). Dans les deux apparait en facteur
le produit

2% les (E(In))esy, (E(T))es_ (E(T2))esy (E(T2))-

Les termes restants sont
(18)  A@€)"DUE)Y2DY (¢)72D% (¢(I))/? D% (§(1)) /2 D™ (£(1)) /2 D*- (¢(I))
pour la formule (17) et

(19) D) (g(1y)) DE-40) (¢(I)) A(E(1))T A(E(T2))™>
pour la formule (2). En utilisant 1.5(1), on a les égalités

A(&)DYO)VEDY ()12 = A9,
D (€(1))'/2D% (6(1))"/? = D™t (6(1)) AE(Iy)) mer (e 4 —int(dedi)/2
= D) (¢(1)) A(E (L)) Y2,

et de méme

D (&(15))"/2 D%~ (¢(Ip)) /2 = D™-42) (¢(Iy)) A(£(T2))™= +/2.

Donc (18) est le produit de (19) et de A(€)~Y2A(&(11))/2A(£(I3))Y/2. Ce dernier
terme vaut 1. Cela achéve la démonstration. O
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3.4. Transfert de valeurs de facteurs . — On considére deux espaces U et U’
comme en 2.3 et deux espaces quadratiques (V,q) et (V’,¢’), dont on note G et G’
les groupes spéciaux orthogonaux. On suppose dim(V) = dim(U) = d, dim(V’) =
dim(U’) = d’' et G et G’ quasi-déployés. Le groupe G est un groupe endoscopique de
M et G’ est un groupe endoscopique de M’. On utilise les facteurs de transfert définis
en 1.8.

On considére une combinaison linéaire finie

Y= Zakak,
k

ou les oy appartiennent & Temp(G(F')). On considére une combinaison linéaire
analogue ¥’ relative au groupe G’. On considére une combinaison linéaire finie

II= Zbk’n’k,
k

ou les 7, appartiennent & Temp(M (F)) et sont autoduales. Chaque 7, se prolonge
en une représentation 7 de M (F), cf. 2.3. On pose

=) b
k

On considére une combinaison linéaire analogue I’ relative au groupe M’, dont on
déduit une combinaison linéaire II'. Par linéarité, on définit les caractéres Oy et O, .
On suppose:

— les caractéres Oy et Oy sont stables;
— Ofp est le transfert de Oy et Op, est le transfert de Ox.

Notons —1 I’élément central de G(F') qui agit sur V' par multiplication par —1. Toute
représentation irréductible o de G(F') posséde un caractére central w,. Posons

B(-1) =Y axwa, (—1)0%.
k

Si une distribution localement intégrable D sur G(F) est stablement invariante,
la distribution g — D(—g) l'est aussi. Donc Oyx(_1) est stable et on peut définir
S(E(-1),%").

En prolongeant par bilinéarité I’application (7,7’) — €géom,, (7, 7’) de 2.3, on
définit €ggom,y, (IT, IT').

Proposition 3.2. — Sous ces hypothéses, on a l’égalité
Egéom,vy (Ha HI) = (6(Q)’ 2”1)FS(Z(_1)a 2,)
Démonstration. — On suppose comme toujours d < d'. D’aprés 2.4(1), le membre de

gauche de ’égalité de ’énoncé est une intégrale sur X(d,d’), qui est un revétement
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de =*(d,d’). Le membre de droite est une intégrale sur Z*(g,q’), qui est inclus dans
E*(d,d’). On peut donc écrire I’égalité de I’énoncé sous la forme

/ fi(€)de = fa(€)de.
E*(d,d’) =*(d,d’)

11 suffit de fixer £ € £*(d,d’) et de prouver l'égalité f1(€) = f2(§).

Fixons donc & = (I, (Fys)ier, (Fi)ier, (i)icr) € E*(d,d’). Posons d = d¢. La fibre
de X(d,d’) au-dessus de £ est en bijection avec M(d) X Ipair(§). Pour un élément
(u,7) de cet ensemble, notons Z (¢, p,~y) I’élément de la fibre paramétré par (u,y). En
se rappelant que ’on doit tenir compte du jacobien de ’application de ¥X(d,d’) vers
E*(d;d'), de la formule 2.4(1) se déduit 1’égalité

2 r(d—d)— - ~
F1(6) = e(d) 2[R TrT@ D/ > e (&(&, 1,7)) e (B(E, 1y7))
(1Y) EM(A) XT pair (€)

DM (&(¢, 7)) AE(E, 7))

On a l'égalité A(Z(&, p,v)) = A(E). 1l est clair que DM(:T:(ﬁ,/L,’y)) ne dépend que de
d et &. Notons-le D4(£). On obtient

1) fE) = c(d)f2fp D=2 D) ey
Z Cﬁ(i(&MKY))Cﬁf(i(f,/%’Y))-

(/Jy'Y)em(d)XFpair(f)
La seconde fonction est donnée par

2'¢(8(q), 2v1) Fes(—1) (§)es (§)DU(E)AE)",  si & € E¥(q,q),

0, sinon.

2 fA8) = {

Soit (p,7) € M(d) x T'pair(€). Introduisons l’espace quadratique (Ug,gaq,.) de
2.4. Notons-le plutot (Vj,gqy) et notons (Vy,qy) la somme orthogonale (Vy,gqy) @
(Z2r+1,92r+1,-1, ). Notons Gy et G’a les groupes spéciaux orthogonaux de ces espaces.
L’élément Z(&, u,y) de M'(F) (ou plus exactement un représentant de cette classe) a
pour commutant connexe le produit d’un tore et de Ga. Ce dernier groupe est déployé
et cq, (Z(€, 1, 7y)) est donné par une formule analogue & 3.1(1), c’est-a-dire

(3) e (@& 1) = W(Gh, Ty lima—oOp, (8(€, 1, 7)exp(AYy)) D3 (AY;) /2.

En tant qu’élément de gy(F), la classe de conjugaison de Y}, qui est égale a sa
classe de conjugaison stable, est paramétrée par (J, (Fi;)jecs, (Fj)jes, (Yj)jes), ou
J={1,...,(d —d—-1)/2} et, pour tout j € J, Fy; =F, F; = F® F et Y; est un
élément de F;* tel que Y; +7;(Y;) = 0. Cela signifie que I'on peut décomposer (Vysay)
en somme orthogonale
De (P F),
jeJ
ou D est une droite et chaque F}; est un plan hyperbolique, et Y agit par multiplication
par 0 sur D et par Y; sur F}. La restriction de q{i a D est forcément équivalente a la
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forme (a,a’) — 2pac’ sur F. On en déduit le paramétrage de Z(¢, p,v)exp(AYe)
dans M’ (F). Sa classe de conjugaison stable est paramétrée par £ U {, ou ¢ =
(J, (Fxj)jer, (Fj)jer, (exp(2AY;))jecs). Sa classe de conjugaison est paramétrée par
’élément supplémentaire (2u,7) de Timp (€ U ¢). D’apres 1.6(2) et 1.8(1), ’égalité (3)
se transforme en

Ciy (i'('f, ’*"77)) = |W( {1’ Tﬂ)l_llim)\—>0A(€ ug, (2U77))d/()‘)92’(£ u C)a

ol on a posé
d'(\) = D' (#(&, 1, 7)) 2D () V2D (€U )2,
On vérifie comme en 3.3(4) ’égalité

A(EUC, (2u,7)) = A(E, (2p,7))-

En se reportant & la définition de la fonction D(I,‘Z ', cf. 1.6, on voit que
1~ —(d'+1)/2 p 8T’ [~
D" (#) = 2z T2 DM (3)

pour tout ¥ € Mr’eg(F ). L’exposant —(d’ + 1)/2 est obtenu ainsi: notons T' le
commutant de M. dans M’; alors Pexposant est dim(M%) — dim(T"). On obtiendrait
—d/2 si ’on remplagait M’ par M. Donc
d(A) = 2l VDY (6)7 /DY (g )2,
La formule 3.1(1) montre que
WGy, Ty~ ima—o D (6 U ()20 (€U ) = DY (€)' exr (§).
D’ou
(4) e (@(Emm) = 205 DY ()T2DY () VAAE, (21 7)ex (€).

Calculons maintenant cg(Z(€, 1,7)) en supposant d’abord dim(Vj) > 4. Alors ce
terme est donné par une formule analogue & 3.1(3). Considérons la contribution d’un
couple (Fy, Fy) € Jy. 1l intervient un terme O (Z(¢, p, v)exp(AY, p,)). Comme ci-
dessus, on peut le calculer comme une somme sur les éléments y € Greg(F')/stcon]

qui correspondent & la classe de conjugaison stable de Z(¢, u, *y)exp()\Yi?h r)- Cesy
ne dépendent pas de €. Le terme que I’on somme est le produit de

AG,M (y7 j'(67 K, V)GXP(AYI‘?H,FZ))

et d’un terme qui ne dépend pas de . Le point est qu’en se reportant & la formule
1.8(2) qui calcule ce facteur de transfert, on voit que le facteur ci-dessus ne dépend
pas non plus de €. Puisque ¢ intervient en facteur dans la formule 3.1(3), la somme sur
¢ de ces termes est nulle. Il ne reste que la contribution du premier terme de 3.1(3).
En tant qu’élément de gy(F), la classe de conjugaison stable de Yy est paramétrée par
(%, (Fj)jer, (Fy)jer (Yi)jer), o :

- J={1,...,(d-d)/2}

—sid(qy) =1, F1; = F et F; = F@ F pour tout j € J;si d(gy) # 1, il en est ainsi

pour tout j € J \ {1}, tandis que Fiy; = F et Fy = F(1/d(qy));
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— pour tout j € J, Y; est un élément de F;* tel que Y; + 7;(Y;) = 0.

La classe de conjugaison stable de Z(¢, i, v)exp(AYy) est paramétrée par £ LI ¢, ou
¢ = (J,(Fxj)jer, (Fj)ict, (exp(2AY;))jer). Si oy = 1, sa classe de conjugaison est
paramétrée par 1’élément supplémentaire v € I'pair(§ U ¢) = I'pair(€). Poursuivons
le calcul en supposant §(gy) # 1, le cas ol ce terme vaut 1 ne différant que par
les notations. L’espace quadratique V} est somme orthogonale des F; pour j € J.
Pour j # 1, F; est un plan hyperbolique. Pour j = 1, F; est muni d’une forme
(v,v') > tracep, ;p(71(v)v'n). Mais, par définition de I'espace quadratique (Uq, gd,u),
on sait que V} est somme orthogonale de plans hyperboliques et d’'un plan F? muni
de la forme
(2, B), (¢, 8)) > 2paa’ + 201 86"

On en déduit les égalités 6(gy) = —v1p et § = p mod Normp, /p(Fy*). Notons 4 la
famille indexée par 'unique élément 1 € J, dont 'unique élément est pexp(AY7). On
voit alors que la classe de conjugaison de Z(&, p,y)exp(AY}) est paramétrée par le
terme supplémentaire y U vy € T'pair (L C). .

Si d¢ue # 6(q), il ne correspond & Z(&, 1, v)exp(AYy) aucun élément de Greg(F')/stcon;.
Alors O5(Z(&, 1, v)exp(AYy)) = 0. Supposons de¢ = 0(gq). En vertu du calcul de
8¢ = 6(qy) ci-dessus, cette condition équivaut & —vyude = 0(q). Dans ce cas, il y
a deux éléments de Greg(F')/stconj qui correspondent & Z(&, u,v)exp(AYy). Comme
dans le calcul de 3.3, ces deux éléments ont en fait la méme contribution. Le fait
qu'il y en ait deux va simplement multiplier le résultat par 2. Ces éléments sont
paramétrés par —(§ LI ¢). On obtient

cq(&(€, 1,7)) = 2IW (Gy, Ty)| " HimaoA(E U ¢,y U y)d(N)Os(— (£ L C)),
ou 'on a posé
d(\) = D" (&(€, 7)) ~/2D% (AYy) /2D (- (£ LU ).
On calcule comme ci-dessus
d(\) = [2¢/*D(€) /2 DY (— (e L )2,
Montrons que

(5) supposons —vude = 8(q); alors on a I’égalité

AU, yUy) = (8(g),201) A7) [ senp, ry, (—20).
i€l

Le rapport A(£U¢,yUyy)A(E,7) ! est le produit de termes indexés par I et, dans

le cas ot 6(gy) # 1, d’un terme supplémentaire indexé par j = 1 € J. Faisons le calcul
dans le cas ol §(gy) # 1. Soit ¢ € I. Le terme correspondant est sgnp, /5, (Bi), ot

B; = Pe(1) "' Pi(yi) " Peuc (V) Pl (wa)y; .
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Ecrivons exp(2\Y;) = (aj,aj_l) € F@ F pour j € J\ {1}. Alors B; est le produit des
v (i — aj) (yi — aj_l)(l —a;)(1- aj—l) sur ces j et du terme
yi (g — exp(2AY1))(y; — exp(—2AY1))(1 — exp(2AY1))(1 — exp(—2AY1)).

Les premiers termes sont égaux & Normp, /p,, ((y; — a;)(1 — aj—l)). Pour A proche de
0, le terme restant est proche de

—4’\2Y12yi—1(yi - 1)2-

Puisque Y1 +71 (Y1) = O et Fy = F(1/8(qy)), YiZ est le produit de §(gy) et d’un élément
de F*2. Le terme ci-dessus est alors le produit de §(gy)Normp,/r,,(y; — 1)) et d’un
élément de F*2. D’ou

sgnp,/r,,(B:i) = sgnp, /r,, (0(qp))-

On se rappelle que §(gy) = —r1pu et que Pon a fixé un élément §; de F; tel que
F; = F1;(V/&;). Pour tout a € FX, on a I’égalité

sgnFi/Fﬂ(a) = (Normp,, /r(d;),@)F
cf. [13] p.216, exercice. Donc
SEE, /Fy; (Bl) = (NormFii/F((si)’ 2V1)FSgnF,-/Fi,- ("2ﬂ)7

puis, en se rappelant la définition 6¢ = [];c; Normp,, /r(d;),

(6) H SgnF, /y, (Bi) = (6, 211)F H sgnp, /ry, (—2p)-

icl i€l
Le terme supplémentaire est sgnp, ,p(B1), ol
B; = —uexp(—/\Yl)P,guc(1)P§'U<(exp(2/\Y1))exp(2)\Y1)1_d5“¢/2(exp(2)\Y1) -1).
On peut décomposer B; = Dy D3 D3, ou
Dy = —pexp(—AY1)(1 — exp(2AY1))(1 — exp(—2AY7))(exp(2AY7) — exp(—2AY7))(exp(2AY;) — 1),
Dy = P¢(1)P;(exp(2\Y1))exp(2AY;) ~%/2,
D; = H (1 —a;)(1 — a;) " (exp(2\Y1) — a;)(exp(2AY; — aj—l)exp(Z)\Yl)‘l.
jeJ\{1}
On voit comme ci-dessus que D3 est une norme de l'extension F; /F. Pour A proche de

0, D, est proche de P¢(1)2, qui est aussi une norme. Enfin, D; est proche de 2°u)\*Y,
qui est le produit de 2u et d’une norme. On obtient

sgnp, /r(B1) = sgnp, /r(21) = (6(ay), 20) F-
D’aprés cette relation et 1'égalité (6), il suffit, pour prouver (5), de prouver l’égalité

(d¢,2v1) r(6(ay), 21) F = (6(q), 211)F-
Cela résulte des égalités —2u = 2115(qy) et d¢6(qy) = 6(q). d
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On a les égalités Ox(—(£ L () = Ox(_1)(EUC) et DU (—(£UC)) = D4 L(). La
formule 3.1(4) montre que

|W(Gy, Ty)| = lima—o D4 (€ L () /2051y (€ U ) = D (&) 2ex(—1)(8).
On obtient finalement
— si p = —110¢0(g),

(M) @€ m) = 20207 DUE)V2DUE) ex 1y (€)(8(a), 201) rAE, ) [ 580y (—200)
i€l

— sip# —11660(q), cq(2(§, 1,7)) = 0.

On a supposé dim(V}) > 4. Un calcul similaire vaut si dim(V}) = 2. Si dim(V}) = 0,
il y a une différence. Supposons d > 2. Il y a encore deux éléments de Geg(F')/stconj
paramétrés par —¢ (ici, ¢ disparait). Ils n’ont plus de raison de donner la méme
contribution. Mais, dans ce cas, cs(—1)(§) est justement défini comme la somme des
valeurs de Ox(_;) sur ces deux éléments. On obtient la méme formule, privée du
premier facteur 2. Si d = 0, il n’y a plus qu’une classe de conjugaison stable, et
obtient le méme résultat. En se reportant a la définition de c(d), on voit que le résultat
ci-dessus est général, 4 condition de remplacer le premier facteur 2 par c(d)~!.

Revenons & la formule (1). D’aprés le résultat ci-dessus, la somme en (u,7)
est limitée au sous-ensemble de ces couples pour lesquels p = —v10¢6(q). Mais p
appartient & M(d). Sid < d, on a M(d) = F*/F*?2 et il n’y a pas de probléme. Par
contre, si d = d, on a M(d) = {—11}, et 'appartenance de u & cet ensemble impose
d¢ = (q), ce qui équivaut & £ € E*(q,¢’). Si § € E*(q,¢’), la somme est donc vide
et f1(§) = 0. On a aussi fz(§) = 0, d’ou 1’égalité cherchée dans ce cas. Supposons
désormais £ € E*(g,q’). On vérifie sur les définitions que le facteur A(, (2u,v)) qui
intervient dans ’égalité (4) est égal &

A7) H SgNE, /Fy; (—=2p).
i€l

Alors le produit de (4) et de (7) devient indépendant de (u,y). Sommer sur ce couple
revient & multiplier par le nombre d’éléments de Pensemble de sommation. On a déja
dit que p était en fait fixé. Ce nombre d’éléments est donc celui de I'pair(€), c’est-a-
dire 2%. En utilisant (4) et (7) (ou 'on se rappelle que le premier facteur 2 doit étre
remplacé par c¢(d)~!), on obtient la formule suivante. Posons

r€) =r+r+rd—d)—d/2+ (d +1)/4+d/4,
E(¢) = 259 D%(e)/*D? (¢)~/*D%()/*D* (¢)/*.
Alors
f1(6) = 2¢(8(q), 211) FE(€)es(—1) (€)es (€) DUE) A ()"
D’aprés (2), pour démontrer Pégalité f1(€) = f2(£), il reste a prouver 'égalité E(£) =
1. On doit calculer D%(¢) et D (¢). Pour cela, on écrit U = Wq @& Ugq comme en 2.4.

On représente un élément & de la classe de conjugaison stable de Greg(F') paramétré
par £ comme la somme d’une forme bilinéaire sur Wy elle-aussi paramétrée par £
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et d’une forme bilinéaire symétrique sur Ugq. Notons M; et M les groupes linéaires
GL(Wgq) et GL(Uq). On a la décomposition

m=m; Ordmy,

ou
t=(WaQ®rUj)® (W] ®Fr Ug).

L’automorphisme 1—6; respecte cette décomposition, donc D? (&) est produit de trois
termes. Chacun d’eux est la valeur absolue du déterminant de 1 — 6; agissant sur un
facteur de la décomposition ci-dessus, quotienté par le noyau de cet automorphisme. Le
terme correspondant au facteur m; n’est autre que D4(¢). On vérifie que 65 agit sans
point fixe sur t et que le terme correspondant & ce facteur est A(€)3™mUa) = A(¢)4-9,
Sur my, 6z n’a que deux valeurs propres, 1 et —1. L’espace propre pour 1 est 1’algébre
de Lie d’un groupe spécial orthogonal. Il est de dimension dim(Uq)(dim(Uq) — 1)/2.
L’espace propre pour —1 est donc de dimension dim(Ug)? — dim(Uq)(dim(Uq4) —
1)/2 = (d — d)(d — d + 1)/2. Chaque valeur propre —1 contribue par |2|r. Le terme

d+1)/2

correspondant & my est donc |2|§?"d>(d‘ , et finalement

DY) = 2l VYA DY @),

Une méme formule vaut pour D? (¢). En utilisant ces formules ainsi que 1.5(1), on
obtient E(£) = |2|5¢, ou

s(¢)=rE)+(d—-d)(d-d+1)/4—(d' —d)(d' —d+1)/4.

Un simple calcul montre que s(£) = 0, donc E(£) = 1, ce qui achéve la démonstration.
O

3.5. Une premiére conséquence. — Conservons les espaces et les groupes du
paragraphe précédent.

Corollaire 3.3. — (i) Soient X' comme en 8.4, ' un élément autodual de Temp(M'(F))
et b’ € C*. Supposons que Ox soit stable et que b’'Oz: soit le transfert de Ox/. Alors
le caractére central wy: est trivial.

(ii) Soient ¥ comme en 3.4, ® un élément autodual de Temp(M(F')) et b € C*.
Supposons que Ox soit stable et que bOz soit le transfert de Ox. Alors le caractére
central w, est égal au caractére a — (§(q),0)r.

(iii) Soient X', ' et b’ vérifiant les hypothéses de (i) et L, m et b vérifiant les
hypotheses de (ii). On a l’égalité

b (8(a), —1)§ "V e(1/2,m x 7', pr) = S(B(-1), D).
Remarque. — La dépendance de ¥ du premier terme ci-dessus n’est qu’apparente,
car b et b’ dépendent aussi de 1r. En effet, les hypothéses sont que bz et b'©z sont

des transferts de Ox, et Ox. Mais les normalisations que ’on a choisies de 7 et 7'
dépendent de ¢p.
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Démonstration. — Dans la situation de (iii), la proposition précédente et le résultat
rappelé en 2.3 entrainent

1) BB wr (1) 220w (1) 220 )e(1/2, 7 x 7', 9r) = (8(q), 201) pS(Z(—1),E).

L’élément v; est un ingrédient de la preuve, mais on peut le choisir quelconque et ni
le facteur €, ni le terme S(X(—1),%’) n’en dépendent.  L’égalité ci-dessus étant vraie
pour tout vy, le caractére wrw, est forcément égal & a — (6(q), @) F.

Dans la situation de (i), on remplace I’espace V' par 0, on compléte les données ¥/,
7' et b’ par ¥ réduit & 'unique représentation irréductible de G(F) = {1}, 7 'unique
représentation irréductible de M(F) = {1} et b = 1. Alors w, = 1 et §(¢g) = 1. La
relation que l'on vient de prouver entraine que w, = 1.

Dans la situation de (ii), on remplace 1’espace V' par une droite, on compléte les
données X, 7 et b par ¥’ réduit & 'unique représentation irréductible de G'(F) = {1},
7' la représentation triviale de M'(F) = F* et ¥ = 1. On vérifie aisément que ces
données satisfont les hypothéses requises. De nouveau, la relation ci-dessus entraine
la conclusion de (ii).

En revenant a la situation de (iii), on remplace dans 1’égalité (1) les caractéres par
leurs valeurs que I'on vient de calculer et on obtient la relation cherchée. O

4. Preuve du théoréme principal

4.1. Représentations du groupe de Weil-Deligne. — On note Wr le groupe de
Weil de F//F et Wpr le groupe de Weil-Deligne, c’est-a-dire Wpp = Wr x SL(2,C).
Pour tout entier N > 1, notons ®remp(GL(N)) ’ensemble des classes de conjugaison
par GL(N,C) d’homomorphismes continus ¢ : Wpr — GL(N,C) qui vérifient les
conditions suivantes:

— ¢ est semi-simple;

— la restriction de ¢ & SL(2,C) est algébrique;

—  est tempéré, c’est-a-dire que I'image de Wy par ¢ est relativement compacte.
Notons ®temp,irr (GL(NN)) le sous-ensemble des éléments irréductibles de ®iemp(GL(N)).
D’apres la correspondance de Langlands (théoréme de Harris-Taylor et Henniart), tout
¢ € Piemp,irr(GL(N)) détermine une représentation admissible 7(p) de GL(N, F),
qui est unitaire et de la série discréte.

Définissons une involution ¢ — ¢’ dans @iemp(GL(N)) par ¢’(w) = t<,0(w)_1
pour tout w € Wpp. On note ®iemp, v le sous-ensemble des ¢ € Piemp(GL(N)) tels
que @ est conjugué a cp" et ®Piemp, N,irr le sous-ensemble des éléments irréductibles de
DPtemp,v- On note Peemp(GL), Premp etc. la réunion des Premp(GL(N)), Premp,n etc.
pour N > 1. Pour ¢ € ®uemp(GL),0n note N(p) l'entier tel que ¢ appartienne a
@iemp(GL(N)).
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Tout élément ¢ € Piermp, v admet une décomposition
1 = (@ lips) ® (@ Li(p; ® ¥7))
il jeJ
vérifiant les conditions suivantes. Les ensembles I et J sont finis et disjoints. Pour
tout ¢ € I, resp. j € J, l;, resp. l;, est un entier strictement positif. L’application
i +— (; est injective et prend ses valeurs dans ®¢emp,irr- L’application j — {¢;, gog} est
injective et prend ses valeurs dans l’ensemble des ensembles de la forme {¢’, (¢’)%},
ol ¢’ est un élément de Pyemp(GL) qui n’est pas autodual. On a 'égalité

N = (Y LN(p:)) + (Y 2N (p;)).
el jed
De (1) se déduit une représentation
()" = ®ier(m(pi) ® -+ @ 7(¢1) @ (®je(n(0s) ® -+ @ 7(;)) ® (m(;)" @ -+ ®7(p;)"))

d’un groupe de Lévi L(F') de GL(N, F). Chaque 7(yp;), resp. m(g;), m(¢;)", est répétée
l; fois, resp. l; fois. Choisissons un sous-groupe parabolique P de composante de Lévi L

et posons 7(p) = IndgL(N)(w(ga)L ). C’est une représentation admissible, irréductible,
tempérée et autoduale de GL(N, F).
Posons Uy = CY. Plus concrétement, la décomposition (1) provient d’une
décomposition
2 Un= (DU & Unip) @ DUy, & Uny,)) @ (Uy, ®c Ungy))))-
i€l jed

Pour i € I, le groupe Wpr agit sur Uy (,,) par ¢;. Pour j € J, il agit sur la premiére
copie de Un(y,;) par ¢; et sur la seconde copie par (pg. Il agit trivialement sur les
autres espaces.

Fixons une forme quadratique non dégénérée sur CV. On note O(N, C) et SO(N, C)
ses groupes orthogonaux et spéciaux orthogonaux. Si N est pair, fixons une forme
symplectique sur CV et notons Sp(N, C) son groupe symplectique. Notons @;’;g’py N
resp. ‘I’fiﬁfﬁ, n Si N est pair, I'ensemble des ¢ € ®yemp,nv dont I'image est incluse dans
O(N,C), resp. Sp(N,C) (plus exactement des ¢ qui sont conjugués & un élément
vérifiant cette propriété). Pour simplifier l’écriture, on pose @:Z;‘; N = @ si N est
impair. On pose q)géfr}:p,N,irr = q)temP»Nvi"m(I)géltI}llp,N’ <I)18'.)¢a,$113),N,irr = (I)temp’N,irrﬂ‘I):Z:g,N'
On vérifie que ®yemp, n,irr st la réunion disjointe de ®PL v .. et de BIP . . Soit
¢ € Piemp,N, que 'on écrit sous la forme (1). On note I°rth resp. ISY™P  le sous-
ensemble des i € I tels que ¢; appartienne & ®Y ., resp. ®7P . . L’élément ¢
orth N Tesp. BT . si et seulement si les coefficients I; sont pairs
pour tout i € IY™P, resp. i € I°™*". Soit ¢ € @g;;{‘py n- Par composition avec le
déterminant, on obtient un caractére de Wpr & valeurs dans {£1}. Il est forcément
trivial sur SL(2,C). Sa restriction & W s’identifie par la théorie du corps de classes
a un caractére quadratique de F*. On note §(p) I’élément de F*/F*?2 tel que ce

caractére soit a — (6(yp), a)F.

appartient & ®
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Il est utile de calculer le commutant S, dans SO(N,C) de I'image d’un élément
NS @g;f,{*p, - Considérons la décomposition (2). L’espace Un est muni d’une forme
quadratique. Pour 4 € I, les espaces Uy ,,) sont munis d’une forme soit quadratique,
soit symplectique. Pour j € J, la premiére copie de Up(,,) est en dualité avec la
seconde. De ces données s’en déduisent d’autres: pour i € I, 'espace U, est muni
d’une forme du méme type que celle sur Uy ,,); pour j € J, la premiere copie de Uy,
est en dualité avec la seconde. Le commutant dans O(N, C) de 'image de ¢ est alors

( [T o, cpx( [I SeC)x (] 6L, C)).

i€ Jorth i€ Isymp jeJ

Considérons un élément £ = ((2;);corn, (€;)icrsymr, (x;);jes) de ce produit. En tenant
compte de la facon dont ce produit est plongé dans O(N, C), on voit que le déterminant
de z agissant dans Uy est égal &

H det(z;) V().

ie[orth

Le commutant dans SO(N, C) est donc le sous-groupe des z tels que ce produit vaille
1. Notons Jorth:pair regpy  Jorthimp e sous-ensemble des i € I°7h tels que N(yp;) est

pair, resp. impair. Notons S la composante neutre de S,. On obtient que S, /S
est le sous-groupe des éléments (e;);crorn € (Z/ 2Z)Iorth tels que > ;cyortn,imp € = 0.

Supposons N pair. Le centre du groupe O(N, C) est égal & {£1}. Notons z, I'image
de —1 dans S,/S52. On a z, = (I;);coren-
Supposons N pair. On calcule de méme le commutant dans Sp(N,C) de I'image

d’un élément ¢ € 7P . Avec des notations similaires a celles du cas orthogonal,

on obtient que S,,/S) = (Z/2Z)7™ et que z, = (1;)icrsyme.

4.2. Conjectures pour les groupes spéciaux orthogonaux impairs. —
Considérons un espace quadratique (V',q’) de dimension d’ impaire, pour lequel on
utilise les notations maintenant habituelles. On utilise les constructions de 1.7 et
1.8. En particulier, les transferts apparaissant ci-dessous sont relatifs aux facteurs de
transfert définis dans ces paragraphes.

Considérons I’ensemble des homomorphismes ¢’ : Wpr — Sp(d’ — 1,C) tels
que, par composition avec l'inclusion de ce dernier groupe dans GL(d’ — 1,C), on
obtienne un élément de Piermp(GL(d' —1)). Notons $iemp (G’) 'ensemble des classes de
conjugaison par Sp(d’ — 1, C) dans cet ensemble. L’application qui, & ¢’ € Premp(G’),
associe sa composition avec linclusion dans GL(d' — 1,C), est une bijection de
Diemp(G') sur @VF ;. On peut identifier ces deux ensembles. On conjecture qu'’il
existe une partition

Temp(G'(F)) = Uyt eaiamy(@ 117 (¢)
vérifiant les propriétés ci-dessous.

Fixons ¢’ € ®iemp(G’). Notons é’G'(ga’ ) Pensemble des caractéres &’ de Sy /Sg,
tels que €’(z,/) = 1 si G’ est déployé, €'(2,/) = —1 sinon. Alors il existe une bijection
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& o'(¢,e") de &° ( ') sur IS’ (¢'). Pour s’ € Sy /82, on pose
1) 65 @)= > €)Ouiper.

ee6% (¢)

Supposons G’ déployé. Alors Ogl(go’ ) est une distribution stable (on note 0
I’élément neutre de S,/ Sg puisqu’on a adopté une notation additive). Introduisons
un espace U’ de dimension d’ sur F et le groupe tordu (M’,M’) associé. La
représentation ¢ de WpF est a valeurs dans GL(d’ —1,C). Notons 1 la représentation
triviale de Wpr de dimension 1 et posons ¢, = ¢’ @ 1. Alors ¢ est un élément de
®temp,q et on en déduit une représentation w(¢l) de M'(F). Cette représentation
est autoduale et se prolonge comme en 2.3 en une représentation 7 (%) de M(F).
Rappelons que G’ est un groupe endoscopique de (M’,M’), cf. 1.8. Alors il existe
% (¢') € C* tel que | (¢')| =1 et que & (¢")Os(, ) soit le transfert de o5 (¢').

Remarque. — Introduisons un espace U de dimension d' — 1 sur F' et le groupe
tordu (M, M) associé. Le groupe G’ est aussi un groupe endoscopique de (M, M). Le
facteur de transfert est trivial dans ce cas. Une propriété beaucoup plus caractéristique
de TI¢ (') est que le transfert de ©F (') 4 M(F) est un multiple de O (). Mais
nous n’utiliserons pas ce cas d’endoscopie tordue.

Revenons au cas ou G’ est quelconque. Introduisons des espaces quadratiques
(V{,d}) et (VL,q_) vérifiant les mémes conditions qu’en 1.7. ,Soient @y € Bremp(GYy)
et ¢ € Premp(GL). Supposons ¢’ = ¢’, & ¢’_. L’espace C* ! de ¢’ se décompose
conformément en somme directe C% 1 @ C4-~! de sous-espaces stables par la
représentation ¢’. L’automorphisme qui agit par l'identité sur le premier espace et
par multiplication par —1 sur le second est un élément de S . Notons s’ son image
dans S¢I/Sg,. Alors il existe v¢ (<p+, ) € C* tel que |v¢ (cp+, )| =1 et que la

distribution v¢’ (¢, 905 ¥ (') soit le transfert de 90 + (¥) x @ “(L).
D’aprés la premiére remarque de 1.7, les conjectures ci-dessus sont insensibles au
remplacement de ¢’ par aq’, pour a € F*.

4.3. Conjectures pour les groupes spéciaux orthogonaux pairs. —
Considérons un espace quadratique (V,q) de dimension d paire. On utilise les
constructions de 1.7 et 1.8. Les transferts intervenant ci-dessous sont relatifs aux
facteurs de transfert définis dans ces paragraphes.

Considérons ’ensemble des homomorphismes ¢ : Wpr — O(d, C) tels que §(p) =
4(q) et que, par composition avec 'inclusion de O(d, C) dans GL(d, C), on obtienne un
élément de @iemp(GL(d)). Notons ®iemp(G) Pensemble des classes de conjugaison par
S0O(d, C) dans cet ensemble. La composition avec I'inclusion de O(d, C) dans GL(d, C)
définit une application de ®¢emp(G) dans <I>§’erfnp 4- Son image est bien sir ’ensemble

des ¢ € @g;:,{‘pyd tels que d(¢) = d(q). Le point facheux est que I’application n’est
pas injective en général deux homormophismes ¢ : Wpr — O(d,C) qui ont méme

image dans ‘I>°' sont conjugués par un élément de O(d, C), mais pas forcément par
g temp,d
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un élément de SO(d, C). Pour poser des conjectures raisonnables, on doit considérer
O(d,C) comme le L-groupe de G, ce qui sous-entend des données supplémentaires.
En particulier, ces données permettent d’identifier un sous-tore maximal de SO(d, C)
au groupe dual d’un sous-tore maximal de G, cette identification étant bien définie
modulo Paction du groupe de Weyl de G.

On conjecture qu’il existe une partition

(1) Temp(G(F)) = Upesiomy (@)1 (¢)

vérifiant les propriétés ci-dessous.

Fixons ¢ € ®iemp(G). Notons é’G(go) Pensemble des caractéres & de S, /S tels que
e(z,) = 1si (V,q) vérifie la condition (QD) de 1.7, e(2,) = —1 sinon. Alors il existe
une bijection € — o(p,¢) de &°%(y) sur TI%(y). Pour s € S,/82, on définit 0% (p)
par une formule similaire & 4.2(1).

Supposons que (V,q) vérifie la condition (QD) de 1.7. Alors ©§(¢) est une
distribution stable. Introduisons un espace U de dimension d sur F et le groupe tordu
(M, M ) associé. Rappelons que G est un groupe endoscopique de M. On dispose de la
représentation 7(¢) de M (F'), que I'on prolonge comme en 2.3 en une représentation
() de M(F). Alors il existe c(p) € C* tel que |c®(p)| = 1 et que c%(p)Os(,,) soit
le transfert de ©F ().

Revenons au cas ou G est quelconque. Introduisons des espaces quadratiques
(V4,q+) et (V_,q-) vérifiant les mémes conditions qu’en 1.7. On suppose plus
précisément que ces espaces vérifient la condition (QD) de 1.7. Soient ¢ € Premp(G+4)
et o_ € Piemp(G-). Posons ¢ = ¢ @ p_. Cest un élément de Piermp(G). Comme
dans le paragraphe précédent, la définition de ¢ permet de définir un élément
s € Sq,/Sg. Alors il existe Y% (p4,p_) € C* tel que |[Y¢(p4,90-)| = 1 et que la
distribution v (¢, ¢_)O%(y) soit le transfert de G)OG+ (p+) x GOG‘ (¢—). Comme plus
haut, pour définir ces derniéres distributions, on doit considérer O(d4,C) et O(d—, C)
comme les L-groupes de G et G_, c’est-a-dire fixer des données supplémentaires.

Remarque. — On pourrait rendre les conjectures plus canoniques de la fagon
suivante. Considérons ’ensemble des couples (o, L), ot 0 € Temp(G(F)) et L € A(V),
cf. 1.7. Le groupe orthogonal G*(F) agit diagonalement sur cet ensemble. Notons
ATemp(G(F')) I'ensemble des orbites. Si l'on fixe L € A(V), 'application qui, &
o € Temp(G(F)), associe lorbite de (o,L) est une bijection de Temp(G(F)) sur
ATemp(G(F)). Notons A I’ensemble des orbites de lagrangiens dans C?, pour 'action
du groupe spécial orthogonal SO(d,C). Il a deux éléments. Considérons I’ensemble
des couples (¢, L), ot ¢ € Piemp(G) et L € A. Le groupe O(d, C) agit diagonalement
sur cet ensemble. Notons A®ermp(G) I'ensemble des orbites. De nouveau, si 'on fixe
L € A, Papplication qui, & ¢ € Diemp(G), associe Porbite {(¢p, L)} de (¢, L) est une
bijection de ®iemp(G) sur A®¢emp(G). Il doit exister une partition canonique

ATemp(G(F)) = U{(%i,)}eAqnemp(G)HG({(90’ L)})
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dont (1) se déduise de la fagon suivante. Considérons O(d,C) comme le L-groupe de
G, ce qui sous-entend que l'on fixe des données supplémentaires occultes. Celles-ci
définissent une bijection entre A et A(V). Soit L € A et L son image dans A(V).
En utilisant ces éléments, on identifie A®temp(G) & Pemp(G) et ATemp(G(F)) a
Temp(G(F)). Alors la partition ci-dessus devient la partition (1). Remarquons que
cela ne dépend pas du choix de L. On pourrait traduire de la méme facon le reste des
conjectures. On ne développera pas davantage cette voie un peu trop sophistiquée.

4.4. Version faible des conjectures pour les groupes spéciaux orthogonaux
pairs. — Soit (V,¢) comme dans le paragraphe précédent. Notons Gt son groupe
orthogonal. Le groupe G*(F) agit naturellement dans Temp(G(F)). On note
Temp(G(F)) I’ensemble des orbites. Chacune d’elles a au plus deux éléments. Pour
& € Temp(G(F)), on définit le caractére ©;: si & est réduit & un élément o, on pose
65 = O,; si & est formé de deux éléments o1 et o2, on pose 65 = 1(6,, +6,,).

Considérons le méme ensemble d’homomorphismes ¢ : Wpr — O(d, C) que dans
le paragraphe précédent. Notons i)temp(G) Pensemble des classes de conjugaison par
O(d, C) dans cet ensemble. Cette fois, la composition avec 'inclusion de O(d, C) dans
GL(d,C) définit une injection de ®temp(G) dans ®orth 4+ On conjecture qu'il existe
une partition

g e 5G

Temp(G(F)) = Uped,emy ()17 (9)
vérifiant des propriétés similaires & celles décrites au paragraphe précédent. On ne
récrit pas ces propriétés, il suffit d’ajouter judicieusement des un peu partout.

Remarque. — Il est parfois commode de considérer les sous-ensembles de
Temp(G(F)) comme des sous-ensembles de Temp(G(F)) qui sont invariants
(globalement) par 'action de G*(F'). C’est ce que nous ferons si besoin est.

4.5. Remarques sur les conjectures. — Comme on !’a dit dans ’introduction,
les parties des conjectures 4.2 et 4.4 concernant les groupes quasi-déployés sont
maintenant démontrées par Arthur ([3] théorémes 1.5.1 et 2.2.1). La version finale se
son article contiendra certainement le cas des groupes non quasi-déployés. Il est moins
clair que ses méthodes permettent de prouver les conjectures plus fines de 4.3. On
verra. En fait, les résultats d’Arthur, outre qu’ils ne se limitent pas au cas tempéré,
sont plus précis, c’est-a-dire que les constantes cG'(<p) etc. que 'on a introduites y
sont explicites, pour des normalisations convenables. Parce que 'identification exacte
de ces normalisations est un exercice périlleux, on a préféré formuler les conjectures
sous une forme plus vague.

Dans les conjectures 4.3 et 4.4, on a considéré que le L-groupe d’un groupe spécial
orthogonal pair était un groupe orthogonal plutdt que le produit semi-direct d’un
groupe spécial orthogonal et de Wg. Cette présentation des conjectures est due &
Moeeglin ([12]). De méme, le fait que la valeur centrale (z,) des caractéres servant
aux paramétrages dépend de la forme du groupe se trouve dans [12], ainsi que dans
[14] et [2].
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Dans la situation de 4.2, soit ¢’ € ®temp(G’), les propriétés de la correspondance de
Langlands pour les groupes linéaires impliquent que les caractéres centraux de w(p’)
et m(¢L ) sont triviaux. Pour le second caractére, cela résulte aussi du corollaire 3.5(i).
De méme, dans la situation de 4.3, resp. 4.4, pour ¢ € ®4emp(G), resp. ¥ € Premp(G),
le caractére central de w(¢) est le caractére A — (8(q), \)r.

4.6. Remarques sur les constantes. — Considérons la situation de 4.2, soit
@' € Bemp(G'). Pour tout £’ € 6% (¢'), on a la formule d’inversion

(1) Oy =1S/8%171 Y €565 (¢).

SIGS‘FI/Sg,

Si les constantes 'yG'(<p’+,<p’_ ) qui figurent dans les conjectures sont connues, cela
détermine entiérement le paramétrage du paquet IIS (¢'). Inversement, il est loisible
de changer le paramétrage de la fagon suivante. Fixons un caractére ej de S,/ Sg,
tel que ey(2,,) = 1. Définissons un nouveau paramétrage en notant o’(¢’,€’) la
représentation précédemment notée o’ (', €'e(). Les conjectures sont encore vérifiées,
les constantes "yGI((p'+, ") étant multipliées par €;(s’).

Regardons ce qui se passe quand, dans la derniére partie de la conjecture, on
échange les roles des couples (G',,¢’,) et (G_,¢" ). L’élément s’ est remplacé par

s’z . D’aprés la définition de £G,(<p' ), on a @g’zw (¢") = 8% (¢') si G est déploys,
tandis que 65'%,
G x G_ et G x G'_ sont équivalents. Mais les facteurs de transfert, tels qu’on
les a normalisés, ne sont pas forcément les mémes. Permuter les deux groupes ne
change pas ce facteur si G’ est déployé et le multiplie par —1 si G’ n’est pas déployé.
Cela entraine que ’on peut imposer aux constantes d’étre symétriques, c’est-a-dire
de veérifier I’égalité v& (¢, o) = 7G'(go’+, ¢” ). Des remarques similaires valent pour
les conjectures de 4.3 et 4.4.

Il y a quelques cas ol on peut déterminer les constantes. Il y a d’abord un cas
formel, celui de 4.3 avec V = 0. On peut poser formellement c%(0) = 1. Le cas de 4.2
avec dim(V’) = 1 est moins formel. On a G’ = {1} mais (0> ) est la représentation
triviale de F'*. On voit néanmoins que dans ce cas, ¢ (0) = 1. Dans le cas de 4.2, avec
G' déployé et G, = G', G'_ = {1}, le transfert est I'identité, donc 7% (¢’,0) = 1. De
méme, dans le cas de 4.3, si (V, q) vérifie la condition (QD) de 1.7, on a v%(y,0) = 1.

Considérons la situation de 4.3, supposons que §(g) n’est pas un carré et que (V, q)
ne vérifie pas la condition (QD) de 1.7. L’espace (V, q) est équivalent a (V, aq), pour
un élément o € F*. Fixons un tel o et une racine carrée v/a dans F. Identifions
(V,q) a (V,aq) de sorte que I'isomorphisme 8 : V @p F — V. ®p F fixé en 1.7 soit
vio o v Le groupe G s’identifie & G et le torseur intérieur g devient l'identité.
Les conjectures s’appliquent & G comme & G, mais ne disent pas la méme chose.
En effet, pour ¢ € ®Piemp(G) = Premp(G), le paquet M€ (p) est paramétré par les
caractéres ¢ tels que €(z,) = 1, tandis que le paquet HG(<p) est paramétré par les

(") = —93(90’ ) si G’ n’est pas déployé. Les groupes endoscopiques
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tels que e(z,) = —1. Introduisons le caractére e, de S,,/S9 défini par
eal(ei)icr) = [J(6(¢), 0)%
i€l
dans les notations de 4.1. On vérifie que €(2,) = —1. Supposons les conjectures

vérifiées pour le groupe G, ou plus précisément pour l’espace (V, g). Soit ¢ €
@temp(G). On dispose du paquet IIE(p) et d’un paramétrage, que I’on note ici
e — 0%(p,€), de ce paquet par le groupe £Q(<p) Posons I1¢(p) = II€(y) et, pour
e € &%), posons 0%(p,e) = 0Z(p,cqe). En utilisant la seconde remarque de
1.7, on voit qu’avec ces définitions, les conjectures 4.3 sont encore vérifiées pour G,
avec les mémes constantes que pour G. C’est & dire Y (¢4, ¢_) = vE(p4,9_). En
particulier, d’aprés ce que I'on a vu plus haut, on a v%(yp,0) = 1.

4.7. Caractére central. — Soient (V,q) comme en 4.4. Le groupe G(F) a pour
centre {£1}. Pour toute représentation admissible irréductible o de G(F), o(—1) est
une homothétie de rapport +1. On note {(o) ce rapport. Si o’ est conjugué de o par
un élément du groupe orthogonal, on a {(¢’) = {(o). Cela permet de définir {(&) pour
& € Temp(G(F)).

Lemme 4.1. — On admet les conjectures 4.4. Soz't © € Piemp(G). Alors il existe
C(p) € {£1} tel que ((5) = {(p) pour tout & € II(p). Ce terme ((p) est le méme
pour G et G.

Démonstration. — Supposons la premiére assertion du lemme prouvée pour le groupe
G, ce qui nous fournit un terme ¢(y) relatif & ce groupe. Considérons les distributions
% (p)= ). O,

FEMC(p)
et

)= >, (@6,
aell®(p)

sur G(F). On doit prouver que I'?(¢) = ¢(¢)©%(y). En considérant ces distributions
comme des fonctions localement intégrables, on a l'égalité T'C(p)(g) = O%(p)(~g)
pour tout g € G(F). On introduit les distributions analogues ©€(p) et I'S(p) sur
G(F), qui vérifient une relation analogue. Les conjectures impliquent que ©%(y) est
le transfert de ©%(yp). Mais la multiplication par —1 commute au transfert. Donc
I'C(y) est le transfert de I'S(y). Or, d’aprés I’hypothése que 1’on a faite, on a T'E(p) =
¢(p)OE (). Cela entraine I’égalité cherchée.

Cela nous raméne au cas ou (V, q) vérifie (QD). Ecrivons ¢ comme en 4.1(1). Posons

Yo = @ Pi,
i1€l;l; impair
et dg = N(po). Le nombre dy est pair. Posons N = (d — dp)/2. Il y a un élément
o1 € ®(GL(N)) tel que ¢ = @1 ® o ® @Y. L'espace V posséde un sous-espace
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isotrope de dimension N. En effet, si V est somme de plans hyperboliques, c’est
évident. Sinon, la condition &(¢) = d(q) impose N(pg) > 2 et 1’assertion s’ensuit. On
peut donc décomposer V en somme directe V = X®VpdY, ot X et Y sont des espaces
isotropes de dimension N et V; est 'orthogonal de X @Y. Cette décomposition donne
naissance a un groupe de Lévi L = GL(N) x Gy de G, ou Gy est le groupe spécial
orthogonal de V. On fixe un sous-groupe parabolique de G de composante de Lévi
L.Onayg € <i>temp(G0) et ¢, détermine une représentation (1) de GL(N, F'). Les
applications de transfert entre groupes spéciaux orthogonaux pairs et groupes linéaires
tordus commutent & I’induction, pour peu que l'on ait effectué des choix cohérents de
facteurs de transfert, ce qui est le cas. On peut alors déduire des conjectures, d’une
part que le paquet I1° () est formé de représentations de la série discréte, d’autre
part que le paquet IT1%(y) est formé des sous-représentations irréductibles des induites
Ind$ (7 (p1) X 00) pour og € 119 (yy) (et de leurs conjugués par le groupe orthogonal
dans le cas ot Vy = {0}). Dans une telle sous-représentation irréductible, 1’élément
central —1 agit par wy(,,)(—1){(00). Donc I'assertion du lemme résulte de la méme
assertion pour Gg et ¢g.

Cela nous raméne au cas o II%(¢) est formé de représentations de la série discréte.
Avec les notations ci-dessus, on sait que ©%(¢p) est une distribution stable. Puisque
T'%(p)(g9) = 5 (p)(—g) pour tout g € G(F), T(ip) est stable elle-aussi. Il nous suffit
de prouver 'assertion plus générale suivante:

(1) on considére une combinaison linéaire
A= z aaea;
F€ell%(p)
supposons que A est stable; alors A est proportionnelle & % ().

D’aprés 4.6(1), A est combinaison linéaire des ©F (p). Ecrivons

A= > 5,05 ().

s€8()/8(¢)°{0,24}

Fixons un élément régulier elliptique g € G(F'). Soient (gi)k=1,...; des représentants
des classes de conjugaison par G(F') dans la classe de conjugaison stable de g. Puisque
A est stable, on a I’égalité

A(g)=17" Z A(g;c

Soit s € S(p)/S()°{0,2,}, s # 0. Alors GSG(<p) est le transfert d’une distribution
sur un groupe endoscopique différent de G. Ainsi qu'’il est bien connu, ’ensemble
{gr;k = 1,...,1} peut étre muni d’une structure de groupe abélien. La restriction
a ce groupe de toute distribution localement constante sur les éléments réguliers et
transfert d’une distribution sur un groupe endoscopique différent de G est combinaison
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linéaire de caractéres non triviaux de ce groupe. Donc

> 65 (w)(gk) = 0.

k=1,...,0

Par contre, on a ©§ (p) = ©%(¢) qui est stable, donc

> 6§ (0)(gk) =165 (g).

k=1,...,1

Il en résulte I’égalité A(g) = bo©F()(g). Cela est vrai pour tout g régulier elliptique.
Mais on sait qu’une combinaison linéaire de caractéres de représentations de la série
discréte qui est nulle sur les éléments réguliers elliptiques est nulle partout. Cela
prouve (1) et le lemme. d

4.8. Détermination des constantes

Lemme 4.2. — (i) Supposons la conjecture 4.2 vérifiée. Alors les constantes c€ (¢')
sont égales a 1. Quitte a changer les paramétrages, on peut supposer que les constantes
~G (@', ) sont égales a 1 si G’ est déployé, a —1 sinon.

(ii) Supposons la conjecture 4.8, resp. 4.4, vérifiée. Alors les constantes c©(yp) sont
égales a ((p)e(1/2,m(p),%r)~ . Quitte & changer les paramétrages, on peut supposer
que les constantes 'yG(<p+, p_) sont égales a 1.

Ce lemme sera démontré en 4.11 et 4.12. Dans le (ii), on a noté &(1/2,7(p), ¥rF)
le facteur € usuel de Godement-Jacquet. Il dépend de 9, donc c®(p) également.
Ce n’est pas surprenant puisque la normalisation de la représentation #(yp) dépend
elle-aussi de ¥ r.

4.9. Le théoréme. — Soient N et N’ deux entiers naturels, avec N’ pair, et soient
© € Premp,v €t ¢’ € BETP 1, On pose

temp,
E(p,¢') = (8(), D) "*e(1/2,m(p) x 7(), ¥F).
Ce terme est bilinéaire en ¢ et ¢’. On a
(1) E(p, ') appartient & {£1} et est indépendant de ¢p.

Cela résulte de la preuve de [6], proposition 10.5. Celle-ci s’appuie sur les deux
relations bien connues suivantes. Soient p et p’ deux représentations admissibles
irréductibles de groupes linéaires GL(N, F) et GL(N', F'). Soit o € F*, notons ¢% le
caractére A — ¢p(a)) de F. Alors

e(1/2,p x p',92) = wp(@)N wp (@)Ne(1/2,p % o', ¥F);

@) e(1/2,px 0, ¥r)e(1/2,0Y x (0)Y,¥F) = wo(~1)N wy (-1)V.

Ici N’ est pair et wy(,) = 1.
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On considére deux espaces quadratiques (V', ¢’) et (V, q) vérifiant les conditions de
2.1. On fixe ¢’ € Premp(G’) et @ € Pienp(G). On écrit

¢ = (D lrwr) @ (D (o © 7)),

el jIEJI
o= Plie) e @@ lilp; o))
iel jEeJ

avec des ensembles d’indices disjoints.
Pour ¢’ € (I')®™P, on pose
€y = E((P, 90;’)

Pour 3 € Jorth

, on pose
i = E(pi, ¢').

On définit un caractére &’ de S,/ /S, = (2)2Z)T)”™ par

e ((en)veymm) = [ €

i'e(I’)symp

On définit un caractére € de S,/S0 C (Z/ 27)"°"" par

e((ei)ielorth)z H s:—i.

ieIorth

En utilisant la relation (2), on démontre ’égalité

e(zp) = €'(2p) = E(0,¢).
On a défini u(G’) en 3.3. Si u(G') = E(p,¢’), le caractére €, resp.€’, appartient a
&°(p), resp. &° (go ). Sinon, aucun des deux caractéres n’appartient a ’ensemble en
question.

Pour ¢ € Temp(G(F)) et ¢’ € Temp(G'(F)), on a défini en 2.1 la multiplicité
m(o,0’). On vérifie que si o1 est conjuguée & o par un élément du groupe orthogonal,
on a m(o1,0’) = m(a,d’). Cela permet de définir m(&,0’) pour & € Temp(G(F)).

Dans I’énoncé ci-dessous, on suppose que les constantes des conjectures satisfont
aux conclusions du lemme 4.8.

Théoréme 4.3. — (i) On admet les conjectures de 4.2 et 4.3. Si u(G') # E(p,¢'), on
am(o,0') = 0 pour tout (0,0") € TI%(p) x IS (¢'). Supposons u(G') = E(p,¢'). Soit
(e,¢") € %(p) x &% (¢'). Alors on a les égalités

1, si(e €)= (e, €),

0, sinon.

m(a((p, 5)7 U(‘piv 8/)) = {

(ii) On admet les conjectures de 4.2 et 4.4. On a le méme résultat qu’en (i), en
remplagant TIG(p) par TIC(p) et les représentations o (p,€) par &(p,€).
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C’est la conjecture 6.9 de [7] restreinte aux représentations tempérées, a ceci prés
que Gross et Prasad utilisent les facteurs € de représentations galoisiennes au lieu de
ceux associés aux paires de représentations du groupe linéaire. Mais 1’égalité de ces
deux types de facteurs fait partie des résultats de Harris-Taylor et Henniart.

Le théoréme sera démontré en 4.11 et 4.12. Les preuves de (i) et (ii) étant similaires,
on se contentera de prouver la premiére assertion. Pour la fin de article, on admet
les conjectures 4.2 et 4.3.

4.10. Utilisation des résultats antérieurs. — Considérons les données du
paragraphe précédent. Pour s € S,,/S{ et s’ € Sy /S0, on pose

mpsdhs)= Y e mlo(pe) o).
(e,6)€E% (9)x 65" (¢)

Considérons des espaces (Vi,qy), (Vo,q-), (Vi,d\) et (V! ,¢") vérifiant les
hypothéses de 3.3. On impose que (Vi,qy) et (V_,q_) vérifient la condition
(QD) de 1.7. Soient ¢y € Ptemp(G4), P— € Premp(G-), ¥, € Ptemp(G'y) et
¢’ € Ptemp(GL). Supposons que ¢ = ¢, D p_ et ¢ = ¢, ® ¢’ . Ces données
endoscopiques déterminent des éléments s € S,,/S9 et s’ € S,r/S),. On définit les
combinaisons linéaires suivantes:

SR S
aen® (o))
=1 el) Y, €€,
e'€6% (¢")
et on définit de méme ¥’/ | X, ¥_ et X. Les conjectures nous disent que les hypothéses
de 3.3 sont satisfaites. Appliquons la proposition de ce paragraphe. D’apreés 2.1 et les
définitions, le membre de gauche de I’égalité de cette proposition vaut
1) s N (@ e )mle, 59, 8').
Le membre de gauche contient des termes S(X,%’,) etc. Considérons la situation de
3.4, ou I'on remplace les couples (V, q) et (V’,¢’) par (Vy,q4) et (V],q,), les données
Y et X par ¥ et ¥/, et ot 'on pose
I = %+ (p)m(ps), I =+ (@ )m((¢))>)-
Les conjectures nous disent que les hypothéses de 3.4 sont vérifiées. En appliquant le
corollaire 3.5(iii), on obtient

’ d, —1)/2
S(Z4(=1), ) = €O+ (94)e% (9, )(8(g1), =)ot TV 2e(1/2, m(p4) x T ((9})), ).
Rappelons que (¢/,)s = ¢/, @ 1. Donc

e(1/2,m(p1) x 7((¢4)>), ¥F) = €(1/2,7(0+), ¥r)e(1/2,m(p4) X m(¢}), ¥F).
D’autre part, le lemme 4.6 entraine que Xy (—1) = {(p+)X4. Alors

S(Z4,54) = Cp4)c®* (04)e% (9 )e(1/2,m(04), ¥r) E(04, 0%
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On calcule de méme les autres termes du membre de droite de 1’égalité de la
proposition 3.3. Celui-ci est donc égal au produit de

() o) (@) () () )0 )e (12 mlor), Br)e(L/2, 7o), )
et de
(®) 5 (Eor @) Bloo,6l) + MG E(ps, 0 ) Elp-,64).

Etudions I'expression (3). Ecrivons

¢ = (@D lor00) & (D L4 (o ® 02)),

irel’ jeJ’

et écrivons de fagon similaire ¢’ , ¢ et ¢_. On a les égalités
! !

S = (li,~)iel°“ha S = (li/7_)ile(1/)symp.

Parce que 'application E est bilinéaire et de carré 1, on a

E(p+, 9 )E(p-,¢y) = E(p,¢_)E(p—,¢")
et
E(p+,9 1 )E(p—,¢") = E(p, ¢ )E(p, 9 )E(p-, ¢").
En utilisant 4.9(2), on vérifie que

Ep, o )= [ E(p i) =¢€(s),

i/e(I/)symp

E(p_,¢)= [[ BE(pi, @) =e(s).
ie[orth

On obtient que (3) est égal a

4)  e(s)E'(s)(E(p,¢) + 1(G))/2.
La proposition 3.3 dit que (1) est égal au produit de (2) et de (4).

4.11. La preuve dans le cas G’ déployé. — Modifions les hypothéses de départ.
On considére seulement (V’,q'), ¢’ € ®emp(G’) et on suppose G’ déployé. Posons
V = {0}, ¢ = 0. Les conjectures de 4.2 ne dépendent d’aucun paramétre. On peut
remplacer la forme ¢’ par un de ses multiples, cela ne change rien. Quitte a effectuer
un tel changement, on peut supposer que les espaces quadratiques (V’,q’) et (V,q)
vérifient les hypothéses de 2.1. Posons ¢ = 0 et choisissons (V,q,) = (V',¢), ¢/, =
¢’ dans les constructions du paragraphe précédent. On a E(0,¢’) = u(G') =1 et le
terme 4.10(4) est égal & 1. Donc les termes 4.10(1) et 4.10(2) sont égaux. D’apres les
remarques de 4.6, le terme 4.10(1) est égal a m(0,0; ¢, 0). C’est le nombre d’éléments
du paquet HGl(<p’ ) qui admettent un modéle de Whittaker. C’est donc un entier
naturel. Le terme 4.10(2) est égal 3 ¢S (¢’). C’est un nombre complexe de module 1.
L égalité des deux termes entraine @ (¢') = 1.

La méme égalité entraine qu'il y a un unique élément du paquet 1% (¢’) qui admet
un modéle de Whittaker. Comme on l’a dit en 4.6, on peut modifier le paramétrage de
sorte que cette représentation soit paramétrée par le caractére trivial. Sous les mémes
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hypothéses concernant (V’, ¢’) et (V, q), prenons maintenant (V, ¢, ), ¢/, (V.,q") et
¢"_ quelconques. Avec le paramétrage que 1'on vient de fixer, on a m(0,0;¢’,s’) = 1 et
le terme 4.10(1) vaut 7€’ (¢, 9" ). Le terme 4.10(2) vaut 1 d’aprés ce que l'on vient
de prouver, appliqué & G’, et G’_. Le caractére €’ est trivial par construction donc le
terme 4.10(4) vaut 1. On obtient 7Gl(<p'+,go’_) =1.

Considérons maintenant un espace (V,q) et ¢ € ®temp(G). On suppose que (V, q)
vérifie la condition (QD) de 1.7. On peut alors trouver une droite quadratique
(V',q’) de sorte que les hypothéses de 2.1 soient satisfaites. Le groupe G’ = {1} est
déployé. On choisit (Vi,q4+) = (V, q) et ¢+ = ¢ dans les constructions du paragraphe
précédent. De nouveau, le terme 4.10(4) vaut 1 et le terme 4.10(1) est le nombre
d’éléments du paquet I1(p) qui admettent un modéle de Whittaker relativement
a lorbite unipotente réguliére paramétrée par vy. Le terme 4.10(2) se réduit a
cC(p)¢(p)e(1/2, (), %F), qui est un nombre complexe de module 1. L’égalité des
deux termes entraine c%(¢) = ((¢)e(1/2,m(p), ¥r) L.

Il y a encore un unique élément de II%(y)) qui admet un modéle de Whittaker du
type ci-dessus. On modifie le paramétrage de sorte que cet élément soit paramétré par
le caractére trivial. On prend maintenant (V,,q4), ¢+, (V—,q-), ¢— quelconques. Le
méme raisonnement que dans le cas impair prouve que Y% (4, p_) = 1.

Revenons & la situation générale de 4.10, en supposant G’ déployé. On a calculé
toutes les constantes et 1’égalité de ce paragraphe se réduit a

1) mlp,s¢,8) =e(s)e' (") (E(p, ¢) +1)/2.

Supposons d’abord (V,,q4) = (V,q) et (V{,¢}) = (V',¢'). Alors s =0, s’ = 0 et
m(p,0;¢’,0) est le nombre de couples (o, 0") € TI(p) x 1% (') tels que m(o,0’) = 1.
Si E(p,¢’) = —1, ce nombre vaut 0. Supposons E(p, ¢’) = 1. Le nombre vaut 1 c’est-
a-dire qu'il y a un unique couple (o,0’) comme ci-dessus. Soit (g,¢’) le couple de
caractéres qui le paramétre. Revenons & des données endoscopiques quelconques. On
a légalité m(yp, s; @', s') = e(s)e’(s’) et ’égalité (1) ci-dessus est vérifiée pour tous s
et s’. Cela entraine e = e et ¢/ = €’.

4.12. Le cas G’ non déployé. — Considérons seulement un espace quadratique
(V',q') et ¢ € Piemp(G’). Supposons G’ non déployé et 1 (¢') non vide. Quitte
a remplacer ¢ par un multiple, on peut supposer que V' est somme orthogonale de
plans hyperboliques et d’un espace de dimension 3 possédant un élément v tel que
q(v,v) = —2u. Fixons un tel élément, notons (V,q) son orthogonal. Alors (V,gq) et
(V',q’) veérifient les hypothéses de 2.1 et §(g) # 1. Montrons que

(1) il existe ¢ € ®Piemp(G) tel que 'application (o,0") +— m(o,0’) soit non
identiquement nulle sur IIG (o) x %" (¢').

Fixons ¢’ € HGl(cp’ ), munissons son espace F, d’un produit hermitien invariant
défini positif. Pour e},e, € E,/, considérons la fonction sur G(F): g — f'(g) =

(e},0'(g)ey). Pour €] et €}, convenables, elle est non nulle. D’aprés [17] lemme 4.9,
c’est une fonction de Schwartz-Harish-Chandra sur G(F'). La formule de Plancherel
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entraine qu’il y a au moins une représentation irréductible et tempérée o de G(F)
telle que oV (f’) soit non nulle. Munissons ’espace E, d’un produit hermitien invariant
défini positif. On peut trouver ey, e; € E, tels que

[ e @ o
G(F)

D’aprés [17] proposition 5.7, cela entraine m(o,¢’) # 0. Il suffit de choisir pour ¢
l’élément de Piemp(G) tel que o appartienne a 1% (). O

Choisissons ¢ vérifiant (1), appliquons les constructions de 4.10 & (V4 ¢4) = (V, 9),
@4 = . Puisque §(q) # 1, on a Y¢(¢p,0) = 1 d’aprés la derniére remarque de 4.6. En
utilisant ce que 'on a déja démontré, 1’égalité de 4.10 se réduit a

@) @ LM, 0,4, 8) = €'(s) (B, ') — 1)/2.

Considérons d’abord le cas ou (V{,q}) = (V',¢), ¢/, = ¢'. Alors s’ = 0 et
m(p,0,¢',0) est le nombre de couples (o, 0") € TG (p) x 1S (') tels que m(c,0’) = 1.
D’aprés le choix de ¢, c’est un entier strictement positif. L’égalité (2) entraine que
ce nombre est égal & 1 et que E(p,¢’) = —1. Soit (o,0’) 'unique couple tel que
m(o,0’) = 1. Quitte & changer le paramétrage de HG,(go’ ), on peut supposer que
o’ est paramétré par €. Revenons & un groupe endoscopique général de G’. Alors
m(p,0;¢',8') est égal & €'(s’). L’égalité (2) entraine 7G'(<p’+,<p’_) = —1. Cela achéve
de prouver le (i) du lemme 4.8. On a utilisé des données auxiliaires (V, q) et . Dans
la suite, on les oublie, mais on suppose le lemme 4.8(i) vérifié.

Considérons maintenant un espace quadratique (V, q) et ¢ € ®temp(G). Supposons
que (V, q) ne vérifie pas I’hypothése (QD) de 1.7 et que II%(y) est non vide. Si §(q) # 1,
on déduit comme en 4.6 du paramétrage de ITI<(¢) fixé dans le paragraphe précédent
un paramétrage de II¢ () qui satisfait le (ii) du lemme 4.8. Supposons que §(q) = 1,
donc que G n’est pas quasi-déployé. Dans ce cas, on peut décomposer (V, ¢) en somme
orthogonale d’un espace (V',¢’) et d’une droite (D, gp) possédant un élément v tel
que gp(v,v) = 2up. Les espaces (V,q) et (V’,¢’) satisfont les hypothéses de 2.1 et G’
n’est pas déployé. On démontre ’analogue de (1): il existe ¢’ € Pemp(G’) tel qu'il
existe (0,0’) € % (p) x IS (') de sorte que m(o,0’) = 1. On fixe un tel ¢’ et on
applique les constructions de 4.10 & (V},q,) = (K',g’ ) et ¢!, = ¢'. D’aprés le calcul
ci-dessus de 7' (¢', 0), Dégalité de 4.10 devient

7% (P4, 0-)m(p, 8;¢',0) = €(s)(E(p, ¢') — 1)/2.

Le méme raisonnement que ci-dessus montre que, quitte & modifier le paramétrage de
I%(y), le (i) du lemme 4.8 est vérifié.

On suppose désormais le lemme 4.8 vérifié et on revient a la situation générale de
4.10, en supposant G’ non déployé. L’égalité de ce paragraphe se réduit a

~m(p,s;¢',8") = e(s)e’(s")(E(p, ¢') — 1)/2.

C’est la méme égalité que 4.11(1), & ceci prés que E(yp,¢’) est changé en —E(p, ¢').
On achéve la preuve du théoréme comme dans ce paragraphe.
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