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Séminaire BOURBAKI 

62 e année, 2009-2010, n° 1019, p . 203 à 237 

Mars 2010 

GRANDES MATRICES ALÉATOIRES ET 
THÉORÈMES D'UNIVERSALITÉ 

[d'après Erdôs, Schlein, Tao, Vu et Yau] 

par Alice GUIONNET 

INTRODUCTION 

Les grandes matrices aléatoires sont tout d 'abord apparues en statistique dans 

les travaux de Wishart [ 3 7 ] pour décrire des tableaux de données aléatoires, puis 

en physique dans les travaux de Wigner [ 3 6 ] et Dyson pour approximer un opé

rateur modélisant le Hamiltonien d 'un noyau excité. Montgomery, soutenu par les 

simulations d'Odlyzko, a conjecturé que leurs valeurs propres étaient également 

reliées aux fameux zéros de la fonction de Riemann sur la droite critique, les es

pacements de ceux-ci loin de l'axe réel étant distribués de façon identique. Les 

matrices aléatoires sont depuis intervenues dans de nombreux contextes, et leur 

spectre a at t iré un intérêt grandissant. On a notamment étudié sa convergence 

globale, la distribution des espacements des valeurs propres à l'intérieur du spectre 

et les fluctuations des valeurs propres extrêmes, quand la taille des matrices tend 

vers l'infini. Le cas de matrices aléatoires à coefficients gaussiens s'est révélé plus 

facile à appréhender, compte tenu de formules explicites pour la loi jointe des valeurs 

propres. Néanmoins, comme pour le théorème central limite, il est a t tendu que ces 

théorèmes limites sont universels et ne dépendent que très peu de la nature des 

coefficients. Le but de cet exposé est de montrer les récents efforts fournis pour 

étudier cette universalité. Nous considérerons les matrices dites de Wigner qui sont 

hermitiennes et avec des coefficients indépendants et équidistribués (modulo l'hypo

thèse de symétrie). Plus précisément, on notera XJV une matrice hermitienne N x N 

dont les coefficients pQj)i<i<j<Ar (resp. (A^)i<i<iv) sont indépendants et de loi v 

(resp. fi) sur C (resp. R) et on étudiera les valeurs propres ( A I , . . . , À J V ) £ RN 

de cette matrice. Nous supposerons que v et /i sont centrées et telles que 

/ |x| 2dz/(x) = / x2dfi(x) = 1. Dans ce cas il est connu depuis les travaux de 

Wigner dans les années cinquante que le nombre moyen de valeurs propres de 
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204 A. G UION NET 

YJV = N 2XJV tombant dans un intervalle [a, 6] de la droite réelle est de l 'ordre de 

Na([a>b]) où a est la loi semi-circulaire; 

( i ) 

lim 
N^oo 

1_ 
M i{i:N-ï\ie[a,b]} = *([M]) = 

rb 

Ja 
psc{x)dx := 

f[aV-2,6A2] 
\ / 4 - x2 

dx 

2TT 
p.s 

L'étude des propriétés locales du spectre s'est avérée beaucoup plus complexe et n 'a 

été entreprise que très récemment dans une certaine généralité sur les distributions 

¡1 et v des coefficients. Nous discuterons tout particulièrement le résultat suivant. 

Supposons que fi et u ont des queues de distributions sous-exponentielles, dans le 

sens où il existe des constantes C, C > 0 telles que, pour tout t> C 

(2) ' (\z\ > tc') < c"* p(\z\ > tc') < e~l 

Si v est une mesure sur C, nous supposerons que les lois de la part ie imaginaire et 

de la part ie réelle sont indépendantes, et, si v est une mesure sur la droite réelle, 

que / x3du(x) s 'annule ou que v a au moins trois points dans son support . Nous 

distinguerons ces deux cas par un paramètre /3 qui sera égal à deux (resp. un) si le 

support est dans C (resp. R) . 

THÉORÈME 0 . 1 . — Soit B un intervalle compact deR et x G (—2,2). 

La probabilité qu'aucune valeur propre de XJV ne tombe dans un intervalle 

N^x + psc{x)~lB converge quand la dimension N tend vers l'infini vers une 

limite non triviale qui ne dépend que de (3 et de B (voir la description de cette limite 

en (11) dans le cas où /3 = 2). 

La probabilité qu'aucune valeur propre de XJV ne tombe dans l'ensemble 

2N^ -h N~^B converge quand la dimension N tend vers l'infini vers une limite 

non triviale qui ne dépend que de /3 et de B (voir (12) dans le cas où (3 = 2). 

Le second résultat décrit les fluctuations des valeurs propres de Y^v au bord du 

spectre (proche de 2), qui sont d'ordre iV~35 alors que le premier concerne celles des 

valeurs propres à l 'intérieur du spectre, qui sont beaucoup plus peti tes, d 'ordre N~x. 

Ce dernier point permet d'étudier la convergence de la loi des espacements des valeurs 

propres à l 'intérieur du spectre ; on a par exemple le résultat suivant (voir [ 2 4 , p.84] 

et [ 1 , Theorem 4.2.49] avec [7] pour le cas gaussien et [ 1 0 , Theorem 3] pour le cas 

général) dans le cas où v est une mesure sur C. 

THÉORÈME 0.2. — Pour tout x G (—2,2), toute fonction IN tendant vers l'infini 

plus lentement que N, le nombre moyen de valeurs propres de YN à distance infé

rieure à IN/NPSC(X) de x et dont les espacements sont plus petits que s/psc(x)N est 

approximativement égal à PGaudin([0, S])IN, OÙ PGaudin est la distribution de Gaudin. 
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Le second point du théorème 0.1 donne les fluctuations de la plus grande valeur 

propre. 

THÉORÈME 0.3. — Pour tout t G R, la plus grande valeur propre Ai de X^v est telle 

que 

hm 
AT->oo 

P 
AI 

VN 
- 2 ) < t = m) 

avec Fp la fonction de répartition de la loi de Tracy- Widom. 

Ces théorèmes ont été démontrés pour des matrices gaussiennes depuis une quin

zaine d'années, notamment après les travaux de M. Mehta [ 2 4 ] , P. Forrester [ 1 7 ] et 

C. Tracy et H. Widom [ 3 3 , 3 4 ] , grâce à la formule explicite de la loi jointe des va

leurs propres et sa propriété de loi déterminant aie. Les premiers pas vers l'universalité 

ont été franchis par K. Johansson [ 2 1 ] qui a considéré des matrices obtenues comme 

somme d'une matrice gaussienne et d 'une matrice de Wigner plus générale, de nou

veau grâce à une structure déterminantale de la loi jointe des valeurs propres. Dans 

ce dernier cas, il est primordial de supposer que les coefficients sont complexes hors 

de la diagonale (cas hermitien). L'universalité des fluctuations au bord du spectre a 

été démontrée par des techniques de moments et de combinatoire par A. Soshnikov. 

Cette approche ne pouvant permett re d'analyser les espacements des valeurs propres 

à l'intérieur du spectre, il a fallu a t tendre l'été dernier pour que cette question soit 

enfin résolue par deux équipes indépendantes, d 'une par t L. Erdôs, B. Schlein et 

H.T. Yau et leurs collaborateurs, et d 'autre part T. Tao et V. Vu. Les approches de 

ces deux équipes, quoique différentes, reposent sur des raisonnements beaucoup plus 

probabilistes et montrent une sorte de régularité des espacements des valeurs propres 

en fonction des coefficients de la matrice. Les travaux presque simultanés de T. Tao 

et V. Vu [ 3 2 ] et de L. Erdôs, B. Schlein, S. Péché, J. Ramirez et H.T. Yau [9] ont 

permis d'étendre ces résultats d 'une par t sous la condition que les quatre premiers 

moments de v et \i sont les mêmes que ceux de la gaussienne (ou plus généralement 

que ceux d'une matrice étudiée par K. Johansson [ 2 1 ] ) , et d 'autre part , sous des 

conditions de régularité de la densité de v et \i. Alliant ces résultats, L. Erdôs, J. Ra

mirez, B. Schlein, T. Tao, V. Vu et H.T. Yau [ 1 0 ] ont pu démontrer l'universalité 

dans le cas hermitien sous des conditions de queues exponentielles seulement. Afin 

de pouvoir considérer des ensembles plus généraux, et en particulier les matrices à 

coefficients réels (cas symétrique), L. Erdôs, B. Schlein et H.T. Yau [ 1 4 ] ont intro

duit une approche dynamique qui permet de largement généraliser les résultats de 

K. Johansson [ 2 1 ] sans utiliser de formule explicite ou de structure déterminantale. 

Ce point de vue a été étendu dans les travaux récents de L. Erdôs, H.T. Yau et Y. Yin 

[1,5, 1 6 ] pour étudier les matrices de Wishart et à bande, et réduire considérablement 

les hypothèses sur les troisième et quatrième moments. L'universalité est a t tendue à 
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206 A. GUIONNET 

l 'intérieur (resp. au bord) du spectre seulement sous une condition de second (resp. 

quatrième) moment fini, voir [ 2 2 ] pour ce résultat dans le cas de coefficients complexes 

ayant une composante gaussienne. Le but de ces notes est de présenter les idées des 

preuves de ces différents résultats, en précisant particulièrement celles des travaux de 

L. Erdôs, B. Schlein et H.T. Yau et T. Tao et V. Vu. Nous évoquerons également 

leurs liens avec les propriétés de délocalisation des vecteurs propres de XN. Nous ne 

parlerons pas des diverses généralisations à d 'autres ensembles de matrices tels que les 

matrices de Wishart [ 2 5 ] , [ 3 1 ] et [ 1 5 ] ou les matrices à bande généralisées [ 1 6 ] . Par 

ailleurs, les résultats que nous développerons concernent la situation de coefficients 

indépendants, totalement différente par exemple de celle rencontrée pour les modèles 

de matrices avec un potentiel non quadrat ique pour laquelle nous renvoyons le lecteur 

à [ 6 ] . Un des problèmes qui semble encore ouvert pour des matrices à coefficients 

indépendants concerne le cas de matrices à bande dont les coefficients sont nuls en 

dehors d 'une bande de largeur W bien plus peti te que N. Il est a t tendu que pour W 

bien plus grand que y/N les vecteurs propres sont délocalisés comme pour les matrices 

de Wigner, voir le corollaire 4.4, alors que pour W <C VN, ils sont localisés. Cet te 

transit ion serait un modèle simple de la transition d'Anderson. 

1. M A T R I C E S G A U S S I E N N E S E T LOIS D É T E R M I N A N T A L E S 

Nous considérons dans cette section le cas de matrices de Wigner GJV dites du 

GUE (pour Gaussian Unitary Ensemble), c'est-à-dire les matrices telles que v 

(resp. /JL) est une mesure gaussienne s tandard sur C (resp. M) ; pour toute fonction 

test / 

(3) 

f(x)da(x) = 

fg 
/(*) 

ixe 2 

V2TT 
et f(z)du(z) = f 

X + iy 
V2 

)dp(x)dfx(y) 

Comme nous allons le voir, la particularité de ces matrices est que la loi jointe de 

leurs valeurs propres est explicite et est une loi déterminantale. Cet te s t ructure très 

particulière, que nous allons bientôt décrire, permet une analyse relativement aisée 

des propriétés locales du spectre. 

Il n'est pas difficile de constater que la loi de la matrice G N est laissée invariante 

par la conjugaison UGNU* par une matrice unitaire, et par conséquent que les valeurs 

propres DN = ( A i , . . . , AJV) de GJV sont indépendantes de ses vecteurs propres, dont 

la matrice VN suit la mesure uniforme sur le groupe unitaire. En calculant le Jacobien 

du changement de coordonnés qui à GJV associe DN et une paramétrisat ion de VN, 
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on trouve que la loi des valeurs propres est décrite par la mesure de probabilité 

(4) d@N{xi,...,xN) 
1 

zN 
Ki<j<N 

\X{ Xn\ 
N 

i=l 

e-x^2dxi. 

Cette formule exacte permet d'étudier les lois jointes de p valeurs propres et de 

montrer qu'elles ont une forme très particulière ; elles sont décrites par le déterminant 

d 'un noyau. On notera &P,N la loi de p valeurs propres non ordonnées donnée pour 

tout f e ChiMP), par 

f(O1, .., Op)dP,N(O1, .. ,OP) f(Oi,...,Op)d0N(O1,...iON). 

Le résultat principal est le suivant. 

LEMME 1.1. — Pour tout p < N, la loi 0PîN es£ absolument continue par rapport à 

la mesure de Lebesgue, et de densité 

Pp(0i, • • • ,Qp) 
(N-p)\ 

m 
det (K^N\ekA)) 

k,l=l 

OÙ 

( 5 ) K(N) (x,y) 
N-l 

k=0 

y k(x) Wk(Y) 

avec éh. la fonction d'Hermite 

ibkix) := 
e 4 pk(x) 

(27r)ï\/Jk! 
s Pk(x) := ( - 1 ) ex 2 /2 

dk 

dxk 
r-x2 /2 

pp est appelée la fonction de corrélations à p points, et @N est dite déterminantale 

comme ses fonctions de corrélations sont données par le déterminant d'un noyau. 

Preuve. — Le point principal est de remarquer que la densité PN dépend du déter

minant de Vandermonde qui, comme les polynômes Pk sont moniques, s'écrit 

(6) AN(x) := 

l<i<j<N 

(Xj Xi) — det(x{-%=1 = det (Pj-i(xi)) 
N 

Dans le cas où p = N, nous en déduisons immédiatement que 

(7) PN(O1, .., oN) = CN(det(Pj-1(6i)) N 
,3=1 J 

\2 
N 

¿=1 

e-ei/2 

= CN(det((ï>j^(6i))»)) 2 = Cjsi det ((KN) (Oi,Oj) N 

i,j=l; 
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où nous avons finalement utilisé la formule de t (AB) = det(A) det(B). Pour p < N, en 

utilisant (6), on a, avec xi = Oi si i < p et Q sinon, et en notant 5 ^ , . . . , ^ l'ensemble 

des bijections de { 1 , . . . ,p} dans {i/i,..., 

PP(O1, ..., OP Cp (Det((Wj-1(xi)Ni,j = )) 
N 

x= p+1 

dû 

Cp 

0,,T€S'i,...,AR 

e (a )e ( r ) 
AT 

J = l 

Wo (j)-1 (xj) Wt(j)-1 (x) 
N 

l=p+L 

dCi 

— Cv 

i<i/i<—<i/p<iv «r.Tes^ ,,p 

e(a)e(r) 
p 

i= 1 

W o (i) -1 (Oi)Wt(i)-1 

Cp 

l<i/i<---<ï/p<iV 

(det((^-i(WJ=1)p,j= 
2 

où nous avons simplement utilisé que J ipk{x)ip£{x)dx = lk=e- La formule de Cauchy-

Binet permet de conclure. Le calcul des constantes Cp est aisé et laissé au lecteur. • 

La forme particulière des fonctions de corrélations permet d'écrire la probabilité 

que toutes les valeurs propres sont dans un ensemble donné comme un déterminant 

de Fredholm. 

LEMME 1.2. — Pour tout ensemble mesurable A de R, 

(8) SMn£1{AieA}) = i + 
oo 

k=l 

(-l)fc 
kl A" 'A' 

det((XW(a;i,xj))^=1 
k 

i=l 

\ dxi. 

Preuve. — En utilisant le lemme précédent, l 'orthogonalité des fonctions d 'Hermite 

et de nouveau le théorème de Cauchy-Binet, on a 

?N(n?=1{K e A}) 
1 

NI 
N /4. 

(detf^*;))N-1i,j=0^)) 
2 

dxi 

= det 
'A 

i/ji(x)ipj(x)dx 
W—1 

i,j=0; 

= det 6ij-
'A-

îl)i(x)ipj(x)dx 
N-l > 

hdfg 

= 1 + 

N 

k=: 

- i -

0<i/i< — <i/fc<JV-l 

det 
'Ac 

i\)Vi {x)i\)v (x)dx 
k 

ji, =1 

(9) = 1 + 

oo 

k=l 

(-i)k 

k\ A° gh 
det(k(N) (Xi,cj)) Ki,j =1 

k 

i=l 

dxi. 
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Cette formule peut être utilisée pour obtenir des asymptotiques. En effet, le déter

minant de Fredholm 

A(A,K) : = 1 + 
oo 

k=l 

( - 1)K 

k! A 'A 
det [(K(xiixj))i ,=1 

k 

i=i 

dxi 

est continu sur l'ensemble des noyaux K muni de la topologie uniforme. Prenant 

Ac = Nix + N~^B pour un ensemble compact B et x G ( -2 , -1-2) , on voit que la 

première partie du théorème 0.1 est une conséquence de la convergence (uniforme sur 

les compacts) 

(10) 

nm 
1 K(N] Nïx + yi 

psc(x)VÑ 
N*x + Vi 

psc(x)VN 
sin(2/i - y2) 
TT(2/I - 2/2) 

=: S(ylyy2) 

qui implique que 

( H ) lim 
AT—oc 

Ai'(x)Ai(y) N-ipBC(x)B,i = l,...,N) = A(B,5) 

De même, en prenant A = 2N* + N e[t, £'], on démontre que 

(12) lim 
N^00 

gfd [i<¿2NiN-*{t,t'}, i = l,...,N = A(\t,t'},n) 

car 

lim 
N^oc 

1 
Ni 

Ai'(x)Ai(y) x 
Ni 

2VÑ + y 
Ni' 

Ai(x)Ai'(y) - Ai'(x)Ai(y) 
x-y 

Ai'(x)Ai(y) 

où Ai est la fonction de Airy. Ces asymptotiques sont démontrées grâce à la formule 

(13) Ai'(x)Ai(y) gfdg 1pN(x)^N-l(y) ll>N-l(x)l/)N(y) 
x-y 

et aux asymptotiques de I/>N(XN) et I/>N-I(XN) en XN = N?x + N~*y et 

XN = 27Vi + N~ix. De telles asymptotiques peuvent se démontrer en écrivant 

la fonction d'Hermite tpk comme une intégrale oscillante 

i-l)fcVv^rk!e si 4 i>k(x) 
dk 

dxk e 
si 2 fg 

dxk 
é^d^y) = (iyfe^d^y) 

et en utilisant une méthode du col. On notera à ce propos que le noyau sinus apparaît 

quand le point de selle est du second ordre, alors qu'il est du troisième ordre pour le 

noyau d'Airy, voir [ 1 , chapitre 3] pour plus de détails. 

L'étude des statistiques locales des matrices gaussiennes a été étendue au cas de 

matrices symétriques et symplectiques pour lesquelles la loi jointe des valeurs propres 

est également explicite (41) ; elle est néanmoins plus compliquée, le déterminant de 

Vandermonde n'apparaissant pas au carré et les fonctions de corrélations n 'é tant plus 

déterminantales, et fait appel à la théorie des pfaffiens [ 1 , section 3.9]. 
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2. U N I V E R S A L I T É P O U R U N CERTAIN E N S E M B L E D E 

M A T R I C E S D E W I G N E R 

Au cours de la section précédente, l 'étude précise du spectre des matrices aléatoires 

gaussiennes hermitiennes a pu être effectuée grâce à la s tructure déterminantale de 

la loi jointe des valeurs propres de ces matrices. Suite aux travaux de Brézin-Hikami 

[ 4 , 5 ] , K. Johansson [ 2 1 ] fit une remarque fondamentale; la loi d 'une matrice de 

Wigner dont les coefficients ont une peti te composante gaussienne a également une 

structure déterminantale. Plus précisément, soient GJV une matrice du G U E et V^v 

une matrice de Wigner de loi P/v, indépendante de GN- Pour tout e G (0,1) , nous 

considérons les matrices de Wigner données par 

(14) X ; v = v 1 - eVjv + \feGN , 

c'est-à-dire dont les lois des coefficients v et ¡i sont obtenues par convolution par les 

distributions gaussiennes (3) ; on dit que ces lois sont divisibles par une gaussienne. 

Nous allons voir que la loi jointe (P£N des valeurs propres de XJV est une moyenne de 

lois déterminant aies. En effet, comme on peut décomposer GJV comme UAU* avec 

U qui suit la mesure de Haar sur le groupe unitaire et A une matrice diagonale, 

indépendante de U, dont les coefficients sur la diagonale ont pour loi (4), on a 

'RN 
/(A)á^(dA) 

1 

ZN 
/ (valeurs propres X ; v ) e -±Tr{yLN-yfï=iV? dPN(V)dXN 

1 

Z1n 
/ ( A ) 

L/(AT 

I_ 
fi 2e 

Tr{UKU*-VT=¿V)2 iUdPN(V)dPN(A) 

où dU est la mesure de Haar sur le groupe unitaire. On reconnaît l 'intégrale de Harish-

Chandra-I tzykson-Zuber qui est elle aussi donnée par un déterminant [ 1 9 , 2 0 ] 

eiTr(UAU*V) ÎU = AN(p) 
det(e¿A«W)) 

AN(A)AN(X(V)) 

avec pi = i — 1, 1 < i < JV, et (\k(V))i<k<N les valeurs propres de V. Ceci permet 

d'écrire la formule 

IR* 
f(\)<FN(d\) l 

Z'N 
f(n) 

AN(n) 

AJV(A(V)) 
det((e-A^-^Afc(v»2 ^k=1)drjdPN(V). 

Cette s t ructure particulière permet de montrer que les fonctions de corrélations sont 

des moyennes, sous la loi PN, de déterminants. En effet, un peu d'algèbre montre que 

pour tout À = ( A i , . . . , ÀJV) G M^, la mesure de probabilité absolument continue par 

rapport à la mesure de Lebesgue et de densité donnée par 

qs{x : A) 
1 AN(x) 

Z'N AJV(A) d e t ( ( e - ^ - ^ )£U) 
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est déterminantale, i.e. que ses fonctions de corrélations à p points s'écrivent comme 

le déterminant d 'un noyau Kj^ qui dépend de À. Ce résultat généralise le lemme 1.1. 

K. Johansson a montré [21, Lemma 3.2] que l'ensemble des À dont la mesure empirique 

N~x YïfiLi approxime suffisamment bien la loi semi-circulaire (notamment tel que 

la convergence dans (1) se fasse polynomialement en N) est tel que K^, correctement 

rééchelonné, converge vers le noyau sinus, i.e satisfait (10). On peut alors étendre (11) 

en montrant que les valeurs propres de V v̂ satisfont cette condition presque sûrement, 

ce qui est vérifié dès lors que les coefficients de V;v ont plus de six moments finis. 

Ainsi, la preuve que les espacements des valeurs propres à l'intérieur du spectre 

sont asymptotiquement décrits par le noyau sinus repose à nouveau sur une structure 

déterminantale, mais qui demande que les coefficients des matrices aient une peti te 

composante gaussienne complexe et des moments d'ordre six finis. Ce résultat vient 

d'être étendu par K. Johansson [22] qui a montré que de telles matrices ont des 

fluctuations universelles à l'intérieur du spectre dès lors que le second moment des 

coefficients de V/v est fini alors que les fluctuations au bord du spectre sont universelles 

sous la condition optimale [2] des quatre premiers moments finis. A. Soshnikov [29] 

a abordé la question de l'universalité au bord du spectre en utilisant des estimations 

de moments, fondées sur des techniques de combinatoire. Il a ainsi pu contourner 

l 'hypothèse de divisibilité par une gaussienne. 

3. UNIVERSALITÉ AU BORD DU SPECTRE 

Une méthode assez naturelle pour étudier les matrices aléatoires, et par exemple 

démontrer (1), est d'estimer les moments de la mesure empirique des valeurs propres 

mN(k) := E[ 
1 
N 

N 

i=l 

Y 
VN 

)] = E[ 
1 

N 
tr(YkN=) où Tr(A) = 

N 

i=l 
Au. 

En effet, le terme de droite s'écrit en fonction des moments des coefficients de la 

matrice, et est donc à priori calculable. Démontrons (1) afin d'avoir une idée de ces 

techniques. 

THÉORÈME 3 .1 . — Supposons que v et \x ont tous leurs moments finis. Alors, rajv(fc) 

converge quand N tend vers l'infini vers J xkdcr(x) pour tout k eN. 

Ce théorème peut être généralisé pour démontrer la convergence presque sûre des 

moments, simplement en montrant que leurs covariances sont suffisamment petites 

pour que le lemme de Borel-Cantelli permet te de montrer l'existence d 'un espace de 

probabilités où leurs convergences ont lieu presque sûrement. 
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Preuve. — La preuve de ce théorème repose sur le fait que / xkda(x) est nul si 

k est impair et égal au nombre de Catalan sinon, c'est-à-dire au nombre d'arbres 

enracinés orientés avec k/2 branches. Ce nombre va naturellement apparaî t re dans la 

combinatoire des moments 

mN(k) = E I/N Tr(YkN) 
m 

N 

¿i,...,*fc = l 

N~ï~ E[Xili2Xi2i3 • • 

Nous allons associer aux indices i = {h,...,ik} le graphe G(i) de sommets 

V(i) = { f i , . . . , * * } et d'arêtes E(i) = i2),..., (ik-u û)> (*fc> *i)}- Par définition, 

G(i) est connexe. Par ailleurs, par indépendance et centrage, E[Xili2Xi2i3 • • • Xikil] = 0 

si E(V) possède une arête non orientée de multiplicité un. Par conséquent, le nombre 

\E(i)\ d 'arêtes non orientées différentes du graphe G(i) contribuant à la somme (15) 

est au plus 2~1k1 et de fait au plus la partie entière [2-1fc] de ce nombre. Or, comme 

G(i) est connexe, l'inégalité 

(15) |Wi)|<|£(i)| + l 

implique que |V(i) | < [|] + 1, et donc il y a au plus AT^+1 indices contribuant à 

la somme (15), qui est alors au plus d'ordre N~ 2 si k est impair. Si k est pair, le 

même raisonnement montre que les indices contribuant à la somme (15) sont tels 

que |V(i) | = \E(i)\ + 1 = 2~xk + 1. Mais l'égalité dans (15) n'est possible que si 

G(i) est un arbre. Par ailleurs, comme |i2(i)| = 2_1A:, chaque arête non orientée 

apparaî t exactement deux fois, et en fait une fois dans chaque orientation. Dans ce 

cas, E[Xili2Xi2i3 ••• Xikix] vaut un comme c'est un produit de covariances. Enfin, 

comme sont associés à cet arbre G(i) une racine (par exemple (¿1,^2)) et un ordre 

d'exploration (décrit par le chemin {i\ —• i2 • • • —• ik —• h)), on conclut que le 

premier ordre du terme de droite de (15) est donné exactement par le nombre d'arbres 

enracinés orientés avec k/2 branches, c'est-à-dire le nombre de Catalan. • 

Pour étudier le bord du spectre, l'idée est simplement d'arriver à estimer des mo

ments d 'ordre k tendant à l'infini suffisamment rapidement. En effet, clairement, la 

plus grande valeur propre est plus grande que N^(2 — e) pour tout s > 0 car sinon 

aucune valeur propre ne pourrait être dans [N^(2 — e), JV^], ce qui démentirait la 

convergence de la mesure empirique vers la loi semi-circulaire. Par ailleurs, l'inégalité 

de Tchebychev implique que 

( i6) p max 
a<»<jv 

A¿ > VÑ(2 + e) < E 
maxi<¿<w A¿ 

VN(2 + e) 

2fc"| 
< E Tr 

YN 

<(2 + e) 

k 2k~ 

et il suffit donc de montrer que, pour k ^> log AT, 

(17) Efc(YJV)2fcl 
8 22kN 

7T(2fc)f 
(1+0(1)) 
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pour déduire que le terme de droite de (16) tend vers zéro suffisamment vite pour 

que les valeurs propres de YJV soient plus petites que (2 + s) pour N suffisamment 

grand presque sûrement. Bien sûr, ce dernier résultat ne nécessite pas une estimation 

aussi précise que (17), au contraire de l 'étude des fluctuations exactes de la plus 

grande valeur propre qui fait appel à une estimation de ce type pour k de l'ordre 

de Ni comme nous allons le voir. L'estimation (17) a été effectuée dans [ 2 8 ] pour 

k = o(Ni) et dans le cas où les mesures \i et v sont symétriques et ont des queues 

sous-gaussiennes, si bien que leurs moments ne croissent pas t rop vite. La preuve de 

ce résultat consiste à montrer que, comme dans la preuve du théorème 3.1, les indices 

contribuant au premier ordre du développement du moment d'ordre k sont représentés 

par des arbres enracinés orientés, si bien que ce moment est équivalent au moment 

d'ordre k de la loi semi-circulaire. En développant ce type d'idées, on voit que les 

fluctuations de la plus grande valeur propre sont décrites par les moments d'ordre 

k = tN% dans le sens où 

E Tr 2~1YM 
2[tNÌ] 

= E 

N 

.i=l 

etNÌ(\i-2VN) ( 1 + 0 ( 1 ) ) . 

Par contre, l 'estimation de ce moment ne donne pas directement la transformée de 

Laplace de 6 := (max^ X{ — 2V~N)NÌ mais plutôt la somme des transformées de 

Laplace des valeurs propres proches de deux. Afin d'obtenir la transformée de Laplace 

de 6 seulement, l'idée est d'estimer le moment plus général 

E 
m 

l+J 

Tr (2~1YN) 
2[UN3] 

pour tout m et des paramètres U arbitraires, ce qui décrit grosso modo la loi jointe des 

plus grandes valeurs propres, recentrées par leur limite et rééchelonnées. Le résultat 

central de [ 2 9 , Corollary 5] est d'avoir montré que ces moments sont approximative

ment les mêmes que dans le cas gaussien quand les lois v et /i sont symétriques et de 

moments sous-gaussiens, en affinant les idées de [ 2 8 ] . Cette approche nécessite une 

maîtrise très fine de la combinatoire des moments, qui n 'a pu encore être généralisée 

[ 2 6 ] au cas où les lois \i et v ne sont pas symétriques, cette hypothèse annulant un 

grand nombre de moments. L'hypothèse sur les moments a pu être affaiblie en une 

hypothèse de trente-sixième (resp. douzième) plus epsilon moment fini en procédant 

par approximation [ 2 7 ] (resp. [ 2 3 ] ) . L'universalité des fluctuations sous la condition 

que les quatre premiers moments de la distribution des coefficients sont égaux à ceux 

de la distribution gaussienne, mais sans condition de symétrie des lois, vient d'être 

obtenue [ 3 0 ] par des méthodes qui généralisent celles développées dans la section 4.2. 
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4. UNIVERSALITÉ À L'INTÉRIEUR DU SPECTRE ; LE 
THÉORÈME DES QUATRE MOMENTS 

Afin de montrer l'universalité des espacements sous une condition générale sur les 

moments, T. Tao et V. Vu [32] ont eu l'idée simple mais lumineuse de comparer les 

statistiques locales de deux matrices de Wigner en remplaçant une à une les entrées de 

la matrice et en montrant que ce changement n'affecte guère les statistiques locales, 

suivant ainsi la stratégie de remplacement que Lindeberg introduisit pour démon

trer l 'universalité du théorème central limite. Pour mener à bien ce programme, une 

étape essentielle est de prouver que les vecteurs propres de la matrice sont « déloca

lisés », phénomène lié à une étude fine de la convergence vers la loi semi-circulaire 

(1). Ce point a été établi dans [12, Theorem 3.1]. Nous développons maintenant ces 

arguments. Cet te section s'applique aussi bien dans le cas de matrices symétriques 

(/x mesure sur la droite réelle) que hermitiennes, au contraire de la section 2. 

4.1. Loi semi-circulaire locale et phénomène de délocalisation 

Cette étude remonte à [12, Theorem 3.1]. La loi semi-circulaire locale établit que 

le nombre de valeurs propres de YJV tombant dans un intervalle centré en x G (—2,2) 

de largeur £ supérieure à N~1(\ogN)4, mais tendant vers zéro avec AT, est proche de 

Npsc(x)£ avec grande probabilité. Plus précisément, nous avons 

THÉORÈME 4 .1 . — Supposons que // et v ont des queues sous-gaussiennes. Soit 9f i 

le nombre de valeurs propres de YN dans I C ]—2,2[. Alors, il existe une constante 

c G (0, oo) telle que, pour tout K G (0, 2), tout S < CK, tout rj G [(lQg 0̂ , K / 2 ] , on a 

(18) P sup 
\E\<2-k 

N[E-r],E+ri} 

N 
-a([E-r>,E + ri]) > 2r}ô <Ce~cS2^. 

La preuve de ce théorème repose sur l 'étude de la transformée de Cauchy-Stieltjes 

qui est définie comme suit. 

DÉFINITION 4.2. — Pour une mesure de probabilité P sur R, on note pour z G C \ R 

Gp(z) = 
1 

z — X 
dP(x) 

la transformée de Cauchy-Stieltjes de P. 

En particulier, nous noterons GN(z) = N~lrTr [(z — Y J V ) - 1 ) et G(z) = GG(z) les 

transformées de Cauchy-Stieltjes de la mesure spectrale de Y^ et de la loi semi-

circulaire. 
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La transformée de Cauchy-Stieltjes joue un rôle central dans l 'étude des matrices 

aléatoires car c'est une fonction génératrice des moments qui satisfait souvent des 

équations algébriques, liées aux propriétés combinatoires des moments que nous avons 

utilisées dans la section 3. La comparaison des équations satisfaites par GN et G 

permet ainsi souvent de comparer ces deux fonctions comme nous allons le voir. Nous 

allons démontrer le résultat suivant, qui permet de démontrer le théorème (4.1), voir 

(29). 

PROPOSITION 4 .3 . — Sous les hypothèses du théorème précédent, il existe des 

constantes c, C > 0 finies telles que, pour tout k G ( 0 , 2 ) , tout n G [(lo^) , k/2], tout 

5 < Ck, tout N > 2, 

(19) P SUD 
Ee[-2+n,2-K] 

GN(E + ir))-G(E + ir])\ >S < Ce~cSv^n. 

Ces résultats ont été ultérieurement étendus à des queues sous-exponentielles. Ils 

entraînent le phénomène de délocalisation des vecteurs propres suivant. 

COROLLAIRE 4.4. — Sous les mêmes hypothèses, pour tous k > 0 et K > 0, il existe 

des constantes C, c telles que pour tout N > 2, 

P[ 3v tel que YNv = /zv, \\v\\2 = 1 \i G [-2 + k, 2 - k] et Nloo > 
(logJV)^ 

Ni 
I <ce-c{logN) . 

Preuve de la proposition J^.S. — Cette preuve utilise la formule d'algèbre linéaire 

(20) ( ^ - Y Í V ) ^ 1 = (z-N-ixkk YNv = /zv, \\v\\2 = 1 -1 

où est la matrice carrée de taille N — 1 obtenue en supprimant la ligne et la 

colonne de la matrice YAT, et Xk est le vecteur (Xki,...,Xkk-iiXkk+i> • • • >XkN)-

Une preuve classique de la convergence vers la loi semi-circulaire utilise l'indé

pendance de Xk et qui permet d'établir, par la loi des grands nombres, que 

N~1(Xk,(z — Y^)~1Xk) est proche de sa moyenne par rapport à Xk, qui est 

elle-même égale à GN>k(z) = jfTr((z — Y ^ ) - 1 ) . Par la propriété d'entrelacement des 

valeurs propres de Weyl, chaque valeur propre de Y^ est située entre deux valeurs 

propres de Y a / , et par conséquent GN,k(z) est proche de GN(z)1 ce qui permet avec 

(20) et en sommant sur k, de déduire que 

(21) GN{z) = 
1 

N 

N 

fe=l 

1 

z-G»(z)-e"(zY 

avec e% (z) tendant vers zéro avec N pour tout z hors de l'axe réel. Asymptotiquement, 

on déduit que les points limites de GN(z) satisfont l 'équation 

G(z) = (z-G(z))-1 
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qui a une unique solution tendant vers zéro quand la partie imaginaire de z tend 

vers l'infini. Pour obtenir le théorème 4.1, il faut quantifier précisément les er

reurs effectuées. Classiquement, ces erreurs étaient estimées en bornant l 'opérateur 

{z — Y^))-1 par l'inverse de la partie imaginaire de z. La remarque fondamentale 

de [12] a été de remarquer qu'on pouvait minorer beaucoup plus finement la part ie 

imaginaire de z — Y^K\ pourvu qu'on puisse estimer a priori le nombre de valeurs 

propres autour de la partie réelle de z. Pour obtenir cette estimation, on remarque 

tout d 'abord que, pour toute mesure de probabilité P , tout ri G (0,2) , 

{E^rir]-x)~1dP{x) 
r]2 + (E- x)2 

dP(x) 

(22) < 
>E+ri 

E-r} 

-v 
n2 + (E- x)2 

dP(x) < 
- 1 

27] 
P{[E-ti,E + t,]) 

si bien qu' en choisissant P la mesure spectrale de YN, il suffit de minorer $sGN (E+irj) 

par —M pour montrer qu'il y a au plus 2NrjM valeurs propres dans [E — rj, E + 77]. 

Mais, en utilisant (20), on trouve, comme la partie imaginaire de (z—Y^)~1Xk) 

a le signe opposé de celui de 77, que, avec z = E + ¿77, 

$SGN(z)\ < ( - S A T 1 ^ YNv = /zv, \\v\\2 = 1 = ( - A T ] 
N 

i=l 
Sfz-A.VKXfc.ti?)!2)-1 

où ul est le vecteur propre de YW pour la valeur propre Àf. En utilisant la minoration 

- 3 ( z - A?)"1 > (27?)-1 si |A? -E\<V, on déduit que 

(23) \%GN{E + ir])\ <2r1(N-1 
N 

i=l 
h\*-E\<ri\\Xk,V>i)\ ) • 

Par la propriété d'entrelacement de Weyl, le nombre de valeurs propres de Y^K) dans 

[E — 77, E -f 77] est au moins 9f [E-ri,E+ri] ~ ^ ce nombre tend vers l'infini avec N, 

la loi des grands nombres implique que (^[E-n.E+ri] ) Z Ni = 11 |Yki -£7|<T/I№>w*)I 
converge presque sûrement vers un par l ' indépendance de Xk avec (ui,\i). Nous 

pouvons quantifier cette convergence par le lemme de Hanson-Wright [18] (voir aussi 

[14, Proposition 4.5] pour les hypothèses actuelles) qui implique que, si v est un 

vecteur aléatoire de coefficients indépendants et équidistribués selon la loi et A une 

matrice déterministe, 

(24) P(\{v,Av) E\(v,Av)]\ >S)<4e min{SC,S2C2} 

avec C~2 = Tt(AA*). Conditionnellement à A := J2i=i 1\\*-E\<riui (ui )*» et donc 

C~2 :=EiI i1|A^s |<^ = EE£i1|Aj-E|<^l(^fc.^fc>|2]> nous déduisons que pour 
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tout ô > 0 

N 

i=l 
i|A?-si<,K**.«?>f > c - -se-1 

avec probabilité supérieure à 1 - e miniù>d / . Si C z < 2rjN, alors 

(25) 9f\E-n,E+n\ -l<2r]N 

et nous avons l 'estimation désirée. Sinon, en prenant 6 = 2 1C 1 > ( 7 7 ^ / 2 ) 2 , on 

obtient 
A7 

¿=1 
i|A?-si<,K**.«?>f \2>2-\9f[E_^E+7l]-l) 

avec probabilité supérieure ou égale à 1 — e 2 v^7?. Dans ce cas, (22) et (23) im

pliquent qu'avec cette grande probabilité 

WiE-n.E+v] ~ l)2 < 4(ATr?)2 , 

ce qui permet d'obtenir de nouveau (25), avec probabilité supérieure ou égale à 

l _ e-2 y/Nrjm Nous avons donc dans tous les cas cette estimation. Pour obtenir 

le résultat (19), nous estimons les erreurs e% dans (21) qui valent 

N 

N 

i=l 
/ z - A f r m X ) ! 2 - 1 ] + 

1 

N 
Tr^-Y^)"1 - ( z - Y w ) - 1 ) 4 

%kk 

VN 
i|A?-si<,K**.«?>f > 

Par la propriété d'entrelacement de Weyl, le second terme ek'2 est au plus d'ordre 

1/Nrj alors que ek '3 est inférieur à S > 0 avec probabilité supérieure à 1 — e~cô2N. 

Pour sk ' , nous appliquons le lemme de Hanson-Wright à,v(i) = Xk{i) et conditionnel-

lement à A = N'1 Y^f=i(z ~ fa* )* on obtient, avec In = [E - 2nr], E + 2nr/], 

et comme |A* - E\2 + rj2 > (2n + l)r)2 si A? G Jn, 

C~2 = Tr(A^*) 
1 

AT 

i=l 

1 

|At* - # | 2 + v2 

<1/ 
N2 

n>0 

N1 

7^(2" + 1) 

C/ 
Nn 

par (25). Par conséquent, (24) implique que, pour 6 > l/y/Nrj 

(26) P max 
l<k<N 

\eï\>S i|A?-si<,K**.«?>f 

Pour en déduire une estimation sur G" - G, remarquons déjà que (21) implique 

(27; GN(z) 
1 

z-GN(z) 
= VN(Z) := 

1 

N 

N 

k=l 

i|A?-si< 
(z-G"(z))(z-G»(z)+e»(z)) 
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À Î]N(Z) donné, il y a une unique solution à cette équation telle que $sGN(z) < 0 pour 

> 0, et elle est donnée par 

GN(z) 
1 

g 
{z -V Jz2 -A-2zrjN(z) + rÌN(z)2) 

R)N(Z. 

2 

Pour z de part ie réelle dans ]—2 -f 2 — K[, \Z2 — 4| > C/c, si bien que la racine est 

Lipschitz à ce point et que 

(28) \GN(z)-G(z)\<C(K)VN(z). 

Pour conclure, il nous faut donc montrer que T)N{Z) est bien peti t avec grande pro

babilité, fait pour lequel il nous suffit de montrer que z — GN(z) n 'est pas t rop peti t 

d 'après (27) et (26). Comme les parties imaginaires de Z et GN(z) sont de signes op

posés, cela est vrai quand la part ie imaginaire de z est plus grande que un, et 6N(Z) 

est alors majoré par 6 avec probabilité supérieure à 1 — 4Ne~cô^^. Pour étendre 

ce résultat à z proche de l'axe réel, l'idée est d'utiliser que la part ie imaginaire de 

GN(Z) doit être grande, comme on s 'at tend à ce qu'elle converge vers la densité de 

la loi semi-circulaire qui est strictement positive dans la zone considérée. Nous pou

vons effectuer cette estimation en par tant de z = E + ir\ avec 77 > 1 et en posant 

zn = E + i2~nr]. On note C(K) = inf jA.|<2_K,T7e[o,i] ^sG(x -h in) > 0. Supposons que 

l'estimée \GN(z) — G(z)\ < e < 4_1C(K) est vraie pour z = zn ; alors, par (35), on 

TROUVE 

ZGN(zn+1) > 0 
2 
i|A?-si<,fg 

1 

2 
a(K) - E> 

1 

4 
C(K) 

(28) donne donc l'estimée pour Z = zn+i avec probabilité supérieure à 

1 — 4Ne~c8^Nri2~ri~1 pourvu qu'on puisse poursuivre la récurrence, i.e. 

C(K)ïin(Z 

n+lj 
< CM 

Za 
(C(k))(C(k)-4*) 

< e < 4_1C(K) 

ce qui est vrai pour ô assez peti t et montre que, 

sup 
n<p 

\GN(zn) - G{zn)\ < C(K) max 
L<fc<IV 

k;lfgh 

DOUR une constante finie C(K) et avec probabilité supérieure à 1 — 4iV Z n< p p-côy/N^-™-1 

Ceci conclut l 'argument en prenant 2 p 1 > (log N)4/Nrj pour que cette probabilité 

soit grande. 

On peut rendre la convergence uniforme sur les variables E et 77 en s 'appuyant sur la 

régularité des fonctions de Cauchy-Stieltjes et une méthode de maillage classique. • 

Preuve du théorème J^.l. — Pour déduire ce théorème de la proposition 4.3, il faut 

comparer la probabilité d 'un intervalle sous une probabilité P et la part ie imaginaire 
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de la transformée de Cauchy-Stieltjes G p. Le point fondamental est l'égalité 

'V* 

-77* 
%Gp(E + x + irj) 

dx 

7T 
= -P*PJ\E-V*,E + r1*]) 

ivec P1 la loi de Cauchy de paramètre 7. Si P([x, x + £]) < Ci pour tout [x, x + £] C 

'—2 + tt, 2 — ft), nous déduisons que, pour tout E G (—2 + 2« , 2 — 2K), tout a, 77 G (0, K) 

P([E-n*,E+n*]) • P . P . B-^Btti ' < P „ ( [ - k , k ] c ) 

+P„( -«,« \ -a,a ) sup 
dfgg 

P([E-r,*+y E + ri*+yì) 

(29) + 
E'=E±ri* 

P([E' -a,E' + a]) < n+ n-
k >a 

2Crç* -h 2Ca 

Si P est la mesure spectrale (ou la loi semi-circulaire) notre hypothèse est satisfaite 

par (25) (resp. par densité bornée) avec grande probabilité. En prenant rj = C(K,)S2rj*, 

a = C(K,)ÔK,T}* pour une constante C(K) suffisamment petite, on déduit (18) de (19) . 

Notons ici que la vitesse sous-exponentielle des déviations de la transformée de Stieljes 

devient une vitesse sous gaussienne pour les nombres d'occupation comme on doit 

prendre rj de l'ordre de S2. • 

Preuve du Corollaire 4-4- — Celle-ci est maintenant aisée. Par une simple formule 

d'algèbre linéaire, si Y^v = jiv pour un vecteur v = (v\,V) àe C x C ^ - 1 , on a 

Kl2 = (l + N-1(X1,(^-Y^)-2X1}) < I + a t V 2 
i:|Aj-Ml<»7 

K « î , * l > f 

\ _ 1 

En utilisant de nouveau la propriété d'entrelacement des valeurs propres, les estimées 

de loi des grands nombres (24) et le théorème 4.1 on conclut qu'avec grande probabilité 

M2 < (1 + ArV2CaV^+f)] -1)) < CI?. 
Nous choisissons finalement 77 de l'ordre de N (log iV)4 pour conclure. Cet te estima

tion est uniforme sur /i G [—2 + AC, 2 — K] et sur les indices du vecteur v par symétrie 

4.2. Méthode des quatre moments d'après Tao et Vu 
Dans [32], T. Tao et V. Vu ont démontré que les statistiques locales des valeurs 

propres d 'une matrice de Wigner dans l'intérieur du spectre sont les mêmes que celles 

d'une autre matrice de Wigner pourvu que les moments des coefficients coïncident 

jusqu 'au degré quatre. T. Tao et V. Vu montrèrent qu'alors on peut comparer les sta

tistiques locales de ces deux matrices en remplaçant deux par deux les coefficients de 

la matrice initiale par celles de la deuxième matrice. Afin de montrer ce résultat, l'idée 

est simplement d'estimer les dérivées des valeurs propres le long de ces interpolations 

et de montrer qu'elles sont petites devant le nombre N2 des coefficients. Nous considé

rons deux matrices de Wigner XJV et dont les coefficients sont indépendants (mais 
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non nécessairement équidistribués) pour i < j , centrés et de variance un. Dans le cas 

complexe, les parties imaginaire et réelle de la loi des coefficients sont supposées indé

pendantes. Par ailleurs, nous supposerons qu'elles ont des queues sous-exponentielles 

(2). Enfin, nous supposerons que les moments C(£,p) = E[3?(Xij)^^(X^)p] sont les 

mêmes que ceux de pour tout £ + p < 4. On peut affaiblir cette hypothèse en 

supposant que les moments d'ordre trois (resp. quatre) diffèrent d 'au plus N~^~s 

(resp. N~6) pour un S > 0 ; cette généralisation sera cruciale dans la dernière section 

pour supprimer les hypothèses sur les moments d'ordre trois et quatre . Sous ces condi

tions, nous avons, si nous notons ÀI (MJV) < ^(MN) • < XN-I(MN) < XN(MN) les 

valeurs propres ordonnées d 'une matrice hermitienne MJV, le 

THÉORÈME 4.5 (Theorem 15 de [32]). — Pour tout c0 > 0 suffisamment petit, pour 

tout e G (0,1) et k > 1, pour toute fonction F : RFC—>M satisfaisant 

\VjF(x)\ <NC° 

pour tout 0 < j < 5 et x G M , nous avons, pour tout ¿ 1 , . . . , %k G [eN, (1 — e)N], 

E [F(Xh (y/NXN),..., Aifc (VNXN))] E\F(Xil(y/NXfN)1...,Xik(VNXfN))} < N -co 

En particulier, une matrice de Wigner hermitienne (resp. symétrique) dont les lois 

p, et u ont au moins trois points dans leur support (resp. ont les mêmes moments 

dyordre 4 Q^e la matrice du GOE) a, asymptotiquement à l'intérieur du support, les 

mêmes fonctions de corrélations et la même distribution d'espacement entre deux 

valeurs propres que dans le cas gaussien, cf. théorèmes 0.1 et 0.2. 

Il est clair que le premier résultat permet de comparer les statistiques locales de la 

matrice de Wigner à celles de la matrice gaussienne pourvu que les moments d'ordre 

quatre soient les mêmes, ce qui donne l'énoncé concernant les matrices symétriques. 

Dans le cas hermitien, on peut néanmoins comparer ces statistiques à celles des ma

trices (14) étudiées par K. Johansson. On voit alors [32, Corollary 30] qu'il suffit que 

les lois /i et v aient au moins trois points dans leur support pour pouvoir identifier 

leurs moments à ceux d'une loi divisible par une gaussienne. Pour supprimer cette 

condition des trois points, qui en particulier exclut la loi de Bernoulli, il a été néces

saire [10] d'utiliser l'universalité des espacements pour des matrices du type (14) avec 

e tendant vers zéro suffisamment rapidement avec N obtenue par Erdôs, Ramirez, 

Schlein et Yau [12]. Ce résultat a été étendu à de nombreux autres ensembles que 

les matrices de Wigner hermitiennes, voir la prochaine section, mais malheureuse

ment pas avec une vitesse suffisante pour permet t re d 'omettre toute condition sur les 

moments en général. 

Nous n'allons pas donner une preuve complète du théorème 4.5, qui est assez longue, 

mais sa stratégie. Pour simplifier, nous nous plaçons dans le cas de coefficients réels. 
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On pose AN = V^/VXJV et AFN = y/~NX.'N et on souhaite montrer qu'en remplaçant un 

à un les coefficients de AN par ceux de A'N, on ne va pas faire t rop varier les statistiques 

locales. Soit F{z) = F(XIL(AN(z)),..., XIK(AN(z))) avec AN(z) la matrice dont les 

coefficients sont égaux à ceux de AN sauf en (pq) et (qp) où ils valent z. On voudrait 

montrer que 

(30) E[F(VNX„)] E[F(VNX'pq)] = 0(N-2-c°), 

afin de remplacer deux à deux les coefficients de X A / par ceux de X ^ et obtenir ainsi 

une erreur de l'ordre de N2 x iV_2~c° = N~c°. Pour cela, il nous suffit de prouver 

que pour £ < 5 

(31) № ) L O(j\r̂ +O(co)+O(1)). 
En effet, le développement de Taylor donne 

F(z) = 
4 

k=0 

df 
k\ 

(d£zF)(0)z£ + 0(iV-5+0(CoJ+0(1))|z|5, 

que nous appliquons à z = VNXpq et z = y/NXpq. Après avoir pris la moyenne sur 

ces deux variables et utilisé l'égalité des moments jusqu 'à l 'ordre quatre, la différence 

de (30) se trouve bornée par y/lf x 7V-5+o(c0)+o(i) = N-%+o(co)+o(i) < jV"2"00. 

Afin de comprendre comment obtenir (31), regardons le cas où £ = 1. Dans ce cas, 

la première formule de variation d 'Hadamard donne 

d\i(AN(z)) 

dz 
(ui(AN(z)), zAN(z)ui(AN(z))) 

avec UI{AN{Z)) le vecteur propre de AN(Z) pour la valeur propre À ^ A ^ z ) ) et 

ÔZAN{Z) = epe* + e^e* avec (ep,eq) les p-ième et q-ième vecteurs de la base ca

nonique. Par conséquent, (31) est une conséquence, pour £ = 1, de la délocalisation 

des vecteurs propres, corollaire 4.4, qui nous dit que {UI{AN{Z)),ep) est d'ordre au 

plus AT-2 (logiV)4 avec très grande probabilité. Pour le second ordre, la répulsion des 

valeurs propres va également jouer un rôle comme on trouve par la seconde formule 

de variation d 'Hadamard que 

d2Xi(AN(z)) 
d(z)2 

dgt 

((UJÌANÌZV^zANWUÌÌANÌZ))))2 
XJ{An(z)) - Xi(AN(z)) 

De nouveau, par la délocalisation des vecteurs propres, on s 'at tend à ce que le numé

rateur soit au plus de l'ordre de N~2(logN)8 alors que les valeurs propres devraient 

être très proches des quantiles de la loi semi-circulaire (comme indiqué par le théorème 

4.1, voir aussi l 'hypothèse (43)), ce qui implique que XJ(AN(Z)) — Xi(AN{z)) devrait 

être de l'ordre de j — i. Par conséquent la somme sur j est au plus de l'ordre de log N 

et on peut de nouveau espérer que cette dérivée seconde soit au plus de l 'ordre de 

N~2(logN)9 avec grande probabilité. Les dérivées suivantes sont du même type. 
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L'idée est donc simple mais la preuve reste très technique dans la mesure où il 

faut d 'une par t obtenir ces estimations uniformément sur z, et d 'aut re par t arriver à 

contrôler uniformément des quanti tés du type 

fg 

1 

IXjiAviz)) - K(AN(ZW 

Comme la probabilité que \XJ(AN(Z)) — Xi(AN(z))\ > n~c° pour un c0 > 0 est 

seulement d'ordre 1 — n~2c° (l'ensemble où deux valeurs propres coïncident étant 

de codimension deux), on comprend que ce type d'événement soit difficile à contrôler 

uniformément. 

Nous allons maintenant décrire la preuve plus récente du théorème des quatre 

moments donnée par L. Erdôs, H.T. Yau et J. Yin qui s'appuie sur une étude précise 

de la transformée de Cauchy-Stieltjes et qui est de nature plus analytique. 

4.3. Méthode des quatre moments d'après Erdôs, Yau et Yin 
La méthode des quatre moments développée par Erdôs, Yau et Yin repose sur un 

raffinement du théorème 4.1 qui consiste à montrer que les transformées de Cauchy-

Stieltjes de deux matrices de Wigner sont asymptotiquement équivalentes quand la 

part ie imaginaire de l 'argument rj tend vers zéro non plus comme iV_1 (log iV)4 comme 

dans (19) mais comme N~1~e pour un e > 0, ceci sous la condition que les moments 

d 'ordre inférieur ou égal à quatre coïncident. Le théorème s'énonce comme suit ; 

THÉORÈME 4.6. — On effectue les mêmes hypothèses que dans le théorème 4-5, 

et on choisit k, F , co de même. On note, pour une matrice hermitienne X, 

Gx(z) = {z — X)~l la résolvante de X en z e. C \R . Soient YN = i V ' i X j v et 

Y'N = N~iX.fN. Alors, pour tout choix d'entiers (£i,... on pose z™ = E™ ± irj 

pour 1 < j < £i, m = 1 , . . . , k, avec E™ G [—2 + ft, 2 — K], pour CQ assez petit, pour 

tout T? G fiV_1_£, AT-1!, avec un e > 0 assez petit, la différence 

(32) 

E F 
1 

N 
Tr 

fg 

fg 
G Y W ( * ? ) ) , 1 < P < * - E F 

1 

N 
Tri 

£ 

3 = 1 

GY 'N(zpj)),1<p< K 

tend vers zéro quand N tend vers l'infini. 

On peut facilement déduire un résultat du type du théorème 4.5 (mais où les indices 

( z i , . . . ,ifc) ne sont pas fixés, au contraire du théorème 4.5 où on peut par exemple 

étudier les fluctuations de la iV/2-ième valeur propre ordonnée, mais génériques, car on 

a accès seulement aux fonctions de corrélations à part ir des transformées de Cauchy-

Stieltjes) de nouveau en utilisant que la partie imaginaire de la transformée de Cauchy-

Stieltjes n'est que la régularisation de la loi par une variable de Cauchy dont la taille 
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est grosso modo donnée par la partie imaginaire du nombre complexe auquel elle 

est évaluée. Le théorème ci-dessus montre qu'on peut la prendre d'ordre négligeable 

devant AT-1, qui est l 'espacement typique que nous cherchons à observer entre les 

valeurs propres. Au moins au sens faible, ceci nous permet d'approximer les fonctions 

de corrélations par leur convolution par des lois de Cauchy de paramètre négligeable 

par rapport à AT-1, ce qui s'exprime en fonction des différences de (32). 

Preuve du Théorème 4.6. — Comme dans la preuve de T. Tao et V. Vu, l'idée est 

de remplacer progressivement les coefficients de Yjy par celles de Y^. Soit Y^, 

1 < P < AT(7V+l)/2 une famille de matrices telle que Y^ = Y;v et y (̂iV+1)/2 = Y^, 
Y^ et Y -̂1 ne différant qu'en deux sites, notés (ip,jp) et (jp,ip). Notons 

Y^ = Q + VNVk pour * = P et p + 1, avec Vk = vkipjpeipe*jp + v$pipejpe*ip 

pour v?j = Xij et v??"1 = X[y Nous allons comparer la résolvante R= (z — Q)_1 de 

Q à celle Sk = (z — Y^)-1 de Y^ par le développement 

(33) R = Sk - N~iskVkSk + N-5(SkVk)10R. 

Pour contrôler ce développement, nous allons utiliser des bornes a priori sur les coeffi

cients de Sk et R. Tout d 'abord, (19) peut être un peu améliorée (avec des techniques 

analogues, cf. [16]) pour montrer que, pour tout r > 0, tout y > 7V_1+r, 

(34) 

P max may max 
0<p<N(N+l)/2 l<k<N \E\<2-k 

1 

YPN-E-iy kk 
>n2t < CN~log log N 

On peut étendre le contrôle de la partie imaginaire h y > N 1 £ pour e > 0 en notant 

l'inégalité 

(35) 9 
1 

Yl-E-ir, kk\ 

<Y 
n 

3 
1 

YpN-E-iy kk\ 
0<rj<y 

qui implique avec r? = 7V"1+r et y > N-1'8 que 

(36) 

fg max max max 
0<p<iV(A7+l)/2 l<k<N \E\<2-k 

1 

Y l - E - i y . kk\ 

> N3 r+r < CN~log log N . 

Afin d'en déduire un contrôle sur tous les coefficients de la résolvante 5fe, notons que, 

pour tout 1 < j , i < N, si (ui,\i) est une base orthonormée de vecteurs propres et 

valeurs propres associées de Y%, on a 

|(Z - ykn) -1 ij| 
N 

e=i 

Ul'i) ul (j) 

Z - À£ 
< 

N 

l=1 

\uAi)\2 

\z-XA 

1 2 N 

l=1 

\ue(j)\2 

\z-\t\ 

1 
2 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2011 

file:///z-XA
file:///z-/t/


224 A. GU ION NET 

Pour utiliser notre borne (36), remarquons qu'avec z = E + iy, \z — > y et sur 

Um = V : 2 M - 1 2 / < |A/ - E \ < 2my}, 

\Xe-z\-1 <2%(E-i2rny-\e)-1 

alors que \\t — z\ 1 est uniformément bornée sur — E\ > 1. Donc, avec probabilité 

supérieure à 1 - CN-lo*l°sN, on a par (36) 

N 

l=1 

M O I 2 

\z ~ M 
< 2 

ClogN 

m=l 
Z((ei,(E-i2-my-YkN)-1ei)) < C\ogNN3r+£. 

Nous avons donc montré que, pour tout y > N E, 

(37) 

P max max max 
0<P<JV(AT+l)/2 l<k,£<N \E\<2-k 

1 

ypN-E - iy kl 
> N4t + E < CN -log log n 

Grâce à (33), on voit aisément que les coefficients de R satisfont la même borne, 

pourvu que 5 r + e < 2_1 puisque les coefficients de Vk sont bornés par NT avec 

grande probabilité et Rij est majoré par y~l < iV1+£. On peut inverser R et Sk dans 

(33) de façon à développer Sk en fonction de R et Vk qui sont indépendants, pour 

avoir 

S* = R+N*RVkR+N-1(RVkyR N-î(RVk)3R+N-2(RVrR+N-2(RVkfSk. 

Nous démontrons finalement le théorème avec k = 1 = l\ pour simplifier les notations. 

Posons 

Ck1 = 1/n 
Tr 

(Sk -R-N~2(RVkfSk) et $ = N-î— Tr((RVkfSk) 

si bien qu'avec grande probabilité, par (37), Çk est au plus d'ordre N 2+e pour un 

e' = 5(5r + e). La formule de Taylor nous donne 

E F{-Tr(Sk)) E F(-Tr(R) + tfJ + 0( | |F , | |oo)Ar*+e' 

4 

p=l 

E[(Cifc)p] 

gfg 
•gdfgE i?(p) ( 1/N Tr (R) 

+ E F(5) 
(1/N tr (R 
) +C 

(dfc)5l 
5! 

f 0(||F,||oo)tf-*+e 

où G [0, Ci] et nous avons utilisé l ' indépendance de Ci et R. En faisant la différence 

E[F (jrTr(Sp))] - E[F (^Tr(Sp+1)) ] et en utilisant que tous les termes d'ordre infé

rieur ou égal à quatre du développement disparaissent par la condition des moments, 

on voit qu'il ne reste que des termes au moins d'ordre 5 en et ils sont au plus 
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d'ordre N 2+e', ce qui permet de conclure que, pourvu que les dérivées de F ne 

croissent pas t rop vite, 

E F 
1 / N 
Tr 

i 

z - YpN 
- E F 

h* 

1 

Z X N 

= o(iv-f+£/) 

avec e' < 1/2. Si les hypothèses sur les moments d'ordre trois et quatre sont affaiblies, 

on voit que cette différence reste de l'ordre de iV~i |m3 — m3|/ + iV"~2|m4 — mf4\ et reste 

donc peti te devant N~2 sous les hypothèses effectuées. Sommant p de 1 à N(N + l)/2 

permet de conclure. • 

5. U N I V E R S A L I T É À L' INTÉRIEUR D U S P E C T R E ; U N E 

A P P R O C H E D Y N A M I Q U E 

Je décris maintenant l 'approche développée par L. Erdós, B. Schlein et H.T. Yau 

et leurs coauteurs pour étendre l'universalité des statistiques locales obtenue par 

K. Johansson [ 2 1 ] pour l'ensemble des matrices hermitiennes divisibles par une gaus

sienne (14) à de nombreux modèles (en particulier les matrices symétriques) et au cas 

où le terme de bruit e tend vers zéro avec la dimension N. Cet te étude permet égale

ment d'affaiblir les hypothèses sur les moments d'ordre 3 et 4 du théorème 4.5. Elle 

s'appuie sur la remarque que l'ensemble des matrices divisibles par une gaussienne 

peut être vu comme le processus à valeurs matrices engendré en faisant évoluer les 

coefficients de la matrice V ^ selon un processus de Ornstein-Uhlenbeck. En effet, si 

(G;V(0)Î>O est un processus à valeurs matricielles construit comme la matrice G N 

du GUE mais avec des coefficients browniens à la place des gaussiennes, le processus 

de Ornstein-Uhlenbeck solution de 

(38) dXN(t) = dGN(t) - -XN(t)di XN(0) = VN 

a la même distribution que X^v de (14) à l ' instant t = log(l — s ) - 1 . Le théorème 

d'universalité dit donc que les statistiques locales du spectre de ce processus sont ap

proximativement les mêmes en temps peti t qu'en temps t tendant vers l'infini, X \ / ( £ ) 

convergeant alors vers une matrice du GUE. En d'autres termes, l'équilibre local est 

at teint très vite. La théorie des processus aléatoires, et en particulier les techniques 

d 'hydrodynamique, doivent donc permet t re d'améliorer les résultats de K. Johansson. 

Par ces méthodes, il a été démontré [ 1 1 ] que l'universalité des statistiques locales des 

valeurs propres est vraie pour la matrice de (14) avec e tendant vers zéro avec AT, 

pourvu que ce soit plus lentement que N~ Nous allons exposer ci-dessous l'ap

proche de [ 1 4 ] qui donne un résultat légèrement plus faible mais qui s'étend à un 

cadre beaucoup plus général, englobant en particulier le cas des matrices symétriques 
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ou symplectiques, et qui ne nécessitent aucune formule explicite des densités utilisées 

par K. Johansson et dans [9]. 

Il a été montré par F . Dyson [8] que les valeurs propres (A i (£ ) , . . . , Àjv(£))t>o = 

VN(rji(t),... ,r)N(t))t>o du processus de Ornstein-Uhlenbeck (38) sont décrites par 

le système d'équations différentielles stochastiques suivant : 

(39) driAi) = 
V2 

Vffi 
dw ij + î 

i"i 
fg 

1 

Tii{t)-Vj{t) 
dt-U'{îii(t))dt, 

avec P = 2, U(x) = 2~lx2 et N mouvements browniens indépendants (W1)I<Ì<N* 

Le paramètre /3 est introduit car (39) décrit aussi l'évolution des valeurs propres 

du processus de Ornstein-Uhlenbeck symétrique (cas (3 = 1) et symplectique (cas 

/3 = 4) (décrit par (38) mais où GJV est un mouvement brownien symétrique ou 

symplectique et non hermitien). La fonction U est supposée deux fois continuement 

differentiable et convexe. Dans le cas où U n'est pas quadratique, cette mesure ne 

correspond plus à la loi de matrices de Wigner, mais à des lois appelées modèles de 

matrices, également beaucoup étudiées. Le cas où U possède un terme logarithmique 

décrit le cas des matrices de Wishart [ 1 5 ] . Comme une partie de cette section s'étend 

au cas de fonctions U générales, nous nous placerons dans ce cadre bien que la seule 

application que nous développerons ici concerne le cas où U est quadrat ique. Ce 

système d'équations est bien défini et a une unique solution forte dès que /3 > 1, ce que 

nous supposerons par la suite (voir e.g. [ 1 , section 4.3]). De façon moins probabiliste, 

le calcul d ' I to implique que la loi Ptx de la distribution à l ' instant t de la solution de 

(39) issue de x satisfait l 'équation différentielle 

dt f(y)dPtx(y) = Lf(y)dPt*(y) 

avec, si di est la dérivée par rapport à la i-ième variable, L le générateur donné par 

Lf(y) = 
1 

BN 

N 

i=l 

ai f (y) + 
l<i<N 

dif(y) -U'(Vi) H 
1^ 

N i =j 

1 

V% ~ Vj 

pour toute fonction / deux fois continuement differentiable sur RN. Pa r intégration 

par partie, on vérifie aisément que satisfait la propriété de symétrie 

(40) P?(f)g(x)d<PN(x) = f(x)P?(g)dPN{x), 

où ÌPN est la mesure de probabilités 

41 (rNidxi,..., dxjsf) • 
1 

Zm 
i<j 

\X{ Xj 
ße - Nß ZNi= 
h 

U{Xi) dx\ - - - dxjsf. 
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On retrouve dans le cas /3 = 2 (resp. = 1, resp. = 4) et U(x) — 4_1/3ar2 la loi jointe des 

valeurs propres du GUE (4) (resp. des matrices de Wigner gaussiennes symétriques, 

resp. symplectiques), à une homothétie par près. 

Une conséquence de (40) est que (P^ est une mesure stationnaire de la dynamique 

(39). La dynamique converge quand le temps tend vers l'infini vers cette mesure, avec 

une vitesse indépendante de N quand U est strictement convexe. Nous supposerons 

par la suite que la condition initiale est aléatoire, de loi Po(dx) = /o (#)^ jv(dx) , et 

noterons Pt = f PfPo(dx) la loi de la dynamique à l 'instant t. 

Le but de cette section est de montrer que les fonctions de corrélations de Pt et 

les espacements sous Pt sont approximativement les mêmes que celles de la mesure 

d'équilibre (PN sous des hypothèses assez générales sur la loi PQ et pour des temps t 

tendant vers zéro avec N. Notons pk (resp. Pk,N) la fonction de corrélations à k points 

sous Pt (resp. {PN)-

THÉORÈME 5 .1 . — Soit XJV une matrice de Wigner hermitienne ou symétrique telle 

que v et il satisfont une inégalité de Sobolev logarithmique. Soit Pt le semi-groupe 

issu des valeurs propres de XN/VN. Alors, il existe e > 0 tel que, pour tout K > 0 

suffisamment petit tel que [E — K,E + K] C ]—2,2[, tout e' > 0, toute fonction test O 

à support compact, 

lim 
N—>oo , 

E+k 

]E-k 
dE' 

df 
0(ai,...,ak)(pN-2£+e' - Pk,N) 0 + «1 

N 
E' + 

N. 
doti - • • dak = 0. 

L'hypothèse de log-Sobolev est superflue, mais nous n'essayerons pas ici d'obtenir 

les meilleures conditions. Nous renvoyons à [1, section 2.3.2] pour la définition et 

l 'implication de cette inégalité sur les valeurs propres des matrices de Wigner. On 

notera que le résultat est un peu plus faible que dans le théorème 4.5 comme il faut 

moyenner sur l'énergie E' et considérer des valeurs propres non ordonnées. 

COROLLAIRE 5.2. — Soit XJV une matrice de Wigner symétrique ou hermitienne 

telle que v et fi satisfont une inégalité de log-Sobolev. Les fonctions de corrélations à 

Vintérieur du spectre ont les mêmes limites (au sens faible) que dans le cas gaussien 

siv et ¡1 satisfont f x4dP(x) > (/x3dP(x))2 + 1. 

Dans le cas hermitien, il a été démontré dans [9] que le e du théorème 5.1 peut 

être pris d'ordre aussi proche de 3/4 que souhaité, si bien que comme les quatre 

premiers moments des coefficients de la matrice X;v(./V~3/4+(5) satisfont les hypothèses 

du théorème 4.5, on peut conclure sans aucune hypothèse sur les moments d'ordre 

supérieur ou égaux à trois. Cette précision est obtenue grâce à la formule explicite des 

densités. Dans le cadre général, la vitesse n'est pas suffisante et la condition sur les 

moments assure qu'on puisse utiliser le théorème des quatre moments [ 3 2 , Lemma 28]. 
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5.1. Processus et universalité des statistiques locales 

Nous montrons tout d 'abord que les statistiques locales de la dynamique sont 

approximativement les mêmes en un temps N~£ qu'en temps infini, sous certaines 

hypothèses sur le processus que nous vérifierons par la suite dans le cas des matrices 

de Wigner. Tout d 'abord, nous supposerons qu'il existe une densité continue à support 

compact p (p = psc si U = px2/4) d 'une mesure de probabilité telle que, pour tout 

a < b 

(42) lim 
7V-+OC 

sup 
t>0 

1 

N 

N 

7 = 1 

l(yj e [a,b])dPt(y) 

df 

J a 

p(x)dx\ = 0 

Par ailleurs, nous devons supposer que les yj sont très proches des quantiles de la 

mesure limite, donnés par Vj p(x)dx = j/N. L'hypothèse est qu'il existe e > 0 tel 

que 

(43) QN := sup 
df 

N 

3 = 1 

{yj-ljfPtidy) < CN~2£. 

Nous allons voir que ces hypothèses permet tent de montrer que les espacements des 

particules sont universelles dans le sens suivant. 

THÉORÈME 5 .3 . — Supposons que les hypothèses (42) et (43) sont satisfaites. Sup

posons par ailleurs que la condition initiale PQ est absolument continue par rapport à 

la mesure ÇPN et que l'entropie ScpN(Po) = f log -j^dP0 croît au plus comme CN™ 

pour des constantes C,m indépendantes de N. Posons, pour un entier n et une fonc

tion G à support sur M71, pour m = (rai < • • • < mn) G NN et x e RN 

(44) G i, m(x) := G {N(xi+rni - Xi), N{xi+rri2 x¿_(-mi) ^(xi-\-mn xi+mn-i)) • 

Alors, pour tout ô > 0, et toute fonction G continuement differentiable à support 

compact, il existe une constante finie C telle que pour tout ensemble Je {1 , . . . , AT — mn\, 

1 

N 
df 

&itm(x)dPN-2. + *{x) 
1 

N 
ieJ 

G i,m (x) dPN(x) < CN~£+36. 

Ce théorème permet de montrer l'universalité des fonctions de corrélations sous 

une hypothèse supplémentaire sur la densité locale que voilà. Pour tout compact 

Jo C {E : p(E) > 0} , et pour tout S, a > 0, il existe une constante Cn telle que, pour 

tout intervalle J C J0, \I\ > N~1+(T, pour tout K > 1, 

(45) sup 
T>N-2e + 6 

PT («{t : Xi e 1} > KN\I\) < CnK-n 

Si pk (resp. pk,N) représente la fonction de corrélations de la loi Pt (resp. £PN), nous 

allons montrer le résultat suivant. 
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THÉORÈME 5.4. — Supposons (42), (43) et (45) vérifiées. Supposons que S@N(Po) 

est au plus de Vordre de CN™ pour des constantes C et m indépendantes de N. Soit 

E un point tel que p(E) > 0. Alors, pour tout S > 0 assez petit, pour tout p > l, pour 

toute fonction régulière à support compact O, pour tout K > 0, la limite quand N tend 

vers l'infini de 

sup 
t>N-2e+6 

E+K 

E-K 
dE' 0{yu...ìyk){pkt-PkìN){E,+ Vi 

Np(E) 
E' + - Vf 

Np(E) 
•)dyi--dyp 

est nulle. 

5.1.1. Preuve du théorème 5.3.— Ce théorème ne nécessite pas la convexité du po

tentiel qui régit la diffusion (en fait inf U"(x) > — oo suffirait). Sa preuve est fondée 

sur une idée très astucieuse de [14] qui est d'introduire une dynamique auxiliaire 

qui converge plus rapidement vers l'équilibre, puis de montrer que ce changement 

de dynamique affecte peu les statistiques locales. Cette dynamique a pour mesure 

d'équilibre la loi 

dQN(x) = 
ìyk){pkt-PkìN 

gfdd 
dPN(x) 

avec Wj(x) = (2R2) ìyk){pkt-PkìN et satisfait le système d'équations 

(46) dfjAt) = 
kdfgp 

VBN 
dW! + 

1 

N 
j=i 

1 

fii{t)-fij{t 
dt-U'{fii{t))dt 

1 

R2 
(w(t) ~7i)dt 

Nous prendrons par la suite R tendant vers zéro avec N, si bien que cette dynamique 

a tendance à garder les valeurs propres beaucoup plus proches des quantités de la 

mesure d'équilibre. Notons Qf la loi de cette dynamique à l ' instant t. Le générateur 

de cette dynamique est donné par 

(47) Lf(y) = 
1 

BN 

N 

i=i 

G2 f+ 
l<i<N 

dif(y)(-U'(yi) + 
1 

N 
gh 

1 

Vi - Vj 

1 

R2 
(Vi-li) 

De nouveau, nous avons la propriété de symétrie 

f(x)(Lg)(x)dQN(x) = 
1 

0N 

N 

3 = 1 

dif(x)dig(x)dQN(x) =:-D(f,g). 

On note D(f) = D(f, f) la forme de Dirichlet sous QN. 

PROPOSITION 5.5. — Soit qt la densité, par rapport à la mesure QN, de la loi 

Qt = /QtQo(x)dQN(x) de la solution de (46) issue de x de loi qo(x)dQN(x) pour 

une fonction qo € L°°(QN). 
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1. Nous avons les estimations suivantes 

(48) gt D (Vqt) < B 
R2 

D Vqt 
B 
N2 

N 

i=j 

(gi Vqt -gj Vqt 

(Xi Xj)2 
dQN, 

(49) 
1 

N2 

00 

0 
dt 

N 

i,j=i 

(Gi Vqt -ajVqt)2 

(Xi xj)2 
iQN < D(^%), 

et le contrôle de l'entropie SQ ( / ) = / f log fdQN, pour une constante C > 0, 

(50) SQN(qt)<e 
Ct ~¥2 SQn(<1O) 

2. Pour tout n entier et toute fonction differentiable G à support compact, pour 

tout m G NM et avec la notation (44) , pour tout T > 0, il existe une constante 

finie C(G) 

1 
N ieJ 

G i,m {x)d(q0QN - QN) (x) <C(G) JD(^)TN-H ySQN(q0)e~ c-S-

Preuve. — La preuve du premier point de ce résultat s'inspire des idées de [3] qui 

a montré que les diffusions associées à des mesures d'équilibre de densité stricte

ment log-concave convergent vers ces mesures et qu'on peut estimer la vitesse de 

cette convergence. L'argument doit cependant être adapté car la mesure est dégéné

rée aux points où deux particules coïncident et la diffusion vit sur la chambre de Weyl 

A = {(Xi) € RN, Xi ^ Xj, si i ^ j} (voir [1, Theorem 4.3.2]) plutôt que sur RN. Nous 

n 'entrerons pas dans les détails de cette adaptat ion et supposerons que toutes les 

fonctions manipulées sont bien régulières. Pour borner la forme de Dirichlet de y/qî, 

notons que comme pour toute fonction deux fois continuement dérivable, par symétrie, 

dt f{x)qt{x)dQN(x) = Lf(x)qt(x)dQN(x) = f(x)Lqt(x)dQN(x) 

la continuité de qt assure que dtqt(x) = Lqt(x) pour tout x. Posons ht = yfqt et 

utilisons 

otht 
1 

2ht 
dth2 = 1 

2ht 
Lh2 = Lht + 

1 
2ht 

T^ht.ht) 

où Ti est le carré du champ 

Ti (/,<?) := L(fg) fLa-aLf = 
1 

0N 

N 

i=l 
(dif)(di9). 

Par conséquent, nous trouvons que 

dtpD{ht) 
1 
N 

Vht. V Lht + 
1 

2ht Ti(ht,ht) dQN(x) 

(51) 
1 
N 

Ti(ht,Lht)dQN(x) + l_ 
N 

VhfV 1 
>2ht 

Fi(ht,ht) dQN(x). 
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Par ailleurs notons que pour tout i 

diLht — Ldiht -
N 

3 = 1 

Hess Hijdjht 

où le Hamiltonien H est le logarithme de la densité de QN par rapport à la mesure 

de Lebesgue et Hess i^ j = didjH. Par conséquent, en injectant cette formule dans 

le premier terme de (51) et en utilisant de nouveau la formule de symétrie de L, on 

trouve 

(52) 

dtßDiht) = 
1 

N 
Vht • Hess Hi iVh* 

1 

ßN 

N 

i,j =i 
(didjht -

dihfdjhi 

ht 
)2 dQN . 

La suite repose sur la stricte concavité du Hamiltonien donnée par la convexité de U 

qui implique que, pour tout v G R ^ , 

(53) 
N 

i,j=i 
ViHess Hij(x)vj > 

1 

R2 

N 

i=l 

v2i+ 
1 

N 
i<j 

(Vi - Vi)2 

(Xi Xj)2 

et donc (52) donne (48). On déduit de (48), en négligeant le second terme de son 

membre de droite, qu'il existe une constante C > 0 telle que 

(54) D{Jqt) < e Ct P(Vqo) 

si bien que D(y/qD tend vers zéro quand t tend vers l'infini, ce qui montre en passant 

la convergence de la dynamique vers la mesure d'équilibre. On obtient (49) en inté

grant (48), en négligeant le premier terme de son membre de droite, par rapport au 

temps et en utilisant que D(^/qi) tend vers zéro à l'infini. La stricte concavité du Ha

miltonien H, HessJFf(x) < —R~2I implique que la mesure QN satisfait une inégalité 

de log-Sobolev logarithmique de constante R2, qui peut se démontrer par des argu

ments similaires à ceux que nous venons de développer, cf. [3] ou [1, Theorem 4.4.18]. 

L'inégalité de log-Sobolev permet de majorer l 'entropie par la forme de Dirichlet et 

donne (50) car 

(55) dtSßN(qt) = -D(^q-t)<-R-2SßN(qt). 

Le deuxième point de la proposition est fondé sur l'idée que la mesure QN est aussi 

égale à la limite quand t tend vers l'infini de qtQN- Pour simplifier les notations, nous 

considérons le cas où n = m — 1. Notons, pour tout s < t, 

AM(G) := 
1 

N 

N 

g =j 
G(N(xi - Xi+i))(qt - qs)dQN 

Nous devons majorer Ao,0o(Gf) que nous décomposons en 

(56) ( G ) < A0,T(G) + AT)OO(G). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2011 



232 A. G U IO NN ET 

Pour le second terme, notons que, comme G est uniformément bornée, 

ATi00(G) < HGIIoolkr.ßAr ÔJVIITV < IIGIIoc \/ïSQN(qT) 

par l'inégalité de Csiszâr-Kullback-Pinsker [ 3 5 , p.293], avec | | . | |TV la norme de varia

tion totale. (50) implique par conséquent que 

(57) ATi00(G) < IlG||oc ^2SQN(q0)e 2R2" 

Par ailleurs, nous avons 

Ao,r(G) 
1 

3N 

yu 

yu 

N 

ui 

fgf 
1 

N 

N 

i=l 

GiNixi-Xi^))) djqudQN 

< 
fg 

Jo 
dui 

1 

AT 

N 

hjt 
G'(N(xi-xi+1)) (diqu - di+iqu)dQN 

< 
gh 

Jo 
du 

1 

N 

N 

i=l 
\yfcG'(N(xi-xi+1)) \xi - a?t+i| 

\d%qu - di+iqu\ 

V qu|xi-xi+1| 
dQN 

< 
er 

er 
du 

N 

i=l 
G'(N(XÌ - x i+1))2(xi - Xi+i) qudQN 

î 
2 

X 
dfd 

/0 
du 

1 

N2 

N 

N2 

(AiVqu - Qi+1 Vqu)2 

(x< - #i+l)2 
dQN 2 

< C ( G ) 
Vd(Dqu) t 

N 

où nous avons utilisé l'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis (49) et le fait que, comme 

G est à support compact, seuls les i tels que Xi — Xi+i est d'ordre iV-1 contribuent à 

la somme ci-dessus. (56) et (57) permet tent de conclure. • 

Afin de démontrer le théorème 5.3, il nous faut supprimer la régularisation par le 

potentiel dépendant de R. L'idée est de prendre comme condition initiale qo(x) — 

si bien que le second point de la proposition 5.5 donne 

(58) 

1 

N iE J 
Qi,m (x)d(Pt-QN) (x) <C(G) V N-1D dPt 

dQN 
)t + C{G). VS2N 

dPt 

"dQN 
_ T 

)e 

Afin de conclure, il suffit d'utiliser cette inégalité avec PQ = po et Pt = P0 = AN et de 

faire la différence pourvu que les entropies et les formes de Dirichlet de et 

soient bien contrôlées. Le lemme suivant fournit les estimations nécessaires. 

LEMME 5.6. — Soit t = R2N£' avec e' > 0 aussi petit que souhaité et supposons 

SQN{J^) < CNm. Alors, avec A = supt>0 J(^)2dPt(x), on a 

D( 
dPt 

dQNJ 
< CNA SQn 

dPt , 

dQNJ 
< CR2NA. 
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Pour achever la preuve du théorème 5.3, prenons R2 = J/V~£r+^_£ )/2 tendant vers 

zéro si bien que (43) implique que À < CN2(Ô~£ \ Comme SQN(dq/dQN) < SpN(q) -h A 

pour q = $N ou q = Po> ces entropies croissent au plus polynomialement sous nos 

hypothèses et (58) avec t = R2N£ permet de conclure pour e' et S assez peti ts . 

Preuve du Lemme. — De nouveau, on dérive l'entropie pour trouver que 

GtsqN dPt , 
dQN -D( dPt 

dQN 
L 

dPt 
dQN 

dQN 

-D(< dPt 
dQN' 

.7 

xj -yJ 
R2 ài 

dPt 
dQN dQN 

-D( dPt 
dQN 

1 

2 D( 
dPt 
dQN ) + 2N 

j 

xj - Yj 
R2 

fdPt 

où nous avons utilisé que L est invariant dans la seconde ligne, et l'inégalité de Schwarz 

dans la dernière. En utilisant l'inégalité de log-Sobolev, on déduit que 

dtSQN 
dPt 

dQN ) < -
C 

R2 SQn 
dPt 

dQN 
)+2NA, 

ce qui donne la seconde inégalité du lemme après intégration comme ATme < 

2NAR2 avec nos choix. On obtient la seconde inégalité en en intégrant l'inégalité 

ci-dessus entre r et r / 2 et en utilisant la décroissance de t-^D(yJ^j^). • 

5.1.2. Preuve du théorème 5.4-— Nous montrons maintenant comment déduire du 

théorème 5.3 concernant les espacements des valeurs propres la convergence des fonc

tions de corrélations en moyenne, sous l 'hypothèse (45) d'absolue continuité locale 

par rapport à la mesure de Lebesgue. Pour cela, notons que nous pouvons supposer 

la fonction test O symétrique et que nous avons par définition 

>E+K 

JE-K 
dE' 0(yu...iyp)f?(E' + Vi 

NPsc(E) 
E' + yp 

NPSC(E) 
)dyi --dyp 

= P 
E+K 

E—K 
dE' 

ii<i2---<ip 
OiNixi.-E^^ix^-E') ,N(xip-E'))dPt(x) 

= P! 
0<rai<"-<rap_i 

rE+K 

E—K 
dE 

N 

¿=1 
0(N{Xi-E'l N(Xi+mk #î+mfe_i) KFC<p-i) dPt(x) 

avec ra0 = 0 et Ô(ui, ...,up) = 0(psc(E)ui, psc(E)(u2 — ÎXI), . . . ). Nous avons dans 

le théorème 5.3 estimé des quantités du type de celles ci-dessus, avec deux différences 

notables. Tout d 'abord, nous avons ici une somme a priori infinie de ces quantités ; ce 

problème est résolu par la compacité de O et l'absolue continuité locale qui permet 
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de montrer que seulement le cas où Ylmj et i sont bornés contribue à la somme. 

Par ailleurs, les fonctions ne dépendaient pas du premier terme N(xi — E') dans le 

théorème 5.3 ; ce problème disparaît grâce à la moyennisation sur E' (qui peut être 

étendue à la droite réelle par la remarque ci-dessus). Nous ne détaillons pas plus cet 

argument, voir [ 1 5 , section 7]. 

5 . 2 . Applications aux matrices de Wigner 

Dans cette partie, nous indiquons comment déduire le théorème 5.1 et le corollaire 

5.2 des théorèmes 5.3 et 5.4. 

En ce qui concerne le théorème 5.1, il s'agit simplement de montrer que les hypo

thèses (42) et (43) sont vérifiées puisqu'alors c'est une conséquence directe du théo

rème 5.4. Mais Pt est la loi d 'une matrice de Wigner XJV(£) dont les coefficients ont des 

lois vt et jit dont les queues sont sous-gaussiennes par définition. (42) avec p = psc est 

donc une conséquence de (1), et (45) une conséquence de (25). (43) est un raffinement 

de (18) qui permet d'inclure les bords ; nous ne le détaillerons pas ici et renvoyons 

le lecteur à [ 1 5 , section 8]. La preuve de [ 1 6 , Theorem 6.3] nécessite l 'hypothèse de 

log-Sobolev, afin de montrer que les valeurs propres sont proches de leurs moyennes 

[ 1 , Theorem 2.3.5]. 

Pour le corollaire 5.2, l'idée est de démontrer qu'on peut approcher les lois v et /i 

par leur évolution sous la dynamique vt et /it pour que les statistiques locales soient 

peu modifiées. La première approche développée dans [ 1 4 ] a consisté à construire un 

« flot inverse » de manière à bien approximer n ' importe quelle loi v par Ptî>t pour une 

certaine loi vt pour laquelle le théorème 5.1 est valide. ut est appelé « flot inverse ». 

Plus récemment, voir [ 1 6 ] , l 'argument a plutôt été d'utiliser le théorème des quatre 

moments 4.5. Notons déjà que, si les moments d'ordre 3 de /i et v s 'annulent, la 

différence des moments d'ordre quatre entre vt et v est au plus d'ordre t = N~~£ pour 

un e > 0 si bien que nous pouvons conclure. Sinon, il suffit d'utiliser un mélange de 

l 'argument du flot inverse et du théorème des quatre moments pour construire, cf. [ 1 6 , 

Lemma 6.5], une loi vt, satisfaisant l'inégalité de log-Sobolev, et telle que ut — Ptî>t 

satisfasse les conditions des moments jusqu'à l 'ordre 4 quand t = N~€ pour un e > 0. 
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