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LA DROITE DE BERKOVICH SUR Z 

Jérôme POINEAU 

Résumé. — Ce texte est consacré à l 'étude de la droite de Berkovich au-dessus d 'un 
anneau d'entiers de corps de nombres. Cet objet géométrique contient naturellement 
des copies de la droite analytique complexe (ou de son quotient par la conjugai
son), associées aux places infinies, et des droites de Berkovich classiques au-dessus de 
corps ultramétriques complets, associées au places finies. Nous montrons qu'il jouit de 
bonnes propriétés, topologiques aussi bien qu'algébriques. Nous exhibons également 
quelques espaces de Stein naturels contenus dans cette droite. 

Nous proposons des applications de cette théorie à l 'étude des séries arithmétiques 
convergentes : prescription de zéros et de pôles, noethérianité d 'anneaux globaux et 
problème inverse de Galois. Des exemples typiques de telles séries sont fournis par 
les fonctions holomorphes sur le disque unité ouvert complexe dont le développement 
en 0 est à coefficients entiers. 

Abstract (The Berkovich Line over Z). — This text is devoted to the study of the Ber
kovich line over the ring of integers of a number field. It is a geometric object which 
naturally contains complex analytic lines (or their quotient by conjugation), associa
ted to the infinite places, and classical Berkovich lines over complete valued fields, 
associated to the finite places. We prove tha t it satisfies nice properties, both from 
the topological and algebraic points of view. We also provide a few examples of Stein 
spaces tha t are contained in this line. 

We explain how this theory may applied to adress various questions about 
convergent arithmetic power series : prescribing zeroes and poles, proving tha t global 
rings are Noetherian or constructing Galois groups over them. Typical examples of 
such series are given by holomorphic functions on the complex open unit disc whose 
Taylor developments in 0 have integer coefficients. 
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INTRODUCTION 

À la fin des années quatre-vingt, Vladimir G. Berkovich a proposé une nouvelle 
approche de la géométrie analytique p-adique. Ses idées, développées dans l'ouvrage 
[2] et approfondies dans l'article [3] se sont révélées très fructueuses ; elles ont permis 
de démontrer plusieurs conjectures de géométrie ari thmétique et trouvent maintenant 
des applications dans des domaines variés : systèmes dynamiques, théorie d'Arakelov, 
dessins d'enfants p-adiques, variation de structure de Hodge, etc. Pour une introduc
tion au sujet et une présentation des différentes applications, nous renvoyons le lecteur 
intéressé aux textes de vulgarisation [9] et [10]. 

Bien que la théorie n 'ait été véritablement développée que sur les corps ultramé
triques complets, V. Berkovich propose, dans [2], une définition d'espace analytique 
au-dessus de n ' importe quel anneau de Banach. Elle s'applique donc lorsque l'on consi
dère comme anneau de base l 'anneau Z des nombres entiers, muni de la valeur absolue 
usuelle |.|oo. Nous nous proposons ici d 'entreprendre l 'étude des espaces analytiques 
dans ce cas particulier. 

Différentes valeurs absolues joueront un rôle dans notre étude. Si p désigne un 
nombre premier, nous définissons la valeur absolue p-adique sur Z de la façon 
suivante : nous posons |0|p = 0 et, pour tout nombre entier n = pr m £ Z*, où m est 
premier à p , 

\n\p = \prm\p =p~r. 

Elle se prolonge de façon unique à Q. Notons Qp le complété de Q pour cette valeur 

absolue et choisissons-en une clôture algébrique Qp. La valeur absolue |.|p se prolonge 

encore de façon unique en une valeur absolue sur Qp. Nous noterons Cp son complété. 

Ce corps, qui est algébriquement clos et complet, est parfois appelé corps des nombres 

complexes p-adiques. Nous noterons |.|p l 'unique valeur absolue sur Cp qui prolonge 

la valeur absolue p-adique sur Q. 

Pour / G Q [ T ] , notons Roo(f) le rayon de convergence de la série / vue comme 

série de C | T ] et, pour tout nombre premier p , notons Rp(f) le rayon de convergence 

de la série / vue comme série de CP[TJ. Appelons série ari thmétique toute série de 

la forme 

1 Vi Pl •••Ptl 
/ e z 

vérifiant des conditions du type 

Roo{f) > roo et Vi G [ l , t ] , RPi(f) > n, 
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ii INTRODUCTION 

où t est un nombre entier, p i , . . . , p t des nombres premiers et r 1 , . . . ,rt ,roo des 
nombres réels positifs. De telles fonctions apparaissent naturellement lorsque l'on 
étudie les anneaux locaux de la droite analytique sur Z ou certains anneaux de sec
tions globales. L'étude géométrique que nous allons mener nous permet t ra d'obtenir 
des informations sur certains anneaux de séries de ce type. 

1 

e 
UJY 

M+KIJ 

0 I - Io 

M e 
P 

0 

2 
3 e 

P 

LKK 

FIGURE 1. L'espace topologique M(Z). 

Description des espaces en jeu 

Par définition, l'espace M(Z) est l 'ensemble des semi-normes multiplicatives sur Z, 
c'est-à-dire des applications de Z dans R + qui sont sous-additives, multiplicatives, 

envoient 0 sur 0 et 1 sur 1. Topologiquement, il est constitué d 'une branche, homéo-

morphe à un segment, pour chaque nombre premier p et d 'une branche supplémen

taire, associée à la valeur absolue archimédienne usuelle. Ces branches se rejoignent 

en un point, que nous appelions central, associé à la valeur absolue triviale |.|o {cf. 

figure 1). Signalons que la topologie au voisinage du point central est strictement plus 

grossière que la topologie d 'arbre. 
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE p-ADIQUE iii 

Soit n G N . L'espace affine analytique de dimension n au-dessus de Z, que nous 
noterons A^'*"1, est l'ensemble des semi-normes multiplicatives sur l 'anneau de poly
nômes Z [ T i , . . . ,Tn]. Il est muni d 'une projection continue vers la base M(Z). Au-
dessus des points de la branche archimédienne, les fibres de cette projection sont 
isomorphes à l'espace Cn quotienté par l 'action de la conjugaison complexe et, au-
dessus des points de la branche p-adique, ce sont des espaces de Berkovich p-adiques de 
dimension n. Il apparaît donc clairement que, pour étudier cet espace, il nous faudra 
met t re en œuvre des techniques pouvant s'appliquer tant dans un cadre archimédien 
qu 'ultramétrique. 

Géométrie analytique complexe 

Dans le cas archimédien, la géométrie analytique complexe met à notre disposition 
de nombreux outils. Les fondations de cette théorie reposent sur une étude locale des 
variétés et des fonctions. La compréhension des anneaux locaux des espaces affines y 
joue donc un rôle prépondérant . Fixons n G N . L'anneau local ÛQ de l'espace affine 
Cn en 0 est constitué des séries de la forme 

£ akuki,.,fc„,knT^-.-T^ 
(ki,.,fc„)6Nn 

dont le rayon de convergence est strictement positif. Le théorème de division de 
Weierstratè nous permet, sous certaines conditions, de diviser une série de la forme 
précédente par une autre et d'obtenir un reste polynomial en la dernière variable. Une 
fois ce résultat connu, on démontre sans peine que l 'anneau ÛQ est un anneau local 
noethérien, régulier et de dimension n. Signalons que la démonstration classique du 
théorème de division de Weierstrafë repose sur le théorème de Rouché et la formule 
de Cauchy. 

Géométrie analytique p-adique 

Bien que le corps des nombres complexes p-adiques Cp présente des analogies 
avec le corps des nombres complexes C, il en diffère par la topologie. Indiquons, par 
exemple, que le corps Cp est totalement discontinu (i.e. ses composantes connexes 
sont réduites à des points) et n'est pas localement compact. Dans cette situation, il 
n'est guère aisé de met t re en place une géométrie analytique jouissant de propriétés 
raisonnables : il existe bien t rop de fonctions localement analytiques. On vérifie, par 
exemple, que la fonction qui vaut 0 sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 
de Cp et 1 sur son complémentaire est localement développable en série entière ! 

Au début des années soixante, John Tate a apporté une solution à ce problème (cf. 
[31]). Les espaces qu'il construit, appelés espaces analytiques rigides, ne sont pas des 
espaces topologiques, mais des sites : on distingue certains ouverts et on n'autorise que 
certains recouvrements. Par exemple, le recouvrement de Cp que nous avons décrit 
précédemment est interdit. Ce formalisme permet de met t re en place, dans le cas 
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iv INTRODUCTION 

p-adique, une géométrie analytique fort semblable à celle que nous connaissons dans 
le cas complexe. 

Entrons un peu dans les détails. Les objets de base à part ir desquels est construite 
la géométrie analytique rigide sont les algèbres que l'on appelle, aujourd'hui, algèbres 
de Tate. Contrairement à ceux de la théorie complexe, ce ne sont pas des anneaux 
locaux, mais globaux. Soit n G N . L'algèbre de Tate C p { X i , . . . ,Tn} est constituée 
des éléments de la forme 

J2 ^ ^ . . . ^ e C p p i , . . . , ^ ] 
(fci,...,fc„)€N» 

vérifiant la condition 

lim |a*lf...,*n|p = 0. 
(fci,...,fcn)—>+oo 

Cet anneau est précisément l 'anneau des séries convergentes sur le disque fermé de 
centre 0 et de polyrayon ( 1 , . . . , 1) de C™. C'est le caractère ul tramétrique de la valeur 
absolue p-adique qui nous permet de donner un sens à cette notion de convergence 
sur un disque fermé. 

Dans cette théorie, il existe également un théorème de division de Weierstrafi qui 
rend les mêmes services que dans le cadre complexe. En l'utilisant, on démontre 
aisément que l'algèbre de Tate C p { T i , . . . ,Tn} est un anneau noethérien et régulier 
de dimension n. Signalons que, cette fois-ci, la démonstration du théorème de division 
de Weierstrafè repose sur des arguments de réduction modulo p . 

L'approche de Vladimir G. Berkovich 

Les descriptions précédentes laissent entrevoir les difficultés qui se présentent 
lorsque l'on cherche à réunir les espaces analytiques archimédiens et ul tramétriques 
dans un formalisme commun. L'approche des espaces analytiques p-adiques que 
propose V. Berkovich va permet t re d 'apporter une solution à ce problème. 

Choisissant un point de vue différent de celui de J. Tate, V. Berkovich ajoute de 
très nombreux points aux espaces. À t i t re d'exemple, la droite affine analytique A ^ n 
sur Cp qu'il définit possède une s tructure d 'arbre et les points de Cp sont confinés 
aux extrémités de certaines branches. Nous avons esquissé une représentation de la 
droite projective analytique Pç?n à la figure 2. En lui enlevant le point noté oo, on 

obtient la droite affine A^an. 
Le procédé de construction qu'utilise V. Berkovich rend la description explicite 

de ses espaces délicate, mais ils présentent d 'autres avantages. Ce sont de véritables 
espaces topologiques, localement compacts et localement connexes par arcs. Ces pro
priétés ouvrent la voie à une définition locale du faisceau structural . Dans le cas de 
l'espace affine, V. Berkovich propose de le définir comme le faisceau des fonctions 
qui sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans pôles. Indiquons 
que l'on retrouve bien ainsi le faisceau construit à part ir des algèbres de Tate. C'est 
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T OO 

- 1 

-v 
0 p-p2 p 

p + p2 
1 

2 

FIGURE 2. La droite projective P ^ N . 

d'ailleurs véritablement sur la théorie des espaces analytiques rigides que V. Berkovich 

bâti t la sienne et il n'utilise guère la définition locale du faisceau. 

Les définitions proposées par V. Berkovich valent également dans le cas des corps 

archimédiens. Signalons que l'espace de Berkovich affine de dimension n sur C coïncide 

avec Cn et que le faisceau dont il est muni est bien celui des fonctions analytiques. 

Nous venons d'expliquer que les espaces analytiques de Berkovich permettent d'en

visager une étude locale des espaces analytiques sur Z. Le présent travail constitue 

un premier pas dans cette direction. Soulignons que, bien que les idées et définitions 

introduites par V. Berkovich invitent à adopter ce point de vue, une telle étude n'a, 

à notre connaissance, jamais encore été entreprise. Indiquons, à présent, le plan que 

nous allons adopter. 
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Chapitre 1 : Espaces analytiques sur un anneau de Banach 

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré aux espaces analytiques sur un 
anneau de Banach quelconque. Nous y rappelons la définition d'espace analytique au 
sens de V. Berkovich ainsi que la construction du faisceau structural qu'il propose. 
Nous donnons quelques exemples et décrivons explicitement la droite analytique au-
dessus de tout corps value complet. 

Chapitre 2 : Algebres de séries convergentes 

Nous consacrons le deuxième chapitre à l 'étude d 'anneaux de séries convergentes 
à coefficients dans un anneau de Banach. En prenant des limites inductives de tels 
anneaux, nous obtenons un anneau local sur lequel nous parvenons à démontrer un 
théorème de division de Weierstratë. Bien entendu, notre preuve ne peut faire appel ni 
à la formule de Cauchy, ni à la réduction modulo p, faute d'analogue de la première 
dans le cas ul tramétrique et de la seconde dans le cas archimédien. Nous utilisons donc 
une méthode, inspirée des travaux de H. Grauert et R. Remmert , faisant simplement 
appel à des techniques d'algèbres de Banach. À l'aide de ce théorème, nous obtenons 
des résultats de noethérianité et de régularité pour les anneaux locaux considérés. 

Afin de pouvoir utiliser ces résultats, nous entreprenons ensuite une étude topolo
gique locale aboutissant à la démonstrat ion du fait que les anneaux locaux en certains 
points des espaces de Berkovich sont isomorphes à de tels anneaux de séries conver
gentes. 

Nous terminons ce chapitre par la démonstrat ion que les anneaux locaux des es
paces de Berkovich sont henséliens. Ce résultat généralise le résultat classique valable 
pour les espaces au-dessus d 'un corps valué et complet, archimédien ou non. 

Chapitre 3 : Espace affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres 

Dans le troisième chapitre, nous considérons un anneau d'entiers de corps de 
nombres A et restreignons notre propos aux espaces analytiques dont la base est 
le spectre analytique M(A) de cet anneau. Nous commençons par décrire cette base 
elle-même : l'espace topologique sous-jacent, à l'aide du théorème d'Ostrowski, puis 
les sections du faisceau structural . 

Dans un second temps, nous nous intéressons aux espaces affines de dimension 
quelconque au-dessus de l 'anneau A. Nous démontrons quelques résultats concernant 
la topologie de ces espaces et étudions les anneaux locaux en certains points. Nous 
faisons ici appel aux résultats sur les anneaux de séries convergentes démontrés au 
deuxième chapitre ainsi qu 'à la propriété d'hensélianité, qui nous permet d'établir 
l'existence d'isomorphismes locaux. Malheureusement, nous ne sommes pas parvenu 
à étudier tous les points par cette méthode et il est vraisemblable qu'il faille introduire 
de nouvelles techniques pour trai ter les cas restant. 
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CHAPITRE 5 : MORPHISMES FINIS vii 

Signalons que nous parvenons également à décrire explicitement certains anneaux 
locaux et les anneaux de sections globales sur les disques et les couronnes en termes de 
séries convergentes. En utilisant le fait que les anneaux locaux sont henséliens, nous 
obtenons une nouvelle démonstration du théorème classique d'Eisenstein. 

Théorème (G. Eisenstein). — Soit K un corps de nombres. Notons A Vanneau de ses 

entiers. Soit f un élément de i f [T] qui est entier sur K[T]. Alors 

i) il existe un élément a de A* tel que la série f(aT) soit à coefficients dans A ; 

ii) le rayon de convergence de la série f est strictement positif en toute place. 

Chapitre 4 : Droite affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres 

Le quatrième chapitre est consacré spécifiquement à la droite affine analytique au-
dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres A. Dans ce cadre, nous parvenons 
à compléter les résultats du chapitre précédent et à étudier tous les points. Nous 
obtenons les résultats suivants, conformes à l 'intuition. 

Théorème 1. — i) La droite analytique A^an est un espace topologique métri-
sable, localement compact, connexe par arcs et localement connexe par arcs, de 
dimension topologique 3. 

ii) Le morphisme de projection A^'an —• M{A) est ouvert. 

iii) En tout point x de A^an? Vanneau local ûx est hensélien, noethérien, régulier 
et excellent. 

iv) Le principe du prolongement analytique vaut. 

v) Le faisceau structural G sur A^'an est cohérent. 

Nous disposons, à présent, de résultats aboutis concernant les propriétés topolo
giques et algébriques de la droite analytique sur l 'anneau A. Un peu de travail sup
plémentaire nous permet t ra d'en déduire des applications à l 'étude des séries arith
métiques, ainsi que nous l'exposerons au chapitre 7. 

Chapitre 5 : Morphismes finis 

Le cinquième chapitre est consacré à quelques cas particuliers de morphismes finis 
entre espaces analytiques. Nous réalisons cette étude dans un cadre général, au-dessus 
d 'un anneau de Banach quelconque. Le résultat principal du chapitre prend la forme 
suivante. 

Théorème 2. — Soient ||.||) un anneau de Banach et P un polynôme unitaire à 

coefficients dans . Sous certaines conditions, Von peut munir Vanneau quotient 

£/[T]/(P(T)) d'une norme \\.\\P telle que 

i) le couple (g/[T]/(P(T)), \\.\\p) est un anneau de Banach; 
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viii INTRODUCTION 

ii) le morphisme naturel srf —> g/[T]/(P(T)) est borné; 

iii) le morphisme induit (p : M(gf[T}/(P(T))) —» M(A) est fermé et à fibres finies ; 

iv) le faisceau ip*û, où û désigne le faisceau structural sur M(<ç/[T}/(P(T))), est 
cohérent. 

Nous démontrons, au passage, un théorème de division de Weierstratë pour les 
points rigides des fibres qui nous semble présenter un intérêt propre. 

Nous appliquerons, par la suite, les résultats de ce chapitre à certains endomor-
phismes de la droite analytique au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres. 
Indiquons que nous pensons que les techniques introduites ici permet tent d'étudier 
les courbes analytiques au-dessus d 'un tel anneau. Dans ce mémoire, nous n'en dirons 
pas plus à ce sujet, mais développerons ces idées dans un texte à venir. 

Chapitre 6 : Espaces de Stein 

Dans le sixième chapitre, nous reprenons le cadre de la droite affine analytique 
au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres A. Nous cherchons à jeter les 
bases d 'une théorie des espaces de Stein pour les parties de cet espace. Les définitions 
que nous prenons sont les définitions cohomologiques habituelles : une part ie P de la 
droite A^an est dite de Stein si elle vérifie le théorème A : 

pour tout faisceau cohérent & sur P et tout point x de P , la fibre &x est 
engendrée par les sections globales &(P) 

et le théorème B : 

pour tout faisceau cohérent & sur P et tout entier q G N*, nous avons 

H«(P,&) = 0. 

L'objet de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant. 

Théorème 3. — Soit V une partie connexe de Vespace M(A). Soient s et t deux 

nombres réels tels que 0 < s <t. Soit P un polynôme à coefficients dans Û(V) dont le 

coefficient dominant est inversible. Les parties suivantes de la droite analytique A^an 
sont des espaces de Stein : 

i) {x G 7T" -Hv) s < \P(T)(x)\ < t} ; 
ii) {x G 7T" •Hv) s<\P(T)(x)\<t}; 

iii) {x G 7T" -Hv) s<\P(T)(x)\<t}; 

iv) {x G 7T" s < \P(T)(x)\ < t} ; 

v) {x G 7T" \P(T)(x)\>s}; 

vi) {x G 7T" \P(T)(x)\>s}. 

Nous commençons par trai ter le cas des couronnes fermées. La démonstrat ion que 
nous proposons reprend la s t ructure de la preuve classique, en géométrie analytique 
complexe, du fait que les blocs compacts, c'est-à-dire les produits de segments réels 
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dans Cn, sont des espaces de Stein. Les ingrédients essentiels en sont le lemme de 
Cousin, qui permet, sous certaines hypothèses, d'écrire une fonction analytique / 
définie sur une intersection de compacts K~ Pi comme différence d 'une fonction 
analytique / ~ sur K~ et / + sur K+ et le lemme de Cartan, qui en est la version 
multiplicative. 

La démonstration de ces lemmes met en jeu des outils à la fois analytiques et arith
métiques. Si les compacts K~ et K+ sont définis, respectivement, par les inégalités 
\T\ < r et r < \T\ < s, il s'agit essentiellement d'écrire une série de la forme 

/ = 
kez 

akTk 

comme différence / — / + , avec 

r = 
k>0 

]akTk et / + 
fe<0 

akTk, 

Supposons, à présent, que A = Z et que K~ et sont les compacts de M(Z) 
définis, respectivement, par les inégalités \p\ < \ et \p\ > | , où p est un nombre 
premier. Il s'agit alors d'écrire un élément de Qp comme somme, ou produit , d 'un 
élément de Zp et d 'un élément de Z(p). Bien entendu, dans un corps de nombres 
quelconque, ce problème peut se révéler plus délicat et nous le résolvons en utilisant 
le théorème d'approximation forte et la finitude du groupe des classes. 

En ce qui concerne les couronnes ouvertes, le principe de la démonstrat ion consiste 
à construire une exhaustion par des couronnes fermées. Le fait que les couronnes ou
vertes soient de Stein ne découle cependant pas formellement de l'existence d'une telle 
exhaustion. Comme dans le cadre de la géométrie analytique complexe, des proprié
tés supplémentaires sont nécessaires et nous sommes amené à introduire une notion 
d'exhaustion de Stein. Signalons que la démonstration des propriétés requises passe, 
notamment , par un résultat de fermeture pour les sous-modules d 'un module libre, 
d'intérêt indépendant. 

Finalement, le passage du cas des couronnes au cas des parties plus générales qui 
figurent dans le théorème s'effectue à l'aide des résultats sur les morphismes finis 
démontrés au chapitre précédent. 

Chapitre 7 : Applications 

De même que la géométrie analytique complexe permet de démontrer des résul
t a t s sur les fonctions holomorphes, nous obtenons, à l'aide des théorèmes que nous 
avons établis concernant la droite affine analytique sur un anneau d'entiers de corps 
de nombres, des propriétés des séries arithmétiques convergentes (au sens du début 
de l ' introduction). C'est l'objet de notre septième et dernier chapitre. Donnons un 
exemple de telle propriété. Notons D le disque unité ouvert de C. 

Théorème 4. — Soient E et F deux parties disjointes, fermées et discrètes de D ne 

contenant pas le point 0. Soient (na)a€E une famille d'entiers positifs et (Pb)beF une 
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famille de polynômes à coefficients complexes sans terme constant. Nous supposerons 
que 

1. quel que soit a G E, â G E et — na ; 

2. quel que soit b G F, b G F et = Pb. 

Alors il existe g, h G Z [T] H 0(D), avec h ^ 0, qui vérifient les propriétés suivantes : 

i) la fonction f = g/h est holomorphe sur D\F ; 

ii) quel que soit a G E, la fonction f s'annule en a à un ordre supérieur à na ; 

iii) quel que soit b G F, on a f(z) — Pb ( j z ^ ) G ô\> ; 

iv) on a f e Z [T] H û0. 

Ce résultat se démontre par des méthodes cohomologiques. Lorsque la partie E est 
vide, nous utilisons la suite exacte courte 0 —» û ^ ^ ^ ^ / û - ^ O et le fait que le 
disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 de A '̂3,11 est une part ie de Stein. Lorsqu'elle 
ne l'est pas, nous utilisons le même argument en remplaçant le faisceau & par un 
diviseur de Cartier adéquat. 

Soit fP un ensemble fini de nombres premiers. Notons JV G N* leur produit . Il 
est possible de contrôler également le comportement de / en tan t que fonction mé-
romorphe sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 de Cp, pour tout nombre 
premier p G £P. Il nous faut alors autoriser les coefficients de g, de h et du dévelop
pement de / en 0 à appartenir à Z[l/iV]. Bien entendu, nous disposons d 'un résultat 
analogue pour tout corps de nombres. 

Nous proposons, ensuite, une application de nos méthodes à la noethérianité d'an
neaux de séries ari thmétiques convergentes. Pour l 'obtenir, nous nous sommes inspiré 
du théorème suivant de J. Frisch (cf. [12]). 

Théorème (J. Frisch). — Soit X une variété analytique réelle ou complexe. Soit K 
une partie de X compacte, semi-analytique et de Stein. Alors Vanneau des fonctions 
analytiques au voisinage de K est noethérien. 

Comme l'ont montré des résultats ultérieurs (cf. [30], théorème 1 ) , l 'hypothèse de 

semi-analyticité peut être affaiblie. C'est pourquoi nous introduisons ici une notion 

de part ie morcelable. Nous obtenons alors le résultat suivant. 

Théorème 5. — Soit A un anneau d'entiers de corps de nombres. Soit L une partie 

de la droite analytique A^,an compacte, morcelable et de Stein. Alors l'anneau Û(L) 

des fonctions analytiques au voisinage de L est noethérien. 

En appliquant ce théorème aux disques fermés au-dessus des parties semi-

analytiques de M(7A), nous obtenons le résultat suivant. 

Corollaire 6. — Soient t un entier, p\,..., pt des nombres premiers, r i , . . . , rt, des 

éléments de l'intervalle ] 0 , 1 [ . Alors, l'anneau formé des séries 

f e z 
1 

Pl---Pt 
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vérifiant les conditions 

Roo(f) > roo et Vie [Ml, RPi(f) > n 

est un anneau noethérien. 

Si l'on considère uniquement des séries à coefficients entiers et que l'on n'impose 
donc des conditions que sur le rayon de convergence complexe, nous retrouvons un 
résultat de D. Harbater (cf. [18], théorème 1.8). La preuve qu'il en propose est très 
algébrique : elle consiste à décrire tous les idéaux premiers de l 'anneau à l'aide de 
manipulations astucieuses sur les séries. Insistons sur le fait que notre démonstration 
repose sur des arguments géométriques et suit de près les méthodes de la géométrie 
analytique complexe. En ce sens, elle nous semble porter des promesses de générali
sation. Signalons, enfin, que notre résultat s'étend à tout anneau d'entiers de corps 
de nombres. 

Pour finir, nous proposons une application au problème de Galois inverse. Là en
core, nous proposons une nouvelle démonstration d 'un résultat de D. Harbater (cf. 

[20], corollaire 3.8). 

Théorème 7. — Notons Z x - p 1 ] le sous-anneau de Z [T] formé des séries 

k>0@(W) 

qui vérifient la condition suivante : 

V r < l , lim ||afc||rfc = 0. 
k—>-+oo 

Tout groupe fini est groupe de Galois sur le corps Frac(7ii-\T\). 

Les méthodes que nous mettons ici en œuvre nous semblent conceptuellement plus 
simples et plus géométriques que celles proposées par D. Harbater. La théorie des 
espaces de Berkovich nous permet, en effet, d ' interpréter l 'anneau Zx- [T] comme un 
anneau de sections, à savoir l 'anneau des sections du disque D , le disque relatif ouvert 
de rayon 1 centré en la section nulle de la droite analytique A '̂3,11. 

Un groupe fini étant donné, nous pouvons alors construire un revêtement du 
disque D possédant le groupe de Galois voulu. Nous procédons de façon classique, en 
exhibant d 'abord des revêtements cycliques définis localement, puis en les recollant. 
Il reste alors à vérifier que le revêtement obtenu est algébrique. Nous y parvenons en 
utilisant le caractère Stein du disque D , démontré au chapitre précédent. 

Signalons que, là encore, le résultat du théorème s'étend à tout anneau d'entiers de 
corps de nombres. Nous espérons que cette vision géométrique du problème permet t ra 
d'y effectuer quelques progrès. 
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CHAPITRE 1 

ESPACES ANALYTIQUES SUR 
UN ANNEAU DE BANACH 

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré aux espaces analytiques sur un 
anneau de Banach quelconque, au sens de Vladimir G. Berkovich. Au numéro 1.1, 
nous rappelons les constructions qu'il propose dans l'ouvrage [2], à la fois pour l'espace 
topologique et le faisceau structural . Nous donnons, en particulier, une description 
explicite de la droite affine analytique au-dessus d 'un corps value complet quelconque. 

Au numéro 1.2, nous nous intéressons à certaines parties compactes des espaces 
analytiques, que nous avons appelées spectralement convexes. Elles possèdent no
tamment la propriété d 'être homéomorphes à des spectres analytiques d 'anneaux de 
Banach que nous pouvons décrire explicitement. Nous en donnons des exemples et 
démontrons quelques résultats de permanence à leur sujet. Par la suite, les parties 
spectralement convexes nous seront fort utiles pour mener des raisonnements par ré
currence, puisqu'elles permettent de ramener l 'étude d'une partie d 'un espace affine 
de dimension n à celle d 'un espace de dimension relative 0. 

Le numéro 1.3 est consacré à une application naturelle continue, que nous avons 
appelée flot, d 'une partie de R + dans un espace analytique donné. Nous l 'étudions et 
comparons les propriétés des points situés sur une même trajectoire. 

1.1. Définitions 

1.1.1. Spectre analytique d'un anneau de Banach. — Soit A un anneau commutât if uni

taire. Par définition, l'ensemble sous-jacent au spectre Spec(A) de l 'anneau A est l'en

semble des idéaux premiers de A. D'après [16], Introduction, 13, il est en bijection 

avec l'ensemble des classes d'équivalence de morphismes unitaires 

A-+k, 

où k est un corps. Deux morphismes de A vers des corps k\ et &2 sont dits équivalents 

s'ils prennent place dans un diagramme commutatif de la forme suivante : 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 
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A 

M 

ko 

k2. 
La bijection précédente peut être décrite explicitement. Tout d 'abord, si A —> k est 

un morphisme unitaire vers un corps, son noyau est un idéal premier de A et donc un 
élément de Spec(A). Réciproquement, si x est un point de Spec(A), il correspond à 
un idéal premier px de A. On construit alors un morphisme de A vers un corps de la 
façon suivante : 

A -> A/p: Prac(A/px) . 

Le corps k(x) = Frac(A/px) est appelé corps résiduel du point x. Par ailleurs, on vérifie 
que tous les morphismes représentant x se factorisent par le morphisme A —• k(x). 

Si nous désirons maintenant faire de la géométrie analytique, nous avons besoin 
de disposer de notions de normes et de convergence. Nous considérerons donc non 
plus un simple anneau, mais un anneau de Banach. De même, nous remplacerons 
les morphismes vers des corps par des morphismes bornés, et donc continus, vers des 
corps values. Rappelons les définitions de ces notions. 

Définition 1.1.1. — Soient s/ un anneau commutatif unitaire et \\.\\ une application 
de srf dans R + . On dit que rapplication ||.|| est une norme d'anneau sur Vanneau srf si 
elle vérifie les propriétés suivantes : x 

i) (11/11 = 0 ) ^ ( / = 0 ) ; 

" ) l|i|| = i ; 

iii) V / , 3 e < 11/+ s | | < H/H+ 
iv) V / , f l € ^ , H/SU < 11/11 N | . 

On dit que le couple (g/, \\.\\) est un anneau de Banach si Vapplication \\.\\ est une 
norme d'anneau sur Vanneau si et si Vespace topologique s/ est complet pour cette 
norme. 

Soient (s/', ||.||') un anneau de Banach et (p une application de s/ dans s/'. On 
dit que l'application ip est un morphisme borné d'anneaux de Banach si l'application (p 
est un morphisme d'anneaux et s'il existe un nombre réel C tel que 

v / e < M / ) | | ' < c | | / | | . 

Remarque 1.1.2. — Cette définition du caractère borné ne coïncide pas avec la défini
tion habituelle, mais elle est naturelle dans le cadre des morphismes d 'anneaux. Nous 
utiliserons uniquement celle-ci. 
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Définition 1.1.3. — On appelle corps value tout couple (K, \ .\), où K est un corps com-
mutatif et |.| une valeur absolue sur K, c'est-à-dire une application de K dans R + 
qui vérifie les propriétés suivantes : 

i) (l/l = 0 ) * ( / = 0 ) ; 

ii) |1 | = 1 ; 

iii) Wf,geK, | / + 5l<l/l + lff|; 

iv) Vf,geK, \fg\ = |/| \g\. 

Soit (srf, ||.||) un anneau de Banach. On appelle caractère de Vanneau de Banach 
(g/, ||.||) tout morphisme borné de la forme 

X : K , | | . | | ) - ( t f , | . | ) , 

où (K, |.|) est un corps value complet. 

Remarque 1.1.4. — Dire que le morphisme x : №-> 11-11) ~~> l-l) es^ borné signifie, 
par définition, qu'il existe un nombre réel C > 0 tel que, quel que soit / 6 ^ , nous 
ayons 

lx(/)l<c ||/||. 
Soient / E et n G N * . Nous avons alors 

lx(/)l = lx(/n)l1/n < c1/n ll/nll1/n < c1/n 11/11-
En passant à la limite quand n tend vers +oo, nous obtenons 

lx(/)l < 11/11-
Nous pourrons donc toujours supposer que C = 1. 

Définition 1.1.5. — Soit («2 ,̂ 11-11) un anneau de Banach. On dit que deux caractères 
de 

Xi : K , 11-11) - (Kl7 | . | i) et X2 : « ||-||) - (K2, |.|2) 

sont équivalents s'il existe un troisième caractère de ||.||) 

X o : K , 11-11) - » ( / fo , | . | o ) 

et deux morphismes isométriques 

il • (K0, |.|0) - (Ki, |.|i) et j2 : (K0, |.|0) - (K2, |.|2) 

qui font commuter le diagramme 

« 11-11) 

Xi _ 
.(tfl .l-ll) 

Xo 
(#0, |-10) 

X2 

(K2,\.\2). 
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4 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

Comme dans le cas des schémas, nous pouvons décrire les classes d'équivalence 
de caractères d 'une façon explicite. À cet effet, nous aurons besoin de la définition 
suivante. 

Définition 1.1.6. — Soit (s/, ||. ||) un anneau de Banach. Une semi-norme multiplicative 
bornée sur Vanneau de Banach (s/, ||.||) est une application |.| : srf —> R + qui vérife les 
propriétés suivantes : 

i) | 0 | = 0 ; 

ii) | 1 | = 1 ; 

iii) V / ) 5 € ^ , | / + 5 | < I / I + M ; 

iv) Vf,ge*/, \fg\ = \f\\g\; 

v) 3 C > 0 , V / G ^ , | / | < C | | / | | . 

Remarque 1.1.7. — Le même raisonnement que pour les caractères montre que l'on 
peut supposer que C = 1. 

Soit (s/, ||.||) un anneau de Banach. L'ensemble des classes d'équivalence de ca

ractères sur (s/, ||.||) est en bijection avec l'ensemble des semi-normes multiplicatives 

bornées sur (s/, | | . | | ) . Nous pouvons décrire cette bijection explicitement. À tout ca

ractère 

X : ( * M | . | | ) - ( t f , | . | ) , 

on associe la semi-norme multiplicative 

^ 2^ K R+ 

Elle est bornée car le morphisme \ es^ borné. On vérifie immédiatement que la semi-
norme obtenue ne dépend que de la classe d'équivalence du caractère \ . 

Réciproquement, soit |.|x une semi-norme multiplicative bornée sur (s/, | | . | | ) . L'en
semble 

P\.u = { / e < l/lx = 0} 
est un idéal premier de s/. Le quotient ^4/p|.|x est un anneau intègre sur lequel la 
semi-norme |.|a. induit une valeur absolue. Nous noterons Jt?(\.\x) le complété du 
corps des fractions de cet anneau pour cette valeur absolue. La construction fournit 
un morphisme 

^-•^(l-L). 
On vérifie sans peine qu'il est borné et donc que c'est un caractère. Comme dans le cas 

des schémas, tout caractère représentant la semi-norme multiplicative |.|a. se factorise 

par le caractère s/ —» Jf?(\.\x)-
Ces considérations motivent la définition suivante. 

Définition 1.1.8 (V. Berkovich). — Soit (s/, ||.||) un anneau de Banach. On appelle 

spectre analytique de Vanneau de Banach (s/, ||.||) et Von note M(srf, | | . | |) , ou plus 

simplement 3t(&/) si aucune ambiguïté n'en résulte, Vensemble des semi-normes 

multiplicatives bornées sur (s/, \\.\\). 
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Soit (si, ||.||) un anneau de Banach. Soient / un élément de si et x un point de 
M(si). Notons |.|x la semi-norme multiplicative bornée sur si associée au point x et 
Px = P\.\x l'idéal premier défini précédemment. On appelle corps résiduel complété du 
point x, et on note Jt?(x), le corps J4?(\.\x) défini précédemment. Notons f(x) l 'image 
de l'élément / de si par le caractère si —* Jf?(x). Le corps Jff(x) est muni d 'une 
valeur absolue, que nous noterons toujours |.|. Cela n 'entraînera aucune confusion. 
Avec ces notations, nous avons donc 

= l/U-
Comme les notations l 'indiquent, nous considérerons désormais les éléments de si 
comme des fonctions sur l'espace M(si). 

Munissons, à présent, le spectre analytique M(si) d 'une topologie : la topologie la 
plus grossière rendant continues les applications d'évaluation, c'est-à-dire les applica
tions de la forme 

M(si) -> R + 

x i-> \f(x)\, 

où / est un élément de si. Cette topologie est également celle de la convergence faible, 
ou encore celle induite par la topologie produit sur R ^ . Le spectre analytique M(si) 
vérifie alors des propriétés remarquables (cf. [2], théorème 1.2.1). 

Théorème 1.1.9 (V. Berkovich). — Le spectre analytique M(si) est un espace topolo
gique compact. Si Vanneau si n'est pas nul, cet espace n'est pas vide. 

1.1.2. Espace affine analytique. — Soit (j^, ||.||) un anneau de Banach. Maintenant 
que nous avons défini le spectre analytique de cet anneau, nous pouvons définir ce 
qu'est l'espace affine au-dessus de celui-ci. Soit n E N . 

Définition 1.1.10 (V. Berkovich). — On appelle espace affine analytique de dimension n 
sur (si, ||.||) l'ensemble des semi-normes multiplicatives sur si[Ti,..., Tn] dont la res
triction à (si, ||.||) est bornée. Nous le noterons A^an. 

En reprenant le raisonnement du paragraphe précédent, on montre que l'en
semble A^an est en bijection avec l'ensemble des classes d'équivalence de morphismes 

s/[Tu...,Tn]^K, 

où K est un corps value complet, dont la restriction à si est bornée. Comme pré
cédemment, nous associons à chaque point x de A^an un idéal premier px et un 
corps résiduel complété Jf?(x). Pour tout élément / de #/[Ti,..., Tn], nous désignons 
par f(x) l'image de / par le morphisme si[Ti,..., Tn] —> J$?(x). 

Nous munissons également l'espace A^an de la topologie la plus grossière pour 
laquelle les applications d'évaluation sont continues. Il vérifie alors encore certaines 
propriétés topologiques (cf. [2], remarque 1.5.2.(i)). Nous les redémontrons ici. 
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PwpositionLl.il. — Pour tout nombre réel positif r, la partie de l'espace analy
tique A^an définie par 

{ x 6 A 7 | V i ë [ l , 4 | 2 i O r ) | < r } 

est compacte. 

Démonstration. — L'application ||.||r : si[Ti,... , Tn] —> R + définie par 

(fci,...,fe„)eN» 
afcl, . . . ,fcnr*' . . .T*-

r (fci,...,fcn)€N» 
la*i,...,fc» 

r&H Hfcn 

est une norme sur la ^/-algèbre £ ^ [ T i , . . . , Tn\. Notons 3S le complété de l 'anneau srf 
pour cette norme. L'application naturelle 

^ [ T i , . . . , T n ] - » # 

est bornée sur srf. Elle induit donc un morphisme 

aaafcl,...,fcnr*'...T*-

Posons 

K = {x € A^an I Vi € [ l , n ] , №(x)| < r } 
Montrons que l'image de ip contient la part ie K. Soit x un point de K. Il est associé 
à un morphisme 

Xx:^[Tu...,Tn]^^f(x)y 
qui est borné sur srf. Pour tout élément i de nous avons 

\Ti(x)\<r=\\Ti\\r. 

On en déduit que le morphisme \x est borné lorsque l'on munit l'algèbre « a ^ p i , . . . , Tn] 
de la norme ||.||r. Par conséquent, le morphisme \x se factorise par un morphisme 

afcl,...,fcnr*'...T*-

On en déduit que le point x appart ient à l'image du morphisme (p. 

Puisque l 'espace M(3$) est compact, l 'image du morphisme (p l'est également. Par 
définition de la topologie de l'espace A^an, la part ie K est fermée. Puisqu'elle est 
contenue dans l'image du morphisme (p, elle est compacte. • 

Notons 7T : A^an —• M(sf) l 'application de projection induite par le morphisme 

^sf[Tu...,Tn\. 

Corollaire 1.1.12. — Soit U une partie de M{srf) et P i ( T i ) , . . . , Pn(Tn) des polynômes 

à coefficients dans Û{U) dont le coefficient dominant est inversible. Pour toute partie 

compacte V de U et tout élément r de R + , la partie de Vespace analytique A^an 
définie par 

est compacte. 

{x 6 *-\V)\ii e f i ,ni, \Pi(Ti)(x)\ < r} 
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Démonstration. — Soit i un élément de [ l , n | . Il existe un entier di, un élément 
de Û(U) inversible et des éléments a ^ - i , . . . ,aij0 àe Û(U) tels que 

di 

Pi(Ti) = X>i>fcï;fc dans Û(U)[Ti\. 
k=0 

Puisque la fonction a ^ . est inversible sur U, la quanti té 

nu = inf (|ai>d.(t;)|) 

est strictement positive. Pour tout élément x de 7r-1(F), nous avons donc 

di-l 

\Pi(Ti)(x)\ > \ a i 4 i ( x ) \ - Yl Mx)\\Ti(x)\k 

k=0 
di-l 

> rmlTiix)]*- £ \\<H,k\\v\Ti(x)\k. 
k=0 

La fonction 
di-l 

at : t e R i-> rriitdi - ^2 \\ai,k\\vtk e R 

k=0 
tend vers +oo quand t tend vers +oo. Par conséquent, il existe un élément Si de R + 
tel que, quel que soit t > Si, on ait cti(t) > r. Pour tout élément x de 7r_1(y) vérifiant 
\Pi(Ti)(x)\ < r , nous avons donc < Si. 

Posons s = maxi<i<n(5i). La partie 
K = {x G t t " 1 ^ ) | Vz G [ l , n ] , |P i№)(a; ) | < r } 

est fermée dans A^an puisque la partie F est fermée. En outre, elle est contenue dans 

la partie 

{ x e A ^ a n | V i € [ l , n l , \Ti(x)\<s}, 

qui est compacte, en vertu du lemme précédent. On en déduit que la partie K est 
compacte. • 

Théorème 1.1.13 (V. Berkovich). — L'espace analytique A^an est un espace topolo
gique séparé, a-compact et localement compact. 

Démonstration. — Soient x et y deux points distincts de l'espace A^an . Il existe 
alors un élément / de s/[Ti,... ,Tn] tel que \f(x)\ / Quit te à échanger les 
points x et y, nous pouvons supposer que \f(x)\ < Soit r un élément de 

l'intervalle ] | / (# ) | , Les ouverts 

{ze AnJan | \f(z)\ < r} et {z € AnJ* | \f(z)\ > r} 

séparent les points x et y. Par conséquent, l'espace A^an est séparé. 

L'espace A^an est réunion des espaces 

Dn = {xe A^an | Vz e [ l , n ] , | ï i(a:) | < n} , 
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8 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

pour n décrivant N . D'après la proposition 1.1.11, ces espaces sont compacts. On en 
déduit que l'espace A^an est a-compact. 

En outre, par définition de la topologie, tout point possède un système fondamental 

de voisinages fermés. Puisque tout point est contenu dans l'intérieur de l'espace Dn, 

pour un certain entier positif n, et que cet espace est compact, on en déduit tout 

point possède un système fondamental de voisinages compacts. • 

Donnons, à présent, quelques exemples de points d'espaces analytiques. Nous nous 

restreindrons au cas où l 'anneau de Banach (s/, ||.||) est un corps value complet 

(fc, | . | ) . Son spectre analytique M(k) est alors constitué d 'un seul point. Remar

quons que l'espace analytique A£'an contient l'ensemble kn. En effet, à tout élément 

ol = (ai,..., an) de fcn, nous pouvons associer le point de A£'an défini par 

k[Tu...,Tn]@(W)(\T\<(s',u))@(W)(\T\<(s',u)) 

P{Tx,...,Tn) h-» \P(au...,an)\. 

Nous noterons encore a ce point. Un tel point sera appelé point rationnel de l'espace 
analytique A£'an. En voici une définition équivalente. 

Définition 1.1.14. — Soient (k, |.|) un corps value complet. On dit qu'un point x de 

l'espace analytique A£'an est un point rationnel si le morphisme naturel k —> Jf(x) 

est un isomorphisme. 

En général, l'espace analytique A£'an contient beaucoup plus de points que l'es
pace kn. C'est en particulier le cas si le corps k n'est pas algébriquement clos et 
si n > 1. Considérons une clôture algébrique k du corps k. La valeur absolue |.| sur k 

se prolonge de façon unique en une valeur absolue sur k, que nous noterons encore |.|. 
À tout élément /3 = . . . , f3n) de kn, nous pouvons associer le point de A£'an défini 
par 

* [ T i , . . . , r n ] -> R + 

P f f i rn) | Р ( А , . . . , А , ) | . 

Nous noterons encore /3 ce point. Attention, cependant : si a désigne un élément de 

Gal(/b/fc), les points . . . , /3n) et (cr( /? i ) , . . . , o~(/3n)) coïncident ! Un tel point sera 

appelé point rigide de l'espace analytique A^'an. En voici une définition équivalente. 

Définition 1.1.15. — Soient (k, |.|) un corps value complet et n un nombre entier po

sitif. On dit qu'un point x de l'espace analytique A^'an est un point rigide si le mor

phisme naturel k —> J^(x) est une extension finie de corps. 

Dans les numéros qui suivent, nous décrivons explicitement l'espace et sa topo

logie dans quelques cas simples. Dans le cas archimédien, nous ferons le lien entre 

l'espace A^'an et les espaces analytiques réels et complexes usuels. Dans le cas ul

t ramétr ique, nous nous contenterons de décrire la droite Afc'an. Nous observerons, en 

particulier, qu'elle contient beaucoup plus de points que k. 
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1.1.2.1. Espace affine analytique sur un corps archimédien. — Commençons par sup
poser que le corps (fc, |.|) est un corps muni d 'une valeur absolue archimédienne pour 
laquelle il est complet. D'après [6], VI, §6, n° 4, théorème 2, il existe un élément s 

de l'intervalle ]0,1] tel que le corps value (fc, |.|) soit isométriquement isomorphe au 
corps (R, l-l^) ou au corps (C , |.|£o), où |.|oo désigne la valeur absolue usuelle. 

Supposons que (fc, |.|) = (C , |.|Jo), avec 5 G ]0,1]. Soit n un entier positif. Nous 
savons que les points de l'espace Ac'an sont en bijection avec les classes d'équivalences 
de caractères de C [ T i , . . . , Tn]. Soit 

X : C [ T i , . . . , T n ] - > L 

un tel caractère. D'après le théorème de Gelfand-Mazur (cf. [6], VI, §6, n° 4, théo
rème 1), le corps L est isomorphe à C . Posons 

a = ( x ( T i ) , . . . J x ( r n ) ) 6 C n . 

Alors, le caractère \ n'est autre que le morphisme évaluation au point a de Cn . On 
en déduit que les ensembles Aji'an et Cn sont en bijection, autrement dit, tous les 
points de l'espace analytique A^'an sont rationnels. D 'aut re par t , il est clair que les 
topologies coïncident. Les espaces Aç'an et Cn sont donc homéomorphes. 

Supposons, à présent, que (k, |.|) = (R, |.|£o), avec 5 G ]0,1]. Soit n un entier 
positif. Le même raisonnement que précédemment montre que l'espace A^an est ho-
méomorphe au quotient de l'espace Cn par la conjugaison complexe. En particulier, 
tous les points de l'espace analytique A^'an sont rigides. 

1.1.2.2. Droite sur un corps trivialement value. — Dans cette partie, nous suppose

rons que le corps k est muni de la valeur absolue triviale | . |Q. NOUS nous contenterons 

de décrire la droite affine analytique Aj^,an. 

Soit x un point de A^,an. Il lui correspond une semi-norme multiplicative bornée 
sur k. Notons 

px = {fek[T]\\f\x = o}. 

C'est un idéal premier de k[T]. 
Supposons, tout d 'abord, que l'idéal px n'est pas l'idéal nul. Il existe alors un poly

nôme irréductible P(T) de k[T] qui engendre l'idéal px. La semi-norme multiplicative 
|.|a; induit une valeur absolue sur le quotient 

k[T]/px = k[T]/(P(T)) 

qui est une extension finie du corps k. Cet te valeur absolue ne peut être que la valeur 
absolue triviale. Par conséquent, nous avons 

k[T] R + 

Mx: Q(T) 
0 si P | Q 

1 sinon. 

Nous noterons rjpto le point de Aj^'an correspondant. Nous avons 

^(r,Pt0) = k[T}/(P(T)). 
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10 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

Supposons, à présent, que l'idéal px est l'idéal nul. La semi-norme multiplicative 
est alors une valeur absolue sur k[T]. Par hypothèse, la restriction de cette valeur ab
solue à k est bornée par la valeur absolue triviale. En particulier, pour tout entier 
positif n, nous avons |n. l |x < 1. On en déduit que la valeur absolue est ul tramé
trique en utilisant le lemme classique suivant. 

Lemme 1.1.16. — Soit (fc, |.|) un corps value. La valeur absolue \.\ est ultramétrique 

si, et seulement si, il existe un nombre réel C tel que, pour tout entier positif n, nous 

ayons \n.l\ < C. 

Démonstration. — Supposons que la valeur absolue |.| est ul tramétrique. En utilisant 
l'inégalité ul tramétrique et le fait que | 1 | = 1, on montre par récurrence que, pour 
tout entier positif n, nous avons \n.l\ < 1. 

Supposons qu'il existe un nombre réel C tel que, pour tout entier positif n, nous 
ayons | n . l | < C. Soient a,b e k. Soit p G N*. Nous avons 

\a + b\P = |(o + 6)P| 

p 

\i=0 

afcl,...,fcnr*'. 

i=0 
\c;\ lahbr* 

< pC max( |a | , |6 | )*\ 

En élevant l'inégalité obtenue à la puissance 1/p et en faisant tendre p vers +00, on 
obtient 

\a + b\ < max( |a | , \b\). 

Nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d 'abord, que \T\X < 1. On montre 

alors facilement que, quel que soit / G k[T], nous avons 

i/u < i-

L'inégalité ul tramétrique assure alors que la partie 

p'x = {/ € k[T] I\f\x < 1} 

est un idéal premier de k[T], Si cet idéal est nul, alors nous avons \.\x = |.|o- Nous 

appellerons ce point point de Gaufi et le noterons rji. 

Dans les autres cas, l'idéal px est engendré par un polynôme irréductible P de 

k(T). Notons vp la valuation P-adique sur k[T], Il existe r G ]0,1[ tel que \P\X = r. 

Pour tout élément Q(T) de k[T], nous avons alors 

\Q\x = rvp{Q). 
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1.1. DÉFINITIONS 11 

Nous noterons r]pir le point de A f c '
a n correspondant. Le corps résiduel complété 

<ffl{?)p,r) en ce point est le complété du corps k(T) pour la topologie P-adique. Si 

P(T) = T, nous noterons rjr le point correspondant. Le morphisme naturel k[T] —> 

J4?(rjr) induit alors un isomorphisme entre le corps des séries de Laurent k((T)) et le 

corps résiduel complété Jt?(rjr). 

+ o o 

s 
jyd 

1 Vi 

VQjt 1 r]r 

VQ,O 
IKUO 

r 0 

0 

FIGURE 1. Droite analytique sur un corps trivialement valué. 

Supposons, à présent, que \T\X > 1. Il existe r > 1 tel que \T\X = r. L'inégalité 

ultramétrique montre alors que, quel que soit Q(T) G k[T], nous avons 

| Q | 2 = r d e g « 3 ) _ 

Nous noterons rjr le point de A^' a n correspondant. Le morphisme naturel k[T] —» 

J4?(rjr) induit alors un isomorphisme entre le corps des séries de Laurent fc((T-1)) et 

le corps résiduel complété J4?(rjr). 

Introduisons encore quelques notations. Pour a G k et r £ [0,1], nous noterons 

Va,r = VT-a,r-

Si r = 0, nous noterons parfois simplement a le point î]a,0' 

Pour finir, décrivons la topologie de la droite A^' a n . Nous ne démontrerons pas 

les résultats qui suivent. Pour se faire une idée des preuves, le lecteur intéressé peut 

se reporter au numéro 3.1.1, où nous décrivons la topologie du spectre d 'un anneau 
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12 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

d'entiers de corps de nombres. La topologie des branches est particulièrement simple. 
En effet, pour tout polynôme irréductible P(T) de fc[T], l 'application 

[0,1] - A*'an 

réalise un homéomorphisme sur son image. De même, l 'application 

[ l ,+oo[ - A*>an 

r I—• TJr 

réalise un homéomorphisme sur son image. 
Afin d'être complets, il nous reste à décrire un système fondamental de voisinages 

du point de Gaufi rji ; l 'ensemble des parties de A^'an qui contiennent un voisinage du 
point rji dans un nombre fini de branches et la totali té des branches restantes en est 
un. 

1.1.2.3. Droite sur un corps ultramétrique quelconque. — Il est en fait possible de 

décrire la droite analytique au-dessus de tout corps ultramétrique complet. Nous allons 

nous limiter au cas des corps qui sont également algébriquement clos. Cet te restriction 

ne nuit pas à la généralité de notre propos. En effet, d'après [2], corollaire 1.3.6, si k 

désigne un corps value complet, k l 'une de ses clôtures algébriques et k le complété de 

cette dernière, alors le groupe de Galois Gal(fc/fc) agit sur k et le morphisme naturel 

A ^ / G a l ^ / f c ) ^ A*'an 

est un isomorphisme. 

Nous supposerons donc, désormais, que k est un corps ultramétrique complet algé
briquement clos. Nous reprenons la description donnée par V. Berkovich au numéro 
1.4.4 de l 'ouvrage [2]. Il y distingue quatre types de points. Soit a G k. L'application 
d'évaluation 

k[T] -> R + 

P(T) i—• \P(a)\ 

définit une semi-norme multiplicative sur k[T] bornée sur k et donc un point de A^'an. 
Nous noterons a ce point. Un tel point est dit de type 1. En ce point le corps résiduel 

complété est simplement 

Jt?(a) = k. 

Soient a G k et r > 0. L'application 

k[T] R + 

V c n ( T - c * r » max( | cn | rn ) 
neN 

définit encore une semi-norme multiplicative sur k[T] bornée sur k. Seul le carac

tère multiplicatif n'est pas immédiat. Il provient en fait de l'inégalité ul tramétrique. 
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1.1. DÉFINITIONS 13 

points de type 4 

afcl,...,fcnr*'...T*-

V2,r (r £PQ) 

- 1 

-p 

Kafcl,...,fcnr*'...T*-

0 
P-P 

GHJSD 

p 
V + V2 

1 

2 

FIGURE 2. Droite analytique sur le corps C P muni de la valeur absolue |.|p. 

Nous noterons rjair le point de la droite A^'an correspondant. Il est remarquable que, 
contrairement à ce que notre notation peut laisser croire, le point rja^r ne dépend que 
de 

D(a, r)(k) = {x G k | \x — a\ < r } , 

l'ensemble des fc-points du disque fermé de centre a et de rayon r . En particulier, 

pour P G fc, nous avons 

W = Vp,r si \a-/3\< r. 
Les différents points rja^ se comportent différemment selon que le nombre réel r 
appartient ou non au groupe |fc*|. Lorsque r appartient à |fc*|, le point rja:r est dit de 
type 2. Nous avons alors 

^ ( w ) - HT) et \Jfr(Va,r)*\ = 
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14 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

Lorsque r n 'appart ient pas à |fc*|, le point rja^ est dit de type 3. Nous avons alors 

^(Va,r) = k et le groupe | ^ ( n a > r ) * | est engendré par \k*\ et r. 

Lorsque a = 0, nous noterons simplement r]r = rja^r. 

Il nous reste un type de points à décrire. Soient / un ensemble ordonné, a = (û^)ïGj 
une famille d'éléments de k et r = ( r ^ e i une famille de nombres réels strictement 
positifs qui vérifient les propriétés suivantes : 

i) Vz < j , D(ai,n)(k) C D(aj,rj)(k) ; 

ii) f)D(ai,ri)(k) = 0. 
tel 

De telles familles existent lorsque le corps k n'est pas maximalement complet (cf. [22], 
définition 5.2). C'est le cas du corps Cp, pour tout nombre premier p. Remarquons 
que de telles familles vérifient 

in f fa ) > 0, 
iei 

sinon le caractère complet du corps k imposerait à l'intersection des disques de contenir 
un point. L'application 

k[T] -> R + 
P(T) » inf(|P(!7a,,r,)|) 

tel 

définit une semi-norme multiplicative sur k[T] bornée sur k. Nous noterons rj^^ le 

point de la droite A^,an correspondant. Un tel point est dit de type 4. Le corps résiduel 

complété en ce point est une extension immédiate du corps k : il vérifie 

JF^) = k et \J^(n^RY\ = |fc*|. 

Pour terminer, revenons au cas d 'un corps k ul tramétrique complet quelconque et 
donc plus nécessairement algébriquement clos. Considérons le morphisme de change
ment de base 

A l,an A l,an 
i ^Ak ' 

C'est un morphisme surjectif. Nous dirons qu 'un point x de la droite analytique Aj^'an 

est de type i, pour i G [1 ,4] , si l 'un des ses antécédents par le morphisme (p est de 

type i (et c'est alors le cas pour tous) . En outre, pour tous éléments a de et r 

de R + , nous noterons identiquement les points a , rja^r et rjr de Al 'an et leur image 

par le morphisme ip. De nouveau, nous appellerons point de Gaufi le point 771. 

Soit P(T) un polynôme irréductible de k[T], Notons a i , . . . , a ^ , avec d G N*, ses 

racines dans k. L'application 

k[T) R + 

Q(T) 
0 s i P | Q 

1 sinon 
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1.1. DÉFINITIONS 15 

est une semi-norme multiplicative sur k[T], bornée sur k. Nous noterons 77^0 le point 

de la droite A^'an correspondant. Nous avons 

<P-1(rçp,o) = ad} 

et 

JPtoo) = k[T]/(P(T)). 

En particulier, le point rjp^o est un point de type 1 et un point rigide de la droite 

analytique A^'an. Réciproquement, si le corps k est parfait, le théorème de l'élément 

primitif assure que tout point rigide de cette droite peut s'écrire sous la forme TJQ^, 

où Q est un polynôme irréductible à coefficients dans k. 

Les points rigides sont des points de type 1 de la droite A^'an, mais la réciproque 
n'est en général pas valable, même dans le cas des corps parfaits. Considérons, par 
exemple, le corps Qp muni de la valeur absolue p-adique usuelle Cette valeur 
absolue se prolonge de façon unique en une valeur absolue sur Cp, que nous noterons 
identiquement. Soit a un élément de Cp qui n'est pas algébrique sur Qp. L'application 

QP[T] - , R + 

Q(T) » \Q(a)\p 

définit un point de type 1 de la droite Agan qui n'est pas un point rigide. En effet, 

le corps résiduel complété en ce point n'est autre que le corps Qp(a), une extension 

transcendante de Qp. 

La topologie de la droite analytique sur un corps ultramétrique complet quelconque 
est, en général, assez compliquée et nous ne la décrirons pas, mais la figure 2 nous 
semble permett re de se la représenter assez fidèlement. En particulier, les segments que 
l'on y voit tracés sont homéomorphes à des segments. Il faut cependant être prudents 
en ce qui concerne les voisinages des points de type 2, autrement dit, les points de 
branchement. Soient x un tel point et Cx l'ensemble des composantes connexes du 
complémentaire du point x dans la droite A^'an (cet ensemble est naturellement en 

bijection avec la droite projective sur le corps J$?(x)). Alors, pour tout voisinage V du 
point x, il n'existe qu 'un nombre fini d'éléments de Cx qui ne soient pas entièrement 
contenus dans V. 

1.1.3. Faisceau structural. — Pour parvenir à faire de la géométrie sur les espaces ana
lytiques au sens précédent, nous devons en faire des espaces localement annelés. Nous 
suivrons la construction développée par V. Berkovich au numéro 1.5 de l'ouvrage [2]. 
Soient (s/, ||.||) un anneau de Banach et n un entier positif. Nous nous restreindrons 
à certains types de normes. 

Définition 1.1.17. — On appelle semi-norme spectrale sur Vanneau de Banach (s/, ||.||) 

la semi-norme définie par 

V/ e */, = max ( | /0r) |) = inf (Vf) • 

xeM(^) fcGN* VII II / 
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16 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

Remarque 1.1.18. — Les deux dernières quantités sont égales en vertu de [2], théorème 
1.3.1. 

Définition 1.1.19. — On dit que la norme ||.|| est uniforme si elle est équivalente à la 

semi-norme spectrale, c'est-à-dire s'il existe deux constantes C_ > 0 et C+ > 0 telles 

que 

V/ e *f, C_ ||/||sp < 11/11 < C+ \\f\\sp. 

Dans ce cas, on dit que l'anneau de Banach (srf', ||.||) est uniforme. 

Dans la suite de ce texte, nous supposerons toujours que la norme ||.|| est uniforme. 
Cela impose en particulier à la semi-norme spectrale d'être une norme et donc à 
l 'anneau d'être réduit. Nous disposons également d 'un homéomorphisme 

M(*/, \\.\\)^M(^, \\.\\sp) 

induit par l 'application identité. 

Définissons, à présent, le préfaisceau JÉT des fractions rationnelles sans pôles 
sur A^an de la façon suivante : pour tout ouvert U de A^an, l 'anneau Jfi(U) est le 
localisé de £?[Ti,... ,Tn] par l'ensemble de ses éléments qui ne s'annulent en aucun 
point de U. Exprimons cette définition à l'aide de notations mathématiques. 

Définition 1.1.20. — Pour tout ouvert U de l'espace A^an, posons 

Su = {Pe s/[Tu ... ,Tn] | V* G P(x) ¿ 0} . 

Nous définissons le préfaisceau Jff des fractions rationnelles sans pôles sur Vespace A^an 
comme le fondeur contravariant qui à tout ouvert U de A^an associe l'anneau 

JT(U) = S? Tn]. 

Nous allons maintenant définir les fonctions analytiques comme les fonctions qui 
sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans pôles. 

Définition 1.1.21. — Nous définissons le faisceau structural û sur Vespace A^an, que 
nous appellerons encore faisceau des fonctions analytiques sur l'espace A^an, comme le 
fondeur contravariant qui à tout ouvert U de A^an associe l'anneau 0(11) constitué 
de l'ensemble des applications 

f:U^\J JP(x) 
xeu 

telles que, pour tout élément x de U, on ait 

f(x) e Jif(x) 

et qui vérifient la condition suivante : pour tout élément x deU, il existe un voisinage 
ouvert V de x dans U et une suite (i2¿)¿eN d'éléments de Jif{V) telle que, quel que 
soit e > 0, il existe un entier positif j pour lequel on ait 

Vi > j , V» e V, \f(y) Ri(y)\<e. 
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Remarque 1.1.22. — Cette définition locale assure que 6 est bien un faisceau d'an
neaux sur A^an. On vérifie qu'en tout point x de l'espace A^an, le germe ûx est un 
anneau local dont l'idéal maximal est l'ensemble des germes de fonctions qui s'an
nulent au point x. 

Définition 1.1.23. — Soit x un point de l'espace A^an. Notons mx l'idéal maximal de 

l'anneau local &x. On appelle corps résiduel du point x le corps 

k(x) = Ûx/mx. 

Remarque 1.1.24. — Si l 'anneau de Banach considéré est l 'anneau C muni de la valeur 
absolue usuelle, nous retrouvons la notion habituelle de fonction holomorphe. En effet, 
toutes les fractions rationnelles sans pôles sur un ouvert de Cn sont holomorphes sur 
cet ouvert et il est bien connu qu'une limite uniforme de fonctions holomorphes reste 
holomorphe. 

Réciproquement, toute fonction holomorphe sur un ouvert U de Cn est localement 
limite uniforme de polynômes. Il suffit, par exemple, de recouvrir l'ouvert U par des 
disques ouverts dont l 'adhérence est contenue dans U. 

Le résultat qui suit justifie le fait que nous ayons choisi de munir l 'anneau d'une 
norme uniforme. 

Lemme 1.1.25. — Le morphisme d'anneaux naturel 

^ [ T 1 ) . . . , T n ] - > < ? ( A 2 a n ) 

est injectif. 

Démonstration. — Soit P un élément de &/[Ti,... ,Tn] dont l'image dans Û(AJ^n) 
est nulle. Cela signifie qu'en tout point x de l'espace A^an, nous avons 

P(Tu...,Tn)(x) = 0. 

Il existe une famille presque nulle (ak1,...,kri)(k1,...,kri)e'Nn d'éléments de s/ telle que 
l'on ait 

P(TU ... ,Tn) = £ akl_kn I f • "Tkn- dans s/[Tu ... ,Tn]. 
(fei,..,fe„)6NB 

Soit b un point de M(s/). Si le polynôme 

A ( ï i , . . . ,Tn) = E WT?1 • "T^ de JT(b)[Tu . . . ,Tn] 
(fci,...,fcn)6N™ 

n'est pas nul, il existe une extension finie de Jf(b) et un élément de L^ tel que 
l'on ait 

Pb(®b) i=- 0 dans L\y. 
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18 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

L'élément de L£ définit alors un point (rigide) a'h de l'espace J^(b)[Ti,... ,Tn] en 
lequel nous avons 

P ( T i , . . . , Tn)(a'h) = Ph(Tu ..., Tn)(a'6) ^ 0. 

C'est impossible. 

Soit (fci, . . . ,fcn) un élément de Nn. Nous avons montré que, pour tout point b 

de M(s/), nous avons 

afci,...,fcn(6) = 0. 

On en déduit que 

Hafci,...,fcJ|sp = 0 
et donc que 

||afci,...,fc„H = °' 
puisque la semi-norme ||.||Sp et la norme ||.|| sont équivalentes. Par conséquent, nous 
avons afclj...jfcn = 0 dans s/. On en déduit que le polynôme P est nul. • 

Remarque 1.1.26. — L'application identité de (s/, ||.||) vers (s/, ||.||sp) induit un iso-
morphisme d'espaces annelés 

A n,anA||.|| ~ * n,anA||.|| 

Pour de nombreuses questions, nous pourrons donc supposer que la norme ||.|| est la 
norme spectrale. 

Nous disposons, à présent, d 'une notion de fonction analytique sur les ouverts de 
l'espace A^an. Nous pouvons en déduire une définition générale d'espace analytique. 
Nous la donnons ci-dessous dans un souci d'exhaustivité, mais ne l'utiliserons pas. 
Dans le cas complexe, un espace est dit analytique s'il est localement isomorphe à un 
fermé analytique d 'un ouvert d 'un espace affine. La définition suivante s'impose donc 
naturellement. 

Définition 1.1.27(V. Berkovich). — On dit qu'un espace localement annelé (V, ûy) est 
un modèle local d'un espace analytique sur si s'il existe un entier positif n, un ouvert U 
de A^an et un faisceau d'idéaux de type fini de @u tels que (V, ûy) soit isomorphe 
au support du faisceau &u j , muni du faisceau 6\j j . 

On appelle espace analytique sur s/ tout espace localement annelé qui est localement 

isomorphe à un modèle local d'un espace analytique sur s/. 

À ti t re d'exemple, donnons, sans démonstration, quelques propriétés des anneaux 

locaux en les points de la droite analytique sur un corps ultramétrique. 

Proposition 1.1.28. — Soit (fc, |.|) un corps ultramétrique complet. Notons X = A^'an 
la droite analytique sur le corps k. 

i) Soit x un point rigide de l'espace X. Alors, l'anneau local &x,x ^t un anneau de 

valuation discrète. S'il existe un polynôme P irréductible à coefficients dans k 

tel que le point x soit le point r]p$ (c'est toujours le cas si le corps k est parfait), 

alors l'idéal maximal de @x,x ^t engendré par P. 
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ii) Soit x un point de type 1 de l'espace X qui n'est pas un point rigide. Alors, 

l'anneau local &x,x est un corps. 

iii) Soit x un point de type 2, 3 ou 4 de l'espace X. Alors, l'anneau local &x,x est 

un corps. 

Dans la suite de ce texte, nous considérerons souvent les sections d 'un faisceau 

au-dessus d 'une partie qui n'est pas ouverte. Voici quelques rappels sur cette notion. 

Soit Y un espace topologique et & un faisceau d'ensembles sur y . À ce faisceau 

est associé un espace étalé où & est un espace topologique et p : & —> Y 

un homéomorphisme local. Pour tout partie V de Y, notons &(V) l'ensemble des 

sections continues de l 'application p au-dessus de V. Pour toute partie ouverte U 

de F , il existe alors une bijection canonique 

&(U) ^ &(U). 

Pour des précisions sur cette construction, on se reportera à [13], II, 1.2. 

Définition 1.1.29. — Pour toute partie V de Y, on pose 

afcl,...,fcnr*'...T*-

Sous certaines conditions, il est possible de décrire l'ensemble &{V) directement en 
termes des ensembles de sections du faisceau & sur les ouverts de l'espace Y. Citons, 
à ce propos, le corollaire 1 au théorème 3.3.1 du chapitre II de l'ouvrage [13]. 

Théorème 1.1.30. — Soient V une partie de Y qui possède un système fondamental 

de voisinages paracompacts. Alors l'application canonique 

l i m ^ ( C / ) ^ ( V ) , 

où la limite inductive est prise sur l'ensemble des voisinages ouverts UdeV dans Y, 
est bijective. 

Nous n'utiliserons l'ensemble &(V) que dans les cas où les hypothèses du théorème 
sont satisfaites. C'est en particulier le cas lorsque 

1. la partie V est fermée et l'espace Y paracompact (par exemple, si Y est une 
partie fermée d 'un espace affine analytique au-dessus d 'un anneau de Banach, 
d'après le théorème 1.1.13) ; 

2. la partie V est quelconque et l'espace Y est métrisable (par exemple, si Y est une 

partie d 'un espace affine analytique au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de 

nombres, comme nous le verrons au théorème 3.5.1). 

Signalons que cette notation peut malheureusement prêter à confusion lorsque l'on 

considère un espace analytique au-dessus d 'un corps ultramétrique complet. Soient 

(fe, |.|) un tel corps et n un entier positif. Notons D le disque unité fermé centré 

en 0 de l'espace A£'an. L'algèbre Û(D) n'est alors pas l'algèbre de Tate, formée des 

séries qui convergent sur mais l'algèbre de Washnitzer, constituée des séries qui 

convergent au voisinage de D (cf. [15], 1.2). 
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20 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

Ajoutons quelques mots au sujet de la restriction des faisceaux. 

Définition 1.1.31. — Pour toute partie V de Y, on définit un faisceau d'ensembles &\y 

sur V comme le fondeur contravariant qui à tout ouvert U de V associe l'ensemble 

NU). 

Ces restrictions jouissent de bonnes propriétés, comme le montre le lemme qui suit. 

Lemme 1.1.32. — Soient V et W deux parties de l'espace Y. Pour toute partie U 

de V D W, nous avons une bisection 

<?lv(U)~&lw(U). 

En particulier, pour tout point x deVC\ W, nous avons une bijection entre les germes 

afcl,...,fcnr*'...T*-F 

Pour finir, signalons que les constructions et résultats qui précèdent restent évi
demment valables mutatis mutandis pour les faisceaux à valeurs dans n ' importe quelle 
catégorie. 

1.2. Parties compactes spectralement convexes 

Soient ||.||) un anneau de Banach uniforme et n un entier positif. Introduisons 
deux nouvelles définitions. Rappelons (cf. définition 1.1.20) que, pour toute part ie V 
de l'espace analytique A ^ a n , nous définissons l 'anneau J ^ ( V ) comme le localisé de 
l 'anneau « e ^ p i , . . . , T n ] par la part ie multiplicative formée des éléments qui ne s'an
nulent pas au voisinage de V. 

Définition 1.2.1. — Soit V une partie compacte de l'espace analytique A ^ a n . Nous 
notons 38(V) le complété de l'anneau JXf(V) pour la norme uniforme \\.\\y sur V. 

Remarque 1.2.2. — Quel que soient P G JtfCV) et A; G N , nous avons l'égalité 

\\Pk\\v = \\P\\kv 

et cette propriété s'étend à 38 (V). On en déduit que la norme sur 38(V) est 

la norme spectrale. En particulier, le couple (38(V), | | . | |v) e s ^ un anneau de Banach 

uniforme. 

Soit V une partie compacte de l'espace analytique A ^ a n . Le morphisme naturel 

/ : #/[Ti,... , T n ] —> 38(V) 

est borné sur srf. Il induit donc un morphisme entre espaces localement annelés 

afcl,...,fcnr*'...T*-afcl,...,f 

Nous allons chercher ici à décrire l'image de ce morphisme et, plus généralement, à 

comprendre ses propriétés. 

Commençons par une propriété topologique simple. 

ASTÉRISQUE 334 



1.2. PARTIES COMPACTES SPECTRALEMENT CONVEXES 21 

Lemme 1.2.3. — Le morphisme (p réalise un homéomorphisme sur son image. 

Démonstration. — Puisque l'espace M(&(V)) est compact, il suffit de montrer que le 
morphisme ip est injectif. Soient x et y deux points distincts de M(&(V)). Notons |.|x 
et \.\y les semi-normes multiplicatives bornées sur Sê{V) associées. Par hypothèse, il 
existe un élément P de â$(V) tel que 

\P\* ¥> \P\v 

La densité de J(f(V) dans â§(V) nous permet d'en déduire qu'il existe Q G J^(V) tel 
que 

\Q\x ï \Q\y 

En écrivant Q comme élément du localisé de &/[Ti,..., Tn], on montre alors qu'il 
existe un polynôme P G « ^ [ T i , . . . , Tn] tel que 

\f(P)\x * \f(P)\y. 

Par conséquent, les points <p(x) et <p(y) de A^an sont distincts. • 

En fait, nous disposons même d 'un isomorphisme d'espaces annelés si l'on s'autorise 
à restreindre le morphisme à la source et au but . 

Lemme 1.2.4. — Notons U l'intérieur de l'image de <p dans A^an. Le morphisme 

tl>:<p-1(U)-+U 

induit par cp est un isomorphisme d'espaces annelés. 

Démonstration. — Soit x G <^_1(C7). Notons y = i/)(x) = tp(x). Il nous suffit de 
montrer que le morphisme induit 

afcl,...,fcnr*'...T*-FHTGH 

est un isomorphisme. L'injectivité provient directement du fait que ip est un homéo
morphisme. 

Montrons que ce morphisme est surjectif. Soit g G &(p-i(u),x- Notons Jf' le pré
faisceau des fractions rationnelles sur M(3§(V)). Il existe un voisinage compact W 
de x dans ip~x(U) et une suite (Rk)keiï! d'éléments de Jtf'iW) qui converge unifor
mément vers g sur W. Soit k G N . Par définition de Jf'(W), il existe un élément Sk 
de JfTN){W)) tel que 

U\w{Sk)-Rk\\w< 
1 

2*' 
La suite (Sk)keN étant de Cauchy uniforme sur i/)(W), elle converge vers un élément 
de &(ip(W)). Son image dans l 'anneau local ûu,y est envoyée sur g par • 

Remarque 1.2.5. — Le résultat est, en général, faux si l'on ne restreint pas le mor
phisme. Supposons que le compact V soit réduit à un point x. Par définition, nous 
avons alors âS(V) = Jt?(x). L'homéomorphisme induit par œ est donc 

M(JT(x)) ^ {x} 
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et le morphisme induit entre les anneaux locaux est 

&x,x W{x). 

Ce n'est pas, en général, un isomorphisme. 

Démontrons, à présent, un premier résultat sur l'image de (p. 

Lemme 1.2.6. — L'image du morphisme ip contient le compact V. 

Démonstration. — Soit x un point de V. Il lui correspond un caractère 

Xx :fi/[Tu...,Tn] ^JP(x). 

Puisque x G V, un élément P de s/[Ti,... ,Tn] qui ne s'annule pas au voisinage de 
V ne s'annule pas en x. Son image est donc inversible dans Jt?(x). Par conséquent, le 
morphisme Xx induit, par localisation, un morphisme 

Xiy) -+ Jt?(x). 

Puisque x appart ient à V, ce morphisme est borné. Il induit donc un morphisme entre 
les complétés 

âB{V) 30{x\ 

ce qu'il fallait démontrer. • 

Remarque 1.2.7. — La réciproque de ce résultat n'est pas vraie en général. Montrons-
le sur un exemple. Choisissons pour algèbre de Banach sé un corps algébriquement 
clos k que nous munissons de la valeur absolue triviale |. |Q . Notons D le disque fermé 
de centre 0 et de rayon 1 de X = A^'an : 

D= p | { x G X | | T , ( r r ) | < l } . 
l<i<n 

Considérons la partie compacte V de X définie par 

V= ( J { ^ 0 1 1 ^ ) 1 = 1 } . 
l<i<n 

Supposons que n > 2. Tout polynôme non constant P de fcpi,... ,Tn] s'annule alors 
sur V, puisqu'il s'annule en un point non nul de kn. Par conséquent, nous avons 

J(f(V) = fc[Ti,... ,Tn]. 

La norme uniforme sur la partie V n'est autre que la norme triviale. On en déduit 
que âS{V) est l'algèbre fc[Ti,... ,Tn] munie de la norme triviale, autrement dit l'al
gèbre k{Ti,..., Tn} munie de la norme de Gau£. Par conséquent, l 'image de M(â§(V)) 

dans X est le disque D tout entier. 

Dans certains cas, nous pouvons cependant affirmer que l'image du morphisme (p 

coïncide avec la partie compacte V. 
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Définition 1.2.8. — On dit que la partie compacte V de l'espace affine A^an est ra
tionnelle s'il existe p G N, des polynômes P i , . . . , Pp, Q de £?[Ti,..., Tn] ne s'annulant 
pas simultanément sur V et des nombres réels r\,..., rp > 0 tels que 

V = 
l<i<p 

{xeX\\Pi(x)\ <n\Q(x)\}. 

Une partie compacte V de l'espace affine A^an est dite pro-rationnelle si elle est 
intersection de parties compactes rationnelles. 

Remarque 1.2.9. — Soient p G N , P i , . . . , P p des éléments de &/[Ti,..., Tn] et 
S i , . . . , sp, ¿ 1 , . . . , tp des nombres réels positifs. Alors la partie de A^an définie par 

l<i<p 

{xeX\Si< \Pi(x)\<ti} 

est une partie compacte rationnelle de A^an, dès qu'elle est compacte. Rappelons 
que nous avons donné des exemples de parties compactes à la proposition 1.1.11 et au 
corollaire 1.1.12. On en déduit aisément que tout point de A^an possède un système 
fondamental de voisinages constitué de parties compactes rationnelles. 

Lemme 1.2.10. — Si le compact V est pro-rationnel, alors l'image du morphisme (p 

est contenue dans V. 

Démonstration. — Supposons qu'il existe un ensemble J et une famille (Vj)jej de 
parties compactes rationnelles telles que 

V = 

VCVG 

FDG 

Soit j G J . Il existe un entier p G N , des polynômes P i , . . . , Pp, Q de £?[Ti,...,Tn] 
ne s'annulant pas simultanément sur V et des nombres réels r i , . . . , rp > 0 tels que 

JHFDFG 

l<i<p 
{xexWPiWKnlQix)]}. 

Soit x un point de M(&(V)). Il est associé à une semi-norme multiplicative |.|x bornée 
sur &(V). Rappelons que nous notons / le morphisme naturel de «£^[Ti,... ,Tn] dans 
â${V). Le point y = <p(x) est alors associé à la semi-norme multiplicative bornée 
sur #/[Ti,... ,Tn] définie par |/(.)U- Par hypothèse, le polynôme Q ne s'annule pas 
sur Vj et donc sur V. On en déduit que l'élément f(Q) est inversible dans &(V). Par 
conséquent, nous avons \f(Q)\x ^ 0. Soit i G Nous avons 

\f(Pi)\x 

\f(Q)\x 

f(Pi. 

f(Q) \x 
< /(Pi) 

f(Q) V 

Or, par définition de Vj, quel que soit z G V, nous avons |Pi(z) | < ^ |Q(z) | . On en 
déduit que 

JHGJ 

f(Q) V 
sup 
zev 

\Pi(z)\ 

\Q(*)\ 
sup 
zeVj 

\Pi{z) 
\Q(z)\ 

HGH 
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Par conséquent, nous avons 

\f(Pi)U<n\f(Q)\x. 

Cette inégalité étant vérifiée quel que soit i G [ l , p ] , la semi-norme multiplica
tive |/(.)U correspond bien à un élément de Vj. 

Finalement, nous avons montré que 

FGF 
KHJK 

| Vj = V. 

L'image du morphisme (p est donc contenue dans V. • 

Regroupons dans un même énoncé les résultats que nous avons démontrés dans le 
cas des parties compactes pro-rationnelles. 

Théorème 1.2Al. — Si le compact V est pro-rationnel, alors le morphisme 

ip : M{38(V)) A n,an 

induit par le morphisme naturel 

&f[Ti,... ,Tn] —• âS(v) 

réalise un homéomorphisme de M{^{V)) sur son image, qui est égale à V. En outre, 
le morphisme 

afcl,...,fcnr*'...T*-

induit par (p est un isomorphisme d'espace annelés. 

Afin d'y faire référence par la suite, nous donnons un nom aux parties compactes 
qui possèdent des propriétés analogues à celles des parties compactes pro-rationnelles. 

Définition 1.2.12. — On dit que la partie compacte V de l'espace analytique A^an est 
spectralement convexe si le morphisme naturel 

ip : M{âl(y)) A n,an 

induit un homéomorphisme entre M{âS{V)) et V et si le morphisme induit 

afcl,...,fcnr*'...T*-

est un isomorphisme d'espace annelés. 

Remarque 1.2.13. — D'après les lemmes 1.2.3, 1.2.4 et 1.2.6, une part ie compacte V 

est spectralement convexe si, et seulement si, l'image du morphisme ip est contenue 
dans V. 

À part ir d 'une part ie compacte spectralement convexe donnée, il est facile d'en 

construire d 'autres , ainsi que le montrent les résultats qui suivent. Introduisons des 

notations supplémentaires. Soit m G N . Le morphisme 

fi/[Tu...,Tn]-*&{V) 
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induit un morphisme 

rf[T1,...,Tn,S1,...,Sm]^a(y)[Su...,@(W)(\T\<(s',u))Sm] 

et un diagramme commutatif 

A m,an 
FDF A n+m,an 

TT' TT" 

M(âê(V)) 
DSFD 

A n,an 

Nous noterons № et (respectivement J ^ " et le préfaisceau des fractions ra

tionnelles sur A ^ ' ^ (respectivement A ^ m ' a n ) et celui que l'on obtient en complétant 

les anneaux de sections pour la norme uniforme. 

Lemme 1.2.14. — Soit r G R + . Notons D" la partie compacte de A ^ m ' a n définie par 

D" ={x€ n"-\v) | Vj e [ l , m ] , \Sj(x)\ < r] 

Si le compact V est spectralement convexe, alors le compact D" Vest également. 

Démonstration. — Supposons que le compact V est spectralement convexe. D'après 

la remarque 1.2.13, il suffit de montrer que l'image Z du morphisme naturel 

M{âB"{D")) - A n+m,an 

est contenue dans D". Remarquons, tout d 'abord, que, pour tout élément j de [1, m ] , 

nous avons IISJHD" < On en déduit que 

zc x G A ^ m ' a n | V j G [ l , m ] , ^ ( x ) ! < r ] 

Considérons, maintenant , le morphisme 

s/[TU ..., Tn] fi/[TU ..., Tn, Su ..., Sm}. 

Pour tout élément P de £ / [ T i , . . . , T n et tout élément x de A ^ m ' a n , nous avons 
l'égalité | P ( # ) | = \P(7r"(x))\. On en déduit que le morphisme précédent induit un 
morphisme 

afcl,...,fcnr*'...T*-

puis un morphisme borné 

3S{V) -* #"(W0. 

Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant : 

M{&"{W)) - A n+m,an 

M{âB{V)) 
GHJG 

TT" 

A n,an 
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Puisque le compact V est spectralement convexe, l'image du morphisme ip est contenue 
dans V. On en déduit que l'image Z de M(â§"(W)) est contenue dans 7r//_1(F) et, 
finalement, dans D". • 

Proposition 1.2.15. — Si le compact V est spectralement convexe, alors le morphisme 

I • AM>AN A n+m,an 

induit un homéomorphime sur son image, qui est égale à 7r,f~1(V). En outre, le mor
phisme induit au-dessus de V est un isomorphisme d'espaces annelés. 

Démonstration. — Supposons que le compact V est spectralement convexe. Soit r > 
0. Posons 

D'={x€ | Vj e f i , s i < r} 

et 

D" ={xe n"-\v) I Vj e 11,s], \Sj{x)\ < r] . 

Puisque V est spectralement convexe, le morphisme D' —• D" induit par 'ip est bijec-
tif. En particulier, un élément P de £/[T±,..., Tn, S±,..., Sm] s'annule sur D' si, et 
seulement si, il s'annule sur D" et satisfait l'égalité ||-P||D' = ||.P||D"- On déduit de 
ces propriétés que le morphisme naturel 

âê"(D") &{D') 

est un isomorphisme. 
Considérons le diagramme commutatif 

UKJUKJK M(3B"{D")) . 

a. N 

A m,an 4, A n+m,an 

Puisque D' est un compact rationnel, le morphisme a induit un homéomorphisme 
sur son image, qui est égale à D', et un isomorphisme d'espaces annelés sur l'inté
rieur. D'après le lemme précédent, le compact D" est spectralement convexe et le 
morphisme /3 induit un homéomorphisme sur son image, qui est égale à D", et un 
isomorphisme d'espaces annelés sur l'intérieur. On en déduit que le morphisme tp in
duit un homéomorphisme entre les espaces D' et D" et un isomorphisme d'espaces 
annelés entre leur intérieur. 

On obtient finalement le résultat voulu en remarquant que les espaces A ^ ' ^ 

et A^~m'an sont obtenus comme réunion des espaces D' et D" pour r G R+. C 

Proposition 1.2.16. — Supposons que le compact V est spectralement convexe. Soit W 

une partie compacte et spectralement convexe de A ^ ' ^ . Alors, la partie com

pacte ip(W) de A^m'an est encore spectralement convexe. 
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Démonstration. — D'après la proposition précédente, le morphisme 

/ * m,an A n+m,an 

induit un homéomorphime sur son image, qui est égale à n" 1(V). En raisonnant 
comme dans la démonstration précédente, on en déduit que le morphisme naturel 

afcl,...,fcnr*'...T*-afcl 

est un isomorphisme. 
Considérons, à présent, le diagramme commutatif 

M(âê'(W)) M(a"(i>(w))). 

a ß 

A m,an 1> A n+m,an 

Puisque le compact W est spectralement convexe, l'image du morphisme a est égale 

à W. On en déduit que l'image du morphisme /3 est contenue dans Î/j(W). On conclut 

alors à l'aide de la remarque 1.2.13. • 

Pour finir, nous montrons l'existence de l'enveloppe spectralement convexe d'une 

partie compacte. 

Proposition 1.2.17. — Notons W l'image du morphisme naturel 

afcl,...,fcnr*'...T*- A n,an 

C'est une partie compacte et spectralement convexe de A^an. 

Démonstration. — D'après les lemmes 1.2.3 et 1.2.6, le morphisme ip réalise un ho-
méomorphisme sur le compact W et ce dernier contient V. Soit / un élément de 
#/[Ti,..., Tn] qui ne s'annule pas au voisinage du compact V. Il possède alors un 
inverse dans J(f(V) et donc dans âS(V). On en déduit que, pour tout élément y de 
M(3$(V)), nous avons f(y) ^ 0. La fonction / est donc minorée par une constante 
strictement positive sur le compact W. Elle ne s'annule donc pas au voisinage de W. 
On en déduit que le morphisme 

JfT{W) -> JfT{V) 

induit par l'inclusion V C W est un isomorphisme. Puisque le morphisme ip a pour 

image W, la norme uniforme sur W coïncide avec la norme sur âê(V), qui n'est autre 

que la norme uniforme sur V. On en déduit que le morphisme naturel 

afcl,...,fcnr*'...T*-

est un isomorphisme. Il en est donc de même pour le morphisme 

M(â8(W)) -> M{3B(V)) ^ W. 
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1.3. Flot 

Nous consacrons cette part ie à la démonstrat ion de quelques propriétés des 
semi-normes multiplicatives. Nous nous intéresserons notamment à l 'application qui 
consiste à élever une semi-norme multiplicative à une certaine puissance. 

Commençons par rappeler un résultat classique permet tant de démontrer qu 'une 
application est une valeur absolue (cf. [6], VI, §6, n° 1, proposition 2). 

Proposition 1.3.1. — Soit k un corps. Soit f une application de k dans R + vérifiant 
les propriétés suivantes : 

i) ( / (* ) = 0) <=> (x = 0) ; 

ii) Vx,y€K, f(xy) = f(x)f(y); 

iii) 3A > 0, Va:, y G K, f(x + y) < A m a x ( / ( x ) , f(y)) ; 

iv) 3C > 0, Vn € N*, / ( n . l ) < Cn. 

Alors l'application f est une valeur absolue sur k. 

Lemme 1.3.2. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue |.|. Supposons qu'il existe 
X G [0,1] tel que, quel que soit n G N , on ait 

\n.l\ < n \ 

Alors, quels que soient les éléments x et y de k, on a 

\x + y\ < 2Amax{|x | , | j / |} . 

Démonstration. — Soient x,y G k. Soit r G N*. On a 

\x + y\r = \(x + y)r\ 
r 

i=0 

afcl,...,fcnr*'...T*-

(r + l ) m a x ( ( C ^ | x r |y|«-*) 
0<i<r 

(r + i; max 
0<i<r 

Ci |zf/A M(r-i)/A 
GJS 

( r + 1 
r 

\i=0 
Ci \xYlx \y\{r-i)/x 

HYT 

(r + 1) '\x\1/x+ \y\1/x 
DG 

(r + 1) 2 max(\x\,\y\)l/x 
r\ 

(r + 1) 2rA max( |x | , | î / | ) r . 

En élevant cette inégalité à la puissance 1/r et en faisant tendre r vers l'infini, on 
obtient le résultat annoncé. • 
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Soient x un point de A^an et b son projeté sur M(#f). Le point b est associé à une 
semi-norme multiplicative |.|& sur srf. Un calcul élémentaire montre que l'ensemble 

{ £ € R ; | v / e ^ , |/|f < imi} 
est un intervalle. Nous le noterons indifféremment Ix ou /5. 

Soit e £ h- Notons la semi-norme multiplicative sur srf\T\,... ,Tn] associée au 
point x de A^an. L'application 

M e . 
x ' 

*f\TXi...,Tn\ R + 

P \P\l 

est multiplicative, envoie 0 sur 0 et 1 sur 1. 
Montrons, à présent, que c'est une semi-norme. Considérons le corps résiduel com

plété ( ^ ( x ) , |.|) du point x. Quel que soient f,g G JÌ?(x), nous avons 

l / + fll<l/l + l f f l<2max( | / | , | f l | ) 

et donc 

| / + 5 | e < ^maxd/ IMf l l8 ) 

En outre, quel que soit n G N , nous avons 

l»le = l»l* = W S < I M I < » -

D'après la proposition 1.3.1, l 'application |.|e est une valeur absolue sur le 
corps Jt?(x). On en déduit que l'application | . | | est une semi-norme multiplica
tive sur «8^pi, . . . , Tn]. Elle est bornée sur stf, par définition de /5, et définit donc un 
point de A^an. Nous le noterons x£. Remarquons que les corps J$?(x) et J$?(x£) sont 
canoniquement isomorphes. Seule la valeur absolue change. 

Nous avons volontairement exclu la valeur 0 de notre définition de Il est cepen
dant possible de définir également le point x°, comme nous le montrons ici. Pour cela, 
il nous faut supposer que l'intervalle h a pour borne inférieure 0. L'application 

1-12: 
* / [ T i , . . . , T „ ] R + 

P 
0 s i | P ( a : ) | = 0 

1 tà\P(x)\^0 

est multiplicative, envoie 0 sur 0 et 1 sur 1. Le même raisonnement que précédem
ment montre que c'est une semi-norme multiplicative sur « g ^ p i , . . . , Tn] qui est bornée 
sur si. Nous noterons x° le point de l'espace A^an qui lui est associé. Contrairement 
au cas précédent, les corps Jif(x) et Jif (x°) ne sont, en général, pas isomorphes. 

Dans la suite de cette partie, nous noterons X = A^an. 

Définition 1.3.3. — Définissons une partie de X x par 

D = x G X , e G Ix}. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



30 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

On appelle flot Vapplication 

D X 

(x,e) »—• xe. 

Proposition 1.3.4. — Le flot est une application continue. 

Démonstration. — Rappelons que la topologie de X = A^an est, par définition, la 
topologie la plus grossière qui rend continues les applications de la forme 

X -> R + 

x h- \P(x)\, 

avec P G A[T\,..., Tn]. Pour montrer que le flot est continu, il suffit donc de montrer 
que, quel que soit P G - A p i , . . . ,Tn], l 'application composée 

D —> R + 

(x,e) ~ \P(xe)\ = \P(x)\e 

est continue. Cet te propriété est bien vérifiée car l 'application précédente est obte
nue en composant deux applications continues : l 'application d'évaluation de P et 
l'élévation à la puissance s. • 

Le flot peut parfois se prolonger à une part ie de X x R + , mais il n'est alors, en 
général, plus continu. Nous disposons cependant du résultat, plus faible, suivant. 

Lemme 1.3.5. — Soit x un point de X tel que l'intervalle Ix ait pour borne infé
rieure 0. Alors l'application 

J x U { 0 } -> X 

s i—> Xe 

est continue. 

Démonstration. — Par définition de la topologie de X , il suffit de montrer que, quel 
que soit P G «2^p i , . . . ,Tn], l 'application 

Ix U {0} -> R + 

e \P(xe)\ = \P(x)\£ 

est continue. Ce résultat est immédiat. • 

En pratique, il est plus facile d'utiliser le flot en se restreignant à certaines parties 

de l'espace X. Introduisons des notations adaptées. Soit Y une part ie ouverte de X. 

Posons 

DY = {(z,X) eD\zeY, zx eY}. 

Soit x un point de Y. Nous notons 

IY(x) = {eeIx\x£ eY}, 

TY(x) = {x£,eeIY(x)} 
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et 

DY(x) = {(*, À), z G TY{x), A G IY(Z)} . 

Définition 1.3.6. — On dit que le point xdeYa des voisinages flottants dans Y si le 

flot est une application ouverte en chaque point de Dy (x). 

Remarque 1.3.7. — a) Cet te définition ne dépend que de la partie Ty (x) et pas du 

point x lui-même. 

b) Pour tout point p de Dy, il est équivalent de demander que le flot soit ouvert 

au point p ou que sa restriction à Dy soit ouverte au point p. 

Lorsque le flot est défini sur une partie suffisamment grande, par exemple lorsque la 
partie Dy est un voisinage de Dy(x) dans Y x R + , tous les points ont des voisinages 
flottants. Le lemme qui suit précise cet énoncé. Nous n'avons donc introduit cette 
notion que pour prendre en compte les effets de bord qui peuvent apparaître. 

Lemme 1.3.8. — Supposons que, quel que soit (z,X) G Dy(x), il existe un voisinage U 

de z dans Y tel que 

U x {A} C Dy. 

Alors, le point x a des voisinages flottants dans Y. 

Démonstration. — Soit (z, A) G Dy(x). Puisque Dy(z) = Dy(x), nous pouvons sup
poser que z = x. Soit U un voisinage du point x dans Y. Quit te à restreindre nous 
pouvons supposer qu'il est de la forme 

U = 
l<i<r 

{zeY\ai<\fi(z)\<(3iBB} 

avec r G N , / i , . . . , / r G ̂ [Tu ..., Tn], an,..., a r , A , . . . , (3r G R + . 
L'élément (xA, 1/A) appart ient à Dy(x). Par conséquent, il existe un voisinage V 

de xx dans Y tel que 

V x {e} C DY. 

Considérons la partie W de Y définie par 

U = 

l<i<r 

{ z e r | a ? < | / ^ ) | < / 3 f } 

C'est une partie ouverte de Y qui contient le point xx. Par conséquent, la partie FflVF 

de Y est un voisinage du point xx dans Y. Or, quel que soit y G FnWT, il existe z eU 

tel que y = zx. On en déduit que le flot est une application ouverte au point (x, A). • 

Intéressons-nous, à présent, aux propriétés du flot. Nous allons montrer que, sous 
certaines hypothèses, il suffit de connaître les fonctions au voisinage d 'un point x pour 
les connaître au voisinage de toute la trajectoire Ty(x). 
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32 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 

Lemme 1.3.9. — Supposons que le point x de Y a des voisinages flottants dans Y. 
Soit U un voisinage ouvert de x dans Y. Soit (-Rn)neN une suite de J^(U) qui converge 
uniformément sur U. Notons f G Û(U) sa limite. Supposons que la fonction f soit 
nulle au voisinage du point x. Alors la fonction f est nulle au voisinage de Ty(x)C\U. 

Démonstration. — Il existe un voisinage Uf de x dans U tel que, quel que soit z G J7', 

nous ayons 

lim Rn{z) = 0 dans ^ ( z ) , 

n—>+oo 

c'esVà-dire 

lim |.Rn(z)| = 0. 
n—>-+oo 

Soit y G Ty(x) n U. Il existe e G Iy(x) tel que y = x£. Soit J un voisinage de e 
dans R + . Alors la partie V = Dy D {U' x J ) est un voisinage de (x,e) dans Dy. 
Puisque le flot est ouvert au voisinage de (#,£:), la partie 

{z\ (z,X)eV} 

est un voisinage de y dans Y. Soit (z, A) G V. Nous avons 

lim \Rn(zx)\= lim \Rn(z)\x=0. 
n—»+00 n—»-f oo 

Par conséquent, f(zx) = 0 et la fonction / est nulle au voisinage de y dans Y. • 
Proposition 1.3.10. — Supposons que le point x de Y a des voisinages flottants dans Y 
et que l'ensemble Iy(x) est un intervalle. Alors le morphisme de restriction 

0y(Ty(x)) - 0YtX 

est un isomorphisme. 
Soit f une fonction définie sur un voisinage de y dans Y. Alors la fonction f 

possède un et un seul prolongement au voisinage de Ty(x), que nous noterons encore 
f. Nous avons alors 

Ve G IY(x), l/OOl = | / (x ) |£ . 

En outre, si l'intervalle Iy(x) a pour borne inférieure 0, si le point x° appartient à Y 

et si la fonction f est également définie au point x°, alors nous avons 

| / ( x ° ) | = | /0r) | ° . 

Démonstration. — Commençons par montrer l'injectivité du morphisme. Soit 
/ € ûy(Ty(x)) telle que / soit nulle au voisinage de x. Notons V l 'ensemble des 
points de Ty(x) au voisinage desquels la fonction / est nulle. Il est clair que V est une 
part ie ouverte de Ty(x). Par hypothèse, elle n'est pas vide. Montrons, à présent, que 
V est une part ie fermée de Ty(x). Soit y un point de Ty(x) adhérent à V. Il existe un 
voisinage U de y dans Y et une suite (-Rn)n£N de J(f(U) qui converge uniformément 
vers / sur U. Puisque y est adhérent à V, il existe un point z appar tenant à V fl U, 

c'est-à-dire un point de Ty(x) H U au voisinage duquel la fonction / est nulle. D'après 
le lemme 1.3.9, la fonction / est nulle au voisinage de Ty(z) n U et, en particulier, 
au voisinage de y. On en déduit que la part ie V est fermée. Puisque Iy(x) est un 
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intervalle, l 'image Ty(x) de {x} x Iy(x) par le flot est connexe. On en déduit que 
V = TY(x) et donc que la fonction / est nulle au voisinage de TY(x). 

Montrons, à présent, que le morphisme est surjectif. Soit / G ûy,x- H existe un 
voisinage U de x dans Y et une suite (i?n)nGN de Jtf(U) qui converge uniformément 
vers / sur U. Soit e G Iy{x). Nous allons construire une fonction gy au voisinage de 
y = x£. Soit J un voisinage compact de e dans R + . Alors la partie V = Dyn(Ux J) est 
un voisinage de (x, e) dans Dy. Puisque le flot est ouvert au voisinage du point s ) , 
la part ie 

{z\ (z,X)eV} 

est un voisinage Vy de y dans Y. Soit (2, À) G V. Posons 

gy(zx) = f(z) dans J^(zx). 

Quel que soit n G N , nous avons encore i2n G Jf(Vy). Montrons que la suite (i2n)neN 
converge uniformément vers gy sur Vy. Soit 77 G ]0,1]. Il existe AT G N tel que, quels 
que soient n > N et z G U, on ait 

| i în(*) - / ( * ) | < »7-

Soient z e U', X e J et n> N. Nous avons alors 

K(*A) - <?y(2A)l = - /(*)IA <vx< va, 

où a > 0 désigne la borne inférieure de J . Par conséquent, la suite (Rn)ne'N de Jf(Vy) 
converge uniformément vers gy sur Vy. 

Quel que soient 1/1,2/2 € Ty (#) et z G fl V^2, nous avons 

9yi(z) = lim ^n(^) = ôf2/2(;2;) dans Jf?(z). 
n—>+oo 

De même, quel que soient y G Ty(x) et z G U fl Vy, nous avons 

/ ( z ) = lim iln(^) = 9y2(z) dans 

Toutes les fonctions que nous avons construites coïncident donc sur les domaines de 
définition communs. Par conséquent, la fonction / se prolonge bien au voisinage de 
TY(x). 

Les résultats sur la valeur absolue des fonctions proviennent directement de la 
construction du prolongement de / à Ty(x). Le résultat pour x° s'obtient, quant à 
lui, en utilisant le lemme 1.3.5 et la continuité de / . • 

Nous aurons parfois besoin de montrer qu 'une fonction définie au voisinage du 
point x se prolonge sur un voisinage connexe de sa trajectoire Ty(x). Sous certaines 
hypothèses, le lemme suivant nous permet d'établir un tel résultat. 

Lemme 1.3.11. — Supposons que le point x possède un système fondamental de voisi
nages connexes (respectivement connexes par arcs) dans Y. Supposons également que 
la partie Dy est un voisinage de Dy(x) dans Y x R^. Alors, tout point de Ty(x) 
possède un système fondamental de voisinages connexes (respectivement connexes par 
arcs) dans Y. 
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Démonstration. — Commençons par remarquer que la seconde hypothèse impose au 
point x d'avoir des voisinages flottants dans Y, en vertu du lemme 1.3.8. 

Soient y un point de Ty(x) et V un voisinage de y dans Y. Il existe s G Iy(x) 
tel que x£ = y. Notons W l 'image réciproque de V par le flot. C'est un voisinage 
du point (x,e) de Dy(x) dans Dy. Il existe donc un voisinage U de x dans Y et un 
intervalle ouvert J contenant s tels que la partie U x J soit contenue dans W. Les 
hypothèses nous permettent de supposer que la partie U est connexe (respectivement 
connexe par arcs). Dans ce cas, la part ie U x J est encore connexe (respectivement 
connexe par arcs) et il en est de même pour son image par le flot. Puisque le point x 
possède des voisinages flottants dans Y, cette image est un voisinage du point Y 
dans V. • 
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CHAPITRE 2 

ALGEBRES DE SÉRIES CONVERGENTES 

Nous consacrons ce chapitre à l 'étude de certains anneaux de séries convergentes 
à coefficients dans un anneau de Banach. Au numéro 2.1, nous nous intéressons à 
des algebres globales, dans la lignée des algebres de Tate. Nous étudions leur spectre 
analytique et comparons leur norme en tan t qu'algèbre de séries à la semi-norme 
uniforme sur leur spectre. 

Au numéro 2.2, nous étudions certaines limites inductives d'algebres globales de 
disques, en un sens que nous précisons. Ce sont des anneaux locaux dont nous mon
trons qu'il satisfont des théorèmes de division et de préparation de Weierstratë, à 
l 'instar des anneaux locaux des espaces analytiques complexes. Nous en déduisons 
plusieurs propriétés, telles la noethérianité ou la régularité. Le numéro suivant est 
consacré à l 'étude de limites inductives d'algèbres globales de couronnes. Nous dé
montrons, de nouveau, quelques propriétés algébriques de ces anneaux, mais, cette 
fois-ci, de façon directe, sans avoir recours aux théorèmes de WeierstraJâ. 

Nous entreprenons ensuite, au numéro 2.4, une brève étude de la topologie des 
espaces affines analytiques au voisinage de certains points. Nous en déduisons une 
description explicite de certains anneaux locaux en termes d'algèbres de séries conver
gentes. 

Pour finir, le numéro 2.5 est consacré à l'hensélianité des anneaux locaux des es
paces analytiques. Nous expliquons comment cette propriété peut être utilisée pour 
démontrer l'existence d'isomorphismes locaux entre espaces analytiques. 

Dans tout ce chapitre, nous fixons un anneau de Banach uniforme (g/, ||.||) et un 
entier positif n. Nous noterons 

S = ^ , | | . | | ) e t X = A ^ | | | ) . 

Les faisceaux s t ructuraux sur ces espaces seront respectivement notés ÛB et ûx-
Nous noterons encore 

7T.X--HGG 

le morphisme de projection induit par le morphisme naturel sá —• srf[Ti,..., Tn]. 
Pour toute partie V de B, nous posons 

Xv = n-1(V) 
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et, pour tout point b de B, 

Xb = 7c-\b) 

2.1. Algèbres globales de disques et de couronnes 

Nous commençons par introduire quelques notations. Pour des éléments 

fc = ( f c i , . . . , kn) de Zn et s = ( ¿ 1 , . . . , tn) de (R+)n, posons 

DFGDG 
n 

i=l 

GG 

Définissons encore 

T = ( T 1 , . . . , T „ ) 

et, quel que soit k = (fci,..., kn) G Zn, 

rjpk 
n 

rpki 
±i ' 

i=l 

Soit t = (£1,... , tn) G (R+)n. Nous noterons 

afcl,...,fcnr*'...T*-

l'algèbre constituée des séries de la forme 

feeN" 

akTk, 

où (afc)fcGzn désigne une famille de sé vérifiant la condition suivante : 

la famille G \\tk' 
GFD 

t est sommable. 

Cet te algèbre est complète pour la norme définie par 

GGF 
akTk 

FHF DFER 
Kll*fe-

Comme nous l'expliquerons plus loin, elle est liée à l'algèbre des fonctions sur le 

disque de rayon t : 

D(t) = {x G X j Vz G [ l , n ] , \Ti(x)\ < U} . 

Définissons, à présent, deux relations, < et < , sur Rn de la façon suivante : pour 

deux éléments s = ( s i , . . . , sn) et t = ( ¿ 1 , . . . , tn) de Rn, nous posons 

s < t si Vi G [1, n ] , Si < 

et 

s < t si Vi G [1, n ] , Si < ti-
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Définissons également une relation -< sur R™ : pour deux éléments s = (si,..., sn) 

et t = ( ¿ 1 , . . . , tn) de R™ , nous posons 

s -< t si V¿ G [1, n ] , s¿ < í¿ ou s» = 0. 

Soient S et T dans ( R + ) N vérifiant s < t. Nous allons définir, sur le modèle précé
dent, une algèbre associée à la couronne de rayon intérieur s et de rayon extérieur t : 

C(s,t) = {xeX\Vie [ l , n ] , Si < \Ti(x)\ < U}. 

Pour k = (ki,..., kn) G Z N , nous posons 

MAX(SFC,£FC) 
n 

¿=1 

[maxO^SfJ*) G ]0,+oo[. 

Cette notation a été choisie pour son caractère naturel. Elle peut malheureusement 
prêter à confusion : at tention à ne pas confondre la quanti té précédente avec 

max(SFC,TFC) max 
n 

\i=l 

ski 
n 

i=l 

D 

Nous définissons l'algèbre 

&f(s < \T\ < t) 

comme l'algèbre constituée des séries de la forme 

kezn 

DGHHG 

où (afc)fcezn désigne une famille de si vérifiant la condition suivante : 

la famille (||afe|| MAX(SFC, tk))keZn est sommable. 

Cette algèbre est complète pour la norme définie par 

kezn 
akTk 

GJHGYJ kezn 

; ||aFC||MAX(SFC,TFE). 

Afin de pouvoir traiter simultanément les deux types d'algèbres présentés ci-dessus, 
ainsi que celui associé aux produits de disques et de couronnes, nous introduisons de 
nouvelles notations. Pour k = (k±,..., kn) G ZN et s — (s\,..., sn) G RIJ: vérifiant la 
condition 

II E [i,n], (H : o SÌ > o), 

nous posons 

GJCFG 
n 

GHJ 

i=l 
Pour k < 0, nous posons 0k = +oo. Pour k = (ki,..., kn) G Z N , s = ( s i , . . . , sn) G R!f: 

et t = ( ¿ 1 , . . . , tn) G ( R ^ ) N , nous posons 

max(sk,tk) : 
n 

i=l 

m a x f s ^ ^ ) G ]0,+oo]. 
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Si s appart ient à (R+)n, nous posons 

MIN(SFC,£FC 
n 

1=1 

^ m i n ^ , ^ ) G]0 ,+oo[ . 

Soient s = ( s i , . . . , sn) G R + et t = ( ¿ 1 , . . . , tn) G (R+)n tels que s < t. Dans la 
suite de ce paragraphe, nous nous intéresserons à l'algèbre 

3?{s < \T\ < t) 

constituée des séries de la forme 

akTk, 

kezn 

où (<3fc)fcez" désigne une famille de s/ vérifiant la condition suivante : 

la famille (||afc|| MAX(SFC, £fe))fc€Zn est sommable. 

Remarquons, que s'il existe un indice i G [ l , n ] tel que si = 0, alors, quel que soit 
k G ZN avec ki < 0, nous avons MAX(SFC,£FC) = +00 . La condition de sommabilité 
impose alors que ak = 0. 

L'algèbre s/(s < \T\ < t) est complète pour la norme définie par 

\kezn 

a*Tk 

FGHFG 
BFC 

] ||aFC||MAX(SFC,TFE). 

L'algèbre s/(s < \T\ < t) est liée à l 'anneau des fonctions sur la couronne de rayon 
intérieur s et de rayon extérieur t : 

C(S,T) = {x G X IV* G [L,N], Si < \Ti(x)\ < U}. 

Précisons ce résultat 

Proposition 2.1.1. — Le morphisme 

M(sf(s<\T\<t))^AynF---TR 

induit par Vinjection naturelle 

£?[T] £?(S < \T\ < t) 

réalise un homéomorphisme sur son image C (S, t). En particulier, pour tout élément f 

de s/(s < \T\ < t), nous avons 

ll/llcct) J>1 [№№) 

Démonstration. — Posons 

3S = 
Kkel 

a k T k , I c J s J H 
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où J8 désigne l'ensemble des parties finies de l'ensemble 

{k = (ku ..., kn) G Zn | ki > 0 si Si = 0} . 

Par exemple, si s = 0, nous avons SS = s/[T]. L'anneau âët, qui est contenu dans 

l 'anneau total des fractions de s/[T], est dense dans g/(s < \T\ < t) pour la norme 

||.||a,t- On en déduit que le morphisme 

<p:M{stf{s< \T\ < t » - A^an 

est injectif. Puisque l'espace M (s/(s < \T\ < t)) est compact, le morphisme ip réalise 
un homéomorphisme sur son image. 

Il nous reste à montrer que l'image du morphisme <p est égale à C ( s , t ) . Soit x G 
M(s/(s < \T\ < t)). Quel que soit i G [ l , n ] , nous avons 

\Ti(x)\ < 11^11.,* = ^ . 

Quel que soit i G avec Si > 0, nous avons 

|i;-1(a:)l<llî;-1ll.1. = *r1 
et donc 

\Ti(x)\ > Si. 

On en déduit que 

ip (M (s/(s < \T\ < t » ) C t). 

Réciproquement, soit x G C ( s , t). Pour montrer que x e M (s/(s < \T\ < t ) ) , nous 

devons montrer que la semi-norme multiplicative \ .\x sur &/[T], bornée sur s/, associée 

à x se prolonge en une semi-norme multiplicative bornée sur (s/(s < \T\ < t ) , ||.||5,t)-

Soit i G tel que Si > 0. La fonction Ti ne s'annule pas sur la couronne C(s,t). 
On en déduit que la semi-norme multiplicative se prolonge à âët. Expliquons-en 

la raison. Pour i G [ l , n ] , posons = 0 si s* = 0 et = 1 si s* > 0. Posons encore 

r = ( r i , . . . , rn). Tout élément Q de & possède une écriture sous la forme (T~r) P, 

avec / G N et P G s/[T], et nous pouvons alors poser 

\Q\x = \Tr\~l \P\X. 

Cette quanti té ne dépend pas de l'écriture de Q choisie. On vérifie que l'application 
prolongée, que nous notons encore 1.^, définit bien une semi-norme multiplicative 
sur ^ . 

Soit i G [ l , n ] . Nous avons 

\Ti(x)\< max (\Ti(y)\)=ti. 
y€C(«,t) 

Si Si > 0, nous avons également 

\Ti-\x)\ = \Ti(x)\-1< min (\Ti(y)\-1) = s-1. 
yec(s,t) 

Soit Q(T) = ^2keZn ak Tk G SB. Notons b = ir(x). Nous avons alors 

| Q ( T ) U < Yl \ak(b)\mzx(s\tk)< ^ ||afc|| max(sfc,tk) = | |P| |s,t . 
kezn kezn 
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Le résultat de densité mentionné plus haut montre finalement que |.|a. se prolonge en 
une semi-norme multiplicative bornée sur s/(s < \T\ < t). • 

Les résultats qui suivent ont pour objet de comparer la norme ||.||«,t et la norme 

uniforme t) sur la couronne C ( s , i ) . Rappelons que nous avons supposé que la 

norme ||.|| définie sur l 'anneau sá est équivalente à la norme spectrale : il existe deux 

constantes C_ , C+ > 0 telles que 

V/ G ^ , C_ | | / | |sp < ii/ii < c + u/11 v. 

Lemme2.1.2. — Soit R = YLKEZ™ akTk G s*/[T,T Quel que soit k G Zn, nous 
avons 

|K | |max(5 fe , t f e )<C+ | | i î | | u (M) . 

Démonstration. — Commençons par remarquer que ce résultat est bien connu lorsque 

l 'anneau de Banach (s/, ||.||) est un corps value. En effet, lorsque le corps est ul tramé

trique, cela découle immédiatement de la description de la norme | | i î | | ^ a t) que l'on 

sait justement être égale à 

max 
KEZN 

||afe||max(sfe,tfe)). 

Lorsque le corps est archimédien, l'inégalité provient de la formule de Cauchy. 

Revenons au cas général. Soit k G Zn. Considérons un point z de B en lequel l'éga
lité |afc(z)| = ||afc||sp a lieu. Il en existe car la part ie B est compacte. Le raisonnement 
précédent assure aue 

\\ak\\max(skitk) < C+ \ak(z)\max(sfe,tk) <_ : C+ ||^||7r-l(^)nC(s,t)-

On en déduit immédiatement l'inégalité demandée 

Proposition 2.1.3. — Soient u = (ui,..., un) un élément de R™ et v — (vi,..., vn) 

un élément de (R+)n tels que s -< u < v < t. Alors, pour tout élément R de 

g/(s < \T\ < t), on a l'inégalité 

afcl,...,fcnr*'...T*-
n 

\i=l 

FGH 
^ Ui Si 

GHG 

U - Vi llñHc(3,t)> 

où, pour tout élément i de [ l , n ] , nous posons Si/(ui — Si) = 0 si Si = 0. 

Démonstration. — Comme dans la preuve de la proposition 2.1.1, posons 

GFHG 

IKEI 
akTk,IcJ8 

où J8 désigne l'ensemble des parties finies de l'ensemble 

{k = ( * ! , . . . , kn) G Zn I ki > 0 si Si = 0} . 

Soit 

P = 

fc€Nn 

akTk 
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un élément de 3ê. D'après le lemme précédent, quel que soit fe G Zn, nous avons 

\\ak\\max(sk,tk)<C+\\P\\ç{attFGFGy 

On en déduit que 

\\P\\~,v 
feezn 

llcfeU max(uk,vk) 

C+ \\P\\c(s,t) 
kezn 

n 

,i=l 

@(W)(\T\<(s',u)) 

max(<' ,C) 

C+ \\P\\c(s,t) 
1=1 KI<0 

HJH 

Si. 

KI 

KI>0 

Vi 

FGF 

GH 

C+\\P\\c{a,i 

n 

GH 

Si 

Ui Si 
U 

U - Vi 

On conclut par densité de Sê dans sé(s < \T\ < t) pour la norme ||.||s,t et donc la 

norme ||.||ti,v. O 

2.2. Limites d'algèbres de disques 

Soit V une partie compacte de B. Rappelons (cf. définitions 1.1.20 et 1.2.1) que 

J(f{V) désigne le localisé de l 'anneau srf par l'ensemble des éléments qui ne s'an

nulent pas au voisinage de V et 33(V) le complété de l 'anneau J(f(V) pour la norme 

uniforme sur V. Pour t G (R+)n, nous noterons ||.||y,t la norme sur l 'anneau 

^ ( V ) ( | T | < t) définie au paragraphe précédent. 

Soit b un point de B. Rappelons que nous notons l'idéal maximal de l 'anneau 

local ÛB b et K,(b) son corps résiduel. Nous noterons 

GHJ lim 
> 

v,t 

&(V)(\T\<t), 

où V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et t par
court (R+)n. Pour commencer, énonçons un lemme qui assure que certaines décom
positions formelles, comme somme ou produit , d'éléments de Lb existent dans Lb. 

Lemme 2.2.1. — Soit 

G = 

k>0 

) a k T k £ L b G F F 

Soit E une partie de Nn . Alors les séries 

Gi 
k£E 

ak Tk et G2 = 

k(£E 

akTk 

appartiennent à Lb et vérifient 

G = GX + G2. 
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42 CHAPITRE 2. SÉRIES CONVERGENTES 

Soit i G [ l ,n ] . Supposons qu'il existe H G ^ ^ [ T ] £e/Ze gwe G = TiH. Alors H 

appartient à Lb et l'égalité G = Ti H vaut dans Lb. 

Démonstration. — Il suffit de revenir à la définition des éléments de Lb et de prendre 

garde à ce que les conditions de convergence restent vérifiées. • 

Lemme2.2.2. — L'anneau Lb est un anneau local d'idéal maximal 

m = (mb,Ti,. . . ,Tn) 

et de corps résiduel hi(b). 

Démonstration. — En utilisant le lemme 2.2.1, on montre que le morphisme naturel 

0B,b^>Lb/(T1,...,Tn) 

est un isomorphisme. On en déduit un isomorphisme naturel 

K(b) = ÛB,b/m ^ Lb/m. 

Par conséquent, l'idéal m est maximal. 

Pour montrer que l 'anneau Lb est un anneau local d'idéal m, il suffit de montrer que 

tout élément de Lb qui n 'appart ient pas à m est inversible. Soit F G Lb \ m. Il existe 

V un voisinage compact du point b dans B et t G (R+)n tels que F G &(V)(\T\ < t). 

Nous pouvons écrire F sous la forme 

F = ao + JTtTiGi(T), 

avec a0 G 38{y) et, quel que soit i G [ l , n ] , Gi G ^ ( V ) ( | T | < t). Puisque F n 'appar
tient pas à m, son premier coefficient ao n 'appart ient pas à m^. On en déduit que ao 

est inversible au voisinage de b dans B. Quit te à restreindre V et à multiplier F par 
a ô 1 , nous pouvons supposer que ao = 1. Notons 

M = m ç c d l G i H v . t ) . 
l<i<n 

Soit s = ( s i , . . . , sn) G (R+)n tel que 

n 

2=1 
Si M < 1. 

Nous avons alors 
n 

2=1 
TiGiiT) 

FG 

< 1 . 

On en déduit que la fonction 

F = l + 

n 

i=l 

TiGiiT) 

est inversible dans l 'anneau de Banach âê(V)(\T\ < s) et donc dans 
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2.2.1. Théorèmes de WeierstraB. — Dans ce paragraphe, nous montrerons que l'an
neau Lb satisfait les conclusions des théorèmes de division et de préparation de 
Weierstrafë. Notre preuve est calquée sur celle que mettent en œuvre H. Grauert 
et R. Remmert dans le cadre de la géométrie analytique complexe. 

Nous noterons T ' = ( T i , . . . ,Tn_ i ) et 

Lfh = \\mâS{V){\T'\<t'), 

où V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et t' parcourt 
l'ensemble (R+)n_1. 

Théorème 2.2.3 (Théorème de division de WeierstraB). — Soit G G Lb une série telle 
que G(0,Tn)(b) ^ 0 dans Jf?(b)lTn}. Notons p la valuation en Tn de la série 
G(0,Tn)(b). Soit F G Lb. Alors il existe un unique couple (Q,R) G (Lb)2 tel que 

i) R G [Tn] est un polynôme de degré strictement inférieur à p ; 

ii) F = QG + R. 

Démonstration. — Notons G = J]fceNgk(Tr) T% où, quel que soit k G N , gk G L'b, 
go(0)(b) = • • • = gp_i(0)(b) = 0 et gp(0)(b) ^ 0. Quit te à choisir un voisinage compact 
assez peti t V du point b et un réel strictement positif r assez peti t également, nous 
pouvons supposer que G G âS(V){\T\ < r ) , où r = ( r , . . . , r ) G (R+)n, et que gp(Tf) 
est inversible dans &(V){\T'\ < r'), où r' = ( r , . . . , r) G (R+)n-1 . Quit te à multiplier 
alors G par g " 1 , nous pouvons supposer que gv — \. 

Soient s' G (R^)n_1, avec s' < r'', et s G ]0,r] . Posons s = (s7,5) G (R+)n. Tout 
élément <p de â#(V)(\T\ < s) peut s'écrire de façon unique sous la forme 

ip = a(<p)T* + l3(ip)9 

où a((p) désigne un élément de âS(V){\T\ < s) et /3(tp) un élément de âS{V)(\T'\ < s')[Tn] 
de degré strictement inférieur à p. Remarquons, dès à présent, que, quel que soit 
(p G BS(V){\T\ < s ) , on a 

N l v f . = | | a ( ^ ) l k . ^ + № ) | | v , . . 

Considérons, à présent, l 'endomorphisme 

A . a<y)(\T\<*) - @(v)(\t\<s) 
V » a(<p)G + 0(ip). 

Il nous suffit de trouver un n-uplet s assez peti t pour lequel l 'endomorphisme AB soit 
bijectif. Remarquons que, quel que soit tp € ^ ( V ) ( | T | < s), on a 

U.(<P) - p\\v,. = \\<*{<p){G-TP)\\v,a 

< \\a(<p)\\v,.\\G-V!\\v,. 

< *-p\\<p\\v,.\\G-'I%\\v,.-
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Soient u,v G ]0,min(r, 1)[. Nous noterons (u,v) le n-uplet (u,... ,u,v). Soit 

k £ [0>P "~ ! ] • Il existe une constante G R, indépendante de u et de telle que 

Ton ait 

\\9k\\v,U < \\9k(0)\\v + Mku. 

Il existe également une constante AT G R, encore indépendante de ^ et de v, telle que 

l'on ait 

FGHJJH 

9k(T')T£ 

\V,(u,v) 

<Nvp+\ 

Par conséquent, il existe une constante M G R, indépendante de u et de v, telle que 

p-i 

\\G - v.(u,„) < £ v + M(u +FFGY 
k=0 

Soit £ G ]0,1[. Qui t te à choisir judicieusement v puis г¿, nous pouvons supposer 

que M(u -f < evp/2. Quel que soit G J0,p — 1], nous avons gk(0)(b) = 0, par 

hypothèse. Par conséquent, quit te à restreindre le voisinage V de 6, nous pouvons 

supposer que 

£ l l < f c ( 0 ) l k < e f • 

On dispose alors de l'inégalité 

||^(u,t;) - I\\v,(u,v) <£ <1 

et on en déduit que l 'endomorphisme A(UtV) = I + (A(UiV) — I) est inversible. • 

Nous pouvons obtenir une version plus précise du théorème de Weierstratë lorsque 

l'on divise par des séries d 'un type particulier. 

Définition 2.2.4. — Soit p G N . On dit qu'un polynôme h G £&[Tn] est distingué de 

degré p s'il est unitaire, de degré p et vérifie 

h(0,Tn)(6) = Tl dans J4?(b)lTn]. 

Théorème 2.2.5 (Théorème de division de WeierstraB semi-local). — Soient p G N et 

G G I^[Tn] un polynôme distingué de degré p. Soient V un voisinage compact de 

b dans B e t r ' e (R;)71"1 tel que G G âS(V)(\T'\ < r')[Tn\. Soient v- et v+ deux 

nombres réels vérifiant 0 < V- < v+. Alors il existe un voisinage compact W de b 

dans V et un (n — l)-uplet s' G (R^_)n_1; avec s' < r', vérifiant la propriété suivante : 

pour tout voisinage compact U deb dans W, tout (n — l)-uplet t' G (R+)n-1 vérifiant 

t' < s', tout nombre réel w G et tout élément F de &(U)(\T\ < (t',w)), il 

existe un unique couple (Q,R) G (3§(U)(\T\ < (tf,w)))2 tel que 

i) R soit un polynôme de degré strictement inférieur à p ; 

ii) F = QG + R. 

En outre, il existe une constante C G R + , indépendante de U, t', w et F, telle que 

l'on ait les inégalités 
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a) \\Q\\u,(t',w) C\\F\\u,(t',w) : 

b) \\R\\u,(t>,w) <C\\F\\UM,,W). 

Démonstration. — Notons 

afcl,...,fcnr*'...T*-p-i 

K=0 

@(W)(\T\<(s 

où, quel que soit k G [ 0 , p - 1], gk G SS{V) et gk(0)(b) = 0. Soient s' G (R+)n_1, 
avec s' < r', w G ]0, v+] et W un voisinage compact de b dans V. Tout élément y? de 

&(W)(\T\ < (sf,u)) peut s'écrire de façon unique sous la forme 

afcl,...,fcnr*'...T*-JUY 

où a(y?) désigne un élément de ^ ( W ) ( | T | < (s',u)) et (3((p) un élément de 

3S(W)(\T'\ < s')[Tn] de degré strictement inférieur à p. Remarquons, dès à pré

sent, que, quel que soit ip G â$(W)(\T\ < (s ' ,-u)), nous avons 

IMIw,(a',ti) z ll«(^)l|w,(a',u) UP-Ï \№(<P)\\W,(S>,U)-

Considérons, à présent, l 'endomorphisme 

?HKJ @(W)(\T\<(s',u)) <%(W){\T\<{s\u)) 

FHFGH @(W)(\T\<(s',u)) 

Remarquons que, quel que soit <p G &(W)(\T\ < (s',u)), nous avons 

\\Aw,(a',u)(<P) - V\\w,(e',u) \\aifp) ( G - I ? ) | | w , ( . , , u ) 

\H<p)\\w,(s>,u) \\G - T%\\Wt(a,iU) 

u~p H k ( s » \\G-TZ\\w,(s-,uy 

Si s' = ( s i , . . . , 5n_ i ) , nous noterons max(s') = m a x ( s i , . . . , s n - i ) - Soit 
G [ 0 , p - 1]. Il existe une constante Mk G R, indépendante de s', telle que 

l'on ait 

< l l^(0) | |^ + Mk max(s'). 

Par conséquent, il existe une constante M G R, indépendante de s', telle que l'on ait 

\\G ~ T%\\w,(s',u) 
p-1 

HG 
\9k(0)\\w uk + Mmax(s') 

GHp-i 

K=0 

\\gk(0)\\wvkr + Mmaix{sf). 

Soit E G ]0,1[. Quel que soit k G [0 ,p — 1], nous avons gk(0)(b) = 0, par hypothèse. 

Par conséquent, il existe un voisinage W de b dans V tel que l'on ait 

p-i 

fc=0 

@(W)(\T\<(s',u)) 
vp_ 

2 ' 
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Il existe également s' < r' tel que 

M m a x ( s ' ) : FDG 
vp_ 

GHJ2 

Soient U un voisinage compact de b dans W, t' < s' et w G On dispose 
alors de l'inégalité 

\\G-TP\\u,(t>,w)w-p \\G-Tv\\WAa,,w)vZp 

/p- i 

GHGJ 
|Pfc(0) | | iv< + M m a x ( s ' ) vZp 

£ VP_ V_P < S. 

Nous avons donc 

II^C/,(t',iu) I\\u,(t>,w) <e<l. 

Par conséquent, l 'endomorphisme Au^tf,w) — I + (^£/,(t',w) ~~ -0 est inversible. 
Soit F e â§(U)(\T\ < (tf,w)). Il existe un unique couple (Q,R), avec 

Q G 38{U){\T\ < (t\w)) et Re âS(U)(\T'\ < t')[Tn] de degré strictement inférieur à 
p , tel que 

F = QG + R. 
Avec les notations précédentes, nous avons Q = « (A^1^ , W\(F)) et R = /3(Au1(t, W\(F)) 
Puisque \\Au^t>,w) ~ I\\u,\T\<(t',w) < e, nous avons 

WAu\t',w)Wu,(t',w) 

+00 

i=0 

HG 1 

1-e 

On en déduit que 

IIQIkct',™) 
vZp 

1 - e " 
\F\\u,(t',w) 

et que 

\\R\\u,(t',w) 
1 

' l-£ \F\\u,(t'w)-

Théorème 2.2.6 (Théorème de préparation de WeierstraB). — Soit G G Lb une série 

telle que G(0,Tn)(fr) ^ 0 dans Jf?(b)lTn}. Notons p la valuation en Tn de la série 

G(0,Tn)(6) . Alors il existe un unique couple G (Z^)2 vérifiant les conditions 

suivantes : 

i) Q G Pn] est un polynôme distingué de degré p ; 

ii) E est inversible dans Lb ; 

iii) G = EQ. 

Démonstration. — Supposons que des séries Q et E vérifiant les conditions requises 
existent. Alors ft s'écrit sous la forme Tp + S, où S G L'b[Tn] désigne un polynôme 
de degré strictement inférieur à p. Les séries S et E sont alors reliées par l'égalité 
Tp = E~x G — S. Le théorème de division de Weierstrafi 2.2.3 nous assure l'unicité 
des séries E-1 et S. On en déduit l 'unicité des séries fi et E. 
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Démontrons, à présent, l'existence de ces séries. Le théorème 2.2.3 appliqué avec 

T% et G nous assure qu'il existe Q G Lb et R G £&[Tn] de degré strictement inférieur 

à p tels que 

T* = QG + R. 

Montrons, tout d 'abord, que R(0,Tn)(b) = 0. Si H désigne un élément de Lb, nous 

noterons vb(H) la valuation en Tn de la série i f (0 , Tn)(6) dans J f (6) [TnJ . 

Nous avons alors 

vb(R) = vb(T%-QG) 

> mm(vb(T%),vb(Q) + vb(G)) 

> P-

Puisque R(0,Tn) est supposé de degré strictement inférieur à p , nous avons donc 

# ( 0 , Tn)(b) = 0. On en déduit que vb(T% - R) = p et donc que 

vb(Q) = vb(QG) - vb(G) = p-p = 0. 

Par conséquent, Q est inversible dans L^,. Les séries E = Q'1 et Q = T% — R 

conviennent. • 

Par la suite, nous aurons également besoin du lemme suivant, fort utile pour nous 

ramener à une situation dans laquelle on peut utiliser les théorèmes de Weierstra£. 

Lemme 2.2.7. — Soit G G Lb tel que G(b) ^ 0 dans J ^ ( 6 ) [ T J . Il existe un automor-

phisme a de Lb tel que Von ait cr(G)(0,Tn)(b) ^ 0 dans ^(fylTnj. 

Démonstration. — D'après [7], §3, n° 7, lemme 3, il existe u(l),... ,u(n — 1) G N* 
tels que l 'automorphisme r de J4?(b)lTj défini par 

i) V z G [ l , n - l ] , r № ) = T, + r n ^ ) ; 

ii) r (Tn) - Tn 

envoie G sur un élément r ( G ) qui vérifie r(G)(0,Tn)(b) ^ 0. 

Montrons que l 'application r peut être définie sur Lb. Soient U un voisinage com

pact de b dans B et r — ( r i , . . . , r n ) G ( R + ) N . Quel que soit i G | [0 ,n—1] , il 

existe Si,snj G R + tels que Si + s ^ < r{. Posons sn = m i n ( s n , i , . . . , sn,n-i ,rn) 

et s = ( s i , . . . , s n ) . Définissons alors un endomorphisme TU de <2?(J7)[[T] par les 

mêmes formules que r . On vérifie alors que, quel que soit F G 3§(U){\T\ < r ) , on a 

Tu(F)e^(U)(\T\<s). 

On en déduit un morphisme au : 3S(U)(\T\ < r ) —• Lb. On vérifie sans peine que tous 

ces morphismes sont compatibles et définissent donc un endomorphisme a de Lb. En 

outre, l 'endomorphisme a induit l 'endomorphisme r sur ^ B , & [ [ T ] . On en déduit, en 

particulier, que a(G)(0,Tn)(b) ^ 0. 

En appliquant le même procédé à part ir de r - 1 , on construit un endomor

phisme de Lb qui est l'inverse de a. Par conséquent, a est un automorphisme 

de Lb. • 
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2.2.2. Propriétés. — Nous consacrerons cette partie à démontrer quelques propriétés 
de l 'anneau local 

Théorème 2.2.8. — Supposons que Vanneau local ûs,b est u n corps. Alors Vanneau 
local L\y est noethérien. 

Démonstration. — Nous allons procéder par récurrence. Si n = 0, l 'isomorphisme 

Lb ~ ÛB,b nous montre que le résultat est vrai. 
Supposons, à présent, que le résultat soit vrai pour L'h. Soit 7 un idéal de 7/&. L'idéal 

nul étant évidemment de type fini, nous pouvons supposer que I ^ (0). Choisissons 
un élément non nul G de 7. Puisque ûs,b est un corps, il s'injecte dans Jf?(b) et nous 
avons donc G (b) 7̂  0. D'après le lemme 2.2.7, quit te à appliquer un automorphisme de 
Lb, nous pouvons donc supposer que G(0 ,T n ) (6 ) ^ 0. D'après le théorème de division 
de Weierstrafe 2.2.3, l'idéal 7 est engendré par G et par la partie lC\Lf

b[Tn]. Or l 'anneau 
L^[T n] est noethérien, puisque L'h l'est, donc l'idéal 7 f l T^[T n] est engendré par un 
nombre fini d'éléments, ce qui suffit pour conclure. • 

Nous souhaitons, maintenant , t rai ter le cas où l 'anneau local @B,b e s ^ un anneau 
de valuation discrète. Nous aurons besoin d'une hypothèse supplémentaire. 

Définition 2.2.9. — Soit b un point de B en lequel Vanneau local OBJ> e s t de valuation 
discrète. Choisissons une uniformisante n de cet anneau et V un voisinage de b dans B 
sur lequel elle est définie. On dit que Vuniformisante TT vérifie la condition (Uy) s'il 
existe une constante Cy > 0 telle que pour toute fonction f G £ê(V) vérifiant f(b) = 0, 
il existe une fonction g G 3$(V) vérifiant les propriétés suivantes : 

i) / = irg dans SSiy) ; 

ii) \\g\\v<Cv\\f\\y. 

On dit que Vanneau de valuation discrète ÛB,b vérifie la condition (U) s'il existe 

une uniformisante TT de @B,b définie sur un voisinage V du point b dans B et un 

système fondamental W de voisinages compacts du point b dans V tel que, pour tout 

élément W de Vuniformisante TT vérifie la condition (Uw)> 

Remarque 2.2.10. — Il est clair que la condition (U) ne dépend pas de l'ouvert de 

définition V de TT que nous avons choisi. En outre, si irf désigne une uniformisante de 

ÛB,b, il existe une fonction a inversible dans &B,b telle que 7r = air' dans ÛB,b- Si les 

propriétés précédentes sont vérifiées pour l'uniformisante 7r, elles le sont donc encore 

pour l 'uniformisante 7r;. Par conséquent, la condition (U) porte bien sur l 'anneau local 

lui-même et ne dépend pas des choix de TT et de V effectués. 

Nous utiliserons la condition (U) sous la forme du lemme suivant. 

Lemme 2.2.11. — Supposons que Vanneau local &B,b est un anneau de valuation dis

crète vérifiant la condition (U). Soit TT une uniformisante de @B,b et notons vn la 
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valuation ir-adique sur cet anneau. Soit G G Lb\ {0}. Notons J2k>o akTk son image 
dans ÛB^IT}. Posons 

v(G) = min{?;7r(afc), k > 0} G N . 

Alors, il existe une fonction H de Lb vérifiant les propriétés suivantes : 

i) H(b) ¿0 dansJf?(b)lTj; 

ii) G = TTV^H dans Lb. 

Démonstration. — Soit V un voisinage de b dans B sur lequel 7r est définie. Par 
hypothèse, il existe un système fondamental W de voisinages de b dans V tel que, 
quel que soit W G W, l 'uniformisante 7r vérifie la condition (Uw) , avec une certaine 
constante Cw > 0. Il existe un voisinage compact U de b dans B et t E (R+)n tels 
que la série G soit un élément de â§(U)(\T\ < t). Par conséquent, il existe une famille 
(ûfc)fc>o d'éléments de âS(U) telle que 

G = J2^Tk 
k>0 

et 

X îiafeiî tfc<+°c-
fc>0 

Soit W un élément de W contenu dans U. Soit k > 0. Par hypothèse, 7rv^ divise 
ak dans ^# ,6 . La condition (XJw) nous assure qu'il existe bk G â$(W) vérifiant les 
propriétés suivantes : 

i) ak = 7rv^ bk dans 38{W) ; 

ii) \\bh\\w < CwG) \\ak\\w-

Nous avons 

^ \\bk\\wth < CV4G) K I M * < +oo. 
fc>0 fc>0 

Par conséquent, la série J2k>o °k Tk définit un élément H de &(W){\T\ < t). Il vérifie 

bien G = nv^H et H(b) ¿0. • 

Théorème 2.2.12. — Supposons que l'anneau local ûs,b est un anneau de valuation 
discrète vérifiant la condition (U). Alors, Vanneau local Lb est noethérien. 

Démonstration. — Nous allons procéder par récurrence sur n. Si n = 0, nous avons 
Lb ~ @B,b et le résultat est vrai. 

Supposons, à présent, que le résultat soit vrai pour L'h. Soit I un idéal de Lb- L'idéal 
nul étant de type fini, nous pouvons supposer que I ^ (0). Notons 

v(I) = min{t;(G), G G I}. 

D'après le lemme 2.2.11, il existe un idéal J de Lb vérifiant les propriétés suivantes : 

i) / = 7r^7)j; 

ii) l'idéal J contient un élément G vérifiant G(b) ^ 0 dans J ^ ( 6 ) [ T ] . 
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Nous pouvons alors utiliser le même raisonnement que dans la preuve du théorème 

2.2.8 pour montrer que l'idéal J est de type fini. Il en est donc de même pour l'idéal J. 

• 
Théorème 2.2.13. — Supposons que Vanneau local &s,b est un corps ou un anneau de 

valuation discrète vérifiant la condition (U). Alors, l'anneau local Lb est factoriel. 

Démonstration. — Il nous suffit de reprendre la s tructure des raisonnements précé

dents en utilisant, cette fois-ci, le théorème de préparation de Weierstrafè 2.2.6, joint 

au lemme 2.2.7, et le théorème de Gauft. • 

Nous pouvons, en fait, obtenir un résultat plus fort et démontrer, sous les mêmes 

hypothèses, que l 'anneau local est régulier. 

Théorème 2.2.14. — Supposons que Vanneau local ûs,b est un corps ou un anneau de 

valuation discrète vérifiant la condition (U). Alors, Vanneau Lb est un anneau local 

régulier de dimension égale à d i m ( ^ , 6 ) + n. 

Démonstration. — Rappelons que nous notons m = (mb ,Ti, . . . ,Tn) l'idéal maximal 

de et que nous avons 

n(b) = ÛB,b/^b - Lb/m. 

Supposons, tout d 'abord, que ûs,b est un corps. Nous avons m = ( T i , . . . , T n ) , 

&B,b = et dim(Ô'B,b) — 0. La suite 

( 0 ) c ( T i ) c - " C ( T i , . . . , T n ) 

est une suite strictement croissante d ' idéaux premiers de Lb. On en déduit que 

dim(Lfc) > n. 

Montrons, à présent, que la famille ( T i , . . . ,Tn) engendre le tt(6)-espace vectoriel 

m/m2. Soit G G m. Par définition de m, il existe G i , . . . , Gn G Lb tels que 
n 

G = ^ T i d dans Lb. 
i=l 

Quel que soit i G [ l , n ] , il existe hi G @B,b<> Hi,i, • • • ,Hi,n € ^£,&[TJ tels que 

n 

Gi = hi + TJ HiJ dans ^B , 6pX 

D'après le lemme 2.2.1, cette décomposition vaut encore dans Lb. Par conséquent, 

nous avons 

G = 
n 

i=l 

hiTi + 
l<2,J<n 

Ti Tj Hij dans L 5 . 

Or, quels que soient ij G [ l , n ] , nous avons TiTj G m2. On en déduit que 

G = 
n 

i=l 
hiTi dans m/m2. 
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Nous avons bien montré que la famille ( X i , . . . ,Tn) engendre le «(6)-espace vectoriel 

m/m2. 

Comme tout anneau local noethérien, l 'anneau Lb vérifie 

dim(Lb) < dim^(b)(m/m2) < n. 

Finalement, nous avons donc 

dim(L&) = dimK(6)(m/m2) = n. 

On en déduit que l 'anneau Lb est un anneau local régulier de dimension n. 

Supposons, à présent, que ûs,b est un anneau de valuation discrète vérifiant la 

condition U. Nous avons alors dim(ûs,b) — 1- Soit n une uniformisante de 0B,b- La 

suite 

(0) C (TT) C (TT, TX) C • • • C (TT, T I , . . . , Tn) 

est une suite strictement croissante d'idéaux premiers de Lb. Observons que pour 

montrer que ce sont des idéaux premiers, il faut faire appel à la condition U et, plus 

précisément, au lemme 2.2.11. Nous avons montré que 

dim(Lb) > n + 1. 

Montrons, à présent, que la famille (n, T i , . . . , Tn) engendre le «(6)-espace vectoriel 

m/m2. Soit G G m. Par définition de m, il existe G o , . . . , Gn G Lb tels que 
n 

G = 7r G0 + £ Ti d dans Lb. 
i=l 

Par le même raisonnement que dans le cas des corps, on montre qu'il existe 

fci,..., hn G ûx,x tels que 

n n 
^TTiGi^^hi Ti dans m/m2. 

En utilisant de nouveau le lemme 2.2.1, on montre qu'il existe ho G &B,b, 

#0,1, • • •, #o,n 6 1/6 tels que 

n 
Go = ho + i^oj dans 

i= i 

Par conséquent, nous avons 

7T GQ = 7T ho 
n 

3 = 1 

TTTJ HQJ dans LB. 

Or, quel que soit j G [ l , n ] , nous avons 7rTj G m2. On en déduit que 

G = hoir + 
n 

i=l 
hiTi dans m/m2. 

Nous avons bien montré que la famille (TT, T I , . . . , TN) engendre le /c(6)-espace vectoriel 
m/m2. 
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L'anneau local noethérien L& vérifie donc 

dim(Lb) < dimK(k)(m/m2) < n + 1. 

On en déduit que 

dim(Lb) = dimK(b)(m/m2) = n + 1. 

Finalement, l 'anneau L& est un anneau local régulier de dimension n + 1. • 

2.3. Limites d'algèbres de couronnes 

Soit V une part ie compacte de B. Pour s G R + et £ G ( R + ) N , nous noterons ||.||v,s,t 
la norme sur l 'anneau âS{V){8 < \T\ < t) définie au numéro 2.1. 

Soit b un point de B. Soit r = ( 7 * 1 , . . . , rn) G ( R + ) N tel que la famille ( n , . . . , rn) 
soit libre dans l'espace vectoriel Q (g>z ( R + / | ^ ( 6 ) * | ) . Nous noterons 

L6,r = lim âS(V)(8 < \T\ < t), 
V,s,t 

où V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B, s par

court n r = i ] 0 ' r 4 et * parcourt nr=i]ri> +oo[. 
Comme précédemment, lorsque l 'anneau local €?jg55 est un corps ou un anneau de 

valuation discrète soumis à la condition (U), nous pouvons mener une étude précise 
de l 'anneau Lb,r- Signalons que les résultats s 'obtiennent bien plus facilement que 
précédemment. En particulier, nous n 'aurons pas besoin de faire appel aux théorèmes 
de division et de préparation de Weierstratè. Nous commençons par énoncer un lemme 
qui généralise, en un certain sens, l'inégalité ultramétrique. 

Lemme 2.3.1. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue 
suivante : quels que soient les éléments x et y de k, on a 

vérifiant Vinégalité 

+ < 2 A m a x ( | z | , M ) . 

Soient n G N et XQ, . . . , xn G k. Alors on a 

I n 

N=o 

Xi\ 2n\ max ( 
0<i<n 

DFGDG 

Si Von suppose que, quel que soit i G on a \xi\ < 2 nA|#o|> alors on a 

n 

\i=0 
X{ :2-nA|a?0|. 

Démonstration. — La première inégalité s'obtient facilement par récurrence. Démon

trons la seconde. Supposons donc que, quel que soit i G [ l , n ] , on a \xi\ < 2~nA|#o|-
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Alors 

\x0\ 
n 

i=0 

@(W)(\T\<(s',u)) 

2nX max 
n 

\i=0 

DG , \xn\)..., \x\I 

d'après la première inégalité. Supposons, par l 'absurde, qu'il existe i E tel que 

max I 
n 

\i=0 
G | x n | , . . . , | x i | : \Xi\. 

Nous obtenons alors 

\xQ\<2nX\xi\ < |ar0|, 

ce qui est impossible. Par conséquent, nous avons 

max 
I » 

U=o 

X% 5 | X n | , . . . , | X l | j 

n 

\i=0 

Xi 

On en déduit la seconde inégalité. 

Théorème 2.3.2. — Supposons que l'anneau local @B,b est un corps. Alors l'an

neau L\>r est un corps. 

Démonstration. — Soit / un élément non nul de l 'anneau Lb^r. Il nous suffit de mon

trer que cet élément est inversible. Il existe un voisinage compact V de b dans B, des 

éléments s et t de R + vérifiant s < r et t > r tels que 

fe&(V)(s< \T\ <t). 

Dans ce dernier anneau, la fonction / possède une écriture sous la forme 

DDFG 
kezn 

FJHJJH 

où, quel que soit k G Z n , nous avons ak G âê{V) et la famille (HflfeHv max(s f c , tk))kez
n 

est sommable. 
Les conditions imposées au n-uplet r nous assurent qu'il existe un élément ko de Z n 

tel que, quel que soit k ^ feo, on ait 

\akJb)\max(sk°,tk°) > | a f c (6 ) |max(s f c , t f e ) . 

En utilisant le fait que la famille (||afc||v max(s f c , tk))keZn est sommable, on en déduit 

qu'il existe u, v G R tels que, quel que soit k ^ ko, on ait même 

\ako(b)\min(sk°,tk°) v > u > \ak(b)\m*x(sk,tk). 

Il existe un voisinage E de — oo dans Z n \ {ko} tel que 

\min(s 

\\ah\\vmax(sfc,tfe) < u. 
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De même, il existe un voisinage F de +00 dans Zn \ (E U {ko}) tel °lue 

^2 \\ak\\vmax(sk,tk) < u. 
keF 

La part ie G = Zn \ (E U F U {ko}) ne contient qu 'un nombre fini de termes. On en 

déduit qu'il existe deux éléments SQ et £0 de (R+)n vérifiant s < so < r et r < to < t 

tels que l'on ait 

\ako(b)\min(s0t,t0z)>v 

et, quel que soit k G G, 

|afc(6) |max(s£,t£) < u. 

Définissons deux voisinages compacts du point b dans V par 

Wo = {c G V | Vfc G G, |afc(6)| max(«J, t j ) < u} 

et 

^ 1 = {c G F | |afco(c)| mîn(aj° ,tj°) > t;} . 

Il existe un élément À de l'intervalle ]0,1] vérifiant 

2 ^ x u < v . 

Les conditions que nous avons imposées sur r imposent au corps value J$?(b) d 'être 

ul tramétrique. En particulier, nous avons \2(b)\ < 1. Par conséquent, la part ie 

W2 = {cG V | | 2 ( c ) | < 2 A } 

est un voisinage compact de b dans V. Choisissons un voisinage compact rationnel W 

de b contenu dans Wo D W\ fl W2 • Nous allons montrer que la fonction / est inversible 

dans l 'anneau &(W)(s0 < \T\ < t0). Notons 

D = 7r-1(W)nC(so,to). 

En utilisant le fait que 3$(W) = W et le lemme 2.1.1, on montre que 

M(â9(W)(80<\T\<to)) = D. 

D'après [2], corollaire 1.2.4, pour montrer que la fonction / est inversible dans l'an

neau 3ê(W){so < \T\ < t0), il suffit de montrer qu'elle ne s'annule par sur son spectre 

analytique D. Soit y un point de D. Notons c son projeté sur B. C'est un élément 

de W. Nous avons 

\m\ = 
kezn 

ak(c)T(y)k 

ako(c)T(y)k° ^ 
kGE 

ak(c)T(y)k 

keF 

ak(c)T(y)k 

keG 
,ak{c)T{y)k 
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Écrivons l'expression à l'intérieur de la valeur absolue comme une somme de 3 + §G 

termes. À l'exception du premier, chacun de ces termes g vérifie 

\g\ < u < 2-UG+2»v< \ako(c)\|T(c)fc°|. 

D'après le lemme 2.3.1, nous avons donc 

| / (y) |>2-«G+2)A|afeo(c ) | |T (c) fe< ' |>0 . 

On en déduit le résultat. • 

Venons-en, à présent, au cas où l 'anneau local Gs,b est un anneau de valuation 
discrète vérifiant la condition (U) de la définition 2.2.9. Soit n une uniformisante 
de &B,b et vn la valuation associée. Nous disposons d 'un résultat analogue à celui du 
lemme 2.2.11. Avant de l'énoncer, définissons une application v de Lb,r dans NU{+oo}. 
Soit / un élément de Lb,r- H existe un voisinage compact V de b dans B, des éléments s 

et t de R™ vérifiant s < r et t > r tels que 

fe&(V)(8< \T\ <t). 

Dans ce dernier anneau, la fonction / possède une écriture sous la forme 

/ = £ « * 2 * , 

kezn 

où, quel que soit k G Zn, nous avons ak G âS{V) et la famille (||afe||v max(sfe, tk))kezn 
est sommable. Posons 

v(f) = minK(afc), k G Zn} G N U {+oo}. 

Cette quanti té ne dépend pas du représentant de / choisi. 

Lemme 2.3.3. — Supposons que Vanneau local &B,b est un anneau de valuation dis
crète vérifiant la condition (U). Soit n une uniformisante de ûs,b et notons vn la 
valuation associée. Soit f un élément non nul de Lb,r \ {0}- Alors, il existe une fonc
tion g de Lb,r vérifiant les propriétés suivantes : 

i) v(g) = 0; 

ii) f = 7Tv(ÏÏg dans L\>r. 

Nous en déduisons le théorème suivant. 

Théorème 2.3.4. — Supposons que Vanneau local @B,b est un anneau de valuation 

discrète vérifiant la condition (U). Alors Vanneau Lb,r est un anneau de valuation 

discrète, de valuation v et d'idéal maximal m^Lb^. 

Démonstration. — On vérifie directement sur la définition de l 'application v que les 

deux propriétés suivantes sont vérifiées : quels que soient f et g dans Lb,r, nous avons 

i) v(f + g)> min(v(/), v(g)) ; 

ii) v(fg) = v(f) + v(g). 
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En outre, la condition (U) assure que nous avons v(f) = +00 si, et seulement 
si, la fonction / est nulle. De cette propriété, jointe à la propriété ii), on déduit que 
l 'anneau Lb,r est intègre. Notons F son corps des fractions. L'application v se prolonge 
en un morphisme surjectif de F* dans Z qui vérifie encore la propriété i). C'est donc 
une valuation discrète. 

Pour conclure, il nous reste à montrer que nous avons les deux égalités suivantes : 

a) Lhtr = {feF\v(f)>0}', 

b) mbLb,r = {feF\v(f)>0}. 

L'égalité b) se déduit de l'égalité a) en utilisant la condition (U). En outre, en utilisant 
le lemme 2.3.3, on se ramène à montrer que tout élément de Lbr de valuation nulle est 
inversible dans Lb^r. Soit / un élément de Lbr tel que v(f) = 0. Il existe un voisinage 
compact V de b dans B , des éléments s et t de R™ vérifiant s < r et t > r tels que 

/ G 3B{V){8 < \T\ < t). 

Dans ce dernier anneau, la fonction / possède une écriture sous la forme 

/ = 

mp 
akTk, 

où, quel que soit k G Zn, nous avons ak G âS(V) et la famille (||afe||v max(sfc, tk))kezn 
est sommable. Puisque v(f) = 0, la famille (\ak(b)\)kezn n'est pas nulle. Les conditions 
imposées au n-uplet r nous assurent alors qu'il existe un élément ko de Zn tel que, 
quel que soit k ^ ko, on ait 

|afco(6)|max(sfeo,tfco) > \ah(b)\max(sfe,tk). 

On en utilisant le même raisonnement que dans la preuve du théorème 2.3.2, on 
montre que la fonction / est inversible dans l 'anneau Lb^r. • 

2.4. Exemples d'anneaux locaux 

Il est possible d'exhiber des bases de voisinages explicites de certains points de l'es

pace affine. Ces résultats nous seront, par la suite, très utiles pour étudier les anneaux 

locaux en ces points. Commençons par nous intéresser à des parties compactes plus 

générales. 

Lemme 2.4.1. — Soient U un ouvert de B , Y un ouvert de XJJ, p un entier et 

/ 1 , . . . , fp des éléments de &x (y) • Pour toute partie compacte V deU et tous éléments 

s = ( s i , . . . , sp) et t = (£1, . . . , tp) de , nous posons 

Mv(s,t) = {yeYnxv\Vie si < \fi(y)\ < u}. 

Nous supposerons que toutes ces parties sont compactes. 

Soient V une partie compacte de U et s et t deux éléments de Rp. Soit N un 

voisinage du compact My(s, t) dans Y. Il existe un voisinage compact V de V dans U 
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et deux éléments s' et t' de R + vérifiant les inégalités sf -< s et tf > t tels que Von 

ait Vinclusion 

Mv,(s\t') C N. 

Démonstration. — Posons M = My(s,t). Soient Vo un voisinage compact de V 
dans U et so et to deux éléments de R P vérifiant les inégalités s' -< s et t' > t. 
La partie compacte MQ = My0(so,to) est alors un voisinage compact de M dans Y. 

Sans perdre en généralité, nous pouvons supposer que N est un voisinage ouvert de M 

dans MQ. 

Posons Mi = My0(s, t). La partie N D M\ est un voisinage ouvert de M dans M\. 

Son complémentaire S\ est une partie compacte. Puisque M\P\Xy = M , le compact Si 

ne coupe pas Xy. Par conséquent, le compact TT(SI) ne coupe pas V. Choisissons un 

voisinage compact V de V dans VQ contenu dans le complémentaire de 7r(5i). NOUS 
avons alors 

M y / ( s , t) = Mi H Xv, C Mi H N C N . 

Posons M2 = My / ( t , to ) . La partie JVT1M2 est un voisinage ouvert de M dans M2. 
Son complémentaire S2 est une partie compacte. La fonction 

m a x ( | / i | -U) 
i<i<p 

atteint son minimum m sur $2. Puisque S2 est disjoint de M , le nombre réel m 

est strictement positif. Pour tout élément i de choisissons un élément t[ de 

l'intervalle ^ + ra[. Posons £' = ( t ^ , . . . , t ' ) . Nous avons alors t' > t et 

Mv,(t,t') CM2DN CN. 

Nous montrons de même qu'il existe un élément s' de R*|_ vérifiant sf -< s tel que 

M w ( s , , s ) C N . 

On en déduit que 

Mv/(s',t') C N , 

ce qui démontre le résultat. • 

Nous allons maintenant appliquer ce résultat afin d'obtenir une description explicite 

de systèmes fondamentaux de voisinages pour certains points. 

Définition2.4.2. — Soient b un point de B, a i , . . . , a n des éléments de &B,b et 

des éléments de R + . Notons I Vensemble des éléments i de [ l , n ] 

tels que r^ ^ 0. Supposons que la famille ( r ^ ) ^ / est libre dans Vespace vectoriel 

Q ®z ( R + / | ^ ( 6 ) * | ) - Il existe alors un unique point x de la fibre X^ qui vérifie les 

inégalités suivantes : 

Viell,nl\(Ti-ai)(x)\=ri. 

Un tel point est dit déployé. 
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Soient b un point de B et a = ( a i , . . . , a n ) un élément de b. Soit BQ un voisinage 

de b dans sur lequel les fonctions a i , . . . , an sont définies. 

Soient 7 une partie de [1, n ] et (ri)iei une famille de R + dont l 'image dans l'espace 

vectoriel Q ®z (R+/ |J^(b)*\) est libre. Notons J = [ l , n ] \ I et, pour i G J , posons 

= 0. Posons encore r = ( r i , . . . , r n ) . Notons x l 'unique point de la fibre Xt> qui 

vérifie 

Viell,nl\(Ti-ai)(x)\ = ri. 

Proposition 2.4.3. — Soit U un voisinage du point x dans X. Pour tout élément i 

de J, posons si = 0. Il existe un voisinage V du point b dans BQ, pour tout élément i 

de I, un élément Si de ]0, et, pour tout élément i de [1 , n ] , un élément U de]ri, +oo[ 

tels que Von ait Vinclusion 

{yeXv\Vie [1, n], Si < \(Ti - ai)(y)\ < u} c u. 

Démonstration. — D'après le corollaire 1.1.12, pour toute partie compacte V de Bo 

et tous éléments s i , . . . , sn, t±,..., tn de R + , la partie de X définie par 

{yeXv\Vie Si < \(Ti - a)(y)\ < u} 

est compacte. Le résultat découle alors du lemme 2.4.1. 

Nous allons, à présent, préciser ce résultat. À cet effet, nous allons construire une 

application a^^ de BQ dans 

W = {y G XBo I Vi e [ l , n j , 1(1* - Oi){y)\ = n) 

qui soit une section du morphisme n au-dessus de BQ. 
Soit c un point de B0. Si le point c est associé à une valeur absolue ultramétrique, 

nous définissons o-^^c) comme le point associé à la semi-norme multiplicative 

^ [ T i , . . . , T n ] R + 

fc>0 
§LM% 

n 

i=l 
Ti - ai)k< max 

fc>0 
M<0I 

n 

JJJG 
i 

Si le point c est associé à une valeur absolue archimédienne, alors le corps résiduel 

complété J4?(c) est R ou C muni de la valeur absolue l-l^, avec e G ]0,1]. Nous 

définissons 0-ttjT.(c) comme le point ( a i + r ^ £ , . . . , an + T>/£) de la fibre Xc, autrement 

dit, comme le point associé à la semi-norme multiplicative 

s/[Tu...,Tn] R + 

GG 
JJK 

n 

i=l 
{Ti - <Xi)ki 

|fc>0 

ûfc(c) 
i=l 

ki/e 
ri 

Ie 

I co 

Lemme 2.4.4. — L'application 

(Ta,r BQ —> W 

est une section continue du morphisme ir au-dessus de BQ. 
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Démonstration. — Le fait que l'application aair prenne ses valeurs dans W et soit une 
section de 7R est immédiat. Intéressons-nous, maintenant , à sa continuité. Rappelons 
que, par définition de la topologie de X , l 'application crcx,r est continue si, et seulement 
si, pour tout élément P de sf\T\,..., Tn], l 'application 

\P(.)\oaa,r: 
B0 

c 

R + 

\P(<Ta.r(c))\ 

est continue. 
Considérons l'ouvert de BQ défini par 

B1 = {c € B0 |2(c)| < 1 } . 

Chacun des points de cet ouvert est associé à une valeur absolue ultramétrique. Par 
conséquent, pour tout élément P = X]fc>o ah I i r = i № - (*i)ki de £?[Ti,..., Tn], nous 
avons 

|P((Ta,r(c))|=max ( |afc(c)|IJR?* 
fe>o % 

On en déduit que l 'application <7AJT. est continue sur B\. 
Considérons de même l'ouvert de BQ défini par 

£2 = { c e P 0 | 2 ( c ) | > l } . 

Chacun des points de cet ouvert est associé à une valeur absolue archimédienne. Par 

conséquent, pour tout élément P = J2k>o ak Ffë=i№ — ai)ki de <£^[Ti,.. . , Tn], nous 

avons 

\P(<rQ,r(c))\ =\p(a + r } / e , . . . ,a + r^) (c)|. 

On en déduit que l 'application (7AJT. est continue sur B2. 
Si le point central a0 de B n 'appart ient pas à B0, alors B0 = BiUB2 et nous avons 

montré que l 'application (ja)î, est continue. Supposons, à présent, que le point ao 
appart ienne à BQ. Par hypothèse, l'image dans l'espace vectoriel Q <g>z ( R + / | ^ ( & ) * | ) 
de la famille (ri)iei de R + est libre. Puisque \Jt?(ao)*\ = {1} est contenu dans \Jf(b)*\ 
son image est encore libre dans l'espace vectoriel Q(g>z (R+/\Jf?(ao)*\). On en déduit 
que le point (7a>r(ao) est l 'unique point du compact 

{yeX0\Wie [ l , n ] , \{Ti - ai)(y)\ = n}. 

Soit U un voisinage du point o"c*,r(ao) dans X. D'après la proposition 2.4.3, il contient 
une partie de la forme 

{yeXv\Vie [ l , n ] , Si < \(Ti - ai){y)\ < u), 

où V est un voisinage du point ao dans Po> pour tout élément i de J , Si = 0, pour tout 
élément i de 7, Si appartient à ]0,ri[ et, pour tout élément i de [ l , n ] , U appartient 
à ] r i ,+oo[ . En particulier, il contient la partie W fi Xy. Par conséquent, la partie 
act]rW) contient le voisinage V de a0 dans BQ. On en déduit que l'application a^^ 
est continue au voisinage du point ao-
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Nous avons, à présent, t rai té le cas de tous les points de B$. Nous avons donc bien 
montré que l 'application (7Û)T. est continue. • 

Cet te section nous permet d'obtenir des informations supplémentaires sur les voi
sinages des points déployés des fibres. 

Corollaire 2.4.5. — Soient b un point de B, x un point déployé de la fibre Xb et U un 

voisinage du point x dans X. Il existe un voisinage V du point x dans U vérifiant les 

propriétés suivantes : 

i) la projection TT(V) est un voisinage du point n(x) = b dans B ; 

ii) il existe une section continue a du morphisme de projection V —» TT(V) ; 

iii) pour tout point b de TT(V), la trace de la fibre Xb sur V est connexe par arcs. 

Démonstration. — Ce résultat découle directement de la proposition et du lemme qui 
précèdent. Le point iii) est vrai car pour tout corps value complet k, tous éléments 
a i , . . . , an de k et s i , . . . , sn, t i , . . . , tn de R + , la partie de l'espace analytique A^'an 
définie par 

{y e A£'an | V» e [ l , n ] , si < \(T - ai)(y)\ < U} 

est connexe par arcs. • 

Corollaire 2.4.6. — Soient b un point de B et x un point déployé de la fibre Xb. Le 

morphisme n est ouvert au point x. 

Corollaire 2.4.7. — Soient b un point de B et x un point déployé de la fibre Xb. Si le 
point b de B possède un système fondamental de voisinages connexes par arcs, alors 
il en est de même pour le point x de X. 

Nous pouvons, à présent, décrire explicitement les anneaux locaux aux points dé

ployés des fibres. Reprenons les notations du début de ce numéro. Soient b un point 

de B et a = ( a i , . . . , an ) un élément de b. Soit Bo un voisinage de b dans B sur 

lequel les fonctions a i , . . . , an sont définies. 

Soient I une partie de [1, n ] et (ri)iei une famille de R + dont l'image dans l'espace 

vectoriel Q (g>z (R+/I J^(b)*\) est libre. Notons J = | l , n ] \ I et, pour i G J , posons 

n = 0. Posons encore r = ( r i , . . . , r n ) . Notons x l 'unique point de la fibre Xb qui 

vérifie 

Viell,nl\(Ti-ai){x)\=riFGDE. 

Théorème 2.4.8. — Le morphisme g/[T] —• ûx,x induit un isomorphisme 

Km &(V)(8 <\T-cx\<t) ^ ûXiX, 
V,s,t 

où V parcourt Vensemble des voisinages de b dans BQ, quel que soit i G J, Si = 0 et U 

parcourt H+, quel que soit i G I, Si et U parcourent respectivement ]0, et ]r^, +oo[. 
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Démonstration. — Quit te à remplacer l 'anneau si par âS(U), où U désigne un voisi

nage compact rationnel de b assez peti t , nous pouvons supposer que a G sin. Cette 

opération est licite d'après le théorème 1.2.11. Quit te à appliquer la translation par 

le vecteur —a, qui est un automorphisme, nous pouvons supposer que a = 0. 

Soit V un voisinage compact du point b dans M(si), s un élément de R™ et t un 

élément de ( R + ) N tels que s <t. D'après la proposition 2.1.1, le morphisme naturel 

si[T] —> âS(Cv(s,t)) se prolonge en un morphisme 

â9(V)(8 < \T\ < t) -+ âB(çV(8,t)). 

La proposition 2.1.3 assure que ce morphisme est injectif. En utilisant la proposi

tion 2.4.3, on en déduit qu'il existe un morphisme injectif 

(p : lim âg(V){s < \T\ < t) ^ ûx,x, 
V,s,t 

où V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et s et t l'en

semble des éléments de R™ qui vérifient s -< r < t. 

Il nous reste à montrer que ce morphisme est surjectif. Soit / un élément de &x,x-

Par définition du faisceau structural , il existe un voisinage U du point x dans X sur 

lequel la fonction / est la limite uniforme d'une suite de fractions rationnelles (Rj)j>o 

à coefficients dans si sans pôles sur U. D'après la proposition 2.4.3, nous pouvons 

supposer que le voisinage U est de la forme 

U = CV(8,t), 

où V désigne un voisinage compact rationnel du point b dans B, et s et t deux éléments 

de RIJ: qui vérifient s -< r < t. Le morphisme naturel 

s/[T\ â9(V)(8 < \T\ < t) 

est injectif. D'après les propositions 1.2.15 et 2.1.1, ce morphisme induit un homéo-
morphisme 

M(&(V)(s<\T\<t))^U. 

Soit P un élément de s/[T] qui ne s'annule en aucun point de U. D'après [2], corollaire 

1.2.4, l'image de P est inversible dans l 'anneau &(V)(s < \T\ < t). On en déduit que 

l 'anneau JfT{U) s'injecte dans â8{V){s < \T\ < t). 

Soient u un élément de R!J: tel que s -< u -< r et v un élément de ( R + ) N tel que r < 

v < t. L 'anneau Jtf(U) s'injecte encore dans l 'anneau âê{V){u < \T\ < v). L'inégalité 

sur les normes démontrée dans la proposition 2.1.3 assure que la suite (Rj)j>o est une 

suite de Cauchy dans l 'anneau â§(V)(u < \T\ < v). Puisque ce dernier anneau est 

complet, la suite (Rj)j>o y converge et sa limite est envoyée sur la fonction / par le 

morphisme ip. • 

2.5. Hensélianité 

Nous commençons par montrer que les anneaux locaux de l'espace affine analy

tique X au-dessus de B sont henséliens. Nous décrivons ensuite un cadre dans lequel 
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cette propriété peut déboucher sur l'existence d 'un isomorphisme local entre espaces 
analytiques. 

2.5.1. Démonstration 

Proposition 2.5.1. — Soit x un point de X. L'anneau local ûx,x est hensélien. 

Démonstration. — Rappelons que nous notons K(X) = ^x,x/^x- Soit P(T) un po
lynôme unitaire de ûx,x[T] dont l 'image dans K ( X ) [ T ] possède une racine simple a. 
D'après [28], chapitre VII, proposition 3, il nous suffit de montrer que a se relève en 
une racine de P(T) dans ûXlx-

Choisissons un élément / de ûx,x relevant a. Nous pouvons alors retraduire les 
hypothèses sous la forme P(f)(x) = 0 et P'(f)(x) ^ 0 . 

Soit U un voisinage compact de x dans X tel que les coefficients du polynôme P 
et l'élément / appart iennent à âê{U). Quit te à restreindre /7, nous pouvons supposer 
que la fonction P'(f) y est inversible. Il existe un polynôme T2) G â§(U)[Ti, T2], 
indépendant de / , tel que, quel que soit g G â$(U), on ait 

P(f + P(f)g) P(f) + P'(f)P(f)g P(f)292Q(f,9) 

= P'(f)P(f) 1 
GHGHK ~9 + 

PU) 
P'U) u FQU,G)) 

Notons d G N le degré du polynôme Q(f,T). Soit t G ] 0 , 1 [ . Qui t te à restreindre 
encore le voisinage U de x, nous pouvons supposer que t/(d + 1 ) majore la norme 
uniforme sur U de tous les coefficients du polynôme 

R(T) = PU) 

P'U) 
T2Q(f,T). 

On a alors 

Vge&(U), \\R(g)\\u 
d+2 

i=2 

t 
d+1 \\9\\b 

tmax ( |M |2y , |M |£+2) 

En particulier, si g G 3S{JJ) vérifie ||^||j7 < 1, alors nous avons encore ||iî(^)||c/ < 1. 
Quit te à diminuer ty nous pouvons supposer que 

t max 
- 1 

VDGFFG 

2 

U 

- 1 

P'(f) 

d+2\ 

U 
< I-

Nous avons alors 

R 
- 1 

P'(f) u 
< 1. 

On en déduit que, quel que soit n G N*, nous avons 

Ron - 1 

>P'U)< \u 
< 1 , 

où Ron désigne l 'application R élevée à la puissance n pour la loi de composition. 
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E N UTILISANT LE FAIT QUE, SI UN ÉLÉMENT b DE âS(U) VÉRIFIE \\b\\u < 1, ALORS 

№b)\\<t\\HU, 
ON MONTRE, À L'AIDE D'UNE RÉCURRENCE, QUE, QUEL QUE SOIT n € N*, NOUS AVONS 

Ron 
- 1 

s - R{s) 
GD 

s - R{s) 

E N PARTICULIER, LA SÉRIE 

s - R{s) 

Ron - 1 
s - R{s) 

CONVERGE DANS âë(JJ). NOTONS s SA SOMME. ELLE VÉRIFIE L'ÉQUATION 

s - R{s) = 
1 

P'U) 

O N EN DÉDUIT QUE P(f + P(f)s) = 0. PUISQUE P(f) EST NUL DANS n(x), L'ÉLÉMENT 

/ + P(f)s DE ^X , z RELÈVE BIEN A. • 

Corollaire 2.5.2. — Soit (Z, &z) un espace analytique sur (au sens de la définition 

1.1.27). Pour tout point z de Z, Vanneau local @z,z est hensélien. 

Démonstration. — PAR DÉFINITION, L'ANNEAU LOCAL ûziZ EST LE QUOTIENT DE L'ANNEAU LOCAL 

EN UN POINT D'UN ESPACE AFFINE ANALYTIQUE SUR srf. CE DERNIER ANNEAU EST HENSÉLIEN, 

D'APRÈS LA PROPOSITION PRÉCÉDENTE. CELA SUFFIT POUR CONCLURE CAR TOUT QUOTIENT D'UN 

ANNEAU HENSÉLIEN EST HENSÉLIEN. • 

2.5.2. Isomorphismes locaux. — LE CARACTÈRE HENSÉLIEN D'UN ANNEAU LOCAL PEUT ÊTRE 

INTERPRÉTÉ COMME UNE SORTE DE THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES. PAR LA SUITE, NOUS 

UTILISERONS EFFECTIVEMENT CETTE PROPRIÉTÉ POUR DÉMONTRER DES RÉSULTATS D'ISOMORPHIE. 

LA PROPOSITION QUI SUIT DONNE UN EXEMPLE D'APPLICATION. 

SOIT P(S) UN POLYNÔME UNITAIRE À COEFFICIENTS DANS stf. NOTONS d G N SON DEGRÉ. 

NOUS NOUS INTÉRESSERONS À L'ALGÈBRE 

s/1 = œ?[S]/(P(S)). 

PUISQUE LE POLYNÔME EST UNITAIRE, LE MORPHISME 

n : 

s - R{s) s - R{s) 

( a 0 , . . . , a^_ i 

d-l 

i=0 

ai S1 

EST UN ISOMORPHISME. MUNISSONS L'ALGÈBRE séd DE LA NORME ll'lloo DONNÉE PAR LE MAXI

M U M DES NORMES DES COEFFICIENTS. O N DÉFINIT ALORS UNE NORME, NOTÉE ||.||div, SUR si1 DE 

LA FAÇON SUIVANTE : 

V / G st\ H/lldiv = \\n-\f)\W 
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Cet te norme n'est pas, a priori, une norme d'algèbre. Nous supposerons donc que 
l'algèbre srf' est munie d 'une norme d'algèbre ||.||' équivalente à la norme ||.||div • il 
existe deux constantes D-, > 0 telles que 

V/ € D. | | / | | d i v < H/H' < D+ ||/||div. 

Munie de la norme ||.||', l 'algèbre srf' est une algèbre de Banach. En outre, le mor
phisme ||.||) —> ( ^ ' , ||.|| ') est borné. Nous noterons 

(p:X = Aj, - > A ^ = X 

le morphisme induit entre les espaces analytiques. 
Soit U une partie ouverte de X et supposons qu'il existe une fonction R définie 

sur U vérifiant P(R) = 0. Signalons qu'en pratique, nous déduirons l'existence d 'une 
telle fonction du caractère hensélien d 'un certain anneau local. 

Nous pouvons alors définir une application a de U C X vers X'. Soit x un point 
de U. Soit p(T) = J2k>oPkTk, où la famille (pk)k>o est une famille presque nulle 
d'éléments de srf'. Quel que soit k G N n , relevons l'élément pk de sé' en un élément 
qk(S) de «^[5]. Considérons l 'application 

Xa(x) • 

@(W)(\T\<(s',u)) jr(x) 

p(T) • 

fc>0 

7?(x ) )T f e (x ) . 

Puisque P(R(x)) = 0, cette application ne dépend pas du choix des différents relevés. 
On en déduit aussitôt que XG{X) e s ^ un morphisme de j^-algèbres. Montrons que ce 
morphisme est borné sur srf'. Soit / G srf'. Il existe a o , . . . , a>d-\ G srf tels que 

/ = 
D-I 

i=0 
ai S1 dans srf'. 

Nous avons alors 

Xa(x)(f)\ 
d-1 

U=o 

s - R{s) s - R{ 

/d-l 

2=0 

s - R{s) max 
0<i<d-l 

s - R{s) 

BV 

s - R{s) 
s - R{s) max 

0<i<d-l 
Ikll) 

'd-1 

.2 = 0 

s - R{s) ^ I 1 Il/Il'-

Par conséquent, le morphisme Xa(x) es^ borné sur .g/7. C'est donc un caractère 
de œ/'[T]. Nous noterons o~(x) le point de X' associé. L'application a ainsi construite 
est une section continue de <p au-dessus de U. Sous certaines hypothèses, nous 
pouvons obtenir un résultat bien plus fort. Nous noterons a l 'image de S dans si1. 
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Proposition 2.5.3. — Supposons que 

i) la norme \\.\\' sur srf' est uniforme et équivalente à la norme ||.||dti;/ 

ii) Vouvert U est connexe; 

iii) la fonction P'(OL) est inversible sur <^_1(I7) ; 

iv) il existe un point XQ G U tel que R(a(xo)) = a dans J4?(a(xo)). 

Alors la partie cr(U) est ouverte dans X' et la section a induit un isomorphisme entre 

les espaces U et cr(U), munis des structures d'espaces localement annelés induites. 

Démonstration. — Le polynôme P(T) possède une unique factorisation dans £/'[T] 
sous la forme P(T) = (T - a ) Q ( T ) , avec Q(T) G £/'[T]. Quel que soit le point x' de 

(f^iU), nous avons P(R(x')) = 0, d'où l'on tire soit R(x') = a , soit Q{R{x')) = 0. 

Ces deux conditions ne peuvent valoir simultanément, puisque, par hypothèse, nous 

avons P'{a){x') ^ 0. Par conséquent, la partie de X' définie par 

U' = {x' G ip~1(U) | R(x') = a} 

est ouverte. 

Montrons, à présent, que a(U) — V. Par hypothèse, nous avons R(a(xo)) = a , 

autrement dit, le point o~(xo) appartient à Uf. Puisque l'ouvert U est connexe, la 

partie o-(U) l'est encore. Nous en déduisons l'inclusion a(U) C U'. 

Réciproquement, soit x' un point de U'. Par définition de U', nous avons R(xf) = 

a. Notons x G U son image par le morphisme (p. Soit p(T) = J2k>o 

pKTK, où la 

famille (pk)k>o est une famille presque nulle d'éléments de g/[S}/(P(S)). Quel que 

soit k G Nn, relevons l'élément pk en un élément qk de «8^[S]. Le caractère Xa(x) 

envoie le polynôme pk sur l'élément 

fc>0 

qk(R(x))Tk(x) de Jf?(x). 

L'image de cet élément par l'injection J$?(x) ^> Jf{x') n'est autre que 

fc>0 

qk(R(x'))Tk(x') 

k>0 

qk(a)Tk(x) = p(T(x')) dans Jf?(x'). 

On en déduit que o~(x) = x'. 

Nous venons de démontrer que le morphisme if réalise un homéomorphisme de 

l'ouvert U' de X' sur l'ouvert U de X. Nous allons prouver qu'il induit même un 

isomorphisme entre les espaces annelés. Soit x' un point de U'. Notons x G U son 

image par le morphisme (p. Il suffit de montrer que le morphisme 

(R(x))Tk(x) de Jf? 

induit par {p est un isomorphisme. Montrons, tout d 'abord, qu'il est injectif. Soit / une 

fonction analytique définie sur un voisinage V de x dans U dont l'image dans l 'anneau 

local Gx',x' est nulle. Il existe alors un voisinage W du point x' dans (p~x(y) tel que, 

quel que soit y' dans VF', nous ayons 

¥>*(/)(!,') = 0 dans J É V ) . 
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On en déduit que, quel que soit y dans ip(W), nous avons 

f(y) = 0 dans JP(y). 

La part ie W = y(W') est un voisinage de x dans X , car ip est un homéomorphisme 
sur U', et la fonction / est nulle en tout point de ce voisinage. Cet te condition impose 
que à la fonction / d 'être nulle en tan t qu'élément de &x(W), et donc dans l 'anneau 
local &x,x, car l'algèbre si est munie d 'une norme uniforme. 

Montrons, à présent, que le morphisme entre les anneaux locaux est surjectif. Soit 
/ ' G ûx',x'- Il existe un voisinage ouvert V de x' dans U' et une suite (R'n)ne^ 
d'éléments de J(f(V') qui converge vers / ' uniformément sur V. 

Soit n G N . Il existe deux éléments p' et q' de s/'[T], q' ne s 'annulant pas sur V, 
tels que R'n — p'/q' dans JffiV'). Il existe une famille presque nulle (p'k)k>o d'éléments 
de telle que 

p'(T) = ^P'kTk. 
k>0 

Quel que soit k dans Nn , relevons l'élément p'k en un élément pk de ^ [ 5 ] . Puisque 
V = tp{V) est contenu dans la fonction R y est définie. Il en est donc de même 
pour la fonction 

p ( T ) = Y,Pk(R)Tk de ffx(V). 
k>0 

Par définition de 17', au-dessus de U', nous avons R = a. On en déduit que 

(R(x)) 

k>0 
pk(a)Tk =p' dans ÛX(V). 

En procédant comme précédemment, on montre qu'il existe un élément q de ÛxiV) 
tel que 

<p*(q) = ç[ dans ÛX(V). 

Puisque la fonction q' ne s'annule pas sur V', la fonction q ne s'annule pas sur V et 
elle est donc inversible dans &x(V). L'élément Rn = pq~x de ÛX(V) vérifie l'égalité 

tp*(Rn) = Rfn dznsûx(V). 

Puisque la suite (i?^)nGN converge uniformément sur V, la suite (i2n)neN est une 
suite de Cauchy uniforme sur toute partie compacte de V. Elle converge donc vers 
une fonction / de ûx(V). Cet te fonction vérifie 

¥>*(/) = / ' 

dans ÛX(V) et donc dans &x',x'- C'est ce que nous voulions démontrer. • 

Remarque 2.5.4. — En général, il n'est pas aisé de montrer que l 'hypothèse i) de la 
proposition précédente est satisfaite. Nous établirons, dans un chapitre ultérieur, des 
critères permet tan t de l'assurer (cf. lemme 5.2.3 et proposition 5.2.7). Nous prou
verons également qu'elle est vérifiée dans trois cas particuliers, dans la preuve des 
propositions 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3. 
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CHAPITRE 3 

ESPACE AFFINE ANALYTIQUE 
AU-DESSUS D'UN ANNEAU D'ENTIERS 

DE CORPS DE NOMBRES 

Ce chapitre est consacré à l 'étude des espaces analytiques au-dessus d 'un anneau 
d'entiers de corps de nombres. Dans ce cadre, nous allons pouvoir préciser et généra
liser les résultats obtenus au chapitre précédent. 

Dans le numéro 3.1, nous nous intéressons au spectre analytique d 'un anneau d'en
tiers de corps de nombres A. Nous commençons par le décrire ensemblistement et 
poursuivons en établissant ses propriétés topologiques. Pour finir, nous étudions les 
anneaux de sections du faisceau structural au-dessus des ouverts de cet espace et en 
tirons une description des anneaux locaux. 

Dans la suite du chapitre, nous considérons des espaces affines de dimension quel
conque. Au numéro 3.2, nous commençons par reprendre, pour les préciser dans le 
cadre que nous avons choisi, les descriptions des anneaux locaux que nous avons 
déjà obtenues. À t i t re d'application, nous utilisons le caractère hensélien d 'un cer
tain anneau local pour donner une nouvelle démonstration d 'un théorème classique 
d'Eisenstein (cf. théorème 3.2.10). À la fin de ce numéro, nous nous intéressons aux 
anneaux de sections globales sur les disques et couronnes relatifs et en proposons une 
description explicite. 

Les numéros 3.3 et 3.4 sont consacrés à l 'étude de certains types de points : points 
rigides des fibres, puis points internes. Pour ceux-ci, nous décrivons des systèmes fon
damentaux de voisinages et démontrons quelques propriétés algébriques des anneaux 
locaux. Nous n'avons malheureusement pas pu adapter les méthodes mises en œuvre 
ici pour trai ter le cas des autres types de points : certains problèmes ont, jusqu'ici, 
résisté à nos tentatives et nécessitent vraisemblablement une approche nouvelle. 

Au numéro 3.5, nous nous intéressons à la dimension topologique des espaces affines 
au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres. 

Finalement, le numéro 3.6 est consacré au prolongement analytique. Il ne contient 
presque aucun résultat et nous nous contentons d'y énoncer quelques définitions et 
propriétés liées à cette question, en vue d'une utilisation ultérieure. 
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Dans ce chapitre, nous fixons un corps de nombres K. Nous notons A l 'anneau de 

ses entiers. 

3.1. Spectre analytique d'un anneau d'entiers de corps de nombres 

Dans cette partie, nous allons étudier le spectre analytique de l 'anneau d'entiers 

de corps de nombres A. Pour ce faire, nous devons le munir d 'une norme qui en fasse 

un anneau de Banach. Plusieurs choix d'offrent à nous : norme triviale, restriction 

de la valeur absolue complexe, etc. Nous choisirons la norme ||.|| définie de la façon 

suivante : 

V/ € A, H/ll = max ( | < 7 ( / ) U ) , 

où le maximum est pris sur l'ensemble des plongements a du corps K dans C. Par 

exemple, lorsque K = Q, cette norme est simplement la valeur absolue usuelle \.\oo- 
Notre choix est guidé par le fait que cette norme est plus grande que toutes les semi-

normes multiplicatives que l'on peut définir sur l 'anneau A. Le spectre M(A, ||.||) 

contiendra donc tous les points possibles. 

Remarquons que l 'anneau A muni de la norme ||.|| est bien un anneau de Banach. 

En effet, quel que soit / G A \ {0}, nous avons | | / | | > 1. Cet te inégalité découle 

simplement de la formule du produit . Par conséquent, la topologie induite sur A par 

la norme ||.|| est discrète. 

Dans la suite de ce texte, nous supposerons toujours que l 'anneau A est muni de 

la norme ||.||. Nous écrirons donc M(A) et A^'an, pour tout entier n, sans plus de 

précisions. Nous noterons simplement G le faisceau structural sur l'espace M(A). 

3.1.1. Description ensembliste et topologique. — Le théorème d'Ostrowski nous permet 
de décrire explicitement toutes les semi-normes multiplicatives sur A, autrement dit 
l 'ensemble M(A). 

Nous avons, tout d 'abord, la valeur absolue triviale 

I - lo : 

K R + 

HU 
0 si / = 0 

1 sinon. 

Nous noterons ao le point de M(A) correspondant. Le corps résiduel en ce point est 

( j r ( a o ) , | . | ) = ( t f , | . |o) . 

Soit p un nombre premier. Nous noterons vp la valuation p-adique sur Q et |.|p la 

valeur absolue p-adique définie par 

\-\p 
Q R + 

/ (R(x))TkHJ 

Soit m un idéal maximal de A. L 'anneau local Am est un anneau de valuation 

discrète. Notons km = A/m son corps résiduel. Choisissons une uniformisante 7rm 
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de Am. Nous noterons encore Âm le complété de Am pour la topologie m-adique 
et Km son corps des fractions. Notons pm le nombre premier tel que mfl Z = pm Z. Le 
corps Km est alors une extension finie du corps QPm, dont nous noterons nm le degré. 
Nous noterons |.|m l'unique valeur absolue sur K qui prolonge la valeur absolue |.|Pm 
sur Q. Pour tout élément f de nous avons 

l / U = NKM/QPJF 

|l/nm 

GJHJ 
Nous noterons am le point de M{A) correspondant à la valeur absolue |.|m. 

À chaque nombre réel strictement positif e, on associe alors la valeur absolue |.|^ 
sur K. Nous noterons aem le point de M(A) correspondant. Le corps résiduel en ce 
point est 

(jr(a<J,\.\) = {Km,\.\n,e). 

Lorsque nous faisons tendre e vers 0 dans la formule précédente, nous retrouvons 
la valeur absolue triviale. Nous noterons donc 

@(W)(\T\<(s',u)) 

Lorsque nous faisons tendre e vers +oo, nous obtenons la semi-norme multiplicative 
induite par la valeur absolue triviale sur le corps fini km : 

I• |m,oo • 

A —> R+ 

HG 0 si / G m 

1 sinon 

Nous noterons âm, ou encore a^°°, le point de M(A) correspondant. Le corps résiduel 
en ce point est 

(^(âm),|. |) = (fcm,|.|0). 

Soit a un plongement du corps K dans C. Nous poserons Ka = R si le plongement 
est réel, c'est-à-dire si son image est contenue dans R, et Ka = C dans les autres cas. 
Nous noterons la valeur absolue sur K définie par 

BHNJ K ^ R+ 

/ ~ K / ) U 

où |.|oo désigne la valeur absolue usuelle sur C. Nous noterons aa le point de M(A) 
correspondant. Remarquons que deux plongements complexes conjugués définissent 
la même valeur absolue et donc le même point de M{A). Nous noterons nG le degré 
de l'extension Ka/H. 

À chaque nombre réel e G [0,1], on associe la valeur absolue \.\£a sur K. Nous 
noterons aea le point de M(A) correspondant. Le corps résiduel en ce point est 

( j f K ) , | . | ) = (^,|.|CT,£). 
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Remarque3.1.1. — Pour e > 1, l 'application |.|* ne définit plus une norme, car elle 
ne satisfait plus l'inégalité triangulaire. 

Comme précédemment, lorsque nous faisons tendre e vers 0, nous retrouvons la 
valeur absolue triviale. Nous noterons donc 

aa = CLQ. 

Adoptons quelques notations supplémentaires. Nous noterons £ / = Max(A) l'en
semble des idéaux maximaux de A et Eoo l'ensemble des plongements du corps K 
dans le corps C, à conjugaison près. Désignons par v\ le nombre de plongements réels 
de K et par 2r2 son nombre de plongements complexes non réels. Nous avons alors 

fl(Eoo) = r i + r 2 . 

Rappelons que l'on a l'égalité r\ + 2r2 = [K : Q ] . 
Pour finir, nous notons E = E / U E o o et posons 

1(a) = I +°° S1(T€^; 
1 si a e Enn-

Proposition 3.1.2 (formule du produit). — Pour tout élément non nul f de K, nous 
avons Végalité 

П i/i"- = i-
(TES 

Théorème 3.1.3 (Ostrowski). — L'ensemble M(A) est constitué exactement des points 
décrits précédemment. 

Démonstration. — Soit b un point de l'espace M(A). Notons 

P6 = {/ G A\|/(6)| = 0 } . 

C'est un idéal premier de l 'anneau A. Puisque l 'anneau A est un anneau de Dedekind, 

l'idéal pb est soit l'idéal nul, soit un idéal maximal. 
Supposons, tout d 'abord, que p& est un idéal maximal m de A. Dans ce cas, la 

semi-norme multiplicative |.|& associée au point b induit une valeur absolue sur le 
quotient A/m. Or, ce quotient est un corps fini. Il ne peut donc être muni que de la 
valeur absolue triviale. On en déduit que le point b n'est autre que le point âm. 

Supposons, maintenant , que p& est l'déal nul. Dans ce cas, la semi-norme multi
plicative |.|b associée au point b est une valeur absolue sur l 'anneau A. La version 
habituelle du théorème d'Ostrowski entraîne alors le résultat. • 

La description explicite des points nous permet de décrire, de façon tout aussi 

explicite, la topologie de l'espace M(A). 
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Lemme3.1.4. — Soit a G E . L'application 

(R(x))Tk(x) 0 ,Z(A)] - > JM(A) 

(R(x))Tk(x) de Jf?H 

induit un homéomorphisme sur son image. 

Démonstration. — Par définition de la topologie de M(A), pour montrer que l 'ap

plication aa est continue, il suffit de montrer que, quel que soit / G A, l 'application 

composée 

[0.1(a)] -> M(A) -+ R + 

e ~ a% ~ | / K ) I H / £ 

est continue. Ce résultat est immédiat. Puisque l'espace [0, l(cr)] est compact et que 

l'espace M(A) est séparé, l 'application aa induit un homéomorphisme sur son image. 

• 

Définition 3.1.5. — Soit a G E . On appelle branche a-adique l'image de l'applica

tion précédente et on la note M(A)(T. On appelle branche a-adique ouverte, et on 

note M(A)'a, la branche a-adique privée des points associés à une valeur absolue 

triviale. Nous ôtons donc deux points si a G Ef, mais un seul point si a G E ^ . Si

gnalons que ces branches ouvertes sont les trajectoires du flot, au sens du numéro 1.3. 

Précisément, quel que soit e G ]0,1(a)] tel que a% G M(A)'a, nous avons 

TM{A){a%)~M{A)'a. 

On appelle branche a-adique semi-ouverte, et on note M(A)'^, la branche a-adique pri

vée du point associé à la valeur absolue triviale sur A. Cette définition coïncide avec 

la précédente dans le cas des éléments rfe E ^ . 
On appelle point central de M(A) le point aç> • On appelle point extrême de M(A) 

tout point de la forme âm, où m est un élément deT,f. Enfin, on appelle point interne 
de M(A) tout autre point. En particulier, quel que soit a G Doo; le point aa = a\ est 

un point interne. 

Afin de décrire plus précisément la topologie de l'espace M(A), nous aurons besoin 

de quelques résultats de théorie des nombres. 

Lemme 3.1.6. — Soit m G E / . Alors il existe un élément f de A qui vérifie les pro

priétés suivantes : 

i) |/|m < i ; 

ii) V m ' e E / U m } , | / U = 1 . 

Démonstration. — Notons P le point de Spec (A) associé à l'idéal maximal m. Puisque 

le groupe de Picard de Spec(A) est fini, il existe N G N* tel que le diviseur N[P] soit 

principal. Tout élément f de A dont N[P] est le diviseur convient. • 
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Lemme 3.1.7. — Supposons que le corps K ne soit ni Q , ni un corps quadratique 
imaginaire. Alors, quel que soit a G E, il existe un élément f de A qui vérifie les 
conditions suivantes : 

i) l/U<i; 
ii) V a ' G £ , \ M , \f\a> = l; 

iii) V a ' G E o c A M , \f\a, > 1 . 

Démonstration. — Notons ai,..., o~ri, avec r\ G N , les plongements réels du corps K 
et c r r i + i , . . . , crri+r2, avec r2 G N , ses plongements complexes non réels à conjugaison 
près. Par hypothèse, nous avons r\ + r2 > 2. Rappelons que, d'après le théorème des 
unités de Dirichlet, le morphisme de groupes L qui à toute unité / G Ax associe 
l'élément 

( l o g ( M < ? ) | ) , . . . , l o g ( K ( p ) | ) , 2 1 o g ( K + i ( ( / ) | ) , . . . , 21og(|*ri+ra(0)|)) 

de Rri+r2 a pour image un réseau de l 'hyperplan H de Rri+r2 défini par l 'équation 

H : x\ H h xri+r2 = 0. 

Supposons, tout d 'abord, que a G E ^ . II existe alors i G [1, r\ 4- r2\ tel que a = ai. 
Considérons le quadrant de Rri+r2 défini par 

Q = { ( z i , . . . , xri+r2) G Rri+r2 | Xi < 0, Vj + i, XJ > 0} . 

Le résultat rappelé ci-dessus assure qu'il existe une unité / G Ax telle que 

L(f) e Q. 

Nous avons alors \f\ai < 1, quel que soit j ^ > 1 et, quel que soit m G E / , 

l/lm = 1. 
D'après le lemme 3.1.6, il existe un élément f de A qui vérifie | / |m < 1 et, pour 

tout élément m d e S / \ {m}, |/|m> = 1. La formule du produit assure alors que 

I I i / u II i / i ^ 1 -
i=l î=ri + 1 

Notons L(f) = ( î / i , . . . ,2/ri_i_r2) G -Rri_,~r2. Nous avons alors 

ri+r2 

5 = S yi > o. 
i=l 

Soit e > 0 tel que 5 > (r i + r2 — Posons 

zo= {-yi+e,..., -yri+r2-\ + £, -2/n+r2 + 5 - (r i + r2 - G 

Nous avons £ ( / ) + ZQ G (R+)ri+r2. Par conséquent, il existe un voisinage ouvert U 
de z0 dans de volume v strictement positif tel que 

L(f) + Uc (R;)ri+r2. 
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Soit n G N* tel nv soit strictement plus grand que le volume d'une maille du réseau 

L(AX). La partie 

nL( / ) + nC/c(R;r+r2 
contient alors un élément z du réseau L(AX). Il existe g G Ax tel que L(g) = z. 

Posons h = fn g. Nous avons toujours \h\m < 1 et, quel que soit m' G £ / \ {m}, 
\h\m' — 1. En outre, nous avons 

L(h) e (B.*+p+r\ 

autrement dit, quel que soit i G [l,r*i + r2] , \h\Gi > 1. • 

Lemme 3.1.8. — Supposons que le corps K soit Q ou un corps quadratique imaginaire. 

Dans ce cas, EQO est réduit à un élément que nous noterons a^. Alors, pour tout 

élément m deY>f, il existe un élément f de A qui vérifie les conditions suivantes : 

i) I / U < 1 ; 

ii) l/Uoo > i ; 

iii) Vm' G £ / \ {m}, | / |m, = l . 

Démonstration. — D'après le lemme 3.1.6, il existe un élément f de A vérifiant 

| / |m < 1 et, pour tout élément m' de \ {m}, |/ |m/ = 1. La formule du produit 

(cf. proposition 3.1.2) assure alors que |/|aoo > 1- • 

Corollaire 3.1.9. — Soit a ET,. L'ensemble 

M(A)'; = {a^ee}0,l(a )}} 

est un ouvert de l'espace M(A). 

Ce corollaire joint au lemme 3.1.4 permet de décrire la topologie au voisinage de 
tout point de l'espace M(A) différent du point central. Intéressons-nous, à présent, à 
ce dernier. 

Lemme 3.1.10. — Soit V un voisinage du point ao dans M(A). Il existe un sous-

ensemble fini E y de E tel que, pour tout élément a de E \ £ y , la branche M(A)(J soit 

contenue dans V. 

Démonstration. — Par définition de la topologie, il existe r G N, / i , . . . , / r G A, 

si,..., sr, U,..., tr G R tels que la partie 

W = 

l<i<r 

{ b e M ( A ) \ s i < \ f i ( b ) \ < t i } F U I K U 

soit un voisinage du point ao dans V. 

Soit i G [ l , r ] . Supposons, tout d 'abord, que fi = 0. Nous avons alors fi(ao) = 0 

et donc Si < 0 et U > 0. Posons = 0 . Nous avons alors 

{ 6 G MIA) i SÌ < \fi(b)\ < U} = MA) 
(R(x))T 

M(A)a. 
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Supposons, à présent, que fi ^ 0. Nous avons alors | / i (ao) | = 1 et donc s* < 1 et 
U > 1. Posons 

Tli = {meT,f\fie mjUEoo . 

C'est un sous-ensemble fini de E qui vérifie 

{beM(A)\si<\fi(b)\<ti}D 

(R(x))Tk(x 

M{A)a. 

Le sous-ensemble fini E y = (Ji<2<r satisfait alors la condition voulue. • 

Lemme 3.1.11. — Notons Vensemble des parties de M(A) qui vérifient les proprié
tés suivantes : pour tout élément V de %, il existe un sous-ensemble fini E y de E et, 
pour tout élément a de £ y , il existe un élément ea de ]0,Z(cr)] tels que 

V = 

(R(x))Tk(x 

[ao,a£a"[ U 

cr^o 

M(A)a. 

L'ensemble % est un système fondamental de voisinages ouverts du point ao 
dansM(A). 

Démonstration. — Le fait que les éléments de % soient des ouverts de M(A) découle 
des lemmes 3.1.7 et 3.1.8. Il nous suffit donc de montrer que tout voisinage du point 
central ao contient un élément de % . 

Soit U un voisinage du point ao dans M(A). D'après le lemme précédent, il existe un 
sous-ensemble fini £ [ / de E tel que, pour tout élément a de E \ E [ / , la branche M(A)a 
soit contenue dans U. Pour tout élément a de Ejy, la partie Ur\M(A)cr est un voisinage 
du point ao dans M(A)a. Le lemme 3.1.4 assure alors qu'il existe un élément ea de 
]0, Z(cr)] tel que la partie UC\M(A)a contienne [ao, aej [. On en déduit que le voisinage U 
du point central ao contient l'élément de % défini par 

creilo 

(R(x))Tk(x) U 
(R(x)) 

M(A)a. 

Regroupons, finalement, les résultats obtenus. 

Corollaire 3.1.12. — Considérons l'espace topologique 

P = 

<re£ 

](U(<7)]. 

Notons P = P U {oo} son compactifié d'Alexandrov. L'application 

P MU) 

E„e]0,l(a)] GTYF 

se prolonge en un homéomorphime 

P ^ M(A) 

qui envoie le point oo de P sur le point central ao de M{A). 
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FIGURE 1. Un voisinage du point central ao. 

Remarquons qu 'à part ir de la description de la topologie que nous venons de donner, 
on redémontre facilement la compacité de l'espace M(A). D'autres propriétés sont 
vérifiées. Nous les résumons dans le théorème suivant. 

Théorème 3.1.13. — L'espace M(A) est compact, connexe par arcs et localement 

connexe par arcs. 

Remarquons que nous pouvons décrire facilement les parties connexes de l'es

pace M(A). Deux cas se présentent. Si une partie connexe de M(A) évite le point 

central ao, alors elle est contenue dans l'une des branches et est donc homéomorphe 

à un intervalle. Si une partie connexe de M(A) contient le point central ao, alors sa 

trace sur toute branche est une partie connexe, et donc homéomorphe à un intervalle, 

contenant le point ao- On en déduit le résultat suivant. 

Proposition 3.1.14. — Une intersection de parties connexes de M(A) est connexe. 

Indiquons pour finir un résultat concernant les morphismes de changement de base. 
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Théorème 3.1.15. — Soit K' une extension finie de K. Notons A' Vanneau des entiers 

de K'. Alors le morphisme 

M{A') M(A) 

induit par Vinjection A ^ A! est continu, ouvert, propre, surjectif et à fibres finies. 

3.1.2. Faisceau structural. — Nous allons décrire les sections du faisceau structural 6 
sur plusieurs types d'ouverts connexes de M(A). Auparavant, il est utile de calculer 

explicitement la norme uniforme sur certains compacts et le complété pour cette 

norme de l 'anneau des fractions rationnelles sans pôles au voisinage du compact. 

3.1.2.1. Parties compactes. — Nous allons décrire ici toutes les parties compactes, 

connexes et non vides de M(A). Soit L une telle partie. Nous allons distinguer plusieurs 

cas. 

1. Il existe G G Dqo tel que L soit contenue dans la branche cr-adique de M(A). 

1. La part ie L évite le point central a$. 

Dans ce cas, il existe u, v G ]0,1], avec u < v, tels que 

L=[al,al] = {a%,u<e<v}. 

Les fonctions rationnelles définies au voisinage de ce compact sont 

J(f(L) = K et la norme uniforme est ||.||x, = max( | . |^ , | . |£). On en déduit 

que 3ê{V) ~ Ka. Attirons l 'at tention du lecteur sur le fait que l'isomor-

phisme précédent est un isomorphisme de corps topologiques mais pas de 

corps normes (sauf dans le cas où u — v) ! 

2. La partie L contient le point central a$. 

Il existe alors v G [0,1] tel que 

L = [ a 0 , < ] . 

Les fonctions rationnelles définies au voisinage de ce compact sont 

Jjf(L) = K et la norme uniforme est | | . | |L = max(| . |o, | . |£). On en déduit 

que âS{L) ~ K. 

2. Il existe m G tel que L soit contenue dans la branche m-adique de M(A). 

1. La part ie L évite le point central ao et le point extrême âm. 

Il existe alors v G ]0, +oo[, avec u < v, tels que 

L =[<,<}-

Nous avons X{L) = \\.\\L = max( | . | £ , | . |£) et 3S(L) - Km. 

2. La part ie L évite le point central ao et contient le point extrême âm. 

Il existe alors u G ]0, +oo] tel que 

L = K , a m ] . 

Dans ce cas, les éléments de K peuvent avoir un pôle au point âm et nous 

avons donc X(L) = Am, \\.\\L = Mm et ^ ( L ) - ^m-
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3. La partie L contient le point central ao et évite le point extrême âm. 

Il existe alors v G [0, +oo[ tel que 

L = [a0,<C]. 
Nous avons X{L) = K, \\.\\L = max(| . |0, | . |£) et 3B{L) ~ K. 

4. La partie L contient le point central ao et le point extrême âm. 

Dans ce cas, la partie L est la branche m-adique tout entière : 

L = M(A)m. 

Nous avons X{L) = Am, \\.\\L = |.|o et âê(L) ~ Am. 

3. La partie L n'est contenue dans aucune branche de M(A). 

D'après le raisonnement précédant la proposition 3.1.14, quel que soit a G £ , 

il existe va G [0, l(a)] tel que 

L = 

0-G2J 

[ ao ,<a ] . 

Notons £ ' = {m G S / | va = /(cr)}. Nous avons alors 

JfT(L) = 

(R(x))Tk(x 

(R(x))Tk(x 

(R(x))T 
UYFWX 

La norme uniforme sur cet anneau est 

ll-IU = max( | | . | |LJ = max m - ( | . | - ) , | . | o 

et nous avons donc 

3BIL) = Jtr(L) = 
(R(x))Tk 

(R(x))Tk 

Nous venons de décrire toutes les parties compactes et connexes de l'espace M(A). 
Nous allons montrer qu'elles sont pro-rationnelles, au sens de la définition 1.2.8. 

Proposition 3.1.16. — Toute partie compacte et connexe L de l'espace M(A) est pro

rationnelle et donc spectralement convexe. En particulier, le morphisme naturel 

(R(x))Tk(x(R(x))Tk(x 

induit un homéomorphisme entre les espaces M(âS(L)) et L. 

Démonstration. — Commençons par démontrer le résultat pour certaines parties 

compactes simples. Soient a G E et e G ]0, Z(cr)[. Considérons le compact 

L = M(A)\]al,a1^}. 

Supposons, tout d 'abord, que a G E / ou que a G Eoo et que le corps K n'est ni Q, ni 

un corps quadratique imaginaire. D'après le lemme 3.1.7, il existe alors un élément / 

de A qui vérifie les conditions suivantes : 

i) l / U < i ; 

II) Va' / (T, > 1 . 
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Nous avons alors 

{beM(A)\\f(b)\>\f\l} = L. 

Le compact L est rationnel. 
Supposons, à présent, que le corps K est soit Q, soit un corps quadrat ique imagi

naire et que a = a^. D'après le lemme 3.1.8, il existe alors un élément f de A qui 
vérifie les conditions suivantes : 

i) L / K O > i ; 

ii) Va' + a, |/|ff, < 1. 

Nous avons alors 

{beM(A)\\f(b)\<\f\%J = L. 

De nouveau, le compact L est donc rationnel. 
Considérons, à présent, le compact 

(R(x))Tk(x(R(x))Tk(x 

En utilisant la même fonction / que précédemment, nous pouvons écrire, dans le 
premier cas, 

{& G | | / ( 6 ) | < | / £ } = M , 

et, dans le second, 

{beM(A)\\f(b)\>\f&J = M. 

Le compact M est donc rationnel. 
Puisque toutes les parties compactes et connexes de M(A) s 'obtiennent comme 

intersection de compacts de l 'un des deux types précédents, la première partie du 
résultat est démontrée. Nous déduisons la seconde part ie du théorème 1.2.11. • 

3.1.2.2. Parties ouvertes. — Pour déterminer les sections globales sur les ouverts 
de la base, il suffit à présent de recoller les complétés précédents. Introduisons tout 
d 'abord une notation. 

Définition 3.1.17. — Pour tout sous-ensemble £Q de Y,, nous posons 

A 
1 

-So 
f a 

b 
G K a G A, b G A*, 3m G E / D £0,& € m 

Remarque 3.1.18. — Supposons que l'ensemble E0 précédent est fini. Le localisé 
A[ l / £o ] possède alors une expression plus simple. Nous pouvons alors, en effet, 
considérer le diviseur ^meS/NS0(M) sur Spec(A). Puisque le groupe de Picard de 
Spec(A) est fini, ce diviseur est de torsion. Il existe donc n G N* et / G A tels que 

n 
m€EFNE0 

(m) = ( / ) . 

Nous avons donc 

A 
1 

-So 
A 

1 

•/• 
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Soit U un ouvert connexe et non vide de M(A). Comme précédemment, nous allons 
distinguer plusieurs cas. 

1. Il existe a G Soo tel que U soit contenu dans la branche a-adique de M(A). 

Alors, il existe u,v E [0,1], avec u < v, tels que 

U = №,<%[ <m]a«,a,]. 

Dans les deux cas, nous avons Û(U) = Ka. 

2. Il existe m G E / tel que U soit contenu dans la branche m-adique de M(A). 

1. L'ouvert U évite le point extrême âm. 

Alors, il existe u,v G [0, +oo], avec u < i>, tels que 

u = ]<,<[. 
Comme précédemment, nous avons Û(U) = Km. 

2. L'ouvert U contient le point extrême âm. 

Alors, il existe u G [0, +oo[ tel que 

U = ]a£,aro]. 

Dans ce cas, nous avons Û(U) = Am. 

3. L'ouvert U n'est contenu dans aucune branche de M(A). 

Dans ce cas, c'est un voisinage du point central ao e^ il possède une écriture 
de la forme 

U = M(A)\ 

CT€So 

(R(x))Tk(x 

(R(x))Tk(x 
k),<e[ u 

GRT 
M{A)a 

où Eo est un sous-ensemble fini de E et, pour tout élément a de EQ, ua est un 
élément de ]0,Z(cr)]. Nous avons alors " 

Û(U) = A 
1 

LE0J 

Nous pouvons, à présent, décrire les anneaux locaux en les points de la base. Soit 

b un point de M(A). Nous allons, de nouveau, distinguer plusieurs cas. 

1. Il existe G G E tel que le point b est un point interne de la branche cr-adique. 

Dans ce cas, nous avons 

&h ^ Ka. 

2. Il existe m G E / tel que le point b est le point extrême âm. 

Dans ce cas, nous avons 
(R(x))Tk(xD 
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û = R 

(R(x))Tk(x 

(R(x))Tk(x 

21 

Û = Z3 3 
5 

YTR 

FIGURE 2. Anneaux de sections globales. 

3. Le point b est le point central ao de M(A). 

Nous avons alors 

&a0 * K. 

Remarque 3.1.19. — La topologie de l'espace JM(A) laisse penser que c'est, en quelque 
sorte, un espace adélique. La connaissance du faisceau structural permet de préciser 
cette idée. Considérons le morphisme d'inclusion 

j:M(A)\{a0}^M(A). 

Le germe (j*&)ao es^ isomorphe à l 'anneau des adèles. 

Grâce aux descriptions explicites que nous avons obtenues, il est désormais facile de 

montrer que les anneaux locaux de l'espace M(A) qui sont des anneaux de valuation 

discrète - ce sont exactement les anneaux locaux en les points extrêmes - satisfont la 

condition (U), au sens de la définition 2.2.9. 

Lemme 3.1.20. — Soit m G £ / . L'anneau de valuation discrète &âm satisfait la condi

tion (U). 

Démonstration. — Considérons l'uniformisante 7rm de l 'anneau de valuation discrète 

ûàm = Am. Elle est définie sur l'ouvert V = ]ao,am]. L'ensemble 

^ = { K , a r o ] , e > 0 } 

est un système fondamental de voisinages compacts du point b dans V. 
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Soit e > 0. Posons W = [a^,âm]. Les descriptions précédentes montrent que nous 

avons 

&(W) = Âm 

et 

V / e i m , \\f\\w = \f\£m. 

Soit / un élément de âê(W) tel que / ( am) = 0. Cela signifie que / est divisible par 7RM 
dans @âm, c'est-à-dire dans Am, et donc dans 3§(W). Il existe donc un élément g 

de Am tel que / = 7rm g. En outre, nous avons 

\\f\\w = \f\£m = \*m\em\9\£m = \nm\£m \\9\\w. 

Par conséquent, l 'uniformisante 7rm vérifie la condition \Jw On en déduit le résultat 

a t tendu. • 

Les résultats qui précèdent permettent également de décrire explicitement les an
neaux de fonctions définies au voisinages des parties compactes de M(A). Nous obte
nons en particulier le résultat suivant. 

Proposition 3A.21. — Soit V une partie compacte et connexe de Vespace M(A) qui 
n'est pas réduite à un point extrême. Alors le morphisme naturel 

JfT{V) Û(V) 

se prolonge en un isomorphisme 

âê(V) ^ Û(V). 

En particulier, pour tout point b de l'espace M(A) qui n'est pas extrême, le morphisme 
naturel 

est un isomorphisme. 

De la description explicite des anneaux locaux découle un autre fait important , qui 

permet de ramener l 'étude de n ' importe quel point rationnel d 'une fibre d 'un espace 

analytique affine au-dessus de srf à celle du point 0 de cette même fibre. 

Lemme 3.1.22. — Soit b un point de l'espace M(A). Le morphisme naturel 

(R(x))Tk(x(R(FG 

est surjectif. 

Soient n un entier, A^'an l'espace analytique de dimension n au-dessus de A et 

7R : A^'an —> M(A) le morphisme naturel de projection. Soit x un point rationnel de 
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la fibre 7T 1 (b). Il existe un voisinage ouvert U du point b dans M(A) et un automor-
phisme (p de 7r_1((7) qui fait commuter le diagramme 

(R(x))Tk(x GF DFGFGH 

7T 7T 

U 

et envoie le point x de la fibre TT 1 (b) sur le point 0 de cette même fibre. 

Démonstration. — La première partie du résultat provient de la description explicite 
des anneaux locaux et des corps résiduels complétés. 

Passons à la deuxième partie. Il existe des éléments a i , . . . , an de Jif(b) tels que le 
point x de la fibre 7R_1(6) soit défini par les équations 

№ - a i ) (6) = . . . = (Tn - an)(b) = 0. 

D'après la première partie, pour tout élément i de [ l , n ] , il existe un élément fa 
de ûh dont l 'image dans le corps résiduel complété J$f(b) est égal à a*. Choisissons 
un voisinage ouvert U du point b dans M(A) sur lequel les fonctions fa,..., f3n sont 
définies. Nous pouvons alors choisir comme automorphisme la translat ion de vecteur 
(fa,..., (3n) au-dessus de 7r~1(C7). • 

3.1.2.3. Bord de Shilov. — Commençons par quelques définitions. 

Définition 3.1.23. — Soit ||.||) un anneau de Banach. On dit qu'une partie fer
mée r de M(srf, ||.||) est un bord analytique de Vanneau norme (stf, ||.||) si elle vérifie la 
condition suivante : 

V / e a, | | /IU^,N.||) = H/llr. 

On appelle bord de Shilov de Vanneau de Banach (srf||.||) le plus petit bord, pour 
la relation d'inclusion, de l'anneau de Banach (srf||.||), s'il existe. 

Soient n un nombre entier positif et V une partie compacte et spectralement convexe 
de l'espace analytique A^an. Par définition (cf. 1.2.12), le morphisme naturel 

M(âS(V)) A^an 

induit un homéomorphisme entre les espaces M(âë(V)) et V. Nous appellerons bord 
analytique (respectivement bord de Shilov) du compact V l'image par cet homéomor

phisme d'un bord analytique (respectivement du bord de Shilov, s'il existe) de l'anneau 

de Banach (&(V), | | . | |v ) . 

Remarque 3.1.24. — Le lemme de Zorn assure que tout anneau de Banach possède 

un bord analytique minimal. 

Signalons qu 'A. Escassut et N. Maïnet t i ont prouvé l'existence du bord de Shilov 

dans de nombreux cas (cf. [11], théorème C). 
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Théorème 3.1.25 (A. Escassut, N. Maïnetti). — Soit (k, |.|) un corps value et complet 
dont la valuation n'est pas triviale. Soit srf une k-algèbre de Banach munie d'une 
norme d'algèbre \\.\\ qui induit la valeur absolue |.| sur k. Alors l'algèbre ||.||) 
possède un bord de Shilov. 

Intéressons-nous, à présent, au bord de Shilov des parties compactes et connexes 
de l'espace M(A). Cela a un sens puisque ces parties sont pro-rationnelles (cf. pro
position 3.1.16) et donc spectralement convexes (cf. théorème 1.2.11). En reprenant 
les résultats des paragraphes 3.1.2.1 et 3.1.2.2, l'on montre simplement que les par
ties compactes et connexes de M(A) possèdent un bord de Shilov. Nous pouvons en 
donner une description explicite. 

1. Pour tout élément m de et tous éléments u et v de R + vérifiant l'inégalité 
u < la partie compacte [aj^,a^] possède un bord de Shilov égal à l'ensemble 

{<,<}• 
2. Pour tout élément m de E / et tout élément u de R + , la partie compacte [a^, âm] 

possède un bord de Shilov égal au singleton {a{^}. 

3. Pour tout élément m de E / , la partie compacte {am} possède un bord de Shilov 
égal au singleton {âm}. 

4. Pour tout élément a de E ^ et tous éléments u et v de [0,1] vérifiant l'inégalité 
u < v, la partie compacte [ a^ , a^ ] possède un bord de Shilov égal à l'ensemble 

{<,<}• 
5. Lorsque la partie compacte et connexe n'est pas contenue dans une branche, 

le résultat est plus difficile à établir. Les lemmes 3.1.7 et 3.1.8 permettent ce
pendant d'y parvenir rapidement. Soit L une partie compacte et connexe de B 

qui n'est pas contenue dans une branche. Alors, il existe un élément (va)aex 

de ncres[^^(cr)] tel que l'on ait l'égalité 

L= ( J [ a o X - ] . 

Posons 

E0 = {a e E / | 0 < va < +oo} . 

Alors, la partie compacte L de B possède un bord de Shilov égal à l'ensemble 

<tG£0 
K-}u 

AGEOO 

(R(x))Tk(x 

Ces descriptions explicites permettent d'obtenir le résultat suivant. 

Proposition 3.1.26. — Soit V une partie compacte et connexe de l'espace B. Cette 
partie possède un bord de Shilov Ty. C'est un ensemble fini. 

En outre, pour tout point 7 de Yy, il existe un élément f de Jf(V) qui satisfait 
les propriétés suivantes : 

1/(7)1 = ||/||v etVb€V\{>y}, \f(b)\<\\f\\y. 
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Si la partie compacte et connexe V n'est pas réduite à un point extrême, alors, en 
tout point 7 deTy, Vanneau local est un corps. 

Introduisons une nouvelle définition. 

Définition 3.1.27. — Soient ||.||) un anneau de Banach et n un nombre entier 

positif. Posons X = A j ^ j i et notons âx le faisceau structural sur cet espace. On 

dit qu'une partie S de l'espace analytique X est algébriquement triviale si, pour tout 

point x de S, l'anneau local @x,x est un corps. 

Corollaire 3.1.28. — Tout point de l'espace M(A) possède un système fondamental 
de voisinages compacts et connexes dont le bord de Shilov est une partie finie et 
algébriquement triviale. 

3.2. Faisceau structural sur l'espace affine 

Dans la suite de ce chapitre, nous fixons un entier positif n. Nous posons 

B=M(A) e t X = A^'an. 

Les faisceaux s t ructuraux sur ces espaces seront respectivement notés ^ et &x> 
Lorsqu'aucune confusion ne peut en découler, nous les noterons simplement 6\ 

Nous noterons encore 

7T : X - > B 

le morphisme de projection induit par le morphisme naturel A —> A[Ti,..., Tn\. Pour 
toute part ie V de B, nous posons 

Xv - T T ^ O O 

et, pour tout point b de B, 

Xb = ir-\b). 

Introduisons encore quelques éléments de terminologie pour l'espace affine de di
mension n au-dessus de M(A), dans la lignée de la définition 3.1.5. 

Définition 3.2.1. — Pour a G E, on appelle partie o-adique de X (respectivement par
tie o-adique ouverte de X, partie o-adique semi-ouverte de X), et on note Xa (res

pectivement X'a, X'J), l'image réciproque par la projection 7r de la branche a-adique 

(respectivement branche a-adique ouverte, branche a-adique semi-ouverte) de M(A). 

On appelle fibre centrale de X, et on note X$, la fibre de TT au-dessus du point 

central de M(A). On appelle fibre extrême de X toute fibre de TT au-dessus d'un point 

extrême de M(A). Pour m G E / , on note Xm = 7r_1(âm). Finalement, on appelle fibre 
interne de X toute fibre de ir au-dessus d'un point interne de M(A). On appelle point 
interne de X tout point d'une telle fibre. 
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3.2.1. Anneaux locaux. — Au théorème 2.4.8, nous avons décrit les anneaux locaux en 

les points déployés en fonction d 'anneaux de sections sur la base. Grâce aux résultats 

établis à la section précédente, nous pouvons préciser cette description dans le cas 

où la base est le spectre d 'un anneau d'entiers de corps de nombres. Soit b un point 

de B. Soient a i , . . . , a n des éléments de &B,b- Soient / une partie de [ l , n ] et ( r ^ e / 

une famille de R + dont l'image dans l'espace vectoriel Q <S>z (R+/I^(&)*l) est libre. 

Notons J = [ l , n ] \ i" et, pour i G J , posons = 0. Notons x l 'unique point de la 

fibre Xb qui vérifie 

Vieil, ni\(Ti-ai)(x)\=ri. 

Notons 

S = { ( 5 i , . . . , sn) G R + , | Vz G / , Si G ]0,ri[, Vt eJ,Si = 0} 

et 

T = { ( t i , . . . , tn) G R + , | Vf G / , ti > Vi eJ,U> 0} . 

Proposition 3.2.2. — Supposons que le point b est un point interne de l'espace B. Il 

existe un élément a de Y, et un nombre réel e > 0 tels que b = a%. Notons Li l'anneau 

composé des séries à coefficients dans Ka de la forme 

E MT-«)fe 

qui vérifient la condition suivante : il existe des éléments s de S et t de T tels que la 

famille 

(|afe|>ax(sfe,tfe))fe6Z„ 

est sommable. Une telle famille vérifie en particulier la condition suivante : pour tout 

élément i de J et tout élément k de Zn vérifiant ki < 0, nous avons = 0. 

Le morphisme naturel A[T] —> &x,x induit un isomorphisme 

Li —• @x,x-

Démonstration. — Nous supposerons que le nombre réel e appart ient à l'inter

valle ]0,l(cr)[. Le cas où e = /(cr), et donc a G Dqo, ne présente pas de difficulté 

supplémentaire et nous ne le traiterons pas. 

La famille 

^ = (Vatp = [a*,a>î])o<<x<e<p<i{<j) 

est un système fondamental de voisinages du point aea dans B. En outre, quel que 

soient les nombres réels a et /3 vérifiant 0<a<e</3< /(cr), nous avons 

№Va,fi), I U I O = (Ka, max( | . |« , • 

D'après le théorème 2.4.8, le morphisme srf\F\ —• &x,x induit un isomorphisme 

lim âg(V)(8 < \T - a | < t) 0XiX, 
V,s,t 

où V parcourt la famille y , s l'ensemble 5 et t l'ensemble T. Soient a , /3 G R vé

rifiant 0 < a < e < /3 < l(o~), s £ S et t e T. Soit / un élément de l 'anneau 
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&(Va,p)(s < \T — OL\ < t). Il existe alors une famille (ak)kezn d'éléments de Ka telle 
que 

la famille (max(|afc|£, \ak\%) max(sfe,*fe))feGZn est sommable 

et telle que l'on ait l'égalité 

/ = 

kezn 

akTk. 

Pour conclure, il reste à constater que l'ensemble des familles (ak)kezn d'éléments 

de Ka pour lesquelles il existe des éléments s de S et t de T tels que 

la famille (max(|afe|", \a,k\%) max(sfc, th))keZn est sommable 

est identique à l'ensemble des familles (ak)kezn d'éléments de Ka pour lesquelles il 

existe des éléments s de S et t de T tels que 

la famille (|afc|^ max(sfc,£fc))fc€Zn est sommable. 

Remarque 3.2.3. — Supposons que le point b est un point interne de l'espace B. La 

description explicite que nous venons d'obtenir montre que le morphisme naturel 

(R(x))Tk(x(R(x))Tk(x 

est un isomorphisme. Ce résultat vaut, en fait, pour tous les points des fibres internes, 

ainsi que nous le démontrerons plus ta rd (cf. proposition 3.4.6). 

Proposition 3.2.4. — Supposons que le point b est un point extrême de l'espace B. Il 

existe un élément m de tel que b = âm. Notons Le l'anneau composé des séries à 

coefficients dans Am de la forme 

kezn 
ak (T-a)" 

qui vérifient la condition suivante : il existe des éléments e de s de S et t de T 

tels que la famille 

(\ak\£mm*x(sk,tk))kezn 

est sommable. Une telle famille vérifie en particulier la condition suivante : pour tout 

élément i de J et tout élément k de Zn vérifiant ki < 0, nous avons ak = 0. 

Le morphisme naturel A[T] —> @x,x induit un isomorphisme 

Le —> &X,X' 

Démonstration. — La famille 

V = (Ve = [aem,âm])e>0 

est un système fondamental de voisinages du point âm dans B. En outre, pour tout 

élément e de R I , nous avons 

№ve),l\\v.) = (Âm,\-\'a)-
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D'après le théorème 2.4.8, le morphisme œ/[T] —> &x,x induit un isomorphisme 

lim 3S{V)(s <\T -ot\<t) ^ ûXtX, 
V,8,t 

où V parcourt la famille Y, s l'ensemble 5 et t l'ensemble T. On en déduit le résultat 

annoncé. • 

Corollaire 3.2.5. — Supposons qu 'il existe un élément tnde E / tel que le point b = àm 

et que I = 0 . Le point x est alors un point rationnel de la fibre extrême Xm. Le 

morphisme naturel A[T] —• @x,x induit un isomorphisme 

Am{T - a ] — ûx,x. 

Démonstration. — Reprenons les notations de la proposition précédente. Nous sou
haitons montrer que l 'anneau Le n'est autre que l 'anneau -Am[T — a ] . Tout d 'abord, 
puisque I est vide, nous disposons de l'inclusion 

LecÂmlT-al 

Réciproquement, soit 
(R(x)) 

k£Zn 
ak ( T - a ) f e 

un élément de -Âm[T — a ] . Soient e > 0 et ti,..., tn € ]0,1[. Le n-uplet (t\,..., tn) 
appartient à T. Puisque / est vide, l'ensemble S est réduit au n-uplet nul. Remarquons 
finalement que, pour tout élément k de N n , nous avons |afc|^ < 1. On en déduit que 
la famille 

(|afc|^max(sfe,tfe))fceZTl (№*FC)FCGZN 
est sommable et donc que l'élément / appartient à Le. 

Dans le cas de la droite, nous pouvons simplifier la description. Pour traiter ce cas, 
nous supposerons que n = 1 et supprimerons les indices des notations. 

Corollaire 3.2.6. — Supposons que n = 1, que r < 1 et que le point b est un point 

extrême de l'espace B. Il existe un élément m de tel que b = àm. Notons L^ 

l'anneau composé des séries à coefficients dans Am de la forme 

(R(x))Tk(x 

ak (T-a)k 

telles que le rayon de convergence de la série 

k<0 

(R(x))Tk(x 

soit strictement supérieur à 1. C'est un anneau de valuation discrète d'idéal maxi
mal (7RM) et de corps résiduel km((T)). Le morphisme naturel A[T] —• ûx,x induit des 
isomorphismes 

(R(x))Tk(x(R(x)) 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



88 CHAPITRE 3. ESPACE AFFINE SUR UN C O R P S DE NOMBRES 

et 
(R(x))Tk(x(R(x))Tk(x(R(x))T 

Démonstration. — Commençons par nous intéresser à Panneau local Ûx,x- Nous sa

vons qu'il est isomorphe à l 'anneau composé des séries à coefficients dans Am de la 

forme 

kez 

>* (T-a)k 

qui vérifient la condition suivante : il existe des éléments e de R + , 5 de ]0,r[ et t 
de ]r, +oo[ tels que la famille 

(\ak\em max(5fe,tfe))fc€Z 

soit sommable. Cet te condition est équivalente à la conjonction des deux conditions 
suivantes : 

a) il existe e > 0 et t > r tel que la famille (ja^l^ tk)k>o est sommable ; 

b) il existe e > 0 et s G ]0, r[ tel que la famille (|ûfclm sk)k<o est sommable. 

La condition a) est toujours satisfaite. En effet, la suite (|afc|m)fc>o est bornée. Le rayon 
de convergence de la série X)fc>o ak Uk est donc supérieur à 1. On vérifie ensuite sans 
peine que la condition b) est équivalente à celle de l'énoncé du corollaire. 

Pour démontrer l 'assertion finale, il suffit de remarquer que le corps K(X) ~ km((T)) 
est complet pour la valuation T-adique et donc pour la valeur absolue associée au 
point x. On en déduit que le morphisme naturel 

K(X) -> Jf{x) 

est un isomorphisme. • 

Proposition 3.2.7. — Supposons que le point b est le point central ao de l'espace B. 
Notons Lc l'anneau composé des séries à coefficients dans K de la forme 

£ a fe (T-a ) f e 
kezn 

qui vérifient les conditions suivantes : 

i) il existe un sous-ensemble fini £0 de £ contenant £oo tel que, quel que soit k 

dans Zn, l'élément ak appartient à A[ l /£o ] ; 

ii) quel que soit a dans £0, il existe des éléments e de ]0,/(<r)[, s de S et t de T 

tels que la famille 
(|afe|>ax(5fe,tfe))fe6Zn 

est sommable. 

Une telle famille vérifie en particulier la condition suivante : pour tout élément i de J 

et tout élément k de Zn vérifiant ki < 0, nous avons ak = 0. Pour i dans [ l , n ] , 
posons Si = 1, si ri > 1, et Si = —1, si ri < 1. La famille précédente vérifie également 

la condition suivante : l'ensemble 

{k G Zn I Vi G [ l , n j , Siki > 0 et ak} 
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est fini. 

Le morphisme naturel A[T] —• ûx,x induit un isomorphisme 
(R(x))Tk(xDG 

Démonstration. — Soit EQ une partie finie de E qui contient E ^ . Soit (ea)ae^0 un 

élément de rLreiJol^'C*7)!- P°sons 

M = B 

FYF 

âS(M) = A 

C'est un voisinage compact du point ao dans B et l'ensemble des parties construites 
de cette manière est un système fondamental du point ao dans B. 

Nous avons 

âS(M) = A 
1 

- E 0 . 

et, pour tout élément / de â&(M), 

âS(M) = AâS(M) = A 

Nous déduisons alors le résultat a t tendu du théorème 2.4.8. 
À l'aide de la formule du produit, l'on démontre que tout élément non nul a 

de âê(M) satisfait l'inégalité | |O | |M > 1. Le résultat concernant la forme des séries en 
découle aussitôt. • 

Dans le cas de la droite, nous pouvons simplifier la description. Pour trai ter ce 
cas, nous supposerons que n = 1 et supprimerons les indices des notations. Nous 
adopterons les notations suivantes. Si / = ^ZfceN akTk est une série à coefficients 
dans K et a un élément de E , nous noterons Ra(f) le rayon de convergence de la 

serie EfcGN \0>k\*Tk. 

Corollaire 3.2.8. — Supposons que n — 1 et que le point b est le point central ao de 
l'espace B. Notons E l'anneau composé des séries à coefficients dans K de la forme 

/ = 

DXFDG 

ak (T-a)k 

qui vérifient les conditions suivantes : 

i) il existe un élément N de A* tel que, quel que soit k dans N, l'élément ak 
appartient à A[l/N] ; 

ii) quel que soit a dans E , nous avons Ra(f) > 0. 

C'est un anneau de valuation discrète d'idéal maximal (T) et de corps résiduel K. 

Sir = 0, le morphisme naturel A[T] —» @x,x induit un isomorphisme 

E ^ ÛXix-

Si r G ]0,1[, le morphisme naturel A[T] —> @x,x induit un isomorphisme 

Frac(E) = E 
1 

r-a 
0X,x-
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L'anneau local @x,x est alors un corps hensélien. 

Démonstration. — Supposons, tout d 'abord, que r = 0. Reprenons les notations de 
la proposition précédente. Soit / = X f̂ceN ak (T — a)k un élément de Lc. Il existe un 
sous-ensemble fini Eo de E contenant Eoo tel que, quel que soit k dans N , l 'élément ak 

appart ient à A[l/E0]. En utilisant la finitude du groupe des classes de l 'anneau A, on 
montre qu'il existe un élément N de A* tel que 

A 
1 

H 
= A 

1 

IN. 

Soit G dans EQ . H existe des éléments e de ]0, /(cr)[ et t de T tels que la série 

fcGN 
\ak\Uk 

converge. On en déduit que R^if) > > 0. 

Soit G G E \ Ho- Pour tout élément k de N , nous avons \dk\o- < 1. On en déduit 
que Raif) > 1 > 0. Par conséquent, l'élément / appart ient à E. 

Réciproquement, soit / = J^fceN ak (T — a)k un élément de E. Il existe un élé
ment N de A* tel que la série / appart ienne à A[1/7V][T]. Posons 

E0 = {m G E / | N G m} U S ^ . 

C'est une part ie finie de E qui vérifie 

A 
1 

LE0-
= A 

1 

.N 

Choisissons un élément t > 0 qui satisfait la condition suivante : 

Va G EQ, t < Ra(f)-

Alors, pour tout élément G de EQ , la famille 

âS(M) = AD 

est sommable. On en déduit que l'élément / appart ient à Lc. 

Le cas où le nombre réel r appart ient à l'intervalle ]0,1[ se t ra i te de la même 

manière. Remarquons que la proposition précédente assure déjà que n'interviennent 

dans le développement en série d 'un élément de Lc qu 'un nombre fini de termes 

non nuls d'indice négatif. Montrons, à présent, que le corps Frac(i£) est hensélien. 

D'après [2], lemme 2.3.2 ^ \ il suffit de montrer que l 'anneau local E est hensélien. La 

proposition 2.5.1 assure que tel est bien le cas. • 

Remarque 3.2.9. — Soient N un élément de A* et / = X^̂ GN ak (T — a)k une série à 

coefficients dans A[l/N]. Posons 

E0 = {m G E / | N G m} U E ^ . 

t1) V. Berkovich énonce, en fait, ce résultat pour des corps supposés « quasi-complete ». La définition 
2.3.1 montre que cette notion coïncide avec celle de corps hensélien. 
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C'est une partie finie de E. Pour tout élément m de E \ Eo, la série / est à coefficients 
dans Am et nous avons donc Rm(f) > 1- Par conséquent, pour assurer que la série / 
appart ient à l 'anneau J 5 , il suffit de tester un nombre fini de conditions. 

Donnons, à présent, un exemple d'application de ces descriptions explicites. Nous 
nous placerons de nouveau dans le cadre de la droite et considérerons le point x défini 
comme étant le point 0 de la fibre centrale. Reprenons les notations du corollaire 
précédent. Nous identifierons l 'anneau local &x,x avec l 'anneau E. Nous noterons F 
son corps des fractions. Nous avons démontré que c'est un corps hensélien. Observons 
que cette propriété permet de retrouver le théorème d'Eisenstein. 

Théorème 3.2.10 (G. Eisenstein). — Tout élément de i f [T] entier sur K[T] appartient 

à E. 

Démonstration. — Soit / un élément de i f [T] entier sur i f [T]. Il est encore entier 
sur l 'anneau local E. Par conséquent, il existe un polynôme P G E[U] unitaire qui 
annule / . Puisque l 'anneau local E est factoriel, l 'anneau E[U] l'est également. Il 
existe donc un entier r , des polynômes P i , . . . , Pr à coefficients dans E, irréductibles 
et unitaires et des entiers n i , . . . , nr tels que l'on ait l'égalité 

r 
P = Y[P?i dans E[U}. 

i=l 

Soit i G [ l , r ] . Puisque la caractéristique du corps F est nulle, le polynôme P¿ est 
separable. D'après [3], proposition 2.4.1, la catégorie des extensions separables finies 
du corps F est équivalente à celle des extensions separables finies de son complété F. 

On en déduit que le polynôme P¿ est encore irréductible dans F[U]. 

Remarquons, à présent, que le corps F n'est autre que le corps des séries de 
Laurent K((T)). L'écriture 

P = 
r 

i=l 

TDni 
i 

est encore la décomposition du polynôme P en produits de facteurs irréductibles et 
unitaires dans i f [T][C/]. Par conséquent, il existe i G [1, r ] tel que Pi = U — f. On en 
déduit que la série / est un élément de E. • 

3.2.2. Anneaux de sections globales. — Dans cette partie, nous voulons décrire les an
neaux de sections globales de certaines parties de l'espace affine X. Plus précisément, 
nous allons nous intéresser aux disques et couronnes compacts au-dessus de parties 
compactes et connexes de l'espace B. 

Introduisons quelques notations. Pour une partie V de B et des n-uplets s = 

( s i , . . . , sn) et t = ( ¿ 1 , . . . , tn) dans R™ , nous posons 

Dy(t) = {x G X I ir(x) G V, Vz G [1, n j , \Ti(x)\ < U}, 

Dv(t) = {x G X I TT(X) G V, Vz G f i , ni \Ti{x)\ < U}, 

Cv(s,t) = {x G X I ir(x) G V, Vz G [ l , n ] , Si < \Ti(x)\ < U} 
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et 

CV(8,t) = {xe X\TT(X) eV,\/ie [ l ,n] | , * < \Ti(x)\ < U}. 

Toutes ces parties sont compactes, en vertu de la proposition 1.1.11. 

Définition 3.2.11. — On appelle disque relatif de X toute partie de la forme Dy(t) ou 

Dy(t), où V désigne une partie de B ett un élément de R™. 

On appelle couronne relative de X toute partie de la forme Cy(s,t) ou Cy(s,t), 

où V désigne une partie de B et s et t deux éléments de R™. 

Rappelons que, d 'après la définition 1.1.29 et les remarques qui la suivent, si K est 

une part ie compacte de X, la notat ion Û(K) désigne l 'anneau des fonctions qui sont 

définies au voisinage de K. En particulier, si (k, |.|) est un corps ul tramétrique complet 

et D le disque unité de A£,an, l 'algèbre Û(D) n'est pas l'algèbre affinoïde k{T}, mais 

l'algèbre des séries surconvergentes, constituée des séries dont le rayon de convergence 

est strictement supérieur à 1. 

Commençons par énoncer un résultat topologique. C'est un cas particulier du 

lemme 2.4.1. 

Lemme 3.2.12. — Soient V une partie compacte de B ett un élément de R" . Tout 

voisinage du disque Dy(t) contient un disque de la forme Dy(t'), où t' est un élément 

de R™ qui vérifie Vinégalité t' > t. 

Soit s un élément de R™ tel que s < t. Tout voisinage de la couronne Cy(s,t) 

contient une couronne de la forme Cy(s',tf), où s' et t' sont deux éléments de R™ 
qui vérifient les inégalités s' -< s et tf > t. 

Consacrons-nous, à présent, à l 'étude des fonctions définies au voisinage de disques 

compacts. Nous commençons par montrer que ces fonctions admet tent un développe

ment en série. 

Proposition 3.2.13. — Soit V une partie compacte de B. Soit t G R + . Alors le mor

phisme naturel 

Û(V)[T] -> 0{V)\T\ 

se prolonge en un morphisme injectif 

<pv,t'• 0 (Dv(t)) ^ Û{V)m. 

Démonstration. — Soit / G û(Dy(t)). D'après le lemme 3.2.12, il existe un poly-

rayon r > t telle que la fonction / soit définie sur Dy(r). 

Soit b un point de V. La fonction / est définie au voisinage du point 0 de la fibre X^. 

D'après le théorème 2.4.8, il existe un voisinage compact Vb du point b dans B et 

un nombre réel r& > 0 tels qu 'au voisinage de la partie compacte DVb(rt,) de X , la 

fonction / possède une expression de la forme 

/ = 

GGHGJ 

âS(M) = A 
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où, quel que soit k G Nn, ak G 3ê{Vh). 
En identifiant localement les différents développements en série, on montre que, 

quel que soit k G Nn, l 'élément ak appartient à ^ ( V ) . Nous avons donc construit un 
morphisme 

<Pv,t'-0(Dv(t))->0(V)m 
qui coïncide avec le morphisme naturel Û(V)[T] -> â(V)lTj sur Û(V)[T). 

Montrons que le morphisme ipv,t est injectif. Supposons que deux fonctions f et g 
de û (Dy(t)) aient la même image. Soit b e V. Notons x le point 0 de la fibre X^. 
Les fonctions f et g ont même développement dans L\> ~ &x,x- On en déduit que les 
fonctions f et g coïncident sur un voisinage de x dans la fibre X^. Puisque cette fibre 
est un espace irréductible, les fonctions f et g coïncident nécessairement sur toute la 
fibre. On en déduit finalement que f = g. • 

Afin de décrire explicitement l'image du morphisme précédent, introduisons une 
notation. Pour toute partie compacte V de B et tout élément t de R + , nous noterons 

0{V)(\T\ < ty 

l 'anneau des séries à coefficients dans 0(V) de la forme 

âS(M) = A 

akTk 

qui vérifient la condition suivante : 

3r > t, lim II 
e—>-+oo 

ak\\vrk = 0. 

Proposition3.2.14. — Soit V une partie compacte de B. Soit t G R + . L'image du 

morphisme (py,t es^ contenue dans Û(V)(\T\ < 

Démonstration. — Soit / G û(Dv(t)). D'après le lemme 3.2.12, il existe un polyrayon 
v > t telle que la fonction / soit définie sur Dy(v). La proposition précédente nous 
montre que la fonction / possède un développement en série de la forme 

âS(M) = A 

âS(M) = A 
akTk G 0{y)\T\. 

Soit b e V. Puisque le groupe \Jt?(b)*\ est discret dans R^_, il existe une famille 
u = ( w i , . . . , un) de Rîj_ qui vérifie t < u < v et dont l'image est libre dans le Q-espace 
vectoriel Q x z CR+/\J4?(b)*\). Notons x l 'unique point de la fibre Xb qui vérifie 

Vi€[ l ,n] , \Ti(x)\ = ui. 

La description de l 'anneau local au point x obtenue au théorème 2.4.8 nous assure 
qu'il existe un voisinage Vb de 6 dans B et r& > v > t tels que 

lim ||afc||yb rk = 0. 
fe-^+oo 
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Par compacité, nous pouvons recouvrir la partie V par un nombre fini de compacts 

Vbl,..., Vbp, avec p G N et & i , . . . , bp G V. On en déduit qu'il existe r > t tel que 

lim ||afe||yrfc = 0. 
k—»+00 

Remarque 3.2.15. — Ce résultat cache un principe du prolongement analytique. Nous 

n'insisterons pas ici sur ce point, mais consacrerons la section 3.6 à ce propos. 

Intéressons-nous, à présent, à la réciproque de ce résultat. Nous n'allons considérer 

que certaines parties compactes de la base. 

Théorème 3.2.16. — Soit V une partie compacte et connexe de B. Supposons que le 

point central de B n'appartienne pas au bord du compact V. Soit t G R + . Alors le 

morphisme 

<Pv,t:0{Dv(t))^>0(V)m 
réalise un isomorphisme sur Vanneau Û(V)(\T\ < £) . 

Démonstration. — D'après les propositions qui précèdent, il nous suffit de montrer 

que toute série de la forme donnée appart ient à l'image de <pv,t- Nous allons distinguer 

plusieurs cas, en fonction du compact V. 

Commençons par considérer un compact de la forme 

V = [a>v,a,Q><T,l(<T)]i 

avec a G £ et a G ]0,Z(cr)[. 

Soit r' G R + tel que t < r' < r. Soit \i > 1 tel que t < {r'Y < r. Soit k G N n . 
Nous avons 

lim | a f e | ? ( r ' ) f e = 0 
le—•+oo 

et l'on en déduit que 

lim | a f e r ( ( r ' n f c = 0. 
k—>-+oo 

Remarquons, à présent, que, quel que soit k G N n , l 'élément a*, de Û(V) — Aa se 

prolonge à l'ouvert U = j a ^ , ^ ^ ^ ] et vérifie 
\\ah\\u = \a*\?. 

On en déduit que la série / définit un élément de û{pu(r')) et donc de û ( D y ( t ) ) . 

Ce raisonnement met en évidence le fait que la difficulté du problème réside dans 

l 'étude du comportement au bord du compact V. Remarquons que ce bord ne peut 

contenir qu 'un nombre fini de points. En effet, si le compact V ne contient pas le 

point central de B, sa connexité lui impose d'être contenu dans une branche de B. Il 

est donc de la forme 

V = K,al], 

avec a G E, v G ]0, l(<r)] et u < v. Son bord contient alors au plus deux points. Si 

le compact V contient le point central ao de B, alors, par hypothèse, il contient un 

voisinage de ce point et il n'existe donc qu 'un nombre fini de branches de B que V ne 
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contient pas entièrement. On en déduit que le bord du compact V n'est constitué que 
d 'un nombre fini de points. En reprenant le raisonnement précédent en chaque point 
du bord du compact V, on obtient le résultat annoncé. • 

Remarque 3.2.17. — Énoncée de la même façon, la proposition précédente est fausse 
si le point central de B se situe sur le bord du compact V. Considérons, par exemple, 
la part ie compacte constituée du seul point central de M(Z), 

V = {a0}. 

L'anneau Û{V) est alors l 'anneau Q et la norme ||. | |v est la norme triviale. 

Plaçons-nous sur la droite A^an. Soit t G [0,1[. L'anneau Û(V)(\T\ <t)] n'est 
autre que l 'anneau Q [ T | . Considérons la série 

HTYH 
FDGHF 

k\Tk. 

Elle appartient bien à l 'anneau précédent, mais ne peut se prolonger à aucun disque 
de centre 0 et de rayon strictement positif de la branche archimédienne de M(Z). 

De même, pour tout nombre premier p, la série 

f = 

JHJ 

]q~k2 Tk eQlTj 

ne peut se prolonger à aucun disque de centre 0 et de rayon strictement positif de la 
branche p-adique de M(Z). 

Le cas des couronnes se t rai te de façon analogue à celui des disques. Introduisons 
de nouveau une notation. Soient V une partie compacte de B et s et T deux éléments 
de R + . Posons J = {I G [1, n j | Si > 0} et J = [1, n ] \ I. Nous noterons 

û(V)(s < \T\ < t)1 

l 'anneau constitué des séries à coefficients dans Û(V) de la forme 

kezn 
: akTk, 

qui vérifient les trois conditions suivantes : 

Vfc G Zn \ 

VVCX 

R X 

ieJ 

VHNG ak = 0, 

3 r > £ , lim | | a f e | | v r fc=0 
k—»-+oo 

et 

3r ~< 5, lim ||afc||yrfc = 0. 
k-+ — oo 

En particulier, si s = 0, alors cet anneau est contenu dans ^ ( V ^ J T ] et nous avons 
l'égalité 

0(V)(o < \T\ < TY = ff(V)(\T\ < TY. 
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Proposition 3.2.18. — Soit V une partie compacte de B. Soient s et t deux éléments 

de R™ vérifiant l'inégalité s -<t. Alors le morphisme naturel 

Û(V)[T] 0{V)\T\ 

se prolonge en un morphisme injectif 

<Pv,.,t :0(Cv(8,t)) — û(V)(s <T< t)f. 

Démonstration. — Il suffit de reprendre la preuve des propositions 3.2.13 et 3.2.14. Il 

faut cependant prendre garde au fait que nous ne pouvons plus considérer un voisinage 

du point 0 d 'une fibre. Il est cependant possible de remplacer ce point par un point 

de type 3 déployé, c'est-à-dire un point x défini par des équations du type 

V * G | [ l , n ] , \Ti(x)\=n, 

où r i , . . . , rn sont des éléments de R + tels que l'image de la famille ( r* i , . . . , rn) dans 

le Q-espace vectoriel Q ®z (R+/I^(&)*l) est libre. Un tel choix est possible car 

le groupe \Jf?(b)*\ est discret dans R + . Dans ce cas, nous disposons encore d 'une 

description de l 'anneau local en termes de séries, par le théorème 2.4.8. • 

Comme dans le cas des disques, nous pouvons raffiner cette proposition pour 

obtenir, dans certains cas, un résultat d'isomorphie similaire à celui de la proposi

tion 3.2.16. La démonstrat ion en étant complètement analogue, nous ne la rédigerons 

pas. 

Théorème 3.2.19. — Soit V une partie compacte et connexe de B. Supposons que le 

point central de B n'appartienne pas au bord du compact V. Soient s ett deux éléments 

de R™ vérifiant l'inégalité s -< t. Alors, le morphisme 

<pv,s,t :û(Cv(s,t)) ^ Û{V){s < \T\ < t)f 

est un isomorphisme. 

Intéressons-nous, à présent, au bord analytique des couronnes. Dans le cas d'espaces 

définis au-dessus d 'un corps ultramétrique, nous disposons d 'une description explicite. 

Lemme 3.2.20. — Soit (fc, |.|) un corps ultramétrique complet. Soient s ett deux élé

ment de R™ vérifiant l'inégalité s -< t. Considérons la couronne C de A^'an de rayon 

intérieur s et de rayon extérieur t. Pour tout élément i de [ l , n ] ; notons 

Ri = n R ; . 

La couronne C possède un bord de Shilov. C'est l'ensemble fini et algébriquement 

trivial 

T e = {w..,rw IVi G I M I , n é Ri}. 
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Démonstration. — La description explicite des fonctions définies au voisinage de la 
couronne C et de la norme uniforme sur C montre que, pour tout élément / de 0(C), 
nous avons 

| | / | |c = ma*(| /0c) |) . 
zerc 

Puisque 0(C) est dense dans 3ë(C) pour la norme ||.||cs ce résultat vaut encore pour 
les éléments de â§(C). On en déduit que la partie Tc est un bord analytique du 
compact C. 

En outre, pour tout point z de T e , il existe un élément k G Z n tel que la fonction 
Tk appart ienne à J(f(C) et atteigne son maximum en valeur absolue au point z et 
uniquement en ce point. Par conséquent, tout bord analytique du compact C contient 
la partie Tc- Cette dernière est donc bien le bord de Shilov du compact C. • 

Dans le cas archimédien, nous disposons également d 'une description. 

Lemme 3.2.21. — Soit (fc, |.|) un corps archimédien complet. Soient s et t deux élé
ments de R™ vérifiant l'inégalité s -<t. Considérons la couronne C de A ^ ' a n de rayon 
intérieur s et de rayon extérieur t. Pour tout élément i de [ l , n ] , notons 

Ri = { S ^ } h r ; . 

La couronne C possède un bord de Shilov. C'est l'ensemble compact 

Tc = {x G A £ a n | Vf G [ l , n ] , 3n G Ru \Ti(x)\ = n}. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que le principe du maximum assure 
que le bord topologique de la couronne C, qui n'est autre que la partie Tc, est un 
bord analytique de C. 

Distinguons maintenant deux cas. Supposons, tout d 'abord, que le corps k est le 
corps C . Nous avons alors 

Tc = { ( z i , . . . , zn) G Cn | V* G [1, n i , 3n G Ri, \zi\ = n}. 

Pour tout point P de Tc, il existe un élément (a±,... ,an) de C n et un élément 
kn) de {—1, l } n tels que la fonction Yli<i<n(zi ~ ai)ki soit définie au voisi

nage de la couronne C et atteigne son maximum en valeur absolue sur la couronne 
au point P et uniquement en ce point. Par conséquent, tout bord analytique du 
compact C contient la partie Tc- Cette dernière est donc bien le bord de Shilov du 
compact C. 

Supposons, maintenant, que le corps k est le corps R. Soit P un point de Tc-
Pour tout £ > 0, il existe un élément ( a i , . . . , an) de C n et un é l é m e n t ( k i , . . . , kn) 
de { - 1 , l } n tels que la fonction ri i<i<n((^ - (*i)(zi - âi))ki soit définie au voisinage 
de la couronne C et atteigne son maximum en valeur absolue sur la couronne dans la 
boule de centre P et de rayon s et pas en dehors. Par conséquent, tout bord analytique 
de C doit contenir un point de cette boule. On en déduit que tout bord analytique, 
qui, par définition, est fermé, contient le compact Tc- Ce dernier est donc bien le bord 
de Shilov du compact C. • 
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Ces rappels nous permet tent de décrire un bord analytique non trivial des cou
ronnes relatives à l'aide du lemme suivant. Remarquons que toute couronne compacte 
au-dessus d 'une partie compacte et connexe de B (et donc pro-rationnelle, d'après 
la proposition 3.1.16) est pro-rationnelle et donc spectralement convexe, d'après le 
théorème 1.2.11. 

Lemme 3.2.22. — Soit V une partie compacte et connexe de B et C une couronne 
compacte au-dessus de V. Pour tout point v de V, notons ^v le bord de Shilov du 
compact C fl Xv dans Xv. Alors, la partie 

R = 

vev 

GGH 

est un bord analytique de la couronne C. 

Démonstration. — Puisque J(f(C) est dense dans &(C) pour la norme ||.||c? il suffit 
de démontrer que, pour tout élément / de J ^ ( C ) , nous avons 

ll/llc = ll/llr-

Soit / un élément de JÉT(C). Il existe un élément v de V tel que l'on ait 

||/||c = ||/||cnx„. 

La fonction / induit par restriction une section sur CCiXv du préfaisceau des fonctions 
rationnelles sur Xv. Nous avons donc 

||/||cnx„ = ll/lk-

On en déduit le résultat a t tendu. • 

La description des fonctions au voisinage des couronnes obtenue plus haut permet 
de préciser ce résultat dans le cas ultramétrique. 

Proposition 3.2.23. — Soit V une partie compacte et connexe de Burn et C une cou
ronne compacte au-dessus de V. Notons Ty le bord de Shilov du compact V dans B. 
Pour tout point v de V, notons Tv le bord de Shilov du compact C fl Xv dans Xv. La 
couronne C possède un bord de Shilov. C'est l'ensemble fini 

R = ( J lv. 

v£Tv 

Démonstration. — Dans le cas où la couronne est vide, le résultat est immédiat . Dans 

le cas contraire, il existe deux éléments s et t de vérifiant s -< t tels que C = 

Cv(s,t). D'après la proposition 3.2.18, le morphisme naturel Û(V)[T] Û(V)\T\ 

se prolonge en un morphisme injectif 

Û{C) ^ Û(V)(s <T <t)]. 

Commençons par montrer que, pour tout élément / = Y^kezn akTk de ^ ( C ) , nous 
avons 

| | / | | c = max( | |afc | |vmax(5fc, tfe)) . 

ASTÉRISQUE 334 



3.2. FAISCEAU STRUCTURAL SUR L'ESPACE AFFINE 99 

Puisque la couronne С est compacte, il existe un élément z de С en lequel nous avons 
l'égalité 

ll/Hc = | / ( * ) | . 
Nous avons alors 

\f(z)\ = l l / H c n ^ , , = т а к (\ak(ir(z))\max(sk,tk)), 

puisque le point 7r(z) appartient à la partie ultramétrique Б и т de B. On en déduit 

l'égalité annoncée. 

De cette description explicite de la norme, on déduit que tout élément de Û(C), 

et donc tout élément de 3S(C) at teint son maximum sur Г, autrement dit que Г est 
un bord analytique de C. En outre, pour tout point z de Г, il existe un élément a 
de Ж{V) (son existence est assurée par la proposition 3.1.26) et un élément к de Zn 
tels que la fonction aTk appart ienne à Ж(С) et atteigne son maximum en valeur 
absolue au point z et uniquement en ce point. Par conséquent, la partie Г est le bord 
de Shilov de la couronne compacte C. • 

Pour finir, calculons explicitement ces anneaux globaux dans un cas particulier, 
celui des couronnes au-dessus de voisinages compacts du point central. 

Proposition 3.2.24. — Soit E ' une partie finie de E contenant E ^ . Pour a G E ' , 
choisissons un élément ea G ]0,1]. Considérons la partie compacte V de В définie par 

V = 

âS(M) = A 

âS(M) = A 

FHJHK 
SDR 

Soient s et t deux éléments de R™. Posons I = {i G [1, n] | Si > 0} et J = [1, n] \ J. 

L'anneau û(y)(s < \T\ < t)^ est constitué des séries à coefficients dans K de la 

forme 

âS(M) = A 
акТк 

vérifiant les conditions suivantes : 

i) Vfc > 0, ak G A 
' 1 

. E ' 

ii) Vfe G Zn \ (UIEIR x ILeJ R + ) ^k = 0 ; 

iii) Va G E7, 3r -< s£°, lim \ak\a rk = 0 ; 
la—v — r-v~> 

iv) Va G E;, 3r > t£% lim \ak\a rk = 0. 
fe—>+oo 

Si t > 1, pour toute série du type précédent, l'ensemble 

{keNn\ak^0} 

est fini. Si s < 1, pour toute série du type précédent, l'ensemble 

{ f c G Z n n ] - o o , 0 ] | a f c ^ 0 } 
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est fini. En particulier, si s = 0 et t > 1, alors Vanneau 0(V)(\T\ < ty n'est autre 

que l'anneau de polynômes A[1/(Y,' il T,f)][T]. 

Démonstration. — Les résultats démontrés aux numéros 3.1.2.2 et 3.1.2.3 permet tent 
de démontrer que nous avons 

0(V) = A 
1 

âS(M) = A et ll.llv = i n i a x ( | . | ^ ) . 

La première part ie du résultat découle alors immédiatement de la définition de l'an

neau Û(V)(\T\ < t)f. 

D'après la formule du produit , pour tout élément non nul a de A [ l / £ ' ] , nous avons 

n<7£E' \a\cr > 1 et donc 

|M|v = m a x ( | a | ^ ) > l . 

On en déduit la seconde partie du résultat. • 

3.3. Points rigides des fibres 

Soit b un point de B. La proposition 2.4.3 nous permet de décrire un système 
fondamental de voisinages explicite d 'un point x de la fibre Xt> défini par des équations 
du type 

(Ti - a i ) ( x ) = • • • = (Tn - an)(x) = 0, 

avec a i , . . . , an G @B,b- Remarquons que, lorsque l'espace de base est le spectre d 'un 
anneau d'entiers de corps de nombres, tous les points rationnels de la fibre sont 
de ce type. En effet, d 'après le lemme 3.1.22, le morphisme naturel ÛB,b —> J4?(b) est 
surjectif. 

Dans ce numéro, nous montrons qu'il est possible de ramener l 'étude de certains 
points de l'espace X, à savoir les points rigides des fibres, à celle des points rationnels 
par le biais d 'un isomorphisme local (cf. proposition 2.5.3). 

3.3.1. Isomorphismes locaux. — Nous montrons ici que nous nous trouvons bien dans 

le cadre d'application de la proposition 2.5.3 et en précisons les conclusions. Nous 

distinguerons selon le type de la fibre dans laquelle se situe le point rigide considéré. 

Commençons par le cas le plus simple : celui des fibres extrêmes. 

Proposition 3.3.1. — Soient m un élément de E / et x un point rigide de la fibre ex

trême Xm. Supposons que le point x possède un système fondamental de voisinages 

connexes. Alors, il existe une extension finie K' de K, un point x' de A^',an, où 

A' désigne Vanneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme 

naturel 
* n,an A n,an 

AA, —> AA 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' sur 

un voisinage de x. 
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Démonstration. — L'extension de corps km —• J^f{x) est une extension finie et sepa
rable, puisque le corps km est fini. D'après le théorème de l'élément primitif, il existe un 
élément à de J$?(x) tel que km[â] = 34?(x). Notons P(S) € km[S] le polynôme minimal 
unitaire de à sur km = A/m. Choisissons un relevé unitaire P(S) de P(S) dans A[S]. 
Ce polynôme est encore irréductible. Considérons l'extension finie K' = K[S]/(P(S)) 
de K. C'est un corps de nombres dont nous noterons A' l 'anneau des entiers. 

Posons V = [am,am]. L'anneau de Banach (âë(V), | | . | |v) n'est autre que l 'anneau 
( i m , |.|m)- Puisque le polynôme P(S) est irréductible dans fcm[5], l'idéal maximal m 
de A est divisé par un unique idéal maximal m' = mAf de A! et nous disposons d 'un 
isomorphisme 

u:Âm[S}/(P(S))^Â'm,. 

Munissons l 'anneau Âm[S]/(P(S)) de la norme 

l|.ir = l«(-)L'. 

C'est alors un anneau de Banach muni d 'une norme uniforme. Notons W le seg
ment [am/,âm/] de M(A'). L'isomorphisme u identifie alors les algèbres normées 

mV)[S]/(P(S)),\\.\\')et(^(W),Uw). 
Puisque le polynôme P est unitaire, le morphisme de ^ ( F ) - m o d u l e s 

n : 

âS(M) = A 
a(V)[s\/(P(S)) 

( a 0 , . . . ,dd-i) 1 
d-l 

i=0 
^ Si 

est un isomorphisme. Munissons l'algèbre Së(V)d de la norme || - ||oo donnée par le 
maximum des normes des coefficients. Nous définissons alors une norme, notée ||J|v'div} 
sur 3S(V)[S\/(P(S)) de la façon suivante : 

v/ e #(v)[s\/(p(s)), n/iivFDIV = wn-Hmu 
Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons démontrer que les normes H-H' 

et || • || v,DIV5 définies sur «^(V), sont équivalentes. Tel est bien le cas car ce sont deux 
normes sur un même Km-espace vectoriel de dimension finie qui induisent la même 
valeur absolue sur Km, à savoir |.|m. 

Notons 

Y — AN>AN pf Y' — An>an 
1 — ASê{V) e i : ~ A3ë(V)[S]/(P(S))' 

Notons encore 

<p : Y' Y et ^ : A^',an -> A^'an 

les morphismes naturels. La partie V est une partie compacte et connexe de M(A). 
Notons Ly son image réciproque dans A^'an. La partie W est une partie compacte 
et connexe de M{A'). Notons L'w son image réciproque dans A^',an. Considérons, à 
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présent, le diagramme commutatif suivant : 

Y' 
B 

Y 

x X 

.n,ar 
A' 

1> A n,an 
A 

D'après la proposition 3.1.16, les parties compactes V et W sont pro-rationnelles. 
D'après la proposition 1.2.15, les morphismes x e^ x' son^ des isomorphismes d'es
paces annelés au-dessus, respectivement, de l'intérieur de Ly et de l'intérieur de L'w. 

Remarquons que le point x appart ient à la fibre extrême 7R-1(âm), située à l'intérieur 
de Ly. En outre, tout antécédent de x par le morphisme ip appart ient à la fibre ex
trême située au-dessus de âm/ et donc à l'intérieur de L'w. Nous noterons encore x 

l 'antécédent du point x par le morphisme x- Pour conclure, il nous suffit de trou
ver un point x' de Y', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme (p induise un 
isomorphisme d'un voisinage de x' sur un voisinage de x. 

Notons a l 'image de S dans l 'anneau âS(V)[S]/(P(S)). D'après la proposition 2.5.1, 
il existe une fonction R définie sur un voisinage U de x dans Y telle que P(R) = 0 
et R(x) = à dans Jf(x). Construisons alors une section a du morphisme ip au-dessus 
de U, par le procédé décrit immédiatement avant la proposition 2.5.3. Par sa définition 
même, nous avons 

S(a(x)) = R(x) dans Jf(x), 

autrement dit, 

R(a(x)) = a dans Jtf(a(x)). 

Soit b un point de M(&(V)). Le corps Jf(b) est égal au corps km ou au corps Km. 

Dans tous les cas, l 'image du polynôme P(T) est irréductible dans J4?(b)[T]. 

Puisque le corps J%?(b) est parfait, elle est également séparable. Soit c un point de 
M(âS{y)[S\/{P(S))) au-dessus du point b. L'élément a de l 'anneau &(V)[S]/(P(S)) 

s'envoie sur une racine du polynôme P(T) dans J4?(c). Puisque le polynôme P est 
séparable, nous avons P'(a) = 0. 

Pour finir, d 'après le corollaire 3.4.4, le point x possède, dans X , et donc dans Y, 

un système fondamental de voisinages connexes. Nous pouvons donc appliquer la 
proposition 2.5.3. Nous obtenons, au voisinage du point x, une section du morphisme (p 

qui est un isomorphisme local. 
Pour conclure, il nous reste à montrer que le point x' — o[x) est rationnel dans sa 

fibre. Considérons la projection b' de ce point sur M(â&(V)[S]/(P(S))). Par définition, 
le caractère associé est 

&(V)[S\/{P(S)) JP(x) 

Q(S) Q(R(x)) = Q(â). 

L'image de ce morphisme est le corps fcm[â] = Jj?(x) = Jf?(x'). On en déduit que le 

morphisme Jt?(b) —» Jf{x') est un isomorphisme et donc que le point x' est rationnel 

dans sa fibre. • 
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Intéressons-nous, à présent, aux fibres internes. 

Proposition 3.3.2. — Soient r un élément de E , e un élément de ]0, Z(r)[ et x un 

point rigide de la fibre interne Xae. Supposons que le point x possède un système 

fondamental de voisinages connexes par arcs. Alors, il existe une extension finie K' 

de K, un point x' de A^',an, où A! désigne Vanneau des entiers de K', rationnel dans 

sa fibre, tel que le morphisme naturel 

A n,an A n,an 
A' ~^ AA 

envoie le point x1 sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' sur 

un voisinage de x. 

Démonstration. — L'extension de corps Kr —» J$?(x) est une extension finie et sé

parable, puisque la caractéristique du corps KT est nulle. D'après le théorème de 

l'élément primitif, il existe un élément a de J4?(x) tel que l f r [a] = J4?(x). Si le 

corps KT est ultramétrique, le lemme de Krasner assure que nous pouvons supposer 

que l'élément a est algébrique sur le corps K. Si le corps KT est archimédien, nous 

pouvons encore supposer que a est algébrique sur le corps K, et même que c'est 

une racine carrée de — 1 . Notons P(S) G K[S] le polynôme minimal unitaire de a 

sur K. Ce polynôme est encore irréductible sur le corps KT. Considérons l'extension 

finie K' = K[S]/(P(S)) de K. C'est un corps de nombres dont nous noterons A' 

l 'anneau des entiers. 

Soient À G ]0,e[ et /1 G ]s,l(r)[. Posons V = [a*,a£]. L'anneau de Banach 

(3§(V), | | . | |v) n'est autre que l 'anneau (KT, max(| . |£, | . |£)). Puisque le polynôme P(S) 

est irréductible dans KT [S], la place r de K se prolonge en une unique place r' de K' 

et nous disposons d 'un isomorphisme 

u'.kT[s]/{P{s))^K>T,. 

Munissons l 'anneau KT[S]/(P(S)) de la norme 

||.||' = m a x ( K . ) | ^ , | u ( . ) | ^ ) -

C'est alors un anneau de Banach muni d 'une norme uniforme. Notons W le seg
ment [a£,,a£,] de M(A'). L'isomorphisme u identifie alors les algèbres normées 
mV)[S]/(P(S)),\\.\\') et (<g(W),\\.\\w). 

Introduisons une notation. Soient L une if-algèbre et ||.|| une norme sur L. Puisque 
le polynôme P est unitaire, le morphisme de L-modules 

Ld L[S]/(P(S)) 

nL : 
( a o , . . . 

d-l 

i=0 
s* S1 

est un isomorphisme. Munissons l'algèbre Ld de la norme H-Hoo donnée par le maxi

mum des normes des coefficients. Nous définissons alors une norme, notée ||.||div5 
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sur L[S]/(P(S)) de la façon suivante : 

v/ e L[S}/(P(S)), ||/||div = K1(/) l loo. 

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons démontrer que les normes \\.\\f 

et ||.||v,divj définies sur â§(V), sont équivalentes. Or la norme ||.||y,div est équivalente 

à la norme max(|. |*div, |. |^div). Il nous suffit, à présent, de remarquer que, quel que 

soit v G {A,/x}, les normes |.|™div^ et \.\", sont équivalentes. En effet, ce sont deux 

normes sur un même Kr-espace vectoriel de dimension finie qui induisent la même 

valeur absolue sur KT, à savoir |.|£. 

Le reste du raisonnement se déroule exactement comme dans la preuve précéden

te. • 

Pour terminer, t rai tons le cas de la fibre centrale. 

Proposition 3.3.3. — Soit x un point rigide de la fibre centrale XQ. Supposons que le 
point x possède un système fondamental de voisinages connexes par arcs. Alors, il 
existe une extension finie K' de K, un point x' de A^',an, où A! désigne Vanneau des 
entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel 

* n,an A n,an 
A' ~* A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' sur 
un voisinage de x. 

Démonstration. — L'extension de corps J$?(ao) = K —• J$?(x) est une extension 
finie et séparable, puisque la caractéristique du corps K est nulle. D'après le théo
rème de l'élément primitif, il existe un élément a de Jff(x) tel que K[a] = J$?(x). 
Notons P(S) G K[S] le polynôme minimal unitaire de a sur K. Il existe un unique 
isomorphisme 

K[S]/(P(S)) ^ JT(x) 

envoyant S sur a. 
Le caractère séparable de l'extension J4?(x)/K assure également que l 'anneau des 

entiers A' de J$?(x) est un anneau de Dedekind de type fini sur A. Par conséquent, il 
existe un élément f de K tel que 

A[f,a]=A'[f}. 

Choisissons un sous-ensemble fini Eo de de sorte que la fonction / soit définie et 

inversible sur l 'ouvert de B défini par 

U = B\ | J {âm}. 
mGS0 

Quit te à augmenter l'ensemble Eo, nous pouvons supposer que les coefficients du 
polynôme P(S) sont définis en tout point de U et que, quel que soit b dans U, l 'image 
du polynôme P(S) est séparable sur J4?(b). Pour m dans E / , notons r(m) l'ensemble 
des idéaux maximaux de A' divisant l'idéal maximal m de A. Pour a dans Eoo, 

ASTÉRISQUE 334 



3.3. POINTS RIGIDES DES FIBRES 105 

notons r(a) l 'ensemble des plongements complexes de J$?(x) à conjugaison près qui 
prolongent a. Notons 

âS(M) = A 

MGSO 

r(m) et E ' = 

âS(M) = A 
Considérons la partie compacte contenue dans U définie par 

M = B 

ME£0 

âS(M) = A 

Considérons l'algèbre de Banach ( ^ ( M ) , | | . | | M ) - NOUS avons 

âg(M) = A 
" 1 

E0J 
m 
.b 

G K, a, 6 G A, b ^ 0, 3m G E0, b G m 

et 

II-IIM = max 
aeEoUSoo 

l-U) 

Le compact M é tant contenu dans £/, l 'anneau est un localisé de l 'anneau A[u] 
On en déduit que le morphisme 

A 
1 

GDFG 
âS(M) = A A' 

1 

HGMLM 

est un isomorphime. Munissons l 'anneau â§{M)[S\/{P{S)) de la norme 

iur = max ( (l-U). 

C'est alors un anneau de Banach muni d 'une norme uniforme. 
Introduisons une notation. Soient L une if-algèbre et ||.|| une norme sur L. Puisque 

le polynôme P est unitaire, le morphisme de if-espaces vectoriels 

FG L[S]/(P(S)] 

nL : 
( a 0 , . . . 

d-i 

i=0 
ai S* 

est un isomorphisme. Munissons l'algèbre Ld de la norme || -1|oo donnée par le maxi
mum des normes des coefficients. Nous définissons alors une norme, notée ||.||divj 
sur L[S]/(P(S)) de la façon suivante : 

Vf€L[S}/(P(S)), ||/||div=||nZ1(/)||00. 

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons démontrer que les normes ||.||' 
et 11.11 

M,divj définies sur ^ ( A f ) , sont équivalentes. Or la norme ||.||M,div es^ équivalen
te à la norme max I 

crGSoUSoo 
(l-Udiv)-

Soit m G E0. Nous disposons alors d 'un isomorphisme 

Km[S)/(P(S)) 

M'GR(M) 

âS(M) = A 
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On en déduit que les normes |.|m,div et maxm/Gr(m)(|.|m/) sont équivalentes car ce sont 

deux normes sur un même i ^ - espace vectoriel de dimension finie qui induisent la 

même valeur absolue sur Km, à savoir |.|m. 

On raisonne de même pour les éléments de Eoo en prenant garde au fait que 
l'isomorphisme ne vaut que si l'on considère tous les plongements complexes et pas 
seulement les classes de conjugaison. 

Le reste du raisonnement se déroule exactement comme dans la preuve de la pre
mière proposition. • 

Pour plus de clarté, nous regroupons les trois résultats obtenus dans la proposition 

suivante. 

Proposition 3.3.4. — Soit x un point rigide de Vune des fibres de Vespace X. Suppo

sons que le point x possède un système fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Alors, il existe une extension finie K' de K, un point x' de A^',an, où A! désigne 

Vanneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel 

*n,an A n,an 
A' ~* A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' sur 

un voisinage de x. 

3.3.2. Voisinages sur la droite. — Pour utiliser la proposition qui précède, il est néces
saire de disposer d 'un résultat de connexité locale. Nous consacrons donc une section 
à l 'étude de la topologie au voisinage des points rigides des fibres dans le cas le plus 
simple : celui de la droite. Dans les propositions qui suivent, nous supposerons donc 
que n = 1 et que X = A^'an. 

Proposition 3.3.5. — Soient b un point de B et P(T) un polynôme unitaire à coef
ficients dans @B,b dont Vimage dans J$?(b)[T] est irréductible. Soit x le point de la 
fibre Xb défini par Véquation P(T)(x) = 0. Soient BQ un voisinage de b dans B sur 
lequel les coefficients du polynôme P sont définis. 

Soit U un voisinage du point x dans X. Il existe un voisinage V du point b dans BQ 
et un nombre réel t > 0 tels que Von ait Vinclusion 

{y€Xv\\P(T)(y)\<t}cU. 

Démonstration. — D'après le corollaire 1.1.12, pour toute part ie compacte V de BQ 

et tout élément s de R + , la partie de X définie par 

{yeXv\\P(T)(y)\<s} 

est compacte. Le résultat découle alors du lemme 2.4.1. • 

Nous souhaitons, à présent, montrer que les voisinages qui figurent dans l'énoncé 

de la proposition sont connexes par arcs lorsque leur projection sur la base l'est. À 

cet effet, nous commencerons par démontrer quelques résultats sur la topologie des 

fibres. 
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Lemme 3.3.6. — Soit (k,\.\) un corps value, ultramétrique, maximalement complet et 

algébriquement clos. Soient d G N, a i , . . . , aa G k ett e. R+. Posons 

P(T) = 
d 

i=l 
(T-cti) 

et 

U = x G A * ' » P(T)(x) < t 

Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y à 

Vun des points ai, avec i G [ l , d ] . 

Démonstration. — Soit y un point de U. Puisque le corps k est maximalement com

plet, il existe /3 G k et r G R+ tels que y = rjp^ dans A^'an. Supposons, tout d 'abord, 

qu'il existe i G [1, d] tel que /3 = ai. Considérons alors le chemin 

l : 
[0,1] Al,an 

U Vati,(l—u)r' 

Il joint le point y au point ai et tout polynôme décroît le long de ce chemin. En 

particulier, il est à valeurs dans U. 

Revenons, à présent, au cas général. Nous distinguerons deux cas. Dans un premier 

temps, supposons, qu'il existe i G [ l , d ] tel que |/3 — a^| < r. Alors le point y = np^ 

n'est autre que le point r)a^r et nous sommes ramenés au cas précédent. Il nous reste 

à traiter le cas où, quel que soit i G [1, d] , nous avons \/3 — oti\ > r. Dans ce cas, nous 

avons 

\P(T)(vp,r)\ = 

d 

i=l 
(T - ai)(mr)\ = 

d 

HGHG 

âS(M) = A 

Notons s = mini<«<d(|/3 — ai\). Considérons le chemin 

GHHKLF ;O, I] Al,an 
u 77̂ ,(l-u)r+ns-

Il joint le point y au point 77^s, qui est du type considéré précédemment. En outre, la 
fonction P est constante le long du chemin Il est donc bien à valeurs dans U. On 
en déduit le résultat annoncé. • 

Lemme 3.3.7. — Soient d G a i , . . . . G C et t G RI. Posons 

P(T) = 
d 

1=1 

(T-ai) 

et 

U={zeC\\P(z)\OQ<t}. 

Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y à 

l'un des points ai, avec i G [ l , d ] . 
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Démonstration. — Considérons l 'application continue 

C —> C 

z i—• P(z). 

C'est un revêtement ramifié. Considérons le chemin tracé sur la base 

[0,1] - c 
u i-> (1 — u) P(y). 

En relevant ce chemin à part i r du point y, on obtient un chemin tracé sur U qui 

abouti t à l 'un des racines du polynôme P. • 

Corollaire 3.3.8. — Soit (fe, |.|) un corps value complet. Soient d un entier, 

<2i(T), . . . ,Qd(T) G k[T] des polynômes irréductibles et t e R + un nombre réel 

strictement positif. Pour i G notons Xi le point de la droite A^'an défini par 

Véquation Qi(T)(xi) = 0. Posons 

P(T) = 
d 

i=l 
Qi 

et 

U = x e A Ï ^ \ \ P ( T ) ( x ) \ < t @ ( W ) ( \ T 

Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y à 

l'un des points Xi, avec i G [ l , d j . 

En particulier, si le polynôme P(T) est une puissance d'un polynôme irréductible, 

alors la partie U est connexe par arcs. 

Démonstration. — Soit (L, |.|) une extension du corps value (fc, | . | ) . Le morphisme 

induit 

l̂,an ^ l̂,an 

est continu et surjectif. On en déduit qu'il suffit de démontrer le résultat pour une 

extension de k. Nous pouvons donc utiliser nous ramener à la situation du lemme 3.3.6, 

si la valeur absolue |.| est ul tramétrique, ou du lemme 3.3.7, si elle est archimédienne. 

• 

Revenons, à présent, aux voisinages des points rigides dans l'espace total . 

Proposition 3.3.9. — Soient b un point de B et V un voisinage connexe par arcs de 

b dans B. Soit P(T) G ^(Vjp1] un polynôme unitaire dont l'image dans Ji?(b)[T] 

est irréductible. Soit t G un nombre réel strictement positif. Alors, la partie U 

de X = A^'an définie par 

U =@(W)(\T\<(s',u)){yeX\n(y)eV,\P(T)(y)\<t} 

est connexe par arcs. 
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Démonstration. — Nous noterons x l 'unique point de la fibre qui vérifie 

P(T)(x) = 0. 

Nous allons montrer que tout point de U peut être joint au point x par un chemin 
tracé sur U. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le type du point b. 

Supposons, tout d 'abord, que le point b est le point central ao de B. Soit y un 
point de U. Posons c = ir(y). Décomposons le polynôme P(T) en produit de facteurs 
irréductibles et unitaires dans J4?(c)[T] : il existe d G N*, Qi(T),..., Qd(T) des 
polynômes irréductibles distincts et n i , . . . , Ud G N* tels que 

d 

P(T) = Y[Qi(T)ni dans JP(c)[T\. 

Quel que soit i G [ l , d ] , notons jji le point de la fibre Xc défini par l 'équation 
Qi(T)(yi) = 0. D'après le lemme 3.3.8, il existe un indice i G et un chemin 
tracé sur Xc fi U qui joint le point y au point y*. Il nous reste à montrer que l'on peut 
joindre le point yi au point x par un chemin tracé sur U. Si le point c est le point ao, 
c'est évident. 

Supposons, que le point c est un point interne de B. Il existe alors a G S et e > 0 
tels que c = aea. Puisque la partie V est supposée connexe par arcs, elle contient le 
segment W — [ao,a^]. Remarquons que, quel que soit À G ]0,£], le polynôme Qi(T) 
est encore irréductible dans J^ (a£ ) [T] . Définissons une section <p de 7r au-dessus de W 
de la façon suivante : au point a£, avec À G ]0,e], nous associons le point <£>(a£) de 
la fibre Xa\ défini par l 'équation Qi(T)((p(a%)) = 0 et au point ao, nous associons 
le point (f(ao) = x. L'application ip est une section continue de n au-dessus de W à 
valeurs dans U et son image est un chemin joignant le point yi au point x. 

Pour finir, supposons que point c est un point extrême de B. Il existe alors 
m G E / tel que c = am. La décomposition P{T) = Ylf=iQi(T)ni vaut donc dans 
l 'anneau de polynômes fcm[T]. Le lemme de Hensel nous assure qu'il existe des poly
nômes Ri(T),..., Rd(T) G Am unitaires tels que l'on ait la décomposition 

d 

P(T) = Y[Ri(T) dans Âm[T] 
i=l 

et, quel que soit i G 

Ri(T) = Qi(T)ni mod m. 

Choisissons un facteur irréductible Si(T) du polynôme Ri(T) dans Am[T]. Puisque 
la partie V est supposée connexe par arcs, elle contient le segment W = [ao,am]-
Nous définissons alors une section (p de n au-dessus de W de la façon suivante : au 
point a^, avec À G ]0, oo[, nous associons le point y?(a£) de la fibre Xax défini par 
l 'équation Si(T)(<p(a^)) = 0, au point ao nous associons le point (p(ao) = x et au 
point am, nous associons le point yi. Comme précédemment, l 'application ip est une 
section continue de n au-dessus de VF à valeurs dans U et son image est un chemin 
joignant le point yi au point x. 
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Supposons, à présent, que le point b est un point extrême de B. Il existe alors 
m G E / tel que b = âm. Supposons, dans un premier temps que ao G V. Alors le 
polynôme P(T) est à coefficients dans Am et il est irréductible dans Am[T] puisqu'il 
est unitaire et que sa réduction modulo m est irréductible. Nous sommes donc ramenés 
au cas précédent. 

Supposons, à présent, que le point central ao n 'appart ient pas à V. Si la partie V est 
réduite au point extrême am, le résultat provient directement du lemme 3.3.8. Dans 
les autres cas, la partie V est un intervalle contenu dans ]ao,âm]. Le polynôme P(T) 

est alors à coefficients dans Am. Puisqu'il est unitaire et que son image modulo m est 
irréductible, il est irréductible dans Âm[T] et donc dans Xm[T]. Soit y un point de U. Il 
existe alors s G ]0, +oo] tel que 7c(y) = a^ . D'après le lemme 3.3.8, il existe un chemin 
tracé sur Xaem n U joignant le point y au point z défini par l 'équation P(T)(z) = 0. Il 
nous suffit, à présent, de montrer que l'on peut joindre le point z au point x par un 
chemin tracé sur U. Puisque la part ie V est supposée connexe par arcs, elle contient 
le segment W = [a^,âm]. Définissons une section cp de TC au-dessus de W de la façon 
suivante : à tout point c de W nous associons le point ip(c) de la fibre Xc défini par 
l 'équation P(T)((p(c)) = 0. L'application (p est une section continue de TT au-dessus 
de W à valeurs dans U et son image est un chemin joignant le point z au point x. 

Il nous reste à trai ter le cas où le point b est un point interne de B : il existe a G E 
et e > 0 tel que b = aea. Si la partie V contient un point extrême ou le point central 
de B, nous sommes ramenés à l 'un des cas précédents. Nous supposerons donc que la 
part ie V est contenue dans B'a. Dans ce cas, pour tout point c de V, le corps J^(c) est 
isomorphe au corps Ka et le polynôme P(T) est irréductible dans J$?(c)[T]. Soit y un 
point de U. D'après le lemme 3.3.8, il existe un chemin tracé sur PI U joignant 

le point y au point z défini par l 'équation P(T)(z) = 0. Il nous suffit, à présent, 
de montrer que l'on peut joindre le point z au point x par un chemin tracé sur U. 
Définissons une section (p de n au-dessus de V de la façon suivante : à tout point c 
de V nous associons le point cp(c) de la fibre Xc défini par l 'équation P(T)((p(cj) = 0. 
L'application ip est une section continue de n au-dessus de V à valeurs dans U et son 
image est un chemin passant par les points z et x. • 

Corollaire 3.3.10. — Soient b un point de B et x un point rigide de la fibre X^. Alors, 

le point x possède un système fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Démonstration. — D'après le lemme 3.1.22, le morphisme naturel ÔBJ> —> <%?(b) est 

surjectif. Nous pouvons donc supposer que le polynôme P(T) définissant le point x 

est à coefficients dans @B,b- H nous suffit alors d'appliquer les propositions 3.3.5 

et 3.3.9. • 

3.3.3. Étude topologique locale. — Revenons, à présent, au cas d 'un espace affine de 
dimension quelconque : X = A^'an, avec n G N . Les résultats obtenus sur la topologie 
de la droite nous permet tent de met t re en œuvre un raisonnement par récurrence. 
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Proposition 3.3.11. — Soit b un point de B. Soit x un point rigide de la fibre X^. 
Alors, le point x possède un système fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Démonstration. — Nous allons démontrer le résultat a t tendu par récurrence sur l'en

tier n G N . Le cas n = 0 est immédiat. 

Soit n G N* tel que le résultat soit vrai pour n — 1. Notons 

An,an A l,an 
À y AÀ 

le morphisme induit par l'injection i\ : A[Ti] —> A[Ti,... ,Tn] et 

<Po : A^an - M(A) 

celui induit par l'injection ¿0 : A —> -A[Ti]. Posons y = <£i(z). 

D'après la proposition 3.3.10, le point y de A^an possède un système fondamental 
de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc appliquer la proposition 3.3.4. 
Elle assure qu'il existe une extension finie K' de K, un point y' de A^'an, où A' désigne 
l 'anneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel 

a : A^an -> A^'an 

envoie le point y' sur le point y et induise un isomorphisme 

(3:U' 

d'un voisinage U' de y' dans A^'an sur un voisinage U de y dans A^'an. Considérons 
le diagramme commutatif suivant 

A n,an 
A' 

DG A n,an 
A 

VHB FVG 

A l,an 
A' 

a A l,an 
A 

G HH 

M(A') 
OCQ 

M(A) 

Quit te à restreindre le voisinage U de y, nous pouvons supposer qu'il est compact 

et rationnel. Le voisinage U' l'est alors également. Nous pouvons donc appliquer le 

théorème 1.2.11 et la proposition 1.2.15. On en déduit un isomorphisme 

7 : M(8(U')) MiâSVJ)) 

qui coïncide avec /3 en tan t qu'application et même en tant que morphisme d'es

pace annelés si l'on se restreint à l'intérieur des espaces considérés. On en déduit un 
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diagramme commutatif 

A n—l,an 5 A n—l,an 

1>' 1> 

M{âë{U')) DD HGFHGHG 

En tant que morphisme d'espaces topologiques, le morphisme ip n 'est autre que le 

morphisme (fi restreint à <̂ ]~1(C7) à la source et U au but . De même, le morphisme ipf 

coïncide avec le morphisme tp[ restreint à <Pi~1(U') à la source et U' au but . Par 

conséquent, il suffit de montrer que le point x possède un système fondamental de 

voisinages connexes par arcs dans A^~^'an. Puisque S est un homéomorphisme, il 

suffit de montrer que le point 5~1(x) possède un système fondamental de voisinages 

connexes par arcs dans A^^ ' ,an . Or le point 6~1(x) est envoyé sur le point ry~1(y) = 

y' dans M(âë(U')). Ce dernier point est rationnel dans sa fibre (fb'1 (vbiy'))- Par 
conséquent, quit te à changer x en 6~1(x), nous pouvons supposer que le point y est 
rationnel dans sa fibre, autrement dit que le morphisme 

Jtf(b) ^ Jfffy) 

est un isomorphisme. 
Notons 

> . A n,an *n—l,an 
^n—1 : * A 

le morphisme induit par l'injection : A p 2 , . . . , Tn] —» A[T\,..., Tn] et 

À0 : A^_1'an M(A) 

celui induit par l'injection j0 : A —• A[T2, • • • ,Tn_ i ] . Posons z = XN-I(x). De l'iso-
morphisme J$?(b) —> J^(y), on déduit un isomorphisme 

âS(M) = AâS(M) = A 

D'après l 'hypothèse de récurrence, le point z de A^_1'an possède un système fon
damental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc appliquer la proposi
tion 3.3.4. Par le même raisonnement que précédemment, nous en déduisons que nous 
pouvons supposer que le point z est rationnel dans la fibre A0_1(6). Autrement dit, 
le morphisme 

âS(M) = AâS(M) = 

est un isomorphisme. Nous nous sommes finalement ramenés au cas d 'un point x 
rationnel dans sa fibre puisque le morphisme J^(b) —• Jt?(x) est un isomorphisme. 
Or d'après le lemme 3.1.22, le morphisme canonique &B,b —> <%?(b) est surjectif. Nous 
pouvons donc appliquer le corollaire 2.4.7. On en déduit le résultat a t tendu. • 

En utilisant cette proposition, nous pouvons relâcher les hypothèses de la proposi

tion 3.3.4. 
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Proposition 3.3.12. — Soit x un point rigide de l'une des fibres de l'espace X. Alors, 
il existe une extension finie K' de K, un point x' de A^',an; où A' désigne l'anneau 
des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel 

A n,an A n,an 
A' ~> AA 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' sur 

un voisinage de x. 

Corollaire 3.3.13. — Soit b un point de B. Soit x un point rigide de la fibre X\>. Alors, 

le morphisme n est ouvert au point x. 

Démonstration. — La proposition 3.3.12 assure qu'il existe une extension finie K' de 
K, un point x' de A^',an, où A! désigne l 'anneau des entiers de K', rationnel dans sa 
fibre, tel que le morphisme naturel 

A n,an A n,an 
a : AA, —> AA 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme 

P : U' -> U 

d'un voisinage U' de x' dans A^',an sur un voisinage U de x dans A^,an. Considérons 

le diagramme commutatif suivant : 

U' 
BFF 

U 

7T 7T 

M(Af) 
7 

M{A) 

Soit V un voisinage du point x dans X. Nous pouvons supposer qu'il est contenu 

dans U. Nous avons alors 

<v) = 7(7r'(/r1G0)). 
Le morphisme étant un homéomorphisme, il envoie le voisinage V du point x sur 
un voisinage /?_1(Vr) du point x'. Puisque le point x1 est rationnel dans sa fibre, le 
corollaire 2.4.6 nous assure que la partie 7R/(/^-1(Vr)) est un voisinage du point -ÏÏ'{X') 
dans M(Af). D'après le théorème 3.1.15, le morphisme 7 est ouvert. On en déduit 
que la partie 7r(V) = "y(/7Tf(/3~1(V))) est un voisinage du point b = /y(7r,(/3~1(x))) 
dans M(A). • 

3.3.4. Étude algébrique locale. — Nous disposons dorénavant de la connexité locale 

au voisinage des points rigides des fibres et pouvons donc appliquer le résultat d'iso-

morphie locale que nous avons démontré dans la proposition 3.3.12. Cela va nous 

permett re d'étudier les anneaux locaux en ces points. Commençons par le cas des 

fibres extrêmes. 

Théorème 3.3.14. — Soient m un élément de et x un point rigide de la fibre ex

trême Xm. Alors, l'anneau &x,x ^t un anneau local noethérien complet et régulier, 

de dimension n + 1. Son corps résiduel K(X) est complet, et donc isomorphe à J^f{x). 
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Démonstration. — D'après la proposition 3.3.11, le point x possède un système fon
damental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc utiliser la proposi
tion 3.3.12 et nous ramener au cas d 'un point x rationnel. Il existe alors des élé
ments a i , . . . , an de km tels que le point x soit l 'unique point de la fibre Xm vérifiant 

(Ti - a i ) ( x ) = • • • = (Tn - an)(x) = 0. 

Bien entendu, quel que soit i G [ l , n ] , l'élément a^ de km se relève en un élément de 

Am et donc en un élément de &B,b- Nous pouvons donc appliquer le théorème 2.4.8. 

Il assure qu'il existe un isomorphisme 

âS(M) lim 
v,t 

&(y)(\T\<t), 

où V décrit l'ensemble des- voisinages compacts du point âm de B et t l'en

semble ( R ; ) n . 
Or nous connaissons un système fondamental de voisinages compacts explicite du 

point âm de B : il s'agit de l'ensemble des intervalles [a^,am], avec s > 0. Quel que 

soit e > 0, l'algèbre ^ ( [ a ^ , â m ] ) n'est autre que l'algèbre Am ; elle est munie de la 

norme H-llta ĵâm] — l-lm- On en déduit un isomorphisme 

âS(M) = AâS(M) = 

ce qui permet de conclure. 

Passons maintenant aux points rigides des fibres internes et centrale. 

Théorème 3.3.15. — Soit x un point rigide d'une fibre interne ou centrale de l'es
pace X. Alors, l'anneau ûx,x est un anneau local noethérien, régulier, de dimension 
n. Son corps résiduel K(X) est complet, et donc isomorphe à J$?(x). 

Démonstration. — Soient b un point interne ou central de B et x un point rigide de 
la fibre Xb. En raisonnant comme dans la preuve précédente, on se ramène au cas 
où le point rigide x est un point rationnel de la fibre et on montre qu'il existe un 
isomorphisme 

0x,x lim &(V)(\T\<t), 

où V décrit l 'ensemble des voisinages compacts du point b de B et t l 'ensemble (R^_)n. 
On applique alors les théorèmes 2.2.8 et 2.2.14 pour démontrer la première part ie du 

théorème. La seconde découle du lemme 2.2.2 et de la description des corps résiduels 

aux points de l'espace B. • 

3.4. Fibres internes 

Nous étudions ici les points des fibres internes de l'espace X , en utilisant les pro

priétés du flot. Nous retrouverons, en particulier, par ce biais, les résultats sur les 

points rigides des fibres internes obtenus à la section précédente. 
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Nous reprenons, ici, les notations du paragraphe 1.3, consacré au flot. Soit m G E 

Rappelons que la fibre Xam est l'espace affine de dimension n au-dessus du corps Kv 

D'après le lemme 3.1.4, l 'application 

âS(M) = A 
]0 ,+OO[ âS(M) = A 

€ am 

est un homéomorphisme. L'intervalle de définition de la trajectoire de tout point de 
la fibre Xam est ]0, +00[. Par conséquent, nous disposons d 'une application 

âS(M) = A 
Xam X ]0 ,+OO[ FHF 

(x,e) Xe. 

Notons P2 : Xam X ]0, +00 [ —> ]0, +00 [ l 'application de projection sur le second facteur. 
Ces différentes applications s'inscrivent dans le diagramme commutatif qui suit : 

Xam X ] 0 , + O O [ 
GF G 

P2 7T 

]0,+oo[ 
HGH 

JYH 

Proposition3.4.1. — L'application (pm est un homéomorphisme. 

Démonstration. — Pour x G X'm, notons 

BN?H _ îogq^Qrfr))!) 
l0g(|7Tm|m) 

L'application À est continue et, quel que soit x G X^, nous avons 

/ \ X(x) 
n{x) = amK 

Il est clair que l 'application (pm est bijective d'inverse 

KJKJ 
PÖ 

DSFD Xam X ] 0 , + O O [ 

X ( X V M * ) , ^ - ! ^ ^ ) ) ) . 

Montrons que l'application <pm est un homéomorphisme. Rappelons que la topo
logie de X'm est, par définition, la topologie la plus grossière qui rend continues les 
applications de la forme 

1̂1 
BNJB R + 

X GFGFD 

avec P G A[T]. Pour montrer que l'application (pm est continue, il suffit donc de 
montrer que, quel que soit P G A[T], l 'application 

DGGFHS Xam X]0,+OC[ R + 
âS(M) = A \P{x£)\ = \P(x)\* 

est continue. Cet te propriété est bien vérifiée. 
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De même, la topologie sur Xam x ]0,+oo[ est, par définition, la topologie la plus 
grossière qui rend continues la projection pi vers Xam et la projection p2 vers ]0, +00[. 
Il nous suffit donc de montrer la composée de (f~x avec chacune de ces deux applica
tions est continue. C'est immédiat pour l 'application 

âS(M) = AâS(M) = A 

Considérons donc l 'application 

Pl°<Pm : 
âS(M) = AâS(M) = A 

x ^ a^/M*). 

Pour montrer que cette application est continue, il suffit de montrer que, quel que soit 

P G Km[T\, l 'application 

\P\ °Pl °<Pm : 
FGYFG R + 

x I p ^ l / M * ) ) ] = |p(X)|l/A(x) 

est continue. Puisqu 'une fonction qui est limite uniforme, sur tout compact, d'appli
cations continues est encore continue, il suffit de montrer que les applications de la 
forme \P\ op1 o y?"1, avec P G A[T] sont continues. Cela découle alors directement de 
la définition de la topologie de X'm et de la continuité de la projection. • 

Un résultat similaire est valable pour la part ie archimédienne de l'espace X. La 
preuve en est complètement analogue et nous ne la détaillerons pas. Soit a G EQO-
Rappelons que la fibre Xaa est isomorphe à l'espace Cn si Ka = C et à son quotient 
par la conjugaison complexe si Ka = R. D'après le lemme 3.1.4, l 'application 

BGF ]0,1] CGF 
âS(M) = A 

est un homéomorphisme. L'intervalle de définition de la trajectoire de tout point de 
la fibre Xa est 10, 11. Par conséquent, nous disposons d 'une application 

âS(M) = A 
Xa x ] 0 , l ] - X' 

(x,e) »-> x£. 

Notons p2 : Xa<r x ]0,1] —• ]0,1] l 'application de projection sur le second facteur. Ces 

différentes applications s'inscrivent dans le diagramme commutatif qui suit : 

Xa, X]0,1] 
GF GFDG 

P2 7T 

]0,1] 
HTH 

TYUJ 

Proposition 3.4.2. — L'application ipa est un homéomorphisme. 

Nous déduisons de ces résultats deux corollaires topologiques. 
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Corollaire 3.4.3. — Le morphisme тг est ouvert en tout point d'une fibre interne de 
X. 

Corollaire 3.4.4. — Tout point d'une fibre interne de l'espace X possède un système 

fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 3.4.5. — Tout point interne de X possède des voisinages flottants, au sens 

de la définition 1.3.6. 

Démonstration. — Soient a G E et x un point de X'a. Reprenons les notations du 

paragraphe 1.3. Nous avons D = X'a et la structure de produit dont les propositions 

précédentes démontrent l'existence assurent que le flot est une application ouverte. • 

Proposition 3.4.6. — Soit b un point interne de B. Alors l'inclusion 

jb : Xb <-> X 

de la fibre dans l'espace total induit un isomorphisme entre les espaces annelés 

U = {y£, yeW,a<e<U = {y£, ye 

Démonstration. — Signalons tout d 'abord qu'en dépit de ce que les notations utilisées 

peuvent laisser penser les espaces topologiques sous-jacents sont, a priori, différents. 

En effet, sur l 'un ce sont les valeurs absolues de polynômes à coefficients dans A qui 

doivent être continues, et, sur l 'autre, ce sont celles des polynômes à coefficients dans 

Ka. Cependant, la continuité étant une propriété stable par limite uniforme sur tout 

compact, les topologies sont bien identiques. L'application identité définit donc bien 

un homéomorphisme. 

Intéressons-nous, à présent, aux faisceaux structuraux. Soit x G Il nous suffit 

de montrer que le morphisme naturel 

@(W)(\T\<(s',u)) 

est un isomorphisme. Commençons par montrer qu'il est injectif. Soit / un élément 
de ûx,x nul dans 6xh,x> H existe un voisinage V de x dans X^ sur lequel la fonction / 
est nulle. D'après les propositions 3.4.1 et 3.4.2, la fonction / est définie sur un 
voisinage U de x dans X de la forme 

U = {y£, yeW,a<e<6}, 

où W est un voisinage de x dans V, a un élément de ]0,1[ et /3 un élément de ]1, +oo[. 

Soit z G U. Il existe un élément y de W et un nombre réel e G ]ct, f3[ tels que z = y£. 

D'après le corollaire 3.4.5, le point y possède des voisinages flottants. D'après la 

proposition 1.3.10, nous avons donc 

\№\ = \f(yW = o. 
On en déduit que la fonction / est nulle sur U et donc dans l 'anneau local ûx,x-

Montrons, à présent, que le morphisme entre les anneaux locaux est surjectif. 

Soit / G &xh,s> Il existe un voisinage compact V de x dans X^ et une suite {Rk)keN 
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d'éléments de Ka{T), sans pôles sur V, qui converge vers la fonction / sur V. Soit 
/c G N . Il existe un élément Sk de Prac(A[T]) sans pôles sur V qui vérifie 

\\Sk-Rk\\v<2-k. 

Considérons le voisinage U du point x de X défini par 

U = HJKJKLM 1 

2 
; e < 

3 

2 

Quel que soit A; G N , la fonction Sk n 'a pas de pôles sur la part ie compacte U. 
Soit r] > 0. Il existe un entier p G N tel que, quels que soient /c, l > p, nous ayons 

\\Rk-Ri\\v<r]. 

Quit te à augmenter p , nous pouvons supposer que 2~p < rj. Soit z G U. Il existe un 
élément y de V et un nombre réel e G [1/2,3/2] tels que z = ye. Quel que soient 
k, l > p , nous avons alors 

| (5fc-Si)(y) | = | (SFC-Sz)f 

< ( | | i l f c - f l , | | v + 2-fc + 2-|)e 

< (377)£ 
< max((3r7)1/25 ( 3 ^ ) 3 / 2 ) 

Par conséquent, la suite (Sfc)fceN converge uniformément sur U vers un élément g 
de 3$(U) et donc de ûx,x- L'image de cet élément dans l 'anneau local &xh,x n'est 
autre que l'élément / . • 

Théorème 3A.7. — Soit x un point interne de X. L'anneau local @x,x est hensélien, 
noethérien, régulier, excellent et de dimension inférieure à n. Le corps K(X) est hen
sélien. 

Démonstration. — La proposition qui précède nous permet de nous ramener au cas 

où l'espace de base est le spectre d 'un corps, cadre dans lequel ces résultats sont 

connus. • 

Pour finir, démontrons des résultats indiquant que l'on peut contrôler le bord de 

Shilov des voisinages de certains points. Commençons par rappeler quelques propriétés 

du le bord de Shilov dans le cadre des espaces analytiques sur un corps ul tramétrique 

complet. 

Proposition 3.4.8 (V. Berkovich). — Soient (fc, |.|) un corps ultramétrique complet 

et (g/, ||.||) une algèbre k-affinoïde. L'anneau de Banach (#/, \\.\\) possède un bord de 

Shilov T. C'est un ensemble fini. 

Soient (k, |.|) un corps ultramétrique complet et m un entier positif Le bord de 

Shilov de tout domaine affinoïde de A]™'an est contenu dans son bord topologique. 
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Démonstration. — La première partie de la proposition provient du corollaire 2.4.5 
de [2]. La seconde provient du corollaire 2.5.13 (ii) et de la proposition 2.5.20 (que 
l'on applique, par exemple, en prenant comme espace affinoïde X un disque de rayon 
assez grand et comme domaine affinoïde V le domaine affinoïde en question). • 

Apportons une précision grâce à la proposition suivante. 

Proposition 3.4.9. — Soient (k, |.|) un corps ultramétrique complet et m un entier 

positif. Soit V un domaine strictement affinoïde irréductible de l'espace affine Y = 

дт ,ап jy0tons Y son bord de Shilov. En tout point 7 de T, le corps résiduel Ж (ci) 
du corps résiduel complété Ж (ci) est de degré de transcendance m. En particulier, en 
tout point 7 de Г V a n n e a u local 6ya est un corps. 

Démonstration. — La première partie de la proposition découle de la proposition 

2.4.4. (ii) de [2]. Puisque le corps Ж'(7) a pour degré de transcendance m, le point 7 

ne peut se trouver localement sur aucun fermé de Zariski de dimension strictement 

inférieure à m. L'espace Y étant réduit, on en déduit que l 'anneau local 6ya est un 

corps. • 

Remarque 3.4.10. — Ainsi que nous l'a fait remarquer A. Ducros, le résultat précédent 
vaut pour tout domaine affinoïde de tout espace de Berkovich bon et réduit. 

Corollaire 3.4.11. — Soient m € S / et b G B'm. Soit V une partie compacte et spec-
tralement convexe de X contenue dans la fibre Хъ qui est un domaine strictement 
affinoïde irréductible de cette fibre, vue comme espace analytique sur Ж{Ь). Alors la 
partie V possède un bord analytique fini et algébriquement trivial. 

Démonstration. — Le bord de Shilov Г de l'affinoïde V est un bord analytique de V 
dans X. En effet, l'algèbre affinoïde de V contient Sê{V). Il suffit ensuite de combiner 
les deux propositions précédentes avec la proposition 3.4.6. • 

Lemme 3.4.12. — Soit (A:, |.|) un corps ultramétrique complet dont la valuation n'est 
pas triviale. Soient m EN, y un point de l'espace Y = A™'an et U un voisinage de ce 
point. Il existe r G N et P b . . . , Pr , Q b . . . , Qr G k[T] tels que la partie de Y définie 
par 

П { * е Г | | В Д | < | < Ш | } 
1<г<г 

soit un voisinage strictement affinoïde irréductible du point y dans U. 

Démonstration. — Soit a G A; tel que \a\ G ]0,1[. L'ensemble 

E= { h ? , p g z , ? g n * } 

est alors dense dans R + . Par définition de la topologie, il existe r, s G N , 

G i , . . . , Gr, Hi,...,Hs G fc[T], u\,..., ur, ..., vs tels que la partie 

V= П {*еГ\\Ог(г)\<щ}п П { г е У | | Я ^ ) | > г , , } 
1<г<г l<i<s 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



120 CHAPITRE 3. ESPACE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES 

soit un voisinage compact du point y dans U. 

Soit i G [1 , r ] . Il existe p G Z et q E N* tels que Ui = \a\p/q. Remarquons que 

{z e Y | \Gt(z)\ < u,} = {z G Y | |(a-* G?)(z) | < 1} . 

Par conséquent, nous pouvons supposer que, quel que soit i G [ l , r ] , nous avons 

Ui = 1. De même, nous pouvons supposer que, quel que soit i G nous avons 

t>i = 1-

Considérons un disque compact D de y qui contient le compact V. Notons srfry 
l'algèbre fc-affinoïde associée. La part ie V est un domaine rationnel de D. Notons stfy 

l 'algèbre fc-affinoïde associée. Considérons la composante connexe W de V qui contient 
le point x. Il existe un élément / de séy qui est nul sur W et vaut identiquement 1 
sur la réunion R des autres composantes connexes de V. Puisque V est un domaine 
rationnel de D , il existe des éléments g et h de S^D tels que la fonction h ne s'annule 
pas sur V et tels que l'on ait 

{zeV\ If M <\a\} = w et {zeV\ If (*)| > H } = B-

Puisque D est un disque, les polynômes sont denses dans s^w II existe donc des 
éléments G et i f de k[T] tels que la fonction H ne s'annule pas sur V et tels que l'on 
ait 

zeV 
G 

HD 
(z) M HGJKKL 

Pour conclure, il suffit d'écrire le voisinage compact et connexe W du point y dans U 

sous la forme 

W = V H {z G F | |G(s ) | < • 

C'est bien un domaine strictement amnoïde de Y. Il est irréductible puisqu'il est 
connexe et que l'espace analytique Y est normal. • 

Proposition 3.4.13. — Soit m G £ / . Tout point de X'm possède un système fondamental 
de voisinages compacts, connexes et spectralement convexes qui possèdent un bord 
analytique fini et algébriquement trivial. 

Démonstration. — Soient b un point de B'm et x un point de la fibre X^. Soit U 

un voisinage du point x dans X. D'après le lemme précédent, il existe r G N et 

P i , . . . , Pr, Q i , . . . , Qr G i^ml^l tels que la partie de Y définie par 

Vi = 

l<i<r 
{zeYWPiWiçmzy} 

soit un voisinage strictement affinoïde irréductible du point y contenu dans l'intérieur 

de U fl Xb dans X^. 

D'après la proposition 3.4.1, il existe a,/3 G Ix vérifiant 0 < a < l < / ? e t tels que 

la part ie 

V = {ys,yeV1,e£ [a,0\} 
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soit un voisinage compact et connexe du point x dans U. Remarquons que 

V = 
l<i<r 

{ z e * - l ( [ v y ] ) \ \ P i ( z ) \ < № z ) \ } G D X X 

On déduit alors du théorème 1.2.11 et des propositions 3.1.16 et 1.2.16 que le com
pact V est spectralement convexe. 

Notons Ti le bord analytique fini et algébriquement trivial du compact V\ dont 
l'existence nous est assurée par le corollaire 3.4.11. Posons 

Г = {xa, x егг}и {xP, x етг}. 

On déduit du corollaire 3.4.5 et de la proposition 1.3.10 que, pour tout élément / 

de Û(V), nous avons 

ll/llv = ll/llr 

et que la partie Г est encore finie et algébriquement triviale. La partie Г est donc un 
bord analytique du compact V qui satisfait les propriétés voulues. • 

Proposition 3.4.14. — Soient a un élément de £ / et h un point de Ba\{ao}. Tout point 

rigide de la fibre Хъ possède un système fondamental de voisinages compacts, connexes 

et spectralement convexes qui possèdent un bord de Shilov fini et algébriquement trivial. 

Démonstration. — Soit x un point rigide de la fibre Хъ. D'après la proposition 3.3.12 
et le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x est le point 0 de la fibre Хъ-
La proposition 2.4.3 assure alors que ce point possède un sytème fondamental de 
voisinages qui sont des disques compacts au-dessus de parties compactes et connexes 
de Ba \ {ao}. La discussion menée au numéro 3.1.2.3 et la proposition 3.2.23 montrent 
qu 'une telle partie possède un bord de Shilov et en fournissent une description expli
cite. C'est en particulier un ensemble fini composé de points internes. On déduit de 
la proposition 3.4.6 qu'il est algébriquement trivial. • 

Proposition 3.4.15. — Soient a un élément de £/ et b un point de Ba \ {ao}. Tout 
point déployé de la fibre Хъ possède un système fondamental de voisinages compacts, 
connexes et spectralement convexes qui possèdent un bord de Shilov fini et algébrique
ment trivial. 

Démonstration. — La proposition 2.4.3 assure qu 'un point déployé possède un sy
tème fondamental de voisinages qui sont des couronnes compactes au-dessus de par
ties compactes et connexes de Ba \ {ao}. On conclut alors comme dans la preuve 
précédente. • 

3.5. Dimension topologique 

Nous consacrons cette partie à l 'étude de la dimension topologique de l'espace affine 

analytique X — A^'an défini au-dessus de l 'anneau d'entiers de corps de nombres A. 

La notion de dimension topologique n'est agréable que lorsque l'espace considéré est 

métrisable. Dans ce cas, la dimension de recouvrement (cf. [25], définition 1.4) et la 
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dimension inductive forte (cf. [25], définition 1.5) coïncident (cf. [25], théorème II.7). 
Commençons par vérifier que nous nous trouvons bien dans cette situation. 

Théorème3.5.1. — L'espace analytique X = A^,an est métrisable. 

Démonstration. — Soient x un point de X et U un voisinage du point x dans X. 

Par définition de la topologie, il existe r G N , P i , . . . , F r G A[T\,..., Tn] et 

ui,..., txr, u i , . . . , v r G R tels que la part ie 

GFHJJH 

l<i<r 

{yeX\ui< \Pi(y)\ <vi} 

soit un voisinage du point x contenu dans U. Nous pouvons supposer que les nombres 
ui,..., ur, vi,..., vr sont rationnels. Puisque l'ensemble A est dénom-brable, l'en
semble des voisinages de la forme précédente est alors dénombrable. On en déduit que 
l'espace X est séparable. 

D'après le théorème 1.1.13, l'espace X est localement compact et donc régulier. 
Le théorème d'Urysohn (cf. [25], corollaire du théorème 1.3) assure alors qu'il est 
métrisable. • 

Nous pouvons, à présent, calculer la dimension topologique de l'espace A^'an. Com

mençons par l'espace de base B = M(A). 

Proposition 3.5.2. — La dimension topologique de l'espace B est égale à 1. 

Démonstration. — Soit a G E. La branche <j-adique Ba est homéomorphe au seg
ment [0,1]. Elle est donc de dimension 1. D'après [25], théorème II .3, nous avons 
donc 

dim(B) > 1. 

En outre, nous avons 

B = 

GFRHJK 

B„ 

et ce recouvrement est dénombrable. D'après [25], théorème I I . l , nous avons donc 

d i m ( £ ) < 1. 

On en déduit le résultat voulu. 

Traitons, maintenant , le cas général. 

Proposition 3.5.3. — La dimension topologique de l'espace A^'an est égale à 2n + 1. 

Démonstration. — Commençons par minorer la dimension. Soit a G Eoo. D'après 

la proposition 3.4.2, la partie X'G de X est homéomorphe à Xa<j x ]0,1]. Si a est 

un plongement réel, la fibre Xa<j est homéomorphe au quotient de l'espace Cn par 

l 'action de la conjugaison complexe. Elle est donc de dimension égale à 2n. Si a est un 

plongement complexe non réel, la fibre XŒ(T est homéomorphe à l'espace Cn lui-même 

ASTÉRISQUE 334 



3.6. PROLONGEMENT ANALYTIQUE 123 

et est donc encore de dimension égale à 2n. Dans tous les cas, la dimension de X'a est 

égale à 2n + 1. D'après [25], théorème II.3, nous avons donc 

dïm(X) > 2 n + 1. 

Soit k G N*. Considérons le disque de centre 0 et de rayon k de X : 

D(k) = {xeX\\T(x)\<k}. 

C'est une partie compacte de X. L'application de projection 

7TK : D{k) -> B 

est continue et fermée. Soit b un point de B. Si la valeur absolue sur le corps résiduel 

complété J4?(b) est archimédienne, la dimension de la fibre it~^l(b) est égale à 2n. 

Si elle est ultramétrique, la fibre TT^"1(6) est le disque de centre 0 et de rayon k de 

l'espace affine de Berkovich de dimension n au-dessus du corps Jf?(b). D'après [3], 
proposition 1.2.18, sa dimension est inférieure à n. D'après [25], théorème III.6, nous 

avons 

dim(D(k)) < dim(B) + 2n < 2n + 1. 

Bien entendu, nous avons 

X = 

feeN* 

D(k). 

D'après [25], théorème II. 1, nous avons donc 

dim(X) < 2 n + 1. 

On en déduit le résultat annoncé. 

3.6. Prolongement analytique 

Intéressons-nous, à présent, au problème du prolongement analytique. Commen

çons par préciser ce que nous entendons par ce terme. 

Définition 3.6.1. — Soit (5, ûs) un espace localement annelé. On dit que le principe 

du prolongement analytique vaut sur l'espace ( S , ûs) si, pour tout point s de S, le mor

phisme naturel 

0s (S) - üS,s 

est injectif. 

Soit T une partie de l'espace topologique S. Notons jx ' T ^ S le morphisme 

d'inclusion. On dit que le principe du prolongement analytique vaut sur la partie T de 

Vespace S s'il vaut sur l'espace (T, j^ûs). 

Introduisons également une version locale. 
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Définition 3.6.2. — Soit (S, ûs) un espace localement annelé. Soit s un point de S. 

On dit que le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point s si, pour 

tout voisinage U du point s dans S et tout élément f de &s(U) dont l'image n'est pas 

nulle dans &s,s, il existe un voisinage V de s dans U tel que l'image de la fonction f 

ne soit nulle dans aucun des anneaux locaux &s,t, pour t appartenant à V. 

Donnons un exemple de point vérifiant cette propriété. 

Lemme 3.6.3. — Soit (S,ûs) un espace analytique (au sens de la définition 1.1.27). 
Soit s un point de S en lequel l'anneau local est un corps. Alors le principe du pro
longement analytique vaut au voisinage du point s. 

Le lemme qui suit, de démonstrat ion immédiate, relie les définitions locale et globale 
de prolongement analytique. 

Lemme 3.6.4. — Soit (5, ûs) un espace localement annelé. Soit T une partie connexe 

de l'espace topologique S. Supposons que le principe du prolongement analytique vaut 

au voisinage de tout point de T. Alors, il vaut sur T. 

Soit s un point de S. Supposons que le point s possède un système fondamental de 

voisinages sur lesquels vaut le principe du prolongement analytique. Alors il vaut au 

voisinage du point s. 

Commençons par nous intéresser au cas de l'espace de base B. 

Proposition 3.6.5. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout 
point b de B. En particulier, il vaut sur tout ouvert connexe de l'espace B. 

Considérons, à présent, le cas de l'espace affine de dimension n, X = A^'an. Com
mençons par nous intéresser aux points internes de cet espace. L'utilisation du flot 
permet d 'obtenir facilement des résultats. 

Proposition 3.6.6. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout 

point interne de l'espace X. En particulier, pour tout élément a de Y,, le principe du 

prolongement analytique vaut sur tout ouvert connexe de l'espace X'a. 

Démonstration. — Soient b un point interne de l'espace B et x un point de la fibre X^. 

Soient U un voisinage du point x dans X et / un élément de ÛX(U) dont l 'image dans 

l 'anneau local ûx,x n'est pas nulle. La proposition 3.4.6 nous assure que l'image de / 

dans l 'anneau local @xh,x diffère encore de 0. Soit VQ un voisinage connexe du point x 

dans la fibre X^ C'est un espace analytique normal et connexe défini sur un corps 

value complet. Le principe du prolongement analytique y vaut donc. Par conséquent, 

pour tout élément y de VQ, l 'image de la fonction / dans l 'anneau local @xb,y, et donc 

dans l 'anneau local é?x,y, diffère de 0. Les propositions 3.4.1 et 3.4.2 assurent que le 

point x possède un voisinage V dans U formé de trajectoires d'éléments de VQ. Le 

corollaire 3.4.5 et la proposition 1.3.10 assurent alors que, pour tout point y de V, 
l 'image de la fonction / diffère de 0 dans l 'anneau local ûx,y- • 
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Nous n'irons, pour le moment, guère plus loin dans cette direction. Mentionnons 

cependant quelques résultats partiels. 

Lemme 3.6.7. — Soient V une partie ouverte de l'espace B et Y une couronne ouverte 

au-dessus de V. Soit f un élément de ûx(Y). Notons C l'ensemble des points de V 

qui possèdent un voisinage W vérifiant la propriété suivante : 

VyeXwnY,f(y) = 0. 

La partie C est ouverte et fermée dans V. 

Démonstration. — Par définition, la partie C est ouverte dans V. Il nous reste à 
montrer qu'elle est fermée dans V. 

Soit c un point de V \C. Soit y un point déployé (cf. définition 2.4.2) contenu 
dans XCDY. Supposons, par l 'absurde, que l'image de / dans l 'anneau local ûx,y s°it 
nulle. D'après la proposition 2.4.3, il existe un voisinage W de c dans V tel que, pour 
tout point d de la fonction / est nulle sur une partie ouverte de la fibre X^ fi Y. 

Soit d un point de W. Puisque l'espace analytique XdCïY est normal et connexe, la 
fonction / y est identiquement nulle. On en déduit que le point c appartient à (7, ce 
qui contredit l 'hypothèse. 

Nous avons donc montré que l'image de / dans l 'anneau local 6x,y n'est pas nulle. 
Supposons, tout d 'abord, que le point c est un point interne ou central. La description 
explicite de l 'anneau local @x,y nous permet d'affirmer que le morphisme naturel 

0XTV ~* &Xc,y 

est injectif. Par conséquent, l'image de / dans l 'anneau local ûxCiy n'est pas nulle. 
Puisque l'espace analytique Xc C\Y est normal et connexe, il possède un point z 
en lequel nous avons | / ( ^ ) | > 0. En outre, nous pouvons supposer que le point z 
est déployé, car l'ensemble de ces points est dense. D'après le corollaire 2.4.6, le 
morphisme TT est ouvert au voisinage du point z. En outre, il existe un voisinage du 
point z dans Y sur lequel la fonction / ne s'annule pas. On en déduit que la partie V\C 
est un voisinage du point c dans V. 

Supposons, à présent, que le point c est un point extrême : il existe un élément m 
de £ / tel que c = âm. Il existe alors un nombre réel e > 0 tel que l'intervalle ]a^ , âm] 
soit contenu dans V. Notons 

U = n-\]aem,âm])riY. 

D'après la proposition 2.4.3, il existe un point de U au voisinage duquel la fonction / 

n'est pas nulle. Puisque l'ouvert U est connexe, la proposition 3.6.6 nous assure que, 

pour tout point z de /7, l'image de la fonction / dans l 'anneau local ûx,z n'est pas 

nulle. On en déduit que, pour tout élément ô de ]e, +oo[, il existe un point de Xaem C\Y 

en lequel la fonction / n'est pas nulle. En particulier, l'intervalle ]a^,âm] est contenu 

dans V\C. On en déduit que la partie V\C est un voisinage du point c dans V. • 
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Corollaire 3.6.8. — Soient V une partie ouverte et connexe de Vespace B et Y une 

couronne ouverte au-dessus de V. Soit x un point de Y en lequel le morphisme n est 

ouvert. Alors le morphisme naturel 

#x{Y) -+ ffXtX 

est injectif. 

Démonstration. — Soit / un élément de ûx (Y) dont l'image dans l 'anneau local @x,x 

est nulle. Puisque le morphisme 7r est ouvert en x, il existe un voisinage W de 7r(x) 

dans V tel que, pour tout point b de W, la fonction / est nulle sur une partie ouverte 
de la fibre XbC\Y. Soit b un point de W. Puisque l'espace analytique fl Y est 
normal et connexe, la fonction / y est identiquement nulle. 

Définissons la partie C de V de la même façon que dans le lemme qui précède. Nous 
venons de montrer qu'elle n'est pas vide. Puisque la partie V est supposée connexe, 
nous avons nécessairement l'égalité C = V. En d 'autres termes, la fonction / est nulle 
en tout point de la couronne Y et donc dans ÛX{Y). • 
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CHAPITRE 4 

DROITE AFFINE ANALYTIQUE 
AU-DESSUS D'UN ANNEAU D'ENTIERS 

DE CORPS DE NOMBRES 

Dans le chapitre précédent, nous sommes parvenu à exhiber des systèmes fonda
mentaux de voisinages pour certains points de l'espace affine au-dessus d 'un anneau 
d'entiers de corps de nombres et à établir certaines propriétés des anneaux locaux 
en ces points. Cette étude est cependant restée incomplète ; dans ce chapitre, nous la 
menons à terme dans le cadre de la droite affine. 

Nous commençons, au numéro 4.1, par rappeler les résultats dont nous disposons 
déjà et les appliquer au cas de la droite. Nous observerons notamment que, dans ce 
cadre, n 'échappent à notre étude que certains points des fibres centrale et extrêmes, 
à savoir les points de type 3 et 2, auxquels nous consacrerons respectivement les 
numéros 4.2 et 4.3. 

Nous regroupons au numéro 4.4 les résultats démontrés jusqu'alors et prouvons, en 
outre, la validité du principe du prolongement analytique. 

Finalement, nous montrons au numéro 4.5 que le faisceau structural sur la droite 
affine analytique au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres est cohérent. 
L'on sait l ' importance que revêt cette propriété en géométrie algébrique et en géomé
trie analytique complexe. Elle se révélera, pour nous, capitale au chapitre 7, puisqu'elle 
nous permet t ra d'utiliser les résultats sur les espaces de Stein démontrés au chapitre 6. 

Dans ce chapitre, comme dans le précédent, nous fixons un corps de nombres K et 
notons A l 'anneau de ses entiers. Nous posons 

B = M(A). 

Puisque nous nous intéressons ici à la droite affine analytique, nous posons 

X = Ax/n. 

Les faisceaux s t ructuraux sur ces espaces seront respectivement notés ÛB et ûx> °u 
simplement û si aucune confusion ne peut en découler. 

Nous noterons T la variable sur l'espace X et désignerons par 

7r : X —> B 
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le morphisme de projection induit par le morphisme naturel A —• A[T]. Pour toute 

partie V de B, nous noterons 

Xy =7r-\V) 

et, pour tout point b de B, 

Xb = 7r-\b). 

4.1. Récapitulatif 

Commençons par appliquer au cas de la droite les résultats que nous avons démon
trés pour les espaces affines. Commençons par les points rigides des fibres. 

Théorème 4.1.1. — Soient b un point de Vespace B et x un point rigide de la fibre X^. 

Le point x possède un système fondamental de voisinages connexes par arcs dans X 

et le morphisme de projection n est ouvert au point x. 

Démonstration. — Ce résultat est une conséquence des propositions 3.3.11 et 3.3.13. 

• 
En ce qui concerne les propriétés de l 'anneau local, nous distinguerons deux cas. 

Théorème 4.1.2. — Soient b un point de l'espace B qui n'est pas un point extrême et x 
un point rigide de la fibre Xb. L'anneau local &x,x est un anneau de valuation discrète 
hensélien. Son corps résiduel K(X) est complet, et donc isomorphe à J^(x). 

Démonstration. — Remarquons tout d 'abord que l 'anneau local &B,b est un corps. 
D'après la proposition 3.3.12, nous pouvons supposer que le point x est rationnel 
dans sa fibre. D'après le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que c'est le point 0 
de cette fibre. Le théorème 2.4.8 permet alors de ramener l 'étude à celle de l 'anneau 
local Lb. D'après les théorèmes 2.2.8 et 2.2.13, ce dernier anneau est noethérien et 
factoriel. D'après le lemme 2.2.2, son idéal maximal est engendré par l'élément T, 
qui n'est pas nilpotent. La proposition 2 de [29] assure alors que l 'anneau est de 
valuation discrète. Le caractère hensélien découle de la proposition 2.5.1 et le résultat 
concernant le corps résiduel K(X) du théorème 3.3.15. • 

Théorème 4.1.3. — Soient b un point extrême de l'espace B et x un point rigide de 

la fibre X\y. L'anneau &x,x est un anneau local noethérien complet et régulier de 

dimension 2. Son corps résiduel K(X) est complet, et donc isomorphe à J4?(x). 

Démonstration. — Ce résultat découle de la proposition 2.5.1 et du théorème 3.3.14. 

• 
Pour les points internes, nous disposons de résultats complets. 

Théorème 4.1.4. — Soient b un point interne de l'espace B et x un point de la fibre Xb 

qui n'est pas un point rigide. Le point x possède un système fondamental de voisinages 

connexes par arcs dans X et le morphisme de projection TT est ouvert au point x. 

L'anneau local @x,x est isomorphe au corps n(x), lequel est hensélien. 
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Démonstration. — La première partie du résultat découle directement des corol
laires 3.4.3 et 3.4.4. La seconde découle de la proposition 3.4.6 et du résultat cor
respondant pour la droite analytique sur un corps value complet (qui est alors néces
sairement ultramétrique). • 

Il nous reste donc à étudier les points des fibres extrêmes et centrale qui ne sont 

pas rigides. Rappelons que nous avons également démontré des résultats pour certains 

points de type 3 de ces fibres. 

Théorème 4.1.5. — Soient b un point extrême ou central de l'espace B, a un élément 

de J$?(b) et r un élément de \ {1} . Notons x le point rja^r de la fibre XB. Le 

point x possède un système fondamental de voisinages connexes par arcs dans X et 

le morphisme de projection TT est ouvert au point x. 

Démonstration. — D'après le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que l'élément a 

est nul. Le résultat découle alors des corollaires 2.4.6 et 2.4.7. • 

Pour décrire les propriétés de l 'anneau local, nous distinguerons deux cas. 

Théorème 4.1.6. — Soient a un élément de K et r un élément de R + \ {1} . Notons x 

le point na^r de la fibre centrale XQ. L'anneau local &x,x est isomorphe au corps n(x), 

lequel est hensélien. 

Démonstration. — Le résultat découle du corollaire 3.2.8. • 

Théorème 4.1.7. — Soient m un élément deUf, a un élément de km et r un élément 

de R + \ { 1 } . Notons x le point rja^r de la fibre extrême XM. L'anneau local @x,x 

est un anneau de valuation discrète d'uniformisante 7rm. Son corps résiduel K(X) est 

complet, et donc isomorphe à J4?(x). 

Démonstration. — D'après le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que l'élément a 

est nul. Quit te à changer T en T - 1 , nous pouvons supposer que r < 1. Le résultat 
découle alors du corollaire 3.2.6. • 

Lorsque les anneaux locaux sont des anneaux de valuation discrète, nous pouvons 
obtenir des informations supplémentaires. À cet effet, nous introduisons une nouvelle 
définition. 

Définition 4.1.8. — Soient (Y,ûy) un espace analytique et y un point de Y. Suppo

sons que l'anneau local &y,y est un anneau de valuation discrète. Soit V un voisinage 

du point y dans Y et-K un élément de &y{V). On dit que la fonction n est une unifor

misante forte de Vanneau 0y,y sur V s'il existe un nombre réel C vérifiant la propriété 

suivante : pour tout élément f de ûy(V) dont l'image f(y) dans J^(y) est nulle, il 

existe un élément g de ûy{V) tel que 

i) / — Kg dans ûy(V) ; 

") N | v < C | | / | | v . 
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Remarque 4.1.9. — L'image dans l 'anneau de valuation discrète ûy,y d 'une uniformi
sante forte est une uniformisante. 

Lemme 4.1.10. — Soit b un point de l'espace B tel que Vanneau local @B,b soit un 
anneau de valuation discrète. Soit n une uniformisante de Vanneau &s,b et U un 
voisinage du point b dans B sur lequel elle est définie. Alors il existe un système 
fondamental y de voisinages compacts et connexes du point b dans U tel que, pour 
tout élément V de Y, la fonction TT est une uniformisante forte de Vanneau &B,b 
sur V. 

Démonstration. — Il existe un élément m de tel que le point b soit le point âm. 
Les descriptions explicites du numéro 3.1.2.2 permettent de montrer que, pour tout 
nombre réel e > 0, la fonction 7rm est une uniformisante forte de l 'anneau &B,âm — Am 
sur [a^ ,am]. Le résultat pour toute autre uniformisante s'en déduit . • 

Proposition 4.1.11. — Soit b un point de B qui n'est pas un point extrême. Notons x le 
point 0 de la fibre X\y. Soit V un voisinage compact et connexe du point b dans B dont 
le bord ne contient pas le point central ao- Soit t un nombre réel strictement positif. 
La fonction T est une uniformisante forte de l'anneau de valuation discrète @x,x sur 
le disque Dy(t). 

Démonstration. — Soit / un élément de ^ ( D ^ W ) dont l'image dans J4?(x) est nulle. 
D'après la proposition 3.2.14, il existe un nombre réel r > t et une suite (fk)k>o 
d'éléments de Û(V) vérifiant la condition limfc^+00 ||/fc||v rk — 0 tels que l'on ait 
l'égalité 

f = j2fkTk. 
k>0 

Par hypothèse, nous avons f(x) = 0 et donc fo(x) = f0(b) = 0. Puisque le point b 
n'est pas extrême, l 'anneau local &s,b est un corps. Par conséquent, la fonction /o est 
nulle au voisinage du point b dans V. D'après le principe du prolongement analytique, 
elle est nulle dans Û(V). Maintenant, le théorème 3.2.16 assure que la série 

9 = 
k>0 

/fc+lTfc 

définit un élément de û(Dy(i)). Par conséquent, nous avons l'égalité 

f = Tg dans û(Dv(t)). 

D'après le lemme 3.2.22, le disque Dy(t) possède un bord analytique Y qui vérifie la 

propriété suivante : 

Vy € T, \T(y)\ = t. 

ASTÉRISQUE 334 



4.1. RÉCAPITULATIF 131 

Soit y un point de T en lequel la fonction g at teint son maximum. Nous avons alors 

IMID,,™ = \9(v)\ 

= \T(y)\-1\f(y)\ 

< t'1 l l / lbvw 

Corollaire 4.1.12. — Soient b un point de B qui n'est pas un point extrême et x un 

point rigide de la fibre X^. Soient 7r une uniformisante de Vanneau de valuation dis

crète &x,x et U un voisinage du point x dans X sur lequel elle est définie. Alors 

il existe un système fondamental Y de voisinages compacts et connexes du point x 

dans U tel que, pour tout élément V de Y, la fonction n est une uniformisante forte 

de l'anneau ûx,x sur V. 

Démonstration. — D'après la proposition 3.3.12, nous pouvons supposer que le 

point x est rationnel dans sa fibre. D'après le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer 

que c'est le point 0 de cette fibre. La proposition précédente jointe à la proposi

tion 2.4.3 nous permet alors de conclure lorsque l'uniformisante considérée est T. Le 

résultat pour toute autre uniformisante s'en déduit. • 

Proposition 4.1.13. — Soient m un élément de £/ et r un élément de R + \ {1}. 

Soient s et t deux éléments de R + qui vérifient s < r < t. Notons x le point rjr de la 

fibre extrême Xm. Soit e un élément de R + . Considérons la couronne 

C = { y e 7 r - 1 ( K , a m ] ) | s < \T(y)\ <t}. 

La fonction 7RM est une uniformisante forte de l'anneau de valuation discrète ûx,x 
sur la couronne C. 

Démonstration. — Soit / un élément de Û(C) dont l'image dans J^(x) est nulle. 

Remarquons que l 'anneau norme (Û(V), | | . | |v) n'est autre que l 'anneau (Am, | . | ^ ) . 

D'après la proposition 3.2.18, il existe deux nombres réels SQ et to vérifiant 0 < 

SQ < s < t < to et une suite (fk)k>o d'éléments de Am vérifiant la condition 

limfc_++00 \fk\m rk = 0 tels que l'on ait l'égalité 

f = Y,fkTk. 
k>0 

Par hypothèse, nous avons f(x) = 0 et donc 

VfceN, / fc (x) = /fc(5m) = 0. 

On en déduit que, pour tout élément k de N , il existe un élément g^ de Am tel que 

l'on ait l'égalité 

fk = 7Tm#fc-

En outre, pour tout élément A: de N , nous avons 

\9k\m = kmL6 \fk\m> 
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Par conséquent, la série 

9 = 
k>0 

9kTk 

définit un élément de Panneau û(V)(s < \T\ < £) et donc de l 'anneau ^ ( C ) , d 'après 
le théorème 3.2.19. Nous avons alors l'égalité 

/ = nmg dans Û(C). 

D'après le lemme 3.2.23, la couronne C possède un bord analytique T qui vérifie la 
propriété suivante : 

V T / G T , \7rm(y)\ = \nm\£m. 

Soit y un point de T en lequel la fonction g at teint son maximum. Nous avons alors 

N i e = \g(y)\ 

= Mv)\-1\m\ 
U = {y£, yeW,a 

Corollaire 4.1.14. — Soit m un élément de E / . Soient a un élément de km et r un 

élément de \ {1}. Notons x le point de la fibre extrême Xm. Soient n une 

uniformisante de l'anneau de valuation discrète 0x,x et U un voisinage du point x 

dans X sur lequel elle est définie. Il existe un système fondamental Y de voisinages 

compacts et connexes du point x dans U tel que, pour tout élément V de y , la fonc

tion 7T est une uniformisante forte de l'anneau &x,x sur V. 

Démonstration. — D'après le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x 
est le point 7]r de la fibre Xm. La proposition précédente jointe à la proposition 2.4.3 
nous permet alors de conclure lorsque l'uniformisante considérée est 7RM. Le résultat 
pour toute autre uniformisante s'en déduit immédiatement. • 

Intéressons-nous, maintenant , au bord analytique de voisinages des points. Nous 
nous contentons de rappeler ici les résultats des propositions 3.4.13, 3.4.14 et 3.4.15. 

Proposition 4.1.15. — Soit a G E / . Tout point de X'a possède un système fondamental 

de voisinages compacts, connexes et spectralement convexes qui possèdent un bord 

analytique fini et algébriquement trivial. 

Proposition 4.1.16. — Soit b un point de Bum \ {ao}. Tout point rigide de la fibre Xb 

possède un système fondamental de voisinages compacts, connexes et spectralement 

convexes qui possèdent un bord de Shilov fini et algébriquement trivial. 

Proposition 4.1.17. — Soit b un point de Bum \ {ao}. Tout point de type 3 déployé 

de la fibre Xb possède un système fondamental de voisinages compacts, connexes et 

spectralement convexes qui possèdent un bord de Shilov fini et algébriquement trivial. 

Pour finir, intéressons-nous au principe du prolongement analytique. 
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Proposition 4.1.18. — Soit b un point de l'espace B. Soit V un voisinage ouvert et 

connexe du point b dans B. Soit r un élément de l'intervalle ]0,1[. Le principe du 

prolongement analytique vaut sur le disque Dy(r). 

Démonstration. — D'après le corollaire 3.6.8, il suffit de montrer que le morphisme 
de projection n est ouvert au voisinage de tout point du disque Z)y(r) . Ce résultat 
découle des théorèmes 4.1.1, 4.1.4 et 4.1.5. • 

Corollaire 4.1.19. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage des 

points rigides des fibres de l'espace X. 

Démonstration. — Soient b un point de l'espace B et x un point rigide de la fibre X^. 

D'après la proposition 3.3.12 et le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x 

est le point 0 de la fibre Xt>. D'après la proposition 2.4.3, la famille des disques 
ouverts Dy(r), où V parcourt l'ensemble des voisinages ouverts et connexes de b 

dans B et r l'intervalle ]0,1[, est un système fondamental de voisinages du point x 

dans X. Nous concluons alors en utilisant le lemme 3.6.4 et la proposition précédente. 

• 

Proposition 4.1.20. — Soit b un point de l'espace B. Soit V un voisinage ouvert et 
connexe du point b dans B. Soient s ett deux nombres réels qui vérifient la condition 
0 < s < t < 1. Le principe du prolongement analytique vaut sur la couronne Cy(s,t). 

Démonstration. — D'après le corollaire 3.6.8, il suffit de montrer que le morphisme 
de projection TT est ouvert au voisinage de tout point de la couronne ouverte Cv(s,t). 
Ce résultat découle des théorèmes 4.1.4 et 4.1.5. • 

Corollaire 4.1.21. — Soient b un point extrême ou central de l'espace B, a un élément 
de J$?(b) et r un élément de R + \ { 1 } . Notons x le point rja^r de la fibre X^. Le principe 
du prolongement analytique vaut au voisinage du point x de l'espace X. 

Démonstration. — D'après le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que l'élément a 

de J$?(b) est nul. Quit te à changer T en T - 1 , nous pouvons supposer que l'élément r 

appartient à l'intervalle ]0,1[. D'après la proposition 2.4.3, la famille des couronnes 
ouvertes CV(s,£), où V parcourt l'ensemble des voisinages ouverts et connexes de b 

dans B, s l'intervalle ]0,r[ et t l'intervalle ]r, 1[, est un système fondamental de voi
sinages du point x dans X. Nous concluons alors en utilisant le lemme 3.6.4 et la 
proposition précédente. • 

Concluons en rappelant le résultat de la proposition 3.6.6. 

Proposition 4.1.22. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage des 
points internes de l'espace X. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



134 CHAPITRE 4. DROITE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES 

4.2. Points de type 3 

Nous nous intéressons ici aux points de type 3 des fibres extrêmes et centrale. Un 
changement de base va nous permet t re de nous ramener au cas de points de type 3 
déployés. À cet effet, nous allons étendre le résultat des propositions 3.3.1 et 3.3.3. 

4.2.1. Fibres extrêmes. — Traitons, tout d 'abord, le cas des fibres extrêmes. Nous 
commencerons par montrer que l'on peut préciser le résultat de changement de base 
obtenu à la proposition 3.3.1. Soit m G S / . Soit P(T) un polynôme irréductible à 
coefficients dans A:m. Rappelons que, quel que soit r G [0,1], nous notons rjp^r le point 
de la fibre Xm associé à la valeur absolue 

AIT) R + 

F(T) r*,P(T)(F(T))5 

où vp(T) désigne la valuation P(T)-ad ique de fcm[T]. Pour a G km et r G [0,1], nous 
notons 

Va,r = VT-ac,r> 

Pour r G [0,1], nous notons encore. 

Vr = V0,r = VT,r-

Finalement, pour r G [ l ,+oo[ , nous notons r]r le point de la fibre Xm associé à la 
valeur absolue 

A[T] R + 

FIT) r-deg(F(T))5 

où F(T) désigne l'image du polynôme F(T) dans A:m[T]. Nous avons ainsi décrit tous 
les points de la fibre extrême Xm (cf. 1.1.2.2 pour la classification, avec démonstration, 
des points de la droite analytique sur un corps trivialement value quelconque). Les 
points de type 3 sont ceux pour lesquels le nombre réel r est différent de 0 et de 1. 

Nous noterons x = rjpo le point rigide de la fibre Xm défini par l 'équation 

P(T)(x) = 0. 

D'après la proposition 3.3.1, il existe une extension finie K' de un point xf de 

X' = A^,an, où A' désigne l 'anneau des entiers de Kf, rationnel dans sa fibre, tel que 

le morphisme naturel 

VG A l,an A l,an 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d 'un voisinage de x' sur 
un voisinage de x. Notons m' l'idéal maximal de A! correspondant au point 7r(x') et a 
l 'élément de km' qui correspond au point x'. Un calcul direct utilisant la séparabilité 
du polynôme P(T) montre que, pour tout élément r de l'intervalle [0,1], nous avons 

U = {y£, yeW,a<e< 
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Nous devons reprendre et préciser ici les arguments de la proposition 3.3.1. Nous 
aurons besoin d'utiliser certaines propriétés du flot et commençons donc par montrer 
l'existence de voisinages flottants. Posons 

Ym = Xm\X0 = 7r_1(]a0,âm]). 

Lemme 4.2.1. — Soient x G Ym et s £ 7ym(x). Alors, la partie Dym est un voisinage 

de (x,e) dans Ym x R + . 

En particulier, tous les points de Ym ont des voisinages flottants dans Ym. 

Démonstration. — Ce résultat découle directement de l'égalité 

DYm =Ym x R + . 

La conséquence suit, par le lemme 1.3.8. • 

Proposition 4.2.2. — Le morphisme tp induit un isomorphisme d'espaces annelés d'un 

voisinage de 

{7/a)r, r G [0,1[} dans X1 

sur un voisinage de 

{VP,r, f € [0,1[} dans X. 

Démonstration. — Considérons le voisinage U de x dans X , la fonction R définie 
sur U vérifiant P(R) = 0 et la section a du morphisme (p au-dessus de U considérés 
dans la preuve de la proposition 3.3.1. Soit V un voisinage du point x dans X vérifiant 
les propriétés suivantes : 

i) V est connexe ; 

ii) la fonction R se prolonge à V et la fonction P(R) est nulle sur V ; 

iii) la fonction P'(a) est inversible sur (p~x(V). 

D'après la proposition 2.5.3, la section a se prolonge alors à V et induit un isomor
phisme d'espaces annelés sur son image. Il nous suffit donc de montrer qu'il existe un 
voisinage V de la partie {np,r, r G [0,1[} dans X qui vérifie les propriétés demandées. 

Commençons par la dernière propriété. Quel que soit b G jBm\Xo, le polynôme P(T) 

est irréductible et séparable sur le corps Jif(b). Par conséquent, tout voisinage V 

contenu dans Bm \ XQ satisfait cette propriété. 
Passons aux deux propriétés suivantes. Il existe r*o G ]0,1[ tel que le point rjp,ro 

appartienne à U. En utilisant l 'isomorphisme a et le corollaire 2.4.7, on montre que le 
point 77p?ro = v~l(na,rQ) de X possède un système fondamental de voisinages connexes 
par arcs. Le lemme 4.2.1 assure que nous sommes dans les conditions d'utilisation de 
la proposition 1.3.10 et du lemme 1.3.11. On en déduit que la fonction R se prolonge 
sur un voisinage connexe V de l'ensemble 

ÏVm fap.ro) = {*7!>|ro, e G ]0, +cx)[} = {77p,r, r G ]0,1[}. 

En outre, nous avons encore P(R) = 0 sur V, toujours d'après la proposition 1.3.10. 
On en déduit le résultat annoncé. • 
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Cet énoncé nous permet de ramener l 'étude des points de type 3 de la fibre extrême 
à celle des points de type 3 déployés. Nous en tirons plusieurs conséquences. 

Corollaire 4.2.3. — Tout point de type 3 d'une fibre extrême possède un système fon

damental de voisinages connexes par arcs. 

Démonstration. — Soient m G XI/ et x un point de type 3 de la fibre extrême Xm. 

Supposons, tout d 'abord, qu'il existe un élément r > 1 tel que le point x soit le 
point rjr. Le résultat découle alors du corollaire 2.4.7. 

Dans les autres cas, il existe un polynôme irréductible P à coefficients dans km et 
un élément r de l'intervalle ]0,1[ tel que le point x soit le point rjpir. Dans ce cas, la 
proposition 4.2.2 nous montre que, qui t te à remplacer l 'anneau A par l 'anneau des 
entiers d 'une extension du corps K, nous pouvons supposer que le polynôme P est de 
degré 1. Le résultat découle alors du corollaire 2.4.7. • 

De même, en utilisant le corollaire 2.4.6, on démontre le résultat suivant. 

Corollaire 4.2.4. — Le morphisme n est ouvert en tout point de type 3 d'une fibre 

extrême. 

Venons-en, à présent, aux propriétés des anneaux locaux. 

Corollaire 4.2.5. — Soient m un élément de £/ et x un point de type 3 de la fibre 

extrême Xm. L'anneau local &x,x est un anneau de valuation discrète d'idéal maxi

mal xtiûx,x- Son corps résiduel K(X) est complet, et donc isomorphe à J4?(x). 

Démonstration. — Supposons, tout d 'abord, qu'il existe un élément r > 1 tel que le 
point x soit le point rfr. 

Dans les autres cas, il existe un un polynôme irréductible P à coefficients dans km 

et un élément r de l'intervalle ]0,1[ tels que le point x soit le point rjp^r. La propo
sition 4.2.2 assure que, qui t te à remplacer l 'anneau A par l 'anneau des entiers d 'une 
extension du corps if, nous pouvons supposer que le polynôme P est de degré 1. La 
conclusion découle alors du théorème 4.1.7. • 

En procédant de même, nous pouvons étendre les résultats dont nous disposons 

concernant les uniformisantes fortes, le bord analytique des voisinages ou le prolonge

ment analytique. Ces résultats découlent du corollaire 4.1.14, de la proposition 4.1.17 

et du corollaire 4.1.21. 

Corollaire 4.2.6. — Soient m un élément deYif et x un point de type 3 de la fibre 

extrême Xm. Soient 7r une uniformisante de l'anneau de valuation discrète @x,x et U 

un voisinage du point x dans X sur lequel elle est définie. Il existe un système fon

damental Y de voisinages compacts et connexes du point x dans U tel que, pour tout 

élément V de Y, la fonction TT est une uniformisante forte de l'anneau &x,x sur V. 
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Corollaire 4.2.7. — Soit m un élément de T>f. Tout point de type 3 de la fibre ex

trême XM possède un système fondamental de voisinages compacts, connexes et spec

tralement convexes qui possèdent un bord de Shilov fini et algébriquement trivial. 

Corollaire 4.2.8. — Soient m un élément deUf. Le principe du prolongement analy

tique vaut au voisinage de tout point de type 3 de la fibre extrême XM. 

4.2.2. Fibre centrale. — Étudions, maintenant , les points de type 3 de la fibre centrale. 
Nous mènerons le raisonnement en suivant les mêmes étapes que dans le cas des fibres 
extrêmes. Nous commencerons donc par préciser le résultat de changement de bases 
obtenu à la proposition 3.3.3. Soit Q(T) un polynôme irréductible de K[T]. Quel que 
soit r G [0,1], notons rjQ^r le point de la fibre XQ associé à la valeur absolue 

AT] R + 

F(T) RVQ(T)(F(T)) 

où VQ(T) désigne la valuation Q(T)-adique de K[T]. Pour a e K et r e [0,1], nous 
notons 

U = {y£, yeW,a<e< 

Pour r G [0,1], nous notons encore. 

Vr = V0,r = VT,r-

Finalement, pour r G [ l ,+oo[ , nous notons r)r le point de la fibre XQ associé à la 
valeur absolue 

A[T] R + 

F(T) r-deg(F(T)) 

Nous avons ainsi décrit tous les points de la fibre extrême XQ (cf. 1.1.2.2 pour la 
classification, avec démonstration, des points de la droite analytique sur un corps 
trivialement value quelconque). Les points de type 3 sont ceux pour lesquels le nombre 
réel r est différent de 0 et de 1. 

Nous noterons x = TJQ^Q le point rigide de la fibre XQ défini par l 'équation 

Q(T)(x) = 0. 

D'après la proposition 3.3.3, il existe une extension finie K' de K, un point x' de 
X' = A^ ' fn , où A ' désigne 1 'anneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que 
le morphisme 

rp : A^AN -

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d 'un voisinage de x' sur 
un voisinage de x. Notons /3 l 'élément de K' qui correspond au point x'. Remarquons 
que, pour tout élément r de l'intervalle [0,1], nous avons 

U = {y£, yeW,a<e< 
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Comme précédemment, énonçons un résultat assurant l'existence de voisinages 
flottants. Considérons la partie ouverte Y de X obtenue en enlevant les extrémités 
des branches archimédiennes : 

Y = X\ 

HGHJHK 

DGRG 

Lemme 4.2.9. — Soient x G Y et e G Iy(x). Alors, la partie Dy est un voisinage 

de (x,e) dans Y x R + . 
En particulier, tous les points de Y ont des voisinages flottants dans Y. 

Démonstration. — Puisque e G / y ( x ) , le point x£ est un élément de Y. Nous avons 
donc |2(x)|£ < 2. Il existe A > e tel que l'on ait \2(x)\£ < \2(x)\x < 2. La part ie 

{ y z Y \ \ 2 ( y ) \ < 2 1 ' x } x ] 0 , \ [ F G B F 

est alors un voisinage de (xye) dans Y x R + . • 

Nous tirons de ce résultat les mêmes conséquences que dans le cas des fibres ex
trêmes. Les preuves étant similaires, nous ne les détaillerons pas. 

Proposition 4.2.10. — Le morphisme I/J induit un isomorphisme d'un voisinage de 

{Vl3,r, f £ [0,1[} dans X' 

sur un voisinage de 

{r/Q5r, r G [0,1[} dans X. 

Corollaire 4.2.11. — Tout point de type 3 de la fibre centrale possède un système fon
damental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 4.2.12. — Le morphisme n est ouvert en tout point de type 3 de la fibre 

centrale. 

Corollaire 4.2.13. — Soit x un point de type 3 de la fibre centrale. En ce point, Van

neau local ûx,x coïncide avec le corps K(X), lequel est hensélien. 

Corollaire 4.2.14. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout 

point de type 3 de la fibre centrale de Vespace X. 

4.3. Points de type 2 

Pour compléter notre étude de la droite analytique sur un corps de nombres, il 

nous reste à étudier les points de type 2 des fibres centrale et extrêmes. Sur ces fibres, 

et, de façon générale, sur la droite analytique au-dessus de tout corps trivialement 

value, il n'existe qu 'un point de type 2 : le point de Gau£. 
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4.3.1. Fibres extrêmes. — Commençons notre étude par les fibres extrêmes. Soit m G 
E / . Notons x le point de Gau£ de la fibre extrême Xm. Nous nous intéressons, tout 

d 'abord, aux voisinages du point x. Nous notons A* l'ensemble des éléments inver

sibles de l 'anneau Am. 

Lemme 4.3.1. — Soit U un voisinage de x dans X. Alors, il existe un entier d EN, 

des polynômes P i , . . . , Pd G -A* [T] et deux nombres réels a, e > 0 tels que l'on ait 

UD p | { 2 / G 7 r - 1 ( K ^ m ] ) | l - ^ < l ^ ( 2 / ) | < l + ^ } . 
l<i<d 

Démonstration. — Remarquons que si le résultat vaut pour un nombre fini de voisi

nages, il vaut encore pour leur intersection. Par conséquent, nous pouvons supposer 

que le voisinage U est de la forme 

u= {yex\s< \p(y)\ <*}, 
avec P G A[T] et s, t G R. En effet, par définition de la topologie, tout voisinage du 
point x contient une intersection finie de voisinages de cette forme. 

Supposons, tout d 'abord, que P ^ 0 mod m. Il existe alors Q G A£[T], R G Am[T], 
avec R ^ 0 mod m, et p G N* tels que 

P = Q + 7r£ R. 

Puisque le point x appartient à U et que P(x) = 1, nous avons s < 1 < t. Par 
conséquent, il existe e G ]0,1[ tel que s < l — e et t > 1 + s. Soit a > 0 tel que 

2\IRMC<l-E. 

Nous avons alors 

U D {y G X | 1 - E < \Q(y)\ < 1 + e} H {y G n^Qa", âm}) \ 0 < \R(y)\ < 2} . 

Supposons, à présent, que P = 0 mod m. Il existe alors un polynôme Q de Am[T], 
avec Q ^ O mod m, et p G N* tels que 

P = < Q -

Puisque le point x appartient à U et que P(x) = 0, nous avons s < 0 < t et donc 

U = {yeX\ \P(y)\ < t}. 

Soit a > 0 tel que 2171^1^ < t. Nous avons alors 

UD { î ,€7r -1(K; ,a1B]) |o <\Q(y)\<2}. 

On démontre finalement le résultat à l'aide d'une récurrence sur le nombre de 
coefficients non nuls du polynôme P et en utilisant, à chaque étape, l 'un ou l 'autre 
des résultats précédents. • 
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Lemme 4.3.2. — Soit U un voisinage de x dans X. Alors, il existe deux entiers d, e G 
N , des polynômes Pi,..., Pd de A*[T], deux à deux distincts, unitaires, irréductibles 

et dont l'image dans km[T] est une puissance d'un polynôme irréductible, des poly

nômes Q i , . . . , Q e de A*[T] , deux à deux distincts, unitaires, irréductibles et dont 

l'image dans km[T] est une puissance d'un polynôme irréductible et deux nombres 

réels a.e > 0 tels que l'on ait 

U D 

l<i<d 
{2/G7T-1(]aS;,âm])| |Pi(2/) |<l + £} 

n 
GBFGH 

{y G 7r-1(]a^,âm]) | \Qj(y)\ > 1 — e} 

Démonstration. — Comme précédemment, si le résultat vaut pour un nombre fini de 
voisinages, il vaut encore pour leur intersection. D'après le lemme précédent, nous 
pouvons donc supposer que le voisinage U est de la forme 

u = {y e TT-^IC aj) I |P(t,)| < i + e) 

OU 

C / = { 2 / e 7 r - 1 ( ] a « ) â m ] ) | | P ( y ) | > l - £ } ) 

où P est un polynôme unitaire à coefficients dans Âm et a et e deux nombres réels 
strictement positifs. Nous supposerons que nous nous trouvons dans le premier cas. 
Le second se t rai te de même. Ecrivons le polynôme P sous la forme 

P = Pi"Pd, 

où d G N et Pi,...,Pd sont des polynômes à coefficients dans Âm unitaires, irré
ductibles et dont l'image dans fcm[T] est une puissance d 'un polynôme irréductible. 
La factorialité de l 'anneau Km[T] et le lemme de Hensel assurent l'existence d 'une 
telle décomposition existe. Soit i G [ l , d j . Puisque le polynôme Pi est unitaire, il 
vérifie 1̂ (̂ )1 = 1- Par conséquent, la part ie 

Ui={ye TT-HK.àm]) | \Pi(V)\ < (1 + 

est un voisinage du point x dans X. L'intersection 

l<i<d 

Ui 

est alors un voisinage de x dans U de la forme voulue. • 

Proposition 4.3.3. — Soit U un voisinage du point x dans X. Alors il existe un voisi

nage ouvert W de x dans U vérifiant les propriétés suivantes : 

i) la projection TT(W) est un voisinage connexe par arcs de 7r(x) = âm dans B ; 

ii) la section de Gaufi GQ restreinte à n(W) prend ses valeurs dans W ; 

ni) pour tout point b de ir(W), la trace de la fibre Xh sur W est connexe par arcs. 

ASTÉRISQUE 334 



4.3. POINTS DE T Y P E 2 141 

Démonstration. — Appliquons le lemme précédent. Le voisinage W que l'on obtient 

vérifie les propriétés demandées. Les deux premières sont immédiates. Intéressons-

nous à la troisième. Nous conservons les notations du lemme précédent. Soit (3 un 

élément de ]a,+00]. Nous voulons montrer que la trace de la fibre Xa$ sur W est 

connexe par arcs. Soit i G [1 , d j . Par définition, le polynôme Pi est une puissance d 'un 

polynôme irréductible dans J^(am)[T]. On en déduit que la partie 

{ y € X o £ | | P « ( y ) | < l + e } 

est connexe par arcs. On l'obtient en effet à part ir de la droite A1^*1 0. en coupant 
^ (am) 

l 'une des branches par tant du point de Gaufi. De même, quel que soit j G [ l , e ] , la 

partie 
{y€Xae \ \Pj(y)\>l-e} 

est connexe par arcs. Puisque la droite analytique A1'*"1 0. a une structure d'arbre, une 

intersection de parties connexes par arcs l'est encore. On en déduit que la partie W H 

X 0 est connexe par arcs. • 

Quat re corollaires suivent. 

Corollaire 4.3.4. — Le point de Gaufl de la fibre extrême Xm possède un système fon

damental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 4.3.5. — Le morphisme n est ouvert au voisinage du point de Gaufl de la 

fibre extrême Xm. 

Corollaire 4.3.6. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point 
de Gaufl de la fibre extrême Xm. 

Démonstration. — Soient U un voisinage du point x dans X et / un élément de Û(U) 

dont l'image dans l 'anneau local ûx,x n'est pas nulle. Considérons alors un voisinage 
ouvert W du point x contenu dans U fl 7r_1(]ao, âm]) et vérifiant les propriétés de la 
proposition 4.3.3. 

Posons W+ = W D 7r_1(]ao, àm[). Puisque le morphisme 7r est ouvert au voisinage 
du point X, il existe un point interne y de W+ tel que l'image de la fonction / n'est 
pas nulle dans l 'anneau local ûx,y Par choix de W, l 'ouvert W+ est connexe et le 
principe du prolongement analytique y vaut donc, d'après la proposition 3.6.6. On en 
déduit que, pour tout point z de W + , l'image de la fonction / dans l 'anneau local Ûx,z 

n'est pas nulle. 
Posons W0 = WnXm. Soit z un point de W0 \ {x}. D'après le théorème 4.1.1 et le 

corollaire 4.2.4, le morphisme n est ouvert au voisinage du point z. Par conséquent, 
tout voisinage du point z contient un élément de W+ et l'image de la fonction / dans 
l 'anneau local @x,z ne peut pas être nulle. Ceci conclut la preuve. • 

Corollaire 4.3.7. — Le principe du prolongement analytique vaut sur tout ouvert 
connexe de l'espace 7R_1(]ao, àm]). 
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Démonstration. — Ce résultat découle des corollaires 4.1.19 et 4.2.8, de la proposition 
4.1.22 et du lemme 3.6.4. • 

Intéressons-nous, à présent, à l 'anneau local. 

Proposition 4.3.8. — Soit m G £ / . Notons x le point de Gaufi de la fibre extrême Xm. 

L'anneau local &x,x est un anneau de valuation discrète d'idéal maximal m ûx,x • Son 

corps résiduel n(x) est complet, et donc isomorphe à Jif(x) = km(T). 

Démonstration. — Nous allons définir une valuation discrète v sur l 'anneau lo
cal ûx,x- Soit / un élément de ûx,x- H existe un voisinage U de x dans X sur lequel 
la fonction / est définie. Pour r G [0,1], nous noterons simplement r]r le point r\r de 
la fibre extrême Xm. La trace de la part ie U sur la fibre extrême Xm est un voisinage 
du point x = rji dans cette fibre. Par conséquent, il existe R G ]0,1[ tel que, quel que 
soit r G [R, 1], on ait ï]r G U. D'après la proposition 4.2.5, l 'anneau local &x,r]R est 
un anneau de valuation discrète. Notons VR la valuation sur cet anneau. Nous posons 
alors 

= * « ( / ) € N U {+oo} . 

La proposition 1.3.10 nous assure que cette quanti té ne dépend pas du nombre réel R 

choisi. 

Les deux propriétés suivantes sont immédiates : quels que soient f et g dans @x,x>> 

nous avons 

1. v(f + g)>mm(v(f)1v(g))] 

2- v(fg) = v(f) + v(g). 
Nous avons également v(0) = +oo. Montrons que seule la fonction nulle satisfait 

cette égalité. Soit / G &x,x telle que v(f) = +oo . Soit U un voisinage ouvert de x 
dans X sur lequel la fonction / est définie. D'après la proposition 4.3.3, quit te à 
restreindre [/, nous pouvons supposer qu'il vérifie les propriétés suivantes : 

i) la projection TT(U) est un voisinage connexe par arcs de TT(X) = âm dans B ; 

ii) la section de Gaufi a G restreinte à TT(U) prend ses valeurs dans U ; 

iii) pour tout point b de 7r(C/), la trace de la fibre X^ sur U est connexe par arcs. 

Soit R G ]0,1[ tel que, quel que soit r G [R, 1], on ait nr G U. Par définition de v, 

nous avons vu(f) = +oo . Par conséquent, l 'image de la fonction / dans l 'anneau 

local &x,r)R est nulle. Il existe donc un voisinage ouvert V du point Ï]R dans U tel 

que la fonction / soit nulle sur V. D'après le corollaire 4.2.4, la part ie Vb = n(V) est 

un voisinage du point extrême âm dans B. Soit c G Vo- La fonction / est nulle sur 

un l'ouvert Xc H V de Xc fl U. Comme ce dernier espace est normal et connexe, la 

fonction / y est identiquement nulle. Finalement, la fonction / est nulle sur U fl Xy0 

et donc dans l 'anneau local &x,x-

La propriété que nous venons de démontrer jointe à la propriété 2 impose à l 'anneau 

local &x,x d 'être intègre. Considérons son corps des fractions L. L'application v se 
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prolonge alors en une valuation discrète sur le corps L. Pour parvenir à nos fins, il 
nous reste à montrer les deux égalités 

ûx,x = {feL\v(f)>0} 

et 

mûx,x = {f eL\v(f)>0}. 

Remarquons que la seconde égalité découle de la première et du fait que le généra
teur 7ГШ de l'idéal maximal m de A a pour valuation v(7rm) = 1. D'autre part , pour 
démontrer la première égalité, il nous suffit de montrer que tout élément / de @x,x 

vérifiant v(f) = 0 est inversible dans l 'anneau ûx,x- Ce résultat se démontre faci
lement en utilisant les propriétés du flot (cf. proposition 1.3.10). En effet, soit / un 
élément de @x,x vérifiant v(f) = 0. Il existe un nombre réel R G ]0,1[ vérifiant les 
propriétés habituelles tel que l'on ait vn(f) = 0. On en déduit que la fonction / est 
inversible dans l 'anneau local ûx,rjR et donc que \f(r]R)\ ^ 0. La proposition 1.3.10 
nous assure alors que l'on a 

l/(*)l = l / ( r f = i . 
On en déduit que la fonction / est inversible dans l 'anneau local ûx,x-

Le corps value Jf?(x) est isomorphe au corps fcm(T) muni de la valuation triviale. 

Le corps value K(X) qui en est un sous-corps est donc complet. • 

Lemme 4.3.9. — Soit m un élément deY,f. Soient r G R + \ {1} et P(T) un polynôme 

unitaire, non constant, à coefficients dans Am. Quel que soit e > 0, posons 

we = { ï , G 7 r - 1 ( K , a m ] ) | | P ( T ) ( » ) | = r } . 

// existe £Q > 0 tel que, pour tout s > £o, le compact rationnel W£ possède un bord 

analytique fini, algébriquement trivial et contenu dans la fibre XAEM. 

Démonstration. — Soient K' une extension finie de A' l 'anneau de ses entiers et m' 
un idéal maximal de A' divisant l'idéal maximal m de A. En utilisant la surjectivité 
du morphisme A '̂,an —» A^'an, on montre facilement que si le résultat énoncé vaut en 
remplaçant A par A' et m par nV, alors il vaut sous sa forme originale. Par conséquent, 
quitte à remplacer K par une extension finie K' bien choisie, nous pouvons supposer 
que le polynôme P(T) est scindé dans Km. Puisqu'il est unitaire et à coefficients 
entiers, ses racines sont entières et il existe donc t G N* et ai,..., at G Am tels que 

P(T) = 
t 

GFH 

(Т-щ). 

Remarquons également qu'il suffit de montrer que le compact rationnel W£ possède 
un bord analytique qui est contenu dans la fibre XAEM. Les autres conditions découlent 
alors du corollaire 3.4.11. 

Supposons, tout d'abord, que r > 1. Soit e > 0. Soit y un point de W£. Puisque 
\P(T)(y) = r , il existe un élément i de [ l , t j tel que | (T — oa)(y)\ > u. Quel que 
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soit j 7̂  i, nous avons \(cti — Qtj)(y)\ < 1 < it et donc \(T—a,j)(y)\ = u. Par conséquent, 

nous avons également 

\(T-ati)(y)\ = u. 

Réciproquement, l'on montre que 

W£ = {y e TT-^IOS,,^]) | | (T - ai)(y)\ = u} . 

Le résultat découle alors de la proposition 3.2.23 et des descriptions explicites établies 

au numéro 3.1.2.3. 

Supposons, à présent, que r < 1. Posons 

D = {(ij) e {I, tf \\a{ - aj\m < 1} . 

Il existe SQ > 0 tel que, pour tout couple (i, j) de JD, nous ayons 

Soit e > So- Soit y un point de W£. Puisque \P(T)(y) = r < 1, il existe un élément i 

de [1, t ] tel que \(T - oti)(y)\ < 1. Posons 

0t = {j ^ i | |a* - <*j\m = 1} 

et 

Pi = { i 7e * I |a* - «jlm < 1} • 

Remarquons que, par définition de £Q, pour tout élément i de pi, nous avons 

\<*i-<Xj\m < r-

Supposons, par l 'absurde, que | (T — QJi)(2/)| < r- Alors, quel que soit j G nous 
avons | (T — Ofj)(î/)l = 1 et> <lue^ s°ft .7 e P*» nous avons | (T — aj)(?/)l < r- O*1 en 
déduit que 

| P ( T ) f o ) | < r » " + 1 < r , 

ce qui est impossible. 
Par conséquent, nous avons \(T—ai)(y)\>r. On en déduit que, quel que soit j G gi, 

nous avons | (T - a j ) ( î / ) | = 1 et, quel que soit j G p*, | (T - otj)(y)\ = \(T - ai)(y)\. 
Par conséquent, nous avons 

\(T-aiKy)\=r1'"«+1>e[r,l[. 
Réciproquement, l'on montre que, si y est un point de 7r_1([a^, âm]) tel que | (T — 

ai)(y)\ = r1/^*"1-1^, alors y appart ient à W£. 

Finalement, nous avons montré que 

we = 
l<i<t 

{y e T T - ^ K , àm]) I |(T - tti)(y)| = r1"*"*»} 

Le résultat découle alors de la proposition 3.2.23 et des descriptions explicites établies 

au numéro 3.1.2.3. • 

Corollaire4.3.10. — Soit m un élément de E / . Le point de Gaufl de la fibre ex

trême Xm possède un système fondamental de voisinages compacts, connexes et spec

tralement convexes qui possèdent un bord analytique fini et algébriquement trivial. 
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Démonstration. — Notons x le point de Gau£ de la fibre extrême Xm. Soit U un 
voisinage du point x dans X. D'après le lemme 4.3.2, il existe deux entiers d, e G N , 
des polynômes P i , . . . , P d de Â*[T] , deux à deux distincts, unitaires, irréductibles 
et dont l 'image dans km[T] est une puissance d 'un polynôme irréductible, des poly
nômes <2i , . . . ,Qe de 4*[T] , deux à deux distincts, unitaires, irréductibles et dont 
l'image dans km[T] est une puissance d 'un polynôme irréductible et deux nombres 
réels a > 0 e t £ G ] 0 , l [ tels que le voisinage du point x défini par 

V = 

l<i<d 
{ v € 7 r - 1 ( K , a m ] ) | | P i ( I , ) | < i + e] 

l<j<e 

{ y e 7 r - 1 ( K ) à m ] ) | | Q j ( 2 / ) | > l - £ } 

soit contenu dans U. Le voisinage V est compact, connexe (par le même raisonne
ment que dans la preuve de la proposition 4.3.3) et spectralement convexe (d'après la 
proposition 1.2.16). Notons 

W = 

rasa 
{y€n-1(K,àm])\\Pi(y)\ = l + e) 

l<j<e 
' y e 7 r - 1 ( K )5m ] ) | | Q , ( î / ) | = l - e ] 

D'après la proposition 3.4.8, cette partie compacte contient le bord de Shilov de l'in
tersection de V avec chaque fibre au-dessus de [a£, âm]. C'est donc un bord analytique 
de V. Quit te à augmenter a , d'après le lemme 4.3.9, le compact rationnel V possède 
un bord analytique fini et algébriquement trivial. • 

Corollaire 4.3.11. — Soit m un élément de £/. Notons x le point de Gaufi de la fibre 
extrême Xm. Soient n une uniformisante de l'anneau de valuation discrète ûx,x et U 
un voisinage du point x dans X sur lequel elle est définie. Il existe un système fon
damental Y de voisinages compacts et connexes du point x dans U tel que, pour tout 
élément V de Y, la fonction TT est une uniformisante forte de l'anneau ûx,x sur V. 

Démonstration. — Soient d, e G N , P i , . . . , JF^ G A*[T] , deux à deux distincts, uni
taires, irréductibles et dont l'image dans km[T] est une puissance d 'un polynôme irré
ductible, Q i , . . . , Qe G i4£[T], deux à deux distincts, unitaires, irréductibles et dont 
l'image dans km[T] est une puissance d 'un polynôme irréductible, a > 0 et e G ]0,1[. 
Définissons un voisinage du point x dans X par 

V = 
l<i<d 

{ i , € 7 r - 1 ( [ < , a m ] ) | | P 4 ( I , ) | < i + e; 

l<j<e 
U = {y£, yeW,a<e<U = {y£, yHGe 

Nous avons montré dans le corollaire précédent que, si a est assez grand, ce que 
nous supposerons désormais, la partie V est compacte et connexe et possède un bord 
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analytique T fini et algébriquement trivial. D'après le lemme 4.3.2, il suffit de montrer 

que la fonction 7rm est une uniformisante forte de l 'anneau 0x,x sur V. Remarquons 

que la fonction 7rm ne s'annule pas sur l'ensemble T. Posons 

C = Ikm^lr-

Soit / un élément de Û(V) dont l'image dans J4?(x) est nulle. Puisque l'espace ana

lytique Xm est normal, que la part ie V fl Xm est connexe et que l 'anneau local @x x 
est un corps, nous avons 

Vyevnxm, / ( J / ) = o. 

D'après la proposition 4.3.8, la fonction / est multiple de 7rm au voisinage du point x. 

D'après le corollaire 4.2.5, elle l'est également au voisinage de tout point de type 3 de 

vnxm. 

Soit y un point de V fl Xm qui n'est pas de type 2 ou 3. C'est alors un point rigide 

de Xm. La proposition 3.3.12 nous permet de supposer que c'est un point rationnel. 

En utilisant le développement en série de la fonction / donné par le corollaire 3.2.5 et 

le résultat concernant les points de type 3 voisins, l'on montre que la fonction / est 

multiple de 7rm au voisinage du point y. 

Soit y un point de V qui n 'appart ient pas à la fibre extrême Xm. La fonction / 

est multiple de 7rm au voisinage du point y, puisque la fonction 7RM est inversible au 

voisinage de ce point. 

La connexité de V et le principe du prolongement analytique (cf. corollaire 4.3.7) 

assurent qu'il existe un élément g de Û(V) tel que l'on ait l'égalité 

/ = 7Rm5rdans Û(V). 

En outre, nous avons 

Hsllv = IMIr = ma^K*--1 / ) ( 7 ) | ) < C \\f\\v • 
7^r 

4.3.2. Fibre centrale. — Intéressons-nous, à présent, au point de Gaufë de la fibre 

centrale. Comme précédemment, nous commençons par étudier ses voisinages. C'est 

un problème bien plus délicat que pour les fibres extrêmes. 

Lemme 4.3.12. — Soit (fc, |.|) un corps ultramétrique complet. Soit un polynôme 

P(T) = Yd=oaiTi £ kiT]y avec d e N % Quel Que soit i e [ 0 , d - 1], ai e k et 
6 F . Posons 

p = max 

0<i<d-l 

CLi 

GF 

i 
d-i 

Soient À, fi G R vérifiant la condition fi> \dd\ pd- Alors la partie de AÎ.'an définie par 

U = { x e A l ' ™ \ \ < \ P ( x ) \ < n ] J G R V F G 

est connexe par arcs. 
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Démonstration. — Soit k' un corps algébriquement clos et maximalement complet 
contenant k. Puisque le morphisme de changement de bases A '̂,an —> A^'an est continu 
et surjectif, quit te à remplacer k par k', nous pouvons supposer que le corps k est 
algébriquement clos et maximalement complet. Il existe alors a i , . . . , a^ G k tels que 

P(T) = ad f[(T-ai)GHJ. 

i=l 

D'après [5], proposition 3.1.2.1, quel que soit i G [ l , d | , nous avons 

H < p. 

Soit r > p vérifiant la condition À < \aa \ rd < fi. Alors, nous avons 

d 

\P(Vr)\ = M J ! KT ~ ai)M\ = \ad\rd. 
i=l 

Par conséquent, le point rjr appart ient à U. 

Soit x un point de U. Puisque k est maximalement complet, il existe (3 G k et 
s G R + tels que x = rjpiS. Soit i G [1, a1}. Nous avons T — a* = (T — /?) + (/? — ai) et 
donc 

| (T - oti)(ri0t3)\ = max(s , |/? - a*|). 

Supposons que |/?| < r . Considérons le chemin inject if l tracé sur A^'an défini par 

[0,1] - A^an 

* ^ f7/3,tr+(l-t)s-

Il joint le point rjp^s au point = rjr. Si s est inférieur à r , alors, lorsque l'on 
parcourt /, la fonction \P\ croît de |P(T7/3,S)| à |P(r;r) | . En particulier, le chemin reste 
dans U. Il en est de même si s > r. 

Supposons, à présent, que |/?| > r. Si s > \/3\, alors rjp^s = r/o,s et nous sommes 
ramenés au cas précédent. Supposons donc que s < \/3\. Quel que soit i G |[l,cZ], nous 
avons 

| (T - ai)(rn3ts)\ = max(5, |/9 - a{\) = max(s , \(3\) = 

Le long du chemin joignant le point r)p^s au point rjpjpi, défini par 

[0,1] - A£'an 

t *-> ^,t | /3| + (l-t)a> 

la fonction | P | est constante. Le chemin /' est donc tracé sur U. Nous sommes donc 

ramenés au cas du point rjp^ = Wo,\p\ Que nous avons trai té précédemment. Nous 

pouvons donc joindre le point r/p^ au point rjr par un chemin tracé sur U. • 

Lemme 4.3.13. — Soit (fc, |.|) un corps archimédien complet. Soient d G N 
et P i , . . . , P d des polynômes à coefficients dans k. Alors, il existe 5 , T G R tels 
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que, quels que soient si,..., Sd G [0, S[ et ti,..., td G ]T, +00[, /a partie de Afc'an 
définie par 

JKJDFCSCSC 

U = {y£, yeW,a<e<U = {y£,GHHy 

est connexe par arcs. 

Démonstration. — Considérons un plongement du corps k dans le corps C. Nous 

munissons C de l'unique valeur absolue qui étend celle de k. Le morphisme A ân —* 
Afc'an induit par le plongement précédent étant continu et surjectif, nous pouvons 

supposer que k = C. 

Nous pouvons supposer qu 'aucun des polynômes Pi, avec i G [1 , d j , n 'est nul. 

Notons E l 'ensemble des éléments (x, y, si,..., Sd, t\,.. •, td) de R 2 x R 2 ^ qui vérifient 

la condition suivante : 

Vj G Sj < \Pj(x + iy)\2 <tj. 

C'est un ensemble semi-algébrique réel. Considérons également l 'applicatior 

p : E ^ [ 0 , l ] 2 d D F F 

qui à tout élément u — (x, y, s\,..., s^, t\,..., td) de E associe 

p(u) si,... ,Sd 
ti 

1 + h ' 

td 

HGFHGJ 

Cette application est semi-algébrique réelle et continue. D'après le théorème de Hardt 
(c/.[4], théorème 9.3.1), il existe une part i t ion ( T i , . . . , T r ) , avec r G N , de [0, l]2d 
en parties semi-algébrique telle que, quel que soit k G [ l , r ] , il existe un ensemble 
semi-algébrique et un homéomorphisme semi-algébrique 

9 k : T k x F k ^ p - \ T k ) F G G F V F 

tel que l'application p o 9j soit la projection Tk x Fk —• Tk. Notons v le point 

( 0 , . . . , 0 , l , . . . , l ) d e [0, îp. Pour parvenir au résulat souhaité, il suffit de montrer que 

le point v possède un voisinage dans [0, l]2d au-dessus duquel les fibres de l'applica

tion p sont connexes. Autrement dit, il suffit de montrer que pour tout indice k G [ l , r ] 

tel que le point v soit adhérent à la part ie Tk, la part ie Fk est connexe. 

Soit k G tel que le point v soit adhérent à la partie Tk. D'après le lemme de 

sélection des courbes (cf. [4], théorème 2.5.5), il existe une fonction semi-algébrique 

continue 

/ : [ 0 , 1 ] - T f c 

telle que / ( [0,1[) C Tk et / ( 1 ) = v. Puisque la fonction / est semi-algébrique, qui t te à 
restreindre son intervalle de définition puis effectuer un changement d'échelle pour se 

ramener à [0,1], nous pouvons supposer que les d premières fonctions coordonnées de / 

sont décroissantes et que les d dernières sont croissantes. Soit (x, y) un point de R 2 tel 

que (x, y, f(0)) G E. Quel que soit u G [0,1[, nous avons alors encore (x, y, f(u)) G E. 
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Soient zi, Z2 des éléments de R 2 tels que (zi , / ( 0 ) ) et ( ¿ 2 , / ( 0 ) ) appart iennent à E. 
Quand les nombres s i , . . . , s<* sont assez peti ts et les nombres ti,..., td assez grands, 
les points z\ et Z2 appart iennent à la même composante connexe de 

p | {(x,y)eB2\sj<\Pj(x + iy)\2<tj}. 
l<j<d 

On en déduit qu'il existe u G [0,1[ tels que les points (z\,f(u)) et (z2,f(u)) ap
partiennent à la même composante connexe de p~1(f(u)). Le morphisme p é tant 
semi-algébriquement trivial au-dessus de Tfc, les points (zi , / ( 0 ) ) et (22, / ( 0 ) ) doivent 
également appartenir à la même composante connexe de p~1(f(0)). On en déduit que 
la part ie Fk est connexe, ce qui conclut la preuve. • 

Proposition 4.3.14. — Notons x le point de Gaufi de la fibre centrale. Soit U un voi

sinage de x dans X. Alors il existe un voisinage ouvert W de x dans U vérifiant les 

propriétés suivantes : 

i) la projection TT(W) est un voisinage ouvert et connexe par arcs de n(x) = ao 

dans B ; 

ii) il existe une section topologique de n au-dessus de TT(W) à valeurs dans W ; 

iii) pour tout point b de ir(W), la trace de la fibre Xb sur W est connexe par arcs ; 

iv) quels que soient x G W et e G [0,1], le point x£ appartient à W. 

Démonstration. — Par définition de la topologie de X, il existe un entier r G N * , des 
polynômes / 1 , . . . , fr G A[T] et un nombre réel À > 0 tels que U contienne une part ie 
de la forme 

V= f| {ysX\\fi(x)\-X< \fi(y)\ <\fi(x)\ + A}. 

l<z<r 
Nous pouvons supposer que, quel que soit i G [1, d j , nous avons fi ^ 0. Alors 

V= f i { ï , e X | l - A < | / i ( y ) | < l + A}. 
l<i<r 

Nous allons montrer qu'il existe un voisinage E de ao dans B tel que le voisinage 

W = VC\XEdex dans X vérifie les propriétés requises. Nous allons procéder en plu

sieurs étapes en prouvant tout d 'abord le résultat au-dessus de la partie ultramétrique 

de B, puis au-dessus de chacune des branches archimédiennes. Le résultat global en 

découlera pourvu que les sections que nous aurons alors construites se recollent sur 

la fibre centrale. De façon à en être certain, nous imposerons à toutes les sections 

d'envoyer le point central a0 sur le point de Gaufi 771 de la fibre centrale. 

Notons 

BUm — |̂_J - ^ m 

la partie ultramétrique de B. On définit une section topologique a G de la projection 

7r au-dessus de Bum en associant à tout point b de Bum le point de Gaufi de la fibre 

хь. 
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Soit i G [ l , r ] . Notons 

Vi = {yeX\l-\<\fi(y)\<l + \ } . 

Remarquons que, quels que soient x G V$ et s G [0 ,1] , nous avons x£ G 1^. 

Il existe G N * et /¿,0, . . . , /*,<*< £ -A, avec /i>d. ^ 0 , tels que 

/ i ( T ) 
HGH 

¿=0 

FHGFH 

Posons 

Ci = 

VCFNVC 

{b G £um 11/^(00)! - A < |/ifi(6)| < | / ^ ( a 0 ) | + A} 

C'est un voisinage du point central ao de Bum. La section topologique a G de n res

treinte à Ci prend ses valeurs dans V*. 

Notons Di l'ensemble des points de Bum où la fonction est inversible. Définis

sons alors une fonction continue pi de Di dans R + en associant à tout point b de Di 

le nombre réel 

Pi(b) max 
0<j<d»-l 

GFHC 

FFJHJH 

di-i 

Notons D[ le voisinage ouvert de ao dans Di défini par 

FHH {beDi\ \Pi(b)\ < 1 + A 

Finalement, choisissons Ei un voisinage ouvert et connexe par arcs de ao dans Ci fl D^. 

Quels que soient x G Ei et e G [0 ,1] , nous avons alors x£ G f .̂ 
Posons 

JMMLF 
l<i<r 

Ei 

et 
U = {y£, yeWF 

Les première, troisième et quatrième propriétés de l'énoncé sont alors clairement vé

rifiées. Soit b G E = ir(W). Quel que soit i G [ l , r j , d 'après le lemme 4.3.12 et 

puisque 6 G DJ, la partie Vi fl est connexe par arcs. Puisque la fibre X^ est un 

arbre, l 'intersection V fi de toutes ces parties est donc connexe par arcs. 

Passons maintenant aux branches archimédiennes de B. Soit a G Eoo- Nous avons 

l i m n - A ) 1 ^ 
£ >0 

-- 0 et lim ( 
e—>0 

(1 4- A)1//£ = +00. 

Par conséquent, d'après le lemme 4 .3.13, il existe 77 > 0 tel que, quel que soit e G ]0 , r/[, 

la part ie 

l<i<r 
» € A ^ a ; I (1 - X)1'6 < \My)\a < (1 + A)1' j 
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est connexe par arcs. En d 'autres termes, quel que soit s G ]0, n[, la trace de la 

fibre Xa^ sur V est connexe par arcs. Le lemme 4.3.12 nous montre que la trace de 

la fibre centrale Xo = Xao sur V est également connexe par arcs. 

Soit a un nombre réel transcendant. Considérons l 'application a G qui au point o£ 

de B'a, avec e G ]0,1], associe le point de X associé à la semi-norme multiplicative 

sur A[T], bornée sur A, définie par 

A[T] - , R + 

P(T) h . | P ( a ) | ^ 

et au point ao associe le point de Gaufi 771 de la fibre centrale XQ . Cette application a G 

définit une section topologique continue de la projection n au-dessus de Ba. 

Soit i G [ l , d ] . Puisque a est transcendant, nous avons fi(a) ^ 0 dans KG. Par 

conséquent, il existe rji > 0 tel que, quel que soit e G ]0,77i[, on ait 

(l-\)1/e <\fi(a)\a < ( l + A)1/£. 

Posons £ = mini<i<d(Vi)- Au-dessus du voisinage [ao, a£[ de ao dans Ba, la restriction 

de la section a G est à valeurs dans V. On en déduit le résultat annoncé. • 

Nous obtenons immédiatement les deux corollaires suivants. 

Corollaire 4.3.15. — Le point de Gaufi de la fibre centrale possède un système fonda

mental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 4.3.16. — Le morphisme ir est ouvert au voisinage du point de Gaufi de la 

fibre centrale. 

Intéressons-nous, à présent, à l 'anneau local. 

Proposition 4.3.17. — Notons x le point de Gaufi de la fibre centrale. L'anneau local 

^x,x est un corps, canoniquement isomorphe au corps K(T). Il est complet pour la 

valeur absolue associée au point x, qui n'est autre que la valeur absolue triviale. 

Démonstration. — Commençons par prouver que l 'anneau local ûx,x est un corps. 

Il suffit de montrer que son idéal maximal est réduit à (0). Soit / une fonction définie 

sur un voisinage U de x dans X et s 'annulant en x. Nous voulons montrer que / 

s'annule encore au voisinage de x dans X. 

D'après la proposition 4.3.14, il existe un voisinage ouvert W de x dans U vérifiant 

les propriétés suivantes : 

i) la projection TT(W) est un voisinage ouvert connexe par arcs de 7r(x) = ao 

dans B ; 

ii) il existe une section topologique de 7r au-dessus de n(W) à valeurs dans W ; 

iii) pour tout point b de 7r(W), la trace de la fibre X\> sur W est connexe par arcs ; 

iv) quel que soient x G W et e G [0,1], le point xe appartient à W. 
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Soit a G E. Notons W'a = W fi X'G. C'est la trace de W sur la branche cr-adique 

ouverte. Soit b G TT(WG). Soit u un point rigide de W fl tel que l'extension ifa = 

Jt?(b) —> J4?(u) soit t ranscendante. Considérons l 'application suivante, induite par le 

flot : 

•[0,11 - X 

0 i—• w1"0. 

Son image définit un chemin continu tracé sur W et joignant le point u au point u° 

de la fibre centrale. Puisque l'extension Ka = Jf(b) —> Jf(u) est t ranscendante, le 
point u° n 'est autre que le point x, le point de Gauft de la fibre centrale. D'après le 
lemme 4.2.9 et la proposition 1.3.10, quel que soit 9 G [0,1], nous avons 

i/foi)i =@(W)(\T\<(s',u)) 
On en déduit que \f(u)\ = 0. La fonction / s'annule donc sur tous les points t rans
cendants de W fl X\>. Puisque W fl X^ est normal et connexe, la fonction / y est 
identiquement nulle. Nous avons donc montré que la fonction / est identiquement 
nulle sur Wa. La continuité de / nous permet de montrer qu'elle est encore nulle 
sur W fl Xfj. On en déduit finalement que la fonction / est nulle sur W. 

Démontrons, à présent, la dernière part ie de la proposition. Puisque l 'anneau 
local ûx,x est un corps, le morphisme @x,x Jf?(x) est injectif. L'égalité 
J4?(x) = K(T) nous montre qu'il est également surjectif. • 

Corollaire 4.3.18. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du 

point de Gaufl de la fibre centrale de l'espace X. 

4.4. Résumé 

Dans cette partie, nous regroupons les résultats que nous avons obtenu concernant 
la droite affine analytique sur un anneau d'entiers de corps de nombres. Rappelons 
que A désigne un anneau d'entiers de corps de nombres, B = M(A) son spectre 
analytique, X = A^an la droite affine analytique au-dessus de A et TT : X —» B le 
morphisme de projection. 

Théorème4.4.1. — i) L'espace X est localement compact, métrisable et de di

mension topologique 3. 

ii) L'espace X est localement connexe par arcs. 

iii) Le morphisme de projection n : X —> B est ouvert. 

iv) En tout point x de X, Vanneau local &x,x est hensélien, noethérien, régulier, 
excellent, de dimension inférieure à 2 et le corps résiduel K(X) est hensélien. 

Démonstration. — Le point i) provient des théorèmes 1.1.13 et 3.5.3. Le point ii) est 

obtenu en regroupant les résultats des théorèmes 4.1.1 et 4.1.4 et des corollaires 4.2.3, 

4.2.11, 4.3.4 et 4.3.15. Le point iii) est obtenu en regroupant les résultats des théorèmes 
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4.1.1 et 4.1.4 et des corollaires 4.2.4, 4.2.12, 4.3.5 et 4.3.16. Le point iv) est obtenu 
en regroupant les résultats des théorèmes 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4, des corollaires 4.2.5 et 
4.2.13 et des propositions 4.3.17 et 4.3.8. Le caractère excellent est immédiat compte 
tenu du fait que les anneaux locaux sont soit des corps, soit des anneaux de valuation 
discrète dont le corps des fractions est de caractéristique nulle, soit des anneaux locaux 
noethériens complets. • 

Théorème 4.4.2. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout 

point de l'espace X. Par conséquent, il vaut sur tout ouvert connexe de l'espace X. 

Démonstration. — Il suffit de regrouper les résultats de la proposition 3.6.6, des co
rollaires 4.1.19, 4.2.8, 4.2.14, 4.3.6 et 4.3.18. La deuxième partie provient du lemme 
3.6.4. • 

De ce théorème découlent plusieurs résultats concernant les anneaux globaux de 
fonctions holomorphes et méromorphes sur les parties connexes de la droite analy
tique X. 

Définition 4.4.3. — On appelle faisceau des fonctions méromorphes et on note jfé le 

faisceau associé au préfaisceau qui envoie tout ouvert U de X sur l'anneau total des 

fractions de l'anneau 0(11). 

Corollaire 4.4.4. — Soient U une partie connexe de X et x un point de U. Le mor

phisme de restriction 
U = {y£, yeW,a< 

est injectif. 

Démonstration. — Soit s un élément de Jiï(U) dont l'image dans Mx est nulle. No 
tons 

V = {yeU\sy = 0 dans JZy}. 

C'est une partie non vide et ouverte de U. 
Soit y un point de U \ V. Il existe un voisinage W du point y dans U et deux 

éléments / et g de Û(W), g ne divisant pas 0, tels que 

s = 
9 

dans JK{W). 

Par hypothèse, le germe sy n'est pas nul dans l 'anneau local @x,y D'après le théorème 

4.4.2, il existe un voisinage W du point y dans W tel que l'image de la fonction / 

ne soit nulle dans aucun des anneaux locaux &x,z-> pour z appar tenant à W. Soit z 

un élément de W. D'après le théorème 4.4.1, iv), l 'anneau local ûx,z est intègre. 

L'élément sz de jféz = Frac(^x,z) n'est donc pas nul. On en déduit que le voisinage W 

du point y est contenu dans U \ V. Par conséquent, la partie V est fermée dans U. 

La connexité de U assure qu'elle est égale à la partie U tout entière. • 

Corollaire4.4.5. — Soit U une partie connexe de l'espace X. L'anneau Û(U) est in
tègre et l'anneau <Jt(U) est un corps. 
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Démonstration. — Soit x un point de U. D'après le théorème 4.4.2, le morphism 

naturel 

0(U) - 0x,x 

est injectif. D'après le théorème 4.4.1, iv), l 'anneau local ûx,x est régulier et donc 

intègre. On en déduit que l 'anneau Û(U) est intègre. 

Soit s un élément non nul de ^(U). D'après le corollaire 4.4.4, en tout point x 

de U l 'élément sx de jféx = Fr&c(ûx,x) est non nul et donc inversible. On en déduit 

que l'élément s lui-même est inversible et donc que l 'anneau ^(U) est un corps. • 

Corollaire 4.4.6. — Soit U une partie connexe de l'espace X contenant le point de 

Gaufi de la fibre centrale. Alors Vanneau des fonctions méromorphes sur U est Van

neau des fractions rationnelles K(T). 

Démonstration. — Notons x le point de Gaufi de la fibre centrale. D'après la proposi

tion 4.3.17, l 'anneau local &x,x es^ canoniquement isomorphe au corps K(T). D'après 

le corollaire 4.4.4, le morphisme de restriction 

^(U) - ûx,x = K(T) 

est injectif. Il est évident qu'il est également surjectif, ce qui conclut la preuve. • 

Théorème 4.4.7. — Soit x un point de Vespace X en lequel Vanneau local &x,x est un 

anneau de valuation discrète. Soient n une uniformisante de ûx,x et U un voisinage 

du point x dans X sur lequel elle est définie. Alors il existe un système fondamental *Y 
de voisinages compacts et connexes du point x dans U tel que, pour tout élément V 

de Y, la fonction TT est une uniformisante forte de Vanneau Ô*x,x sur V. 

Démonstration. — Nous pouvons décrire exactement l'ensemble des points en lequel 

l 'anneau local est un anneau de valuation discrète : il s'agit des points rigides des 

fibres internes et centrale et des points de type 2 et 3 des fibres extrêmes. Le résultat 

a t tendu se déduit alors des corollaires 4.1.12, 4.2.6 et 4.3.11. • 

Théorème 4.4.8. — Tout point de XUM \ XQ possède un système fondamental de voisi

nages compacts, connexes et spectralement convexes qui possèdent un bord analytique 

fini et algébriquement trivial. 

Démonstration. — On regroupe les résultats des propositions 4.1.15 et 4.1.16 et des 

corollaires 4.2.7 et 4.3.10. • 

4.5. Cohérence 

Dans cette partie, nous montrons que le faisceau structural Gx de la droite analy

tique X est cohérent. Rappelons, auparavant, quelques définitions et notat ions. Fixons 

un espace localement annelé (Y, Gy)-
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Définition 4.5.1. — Un faisceau de ûy-modules & est dit de type fini si, pour tout 
point y de Y, il existe un voisinage V de y dans Y, un entier p et des éléments 
F i , . . . , Fp de &(V) tels que, pour tout point z de V, le ûy,z-module &z soit engendré 
par les germes (Fi)z,..., (Fp)z. 

Définition 4.5.2. — Soient V une partie ouverte de Y, & un faisceau de ûy -modules, 

q G N et F i , . . . ,Fq G ^(V). On appelle faisceau des relations entre F i , . . . , Fq, et on 

note 2&{F\,..., Fq), le noyau du morphisme de faisceau suivant 

Ûy - j v 
q 

( a i , . . . , a 9 ) *-+ ^aiFi. 
i=l 

Définition 4.5.3. — Un faisceau de ûy-modules & est dit cohérent s'il vérifie les deux 

propriétés suivantes : 

i) le faisceau & est localement de type fini ; 

ii) quels que soient l'ouvert V de Y, l'entier q et les éléments Fi,...,Fq de <^(V), 

le faisceau 3£(F\,..., Fq) des relations entre F i , . . . , Fq est localement de type 

fini. 

Venons-en, à présent, à la preuve de la cohérence du faisceau ûx- Il est évidemment 
localement de type fini. Il nous reste à étudier les faisceaux de relations. Commençons 
par un lemme. 

Lemme 4.5.4. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans X, 
p G N* et / i , . . . , fp G Û(U). Notons ( e i , . . . , ep) la base canonique de Gvx. Supposons 
qu'il existe l G tel que fi^O dans @x,x- Si l'anneau local &x,x est un anneau 

de valuation discrète ou un corps, alors il existe un voisinage ouvert V de x dans U 
tel que, quel que soit y G V, la famille 

(fjei ~ fiej)l<i<j<p 

de ûx y engendre le germe &(fi,..., fp)y 

Démonstration. — Supposons que l 'anneau local &x,x est un anneau de valuation 

discrète. Choisissons-en une uniformisante r . Quit te à restreindre U, nous pouvons 

supposer que r est définie sur U. Notons m le minimum des valuations des éléments 

/ i , . . . , / p de &x,x- Puisque l 'un de ces éléments n'est pas nul, nous avons m G N . 
Remarquons que, quel que soit i G nous avons r~mfi G &x,x- Par choix de 

m, il existe j G tel que la fonction r~mfj soit inversible dans &x,x- H existe 

donc un voisinage ouvert V de x dans U sur lequel les fonctions r ~ m / i , . . . , r ~ m / p 

sont définies et la fonction r~mfj inversible. D'après le théorème 4.4.1, nous pouvons 

supposer que la partie V est connexe. 

Nous disposons de l'inclusion suivante entre faisceaux de ^ - mod ules : 

œ(T-mf1,...,T-mfp)c<%(f1,...Jp). 
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Montrons que c'est une égalité. Il suffit pour cela de montrer que l'inclusion induit une 
égalité entre les germes. Soit y un point de V. Remarquons tout d 'abord que l'image 
de r dans l 'anneau local &x,y n 'est pas nulle. Dans le cas contraire, le principe du 
prolongement analytique (c/. théorème 4.4.2) imposerait en effet à la fonction r d 'être 
nulle sur l 'ouvert connexe V tout entier, mais nous savons qu'elle n'est pas nulle au 
voisinage du point x. Soit ( a i , . . . , ap) G âê(fi, •.., fP)y- Nous avons alors 

p 

i=l 

DSFD GFG 
P 

SFGGJK = 0 dans &x,y 

D'après le théorème 4.4.1, l 'anneau local ûx,y est intègre. On en déduit que 

( a i , . . . , a p ) G « ( r - m / i , . . . , r - m / P V 

Par conséquent, nous pouvons supposer qu'il existe j G [ l , p ] tel que la fonction fj 

est inversible sur V. Soient y G V et ( a i , . . . , av) G âêifi, • • • > fv)v Nous avons alors 

p 

i=l 

, difi = 0 dans &x,y-

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, dans ûx , nous avons 

FDSF 
)aifj 1(fjei - fiej) 

GFYHF 

GFFH 

FG 
a>ifi FGFFH 

JH 
U = {y£, yeW,a<e< 

2=1 

HFHG 

On démontre le résultat par la même méthode lorsque l 'anneau local &x,x est 
un corps. Dans ce cas, les réductions préliminaires sont inutiles et l'on peut passer 
directement à la dernière étape. • 

Démontrons, finalement, le résultat a t tendu. 

Théorème 4.5.5. — Le faisceau structural ûx est cohérent. 

Démonstration. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans X, 

p G N* et / i , . . . , fp G Û(U). Il nous suffit de montrer que le faisceau des relations 

«^(/î î • • • ? fp) es^ de type fini au voisinage du point x. 

Si les fonctions / i , . . . , fp sont nulles dans ûx,x, alors, par le principe du prolonge
ment analytique, elles sont nulles au voisinage du point x et le résultat est immédiat . 
Par conséquent, nous pouvons supposer qu'il existe / G [ l , p ] tel que fi^O dans 

Si l 'anneau local &x,x est un anneau de valuation discrète ou un corps, alors le 

lemme précédent nous permet de conclure. 
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Il nous reste, à présent, à traiter le cas où l 'anneau local ûx,x n'est ni un anneau 
de valuation discrète, ni un corps. Cela impose au point x d 'être un point rigide d 'une 
fibre extrême. 

D'après le théorème 3.3.14, l 'anneau local &x,x est noethérien. Par conséquent, 
le ^x,x-niodule < ^ ( / i , . . . , fp)x est de type fini. Il existe donc un entier q G N*, un 
voisinage ouvert V de x et des fonctions gi,... ,gq G Û(y)p tels que le ^x,x-niodule 

• • •, fP)x soit engendré par . . . , (gq)x)> 
Puisque les fibres extrêmes sont des droites analytiques sur des corps trivialement 

values, l'ensemble de leurs points rigides est discret. Par conséquent, l'ensemble des 
points de X en lequel l 'anneau local est de dimension 2 forme une partie discrète 
de l'espace X. Quit te à restreindre V, nous pouvons donc supposer que x est le seul 
point de V en lequel l 'anneau local n'est ni un anneau de valuation discrète, ni un 
corps. Alors, d'après le lemme précédent, quel que soit y G V \ {x}, le ^ x ^ - m o d u l e 

• • • ? fp)y est engendré par la famille (fjei — fae^i^i^Kp de @x,y -^ar consé-
quent, le faisceau âê(f±,..., fp) est de type fini au voisinage du point x. • 
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CHAPITRE 5 

MORPHISMES FINIS 

Nous étudions, dans ce chapitre, quelques cas particuliers de morphismes finis entre 
espaces analytiques au sens de V. Berkovich. Exception faite du dernier numéro, 
nous quittons ici les espaces analytiques au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de 
nombres pour revenir au cadre général, celui des espaces au-dessus d 'un anneau de 
Banach muni d 'une norme uniforme. 

Le numéro 5.1 est consacré aux morphismes finis au sens topologique. Nous nous 
contentons d'y rappeler les résultats classiques dont nous aurons besoin par la suite. 

Au numéro 5.2, nous démontrons un théorème de division de Weierstratë que nous 
qualifions de global. Il permet en effet de diviser une fonction définie sur un disque 
de dimension 1 par un polynôme donné, pourvu que le rayon du disque soit assez 
grand. Nous l'utiliserons pour étendre une norme uniforme sur un anneau (supposé 
de Banach pour ladite norme) en une norme uniforme sur certaines de ses extensions 
finies. 

Au numéro 5.3, nous nous intéressons à un cas particulier de morphisme fini. Un 
anneau de Banach (g/, ||.||) muni d 'une norme uniforme étant fixé, nous considérons 
un morphisme d'une hypersurface de la droite A^an au-dessus de si vers le spectre 
analytique jU(si) de si. Nous accordons une at tention particulière à l'image directe 
du faisceau structural de cette hypersurface : nous décrivons ses fibres et indiquons 
des conditions qui assurent sa cohérence. 

Le numéro 5.4 est, lui aussi, consacré à la démonstration d 'un théorème de divi
sion de Weierstrafë. Il s'agit, cette fois-ci, d 'un théorème de nature locale qui permet 
d'effectuer une division au voisinage de tous les points rigides des fibres et non plus 
des seuls points rationnels. À l'aide de ce résultat, nous étudions, au numéro 5.5, les 
endomorphismes polynomiaux de la droite au-dessus d 'un anneau de Banach muni 
d 'une norme uniforme. Là encore, nous nous intéressons particulièrement à l'image 
directe du faisceau structural par un tel morphisme. 

À ce stade du chapitre, nous aurons introduit plusieurs conditions assurant que 
les morphismes étudiés jouissent de bonnes propriétés. Dans le numéro 5.6, nous 
montrons qu'elles sont satisfaites lorsque l 'anneau de Banach considéré est un anneau 
d'entiers de corps de nombres. 
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Signalons, pour finir, que nous sommes convaincu que les techniques introduites 
ici permettent de ramener l'étude des courbes analytiques au-dessus d'un anneau 
d'entiers de corps de nombres à celle de la droite, au moins lorsque les courbes en 
question proviennent de courbes algébriques. 

5.1. Morphismes topologiques finis 

Avant d'étudier les morphismes d'un point de vue algébrique, nous les considérons 
d'un point de vue topologique. Nous obtenons déjà ainsi plusieurs résultats dignes 
d'intérêt. Nous les énonçons sans démonstration et renvoyons le lecteur intéressé à [14], 
I, §1. Indiquons néanmoins que ces preuves que nous omettons sont toutes courtes et 
simples (la dernière est peut-être un peu plus difficile : elle utilise l'existence d'une 
résolution flasque et le fait que l'image d'un faisceau flasque par une application 
continue reste flasque). 

Dans toute cette section, nous fixons deux espaces topologiques séparés X et Y et 
une application <p : X —>Y. 

Définition 5.1.1. — On dit que Vapplication <p : X —> Y est un morphisme topologique 
fini si elle est continue, fermée et à fibres finies. 

La propriété suivante des applications fermées est immédiate. Elle nous sera utile 
à de nombreuses reprises. 

Lemme 5.1.2. — Supposons que l'application cp est fermée. Alors, pour toute partie V 
de Y, l'ensemble 

W voisinage de V dans Y} 

est un système fondamental de voisinages de <p~x(V) dans X. 

Corollaire 5.1.3. — Soit V une partie de Y. Notons 

<pv:<p-i(V)^V 

le morphisme déduit de <p par restriction et corestriction. Soit & un faisceau sur X. 
Si l'application <p est fermée, alors le morphisme naturel 

(<P*<^)v -» (</v)*^V-i(v) 

est un isomorphisme. 

Venons-en, maintenant, aux propriétés des morphismes topologiques finis. 

Théorème 5.1.4. — Supposons que l'application (p est un morphisme topologique fini. 
Soient y un point de Y etx\,..., xr, avec r G N*, ses antécédents par le morphisme (p. 
Soit S? un faisceau en prouves abéliens sur X. Alors le morphisme naturel 

GHGJK 
r 

i=l 

FGDFG 

est un isomorphisme. 
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En outre, si y est un faisceau de ûx -modules, alors le morphisme précédent est 

un isomorphisme de ûy^-modules. 

Théorème 5A.5. — Supposons que Vapplication (p est un morphisme topologique fini. 

Soit y —> 5? —> y une suite exacte de faisceaux en groupes abéliens sur X. Alors 

la suite des images directes 

U = {y£, yeW,a<e<JKHKFFF 

est encore exacte. 

Théorème 5.1.6. — Supposons que l'application ip est un morphisme topologique fini. 

Soit S? un faisceau en groupes abéliens sur X. Alors, quel que soit q EN, il existe un 

isomorphisme de groupes naturel 

Hq(X,y)~Hq{Y,ip*y)JJ. 

5.2. Théorème de division de Weierstrafi global 

Soit («g ,̂ ||.||) un anneau de Banach uniforme. Nous noterons B = M(srf). Soient b 

un point de B, [ / u n voisinage compact de b dans B et R un nombre réel strictement 
positif. Le théorème de Weierstratë classique permet, sous certaines conditions, de 
diviser une série à coefficients dans âS{U) de rayon de convergence supérieur à R 

par une autre. Pour pouvoir effectuer cette division, il est cependant nécessaire, en 
général, d'autoriser le voisinage U de b et de le rayon de convergence R à diminuer. 
Dans le théorème qui suit, nous montrons que si le diviseur est un polynôme unitaire 
et que le nombre réel R est assez grand, ces restrictions sont inutiles. 

Théorème 5.2.1 (Théorème de division de Weierstrafi global). — Soient p G N et G G 
&/[T] un polynôme unitaire de degré p. Alors il existe un nombre réel v > 0 vérifiant la 
propriété suivante : pour toute partie compacte U de B, tout nombre réel w > v et tout 
élément F de âS{U){\T\ < w), il existe un unique couple (Q,R) G (38(U)(\T\ < w))2 
tel que 

i) R soit un polynôme de degré strictement inférieur à p ; 

ii) F = QG + R. 

En outre, il existe une constante C G R!j_; indépendante de U, w et F, telle que Vot 
ait les inégalités 

IIQIk» C\\F\\UTW 

\\R\\u,w c i l ^ l k * . 

Démonstration. — Notons 

G = Tp 
p-i 

k=0 
]gkTk 
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où, quel que soit k G [0,p — 1], gk G srf. Soit U une partie compacte de B. Soit u > 0. 
Tout élément (p de âS(U){\T\ < u) peut s'écrire de façon unique sous la forme 

ip = a(<p)Tr + l3(ip), 

où a(<p) désigne un élément de 3S{U){\T\ < u) et /?(<p) un élément de Së(U)[T] de 
degré strictement inférieur à p. Remarquons, dès à présent, que, quel que soit ip G 
@(U)(\T\ < u), nous avons 

|MKU = \Нч>)\\и,иир + ||/%)||^. 

Considérons, à présent, l 'endomorphisme 

Au,и : 
W X i r i < u) Щи){\Т\<и) 

GVFH U = {y£, yeW,a<e< 

Remarquons que, quel que soit <p G 3ê{U){\T\ < u), nous avons 

\\Av,u(<p) ~ V\\ U,u \\а(ч>) (G-TP)\\u,u 

< \\аШи,и\\0-Т>\\и,и 
< u-r\\<p\\U!U\\G-Tr\\U!U 

U = {y£, yeW,a<e< 
'p-i 

HG 

hkïïuu* 

HFGH 

,k=0 
\Ы\ви*-р IMKU 

Il existe v > 0 tel que 
p-i 
k=0 

Швук-р 
1 
2* 

Soit w > v. On dispose alors de l'inégalité 

\\Au,w — I\\u,w 
1 

2 

Par conséquent, l 'endomorphisme Au,w — I + (Au,w ~ -0 es* inversible. 
Soit F G â$(U)(\T\ <w).TL existe un unique couple (Q, P ) , avec Q G ^ (E7) ( |T | < 

et R G &(U)[T\ de degré strictement inférieur à tel que 

F = QG + R. 

Avec les notations précédentes, nous avons Q = a(Au (F)) et R = fi(AUiW(F)). 

Puisque Ĥ Lf/,™ — ^||c/,iy < 1/2, nous avons 

U = {y£, yeW 
+oo 

г=0 
2_г = 2. 

On en déduit que 

IIQIk™ < ïv-r \\F\\u,w 
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et que 

\\R\\u,w<2\\F\\u, • 
Soit G(T) un polynôme unitaire à coefficients dans s/. Notons p G N son 

degré. Fixons un nombre réel w > 0. Soit U une partie compacte de B. Mu
nissons l'algèbre quotient â£(U)[T]/(G(T)) de la semi-norme résiduelle ||.||t/,w,rés 
induite par la norme sur â$(U)[T]/(G(T)). Par définition, quel que soit F 

dans âS(U)[T\/(G(T)), nous avons 

||^||*7,u;,rés = inf 
llt€N 

HGUHKHK 

HJHG GFH 
aiTi = F mod G 

Notons VQ > 0 le nombre réel dont l'existence nous est assurée par le théorème précé
dent. Nous noterons CQ la constante associée. 

Lemme 5.2.2. — Pour tout nombre réel w >VQ et toute partie compacte U de B, les 
propriétés suivantes sont satisfaites : 

i) la semi-norme ||.||t/,™,rés définie sur le quotient âS(U)[T]/(G(T)) est une 
norme ; 

ii) l'anneau &(U)[T]/(G(T)) est complet pour la norme ||.||c/,™,rés-

Démonstration. — Soient w > v$ et U une partie compacte de B. Le théorème 5.2.1 
assure que le morphisme naturel 

&{U)[T\/{G(T)) - &(U)(\T\ < w)/(G(T)) 

est un isomorphisme. Pour montrer que la semi-norme ||.||t/,™,rés est une norme sur le 
quotient â8(U)(\T\ < w)/(G(T)), il suffit de montrer que l'idéal (G) est fermé dans 
l 'anneau &(U){\T\ < w) pour la norme ||-1|C7,XLF- Soit (Hn)n>0 une suite d'éléments 
de âê(U){\T\ < w) tel que la suite (Fn = GHn)n>o converge vers un élément F 
de âS(U)(\T\ < w). D'après le théorème 5.2.1, quels que soient n, m > 0, nous avons 

\\Fn — FmWu^ < GQ \\Hn — HmWu^w 

En particulier, la suite (i/n)n>o est de Cauchy dans 3$(U)(\T\ < w). Cet espace étant 
complet, elle converge vers un élément H. Nous avons alors 

F = GH e (G), 

ce qui montre que l'idéal (G) est fermé. 

Soit U une partie compacte de B. Puisque le polynôme G est unitaire et de degré p, 
l 'application 

U = {y£, yeW,a 
a(u)[T\/(G(T)) 

n : 
(ao, . •. ,ap-i) 

p-i 

i=0 
(HT 
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est bijective. Nous noterons encore \\.\\u la norme définie sur 3§(U)d en prenant le 
maximum des normes des coefficients. Nous pouvons alors définir une norme || - ||t^,aiv 
sur a(U)[T\/(G(T)) par la formule 

I M k d i v H I » - 1 » . 

Lemme 5.2.3. — Pour tout nombre réel w > vo et toute partie compacte U de B, 
les normes \\.\\u,div et \\.\\u,w,rés définies sur &(U)[T]/(G(T)) sont équivalentes. En 
particulier, quels que soient wi,W2 > vo, les normes H-Hc/̂ ^rés et \\.\\u,w2,rés définies 
sur &(U)[T]/(G(T)) sont équivalentes. 

Démonstration. — Soient w > vo et U une partie compacte de B. Soit F un 
élément de SB{U)[T\/(G(T)). Notons ( /0, . . . , /p_ i ) = n^tf) et F0 = YAZI UT1 
dans âS(U)[T\. L'image de F0 dans âS(U)[T]/(G(T)) n'est autre que F. Nous avons 
donc 

11*11U,w,rés@(W)(\T\<(s',u)) 

/d-1 

i=0 

FH ll^ll^div 

Soit e > 0. Il existe un élément Fx de âê{U)[T] d'image F dans âS(U)[T]/(G(T)) tel 
que l'on ait 

\\Fi\\u,w < \\F\\u,w,Tés + e. 

Observons que le reste de la division euclidienne de F\ par G est égal à Fo. D'après 
le théorème de division de Weierstrafi 5.2.1, nous avons donc 

IIFolku, < C0 llFilk™ < C0 (\\F\\nw,rés + e). 

On en déduit que 

l l*ïkdiv max ( 
l<2<p-l 

U = {y£, yeW, max ( 
' i<î<p-i 

(r-%)Cn(\\F\\ + e). 

On obtient le résultat souhaité en faisant tendre e vers 0. 

Il existe des éléments go,..., gv-\ de tels que l'on aii 

G = TP 
p-i 

k—Cl 
gkTk dans #/[T]. 

Posons 

Vi max i 
l<k<d 

(BK\\1/{D-K)). 

Soit b un point de B. Nous noterons G(b)[T] l 'image du polynôme G(T) dans l'an
neau J4?(b)[T]. Rappelons que, d 'après la proposition 3.1.2.1 de [5] l 'ensemble des 
points de la droite A ^ 1 ^ en lesquels le polynôme G(b)[T] s 'annule est contenu dans 
le disque fermé de centre 0 et de rayon v\. 

Posons v = max(t;o, ^i). Soit w > v. D'après le lemme 5.2.2, la semi-norme 
Il-liserés définie sur le quotient £}w = £ / [T] / (G(T) ) est une norme qui rend cet 
anneau complet. Sa définition nous assure que le morphisme naturel 

U = {y£, yeW,a 
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est borné. Notons 

(fw Cw —> B 

le morphisme induit entre les spectres analytiques. Remarquons que le morphisme 

surjectif £?[T] —» Bw induit un plongement 

U = {y£, yeW,a 

Nous identifierons dorénavant Cw à son image par ce plongement. Elle est contenue 

dans le lieu d'annulation du polynôme G sur la droite A^an. Puisque w > v\, nous 

avons même égalité : 

Cw = \xeA]fn G(x) = 0) 

Soit U une partie compacte de B. Nous noterons J2u,w l 'anneau de Ba

nach &(U)[T]/(G(T)) muni de la norme ||.||c/,Wjrés- Le morphisme naturel 

U = {y£, yeW 

est borné et l'image de l 'anneau total des fractions de J2W est dense dans <&u,w Le 

morphisme 

U = {y£, yeW,a 

induit entre les spectres analytiques est donc injectif et nous identifierons dorénavant 

l'espace M(J2u,w) à son image dans Cw. 

Lemme 5.2.4. — Soit w > v. Soit U une partie compacte et spectralement convexe 

de B. Alors 

U = {y£, yeW,a<e<U = {y£, yeW _ * l,an 
xe 

TT(X) G [/, G(x) = 0 

où 7T désigne la projection naturelle de A^an sur B. 

Démonstration. — L'inclusion M(£?u,w) 3 es^ évidente. Réciproquement, la 
part ie compacte U est supposée spectralement convexe. Par définition, cela signifie 
que M(3ë(U)) = U. On en déduit que M(J2u,w) est contenu dans 7T_1(Î7). En outre, en 
tout point x de M(J2u,w), nous avons G(x) = 0. On en déduit le résultat a t tendu. • 

Nous allons, à présent, démontrer un résultat permet tant d'assurer que les normes 

de la forme ||.||t/,tu,rés sont uniformes. À cet effet, nous introduisons une condition 

technique. Si P et Q sont deux polynômes à coefficients dans un anneau A, nous 

notons Rés(P, Q) e A le résultant des polynômes P et Q. 

Définition 5.2.5. — Soit U une partie compacte de B. On dit que U vérifie la condi

tion (RG) si elle est spectralement convexe et s'il existe un sous-ensemble Vu de U 

vérifiant les propriétés suivantes : 

i) tout élément de âë(U) atteint son maximum sur Tu ; 

ii) la fonction Rés(G,Gf) est bornée inférieurement sur Tu par un nombre 

réel mu > 0. 

En pratique, nous utiliserons cette définition dans les deux cas suivants : 
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1. la fonction Rés(G, G') ne s'annule pas sur U ; 

2. l'ensemble Tu peut être choisi fini et hors du lieu d 'annulation de Rés(G, G'). 

Lemme 5.2.6. — Soient (fc, |.|) un corps value complet. Choisissons une clôture algé
brique k de k et notons encore |.| l'unique valeur absolue sur k qui prolonge celle 
définie sur k. Soit d G N un entier, g un polynôme à coefficients dans k, de degré d, 
unitaire et séparable. Notons ai,..., les racines de g dans k. Soit un nombre réel r 
vérifiant 

r > max.( |a i | ) 
l<i<d 

Posons 

D = 
d(2r)d2~d 

\Rés(g,g')\' 

Alors, quel que soit f = YLI=o aiTl dans k[T], nous avons 

d-l 

1=0 

№ * < £ > max(|/(aO|). 
\<i<d 

Démonstration. — Puisque le polynôme g est séparable, les éléments ai, avec i G [1, d ] , 
sont deux à deux distincts. D'après la formule d'interpolation de Lagrange, dans 
l 'anneau k[T], nous avons donc 

f(T) 
d 

3 = 1 

HGHG 
FGH 

T -OLI 

OLJ — OLI 

1 

n i = i n w ( " i - " 0 

d 

3 = 1 

GTG 
GFGHYGJ 

(ak - ai 

DG 
[T-cti). 

On en déduit le résultat annoncé. 

Proposition 5.2.7. — Pour tout nombre réel w > v et toute partie compacte U de B 

qui vérifie la condition (RG), la semi-norme \\.\\u,w,rés est une norme uniforme 

sur^(U)[T]/(G(T)). 

Démonstration. — Soit w > v. Soit U une partie compacte de B qui vérifie la condi

tion (RG)- Nous reprenons les notations de la définition 5.2.5. Le lemme 5.2.2 nous 

assure que la semi-norme ||.||[/,™,rés est une norme sur &(U)[T]/(G(T)). Notons ||-||oo 

la norme spectrale associée. Le lemme 5.2.4 nous fournit une description explicite de 

cette norme en termes de norme uniforme sur une partie de la droite A^an. Pour 

montrer que les deux normes sont équivalentes, il suffit de montrer qu'il existe une 

constante D G R telle que, pour tout élément F de &(U)[T]/(G(T)), nous avons 

\\F\\UìWìréS<D\\F\\ 
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Soit F un élément de &(U)[T]/(G(T)). Puisque le polynôme G est unitaire et de 
degré p, l 'élément F possède un unique représentant dans &(U)[T] de la forme 

Fo(T) = 
p-i 

k=0 

FHYGJHK 

avec a o , . . . , ap_i G âS(U). 

Soit b un point de I V . Le résultant des polynômes G(b)(T) et G'(b)(T) n'est autre 
que l'image Rés(G, Gf)(b) de Rés(G, G') dans J4?(b). Il suffit, pour s'en convaincre, 
d'utiliser la définition du résultant comme déterminant de la matrice de Sylvester. Par 
hypothèse, l'élément Rés(G, Gf)(b) de n'est pas nul et le polynôme G(b)(T) est 
donc séparable. Notons a i , . . . ses racines dans une clôture algébrique de Jt?(b). 

Lorsque l'on immerge naturellement la fibre <£_1(&) dans la droite analytique A ^ ^ , 
l 'image est exactement composée des points rigides qui correspondent aux classes de 
conjugaison sous l'action du groupe de Galois des racines a i , . . . , o^. En particulier, 
nous avons 

max (I 

l<k<d 
\Fo(aj)\) = max ( \F(x)\) < \\F\U 

Remarquons, à présent, que, d'après [5], proposition 3.1.2.1 , nous avons 

max ( 

l<k<p 
û!fc|) < Vi < W. 

D'après le lemme 5.2.6, nous avons donc 

p-i 

k=0 

.\ak(b)\wk 
p(2w)p2-p 

|Rés(G(6),G(6) ') | 
n\\F\\oo 

p(2w)p2-p 

mu 
\\F\U 

Pour tout indice j G [ l , p — 1], choisissons un point bj de Tu tel que 

\aj(Pj)\ max(|a9-(6)|). 
beU M J v /1/ 

Nous avons alors 

||-Fl|l/,ti;,rés 11-̂ 0 II t/,iy 
p-1 

k=0 

\ak\\uwk 

p—ïp—i 

j=0 k=0 

\ak(bi)\wk 

p2(2w)P -P 

mu 
\\F\\oo 

On en déduit que la norme ||.||u,w,rés est uniforme 
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5.3. Un exemple 

Gardons les notations de la section précédente. Fixons un nombre réel w > v. 

Nous le conserverons tout au long de cette section et nous autoriserons donc à sup
primer la lettre w placée en indice, lorsque cela ne prête pas à confusion. Nous nous 
intéresserons, ici, au morphisme 

<p:C ->B 

induit par le morphisme 

si stf[T]/(G(T)) = & 

et, plus particulièrement, au faisceau (p*ûc- Nous montrerons que, sous certaines 
hypothèses, c'est un faisceau de ^ - modules libre, comme dans le cadre classique. 

Commençons par montrer que le morphisme <p est un morphisme topologique fini, 
au sens de la définition 5.1.1. 

Lemme 5.3.1. — Le morphisme (p est un morphisme topologique fini. 

Démonstration. — Le fait que le morphisme cp soit continu est immédiat . Puisque 
T espace C est compact, on en déduit aussitôt que le morphisme (p est également 
fermé. 

Pour finir, montrons que les fibres du morphisme (p sont finies. Soit b un point 

de B. La fibre <p~l(b) est constituée de l'ensemble des éléments du disque de centre 0 

et de rayon w de la droite A e n lesquels le polynôme G(b) s 'annule. Puisque ce 

polynôme est unitaire, il n'est pas nul et l'ensemble <p~l(b) est fini. • 

Soit b un point de B. Notons c i , . . . , cr, avec r G N*, ses antécédents par le mor
phisme (p. Nous supposerons qu'il existe un sytème fondamental & de voisinages de b 
dans B formé de parties compactes qui vérifient la condition (RG)-

Soient U un élément de âê. Nous allons construire un morphisme 

ibn:&(U)\T\/(G(T)) U = {y£, yeW,a 

Rappelons que l 'anneau âS((p 1(U)) est un sous-anneau de l 'anneau ^((p 1(U)) des 

fonctions 

f:<p-\U)^ 

bn:&(U)\T\/( 

W(x) 

qui vérifient f(x) G Jf(x), quel que soit x e (p 1(U). D'après le lemme 5.2.4, nous 

avons 

MmU)[T]/(G(T))) = <p-\U). 

Cette remarque nous permet de construire un morphisme 

bn:&(U)\T\/( 
âê{U)[T]/{G{T)) bn:&(U)\T\/( 

F (x e y-l{U) i-+ F(x) G Jt?(x)). 

Lemme5.3.2. — L'image du morphisme tpuiC est contenue dans &(tp 1(U)). 
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Démonstration. — Soit F un élément de &(U)[T]/(G(T)). D'après le théorème 5.2.1, 

il existe un élément 

Fo 

HGH 

fc=0 
fiTk e@{U)[T] 

vérifiant les conditions suivantes : 

i) F = F0 dans âê(U)[T]/{G(T)) ; 

ii) | | F 0 | | L / > < C \\F\\ 

Soit k G [0,p— 1]. Par définition de âë(U), il existe une suite (pfc,n)n>o d'éléments 
de si et une suite (qk,n)n>o d'éléments de si ne s'annulant pas sur U telles que la 
suite (p/fc,n/<Zfc,n)n>o converge vers fk dans 3&(U) pour la norme \\.\\u-

Pour n G N , posons 

Pn = 
1 

0<k<p-l 
FDG 

p-1 

Vk,n I 
Kl^k 

Ql,n Tk eJf(U)[T}. 

Son image modulo G(T) définit un élément de Jf(cp 1 (£/))> Que nous noterons Qn. 
Quel que soit n G N et quel que soit x G <£-1(ï7), nous avons 

\Q„(x)-FJ \Pjx)-Fn(x)\ 
P-1 

k=0 

Pk,n(x) 

Qk,n{X) 
fk(x) \Tk(x)\ 

p-1 

k=0 1 

Pk,n 

I Qk,n 
fk 

GHF 
bn:&(U)\T\/( 

On en déduit que la suite (Qn)n>o d'éléments de J^((p 1(U)) converge vers l'élé
ment ^u,C{F) pour la norme ||-||<^-i(c/). Par conséquent, l'élément ÏJJU,C(F) appart ient 
àâë(<p~\U)). ' • 

Notons 

ih : &{U)[T\/{G{T)) - 3B{fp-x(U)) 

le morphisme déduit de ^u,c par corestriction. 

Proposition 5.3.3. — Le morphisme tpu est un isomorphisme. 

Démonstration. — D'après la proposition 5.2.7, la norme ||.||c/,u;,rés définie sur 
&(U)[T]/(G(T)) est équivalente à sa norme spectrale et, d 'après le lemme 5.2.4, 
cette norme spectrale n'est autre que la norme uniforme sur <£_1([7). Le caractère 
injectif du morphisme s'en déduit aussitôt. 

Soit F un élément de ^(<^_1 ([ / ) ) . Par définition, il existe une suite (Pn)n>o d'élé
ments de i ? et une suite (Qn)n>o d'éléments de £} ne s 'annulant pas sur </?_1(£/) telles 
que la suite (Pn/Qn)n>o converge vers F pour ||.||t/,^,rés- Soit n G N . Notons P\j,n 

et Qu,n les images respectives de Pn et Qn dans Par hypothèse, l'élément Qu,n ne 
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s'annule pas sur = M(l2>u). D'après le corollaire 1.2.4 de [2], il est donc inver

sible dans La suite (Pu^nQ^rJn^o de £?u est de Cauchy dans JSJJ- Elle converge 
donc vers un élément de &u dont l'image par le morphisme ipu est l'élément F dont 
nous sommes partis . • 

Nous disposons donc, à présent, d 'un isomorphisme 

*l>b lim MU)\T]/(G(T)) lim S8{fp-\U)) - lim , bn:&(U)\T 

où désigne l'ensemble des voisinages du point b dans B. En effet, la première flèche 

est un isomorphisme en vertu de la proposition qui précède et la seconde grâce au fait 

que l'ensemble S% est, par hypothèse, cofinal dans . 

Pour tout élément U de la partie (p~1(U) est un voisinage de la fibre (f_1(b) 

dans C. Nous disposons donc d 'un morphisme de restriction 

Xb lim ®{y-\U))-
r 

2=1 
HJJYYF 

Lemme 5.3.4. — Le morphisme Xb est injectif. 

Démonstration. — Ce résultat découle directement du lemme 5.1.2. • 

Intéressons-nous, à présent, à la surjectivité du morphisme Xb- Pour cela, il nous 
faut introduire une nouvelle condition. Rappelons que, pour tout point b de B, nous 
notons tî(b) = @B,b/vbb le corps résiduel du point b et que le corps J4?(b) est son 
complété pour la valeur absolue associée à b. 

Définition 5.3.5. — On dit qu'un point b de B satisfait la condition (IG) si tout facteur 

irréductible dans K,(b)[T] du polynôme G(T) reste irréductible dans J^(b)[T]. 

Nous supposerons désormais que le point b satisfait la condition (IG)- Remarquons 

que tel est toujours le cas si le polynôme G(b)(T) est irréductible (ou, de manière 

équivalente, si r = 1). Dans l 'anneau J4?(b)[T], écrivons l'image du polynôme G(T) 

sous la forme 

G(b)(T) 

r 

2=1 

> ( T ) " ' , 

où r est un entier strictement positif, hi,...,hr sont des polynômes irréductibles et 

unitaires à coefficients dans J^(b) et n i , . . . , n r des entiers strictement positifs. Les 

points c i , . . . ,cr de C sont donc les points de la droite A^1^ définis par l 'annula

tion des polynômes hi,..., hr. Quit te à changer l'ordre des polynômes, nous pouvons 

supposer que, quel que soit i € [ l , r ] , le point est défini par l 'équation hi = 0. 

La condition (IG) assure que la décomposition en produits de facteurs irréducti

bles du polynôme G(T) dans n(b)\T] et dans Jf?(b)[T] est identique. On en déduit 

que, quel que soit i G [ l , r j , le polynôme hi est à coefficients dans K,(b). D'après 

la proposition 2.5.1, l 'anneau local &B,b est hensélien. Par conséquent, il existe des 
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polynômes Hi,...,Hr unitaires à coefficients dans ûs,b qui vérifient les propriétés 

suivantes : 
r 

1. G = Y[Hi dans ûB,b[T]; 
1=1 

2. quel que soit i G [ l , r ] , nous avons Hi(b) = h"* dans J$?(b)[T]. 

Lemme 5.3.6. — Il existe un voisinage W\ de c\ dans C, ..., un voisinage Wr de cr 

dans C tels que, quel que soit j G et quel que soit e > 0, il existe une fonc

tion Fj}£ G J^(W), avec 

W= ( J Wi 
l<i<r 

vérifiant les propriétés suivantes : 

i) \\Fjt£ - l\\Wj < E ; 

ii) quel que soit i ^ j , \\Fjte\\wi < £-

Démonstration. — Il suffit de démontrer le résultat indépendamment pour chacun 
des indices j G |[1, r j . Le résultat a t tendu s'en déduit en considérant, pour chaque 
indice i G l'intersection des ouverts Wi construits et en restreignant les fonc

tions Fj^£. 

Soit j G [1, r ] . Il existe un voisinage V de b dans B tel que les fonctions i J i , . . . , Hr 

appartiennent à â§(V)[T]. Choisissons des voisinages compacts W\ de ci , . . . , Wr de cr 

dans deux à deux disjoints. Quit te à restreindre ces voisinages, nous pouvons 

supposer que, quel que soit k G [ l , r ] , la fonction Hk ne s'annule pas sur la partie 
compacte Wî, pour i ^ k. Il existe alors deux nombres réels m, M > 0 tels que, quel 
que soit k G [1, r ] et quel que soit i ^ k, nous ayons 

m < mm(\Hk(x)\) < \\Hk\\Wi < M. 
XEWI 

Remarquons que nous pouvons restreindre les voisinages Wî, avec i G [ l , r ] , sans 
changer les valeurs des constantes m et M. En particulier, nous pouvons supposer 
que nous avons 

bn:&(U)\T\ 1 

2 

r-l 
M 

et, quel que soit i ^ j , 

\\Hi\\wt 
1 

^ 9 
GDFGHJ 

Par densité de JfrÇW) dans âS{W) D &(V)[T], nous pouvons supposer qu'il existe 

des éléments Ki,..., Kr de J(f(W) qui vérifient les mêmes inégalités que i ï i , . . . , Hr. 

Soit AT G N*. Montrons que la fonction Djy = + n»# j ^ ne s 'annme pas 

sur W. Sur Wj, tout d 'abord, nous avons 

min 
XEWJ ' 

bn:&(U)\T 

\K?(x)\ 

JFF 

min \Ki(x)\N) HJHLLKH 
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et 

\ \ K » \ \ W j < 2 - N m N ( r - 1 l J K H N B 

On en déduit que 

min (|r>jv(a;)|) > (1 - 2-Ar)mjV(r-1) 
mN(r-l) 

2 

Soit i ^ j . Nous avons 

min{\Kf{x)\)>mN 
et 

BHFGH 

GFHJ 

HG 

Wi 

< 2~NmNMN^MN^ < 2~NmN. 

On en déduit que 

mm(\DN(x)\) > (1 - 2-N)mN > 
mN 

2 
En particulier, l'élément DN de J(f(W) est inversible. 

Considérons l'élément FN = D^1 Yli^j de J(f(W). Il vérifie 

\\FN - l\\Wj = WD-1 Kf\\Wj < 2m~N^ 2-NmN^ < 2l~N 

et, quel que soit i ^ j , 

\\FN\\Wi < 2m-N2-NmNMN^MN^ < 21"iV. 

Quel que soit e > 0, quit te à choisir un nombre entier N assez grand, l'élément FN 
vérifie les propriétés demandées. • 

Lemme 5.5.7. — Le morphisme Xb est surjectif. 

Démonstration. — Il suffit de montrer que, quel que soit i G [ l , r ] et quel que soit / 
dans ^c,ci5 il existe un élément F de l i m ^ ^ ^(<£-1(C/)) dont l 'image dans ûc,a est 
égale à / et l 'image dans @C,CJ, pour tout j ^ i, est nulle. 

Soient i G [1, r ] et / G ^cv*- H existe un voisinage de dans C sur lequel la 
fonction / est définie. Quit te à restreindre ce voisinage, nous pouvons supposer qu'il 
existe une suite (pn)n>o d'éléments de <=2 et une suite (qn)n>o d'éléments de i ? qui ne 
s 'annulent pas sur Vi tels que la suite (pn/Qn)n>o converge vers / pour la norme ||.||vi-

Nous reprenons, à présent, les notations du lemme précédent. Qui t te à restreindre 
le voisinage Vi, nous pouvons supposer qu'il est compact et contenu dans Wi. Nous 
noterons 

V = ViU 

JKJ 

DDF 

Soit n G N . Il existe un nombre réel m > 0 tel que, quel que soit x dans Vi, nous 
ayons |gn(^) | > m et un nombre réel M > m tel que | |pn||v < M et ||çn||\^ < M. 

Posons 

JOJO 
m 

2n(r + DM 

1 

r + 1 
et fin 

M 

1 

M ( r + l V 
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Considérons l'élément de Jtf(V) défini par 

Qn — Fi,/j,nQn H-

YUYU 

GGJIK 

Montrons qu'il ne s'annule pas sur W. Quel que soit x G V*, nous avons 

\Qn(x)\ > \Fitlin(x)qn(x)\-

JYJYHIK 
I^ ,AB(* ) |>1-

r 
r + 1 

1 

r + 1 

Soit j 7̂  i. Quel que soit x eWj, nous avons 

|Q»(*)| > l^,A„(a:)| - I^M» ( * ) « » ( * ) ! -
GJKKJKL 

l*M»(*)l > 
1 

r + 1 

On en déduit que <2n est inversible dans J(f(V). Considérons, à présent, l'élément 

de Jff(V) défini par 

Rn — Fi^nPnQn1 • 

Quel que soit j ^ z, nous avons 

||-Rn||wj < 
m 

: 2"M2(r + l ) 
ftf(r-hl) 

m 

2nM 

1 

2n ' 

Au-dessus de V*, nous avons 

# n 
Pn 

tfn 

Pn 

QnQn 
FiiflnQn Qn) 

Vu 

QnQn 
GFH 

YIOJKH 

On en déduit que 

HH Pn 

Qn H vi 

M ( r + 1) 

m 

(r — l ) m 

2n(r + 1)M ' 

r - 1 

2n 

On déduit de ces inégalités que la suite (Rn)n>o converge pour la norme ||.||v- vers 
la fonction qui coïncide avec / sur V* et qui est nulle sur Wj, quel que soit j ^ i. • 

Venons-en, maintenant, à la description de l 'anneau local (<p*ûc)b- H nous suffit 
pour cela de regrouper les résultats obtenus précédemment. 

Théorème 5.3.8. — Soit b un point de B. Supposons que le point b vérifie la condi

tion (IQ) et possède un système fondamental de voisinages compacts qui satisfont la 

condition (RG)- Alors le morphisme 

ab : 

DGHGHJ JHHK 

(ao, • • • , a p - i ) 

p 

2=0 

FGHIK 

est un isomorphisme de UB,b-modules. 
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Démonstration. — Notons 

Pb • 

bn:&(U)\T\/( ûB,b[T)/{G{T) 

a 0 , . . . , ap_ i ) 
p 

i=0 

(LiT1. 

C'est un isomorphisme, car le polynôme G(T) est unitaire et de degré p. 

Notons 7^ le morphisme naturel 

76 : ûBtb[T\liG{T)) - lim i %{U)[T]/{G{T)). 

Il est bien défini car 3% est, par hypothèse, un système fondamental de voisinages du 
point b dans B et c'est également un isomorphisme. 

Notons St, le morphisme induit par la restriction 

FGHF 
r 

2=1 

HJHYbn:&(U)\T\ 

D'après le théorème 5.1.4, c'est encore un isomorphisme. 
Avec les notations précédentes, le morphisme at, se décompose de la façon suivante : 

Oib = h oXb °i>b °76 °Pb-

Nous avons démontré plus haut que les morphismes \b et ipb sont des isomorphismes. 
On en déduit le résultat a t tendu. • 

Nous tirons immédiatement les conséquences de ce résultat en termes globaux. 

Corollaire 5.3.9. — Supposons que tout point de B vérifie la condition (IG) et possède 
un système fondamental de voisinages compacts qui satisfont la condition (RG)- Alors, 
le morphisme 

a ; 

FGHF HHKJRGFJ 

(ao, . • •, ap-i) 
p 

2 = 0 

CLiT 

est un isomorphisme de &B-modules. En particulier, pour toute partie V de B, le 

morphisme naturel 

ÛB(V)[T}/(G(T)) - ÛC{}P-\V)) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. — La première partie du résultat découle immédiatement du théo

rème précédent. On en déduit que, pour toute partie V de £?, le morphisme naturel 

ÛB(V)\T]/(G(T)) - (<p*0c)(V) 

est un isomorphisme. Il nous reste à remarquer que le morphisme naturel 

(ip^cKV)-- lim < 
UDV 

U ouvert 

bn:&(U)\T\ lim l 
WD«p~1(V) 
W ouvert 

9C(W) = Ûc{<p-\V)) 
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est un isomorphisme. En effet, d'après le lemme 5.3.1, le morphisme (p est un mor
phisme topologique fini. Il suffit alors d'appliquer le corollaire 5.1.3. • 

Corollaire 5.3.10. — Supposons que tout point de B vérifie la condition (IG) et pos
sède un système fondamental de voisinages compacts qui satisfont la condition (RG)-
Supposons que le faisceau ÛB est cohérent. Pour toute partie V de B , nous noterons 

<Pv-<p-\V)^V 

le morphisme déduit de (p par restriction et corestriction. Alors, pour toute partie V 
de B et tout faisceau cohérent & sur (p~L(V), le faisceau ((fv)*<^ est cohérent. 

Démonstration. — D'après le corollaire 5.3.9, le faisceau (p*ûc est isomorphe au fais
ceau ÔVB. C'est donc un faisceau cohérent. Soient V une partie de B et & un fais
ceau cohérent sur (p~L(V). Soit b un point de V. Notons c i , . . . , c r , avec r G N , 
ses antécédents par le morphisme cp. Ils sont en nombre fini, d'après le lemme 5.3.1. 
Soit i G [1, r ] . Il existe un voisinage Ui du point Ci dans des entiers pi et qi 

et une suite exacte 

bn:&(U)\T\/(bn:&(U)\T\/F( 
Nous pouvons supposer que les entiers pi, avec i G [ l , r ] , sont égaux à un même 
entier p, que les entiers qi, avec i G [ l , r ] sont égaux à même entier q et que les 
voisinages Ui, avec i G [ l , r ] , sont deux à deux disjoints. Notons U leur réunion. 
D'après le lemme 5.1.2, quit te à restreindre encore les voisinages Ui, nous pouvons 
supposer que la partie U est de la forme <p~x(W), où W est un voisinage du point b 
dans V. Nous pouvons regrouper les suites précédentes en une suite exacte 

bn:&(U)\T\/(bn:&(U)\T\/(F 

D'après le théorème 5.1.5, la suite 

bn:&(U)\T\/(bn:&(U)\T\/(bn:&(U)\T\/(bn:&(U)\TV 

est encore exacte. D'après le corollaire 5.1.3, le faisceau ((fw)*&u est la restriction 
à W du faisceau (p*0c- C'est donc un faisceau cohérent. On en déduit que le fais
ceau (ipw)*^Ui °xui n'est autre que la restriction à VF du faisceau (ify)^^, d 'après le 
même corollaire, est cohérent. Par conséquent, le faisceau (<pv)*^ est cohérent. • 

5.4. Théorème de division de Weierstrafi en un point rigide 

Le théorème de division de WeierstraÊ 2.2.3 que nous avons démontré généralise le 
théorème classique sur C et permet de décrire l 'anneau local au voisinage du point 0 
d'une fibre. En géométrie analytique complexe, il est toujours possible de se ramener à 
ce cas à l'aide d'une translation. Sur une base quelconque, en revanche, un tel artifice 
est impossible. Nous allons cependant montrer ici que l 'étude des morphismes finis 
que nous avons entreprise permet d'obtenir un théorème de division de Weierstra£ 
pour les points rigides des fibres. 
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Soit (si, ||.||) un anneau de Banach uniforme. Nous notons B = M(si), X = A^AN 
(avec variable T) et n : X —• B le morphisme de projection. Soit s > 0. Considérons 

l'algèbre s/(\T\ < s) munie de la norme | | . | |s. Nous noterons s/s son complété pour 

la norme uniforme sur son spectre analytique. Le morphisme si\T\ —> s/s induit une 

application continue et injective 

M{^S) - A^AN 

dont l'image est le disque fermé D(s). Nous identifierons dorénavant le spectre ana

lytique M(sis) à ce disque. 

Définition 5.4.1. — Soient b un point de B et P(T) un polynôme à coefficients dans si 

unitaire dont l'image dans J4?(b)[T] est irréductible. On dit que le point b satisfait la 

condition (Sp) s'il existe un nombre réel s > 0 et un système fondamental %,P de 

voisinages compacts et spectralement convexes de b dans B tel que, quel que soient U G 

%,P être ]0, s] , la partie compacte Du(r) de M(s/S) vérifie la condition (RP(S)-T)-
On dit qu'un point b de B satisfait la condition (S) si, pour tout polynôme uni

taire P(T) à coefficients dans ûp,b dont l'image dans J4?(b)[T] est irréductible, il 

existe un voisinage compact et spectralement convexe V du point b dans B sur lequel 

le polynôme P(T) est défini et tel que le point b de M(&(V)) satisfasse la condi

tion (Sp). 

Remarque 5.4.2. — D'après la proposition 1.2.16, si U désigne une part ie compacte 

et spectralement convexe de B et r et s deux nombres réels vérifiant 0 < r < s, alors 

la part ie compacte Du(r) de M(sis) est spectralement convexe. 

Soient b un point de B et P(T) un polynôme à coefficients dans si unitaire et 
dont l 'image dans J4?(b)[T] est irréductible. Nous noterons y l 'unique point de la 
fibre 7r~1(b) défini par l 'équation P = 0. Nous allons décrire l 'anneau local de la 
droite analytique en ce point en nous ramenant à la situation décrite dans les sections 
qui précèdent. Pour cela, nous supposerons que le point b vérifie la condition (Sp). 

La condition (Sp) assure qu'il existe un nombre réel strictement positif s et un 

système fondamental %,,p de voisinages compacts et spectralement convexes de b 

dans B tel que, quel que soient U G %>,P et r G ]0,s], la part ie compacte Du(r) 

de M(s/S) vérifie la condition (RP(S)-T)- Soit U un élément de % , p . Considérons 

l'algèbre de Banach s/' = Sê(Du(s)) et munissons-la de sa norme uniforme ||. | | ' . 

Notons B' son spectre analytique. Considérons le nombre réel v > 0 dont l'existence 

est démontrée dans la section 5.2 pour l'algèbre si' et le polynôme P(S) — T de si'[S]. 

Choisissons un nombre réel v' > v. Notons x G B' le point de la fibre au-dessus 

de b défini par l 'équation T = 0. Nous avons un isomorphisme Jf(b) ^ J^(x). 

Par hypothèse, la partie B' vérifie la condition (RP(S)-T)- Par conséquent, d'après la 

proposition 5.2.7, la semi-norme Ĥ lĵ / vi r^s définie sur le quotient si'\S\j(P(S) T) est 

une norme uniforme. Notons C le spectre analytique de si'[S]/(P(S)—T) et (pf : C —> 

B' le morphisme naturel . Puisque le polynôme P(S) est irréductible dans J4?(x)[S], 
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la fibre (pf~1(x) ne comporte qu 'un seul point. C'est le point rigide de la fibre au-

dessus de b de l'espace affine de dimension 2 associé à l'idéal maximal T ) . Nous 

noterons z ce point. Remarquons que, par choix de v', la partie C est un voisinage 

du point z dans le fermé de Zariski de A2̂ 8,11 défini par l 'équation P(S) — T = 0. 

Puisque le polynôme (P(S) - T)(x) = P(S)(x) G Jf?(x)[S\ est irréductible, le 

point x de X = A^an (avec variable T) satisfait la condition (IP(S)-T)- D'après la 

proposition 2.4.3, l'ensemble des parties de la forme £>v(r), avec V G et r > 0, 

est un système fondamental de voisinages compacts du point x dans X. Quit te à 

ne considérer les parties précédentes que sous les conditions V C U et r < 1, nous 

obtenons un système fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes 

du point x dans B'. Par hypothèse, ces parties satisfont la condition (Rp(s)-r)- Nous 

pouvons donc appliquer le théorème 5.3.8. Il assure que le morphisme naturel 

0xAS\l(P{S) - T) ^ 0B.,x[S\/{P(S) - T) - ÛC;z 

est un isomorphisme. 

Considérons, à présent, l'algèbre âS(U){\S\ < v') munie de la norme ||.||L/>'- C'est 
une algèbre de Banach dont nous noterons B" le spectre analytique. Notons ||. | |" la 
norme uniforme sur B" et si11 l'algèbre de Banach obtenue en complétant l'algèbre 
âS{U){\S\ < vf) pour cette norme. Considérons le nombre réel v > 0 dont l'existence 
est démontrée dans la section 5.2 pour l'algèbre sé" et le polynôme T—P(S) de &/"[S]. 

Choisissons un nombre réel v" > max(v, 1). Remarquons que la condition (RT-P(S)) 
est trivialement vérifiée pour tout partie compacte et spectralement convexe de B" 

et, en particulier, pour la partie B" elle-même. D'après la proposition 5.2.7, la semi-
norme v„ rés définie sur le quotient &/"[T]/(T — P(S)) est une norme uniforme. 
Notons C" le spectre analytique de srf"[T]/(T- P(S)) et (p" : C" -> B" le morphisme 
naturel . Puisque le polynôme T — P(S) G sz/"[T] est de degré 1, la fibre </?//_1(Î/) ne 
comporte qu 'un seul point. C'est le point rigide de la fibre au-dessus de b de l'espace 
affine de dimension 2 associé à l'idéal maximal (P(S), T ) , comme précédemment. Nous 
noterons donc encore z ce point. 

Le point y de B" (avec variable S) satisfait évidemment la condition (IT-P(S))-
La remarque 5.4.2 montre que le point y de B" possède un système fondamental de 
voisinages compacts qui satisfont la condition (RT-P(S))- H suffit, par exemple, de 
considérer l'ensemble des voisinages compacts rationnels du point y. Nous pouvons 
donc appliquer le théorème 5.3.8. On en déduit que le morphisme naturel 

ûY,y —> @B",y —» &C",z 

est un isomorphisme. 

Pour finir, remarquons que les parties C" et C" se plongent naturellement dans 

l'espace affine de dimension 2 au-dessus de B. Par choix de v", une fois identifiés les 

espaces et leur plongement, nous avons l'inclusion C C C". On en déduit qu'en tout 

point c intérieur à C;, le morphisme de restriction 

bn:&(U)\T\/(bn:&(U) 
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est un isomorphisme. En effet, en un tel point, l 'anneau local est formé des fonctions 

qui sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans pôles à coefficients 

dans srf. En particulier, nous avons un isomorphisme 

&C",z ^ @C>,z-

Il ne nous reste plus, à présent, qu 'à combiner ces résultats pour obtenir une des

cription explicite de l 'anneau local 6y,y. 

Théorème 5A3. — Sous la condition (Sp), le morphisme naturel 

^X,X[S]/(P(S) - T) - ÔC>,Z ^ âY,y 

est un isomorphisme. 

Forts de cette description, nous pouvons, à présent, démontrer un théorème de 

division de Weierstrafi au voisinage des points rigides des fibres de la droite analytique. 

Rappelons les notations : est un anneau de Banach muni d 'une norme uniforme, 

B = M(s/) est son spectre analytique, b est un point de B, P(S) est un polynôme 

unitaire à coefficients dans s/ dont l'image dans J4?(b)[S] est irréductible, Y = A^AN 
est la droite analytique au-dessus de B (nous notons S la variable correspondante) 

et y est l 'unique point de la fibre au-dessus de b défini par l 'équation P(y) = 0. 

Théorème 5.4.4. — Supposons que le point b de B satisfait la condition (S). Soit G(S) 

un polynôme à coefficients dans @BJ>- Notons n la valuation P-adique de l'image de 

ce polynôme dans J^(b)[S}. Alors, pour tout élément F de &Y,Y, il existe un unique 

couple (Q,R) d'éléments de ûy,y vérifiant les propriétés suivantes : 

i) l'élément R est un polynôme à coefficients dans ÛB,b de degré strictement 

inférieur à nd ; 

ii) nous avons l'égalité F = QG H- R. 

En outre, si l'élément F appartient à ÛBJXS], M en est de même pour les éléments Q 

et R. 

Démonstration. — On se ramène immédiatement à trai ter le même problème dans 

l 'anneau local ûc',z e^ avec le polynôme G = Pn. Le résultat se déduit alors simple

ment du théorème de division de Weierstrafi classique dans l 'anneau ûx,x- Détaillons 

la preuve de l'existence de la division. Nous disposons d 'un isomorphisme 

0x,x[S\/(P(S)-T)^>0c>tz-GC 

Puisque le polynôme P(S) — T de ûx,x[S] est unitaire, il existe des éléments 

/ o , . . . , fd-i de ûx,x tels que l'on ait 

d-l 

F = ^fiS{ mod (P(S)-T). 
i=0 
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Soit i G 1]. D'après le théorème 2.2.3, il existe un élément qi de &x,x et un 
polynôme Ti(T) à coefficients dans ûs,b de degré inférieur à n — 1 tels que l'on ait 
l'égalité 

fi = qiTn + n. 

Par conséquent, dans l 'anneau ûx,x[S\/(P(S) — T ) , nous avons 

F = 

fd-i 

<i=0 

aiQiS1, FDG 
d-l 

i=0 

RYTY 

"d-l 

i=0 

diqiS7, FGHFH 
d-l 

i=0 

>i(P(5))5*. 

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que le degré du polynôme 

d-i 

i=0 

bn:&(U)\T\/(bn:&(U)\T\ 

est inférieur à (n — l)d -h (d — 1) = nd — 1. 
La remarque finale est claire lorsque le point y est rationnel, en utilisant le fait que 

l 'anneau ÛB,b[S] se plonge dans ÛY,y et l'unicité de la division. Le cas d 'un point y 
quelconque se ramène à celui d 'un point rationnel par le même raisonnement que 
précédemment. • 

5.5. Endomorphismes de la droite 

Dans cette partie, nous étudions les morphismes finis d 'une partie de la droite 
analytique dans elle-même donnés par un polynôme à coefficient dominant inversible. 
Maintenant que nous disposons du théorème de division de Weierstraià pour les points 
rigides, nous pouvons suivre pas à pas les raisonnements utilisés en géométrie analy
tique complexe. 

Soit (œ/, ||.||) un anneau de Banach uniforme. Nous notons B = M(gf), X = A^an 
(avec variable T) et TT : X —> B le morphisme de projection. Fixons, dès à présent, 
les notations. Notons K l 'anneau total des fractions de . Soit 

P(T) 
d 

i=0 

bn:&(U)\T\ 

avec d G N* et a o , . . . , a ^ G K, un polynôme non constant à coefficients dans K. 

Pour toute partie V compacte et spectralement convexe de l'espace B sur laquelle les 

coefficients de P sont définis et le coefficient ad inversible, le morphisme naturel 

mv)\T] -* â8(v)[T, s]/(p(S) - T) ^ MV)\S] 

induit un morphisme continu de la partie n 1(V) dans elle-même. Soit U une partie 

localement connexe de l'espace B sur laquelle les coefficients de P sont définis et le 
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coefficient a<¿ inversible. Tout point de U possède un système fondamental de voisi

nages compacts et spectralement convexes. Par conséquent, nous pouvons construire 

un morphisme 

p i T r - 1 ^ ) - ^ - 1 ^ ) 
en recollant des morphismes du type précédent. Afin d'éviter les confusions, nous no

terons respectivement Z et Y la source et le but du morphisme <p. Nous considérerons 

donc le morphisme 

(p : Z —>Y. 

Proposition 5 . 5 . 7 . — Le morphisme ip est un morphisme topologique fini. 

Démonstration. — Le fait que le morphisme (p soit continu est immédiat . Pour mon
trer qu'il est fermé, nous allons montrer qu'il est topologiquement propre, c'est-à-dire 
que l'image réciproque de toute partie compacte est encore compacte. 

Soit E une part ie compacte de Y. Il existe une partie compacte C de B et un 
nombre réel r tels que la part ie E soit contenue dans le disque compact Dc(r). La 
part ie ip~1(E) est alors une partie fermée de 

<p-l(Pc(r)) = {z€Z\ n(z) € C, \P(S)(z)\ < r} . 

D'après le corollaire 1.1.12, cette dernière partie est compacte. On en déduit que la 
part ie (p~1(E) l'est également. 

Pour finir, montrons que les fibres du morphisme ip sont finies. Soit y un point de Y. 

L'ensemble de ses antécédents par l 'application (p est l'ensemble des points de l'espace 
analytique AlJ^y^, dont nous noterons S la variable, qui annulent le polynôme 

d 

QV(S) = P(y)(S) - T(y) = £ «(y) S* - T(y) e je>(y)[S\. 
i=0 

Puisque le polynôme P n'est pas constant et que son coefficient dominant ne s'annule 
pas sur Y", le polynôme Qy(S) n'est pas nul. On en déduit que l'ensemble (p~1(y) est 
fini. • 

Posons 

G(S) = P(S)-Te0{U)[T][S]. 

Considérons A^an l'espace affine analytique de dimension 2 sur si avec variables S 

et T. Notons Z' l 'ouvert de A^an formé des points dont la projection sur l'espace B 

appart ient à U. Le polynôme G définit une fonction analytique sur l'espace Z'. Nous 

identifierons l'espace analytique Z avec le fermé de Zariski de l'espace Z' défini par 

l 'équation G = 0. Soit y un point de Y. Notons zi,...,zt, avec Í G N * , ses antécédents 

par le morphisme (p. Le théorème qui suit est l 'analogue du théorème 2 de [14], I, §2. 

Remarque 5.5.2. — Les définitions 5.3.5 et 5.4.1 des conditions (/<-) et (S) étant lo

cales, elles s 'adaptent sans peine au cas des points d 'un espace analytique qui n'est 

pas un spectre analytique. Nous nous autoriserons donc à les utiliser encore sans plus 

de précautions. 
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Théorème 5.5.3. — Supposons que le point de y de Y satisfait les conditions (IQ) 

et (S). Soit ( / i , . . . , / t ) G n!=i &z\zi - Alors, il existe un unique élément (r, g i , . . . , qt) 

de &Y,y[S] x nl=i @z',zi vérifiant les propriétés suivantes : 

i) le polynôme r est de degré strictement inférieur à d ; 

ii) quel que soit i G [1 , t}, nous avons fi = qiG + r dans 6Z',Zi-

Démonstration. — Dans J^(y)[S], écrivons le polynôme G sous la forme 

G(y)[S] = ad(y) 
t 

i=l 
T] -* â8(v)[T, s 

où pi,..., pt sont des polynômes irréductibles et unitaires à coefficients dans Jt?(y) et 

ni,..., nt des éléments de N*. Pour i G [1, t}, notons di le degré du polynôme pi. Les 

points z\,..., zt de Z1 sont donc les éléments de la fibre au-dessus du point y définis par 

l 'annulation des polynômes p i , . . . ,pt. Quit te à changer l'ordre des polynômes, nous 

pouvons supposer que, quel que soit i G [1 , £], le point Zi est défini par l 'équation pi = 

0. 

D'après la condition (2G), la décomposition en produits de facteurs irréductibles du 

polynôme G[S] dans K,(y)[S] et dans Jt?(y)[S] est identique. On en déduit que, quel que 

soit i G [1 , £], le polynôme pi est à coefficients dans n{y). D'après la proposition 2.5.1, 

l 'anneau local ûy,y est hensélien. Par conséquent, il existe des polynômes G i , . . . , Gt 

unitaires à coefficients dans ûy,y vérifiant les propriétés suivantes : 

t 

1. G = ad Y[Gi dans ûYtV[S\ ; 
i=l 

2. quel que soit i G | l , t ] , nous avons Gi(y) = pUi. 

Démontrons, maintenant , l'existence de l'écriture annoncée. Il suffit de le démontrer 
pour des t-uplets ( / i , . . . , ft) comportant un seul terme non nul. Le résultat général 
en découlera par addition. Soit i G [1,£] et supposons que, quel que soit j ^ i, nous 
avons fj = 0 . Posons 

ei = ad\[Gj{S). 

La fonction ei est inversible au voisinage du point Zi. Puisque le point de y de Y 

satisfait la condition (5) , nous pouvons appliquer le théorème de division de Weiers-

tratè 5.4.4. On en déduit qu'il existe un élément qi de 6z',Zi et un polynôme r1 à 

coefficients dans ûy,y et de degré strictement inférieur à tels que 

fi e"1 = g» G?» + r' dans 0Z\Zi • 

En multipliant l'égalité par e^, nous obtenons 

fi = qiG-\-r dans @zf,Zi, 

où r = r' ei est un polynôme de degré strictement inférieur à d. 
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Soit j ^ i. La fonction Gi est inversible au voisinage du point Zj. Posons 

qj = -r' G{ 1 dans 0z\zy 

Nous avons alors 

0 = q3 G + r dans ûz'iZj • 

Pour finir, démontrons l'unicité de l 'écriture obtenue. Soit (r, g i , . . . , qt) un élément 

de &y,y[S] x n^=i &Z',zi vérifiant les propriétés suivantes : 

i) le polynôme r est de degré strictement inférieur à d ; 

ii) quel que soit i G nous avons fi = qiG + r dans &z' ,zi-

Pour montrer que l'écriture est unique, nous pouvons supposer que, quel que soit i G 
nous avons fi = 0 et montrer alors que r = 0 et que, quel que soit i G 

Oi = 0. Supposons donc que, quel que soit i G nous avons fi — 0. Soit i G 
Avec les mêmes notations que précédemment, nous obtenons l'égalité 

-r = (qiei)Gi dans ^ z ' , ^ -

D'après la remarque finale du théorème 5.4.4, cette égalité vaut dans ^y,2/[S']. Puisque 

les polynômes G i , . . . , C ? t sont premiers entre eux deux à deux, leur produit oT^G 

divise r. Pour des raisons de degré, cela impose au polynôme r d 'être nul. Par unicité 

de la division euclidienne dans chacun des anneaux ûz',zn avec * £ [1^1? nous en 

déduisons que les fonctions g i , . . . , qt sont également nulles. • 

Nous parvenons enfin au résultat a t tendu. 

Théorème 5.5.4. — Supposons que le point dey de Y vérifie les conditions (IQ) et (S). 

Alors, le morphisme 
JGGF DGT] -* â8(v)[ 

(со, • . . ,cd_i) 
d-l 

i=0 
Ci S{ 

est un isomorphisme. 

Démonstration. — Puisque le polynôme G est de degré d est que son coefficient do

minant est inversible sur 7r(F), le morphisme 

T] -* â8(v)[T, s 0YJS]/(G(S)) 

(c0 , . . . ,Cd_l) 
d-l 

i=0 

Ci S' 

est un isomorphisme. Le résultat découle alors du théorème précédent grâce à l'égalité 

T] -* â8(v)[T, s 
t 

i=i 
0z,Zi. 

Nous déduisons de ce résultat deux corollaires. Leur démonstrat ion est similaire à 

celle des corollaires 5.3.9 et 5.3.10. 
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Corollaire 5.5.5. — Supposons que tout point de Y vérifie les conditions (IQ) et (S). 
Alors, le morphisme 

GRSDFF HJKYHKL 

(CQ, . . . ,Cd_i) 
d-i 
i=0 

Ci S1 

est un isomorphisme. En particulier, pour toute partie V de Y, le morphisme naturel 

ÛY(V)[S}/(P(S) - T) - ûz{<P~\V)) 

est un isomorphisme. 

Corollaire 5.5.6. — Supposons que tout point de Y vérifie les conditions (7G) et (S). 
Supposons que le faisceau &y est cohérent. Pour toute partie V de Y, nous noterons 

<Pv'-<p-\V)^>V 

le morphisme déduit de (p par restriction et corestriction. Alors, pour toute par
tie V de Y et tout faisceau de 6 { y y modules cohérent &', le faisceau de ûy-mo
dules ((pv)*<^ est cohérent. 

5.6. Au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres 

Nous souhaitons disposer des résultats établis à la section précédente lorsque la 
base est le spectre d 'un anneau d'entiers de corps de nombres. Nous nous plaçons 
dans ce cadre et reprenons les notations du chapitre 4. Nous souhaitons montrer que 
les hypothèses du théorème 5.5.4 sont satisfaites. Commençons par nous intéresser à 
la condition (7G ). 

Proposition 5.6.1. — Soient x un point de X et P(S) un polynôme irréductible 
de K(X)[S]. Alors l'image de P(S) dans J(?(x)[S] est irréductible. 

Démonstration. — Supposons, tout d 'abord, que la caractéristique du corps rési
duel K(X) est un nombre premier. Le point x appartient alors à une fibre extrême. 
D'après le théorème 4.1.3, le corollaire 4.2.5 ou la proposition 4.3.8, les corps K(X) 
et J4?(x) sont naturellement isomorphes et le résultat est tautologique. 

Supposons, à présent, que la caractéristique du corps résiduel K(X) est nulle. Dans 
ce cas, le polynôme P est separable. D'après le théorème 4.4.1, iv, le corps K(X) est 
hensélien. Nous concluons alors par la proposition 2.4.1 de [3]. • 

Corollaire 5.6.2. — Soient x un point de X et G(S) un polynôme à coefficients dans 

l'anneau local &x,x- Le point x vérifie la condition (7G). 

Intéressons-nous, à présent, à la condition (S). 
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Lemme 5.6.3. — Soient U une partie compacte et spectralement convexe de B etr un 

nombre réel strictement positif. Supposons que les valeurs absolues associées aux points 

de U sont ultramétriques. Notons âS(U){\T\ < r} Valgèbre constituée des éléments de 

la forme 

i>0 

^biT de âë{U)\T\ 

tels que la suite (\\bi\\u /*z)̂ >o tend vers 0. Munissons-la de la norme définie par 

|z>0 

biT 

I U,r,um 

= max( | |6 i | | i ; r i ) . 
i>0 

C'est alors une algèbre complète et le morphisme A[T] —> â$(Djj(r)) induit un iso

morphisme d'algèbres normées 

#(U){\T\ <r}^ âS(Dv(r)). 

Démonstration. — Puisque la partie U de B est spectralement convexe, le morphisme 
A[T] —• âë(U){\T\ < r} induit une injection continue 

M(âB{U){\T\ < r}) -+ A^'an 

dont l 'image est le disque Du(r). Soit F un élément de A[T] qui ne s'annule pas 
sur le disque Du(r). Alors, d 'après [2], corollaire 1.2.4, l'élément F est inversible 
dans âS{U){\T\ < r}. On en déduit que le morphisme A[T] -* âS(U){\T\ < r} se 
prolonge en un morphisme injectif 

Jf{Du{r))^âê(U){\T\<r}. 

Comparons, maintenant , la norme ||.||t/,r,Um à la norme uniforme sur le disque 
Du{r). Soit F = X)i>o fi T1 G A[T]. Soit b un point de U. La semi-norme associée au 
point b est, par hypothèse, ul tramétrique. Par conséquent, la norme uniforme ||.||6,r 
sur le disque fermé de rayon r au-dessus du point b vérifie 

\\F\\b,r = max(\ai(b)\ri). 
i>0 

On en déduit que 

\\F\\Du(r) = maxdl^lk . r) = maûcfll&illc/r*) = \\F\\u^um. 

Le morphisme précédent se prolonge donc au complété de J(f(Du(r)). On en déduit 

un morphisme injectif 

&(Du(r))<-+&{U){\T\<r}. 

L'image de ce morphisme contient tous les polynômes à coefficients dans &(U). L'en

semble de ces polynômes étant dense dans &(U){\T\ < r } , le morphisme précédent 

est un isomorphisme. • 
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Rappelons que si ||.||) désigne un anneau de Banach et t un élément de R + , 
nous notons s/t le complété de l'algèbre «g^(|T| < t) pour la norme uniforme sur son 

spectre analytique et que nous identifions ce spectre au disque fermé D(i) contenu 

dans la droite analytique A^an. 

Lemme 5.6.4. — Soient t > 0, x un point de D(t) et U un voisinage compact et 

connexe du point x dans D(t) vérifiant les propriétés suivantes : 

i) les valeurs absolues associées aux points de U sont ultramétriques ; 

ii) la partie U est spectralement convexe ; 

iii) la partie U possède un bord analytique fini et algébriquement trivial. 

Soit P(S) un polynôme de Û(U)[S] tel que Vêlement Rés(P,P') de Û(U) n'est pas 

nul. Alors, quel que soient s > 0 et r G ]0, s], le disque Du(r) (avec variable TQ) 

de M((s/t)s) vérifie la condition Rp^s)-T0-

Démonstration. — Soient s > 0 et r G ]0,s]. Notons V = Du(r) muni de la va

riable TQ. D'après la proposition 1.2.16, une telle partie de M((s/t)s) est spectralement 

convexe. 

Pour tout point y de T, notons yr le point rjr de la fibre de V au-dessus du point y. 

Remarquons, dès à présent, que, pour tout point y de T, l'élément To(yr) de Jt?(yr) 

est transcendant sur J4?(y). Notons 

IV = {î/r, y e r } . 

Tout élément de 3ë{V) at teint son maximum sur Yy. Il suffit, pour s'en convaincre, 

d'utiliser la description explicite démontrée dans le lemme qui précède. 

Pour montrer que le disque V vérifie la condition Rp(s)-T0i il nous suffit donc 

de montrer que la fonction Rés (P (£ ) — T0iP'(S)) ne s'annule pas sur Ty. Soit y 

un point de T. Nous avons R é s ( P ( 5 ) , Pf(S))(y) ^ 0. En effet, dans le cas contraire, 

puisque l 'anneau local ûx,y est un corps, la fonction R é s ( P ( 5 ) , P'(S)) serait nulle 

au voisinage du point y et donc nulle sur U, d 'après le principe du prolongement 

analytique. Considérons l'élément Ry(T0) = Rés (P (5 ) - T 0 , P'(S)) de Jf?(y)[T\. Nous 

venons de montrer que 2^(0) ^ 0. On en déduit que le polynôme Ry n'est pas nul, 

puis que Ry(To(yr)) n'est pas nul, car T0(yr) est t ranscendant sur J4?(y). C'est le 

résultat a t tendu. • 

Lemme5.6.5. — Soit x un point de X. Soit P(S) un polynôme de ûx,x[S] dont 

l'image dans J$?(x)[S] est irréductible. Alors l'élément Rés(P,P') de @x,x n'est pas 

nul. 

Démonstration. — Le polynôme P(S) est également irréductible dans et donc 

dans &x,x[S]i puisque l 'anneau local 6x,x est hensélien. Or l 'anneau &x,x est intègre 

et son corps de fractions est parfait, car de caractéristique nulle. En effet, c'est une 

extension du corps des fractions de l 'anneau GB^^X^ dont la caractéristique est nulle. 

On en déduit le résultat voulu. • 
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Proposition 5.6.6. — Tout point de X satisfait la condition (S). 

Démonstration. — Soit x un point de X. Supposons, tout d 'abord, que le corps 
résiduel complété Jt?(x) est parfait. Soit P(S) un élément de ûx,x[S] dont l 'image 
dans J$?(x)[S] est irréductible. Puisque le corps résiduel complété J4?(x) est par
fait, ce polynôme est séparable et nous avons Rés(P(Sf),Pf(S))(x) > 0. Par 
conséquent, il existe un nombre réel m > 0 et un voisinage compact et spec-
tralement convexe V du point x dans X sur lequel le polynôme P(S) est défini 
et la fonction Rés (P (S ) , P'(S)) minorée par m. Considérons, à présent, le po
lynôme Rés (P (S ) - T0 ,P ' (S ) ) de â§(V)[T0]. Nous venons de montrer que son 
coefficient constant est minoré sur V. Par conséquent, il existe s > 0 tel que ce 
polynôme ne s'annule pas sur Dy(s). Pour tout voisinage compact et spectralement 
convexe U de x dans V et tout nombre réel r G ]0, s], la condition (Rp(s)-T0) ES^ 
alors vérifiée sur le disque Du(r). 

Supposons, à présent, que le corps résiduel complété J4?(x) n 'est pas parfait. Le 
point x appart ient alors nécessairement à une fibre extrême de l'espace X. D'après le 
théorème 4.4.8, il possède un système fondamental de voisinages vérifiant les condi
tions du lemme 5.6.4. On conclut alors à l'aide du lemme 5.6.5. • 

Nous pouvons, à présent, appliquer le théorème 5.5.4 et ses corollaires. Nous allons 
notamment en déduire une expression explicite des anneaux de sections globales au 
voisinage des lemniscates. Soit V une part ie de l'espace B et P(S) un polynôme à 
coefficients dans Û(D) dont le coefficient dominant est inversible. Soient s et t deux 
éléments de R + vérifiant l'inégalité s < t. Posons 

Co = {x \s< \T(x)\ <t}, 

L0 = [x e xv \s<\P(T)(x)\<t}, 

Ci = {x e xv 1 s < \T(x)\ < t} , 

Li = {x e xv 1 S < \P(T)(X)\ < t} , 

C2 = {x £XV 1 s < \T(x)\ < t} , 

L2 = {x eXv \s<\P(T)(x)\<t}, 

Cz = {x €XV 1 e < |Г(л?)| < *} , 

L3 = {x eXv \s<\P(T)(x)\<t}, 

C4 = {x eXv | 1 В Д | > * Ь 
L4 = {x eXv \\P(T)(x)\>s}, 

C5 = {x e l y \\T(x)\>s} 

et L5 = {x eXv \\P(T)(x)\>s}. 

Choisissons un couple (C, L) parmi les couples (C{,Li), avec i G [0,5J. 
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Procédons, à présent, comme dans la section 5.5. Pour toute partie V compacte et 
spectralement convexe contenue dans D, le morphisme naturel 

®{V)[T\ -> âB(V)[T,S\/(P(S) - T) ^ âB{V)[S\ 

induit un morphisme continu de la partie Xy dans elle-même. Ces morphismes se 

recollent en un morphisme 

(p : Xy —» Xy. 

Remarquons que nous avons l'égalité 

L = V-1(C) . 

D'après le corollaire 5.6.2 et la proposition 5.6.6, les hypothèses des corollaires 5.5.5 
et 5.5.6 sont vérifiées. En appliquant le corollaire 5.5.5, nous obtenons le résultat 
suivant. 

Théorème 5.6.7. — Le morphisme naturel 

Û(C)[S]/(P(S) — T) —• Û(L) 

est un isomorphisme. 

Le théorème 3.2.19 nous permet d'en déduire une description explicite des anneaux 

de sections globales des lemniscates. 
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CHAPITRE 6 

ESPACES DE STEIN 

Ce chapitre est consacré à l 'étude de quelques sous-espaces de Stein de la droite 
analytique au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres. Nous y utilisons 
les notations du chapitre 4. Plus précisément, nous démontrons que certaines parties 
assez simples, disques, couronnes ou lemniscates relatifs, sont des espaces de Stein. 

Le numéro 6.1 contient les définitions dans un cadre général : nous appelons ici 
espace de Stein tout espace annelé qui satisfait aux conclusions des théorèmes A et B 
de H. Cartan. Nous rappelons également quelques propriétés classiques de ces espaces. 

Au numéro 6.2, nous dégageons des conditions sous lesquelles une réunion de deux 
parties compactes et de Stein est encore un espace de Stein. Les notions introduites 
peuvent sembler absconses, mais elle ne sont que formalisations des méthodes de la 
géométrie analytique complexe. 

Nous reprenons ensuite le cadre du chapitre 4 : celui de la droite affine analytique 
au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres. Nous utilisons les résultats 
obtenus pour montrer que les parties compactes et connexes de l'espace de base sont 
des espaces de Stein, au numéro 6.3, ainsi que les couronnes compactes des fibres, au 
numéro 6.4, et les couronnes compactes et connexes de la droite, au numéro 6.5. 

Au numéro 6.6, nous trai tons le cas des couronnes ouvertes et, plus généralement, 
des parties de la forme 

{ x € X y | S < | P ( T ) ( x ) | < * } , 

où V est une partie connexe de la base, P(T) un polynôme unitaire à coefficients 

dans 0{y) et s et t deux nombres réels. Nous reprenons, là encore, les méthodes de 

la géométrie analytique complexe. Nous indiquons tout d 'abord des conditions sous 

lesquelles une partie qui possède une exhaustion par des parties compactes et de Stein 

est elle-même un espace de Stein. Nous démontrons ensuite un résultat de fermeture 

pour certains germes de faisceaux, qui nous semble présenter un intérêt indépendant. 

Nous concluons en décrivant explicitement des exhaustions de Stein pour les couronnes 

ouvertes et en utilisant les résultats sur les morphismes finis démontrés au chapitre 5. 
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6.1. Définitions 

Soit (X, ûx) un espace localement annelé. Avant d'en venir aux démonstrations 
annoncées, nous rappelons quelques propriétés et définitions dans un cadre général. 
Expliquons, tout d 'abord, ce que nous entendons par espace de Stein. Nous utiliserons 
la définition cohomologique classique. 

Définition 6.1.1. — Soit & un faisceau de Û\-modules. On dit que le faisceau & 

satisfait le théorème A si, pour tout point x de X, le ûx,x-module &x est engendré 

par Vensemble de ses sections globales JP(X). 

Soit Y une partie de X. On dit que le faisceau & satisfait le théorème A sur Y si 

le faisceau de ûy-modules &\y satisfait le théorème A. 

Remarquons que, par définition (cf. définition 4.5.1), le théorème A est satisfait 
localement pour les faisceaux de type fini. Énonçons ce résultat sous forme d'un lemme 
afin de pouvoir nous y faire référer ultérieurement. 

Lemme 6.1.2. — Soit & un faisceau de ûx -modules de type fini. Soit x un point 

de X. Il existe un voisinage V du point x dans X tel que le faisceau & satisfasse le 

théorème A sur V. 

Signalons également que lorsque nous considérons des parties compactes, nous pou
vons préciser le résultat du théorème A. 

Lemme 6.1.3. — Soit & un faisceau de ûx-modules de type fini qui satisfait le théo
rème A. Si l'espace X est compact, il existe un ensemble fini d'éléments de ^(X) 
dont les images engendrent le ûx,x-module ^x en tout point x de X. 

Démonstration. — Soit x un point de l'espace X. Puisque le faisceau & est un 
<^x-niodule de type fini, il existe un voisinage U du point x dans X, un entier p 

et des éléments jF\ , . . . , F P de &(U) tels que, pour tout point y de U, le ^ x ^ - m o -
dule &y soit engendré par les germes (Fi)y,..., (Fp)y. 

D'après le théorème A, il existe un entier q et des éléments G i , . . . ,Gq de &(X) 

tels le ^x ,x-module &x s°it engendré par les germes (Gi)x, • • •, (Gq)x. En particulier, 
il existe une famille (a<i,j)i<i<'p,\<j<q d'éléments de ûx,x tels que l'on ait 

Q 

Vî G [ l , p ] , (Fi)x = Y^aiJ (Gj)* dans 

3 = 1 

Il existe un voisinage V du point x dans U sur lequel les éléments a ^ , avec i G [ l , p ] et 

j € |[1> qh sont définis et les égalités précédentes sont valables. On en déduit que, pour 

tout point y de F , le ûx,y-modu\e &y est engendré par les germes ( G i ) y , . . . , (Gq)y. 

On conclut finalement en utilisant la compacité de l'espace X. • 

Définition 6.1.4. — Soit & un faisceau de ûx -modules. On dit que le faisceau & 

satisfait le théorème B si, quel que soit q G N*, nous avons 

Hq(X,^) = 0. 
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Soit Y une partie de X. On dit que le faisceau & satisfait le théorème B sur Y si 

le faisceau de ûy-modules &\y satisfait le théorème B. 

Définition 6.1.5. — On dit que Vespace X est un espace de Stein si tout faisceau de 

ûx -modules cohérent satisfait les théorèmes A et B. 

Remarque 6.1.6. — Attention, cette définition d'espace de Stein est plus faible que la 
définition classique pour les espaces analytiques sur un corps ultramétrique {cf. [21], 
définition 2.3). 

Soit Y une partie de X. Lorsque Y est compacte, les propriétés de finitude des fais
ceaux cohérents imposent des liens entre les faisceaux cohérents sur Y et les faisceaux 
cohérents définis sur un voisinage de Y dans X. Le résultat qui suit est démontré à la 
proposition 1 de [8]. La preuve qui y figure est écrite dans le langage de la géométrie 
analytique complexe, mais elle s 'adapte à notre cadre, sans la moindre modification. 

Proposition 6.1.7. — Supposons que la partie Y est compacte. Soit & un faisceau de 

ûy-modules cohérent. Alors, il existe un voisinage ouvert U du compact Y dans X et 

un faisceau de ûu-modules cohérent & tel que Von ait 

T] -* â8(v)[T, s 

Corollaire 6.1.8. — Supposons que la partie Y est compacte et possède un système 

fondamental de voisinages formé d'espaces de Stein. Alors, la partie Y est de Stein. 

Mentionnons que l'on peut remplacer les conditions qui figurent dans la définition 
d'espace de Stein par des conditions plus faibles. En effet, le théorème A se déduit du 
théorème B. La nullité du premier groupe de cohomologie à coefficient dans n ' importe 
quel faisceau cohérent suffit d'ailleurs à assurer que l'espace est de Stein. On trouve, 
par exemple, une preuve de ce résultat dans l'ouvrage [14] (cf. IV, §1, théorème 2). 
Nous la reproduisons ici pour la commodité du lecteur. 

Théorème 6.1.9. — Supposons que, pour tout faisceau de ûx-modules cohérent &, on 
ait HX{X, = 0. Alors tout faisceau de ûx-modules cohérent satisfait le théorème A. 

Démonstration. — Soit x un point de X. Notons jfé le faisceau d'idéaux cohérent 
sur X qui définit le fermé de Zariski réduit {x}. Soit & un faisceau de ^ - modules 
cohérent. En utilisant la suite exacte 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

on montre que l 'application 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v 

où mx désigne l'idéal maximal de l 'anneau local ûx,x, est surjective. Soient / i , . . . , / n , 
avec n G N*, des éléments de &(X) dont les images engendrent ^x/xax^x en tant que 
(^x,x/nxx^x,x)-espace vectoriel. On déduit du lemme de Nakayama que ces éléments 
engendrent encore la fibre &x en tan t que ^x,x-module. • 
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192 CHAPITRE 6. ESPACES DE STEIN 

On déduit de ce résultat une stabilité de la notion d'espace de Stein par morphisme 
fini. 

Théorème 6.1.10. — Soit (f : Y —» X un morphisme topologique fini. Supposons que 
l'espace X est un espace de Stein et que, pour tout faisceau de ûy -modules cohérent &, 
le faisceau de @x-modules y>*& est cohérent. Alors l'espace Y est un espace de Stein. 

Démonstration. — Soit & un faisceau de ^y-modules cohérent. D'après le théo
rème 5.1.6, pour tout entier g, nous avons un isomorphisme 

tf*(Y,J^)~#«(X,<^)--LK. 

Or le faisceau <̂ *Ĵ " est cohérent et la partie X est de Stein. On en déduit que, pour 
tout entier q > 1, nous avons 

Hq(Y,&) = 0. 

Nous venons de montrer que tout faisceau de ûy-modules cohérent satisfait le théo

rème B. Le théorème 6.1.9 assure alors que la part ie Y est de Stein. • 

Sous certaines conditions, le fait de disposer d 'un morphisme non pas vers mais 
depuis un espace de Stein permet encore de conclure. L'énoncé suivant est dû à Q. Liu 
(cf. [23], proposition 2). 

Théorème 6.1.11. — Soit (p : Y —» X un morphisme surjectif. Supposons que l'es
pace Y et les fermés de Zariski de X de support différent de X sont des espaces de 
Stein. Supposons également qu'il existe un point z de X en lequel la fibre (V*&Y)Z est 
un ûx^-module libre de rang fini. Alors l'espace X est un espace de Stein. 

Démonstration. — Notons le faisceau ip*ûy. Notons M le faisceau d'idéaux co
hérent sur X qui définit le fermé de Zariski réduit {z} et M1 le faisceau d' idéaux 
cohérent sur Y qui définit le fermé de Zariski réduit (p~1(z). Par construction, nous 
avons 

T] -* â8(v)[T, s 

On en déduit que 

H1 (X, Jt<S) = H1(Yi^') = 0, 

puisque Y est de Stein. À l'aide de la suite exacte 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

on montre alors que l'application 

<S(X) -> (<#/Jïy)(X) =JFFG 

où mz désigne l'idéal maximal de l 'anneau local ûx,z, est surjective. Soient / i , . . . , / n , 

avec n G N*, des éléments de &(X) dont les images engendrent %/xnz^z en tant que 

{Çx z/Wz^x 2)-espace vectoriel. Ils définissent un morphisme 

T] -* â8(v)[T, s 

Le lemme de Nakayama assure que sa fibre en z est un isomorphisme. 
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Soit j£F un faisceau de ûx-modules cohérent. À partir de la suite exacte 

ff% SU & Coker(a) -> 0, 

on en construit une nouvelle 

JÏ?om(Coker(a)^) ^ JPom(9,Sf) ^ JPom{ff%^) = J*FN, 

que l'on scinde en 

J^om(Coker(a)^) A M'omet, Sf) Coker(/3) 0 

et 

0 Coker(/?) ^ J^N ^ Coker(7) 0. 

Le faisceau J4?om(&,Jif) est naturellement muni d 'une structure de faisceau de 

= ^y-module cohérent. Il existe donc un ^y -modu le cohérent CS' tel que (p*& = 

J^orn^SJSF). On en déduit que 

Vg > 1, i ^ ( X , ^ o r a ( ^ , i ? ) ) = tf^Y,^') = 0. 

Puisque le point 2 n 'appart ient pas au support de Coker(a) , le support du faisceau 

^ o r a ( C o k e r ( a ) , J£f) est différent de X. Par conséquent, 

V g > l , ff*(X,Coker(a)) = 0. 

La même propriété vaut encore pour Coker(/?), grâce à l 'avant-dernière suite exacte. 

En utilisant le fait que le point z n 'appart ient pas au support de Coker(7), on en 

déduit que Coker(7) vérifie aussi cette propriété. La dernière suite exacte nous permet 

de montrer que tel est encore le cas pour j£FN, et donc pour j£F. • 

Remarque 6.1.12. — Notre énoncé diffère légèrement de celui que propose Q. Liu, qui 

se place sous les hypothèses suivantes : le morphisme <p est fini et surjectif et l'espace Y 

de Stein. Signalons qu'il travaille dans le cadre des espaces analytiques rigides, ce qui 

lui permet de disposer d 'autres résultats et notamment de se ramener au cas où les 

espaces sont réduits (puisqu'un espace est de Stein si, et seulement si, sa réduction 

l 'est). Q. Liu déduit la condition sur la fibre du faisceau <p*ûy de la cohérence de 

ce faisceau (qui provient elle-même de la finitude du morphisme (p) et du fait que 

l'espace X est réduit. Quant à la condition concernant les fermés de Zariski de X , 

une récurrence noethérienne lui permet de l'éliminer. 

Remarque 6.1.13. — Cet énoncé est particulièrement bien adapté pour montrer qu 'un 

espace est de Stein lorsque l'on sait qu'il l'est après extension finie du corps de base. 

Considérons par exemple le cas d 'un espace X défini sur k dont on sait que Y = X®fcL, 

où L est une extension finie de k, est de Stein. Si X possède un /.-point, la fibre du 

faisceau ûy en ce point sera un module libre de rang égal au degré de l'extension. 

Remarquons encore que si X est un espace de dimension 1, le fait que ses fermés de 

Zariski de support strictement plus peti t soient de Stein devient trivial. 

Nous utiliserons ce raisonnement au cours de la preuve du théorème 6.4.10 pour 

montrer que des espaces analytiques sur R sont de Stein en nous ramenant au cas 

d'espaces analytiques complexes, pour laquelle la théorie est bien développée. 
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6.2. Cadre général pour les compacts 

Dans cette première partie, nous nous sommes at taché à dégager un cadre général 
pour démontrer que des parties compactes sont des espaces de Stein. Nous considé
rerons donc ici un espace localement annelé (X, ûx) et deux parties compactes K~ 

et K+ de l'espace topologique sous-jacent. Posons L = K~ D K+ et M = K~ U . 

6.2.1. Lemmes de Cousin et de Cartan. — Il n'est guère aisé de travailler directement 
avec les anneaux de fonctions au voisinages de compacts. Nous allons donc introduire 
une définition qui nous permet t ra de considérer plutôt des anneaux de Banach. 

Définition 6.2.1. — Un système de Banach associé au couple (K~, K+) est la donnée de 

i) un ensemble ordonné filtrant (A,<) ; 

ii) un système inductif ll-llô)» p) sur ^ a va^eurs dans la catégorie des 
anneaux de Banach et des morphismes bornés entre iceux; 

iii) un système inductif 11-11«)' p) sur ^ a va^eurs dans la catégorie des 
anneaux de Banach et des morphismes bornés entre iceux; 

iv) un système inductif (fâa, Il-Il a)? <Pa,p) sur A à valeurs dans la catégorie des 
anneaux de Banach et des morphismes bornés entre iceux; 

v) pour tout élément a de A, un morphisme borné : 3%~ —> ^a ; 

vi) pour tout élément a de A, un morphisme borné -0+ : 2$^ —* ^a ; 

vii) pour tout élément a de A, un morphisme p~ : SS~ —• Û(K~) ; 

viii) pour tout élément a de A, un morphisme p+ : —> Û(K+) ; 

ix) pour tout élément a de A, un morphisme pa : ^ —> Û(L) 

vérifiant les propriétés suivantes : 

1. pour tout élément a de A, le diagramme 

FHGH Pc 
Û(K~) 

DGD •L 

r Pcx 
Û(L) 

commute ; 

2. pour tout élément a de A, le diagramme 

FDG pi 
Û(K+) 

•0+ •L 

FGHFTH Pcx 
Û{L) 

commute, 
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3. pour tous éléments a et f3 de A tels que a < /3, le diagramme 

FD 
Pce 

<Pf3,* Û(L) 

P(3 
GFH 

commute ; 

4. le morphisme 

P • lim < HKHK 0(L) 

induit par la famille de morphismes (pa)aeA est un isomorphisme. 

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous considérerons un système de Banach Q 
associé au couple (K~,K+). Nous aurons besoin d'une propriété supplémentaire, 
connue sous le nom de lemme de Cousin. 

Définition 6.2.2. — Un système de Cousin associé au couple (K~,K+) est un système 
de Banach associé au même couple et pour lequel il existe un nombre réel D vérifiant 
la propriété suivante : pour tout élément a de A et tout élément f de^, il existe des 
éléments f~ de et f+ de tels que 

i) / = i W ) + i # ( / + ) ; 

ii) l i r i l â < ^ l l / I U ; 

iii) | | / + | | + < £ > | I / I U -

Nous allons montrer que tout système de Cousin vérifie le lemme de Cartan, en 
reprenant essentiellement la méthode mise en œuvre dans [14], III §1. 

Commençons par introduire quelques notations. Soient p , q G N* et (f^, ||.||) un 
anneau de Banach. Nous définissons la norme d'une matrice a = (aij) G Mp^q(^) par 

||a|| max 
l<i<p 

Q 

VGD 
K i l l 

La multiplication des matrices est continue F par rapport à cette norme. En effet, on 
vérifie facilement que, quel que soient r G N*, a G Mp^q(S>) et b G Mq^r(^), on a 

\\ab\\ < H I ll&ll. 

Nous noterons / G Mq(@) la matrice identité. Nous allons, tout d'abord, démontrer 
quelques lemmes. 
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Lemme 6.2.3. — Toute matrice a de Mq(3i) vérifiant 

\\«-i\\<\ 
est inversible et son inverse a-1 vérifie Vinégalité 

| | a - 1 | | < 2 . 

Lemme 6.2.4. — Soit (dk)k>o une suite de Mq($ï) vérifiant la condition 

£ l l a f c - j | | < l 

fc>0 
Alors, quel que soit n E N , nous avons 

n 
| | a 0 - - - a n - / | | < 2 ^ K - J | | 

k=0 

Démonstration. — Démontrons ce résultat par récurrence sur l'entier n E N . Pour 

n = 0, c'est évident. 

Supposons que la formule est vraie pour n E N . Nous avons 

• • • anan+i - I = (a0 • • • an - I)(an+1 - I) 

+(a0 --an-I) + (an+i - I). 

On en déduit que 

\\aQ • • • anan+i - I\\ < ||a0 • • • an - I\\ \\an+i - I\\ 

+ | |a0---an -I\\ + ||an+i - I\\ 
n 

< 2 £ > f c - J | | 
k=0 

+ ( | | a o - - - a n - / | | + l ) | | o n + i - / | | . 

En outre, nous avons 
n 

| | a 0 - - - a n - / | | < 2 ^ | | a f c - / | | < l . 
fc=0 

On en déduit que 
n+l 

| | a 0 - - - a n + 1 - / | | < 2 ] T K - / | | . • 
k=0 

Lemme 6.2.5. Soit (gk)k>o une suite de Mq(@) vérifiant 

k>0 
\\9k\\ 

1 

4 ' 

Alors la suite de terme général 

Pn = (I + 9o)'-(I + 9n) 
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converge dans Mq($}) vers une matrice inversible P vérifiant 

| |P - I| | < 2 
fc>0 

\\9kl 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, quels que soient j > i > 0, nous 

avons 

\\(I + gi)...(I + gj)-I\\<2 
j 

HG 
\9k\\ 

En particulier, quel que soit n G N , nous avons 

IIP» - 'Il < 2 
n 

k=0 
\\9k\\ 

, 1 

: 2 

et donc ||Pn|| < 3/2. On en déduit que, quels que soient m > n > 0, on a 

T] -* â8(v)[T, s \Pn((I + 9n+l)---(I + 9m)-I)\\ 

3 

2 

m 

fc=n+l 

\9k\\ 

Par conséquent, la suite (Pn)n>o est une suite de Cauchy de Mq(S>). Puisque cet 
anneau est complet, elle converge donc vers un élément P. Nous avons nécessairement 

| | P - J | | < 2 j > f c | | < i . 
k>0 

Le lemme 6.2.3 nous permet alors de conclure. • 

Plaçons-nous de nouveau dans le cadre des systèmes de Cousin. Pour a e A, les 
morphismes , tp+, p ~ , p+ et pa se prolongent naturellement en des morphismes de 
groupes entre les espaces de matrices ; nous les noterons identiquement. 

Lemme 6.2.6. — Supposons que Q soit un système de Cousin. Soit e G R vérifiant 

0 < e < 1/2 D'1 et f3 = 4D2e < 1. Soit a e A. Soit a = I + b e Mq(tfa) telle 

que \\b\\a < e. Alors, il existe a~ = I + b~ G Mq(âS~), a+ = J + b+ G Mq(â&+) et 

à = I + b G Mqfâa) vérifiant les propriétés suivantes : 

i) oJ = ^-(a-)à^(a+) ; 

ii) | | 6 - | | - < D | | 6 | | a ; 

iii) \\b+\\i<D\\b\\a; 

iv) | | 6 | | a < / U 6 | | a . 

Démonstration. — En appliquant la propriété des systèmes de Cousin à chaque co

efficient de la matrice on montre qu'il existe des matrices b~ G Mq(â§~) et 6+ G 
Mq(&a ) vérifiant les propriétés suivantes : 

1 . b = fc{b-) + rl>+(b+); 

2. | | 6 - | | - < £ » | | 6 | | Q ; 
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198 CHAPITRE 6. ESPACES DE STEIN 

3. H6+H+ < D | | 6 | | a . 

Posons a~ = I + b~ e Mq{Së~) et a+ = I + b+ € Mq(3§+). Nous avons alors l'égalité 

V*" ( a " )xp+(a+) = a + ip-(b-)ip+(b+). 

Par choix de 6, nous avons -D||6||a < 1/2. D'après le lemme 6.2.3, la matrice a 
est inversible dans Mq(£$~) et vérifie < 2. De même, la matrice a+ est 
inversible dans Mq(â§+) et vérifie | | (a+)-1 | |+ < 2. 

Posons 

â = ipa(a ) 1 aV>a(a+) 1 et 6 = a - 7 dans Mg(^Q). 

Nous avons alors 

b = K((a-)-1)arl;+((a+)-1)-I 

= i>« ((a")"1) ( V â ( « - ) V ' + ( a + ) - ^ r ) V ' + ( & + ) ) V ' + ( ( a + ) - 1 ) - / 
T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

et nous en tirons l'inégalité 

\\b\\a<4D*\\b\\l<(3\\b\\a-

Nous voici enfin prêts à démontrer le lemme de Cartan. 

Théorème 6.2.7 (Lemme de Cartan). — Supposons que Çt soit un système de Cousin. 

Alors, il existe e G R vérifiant la propriété suivante : quels que soient a G A et 

a G Mq(^o) vérifiant \\a - I\\a < e, il existe c~ G GLq(â§~) et c+ G GLq(Së+) telles 

que 

i) a = V « ( c - ) V + ( c + ) ; 

ii) l | c - - / | | â < 4 D | | a - J | | a ; 

iii) | | c+-J | |+<4£> | | a -J | | a . 

Démonstration. — Choisissons £ G R vérifiant les conditions du lemme précédent 

ainsi que /3 < 1/2 et e < 1/(SD). Soient a G A et a G M g ( ^ a ) vérifiant \\a -

I\\a < e. Posons b = a — I et M = \\b\\a. Définissons, à présent, par récurrence, 

trois suites (b^)k>o, (^)fc>o et (bk)k>0 de Mq{â8~), Mq(&+) et Mq&a) vérifiant les 

conditions suivantes : quel que soit k > 0, nous avons 

1. | | 6 - | | - < D M / 3 f c ; 

2. H6+H+ <DM0k; 

3. ||6fe||a < Mf3k 

et, quel que soit k > 1 , nous avons 

4 - 1 № + b a ) (i+k) ^ + ( / + 6 + ) = /+6fc_L 

Initialisons la récurrence en posant bo = b. La troisième propriété est alors vérifiée, 

par la définition même de M. Posons b^ = 0 et b£ = 0. Les première et deuxième 

propriétés sont alors trivialement vérifiées. 
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Soit k > 0 tels que bk , et bk soient déjà construits et vérifient les propriétés 
demandées. Nous avons alors 

\\bk\\a<Mßk<M<e 

et le lemme précédent appliqué avec b — bk nous fournit trois matrices b , 6+ et b. 
Posons = 6~, = 6+ et = La quatrième propriété est alors vérifiée. 

Nous disposons, en outre, des inégalités suivantes : ||6fc+i||a < /?||&fc||aj ll&fc+illâ — 
•^IIMU e^ ll^fc+illî < ^||&fc||a- On en déduit que les trois premières propriétés sont 

également vérifiées. 

Pour n G N*, posons 

Pn = (l + bï)---(I + b-)eMq(£i-) 

et 

Qn = (i + b+)-.-(i + b+)eMq(^+). 

De la quatrième propriété on déduit que, quel que soit n G N , nous avons 

a = ^-(Pn)(I + bn)^(Qn). 

En utilisant les trois premières et le fait que (3 < 1/2, nous obtenons 

k>0 

\KWa=DM 

k>0 
ßk = 2DM 

1 
4 ' 

D'après le lemme 6.2.5, la suite (Pn)n>o converge dans 3$^ vers une matrice inversible 
c~ G GLq(âS~) vérifiant 

| | c " - / | | - < 2 

fc>0 

| | 6 f c | | - < 4 D M < 4 D | | a - J | | a . 

De même, la suite (<2„)n>o converge dans vers une matrice inversible c+ € 
GLq{3ë+) vérifiant 

||c+ - / î < 2 
k>0 

GFHJ 4DM < 4 L > | | a - J | | a . 

Puisque la suite (6n)n>o converge vers 0, la suite (if;a (Pn) ^{Qn))n>Q converge vers a. 
On en déduit que 

a = ^a(c )Va(C+)' 

6.2.2. Prolongement de sections d'un faisceau. — Soit fi un système de Banach asso
cié au couple (K~,K+). Pour démontrer les théorèmes A et B, nous chercherons 
à prolonger des sections de faisceaux. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle 
propriété pour les systèmes de Cousin ; il s'agit d 'une propriété d'approximation. 

Définition 6.2.8. — Un système de Cousin-Runge associé au couple (K~, K+ ) est un sys

tème de Cousin associé au même couple et tel que, quels que soient a G A, p, q G N , 
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si, • • •, sp, t\,..., tq G et S £ R+, nous nous trouvions dans l'une des deux situa

tions suivantes : soit il existe un élément inversible f de , des éléments s[,..., s'p 

de â§+ et ti,... ,tfq de Së~ tels que, quel que soient z G et j G on ait 

0 \№W-1Si-*dU№{f)K{tM«<S; 
n) mv-^Ma | |^+(/)VÂ(<i) -^Â(*>)LLA < s, 

soit il existe un élément inversible f de Sê^ , des éléments s'x,..., sfp de et t[,..., t'q 

de £ê~ tels que, quel que soient i G et j G [1, qj, on ait 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

ü) \№{f-im«uz{f)'i>i{si)-tâ(*'Ma<8. 

Nous utiliserons cette propriété par le biais du lemme suivant. 

Lemme 6.2.9. — Supposons que Q soit un système de Cousin-Runge. Soit e > 0 

le nombre réel dont le théorème 6.2.7 assure l'existence. Soient Ĵ * un faisceau de 

ûM-modules, p,q£N,T~ G &{K~y, T + G &(K+)«, U0 = K , i ) £ MPiQ(û(L)) et 

Vo = (vbj) G MqiP(û(L)) telles que, dans &(L), on ait 

a) T- = UnT+; 

b) T + = V0T-. 

Supposons qu'il existe a G A, U,Us G Mp,q(â§+) et V, V$ G Mq^p(â§a ) tels que 

c) <p+(U) = U0; 

d) <P*(V) = V0; 

e) №(Us-U)\\a\\fc{V)\\a<e; 

f) \№(U)\\a\№Z(Vs-V)\\a<e. 
Alors il existe S~ € &{M)V, s+ € &{M)*, A~ e GLV{Û(K~)) etA+ e GLQ(Û{K+)) 

vérifiant 

i) 5 - = A- T~ dans &(K~) ; 

ii) S+ = A+ T+ dans &{K+). 

Démonstration. — Supposons qu'il existe a € A, U,Us € MPig(^+) et V, V$ € 

MqtP{&~) tels que 

c) p+(U) = U0; 

d) Pâ(Y) = V0; 

e) \№(Us-U)\\AM-(V)\\A<E; 

f) \№(U)\\a\\1>№-V)\\a<e. 
Posons Ts = pa (V$) T dans ). Dans &(L), nous avons alors 

Tf - T+ = Pa(ip-(VS - V)) T- = pa{rp-{Vs - V) 4>+(U)) T + . 

Posons 
A = I + ip~(Vs -V) 1>+{U) e M , ( % ) . 
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Nous avons alors 
T~ = pa(A)T+ dans &(L) 

et 

\\A - I\\a < \\^-(Vs - V)\\a \№(U)\\« < e. 

D'après le théorème 6.2.7, il existe deux matrices C G GLq(â§a) et C + G 
GLq(â$+) telles que 

A = K(C-)il,+ {C+). 

Posons 

A+ = Pi{C+)eGLq{û{K+)). 

Dans ß"(L), nous avons alors 

A+ T+ = P a fa ( ( C - ) - 1 ) A) T+ = P a fa ( ( C - ) - 1 ) ) T,". 

Nous pouvons donc définir un élément *S + de ^(M)q par 

1- 5 + - = p - ( ( C - ) - 1 ) T , - ; 

2. 5 + = ^ + T + . 

On procède de même pour construire la section S . 

Nous parvenons maintenant au résultat permet tant de recoller les sections d 'un 
faisceau. 

Théorème 6.2.10. — Supposons que Q, soit un système de Cousin-Runge. Soit & un 
faisceau de 6M-modules. Supposons qu'il existe deux entiers p et q, une famille 
(tï,..., t~) d'éléments de ^(K~) et une famille (t*,..., t+) d'éléments de ß'(K^) 
dont les restrictions à L engendrent le même sous-Û(L)-module de &(L). Alors il 
existe sï,...,Sp,sî G «^"(Af), a~ G GLP(Û(K~)) et a+ G GLq(û(K+)) tels 
aue 

et 

JH 
H 
£ 
¨% 

= a 

%M 
£ 
K dans &(K-)V 

Y 

sq < 

JKJLOK 

K 

JHJ 

dans &(K+)q. 

Démonstration. — Posons 

T~ = 

JJ 

YU 

et T + = 

JHJ 

JK 
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Par hypothèse, il existe a G A, U = (ua A G Mv afâa) et V = (vt, 7) G Ma Jfêa) tels 
qu'on ait les égalités 

T~ =pa{U)T+ et T+ = p a ( y ) T " dans &(L). 

Considérons le nombre réel s > 0 dont le théorème 6.2.7 assure l'existence. Quit te 

à échanger les compacts K~ e t - i f+ , nous pouvons supposer que la première propriété 

des systèmes de Cousin-Runge est vérifiée. Il existe alors un élément inversible / 

de des éléments ûa^ de pour (a,i) G x et v^j de pour 

£ x Il?p]> vérifiant les conditions suivantes : quel que soient (a,i) G 
[ l , p ] x et (6, j) G x nous avons 

i) l l ^ ( / - V < - Û a , i ) | | a | | ^ ( / ) ^ â ( ^ ) | | a < e ; 

ii) l l ^ C y - 1 ^ ^ ) ! ! ^ I l ^ ( y ) ^ ( ^ ^ ) — < »̂ 

Les matrices T ~ , p+ ( / )T+ , paW>a (Z -1 ) ^ ) et PaWtfCfJV') vérifient donc les hy
pothèses du lemme 6.2.9. Par conséquent, il existe S~ G J^(M)P, S + G <^(M)q, 

A- G GLP(Û(K-)) et G GLq(Û(K+)) tels que 

1 . 5," = A - T - ; 

2. 5+ = , 4+p+( / ) r+ . 

En posant 
_ > 

v 

s-, 
GDG 

HGF 

= S+, 

ainsi que a = A et a+ = p + ( / ) A + , on obtient le résultat souhaité. Remarquons 
que a4" G GLq(û(K+)) car / est inversible dans • 

Indiquons, à présent, la façon dont ce résultat permet de démontrer le théorème A. 

Corollaire 6.2.11. — Supposons qu'il existe un système de Cousin-Runge associé au 

couple (K~,K+). Soit & un faisceau de 6M-modules de type fini qui satisfait le 

théorème A sur les compacts K~ et K+. Alors il le satisfait encore sur leur réunion M. 

Démonstration. — D'après le lemme 6.1.3 il existe deux entiers p et g, une famille 

( t j f , . . . d'éléments de &(K~) dont l'image engendre le ^x ,x-module &x en tout 

point x de et une famille ( t f , . . . , t+) d'éléments de ^(K^) dont l 'image engendre 

le ^x ,x-module &x en tout point x de . En particulier, les restrictions à L de 

ces deux familles engendrent toutes deux #(L). Nous pouvons donc appliquer le 

théorème 6.2.10. Les sections s ^ , . . . , s~, s * , . . . , s+ de &(M) dont il assure l'existence 

engendrent le ^x ,armodule &x en tout point xde M. On en déduit le résultat annoncé. 

• 
Expliquons, à présent, comment déduire le théorème B du théorème A. Insistons 

sur le fait que, dans la proposition qui suit, nous n'avons besoin d'associer aucun 

système de Banach au couple (K~,K+). 
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Proposition 6.2.12. — Supposons que pour tout élément f de &(L), il existe un élé

ment f~ de Û(K~) et un élément /+ de Û(K+) qui vérifient l'égalité 

/ = /~+/+ dans Û(L). 

Supposons également que tout faisceau de &L-modules cohérent satisfait le théorème B. 

Soit & un faisceau de ÛM-modules cohérent qui satisfait le théorème A sur M. 

Soit 
0 - ^ i> jr0 ^ i> , 

une résolution flasque du faisceau &'. Soient q G N* et 7 un cocycle de degré q 

sur M. Si 7 est un cobord au voisinage des compacts K~ et K+, alors c'est un cobord 

au voisinage de leur réunion M. 

Démonstration. — Supposons qu'il existe / 3 " G J^q-\{K~) et /3+ G yq-i(K+) tels 

que 

d ( / T ) = 7 dans Jq{K~) et d(/?+) = 7 dans Jq{K+). 

Supposons, tout d 'abord que q > 2. Nous avons d((3~ — /3+) = 0 dans ^Q(L). 
D'après le théorème B, nous avons HQ~L(L, <^) = 0. Par conséquent, il existe a G 

yQ-2(L) telle que d(a) = (3~ — /?+ dans J^g_i(L). Puisque le faisceau ^Q-2 est flasque, 

a se prolonge en une section sur M que nous noterons identiquement. Définissons 

/3 G yq-i(M) par /? = (3~ au-dessus de K~ et fi = (3+ + d ( a ) au-dessus de K+. Nous 

avons alors l'égalité 

dlB) = 7 dans JQiM) 

et 7 est un cobord au voisinage de M. 

Intéressons-nous, à présent, au cas q = 1. Nous avons alors d(/3~ — /3+) = 0 

dans J\{V). On en déduit que f3~ — ¡3+ est un élément de &(L). D'après le théo

rème A et le lemme 6.1.3, il existe un entier positif m et une famille (ui,..., um) 

d'éléments de ^(M) dont les images engendrent le ^x,:r-module &x en tout point x 

de M. En d 'autres termes, l 'application 

T] -* â8(v)[ UYI 

( a i , . . . , am) 
m 

i=l 

ai Ui 

est surjective au-dessus de M. Son noyau JV est un faisceau de ÛM-modules cohé

rent. D'après le théorème B, nous avons HX(L,^) = 0. On en déduit que la fa

mille (ui,..., Um) engendre &(L) en tant que ^(L)-module . Par conséquent, il existe 

• • • 5 Am G Û(L) tels que 

/ r - / 3 + 
m 

i=l 

Xi Ui dans <^(L). 

Par hypothèse, quel que soit i G [ l , m ] , il existe Â  G Û{K~) et A+ G Û(K+) tels 

que 

A,- = A" - AT dans Û(L). 
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Nous avons alors l'égalité 

ß - -
m 

2=1 
A7 U4 = 3+ 

m 

i=l 
Xfm dans &(L). 

On en déduit l'existence d 'un élément ß de J^o(M) vérifiant d(ß) = 7 dans J^i(M). • 

6.3. Parties compactes de la base 

Dans la suite de ce chapitre, nous reprenons les notations du chapitre 4. 

Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus au paragraphe précédent 
pour démontrer que certaines parties compactes de l'espace de base B sont de Stein. 
À cet effet, nous allons exhiber des systèmes de Cousin-Runge. Énonçons tout d 'abord 
un résultat de théorie des nombres. 

Lemme 6.3.1. — Il existe C G R tel que, quel que soit 

(^)a€E00 G 
HHJHJK 

GF 

il existe y G A vérifiant 

V<j G Eoc, \y-xa\a < C. 

Démonstration. — Notons r\ le nombre de places réelles de K et 2r2 le nombre de 
places complexes de K. Le résultat découle directement du fait que l'image de l 'anneau 
des entiers A par l 'application 

K —> Rri x Cr2 ~ Rri+2r2 

X I • (<7(£))AGEOO 

est un réseau. 

Le lemme qui suit sera utile pour exhiber des systèmes de Cousin. 

Lemme 6.3.2. — Soient cr G S et u G ]0, l{o~)[. Posons 

Ko = K,aiy\ K+ = B\K,a1^] ET L0 = ff0" n K+ = K } . 

Il existe D G R tel que, quel que soit a G 8ë{L§), il existe a G 3§(K0 ) et 
a+ G &(KQ) vérifiant les propriétés suivantes : 

i) a = a — a+ dans 3S(LQ) ; 

ii) | | a - | | K - < £ » | | a | U 0 ; 

iii) 110+11*+ <D\\a\\Lo. 
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B = M(A) 

GFHH 

GFHJ HJ a0 

HYJHG 

FIGURE 1. Les compacts K0 et KQ. 

Démonstration. — Considérons la constante C G R dont le lemme 6.3.1 assure l'exis

tence. Nous pouvons, sans perdre de généralité, supposer que C > 1. Soit a G £8{L§). 
Remarquons que l 'anneau &(LQ) est isomorphe au corps muni de la valeur ab

solue Dans le raisonnement qui suit, nous aurons besoin de connaître le type de 

a. 

Supposons, tout d 'abord, que a G EQO- Dans ce cas, nous avons 

&(K^) = Kaet \\.\\K- = max(|.|ï , | .U) 

et 

<%(K+) = Aet \\.\\K max ( | . Ы . 
<7'E£oo\W 

Distinguons plusieurs cas. Supposons, tout d 'abord, que |a|a > 1. Puisque a G £oo> le 

nombre réel |a|^ est un élément de Ka. Par définition de C, il existe b e A vérifiant 

les propriétés suivantes : 

1. \b+\a\X<C; 

2. V<r' € \ {a}, \b\„, < C. 

Quel que soit a' € EQQ \ {a}, nous avons donc 

\b\„> <C<C\a\ua. 
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De nouveau, nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d 'abord, que \b\a > 1. 
De la première inégalité, nous tirons 

\bl < \a\: + C 

< (c + i)№ 
Puisque \b\a > 1, nous avons également < (C + 1) |a |^. Si \b\a < 1, nous avons 
encore < (C+l)\a\ua. 

Supposons, à présent, que \a\a < 1. Nous avons alors l'égalité | |a | |K- = |a |£. Nous 

posons 6 = 0. 

Dans tous les cas, il existe D G R tel que \\a + HK- — & \a\% et \\b\\K+ < D \a\™. 

Nous pouvons, par exemple, choisir D — C + 2. Les éléments a~ = a + b de âê(K^) 

et a+ = b de &(KQ) vérifient les propriétés demandées. 

Supposons, à présent, que a G £ / . Nous avons alors 

HGJGK 4 pt II II — I \u 

et 

<%(K+) = A \-] et ||.|| + = max (|. |~, max (\.\a)) . 
LO~ J 0 \ cr'G^OO / 

Comme précédemment, nous allons distinguer plusieurs cas. Pour commencer, sup

posons que \a\a > 1. D'après le théorème d'approximation fort, il existe un élément b 

de n<7'e£/\{<r} A* vérifiant 
\b + a\a < 1. 

En partculier, b + a appart ient à &(KQ). Par définition de la constante C, il existe 
c E A vérifiant la propriété suivante : quel que soit a' G £oo5 nous avons |6 + c|a/ < C. 
On en déduit que, quel que soit af G Eqo, nous avons 

\b + c\a, <C<C\a\ua. 

En outre, nous avons 

|ft + c | » < i n a x ( № | a + 6 | » , | c | « ) < | o | » . 

Supposons, à présent, que \a\a < 1. Dans ce cas, a appart ient à â§(K~). Nous 

posons b = c = 0. 

Dans tous les cas, il existe D G R tel que \\a + b + c\\K- < D \a\™ et 

||6 H- c||^-t- <D\dk\v. Nous pouvons, par exemple, choisir D = C + 1. Les élé

ments a~ = a + b + c de £ë(K^) et a+ = 6 + c de £ë(K§) vérifient les propriétés 

demandées. • 

Intéressons-nous, à présent, à la propriété d 'approximation qui intervient dans la 

définition des systèmes de Cousin-Runge. 

Lemme 6.3.3. — Soient a G E et u G ]0,Z(cr)[. Posons 

Kô = K, aiy\ K+ = B\ ]o«, et L0 = ff0" n K+ = {<}. 
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Soient p,q G N et s i , . . . , sp, t\,..., tq G &(Lo). Soit ô G R + . *Sz cr appartient 

àYlf, alors il existe un élément inversible f de &(KQ) et des éléments S i , . . . , S p 

de &(KQ) et t'u ... ,t'q de âS{Kç) tels que, quel que soient i G et j G [1, q}, on 

ait 

i) l i r ^ - ^ L U O L L / T I L U O < « ; 

H) | | / -1«i | |L0IIA - -«J- | |Lo 

Si a appartient à T,^, alors il existe un élément inversible g de &(K0 ) et des 

éléments s'{,..., sp de 3ê(K§) et t'{,..., tq de âS(Kô) tels que, quel que soient i G 

[ l , p ] etj G on ait 

i) L L ^ - ^ L K L L R T L U O < ^ ; 

ii) I I ^ I L L O L I R T - ^ I L L O ^ * -

Démonstration. — Posons M = max{ | | s i | |L0, ||£J||L0> 1 < i < p , 1 < i < q}- L 'anneau 

de Banach âê{L^) n'est autre que le corps Ka muni de la valeur absolue Par 

conséquent, pour tout élément i de [ l , n ] , il existe un élément s* de K tel que 

T] -* â8(v)[T, sHG 

Distinguons maintenant deux cas. Supposons, tout d 'abord, que a est un élément 

de £ / . D'après le lemme 3.1.6, il existe h e A telle que 

\hL < 1 ; 

V a ' e E , \ {*}, \h\a, = l. 

Il existe TV G N tel que, quel que soit i G [ l , p j , on ait 

G 4 = « ( / f 0 - ) . 

Posons 

f = h~Ne K. 

Son image dans l 'anneau &(KQ) est inversible. En outre, quel que soit i G [ l , p ] , 
nous avons 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sGCFD 
Soit j G [1,6/]. D'après le théorème d'approximation fort, il existe un élément t* 

de A[l/(j] tel que 

\\fti-t)\\L0<6. 

En particulier, la fonction t* définit un élément de Së{K^) et, quel que soit i G [ l , p j , 

nous avons 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

car f 1 e A. Quel que soit i G [ l , p j , nous avons également 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sHGFH 
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Supposons, à présent, que G G Xloo- H existe g G A tel que, quel que soit i G [ l , n j , 
on ait gs* G A . Remarquons que l'image de g dans ^(KQ) est inversible et que gs* 
est un élément de 2ë{K§). En outre, quel que soit i G | [ l ,n ] , nous avons 

l l ^ - K l k < I M k o II*-*ÎIILO<Mu* 
Choisissons un nombre réel N > 0 tel que 

Vi G [ i , p j , ||5SI||LO < JV. 

Soit j € [1 , ? ] . H existe un élément t*j de K tel que 

| | p - % - t - | k < | . 

La fonction t*i définit un élément de &(KQ) et, quel que soit i G vérifie 

\\9Siho h^tj-t*\\Lo < \\gsi\\Lo x<ö-

Quel que soit i € nous avons encore 

\\9'i ~ < IUo l l < T % l k < \9\u,S\g-X № „ < M*. • 

Les lemmes qui précèdent nous permet tent d'exhiber de nombreux systèmes de 
Cousin-Runge. 

Proposition 6.3.4. — Soient a G E et u G ]0, /(<r)[. Posons 

tf0- = [ a » , Ü T 0 + = ß \ ] < , a ^ ) ] . 

Soient K~ et K+ deux parties compactes et connexes de Vespace B dont l'intersec
tion est le singleton {a™}. Il existe un système de Cousin-Runge associé au couple 
(K-,K+). 

Démonstration. — Ce cas est particulièrement simple et nous allons construire un 
système de Cousin-Runge dont l'ensemble A est réduit à un seul élément. Qui t te à 
échanger les compacts K~ et I f+ , nous pouvons supposer que nous avons les inclusions 

K~ c KQ et K+ C K$. 

Posons 

(^-, l l . l l -) = ( ^ 0 - ) , l l . l l K - ) , 

(^+ , | | . | |+ ) = ( ^ ( X 0 + ) , | | . | | < ) 

et 

(tf, IUI) = (^(0,1.1°). 
On définit de manière évidente des morphismes bornés ^ ~ et ^ + comme dans la 
définition des systèmes de Banach. La proposition 3.1.21 permet de définir également 
des morphismes p ~ , p+ et p. L'ensemble de ces données forme un système de Banach 
associé au couple (K~,K+). Les deux lemmes qui précèdent assurent que c'est un 
système de Cousin-Runge. • 
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De ce résultat , nous allons déduire que toute partie compacte et connexe de l'es

pace B est un espace de Stein. 

Théorème 6.3.5. — Soit M une partie compacte et connexe de Vespace B. Tout fais

ceau de 6M-modules de type fini satisfait le théorème A. 

Démonstration. — Soit & un faisceau de ^M-modu le s de type fini. Soit b un point 

de M . D'après le lemme 6.1.2, le faisceau & vérifie le théorème A sur un voisinage du 

point b. Par compacité de M , il existe un entier p et des parties compactes et connexes 

Vo,...,Vp de M recouvrant M telles que, quel que soit i G [0 ,p] , le faisceau & 

vérifie le théorème A sur V{. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel que soit 

3 £ [0, p — l j , les compacts Wj = \Jo<i<jVi et Vj+\ s'intersectent en un ensemble 

réduit à un point de la forme a^, avec a G E et u G ]0,Z(cr)[. On montre alors, par 

récurrence et en utilisant à chaque étape la proposition 6.3.4 et le corollaire 6.2.11, 

que, quel que soit j G [0 ,p] , le faisceau & vérifie le théorème A sur Wj. On obtient 

le résultat a t tendu en considérant le cas j = p. • 

Théorème 6.3.6. — Soit M une partie compacte et connexe de l'espace B. Tout fais

ceau de ÛM-modules cohérent satisfait le théorème B. 

Démonstration. — Soit & un faisceau de ^M-modu le s cohérent. Soit 

o _> & - i ^ 0 i jx i . . . 

une résolution flasque du faisceau & . Soient q G N* et 7 un cocycle de degré q 

sur M. Soit b un point de M. Par définition, le cocycle 7 est un cobord au voisinage du 

point b. En raisonnant comme dans la preuve qui précède et en utilisant la proposition 

6.2.12, dont la première hypothèse est vérifiée d'après la proposition 6.3.4, au lieu du 

corollaire 6.2.11, on montre que le cocycle 7 est un cobord sur le compact M. Puisque 

ce résultat vaut pour tout cocycle, nous avons finalement montré que le faisceau & 

vérifie le théorème B. • 

Corollaire 6.3.7. — Toute partie compacte et connexe de Vespace B est un espace de 

Stein. 

6.4. Parties compactes des fibres 

Appliquons, à présent, les résultats obtenus dans le cas des parties compactes des 

fibres de la droite analytique X. Nous commencerons par démontrer l'existence de 

systèmes de Cousin-Runge. 

Lemme 6.4.1. — Soient V une partie compacte de B et u,v,w trois nombres réels 

vérifiant 0 < u < v < w. Pour tout élément f de l'anneau âê(V){u <\T\<v), il 

existe des éléments /" de âê(V){\T\ < v) et /+ de âS(V)(u < \T\ < w) tels que 

i) / = / " + / + dans 8{V){u < \T\ < v) ; 

il) ll/"Hv,t; < 11/11 V,u,v; 
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iii) < | | / | |v>,i;. 

Démonstration. — Il existe une suite (ak)keZ d'éléments de âS{V) telle que 

/ 

KEZ 

\akTk eâ$(V)(u< \T\ < v). 

Posons 
FGFGH 

fe>0 
]akTk e£(V)(\T\ <v) 

et 
/ + = 

K<-L 
akTk e^(V)(u< \T\<w). 

Ces éléments vérifient l'égalité 

f = r + r dans mV)(u < \T\ < v). 

Intéressons-nous, à présent, aux normes de ces séries. Remarquons que 

KEZ 
]akTk 

V,u,v KEZ 
; \\ak\\v m^{uk,vk) 

K<-L 
\\ak\\vuk -

K>0 

Jak\\vvK. 

Nous avons 

lirik„ = 
fe>0 

| |a*| |v t / fe<| | / lku,„ 

et 

\\f+\\v,u,W 
K<-L 

\\ak\\vu" < \\f\\v,u,v 

Lemme 6.4.2. — Soient V une partie compacte de B et u,v,w trois nombres réels 
vérifiant 0 < u < v < w. Soient p et q deux entiers et si,..., sp, ti,..., tq des 
éléments de &(V)(u < \T\ < v). Soit S G R + . Alors, il existe un élément inversible f 
de &(V)(u < \T\ < w), des éléments s[,..., s'p de &(V)(u < \T\ < w) et t[,..., t'q 
de £§(V){\T\ < v) tels que, quel que soient i G et j G on ait 

î) 11/ 1S% ~ s'i\W,u,v ||/*j||v,u,i; < S ; 

U) Wf^SiWv^Wftj-t'jWv^v <s. 
Démonstration. — Pour i G et j G | 1 , q}, notons 

Si = 

KEZ 
aX] Tk emV)(u< \T\ < v) 

et 

HGJH 

KEZ 

*bU) Tk eâ#(V)(u< \T\ <v). 

Soit M > 0 tel que 

max (||5i||y,u,v) : 
L<i<P 

M et max ( \tj \\V,u,v) < M 
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Il existe ko < 0 tel que, quels que soit j G [1, a ] , on ait 

k<k0-l 

\b^\\vuk 
S 

M 

Posons 
f = T-ko e@(V){u< \T\ <W) 

C'est un élément inversible de 38(V)(u < \T\ < w). Pour j € posons 

HGFHJ 
k>ko 

bU)Tk. 

k>0 
]b[JlkoTkeâ§(V)(\T\<v). 

Quels que soient i e [ l , p j et j € [1, qj, nous avons alors 

11/-1 si|v,uv,\\FTJ — T'J\\V,u,v \\Tko\\v,u,v II Silk,«,« f 
k<k0-l 

GFHGF 

V,u,v 

uk°M 
k<k0-l 

GRTYTFHY 

V,u,v 
uk°M 

k<k0-l 

\\b{kj)\\vuk-k° 

S. 

Soit i e Il existe un élément s'! de 3ê(V)[T,T-1] tel que 

T] -* â8(v)[T, s 
S 

M 

ir 

u 

, ko 

Posons 

*î = r1*'! = Tk°s'( € ®{V){u < \T\ < w). 
Quel que soit j E [1, a ] , nous avons alors 

1/ si — sdlV,u,i; 
uk° 

S 

M 

FHGF 
u 

k0 
v~k° M < S. 

Proposition6.4.3. — Soit b un point de B. Soit r un élément de R/j_ \ ^\J$?(b)*\. 
Notons x le point rjr de la fibre X^. Soient K~ et K+ deux parties compactes et 
connexes de la fibre dont Vintersection est égale au singleton {x}. Alors, il existe 
un système de Cousin-Runge associé au couple (K~, 

Démonstration. — Il existe un nombre réel w tel que la partie compacte K~ U K+ 

soit contenue dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon w de la fibre Quit te 
à échanger les compacts K~ et nous pouvons supposer que 

K- c{yexb\\T(y)\<r}. 

Soit (Fn)n€N une suite décroissante de voisinages compacts du point b dans B 

qui compose un système fondamental de voisinages de ce point. On déduit facilement 

l'existence d'une telle suite de la description explicite de la topologie de l'espace B 

présentée au numéro 3.1.1. Soit (un)nGN une suite croissante et de limite r d'éléments 
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de ]0, r[. Soit (vn)nGN une suite décroissante et de limite r d'éléments de }r,w[. Pour 
tout élément n de N , nous posons 

( # n , ll-lln) = №Vn)(\T\ < VN), ||.||vniWn), 

№ l|.||+) = №Vn){Un < \T\ < W), \\.\\vn,un,W) 
et 

(v, \\.\\n) = mvn)(un < \T\ < vn), ||.||vB1«B,»B). 
Quels que soient n G N et m G N , on définit de manière évidente des morphismes 

p~, p+ et pn comme dans la définition des systèmes de Banach. Le fait 
que les trois derniers soient bornés découle de la proposition 2.1.1. L'ensemble de ces 
données forme un système de Banach associé au couple (K~, Les trois premières 
propriétés sont évidentes et la dernière découle du théorème 2.4.8. Les deux lemmes 
qui précèdent assurent que ce système est un système de Cousin-Runge. • 

Corollaire 6.4.4. — Soit b un point de l'espace B. Soit Pb(T) un polynôme à coeffi

cients dans Jt?(b). Soit r un élément de R^j. \ y/\Jif(b)*\. Posons 

L0 = {zeXb\\Pb(T)(z)\=r}. 

Soient s et t deux éléments de R + tels que s < r < t. Considérons les parties com

pactes de X définies par 

={zeXb\s<\Pb(T)(z)\<r}GFG 

et 

K+ = {zeXb\r<\Pb(T)(z)\<t}. 
Notons Mo leur réunion. Soit & un faisceau de ÛM0 -modules de type fini qui satisfait 
le théorème A sur les compacts KQ et KQ . Alors il le satisfait encore sur Mo-

Démonstration. — D'après le lemme 3.1.22, il existe un voisinage ouvert U du point b 
dans B et un polynôme P(T) à coefficients dans Û(U) dont l 'image dans J$?(b)[T] 
est Pb(T). Comme expliqué au numéro 5.5, le morphisme 

Û(U)[T] -> Û(U)[T, S]/(P(S) - T) ^ 0{U)[S\ 

induit un morphisme 

<p : Z = Xu - Xu = Y. 

C'est un morphisme topologique fini, d 'après la proposition 5.5.1. Posons 

K- = {zeXb\s<\T(z)\<r} 

et 

K+ = {zeXb\r<\T(z)\<t}. 

Ces deux compacts ont pour intersection l'ensemble réduit au point rjr de la fibre Xb, 

point que nous noterons y. Notons M leur réunion. Un calcul direct montre que, pour 

tous nombres réels u et v, nous avons 

ip-1 ({z G Xb | u < \T{z)\ < v}) = {z G Xb | u < \Pb(T)(z)\ < v}. 
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En particulier, nous avons 

<p-\K-) = K0", y-\K+) = K+, ip-1 {y) = L0 et tp-\M) = M0. 

On en déduit que la partie compacte LQ est finie. 
D'après le lemme 6.1.3, il existe un entier p et des éléments £f,. . . , tp de ^(KQ) 

dont les images engendrent le ^ ^ - module pour tout élément z de KQ . De même, 
il existe un entier q et des éléments , . . . , de &(KQ) dont les images engendrent le 
^z^-module pour tout élément z de KQ . Le corollaire 5.6.2 et la proposition 5.6.6 
nous permettent d'appliquer le théorème 5.5.4. Il assure que la famille ( 1 , 5 , . . . , 
où d désigne le degré du polynôme P , engendre le ^y)2/-module {<p*&z)y Quitte à 
remplacer la famille {t~)i<i<p de (p*<^(K~) par la famille (Sk £ï")o<fc<d-i,i<i<pj nous 
pouvons supposer que le sous-^y>3/-module de (<p*&)y qu'elle engendre est identique 
au sous-(<p*&z)y-module de (<£*^)y qu'elle engendre. D'après le théorème 5.1.4, les 
morphismes naturels 

(<P*#z)y - I l 0z>* et (V*^)y I I 
zeL0 zeL0 

sont des isomorphismes. Pour tout élément z de LQ, la famille . . . ,t~) engendre 
le ^z,2-module Par conséquent, elle engendre également le ^y)2/-module (y?*« "̂)y. 
De même, quitte à remplacer la famille (tî)i<i<q de <£*c^~(lf+) par la famille 
{Sk tf)o<k<d-i,i<i<q, nous pouvons supposer qu'elle engendre le même ^y^-mo-
dule (<p*&)y. 

D'après le théorème 6.2.10 et la proposition 6.4.3, il existe alors des éléments 
5f , . . . ,5 - ,s+, . . . ,5+ de &(M), a~ de GLp(0(K~)) et a+ de GLq{Û{K+)) tels 
que 

DG 

HG 

= a 
V 

HG 
dans &{K~)V 

et 

si 

s+ 

= a+ 

HFGH 

H 

dans &(K+)q. 

Les matrices a et a+ induisent des éléments a0 et de GLP(Û(K0 )) 
et GL{Û{K+)) tels que 

G 

JH 
= a0 

G 

HG 
dans &{KQ)P 
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et 
FG 

FDQ 
= <4 

GH 

HGJH 

dans &(K+)q. 

Les sections sx , . . . , sp , , . . . , s+ de &{M$) engendrent alors le ^ ^ - module en 

tout point z de Mo. On en déduit le résultat annoncé. • 

Intéressons-nous, maintenant , plus spécifiquement au cas des fibres centrale et ex

trêmes. 

Théorème 6.4.5. — Soit b un point central ou extrême de l'espace B. Soit M une 

partie compacte et connexe de la fibre Xb. Tout faisceau de 6M-modules de type fini 

satisfait le théorème A. 

Démonstration. — Soit & un faisceau de ^M_m°dules de type fini. D'après le lemme 

6.1.2, tout point de M possède un voisinage sur lequel le faisceau & vérifie le théo

rème A. Par compacité de M , il existe un entier p et des parties compactes et connexes 

M o , . . . , Mp de M recouvrant M telles que, quel que soit i G [0 ,p] , le faisceau Ĵ * vé

rifie le théorème A sur M*. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel que soit 

3 £ [0>P — 1]J les compacts Nj = IJo<i<j ^ et ^O+i s'intersectent en un ensemble 

réduit à un point de type 3. Quel que soit j G [0,p — 1], il existe alors un polynôme 

irréductible Pb(T) à coefficients dans ^ ( 6 ) , un élément r de R + \ { 1 } et des éléments s 

et t de R_|_ vérifiant s < r < t tels que l'on ait soit 

Nj C {z G Xb | s < \Pb(T){z)\ < r} et Mj+1 C {z G Xb | r < \Pb(T)(z)\ < t}, 

soit 

M i + i G{zeXb\s< \Pb(T)(z)\ < r} et Nj C {z G Xb | r < \Pb(T)(z)\ < t}. 

On montre alors, par récurrence et en utilisant le corollaire précédent à chaque étape, 

que, quel que soit j G [0 ,p] , le faisceau & vérifie le théorème A sur Nj. On obtient 

le résultat a t tendu en considérant le cas j = p. • 

Remarque 6.4.6. — Nous pouvons en fait démontrer le résultat précédent pour tous 

les points de Bum. Il suffit de savoir écrire tout compact M de Xb comme réunion 

de compacts M o , . . . , M p , pour un certain entier p, vérifiant les mêmes propriétés 

que ceux de la preuve du théorème : pour tout élément j de [0 ,p — 1], il existe un 

polynôme Pb(T) à coefficients dans J4?(b)y un élément r de R ^ \ \/\Jf?(b)*\ et des 

éléments 5 et t de R + vérifiant s <r <t tels que l'on ait 

Nj= ( J Mi = {z € Xb | \Pb(T)(z)\ = r} 
l<i<j 

et soit 

Nj c{zeXb\s< \Pb(T)(z)\ < r} et Mj+1 C {z € Xb | r < \Pb(T)(z)\ < t}, 
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soit 

Mj+1 G{zeXb\s< \Pb(T)(z)\ < r} et NjC{zeXb\r< \Pb(T)(z)\ < t}. 

On peut démontrer que, pour tout élément r de R^_ \ y \J^(b)*\ et tout polynôme 

irréductible Pb à coefficients dans J4?(b), l'ensemble 

{z€Xb\\Pb(T)(z)\ = r} 

est réduit à un point. Le résultat concernant le découpage des compacts s'obtient 

alors en utilisant le fait que les points du type précédent sont denses et la structure 

d 'arbre de l'espace Xb. 

Lemme 6.4.7. — Soit b un point de l'espace B. Soit Pb(T) un polynôme à coefficients 

dans J4?(b). Soit r un élément de R I \ y/\J$?(b)*\. Posons 

L0 = {zeXb\\Pb(T)(z)\ = r}. 

Soit t >r. Considérons les parties compactes de X définies par 

KÔ = {z e xb\ \PB(T)(z)\ < r} 

et 

K+ = {zeXb\r<\Pb(T)(z)\<t}. 

Leur intersection est le compact L0. Pour tout élément f de Û{LQ), il existe un élé

ment f~ de Û(KQ) et un élément /+ de Û(KQ) qui vérifient l'égalité 

/ = dans Û(L0). 

Démonstration. — Commençons par le même raisonnement que dans le corollaire qui 

précède. D'après le lemme 3.1.22, il existe un voisinage ouvert U du point b dans B 

et un polynôme P(T) à coefficients dans Û(U) dont l'image dans J4?(b)[T] est Pb(T). 

Comme expliqué au numéro 5.5, le morphisme 

Û{U)[T] - > 0(U)[T,S]/{P{S)-T) ^ &{U)[S] 

induit un morphisme 

(p : Z = Xu - Xu = Y. 

Posons 

K- = {yeXb\\T(y)\<r} 

et 

K+ = {yeXb\r<\T(y)\<t}. 

Ces deux compacts ont pour intersection l'ensemble réduit au point rjr de la fibre Xb, 

point que nous noterons x. D'après le théorème 5.6.7, les morphismes naturels 

Û(K-)[S]/(P(S) — T) —» ff(Kô), 

Û(K+)[S}/(P(S) — T) —> Ô\K+) 

et 

ÛY,X\S]/(P(S) - T) -> Û(L0) 
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sont des isomorphismes. Par conséquent, il suffit de démontrer le résultat pour le 
point x et les parties compactes K~ et K+. Le résultat découle alors de l'existence 
d 'un système de Cousin associé au couple (K~,K+) (cf. proposition 6.4.3). • 

Théorème 6.4.8. — Soit b un point central ou extrême de Vespace B. Soit M une 
partie compacte et connexe de la fibre Xb. Tout faisceau de Ô*M -modules de type fini 
satisfait le théorème B. 

Démonstration. — Soit & un faisceau de ^M-modules cohérent. Soit 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

une résolution flasque du faisceau & . Soient q G N* et 7 un cocycle de degré q sur M. 

Par définition, tout point de M possède un voisinage sur lequel le cocycle 7 est un 
cobord. Par compacité de M , il existe un entier p et des parties compactes et connexes 
M o , . . . , Mp de M recouvrant M telles que, quel que soit i G [0 ,p] , le cocycle 7 soit un 
cobord sur Mi. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel que soit j G [0 ,p — 1], les 
compacts Nj = Uo<i<j ^ et Mj+i s'intersectent en un ensemble réduit à un point 
de type 3. 

Montrons, par récurrence, que, quel que soit j G [0 ,p] , le cocycle 7 est un cobord 
sur le compact Nj. Le cas j = 0 est vrai par hypothèse. Soit j G [0,p — 1] et supposons 
que le cocycle 7 est un cobord sur le compact Nj. D'après le lemme précédent, pour 
tout élément / de û(Nj H M j + i ) , il existe un élément / " de 0(Nj) et un élément / + 
de û(Mj+i) qui vérifient l'égalité 

/ = / " + / + dans ff(Nj H Mj+1). 

En outre, puisque l'intersection Nj fl M^+i est réduite à un point, tout faisceau de 
&NjnMj+1 -modules vérifie le théorème B. Finalement, tout faisceau de Ô'NJUMJ+1 -mo
dules cohérent satisfait le théorème A, d'après le théorème 6.4.5. La proposition 6.2.12 
assure alors que le cocycle 7 est un cobord sur le compact NjUMj+i = iV^+i, ce qu'il 
fallait démontrer. 

Nous avons en particulier prouvé que le cocycle 7 est un cobord sur le compact 

M = Np. Puisque ce résultat vaut pour tout cocycle, nous avons finalement montré 

que le faisceau & vérifie le théorème B. • 

Remarque 6.4.9. — Nous pouvons en fait démontrer le résultat précédent pour tous 

les points de Bum en procédant de même et en utilisant le résultat dont il est question 

à la remarque 6.4.6. 

Le cas des parties compactes des fibres internes peut se trai ter , comme toujours, en 

se ramenant au cas classique des espaces analytiques sur un corps value complet. Nous 

pouvons en déduire des résultats indépendants de la fibre considérée, par exemple dans 

le cas des couronnes. 
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Théorème 6.4.10. — Soient b un point de l'espace B et r et s deux éléments de R + 

vérifiant l'inégalité r < s. Posons 

C = {yeXb\r<\T(y)}<s}. 

La couronne C est un sous-espace de Stein de la droite analytique X. 

Démonstration. — Si b est un point central ou extrême de l'espace B, le résultat 
découle des théorèmes 6.4.5 et 6.4.8. 

Supposons désormais que le point b est un point interne de l'espace B. Notons 

jb :Xb^X 

le morphisme d'inclusion. D'après la proposition 3.4.6, il suffit de montrer que la 
couronne t7^~1(C) est un espace de Stein. Nous sommes donc ramenés au cas d 'un 
espace analytique au-dessus du corps value complet J4?(b). 

D'après le lemme 3.2.12, l'ensemble des parties de la forme 

{y€Xb\r' <\T(y)\<s'}, 

où r' et sf sont deux éléments de R + vérifiant r' -< r et s' > s, est un système fon

damental de voisinages de j^l(C) = C dans l'espace analytique A ^ ^ . Le corollaire 

6.1.8 assure alors qu'il suffit de montrer que ces couronnes ouvertes de la droite A ^ 1 ^ 
sont des espaces de Stein. 

Distinguons, à présent, deux cas. Si le point b appartient à une branche ultra
métrique, son corps résiduel J^(b) est muni d 'une valeur absolue ultramétrique non 
triviale. D'après le théorème 2.4 de [21], la proposition 3.3.4 de [2] et le théorème 
6.1.9, les couronnes ouvertes de A ^ ^ sont bien des espaces de Stein. 

Si le point b appartient maintenant à une branche archimédienne, nous distinguons 
deux nouveaux cas. Si Jif(b) = C, c'est un résultat connu que les couronnes ouvertes 
sont des espaces de Stein (on sait même que tout ouvert de C est de Stein, puisque tout 
ouvert de C est un domaine d'holomorphie). Si J^(b) = R , le résultat est donc vrai 
après extension du corps de base à C et l'on conclut en utilisant le théorème 6.1.11, 
comme indiqué à la remarque 6.1.13. • 

Remarque 6.4.11. — Lorsque le point b est un point interne d'une branche ultramé
trique, nous avons essentiellement redémontré un cas particulier de la proposition 3.1 
de [15]. 

6.5. Couronnes compactes de la droite 

Dans ce paragraphe, nous démontrons que certaines parties compactes de la droite 

analytique X sont de Stein. Comme précédemment, nous commencerons par exhiber 

des systèmes de Cousin-Runge. 

Lemme 6.5.1. — Soient a G £ , u G ]0, l(o~)[ et s,t G R + tels que s <t. Posons 

Jf0- = K,aiy\ K+=B\]Cet L0 = ff0" n K + = {<}. 
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Soit D E H la constante dont le lemme 6.3.2 assure Vexistence. Quels que soient 

s,t G [0, +oo[, avec s < t, et quel que soit f G &(Lo)(s < \T\ < t), il existe f~ G 
â^(KQ~)(s < \T\ < t) et / + G 3ê(K^)(s < \T\ < t) vérifiant les propriétés suivantes : 

i) f = f~-f+ dans &(L0)(8 < \T\ < t) ; 

ii) \\f-\\K-.,t<D\\f\\L0,8,t; 

i") l l / + l l ^ , s , t < ^ H / I U o , M -

Démonstration. — Soient s,t G [0,+oo[, avec s < t, et / G &(Lo)(s < \T\ < t). Par 

définition, il existe une famille (aK)KEZ à.e 3§(LQ) = Ka telle que l'on ait 

/ = 
fcez 

akTk 

et que les séries 

fc>0 

ak tk et 

K<0 

ak sk 

convergent. Soit k e Z. D'après le lemme 6.3.2, il existe des éléments ak de &(K0 ) 

et ak de ^(KQ) vérifiant les propriétés suivantes : 

i) ak = ak — ak dans &(LQ) ; 

DT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v 

«0 11**11*+ <D\\ak\\Lo. 

Posons 

r = 
KEZ 

FFHFH 

et 
ML%KK 

KEZ 
at Tk. 

Ces séries vérifient les conditions requises. • 

Contrairement au précédent, le résultat d 'approximation ne nous semble pas pou

voir se déduire du résultat similaire pour les parties compactes de la base {cf. lemme 

6.3.3). 

Lemme 6.5.2. — Soient a G X), u G ]0, Z(cr)[ et s,t e R + tels que s <t. Posons 

K- = K,aIY\ K+ = B\ ]<, a'<">] et L0 = K~ fl K+ = {<}. 

Soient p,q G N et S i , . . . , sp, tu ...,tq G &(L0)(s < \T\ < t). Soit ô G R + . Si a 

appartient à S / , alors il existe un élément inversible f de &(KQ)(S < \T\ < t) et des 

éléments s i , . . . ,s'p de @{K+){s < \T\ < t) et t[,... ,t'q de ^{K^){s < \T\ < t) tels 

que, quel que soient i G et j G [1,<?], on ait 

i) \\F-18I-4\\LO.AFTIHO,.,t<S; 

ii) | | / - 1 * i | | L „ , . , t l l / * i - * i l U o , - , t < * -
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Si a appartient à EQO, alors il existe un élément inversible g de &(K0 )(s < \T\ < t) 

et des éléments s ' / , . . . , s'p' de @(K£){s < \T\ < t) et t'{,..., ^ de ^{K~)(s < \T\ < t) 

tels que, quel que soient i G [ l , p ] et j G fl , q}, on ait 

i) \\9Si - s'l\\L^t lk_1^IU0,s,t < S; 

ii) | |^ i | |Lo , - , t | | r t -* î , | |Lo , - , t 

Démonstration. — Posons M = max{||si||z,05Sj£, ll̂ 'IUo,s,*> * — * — P> 1 — J— (Ù- Sort 

* £ [ I j P ] - La fonction 5̂  appart ient à âë(Lç))(s < \T\ < t). Par conséquent, il existe 

une famille (ak)kez de Ka telle que 

Si = 
FH 

FGFH 

et les séries 

fc>0 

|ofe|^fc et 

k<0 

FHJHH 

convergent. Il existe n^n\ G Z tel que 

Si -

H 

k—rii 
, akTK 

I Lo,s,t 

< s. 

Il existe également s* e K[T,T *] tel que 

DG 

||fc = 7li 

akTk-s* 

Lo,s,t 

GJHK 

Distinguons deux cas. Supposons, tout d 'abord, que a G £ / . D'après le lemme 

3 . 1 . 6 , il existe h e A telle que 

JKKJMYV 

V ( 7 ' 6 E / \ W , |Hr' = l. 

Il existe iV G N tel que, quel que soit i G on ait hN s* G Aa [T ,T-1 ] . En 

particulier, la fonction hN s* définit un élément de &(KQ)(S < \T\ < t). Posons 

f = h~Ne K. 

C'est un élément inversible de &(KQ){S < \T\ <t). En outre, nous avons 

U/"1* - / " ^ I k . M < \\r i io .M \\8i - 8UL0,.,t < 201/-1!». 
Soit j G [1,6/]. La fonction tj appartient à 3§(L0)(s < \T\ < t). Par conséquent, il 

existe une famille (bk)kez de Ka telle que 

JHGK 
feez 

bkTk 

et les séries 

k>0 

\h\uatk et 

k<0 

\b^sk 
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220 CHAPITRE 6. ESPACES DE STEIN 

convergent. Il existe mj,rrij G Z tel que 

JKL 
m' 

k=rrij 

bkTk < s. 

Par le théorème d'approximation fort, quel que soit e > 0, il existe des éléments 
cmj , cm' de K tels que, quel que soit k € \rrij, m^J, on ait 

1. V a ' e E / U a } , ckeA^; 

2. \bk - ck\ua < e. 

On en déduit qu'il existe t* € A[l/a][T,T~l] tel que 

m' 

k=rrij 

hTk-t* 

\Lo,s,t 

< s. 

En particulier, la fonction t*j définit un élément de 3§{KQ)(S < \T\ < t) et, quel que 

soit i G [[1,pi, nous avons 

Wf-'siWu^t II A - - « I I l o , . , * < I / - 1 ! " I N k , ^ < 2MS, 

car f 1 e A. Quel que soit i G [ l , p ] , nous avons également 

I I / -1** - r ^ l k . M | |/*,-| |lo,.,. < 2 ^ 1 / - ^ l / £ ||*j||Lo,.,t < 2M6. 

Supposons, à présent, que a G £00 • Il existe g G 4̂ tel que, quel que soit i G [1 , n j , on 
ait #s* G A [ T , T - 1 ] . Remarquons que l'image de g dans l 'anneau &(KQ)(S < \T\ < t) 
est inversible et que gs* définit un élément de &(KQ)(S < \T\ <t). En outre, quel 
que soit i G [ l , n ] , nous avons 

\\gSi - KIUo , . , t < IÎ Hlo II* - S*\\L0,s,t < 2 | C *. 

Soit j G [ 1 , ^ ] . Puisque la fonction g xtj appartient à &(L0){s < \T\ < t), il existe 

une famille (bk)kez de Ka telle que 

KJPYFGH 

kez 

bkTk 

et les séries 

k>0 
\bk\uatket 

k<0 
> l > * 

convergent. Il existe m . , m ' G Z tels que 

ML%JK 
m' 

k=rrij 
hTk 

I Lo,s,t 

5 

2 ||^s*|Uo,*,t " 
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En approchant chacun des coefficients avec k G [m j , ra^-J, on montre qu'il existe 

également t* G X f ^ T " 1 ] tel que 

VFL'. 

GHGJTH 
bkTk-ty 

ILo,s,t 

ô 

2\\gsi\\L0,8,t' 

La fonction £!• définit un élément de 3${K§ )(s < \T\ < t) et, quel que soit i GDGHJ 

vérifie 

\\gsi\\L0,s,t \\g -**|lw,t < \\9Si\\L0T8,t2 
S 

2 | | ^ | |Lo , s , t 
GHGH 

Quel que soit i G [l,j>], nous avons encore 

- *î||L0,.,t ll<T%llw,t < 2|C^l5_1|" N k . M <HFF 

Proposition 6.5.3. — Soient a G E, u G ]0, /(cr)[ et s,t £ R + £e/s q^e s < t. Posons 

Kï =T] -* â8(v)[T, sK+ = B\K,an L0 = K^nK+ = {aua} 

et 

L = CLo(s,t) = {x G X \s < \T(x)\ <t}. 

Soient K~ une partie compacte de CK- (s, t) et K+ une partie compacte de CK+ (s, t) 

dont l'intersection est le compact L. Il existe un système de Cousin-Runge associé au 

couple (K~,K+). 

Démonstration. — Soit (sn)neN une suite croissante et de limite s d'éléments de 

[0, s[. Soit (£n)nGN une suite décroissante et de limite t d'éléments de ]t, + 0 0 [ . Pour 

tout élément n de N , nous posons 

||.||-) = (&(Kï)(8N < \T\ < tn), ||.||^-,.n,tn), 

11.11+) = (mK)(sn < \T\ < tn), \\.\\Kt^j 

et 

(tf, \\.\\n) = №L0)(an < \T\ < tn), ||.||Lo,.B,tJ. 

Quels que soient n G N et m G N , on définit de manière évidente des morphismes 

bornés et ip+ comme dans la définition des systèmes de Banach. Le théorème 3.2.19 

permet de définir également des morphismes p ~ , p+ et pn. La proposition 2.1.1 assure 

qu'ils sont bornés. L'ensemble de ces données forme un système de Banach associé au 

couple (K~,K+). Les trois premières propriétés sont évidentes et la dernière découle 

de nouveau du théorème 3.2.19, joint à la proposition 3.1.21. Les deux lemmes qui 

précèdent assurent que ce système est un système de Cousin-Runge. • 

Nous allons déduire de ces résultats le fait que les couronnes compactes et connexes 

de la droite analytique X sont des espaces de Stein. 
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Théorème 6.5.4. — Soit V une partie compacte et connexe de l'espace B. Soient s ett 

deux nombres réels tels que 0 < s < t. Posons 

M = Cv(s, t) = {xeXv\s< \T(x)\ < t}. 

Tout faisceau de ÔM-modules de type fini satisfait le théorème A. 

Démonstration. — Soit & un faisceau de ^M -modules de type fini. Soit b un point 

de V. D'après le théorème 6.4.10, le faisceau & vérifie le théorème A sur le compact 

XbDM et donc sur un voisinage de ce compact, d 'après le lemme 6.1.2. En utilisant le 

lemme qui précède, on en déduit qu'il existe un voisinage compact Vb du point b dans V 

tel que le faisceau & vérifie le théorème A sur le compact Xyh fl M. Par compacité 

de M , il existe un entier p et des parties compactes et connexes Vo,...,Vp de V 

recouvrant V telles que, quel que soit i G [0 ,p] , le faisceau & vérifie le théorème A 

sur Xyi fl M. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel que soit j G [0,p — 1], 

les compacts Wj = IJo<i<j ^ et V^+i s'intersectent en un ensemble réduit à un 

point de type 3. On montre alors, par récurrence et en utilisant à chaque étape la 

proposition 6.5.3 et le corollaire 6.2.11, que, quel que soit j G [0 ,p] , le faisceau & 

vérifie le théorème A sur Xwâ H M. On obtient le résultat a t tendu en considérant le 

cas j = p. • 

Théorème 6.5.5. — Soit V une partie compacte et connexe de l'espace B. Soient s ett 

deux nombres réels tels que 0 < s < t. Posons 

M = Cv(s, t) = {x G Xv | s < \T(x)\ < t}. 

Tout faisceau de &M-modules cohérent satisfait le théorème B. 

Démonstration. — Soit & un faisceau de ^M -modules cohérent. Soit 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[ 

une résolution flasque du faisceau & . Soient q G N* et 7 un cocycle de degré q 

sur M. Soit b un point de V. D'après le théorème 6.4.10, le faisceau & vérifie le 

théorème B sur le compact Xb fl M. Par conséquent, le cocycle 7 est un cobord 

au voisinage du compact Xb fl M. En utilisant le lemme 3.2.12, on en déduit qu'il 

existe un voisinage compact Vb du point b dans V tel que le cocycle 7 soit sur le 

compact Xyh fl M . En raisonnant comme dans la preuve qui précède et en utilisant 

la proposition 6.2.12, dont la première hypothèse est vérifiée d'après la proposition 

6.5.3, au lieu du corollaire 6.2.11, on montre que le cocycle 7 est un cobord sur le 

compact M. Puisque ce résultat vaut pour tout cocycle, nous avons finalement montré 

que le faisceau & vérifie le théorème B. • 

Théorème 6.5.6. — Soit V une partie compacte et connexe de l'espace B. Soient s ett 

deux nombres réels tels que 0 < s < t. La couronne compacte 

Cv(s, t) = {xeXv\s< \T(x)\ < t} 

est un espace de Stein. 
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6.6. Lemniscates de la droite 

Dans cette partie, nous allons montrer que les théorèmes A et B sont satisfaits pour 

les faisceaux cohérents définis sur les couronnes ouvertes de la droite analytique X et 

les lemniscates. Ici encore, nous nous inspirerons des techniques utilisées en géométrie 

analytique complexe. Pour toute couronne ouverte C, nous considérerons une famille 

croissante de couronnes fermées dont la réunion est égale à C. Nous montrerons alors 

que cette famille forme une exhaustion de Stein (cf. [14], IV, §1, définition 6). Il nous 

restera alors à montrer que toute partie possédant une exhaustion de Stein est de 

Stein. 

La preuve que nous proposons ici suit de très près l 'ouvrage [14] de H. Grauert 

et R. Remmert . Plus précisément, nous nous sommes inspirés de la partie IV, §1 

pour les définition et propriétés des exhaustions de Stein et de la partie IV, §4, pour 

montrer que les familles croissantes de couronnes fermées considérées en satisfont les 

conditions. 

Nous traiterons finalement le cas des lemniscates en faisant appel au théorème 

6.1.10 et aux résultats sur les morphismes finis démontrés au chapitre 5. 

6.6.1. Exhaustions de Stein. — Commençons par rappeler la définition d'une exhaus

tion. 

Définition 6.6.1. — Soit S un espace topologique. Une suite (Kn)ne-^ de parties com

pactes de S est une exhaustion de S si elle vérifie les propriétés suivantes : 

i) quel que soit n G N , le compact Kn est contenu dans l'intérieur de Kn+i ; 

ii) la réunion des compacts Kn est égale à S. 

Le résultat qui suit est classique (cf. [14], IV, §1, théorème 4) et nous permet t ra 
de démontrer une partie du théorème B pour les faisceaux cohérents définis sur les 
couronnes ouvertes. 

Théorème 6.6.2. — Soient S un espace topologique et (Kn)ne-^ une exhaustion de S. 

Soient un faisceau de groupes abéliens sur S et q > 2 un nombre entier. Supposons 

que, quel que soit n G N , on ait 

H*-1(Kn,y) = Hq(Kn,y) = 0. 

Alors on a également 

Hq(S,y) = 0. 

Définition 6.6.3. — Soient (A, | | - | |A) et (B,\\'\\B) deux anneaux munis de semi-

normes. Soit ip : A —> B un morphisme d'anneaux. On dit que le morphisme (p est 

borné s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout élément a de A, nous ayons 

\Ma)\)B<M\\a\\A. 

Venons-en, à présent, aux exhaustions de Stein (cf. [14], IV, §1, définition 6). 
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Définition 6.6.4. — Soient (S,Ûs) un espace localement annelé et y un faisceau de 

ûs-modules cohérent. Une suite (Kn)nGN de parties compactes et de Stein de S est 

une exhaustion de Stein de S relativement au faisceau y si c 'est une exhaustion de S et 

si, quel que soit n G N , il existe une semi-norme \\.\\n sur y(Kn) telle que, quel que 

soit n G N , les propriétés suivantes soient vérifiées : 

i) la partie y(S)\Kn de y(Kn) est dense pour \\.\\n ; 

ii) l'application de restriction (y(Kn+i), | | . | |n+i) —• (y(Kn), \\.\\n) est bornée; 

iii) l'application de restriction (y(Kn+i), | | . | |n+i) —• (y(Kn), ||.||n) envoie toute 
suite de Cauchy sur une suite convergente ; 

iv) tout élément s de y(Kn+i) vérifiant | |s| |n+i = 0 est nul sur Kn. 

Cette notion nous permet t ra de compléter la démonstrat ion du théorème B pour les 
faisceaux cohérents définis sur les couronnes ouvertes, par l 'intermédiaire du résultat 
suivant (cf. [14], IV, §1, théorème 7). 

Théorème 6.6.5. — Soient (5, ûs) un espace localement annelé et y un faisceau de 
ûs-modules cohérent. Supposons qu'il existe une exhaustion de Stein de S relativement 
au faisceau y . Alors nous avons 

H1(S,y) = 0. 

En regroupant les résultats des deux théorèmes qui précèdent et celui du théorème 
6.1.9, nous obtenons le résultat suivant. 

Théorème 6.6.6. — Soit (S, ûs) un espace localement annelé. Supposons que, pour 
tout faisceau de ûs-modules cohérent y , l'espace S possède une exhaustion de Stein 
relativement à y . Alors, l'espace S est de Stein. 

6.6.2. Fermeture des modules. — Pour montrer que les exhaustions naturelles des cou
ronnes ouvertes par des couronnes fermées sont bien des exhaustions de Stein, nous 
avons besoin de résultats de fermeture sur certains faisceaux de modules. Nous leur 
consacrons cette partie. Les preuves que nous proposons sont inspirées de [17], II, D, 
théorèmes 2 et 3. 

Commençons par introduire une notation. Soient (Y, ûy) un espace analytique, y 

un point de Y et V un voisinage du point y dans Y. Soient p G N et M un sous-
module de @yy. Nous noterons Jiï(V) le 0y(F)-module constitué des éléments F 

de ûy (V)p dont le germe Fy en y appart ient à Jt. Définissons, maintenant , la notion 
de module fortement engendré. Nous l'utiliserons constamment dans cette partie. 

Définition 6.6.7. — Soient (F, ûy) un espace analytique et y un point de Y. Soient p G 

N et M un sous-module de ây . Soient V un voisinage du point y dans Y et ||.|| une 

norme sur 0y (V) . Nous munissons le module produit ûy (V)p de la norme, que nous 

noterons encore \\.\\, donnée par le maximum des normes des coefficients. Soient q G N 
et G i , . . . , Gq des éléments de ûy(V)p. On dit que la famille (C? i , . . . , Gq) engendre 

fortement le module M sur Vpour la norme \\.\\ s'il existe une constante C G R telle 
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que, pour tout élément F de ^K(V), il existe des fonctions dans ûy(V) 

satisfaisant les propriétés suivantes : 
Q 

i) F = Y^fiGi dansJZ(V); 
i=l 

ii) quel que soit i G [1,^1, nous avons \\fi\\ < C \\F\\. 

On dit que le module M est fortement engendré sur V pour la norme ||.|| s'il existe 

une famille finie de ûy(V)p qui engendre fortement le module ^ sur V pour la 

norme ||.||. 

Les systèmes de générateurs forts jouissent de propriétés agréables. 

Lemme 6.6.8. — Soient (Y, ûy), (Y', @Y') et (Y", &y») des espaces analytiques, y, y' 

et y" des points de Y, Y' et Y", p, p', p" des entiers et <M, M', M" des sous-modules 

de ^Y,y> ^Y',y' e^ ®Y",y'" Soient Vi y et V" des voisinages des points y, y' et y" 

dans Y, Y' et Y" et ||.||, ||.||' et ||.||" des normes sur Ûy(V), ûy(V) et ÛY»(V"). 

Supposons qu'il existe une suite exacte courte de groupes abéliens 

0 -> JK\V) A JK(y) 1+ Jt"(y") 0 

vérifiant les propriétés suivantes : 

i) le morphisme u est une isométrie ; 

ii) il existe un morphisme borné UQ : ûy(Vf) —» ûy(V) qui vérifie 

V/' G ÛYW), VF' € JH(V), u(f'F') = u0(f')u(F') ; 

iii) le morphisme v est borné; 

iv) il existe un morphisme borné r : Ûy"(V") —•> ûy(V) qui vérifie 

V / " G ÛY»(V"), VF G JK{V\ v(r(fff)F) = f"v(F). 

Si les modules jfé1 et sont fortement engendrés sur V et V" pour les normes \\.\\f 

et \\.\\", alors le module *sfâ est fortement engendré sur V pour la norme \\.\\. 

Démonstration. — Commençons par t raduire les hypothèses sur les morphismes bor
nés. Il existe des constantes DUQ, DV) DT G R telles que, quel que soit / ' G &y>(Vf), 

on ait 

I M / ' ) I I < A , „ ll/'ll', 

quel que soit F G . ^ ( V ) , on ait 

\\v(F)\\"<Dv\\F\\ 

et, quel que soit / " G &y>(y"), on ait 

l|r(/")ll < i?r 

Supposons que les modules jfé1 et Jt" sont fortement engendrés sur V et V" 

pour les normes ||.||' et | |. | |". Il existe un entier r ' G N et une famille (G[,... ,Gfr,) 

de JZ'(y') qui engendre fortement le module J%' sur V pour la norme ||.||', avec 
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une certaine constante C G R. De même, il existe un entier r" G N et une fa

mille (G'{,..., G",,) de ^"{V") qui engendre fortement le module ^K" sur V" pour 

la norme ||. | |", avec une certaine constante C" G R. Quel que soit i G [ l , ^ ] , nous 

posons 

m = U(G'). 
Quel que soit j G [ l , r / / ] , nous choisissons un élément H" de ^(V) tel que 

T] -* â8(v)[T, s 

Nous allons montrer que la famille . . . , H'R,,H",..., H",) de ^(V) engendre 

fortement le module <y# sur V pour la norme ||.||. 

Soit F G JK{V). Alors v(F) G J£'(V). Il existe donc / { ' , . . . , /;'„ G ^ ( F " ) tels 

que l'on ait 

i) V(F) : 
r" 

GJ 

/»// r^'l . 

ii) V j € [ l , r " ] , | | / j ' | | " < C " | | t ;(F)| |". 

Posons 

^0 = ^ " 

r" 

3 = 1 
T] -* â8(v)[T, 

Quel que soit j G [ 1 , ^ ] , nous avons 

\\r(f'')\\ < DT \\f'\\" < DTC" \\v(F)\\" < DTC"DV \\F\\. 

Nous en déduisons que 

limoli < 1 + DTC"DV 
r" 

HKJLKL 

GJJ HGH 

Posons 

M = 1 + DTC"DV 

T" 

=1 

KJILJ 

Nous avons 

v(F0) = v{F) -

HK 

KJKJ 

{T{f?)H?) = v(F) 
r" 

KJKL 
HGT] -* â8(v)[T 

Par conséquent, FQ € Ker(t;) = On en déduit qu'il existe F' € Jiï'{V) tel que 

u ( F ' ) = Fo

li existe également f[,---,f'ri € &Y'(V) tels que l'on ait 

i) F' 
r' 

i=l 
fl Gi ; 

ii) V i € [ l , r ' ] , \\fl\\'<C'\\F'\\'. 
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Nous avons finalement 

F = F 0 + ^ T ( / ; ) F ; 

3 = 1 

= « ( È / f c i ) + J b r ( t f ) f l 7 

= è « o ( / f ) f l î + è r ( ^ ) f l 3 ' . 

Nous avons vu précédemment que la norme des coefficients T ( / " ) , avec j G [ l , r " | , 
est bornée en fonction de celle de | |F | | . En outre, quel que soit i G [ l , r ' ] , nous avons 

I M / O l l < DU0 | | / / | r < DU0C \\F'\\' < DU0C \\F0\\ < DU0C'M \\F\\. 

On en déduit que la famille ( i ï { , . . . , H'r,,H",..., H",,) de JZ(V) engendre fortement 

le module jj£ sur V pour la norme ||.||. • 

Corollaire 6.6.9. — Soient (Y, ÛY ) un espace analytique et y un point de Y. Soient V 

un voisinage du point y dans Y et ||.|| une norme sur ûy(V). Supposons que tous les 

idéaux de ûyiV sont fortement engendrés sur V pour la norme \\.\\. Alors, quel que 

soit p G N*, tous les sous-modules de @yy sont fortement engendrés sur V pour la 

norme \\.\\. 

Démonstration. — Nous allons démontrer le résultat par récurrence. L'initialisation 

pour p — 1 n'est autre que l 'hypothèse. Soit p G N* pour lequel le résultat est vrai. 

Soit M un sous-module de ^ y ^ 1 . Notons jfé1 l'idéal de ûy,y composé des éléments / 

de ûy^y tels que ( 0 , . . . , 0, / ) appartient à jfé. Notons jfâ" le sous-module de ûy y dont 

les éléments sont les p premières composantes des éléments de jfâ. Les morphismes 

naturels 

0 -> Jt'(V) ^ JK{V) A Jt"{V) ^ 0 
forment une suite exacte courte de groupes abéliens. Montrons que les propriétés du 

lemme 6.6.8 sont vérifiées. Le morphisme u est bien une isométrie. Choisissons pour uo 

le morphisme identité sur ûy(V). Les propriétés du point ii) sont alors vérifiées. Le 

morphisme v est borné (et l'on peut même choisir la constante 1). Nous pouvons choisir 

pour r le morphisme identité sur ûy(V). L'hypothèse de l'énoncé nous assure que 

l'idéal est fortement engendré sur V pour la norme ||.||. L'hypothèse de récurrence 

nous assure que tel est également le cas pour le module M". D'après le lemme 6.6.8, 

le module <M est, lui aussi, fortement engendré sur V pour la norme ||.||. • 

Énonçons, à présent, quelques conditions permet tant d'assurer que certains mo

dules possèdent des systèmes de générateurs forts. 

Lemme 6.6.10. — Soient (F, ûy) un espace analytique et y un point de Y. Soit V un 

voisinage du point y dans Y. Munissons l'anneau ÛY(V) de la norme uniforme | | . | |y. 

Supposons que le morphisme de restriction &y{V) —• &y,y est injectif et que l'anneau 
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local ûy,y est un corps. Alors, quel que soit p G N* , tous les sous-modules de ûyy 

sont fortement engendrés sur V pour la norme 

Démonstration. — D'après le corollaire 6.6.9, il suffit de montrer que tous les idéaux 
de ûy^y sont fortement engendrés sur V pour la norme Puisque l 'anneau lo

cal ûy,y est un corps, il ne possède que deux idéaux : ûy^y et (0). Il est évident que la 
famille (1) engendre fortement l'idéal ûyiV sur V pour la norme | | . | |y. L'injectivité du 
morphisme &y(V) —» ûYiV assure que la famille (0) engendre fortement l'idéal ûy,y 

sur V pour la norme | | . | |y. • 

Lemme 6.6.11. — Soient (Y, ûy) un espace analytique et y un point de Y. Supposons 

que Vanneau local ûy^y est un anneau de valuation discrète. Soit V un voisinage 

du point y dans Y et n une uniformisante forte de Vanneau 0y,y sur V. Alors, la 

famille (n) engendre fortement Vidéal n @y,y sur V pour la norme \\.\\v-

Démonstration. — C'est une simple t raduct ion des définitions. • 

Corollaire 6.6.12. — Soient (Y, ûy) un espace analytique et y un point de Y. Suppo

sons que Vanneau local ûy,y est un anneau de valuation discrète. Notons m son idéal 

maximal. Soit V un voisinage du point y dans Y et n une uniformisante forte de 

Vanneau ûyiV sur V. Supposons que le morphisme de restriction ûy(V) —> ûyiV est 

injectif. Alors, quel que soit p G N*, tous les sous-modules de ûy,y son^ fortement 

engendrés sur V pour la norme \\.\\v-

Démonstration. — D'après le corollaire 6.6.9, il suffit de montrer que tous les idéaux 
de ûyiV sont fortement engendrés sur V pour la norme Puisque l 'anneau lo
cal ûy,y est un anneau de valuation discrète, ses idéaux sont de la forme (0) ou (7rn) 
avec n G N . L'injectivité du morphisme ûy(V) —• ûy,y assure que la famille (0) 
engendre fortement l'idéal (0) sur V pour la norme | | . | |v. On constate immédiatement 
que la famille (1) engendre fortement ûy^y sur V pour la norme Finalement, on 

montre, par récurrence, en utilisant le lemme précédent, que, quel que soit n G N , la 
famille (nn) engendre fortement l'idéal 7rn 6y^y sur V pour la norme • 

Appliquons ces résultats au cas de la base B et de l'espace X. 

Corollaire 6.6.13. — Soit Y Vun des deux espaces B et X. Soit y un point de Y en 

lequel Vanneau local &y,y est un corps ou un anneau de valuation discrète. Il existe 

un système fondamental y de voisinages compacts du point y dans Y tel que, pour 

tout élément V de Y et tout entier p G N*, tout sous-module de &yy est fortement 

engendré sur V pour la norme 

Démonstration. — D'après la proposition 3.6.5 et le théorème 4.4.2, le principe du 

prolongement analytique vaut au voisinage de tout point de l'espaces Y. Par consé

quent, pour toute partie connexe V contenant le point y, le morphisme de restriction 

ÛY(V) -> 0y,y est injectif. 
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Supposons, tout d 'abord, que l 'anneau local ÛY,y est un corps. D'après le lemme 
6.6.10 et la remarque qui précède, il suffit de démontrer que le point y possède un sys
tème fondamental de voisinages compacts et connexes. C'est évident pour l'espace B 
et c'est encore vrai pour l'espace X, d 'après le théorème 4.4.1. 

Supposons, à présent, que l 'anneau local ûy,y est un anneau de valuation discrète. 
Soit 7T une uniformisante de l 'anneau ûy,y et U un voisinage du point y sur lequel 
elle est définie. D'après le corollaire 6.6.12 et la remarque figurant au début de la 
preuve, il suffit de montrer que le point y de Y possède un système fondamental Y de 
voisinages compacts et connexes tel que, pour tout élément V de Y, la fonction n est 
une uniformisante forte de l 'anneau ûy,y sur V. C'est le cas, d'après le lemme 4.1.10 
et le théorème 4.4.7. • 

Il nous reste à traiter le cas des points rigides des fibres extrêmes de l'espace X. 
Soient V une partie compacte de B et t un nombre réel strictement positif. D'après 
la proposition 3.2.14, le morphisme naturel A[T] —» ^ ( V ) [ T ] se prolonge un un 
morphisme inject if 

jVtt : eÇDvW) - 0{V)(\T\ < t)\ 

Soit / un élément de û(Dy(t)). Il existe une suite (ak)keN d'éléments de Û{V) telle 
que l'on ait l'égalité 

JvAf) = X > * T * dans Û(V)(\T\ < t)f. 

fcEN 

Nous posons alors 

U / l k t = £ l k l M f c e R + . 

La fonction ||.||v,t définit une norme sur l 'anneau û(Dy(t)). 

Lemme 6.6.14. — Soit m un élément deY>f. Posons Vo = [om,âm]. Soit x le point de 

la fibre extrême Xm défini par l'équation T(x) = 0. Soient V un voisinage compact et 

connexe du point âm dans Vo ett un élément de l'intervalle ]0,1[. Pour tout élément F 

de û(Dy(t)) dont l'image dans l'anneau local @x,x est divisible par 7rm, il existe un 

élément dy,t(F) de û(Dy(t)) qui vérifie l'égalité 

F = 7Tmdv,t{F) dans Û{Dv(t)). 

Démonstration. — Soit un élément F de û(Dy(i)) dont l'image dans l 'anneau lo

cal @x,x est divisible par 7rm. Considérons la restriction de la fonction F à la trace E 

du disque Dy(t) sur la fibre extrême Xm. Cette fonction est nulle au voisinage du 

point x. Le principe du prolongement analytique sur Xm assure qu'elle est nulle en 

tout point de E. Or, d'après le corollaire 4.2.5, en tout point y de E différent de 

l 'anneau local 6x,y est un anneau de valuation discrète d'uniformisante 7rm. On en 

déduit que la fonction F est divisible par 7rm au voisinage de tout point de E. Soit z 

un point de Dy(t) \ E. La fonction 7rm est inversible au voisinage de ce point. Par 

conséquent, la fonction F est multiple de 7rm au voisinage de ce point. 
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En utilisant le fait que les anneaux locaux sont intègres et que le principe du prolon
gement analytique vaut sur la part ie connexe Dy(t) de X, nous obtenons l'existence 
d 'un élément dyj(F) de û(Dy(t)) qui vérifie l'égalité 

F = 7rm dy,t(F) dans Û{DV(t)). • 

Lemme 6.6.15. — Soit m un élément deUf. Posons VQ = [am,âm]. Soit x le point de 

la fibre extrême Xm défini par l'équation T(x) = 0. Soit J> un idéal de @x,x- Sup

posons que pour tout voisinage W du point x dans X, il existe un voisinage compact 

et connexe V du point âm dans Vb et un nombre réel t > 0 tels que le disque com

pact Dy(i) soit contenu dans W et l'idéal 7rmĴ  soit fortement engendré sur Dy(t) 

pour la norme Alors, il en est de même pour l'idéal J?. 

Démonstration. — Soit W un voisinage du point x dans X. Par hypothèse, il existe 
un voisinage compact et connexe V du point àm dans Vb? un nombre réel t > 0, un 
entier q et des éléments G i , . . . , Gq de û(Dy(t)) vérifiant les propriétés suivantes : 

i) le disque compact Dy (t) est contenu dans W ; 

ii) la famille ( G i , . . . , Gq) engendre fortement le module 7rm J* sur Dy(i) pour la 

norme ||.||y,t, avec une certaine constante C. 

Nous reprenons les notations du lemme qui précède. Soit F un élément 
de y(Dy(t)). La fonction 7rm F appart ient alors à 7rmy(Dy(t)). Il existe donc 
des éléments / i , . . . , fq de û(Dy(t)) satisfaisant les propriétés suivantes : 

Q q 

i) 7rm F = fi Gi = 7rm Y, fi dvAGi) dans û(Dv(t)) ; 
i=i i=i 

ii) quel que soit i G nous avons ^ G ||7rm FHv,*-

La part ie Dy(t) étant connexe, l 'intégrité des anneaux locaux et le principe du pro
longement analytique nous assurent que 

Q 

F = ^fi dVit(Gi) dans Û{Dv(i)). 
2=1 

En outre, pour tout élément i de nous avons 

H/illv,* < G ||7rm F\\yj < G||7rm||y | |F| |y,t. 

On en déduit que la famille (d(G\),...,d(Gq)) engendre fortement le module y 

sur Dy(t) pour la norme ||.||y,t- • 

Remarque 6.6.16. — L'implication réciproque de celle énoncée dans le lemme précé

dent est valable et sa démonstrat ion est d'ailleurs évidente. 

Proposition 6.6.17. — Soit m un élément deUf. Posons Vo = [am, âm]. Soit x le point 

de la fibre extrême Xm défini par l'équation T(x) = 0. Soient p un entier non nul et ^ 

un sous-module de 0y y. Soit W un voisinage du point x dans X. Alors, il existe un 

voisinage compact et connexe V du point âm dans VQ et un nombre réel t > 0 tels 
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que le disque compact Dy(t) soit contenu dans W et le module M soit fortement 

engendré sur Dy(t) pour la norme ||.||v,t-

Démonstration. — D'après le corollaire 6.6.9, le cas p = 1 entraîne les autres. Nous 

pouvons donc supposer que p = 1. Dans ce cas, le module M est un idéal de ûx,x-
Dans le cas où l'idéal ^ est nul, le principe du prolongement analytique nous permet 

de conclure. Nous supposerons, désormais, que l'idéal M n'est pas nul. Rappelons que, 

d'après le théorème 2.4.8, l 'anneau local &x,x est un anneau de séries convergentes 

à coefficients dans &B,âm- Plus précisément, il est naturellement isomorphe à l'an

neau Lâm défini à la section 2.2. Reprenons, à présent, les notations du lemme 2.2.11. 

Notons 

w = min{v(F) I F G Jt, G ^ 0} . 

D'après ce lemme, il existe un idéal JV de @x,x vérifiant les propriétés suivantes : 

i) J( = 7T™ Jf ; 

ii) il existe un élément G de JV qui vérifie G(âm) = 0. 

D'après le lemme 6.6.15, il suffit de démontrer le résultat voulu pour l'idéal JY. 
Il existe un voisinage compact et connexe V de âm dans Vb et un nombre réel t > 0 

tels que 

Ge^(V)(\T\ <t). 

D'après le théorème de préparation de Weierstrafë (cf. théorème 2.2.6), il existe une 
fonction inversible E G ûx,x et un polynôme Q, G ÛB^IT] distingué de degré d G N 
tel que l'on ait l'égalité G = EQ dans 6x,x- Quit te à restreindre V et à diminuer £, 
nous pouvons supposer que cette égalité vaut dans 3§(V)(\T\ < t). Remarquons que Q 
est un élément de JV. D'après la proposition 2.4.3, quitte à diminuer encore V et 
nous pouvons supposer que le disque compact Dy(t) est contenu dans W. 

D'après le théorème de division de Weierstrafë semi-local, quit te à diminuer en
core V et £, nous pouvons supposer que, quel que soit u G [t, 1], pour tout élément F 

de âS(V)(\T\ < u), il existe un unique élément (Q, R) appartenant à (&(V)(\T\ < u))2 

tel que 

i) R soit un polynôme de degré strictement inférieur à d ; 

ii) F = Qiï + R. 

En outre, il existe une constante C G R + , indépendante de u et de F, telle que l'on 

ait les inégalités 

IIQIIv,» < C\\F\\v, 

\\R\\v,u < C\\F\\V, 

Soit F un élément de û(Dy(t)). D'après la proposition 3.2.14, il existe u G ]t, 1] 

tel que 

F G Û(V)(\T\ <u) = ^ ( V ) < | T | < u). 
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En appliquant le résultat précédent, nous obtenons deux éléments Q et R de 
â$(V)(\T\<u) et donc de û(Dy(t)), d 'après le théorème 3.2.16. On en dé
duit que QQ, appart ient à j¥{Dv{t)) et donc que R appart ient à jY(Dv{t)). 

Il existe ao,..., a^ - i G Û{V) tels que 

R{T)--
d-l 

i=Q 

diT\ 

Nous définissons un morphisme de groupes r en associant à l'élément F la fa
mille ( a o , . . . , ad-i). Les majorations du théorème de division de Weierstratë et du 
lemme 2.1.2 nous assurent que 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T 

Notons JV" le sous-&B,àm-module de à formé par les familles de coefficients 

des polynômes de JV dont le degré est strictement inférieur à d. Notons JV' l'idéal 

de âx,x engendré par Q, et 

u : jK'(Dv(t)) T] -* â8(v)[T, s 

l'injection canonique. D'après le théorème de division de Weierstrafë, nous disposons 
alors d 'une suite exacte 

T] -* â8(v)[T, sJH *(Dv(t))I+jr"{Dv(t)) • 0. 

Montrons qu'elle vérifie les conditions du lemme 6.6.8. Le morphisme u est bien une 
isométrie. Nous pouvons choisir l ' identité de ûy{Dv{t)) pour le morphisme uo- Nous 
avons montré précédemment que le morphisme r était borné. Pour le morphisme r, 
nous choisissons le morphisme naturel ûiy) —» û{Dy{t)). Il est également borné. 

En outre, la famille (G) engendre fortement le module JV' sur V pour la 
norme toujours d'après le théorème de division de Weierstrafè. La description 
explicite de l'espace V et des fonctions sur cet espace assure que le module JV" est 
également fortement engendré sur V pour la norme \\.\\v- Nous déduisons alors du 
lemme 6.6.8 que le module JV est fortement engendré sur V pour la norme • 

Remarque 6.6.18. — Ce résultat vaut également pour les points rationnels des autres 

fibres. La démonstrat ion en est d'ailleurs plus simple puisque l 'anneau local en le point 

de la base est alors un corps. Il vaut encore pour les points rationnels des fibres des 

espaces affines de dimension plus grande. Nous pourrions également l 'adapter pour 

les points rigides, à condition de prendre la peine définir des normes adéquates. 

Démontrons, à présent, le résultat sur la fermeture des modules que nous avions 

en vue. 

Théorème 6.6.19. — Soient x un point de X, p un entier non nul et M un sous-

module de Gvx x. Soient U un voisinage de x dans X et F un élément de Û(U)P. 
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Supposons qu'il existe une suite (i^fceN de Û(U)P qui converge vers uniformément 
vers F sur U et que, quel que soit k G N , on ait (Fk)x G jfé. Alors, on a 

Fx G M. 

Démonstration. — Nous devons distinguer plusieurs cas : celui où l 'anneau local &x,x 
est un corps, celui où c'est un anneau de valuation discrète et celui où le point x est 
un point rigide de sa fibre. La démonstration est similaire dans les trois cas. Nous ne 
traiterons que le dernier qui est le plus difficile, en particulier à cause de la différence, 
pour les fonctions définies sur des disques, entre leur norme en tant que série et leur 
norme uniforme. Seuls les point rigides des fibres extrêmes ne sont pas traités dans les 
autres cas. Nous supposerons donc que x est de ce type. D'après la proposition 3.3.1, 
nous pouvons nous ramener au cas d 'un point rationnel. Quit te à nous placer sur 
un voisinage assez peti t du point x, puis à effectuer une translation, nous pouvons 
supposer que le point x est le point de sa fibre défini par l 'équation T(x) = 0. 

D'après la proposition 2.4.3, il existe un voisinage W de b dans B et un nombre 
réel u > 0 tels que la partie Dy(t) soit contenue dans U. D'après le théorème 6.6.17, 
il existe un voisinage compact et connexe V de b dans un nombre réel t G ]0,u[, 
un entier g G N et des éléments Gi,..., Gq de Dy(i) tels que la famille ( G i , . . . , Gq) 
engendre fortement le module M sur Dy(t) pour la norme ||.||v,t, avec une certaine 
constante C. 

Quit te à extraire une sous-suite de (Fk)keNi nous pouvons supposer que, quel que 
soit k G N*, nous avons 

\\Fk -Fk-i\\Dv(u) - 2 k-

D'après la proposition 2.1.3, nous avons alors 

l l ^ - ^ - i l k t 
u 

u — t 
• 2~k. 

Construisons, à présent, par récurrence, des suites (fk,i)keNi • • • > (/fc,q)jkeN 
de û(Dy(t)) vérifiant les propriétés suivantes : quel que soit A; G N , nous avons 

Fk = 
Q 

JGHJ 
, fkjGj 

et, quel que soit k G N*, nous avons 

V i e [ l , g ] , Wfkj - fk-UHV(T) 
c_ 
2k' 

Initialisons la récurrence. Pour construire /0,1, • • •,/o,q? il suffit d'utiliser le fait 
que la famille ( G i , . . . , G g ) engendre fortement le module Jt sur Dy(t) pour la 
norme ||.||y,t avec la constante C et de l'appliquer à la fonction FQ. 

Soit A; G N* et supposons avoir construit fk-1,1, • • •, fk-i,q € û(Dy(t)) vérifiant 
les propriétés demandées. En appliquant la propriété de génération forte à la fonction 
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Fk — Ffc_i, on montre qu'il existe gkii,... ,gk,q G û(Dy(t)) vérifiant 

Fk — Fk-i 
Q 

3=1 

9k,jGj 

et 

Vi G [1,(71, \\gkj\\v,t < C\\Fk -Fk^\\Vit < 
C 

2k 

Pour j G [ l , a ] , posons 

T] -* â8(v)[T, sFYHJ 
On obtient alors le résultat voulu car, quel que soit j G [ l , g ] , nous avons 

\\9k,j\\DvW < \\9k,j\\v,t. 

Soit j G [ l , ç l . D'après les inégalités précédentes, la suite (FKJ)KEN est de Cauchy 
dans û(Dy(t)). Soit C/o un voisinage du point x dans X contenu dans l'intérieur 
de Dy(t). La suite (FK,J)KEIS( converge alors dans Û(UQ). Notons FJ G 0(Uo) sa limite. 
Nous avons alors 

F = 
HBGFV 

3 = 1 

fid dans Û(U0). 

On en déduit finalement que 

Fx G J(. 

6.6.3. Conclusion. — Nous nous intéresserons ici à l 'étude des lemniscates au-dessus 
de n ' importe quelle partie connexe de l'espace de base B. Commençons par énoncer 
un résultat topologique. Il se démontre à l'aide des descriptions explicites du numéro 
3.1.1 

Lemme 6.6.20. — Toute partie connexe de l'espace B possède une exhaustion par des 

parties compactes et connexes. 

Soit V une partie connexe de l'espace B. Soit (Vn)n^ une exhaustion de V par 

des parties compactes et connexes de l'espace B. 

Soient s , t G [0,+oo[, avec s < t. Soient (sn)neN et (£n)neN deux suites réelles 

vérifiant les conditions suivantes : 

i) la suite (sn)nGN est strictement décroissante et tend vers s ; 

ii) la suite (£n)n€N est strictement croissante et tend vers t ; 

iii) s0 <t0. 

Soit (^n)n£N une suite strictement croissante et tendant vers l'infini d'éléments de 

[s0,+oo[. 
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Posons 
Vst(o) = {x £ Xv \s<\T(x)\<t), 

vs!t 

vS 

= {x e Xv | * < | T C r ) | < i } , vs!t 

vS 
= {x € Xv s < \T{x)\ < t) , 

vs!t 

vS = {x 6 Xv s < \T(x)\ < t} , 

= {x € Xv 1 |T(x) | > s} 

et 7™ \xeXv\\T(x)\>s} 

Désignons par C l 'une de ces six parties de X. Définissons alors une exhaustion 
(Cn)ncw de C par des parties compactes en posant, pour tout n G N , 

Cn = XVnnC(s,t) si C = v}°t\ 

Cn = XVnnC(sn,t) si C=V}}\ 

Cn = XVnnC(s,tn) si C = vj2t\ 

Cn = XVnnC(snitn) si C = v£\ 

Cn = XVnnC(Siun) si C = vj4) 

et Cn = XVnnC(8n,un) si C=VS{5). 

Nous allons montrer que l 'exhaustion (Cn)nGN est une exhaustion de Stein de C 
relativement à tout faisceau de ^ - modules cohérent. Nous savons déjà, d'après le 
théorème 6.6.29 que, pour tout élément n de N , la partie Cn est de Stein. Fixons un 
faisceau de ^ - modules cohérent S?. 

Il nous faut, à présent, définir une semi-norme sur chacune des couronnes compactes 
considérées. Soit n G N . D'après le théorème A et le lemme 6.1.3, il existe un entier 
ln G N* et un morphisme de &cn- modules surjectif 

an:ûlcl^yCn. 

Le théorème B assure qu'il induit un morphisme de ^(Cn)-modules surjectif 

en:0(Cn)ln ^y(Cn). 

Introduisons une notation. Pour toutes parties E et F de X vérifiant E C F et 
tout entier positif Z, nous noterons ||.||oo,J5 la semi-norme sur l 'anneau Û(F)1 obtenue 
en prenant le maximum des normes uniformes sur E des coefficients. 

Nous définissons alors une semi-norme ||.||n sur y(Cn) en posant, pour toute sec
tion s G y{Cn), 

N l n = in f{ | | t | | oo , cn ,*ee -1 (« )} -

Il nous reste à vérifier que les conditions de la définition 6.6.4 sont satisfaites. Soit 

n G N . Introduisons, tout d 'abord, quelques notations. Nous désignerons par rn et pn 

les applications de restriction suivantes : 

rn : (^(Cn+1)'"+M|.||00)C„+1) - (<?(C„)'»+S I M U c J 

et 

pn : (y(Cn+1), ||.||n+1) -> (S>(Cn), ||.||„). 
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Le morphisme rn est borné. 

D'après le théorème B, le morphisme surjectif a n + i GFRYH HGH considéré 
précédemment induit un morphisme surjectif 

e'n : Û(Cn)1^ - y(Cn). 

Nous pouvons donc définir une nouvelle semi-norme ||.||^ sur y(Cn) en posant, pour 
toute section s G <y(Cn), 

\\s\\'n = ïnl{\\t\\00,Cn,tee'-n\s)}. 

Nous noterons 

<r„ : ^ ( C „ ) , ||.||^) — (^"(C„), ||.|U) 

le morphisme identité allant de l 'anneau y(Cn) muni de la norme ||.||^ à l 'anneau 
S^iÇn) muni de la norme ||.||n. 

Lemme 6.6.21. — Quel que soit n G N , il existe un morphisme borné 

T] -* â8(v)[T, s HGTJGK 

qui fait commuter le diagramme suivant : 

TGUTYU HFGH HJHJK 

GHJ HJH 

JHKJFG HJ 
y(Cn) 

Démonstration. — Soit ( e i , . . . , e/n+1) la base canonique du ^ (Cn+i ) -modu le 

û(Cn+i)lri+1. Quel que soit i G [l,Zn+i]ï ° n choisit gt G û(Cn)ln tel que 

£n(9i) = {en ° e'n)(ei) dans y{Cn). 

L'application 

LML% 

T] -* â8(v) IUOPO¨%L 

¿71 + 1 

1=1 
fi &i 

ln + l 

i=l 
fidi 
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convient. Elle fait clairement commuter le diagramme qui précède. En outre, pour 
tous éléments / 1 , . . . , fin+1 de û(Cn), nous avons 

,¿»+1 

j .=1 
fi 9% 

00,cn 

l>n + l 

1=1 
\\fi\\cn \\9i\\oo,Cn 

^ max 
" l<i<ln+: 

WfiWcJ 
ln + 1 

1=1 
ll0i | |OO,C„ 

ln + 1 

l l i = l 
Ji &i 

LOO,CN 

ln + 1 

i=l 
I b tHoo . C N 

Finalement, nous obtenons le diagramme commutatif suivant : 

(tf(Cn+i)z"+1, | O O , C N + I ) 

v £n + l 
(y(Cn+i), ll-IU+i) 

1 \ 

YIKIK '\Cn 

T] -* â8(v)[T, sFFH 
£n 

: ^ ( c „ ) , 11.11;) Pn 

t)n °n 

mcny«,\\.\\oo,cn) 
GF 

( ^ ( c „ ) , | | . | | „ ) . 

Démontrons, à présent, que les conditions de la définition 6.6.4 sont satisfaites. 

Lemme 6.6.22. — Pout tout entier positif n, le morphisme pn est borné. 

Démonstration. — Soit n G N . Les morphismes rn, r\n et £n sont bornés. Par consé
quent, il existe un nombre réel M tel que, pour tout élément t de <^(Cn-|_i)*n+1, nous 
ayons 

(*)Hn<Af||t|| 

Soit s un élément de S?(Cn+i). Soit 6 > 0. Il existe un élément ts de û(Cn+i)ln+1 
tel que 

| | * * | | O O , C N + 1 < N U + 1 + * . 

On en déduit que 

l |Pn(*)Hn = £n °Vn °rn(ts)\\n 

M\\tS\\oo,Cn+1 

M\\s\\n+l+M5. 

On obtient le résultat voulu en faisant tendre le nombre réel S vers 0. C 

Lemme 6.6.23. — Pout tout entier positif n, l'image du morphisme pn est dense dan 

y(Cn) pour la norme ||.||n-
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Démonstration. — Soit n G N . Puisque le morphisme an est surjectif et borné, il 
suffit de montrer que l'image du morphisme de restriction 

^ ( C n + i ) —• y(cn) 

est dense pour la norme ||.||^. 
Soit s un élément de y{Cn). Soit S > 0. Il existe un élément t de ^ ( C n ) ^ + 1 tel 

que e'n(t) = s. On déduit du lemme 3.2.12 et de la proposition 3.2.18 (respectivement 
3.2.14) que l 'anneau A[T, T-1] (respectivement A[T]) est dense dans ^ ( C n ) si sn > 0 
(respectivement sn = 0). En particulier, l 'anneau û(Cn+i) est dense dans l 'anneau 
û(Cn) et il existe un élément t' de û(Cn+i)ln+1 tel que 

T] -* â8(v)[T, sHT 

Posons sf = en+\(t') G y(Cn+\). Nous avons alors 

HGUYK 
In 

JKHK 

Lemme 6.6.24. — Soit n G N . Soit s G ^ ( C n + i ) £e/Ze çixe | |s| |n+i = 0. la 
section s est nulle sur l'ouvert (Cn+i)° . £ n particulier, elle est nulle sur Cn. 

Démonstration. — Par hypothèse, il existe t G et une suite (tj)jeN de 
Ker(^n+i) vérifiant 

lim 
7-+ + 0O 

II* - *j||oo,Cn+i - 0-

En d 'autres termes, la suite (tj)iGN converge uniformément vers t sur (Cn+i)° . 

Soit x G (Cn+i)°- La suite des germes ( (£ j )x)JGN converge vers tx dans ^ y * 1 . 
D'après le théorème 6.6.19, nous avons 

tx G Jffer(sn+i)x. 

Par conséquent, t G J^er(£n_|_i)((Cn+i)0) et la section s est nulle sur (Cn+i)° . • 

Lemme 6.6.25. — 5oit n G N . SW£ (sfe)^N ^me sm£e d'éléments de y(Cn+i) qui est 

de Cauchy pour la semi-norme | | . | |n+i. // existe un élément s de y(Cn) tel que la 

suite (pn(5fe))fceN converge vers s pour la semi-norme ||.||n-

Si s' est une limite de la suite (pn(sfc))fceN dans S^{Cn), alors elle coïncide avec 

l'élément s sur l'ouvert (Cn)° . 

Démonstration. — Il existe une application a : N —> N strictement croissante telle 

que 

V /cGN, sa(k) - Sa(fc+i)|| n+1 -
1 

JHKJ 

Pour tout entier positif fc, choisissons un élément dk de û(Cn+i)ln+1 qui relève l'élé

ment safk\ - safk+1) de S?(Cn+\) et vérifie 

||dfc||oo,Cn+i 
1 

DTR 
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Choisissons également un élément to de ^(Cn+i)fn+1 qui relève so- Pour tout entier 
positif fc, posons 

k 
tk = to + di. 

1=0 

C'est un élément de ^(Cn+i)/n+1 qui relève On vérifie aisément que la suite (tfc)fceN 
est une suite de Cauchy de ^(Cn+i) /n+1. Puisque la couronne Cn est contenue dans 
l'intérieur de Cn+i , la suite (rn(tk))ke'N converge dans û(Cn)ln+1. Notons t sa limite. 

Puisque les morphismes rjn et en sont bornés, la suite (en(r)n(rn(tk))))keN 
de y(Cn) converge vers s = en(rjn(t)). Or, pour tout entier positif k, nous avons 

£n{rin(rn(tk))) = Pn(SA(K))-

Par conséquent, la suite (pn(sfc))fceN de y(Cn) possède une valeur d'adhérence. 
Puisque le morphisme pn est borné et que la suite (sk)kew est de Cauchy, la suite 
(Pn(sfc))fceN l'est encore. On en déduit qu'elle converge vers s. 

Soit sf une limite de la suite (pn(sk))keN dans y(Cn). Nous avons \\s' — s||n = 0. 
D'après le lemme 6.6.24, les éléments s et s' coïncident sur l'ouvert (Cn)°. • 

Lemme 6.6.26. — Soit n G N . L'image du morphisme 

y(C) - y(cn) 
est dense pour la semi-norme ||.||n-

Démonstration. — D'après le lemme 6.6.22, pour tout entier k > n, il existe > 1 
tel que, pour tout élément t de ^ ( C ^ + i ) , nous ayons 

\\t\Ck\\k <Mfc||t||fc+1. 

Soit s un élément de y(Cn). Soit 6 > 0. Choisissons une suite (Sk)k>n d'éléments 
de R"î telle aue 

k>n 

k-1 

\i=n 

'Mi sk<s. 
En utilisant le lemme 6.6.23, on montre, par récurrence, qu'il existe un élément 

{Sk)k>n ^ l 
k>n 

[ y{Ck) 

tel que sn = s et, pour tout entier k > n, 

T] -* â8(v)[T, s 
\K 

HT 

Soit k > n. Pour tout entier l > k, nous avons 

lh+iiCfc -siÌCk\\k = | |(Si+i,c -SI)\CK\\K < 

HJKH 

\i=k 

Mi Si< 
n-i 

FHGJH 

Mi Si. 

On en déduit que la suite (sz|cfc)z>fc de ^ ( C ^ ) est de Cauchy. D'après le lemme 6.6.25, 
elle possède une limite tk dans Sf(Ck). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



240 CHAPITRE 6. ESPACES DE STEIN 

Soient ki et k^ deux entiers vérifiant k\ > k^ > n. Puisque le morphisme de 

restriction de ^(C^) à y(C%2) est borné, l'élément tk2\ck ^iPkx est une limite 

de la suite (si\ckl)i>k2- D'après le lemme 6.6.25, les éléments tk2\ck e^ coïncident 

sur (C^)0Puisque (Cfc)fc>n est une exhaustion de C, la famille {tk)k>n détermine 

une section t de S?(C). 
Pour tout entier k > n, nous avons 

*|C» ~ S = *|C» - 5/c+l|Cn 

GH 

l=n 
(«i + l|Cn -5«|Cn)-

Par conséquent, pour tout entier k > n, nous avons 

||*|C„ - slln < ||t|Cn ~ «fc+l|C„Hn " 
GFH 

GF 

/1-1 

Ki=n 

Mi 
HTZ 

En faisant tendre k vers l'infini, nous obtenons 

||*|Cn - *||n < S. 

Cela termine la démonstration, • 

Les résultats des quatre lemmes qui précèdent correspondent aux quatre conditions 
requises pour que l 'exhaustion (Cn)nGN soit une exhaustion de Stein relativement au 
faisceau S? (cf. définition 6.6.4). Nous avons donc démontré le résultat suivant. 

Théorème 6.6.27. — La suite (Cn)neN est une exhaustion de Stein de la couronne C, 
relativement à tout faisceau de ûc-modules cohérent. 

Le théorème 6.6.6 nous permet alors d'en déduire le résultat voulu. 

Théorème 6.6.28. — La couronne C est une partie de Stein de la droite analytique X. 

À l'aide des résultats sur les morphismes finis que nous avons obtenus, nous pouvons 
déduire que d 'autres parties de la droite analytique X sont de Stein. Regroupons ces 
résultats dans le théorème qui suit. 

Théorème 6.6.29. — Soit V une partie connexe de l'espace B. Soient s et t deux 

nombres réels tels que 0 < s < t. Soit P un polynôme à coefficients dans Û(V) dont 

le coefficient dominant est inversible. Les parties suivantes de la droite analytique X 

sont des espaces de Stein : 

i) {x G Xv 1 s < \P(T)(x)\ < t} ; 

ii) {x eXv | S < | P ( T ) ( x . ) | < * } ; 

iii) {x € Xy | a < | P ( T ) ( x ) | < t } ; 

iv) {x € Xv | S < | P ( T ) ( x ) | < * } ; 

v) {x e Xv | | P ( T ) ( x ) | > * } ; 

vi) {x e Xy \\P(T)(x)\>s}. 
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Démonstration. — Comme expliqué au numéro 5.5, le morphime 

Û(V)[T] Û(V)[T,S]/(P(S) - T ) ^ Û(V)[S\ 

induit un morphisme 
ip : Xy —> Xy. 

Chacune des parties qui figure dans l'énoncé est l'image réciproque d 'une couronne 
par ce morphisme. D'après le corollaire 6.6.28, les couronnes sont des espaces de 
Stein. Nous pouvons donc conclure en utilisant le théorème 6.1.10. Les hypothèses 
en sont vérifiées d'après la proposition 5.5.1, le corollaire 5.5.6, le corollaire 5.6.2, la 
proposition 5.6.6 et le théorème 4.5.5. • 
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CHAPITRE 7 

APPLICATIONS 

Dans ce chapitre, nous exposons quelques résultats sur les séries arithmétiques 
convergentes. Rappelons que nous désignons par cette expression les séries à coeffi
cients dans un anneau d'entiers de corps de nombres, éventuellement localisé par une 
partie multiplicative finiment engendrée, qui possèdent un rayon de convergence stric
tement positif en toute place. Nous allons montrer que les théorèmes géométriques 
que nous avons obtenus jusqu'ici peuvent être appliqués à leur étude. 

Nous consacrons le numéro 7.1 aux problèmes de Cousin : le problème de Cousin 
multiplicatif consiste à prescrire l'ordre des zéros et des pôles d 'une fonction méro-
morphe et le problème de Cousin additif consiste à prescrire ses parties principales 
(c'est-à-dire ses parties non holomorphes). En géométrie analytique complexe, l'ori
gine de ces questions remonte au XIXeme siècle. Elle sont, désormais, bien comprises 
et la théorie des espaces de Stein permet de leur apporter une solution élégante. Pour 
plus de précisions, l'on consultera avec profit le deuxième paragraphe du chapitre V 
de l 'ouvrage [14] de H. Grauert et R. Remmert . 

Au numéro 7.2, nous nous intéressons à la noethérianité de certains anneaux de 
séries arithmétiques convergentes. Pour tout nombre réel positif r , notons Z r+[T] 
l 'anneau formé des séries en une variable à coefficients entiers dont le rayon de conver
gence complexe est strictement supérieur à r . D. Harbater a démontré, par une preuve 
purement algébrique, que, pour tout nombre réel positif r , l 'anneau Zr+ [T] est noe-
thérien. En géométrie analytique complexe, un résultat analogue figure dans un article 
de J. Frisch. Nous adaptons sa méthode, très géométrique, au cadre de la droite ana
lytique au-dessus d 'un anneau d'entiers de corps de nombres afin de redémontrer et 
étendre le résultat de D. Harbater . 

Au numéro 7.3, nous nous intéressons au problème de Galois inverse. Notons 
7ii- P I l 'anneau formé des séries en une variable à coefficients entiers dont le rayon 
de convergence complexe est supérieur ou égal à 1. D. Harbater a montré que tout 
groupe fini est groupe de Galois sur le corps Frac ̂ - [T]) . Nous proposons une dé
monstration géométrique et conceptuellement très simple de ce résultat, ainsi qu 'une 
généralisation à d 'autres anneaux de séries arithmétiques. 

De nouveau, nous reprenons les notations du chapitre 4. 
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7.1. Problèmes de Cousin arithmétiques 

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux problèmes de Cousin pour les an
neaux de séries arithmétiques. 

Nous allons nous intéresser à ces problèmes sur la droite analytique X = A^an 
au-dessus de B = M(A). Puisque les seules fonctions méromorphes sur X sont les 
fractions rationnelles (cf. corollaire 4.4.6), nous n'étudierons pas véritablement les 
problèmes de Cousin sur l'espace X , mais nous restreindrons au disque unité ouvert 
de rayon 1. À cet effet, nous utiliserons les résultats obtenus au chapitre précédent sur 
les sous-espaces de Stein de X. Signalons que les démonstrations que nous proposons 
présentent encore des similitudes frappantes avec celles de la géométrie analytique 
complexe. 

Fixons quelques notations. Posons 

D = ¿ ( 0 , 1 ) = {x e X I \T(x)\ < 1} 

et, quel que soit a G E, 

Da„ = { * € X a < , | | T 0 E ) | < l } . 

7.1.1. Problème de Cousin multiplicatif. — Annonçons tout de suite un résultat né
gatif : le problème de Cousin multiplicatif n 'admet pas toujours de solution sur le 
disque D , c'est-à-dire qu'il existe un diviseur qui ne provient d 'aucune fonction méro-
morphe. En fait, tel est déjà le cas sur un corps ultramétrique, dès que celui-ci n'est 
pas maximalement complet. Ce résultat est dû à M. Lazard (cf. [22], proposition 6). 
Fixer les ordres des zéros est donc impossible, mais nous allons montrer que nous 
pouvons les minorer. 

Définition 7.1.1. — Soit x un point rigide de Da<r. Notons px G jRTmp1] te polynôme 

irréductible et unitaire qui lui est associé. L'anneau local ^ D , x est alors un anneau de 

valuation discrète dont px est une uniformisante. Soient f une fonction définie sur 

un voisinage du point x et n un entier. On dit que la fonction f s'annule à l'ordre n 

enx si px divise f dans Vanneau local ^ r é 

introduisons une autre définition afin de préciser sous quelles conditions nous en

tendons prescrire les ordres d 'annulation. 

Définition 7.1.2. — Une distribution d'ordres o sur D est la donnée de 

i) un sous-ensemble fini EQ de E ; 

ii) pour tout a G E0, un sous-ensemble Ea de points rigides de Da<T ; 

iii) pour tout a G E0 et tout point e G Ea, un nombre entier ne 

vérifiant la condition suivante : quel que soit a G EG, l'ensemble Ea est fermé, discret 

et ne contient pas le point 0. 
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À toute distribution d'ordres est donc associé un diviseur de Cartier sur le disque 
ouvert analytique Da<7. Il est presque immédiat que ce diviseur s'étend en un diviseur 
de Cartier sur D D X'a. Pour l 'étendre également À la fibre centrale, nous utiliserons 
le résultat topologique qui suit. 

Lemme 7.1.3. — Soient a ET,, I un ensemble, II = (Pi)i^i une famille de polynômes 

à coefficients dans Ka, deux à deux distincts, irréductibles et unitaires et ( a ^ e / la 

famille de points rigides de Xa<7 associée. Supposons que Vensemble E des points Xi, 
avec i e I, soit contenu dans Da<T, fermé et discret dans T>aa et évite le point 0. Alors 

la partie 

Vn = \J{yeX,A\Pi(y) = 0} 
i£l 

est fermée dans (X^ U X Q ) fl D . 

Démonstration. — Nous allons montrer que le complémentaire U de Vn dans la par

tie ( X ^ U X o ) n D est ouvert. Par hypothèse, la part ie UODa<y est ouverte. La structure 

de produit de X'A (cf. propositions 3.4.1 et 3.4.2) nous permet d'en déduire que la 

partie U H X'A est encore ouverte. 

Soit y un point de U fl XQ = D fl XQ. Il existe un élément r de [0,1[ tel que y soit 

le point r)r de la fibre centrale XQ. Puisque la partie E du disque Da<T est fermée et 

ne contient pas 0, il existe t > 0 vérifiant 

{zeE\\T(z)\<t} = 0. 

Par conséquent, la part ie 

0 < £ < 1 

{zeXa%\\T(z)\<f}JH 
i 

ne coupe pas Vn-
Soit S G ]r, 1[. Il existe A G ]0,1] tel que TA > S. La partie définie par 

V = {zen-1([a0,aZ[)\\T(z)\<s} 

est un voisinage de y dans Xa. Observons qu'elle ne coupe pas Vn- En effet, la par
tie Vn ne coupe pas la fibre centrale XQ et ne coupe pas non plus VnX'a, par choix de s. 

Finalement, nous avons bien montré que la partie Vn est fermée dans (X^ U X Q ) D D . 
• 

Soit o une distribution d'ordres sur D . Pour montrer qu'il existe une fonction 

analytique qui possède des zéros d'ordre supérieur à ceux prescrits par o, nous al

lons commencer par interpréter une telle fonction comme une section d 'un faisceau. 

À cet effet, construisons explicitement le diviseur de Cartier mentionné plus haut . 

Plus précisément, nous allons associer à la distribution d'ordres o un sous-faisceau 

inversible SPQ de G sur l'espace 

D0 = D \ 
KJKJ 

FGF 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



246 CHAPITRE 7. APPLICATIONS 

Soient a G T>0. Pour chaque élément e de Ea, choisissons un voisinage ouvert Ue du 
point e dans Da<7 et évitant le point 0. Quit te à restreindre ces ouverts, nous pouvons 
supposer qu'ils sont deux à deux disjoints. Soit e G EG. Notons pe le polynôme à 
coefficients dans Ka, irréductible et unitaire associé à ce point. L'image de l'ouvert Ue 

par le flot, 

Ve= ( J Tx{y), 
YEUE 

est un voisinage ouvert dans DG du fermé de Zariski 

ze = {yeXf(T\Pe(y) = o}. 

Pour / G Ea\ {e}, les ouverts Ve et Vf sont disjoints. Définissons le faisceau Sf0 sur 
l 'ouvert Ve par 

*o\V.=P?0\V.-HJ 
D'après le lemme 7.1.3, la part ie 

C/ = D 0 \ 

GHJGJFVC 
Ze 

est ouverte. Nous y définissons le faisceau yo par 

o\U = @\W-

On vérifie sans peine que cette définition est cohérente avec les précédentes et que le 

faisceau S^Q ainsi construit est un sous-faisceau inversible de ^ | D 0 -

Théorème 7.1.4. — Soit o une distribution d'ordres sur D . Alors il existe une fonc
tion <p holomorphe sur DG et non nulle vérifiant la condition suivante : quel que 
soient G G YJq et e G EA, la fonction <p s'annule au point e à un ordre supérieur à ne. 

Démonstration. — Le faisceau 5PQ construit précédemment est inversible et donc co
hérent. D'après le théorème 6.6.28, ce faisceau satisfait le théorème A sur DG. On 
en déduit qu'il existe une section globale non nulle ip du faisceau 5?Q sur DG. Cet te 
fonction convient. • 

7.1.2. Problème de Cousin additif. — Soient F un ensemble fermé et discret de points 

de C et (Rf)fep une famille de polynômes à coefficients dans C sans terme constant. 

En géométrie analytique complexe, la résolution du problème de Cousin additif sur C, 
appelé encore théorème de Mittag-Leffler, nous assure qu'il existe une fonction méro-

morphe (p sur C vérifiant les propriétés suivantes : 

i) la fonction (p est holomorphe sur C \ F ; 

ii) pour tout point / de F , nous avons (p(z) — R ( j z y ) dans ^ c , / • 

Comme précédemment, nous allons chercher à adapter ce résultat pour des fonc

tions méromorphes sur le disque unité ouvert D . Rappelons que nous avons introduit 

le faisceau des fonctions méromorphes à la définition 4.4.3. Commençons par une 

nouvelle définition. 
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Définition 7.1.5. — Le faisceau quotient 

&> = ^/G 

est appelé faiceau des parties principales sur X. 

Par construction, nous disposons de la suite exacte courte 

0 - > ^ - > . ^ - > ^ - > 0 . 

Soit U un ouvert de X. La suite exacte longue de cohomologie associée commence 
comme suit : 

o -> Û(U) je (m &>(u) -> H1(U. G) -> • 
En particulier, si le groupe H1^, G) est nul, alors l 'application canonique 

T] -* â8(v)[T, s 

est surjective. Cette simple remarque permet de démontrer le théorème de Mittag-
Leffler en l 'appliquant avec U = C. Nous allons adopter la même démarche pour 
apporter une solution au problème de Cousin additif sur l'espace analytique X. 

Soit d G S. Fixons une clôture algébrique La de Ka. Soit x un point rigide de Da<r. 
Le théorème 3.3.12 assure qu'il existe un élément a(x) de La tel que l'on ait un 
isomorphisme 

KJa(x)) ~ JP(x) 

et un voisinage Ux du point rationnel a(x) de A * ^ ! \ tel que le morphisme naturel 

ux:U'x Al,an 

induise un isomorphisme sur son image Ux. En particulier, nous avons un isomor
phisme 

Vx • ^A1,an x G A 1 ,an / \ . 
A^f(x)'a(X) 

Définition 7.1.6. — Une distribution p de parties principales sur D est la donnée de 

i) un sous-ensemble fini Ep de E ; 

ii) p o w tout a £ T,p, un sous-ensemble Fa de points rigides de Dûa ; 

iii) pour tout a G Ep et tout point f G Fa, un élément Rf de J4f(f)[T] sans terme 
constant 

vérifiant la condition suivante : quel que soit a G Ep, Vensemble Fa est fermé, discret 

et ne contient pas le point 0. 

Si p désigne une distribution de parties principales sur D , nous posons 

DP = D \ 

HKJLKJ 

DGH 

Théorème 7.1.7. — Soit p une distribution de parties principales surT). Alors, il existe 
une fonction (p méromorphe sur Dp vérifiant les conditions suivantes : 
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i) quel que soit a £Y,P, la série (f définit une fonction holomorphe sur Da<T ; 

ii) quel que soit a G T,p la fonction cp définit une fonction méromorphe sur D0fr 
holomorphe sur le complémentaire de Fa ; 

iii) quel que soient a G T,p et f G Fa, nous avons 

Vf*<P - Rf 
1 

• T - a ( / ) y 
DT] -* â8(v)[T, s 

iv) ip G A 
1 

HJG 
T] -* â8(v)[T, s 

Démonstration. — Nous allons associer à la distribution de parties principales p une 
section sp du faisceau S? sur Dp. Soit a G £p . Pour chaque élément / de i ^ , nous 
avons défini précédemment un voisinage ouvert Uf du point / dans Da<T. Puisque 
la part ie Fa est discrète et ne contient pas 0, quit te à restreindre ces ouverts, nous 
pouvons supposer qu'ils sont deux à deux disjoints et évitent le point 0. Soit / G Fa. 
En utilisant les propositions 2.5.3 et 1.3.10, on montre que l 'isomorphisme uj1, défini 
sur Uf, se prolonge à l'image de l'ouvert Uf par le flot, 

Vf 

YEUF 
Tx(y). 

C'est un voisinage ouvert dans D„ du fermé de Zariski 

Zf = {yeX'<r\Pf(y) = 0}. 

Pour g G Fa \ { /} , les ouverts Vf et Vg sont disjoints. Définissons la section sp du 
faisceau sur l'ouvert Vf par 

SP\VF ~~ (UFX)* 
DH i 

T-a(f). 

D'après le lemme 7.1.3, la part ie 

U = BP 

KJT] -* â8(v)[T, 

KJUY 

est ouverte. Nous y définissons la section sp par 

SP\U ~ 0-

On vérifie sans peine que cette définition est cohérente avec les précédentes et que 

nous avons bien construit ainsi une section sp de S? sur l 'ouvert Dp. 
D'après le théorème 6.6.28, nous avons i71(Dp, û) = 0. On en déduit que le mor

phisme canonique 

^ ( D p ) - ^ ( D p ) 

est surjectif. Par conséquent, la section sp possède un antécédent (p par ce morphisme. 
Quel que soit cr G S, la fonction ip définit une fonction méromorphe sur T>aa qui 
possède les propriétés prescrites par l'énoncé. 
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Remarquons également que la fonction <p est holomorphe au voisinage de la section 
nulle de Dp. On en déduit que le développement en 0 de y? est à coefficients dans 
^4[l /£p], par la proposition 3.2.14. • 

Sous cette forme, le résultat du théorème peut être obtenu à part ir du résultat ana
logue de géométrie analytique complexe et d 'un argument d'approximation. Nous en 
proposons, à présent, un raffinement qui, à notre connaissance, ne peut se démontrer 
ainsi. 

Théorème 7.1.8. — Soient o une distribution d'ordres sur D et p une distribution de 

parties principales sur D . Supposons que, quel que soit o G £ 0 n £ p , les ensembles E0 

et Fa soient disjoints. Alors, il existe une fonction (p méromorphe sur D ' = D0 fl Dp 
vérifiant les conditions suivantes : 

i) quel que soit a £ T,p, la série cp définit une fonction holomorphe sur T>a<j ; 

ii) quel que soit a G T,p la fonction (p définit une fonction méromorphe sur Da<T, 
holomorphe sur le complémentaire de Fa ; 

iii) quel que soient a G T,p et f G Fa, nous avons 

Vf*(p — Rf 
1 

\T-a(f), 
G ^Ai,an ,f) ; 

iv) g^eZ <^e soient a G E0 et e € Ea, la fonction (p s'annule au point e à un ordre 

supérieur à ne ; 

v) (pe A 
1 

-YJ0 U Xlp m ) n ^DB„,O. 

Démonstration. — Il suffit de reprendre la preuve du théorème précédent en l 'ap
pliquant à d 'autres faisceaux. Juste avant le théorème 7.1.4, nous avons construit un 
sous-faisceau S?0 de ^ | D 0 - Construisons un sous-faisceau X de J£\T>0 par la même mé
thode. Reprenons les notations utilisées lors de la définition du faisceau 5?0. Nous pou
vons, en outre, supposer que les ouverts Ue, et donc Vey sont connexes. Soient a G EG 
et 6 G EQ-. Notons SE l'ensemble des éléments de û\ye qui ne sont pas identiquement 
nuls sur Ze. C'est une partie multiplicative de &\ve- Nous posons 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

Nous posons également 

T] -* â8(v)[T, s 

Nous avons bien construit ainsi un sous-faisceau de ^ D 0 -
Le faisceau yo s'injecte dans ce faisceau. Nous allons, à présent, construire une 

section sp du faisceau quotient X/yo sur l'ouvert D ' = D0 fl T>p. Nous pouvons 

procéder exactement comme dans la preuve du théorème précédent. Il suffit de prendre 

garde à choisir des ouverts U/ qui évitent les points des ensembles Ea. 

Considérons la suite exacte courte 

0 yQ X -+ X/yQ 0. 
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Le faisceau 5^0 est inversible et donc cohérent. D'après le théorème 6.6.28, nous avons 
donc i f1(D/ , yo) = 0. On en déduit que le morphisme canonique 

^ ( D ' ) - (^o /^0) (D' ) 

est surjectif. Par conséquent, la section sp possède un antécédent ip par ce morphisme. 
Cet te fonction possède les propriétés requises. • 

Nous donnerons à la fin de la part ie suivante (cf. corollaire 7.1.10) une interpréta
tion en termes de séries de ce théorème. 

7.1.3. Théorème de Poincaré. — Dans la lignée des problèmes de Cousin, le théorème 
de Poincaré sur C nous assure que toute fonction méromorphe s'écrit globalement 

comme un quotient de deux fonctions holomorphes. Ici encore, les techniques des 
espaces de Stein s'avéreront utiles. 

Théorème 7.1.9. — Soit M une partie connexe et de Stein de la droite X. L'an

neau â'(M) est intègre et le morphisme naturel 

Frac(û{M)) -+ JK{M) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. — Le corollaire 4.4.5 assure donc que l 'anneau Û(M) est intègre. Il 
suffit de démontrer que le morphisme naturel 

F r a c ( ^ ( M ) ) -* Jif (M) 

est surjectif. Soit h un élément de JK{M). Le faisceau de ^ f - m o d u l e s ÛM HhÛM est 
cohérent. Puisque la fonction nulle appart ient évidemment à l'image du morphisme 
précédent, nous pouvons supposer que h n'est pas nulle. Le faisceau ÛM H h&M n'est 
alors pas nul. D'après le théorème A, il possède une section globale non-nulle / sur M. 
On en déduit le résultat voulu. • 

Ce théorème nous permet, par exemple, de décrire les fonctions méromorphes sur 

le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 comme quotient de fonctions holomorphes 

sur ce disque. Nous allons utiliser ce résultat pour donner une version explicite, c'est-

à-dire en termes de séries convergentes, du théorème 7.1.8. 

Soit a G E. Soient La une clôture algébrique de Ka et La son complété pour la 

valeur absolue 1.^. Remarquons que le groupe de Galois Gal(La/Ka) agit sur La. 

Pour tout élément x de L^, nous noterons px le polynôme minimal unitaire de x 

sur Ka. Nous noterons également 

L°a° = {xeLa\\x\(T<l}. 

Rappelons, finalement, que l'on peut interpréter les fonctions holomorphes 

sur A^an comme des fonctions holomorphes sur Al'an invariantes par le groupe de 

Galois Gdl(Lc/ka). 
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Corollaire 7A.10. — Soit E A une partie finie de E. Pour a G E A , soient Ea et Fa 
deux sous-ensembles de L ° ° disjoints, fermés, discrets et évitant 0 . Pour a G E A 
et e G Ea, soit ne un entier. Pour a G E A et f G Fa, soit Rf un polynôme à 
coefficients dans Jf?(f) sans terme constant. Supposons que 

i) quel que soient a G E A , e G Ea et r G Gal(La/Ka), nous avons 

r(e) G Bo- nT(e) = ne ; 

ii) çîze/ g^e soient a G E A , / G Fa et r e Gal(La/Ka), nous avons 

r ( / ) G F a etRT{f)=r(Rf). 

Alors, il existe deux séries u, v G t 4 [ 1 / E A ] P 1 vérifiant les propriétés suivantes : 

a) quel que soit a £ E A , te série u/v, vue comme fonction analytique sur La, est 
développable en 0 en une série entière de rayon de convergence supérieur à 1 ; 

b) quel que soit a G E^ et z £ Fa, la série u/v, vue comme fonction analytique 

sur La, est développable en z en une série entière de rayon de convergence 

strictement positif ; 

c) quel que soit a G E s et e G Ea, la série u/v, vue comme fonction analytique 

sur La, s'annule en e à un ordre supérieur à ne ; 

d) quel que soient a G E A et f G Fa, la série u/v, vue comme fonction analy

tique sur La, est développable en f en une série de Laurent de partie principale 

Pf ( T ^ / ) E^ de rayon de convergence strictement positif. 

1.2. Noethérianité d'anneaux de séries arithmétiques 

7.2.1. Sous-variétés analytiques. — Jusqu'ici, nous avons étudié les propriétés de la 
droite analytique X ou de certaines de ces parties, comme les disques et les couronnes 
relatifs. Il est également naturel de s'intéresser aux fermés analytiques de la droite X , 
c'est-à-dire aux parties définies localement par l 'annulation de fonctions analytiques. 
Nous en proposons ici une brève étude. 

Définition 7.2.1. — Soit U un ouvert de X. On appelle sous-variété analytique de U 

tout espace localement annelé de la forme 

(V(S),0u/J?), 

où J est un faisceau d'idéaux de type fini de GJJ. 

Remarque 7.2.2. — Soient U un ouvert de X et / un faisceau d'idéaux de type fini 
de L'espace topologique V(y) est donc fermé dans U. Puisque le faisceau ô\j 
est cohérent, le faisceau d'idéaux de type fini l'est également. Nous en déduisons 
que le faisceau ûjj/ l'est encore. 
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Définition 7.2.3. — Soient U un ouvert de X et (Z, Gz) une sous-variété analytique 

de U. Soit x un point de Z. On dit que la sous-variété (Z, Gz) est intègre en x si 

l'anneau local Gz,x est intègre. On dit que la sous-variété (Z,Gz) est intègre si elle 

est intègre en chacun de ses points. 

Nous allons, à présent, décrire les germes de sous-variétés analytiques intègres en 
un point. Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans X et y un 

faisceau d' idéaux de Gu tel que la sous-variété analytique 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 

soit intègre en x. L'idéal est donc un idéal premier de Gx,x- Nous allons distinguer 
plusieurs cas. 

Supposons tout d 'abord, que l 'anneau local Gx,x est un corps. L'idéal <#x ne 

peut alors être que l'idéal nul. Par le principe du prolongement analytique (cf. théo

rème 4.4.2), au voisinage du point l'idéal est nul et la sous-variété (Z,Gz) 

coïncide avec (X, Gx)-

Supposons, à présent, que l 'anneau local GxlX est un anneau de valuation discrète 
d'uniformisante r . L'idéal est alors soit l'idéal nul, soit l'idéal ( r ) . Si <#x = (0), 
localement, la sous-variété (Z, Gz) n'est autre que l'espace total , comme précédem
ment. Supposons donc que = ( r ) . D'après 6.6.13, l'idéal est localement engendré 
par T. Distinguons de nouveau plusieurs cas. 

Supposons, tout d 'abord, que le point b = TT(X) est un point interne de B. Il existe 
cr G £ tel que ce point appart ienne à la branche cr-adique ouverte. Il existe donc un 
polynôme P(T) G J4?(b)[T] = Ka[T] irréductible et unitaire tel que le point x soit 
le point de la fibre Xf, défini par l 'équation P(T)(x) = 0. En outre, nous pouvons 
supposer que r = P(T). Notons V un voisinage ouvert et connexe de b dans ir(U) 

au-dessus duquel l'idéal est engendré par P(T). Nous pouvons supposer que V est 
contenu dans la branche <j-adique ouverte. Alors l 'application qui à tout point c de 
V associe l 'unique point y de la fibre Xc défini par l 'équation P(T)(y) = 0 réalise 
un homéomorphisme de V sur Xy D Z. On en déduit que Xy D Z est connexe et 
localement connexe par arcs. En outre, en tout point y de Xy fi Z , l 'anneau local 
Gz,y est un corps. Par conséquent, les parties ouvertes et connexes de la sous-variété 
Xy fl Z vérifient le principe du prolongement analytique. 

Supposons, à présent, que b = ir(x) soit le point central ao de B. Il existe encore 
un polynôme P(T) G Jt?(b)[T] = K[T], irréductible et unitaire, tel que le point x soit 
le point de la fibre Xb défini par l 'équation P(T)(x) = 0. Nous pouvons également 
supposer que r = P(T). Au voisinage de x, la sous-variété définie par l 'équation 
P(T) = 0 est un revêtement topologique de B, ramifié au point x. Il suffit de choisir 
pour voisinage de x un ouvert de X sur lequel J est engendré par P(T) et qui évite 
les fibres extrêmes Xm correspondant à un idéal m tel que le polynôme P(T) ait 
des racines multiples dans km (il n'existe qu 'un nombre fini de tels idéaux). Comme 
précédemment, il existe un voisinage W de x dans U tel que la sous-variété WC\Z soit 
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connexe, localement connexe par arcs et que ses parties ouvertes et connexes vérifient 
le principe du prolongement analytique. 

Supposons, pour finir, que b = 7r(x) soit un point extrême de B. Il existe alors 
m G S / tel que b = am. L'anneau local &x,x est un anneau de valuation discrète si, et 
seulement si, le point x est de type 2 ou 3. Nous pouvons alors choisir l 'uniformisante 
r = 7rm. Par conséquent, au voisinage du point x, la sous-variété Z n'est autre que la 
fibre Xm. De nouveau, nous en déduisons qu'il existe un voisinage W de x dans U tel 
que la sous-variété Wf)Z soit connexe, localement connexe par arcs et que ses parties 
ouvertes et connexes vérifient le principe du prolongement analytique. 

Il nous reste à traiter le cas où l 'anneau local ûx,x n'est ni un corps, ni un anneau 
local. Le point x est alors nécessairement un point rigide d'une fibre extrême : il existe 
m G S / et un polynôme irréductible et unitaire P(T) G km[T] tel que x soit l 'unique 
point de la fibre Xm défini par l 'équation P(T)(x) = 0. L'idéal maximal de &x,x est 
(71V, P ( T ) ) . L'idéal premier J^x peut être de plusieurs sortes. Tout d 'abord, comme 
dans les cas précédents, nous pouvons avoir J^x = (0). La sous-variété Z coïncide 
alors localement avec l'espace X tout entier. Si l'idéal est de hauteur 2, c'est 
l'idéal maximal mx et la sous-variété Z est, localement, réduite au point x. Si l'idéal 
yx est de hauteur 1, alors nous pouvons avoir J?x — (7rm), auquel cas la sous-variété Z 

coïncide localement avec la fibre Xm, ou bien J^x = (Q(T)), où Q(T) est un polynôme 
irréductible de Âm[T] qui relève P(T). Dans ce dernier cas, il est encore possible de 
construire une section de n qui soit un homéomorphisme d 'un voisinage de am dans B 

vers un voisinage de x dans Z. Dans tous les cas, il existe un voisinage W de x dans 
U tel que la sous-variété W H Z soit connexe, localement connexe par arcs et que ses 
parties ouvertes et connexes vérifient le principe du prolongement analytique. 

À l'aide de ces descriptions explicites, nous obtenons les résultats suivants. 

Proposition 7.2.4. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans 
X et J> un faisceau d'idéaux de ûjj tel que la sous-variété analytique 

{Z, 0Z) = (V(J?), ffu/y) 

soit intègre en x. Alors il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que la sous-
variété Z C\V de V soit intègre. 

Proposition 7.2.5. — Soient U un ouvert de X et (Z, ûz) une sous-variété analy

tique intègre de U. Alors Z est localement connexe par arcs et ses parties ouvertes et 

connexes satisfont au principe du prolongement analytique. 

7.2.2. Théorème de Frisch. — Dans ce paragraphe, nous démontrons que l 'anneau des 
germes de fonctions analytiques au voisinage de certains compacts est noethérien. Le 
premier résultat de ce type a été obtenu par J. Frisch dans le cadre de la géométrie 
analytique complexe (cf. [12], théorème I, 9) : 
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Théorème (J. Frisch). — Soit X une variété analytique réelle ou complexe. Soit K 
une partie compacte de X, semi-analytique et de Stein. Alors l'anneau des fonctions 
analytiques au voisinage de K est noethérien. 

Par la suite, Y.-T. Siu a caractérisé les compacts de Stein K pour lesquels l'an
neau &(K) est noethérien : il s'agit des compacts dont l 'intersection avec un fermé 
de Zariski défini au voisinage ne possède qu 'un nombre fini de composantes connexes 
(cf. [30]). C'est cette condition qui a guidé la définition de part ie morcelable que nous 
introduisons ci-dessous. Signalons qu'il existe également une version de ce théorème 
pour les variétés analytiques sur un corps value complet (cf. [26], théorème A . 5 ) . 

Dans ce paragraphe, nous démontrons un résultat similaire dans le cadre de la 
droite analytique sur un anneau d'entiers de corps de nombres. Notre preuve suit de 
près celle du théorème de J. Frisch qu'ont proposée C. Bânicâ et O. Stânâ§ilâ (cf. [1], 
5 , fin du § 3 ) . 

Définition 7.2.6. — Soient E une partie de X et x un point de E. La partie E est 
dite morcelable au voisinage du point x si, pour tout voisinage ouvert U de x dans X 
et toute sous-variété analytique Z de U intègre en x, il existe un voisinage V de x 
dans E DU qui possède un système fondamental de voisinages ouverts dans U dont 
les traces sur Z sont connexes. 

La partie E est dite morcelable si elle est morcelable au voisinage de chacun de ses 

points. 

Proposition 7.2.7. — Soit E une partie morcelable de X. Soient & un faisceau cohé
rent sur E et (^n)neN une suite croissante de sous-faisceaux cohérents de &. Alors 
la suite (J^n)neN est localement stationnaire dans E au sens où, quel que soit x G E, 
il existe un entier no G N et un voisinage U de x dans E tels que 

Vn > n0, V* G £/, (&no)z ^ (&n)z. 

Démonstration. — Soit x e E. Il existe no G N tel que, quel que soit n > no, on ait 

(^no)x * (^n)x-

Quit te à remplacer & par & / ^ n o et par ^n/^n0, pour n > n0, puis à décaler 

les indices, nous pouvons supposer que 

(^n)x ~ 0) 

quel que soit n G N . Puisque &x est un module de type fini sur &x,x> il existe un 

entier r G N et une filtration 

0 = M0 C M 1 C • • • C Mr = &x 

de &x par des sous-modules de type fini et des idéaux premiers p 0 , . . . ,pr de @x,x 
vérifiant la condition suivante : quel que soit i G [0, r — l j , on dispose d 'un isomor-

ohisme 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, s 
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Cette filtration et ces isomorphismes se prolongent au niveau des faisceaux. Il existe 
une filtration de & 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sFH 

par des sous-faisceaux cohérents définis au voisinage de a et r sous-variétés analytiques 
ZQ, . . . , Zr-\ définies au voisinage de x, intègres en x et vérifiant la condition suivante : 
quel que soit i G [[0, r — 1 ] , on dispose d 'un isomorphisme de faisceaux 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v) 

Il suffit, à présent, de montrer que, pour chaque i G [ 0 , r — 1 ] , la sous-suite 
( S ? T , N ) N € N de ~ @Zi induite par ( ^ N ) N G N stationne au voisinage de 
x dans E et même au voisinage de x dans E fl Zi. Soit un voisinage ouvert de x 
dans X sur lequel Z^ est définie. D'après la proposition 7 . 2 . 4 , nous pouvons supposer 
que Zi C\U est une sous-variété intègre de U. Par hypothèse, la partie E de X est 
morcelable au voisinage du point x. Il existe donc un voisinage V de x dans EdU qui 
possède un système fondamental de voisinages ouverts dans X dont les intersections 
avec Zi sont connexes. 

Soient n G N et / G ^ ,n - H existe un voisinage ouvert W de F dans X sur lequel 
la fonction / est définie et tel que W D Zi soit une sous-variété intègre et connexe de 
W. Puisque (^ijn)x = 0 , la fonction / est nulle au voisinage de x dans Z^. D'après 
7 . 2 . 5 , W C\ Zi vérifie le principe du prolongement analytique. On en déduit que / est 
nulle sur W H Zi. Finalement, le faisceau ^ n est nul sur V fl Z^, et donc sur V. • 

Corollaire 7.2.8. — Soient E une partie de X morcelable et de Stein, & un faisceau 
cohérent sur E et (fi)iei une famille de sections de & sur E. Le sous-faisceau de & 
engendré par la famille (fi)iei e^t cohérent. 

Théorème 7.2.9. — Soient E une partie compacte morcelable et de Stein de X. L'an
neau Û(E) des germes de fonctions analytiques au voisinage de E est noethérien. 

Démonstration. — Soit (/n)neN une suite croissante d'idéaux de type fini de Û(E). 
Pour n G N , notons yn le faisceau d'idéaux cohérents de ûx engendré par In. D'après 
la proposition 7 . 2 . 7 et la compacité de E, il existe un rang no G N à part ir duquel la 
suite (J^n)neN stationne. 

Puisque l'idéal Ino est de type fini, il possède un système générateur fini ( / i , . . . , /p ) , 
avec p G N et, quel que soit i G fi G Û(E). Le morphisme de faisceaux 

if : 
û\ 0 

^n0 
( a i , . . . ,ap) a i / i H h apfp 

est alors surjectif. 

Soit n > UQ. Notons 5f le noyau du morphisme de faisceaux (p. C'est encore un 

faisceau cohérent sur E. Nous disposons de la suite exacte 

0 y - > ûp -> J?n 0 . 
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Puisque H1 (E, = 0, le morphisme 

0(E)* -> Jn[E) 

( a i , . . . , a p ) i-> a i / i H h ap/p, 

est surjectif. Par conséquent, nous avons 

IncSn(E) = (fu...Jp)0(E)cI, 

On en déduit que In = I1 

7.2.3. Séries arithmétiques. — Dans ce paragraphe, nous appliquons le théorème ob
tenu afin de démontrer la noethérianité de certains anneaux de séries ari thmétiques. Il 
est vraisemblable que l 'analogue du théorème de Prisch vaut pour toute part ie semi-
analytique de la droite X = A^'an. Cependant , pour le démontrer par la méthode 
présentée ci-dessus, il nous faudrait savoir que les parties semi-analytiques de X sont 
localement connexes. Nous ne nous lancerons pas dans la démonstrat ion de ce résultat 
et nous contenterons d 'adapter le théorème de Prisch au cas des couronnes fermées 
au-dessus de certaines parties compactes de l'espace B. 

Soit V une partie compacte et connexe de l'espace B. Soit s et t deux nombres 
réels vérifiant 0 < s < t. Posons 

C = Cv(s,t) = {x G Xv I s < \T(x)\ < t}. 

Proposition 7.2.10. — La couronnne C de X est localement connexe par arcs. 

Démonstration. — Si x est un point intérieur à C, le résultat est vrai car il l'est pour 
l'espace X lui-même, d'après le théorème 4.4.1. Nous supposerons donc, désormais, 
que le point x est situé sur le bord de la couronne C. En particulier, nous avons 
nécessairement |T(x) | = s ou | ^ ( # ) | = t. Nous supposerons que |T(x) | = t. L 'autre 
cas se t ra i te de même. Nous allons distinguer selon le type du point x et de son projeté 
7r(x) sur la base. 

Supposons, tout d 'abord, que le point n(x) soit un point extrême : il existe m G S / 
tel que TT(X) = âm. Si le point x est le point rjs, alors le résultat provient du corollaire 
2.4.5, si t ^ 1, et de la proposition 4.3.3, si t = 1. Il faut plus précisément revenir à la 
description explicite des sections donnée dans la preuve de ces propositions. Il nous 
reste à t rai ter le cas où x vérifie = 1, mais n'est pas le point rji. Un tel point 
appart ient nécessairement à l'intérieur de la couronne C. En effet, il existe à G k^ 

et u G [0,1 [ tels que x — 7]â,u' Choisissons un relevé oc de ôt dans Am. Soit v G 1[. 
Alors le voisinage de x dans X défini par 

U={ye Tr-Hlao, am]) | | (T - a)(y)\ < v} 

est contenu dans C(s , 1). En effet, soient e G ]0, +oo] et y e U H Xaem. Nous avons 
| (T - a)(y)\ <v<l. Puisque \a(y)\ = \a\^ = 1, cela impose que \T(y)\ = 1. 

Lorsque le point 7T(X) est le point central ao de B , le résultat se démontre de façon 
identique. 
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Venons-en, à présent, au cas de la partie archimédienne de X. Soit a G Xîoo- Rap
pelons que, d 'après la proposition 3.4.2, l 'application 

FHG 
Xaox]0,l] - K 

(x,e) H-* x£ 

est un homéomorphisme. Nous supposerons que Ka = C. Le cas Ka = R se t rai te de 
même. Nous avons 

^-\Xa H C(«, t)) = Uu, z) G ]0,1] X C | s1/u < \z\ < t1/u\ . 

Cette partie est localement connexe par arcs et il en est de même de son intersection 
avec la couronne C. 

Il nous reste à trai ter le cas où le point TT(X) est de la forme a£, avec a G £ / et 
À G ]0, + 0 0 [ . Nous pouvons supposer que À = 1. Comme dans le cas des fibres au-
dessus d 'un corps trivialement value, il nous suffit de traiter le cas où x est le point 
r)t de sa fibre. Nous supposerons que t G ]0,1[. Les autres cas se trai tent de même. 
Soit U un voisinage de x dans X. Il existe un voisinage connexe par arcs V de x dans 
Xaa FL U. Il existe ¡3 G ]0,1[ tel que, quel que soit u G t% on ait rju G Xa<y FL V. 
D'après la proposition 3.4.1, quit te à augmenter /3, nous pouvons supposer que la 
partie 

W = {x£, x G Xa N V, e G 1/3,1/61} 

est un voisinage de x dans U. La trace de W sur chaque fibre est connexe par arcs 
en tant qu'intersection sur un arbre de deux parties connexes par arcs (l'une étant 
homéomorphe à V, l 'autre étant une couronne). En outre, ces fibres sont jointes par 
une section depuis la base : l 'application qui au point a<jj£, avec e G ]/?, l//?[, associe 
le point r]t de sa fibre. On en déduit que la trace de la partie W sur la couronne C 
est connexe par arcs. • 

Corollaire 7.2.11. — La couronne C de X est morcelable. 

Démonstration. — Soit x un point de C. Soient U un voisinage ouvert de x dans X 
et Z une sous-variété analytique de U intègre en x. Nous devons montrer qu'il existe 
un voisinage V de x dans C C\U qui possède un système fondamental de voisinages 
ouverts dans U dont les traces sur Z sont connexes. 

Supposons, tout d 'abord, que Z = U au voisinage de x. Dans ce cas, la proposition 
précédente nous permet de conclure. Si, maintenant , Z est une sous-variété analytique 
stricte de nous en connaissons précisément la forme grâce aux descriptions données 
dans la partie 7.2.1. En particulier, au voisinage du point x, la sous-variété Z est soit 
un point, soit homéomorphe à un intervalle, soit une fibre extrême. Le résultat est 
immédiat dans chacun de ces cas. • 

Théorème 7.2.12. — L'anneau Û(C) des germes de fonctions analytiques au voisinage 
de la couronne C de X est noethérien. 
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Démonstration. — Une telle part ie est morcelable en vertu du corollaire précédent. 
Nous savons également qu'elle est de Stein, d'après le théorème 6.5.6. Le théorème 
7.2.9 nous permet donc de conclure. • 

Corollaire 7.2.13. — Soient E ' un sous-ensemble fini de E contenant Eqo et (ra)a^' 

une famille d'éléments de ]0,1[. / / existe un élément N G A* tel que 

GHJGHK 
Aa = A 

' 1 " 

.N. 

Le sous-anneau de K((T)) constitué des séries de la forme ^k>k akTk vérifiant les 
conditions 

i) k0 G Z, 

ii) VA; > k0, ak G A[l/N], 

iii) Ver e E ' , 3r > ra, lim \ak\a rk = 0 
/c—>+oo 

est noethérien. 

Le sous-anneau de K\T\ constitué des séries de la forme YLK>O AK Tk vérifiant les 
conditions 

i) VJfe > 0, ak e A\l/N], 

ii) Ver E S;, 3r > ra , lim lajblo- rfc = 0 

est noethérien. 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer le théorème précédent à une couronne bien 
choisie. Posons 

t = max(rv) G ]0,1[. 

Quel que soit A G il existe EA G ]0,1] tel que 

t1/£° =ra. 

Définissons une partie compacte V de B par 

V = 

HGJ 

HHKL 

HJ 

HGJU 

Soit s G ]0,t] . D'après la proposition 3.2.24, le premier anneau considéré n'est autre 

que l 'anneau û(Cv(s,i)). Il est noethérien, en vertu du théorème précédent. 

Le second énoncé s'obtient de même en considérant le disque Dy(t), au lieu de la 

couronne Cv(s,t). • 

Comme cas particulier du théorème, nous retrouvons un résultat de D. Harbater 

(cf. [18], théorème 1.8). Signalons que notre démonstration se distingue très net tement 

de la sienne, qui passe par une description explicite de tous les idéaux premiers de 

l 'anneau étudié. 
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Corollaire 7.2.14. — Soit r^ 6 ]0,1[. Considérons le sous-anneau Zr+ [T] de Z [T] 

constitué des séries de la forme Ylk>o ak Tk vérifiant la condition 

3r > roo, lim \ak\oo rk = 0. 

k—>-+oo 
C'est Vanneau des fonctions holomorphes au voisinage du disque de centre 0 et de 

rayon 7*00 de C dont le développement en série entière en 0 est à coefficients entiers. 

L'anneau Z + J71 est noethérien. 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer le second résultat du théorème précédent 

avec K = Q et £ ' = E ^ . • 

7.3. Problème de Galois inverse 

Nous exposons ici une application de notre théorie au problème de Galois inverse. 
De façon plus précise, nous nous proposons de démontrer que tout groupe fini est 
groupe de Galois sur le corps JK(D), où D désigne le disque relatif ouvert de rayon 1 
centré en la section nulle de X = A^'an. Signalons que, dans le cas où le corps 
de nombres K considéré n'est autre que le corps Q, nous redémontrons un résultat 
de D. Harbater (cf. [20], corollaire 3.8). Nous souhaitons insister sur le fait que la 
démonstration que nous proposons est purement géométrique, ce qui la distingue de 
celle de D. Harbater, très algébrique. 

Nous utilisons un procédé classique : construction de revêtements galoisiens cy
cliques, puis recollement de ces revêtements afin d'en obtenir un nouveau ayant pour 
groupe de Galois un groupe fini prescrit. L'on trouvera une introduction très agréable 
à ces techniques dans l'article [24] où Q. Liu démontre, après D. Harbater et en suivant 
une idée de J.-P. Serre, que, pour tout nombre premier p, tout groupe fini est groupe 
de Galois sur le corps Qp(T). La mise en œuvre de ces deux étapes que nous propo
sons ne présente aucune difficulté particulière, une fois connues les propriétés de la 
droite analytique sur un anneau d'entiers de corps de nombres. Les méthodes utilisées 
par D. Harbater nous paraissent d 'une difficulté technique bien supérieure (cf. [19], 
proposition 2.2 pour la construction des revêtements cycliques et [20], théorème 3.6, 
dont la preuve fait appel aux résultats de l'article [18], pour le recollement). 

Signalons que nous construisons en réalité des faisceaux d'algèbres cohérents ayant 
pour groupes d'automorphismes des groupes finis prescrits. Bien entendu, ces fais
ceaux sont les images directes de faisceaux s t ructuraux de revêtements ramifiés de 
la droite analytique sur un anneau d'entiers de corps de nombres et il y aurait tout 
intérêt à mener plutôt nos constructions dans ce langage. Nous nous en abstenons 
uniquement parce qu'aucune référence concernant ces espaces n'est disponible. Nous 
indiquons cependant en remarque les traductions dans ce cadre ; elles sont immédiates 
pour qui dispose d'une bonne théorie des courbes analytiques sur un anneau d'entiers 
de corps de nombres. 

Mentionnons enfin que les méthodes présentées ici peuvent être appliquées avec suc
cès dans d 'autres situations, par exemple celle où l'on substitue au corps de nombres K 
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un corps de fonctions. Elles peuvent également être adpatées de façon à fournir des 
revêtements non plus d 'un disque, mais d 'une droite projective sur un corps value 
complet, permet tant ainsi de retrouver le fait que tout groupe fini est groupe de 
Galois sur le corps QP(T). Ces résultats ont été rédigés dans l'article [27]. 

Introduisons quelques notations. Rappelons que nous notons 

D = ¿ ( 0 , l) = {xeX\ \T(x)\ < 1} . 

Pour tout élément m de £ / , nous posons 

Dm = D H Xm et = D H X'm = Dm \ X0. 

7.3.1. Construction locale de revêtements cycliques. — Soient V une part ie de X et P 
un polynôme unitaire à coefficients dans G(V). Notons n son degré. On définit un 
préfaisceau &p sur V en posant, pour toute part ie ouverte U de V, 

&P{V) = Û{U)[S\/{P{S)) 

et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau G. 

Lemme 7.3.1. — Le préfaisceau &p est un faisceau de Gy-algèbres cohérent. 

Démonstration. — On constate immédiatement que le préfaisceau &p est un pré 

faisceau de Gy-algèbres. Il nous suffit donc de montrer que c'est un faisceau et ui 

faisceau de ^V-modules cohérent. Puisque le polynôme P est unitaire, le morphisme 

de ^V-m°dules 

GJHKKL JJHK 

( a o , . . . , an_ i ) 
n-l 

i=0 

HIIUY 

est un isomorphisme. On en déduit que le préfaisceau & est un faisceau, puis qu'il 
est cohérent, car le faisceau structural G l'est, en vertu du théorème 4 . 5 . 5 . • 

Remarque 7.3.2. — Le faisceau ^p est l'image directe du faisceau structural d 'une 

courbe analytique sur A. Celle-ci nous est donnée comme un revêtement ramifié, de 

degré inférieur à n, de la partie V de la droite analytique A^'an . 

Nous allons, à présent, restreindre notre étude aux faisceaux &p pour une classe 

de polynômes P particuliers. Soient n un entier supérieur à 1, p un nombre premier 

congru à 1 modulo n et m un idéal maximal de l 'anneau A contenant p. Posons 

Q(5) = 5 " - < - T e ^ ( D ' m ) [ S ] . 

Le résultat du lemme suivant donne la raison du choix des entiers n et p. 

Lemme 7.3.3. — L'anneau Am contient n racines nemes de l'unité. 
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Démonstration. — Puisque 1' anneau A.m contient l 'anneau Zp, il suffit de montrer que 

le polynôme Un — 1 possède n racines dans Zp. Le groupe multiplicatif F* du corps 

résiduel Fp de Zp est cyclique et d'ordre p — 1. Puisque n divise p — 1, le groupe F* 
contient un élément d'ordre exactement n et le polynôme Un — 1 est scindé à racines 

simples sur Fp. Le lemme de Hensel assure qu'il l'est encore sur Zp. • 

Pour tout entier positif i et tout nombre rationnel fc, posons 

DGFHJ k (k - 1) • • • (k - i + 1) 

HJKK 
e Q 

Rappelons que nous avons l'égalité 

i>0 

C\Zl 
n 

n 

= 1 + Z dans Q [ Z ] . 

Lemme 7.3.4. — Pour tout élément x de T>'m et tout entier positif i, nous avons 

C i (s) < 1. 
n 

Démonstration. — Soient x un élément de et i un entier positif. Notons la 

valeur absolue sur le corps J4?(x). Remarquons que l'application 

Ck : Q - Q 

est polynomiale, et donc continue lorsque l'on munit le corps Q de la valeur abso

lue Nous savons que, pour tout entier /, l'élément Cl est entier. Il vérifie donc 

l'inégalité 

T] -* â8(v)[T, s 

puisque la valeur absolue est ultramétrique. En outre, le nombre premier p ne 

divise pas l'entier n. Par conséquent, le nombre rationnel ^ appartient à Zp et il 

est donc limite d'éléments de Z pour la valeur absolue |.|x. On en déduit le résultat 

voulu. • 

Fixons ( une racine primitive neme de l 'unité. Notons r la permutat ion cyclique 

( 1 2 • • • n) de l'ensemble [ l , n ] . Posons 

U={xeD'm\\T(x)\<\nm(x)\"}.GHFR 

Proposition 7.3.5. — // existe un isomorphisme de 6\j-algebres 

T] -* â8(v)[T, s 

tel que, pour tout ouvert V de U et tout élément s de ^q(V), nous ayons 

(p(Çs) = r((fi(s)). 
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Démonstration. — Considérons la fonction 

f = ^nT 

définie sur X'm. Pour tout élément r de ]0,1[, considérons la partie Vr de définie 
par 

VT = {x € I \T(x)\ < r\irm{x)\n} . 

Pour tout élément x de Vr et tous entiers a > 0 et b > a, nous avons 

b 
£ C l (*)/(*)< <ra. 
i=a 

On en déduit que la série Yli>o ^ 1 /* converge uniformément sur VÇ.. Puisque tout 
n 

point de C7 possède un voisinage de la forme Vr, pour un certain élément r de ]0,1[, 
la série J2i>o C\ f1 définit une fonction g sur U. Cette fonction vérifie l'égalité 

n 

gn = l-\-f = l-\- 7r~n T dans Û(U). 

On en déduit que nous avons l'égalité 

n 
Q(S) = Sn - < - T = l[(S - 7rm Cj 0) dans ^(£ / ) [S] . 

j=o 
Par conséquent, le morphisme 

T] -* â8(v)[T, s 
RTG 

MKLM (F(7rm p), F(7rm C"1 <?),. • . , F(wm Ç^»"1) </)) 

est un isomorphisme. On vérifie immédiatement qu'il satisfait la condition requise. • 

Remarque 7.3.6. — La première partie du résultat signifie que le revêtement associé 
au faisceau &Q est trivial au-dessus de l'ouvert U. La seconde assure que le groupe 
(£) ~ Z / n Z agit sur le revêtement par une permutat ion cyclique des feuillets du lieu 
trivial. 

Lemme 7.3.7. — Le polynôme Q(S) = Sn — 7r™ — T est irréductible sur le corps 

Frac(û(T)'m)). En particulier, Vanneau ^Q(D(u) est intègre. 

Démonstration. — Notons x le point 0 de la fibre extrême Xm. D'après le corollaire 

3.2.5, l 'anneau local en ce point est isomorphe à l 'anneau Am[T]. Remarquons que le 

polynôme Q(S) est irréductible sur le corps Km((T)). En effet, il n 'y a aucune racine, 

pour des raisons de valuation T-adique, est séparable et le groupe de Galois de son 

extension de décomposition agit transitivement sur ses racines. 

D'après le principe du prolongement analytique (cf. théorème 4.4.2), le morphisme 

naturel ^ ( D ^ ) —> ûx,x est injectif. Par conséquent, le corps Frac(^,(D/m)) est un 

sous-corps de Frac(<^x,x), et donc de Km((T)). On en déduit que le polynôme Q(S) 

est irréductible sur le corps Frac(^(D(n)) . 
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Puisque le polynôme Q(S) est unitaire, l 'unicité de la division euclidienne assure 
que le morphisme 

0ÇD'm)[S]/(Q(S)) - Frac(ff(p'm))[S\/(Q{S)) 

est injectif. Puisque l 'anneau au but est intègre, celui à la source, qui n'est autre que 
l 'anneau ^ Q ( D ( u ) , l'est également. • 

Remarque 7.3.8. — Ce résultat signifie que la courbe associée au faisceau &Q est 
intègre, c'est-à-dire réduite et irréductible. 

Nous pouvons être encore plus précis. 

Lemme 7.3.9. — Soient x un point de U et i un élément de [ l ,n]. Le morphisme 

T] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v)[T, sT] -* â8(v 

où pi est la projection sur le ieme facteur, est injectif. 

Démonstration. — Soit s un élément de l 'anneau &Q(D'm) = û(D'm)/(Q(S)) dont 
l'image par le morphisme p est nulle. Choisissons un élément F (S) de ^)(D(n)[5] qui 
représente la section s. Reprenons les notations de la preuve de la proposition 7.3.5. 
Par hypothèse, nous avons 

« ( T T m Ç " ^ ) = 0 dans ûx,x> 

Pour montrer que l'élément s est nul, il suffit de montrer que le polynôme Q(S) est 
le polynôme minimal de l'élément irmÇ~lg sur le corps Prac(^)(D(n)). C'est bien le 
cas, puisque le lemme précédent assure que le polynôme Q est irréductible sur le 
corps F r a c ( ^ ( D ^ ) ) . • 

Remarque 7.3.10. — Ce résultat est une sorte de principe du prolongement analytique 
sur la courbe associée au faisceau &Q : si une fonction holomorphe sur la courbe est 
nulle au voisinage d 'un point de l'un des feuillets du revêtement, alors elle est nulle 
par tout . On at tend que ce principe vaille pour toute courbe irréductible. 

Terminons par un résultat topologique. 

Lemme 7.3.11. — La partie 

F = -D'm\U={xeB'm\ \T(x)\ > \irm(x)\n} 

est fermée dans le disque D . 

Démonstration. — Il suffit de montrer que F est fermée dans Dm puisque cette der
nière partie est elle-même fermée dans D . En d 'autres termes, nous souhaitons montrer 
que la partie 

V = [ / U ( D n l o ) 

est ouverte dans Dm. Puisque U est une partie ouverte de Dm, il suffit de montrer 
que V est voisinage dans Dm de chacun des points de D D X0. 
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Soit x un point de D n X o - Posons r = |T(#) | . C'est un élément de l'intervalle ]0,1[. 

Soient s un élément de ]r, 1[ et e un élément de ]0,1[ tels que l'on ait |7rm|ÎJ;e > s. La 

part ie 

{y£K-l([a0,a%\)\\T{y)\<s} 

est un voisinage ouvert du point x dans Dm qui est contenu dans V. • 

7.3.2. Recollement. — Soit G un groupe fini. Notons n son ordre et </i,...,<7n ses 
éléments. Chacun de ces éléments engendre un sous-groupe cyclique de G. Nous allons 
construire, par la méthode mise en place au numéro précédent, un revêtement galoisien 
cyclique associé à chacun des éléments du groupe G. Il ne nous restera plus ensuite 
qu 'à les recoller convenablement. 

En termes géométriques, nous allons recoller les revêtements au-dessus de leur lieu 
de trivialité en tenant compte des relations entre les éléments du groupe G. Ce procédé 
est simple et naturel et l'on ne doit pas se laisser rebuter par la technicité apparente 
de la construction qui suit. 

Soit i un élément de [ l , n j . Notons ni l 'ordre de l'élément gi dans le groupe G. 

C'est un diviseur de n et nous noterons d{ le quotient. Soient pi un nombre premier 

congru à 1 modulo rii et m* un idéal maximal de l 'anneau A qui contient pi. Soit d 

une racine primitive n|me de l 'unité dans Ami. Notons ^ le faisceau &$ni _nni _T 
m i 

sur . et % le faisceau . Posons 

Ui = {x e D ; 4 I \T{x)\ < \*mi{x)\nt} et Fi = D'MI \ Ut. 

Notons Ti la permutat ion cyclique ( 1 2 • • • ni) de l'ensemble [ 1 , 7 1 * ] . D'après la pro
position 7.3.5, il existe un isomorphisme de ^ ^ - a l g è b r e s 

T] -* â8(v)[T, sHG 

qui vérifie la condition suivante : pour tout ouvert V de Ui et toute section 5 de 

sur V, nous avons 

T] -* â8(v)[T, sCVGF 
Choisissons des éléments a^o, • • •, ^ ¿ , ^ - 1 de | 1 , n ] de sorte que tout élément du quo

tient G/(gi) possède un représentant et un seul parmi les éléments gai,0, • • • > <7aijdi_i-
Notons ai la permutat ion de l'ensemble [ l , n ] telle que 

Vu e [0,d» - 1], G [l,ni], gaitU 9i TYYOOYY1 =GHGJJ 

D'après le lemme 7.3.11, pour tout élément i de [ l , n ] , la part ie Fi est fermée 

dans D . Définissons une partie ouverte de D par 

U0 = B 
l<i<n 

Fi. 

Notons % le faisceau ûn sur UQ. 

Lemme 7.3.12. — L'ouvert UQ de la droite X est connexe. 
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Démonstration. — Notons T,Q = { m i , . . . , m n } . Par définition, nous avons 

U0 = 
Ki<n 

x G D . T x) < KM, x)ni U 
<7<E£\£0 

GJH 

La projection de cette partie est 

B0 = B 
l<i<n 

DGRFH 

qui est connexe. En outre, la section nulle définit une section continue de l 'application 

7r : Uo —> BQ et, pour tout élément b de Bo, la partie D Uo est connexe. On en 

déduit que la partie Uo est connexe. • 

La famille (Uo, , . . . , D ^ ) définit un recouvrement ouvert du disque D . Les 

seules intersections de deux éléments de cette famille à n 'être pas vides sont celles 

de la forme D ^ . fl D ^ . , pour i G [0 ,n ] , et D ^ . D U0 = Ui, pour i G [ l , n ] . Pour 

définir un faisceau d'algèbres en recollant les faisceaux £fn, il suffit de choisir 

un isomorphisme de ^-algèbres entre ^ et % au-dessus de l'ouvert Ui, pour tout 

élément i de J l , n ] . Nous utiliserons l'isomorphisme 

D£K-l([a0,a%\)\\T ((Pi,...,(pi) HGJ a;1 GRYHK 

Remarquons que le faisceau est cohérent, car nous l'avons construit en recollant 

des faisceaux cohérents (cf. lemme 7.3.1). 

Proposition 7.3.13. — // existe un morphisme de groupes injectif du groupe G dans le 

groupe des automorphismes de â-algèbres du faisceau . 

Démonstration. — Soit h un élément du groupe G. Notons la permutat ion de 

l'ensemble [ l , n ] telle que 

Vj G [ l , n ] , hgj =gah{j)-

On définit à l'aide de cette permutat ion un automorphisme de <^y0-algèbres /j,h de % 

ph : % = &n ^ @n = %• 

Soit i un élément de [1, n ] . Notons fa la permutat ion de l'ensemble |0 , di — 1] telle 
que 

Vu G 10, di - 1], hga. = ga< Ri dans G ligi). 

Notons (3fh la permutat ion de l'ensemble [ l ,d*] définie par 

Vu G [1, di}, (3fh(u) = fa(u-l) + l. 

Elle induit un automorphisme de ^^ -a lgèb re s de ^ : 

£K-l([a0,a%\)\\TGHFR 

Soit u un élément de [0, di — 1]. Il existe un élément miiU de [0, Ui — 1] tel que 

hgai,u = 9ait0hiu) gTi,u dans G. 
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On définit alors un automorphisme 7^ de ^ ^ - a l g è b r e s de ^ : 

£K-l([a0,a%\)\\T £K-l([a0,a%\)\\T FHHJJKUC 

Un simple calcul montre qu'au-dessus de l'ouvert Ui, les automorphismes fih et jh0/3fh 
de coïncident. 

Nous avons donc construit une application 

G -> Aut^(ëf) 
JF EZTG 

HGH 

Montrons que c'est un morphisme de groupes. Soient h\ et deux éléments de G. 
Pour tout élément j de [ l , n ] , nous avons 

9ahlh2(j) hih2gj 

SFDFGGJ 

: 9ahl{ah2(j))-

Par conséquent, nous avons ah1h2 — ahx ° et donc fih1h2 — №1 ° Mh2- Par consé
quent, l 'application ¡1 est un morphisme de groupes. 

Montrons finalement que le morphisme n est injectif. Soient h\ et J12 deux éléments 
de G tels que = ah2. Nous avons alors 

= 0 ^ ( 1 ) = 9ah2(l) = ^201-

On en déduit que /¿1 = /12- Par conséquent, le morphisme fi est injectif. • 

Remarque 7.3.14. — Il n'est guère difficile de montrer que le morphisme ¡1 construit 
précédemment est en fait un isomorphisme de groupes. 

Corollaire 7.3.15. — // existe un morphisme de groupes injectif du groupe G dans le 
groupe des automorphismes de Ô>(J})-algèbres du faisceau £f(D). 

Démonstration. — Soient srf et SS deux faisceaux de ^b-a lgèbres cohérents. Consi
dérons l 'application surjective 

MxxG(si,3g) M o r ^ ( D ) ( ^ ( D ) , ^ ( D ) ) . 

Elle est injective car les faisceaux et âê satisfont le théorème A (cf. corollaire 

6.6.28). 

On en déduit que le morphisme de groupes injectif 

/i : G Aut<?(Sf) 

construit précédemment induit un morphisme de groupes injectif 

№ : G - > A u t ^ ( D ) ( ^ ( D ) ) . • 

Lemme 7.3.16. — Tout élément de £f(D) annule un polynôme unitaire à coefficients 

dans c / # ( D ) de degré inférieur à n. 
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Démonstration. — Soit s un élément de &(D). Nous supposerons, tout d 'abord, qu'il 
existe un point XQ de UQ tel que toutes les coordonnées de son image sXQ dans &XQ — 
û\ Xq soient distinctes. Puisque l'ouvert UQ est connexe, le principe du prolongement 
analytique (cf. théorème 4.4.2) assure qu'en tout point x de UQ, toutes les coordonnées 
du germe sx sont distinctes. Notons ÛI , . . . ,<2N les coordonnées de l'image de s dans 
Çf(U0) = @{UQ)n. Posons 

n 

M(Z) = Y[(Z-ai)e û(Uo)[Z]. 

En tout point x de Uq, l'image du polynôme M est l 'unique polynôme unitaire de 
degré inférieur à n à coefficients dans Mx qui annule le germe sx. 

Pour tout élément j de [0 ,n ] , posons V3; = UQ U U K ^ ^ ^ . . Montrons, par 
récurrence, que pour tout élément j de [0 ,n ] , il existe un polynôme unitaire Nj 
de degré n à coefficients dans ^(Vj) qui annule l'élément s\Vj de êf(V^). Nous 
avons déjà trai té le cas j = 0. Soit maintenant un élément j de [0, n — 1] pour 
lequel l 'hypothèse de récurrence est vérifiée. Puisque l'ouvert D^.+1 est connexe, l'an
neau ^(D'mj+i) est un corps, d'après le corollaire 4.4.5, et tout élément de l 'anneau 
Û>(D'M.+I)/(SNJ+1 — 71-^+1 — T) est annulé par un polynôme unitaire de degré infé
rieur à nj+i à coefficients dans le corps ^f(D'mj+l). On en déduit que l'élément s\uj+1 
de ^ ( D ^ ) est annulé par un polynôme unitaire Mj+i de degré inférieur à n à 
coefficients dans le corps ^ ( D ^ J . Soit x un élément de DJn DUQ = E/7+1. Nous 
avons démontré qu'il existe un unique polynôme unitaire de degré inférieur à n à coeffi
cients dans jtftx qui annule le germe sx. On en déduit que les images des polynômes Nj 
et Mj+i dans jféx\Z\ coïncident. Par conséquent, les images de ces polynômes dans 
^4K(Uj+i)[Z] coïncident. On en déduit que le polynôme Nj se prolonge en un poly
nôme unitaire iV^+i de degré inférieur à n à coefficients dans ^(Vj+\) qui annule 
l'élément s\y 1 de &(Vj+i). 

On déduit finalement le résultat a t tendu du cas j = n. 

Soit XQ un point de l'ouvert UQ. La fibre du faisceau <S au point XQ est isomorphe à 
l'algèbre &x x - D'après le théorème 6.6.29, le faisceau W vérifie le théorème A sur le 
disque D . On en déduit qu'il existe un élément SQ de £?(D) dont toutes les coordonnées 
de l'image dans la fibre ^XQ — @"x,xQ sont distinctes. 

Soit s un élément de Il existe un élément À de ^ ( D ) tel que toutes les 
coordonnées du germe de la section si = s + Àso au point XQ soient distinctes. Le 
raisonnement qui précède montre qu'il existe deux polynômes unitaires PQ et P\ de 
degré inférieur à n à coefficients dans ^ # ( D ) qui annulent respectivement les sec
tions so et s\. D'après le corollaire 4.4.5, l 'anneau ^ # ( D ) est un corps. On en déduit 
qu'il existe un polynôme unitaire P de degré inférieur à n à coefficients dans JiïÇO) 
qui annule la section s. • 

Lemme 7.3.17. — L'algèbre êf(D) est intègre. 
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Démonstration. — Remarquons, tout d 'abord, que l'algèbre £f (D) n'est pas nulle. 
En effet, les éléments 0 et 1 sont distincts. Il nous reste à montrer qu'elle ne contient 
aucun diviseur de zéro. 

Soient s et t deux éléments de £f(D) dont le produit est nul. Au-dessus de l'ou
vert [/o> le faisceau & n'est autre que le faisceau &n. D'après le lemme 7.3.12 et le 
corollaire 4.4.5, l 'anneau Û(UQ) est intègre. Par conséquent, la première coordonnée 
de l 'une des deux sections doit être nulle. Supposons que ce soit celle de s. Notons 

s = (su...,sn) dans û(Uo)n. 

Nous supposons donc que s\ = 0. 

Soit i un élément de [1, n j . Il existe un élément j de [1, n ] tel que gj = gig^1 dans 
le groupe G. Notons 

s = (*!,...,tdi) dans ^ - ( D ^ ) * . 
Il existe des éléments u de [0, dj — 1] et v de [1 , nj\ tels que 

v-l 
gi = gaj,u gj • 

Par définition du morphisme tpj, nous avons alors 

^ • ( W i ) = 

S<jj (urij + l) 

S<Tj{unj+rij) 

dans Û(Uj)n*. 

Par définition de c^-, nous avons a3\unj + v) = 1. Par conséquent, l'élément sG.(un. 
de û(Uj) est nul. Le lemme 7.3.9 assure que l'élément tu+\ de ^ ( D ^ . ) est également 
nul. Nous avons choisi l'élément j de façon à avoir l'égalité gi = gi dans G/(gj). On 
en déduit qu'il existe un élément w de [ l , r i j ] tel que Si = sa.^unj+w^ dans û(Uj). Par 
conséquent, l'élément Si est nul dans &{Uj) et donc dans Û(UQ), par le principe du 
prolongement analytique. 

Nous avons montré que l'élément s\u0 de %(£/o) est nul. En utilisant de façon 
répétée le lemme 7.3.9, on en déduit que l'élément s de £f (D) est nul. Par conséquent, 
l 'algèbre £f(D) est intègre. • 

Lemme 7.3.18. — L'anneau A est intégralement fermé dans l'anneau &(D). 

Démonstration. — Soit P un polynôme unitaire à coefficients dans A sans racines 

dans A. Supposons, par l 'absurde, qu'il existe une section s de ^ ( D ) qui est racine 

du polynôme P. Notons x le point 0 de la fibre centrale XQ de l'espace X. C'est un 

point de l 'ouvert UQ. Notons a la première coordonnée de l'image du germe sx par 

l 'isomorphisme % Ô\ x. C'est un élément de ûx,x qui vérifie l'égalité P(a) = 0. 

D'après le corollaire 3.2.8, l 'anneau local @x,x se plonge dans l 'anneau K [ T J . On en 

déduit que le polynôme P possède une racine dans l 'anneau K\T\ et donc dans le 

corps K. Puisque l 'anneau A est algébriquement fermé dans le corps K, cette racine 

doit appartenir à A. Nous avons abouti à une contradiction. On en déduit le résultat 

annoncé. • 
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Introduisons une définition correspondant à cette propriété. 

Définition 7.3.19. — Une extension L du corps ^ ( D ) est dite régulière si le corps K 
est algébriquement fermé dans L. 

Regroupons, à présent, les résultats obtenus. 

Proposition 7.3.20. — L'extension de corps 

JK{D) - + Frac(&(D)) 

est finie de degré n, régulière et galoisienne de groupe de Galois G. 

Démonstration. — L'extension ^ # ( D ) —• Frac(£f(D)) est finie et de degré inférieur 
à n d 'après le lemme 7.3.16. Elle est régulière d'après le lemme 7.3.18. On déduit du 
corollaire 7.3.15 que le groupe G s'injecte dans le groupe des ^ ( D ) - a u t o m o r p h i s m e s 
du corps Frac(£f (D)) . Or le groupe G a pour cardinal n. On en déduit que l'extension 
^ # ( D ) —• Frac(£f(D)) est exactement de degré n, qu'elle est galoisienne et que son 
groupe de Galois est isomorphe au groupe G. • 

Puisque nous sommes partis d 'un groupe fini G arbitraire, nous avons finalement 
démontré le résultat suivant. 

Théorème 7.3.21. — Tout groupe fini est le groupe de Galois d'une extension finie, 

galoisienne et régulière du corps ^ # ( D ) . 

Pour finir, donnons une description explicite du corps J£(D). Rappelons que l'an

neau A est muni de la norme ||.|| définie de la façon suivante : 

V / G A, max. ( |*(/) |oo). 

Proposition 7.3.22. — Notons Ai-\T\ le sous-anneau de A\T\ formé des séries 

FHKLK 

k>0 

qui vérifient la condition suivante : 

V r < l , lim ||afc||rfc = 0. 

Le morphisme naturel A[T] —• Jiï(D) induit un isomorphisme 

Frac(A1- [TJ) ^ ^ # ( D ) . 

Démonstration. — D'après les théorèmes 6.6.29 et 7.1.9, le morphisme naturel 

F r a c ( ^ ( D ) ) -> JK{D) 

est un isomorphisme. 

On montre que le morphisme A[T] —> ̂ ( D ) induit un isomorphisme 

£K-l([a0,a%\)\\TF 
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en écrivant 

Û(T>) = lim û(D(r)) 
r<l 

et en utilisant la description explicite de l 'anneau û(D(r)) fournie par le théorème 
3.2.14. On en déduit le résultat annoncé. • 
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GLOSSAIRE DES NOTATIONS 

Espaces analytiques 

si anneau de Banach, p . 2 

Jiï{si) spectre analytique de l 'anneau de Banach si, p . 4 

A^an espace affine analytique de dimension n sur l 'anneau de Banach si, p . 5 

px noyau de la semi-norme associée au point x, p. 4, 5 

Jl?(x) corps résiduel complété du point p . 4, 5 

f(x) valeur de la fonction / au point x, p . 5 

a point rationnel, p . 8 

G faisceau structural , p . 16 

idéal maximal de l 'anneau local Gx, p. 17 

K(X) corps résiduel du point x, p. 17 

Points de la droite affine analytique au-dessus d'un corps trivialement value 

rji point de Gautè, associé à la valeur absolue triviale, p . 10 

VP,O (pour P irréductible) unique point défini par l 'équation P = 0, p . 10 

ï]Pr (pour P irréductible et r € \ {1}) unique point défini par l 'équation 

\P\ = r, p . 11 

rja,r (r G \ {1}) autre notation pour le point r)T-a,r, P- H 

rjr (pour r £ R + \ {1}) autre notation pour le point 770,r, p . 11 

a point rationnel, p . 11 

Points de la droite affine analytique au-dessus d'un corps ultramétrique complet 

a point rationnel, p . 11, 14 

î]a^r point de Shilov du disque de centre a et de rayon r, p. 13, 14 

rjr autre notation pour le point 7/0,7-5 P- 14 

D(a,r)(k) ensemble des Appoints du disque fermé de centre a et de rayon r, p . 13 

Voc,r point de type 4, p . 14 

VP,O (pour P irréductible) unique point défini par l 'équation P = 0, p . 15 
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Faisceaux et fonctions 

K préfaisceau des fractions rationnelles sans pôles, p . 16 

Û faisceau structural , p . 16 

3B(V) (pour V compact) complété de l 'anneau J(f(V) pour la norme uniforme, 
p . 20 

P faisceau des parties principales, p . 247 

0 distribution d'ordres, p . 244 

P distribution de parties principales, p . 247 

Z r + [ T 1 séries à coefficients entiers de rayon de convergence strictement supérieur 
à r , p . 259 

ZTV séries à coefficients dans A de rayon de convergence supérieur ou égal à 1, 

p . 269 

Flot 

^6, Ix intervalle de définition du flot, p . 29 

\.\% (pour e G Ix) image d 'un point par le flot, p . 29 

1-12 prolongement du flot en 0, p . 29 

DY graphe du flot dans Y, p . 30 

IY(x) intervalle de définition du flot dans F , p . 30 

TY(x) trajectoire du point x dans Y, p . 31 

DY{x) graphe du flot de x dans y , p . 31 

Disques et couronnes 

r, s, t polyrayons, p . 36 

k n-uplet d'entiers, p . 36 

8k puissance d 'un polyrayon, p . 36, 37 

T multivariable, p . 36 
rpk puissance d 'une multivariable, p . 36 

8<t,8<t, 8-<t relations d'ordre entre polyrayons, p . 36 

ma\(sk,tk) maximum pour les polyrayons, p . 37, 38 

min(sfe,*fe) minimum pour les polyrayons, p . 38 

D(t) disque fermé, p . 36 

C(s,t) couronne fermée, p . 37, 38 

Dv(t) disque fermé au-dessus de V, p . 92 

A S T É R I S Q U E 334 



GLOSSAIRE D E S NOTATIONS 277 

Dy(t) DISQUE OUVERT AU-DESSUS DE V, P . 92 

C V ( s , £ ) COURONNE FERMÉE AU-DESSUS DE V, P. 92 

C V ( s , £ ) COURONNE FERMÉE AU-DESSUS DE V, P . 92 

D DISQUE OUVERT DE RAYON 1 CENTRÉ EN LA SECTION NULLE DE A^,AN, 

P. 244 

D0CT TRACE DE D SUR Xaa, P . 244 

D M TRACE DE D SUR Xm, P . 260 

D'MTRACE DE D SUR X'm, P- 260 

(̂1^1 < t) ALGÈBRE DE SÉRIES ASSOCIÉE AU DISQUE D(t), P . 36 

si (s < \T\ < t) ALGÈBRE DE SÉRIES ASSOCIÉE À LA COURONNE C ( S , T ) , P . 37, 38 

sis COMPLÉTÉ DE si(\T\ < s) POUR LA NORME UNIFORME SUR SON SPECTRE, 
P. 176 

^>(Vr)(|T| < £)* ALGÈBRE DE SÉRIES SURCONVERGENTES ASSOCIÉE AU DISQUE Dy(t), P . 93 

&(V)(s < \T\ <t)^ ALGÈBRE DE SÉRIES SURCONVERGENTES ASSOCIÉE À LA COURONNE 

Cv(s,t), P . 95 

||.||t NORME SUR L'ALGÈBRE si(\T\ < t), P . 36 

||.||V,t NORME SUR L'ALGÈBRE âS{V)(\T\ < t), P. 41 

||-||C/,ii;,rés SEMI-NORME INDUITE PAR 

SUR L'ANNEAU QUOTIENT âS(U)[T]/(G(T)), P . 163 

| | . | | M NORME SUR L'ALGÈBRE si (s < \T\ < t), P. 37, 38 

||.||V,a,t NORME SUR L'ALGÈBRE 38{V){8 < \T\ < t), P. 52 

Lb ANNEAU LOCAL LIMITE D'ALGÈBRES DE DISQUES, P. 41 

LbjT. ANNEAU LOCAL LIMITE D'ALGÈBRES DE COURONNES, P . 52 

Corps de nombres 

K CORPS DE NOMBRES, P. 68 

A ANNEAU DES ENTIERS DU CORPS K, P . 68 

|.|oo VALEUR ABSOLUE USUELLE, P. 68 

|.|O VALEUR ABSOLUE TRIVIALE, P. 68 

vp VALUATION P-ADIQUE, P. 68 

\.\P VALEUR ABSOLUE P-ADIQUE NORMALISÉE PAR \p\p = ^ , P. 68 

m IDÉAL MAXIMAL DE A, P . 68 

Am LOCALISÉ DE A EN m, P . 68 

7rm UNIFORMISANTE DE Am, P . 68 

km CORPS RÉSIDUEL DE Am, P. 68 
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A-m complété de Am pour la topologie m-adique, p. 6 8 

Km corps des fractions de Âm, p. 6 8 

Pm nombre premier vérifiant m fl Z = pm Z, p. 6 8 
NO degré de l'extension Km/QPm, p. 6 8 

l-U valeur absolue sur if prolongeant |.|Pm, p. 6 8 
PK plongement du corps K dans C (et parfois idéal maximal de A), p. 6 9 

ka R ou C selon que le plongement est réel ou complexe, p. 6 9 

| • la- valeur absolue associée au plongement, p. 6 9 

TV degré de l'extension K a / R , p. 6 9 

ri nombre de plongement s réels de K, p. 7 0 
R2 moitié du nombre de plongements complexes non réels de K, p. 7 0 

S / ensemble des idéaux maximaux de A, p. 7 0 
GFV ensemble des plongements complexes de K à conjugaison près, p. 7 0 

s réunion des deux ensembles précédents, p. 7 0 

1(a) 1 si a G £ / , +oo si a G Eqoj P- 7 0 

Spectre analytique d'un anneau d'entiers de corps de nombres 

^f(A), B spectre analytique de l'anneau A, p. 6 8 
M AA Ba branche cr-adique, p. 7 1 

Jt(A)'G, B'a branche cr-adique ouverte, p. 7 1 
Jt(A)'G, B'J. branche cr-adique semi-ouverte, p. 7 1 

a0 point associé à la valeur absolue triviale sur A, p. 6 8 

«m point associé à la valeur absolue |.|m, p. 6 9 
JH point associé à la valeur absolue |.|^, p. 6 9 

< autre notation pour le point ao, p. 6 9 

àm point associé à la valeur absolue triviale sur fcm, p. 6 9 
Jt(A)'G, autre notation pour le point am, p. 6 9 

aa point associé à la valeur absolue |.|CT, p. 6 9 
aa point associé à la valeur absolue |.|^, p. 6 9 
aa autre notation pour le point ao, p. 6 9 

Espace affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres 
A n,an 

A espace affine analytique de dimension n au-dessus de A, p. 6 8 

X A^'an au chapitre 3 , p. 8 4 

A^an aux chapitres 4 , 6 , 7 et au numéro 5 . 6 , p. 1 2 7 , 1 8 3 , 2 0 4 , 2 4 3 

ASTÉRISQUE 334 



GLOSSAIRE DES NOTATIONS 279 

7T morphisme de projection naturel X —» B, p. 84 

Xv image réciproque de la partie V par le morphisme 7r, p . 84 

xa partie cr-adique, p. 84 

K partie (j-adique ouverte, p . 84 

K partie cr-adique semi-ouverte, p . 84 

xb fibre du morphisme 7r au-dessus du point 6, p . 84 

Xo fibre du morphisme TT au-dessus du point ay, p . 84 

xm fibre du morphisme 7r au-dessus du point am, p. 84 

Espaces de Stein 

K-, K+ compacts, p . 194 

L intersection de K~ et K+, p . 194 

M réunion de K~ et K+, p . 194 

n système de Banach associé au couple (K~,K+), p. 195 

aaaaaa compacts de B, p. 204 

L0 intersection de KQ et KQ , p . 204 
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INDEX 

Adèles, voir Corps de nombres 
Algébriquement trivial, 84 
Anneau de Banach, 2 

uniforme, 16 
Anneau local en un point 

de A^'an, 152 
de M(A), 79 
de type 2 

d'une fibre extrême, 142 
de la fibre centrale, 151 

de type 3 
d'une fibre extrême, 129, 136 
de la fibre centrale, 129, 138 

déployé, 60 
de A^'an, 85-91 

interne 
de A^'an, 118 
non-rigide de A^'an, 128 

rigide 
d'une fibre extrême de A^'an, 128 
d'une fibre extrême de A"'an, 113 
d'une fibre interne de A^'an, 128 
d'une fibre interne de A^'an, 114 
de la fibre centrale de A^'an, 128 
de la fibre centrale de A^'an, 114 

rigide de A^an, 178 
Bord analytique, 82 

au voisinage d'un point de M(A), 84 
au voisinage d'un point de type 2 d'une 

fibre extrême, 144 
au voisinage d'un point de type 3 d'une 

fibre extrême, 132, 137 
au voisinage d'un point déployé, 121 
au voisinage d'un point interne 

de A^'an, 132 
de A"'an, 120 

au voisinage d'un point rigide 
d'une fibre extrême de A^'an, 132 
de A^'an, 121 

au voisinage d'un point de A^'an, 154 

d'une couronne, 96-98 
de M(^), 118 
des compacts de M(A), 83-84 

Bord de Shilov, voir Bord analytique 
Branche cr-adique, 71 

ouverte, 71 
semi-ouverte, 71 

Caractère, 3 
équivalence, 3 

Compacité 
disques, 6 
lemniscates, 6 
cr-compacité, 7 

Compact 
de la base, 77 
pro-rationnel, 23, 24 
rationnel, 23, 24 
spectralement convexe, 24, 176 

Condition (JG), 170 
sur A^'an, 183 

Condition (RG), 165 
Condition (S), 176 

sur A^'an, 186 
Condition (SP), 176 
Condition (U), 48 

pour les points de M(A), 80 
Connexité par arcs au voisinage d'un point 

de A^'an, 152 
de M(A), 75 
de type 2 d'une fibre extrême, 141 
de type 2 de la fibre centrale, 151 
de type 3 d'une fibre extrême, 129, 136 
de type 3 de la fibre centrale, 129, 138 
déployé, 60 
interne, 117 

non-rigide de A^'an, 128 
rigide 

de A^'an, 110 
de A^'an, 110 

rigide de A^'an, 128 
Corps 
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maximalement complet, 14 
résiduel complété, 5 
valué, 3 

Corps de nombres 
adèles, 80 
formule du produit, 70 
notations, 67—70 

Couronne 
algèbre associée, 37 
bord de Shilov, 96-98 
comparaison des normes, 40 
connexité par arcs locale, 256 
de Stein, voir Espace de Stein 
morcelable, 257 
noethérianité de l'anneau des sections, 257 
relative, 92 
sections globales, 96, 99 
voisinages, 92 

Dimension topologique 
de A^'an, 152 
de A™'an, 122 
de M(A), 122 

Disque, voir Couronne 
algèbre associée, 36 
comparaison des normes, 40 
connexité par arcs locale, 256 
de Stein, voir Espace de Stein 
morcelable, 257 
noethérianité de l'anneau des sections, 257 
relatif, 92 
sections globales, 94, 99 
voisinages, 92 

Distribution 
d'ordres, 244 
de parties principales, 247 

Droite affine analytique 
sur A, 127-157 

cohérence du faisceau structural, 156 
dimension topologique, 152 
métrisabilité, 152 
propriétés, 152 
sous-variété analytique, 251-253 

sur un corps trivialement valué, 9-12 
sur un corps ultramétrique, 12-15 

anneaux locaux, 18 
Eisenstein, voir Théorème d'Eisenstein 
Espace affine analytique, 5-8 

sur A, 84-126 
dimension topologique, 122 
métrisabilité, 122 

sur un corps archimédien, 9, 17 
Espace analytique, 18 
Espace de Stein, 191 

compact, 191 
compact de M(A), 209 
couronne compacte d'une fibre de A^'an, 

217 
couronne compacte de A^'an, 222, 257 
couronne quelconque de A^'an, 240, 246, 

247, 266 
exhaustion de Stein, voir Exhaustion 
fonctions méromorphes, 250 
lemniscate de A^'an, 240 
stabilité par morphisme fini, 192 
théorème A, voir Théorème A 
théorème B, voir Théorème B 

Exhaustion, 223 
de Stein, 224 

pour les couronnes de A^'an, 234-240 
sur M(A), 234 

Extension immédiate, 14 
Extension régulière, 269 
Faisceau 

cohérent, 155, 260 
au voisinage d'un compact, 191 
sur une partie morcelable de A^'an, 254 

de type fini, 155 
des fonctions méromorphes, voir Fonctions 

méromorphes 
des parties principales, 247 
des relations, 155 
recollement de sections, 201 
restriction à une partie quelconque, 20 
sections sur une partie quelconque, 19 
structural, voir Faisceau structural 

Faisceau structural, 16 
cohérence sur A^'an, 156 
fermeture des modules, 232 
germes au voisinage d'un compact, 255 
sections sur M(A), 78-79 
sections sur un disque de A^'an, 94 
sections sur une couronne de A^'an, 96 
section sur une lemniscate de A^'an, 187 
sections sur une partie connexe de A^'an, 

153 
Fermeture des modules, 232 
Fibre 

centrale, 84 
extrême, 84 
interne, 84, 114-121 

structure de produit, 115-117 
Flot, 29 

voisinages flottants, voir Voisinages flot
tants 
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Fonctions analytiques, voir Faisceau structu
ral 

Fonctions holomorphes, voir Faisceau struc
tural 

Fonctions méromorphes 
extension galoisienne de ̂ #(D), 269 
théorème de Poincaré, 250 

Fonctions méromorphes sur A^'AN, 153-154 
Formule du produit, voir Corps de nombres 
Fortement engendré, 224 

anneau de valuation discrète, 228 
corps, 228 
point rationnel d'une fibre extrême de 

A^'AN, 230 
Fractions rationnelles sans pôles, 16 
Frisch, voir Théorème de Frisch 
Harbater, voir Théorème d'Harbater 
Hensélianité, 62-63 
Isomorphisme local, 65 

au voisinage d'un point de type 3 
d'une fibre extrême, 135 
de la fibre centrale, 138 

au voisinage d'un point rigide 
d'une fibre extrême, 100 
d'une fibre interne, 103 
de la fibre centrale, 104 
de A^'AN, 113 

Lemme 
de Cartan, 198 
de Cousin, voir Système de Cousin 

Métrisabilité, voir Espace affine analytique 
Mittag-Lefner, voir Théorème de Mittag-

Leffler 
Morcelable, 254 

couronne, 257 
Morphisme borné, 2, 223 
Morphisme fini 

applications aux espaces de Stein, 192 
au sens topologique, 160-161, 168, 180 
au-dessus de A , 183-187 
endomorphisme d'une droite, 179-183 
hypersurface d'une droite, 168-175 
image directe du faisceau structural, 173-

175, 182-183 
Noethérianité 

d'anneaux de séries arithmétiques, 258 
des anneaux de sections sur un compact de 

A^AN, 255 
des anneaux de sections sur une couronne 

de A^'AN, 257 
des anneaux locaux, voir Anneau local en 

un point 
Norme 

d'anneau, 2 
spectrale, 15 
sur un anneau d'entiers de corps de 

nombres, 68 
uniforme, 16, 166 

Ordre d'annulation en un point rigide, 244 
Ouverture au voisinage d'un point 

de A^'AN, 152 

de type 2 d'une fibre extrême, 141 
de type 2 de la fibre centrale, 151 
de type 3 d'une fibre extrême, 129, 136 
de type 3 de la fibre centrale, 129, 138 
déployé, 60 
interne, 117 

non-rigide de A^'AN, 128 
rigide de A^'AN, 128 
rigide de A^'AN, 113 

Partie cr-adique, 84 
ouverte, 84 
semi-ouverte, 84 

Parties principales, 247 
Poincaré, voir Théorème de Poincaré 
Point 

central, 71 
de Gautë, 10, 14 
de type 1, 12, 14-15, 19 
de type 2, 13, 14, 19 

d'une fibre extrême, 139—146 
de la fibre centrale, 146-152 

de type 3, 14, 19 
d'une fibre extrême, 134-137 
de la fibre centrale, 137-138 

de type 4, 14, 19 
déployé, 57 
extrême, 71 
interne, 71, 84, 114-121 
rationnel, 8 
rigide, 8, 15, 18 

d'une fibre de A™'AN, 100-114 
Polynôme distingué, 44 
Problème de Cousin 

additif 
sur A^'AN, 247, 249, 251 

sur C , 246 
multiplicatif 

sur A^'AN, 246, 249, 251 

sur un corps ultramétrique, 244 
Problème de Galois inverse, 259-270 

construction locale, 260-264 
recollement, 264-270 
Théorème d'Harbater, 269 

Prolongement analytique, 123 
au voisinage d'un point de A*.'AN, 153 
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au voisinage d'un point de SU(A), 124 
au voisinage d'un point de type 2 

d'une fibre extrême, 141 
de la fibre centrale, 152 

au voisinage d'un point de type 3 
d'une fibre extrême, 133, 137 
de la fibre centrale, 133, 138 

au voisinage d'un point interne 
de A ^ A N , 133 
de A ^ ' A N , 124 

au voisinage d'un point rigide 
de A ^ ' A N , 133 

pour les fonctions méromorphes sur A ^ ' A N , 
153 

pour une sous-variété analytique intègre de 
A ^ ' A N , 253 

Racines de l'unité, 260 
Résultant, 165 
Semi-norme 

multiplicative bornée, 4 
spectrale, 15 

Séparation, 7 
Shilov, voir Bord analytique 
Spectre analytique, 4 

de A, 68-84 
dimension topologique, 122 

Stein, voir Espace de Stein 
Système 

de Banach, 194 
de Cousin, 195 
de Cousin-Runge, 199 

dans les fibres de A ^ ' A N , 211 
pour les couronnes de A ^ , A N , 221 
sur M{A), 208 

Théorème 
A, voir Théorème A 
B, voir Théorème B 
d'Eisenstein, 91 
d'Harbater, 259, 269 
de Frisch 

sur A ^ ' A N , 255 

sur un corps archimédien, 254 
de Mittag-LefHer, 246 
de Poincaré, 250 
de Weierstratë, voir Théorème de Weiers-

traft 
Théorème A, 190 

=̂ théorème B, 191 
cas d'un compact, 190 

cas local, 190 
couronne compacte de A ^ ' A N , 222 
pour un compact de 5U{A), 209 
pour un système de Cousin-Runge, 202 
sur la fibre centrale de A ^ ' A N , 214 
sur une fibre extrême de A ^ ' A N , 214 

Théorème B, 190 
théorème A, 191 

couronne compacte de A ^ ' A N , 222 
pour un compact de M(A), 209 
pour un couple de compacts, 203 
sur la fibre centrale de A ^ ' A N , 216 
sur une fibre extrême de A ^ ' A N , 216 

Théorème de Weierstraß 
division au voisinage d'un point rigide, 178 
division globale, 161 
division locale, 43 
division semi-locale, 44 
préparation locale, 46 

Uniformisante forte, 129 
en un point de A ^ ' A N , 154 
en un point de type 2 d'une fibre extrême, 

145 
en un point de type 3 d'une fibre extrême, 

132, 136 
en un point extrême de M(A), 130 
en un point rigide 

d'une fibre interne de A ^ ' A N , 131 
de la fibre centrale de A™' A N , 131 

Valeur absolue 
inégalité ultramétrique relâchée, 28 
ultramétrique, 10 

Voisinages d'un compact, 56 
couronne, 92 
disque, 92 

Voisinages d'un point 
de type 2 

d'une fibre extrême, 140 
de la fibre centrale, 149 

déployé, 58, 60 
interne 

de A ^ ' A N , 115, 116 

rigide de A ^ ' A N , 106 
Voisinages flottants, 31 

pour un point de type 3 
d'une fibre extrême, 135 
de la fibre centrale, 138 

pour un point interne, 117 
Weierstraß, voir Théorème de Weierstraß 
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