Asterisque

JEAN-FRANCOIS QUINT
Convexes divisibles [d’apres Yves Benoist]

Astérisque, tome 332 (2010), Séminaire Bourbaki, exp. n° 999, p. 45-73
<http://www.numdam.org/item?id=AST_2010__332__ 45 0>

© Société mathématique de France, 2010, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_2010__332__45_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI Novembre 2008
61° année, 2008-2009, n°® 999, p. 45 &4 73

CONVEXES DIVISIBLES
[d@’aprés Yves Benoist]

par Jean-Francgois QUINT

1. INTRODUCTION

Dans cet exposé, nous allons nous intéresser a des groupes discrets d’automor-
phismes projectifs de certains ouverts convexes de ’espace projectif.

De méme que l’étude des groupes discrets d’automorphismes de 1’espace eucli-
dien peut s’interpréter en termes de pavages euclidiens périodiques, celle des groupes
discrets d’automorphismes de convexes peut se comprendre comme celle de pavages
projectifs périodiques. Quand ’ouvert convexe auquel on s’intéresse est un ellipsoide,
ces pavages sont des pavages hyperboliques et les situations que nous allons rencontrer
peuvent étre en grande partie considérées comme des généralisations de celle-ci.

Nous verrons comment la compréhension de ces groupes d’automorphismes fait
appel a des théories variées comme les systémes dynamiques hyperboliques, la théo-
rie géométrique des groupes, les groupes algébriques, les représentations des groupes
discrets, ’analyse non-linéaire...

Je remercie chaleureusement Yves Benoist pour sa relecture attentive de ce texte
et ses nombreuses remarques et suggestions, ainsi que Frédéric Paulin pour ses cor-
rections de la premiere version.

1.1. Convexes

Soit C un céne ouvert convexe dans un espace vectoriel réel de dimension finie V.
On dit que C est saillant (ou proprement convexe) s’il ne contient pas de droite affine,
ce qui revient & dire qu'il existe un hyperplan H de V tel que C' — {0} soit contenu
dans une des composantes connexes de V — H.

Soit € un ouvert de I’espace projectif PP (V). On dit que  est convexe s'il existe
un hyperplan H de V tel que QNP (H) = & et que § soit convexe au sens usuel
dans Vouvert affine P (V) — P (H). Si Q est convexe, on dit qu’il est saillant s’il existe
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46 J.-F. QUINT

FIGURE 1. Distance de Hilbert

un hyperplan H de V tel que ’adhérence de 2 ne rencontre pas P (H). L’ouvert Q
est convexe (resp. convexe saillant) si et seulement s’il existe dans V' un céne ouvert
convexe différent de V' (resp. convexe saillant) dont 2 soit la trace projective.

Un cOne ouvert convexe peut toujours étre vu comme un ouvert convexe de I’espace
projectif P(V @ R).

On note Aut C (resp. Aut () le sous-groupe fermé de GL(V) (resp. de PGL(V))
constitué des éléments qui stabilisent le cone ouvert convexe C' de V (resp. 'ouvert
convexe Q2 de P (V)).

Soit 2 un ouvert convexe saillant de PP (V). On peut définir (voir [15]) sur © une
distance dq invariante par Aut (2, appelée distance de Hilbert, de la fagon suivante.
Si z et y sont deux points distincts de €2, la droite projective engendrée par z et
y intersecte la frontiére de €2 en deux points distincts a et b. La distance de Hilbert
da(z,y) entre z et y est alors la valeur absolue du birapport [a, b, z, y] entre ces quatre
points, c’est-a-dire que, pour un choix de paramétrisation projective de cette droite

par P} = RU {0}, on a
(x—by—a)
g
z—ay—2>5

(voir figure 1). La distance dg est propre, c’est-a-dire que ses boules fermées sont

1
da(z,y) = 3 lo

compactes, et elle induit sur 2 la topologie usuelle de Q. Le groupe Aut §2 préserve la
distance dg, et agit proprement sur  (voir lemme 2.11).

On dit qu’un coéne ouvert convexe saillant C' de V est divisible s’il existe un sous-
groupe discret A de Aut C tel que A\C soit compact. De méme, on dit qu’un ouvert
convexe saillant Q de P (V) est divisible s’il existe un sous-groupe discret I' de Aut Q2
tel que I'\Q soit compact. D’apreés le lemme de Selberg (voir [3, 42]), on peut toujours
supposer que A et I' sont sans torsion.

Ezemple 1.1. — Soient d > 3 la dimension de V, ¢ une forme quadratique de si-
gnature (1,d — 1) sur V et C; une des deux composantes connexes de I’ensemble
{z € Vl]q(z) > 0}. Alors, Cy est un cone convexe saillant, homogene sous l’action
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(999) CONVEXES DIVISIBLES 47

d’un sous-groupe d’indice 2 du groupe des similitudes de q. Comme ce groupe admet
des sous-groupes discrets co-compacts, le cone C, est divisible. De méme, la trace
projective ; de Cj est un ouvert convexe saillant divisible : on ’appelle I’ellipsoide
de g. L’ouvert €, s’identifie & I’espace hyperbolique réel de dimension d — 1 et la
distance de Hilbert est alors égale a la distance hyperbolique. En particulier, si I" est
un sous-groupe discret (sans torsion) de AutQ, qui divise 4, 'espace I'\Q, est une
variété hyperbolique.

Ezxemple 1.2. — Le groupe des matrices diagonales & coefficients > 0 agit simplement
transitivement sur le céne ouvert convexe saillant (R*%)% C R%. Si T est un groupe
discret de telles matrices qui agit co-compactement sur (R% )% C R¢, le quotient est
difféomorphe au tore T¢.

Ezemple 1.3. — Le groupe GL4(R) agit transitivement sur le cne convexe saillant
des matrices symétriques définies positives. Les réseaux de GL4(R) divisent donc ce
cone.

Dans tous ces exemples, les cones qui apparaissent sont homogénes sous leur groupe
d’automorphismes. Nous verrons plus loin qu’il existe de nombreux cones convexes
divisibles non homogenes. Les premiers exemples de tels cones divisibles non homo-
génes ont été construits par Kac et Vinberg dans [29]. Auparavant, les cones convexes
homogenes avaient été classifiés par Vinberg dans [46] et [47].

L’étude systématique des convexes divisibles remonte aux travaux de Benzécri [13].
En particulier, Benzécri montre qu’un ouvert convexe saillant divisible Q de P? qui
n’est pas un triangle, c’est-a-dire qui n’est pas conjugué par un élément de PGL3(R)
a la trace projective de (R%)3, est strictement convexe et a un bord de classe 6.
En outre, si la dérivée seconde de 9f2 est définie et non nulle en un point, £ est un
ellipsoide.

Dans [45], Vey montre que, si un céne ouvert convexe saillant C de V est divisé
par un groupe I, la représentation de I' dans V est semi-simple. Plus précisément, si
V=Vi®:--dV, est la décomposition de V' en I'-sous-modules irréductibles, il existe
des cones ouverts convexes saillants C; C V1,...,C; C Vi telsque C=C1 +---+ (.
Ce résultat implique en particulier que, si {2 est un ouvert convexe saillant d’un espace
affine qui est divisé par un groupe de transformations affines, le convexe 2 est un céne.
L’étude des ouverts convexes affines divisibles se raméne donc bien & celle des cones
convexes divisibles.

1.2. Structures localement homogeénes

La théorie des convexes divisibles est fortement liée & celle des espaces localement
homogenes. Rappelons que, si G est un groupe de Lie connexe agissant transitivement
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48 J.-F. QUINT

sur une variété X, un (G, X)-atlas sur une variété M est un ensemble & de cartes
(U, ¢), ou U est un ouvert de M et ¢ un difféomorphisme de U sur un ouvert de X,
ayant la propriété que, si (U, @) et (W, ) appartiennent & &, il existe un élément g
de G tel que, pour tout x dans UNW, on ait ¢(z) = gp(z). Une (G, X)-structure sur
M consiste en la donnée d’un (G, X)-atlas maximal & sur M avec J(y,p)eg U = M.
Les éléments de & sont alors appelés cartes compatibles avec la (G, X)-structure.
Par définition, les cartes compatibles recouvrent M. Supposons donc M munie d’une
telle (G, X)-structure et notons m : M — M un revétement universel de M et I’
le groupe des automorphismes de ce revétement. Il existe alors un difféomorphisme
local D : M — X et un homomorphisme de groupes h : I' — G ayant les propriétés
suivantes : (i) pour tout ouvert W de M tel que 7 induise un difféomorphisme de
W sur w(W) et pour toute carte compatible (U, ¢) avec U connexe et U C w(W),
il existe un élément g de G tel que, pour tout z dans W avec w(z) € U, on ait
D(z) = go(n(z)); (ii) pour tous « dans M et vy dans T, on a D(yz) = h(y)D(z).
Si (D’,h) est un autre couple satisfaisant aux mémes propriétés, il existe g dans G
tel que, pour tout z dans X, on ait D’(z) = gD(z) et que, pour tout v dans I, on
ait h/(y) = gh(y)g~!. Par abus de langage, on dit que D est la développante de la
(G, X)-structure et h son morphisme d’holonomie. La donnée de D et de h détermine
complétement la (G, X)-structure.

Ezemple 1.4. — Le groupe GA(V) des automorphismes affines de V agit transiti-
vement sur V. Soient C' C V un cOne ouvert convexe saillant et I' un sous-groupe
discret sans torsion de AutC. La (GA(V), V)-structure naturelle de C induit une
(GA(V), V)-structure sur I'\C. Son application développante est 'injection naturelle
C — V et son holonomie 'injection naturelle I' — GA(V).

Ezemple 1.5. — Le groupe PGL (V') des automorphismes projectifs de V agit transi-
tivement sur P (V). Soient 2 C P (V') un ouvert convexe saillant et A un sous-groupe
discret sans torsion de AutQ. La (PGL(V),P(V))-structure naturelle de Q induit
une (PGL(V),P (V))-structure sur A\Q. Son application développante est 'injection
naturelle 2 — P (V') et son holonomie I'injection naturelle A — PGL(V).

Dans ces exemples, 1'application développante est injective. Ce n’est pas toujours
le cas comme on peut le voir, par exemple dans [21] ou [44].

Une (GA(V),V)-structure sera appelée structure affine plate. Une
(PGL(V),P(V))-structure sera appelée structure projective plate. Supposons M
munie d’une structure projective (resp. affine) plate. On appelle alors géodésiques
de M les courbes tracées sur M dont les composantes connexes de l’intersection
avec toute carte compatible sont des segments de droite projective (resp. affine). La
structure projective (resp. affine) sera dite convexe si et seulement si toute courbe
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tracée sur M est homotope, & extrémités fixées, & un segment géodésique. D’apres
[21, 3.1], la structure projective (resp. affine) de M est convexe si et seulement si
sa développante est un difféomorphisme sur un ouvert convexe de P (V) (resp. de
V), c’est-a-dire si M s’identifie au quotient de ce convexe par un groupe discret
d’automorphismes et que la structure plate est celle considérée dans les exemples
ci-dessus. En particulier, si M est compacte et si cet ouvert convexe est saillant, il
est divisible et, si la structure est affine, d’aprés le théoréeme de Vey, I'image de sa
développante est un cone.

1.3. Déformation de convexes divisibles

Soit M une variété compacte. D’aprés un théoréme de Koszul [32, 33|, une struc-
ture affine plate sur M est convexe a revétement universel saillant si et seulement s’il
existe une 1-forme fermée sur M dont la dérivée covariante (au sens de la connexion
naturellement associée & la structure affine) est définie positive. En particulier, 1’en-
semble des structures affines plates convexes a revétement universel saillant est ouvert
dans I’ensemble des structures affines plates de M.

Soit C un cdne ouvert convexe saillant de V' et soit I" un sous-groupe discret (sans
torsion) de AutC qui divise C. Soit po : I' = GL(V') l'injection naturelle. D’apres
un théoréme de Thurston, généralisant une idée originale de Weil [16, 49], tout mor-
phisme p : I' — GL(V) suffisamment proche de py est le morphisme d’holonomie
d’une structure affine plate sur M = I'\C. En particulier, d’aprés le théoréeme de Kos-
zul, si p est suffisamment proche de pg, cette structure est convexe et son revétement
universel est saillant. Par conséquent, dans I’espace des homomorphismes de I' dans
GL(V), ceux dont 'image est discréte et divise un coéne ouvert convexe saillant de V'
constituent une partie ouverte.

Etendons ces résultats au cas projectif. Notons SL*(V) le groupe des automor-
phismes linéaires de V' dont le déterminant a pour valeur absolue 1. Soient Q2 un
ouvert convexe saillant de P (V') et A un sous-groupe discret (sans torsion) de Aut 2
qui divise 2. Notons C 'un des deux cénes ouverts convexes de V dont 'image dans
P(V) est Q. Alors, le morphisme naturel de A dans PGL(V) se releve de maniére
unique en un morphisme de A dans SLi(V) qui préserve C. Soit h I’homothétie de
rapport 2 dans V : le groupe h%A divise le céne C. En utilisant le cas affine, on en
déduit donc & nouveau que, dans I’espace des homomorphismes de A dans PGL(V),
ceux dont I'image est discreéte et divise un ouvert convexe saillant de P (V') constituent
une partie ouverte.

Pour tout n > 2, les réseaux co-compacts de SO(1,n) divisent un ellipsoide dans P™.
Dans [28], Johnson et Millson construisent des déformations de certains de ces ré-
seaux qui sont Zariski denses dans SL,,;1(R). Quand ces déformations sont suffisam-
ment proches de la représentation hyperbolique, elles divisent donc un ouvert convexe
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saillant de PP (V). Il découle de la classification de Vinberg [47] que ces ouverts convexes
saillants ne sont pas homogenes.

Si A est un groupe, on appelle centre virtuel de A le sous-groupe de A constitué des
éléments dont le centralisateur est d’indice fini dans A. Dans [10], Benoist démontre le

THEOREME 1.6. — Soit A un groupe de centre virtuel trivial. L’ensemble des ho-
momorphismes fidéles et discrets de A dans PGL(V) dont l’image divise un ouvert

conveze saillant de P (V) est fermé dans l’ensemble des homomorphismes de A dans
PGL(V).

Cet ensemble est donc alors une réunion de composantes connexes de ’ensemble
des homomorphismes de A dans PGL(V'). Nous donnerons des éléments de la démons-
tration de ce théoreme dans la section 2.

Quand V est de dimension 3 et A sans torsion, I’hypothése sur A implique que, si
une représentation fidele et discréte p de A dans PGL(V) divise un ouvert convexe
saillant Q de P(V), le quotient p(A)\Q2 est une surface fermée de genre > 2. Dans ce
cas, le théoréme 1.6 avait été démontré par Choi et Goldman dans [17]. Les structures
projectives plates convexes sur le tore de dimension 2 ont été classifiées par Kuiper
dans [36] et [37]; celles sur les surfaces de genre > 2 l'ont été par Goldman dans [22].

1.4. Hyperbolicité

Un espace métrique (X, d) est dit géodésique si, pour tous x et y dans X, il existe
une courbe isométrique v : [0, d(z,y)] — X avec v(0) = z et y(d(z,y)) = y. Une telle
courbe est appelée géodésique de = & y. Bien que v ne soit a priori pas unique, on
note parfois [z, y] ’ensemble ([0, d(z, y)]). L’espace (X, d) est dit propre si ses boules
fermées sont compactes. Si §2 est un ouvert convexe saillant de P (V'), I’espace métrique
(92, dq) est géodésique et propre et ses segments projectifs sont des géodésiques.

Rappelons (voir [20]) que, si 6 est un réel > 0, un espace métrique géodésique
(X,d) est dit é-hyperbolique au sens de Gromov si, pour tous z,y,z dans X, pour
tout choix de géodésiques [z,y], [y, 2] et [z, 2], pour tout u dans [z,y], il existe v dans
[z,2] U [y, 2] avec d(u,v) < § : on dit aussi que les triangles de X sont J-fins.

Un groupe de type fini est dit hyperbolique si, pour une certaine partie génératrice,
son graphe de Cayley, muni de sa distance naturelle, est un espace hyperbolique au
sens de Gromov. Cette définition ne dépend pas de la partie génératrice choisie. Plus
généralement, si un groupe de type fini I" agit proprement et co-compactement par iso-
métries sur un espace métrique géodésique et propre X, le groupe I' est hyperbolique
si et seulement X est hyperbolique (voir [20]).

Dans le cas des convexes divisibles, cet énoncé a été précisé par Benoist dans [9],
sous la forme du
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THEOREME 1.7. — Soient Q un ouvert conveze saillant de P (V') et A un sous-groupe
discret de Aut Q) divisant €2. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Le groupe A est hyperbolique.
(i) Le bord de Q est de classe .

(iii) Le convexze ) est strictement conveze.

Un ouvert convexe saillant 2 de P (V) est dit strictement convexe si son bord ne
contient pas de segment de droite projective non réduit & un point. Il existe des ouverts
strictement convexes & bord &' dont la distance de Hilbert n’est pas hyperbolique
(voir [8, 1.3]). Dans [31], Karlsson et Noskov ont montré qu’un ouvert convexe saillant
dont le bord était de classe & A hessien défini positif avait une métrique de Hilbert
hyperbolique. Ce critére a été amélioré par Benoist. Pour énoncer son résultat, in-
troduisons une notion de régularité sur les fonctions convexes, inspirée de la notion
de fonction quasi-symétrique apparaissant dans [2]. Si U est un ouvert convexe d’un
espace vectoriel réel de dimension finie E et f : U — R une fonction convexe de classe
i?l, nous dirons que f est quasi-symétrique s’il existe un réel H > 1 tel que, pour
tous = dans U et h dans F tels que x + h et £ — h appartiennent & U, on ait

f(z+h) = f(z) —df(x)h < H(f(z — h) — f(z) — df (z)(=h)).
Un ouvert convexe saillant 2 de P (V') sera dit quasi-symétriquement convexe s’il existe
un recouvrement de son bord par des ouverts oli, pour un systéme de coordonnées pro-

jectives convenables, le bord de €2 est le graphe d’une fonction quasi-symétriquement
convexe. Dans [8], Benoist démontre le

THEOREME 1.8. — Soient Q un ouvert conveze saillant de P (V) et do sa distance
de Hilbert. Alors espace métrique (Q,dq) est hyperbolique si et seulement si Q est
quasi-symétriquement conveze.

Nous donnerons des éléments de la démonstration des théorémes 1.7 et 1.8 & la
section 3.

2. DEFORMATION DE CONVEXES DIVISIBLES

2.1. Adhérence de Zariski des groupes qui divisent un convexe

L’étude des déformations de représentations divisant un céne convexe passe entre
autres par une description précise de ’adhérence de Zariski dans PGL(V') d’un sous-
groupe discret divisant un tel cone.

Si C est un coéne ouvert convexe saillant de V, on dit que C' est un céne produit s’il
existe une décomposition non triviale en somme directe V = V; @V, de V et des cones
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convexes ouverts saillants C; de V; et Cy de V3 tels que C = C; + Cs. Dans le cas
contraire, on dit que C est irréductible. Dans le cas général, il existe, & permutation
pres, une unique décomposition V =V; @ --- @V, et d’'uniques cones convexes ouverts
saillants irréductibles Cy C Vi,...,C; C V tels que C = C; + - - - + C;. En particulier,
Aut C permute les espaces Vi,...,V; et la composante Zariski connexe de AutC
stabilise chacun de ces espaces. Dans [7], Benoist décrit I’adhérence de Zariski des
groupes Zariski connexes qui divisent un céne :

THEOREME 2.1 ([7, Théoréme 1.1 et Proposition 4.4]). — Soient C un céne conveze
ouvert saillant de V, C = C1 + --- + C; sa décomposition en cdnes irréductibles,
V=Vi® ---®dV, la décomposition de V associée et I' un sous-groupe discret et
Zariski connexe de AutC qui divise C. Alors l’adhérence de Zariski de T' est un
produit G; X --- X Gy ou, pour tout 1 <i <1,

(i) le groupe G; est un sous-groupe réductif de GL(V;) contenant les homothéties ;
(ii) le groupe S; = SL(V;) N G; est simple ;
(iii) si C; est homogéne, G, est commensurable ¢ Aut C; ;
(iv) si C; n’est pas homogéne, il est cependant divisible et G; = GL(V;).

En outre, le commutant H de I’ dans GL(V) est ezactement le groupe des éléments
dont la restriction & chacun des V;, 1 <1 <1, est scalaire et le centre HNT de T est

un réseau de H.

Esquissons les grandes lignes de la démonstration de ce théoréme : elle consiste
essentiellement & montrer que, pour tout 1 < ¢ < [, si C; n’est pas homogene, la
projection de I' dans GL(V;) est Zariski dense. Notons que cette projection préserve
le cone C;, mais n’est pas nécessairement discréte. Pour 1’étudier, nous utiliserons une
nouvelle notion.

Si C est un cone ouvert convexe saillant de V, on dit qu’un sous-groupe I' de
Aut C balaie C s’il existe un compact K de C tel que C = I'K. 1l existe des cones
balayables non divisibles : il ressort en effet de la classification de Vinberg [47] que,
si C est homogene, C est divisible si et seulement si AutC' est unimodulaire. La
démonstration du théoreme 2.1 repose sur la

PROPOSITION 2.2 ([7, Proposition 3.2]). — Soient C un céne conveze ouvert saillant
de V et T’ un sous-groupe discret et Zariski connexe de Aut C qui balaie C et qui agit
irréductiblement sur V. Alors, si C n’est pas homogéne, I' est Zariski dense dans

GL(V).

Détaillons un point essentiel de la démonstration.

ASTERISQUE 332



(999) CONVEXES DIVISIBLES 53

Un

FIGURE 2. Démonstration du lemme 2.3

LEMME 2.3 ([7, Lemme 2.2]). — Soient C un cone conveze ouvert saillant de V et T’
un sous-groupe discret et Zariski connexe de Aut C qui balaie C. Soient C l’adhérence
de C dans V et T' l’adhérence de T' dans l’espace des endomorphismes de V. Alors,
pour tout v dans C, il existe g dans T et w dans C avec gw = v.

Démonstration. — Soient (v,) une suite d’éléments de C tendant vers v et (g)
une suite d’éléments de I' telle qu’il existe un compact K de C avec, pour tout n,
Wy = g, v, € K. Nous allons montrer que (g,) est bornée dans I’espace des endo-
morphismes de V, ce qui implique le résultat. Soit en effet B une boule de centre 0
pour une certaine norme sur V', de rayon suffisamment petit pour que B+ K C C.
Alors, pour tout n, on a v, + gnB = gn(w, + B) C C, donc ¢g,B C —v, + C et, par
symétrie, g, B C v, — C. Le résultat en découle puisque, comme C est saillant et la
suite (vy,) bornée, 'ensemble | J,,cn(vn — C) N (—vn + C) est borné. O

La stratégie de la démonstration de la proposition 2.2 consiste & montrer que la
partie semi-simple de ’adhérence de Zariski G de I posséde une orbite ouverte dans
V, puis a conclure en utilisant des résultats de classification des représentations irré-
ductibles de groupes semi-simples admettant une orbite ouverte dus & Kimura et Sato
[41]. Commencons par reprendre des résultats de Vey sur la structure de G.

LEMME 2.4 ([45]). — Soient C un céne conveze owvert saillant de V et I un sous-
groupe discret et Zariski connexe de Aut C qui balaie C et qui agit irréductiblement
sur V. Alors, si G est ladhérence de Zariski de I dans GL(V) et si S = GNSL(V),

le groupe S est semi-simple et on a G = R*S.

Démonstration. — Comme I" agit irréductiblement sur V', son commutant dans I’al-
gebre des endomorphismes de V' est une algebre a division et G est réductif, donc,
pour montrer que S est semi-simple, il suffit de montrer que cette algébre & division
est constituée uniquement des scalaires, c’est-a-dire que I" ne préserve pas de structure
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complexe sur V. Supposons, par I’absurde, qu’il existe une telle structure complexe J
et donnons-nous un compact K C C avec 'K = C. Pour t suffisamment petit dans R,
on a exp(itJ)K C C, donc

exp(itJ)C = exp(itJ)T'K =Texp(itJ)K CT'C = C,

c’est-a-dire que exp(itJ) stabilise C. Comme ceci est vrai pour tout ¢t dans un voisinage
de 0, c’est vrai pour tout ¢ dans R et donc, en particulier, —C = exp(inJ)C = C, ce
qui est contradictoire. Il en résulte que S est semi-simple.

A présent, pour montrer qu’on a G = R*S, il suffit de montrer qu'on aI" ¢ SLi(V).
Pour cela, rappelons que le cone dual de C' est ’ensemble C* des formes linéaires ¢
dans V* telles que, pour tout = dans C, on ait p(z) > 0. C’est un cone ouvert convexe
saillant de V* et on a C** = C. Fixons une mesure de Lebesgue sur V* et introduisons
la fonction caractéristique £ de C donnée par, pour tout x dans C,

bo(@) = [ exp(-p())de.

La convergence de 'intégrale découle immédiatement du caractére saillant de C™.
Pour tout g dans AutC, on a {c o g = |det g|-1 &c. En particulier, la fonction &¢
est homogene de degré —dim V. Supposons qu’on a I' C SLi(V). Alors, &c est
I'-invariante. Comme T' balaie C, £c est bornée sur C : ceci contredit le fait que
£c est homogene de degré —dim V et, donc, on a T’ ¢ SLi(V), ce qu'il fallait démon-
trer. O

La démonstration de la proposition 2.2 repose alors sur le

LEMME 2.5 ([7, Lemme 2.4]). — Soient C un céne conveze ouvert saillant de V' et T’
un sous-groupe discret et Zariski connexe de Aut C qui balaie C' et qui agit irréducti-
blement sur V. Notons G l’adhérence de Zariski de I' dans GL(V) et S = GNSL(V).
Alors, si P est un polynéme homogéne S-invariant non constant sur V, P est nul sur
le bord 0C de C.

Démonstration. — Soit d > 1 le degré de P. Donnons-nous v dans dC. D’apres le
lemme 2.3, il existe g dans I et w dans C avec gw = v. Soit (g,) une suite d’éléments
de I' tendant vers g. Ecrivons, comme dans le lemme 2.4, g, = A\, h, avec A\, € R* et
h, € S. Alors on a

P(gow) = X P(hnw) = A P(w).

Comme P(g,w) —— P(v), si P(v) # 0 la suite (\,) ne tend pas vers 0 et, donc, g
n—o0

est inversible. Alors, on a gC = C et donc v € C, ce qui est contradictoire. Il vient

bien P(v) = 0, ce qu'il fallait démontrer. O
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Ezemple 2.6. — Soit q une forme quadratique de signature (1,n) sur V. L’algébre
des polynémes SO(g)-invariants sur V est exactement R[q]. Ces polyndmes sont donc
nuls sur le cone isotrope de gq.

Esquissons rapidement la fin de la démonstration de la proposition 2.2.

Si S posséde un polynéme homogene invariant non constant P, on montre que
le cone C est homogene sous l’action de la composante neutre G° de G. En effet,
d’apres le lemme 2.5, si Z = {z € V|P(z) =0}, on a 9C C Z et, si Z’ est 'ensemble
des points réguliers de Z, pour des raisons de dimension, ’ensemble Z’' N dC' est une
réunion de composantes connexes de Z’'. En particulier, cette intersection est stable
par G°. Comme, par des raisonnements classiques de géométrie algébrique réelle (voir
[4]), Vensemble Z — Z' est de codimension > 2, Z’' N 8C est dense dans OC et C
est invariant par la composante neutre de G°. Par conséquent G° préserve C et,
comme I’ balaie C, G° agit co-compactement sur C. D’apreés le théoréme d’Abels [1]
de structure des actions propres de G°, on a C = G/K X g F ou K est un sous-groupe
compact maximal de G° et F un fermé K-invariant de C et donc, comme G/K et C
sont homéomorphes & des espaces euclidiens et que F' est compact, F' est réduit a un
point.

Si S ne posséde pas de polynéme invariant non constant, on montre que, d’apreés un
théoréeme de Rosenlicht [34], ceci implique que S posséde une orbite ouverte dans V/
et on en déduit, en utilisant la classification de ces situations par Kimura et Sato [41]
et des résultats préalables de Benoist [6], que, dans ce cas, un sous-groupe Zariski
dense de R*S ne peut balayer un cone convexe saillant de V' que si S = SL(V).

2.2. L’espace des représentations qui divisent un convexe

Dans ce paragraphe, nous allons donner des éléments de la démonstration du théo-
reme 1.6. Commencons par revenir sur ’hypothése algébrique faite sur le groupe A
dans le théoreme 1.6. Grace au théoréme 2.1, on peut préciser les situations ou un
sous-groupe discret de PGL (V) divisant un ouvert convexe saillant a un centre virtuel
trivial :

PROPOSITION 2.7 ([10, Corollaire 2.13]). — Soient Q un ouvert conveze saillant de
P (V) et A un sous-groupe discret de Aut Q) divisant Q. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le centre virtuel de A est trivial.
(i) Le groupe A ne préserve pas de réunion finie de sous-espaces projectifs de P (V).
(iii) Le groupe A ne contient pas de sous-groupe distingué nilpotent infini.

L’hypothese du théoréme 1.6 se trouve alors justifiée par le résultat suivant de
Goldman et Millson :
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LEMME 2.8 (Goldman & Millson [23, Théoréme 1.1]). — Soit A un groupe de type
fini n’admettant pas de sous-groupe distingué nilpotent infini et soit G un groupe de
Lie. Alors l’ensemble des morphismes fidéles et d’image discréte de A dans G est
fermé dans l’ensemble des morphismes de A dans G.

La démonstration repose sur le célebre

LEMME 2.9 (Zassenhaus [40, Théoréme 8.16]). — Soit G un groupe de Lie. Il existe
un voisinage ouvert U de I’élément neutre de G tel que tout sous-groupe discret de G
engendré par des éléments de U soit nilpotent.

Démonstration. — Cela résulte de ce que 'application GxG — G, (g, h) — ghg=1h~1
a une différentielle nulle en (e, e). d

Démonstration du lemme 2.8. — Soit (p,,) une suite de morphismes fidéles et d’image
discréte de A dans G qui converge vers un morphisme p. Montrons que p est lui-méme
fidele et d’image discrete. Pour cela, notons H la composante neutre de ’adhérence de
p(A) et A = p~1(H). Il S’agit de montrer que A est trivial. Comme A est distingué,
nous allons commencer par montrer qu’il est nilpotent. Remarquons que, si A’ est
un sous-groupe de type fini de A, il existe un entier n tel que p,(A’) soit contenu
dans la composante neutre de G. En particulier, si A’ est nilpotent, son degré de
nilpotence est borné par une constante ne dépendant que de G. Pour montrer que
A est nilpotent, il suffit donc de montrer que tous ses sous-groupes de type fini le
sont. Donnons-nous un voisinage ouvert U de e comme dans le lemme 2.9. Comme H
est connexe, les sous-groupes denses de H sont engendrés par leur intersection avec
U et, donc, A est engendré par p~*(U) N A. Soient alors 71,...,7, des éléments de
p~1(U) N A. 1l existe un entier n tel que, pour tout 1 < ¢ < r, on ait p,(y;) € U.
Alors, comme p,, est d’image discréte, le sous-groupe de G engendré par les pn(7:),
1 <4 < r, est nilpotent et, comme p,, est fideéle, le sous-groupe de A engendré par les
vi, 1 < i < r, est lui aussi nilpotent. Par conséquent, A est nilpotent et, donc, fini.
En particulier, H est trivial. Soit p l’ordre de A. Il existe un voisinage V' de e dans G
ne contenant pas d’éléments de p-torsion différents de e. Pour n suffisamment grand,
pn(A) est inclus dans V, donc p,(A) =eet A =e. O

Donnons & présent quelques précisions sur la démonstration du théoréme 1.6.

Pour cela, commencons par introduire une notion de théorie des groupes due &
Serre [43]. Si I est un groupe de type fini sans torsion agissant proprement en préser-
vant 1’orientation sur un espace topologique X homéomorphe & un espace euclidien de
dimension d, la cohomologie du quotient I'\ X est nulle en degré > d et 'espace H%(X)
est non-trivial si et seulement si I'\X est compact. Or, pour tout entier r, 'espace
H"(X) s’identifie naturellement au groupe de cohomologie H"(I',R). Par conséquent,
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si I' possede une action propre préservant ’orientation et co-compacte sur un espace X
homéomorphe & un espace euclidien, la dimension de X ne dépend que de I' et est
exactement le plus grand entier d tel que H*(I', R) # 0. On appelle cet entier la dimen-
sion cohomologique de I" et on le note cdI". Si I agit proprement et co-compactement
en préservant ’orientation sur un espace X homéomorphe & un espace euclidien, on a
donc dim X > ¢d T avec égalité si et seulement si ’action est co-compacte. Si A est un
sous-groupe d’indice fini de I', on a cd A = cdI'. Par conséquent, si I" est un groupe
ayant des sous-groupes d’indice fini sans torsion, on appelle dimension cohomologique
virtuelle de I" et on note ved I' la dimension cohomologique de ces sous-groupes : elle
ne dépend que de I'. Ceci s’applique en particulier aux groupes linéaires de type fini,
d’apres le lemme de Selberg [3, 42].

Donnons un exemple d’application de cette notion dans notre contexte :

LEMME 2.10. — Soient C un cone ouvert convezxe saillant de V et I' un sous-groupe
discret de Aut C. Alors T divise C si et seulement si I' divise C*.

Grace a la notion de dimension cohomologique, ce résultat repose essentiellement
sur le lemme suivant dont nous avons jusqu’a présent différé la démonstration :

LEMME 2.11. — Soit Q un ouvert conveze saillant de P (V). Le groupe Aut ) agit
proprement sur Q.

Démonstration. — Pour démontrer ce résultat, nous allons construire une application
continue et Aut -équivariante de () vers ’ensemble des ellipsoides pointés de P (V).
Comme l'action de Aut €2 sur cet ensemble s’identifie & son action sur un quotient de
PGL (V) par un sous-groupe compact, cette action est propre et le résultat en découle.

Soit 2* le convexe dual de 2, c’est-a-dire ’ensemble des droites de V* engendrées
par des formes linéaires ¢ dans V* telles que, pour tout v # 0 dans V, si Rv appartient
a4 Q, on ait ¢(v) # 0. L’ensemble Q* est un ouvert convexe saillant de P (V*) et on a
Aut Q = Aut Q. Pour tout z dans 2, 'ouvert Q* est convexe et borné dans ’ouvert
affine P (V*)—P (z*). On note &, € Q* le centre de gravité de Q* dans P (V*)—P (z).
L’application  — &, est continue et Aut Q-équivariante de Q2 dans Q* (c’est méme
un homéomorphisme de 2 dans Q*, voir [45, § 1]).

Pour tout z dans Q, considérons & présent {2 comme un ouvert convexe et borné
de Tespace affine P(V) — P (¢5). Alors, d’aprés [27, 38], il existe un unique ellip-
soide E; C € de centre et de volume maximal dans P (V) — P (¢1). L’application
z +— (z, E;) est bien une application continue et Aut Q-équivariante de Q dans ’en-
semble des ellipsoides pointés de P (V). O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



58 J.-F. QUINT

Démonstration du lemme 2.10. — SiT divise C, comme, d’apres le lemme 2.11, T agit
proprement sur C, on a vedI’ = dimC = dimV = dim C* et, donc, comme I' agit
proprement sur C*, I divise C*. La réciproque est immédiate, par dualité. O

Par ailleurs, rappelons qu’un élément g de GL(V) est dit proximal s’il posséde une
unique valeur propre complexe de module maximal et que ’espace propre associé est
de dimension 1. Cette valeur propre est alors réelle. Nous dirons que g est positivement
proximal si cette valeur propre est positive. On dit qu’un sous-groupe I' de GL(V)
est proximal s’il contient des éléments proximaux. Si I" est proximal, on dit qu’il est
positivement proximal si tous ses éléments proximaux sont positivement proximaux.
On ala

PROPOSITION 2.12 ([6, Proposition 1.1]). — Soit I' un sous-groupe de GL(V') agis-
sant irréductiblement sur V. Alors T préserve un céne convexe ouvert saillant de V
si et seulement si T' est positivement prozimal.

Donnons-nous alors un groupe A de centre virtuel trivial et une suite (p,) de
morphismes fideles et d’image discréte de A dans PGL(V) dont les images divisent
des ouverts convexes saillants de P (V). Supposons que la suite (p,,) converge vers un
morphisme p de A dans PGL(V). Comme les p,, se relévent de maniére unique en des
morphismes de A dans SLi(V) qui préservent des cones ouverts convexes saillants, on
peut dorénavant supposer que les p,, et p sont a valeurs dans SL* (V). En particulier,
pour tout n, d’aprés la proposition 2.12, le groupe p,(A) est positivement proximal.
En revanche, la représentation p n’est pas a priori proximale. Décrivons cependant
une propriété qu’elle hérite du caractere positivement proximal des p,. Nous dirons
qu’un élément g de GL(V') est semi-proximal s’il admet une valeur propre réelle dont
le module est égal & son rayon spectral et qu’il est positivement semi-proximal si cette
valeur propre peut étre choisie positive.

L’argument du théoréme de Perron-Frobenius permet de démontrer le

LEMME 2.13 ([10, Lemme 3.2]). — Soit C un céne ouvert conveze saillant de V. Les
éléments de Aut C sont positivement semi-prozimaut.

Remarque 2.14. — Ces éléments peuvent parfois ne pas étre proximaux : c’est le cas
par exemple lorsque C est le cone du futur d’une forme quadratique q de signature
(1,dim V—1). En effet, si dim V' > 3, le groupe SO(g) contient des éléments unipotents.

Par conséquent, d’apreés le lemme 2.13, pour tout n, les éléments de p,(A) sont
tous positivement semi-proximaux, donc ceux de p(A) aussi.

Notons (p’, V') la somme des sous-quotients irréductibles de (p,V’). Le noyau de
p' est fini. Cela vient de ce que, d’aprés le lemme 2.8, la représentation p est fidele
et discrete, et, d’apres la proposition 2.7, les sous-groupes distingués nilpotents de A
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sont finis. Par conséquent, on a ved p'(A) = ved A = dimV —1 = dim V' — 1. Le point
essentiel de la démonstration du théoréme 1.6 consistera & montrer que p’(A) préserve
un cone ouvert convexe saillant de V’'. En effet, comme ved p’(A) = dim V' — 1,
p'(A) divise la trace projective de ce cone et, donc, comme les sous-groupes distingués
nilpotents de p’(A) sont finis, d’apres la proposition 2.7, la représentation (p’, V') est
irréductible, si bien que p = p’ et p(A) divise un ouvert convexe saillant de P (V).

En d’autres termes, le théoreme 1.6 découle de la

ProPOSITION 2.15 ([10, Proposition 3.4]). — Soit I’ un sous-groupe discret de type
fini de GL(V) agissant de fagon semi-simple sur V. On suppose que tous les éléments
de T' sont positivement semi-prozimauz. Alors, on a ved(I') < dim V' avec égalité si
et seulement si I' divise un céne ouvert conveze saillant de V.

Nous allons a présent donner les grandes lignes de la démonstration de la proposi-
tion 2.15, qui utilise le langage général de la théorie des groupes algébriques réductifs.
Pour cela, nous allons introduire le groupe algébrique qui est ’adhérence de Zariski
de I dans GL(V). Quitte & remplacer I" par un sous-groupe d’indice fini (qui agit
encore de fagon irréductible sur V, puisque I' est totalement irréductible), on peut
supposer que ce groupe est Zariski connexe ; comme I' est irréductible, son adhérence
de Zariski est réductive.

Soit donc G un groupe algébrique réel réductif. Soient A un tore R-déployé maximal
de G, Z le centralisateur de A dans G et M le plus grand sous-groupe R-anisotrope de
Z de sorte que Z = MA. On note G (resp. A, resp. Z, resp. M) le groupe des points
réels de G (resp. A, resp. Z, resp. M). Le groupe M est compact, le groupe A est
constitué de matrices simultanément diagonalisables sur R et on a Z = M A. Notons
A* I'ensemble des éléments de A dont le centralisateur dans G est exactement Z :
c’est le complémentaire dans A d’une réunion finie de sous-groupes de codimension 1.
Un élément g de G est dit loxodromique s’il est conjugué & un élément de M A*. Soit
I' un sous-groupe Zariski dense de G. D’apres [39], I" contient des éléments loxodro-
miques. On dit qu’une représentation rationnelle (p,V) de G est I'-semi-proximale
(resp. positivement I'-semi-proximale) si tout élément loxodromique de I" a une image
semi-proximale (resp. positivement semi-proximale) par p. D’aprés [10, 5.1], une re-
présentation irréductible I'-semi-proximale est G-semi-proximale.

Ezemple 2.16. — D’apres [28], on peut construire, par déformation d’une représen-
tation du groupe fondamental d’une surface, un sous-groupe discret et Zariski dense
I" de SL3(R) divisant un coéne convexe de R3. D’apres le lemme 2.13, la représentation
naturelle de SL3(R) dans R? est positivement I'-semi-proximale, mais elle n’est pas
positivement SL3(R)-semi-proximale.
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La proposition 2.15 est alors une conséquence directe de la proposition suivante,
qui est la formulation originale de [10, Proposition 3.4] :

PROPOSITION 2.17 ([10, Proposition 3.4]). — Soient T' un sous-groupe discret de
type fini et Zariski dense de G et (p,V) une représentation rationnelle de G de
noyau fini. On suppose que (p,V) est positivement T'-semi-prozimale. Alors, on a

vedI' < dim V' avec égalité si et seulement si I' divise un céne ouvert conveze saillant
deV.

Donnons une idée des méthodes employées dans la démonstration de la propo-
sition 2.17. Fixons un sous-groupe compact maximal K de G. L’espace G/K est
difféomorphe & un espace euclidien, de sorte que, si I' est un sous-groupe discret de
type fini de G, on a vedI' < dim G/K. Un examen précis de la liste des algébres de
Lie simples et de leurs représentations de petite dimension [26] permet de démontrer
le

LEMME 2.18 ([10, Corollaire 5.10]). — Supposons G semi-simple, conneze et sim-
plement conneze. Soit (p,V) une représentation rationnelle de G de noyau fini et
positivement G-semi-prozimale. On a dimG/K < dimV et, si dimG/K = dimV, la
représentation p est positivement G-prozimale et G agit proprement et transitivement
sur un ouvert conveze saillant G-invariant de P (V).

Le second point-clef de la démonstration de la proposition 2.17 s’obtient par une
étude des caracteres de A qui sont le plus haut poids restreint d’une représentation
semi-proximale de G :

LEMME 2.19 ([10, Lemme 5.8]). — Supposons G semi-simple, connexe et sim-
plement conneze. Soit (p,V) une représentation rationnelle de G irréductible et
semi-proximale. Alors, si p n’est pas proximale, il existe une représentation ration-
nelle irréductible prozimale (p', V') de G avec dim V' < dim V' et telle que, pour tout
sous-groupe Zariski dense T' de G, (p',V') soit positivement I'-semi-prozimale si et
seulement si (p, V') Uest.

Une des difficultés réside dans le fait que la représentation p’ peut éventuellement
étre la représentation triviale ; un exemple de cette situation est donné dans [10, 5.6].
Pour conclure nous allons utiliser ces lemmes pour la

Démonstration de la proposition 2.17. — Etablissons ce résultat quand p est irréduc-
tible et que le groupe dérivé de G est simple. Alors, d’apres le lemme de Schur, 'image
par p de la partie centrale de A est scalaire et, donc, comme p est de noyau fini, cette
partie centrale est de dimension < 1. Quitte & remplacer G par un revétement fini,
on peut supposer qu'on a G = S X T ou S est semi-simple, connexe et simplement
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connexe et oit T est un tore dont la composante R-déployée est de dimension < 1. On
note S le groupe des points réels de S.

Supposons que la représentation p est positivement G-semi-proximale. D’apres le
lemme 2.18, appliqué au groupe S, on a

vedT' < dimG/K < dim(S/(KNS))+1<dimV.

En cas d’égalité, d’une part, comme vedI' = dim G/ K, l’espace I'\G/K est compact
et T est donc un réseau co-compact de G et, d’autre part, comme dim G/K = dim V,
d’apres le lemme 2.18, G agit transitivement sur un céne ouvert convexe saillant de
V, si bien que I" divise ce cone.

Supposons que la représentation p n’est ni positivement G-semi-proximale, ni
G-proximale et donnons-nous (p’, V') comme dans le lemme 2.19 appliqué au groupe S.
Etendons ©' en une représentation de G a travers un caractére non-trivial de T. Alors,
p’ est positivement I-proximale, mais n’est pas positivement G-proximale. En parti-
culier, la restriction de p’ & S n’est pas triviale et, donc, le noyau de p’ est fini. Alors,
d’apres la proposition 2.12, le groupe p’(I") préserve un cone ouvert convexe saillant
de V' et on a donc

vedT < dim V! < dim V.

Enfin, supposons que p est G-proximale. Alors, d’aprés la proposition 2.12, le
groupe p(I') préserve un céne ouvert convexe saillant de V et on a

vedT' < dim 'V,

avec égalité si et seulement si I' divise ce cone.

La démonstration du cas général repose sur des arguments analogues et sur une
étude approfondie des valeurs propres des éléments des sous-groupes Zariski denses
des groupes semi-simples. O

3. CONVEXES DIVISIBLES ET HYPERBOLICITE

3.1. Convexes divisibles strictement convexes
Nous nous intéressons a présent & la démonstration du théoréme 1.7. Pour cela,

commencons par établir la

PROPOSITION 3.1 ([9, Proposition 2.5]). — Soient Q un ouvert conveze saillant divi-
sible de P (V') et dq sa distance de Hilbert. L’espace métrique (2, dq) est hyperbolique
si et seulement si §) est strictement conveze.
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FI1GURE 3. Un convexe hyperbolique est strictement convexe

Démonstration. — Supposons tout d’abord que 2 n’est pas strictement convexe et
montrons que sa distance de Hilbert n’est pas hyperbolique. Cette partie ne nécessite
pas que  soit divisible. Donnons-nous donc un segment maximal [z, y] contenu dans
le bord de Q avec = # y, un point u de ]z, y[ et un point z de Q. Choisissons des suites
(zn), (yn) et (uyp) de points de ]z, 2], |y, 2] et Ju,2] qui convergent respectivement
vers z, y et u. Supposons qu’il existe § > 0 tel que, pour tout n, il existe v,, dans
[Zn, 2] U [Yn, 2] avec do(un, vn) < § et, quitte & extraire une sous-suite et & échanger
les réles de z et de y, supposons que v,, appartient & |z, z]. Alors, comme la distance
dq est propre, la suite (vy,) tend vers z. Soient a,, et b, les points d’intersection de
la droite projective engendrée par u, et v, avec le bord de €2, de facon & ce que
v, appartienne au segment [a,,un] €t que u, appartienne au segment [b,,v,]. Cette
situation est représentée par la figure 3. Comme le segment [un,v,] tend vers [u, z]
et que le segment [z, y] est maximal dans le bord de Q, la suite (a,) tend vers z. De
méme, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (b,) tend vers
un point b de [u, y]. Plongeons (2 dans un ouvert affine et choisissons une forme affine
© qui ne soit pas constante sur [z,y]. Alors, pour n suffisamment grand, on a

1 P(un) = ¢(bn) @(vn) — ‘P(an))
do(Un,v,) = = |lo (
(2 00) = 3 18\ an) — pan) o) — (o)
et, donc, comme (a,) et (v,) tendent vers z tandis que (uy) tend vers u et que (by)

tend vers b, dg(un, vpn) —— 00, ce qui est contradictoire.

Réciproquement, suprf)osoco)ns que {2 est strictement convexe, mais que sa distance
de Hilbert n’est pas hyperbolique. Donnons-nous alors des suites (), (yn), (2n) de
points de  avec up, € [Zn, yn] et do(un, [Zn, 2n] U [Yn, 2n]) — Comme () est
divisible, quitte & remplacer, pour tout n, u, par une de ses images par un élément
de AutQ et & extraire une sous-suite, on peut supposer que (u,) converge vers un
point u de Q et que (z,), (y) et (z,) convergent vers des points z, y et z de .
Alors, si on avait * # z, comme ) est strictement convexe, on aurait |z, z[C Q et
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da(u,]z, 2[) = co. Par conséquent, on a £ = z. De méme, on a y = 2 et, donc, comme
u € [z,y], w =z =y, ce qui est impossible. O

Rappelons qu’on a noté Q* le convexe dual de Q. L’ensemble 2* est un ouvert
convexe saillant de P (V*) et le bord de  est de classe &' si et seulement si Q* est
strictement convexe. La démonstration du théoreme 1.7 s’achéve avec la

PROPOSITION 3.2 ([9, Proposition 2.7]). — Soit Q un ouvert conveze saillant divi-
sible de P (V). L’ouvert Q est strictement conveze si et seulement si Q* est strictement
conveze.

Démonstration. — Par dualité, il suffit de montrer une seule des implications. Soit A
un sous-groupe discret sans torsion de Aut {2 divisant (2 et préservant 'orientation.
Alors, la dimension cohomologique de A est dimV — 1 et, donc, la représentation
adjointe de A divise Q*. Si 2 est strictement convexe, d’aprés la proposition 3.1,
Pespace métrique (2, dgq) est hyperbolique, donc le groupe A est hyperbolique, donc
Pespace métrique (2*,dg+) est hyperbolique et, & nouveau d’apres la proposition 3.1,
le convexe 2* est strictement convexe. |

Pour terminer ce paragraphe, donnons des informations sur la régularité du bord
des convexes divisibles strictement convexes. Munissons une fois pour toutes V d’une
norme et P (V) de la distance associée d. Si M est une sous-variété de classe &' de
P(V) et = un point de M, notons TEM la sous-variété projective tangente en z &
M. Si « est un élément de ]1,2[, nous dirons que M est de classe &* si, pour tout

compact K de M, il existe un réel C' > 0 tel que, pour tous z et y dans K, on ait
d(y, Ty M) < Cd(z,y)

(cette notion est équivalente & la notion usuelle de régularité €, en vertu de propriétés
classiques des fonctions holdériennes, voir [9, 4.2] ou [35]). Si 8 est un élément de
]2, oo[, nous dirons que M est B-convexe si, pour tout compact K de M, il existe un
réel C > 0 tel que, pour tous z et y dans K, on ait

d(y, TEM) > Cd(z, y)".

Si © est un ouvert convexe saillant de P (V) et si I + % = 1, on montre aisément
que 2 est de classe G si et seulement si Q* est 3-convexe (voir [9, 4.5 | et [24, 3.2]).
Dans ce cas, on pose

aq = sup{a €]1,2[|09 est de classe £} et fq = inf{B €]2, 0[|0N est F-convexe},

de sorte que % + ﬂ{lz* =1.
Introduisons des objets reliés & ces quantités pour les éléments de PGL(V). Soit d
la dimension de V. Si g est un élément de GL(V'), on note A1(g), ..., 4(g) les valeurs

propres de g, comptées avec multiplicité et rangées de fagon & ce que leurs modules
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décroissent et £1(g) > - -+ > £4(g) les logarithmes de ces modules. Ainsi, g est proximal
si et seulement si on a £1(g) > £2(g). On dit que g est bi-proximal si g et son inverse
sont proximaux ou encore si on a ¢1(g) > £2(g) et £4—1(g) > £4(g). Dans ce cas, on
pose
SN C) Rl 71C) BN C) R 71C)
T li(g) —La-a(g) T () — La(g)’

si bien que i +3 1_1 =1 et min(oy, ag-1) < 2. Les nombres oy et G, ne dépendent
que de 'image de _(g; dans PGL(V).

Dans le cas des convexes divisibles strictement convexes, nous pouvons améliorer

le lemme 2.13 :

LEMME 3.3 ([9, Proposition 5.1]). — Soient Q un ouvert strictement conveze de
P (V). Si A est un sous-groupe discret sans torsion de Aut$Q qui divise Q, les relevés
dans GL(V) des éléments non triviauz de A sont prozimauz.

Dans ce cas, on pose ap = infgep—{e} &g < 2 et By =supgep_go} Bg = 2. Onale

THEOREME 3.4 (Benoist [9, Corollaire 5.3], Guichard [24])

Soit Q un ouvert strictement conveze divisible de P (V). Il existe 1 < a < 2 tel que
09 soit de classe G et on a ag = ap = ag~ et fo = Ba = Bax.

L’existence de o > 1 tel que le bord de Q soit ©* découle d’une propriété des flots
d’Anosov. En effet, on peut définir le flot géodésique de €2 sur le fibré en sphéres SQ2
de la facon suivante : si z est un élément de Q2 et v une direction tangente & P (V)
en z, on lui associe 'unique segment de droite projective [z, Yz ,[C Q2 ol Yz, est le
point de OS2 tel que, dans un ouvert affine contenant (2, le vecteur y, , — x soit dans
la direction v ; alors, le flot géodésique au temps ¢ > 0 envoie (z,v) sur I'unique point
(z,w) de SQ tel que z appartienne & [z, Yz o[, que do(z,2) =t et que Yz p = Yz, On
définit de méme le flot géodésique en temps négatif. La régularité de ce flot est donc
fortement liée & la régularité de 9. Si g est un élément de Aut (2, ce flot commute &
P’action naturelle de g sur S§2. On a la

PROPOSITION 3.5 ([9, Proposition 3.3]). — Soient Q un ouvert strictement conveze
de P(V) et A un sous-groupe discret sans torsion de AutQ qui divise §2. Le flot
géodésique de A\SSY est un flot d’Anosov.

Cette proposition entraine alors (voir [9, Proposition 4.6]) que le bord de 2 est de
classe €%, pour un certain o. Ce résultat est & rapprocher des propriétés classiques
de régularité holdérienne associées aux flots d’Anosov (voir [25, 19.1]).

Expliquons a présent une partie de la démonstration du théoreme 3.4. Il s’agit de la
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ProPOSITION 3.6 ([9, Corollaire 5.3]). — Soit Q un ouvert strictement conveze de
P(V). Si A est un sous-groupe discret sans torsion de AutQ qui divise (1, on a
l<ag<apr <2< Ba < Ba<o0.

La réciproque de cette proposition est due & Guichard [24].

Démonstration. — Commengons par montrer qu’on a 3y < fBq. Soit g dans A — {e}.
Il s’agit de montrer qu’on a 8y < Bq. Pour cela, notons ar:; la droite propre de valeur
propre A1(g) de g dans V. Pour tout = dans P (V), si z n’appartient pas & 'image
projective de 'unique hyperplan H " de V supplémentaire de x;' et stable par g, on a
gt —— w;‘ et, donc, 1:3’ appartient & . Comme Paction de A sur  est propre, m;

appa:tieorjt a O€). Par ailleurs, ’hyperplan H est le point fixe attracteur de l’action
de g* dans P (V*). De méme, si z est la droite propre de valeur propre A\4(g) dans
Vet H ; son unique supplémentaire g-stable, alors H g+ est le point fixe attracteur
de I'action de (g~ !)* dans P(V*), si bien que H ; appartient & 9Q*, c’est-a-dire que
Ihyperplan projectif P (H ; ) est tangent & 2. Comme cet hyperplan contient x; et
que ) est strictement convexe, cet hyperplan est exactement ’hyperplan tangent a
Oenzf.

Considérons dorénavant l'ouvert affine W = P(V) — P (H g ) comme un espace
vectoriel d’élément neutre x;. Alors, I’espace Wg+ =P (H g+ ) N W est un hyperplan
de W et l'intersection D de W avec la droite projective engendrée par z7 et par

g9

z, est une droite vectorielle de W. Dans une base de W associée a la somme directe

W= Wg+ ® D, l'action de g se lit comme celle d’une matrice

1 B(g) 0
Ale) = A1(g) ( 0 )\d(g))

ot B(g) est une matrice de rayon spectral e®2(9). En particulier, pour tout = dans W,

on a
d(g"z,W}) =0 (e—n(&(g)—ld(g))) ,

tandis que, si x n’appartient pas au supplémentaire g-invariant dans W du sous-espace
de W ot toutes les valeurs propres de B(g) sont de module ef2(9)—41(9),

e~ l(9)—22(9)) — O(d(g"z, x;'))

Comme 02 contient des points z satisfaisant & ces hypotheses, si § > 2 est tel que
Of soit B-convexe, on a

e~ Bl(9)—2(9)) — (e—n(fl(g)—ld(g))) ,

c’est-a-dire 8 > 3y, ce qu'il fallait démontrer.
Alors, comme A divise Q*, on a aussi 8y < fBq~ et, donc, par dualité, ag < ay. O
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COROLLAIRE 3.7 ([9, Proposition 6.1]). — Soit Q un ouvert strictement conveze di-
vistble de P (V). Si ag =2, Q est un ellipsoide.

Autrement dit, la régularité des ouverts strictement convexes divisibles qui ne sont
pas homogeénes ne peut pas étre trop grande.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe discret sans torsion de Aut Q qui divise €.
D’apres le théoreme 2.1 et la classification de Vinberg des cones convexes homogenes
[47], si Q n’est pas un ellipsoide, A est Zariski dense dans PGL(V). Ce fait peut
d’ailleurs se montrer directement (voir [6, 3.6]). Supposons donc que €2 n’est pas un
ellipsoide et que ag = 2. Alors, d’aprés la proposition 3.6, pour tout g dans G, on
a ag = 2. Or, comme A est Zariski dense, d’apres [5, 1.2], si €5 est le cone fermé
engendré par 'image de ensemble {(¢1(g),...,%4(g9))|g € A} dans le quotient de R¢
par la droite engendré par le vecteur (1,1,...,1), le cdne £, est convexe et d’intérieur
non vide, ce qui contredit le fait que ay = 2 pour tout g dans A, d’ou le résultat. [

3.2. Convexes hyperboliques

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques indications sur les grandes étapes
de la démonstration du théoreme 1.8. Pour cela, notons X l’ensemble des ouverts
convexes saillants de P (V'), muni de I’action naturelle de PGL(V). On munit P (V)
de la distance provenant d’une norme sur V' et X de la distance de Hausdorff associée.
L’espace X est alors localement compact. Pour tout § > 0, on note X? I’ensemble des
Q dans X tels que (2, dq) soit é-hyperbolique. Nous avons la

PROPOSITION 3.8 ([8, Proposition 2.10 et Corollaire 2.12]). — L’ensemble X° est
un fermé PGL(V)-invariant de X dont tous les éléments sont strictement convezes et
a bord 6. Réciproquement, si F' est un fermé PGL(V)-invariant de X dont tous les
éléments sont strictement convezes (resp. d bord §"), il existe § > 0 tel que F C X?.

Le fait qu’il soit équivalent, pour un fermé PGL(V)-invariant de X, d’avoir tous ses
712 . 12 1 , ,
éléments strictement convexes ou tous ses éléments de classe &, découle du résultat
suivant de Benzécri :

LEMME 3.9 (Benzécri [13]). — Soit Q dans X. Si le bord de Q n'est pas €', Uadhé-
rence de PGL(V)Q dans X contient un élément qui n’est pas strictement conveze. Si
Q n’est pas strictement conveze, l’adhérence de PGL(V)Q dans X contient un élément
dont le bord n’est pas €".

Démonstration. — Il suffit de montrer la premiére de ces deux assertions, la seconde
s’en déduisant par dualité. Nous démontrons le résultat quand dimV = 3, le cas
général s’en déduisant par des arguments généraux (voir [8, 2.7] ou [13, V.3]).
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Z3

T
T2

FIGURE 4. Un triangle dans une adhérence d’orbite

Soit donc Q un ouvert convexe saillant de P (V) dont le bord n’est pas &' et
soient H; et Ho des plans distincts de V tels que les droites projectives P (H;) et
P (H3) soient toutes deux tangentes & 2 en un point z3 de Q. Choisissons des points
z1 € P(H;) et 2o € P(Hy) différents de z3 et un élément g de GL(V') admettant x3
pour droite propre de valeur propre 1 et £; et o pour droites propres de valeur propre
A > 1. On vérifie aisément que la suite (g™2) converge vers un triangle de sommets
Zy, T3 et z3 (voir figure 4). Le résultat en découle. ad

Introduisons un nouvel espace. On note X* P’ensemble des couples (£2,z) ou Q2
appartient & X et x appartient a 2. La démonstration de la proposition 3.8 s’établit
de maniere analogue & celle de la proposition 3.1 en utilisant le

LEMME 3.10 (Benzécri [13, V.2], [8, Proposition 2.3]). — L’action naturelle de
PGL(V) sur X™* est propre et co-compacte.

Démonstration. — La démonstration du fait que cette action est propre est analogue
a celle du lemme 2.11. Le fait qu’elle est co-compacte provient alors de ce que, pour
tous Q; C Q5 dans X, ’ensemble {Q € X|Q; C Q C Q2} est compact dans X. O

Démonstration de la proposition 3.8. — D’apres le lemme 3.9, il suffit de montrer
que, pour tout § > 0, ’ensemble X? est fermé et qu’une partie fermée et PGL(V)-inva-
riante de X ne contient que des éléments strictement convexes si et seulement s’il existe
8 > 0 avec F C X°. Grace au lemme 3.10, la démonstration de ces faits est analogue
a celle de la proposition 3.1, en remplagant 'ouvert €2 par une suite d’ouverts. O

Nous allons & présent utiliser la proposition 3.8 pour caractériser ’hyperbolicité
d’un convexe en termes d’objets vivant sur le bord de ce convexe. Si 2 est un ouvert
strictement convexe a bord &' et a,b,c,d sont des points de 99, on dit que le qua-
druplet (a, b, ¢, d) est harmonique si les droites projectives (ac) et (bd) se coupent en
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FIGURE 5. Un quadruplet harmonique

un point z de € et si la droite (ac) rencontre les hyperplans projectifs tangents en b
et d & Q en un méme point y (voir figure 5). Dans ce cas, on pose

c—za—y

w@ﬂ(a, ba c, d) = —[(B,y,a,,c] = — > 0.

a—zxrc—y

L’ensemble des quadruplets harmoniques de 92 est noté H(02) et on pose

Aqg = sup aq(f).
¢cH(9)

Comme, si (a, b, ¢,d) est harmonique, (c, b, a,d) Pest aussi et
Yoa(c,b,a,d) = Paala,b,c,d)™!,
onalq>1.
PROPOSITION 3.11 ([8, Proposition 3.2]). — Pour tout § > 0, il eziste A > 1 tel
que, pour tout 2 dans X, si (Q,dq) est §-hyperbolique, on ait Aq < A. Pour tout

A > 1, il eriste § > 0 tel que, pour tout Q dans X, si Aq < A, (Q,dq) soit
d-hyperbolique.

En particulier, (2, dq) est hyperbolique si et seulement si Ag < oo.

Démonstration. — Montrons la premiére assertion. Supposons au contraire qu’il
existe une suite (Q,) dans X® avec Ag, —— oo. Choisissons alors, pour tout
n—00

n, un quadruplet harmonique (an,by,cn,d,) dans H(9Q,) de fagon a ce que

Yoq, (an,bn, cn,dy,) —— 00 et notons z, et y, comme dans la définition. Alors,
n—00

comme l’action de PGL(V) sur P(V) préserve les bi-rapports des points alignés,

d’aprés le lemme 3.10, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite
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(Q,) converge vers un élément 2 de X et que (z,) converge vers un élément z de
Q. D’apres la proposition 3.8, 2 est strictement convexe et & bord €'. Quitte a
encore extraire une sous-suite, on peut aussi supposer que (ay), (bn), (cn) et (dn)
convergent vers des points a, b, ¢ et d de 9 et que (y,) converge vers un point y
de P(V) — Q. Comme z appartient & N (ac) N (bd), on a a # c et b # d et, donc,
comme y est dans l'intersection des hyperplans tangents a Q en b et d et que 2 est
strictement convexe, on a y ¢ 9Q. Alors, le quadruplet (a,b,c,d) est harmonique et
on a Yaq(a,b,c,d) = lim, o Yoq, (@n, b, cn,dr) = 00, ce qui est absurde.
La seconde assertion se démontre de maniére analogue : on pose

E = {Q € X|Q est strictement convexe et & bord €' et Ag < A}.

Alors, d’apres la proposition 3.8, il s’agit de montrer que tout élément de I’adhérence
de E dans X est strictement convexe. Ceci se montre par ’absurde, en utilisant le fait,
découlant de la démonstration du lemme 3.9, que, si ce n’était pas le cas, il existerait
des éléments de ’adhérence de E dont une section plane serait un triangle. O

La fin de la démonstration du théoréme 1.7 consiste & montrer que, si §2 est un
ouvert strictement convexe & bord i?l, on a Ag < oo si et seulement si € est quasi-
symétriquement convexe. La démonstration de ce fait découle d’une étude minutieuse
de la notion de fonction quasi-symétriquement convexe.

4. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

Nous mentionnons ici des exemples de convexes divisibles qui sont construits par
Benoist dans [11] et [12]. Ces exemples sont tous construits sur le principe suivant :
on se donne un systeme de Coxeter (S, M), c’est-a-dire un ensemble S et une famille
M = (ms,;t)s,tes d’éléments de N U {oo} avec, pour tout s dans S, m,s s = 1 et, pour
tous s # t dans S, ms; = my s > 2. Le groupe de Coxeter W associé & ce systéme
est le groupe défini par des générateurs (gs)scs, avec les relations (gsg:)™*t = e,
pour s,t dans S tels que m;s; < oo. En particulier, les éléments (gs)scs sont des
involutions. On va alors chercher & construire une représentation linéaire de W qui
divise un cone convexe. Dans cette représentation, les (gs)scs agiront comme des
symétries hyperplanes. Il s’agit donc d’exhiber un espace vectoriel V' et des éléments
(vs)ses de V et (ps)ses de V* avec, pour tout s dans S, ¢p,(vs) = 2, de fagon & ce que
les symétries hyperplanes o5 : v — v — ps(v)vs,V — V, s € S, vérifient les mémes
relations que les (g;)ses. Des critéres dus & Tits et & Vinberg (voir [11, 4.1], [14],
[48]) permettent de garantir que cette représentation est fidele et discréte et qu’elle
divise un céne convexe. Par ailleurs, un critére dii & Moussong [18, 19] permet de
déterminer si le groupe W est hyperbolique.
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Appliquées & des exemples précis, ces notions permettent d’établir les résultats
suivants.

PROPOSITION 4.1 ([11, Proposition 1.3]). — Il existe un sous-groupe discret et
Zariski dense de PGL4(R) qui divise un ouvert conveze saillant non strictement
conveze de P3.

PROPOSITION 4.2 ([12, Proposition 3.1]). — Il existe un sous-groupe discret et
Zariski dense de PGL5(R) qui divise un ouvert strictement convere de P*, mais qui
n’est pas isomorphe & un sous-groupe discret co-compact de SO(4,1).

Ce dernier résultat a récemment été étendu par Kapovich [30] en toute dimen-
sion > 4 par des méthodes différentes. Notons que la conjecture d’hyperbolisation de
Thurston implique qu’un tel exemple ne peut pas exister en dimension 3.
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