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R E P R É S E N T A T I O N S p - A D I Q U E S O R D I N A I R E S D E GL2(QP) 

E T C O M P A T I B I L I T É L O C A L - G L O B A L 

par 

Christophe Breuil & Matthew Emerton 

Résumé. — On définit les représentations p-adiques de GL2(QP) « correspondant » 
aux représentations potentiellement cristallines réductibles (et éventuellement scin
dées) de Gal(Qp/Qp) de dimension 2 et on montre qu'elles apparaissent naturellement 
dans la cohomologie étale complétée de la tour en p des courbes modulaires. 

Abstract (Ordinary p-adic representations of GL2(QP) and local-global compatibility) 
We define p-adic representations of GL*2(Qp) "corresponding" to 2-dimensional 

reducible (and possibly split) potentially crystalline representations of Gal(Qp/Qp) 
and we show that they naturally arise in the completed étale cohomology of the tower 
at p of the modular curves. 

1. Introduction et notations 

1.1. — Soient p un nombre premier et K une extension finie de Qp. À la suite 
des développements récents dans la théorie des représentations p-adiques de groupes 
p-adiques tels que GLn(K) ([44], [43], [45], [22], [25], [26], etc.), la question s'est 
posée d'« associer » des représentations p-adiques de GLn(K) aux représentations 
p-adiques de dimension n de Gal(Qp/if) (par exemple aux représentations poten
tiellement semi-stables de Fontaine), dans l'esprit d'une éventuelle correspondance 
locale à la Langlands. Initiée par l'exemple dans [7] et [8] (mais suggérée depuis 
longtemps par de nombreux mathématiciens), cette problématique a déjà connu un 
certain nombre de développements ([9], [18], [3], [19]) et a pris le nom générique de 
« correspondance locale de Langlands p-adique ». Cette nouvelle correspondance s'an
nonce malheureusement beaucoup plus délicate que sa grande sœur locale £-adique et, 
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256 C. BREUIL & M. EMERTON 

pour cette raison, les résultats (ou même les conjectures) non triviaux obtenus pour 
l'instant se limitent tous à GL2, et même GL2(QP). 

Dans cet article, nous nous proposons modestement d'explorer le cas, laissé jus
qu'alors en suspens, des représentations p-adiques de GL2(QP) correspondant aux 
représentations potentiellement cristallines de dimension 2 réductibles (et éventuelle
ment scindées) de Gal(Qp/Qp). Nous définissons de telles représentations de GL2(QP) 
pour la plupart de ces représentations potentiellement cristallines. Nous montrons en
suite que, lorsque la représentation galoisienne provient d'une forme modulaire, alors 
la représentation associée de GL2(QP) apparaît naturellement (avec la représentation 
galoisienne) dans la cohomologie étale complétée des courbes modulaires. C'est là le 
résultat de « compatibilité local-global » principal de l'article. Concrètement, il s'agit 
de montrer que l'on peut détecter côté GL2(QP) dans la cohomologie si la représen
tation de Gal(Q/Q) associée à la forme modulaire considérée est scindée ou non en p. 
Pour cela, nous utilisons deux ingrédients : d'une part les théorèmes de comparaison 
p-adiques (pour les représentations galoisiennes associées aux formes modulaires) et 
d'autre part la théorie p-adique du foncteur de Jacquet de l'un d'entre nous. 

Décrivons maintenant plus précisément le contenu de l'article. 

Soit ap ^ w< 
, O V2£ 1 une représentation potentiellement cristalline réductible de 

Gal(Qp/Qp) de poids de Hodge-Tate (1 - /c,0) pour un entier k > 2 (i.e. telle que rji 
est de poids 0 et ry2 de poids 2 — k) où e désigne le caractère cyclotomique p-adique. 
On suppose de plus 771 ^ Ï]2 si k = 2. L'extension * est alors unique si elle est non-
nulle. En voyant les caractères de Gal(Qp/Qp) comme des caractères de Q* via la 
réciprocité locale, on associe à ap un espace de Banach p-adique B(ap) muni d'une 
action continue unitaire de GL2(QP) comme suit : 

(i) si av ~ 
w< 

0 

0 

me 1 
, alors : 

B(ap) = e2~k <S>Ï]2 | |1_/c £fc-2)an 
e2~k <S>Ï]2 | |1_/c £fc-2)an 

(iii(<iiidS^w®^-1)dS^w®^-1) 
(i^w®^-1)iidS^w®^<<<-1)S<<^-1) 

v^^ 

(ii) si <Tp ~ 'm 

,0 

*< 

V2£ 1 
avec * 7̂  0 alors B(ap) est une extension non scindée : 

0-> (j iGL2(Qp) 
JndB(Qp)<<x<< (8)R/I 

<cx 
B(ap) -> ( i i i d S ^ w ® ^ - 1 ) 

ww 
0, 

où la notation 
/j dGL2(Qp)< 
(iiidS^w®^-1) V) désigne les fonctions continues / sur GL2(QP) 

à valeurs dans une extension finie (fixée) de Qp telles que f(bg) = (77 (g) r? )(b)f(g) 

(l'action de GL2(QP) étant la translation usuelle à droite sur les fonctions). Le Banach 
B(crp) dans le cas (ii) est obtenu en prenant l'unique complété p-adique unitaire de 
l'induite parabolique localement analytique (au sens de [44]) ( i n d g ^ ^ T / i | 

e2~k <S>Ï]2 | |1_/c £fc-2)an où | | désigne le caractère norme (cf. §2.2). La définition de 
la correspondance ci-dessus peut donc se résumer par la phrase : « c'est scindé côté 
Gal(Qp/Qp) si et seulement si c'est scindé côté GL2(QP) ». 
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Considérons maintenant une forme modulaire / = q + ^n>2 an{f)qn parabolique 
nouvelle normalisée de poids k > 2, niveau N, caractère x ê  vecteur propre des 
opérateurs de Hecke Ti pour (£,N) = 1 et JJt pour £\N. Notons cr(f) la représen
tation p-adique de Gal(Q/Q) associée k f et crp{f) sa restriction à un sous-groupe 
de décomposition en p. Si M est la partie première à p de N et si L est une exten
sion finie de Qp sur laquelle / est définie, notons HL(K± {M))L =f L <S>zp (complété 
p-adique du Zp-module lim Hl%{Y\(M;pr)^ Zp)) où Yî(M;pr) est la courbe modulaire 

ouverte associée au groupe de congruences Ti(M) fl T(pr). On définit la composante 
a(/)-isotypique : 

n p ( / ) dif HomGal(Q/Q)(a( / ) ,^(Kf(M))L) 

qui est un espace de Banach p-adique naturellement muni d'une action continue uni
taire de GL2(QP). On s'attend à ce que la GL2(QP ̂ représentation Up(f) « contienne » 
exactement la « même information » que la représentation p-adique crp(/), c'est-à-
dire contienne la théorie de Hodge p-adique de la forme / (cf. e.g. [9]). Supposons 
maintenant que crp(f) est de la forme précédente (i.e. potentiellement cristalline et 
réductible). Dans ce cas, notre conjecture de compatibilité local-global est alors pré
cisément : 

Conjecture 1.1.1. — Il y a un isomorphisme topologique GL2(QP)-équivariant d'es
paces de Banach p-adiques B(o~p(f)) ~ Tlp(f). 

Le résultat principal du texte est une version faible de cette conjecture : 

Théorème 1.1.2. — (i) On a toujours une immersion fermée GL2(QP)-équivariante 
d'espaces de Banach p-adiques : 

B(ap(f)) ^ n p ( / ) . 

(ii) Si cp(f) n'est pas scindée, on a de plus (avec les notations précédentes) : 

HomGL2(Qp)(B((7p(/)),np(/)) = L 

HomGL2(Qp)( ( lnd^)^ l£®r?2£-1)^°>np( / ) ) = 0. 

Nous mentionnons maintenant les étapes pour démontrer le théorème 1.1.2. Pour 
simplifier, nous supposons dans la suite de l'introduction que / est telle que ap(f) est 
une unité p-adique (pour un plongement fixé Q <—> Qp). Si N est premier à p, notons 
ap et (3P les racines de X2 — ap(f)X + pk~1x(p) avec Pp unité p-adique et posons 
/ = f(z) — /3pf(pz). Si pr divise exactement N avec r > 0, posons f = f \Wpr où wPR 
est l'opérateur d'Atkin (cf. §4.1). Rappelons que l'opérateur 6 sur les ^-développements 

désigne qd/dq. 

Théorème 1.1.3. — La représentation o~p(f) est scindée si et seulement s'il existe 
une forme surconvergente g (nécessairement de pente nulle et de poids 2 — k) telle que 

ï=0k-\x<<<g<) 
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258 C. BREUIL & M. EMERTON 

Notons que le sens / = 0k~1(g) crp(f) scindée est le plus facile (voir e.g. [30, 
Prop.ll]). L'existence de g est plus subtile et est basée sur les théorèmes de comparai
son p-adiques usuels combinés avec la théorie des formes modulaires sur convergent es. 
La forme g (lorsqu'elle existe) mérite le nom de forme compagnon surconvergente de 
/ car le théorème 1.1.3 est un analogue en caractéristique 0 du théorème bien connu 
de Gross ([33]). Notons que les deux cas (crp(f) scindée ou non) arrivent vraiment en 
pratique (par exemple, si / est CM, g existe toujours par [13, Prop.7.1] et o~p(f) est 
donc scindée). Certains cas du théorème 1.1.3 étaient déjà connus (par une méthode 
de relèvement à la caractéristique 0 du résultat de [33]) : cf. [11] et aussi [30, §6]. 

La preuve du deuxième résultat utilise de façon essentielle une version p-adique 
du foncteur de Jacquet définie et étudiée dans [22] et [25]. Disons qu'une forme 
surconvergente g de poids entier k > 2 est « mauvaise » si elle n'est pas dans l'image 
de l'opérateur 6k~x (pour la définition précise de « mauvaise » voir la définition 5.4.1 
et la proposition 5.4.4). 

Théorème 1.1.4. — Soit g une forme modulaire surconvergente de poids entier k G Z, 
niveau N, caractère x, vecteur propre des opérateurs de Hecke et telle que Upg = apg 
avec ap non-nul Supposons de plus que g n'est pas « mauvaise » lorsque k > 2. Alors 
on a une injection : 

(Ind w<<<idS^wd^^(iiid^^S^w^^®^ 
w<<<dS^w®^-1)<<<-1)S^^^^^<w®^-1) 

an •H<<\K\<{M))°LX< 

où Hl{K^{M))gL est Vespace propre de H1^^(M))L pour Vaction des opérateurs 
de Hecke (hors Np) et pour les valeurs propres de g, \p est la composante en p du 
caractère des adèles finis de Q déduit de \, nr(a:) est le caractère non-ramifié de Q* 
envoyant p sur x et « an » désigne Vinduite parabolique localement analytique. 

En fait, un résultat plus précis est démontré dans le texte (où l'on utilise plutôt 
la cohomologie à support compact, cf. §5.5). Notons qu'une injection comme dans le 
théorème 1.1.4 n'est pas unique à cause de la présence de la représentation galoisienne 
associée à g (de dimension 2) dans l'espace propre iJ1(Kf (M))gL<<. Le théorème 1.1.4 
s'obtient de la manière suivante : à la forme surconvergente g correspond un point 
de la courbe de Hecke (ou « eigencurve ») de Coleman-Mazur ([17]). Par la théorie 
de [24], si J B \ H 1 ( K I < { M ) ) L ) X < est la représentation du tore de GL2(QP) <obtenue après 
application du foncteur de Jacquet p-adique JB à HX(K\(M))L, à ce point est associé 
un sous-espace propre de ( ^ ( i f f (<M))L)<< pour l'action du tore et des opérateurs 
de Hecke (hors Mp) : dans notre cas il s'agit du sous-espace propre pour le caractère 
m(ap) | | <g)m(a~1)xp le2~k | On déduit alors grosso-modo le théorème 1.1.4 
d'une loi d'adjonction pour le foncteur JB (sauf dans un cas essentiel qui nécessite 
plus de travail, cf. ci-dessous). 

On démontre alors le théorème 1.1.2 comme suit. 
On montre d'abord facilement que le morceau (lndg^^p^r?2 <£> r?i)vwwxcest toujours 
contenu dans n p ( / ) . Supposons que crp(f) est scindée. En appliquant le théorème 
1.1.4 à la forme surconvergente g donnée par le théorème 1.1.3 et en tordant par 
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ek 1, on obtient une injection continue (Ind 
GL2(QP 
B(Qp) 

bvvom^ùùw< 
^(iiiw<dS^w®^-1) 

< an n p ( / ) d 'où une 

immersion fermée / j DGL2(Qp) r]ie<G)ri2e 1 
x<< 

^ n p ( / ) . Ainsi I I P ( / ) contient dans ce 

cas la somme directe des deux induites paraboliques continues, c'est-à-dire B(ap(f)). 

Notons que l 'on ne peut pas appliquer le théorème 1.1.4 à la forme surconvergente / 

car / est alors précisément « mauvaise ». 

Supposons maintenant que o~p(f) n'est pas scindée. Alors , Ï IP( / ) ne peut contenir 

le morceau ( l n d B ^ ^1 rj\e 0 ?72£_1) car en appliquant à l'inverse le raisonnement 

précédent et en utilisant la description cohomologique des formes surconvergentes 

ordinaires due à Hida, on aurait / dans l ' image de 9K~L ce qui impliquerait crp(f) 

scindée (en fait, on montre une assertion un peu plus faible sur / qui suffit à entraîner 

o~p(f) scindée, cf. théorème 5 .7 .2) . Mais le théorème 1.1.4 appliqué cette fois à la forme 

/ (qui n'est plus « mauvaise ») donne une injection continue : 

(Ind 
GL2(QP) 
B(Qp) ^ \k~l €2~k (8)7/2 I 1 ' * ^ - 2 ) a n - n p ( / ) 

d'où on déduit une immersion fermée B(ap(f)) <-> n p ( / ) car, par définition, B(ap(f)) 

est l 'unique complété p-adique unitaire de la représentation localement analytique 

( l n d g ^ ^ 7 7 i | \k~x e2~k §§7)2 | |1_Aî €k~2)an. Avec un peu plus de travail, on obtient 

la multiplicité 1 du (ii) du théorème 1.1.2. Notons que le théorème 1.1.4 est dans 

ce cas particulièrement délicat car on est dans une situation de « pente critique » 

(i.e. on sort des conditions d'application du théorème d 'Amice-Vélu et Vishik) et la 

démonstration de ce cas prend une bonne place de la partie 5. 

Le texte est divisé comme suit : après cette introduction et les notations, la partie 

2, purement locale, introduit diverses induites paraboliques pour GL2(QP) ainsi que la 

construction des représentations B(ap). L a partie 3 est consacrée à la définition et aux 

premières propriétés du GL2(QP)-Banach p-adique IIP(/) (pour une forme modulaire 

propre / quelconque), puis à l 'énoncé de la conjecture 1.1.1. L a partie 4 contient la 

démonstration du théorème 1.1.3. Enfin, la partie 5 est consacrée à la démonstration 

du théorème 1.1.4, puis à celle du théorème 1.1.2. Un appendice conclut l 'article, 

dans lequel on démontre une proposition technique mais importante pour la preuve 

du théorème 1.1.4. 

1.2. — On fixe p un nombre premier. On note Q une clôture algébrique de Q et 

Qp une clôture algébrique de Qp. On fixe des plongements Q C et Q ^ Qp. Pour 

z G Qp, va l (z) G Q U { + 0 0 } est la valuation p-adique normalisée par val(p) = 1 et 

| z \dÂ{ p-vaiW e R + . On note A les adèles de Q et A / = Z ®z Q les adèles finis. 

On note aussi TP =f H£,VZ£ et Z* d= l im(Z /MpnZ)x pour un entier M tel que 
n 

(M,p) = 1 . 

On normalise l 'application de réciprocité du corps de classes local en envoyant les 

Frobenius arithmétiques sur les inverses des uniformisantes. O n note e le caractère 

cyclotomique p-adique de G a l ( Q / Q ) et on remarque que, via la réciprocité locale en 
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260 C. BREUIL & M. EMERTON 

p, e{z) = z I z I si z G Qp . On note m(x) le caractère non-ramifié de Q* envoyant p 

sur x. 
On note GL2 le schéma en groupes sur Z usuel des matrices carrées inversibles, 

B (resp. B) le sous-schéma en groupes des matrices triangulaires supérieures (resp. 

inférieures), N (resp. N) le sous-schéma en groupes de B (resp. B) des matrices unipo-

tentes supérieures (resp. inférieures), P le sous-schéma en groupes de B des matrices 

de la forme ^* *̂  et T =f B fl B le sous-schéma en groupes de GL2 des matrices 

diagonales. Pour un anneau A (commutatif unitaire), on note GL2(A), etc. les groupes 

correspondants des points à valeurs dans A (nous utiliserons essentiellement A = Qp 

et A = Z A 
On note gl2(QP), b(QP), t(Qp), n(Qp) les algèbres de Lie respectives de GL2(QP), 

B(QP), T(QP), N(Qp), et j(Qp) le centre de gl2{Qp). On pose : 

T(Qp)+ 
déf 

'* e T(Qp) iN(Zp)^-1 C N(Zp) 

w< 

<x 

0> 

d 
a,deQ* 

a 

d 
e Z p 

B ( Q J + 
déf 

N(ZP)T(QP)+ = 
a 

^0 

<w 

d 

N(ZP)T(QP)+ = 
N(fZP)T(QP)+ = 

a 

d 

z 

d 
GZp 

et on note X _ 
déf '0 

1 
^x 
07 

N(^^ZP)T(QP)+ = 

Si V est un Qp-espace vectoriel muni d'une action linéaire de B(QP), si t G T(QP)+ 

et si Nt d= {n G N(Zp) | t^nt G N(ZP)}, on note vt : VN<<Z^ -> VN^ l'opérateur 
de Hecke défini par : 

ntv dÍf #(N(Zp)/iVi)"1 
nGN(Zp)/ATt 

nt • V. 

Si t G T(Zp), on a 7Ttv = t • v. Les opérateurs 7rt préservent Vp(Zp\ 
Si / est une forme modulaire holomorphe (pas nécessairement parabolique) de poids 

k > 2 de caractère x nouvelle pour un groupe de congruence Ti(N) vecteur propre 
des opérateurs de Hecke et si L est une extension finie de Qp dans Qp qui contient 
les valeurs propres associées, on note a(f) : Gal(Q/Q) —> GL2(L) la représentation 
p-adique semi-simple associée à / par Deligne. Si £ est un nombre premier, on désigne 
par Prob^ un Frobenius arithmétique en £. Pour £ \ Np, le polynôme caractéristique 
de cr(/)(Prob71) est X2 - agX + ^fc_1xW si Tef = aef. La représentation a(f) est 
absolument irréductible si / est parabolique. Si 7rp,u(f) désigne la composante locale 
en p de la représentation admissible lisse irréductible de GL2(A/) engendrée par / 
(cf. [20, §2.4]), on pose : 

w<< 
;:;^$$ 

déf 
Kp,u(f)® |det 

2-fc 
2 

C'est une représentation lisse irréductible de GL2(QP) de caractère central | |2 h\p 1 

où Xp es^ â composante locale en p de x vu comme caractère de ÂQ Par exemple, si 
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(p5 j\T) = 1, alors 7rp(f) est l'induite parabolique lisse de B(QP) à GL^Qp) du caractère 
non ramifié nr(p_1/?p) <g> nr(ap) où ap,/3p sont les racines de X2 — apX + pk~1x(p)-

Si A est un anneau (commutatif unitaire), on note Symk~2A2 la représenta
tion algébrique de GL2(A) dont l'espace sous-jacent est le A-module 0o<j<fc-2A2J 

muni de l'action A-linéaire à gauche (g(P))(z) = (—cz + à)k 2P dz—b ' 
^ —cz+a * OÙ 

9 = a 
< c 

6> 
d 

G GL2(A) et P G e0<,<fc-2-A^. 
Si M est un entier premier à p, on note T(M) (ou simplement T si M est fixé) 

l'algèbre polynomiale sur ZP engendrée par les variables Ta et Si pour £ premier ne 
divisant pas Mp. On appelle parfois « module de Hecke » un T-module et « système 
de valeurs propres de Hecke » (défini sur L) un homomorphisme À : T —* L pour une 
extension finie L de Qp dans Qp. Si À est un système de valeurs propres de Hecke défini 
sur L et X un module de Hecke, on note<wn;le sous-espace de X <S>zp L sur lequel T 
agit via À. Si À provient d'une forme modulaire / vecteur propre des T£ et St, on note 
aussi X[ =f X£. On dit qu'un système de valeurs propres À défini sur L est Eisenstein 
s'il existe des caractères continus €1,62 ' %Mp —* Lx tels que A(T^) = £i(£) + £2(£) et 
\(£Se) = S\{£)s2{£) pour tout £ \ Mp. On dit qu'un module de Hecke X est Eisenstein 
si, pour toute extension finie L de QP, tout système de valeurs propres À défini sur L 
tel que X£ ^ 0 est Eisenstein. 

Tous les espaces de Banach B de ce texte sont p-adiques et tels que |J5|| Ç \L\ 
où L C Qp désigne le corps des coefficients qui est toujours une extension finie de 
Qp. On appelle GL2(QP)-Banach unitaire un espace de Banach B muni d'une action 
à gauche L-linéaire de GL2(QP) telle que les applications GL2(QP) —> B, g \-> gv 
sont continues pour tout v G B et telle que, pour un choix de norme || || sur JE?, on a 
jgv\\ — \v\ pour tout g G GL2(QP) et tout v G B. Un GL2(QP)-Banach unitaire est dit 
admissible (suivant [43, §3]) si le Banach dual est de type fini sur L®@L ^L[[GL2(ZP)]] 

où ^L[[GL2(Zp)]] =f lim ÛL[GL2($P)/H\<WXWlsawlimite projective étant prise sur les sous-

groupes de congruences principaux de GL2(ZP). 

2. Représentations ordinaires de GL<2(QP) 

Dans cette partie, après des préliminaires sur les induites paraboliques, nous défi
nissons les GL2(QP)-Banach unitaires B(o-p) de l'introduction. On fixe L une extension 
finie de Qp dans Qp. 

2.1. — On commence par quelques considérations générales sur les induites para
boliques. 

On note T l'espace rigide analytique sur Qp paramétrant les caractères localement 
analytiques (ou continus, ce qui est équivalent) x i ® X2 de T(QP). Cet espace est 
isomorphe au produit (W x Gm)2 où W est l'espace rigide analytique sur Qp para
métrant les caractères localement analytiques de Z£ ([24, §4.4]). Un élément de T(L) 
est donc un caractère localement analytique \i ® X2 • T(QP) —> L x . 
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Définition 2.1.1. — On dit qu'un caractère x i ® X2 de T(L) est de poids classique k 
où k est un entier > 2 si le caractère X2/X1 : Qp —> Z/x est produit d'un caractère 
localement constant par le caractère algébrique z 1—• zk~2. On dit qu'un caractère 
Xi ® X2 de T(L) est de poids classique s'il existe un entier k > 2 tel que xi ® X2 zst 
de poids classique k. 

Si d un entier positif ou nul, on note ^lp,-d(Zp, L) (resp. ^an(Zp,L), resp. 
^0(ZP,L)) le L-espace vectoriel des fonctions localement polynomiales de degré 
< d (resp. localement analytiques, resp. continues) / : Zp —> L muni de la topologie 
localement convexe la plus fine (resp. de type compact définie dans [44], resp. associée 

à la norme Sup | f(z) |). Lorsque d = 0, on note aussi ^lc(Zp,L) d= ^lp '-°(Zp, L) 
l'espace des fonctions localement constantes sur Zp. 

Si Xi 0X2 : T(QP) —• Lx est un caractère de poids classique k (resp. localement 
analytique, resp. continu), on note : 

(Ind -L2(QP; 
B(Qp) Xi ® X2 

Tp,<k-2 

(resp. ( lndg(Q^p)xi 0X2)an, resp. (lndg(L^p)xi 0 X 2 ) ^ ) l'induite parabolique lo
calement polynomiale de degré < k — 2 (resp. localement analytique au sens de [44, 
§5,6], resp. continue au sens de [43]), c'est-à-dire le L-espace vectoriel V des fonctions 
F : GL2(QP) —• L telles que g 1—> det(^)_1F(^) est localement polynomiale de degré 
< k — 2 (resp. localement analytique, resp. continue) et telles que : 

F I A 
0 D) 9) = Xi(a)x2(d)F(g) 

muni de l'action à gauche de GL2(QP) donnée par (g • F)(g') = F (g'g). Cet espace 
est naturellement muni d'une topologie localement convexe (la plus fine dans le cas 
localement algébrique, de type compact dans le cas localement analytique (cf. [44] 
pour une définition précise), associée à la norme Sup^çGL2(Zp) | f(g) | dans le cas 
continu) pour laquelle l'application GL2(QP) x V ^ V, (g,F) g • F est continue. 

L'application : 

N(Z<<<p)^-1 C N(Zp) 
Xi^^(aw^^w)x2(d)F 

0 

<<n, 

1 

zd 
identifie V au L-espace vectoriel des fonctions localement polynomiales de degré 
< k — 2 (resp. localement analytiques, resp. continues) / : Qp —* L telles que 
(X2XÏ1)(z)f{^lz) se prolonge au voisinage de z = 0 en une fonction polynomiale 
de degré < k — 2 (resp. analytique, resp. continue). L'action de GL2(QP) s'écrit alors : 

a ) 
a 

,,<< 

b 

<^$ 
• /) (z) = x i (ad - òc) (X2Xr1)( -^ + à)f 

dz — b 

—cz -h a-

et l'application : 

/-+((*" f(p*))s, (* " (X2XÏ1)w<<:ù(z)f(l/z))) 
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fournit un isomorphisme topologique avec <̂ ?1P'̂ k 2(ZP,L)2 (resp. ^an(Zp,L)2, resp. 

^°(ZP, L)2). Si k = 2, on note aussi ( l n d ^ ) X l ® X 2 ) ' c dif ( I n d ^ ^ x i ^ ) * ' - 0 . 

Il s'agit de l'induite lisse usuelle de 1 0 XiXi1 tordue par xi-
Nous aurons besoin de considérer des sous-espaces non préservés par GL^Qp), mais 

préservés par gl2(Qp) et B(QP), dans les induites localement analytiques précédentes. 
Nous les introduisons maintenant. 

Pour x i <8> X2 G T(L) et d un entier > 0, on note : 

(Ind ̂ )x1®x2)(QP)lp^d.^)x1®x2)(QP)l 
^)x1®x2)(QP)lp^d.^)x1®x2)(QP)lp 

le sous-espace de ( i n d g ^ ^ x i ® X2)an des fonctions / ci-dessus à support com

pact dans Qp et localement polynomiales de degré < d. Si d = 0, on note aussi 

( I n d ^ ^ x i ®x2)(QP)lc. On pose : 

(Ind « p ) X ! ® x 2 ) ( Q P ) l p 
déf 

d>0$ 
(Ind ^ ) x 1 ® x 2 ) ( Q P ) l p ^ d . 

On munit ces espaces de la topologie localement convexe la plus fine. Chacun des 

espaces ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(Qp)lp'~d est B(QP)-invariant et leur réunion est de plus 

g[2(Qp)-mvariante. L'inclusion : 

(Ind GL2(QP) 
B(QP) x i®x2) (QP) lc c (Ind! 

3L2(QP; 
1B(QP: x i®x2) (QP) lp 

induit donc un morphisme (aU(Q«),B(Qp))-équivaxiant : 

(2) Ufli2(Qp) ®ub(QP) (Ind 
GL2(QP; 

JB(QP) x i ^ x 2 ) ( Q p ) l c (Ind 
GL2(QP) 
LB(QP) x i ^ x 2 ) ( Q p ) l p 

où Ug[2(Qp) (resp. Ub(Qp)) est l'algèbre enveloppante de QÏ2{QP) (resp. b(Qp)). 
Les deux lemmes qui suivent sont classiques. Pour le confort du lecteur, nous in

cluons leur preuve. 

Lemme 2.1.2. — Si x i ® X2 n'est pas de poids classique, alors (2) est un isomor
phisme. 

Démonstration. — Soit wi G L le poids du caractère Xi = 1,2) et notons 
déf 

w = w2 — w\. Demander que x i ® X2 ne soit pas de poids classique est équivalent 
à demander que w ne soit pas un entier positif ou nul. Si X déf OL 

1 
w< 
s 

G ̂ )x1®x2)(Q 

et f e (Ind 
GL2(QP) 

"B(QP) 1) (Qp)1p (vu comme fonction sur Qp comme précédemment), on 

obtient en différentiant (1) la formule suivante pour X • f : 

(3) (X . /)(*) = (Wl(a + S) + w(a - iz))f(z) + ( - /3 + (6 - a)z + jz2)f'(z) 

où f'(z) est la dérivée de / . Soit L[z] le L-espace vectoriel des polynômes en z à 
coefficients dans L. La formule (3) définit une représentation de &l2(Qp) sur L[z] 
qui est un exemple de module de Verma contragrédient pour 0Í2(QP). Le sous-espace 
L C L[z] des fonctions constantes est annulé par n(Qp), et t(Qp) agit sur L (vu comme 
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L-espace vectoriel de dimension 1) par la dérivée du caractère \2 \ | ®Xi II \ c'est-

à-dire par FOC 
0 

0 
w< 

W2OL + WiS. L'action de gl2(QP) sur L[z] induit un morphisme 

de Ug[2(Qp)-modules : 

(4) U0l2(Qp)®ub(QP)¿^£[¿], 

et c'est un résultat classique de théorie des modules de Verma (qui se vérifie directe
ment en utilisant (3)) que (4) est un isomorphisme sous l'hypothèse que w n'est pas 
un entier positif ou nul. Si il est un ouvert compact de Qp, notons L[z]|q l'espace des 
fonctions Qp —» L qui sont polynomiales sur il et nulles sur le complémentaire de il. 
Par (3), on voit que L[z]|^ est un sous-espace de ( i n d g j ^ ^ x i ®X2)(Qp)lp stable par 
g[2(Qp). Si / G L[z], soit f\n l'élément de L[^]|^ défini comme étant le polynôme / sur 
il et 0 sur Qp \ il. L'application / 1—• induit un isomorphisme de g(2(Qp)-modules 
L[z] L[Z]\Q. Si L\Q désigne le sous-espace de L[z]jq formé des fonctions constantes 
sur 0, on a un diagramme commutatif : 

Ufli2(Qp) <S>ub(QP) L L[z] 

id®(/^/|n) 

Ugi2(Qp) 0ub(QP) L\Çi L[z\\çi 

w<<m^ù 

où la flèche horizontale supérieure et les deux flèches verticales sont des isomorphismes. 
Il en est donc de même de la flèche horizontale inférieure. On a par ailleurs des 
isomorphismes de al9(QD)-modules (resp. de b(QD)-modules) : 

lim 
x<< i 

w<<!:^$ 
vcn,ipppp 

(Ind 
GL2(QP 

B(yp 
xi®x2)(QP)lp 

(resp. 

lim 
cww 

1 

^)x1®x2)(QP (Ind GL2(QP; 
B(QP; xi^x2) (QP) lc ) 

où la limite inductive est prise sur tous les ensembles finis {ili} d'ouverts compacts 
disjoints de Q~. Mais par le résultat ci-dessus, la flèche naturelle : 

U0í 2 (Qp) s®ua(QP; lim 
{«a i 

L\ïli lim 
^^xw i 

^)x1®x2) 

est un isomorphisme, d'où on déduit le lemme. 

Lemme 2.1.3. — Si x i ^ X2 € T(L) est de poids classique k, alors le sous-

espace ( i n d J J ^ x i ® x2)(QP)lp'^-2 de ( I n d ^ ^ ' x i ® X2)(QP)lp est stable 

par (gl2(Qp), B(Qp)), et l'image de (2) est égale à ce sous-espace, tandis que le noyau 

de (2) est isomorvhe à : 

X'-UVQIW<<MSP) ®ub(Q„) M ^ x i ®<< X2)(QP)lc 
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Démonstration. — On garde les notations de la preuve du lemme précédent mais on 
suppose cette fois que w = k — 2 est un entier positif ou nul. Si L[z]-W désigne le 
sous-espace de L[z] des polynômes de degré au plus w, on voit par (3) que L[z]-™ 
est stable sous l'action de £Í2(Qp). Plus précisément L[z]-W est une représentation 
irréductible de 0Î2(Qp) dont le sous-espace de plus haut poids (par rapport à la sous-
algèbre de Borel b(Qp)) est précisément le sous-espace L des constantes, sur lequel 

t(Qp) agit par le poids domi^)x1®x2)(QP)
lp^d.i—> w2a + wiS (voir preuve du Lemme 2.1.2). 

L'annulateur de L dans Ugl2(Qp) est donc égal à -X"™+1Ugl2(Qp), et l'application (4) 
induit une surjection : 

Ugí2(QP) ®Ub(QP) L - L[zp° 

de noyau X™+1\J%i2(Qp). Le- lemme découle alors du même argument déjà utilisé dans 
la preuve du lemme 2.1.2, mutatis mutandis. • 

Le résultat suivant, de type « Amice-Vélu » est un cas particulier du résultat 
principal de [25] : 

Proposition 2.1.4. — Si V est un espace de Banach sur L muni d'une action continue 
de GL2(QP), alors la restriction des homomorphismes induit un isomorphisme : 

HomGL2(Qp) ((Ind 
GL2(QP; 

LB(QD) Xl ® X2, \ an 
y) 

—* Hom(0i2(QP),B(Qp)) ( M 
,GL2 
*B(QP) 

hdd 
Xi 

w<<< 
vcpmù (QP)lp,Kn) 

où Van est le sous-espace de V des vecteurs localement analytiques f[45, § 7 ] / 

Il s'agit bien sûr ici des homomorphismes continus (notons que, la topologie lo
calement convexe sur ( i n d g j ^ ^ x i <g> X2)(Qp)lp étant la plus fine, la continuité des 
morphismes à droite est automatique). Pour la commodité du lecteur, nous donnons 
en appendice une preuve complète de cette proposition importante mais technique. 

Rappelons enfin qu'aux représentations ( i n d g ^ ^ x i <g> X2)lP'~k 2 si Xi ® X2 est 

de poids classique k et ( i n d g ^ ^ x i ® X2)&n si x i ® X2 G T(L), on peut aussi 
associer leur complété unitaire universel, c'est-à-dire le complété par rapport à une 
semi-norme continue invariante sous GL2(QP) aussi « fine » que possible (cf. [21, 
§1]). C'est un GL2(QP)-Banach unitaire qui peut être nul. Par exemple, dans le cas 
localement algébrique, il s'agit simplement du complété de ( i n d g ^ ^ x i ®X2) P'~k 2 
par rapport à un ^- réseau de type fini sur ^L[GL2(Qp)] (lorsqu'un tel réseau existe). 

2.2. — On définit les espaces de Banach B(ap) par complétion unitaire d'induites 
paraboliques. 

On fixe un entier k > 2 et Xi ® X2 G T(L) tel que x i ® X2 est de poids clas
sique A:, X2 est localement constant et on a val(x2(p)) = k — 1 et val(xi(p)) = 
1 - k. Si k = 2, on suppose de plus x i 7^X2! |2 de sorte que la représentation 
(lndg(Qp(^p)xi <8> X2)1C est irréductible et isomorphe à (lndg(LQ^p)X2 | | ®Xi I I"1 )1C-
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On pose r/i d= x i | I1 k ek 2 = Xi I I 1 zk 2 et r)2 d= X2 I \k~X £2~k = Xi I I z2~k 
les caractères rji et rj2 sont à valeurs entières. 

Proposition 2.2.1. — Le complété unitaire universel de la représentation localement 

algébrique ( i n d g ^ ^ x i ®X2)lp'~k 2 s'identifie au GL2(QP)-Banach unitaire admis

sible et topologiquement irréductible (Ind GL2(QP) 
w<<< 

m® m 
<xx 

Démonstration. — En utilisant l'entrelacement : 

(Ind GL2(QP 
LB(QP) Kl* ®X2] 

,1c 
w< (Ind GL2(QP] 

B(Qp) X2 0 x i I I"1 zk-*)lc 

on obtient un isomorphisme (Ind 
,GL2(QP 
B(Qp) Xi®Xs 

Alp,<k-2 
< (Ind GL2(QD) 

UB(QP) V2®vi 
lp,<k-2 

Soit Ik-2 le L-espace vectoriel des fonctions / : Qp - L nulles en dehors de Zp 
et polynomiales de degré < k — 2 en restriction à Zp, et choisissons une base 
( / o r " »/fe-2) du ^- réseau de 7^-2 des fonctions à valeurs dans ÛL. Alors la 

sous-GL2(QJ- représentation 0<2</c-2 ^L[GL2(Qp)]/2 C [Ind GL2(QP) 
B(Qp) <xcnip lp,<k-2 

s'identifie au réseau stable par GLo(Qt>) des fonctions de (Ind GL2(QP) 
B(Qp) V2 ®Vi 

lp,<k-2 

à valeurs dans ÛL. On voit donc que ce réseau est de type fini et que le complété 

unitaire universel de (ind GL2(QP) 
'B(Qp) V2 ®Vi 

lp,<k-2 (ou de (ind GL2(QP) 
B(Qp) Xl ® X2 lp,<k-2 

c'est-à-dire le complété de (Ind GL2 QD 
B(Qp) V2 ® Vl 

lp,<k-2 
par rapport a ce reseau, 

s'identifie è (Ind GL2(Qd) 
B(Qp) V2 ® Vi 

^wx Ce dernier GL2(QP)-Banach est admissible car 

son dual s'identifie à L <g> (<^L[[GL2(ZP)]] ®ÛL[[B(ZP)]\ &L) qui est de type fini sur 

0L[[GL2(Zp)]] (l'application B(ZP) —* ûi, étant A 
w 

B 
D *-> V2 (a)Vi(d)). On peut 

voir l'irréductibilité comme suit : soit B Ç (Ind ,GL2(QP) 
B(Qp) V2 ® Vl 

w< 
un sous-espace 

fermé non-nul stable par GL2(QP). Par densité des vecteurs localement analytiques 
d'un Banach p-adique admissible ([45, Th.7.Il) B contient une sous-représentation 

de find GL2(QP) 
B(Qp) V2 ® Vl an dense (dans B), qui contient elle-même nécessairement la 

représentation (Ind GL2(QP) 
B(QP) r}2 ® Vl 

wxp^$ (car celle-ci est localement polynomiale, 

donc a fortiori localement analytique). Or on a vu que cette représentation est dense 

dans (Ind GL2(QP) 
•B(Qp) V2 ® Vl 

wcxw qui est donc aussi B. 

Rappelons qu'une fonction / : Zp —• L est de classe ^^^w< -î si son développement 
de Mahler f(z) w< i + OO 

<n=0 <ww ( / ) (n) est tel que n w<<pm ww ( / ) tend vers 0 dans R+ 

quand n tend vers ^mù (où ^wx 
,0> 

déf 1 et z 
wx 

déf z(z-l)~-(z-n+l) 
n! 

si n > 0) On note 
xw k-i (ZP,L) le L-espace vectoriel de ces fonctions. C'est un Banach pour la norme 

wc^^c déf Supnn fc-i xww ( / ) On peut aussi décrire cet espace comme les fonctions k — 1 
fois dérivables de ( f c - i ) -ième dérivée continue ([42, §54]) Les fonctions de classe 
cgk-l sont stables par somme, produit, composition, etc. (cf. [42, Th.77.5]). 

Soit V le L-espace vectoriel des fonctions f : Qv —> L telles que les fonctions 

wxopp déf (z i * f{pz)) et Î2 déf wqq (X2wsXl *) w<<t xww ww z sont dans if k-l zp C'est un 
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espace de Banach pour la norme Sup(|| /1 |, | /2 ||). On munit V de l 'action à gauche 

(1) de GL2(QP) qui est une action par automorphismes continus (cf. [3, §4.2]). Pour 

0 < j < k - 2 et a G Qp, les fonctions f{z) = zj et f(z) = (z - a)-i(x2Xi)(z ~ à) 

sont dans V (la preuve est analogue à [3, Lem.4.2.2]). On définit W C V comme 

l'adhérence dans V du sous-L-espace vectoriel engendré par toutes ces fonctions. Il 

est stable par GL2(QP) . 

Théorème 2.2.2. — Le complété unitaire universel de la représentation locale

ment analytique (Ind 
GL2(QP) 
B ( Q p ) Xl ® X2 

an s'identifie au Banach quotient V/W avec 

son action induite de GL2 ; q p ) C'est un GL2 (QP) •Banach unitaire admissible de 

longueur topologique 2. extension non triviale de (Ind 
GL2(QP) 
B(QP) rfie ® rj2e 1 par 

(Ind 
GL2 
B ( Q p ) 

(Qp) 
cwwlm 

xww 

Démonstration. — Posons a 
déf 

X I ( p ) 
-1 et /3 

déf 
P 

k-i 
X2ÌP) 

-1 on a : 

(Ind 
GL2(QP) 
B(QP) Xi ® X2 

an 
wx e2~k (Ind 

GL2 (Qp) 
B(QP) nr(a 1)'0i n r ^ / T 1 ) w<< k-2 an 

avec ipi — Xinr ( X i ( p ) ) 
-lEk-2 et ip2 = X2nr {X2ÌP))-1 D'après [21, Prop.1.21] (plus 

précisément la preuve de loc. cit.), le complété unitaire universel de (Ind GL2(QP] 
B(QP) Xl® X2 \ an 

est le complété par rapport au sous -^L[B((Q l ) ] -module engendré par les vecteurs 

lzp(z)zJ et 1QP-ZP(Z)(x2XI ){Z)Z~J o ù lu est la fonction caractéristique de l'ou

vert U et j G Z > Q . Par le même calcul que dans la preuve de [3, Th.4.3.1] (on 

a multiplié ici les caractères non-ramifiés n r ( a_1 ) et nr(p/3-1) par les caractères 

entiers ipi et ^2 et tordu la représentation par le caractère entier e2~k mais cela 

ne modifie pas l 'argument), on trouve alors qu'une boule ouverte (de centre 0) du 

Banach dual du complété cherché s'identifie aux distributions a dans le dual fort de 

(Ind GL2(Oc ) 
B(QP) Xl ® X2 

an telles que, pour tout a G (QL, tout j € Z > 0 et tout n € Z : 

(5) 
a+pnZp 

(z — aVdiiiz) G 
^)x1®x<2)(QP)lp^d. 
^)x1®<x2)(QP)lp^d. 

(6) 
QP-(a+p -Zp) 

(z-a) -3 (X2Xx1)(z - a)dfi(z) G ^)x1®x2)(QP)lp^d. 
^)x1®x2)(QP)lp^d. 

en se rappelant que val(%i(p)) = 1 — k. Un raisonnement analogue à celui de la 

preuve de [3, Th.4.3.1] montre que les conditions (5) et (6) sélectionnent exacte

ment les distributions tempérées d'ordre < k — 1 (c'est-à-dire les distributions de 

Vv) annulant les fonctions z3 et {z — a)~J\x2X\l){z — 0) pour 0 < j < k — 2 (faire 

n i-> —00 dans (5) e t n i - 4 + 0 0 dans (6)), c'est-à-dire les fonctions de W. On en déduit 

la première partie de l'énoncé. Un raisonnement similaire (en plus simple) montre 

que le complété unitaire universel de l 'induite (Ind 
GL2(QP] 
B(QP) Xi .fc-1 X2Z 1-k an w^^ 

(Ind 
GL2(QP) 
•B(Qp) rçi£(8> 772£ -1 an 

s'identifie à Ind 
,GL2(Qp) 
B(Qp) riie<S>rj2e 1 

ww et la même preuve 

que pour la proposition 2.2.1 montre que ce dernier est un GL2(QP)-Banach admis

sible et topologiquement irréductible. Il résulte de la définition du complété unitaire 
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universel que la surjection (Ind 
GL2(QP) 
•b(Qp) Xi ® X2 

\ an 
—» (Ind 

GL2(QP) 
B ( Q p ) Xi* 

k-l 
X2Z 1-k an 

induit une surjection GLo(Q0)-équivariante V/W -» (Ind 
GL2 
B ( Q p ) 

(QP) 
r/ie(8)ry2£ 1 

xw 
Par 

continuité, cette dernière surjection s identifie encore a j h-• jK ' et son noyau 

n'est autre que N/W où N C V est le sous-espace fermé des fonctions de dérivée 

(k — l)- ième nulle (notons que W C N). Par ailleurs, le complété unitaire universel 

de (Ind 
GL2(Q„) 
B ( Q p ) X l ® X2 Jp,<fc-2 s'envoie par fonctorialité dans N/W et, v ia la pro

position 2.2.1, on voit qu il s agit nécessairement d une immersion fermée (car les 

caractères m et m étant entiers, il n 'y a qu'une norme invariante à équivalence près 

sur (Ind GL2(QD) 
B ( Q p ) Xl ®X2 lp,<fc-2 w< (Ind GL2(QP) 

B ( Q p ) <<lm^p lp,<fc-2 voir e.g. [3],Cor.5.4.4). 

En utilisant le résultat d 'analyse p-adique disant que l'adhérence dans ctfk~1(Zp, L) du 

sous-espace des fonctions polynomiales de degré au plus k — 2 s'identifie exactement 

aux fonctions de dérivée (k — l ) - ième nulle (dont on trouvera une preuve pour k — 2 
dans [42, §68] et pour k quelconque dans [41, §8]), on obtient bien une suite exacte 

GL2(Qp)-équivariante : 

0 (Ind 
GL2(QP) 
B ( Q p ) V2®Vl 

w< -+V/W -> (Ind 
GL2(QP] 
B(QP) 

pw<<p^$ -1 wxx 

qui fait de V/W un GL2(QP)-Banach admissible de longueur topologique 2 (en utili

sant ce qui précède et la proposition 2.2.1). Enfin, cette suite est non scindée, sinon la 

représentation localement analytique ( i n d g j ^ ^ x i ®X2)&n serait également scindée 

ce qui n'est pas le cas (cf. [44]). • 

2.3. — Soit ap une représentation potentiellement cristalline de G a l ( Q p / Q p ) réduc
tible et de dimension 2 sur L. O n peut écrire : 

x<<w 
X i 

l-k £k-2 

0 
* 

X2 k-l £l-k wxp^^ 

pour un caractère continu rj : Ga i wxx w<< ̂̂ $$< un unique entier k supérieur ou égal 

à 1 et̂ =*un caractère x i ® X2 de poids classique k avec X2 localement constant tel que 

val(x2(p)) = fc—1 et va l (x i (p) ) = 1 — k (de sorte que, v ia la réciprocité locale, x i | |1_fc 
et X2 | s'étendent à G a l ( Q p / Q p ) ) . Notons que, lorsque k = 1, la terminologie « de 

poids classique 1 » est un abus de notations et signifie ici que X2/X1 es^ Ie produit 

d 'un caractère localement constant par le caractère z i-> z~l (cf. définition 2.1.1). 

Si l 'extension * est non-nulle, alors elle est unique. On pose 771 
déf 

Xi 
l-k e k-2 et 

m 
déf 

X2 k-l e 2-k comme au §2.2. Si k = 2, on suppose rji ^ rj2 (voir la remarque 

2.3.1 pour le cas rji = 772). O n « associe » alors à ap le GL2(QP)-Banach unitaire B(ap) 
suivant : 

(i) si ap ~ 
Vi 

0 

0 

V2£ - 1 
<g> 77, alors : 

^^$$w< déf 
(Ind 

GL2 
B ( Q p ) 

(Qp) 
V2®Vl 

xcc 
8 7 7 $ (Ind 

GL2(QP) 
B ( Q p ) Vi£ ® V2t -1 

cxx 
8)77, 
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(ii) si crp ~ Vi 
0 

* 

me .-1 
g) 7] avec * 7̂  0 et si k > 2 (voir la remarque 2.3.2 pour 

k = 1), alors B(<7p) est le tordu par rj du complété unitaire universel de l'induite 

parabolique localement analytique (Ind GL2(QP) 
B(QP) Xl®X2, an Par le théorème 2.2.2, c'est 

une extension non scindée : 

0-> (Ind 
GL2(QP) 
LB(QP) 

xww^^w 
w<< 

g> 77 -> B(ap) xw< (Ind 
GL2(QP; 
•B(Qp) me <g) r)2e - î xww 

-> 0. 

Remarque 2.3A. — On discute ici le cas k = 2 et 771 = rj2- Notons qu'alors 

(Ind 
,GL2(QP) 
B(Qp) Xl ® X2 le << (Ind 

GL2(QP) 
B(QP) I I ® I r 1 

vie ?7i n'est plus isomorphe à 

(Ind 
GL2(QP) 
B(Qp) X2 ®xi I I"1 

.le 
<< (Ind 

GL2(QP) 
B(Qp) 1 <g> 1 le (g) 7/1. Soit B (2,00) le complété 

unitaire universel de (Ind 
GL2(QP) 

B(Qp) 
(g) I I"1 

vie 
(c'est une extension non-scindée 

de la représentation triviale par St où, comme dans [8], on note St le complété 
unitaire universel de la représentation de Steinberg). On est ici tenté de définir le 
GL2(QP)-Banach unitaire B(ap) associé à ap comme suit : 
(i) si <JV est scindée : 

B(ap) 
déf B(2,oo) (g) 77177 œ (Ind 

GL2(QP) 
B(QP) 

w<<$^$ 
xww 

77! 77 

(ii) si o~v est non scindée, B(crv) est défini comme le complété unitaire universel de 

(Ind 
GL2(QP) 
B(Qp) I I®! ! "1 an 0 77177, et on a une extension non-scindée : 

0 B(2,oo) g) 77177 B(ap) w< (Ind 
GL2(QP) 

B(Qp) 
<lk^$ -1 xww 

0 77177 -> 0. 

Bien sûr, ce cas « non générique » n'arrive jamais dans le contexte global des formes 
modulaires paraboliques, et on ne peut donc le « tester » directement. Cependant, des 
considérations globales indirectes devraient permettre de tester le cas non scindé, 
comme nous l'expliquons maintenant. 

Supposons que ap est non scindée (avec k = 2 et 771 = 772) et supposons, pour simpli
fier, que 771 = 772 et 77 sont les caractères triviaux (quitte à tordre). La représentation 
ap peut se voir comme la « limite » (en un sens convenable) lorsque «if —> 00 (i.e. 
val(«i?) —» —00) des représentations semi-stables réductibles V(2,j£f) de [8, Ex.1.3.5] 
(on peut par exemple considérer cette limite dans l'espace projectif de dimension 1 
des classes d'isomorphismes d'extensions non-triviales de e-1 par le caractère trivial). 
Pour chaque valeur (finie) de «if, considérons le GL2(QP)-Banach unitaire B(2, «if) dé
fini dans [8]. Il est alors très facile de prendre la limite lorsque val(«if) —» — 00 dans la 
construction de 5(2 , «if) et de vérifier que l'on obtient le GL2(QP)-Banach 2?(2,00) ci-
dessus (dans la discussion de [8, §4.5], il suffit de remplacer la représentation a(2,«if) 
par la représentation cr(2,oo) obtenue en remplaçant val par log^ dans la définition 
de a(2,«if).). En remplaçant 00 par une valeur finie de «if, on s'attend comme en (ii) 
ci-dessus à ce que le GL2(QP)-Banach unitaire £?(F(2,«if)) correspondant à V(2,«if) 
donne lieu à une suite exacte courte : 

0 ->B(2 ,J^) -»B(VX2, . i f ) ) (Ind 
GL2(QP) 
B(Qp) s <8> e -1 

xw<< 
->0 
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(bien qu'il ne soit pas clair, pour l'instant, comment construire une telle suite exacte). 
Le test global indirect évoqué ci-dessus consiste alors à prendre une forme modulaire 
nouvelle de niveau N et poids 2 telle que (rp(f) —> V(2,«5f) 0 rj et à se demander si 
!!«(/) (comme défini dans l'introduction) donne bien lieu à une suite exacte courte : 

0 w<p^^^^ 
^)x1®x2)(QP 

(g) 77 n<www/) (Ind GL2(QP) 
•B(QP) e® e - Î w<< 

(8)77 0. 

Pour le moment, il est seulement connu qu'il existe un plongement GL2(Qp)-équi-
variant B xwi^mm xvv np(/) ([9]). 

Remarque 2.3.2. Lorsque k xw 1 et * wwv 0 nous ignorons comment (ou même si 

l'on peut) construire une extension non scindée de (Ind GL2(QP) 
B(Qp) 7716: (g) Ï]2S -1 par 

(Ind 
GL2(QP) 
B(Qp) ^)x1®x2)(QP)lp 

cw<< 

Remarque 2.3.3. — De même que l'extension est unique côté Galois (lorsqu'elle est 
non-nulle), on peut se demander s'il existe d'autres extensions de 

(Ind GL2(QP) 
B(Qp) 771 e (g) n2e -1 <xx 

par (Ind GL2(QP) 
'B(Qp) V2 ® m 

vvxw dans la catégorie abélienne 

des GL2(QP) -Banach unitaires admissibles que celle donnée par le complété unitaire 

universel de (Ind GL2(Qp) 
B Qp Xl ®X2 an 

Remarque 2.3.4. — Une version des résultats et définitions du §2.2 et du §2.3 se 
trouve déjà dans [4, §7] (qui ne sera pas publié). 

3. La conjecture de compatibilité local-global 

À toute forme modulaire parabolique propre / de poids k > 2, on associe un 
GL2(QP)-Banach unitaire admissible np(/ ) construit dans la cohomologie des courbes 
modulaires. Lorsque la représentation galoisienne p-adique associée à / est potentiel
lement cristalline réductible en p, on conjecture que np(/) est exactement le Banach 
du §2.3. 

3.1. — On commence par quelques rappels et préliminaires sur les GL2(QP)-Banach 

H 1 
c 

(K p 
1 (M)) ww ̂ùù et H 1 wxx 'P 

Ll 
(M)) w<< QP le [24] et [9]. 

Pour tout sous-groupe compact Kt de GL2(Af), on note : 

Y{Kf) 
déf 

GL2(Q)\GL2(A)/Cxii : / 

^)x1®^mm<<<x2)(QP)<lp^d. (R) par a+ib 1—• A 
L B 

-B 

A 
Pour tout entier positif M premier 

à p et tout entier positif ou nul r, on pose : 

K p 
1 

(M) déf a 

c 

b 

d 
€ GL2 <xp^^ (c,d) s^^ (0,1) mod M 

Kp(r) 
déf a 

c 

b 

d 
e GL2 (ZP), 

a 

c 

b 

d 
w<< 

1 

0 

0 

1 
mod pr 
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et K1(M\pr) 
déf 

K w< 
1 (M)Kp(r). Il s'agit de sous-groupes ouverts respectivement de 

GLo(ZP) , GL2(ZD) et G L 2 ( Z ) . On note Y i ( M ; o r ) 
déf 

Y(Ki{M\pr)) la courbe modu

laire (ouverte) classifiant les courbes elliptiques avec structure de niveau T\{M) en 

dehors de p et structure de niveau T(pr) en p. 

Le complété p-adique d'un Zp-module X est par définition le Zp-module : 

X 
déf 

\unX/pnX. 

< 

Pour i € { 0 , 1 } (resp. i e { 1 , 2 } ) , on note H* << P 
1 ( M ) ) (resp. H RI 

c 'KÏ(M))) 
le complété p-adique du Zp-module l imH%{Y\{M ;pr) ,Zp) (resp. du Z„-module 

lim 
R 

H I 
C (Y1(M;pr) Z p ) ) et, pour toute extension finie L de Qp, c^ùm xw^p p 

i ( M ) L 
déf 

H I 
(K P 

1 [M). 1V L (resp. 5 RI 

c $$ p 
L (M))L 

déf xw 
c 
w^^ •p 

1 (M) xw^ùm L Les Zp-modules 

xx xx 'P 
1 ( M ) ) et xx R. xx ̂ $ 1 (M) ) sont sans torsion et munis d'actions naturelles de 

Gai ( Q / Q ) GLo : q p ) et T induites par leurs actions sur ïimH%(Yi(M;pr),Zp) et 

lim xww 2 

C 
( n ( M ; p r ) . Z p ) . L'act ion de GL2(QP) fait de H I (K •p 

1 (M))L et H RI 

C (K •p 
1 (M) )L 

des GL2(QP)-Banach unitaires qui sont admissibles ([24, Th.2.2.13]) 

Si i = 1, par [9, Lern.2.2.1] ou [24, Prop.4.3.9], l 'application naturelle de la coho-

mologie à support compact vers la cohomologie : 

(7) H i 

c 
ww P 

1 ( M ) ) ww 
cn, 

fl K ;w 
1 ( M ) ) 

est surjective et on note M son noyau. Il est encore muni des actions induites de 

G a l ( Q / Q ) , GL2(QP) et T. Ce noyau admet une description explicite simple que nous 

donnons maintenant. 

Si Kf est un sous-groupe ouvert compact quelconque de G L 2 ( A / ) , rappelons que 

l'ensemble des pointes de la courbe modulaire Y(Kf) admet la description adélique : 

C(Kf) 
déf 

G L 2 ( Q ) \ ( P 1 ( Q ) x Tro x GL2(Af))/Kf ^ T ( Q ) + N ( A / ) \ G L 2 ( A / ) / K / 

où T ( Q ) + est le sous-groupe de T ( Q ) des matrices diagonales de déterminant positif 

et 7TQ le groupe des composantes connexes de GL2(R) . Passant à la limite projective 

sur Kf, on obtient la description suivante de l'ensembre profini C 
déf 

lim 
K.F 

C(Kf) : 

(8) C — > T ( Q ) + N ( A / ) \ G L 2 ( A / ) — ( ± N ( Z ) ) \ G L 2 ( Z ) . 

L'application « déterminant » induit une suriection : 

(9) C I 
X 

> 0 
m f 

x z 
X 

qui s'identifie à la limite projective de la surjection C(Kf) —> no(Y(Kf)) envoyant 

une pointe vers la composante connexe qui la contient. Comme T ( A f ) normalise 
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T(Q)+N(A/) , la multiplication à gauche par T ( A / ) induit (via (8)) une action de 

T ( A / ) sur C. On définit un homomorphisme Gal(Q/Q) -» T ( A / ) par : 

G 
cyclo a 0 

0 <x 

où <r G Gal(Q/Q) et cyclo : Gal(Q/Q) —» Zx est le caractère cyclotomique adélique. 

Cet homomorphisme et l'action de T ( A / ) sur C induisent une action de Gal(Q/Q) sur 

C qui s'identifie à la limite projective de l'action naturelle de Gal(Q/Q) sur C(Kf). 
On note ww 0,1c (C .Zp) (resp. ^ 0,1c (ZX,ZP)) l'espace des fonctions de C (resp. 

de Zx) dans Z„ qui sont continues en les variables r>adiques et localement 

constantes en les autres. L'action à droite de GL2(A/) sur C fait de fé7 0,1c w<^wxx une 
GL2 (A/^représentation. Via (9), <x >0,lc Zx zp s'identifie à un sous-Zp-module 

invariant de w< 0,1c <n; zp et on pose : 

i f 
D,lc C ;xtt déf tt 0,1c ̂ ^w zp if 0,1c (Z zp 

C'est un Zp-module sans torsion muni des actions de T ( A / ) et Gal(Q/Q) induites par 

leurs actions sur ^ùù .0,1c [C zp (elles-mêmes déduites de l'action de T ( A / ) sur C)<wp^^. 
actions commutent avec celle de GL2(A/) . 

Proposition 3.1.1. — Le Zp-module M muni des actions de Gal(Q/Q), de GL2(Qp) 

et de T est isomorphe au sous-Zp-module 0,1c [C, Zp K P (M) de <x 0,1c 
(c Zp muni 

des actions induites ci-dessus de Gal(Q/Q) et GL2 wwet et ou l action de Te (resp. 

Se) pour i Mp est Vaction de la double classe GL2(Z¿) £ 
0 

0 
1 

GL2 Z / (resp. 

GL2(Ze) e 
0 

0 
w< 

GL2 m ) dans l'algèbre de Hecke de GL2 ^w<< dans GL2 ip^^ 

Démonstration. — C'est un résultat bien connu, qui s'obtient par exemple en passant 
à la limite projective sur n dans la suite exacte (1) de [9, §2.1]. Pour la comparaison 
de l'action classique de T sur M avec l'action de l'algèbre de Hecke (en les premiers 

L ILM) = 1) sur <x 
0,1c (C,Zp K P 

1 (M) cf. la preuve de [24, Prop.4.4.2]. 

Il va être nécessaire de décrire explicitement l'action de T sur xww 
-0.1c 

ww< Zp K P 
1 (M) 

Si a G Z Mp 
x on note ap G Z 

m 
X l'image de a par la projection naturelle Z 

Mp —» z X 
p 

et à G <x X un élément quelconque de Zx qui s'envoie sur a par la projection na
turelle m x <x m X 

Mp' 
Comme l'action de T(Af) sur << 0,1c C Zp commute avec l'ac

tion de GL2(Af), elle préserve le sous-module xx 0,1c (C, Zp K P 
1 (M) Nous allons utiliser 

cette action de T (A/) pour définir deux actions de 1 X 
Mp sur wwx 0,1c (C > ^p K 1 (M) Pour 

a G <x 
gb 

<< x if 0,1c <x Zp <x <x 
1 
(M) et ê e C , posons : 

(<a>i/X¿) 
déf 

ap f 
Â-1 

0 
0 

1 
c 
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(ici ap agit simplement par la multiplication par ap E Z 
•p 
X et : 

{(«hf№ 
déf 

/ 
1 
o 

0 
â-1 c 

Ces actions sont bien définies indépendamment du choix du relevé â, ce que l'on peut 

vérifier en utilisant l'identification : 

(10) w< -0,1c ( C , Z P K P 
1 

(M) <x 0 [C/K î ( M ) , Z p ) , 

où le module de droite est le module des fonctions continues sur C K p 
î 

( M ) 

T ( Q ) + N ( A / ) \ G L 2 ( A / ) / Ä wx 
1 

( M l à valeurs dans Zp. Chacune de ces actions préserve 

le sous-module i ? 
0,1c ( Z X , Z P K m î 

(M) de i f •0,1c <ct 1p K î 
(M) et induit donc une action 

(notée de la même manière) de Z X 
'Mp sur <x 

0,1c ̂ tt^$ cw< ̂ ^ 
î 

(M) 

Lemme 3.1.2. Si £ ne divise pas Mp, l'action de Tp (resp. de £Sp) sur 

xw^^ 
0.1c ^)x1®x2 K P 

1 
(M) donnée par (£)i + (f)2 (resp. par (£)\\£)2)-

Démonstration. — C'est un calcul facile en utilisant (10) et la description adélique 

de C donnée par (8) . 

Corollaire 3.1.3. — Le module de Hecke M est Eisenstein. 

Démonstration. — Soit L une extension finie de Qp dans Qp et À un système de 

valeurs propres de Hecke tel que M a 
L 

^^ 0 Par la proposition 3 . 1 . 1 , on peut transférer 

les deux actions ( ) i et ()2 de Z Mp 
x sur mp 0,1c 

(C. ^ùù K P (M) en actions sur M , et donc 

sur M ®zp L. Ces actions préservent M£ ^ 0 et, par le lemme 3.1.2, vérifient les 

égalités : 

(n ) (f)l + (t)2 = A ( ï i ) , ^)x^$1®x2)(QP)lp^d. 

Les automorphismes (£)i (i = 1, 2) de M •A 
L satisfont donc ^mù wx ̂$ w< (1) i 

^^ £\ (St) ww 0. 

Quit te à agrandir L , on peut factoriser ces équations quadratiques sur L (pour tout 

£), et conclure que M A contient un sous-espace non-nul sur lequel i et 2 agissent 

par un caractère de Z X 
Mp' 

De plus, ces caractères sont forcément continus car tel est 

le cas des automorphismes <i and 2 Par ( H ) le système de valeurs propres est 

bien Eisenstein. 

3.2. On définit le GL2(QP)-Banach p-adique Hp(f) associé à une forme modu

laire / . 

Pour tout k > 2 et tout ( M , r) comme au §3.1, on note -H/ k-2 le système local sur 

Y i ( M ; p r ) associé à la représentation Sym k-2 
m \2 

P d e G L 2 (Q) et on pose : 

H i ̂ ^ùm p 
1 

( M ) ip 
^c 2 

déf 
lim H 

R 

^)x1®x2)(QP %-2 

H 1 
c 

<<xù p 
1 ( M ) n-2 

déf 
lim 

s 

H w 
3 

(f)l + (t)2 = o^ùm 
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Ces espaces sont naturellement munis d'actions de G a l ( Q / Q ) , G L ^ Q p ) et T qui com

mutent entre elles. De plus, l 'action de GL2(Qp) est lisse. Par [24, §4.3], pour toute 

extension finie L de Qp, on a une injection commutant à GL2(QP) et T : 

(12) (Sym k-2 L 2 , V 
w< H î 

* 
<^$ p 

1 ( M ) n-2 H :1 
* 
^^$ p 

1 ( M ) ) Li 

(où * G {0,c}} dont l ' image est exactement le sous-espace de H î p^m p 
1 

( M ) ) L des 

vecteurs (Sym k-2 L 2 V •localement algébriques. 

Soit / une forme modulaire parabolique normalisée de poids k > 2 , niveau N et 

caractère \ : (Z N2 ^ù wc m 
X 

définie sur une extension finie L de Qp dans cww On 

suppose / vecteur propre des opérateurs de Hecke Te pour £ \ N et on note ae G L la 

valeur propre associée. Si iV = Mp r (r > 0 (M,p xw D on a par Eichler-Shimura un 

isomorphisme G a l ( Q / Q ) - et GL2(Qp)-équivariant : 

(13) (f)l + (t)2 =(f)l + (t)2 = P 
( / ) 

K •P 
1 

(M) 
H î ^^ P 

1 ( M ) ww^m ̂ mm 

où * € { 0 , c } et où le L-espace vectoriel non-nul 7rp ( / ) 
P 
1 

(M) est de dimension 1 

exactement lorsque / est nouvelle en M. Combinant (13) et (12), on obtient une 

injection compatible aux actions de G a l ( Q / Q ) et G L ^ Q p ) : 

(14) << w<< L ((Sym k-2 L 2 V 
L 7Tp ( / ) <c 7T w< <x <c P 

î 
(M) 

H Q 
* 

^^ 
l 

( M ) ) 

Supposons << nouvelle en M notons 7T P f l 'adhérence dans H î 
c 

-p 
Ü 

( M ) B de la 

représentation localement algébrique S y m k-2 <dd 2 V L 7Tp <v via un plongement issu 

de (14) (c'est indépendant du plongement) et posons : 

Hp( / ) 
déf 

Hom Gai (Q, Q) 
a [f H î 

c 
xw^ù xw 

î 
( M L 

que l'on munit de l 'action de G L 2 (Qp) induite par l 'action sur H î 
c (K P 

1 
( M ) L Les 

deux L-espaces vectoriels 7T V f et n 
p / sont des GL2(QP) Banach unitaires ad

missibles et on a une immersion fermée GL2(Qp)-équivariante 7?p(/) <-+ n p ( / ) . Il 

n'est pas difficile de vérifier que np f est aussi l 'adhérence de (Sym h-9. L 2 v 
L TTp w< 

^mù$ xw 1 
1 ( M ) L [9, Prop.2.2.3] Montrer que la composante a f -isotypique de 

H î wo 'P 
1 (M))L redonne encore n ( / ) requiert quelques préliminaires. 

Lemme 3.2.1. — L'ensemble des nombres premiers £ ne divisant pas Mp tels que 

l'image de Prob^ par a(f) est scalaire est de densité nulle. 

Démonstration. — Si q^^ désigne l'ensemble de tous les nombres premiers et S? ç w< 

un sous-ensemble quelconque, rappelons que la densité de ^n^$ (lorsqu'elle existe) est 

par définition : 

d (y) 
déf 

lim 
X—»-+CO 

# t e ww^ù ̂^ x 

£ G e^^$ £ < x 
< 1. 

Soit a(f) o : G a l ( Q / Q ) - G L 2 ( ^ L ) un ^ - r é s e a u stable par G a l ( Q / Q ) dans o~(f) et 
xww (resp. ^ n pour n G Z>o) l 'ensemble des nombres premiers £ ne divisant pas Mp 
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tels que l'image de Frob^ par <7 ( / ) (resp. a <$ù n bn ^ùm pn GL est scalaire. Notons 
Gn P G L 2 [0L pn x<< l'image de Gal(Q/Q) par la représentation projective : 

Gal(Q/Q) »(/)° GL2 (0L) GL2 {0L xx x PGL2 (iWQ) ^^$ (iWQ) 

et Kn C Q l'extension galoisienne finie de Q telle que Gai (iWQ) (iWQ) Gn. Le théorème 
de Cebotarev (voir e.g. [46, §2.1]) applique a 1 extension Kn Q implique que d 
existe et vaut : 

d(yn) <w< 
1 

# G a l ( i W Q ) 
^^$ 

1 

#Gn 

Or, par [39, Th.4.3], l'image de Gal(Q/Q) dans P G L 2 ( ^ L ) donnée par la représen
tation a(f)° « proiectivisée » est infinie, donc le cardinal de Gn tend vers +oo avecw<^ 
n, d'où : 

(15) lim d(yn) = 0. 
(iWQ)w< 

Mais pour tout n, on a : 

0 lim sup 
X—>+oo 

# {£ G y \£ < X 
#• £e @> £ < x 

< lim sup 
X—>-f oo 

#{£ e yn £<x 

# £e & £<x 
(iW^^Q) 

d'où avec (15) en faisant n ^^ -hoo : 

lim sup 
£—•+00 

# 

# 

£ey 

£e& 

£ < x 
£ < x 

= 0 = lim 
£—•+00 

# (iW^^Q) (idWQ) 

# (iW^^Q) 1<X 
o^^ d(y) 

ce qui achève la preuve. 

Si y est un ensemble de nombres premiers ne divisant pas Mp et X un module de 
Hecke, on note : 

X ^^ 
L 

^^ déf 
x e x ^^ L V£e y Tix = aux, Sex = £x{£)x 

Lemme 3.2.2. — Soit y un ensemble de nombres premiers ne divisant pas Mp de 
densité 1, les injections H 1 

c 
^^ ^^ 

1 
(M)) ^^ 

L H ;1 
c 

{K 
•1 

(M) w< 
L et H 1 K •p 

1 (M) ) < 
L 

f 

H 1 (K 'P 
1 ( M ) ) 0 

L sont des isomorphismes. 

Démonstration. — Notons (H 1 
c 

cww 'P 
n 

[M)) ^xw ̂̂  ww w déf 
(H :1 

c 
^^ p 

1 
(M)) ^^ GL 

H 1 
c 

p 
D 

( M ) ) ^^ 
^^ 

^^ et soit x = (xn) G (H 1 
Lc 

^^ •p 
1 ;M)) w GL w J où : 

xn G i f l 
c 

w< p 
1 ( M ) GL (iW 0L. 

déf lim 
ii 

H 1 
c (ri(M;pTO) xvv,;^$ $ $$ 

Il suffit de montrer que, V n, T^xn = ap^xn et 5 ^ n = £x(£)xn pour ^ premier ne 
divisant pas Mp. Soit m tel que #N G (Yi(M;pm), GLIp^GL), £ un nombre premier 
ne divisant pas Mp, £n un relevé de xn dans i f i (Yi(M;pm), ^ ) et (^)ïgn une suite de 
nombres premiers dans y telle que, dans le groupe de Galois de l'extension maximale 
de Q non-ramifiée en dehors de Mp, on ait Frob^ —> Frob^ quand i —» +00 (notons 
que cela implique £{ tend vers £ dans Z * ) . Une telle suite existe par le théorème 
de Cebotarev puisque y est de densité 1. Par les relations d'Eichler-Shimura (et la 
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structure galoisienne connue de H^(Y1(M;prn), ÛL)®L), on a alors aussi 7>. -> 7> et 

Sii —> comme endomorphismes de ( Y i ( M ; p m ) , En particulier, pour i > 0, 

on a T ^ x n = a ^ x n = a^xn et T ^ x n = Tgxn d 'où T^a:n = a^xn. De même pour i ^> 0, 

on a SV#n = £ixUi)xn = £x(£)xn et SVa;n = Sgxn d'où 5 ^ n = £x(£)xn. L a preuve 

pour i l i (K 
P 
1 ( M ) ) L est la même. 

Proposition 3.2.3. On a : 

Horn Gal(Q/Q) (<r(f),H i 
c 
xw P 

1 (M)) 0 
< 

nP(/) 

Démonstration. — Notons ^ l 'ensemble des nombres premiers ne divisant pas Mp 

tels que Frob^ n'est pas scalaire sur cr(f). Par le lemme 3.2.1, S? est de densité 1 

et par le lemme 3.2.2, il suffit de montrer l 'énoncé avec H i 
c 
<C p 

1 ( M l < 
< 

f au lieu de 

H i 
c (K p 

1 (M) f L Munissons np W de l 'action des opérateurs de Hecke induite par leur 

action sur H i 

ra 
(K xw 

i (M))L (qui commute avec celle de G a l ( Ô / Q ) ) . Il suffit de montrer 

que, pour tout x G C V et tout i € y , on a W x = a¿x et Se(x) ww i >fc-2 x(£)x. On 

a une injection canonique Galois- et Hecke-équi variant e : 

a (f) 6L np ( / ) H •1 
c B p 

1 (M)h 
V (g) X x(v) 

(l'injection résultant de l 'irréductibilité de cr( / ) ) . Soit {v,x) G o~(f) x ü p ( / ) , les 

relations d'Eichler-Shimura Frob - 2 

W Tt o Prob - i 

W + iSi W 0 (encore valables sur 

H 
c 

(K p 

n ( M ) ) par passage à la limite sur les relations à niveau fini) et les propriétés de 

°(f) Gal(Q,/Q,) impliquent l 'égalité : 

- P r o b 
- i 

£ W (Tt - at)(x) + V ® USi- i fe-i 
X (*))(*) C 0 

dans cr(f) 0 L np(/) pour tout v G o~(f) et tout x G np(/). C o m m e Prob^ n'est pas 

scalaire sur cr( / ) , en fixant x et en faisant varier v dans cr( / ) , on en déduit aisément 

(Te - ae)(x) = 0 et (Se - ^ "2x( l ) ) (x ) = 0. 

Proposition 3.2.4. — On a : 

I L , ( / ) ^ H o m Gal(Q/Q) í<rm,Jff1ílñ,ÍM))í)^Hom Gal(Q/Q) io{f),H\Kl{M))L). 

Démonstration. — L'isomorphisme de gauche se prouve exactement comme celui de 

la proposition 3.2.3 grâce aux lemmes 3.2.1 et 3.2.2. Il suffit donc de montrer que 

l 'application naturelle : 

de) 
Hom Gal(Q/Q) (*(/) (H 

1 
c C 'P 

1 W h ) W f Hom Gai (Q/Q) 
G W (H 

1 K p 
i (M))L f 

est un i somorphisms Notons 6L 
d é f W C 0 L et i XW l 'idéal engendré par Te-ae 

et Si- n k-2 
X {£) L a surjection (7) induit une suite exacte : 

<N?/§§¨£ H i 

c 
<< p 

i [M))L H 1 F p 
1 ( M ) ) xw • 0. 
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En appliquant le functeur HoniT^ ( w j , - : on obtient une suite exacte : 

0 - {ML)f — <<<Hl{K{{M))L)i w<- (H\K*(M))Ly 

—> Ext} (TffJI,ML). 

On a (M^y = 0 par le corollaire 3.1.3 car / est parabolique, d'où une suite exacte : 

0 — s(){l{K{{M))Hl{K{{M))Ly^{H\Kl{M))Ly^^xt\eL{TeJI,ML), 

qui induit une nouvelle suite exacte : 

0 — HomGalfô/OÎ (*(/) , {Hl{K{{M))Ly) 

-> HomGa](Q/Q<) (a{fUH\w<^^{M))Ly) 

• HomGalçQ/,Q (a( / ) ,Ext 1 
cwvw (TVL// ,ML)) 

Par la proposition 3.1.1, Faction de Gal(Q/Q) sur ML se factorise par Gal(Q/Q)ab 

et il en est donc de même de l'action de Gal(Q/Q) sur Extjff (T^L/I,ML). Comme 

a(f) est une Gal(Q/Q)-représentation absolument irréductible, on en déduit : 

Horn Gal(Q/Q) (*(/), Ext .1 
'T0h ( T ^ / / , M L ) ) = 0 

d'où l'isomorphisme recherché. 

3.3. — On énonce la conjecture de compatibilite local-global 1.1.1 de lintroduction 
On fixe une forme modulaire comme au §3.2 avec / nouvelle sur Ti(Mpr) et or 

suppose de plus que nJf) est une série principale de sorte que l'on peut écrire : 

(Symfc-2L2)V0L7rp(/) = ìnd 
GL2(QP) 

MQP) Kl ® X2, 
lp,<k-2 

°ù Xi ® X2 G T(L) est de poids classique k, \2 est localement constant et 

X1X2 = ^2-AXp1 (Xp est la composante locale en p de x vu comme caractère 

de A£) . On pose o~p(f) d= o~(f) lGai(Q^/Qp)- Dans ce cas> Par [40] crp(f) devient 

cristalline sur l'extension abélienne totalement ramifiée Qp(Cpr)- On suppose enfin 

crp(/) réductible ou, ce qui est équivalent quitte à modifier x i et X2 en utilisant 

l'entrelacement sur les induites lisses, val(x2(p)) = fc — 1 et val(xi(p)) = 1 — k. On 

pose 771 
H4f 

Xi l-k sk-2 << 
déf 

X2 k-l 2-k et on a comme au §2.3 : 

*P(/) * 
Xi 

Il — -fc £k-2 

0 X2 

<< 
k-l £l-k w< 

m 

0 

* 

me 

La nullité ou non de * (rappelons que si * est non-nul, il n'y a qu'une seule extension 

possible) est liée au paramètre de la filtration de Hodge sur le ^-module filtré Dp(f) =f 
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DPCRIS(&P(f))' O n montre en effet facilement (cf. [31]) : 

Dp(f) = Le1 0 Le2 

¥>(ei) = X2(p)ei 

l{K{{M))Ly^{ fc-I Xi(p)e2 

F i l ^ P ( / ) Q p ( c P 0 = Dp(f)Qp(<pr),i<0 

Fil1 DJf)Qn(rr) = Qp(CpO (8)Qo L • (ei + <foe2), 1 < i < fc - 1 

Fi l^p(/ )Qp(Cpr) w<= 0, i > k 

où J5p(/)Qp(cPr) =f Qp(CP0 ®QP A>(/)> a ^ (Qp(CpO ®QP ^ ) x ne dépend que des 

caractères Xizk~2 et X2 et 5 G { 0 , 1 } est le « paramètre » de la filtration de Hodge. 

Il y a aussi une action de Gal(Qp(CPR)/Qp) sur Dp(f) préservant Fil*5-1 Dp(f)qp(çpr) 

que l'on ne donne pas ici (voir [31]). O n voit que crp(f) est scindée si et seulement si 

ô = 0. 

Proposition 3.3.1. — On a un isomorphisme topologique GL2(QP)-équivariant : 

Qp(CpO (8)Qo L • (Ind 
$*dww 
'B(Qp) 

x<^mù se* 

En particulier 7rp(f) est topologiquement irréductible et s'identifie au complété de 

(Symfc-2L2)V (g) 7TP(/) par rapport à un (quelconque) â^-réseau de type fini sur 

GL[GL2(QP)]. 

Démonstration. — L a deuxième partie de l 'énoncé, c'est-à-dire la description et les 

propriétés du complété de (Symfc_2L2)v ®£, irp(f) par rapport à un ^ - r é s e a u de 

type fini stable par GL2(QP) , est le contenu de la proposition 2.2.1. L a première 

résulte du fait que tous les ^ - r é s e a u x stables par GL2(QP) dans (Symfe-2L2)V®L 

7TP(/), et en particulier celui induit par l 'intersection avec i f ^ l f f ( M ) ) , induisent 

des normes équivalentes, ce qui découle facilement de la deuxième partie (voir e.g. 

[3],Cor.5.4.4). 

Par ailleurs, on a associé au §2.3 à la représentation réductible crp(f) un 

GL2(QP)-Banach unitaire B(aJf)) de longueur 2, extension de (ind 
GL2(QP) 

w<^ùm 7i e <8> me 
vwx 

par 7Tp(/) et scindé (comme représentation topologique de GL2(QP) ) si et seulement 

si ap(f) l'est (comme représentation de Gal(Qp/w<Qp)).^^$ 

Conjecture 3.3.2. — L'immersion fermée 7rp(/) ^ n p ( / ) se prolonge en un isomor

phisme topologique GL2(QP)-équivariant< : 

B(ap(f))^Ups^^$(f)*^^ 

Cet te conjecture, dont nous montrons une version faible dans la suite, doit être vue 

comme une compatibili té local-global dans le cadre d'une « correspondance de Lan

glands p-adique ». En effet, elle affirme que la représentation de GL2(QP) induite par 

la théorie globale (la représentation n p ( / ) ) est une représentation locale « au sens de 

ASTÉRISQUE 331 



REPRÉSENTATIONS ORDINAIRES DE GL2(QP) ET COMPATIBILITÉ 279 

Fontaine » (la représentation B(ap(f)). Comme dans le cas semi-stable ([8],[9],[18]), 

la composante a ( / ) - i so typique du Banach H I { K \ { M ) ) S L ^ S devrait donc contenir une 

information exactement « équivalente » à la donnée de <rp(/), ou de son module filtré. 

Lorsque crp(f) est scindée, nous verrons que le deuxième morceau qui apparaît 

dans n p ( / ) , à savoir le GL2(QP)-Banach ( l n d B ^ ^ p r\\e (g) T72£_s1) , est une mani

festation de l 'existence dans ce cas d'une forme modulaire surconvergente compagnon 

de la forme classique / . Sa réduction modulo p est d'ailleurs exactement une forme 

compagnon de / au sens de Serre ([33], [37], [29]). 

4. Formes compagnons surconvergentes 

On montre que, lorsque / est une forme ordinaire en p (et donc en particulier 

comme au §3.3), la représentation crp(f) est scindée si et seulement si une certaine 

forme modulaire de pente k — 1 associée à / est de la forme 6k~1(g) où g est une 

forme surconvergente ordinaire de poids 2 — k (théorème 1.1.3 de l ' introduction). 

4.1. — On rappelle brièvement l 'interprétation en termes de théorie des représenta

tions des notions classiques de « pente finie » et de « valeur propre de Up ». 

Supposons que / est une forme nouvelle comme au §3.3, et donc que 7rp(f) est une 

série principale. Avec les notations du §3.3, rappelons que l'on a : 

% ( / ) = ( I < Q T * ^ _ 2 ^ ) 1 C -

L a forme nouvelle / est de pente finie si et seulement si l 'un au moins des caractères 

Xizk~2 ou X2 est non-ramifié. Si les deux sont non-ramifiés, alors / est de conducteur 

premier à p et est vecteur propre de Tp de polynôme de Hecke en p X2 — (xi (p)pk~1 + 

X2(p))X + x(p)ph~1 (utiliser X1X2 = Xp1 et XP{p)~l = X(P))- L a forme / donne alors 

lieu à deux formes « p-stabilisées » vieilles en p, de pente finie et vecteurs propres de Up 

pour les valeurs propres ap d= X2(p) et (3P d= pk~1Xi(p)- ? a r exemple, f(z) — (3pf(pz) 

est la vieille forme de valeur propre ap (et de pente k — 1 ) . 

Si un seul des deux caractères Xizk~2 ou X2 est non-ramifié, quitte à appliquer 

un entrelacement comme au §3.3 si nécessaire, on peut supposer que Xizk~2 est non-

ramifié. Dans ce cas, p divise le conducteur de f et f est vecteur propre de Up, de 

valeur propre pk ~1 x 1 {p) • 

Soit xo la p-partie de x (un caractère de (Z/prZ)x) et notons / la forme nouvelle 

attachée à la forme modulaire tordue / 0 X^"1 (qui n'est pas nouvelle, cf. ci-dessous). 

Alors , on a : 

np(f) « ( l n d ^ ) X l . f c - 2 X o ® X 2 X o ) 1 C = ( l n d ^ ) X 2 | | X o ® X i ^ - 2 
I 1-1 \l° 
II Xo) 

(où l'on a étendu xo en un caractère de en posant Xo(p) = ! ) • Le caractère X2 | | Xo 

étant non-ramifié, la discussion précédente montre que / est de pente finie ( = k — 1) 

pour la valeur propre X2{p) de Up (il est alors clair que / 7̂  / 0 xô"1 puisque cette 
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dernière forme est annulée par Un). Dans la suite, nous utiliserons la formule bien 

connue pour / : 

m = (f\WPR)(z) 
déf 

(Ncz + prd)kf 
f praz -h b 

KNcz+prcxxd 

OÙ WPR déf PR A 

V Ne 
b 

vrd 
avec a, 6, c, d G Z, ò = 1 mod pr,a = 1 mod M et prab—Mcd = 1 

(on vérifie cette formule par un calcul adélique, on peut aussi utiliser les formules 
explicites de [30, §6] par exemple). 

4.2. — On donne quelques préliminaires sur la connexion de Gauss-Manin pour les 
courbes modulaires et l'opérateur 0k~x (voir [13] et le début de [12] par exemple). 

Dans tout ce qui suit, on utilise sans commentaire le fait que la cohomologie d'un 
faisceau cohérent sur un schéma propre X sur Qp est la même que celle du faisceau 
« image inverse » sur la variété rigide analytique déduite de X (GAGA rigide). 

On fixe d'abord un entier N > 4 et on note n : E —» Xi(N) la courbe elliptique 
généralisée universelle au-dessus de la courbe modulaire usuelle Xi(N) (associée au 
groupe de congruence Ti(N)) propre sur le corps (QL, C C Xi(N) le sous-schéma 

fermé des pointes, C déf 7T -1 C) LU 
déf 7T* )1 

'E/XX{N) x(logC) et : 

fx<<^^ 
vc;,m^ù 

déf 
Sym fe-2 Qp(CQp(CpO (8)Qo L • pO (8)w<Q 

Qp(CpO (8)Qo L • (ei Qp(CpO (8)Qo L • 
(avec J% = &x1(N))' Rappelons que le faisceau u est inversible sur Xi(N), le faisceau 

R17r*Q,E/Xi(Nj(logC) localement libre de rang 2 et le faisceau Mk-2 localement libre 

de rang k — 1. On a de plus une filtration canonique décroissante ( F i P - 2 ) i e z sur 

J4?k-2 par des sous-ûxx(N)-modules Y\\lMk-2 localement facteurs directs (la filtration 
de Hodge) tels que : 

F i P ^ _ 2 = M<<<-2, i < 0 

FiP j££_o localement libre de rang k — 1 — i. 1 < i < k — 2 

F iP j^_2 = 0, i > w<<k- 1. 

Cette filtration se détermine à partir de F i l 1 ^ = u et FiP • FiP = FiP+j J#?.+s 
pour 0 < i < r et 0 < j < s. On a donc Filfc~2 Ji?k-2 = wk~2 et, plus généralement, on 
montre que, pour 0 < i < k — 2, gvlMk-2 — u>2*_fc+2. La connexion de Gauss-Manin 
s'étend en un complexe de de Rham logarithmique : 

Jtk-2 «( log; ytk-2 Qp(CpO (8)Qo L • ( $n< 
:^)/Qp 

(logC) 

et vérifie la transversalité de Griffiths, i.e. définit des sous-complexes pour i G Z : 

FiP <ffik-2 Fil 7.-1 T£k-2 ^mùù nXi(JV)/Q, (logC). 

De plus, elle induit des isomorphismes sur les gradués pour 0 < i < k — 2 : 

(17) LU' 2i-k+2 
^^ 

2i-k 
<^X1(N) 

$^^ 
(N)/QP (logC) 

ASTÉRISQUE 331 



REPRESENTATIONS ORDINAIRES DE GL2(QP) ET COMPATIBILITE 281 

(si k = 2i, il s'agit simplement de l'isomorphisme de Kodaira-Spencer ou2 ~ 
p ù 

ùp^mùù (logC)) Si l'on note F i r e 1 ( X i ( 7 V ) , ^ _ 2 0 ^'(log)) le groupe de coho-

mologie : 

m1(x1{N),wvùi^2xww FU*w"1 %-2 w®ÛXL(N) 
ù 
ux XN)/QP (logC) 

on vérifie par un calcul cohomologique évident à partir de (17) que Ion a une 
injection F i l ^XiCf tO . JTfc -a ® ft(log)) ^ m1(X1(N),J^t-2 ® fi'(log)), que 
FiliM1(^"i(-^),^fc-2 <8> îî'(log)) est constant si 1 < i < k - 1 et que : 

Filfc-1H1 (Xi(iV) x<<< )îï'(logV p^p Fil^XiCftO.JTfc-a 
1(x1{N),vùi^2 

T — 9 
i^mùù ,1 

C*i :*o/Q* (logC)) 

- H ^ T V ) , ^ ) 

(via Kodaira-Spencer). Rappelons enfin que l'application composée : 

V : Fil1 3^ ^k-2 ^k-2 Q1 (logC) (<^fc-2, Fil fc-2 ̂^p$$ )Sll(\ogC) 

est un isomorphisme (utiliser (17)) qui induit un morphisme Qp-linéaire canonique de 
faisceaux sur X\(N) : 

a; 
^mùùù 

* g r ° ^ - 2 Fi] k-2 
^k-2®^lXl{N)/Qp (\ogC)~uùùk 

s V(s-^-\V{s^^$s)))$ùù 

où s est un relevé quelconque de s dans1(x1{N),vùi^21(x1{N),vùi^2 et V(s) l'image de V(s) dans 

(^fc-2 Fi l fe-2^_2 ù^ùù 
W/QP (logC) Si U C Xi(N) est un ouvert connexe 

quelconque de la variété rigide associée à Xi(N) et contenant la pointe à l'in

fini, l'application induite H°(U<u;2-k) -> H°(U,ujk) s'identifie à (-Dfe 
k\ 

gk-i sur les 
ç-développements où 6 est l'opérateur q(d/dq) sur Qp[[#]] (voir [12, §9] pour plus de 
détails). Par abus de notation, pour tout ouvert rigide U C X\(N) (pas forcément 
connexe) on note encore 6k~x : H°(U,uj2~k) —» H°(U,ujk) l'application précédente 
multipliée par k\(—l)k. 

Lemme 4.2.1. — Soit U un ouvert quasi-Stein de Xi(N) vue comme variété rigide 
sur Qv. L'injection : 

H°(U,ujk) ~ H°(U,uk-2 ® f î^ logC)) ^ H°(U,^mù$M-2®nl(\ogC)) 

induit un isomorphisme : 

H°{ss^^U,wk) 

Qk-l (H°(U,$u;2-k)) 

HQ(U,M-2®$$Sl\\ogC)) 

v ( f r ° ( t / , ^ _ 2 ) ) 

M1 J7,J^_$$2®îî'(log)) 

Démonstration. — Le deuxième isomorphisme résulte du fait que Hq(U,<^m= 0w<pour 
tout q > 0 et tout faisceau cohérent ^ sur U. On a une suite exacte de faisceaux sur 
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Xi(N) (avec les notations ci-dessus) w< 

0 g r ° ^ - 2 

5 
<7?k-2 F i l 1 ^ ^ 0 

s — é 1 V(sV 

t 1(x1{N),vùi^2 

qui s inscrit dans une suite exacte de complexes de faisceaux : 

0 gr°^-2 
bnw<^$$ 
1(x1{N),vùi 

ek-1(HQ(u^- 0 
(-Dk, 

k> 
ak-l V <^ll 

n Fi\k-2Jfk-2®til(\ogC) ek-1(HQ(u^-k)) 
^$w< 
Filfc-2̂ fc_2 

p^w$ùcw 0. 

Le M1 du complexe de gauche s'identifie à H0(U,ujk) 
ek-1(HQ(u^-k)) 

car U est quasi-Stein. 
La suite exacte longue de cohomologie associée donne alors le résultat puisque la 
cohomologie du complexe de droite est nulle. • 

Soit maintenant un entier N tel que 1 < N < 4. La discussion précédente ne 
s'applique pas telle quel car la courbe X\{N) n'est plus un espace de modules fin. 
Nous suivons dans ce cas la méthode décrite dans l'appendice de [10]. On choisit un 
nombre premier q > 2, q \ Np et on considère la courbe modulaire Xi(N\ q) associée 
au sous-groupe de congruence Ti(N) D T(q). Le choix de q est tel que cette courbe 
est maintenant un espace de modules fin pour le problème de modules paramétrant 
les courbes elliptiques E munies d'un point d'ordre exact N et d'un isomorphisme 
i : E[q] ^+ (Z/gZ)2. L'action de GL2(Z/çZ) sur l'ensemble des isomorphismes i 
induit une action de GL2(Z/gZ) sur Xi(N;q) dont le quotient est Xi(N). Comme 
Xi(N;q) est un espace de modules fin, la discussion précédente s'applique mutatis 
mutandis à Xi(N;q). De plus, tous les faisceaux et connexions en considération sont 
naturellement GL2(Z/çZ)-équivariants. En particulier, si on suppose dans l'analogue 
du lemme 4.2.1 pour X\(N;q) que l'ouvert quasi-Stein U est GL2(Z/çZ)-invariant, 
alors l'isomorphisme de ce lemme est aussi GL2(Z/çZ)-équivariant. 

4.3. — On montre le théorème 1.1.3 lorsque (N,p) = 1. 
On conserve les notations du §4.2 et on suppose ici de plus (N,p) — 1. On fixe / 

une forme modulaire comme au §3.3, de sorte que crp(f) est en particulier cristalline. 
Dans ce cas, \v est ê caractère non-ramifié de Q* envoyant p sur x(p)_1> X2 est non-

ramifié et on pose ap 
n,^$ 

X2ÌP), ßp 
déf 

P^Xiip). On a val(/3p) = 0, apßp = X(p)pk~1 
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et, d'après le §3.3 

Dp(f) = Lex®Le2 

(p(ei) = apei 

<p(e2) = PPe2 

Fil»2?p(/) = Dp{f), i < 0 

FiV DJf) = L(ex + 6e2), 1 < i < fc - 1 

FiVDpif) = 0, i > k 

avec S = 0 si et seulement si <Jp(f) est scindée. 
Supposons d'abord N > 4. Le (^-module filtré Dp(f) admet alors la description 

géométrique suivante (voir e.g. [29, §1]) : 

Dp(f) ~ (P1(Xi( iV),^_2®îî-( log))(8)QpL)/ 

FïfDJf) ~ № ( J Ï ) , w f c ) ® Q p L ) ; , l < i < k - l 
M1 (Wi,ek-1(HQ( 

(en se rappelant que / est nouvelle) où le Frobenius ip sur Dp(f) provient du Frobenius 
cristallin (p sur H 1 ( X i ( A ^ ) , ^ _ 2 ® îî'(log)). 

Soit ^ le modèle propre et lisse de Xi(N) sur ZP et soit Ae H0(& xZp Fp,cjp-1) 
l'invariant de Hasse. Rappelons que A s'annule à l'ordre 1 en chaque point supersin
gulier de 3£ x%p Fp (et ne s'annule pas aux autres points). Si x G Xi(N)(Qp), notons 
x la spécialisation de x dans ( x%p FP)(FP). Comme il est expliqué dans l'appendice 
de [10], pour chaque rj G avec p~x < rj < 1, on peut définir un ouvert rigide 
analytique quasi-Stein W(rj) de Xi(N) via : 

x G W(rf) <*\A(x)\ > r). 

Si p > 3, alors WXrç) C Xi(N) est l'ouvert rigide analytique des points fermés x de 
Xi(iV) vérifiant : 

x G W(t?) <S>|£p_i(x)| > 77 

où i£p_i G H°(Xi(N),ujp 1) est la série d'Eisenstein de poids p — 1 > 4 et niveau 1 
(voir [13, §1 et §2]). 

Soit W1 d= W(p-p^p+V). Comme Wx est quasi-Stein, on a : 

H ^ W ^ J ^ - a ® fi'(log)) = 
(JV))W*)M1 (Wi,ek-1(HQ((JV) 

V( f f ° (Wi , J^_2) ) 

et on a un diagramme commutatif : 

(18) 

H°(W1,wk) M1 (Wi,ek-1(HQ( ® 0' (log)) 

fl°№(JV))W*) ek-1(HQ(u^-k))(J)ek-1(HQ(u^-k)) 
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où les deux flèches verticales sont injectives (pour la deuxième, cela se déduit facile
ment de [2, Th.2.1 et Th.2.4]). Soit W2 d= Wip'1^^)s^^<<<$$$.^^otons E2 et E1 les 
courbes elliptiques généralisées universelles au-dessus de W2 et Wi, alors on dispose 
d'un diagramme commutatif (cf. [13, §2]) : 

(191 

E2 cxw Ex 

W2 <t> w$ 

qui induit par fonctorialité des applications « Probenius » : 

^ ^ ( ^ ^ ^ ( l o g C ) ) —• < < < p ^ $ ù m k < < < g C ) ) 

$ : H 1 ( W 1 , ^ _ 2 0 i T ( l o g ) ) —• M1(W2,^_20n - ( log)) . 

D'un point de vue « espaces de modules », l'application 4> • W2 —» W\ envoie (E, P) 
(où E est une courbe elliptique généralisée au-dessus d'un point de W2 et P un point 
rationnel sur E d'ordre « exact » N) sur (E/ca,n,P) où can C E est le sous-groupe 
canonique de E ([35, §3]) et P l'image de P dans le quotient E/c&n. 

Lemme 4.3.1. — Le diagramme : 

H H X i ( A a ^ - 2 ® f r ( l o g ) ) H W i , ^ - 2 ® f i - ( l o g ) ) <- H0(Wuuk-2®Sl1(logC)) 

<< $w 10 

e H X i ( A a ^ - 2 ® f r ( l o g ) ) ^ H^Wa^fc-a^íí- í log)) <- H\W2,uk~2 ® fi1 (log C)) 

est commutatif. 

Démonstration. — La commutation du carré de droite est évidente. Donnons l'essen
tiel des arguments pour montrer celle du carré de gauche. Pour alléger les notations, on 
note X d= Xi(N), & le modèle propre et lisse de X sur Zp, 3C son complété p-adique 
formel, X leur fibre spéciale sur Fp, Z C X l'ouvert des points ordinaires et Z C X 
le tube ]Z[jpde Z dans X au sens de [5, §1]. C'est un affinoïde de X. En considérant 

la courbe elliptique (généralisée) universelle au-dessus dex<<:on voit que le faisceau 
cohérent J ^ _ 2 sur la variété propre X provient d'un faisceau cohérent sur 3£, éva
luation sur l'épaississement X <̂-> 3£ d'un cristal é?k-2 sur le site cristallin (X/Fp)cris 
(plus précisément, il faut tenir compte de log-structures aux pointes et définir plutôt 
<§k-2 comme un log-cristal sur le site log-cristallin de X/¥p avec log-structure triviale 
sur Fp, mais pour alléger la rédaction, nous ignorons partout dans cette preuve ce 
point qui ne pose pas de problèmes). Le groupe M1(Xi(N), J^k-2 ® îî"(log)) n'est 
autre que H^Ti8(X, &k-2) 0 Qp. En fait, £k-2 est un F-cristal non dégénéré au sens 
de [5, §2.4.1] (utiliser le Frobenius sur la courbe elliptique universelle au-dessus de 
X) et induit, par restriction, un F-isocrystal surconvergent le long de X — Z que l'on 
note <§l_2 (voir [5, §2.3]). Pour 77 G pQ tel que p-V(p+i) < 77 < 1, soit Z(rj) C W2 
l'affinoïde de X dont les points fermés x sont tels que | A(x)\ > rj. On a Z(l) = Z et 
les (Z(r7))rî<i forment un système fondamental de voisinages stricts de Z dans X au 
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sens de [5, §1.2]. De plus, on a </>(Z(rj)) C Z{rf) C W2 pour 77 > p-VPtP+iJ. par [2, 
Th.2.4], les restrictions №l{Z{rj), Jfk-2 ® fî'(log)) Ul{Z{r)'),Mk-2 ® îî"(log)) sont 
des isomorphismes pour rj < rjf. Posons : 

M1 (Wi,ek-1(HQ( 
^Z(r7),e^fc_2 <8> 

déf 
lim 
rj<l 

M1(Z(r7),e^fc_2 <8> Îî"(l0g)) 

muni de son endomorphisme de Frobenius $ induit par les Frobenius </> : Z(rj) —> Z(rçp) 
(et les Frobenius sur les courbes elliptiques universelles). La commutation du carré de 
gauche revient donc à montrer que la restriction : 

H •i cris (X,S>k-2) cww H1 
•"rig 

(Z èk-2J 

commute aux Frobenius, mais ceci est évident car du cote cristallin comme du cote 
rigide, l'endomorphisme de Frobenius s'obtient par fonctorialité en calculant les deux 
cohomologies grâce à un complexe de de Rham double sur un recouvrement ouvert 
de 3C muni de relevés locaux du Frobenius. • 

Rappelons que toute section g G H°(Wi,uk) admet un ^-développement 
Yln^o an(g)(c)Qn G Qp ® Zp[[ç]] en chaque pointe c de W\ donné par l'évaluation de 
g en la courbe elliptique généralisée universelle au-dessus du complété formel de W± 
en la pointe c. 

Lemme 4.3.2. — Soit g G ff°(Xi(JV),o;fc-2 (g) î î ^ l o g C ) ) ~ ff°(Xi(JV),ci;fc) et no
tons cp(g) G M1 (Xi(iV), Jifk-2 ® fî'(log)) l'image de g par le Frobenius cristallin. 
Alors, <p(g) provient, via le diagramme (18), d'une section dans H°(Wi,ujk) dont le 
q-développement à l'infini est donné par : 

p^$ù 

n=0 
an(<p(g))(oo)qn = pk 1 

ùxww 

n=0 
an((p)g)(oo)qpn. 

En particulier, si (p)g = x(p)9> alors ip(g) est l'image de pk 1x(p)9(pz) 

Démonstration. — Par le lemme 4.3.1, il suffit de vérifier que, si g est une forme dans 
H°(Wi,uk~2 <g> fi1(logC)) et si l'on note g(oo)(q) le ^-développement de g à l'infini, 
alors </>(g) G H°(W2,ujk-2 ® fi^logC)) est tel que : 

H9)(oo)(q)=pk-1g((p)œ)(qp) 

(car ^n=oan{(p)9){°°)Qpn = Y,n=oan(g)((p)°o)qpn)- Pour cela, on évalue la section 
</>(g) sur la courbe de Tate (Gm/</Z,C/v) (avec son point d'ordre N) au-dessus du 
complété en la pointe à l'infini, ce qui donne, avec les notations (standard) de [29, 
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Prop.3.1.3(1)] et sachant que can(Gm/gz) = (Çp) : 

H9)(oo)(q] 
dq 

Q 

dt 

t 

k-2 
H9){&m/qZ,(N)(q) 

dq 

Q 

dt 

K t J 

k-2 

9(Gm/(ÇP,(?),ÇN)(q) 
dq 
w< 

(dt 

t 

k k-2 

Z(r7),e^fc_2 <8> Îî"(l dqP 
qP 

^$xw 

v> 

k-2 

Z(r7),e^fc_2 <8> Îî 
Z(r7),e^fc_2 <8> Îî" 

dq 

q 

(dt\ 

t 

k-2 

d'où le résultat. 

Rappelons que l'on a Q1"-1 : H°(Wuuj2-k) -» H°(Wuu>k) (cf. §4.2) et que 
f(z) - Ppf{pz) est de niveau Ti(Np) et vecteur propre de Up de valeur propre ap (cf. 
§4.1). 

Théorème 4.3.3. — Soit f une forme parabolique propre de poids k > 2 nou
velle pour le groupe Ti(N) avec (N,p) = 1 et telle que la représentation locale 
crp(f) est réductible. Si N > 4, alors o~p(f) est scindée si et seulement s'il existe 
g e H°(WULJ2-K) 0 L tel que f(z) - (3Pf(pz) = 0k-1{g) dans H°(Wuujk) 0 L. Si 
N < 4, soit q \ Mp un nombre premier suffisamment grand, alors (en travaillant 
avec Xi(N;q) au lieu de Xi(N), cf. §4-%) ap(f) est scindée si et seulement s'il 
existe g G H°(W1,u2-k)GL*W*z) 0 Q P L tel que f{z) - 0pf(pz) = 0k-l(g) dans 
jfO^^fcjGMZ/gZ) 0Qp L 

Démonstration. — La représentation <rp(f) est scindée si et seulement si, dans la 
description précédente de Dp(f), on a Filfc_1Dp(/) = Le\ et <p(ei) = ape\. Supposons 
d'abord N > 4. Dans la réalisation géométrique de DJf), cela est équivalent à : 

¥>(/) " <*PÎ = 0 

dans M1(X1(N),M.2 ® ft'(log)) 0 L, donc dans H1 (Wi, J^_2 0 îî'(log)) 0 L (car 
la restriction est injective). Par le Lemme 4.3.2 et le lemme 4.2.1 appliqué à l'ouvert 
quasi-Stein Wi, c'est aussi équivalent à : 

Pk-lx(p)f(pz) - $$$oP/(s) = 0 

dans (H°(W1,cjk)/ek-1(H°(Wuu>^^2-k)))^^ ®^^L soit finalement : 

f(z)-f3pf(pz)eOk-1(H0(W1,iv2-k)s<<^$®L)^$$. 

Supposons maintenant 1 < N < 4. Comme au §4.2, on fixe un nombre premier 
auxiliaire q > 2, q \ Np et on travaille avec la courbe Xi(N;q). Le w-module filtré 
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D„(f) admet alors la description géométrique suivante : 

DJf) ~ (M1 (Xi(N;q), J#k-2 ® fi'(log)) <8>Q L) 
/,GL2(Z/QZ) 

FIRR>P(/) ~ (H°(X1(N;q),wk)®Qp L) Z(r7),e^fc \ < i < k - \ 

Z(r7),e^fc_2 <8> Îî"(l 

(car le théorème de comparaison de [29] est fonctoriel pour l'action des auto
morphismes GL2(Z/gZ)). En travaillant avec X\{N;q) au lieu de Xi(N), on 
montre alors comme précédemment que crp{f) est scindée si et seulement s'il existe 

9 e H°(Wuu;2-k) ® L)( GL2(Z/qZ) tel que f(z) - (3pf(pz) = 0k-i (9) dans 

(H0(Wuuk)®L) x GL2(Z/qZ) 

4.4. — On montre le théorème 1.1.3 lorsque (iV,p) > 1. 
On conserve les notations et hypothèses du §4.3, à ceci près que l'on suppose 

maintenant N = Mpr avec (M,p) = 1 et r > 1. On fixe / une forme modulaire 
nouvelle comme au §3.3, de sorte que crp(f) devient cristalline sur QP((PR). Comme 
r > 0, / est vecteur propre de Up et on suppose de plus que / est de pente nulle, 
i.e. que la valuation p-adique de la valeur propre associée est 0. Rappelons que, dans 
ce cas, Xizk~2 es^ non-ramifié et Upf = pk~1Xi(p)f (cf- §4.1)- Si U est une variété 
(algébrique ou rigide) définie sur un corps et K une extension finie de ce corps, on 
note UK le changement de base à K. On note encore J ^ _ 2 0 Œ'(log) le changement 
de base à X\{N)K du complexe défini au §4.2. 

Soit Wr C Xi (M) l'ouvert rigide analytique des points fermés x de X\ (M) vérifiant 
\A(x)\ > _p-i/pr-2(p+i) (si r = 1 ou r = 2, on retrouve bien Wx et W2, cf. §4.3). 
Si E correspond à un point de Wr (en oubliant la structure de niveau en M) , on 

peut définir par récurrence E^ d= E et E^1^ =f E^/csn pour 0 < i < r — 1. 
On définit W\(pr) C Xi(Mpr) comme l'ouvert rigide de Xi(Mpr) des points fermés 
correspondants aux couples (E, QM, P) (où QM (resp. P) est un point rationnel sur E 
d'ordre exact M (resp. pr)) tels que (E1, QM) correspond à un point fermé de X±(M) 
qui est dans Wr et tels que l'image de pr~1~lP dans E^ engendre le sous-groupe 
canonique de E^ pour 0 < i < r — 1. 

Supposons d'abord M > 4 et notons &i{Mpr) le modèle propre, plat et régulier de 
Xi(Mpr)qp(ç r) sur ZP[(PR] construit dans [36] représentant le problème de modules 
( [r i (M)] , [baf.ri(pr)can]). Par [36, §13.12], la fibre spéciale de &i(Mpr) est réduite, 
union disjointe se coupant aux points supersinguliers de courbes d'Igusa sur ¥p. Il y 
a exactement deux composantes irréductibles isomorphes à Ig(Mpr) (courbes d'Igusa 
représentant le problème de modules (pTi(M)], [Ig(pr)]) sur Fp au sens de [36, §12]). 
On vérifie facilement que l'une d'entre elles, que l'on note Ig^ , contient l'image de 
Wi(pr)Qri(c R) par la flèche de spécialisation. On note Ig0 l'autre composante. 

Supposons de plus M suffisamment grand pour que Xi(Mpr) et les composantes 
irréductibles de la fibre spéciale de 3£\{MpT) soient de genre > 2. Soit K une extension 
finie de Qp(Cpr) sur laquelle X i (Mpr)# admet un modèle stable etp̂ ^w<<son corps 
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déf 
résiduel. On note X = XI(MPV)K1 3£ le changement de base de Zp[(pr] à ÛK de 
< f i ( M / ) et 3 £ le modèle régulier minimal (donc stable) de XK sur ÛK- Puisqu'il n'y 
a pas de contraction possible dans la fibre spéciale de 3C, on a un morphisme 3 £ —• 3 £ 
qui est une succession d'éclatements sur la fibre spéciale. On note encore I g ^ (resp. 
Ig0) l'unique composante irréductible de 3 £ x@K FK qui s'envoie bijectivement sur 
I g ^ x ¥K (resp. Ig0 x F k ) et W^ C X (resp. W0 C X) l'image inverse (i.e. le tube) 
de I g ^ (resp. Ig0) par la flèche de spécialisation via 2£. On note reSoo (resp. reso) la 
restriction M1(X,Jifk-2 ® îî'(log)) -+ m1(WOOJJlf}e-2 ® ^'(loê)) (resp. avec W0). 
Lemme 4.4.1. — Les groupes W{Woo, M-2 ® fi'(log)) et HA(W0, ̂ - 2 ® fi'(log)) 
sont naturellement munis d'une action des opérateurs de Hecke Ti et 5^ pour £ \ Mp 
qui commute avec celle sur №1(X,Jf?k-2 ® îî'(log)) via res^ et reso-

Démonstration. — Par unicité du modèle régulier minimal, les automorphismes (i) 
{£ \ Mp) de 2 £ s'étendent canoniquement en des automorphismes de 3 £ et de sa 
fibre spéciale qui préservent I g ^ et Ig0 (car tel est le cas sur la fibre spéciale de 3 £ ) . 
Ainsi, l'automorphisme (£) de X préserve et WQ d'où l'énoncé pour Si puisque 
Si = £k~2(£). Notons 2£(£) le schéma régulier propre et plat sur Zp[Çpr] construit 
dans [36] représentant le problème de module (p i (M)] , [balTi(pr)can], [r0(^)]) des 
isogénies E -» E' de degré £ entre courbes elliptiques (généralisées) avec structures 
de niveau de type ( p i (M)], [bal.ri(pr)can]) sur E. Soit prx (resp. pr2) la projec
tion $£{£) —> 3C envoyant (E -» E') sur E (resp. sur E' avec structures de niveau 
( p i ( M ) ] , [bal.ri(pr)can]) induites). On montre comme dans [40] que les deux produits 
fibres 3£{£) y. & & (pour prx et pr2) sont isomorphes, car isomorphes au modèle ré
gulier minimal (et stable) de 3£{£) sur ÛK- Notons pr^ et pr2 ^es deux projections 
3£{£) x« r̂ 3 £ —> & \ alors p r ^ ^ I g ^ ) (resp. pr^1(Ig0)) est l'unique composante irré
ductible de la fibre spéciale du modèle stable de S£{£) dont l'image dans 3£(£) est la 
courbe d'Igusa se projetant sur I g ^ x FK (resp. Ig0 x FK) dans 3 £ x &K FK (par prx ou 
pr2). On a donc ^ ( p r ^ I g ^ ) ) = I g ^ dans «2T xÛK FK, d'où pr2(pr^1(W00)) =ss^^ 
dans X (resp. avec Ig0 et WQ). C'est la condition qu'il faut pour définir par restric
tion un endomorphisme Ti sur H1(W00, ^ _ 2 ® fî'(log)) (resp. avec WQ) de la même 
manière qu'est défini Te sur HA(Jf, M-2 <S> îî'(log)) (voir [12, §8]). • 

Comme X a réduction semi-stable sur ÛK, le if-espace vectoriel M1 (X,Z(r7),e^fc_2 <8> Î 0 
fi'(log)) possède une if0-structure canonique M11og_cris (où if0 Ç i f est le plus grand 
sous-corps absolument non-ramifié) munie d'un Probenius semi-linéaire encore notéss (p 
et d'un opérateur de monodromie N satisfaisant N(p = pipN. Par [27] et [28] (voir 
aussi [16]), on a un isomorphisme de (^-modules filtrés à coefficients dans L : 

(20) (Dp(f)Ko,<P,Fük-1<<Dp(f)K) * —cr<is vw< ̂ $ £>0l, (H°(X1uj)(S)QT)Lw<)^ 

Soit d 
déf 

[K0 : Qp] et ipd l'automorphisme if-linéaire de HA(X, J<ífk-2 ® iî'(log)) 
défini par extension des scalaires de K0 à K de l'automorphisme s<pd sur w<)cris. 

Les if-espaces vectoriels M1(W00,J^_2 0 îî"(log)) et HA(W0,^-2 ® îî"(log)) sont 
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canoniquement munis d'un Frobenius if-linéaire <É> commutant aux opérateurs Te et 
Si (i \ Mp) et tel que les restrictions resoo et reso commutent à $ et ipd (voir [16]). 

Lemme 4.4.2. Les restrictions resoo et reso induisent un isomorphisme : 

(M1 (X, Jf?k-2 ® ft'(log)) ® Ly (M1 (Woo, M-2 ® ft(log)) ® L)f 

e(M1(W0, M-2 ® ft'(log)) ® L)f. 

Démonstration. — Sachant que le caractère de / en p est de conducteur exactement 
pr, on a une inclusion : 

(m\X,œk„2®n\\<<og))w<®Ly C ff<<<^Sym*<-2)1"™®!^ 

où H^X, Symfc~2)prim est le groupe introduit dans [14, §2]. L'isomorphisme se déduit 
alors facilement de l'isomorphisme : 

F1(X,Symfc-2) \prim ® L ~ tfWoo,Sym k-2 ® Le H1 (W0.Sym fc-2> ! ® L 

de [14, Th.2.1] (déduit lui-même d'une suite exacte de Mayer-Vietoris). 

Soit £ une racine primitive pr-ième de 1. Rappelons que & classifie les données 
( E , Q M , K , ( P , Q ) ) S ^ ^ où E est une courbe elliptique généralisée sur un ^^-schéma 5, 
QM un point de E(S) d'ordre exact M (au sens de [36, §1.4]), n : E -» E ' une S-
isogénie de degré pr, P G Ker(7r)(5) un générateur (au sens « Drinfel'd ») de Ker(7r) 
et Q G ̂ ^Ker(7r*)(5) un générateur de Ker(7r*) (7r* est l'isogénie duale de TT) tel que 
(P,Q)N = C où (-)n est l'accouplement alterné canonique entre Ker(7r) et Ker(7r*) 
(cf. [36, §2.8]). On définit un automorphisme wç de 3 £ (qui préserve X) en envoyant 
{ E , Q M , n , ( P , Q ) ^ ^ sur (E/,7r(QM),^^7r*,(Q,-P)). 

Lemme 4.4.3. — L'automorphisme wç de X induit des isomorphismes 
wc : Woo ^ Wo et wc : W0 ^ W^. 

Démonstration. — Par unicité du modèle régulier minimal, wç s'étend canoniquement 

de 3C à 2 £ et on vérifie facilement qu'il échange I g ^ et Ig0 dans f x^K FK> d'où le 
résultat. 

On dispose d'un diagramme commutatif : 

E E 

X 
w<< 

X 

où la flèche horizontale supérieure est la composée : 

E -» E/Ker(?r) ~ X xw x E -> E 
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qui induit un automorphisme encore noté wç sur H1 (X, J4?k-2 ® fi' (log)) • Par le lemme 
4.4.3, on en déduit un diagramme commutatif : 

(21) 
Z(r7),e^f<<c_2 <8> Îî"(l resp H 1 ( W o , . ^ - 2 ® n - ( l o g ) ) 

Z(r7),e^fcypll_2 <8> Îî"(l reŝ  
^$m 

№ ( ^ 0 0 , ^ - 2 ® fi'(log)). 

Lemme 4.4.4. — Soit s e H.l(X,J#k-2 ® fi"(log)) te/ que res0(s) = 0, alors 
reSoo(wc(s)) = 0. 

Démonstration. — Découle immédiatement de (21). 

Soit W déf Wi(pr)K H Woo C X , c'est encore un voisinage strict dans X du lieu 
de specialisation ordinaire car intersection de deux voisinages stricts. Il existe donc 
un affinoïde W C W qui est encore voisinage strict de ce lieu ([5, §1.2]) et on a un 
morphisme de restriction : 

(22) H ^ W o o ^ - a ® fi'(log)) H ^ W i J ^ - a ® fi'(log)). 

Remarque 4.4.5. — Par le même argument que dans [13, §8] utilisant [2], on peut 
montrer que la restriction (22) est en fait un isomorphisme. Nous n'aurons pas besoin 
de ce fait. 

Notons reSoo(/) (resp. reso(/)) l'image de la droite : 

K ® Q P L - f C (H1 (X,Z(r7),e^fc_ <g> fi' (log)) ®L)7 

dans (M1 (Woo, J^._2® fi'(log))®!/)' (resp. (H1 (W0, «̂ %_2 ® fi'(log))<8>L)') par l'ap
plication resoo (resp. reso). 

Proposition 4.4.6. — Supposons que la représentation crv(f) est scindée, alors 
res0(/) = 0. 

Démonstration. — On a toujours resoo(/) ^ 0 car sinon, via la restriction (22) et 
le lemme 4.2.1 appliqué à l'affinoïde W, f serait dans l'image de 6k~x (agissant 
sur l'espace des formes surconvergentes de poids 2 — k) ce qui est impossible car 
/ est de pente nulle en p (procéder comme dans [13, Lem.6.3]). Supposons reso(/) 
non-nul. Alors les deux K ®Q p L-modules libres (H1(VF00, J#k-2 ® fi'(log))®L)^ et 

(H1(W0,^;-2®fi ' ( log))®L)/ sont non-nuls. Comme (H1 (X, J#£_2 ® fi'(log))®L)f 
est libre de rang 2 sur K ® Q P L (Eichler-Shimura), ils sont forcément de rang 1 par 
la proposition 4.4.2. Comme ils sont stables par <̂ d, on a forcément par (20) et la 
description de Dp(f) donnée au §3.3, quitte à inverser peut-être e\ et e2 : 

(EI1(ÏV00,«^-.2®fi'(log))<8)L)/ ^ K®qpL-ei 

(W\W0iJÏÏ-2®tt(\og))®L)f ~ K®QpL-e2. 

Puisque res0(/) ^ 0 et reSoo(/) ^ 0, on voit bien que 5^0 dans la description de 
F'ùk~1Dp(f)K — K ® Q P L • / (cf. §3.3) ce qui entraîne que op(f) est non scindée. • 
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Rappelons que / <w< a été défini au §4.1 

Proposition 4.4.7. — Si crp(f) est scindée, il existe g G H°(W, w2 k) ®QP L telle que 

f \Wpr ek~1{g) dans H°(W,ujk) ®Qp L. 

Démonstration. — Par la proposition 4.4.6, on a reso(/) = 0. Or, on sait que wpr 
est induit (à multiplication près par une constante non-nulle) par l'automorphisme 
wç sur mx(X,M-2 ® ft'(log)) (voir e.g. [33, §6] pour le cas r = 1, k = 2). Par le 
lemme 4.4.4, on a donc reSoo(/\Wpr) = 0, ce qui entraîne f\Wpr= #fc_1(#) Par (22) et 
le lemme 4.2.1 appliqué à W. • 

Supposons maintenant M quelconque et fixons comme au §4.2 un nombre premier 
auxiliaire q > 2, q \ Mp suffisamment grand pour que le genre de X\{M;q) et des 
composantes irréductibles de sa fibre spéciale soit au moins 2. On a un isomorphisme 
de (z?-modules filtrés : 

( D p t f W v . F i l * - 1 ! ^ / ) * ) 

- Plog-cris ®QP L) r,GL2(Z/qrZ) <p®l,(H°(X,uk) ^vf,GL2(Z/gZ)> 

Les propositions 4.4.2 et 4.4.6 s'étendent alors facilement en remplaçant partout 
(-)f par (.)/>GL2(z/gZ) Qn en déduit alors l'analogue de la proposition 4.4.7 : 
/1 r = O1*-1^) dans H°(W)CJ2-fc)GL2(z/qz) 0 L lorsque a (fî est scindée. 

Théorème 4.4.8. — Soit f une forme parabolique propre de poids k > 2 nou
velle pour le groupe Ti(Mpr) avec (M,p) = 1 et r > 0. Supposons que f est 
de pente nulle en p. Si Mpr > 4, alors la représentation crp(f) est scindée si et 
seulement s'il existe g G H°(Wi(pr),u2~k) ®QP L tel que f \Wpr= 0k~1(g) dans 
H°(Wi(pr),u>k) ®QP L. Si Mpr < 4, soit q \ Mp un nombre premier suffisamment 
grand, alors (en travaillant avec X\ (TV; q) au lieu de X\ (N)) ap (/) est scindée si et 
seulement s'il existe g G #°(Wi(pr),^-fcjGLaCz/gZ) ^ L td que f = ek~l{g) 

dans H°(W1{pr)iwk)Gh^z^ <8>QP L. 

Démonstration. — S'il existe g comme dans l'énoncé, alors il est connu que o~p{f) est 
scindée (voir e.g. [30, Prop. 11]). 
Supposons que <rp(/) est scindée et supposons d'abord qu'il n'y a pas besoin de 
nombre premier auxiliaire (i.e. tous les genres sont au moins 2). Alors on a déjà 
g G H°(W,uj2~k) ®QP L tel que / \Wpr= 0k~l{g) par la proposition 4.4.7. Il suf
fit de montrer que g s'étend (de façon nécessairement unique) en une section de 
# 0 ( ^ i ( p r k V ~ f c ) ®QP L (qui sera en fait dans HÇ){Wl{pr),uj2-k) ®Qp L). Si k > 2, 
alors 0k~x est injectif et la relation p6 o Up = Up o 0 (dans l'espace des formes 
surconvergentes) entraîne Upg = Xg avec val(À) = 0 puisque / 1 ^ est de pente 
k - l . L'injection continue H°(W1(pr)Kluj2-k) <8> £ ^ H°(W,(j2-k) ® L est d'image 
dense (noter que l'espace de gauche est un Préchet et celui de droite un Banach). 
Soit (gn)n G H°(W1(pr)K,iJ2-k) ® L tel que gn -> g dans H°(W,u2~k) ® L et 
e =f lim Up 1 le projecteur de Hida défini sur l'espace des formes sur convergent es. On 
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a e{H°{W1(pr)K,uj2-k) <g> L) fermé dans H°{Wi(pr)K,u;2-k) ® L car de dimension 
finie sur K (car Up est un opérateur compact sur H°(Wi(pR)K,w2~k), cf. [15]). Or 
e(<7n) —• e(#) = g, donc # G H°(Wi(pR)K, w2~k) ® L. Si k = 2, on a seulement a 
priori Upg = Xg -f- Cste mais le même argument s'applique car on a encore e(g) = g. 
Dans les cas où nous avons introduit un nombre premier auxiliaire q, la même preuve 
est valable par la discussion précédente en travaillant avec la courbe Xi(Mpr;q). 
Supposons finalement Mpr > 4, de telle sorte que Xi(Mpr) est un espace de 
modules fin et, pour éviter toute confusion, notons W\(pr\q) l'ouvert rigide ana
lytique de Xi{Mpr',q) noté jusqu'alors simplement W\{pr). Ce sous-espace est 
GL2(Z/gZ)-invariant et son quotient par l'action de GL2(Z/#Z) est isomorphe à 
l'ouvert Wi(pr) de X\{Mpr). On a de plus des isomorphismes naturels : 

(^°(Wi(pp;?),u;2-*)®qb L) 
vGL2(Z/gZ) 

H°(Wi(pr),w2~h) ®QP L 

( i ï 0 G W ; < ? ) , ^ ) ® Q P £ ) 
ÏL2(Z/gZ) 

f r ° ( W i ( p r ) , ^ ) ® Q p i 

(cf. l'appendice de [10]). Dans cette situation, on peut donc supprimer toute mention 
du nombre premier auxiliaire g, comme dans l'énoncé. • 

5. Les résultats principaux 

On démontre les théorèmes 1.1.4 et 1.1.2 de l'introduction. 

5.1. — On commence par des résultats préliminaires sur les espaces Hl{K± (M)) et 
Hl{K{{M)) du §3.1. 

Soit M > 1 un entier premier à p et, pour r > 1, Yi(Mpr) la courbe modulaire 
ouverte correspondant au sous-groupe de congruences r i (Mpr) . On note : 

^$ù déf lim 
N 

lim Hl IYX (Mpr), Zp)/pn lim H} (Y1 (Mpr), Zp) 
ù$w< R 

C'est naturellement un Zp-module de Hecke qui est aussi muni d'une action de l'opé
rateur Up et Hc®zp Qp est un espace de Banach. La projection Y\{M\pr) —» Y\{Mpr) 
induit une application continue T-équivariante : 

(23) Hc-+Hl(K?(M))pV*)<^$ 

qui entrelace l'action de Uv sur Hc avec l'action de pn^ sur H}(K?(M))p(Zp) où 

P 
déf p 

KO 
lm 
m$ Pour tout r > 1, on note Gr le noyau de la réduction GL2(Zp) —> 

GL2(Z/prZ). 

Proposition 5.1.1. — L'application (23) est un isomorphisme. 

Démonstration. — L'argument est analogue à la preuve de [24, Th.2.1.12]. Soit r*o 
suffisamment grand pour que Ti(Mpr°) soit sans torsion et soit Xro un sous-complexe 
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simplicial de dimension 1 de Y\(Mpr°) qui est un rétract par déformation de Y\(Mpr°). 

Posons : 

G w< 
*r0 

déf a 

c 

w< 

dj 
G GL̂ <<2(ZP) I (c , d) = (0 ,1) m o d pr° 

pour r > r0, Y i ( M ; p r ) est un revêtement galoisien de Y\(Mpr°) de groupe de Galois 

GlQ/Gr (agissant à droite). Soit Xr l ' image inverse de Xro dans Y i ( M ; p r ) , c'est 

encore un revêtement galoisien de Xro de groupe de Galois G\0/Gr. On note T.(r0) la 

triangulation de Xro (où 7i(r0) est l 'ensemble des simplexes de degré i, avec i G { 0 , 1 } ) 

et T#(r) la triangulation de Xr image inverse de T.(r0) . L 'act ion à droite de G\JGT 

sur Xr au-dessus de Xro induit une action à droite sur T#(r0). 

Pour r > ro, soit 5#(r, Z/pnZ) le complexe de chaînes a coefficients dans Z/pnZs 

associé à la triangulation T . ( r ) : c'est un complexe de (Z/spnZ)[G*0/Gr]-modules. O n 

a un système inductif de complexes de chaînes (Sm(r,Z/pnZ))n<<quand r varie et on 

note : 

S.{Z/pnZ)<w 
déf 

limS.f<r, Z / p n Z ) , 
r 

Passant à la limite projective sur n, on obtient un complexe de Zp[[Gv0]]-modules : 

S. 
d é f 

limS.(Z/pnZ). 
n 

De manière similaire, soit X i j r l ' image inverse de Xro dans Yi(Mpr) et T # ( l , r ) la 

triangulation de X\,r image inverse de T#(ro). Pour r > ro, soit i?#(r, Z/pnZ) le com

plexe de chaînes à coefficients dans Z/pnZ associé à la triangulation T#(l , r ) et posons 

R.{Z/pnZ)^^d= \\mR.(r,Z/pnZ)^^et R. d= \imR.<(Z/pnZ)^^^Comme la triangulations 

T#(r) ne fait intervenir que des simplexes de dimensions 0 et 1, le complexe S*(Z/pnZ) 

a des termes seulement en degrés 0 et 1, et on a donc une suite exacte : 

0 -> Hx(S.{Z/pnZ) -> S i ( Z / p n Z ) -> S0(Z/pnw<<Z)<<<, 

Le foncteur limite projective étant exact à gauche, on en déduit une suite exacte : 

0 — \imH1<(S.(Z/pnZ))w<<< - > 5 i - » S0 

m^ù 
et donc un isomorphisme : 

(24) Hi(S.)^mmmüm/Ti(S.(Z/j)n<Z)). 
n 

Le foncteur limite inductive étant exact , on a : 

(25) #1(S.(Z/pnZ))^$<<^ m limff1(y1(M;pr),Z/pBZ<) 
r 

^ ^ ^ $ ( l imw<<(^ ( M ; pr)$$, Zp)) ®Zp Z/p<nZ. 
r 

En combinant (24) et (25), on déduit que Hi(S9) est isomorphe au complété p-adique 

de limHi(Yi(M]pr)ìZp<<)ì^^donc à H}(K?(M))^^ par dualité de Poincaré. C'est en fait 
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un isomorphisme de G 
r0 

-modules si l'on fait agir g G G Yl 
Tr0 à gauche sur Hi(Sm) par 

l'action à droite de a 1 
Par un raisonnement analogue à celui du paragraphe ci-dessus, on obtient que 

Hi(R.) est isomorphe à Hc. Par ailleurs, il est clair sur les complexes que l'on a un 
isomorphisme R9 ^> (S.)P(ZP\ et donc, comme le foncteur des P(Zp)-invariants est 
exact à gauche, en prenant les P(Zp)-invariants sur la suite exacte 0 —> Hi(S9) —> 
Si —> So on obtient un isomorphisme Hi(R9) —> Hi(S9)p(Zp\ En combinant les 
conclusions de ce paragraphe avec celles du précédent, on obtient l'isomorphisme 
recherché Hc -^U H]{K{(M))P^. • 

On étudie maintenant les espaces d'extensions Ext^Qw<^$$$HX{K\(M))^jan) et 

Ext^Qp) (-0, Hç(Ki (M))i,jan) où est un caractère de b(Qp) à valeurs dans une exten

sion finie L de Qp et où Hl{K"{ (M))L>an et Hl(K\(M))L,an désignent les vecteurs lo

calement analytiques des GL2(QP)-Banach admissibles H\Kf(M))L et H%(K%(M))L 

(cf. [45, §7]). 

Proposition 5.1.2. — Pour tout caractère i\) comme ci-dessus, on a : 

Ext i HQP. (^,H1(KV(M))L,an)=0<^^. 

Démonstration. — L'argument est basé sur les constructions de la preuve de [24, 
Th.2.1.5]. Soit ro tel que Ti(M)nT(pr°) est sans torsion et Xro un sous-complexe sim-
plicial de dimension 1 de Yi(M;pr°) qui est un rétract par déformation de YÎ(M;pr°). 
Si r > ro, Yi(M;pr) est un revêtement galoisien de Yi(M;pr°) de groupe de Galois 
Gro/Gr (agissant à droite). Soit Xr l'image inverse de Xro dans Yî(M;pr) , alors Xr 
est un revêtement galoisien de Xro de groupe de Galois Gro/Gr. On définit alors 
des triangulations T#(ro) et T#(r) exactement comme dans la preuve du lemme 5.1.1. 
Pour r > ro, soit 5*(r, Z/pnZ) le complexe de cochaînes à coefficients dans Z/pnZ 
associé à T.(r). On définit de manière similaire à la preuve précédente les complexes 
.S*(Z/pnZ) et S*. En particulier, ce dernier est un complexe de ZP[[G>0]]-modules. Par 
[24, Th.2.1.5], chacun des espaces S* est isomorphe à un G>0-module ^°(Gro,Zp)Si 
pour un entier s* > 0 et on a des isomorphismes H1 (S9) ^> Hl(K^{M)) (i G {0,1}) . 
Comme le foncteur « vecteurs localement analytiques » est exact ([45, Th.7.1]), on 
obtient donc une suite exacte : 

0 ^ É°(tf?(M))L,an - <Tn(Gro, L)*0 - ^an(Gro, L)S1 - H1 {K[ (M))L,an - 0. 

Comme les termes du milieu sont b(Qp)-acycliques et invariants par torsion par le 
caractère — u n e chasse au diagramme facile fournit un isomorphisme : 

(26) Extb(Qp (i>,H\Kl{M))L^<<) = H1(b(Qp),F1(^f(M)<<x^ù$)L,an(-^)) 

tf3(b(Qp),£°(Xf(M))L,an(-</0<<)< 

(où « (-V0 » désigne la torsion par -tp.) Mais # ° ( i f f (M))Ljan <t?an(Z*,L), d'où 

i ï ^MQp) , H°(KÎ(M))Laa(-i/}<<)) = 0. Par ailleurs b(Q„) est la somme directe de j(Qp) 
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et d'une algèbre de Lie Ï(QP) de dimension 2 (l'algèbre de Lie formée des matrices de 

la forme ^* *^). Rappelons que la cohomologie d'une algèbre de Lie de dimension d 

est nulle en degré > d. Comme $(QP) est de dimension 1 et Ï(QP) de dimension 2, la 

formule de Kimneth pour la cohomologie des algèbres de Lie entraîne alors que, pour 

tout b(Qp)-module M , on a H3(b(Qp),M) ~ J Ï ^ Q p ) , M) <8> H2(i(Qp),M) (seul 

terme éventuellement non-nul). En prenant M =^$$H°(KP(M))L,an(—> on voit que 

l'on obtient bien H3(b(Qv),M) = 0 puisque i ï ^ Q p ) , M) = 0, d'où le résultat par 
(26). 

Corollaire 5.1.3. — Pour tout caractère comme ci-dessus, le module de Hecke 

ExtlçQ^{ip,H^(Kp(M))L^n) est Eisenstein. 

Démonstration. — Par exactitude du foncteur « vecteurs localement analytiques » 
([45, Th.7.1]), la surjectivité de (7) et la proposition 5.1.2, on voit que le module 
de Hecke ExtJ(Q )(ip,H^(KP(M))L,an) est un quotient de Ext£(Qp) ML,an)<<. Le co
rollaire suit alors du même argument que celui dans la preuve du corollaire 3.1.3 en 
utilisant le lemme 3.1.2. • 

5.2. — On donne ici quelques rappels sur le foncteur de Jacquet de [22] et [25] et 
sur les résultats de [24] pour le groupe GL2 sur Q. 

Soit V un L-espace vectoriel topologique localement convexe (où L est une ex
tension finie de Qp) muni d'une action localement analytique de B(QP). Dans [22, 
Def.3.4.5] est défini un L-espace vectoriel topologique localement convexe de type 
compact JB(QP)(V) muni d'une représentation localement analytique de T(Qp) appelé 
module de Jacquet de V. Nous ne rappelons pas sa définition ici, mais simplement que 
si Xi <S> Xi £ T(L) (§2.1) et si J ^ q ^ i V ) w < < est le sous-espace de JB(Qp)(^0 sur lequel 
T(Qo) agit par vi 0 v2, il y a un isomorphisme naturel (cf. [22, Prop.3.4.91) : 

(27) J 
B 
Xi ®X2 (V) yN(Zp),T(Qp) + =XI®X2 

où VN(ZP)>t(QP)+=XI®X2 est le sous-espace de FN(Z*>) sur lequel irt agit par la multi
plication par (xi <8> X2)(t) pour tout t G T(Qp)+. 

Le module de Jacquet JB(QP)Z(r7),ê fc_2 <8> Îî"(l (M))an) est une représentation localement 
analytique essentiellement admissible de T(QP) au sens de [21], et donc correspond à 
un faisceau cohérent sur T noté Sc (cf. [24, §4.4]). L'action des opérateurs de Hecke Ti 
et S^1 sur Hl(Kp(M)) (pour £ \ Mp) induit une action sur <§c. On note, comme dans 
[24, §4.4], srfc C ^nd(<fc) le sous-faisceau cohérent d'algèbres engendré par Ti et S^1 
et Specg/C le Spec relatif de srfc sur T. Donc S p e c j ^ est un espace rigide analytique 
muni d'une injection continue : 

S p e c ^ ^ T x Spec<^$$Qp[{Ti,S^}mp] 

{W x Gm)2 x SpecQpKT^Sf1}^] . 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



296 C. BREUIL & M. EMERTON 

On notera typiquement (x2 I I ®Xi IZ(r7),e^fc_2 <8> Îî un point de Spec^c où \2 \ | ®Xi I I-1 
désigne le point correspondant de T et À le système correspondant de valeurs propres 
de Hecke (le choix de tordre par | | 0 | |_1 s'expliquera au §5.5). L'espace Spec^c est 
invariant par torsion « diagonale » par les éléments de W (cf. [24],(4.4.8)) : le tordu 
du point (X2 I I ®Xi I I"1, A) Par X € W est le point (%X2 | | ®XXi I l ~ \ x A ) . 

On déduit par ailleurs de (27) 

Proposition 5.2.1. — On a un isomorphisme Hecke-équivariant : 

J 
B (QP) 

xil I"1 [Hl{K{{M))L^) w Hl{K{{M)) N(ZP) 
L,an 

T(QP) + =X2| |®Xi| l_1,A 

Comme l'action de GL2(QP) sur H^(K^(M)) est unitaire, on remarque que l'on a 
pour tout point (x2 | | ®Xi IZ(r7),e^fc_2 <8> Î de S p e c i e (cf. [22, Lem.4.4.2]) : 

(28) |X2(P)| < 1 et |Xi(p)| = |X2(p)r1. 

5.3. — On rappelle brièvement le lien entre l'espace rigide S p e c ^ et la courbe (ou 
surface) de Hecke de Coleman et Mazur ([17]). 

Soit / une forme modulaire comme au §3.2 (i.e. parabolique, normalisée, de poids 
k > 2 et niveau N = prM pour un entier r > 0, définie sur une extension finie L de 
Qp dans Qp) de système de valeurs propres hors niveau À et telle que (Symfe_2L2)v(g) 
7TP(/) = ( i n d g j ^ ^ x i ® X2)lp'~k 2- Par (14) et la compatibilité entre foncteurs de 
Jacquet classique et localement analytique ([22, Prop.4.3.6]), on voit que les deux 
points (x2 | I ®Xi IZ(r7),e^fc_2 <8> Îî" et (Xizk~2 ® X2%2~k,X) sont alors dans Spec^c. On peut 

construire aussi des points dans S p e c ^ à partir de formes / telles que 7rp(/) est 
une série spéciale et à partir des séries d'Eisenstein. On dit que les points de Spec srfc 
obtenus^^par torsion par des caractères arbitraires dans W des points précédents sont 
des points classiques (noter une légère différence avec la définition de [24] où l'on 
n'autorisait que des torsions par des caractères localement algébriques de Z * . Ceci 
ne portera pas à conséquence dans la suite car les caractères localement algébriques 
de^$sontx<<Zariski-dense dans W). La clôture zariskienne (au sens rigide analytique) 
des points classiques dans Spec£^ est par définition la surface de Hecke de niveau 
M (cf. [24, Prop.4.4.15]). C'est une variété rigide analytique équidimensionnelle de 
dimension 2 stable sous l'action des éléments de W. Les points (x2 | | ®Xi Iw<< 
de la surface de Hecke correspondent aux formes modulaires p-adiques / de niveau 
M qui sont des tordues par des éléments de W de formes modulaires surconvergentes 
de pente finie, niveau modéré M et vecteurs propres de Hecke. Plus précisément, 
si / est une forme surconvergente de pente finie, poids entier k, niveau iV = Mpr 
(pour (M,p) = 1 et r > 0), définie sur une extension finie L de Qp (i.e. dont le 
(/-développement vit dans LZ(r7),e^fc_2 <8> Îî" [[#]])> de caractère x : (Z/NZ)X —+ L x , vecteur 
propre de Up de valeur propre a et vecteur propre des T^, Se de système de valeurs 
propres À, alors / correspond au point : 

(nr(a/p) 0 m(p/a)Xp le2 k,\) 
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de (Spec^c)(L). Par exemple, si / est une forme classique comme au §4.3 nouvelle 
pour Ti(M) et si À est le système de valeurs propres de Hecke associé, alors le point 
correspondant à f(z) — apf(pz) est (xizk~2 ® X2Z2~k, A) et celui correspondant à 
f(z) — (3pf(pz) est (x2 I I ®Xi I l-1>A). De- même, si / est nouvelle pour Ti(Mpr) 
avec r > 0 et de pente nulle en p comme au §4.4, le point correspondant à / est 
{X\zk~2 ® X2Z2~k, À) et celui correspondant à / \Wpr est le tordu par xo du point 

(X2 I | ® X I L L_1,A). 

La surface de Hecke est en fait une union de composantes connexes de Spec£fc 
et son complémentaire dans Spec srfc est une union disjointe de composantes irréduc
tibles de dimension 1 dont chacune est juste une orbite sous l'action de W (cf. la 
discussion suivant la preuve de [24, Prop.4.4.14], le point étant que toute composante 
de dimension 2 contient un ensemble Zariski-dense de points classiques). En fait, on 
s'attend à ce que Spec^c coïncide avec la surface de Hecke, au moins hors du lieu 
d'Eisenstein (cf. [23, Thm.7.5.8l). 

On dit qu'un point (x2 | I ®Xi I I >A) de Spec£fc est de poids classique si 
Xi ® X2 est de poids classique au sens de la définition 2.1.1. Tout point classique 
de S p e c i e est de poids classique mais la réciproque est fausse (par exemple, les 
formes surconvergentes de pente finie et de poids entier qui ne sont pas des formes 
modulaires classiques donnent des points de poids classique non classiques). 

Définition 5.3.1. — On dit qu'un point (\2 | | ®Xi I I \ A) de S p e c ^ est ordinaire 
si chacun des caractères x i et X2 est unitaire (i.e. entier). 

Proposition 5.3.2. — Tout point ordinaire (x2 I I ®Xi II \ A) de S p e c ^ se trouve 
sur la surface de Hecke. 

Démonstration. — Quitte à tordre par x - i 
2IZ* on peut supposer X2 non-ramifié. Tout 

élément de jX 
JBi 

<8>Xi 
(Qp) 

\ ~ \ H \ K { { M ) U < W X ) - W < < correspond alors en particulier à un élément 

de Hl(Kp(M))p(Zp) par la proposition 5.2.1, donc à un élément de Hc par la propo
sition 5.1.1. Mais, par [34], tout système de valeurs propres de Hecke dans la partie 
ordinaire de Hc provient d'une forme modulaire p-adique. Il est alors montré dans 
[32] (voir aussi [11] pour p = 2) que toute forme modulaire p-adique ordinaire est 
surconvergente (même principe que la fin de la preuve du théorème 4.4.8). • 

5.4. — On définit et on étudie les « mauvais » points sur la surface de Hecke. 

Définition 5.4.1. — Un point (x2 I | ®Xi II x, A) de S p e c ^ est mauvais s'il est de 
poids classique k et si le point (\2 \ \ zx~k <8>Xi I l_1 zk~x, À) est aussi dans Spec^c. 

De manière équivalente par la proposition 5.2.1, (x2 | | <8>Xi II X,A) est mauvais 
s'il est de poids classique k et si l'espace : 

Hl{K{{M)) 
N(ZP),T(QP)+ 

/L,an 
= X2| I*1"*®*!! rLZK~\\ 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



298 C. BREUIL & M. EMERTON 

est non-nul (où L est une extension finie de Qp sur laquelle le point est défini). La 
définition 5.4.1 est une extension aux points de Spec^c de la notion de mauvais point 
sur la courbe de Hecke définie dans [24, Def.4.5.5]. Notons que l'ensemble des mauvais 
points sur Spec&/C est invariant sous l'action de W. 

Lemme 5.4.2. — Si (x2 \ | ®Xi | I \ A) G ( S p e c ^ ) ( L ) est de poids classique et s'il 

y a des éléments de H^(Kl(M))^)MQp)+=X21 |0Xl1 l_1'Axqui ne sont pas localement 

algébriques sous Vaction de SL2(QP), alors (x2 \ | ®Xi | A)<est un mauvais point 

de Spec srfc. 

Démonstration. — Supposons que %2 | | ®Xi | | 1 est de poids classique k. Si 

v G ^cH^f(M))^(aZnp)'T(Qp)+=X2' 10X11 |-1'A n'est pas localement algébrique, alors 

Xk~lv est non-nul. Par [22, Prop.4.4.4], il appartient à 

w< 
lp^ù [Kl{M)\ N(ZP),T(QP) + =X2| 

'/L,an 
k1_fc®xil I 1̂ fc-1,A 

et donc (x2 I | ®Xi II 15 A) est un mauvais point. 

Proposition 5.4.3. — Soit (x2 I I ®Xi I l~ \A) G (Spec£/C)(L) de poids classique k. Si 
(X2 | | ®Xi I I 1, A) n'est pas un point classique, alors il est mauvais. Réciproquement, 
si (X2 | | ®Xi | |-1>A) est mauvais, alors soit ce n'est pas un point classique, soit 

\X2(P)\ = |pfe-1|. 

Démonstration. — Étant donné que tout vecteur SL2(Qp)-localement algébrique dans 
Hl{K\(M))£)an est le tordu d'un élément de l'image de (12) pour un k > 2, on voit 
que si (x2 | | ®Xi I | 1, A) n'est pas un point classique, alors aucun vecteur dans 
^(^Tf(M))^np)'T(Qp)+=X21 10X11 l_1'A ne peut être SL2(Qp)-localement algébrique. 
Donc (x2 | | <S>Xi | A) est mauvais par le lemme 5.4.2. Si par contre (x2 | | ®Xi I I-1 
, A) est classique, on sait que |pfc_1| < |X2(p)| ^ 1 (valable pour tout point classique). 
Si la première inégalité est stricte, alors par (28) appliqué à (x2 I | £1-fc®Xi | |_1 
zh~x. X) on déduit : 

Hl{K{{M)) N(ZP),T(Qp) +=X2l 
L,an 

Z(r7)<w,e^fc_2 <8> Îî"(l 

et donc (x2 I | ^ X i II X?A) n'est pas mauvais. • 

Grâce à la proposition 5.4.3, on peut donner un critère simple et utile permettant 
de reconnaître les mauvais points sur la surface de Hecke. 

Proposition 5.4.4. — Si f est une forme surconvergente non-nulle de poids entier 
k > 2, de niveau N — Mpr (r > 0), vecteur propre pour Up, T et pour l'action de 
ÇZJ/N1J)x , alors le point correspondant sur la surface de Hecke est un mauvais point 
de Spec srfc si et seulement s'il existe une forme surconvergente g non-nulle de poids 
2 — k, de niveau N, vecteur propre pour Up, T et pour l'action de (Z/iVZ)x telle que f 
etek~l{g) ont même valeur propre de Up, même système de valeurs propres de Hecke 
et même caractère de (Z/ATZ)X (cf. §^ pour 6k~l). 
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Démonstration. — Avec les notations du §5.3, rappelons que / correspond au 
point (nr(a/p) 0 m(p/a)Xp1s2~k, A) de S p e c j ^ . Supposons d'abord qu'il existe 
une telle forme g. Il est facile de voir que g correspond au point (m(a/pk) 0 
m(pk/a)Xp 1ek,ek~1X) de Spec£/C. Quitte à tordre par e1~k G W, on voit que le 
point (nr(a/p)z1~k 0 m(p/a)Xp1£2~kzk~1, A) est aussi dans S p e c ^ , ce qui montre 
que le point associé à / est mauvais. Réciproquement, supposons que le point associé à 
/ est mauvais, i.e. que (m(a/p)z1~k<g)iir(p/a)Xp 1e2~kzk~1, A) est aussi dans Specg/C. 
Quitte à tordre cette fois par ek~x, on voit que (nr(a/pk) 0 nv(pk/a)Xp 1£k, ek~1X) 
est un point de S p e c ^ . Si / n'est pas classique, on sait déjà que / = 0k~1(g) par 
[13] et [14]. On peut donc supposer / classique. Par la proposition 5.4.3 appliquée à 
/ , on a \a\ = pk~1 et le point (ni(a/pk) 0 nr(pk/a)Xp lek, ek~1\) est ordinaire. Par 
la proposition 5.3.2, il correspond à une forme modulaire surconvergente non-nulle g 
de poids 2 — k et niveau iV, de valeur propre de Up égale à a/pfe_1, de système de 
valeurs propres de Hecke égal à ek~xX et de caractère de p-composante \ v . On voit 
que g satisfait les conditions de l'énoncé. • 

5.5. — On énonce maintenant et on commence à démontrer un résultat important 
de l'article qui est le : 

Théorème 5.5.1. — Soit L une extension finie de Qp. Si (x2 I I 0Xi I l-1»A) G 
(Specg/C)(L) n'est pas mauvais au sens de la définition 5.4-1, alors on a un isomor
phisme : 

HomGL2(Qp) (find! GL2(QP) 
B(QP) Kl 0X2 

\ an Hl{K{{M))l)w<< 

Hl(K{{M)) N(Z„),T(QD)+ 
/ L,an 

=X2| |®Xil T1** 

On voit que la torsion par | | 0 | | 1 à droite permet de considérer l'induite 
parabolique ( I n d ^ ^ x ^ ) 8 " plutôt que l'induite ( lnd^^)X2 | | ®Xi I I-1s^^$ 
Cet énoncé est essentiellement une conséquence de [24, Lem.4.5.13] et du résultat 
principal de [25]. Pour la commodité du lecteur, nous donnons maintenant une preuve 
complète du théorème 5.5.1. 

Proposition 5.5.2. — Si (x2 | | 0Xi II \ A ) G (Spec£/C)(L), il y a un isomorphisme 
naturel : 

(29) J Xi 
B (QP) 

®xil I" [Hl(Kl{M))lw<^)< ̂ <^^$ 

Hom(0t2(QP),B(Qp)) (UflI2(QP) ®Ub(Qp) (Ind 
GL2(QP) 
B(Qp) \:i0X2)(Qp)lc, 

^ ( ^ ( M ) i 5 a n ) 
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Démonstration. — Par [22, Th.3.5.6], on a un isomorphisme 

(30) TX2Ì |®Xi| 
JB(QV) \Hl(K'p(M))lan) 

HomB(Qp) ((Ind ,GL2(QP 
B(QP; 

Z(r7),e^fc_2 Z(r7),e^fc_2 <8> Îî"(l 
Z(r7),e^fc_2 <8> Îî"(l 

En combinant (30) avec la propriété universelle des produits tensoriels, on a le résultat. 

Lorsque (x2 | | ®Xi I |—1, A) n'est pas de poids classique, le théorème 5.5.1 découle 
immédiatement des propositions 2.1.4 et 5.5.2, du lemme 2.1.2 et de la proposition 
5.2.1. Supposons maintenant que (\2 I I ®Xi I l""1»^) est de poids classique. Comme 
on suppose de plus que ce n'est pas un mauvais point de S p e c ^ , c'est un point 
classique par la proposition 5.4.3. 

Lemme 5.5.5. — Si (x2 | | ®Xi II *> A) est un point classique qui n'est pas mauvais, 

alors chaque flèche dans l'image de (29) se factorise par ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(QP)lp'-fc~2 

(vu comme quotient de UQÏ2(QP) <8>ub(Qp) (IndB(Qp^p)Xi ® X2)(Qp)lc par l'applica
tion (2)). 

Démonstration. — Les éléments de if* ( i ff(M)) N(ZP),T(QP) + =X2| 
I/,an 

loxil I_1,A 
sont tous 

SL2(Qp)-localement algébriques par le lemme 5.4.2. Comme X2 | | ®Xi I I es^ de 
poids classique k, ils sont en fait localement Symfc_2L2-algébriques. Comme Xk_1 
annule ces vecteurs, l'image de chaque flèche dans l'image de l'isomorphisme (30) est 
annulée par et donc chaque flèche dans l'image de l'isomorphisme (29) a un 

noyau qui contient Xk 1 Ußl2(Qp) ®ub(Qp] (Ind ,GL2(QP) 
KQp) xi0X2)(Qp) x<< Le résultat 

découle alors du lemme 2.1.3. 

Le lemme 5.5.3 montre que, si (x2 | | ®Xi | | 1,A) G (Spec£?c)(L) est de poids 
classique k et n'est pas mauvais, alors on a un isomorphisme : 

p^$ TX2 
B(QP) 

l®Xil — i 
Hlc{Kl(M))Ltaa) 

Hom(fli2(Qp),B(Qp); ((Inc ,GL2(QP 
•B(Q„) Xl ® X2j (Qp)lp,<fc-2 H l { K l { M ) ) l n ) < x x 

Il n'est pas possible d'obtenir plus d'informations en appliquant la théorie générale des 
modules de Jacquet au caractère X2 | | ®Xi M-1 de poids classique k. Pour terminer 
la preuve du théorème 5.5.1 dans le cas de poids classique ky on doit montrer que la 
restriction : 

(31) Hom(8l2(Qp)-B(QP) ((Ind 
GL2(Q„) 

^(Qp) Xl®X2)(QP) 
Z(r7),e^fc_2 <8> Îî"(l 

<<-> H o m ( 0 Í 2 ( Q p ) j B ( Q p ) ) ((Ind ,GWQ„Ì 
"B(QP) Xl ® X2; > Hom(0i2(Qp),B(Qp))> Hom(0iw<< 

est un isomorphisme (puis utiliser comme précédemment les propositions 2.1.4 et 
5.2.1). Lorsque X2 I I ®Xi I I-1 es^ de pente non critique, c'est-à-dire lorsque 
IX2(p)| > |pfc-1|> (31) découle du théorème classique de Amice-Vélu et Vishik (cf. le 
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lemme A.2.1 et aussi la preuve de [25, Prop.2.5]). Lorsque X2 I | ®Xi I I est de 
pente critique (qui est le cas intéressant utilisé dans la suite), (31) découle du résultat 
suivant, démontré au §5.6 : 

Proposition 5.5.4. — Si (x2 I I ®Xi I I *>A) G (Spec &/c)(L) est un point clas
sique qui n'est pas mauvais et si À n'est pas Eisenstein, alors tout élément de 

HomB(QP) ((ind: GL2(QP) 
LB(Qp) Xi ® X2̂  [QP) lp,<fc-2 Hl{Kl{M))l&n) s'étend de manière uni

que en un élément de HomB(Qp) ;(ind 3L2(Qp) 
B(Qp) Xl®X2)(Qp) .lp,<fc-l Hl{Kl{M))l&n)w<^<$. 

En effet, on observe que l'inclusion : 

(Ind: GL2(QP) 
B(Qp) Xl ® X2) (QP) 

ip,<fc-i (Ind GL2(QP) 
B(qp; X2 Hom(0i2(Qp),B(Qp><< 

induit une surjection : 

Ug(2 (Qp)®ub (Qp) (Ind ,GL2(QP) 
LB(Qp) Kl ® X2) (QP) 

ip,<fc-i [Ind GL2(QP) 
B(Qp) x i®X2 ) (QPrw 

dont le noyau coïncide avec le noyau de (2). Si À n'est pas Eisenstein, la proposition 
5.5.4 entraîne alors que (31) est un isomorphisme. Si À est Eisenstein, le point classique 
(X2 | | ®Xi I I-1? A) de poids k provient nécessairement d'une série d'Eisenstein. Cette 
série d'Eisenstein est soit ordinaire, mais alors on n'est pas dans le cas critique, soit 
de pente k — 1. Mais une telle série d'Eisenstein est toujours dans l'image de 9k~l. Ce 
cas est donc impossible par la proposition 5.4.4 lorsque (X2 | | ®Xi I |—1, A) n'est pas 
mauvais 

5.6. — On montre la proposition 5.5.4. 

En faisant agir T via le système de valeurs propres À, on munit ( i n d g j ^ ^ x i ® 
X2)(Qp)lp,-k~1 d'une structure de module de Hecke. La dérivation k — 1 fois induit 
un isomorphisme naturel : 

(Ind 
GL2(QP) 
B(QP) xi®X2)(Qp. iip><fc-i /(Ind 

GL2(QP) 
2B(Qp) ci®X2)(Qp) 

lp,<fc-2 

w<<^^ (ind; ,GL,(0„) 
HQP) 

X,izk 1 X2Z1 (QP 
ilc. 

Supposons donné un morphisme B(Qp)-équivariant : 

(32) (Ind GL2(qp; 
B(QP) 

k,mù^$$ (Qv, \p,<k-2 w<><<< Hl{Klp(M))l&n, 
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et considérons le diagramme cartésien de B(QP ^représentations avec une action équi-
variante de Hecke : 

0 

(Ind 
GL2(QP 
'B(Qp) xi®x2)(qp; lp,<fc-2 

(Ind iGLofOt.) 
3(QD) Xl ® X2; (Qp) >,<fe-i 

(Ind GL2(QP; 
B(QP) 

x<< 'X2 <<vc 
(Qp) 

^^^wx 

xw<<0 

(32) 

0 

> Hom(0i2(Qp),B(Qx<$$p)) 
> Hom(0i2(Qp),B(Q$$$p)) 

E 

(Ind 
-L2(qp; 
B(Qp) Xl* ®X2 x<k;^m (Qp)1c 

E 

Comme l'espace (Ind GL2(QP) 
•B(Q») Xizk 1 &X2Z1 fc) (Qp)lc est muni de sa topologie locale

ment convexe la plus fine, on voit que la suite exacte verticale de droite est scindée en 

tant que suite exacte d'espaces vectoriels topologiques. Donc E est un L-espace vecto

riel localement convexe de type compact. Par hypothèse, le système de valeurs propres 

A n'est pas Eisenstein. De plus, b(Qp) agit sur (lndg(L^p)xi^fc"1®X2^1_fc) (Qp)lc par 

la dérivée du caractère X2Z1~K(S> Xizk~x de B(QP). Le corollaire 5.1.3 implique alors 
que la surjection : 

(33) E -» (Ind 
GL2(QP) 
B(Qp) (12 

yk-l 
1X2Z ,1-k 

[QP)H 

est scindée comme application de b(Qp)-modules, donc aussi comme application de 

B(Zp)-modules. 

Notons U (resp. F , resp. W) le sous-espace fermé de > Hom(0i2(Qp),B(Qp)) N(zp; 
L.ari 

jesp. de 

EN(zp\vesp. de ((ind GL2(QP 
boql \izk 1®X2Z1 k\ (Qp)] 

cxN(Zp) 
sur lequel T(ZP) agit par 

le caractère X2 vwwxp^mù Xi I I"1 zk~\ Comme la surjection (33) est scindée comme 

application de B(Zp)-representations, on a encore une suite exacte de L-espaces vec
toriels de type compact : 

(34) 
> Hom(0i2(Qp),B(Qp))> Hom(0i2(Qp),B 

Les opérateurs de Hecke irt pour t G T(QP)+ et l'algèbre de Hecke T agissent sur U, 

V, W et les morphismes dans la suite exacte sont équivariants pour ces actions. Par 

[22, Lem.3.5.2] le L-espace vectoriel JB{Qp) ( ( i n d ^ ^ - 1 (̂ ĝ) X2*1^^_fe)(Qp)lc) est 

la représentation de dimension 1 de T(QP) donnée par le caractère X2 | | zl~k ® Xi 

I"1 z1*-1 et il s'identifie par (27) à : 

((Ind 
GL2(QP) 
B(QP) Xiz1 yk-l X2Z l-k [Qp)1c N(ZP),T(QP) + =X2|w<< k ' - ^ X i l I"1**"1 

Notons WQ cet espace de dimension 1 et VQ l'image inverse de WQ dans V. La suite 
exacte (34) induit une suite exacte 0 —• U —• VQ —• WQ —• 0. D'après la preuve de [22, 
Prop.4.2.33], l'action de TTP induit un opérateur compact sur U, et aussi sur VQ puisque 
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Wo est de dimension 1. La théorie des opérateurs compacts entraîne alors que le sous-
espace caractéristique de Vb pour (T(Qp)+ = \2 \ \ z1~k<g>Xi I I-1 zk~x ,T = À) est de 
dimension finie, et donc que tout sous-espace de cet espace qui est stable par T(QP)+ et 
T contient un vecteur propre non-nul pour (T(QP)+ = \2 \ \ zl~k ® xi | |_1 zk~x,T = À). 
Comme (x2 | | ®Xi I l - 1 ^ ) n'est pas un mauvais point par hypothèse, cet espace 
caractéristique est donc d'intersection nulle avec U. Il est par suite isomorphe à Wo et 
coïncide aussi avec l'espace propre pour (T(QP)+ = X2 | | z1~k<S>Xi | |_1 2fc_1,T = À). 
Par la formule d'adjonction de [22, Th.3.5.6], on en déduit une section de (33) de la 

forme : 
(Ind 

,GL2(QP; 

B(Od) 
^x<<;m X2^-fc) 

> Hom(0i^w<^^2(w 
> Hom<<(0i2(Qp),<< 

d'où on tire facilement la proposition 5.5.4. 

Remarque 5.6.1. — La preuve du théorème 5.5.1 donnée ici dans le cas de poids clas
sique est différente de celle donnée dans [24, Lem.4.5.13]. Dans loc.cit., on ne montre 
pas directement que (31) est un isomorphisme. A la place, on montre le théorème 
5.5.1 « pour tous les poids à la fois » et on utilise de façon cruciale les propriétés 
géométriques de la surface de Hecke. On peut résumer la situation en disant que l'on 
y démontre que (31) est un isomorphisme par passage à la limite à partir des poids 
non-classiques. Ici, on travaille plutôt poids par poids et la géométrie de la surface de 
Hecke est remplacée par le résultat de la proposition 5.1.2. 

Remarque 5.6.2. — En utilisant la proposition 5.1.2 au lieu du corollaire 5.1.3 dans 
le cas critique, on démontre par les mêmes méthodes que, si (x2 | | ®Xi I | 1, A) 
n'est pas mauvais (où « mauvais » est ici défini comme au §5.4 mais avec le faisceau 
d'algèbres g/, et pas £/c, agissant sur le faisceau cohérent associé au module de Jacquet 
de iJ1(i^p(M))JL,an), alors tout élément de : 

HomB(QP) ( ( w GL2(QP) 
AB(QP) Xl ® X2J (Qp)lp,-/c-2,H1(^(M))^an) 

s'étend de manière unique en un élément de : 

HomB(QP) ((Ind ^L2(QP) 
LB(QP) Xi X2j 

nw<^$ 
mù^^ 

\p,<k-l jjl H\Kl{M)<)l^) 

puis que tout élément de : 

Hom0l2(QP),B(QP ((Ind 
GL2(QP; 

w< Xi ® X2; (QP) lD,<fc-l H\Kl{Mx<<<))l^) 

s'étend de manière unique en un élément de : 

H°MGL2(QP) ((Ind GL2(QP) 
B(QP) ;Xi X2) 

\an H\KH\Kl{M)))<l^) 

Noter qu'il n'y a pas besoin ici de l'hypothèse « À non Eisenstein » dans l'analogue de 
la proposition 5.5.4. 

Remarque 5.6.3. — Notons que la proposition 5.4.4 est encore valable si l'on définit 
« mauvais » en termes de srf plutôt que srfc (cf. remarque précédente). La raison en est 
que, même si l'analogue de la proposition 5.1.1 ne marche pas avec H1 au lieu de Hl, 
il marche encore à condition de se restreindre aux parties ordinaires (pour l'action 
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de Up sur la source et l'action de pnp sur le but). On aurait pu ainsi tout aussi bien 
travailler avec H1 plutôt que H^. 

5.7. — On démontre maintenant le résultat principal de l'article qui est une version 
faible de la conjecture 3.3.2. 

Pour toute représentation continue H de Gal(Q/Q), on note H± les espaces propres 
de H sous l'action d'une conjugaison complexe dans Gal(Q/Q). 

Lemme 5.7.1. — Soit f une forme parabolique de niveau N = Mpr nouvelle en M 
comme au §3.2. On a : 

HomGL2(Qp)((Symfc-2L2)v®L7rp(/),^c1(Xf(M)){'±) ~ L. 

Démonstration. — Par [24, §4.3], le terme de gauche s'identifie à : 

HomGL2(Qp)((Sym vk-2L2 Y®*PU), (Sym*-2L2)V® Hl(Kl(M), %-2)f^) 

qui est isomorphe à HomGL2((Qp) (TTP(/), Hl(K{ (M), %-2)f,±) ^ L. 

On fixe / une forme parabolique nouvelle de niveau N = Mpr comme au §3.3 et 
on conserve les notations du 53.3. Rappelions que, par définition (cf. §2.3) : 

(i) si (jp(f) ~ 
w<< 
pm 

0 

0 

me 1 
, alors : 

5 K ( / ) ) 
déf (Ind GL2(Qpi 

B(QP: 72 ® Vl 
l^mm ̂ ùx 

l,vc 
GL2(Qp) 
S(OP) 7ie ® rj2£ 

ip^ùxw 

(fi) SI CTp(f) ~ 
f m 

, o 

* 

V2£ 1 
avec * ^ 0, alors B(ap(f)) est une extension non scindée : 

0-» find GL2(QP; 
B(Q„) V2®m 

<é>° 
B(o-p(f)) (Ind 3L2(QP; 

B(Qp r)i£<g>ri2£ 1 
xw< iomx 

cette extension s'identifiant au complété unitaire universel B de l'induite parabo

lique localement analytique ( i n d g j ^ ^ x i ® X2)&n (théorème 2.2.2). On pose dans 

la suite Bx dif ( I n d g ^ ^ ® mf° et B2 dif ( i n d g ^ V ® î&e"1)*0. Notons 

que B2 est aussi le complété unitaire universel de l'induite localement analytique 

( l n d ^ ^ ) x i ^ - 1 ® X 2 ^ 1 - f c ) a n = ( I n d ^ ' ^ i e ^ j f t e - 1 ) " 1 1 (voir preuve du théorème 

2.2.2). Rappelons enfin que ÏIP(/) est par définition la composante cr(/)-isotypique de 

Hl(K{(M))L ou de H\K{{M))L (§3.3). 

Théorème 5.7.2. — On a &p(f) scindée si et seulement si I L ( / ) contient la représen

tation B2 — (Ind ,GLo((QU 
B(Qp) 7i£<S> ï)2e x) 

Démonstration. — Quitte à tordre par un caractère de Dirichlet de conducteur une 
puissance de p et à remplacer / par la forme nouvelle « sous-jacente » au tordu de / , 
on peut supposer Xi^fc~2 non-ramifié et soit r = 0, soit r > 0 et / de pente nulle. 
Si r = 0 (resp. r > 0), on dit que f(z) - /3pf(pz) (resp. / |^pr) est la forme de 
pente k — 1 associée à / (avec les notations du §4.1). Supposons crp(f) non scindée. 
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Par la proposition 5.4.4 et la même preuve que dans [30, Prop.ll], on voit que le 
point de S p e c ^ correspondant à la forme de pente к — 1 associée à / n'est pas 
mauvais (définition 5.4.1). Par le théorème 5.5.1, on en déduit que Пр(/) ne contient 
pas (lndg^(?p)xi^fc_1 ® X2^1_fc)an et donc a fortiori B2. Supposons crp(f) scindée 

et posons W déf Rom^^B^H^K^H\Kl{M))N))bww^$$^ c'est-à-dire : 

W = HomGL2(Qp) ((Ind ,GL2(Qp) 
B(Qp) 

H<<x\Kl{M))l^) 
H\Kl{M))l^)H\Kl 

an Hl{K[{N)){). 

Par les théorèmes 4.3.3 et 4.4.8, la forme de pente k — 1 associée à / est dans l'image 
de 6k~l d'où on déduit que W est non-nul par le théorème 5.5.1 appliqué à la forme 
g telle que f(z) - (3pf(pz) = 6k-\g) (resp. / \Wpr= 6k-\g)). Par [24, §4], le théo
rème 5.5.1 et la proposition 5.2.1, W est un L-espace vectoriel de dimension finie. 
Il est muni d'une action continue de Gal(Q/Q) déduite de l'action sur H^(KP(M)). 
Toute sous-représentation absolument irréductible non-nulle de W est nécessairement 
isomorphe à a{f) par les relations d'Eichler-Shimura sur H](KP(M)) (g) L et un ar
gument bien connu dû à Mazur (voir [38, p. 115]). On a donc a(f) W d'où une 
application GL2(Qp)-équivariante B2 —> n p ( / ) , x i-» (v i-> t(v)(x)) (où v G cr(f)). 
Cette application est une injection fermée car B2 est topologiquement irréductible et 
car les GL2(QP)-Banach B2 et n p ( / ) sont admissibles. • 

Théorème 5.7.3. — Si o~p(f) est non scindée, alors il existe une unique (à multi
plication près par une constante non-nulle) injection fermée GL2(QP)-équivariante 
B(aJf))^UJf)w<^m$ù. 

Démonstration. — Quitte à tordre, on se ramène à la situation de la preuve du théo
rème 5.7.2. On a alors vu que, si crp(f) est non scindée, le point de S p e c ^ correspon
dant à la forme de pente k — 1 associée à / n'est pas mauvais. La suite exacte courte 
0—> Bi ^ B —>I?2—>0 induit une suite exacte : 

0 -> HomGLA(Qp)(B2,ffc1(AÎ(M)){'±) HomGMQp) {В,Н1{К{{w<М))^) 

- НотСЬ2Юр)(Б1)Яс1(К[(М))['±). 

Le premier terme est nul par le théorème 5.7.2 et le dernier de dimension 1 par la 
proposition 2.2.1 et le lemme 5.7.1. Mais celui du milieu est non-nul par ce qui précède 
et les théorèmes 2.2.2 et 5.5.1. On a donc un isomorphisme : 

HomGL2(Qr ( Б , t f ^ M ) ) ^ ) Д HomGL2(Qp)(^1,^c1(Kf(M)){'±) ~ L. 

De plus, le morphisme correspondant B —• H ^ ( K P ( M ) ) ^ < ^ ^ $ w est une injection fer
mée. En effet, il est injectif par le théorème 2.2.2 et le fait que l'application 
induite sur le sous-objet B\ est non-nulle, et c'est une application fermée car 
les deux GL2(QP)-Banach B et H^(KP(M))^ww^^ sont admissibles. On en déduit 
HomGL2(Qp)(JB,Hc1(^f(M)){) ~ L2 ~ a(f) (par Eichler-Shimura) d'où avec la 
nronosition 3.2.3 : 

HomGLa(Qp)(B,HomGal(ü/Q)H/)>Hc1(Äf(M)){)) = HomGMQp)(ß,IIp(/)) ф 0. 
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On a aussi une injection : 

HomGL2(Qp)(^,np(/)) - HomGal(Q/Q)(a(/),HomGL2(Qp)(5,^cHKf(M)){)) ~ L 

F H (y i-> (x i-> F(X)(Î;)) 

d'où le résultat 

Corollaire 5.7.4. — La représentation Up(f) contient toujours B(ap(f)) comme sous-
représentation fermée. 

Appendice A 

Preuve de la proposition 2.1.4 

A . l . — Commençons par quelques préliminaires topologiques. Soit ( lndB^ ^ Xi ® 

X2)(QP)an (resp. ( I n d ^ p ) x i x2)(ZP)AN) le sous-espace fermé de ( i n d ^ ^ x i <8> 

X2)an des fonctions localement analytiques / : Qp —» L (cf. §2.1) qui sont à sup

port compact (resp. à support dans ZP). Il est stable par (#t2(QP),B(Qp)) (resp. 

(g[2(Qp), B(QP)+)) et l'application naturelle : 

(35) L[N(QP)] ®i[JV(Zp)] ( i n d g ^ X i <<^$$$® X2)(Zp)an - (Ind^^^^^^xi ® X2)(QP)an 

est un isomorphisme. On note aussi ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(ZP)LP et ( i n d g ^ ^ x i ® 

X2) (ZP)lp^d les sous-espaces fermés de ( i n d ^ ^ ^ x i ® X2) (QP)lp et ( i n d ^ J ^ x i ® 

X2)(QP)lp,-d formés des fonctions à support dans ZP. Ce sont encore des sous-espaces 

stables par (g(2(Qp), B(QP)+) et les applications analogues à (35) sont des isomor
phismes. 

Si r > 1, on note (lndgî^?p^xi ® X2Ì(ZP)AN l'espace de Banach des fonctions 
déf 

localement analytiques sur ZP et analytiques sur chaque disque fermé D(z,r) = 
{x G QP | \\x — z\\ < \pr\} pour tout z G ZP. Si û(D(z,r)) désigne l'espace de Banach 
des fonctions rigides analytiques sur D(z,r) à valeurs dans L, il y a un isomorphisme 
topologique naturel : 

[ I n d g ^ x i ® X2)(Zp)an ^ ^<<^mmxxww®z&plprff{D{z,r)) 

(attention : la topologie sur ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(Zp)an induite par ( I n d ^ ^ ' x i ® 
X2)(Zp)an est plus grossière que la topologie ci-dessus d'espace de Banach). Si l'on 

choisit ro > 1 de telle sorte que X2X\l est analytique sur 1 -f- pR°ZP, on voit que 

( I n d ^ p ) x i ®X2)(Zp)an est stable par Kp(r) dans ( I n d g ^ x i ®X2)(Zp)an pour 

tout r > ro (voir §3.1 pour Kp(r)). De plus, on vérifie facilement que l'action de Kp(r) 

est continue pour la topologie d'espace de Banach de ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(^p)rn- En 

fait, on a plus : si Kp(r) désigne le sous-groupe affinoïde du groupe algébrique GL2 sur 

Qp défini par les conditions \a—1|, |6|, |c|, \d—1| < |pr|, alors Kp(r) est le groupe des Qp-
points de K-„(r), et l'action de Kn(r) est en fait induite par une action rigide analytique 
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de Kp(r) sur ( lndg^^p^xi 0X2)(^p)rn (l'action de Kp(r) est « Kp(r)-analytique » au 

sens de [26]). En particulier, on peut différentier cette action pour obtenir une action 

de gi2(Qp) sur (lndgî^?p^xi ® X2)(^p)rn (pour r > ro). L'application naturelle : 

(36) lim ( I n d ^ ' x i ® X2)(Zp)r — ( I n d ^ ' x i ® X2)(Zp)an 
r>r0 

est alors un isomorphisme topologique g[2(Qp)-équivariant. 
Pour d > 0 et r > 1, on pose : 

(Ind^xi ® X2)(ZP)* dÌf (Ind^'x! ® 
lnd^)Xi®X2)(Zp)JP'lnd^)Xi®X2)(Zp)JP' 

(Ind^xi ® X2)(ZP)* dÌf (Ind^'x! ® X2)(Zp)r-f|(INDB(Q!?p)Xi ® X2)( 
(Ind^xi ® X2)(ZP)* dÌf (Ind^'x! ® X2)(Zp)r-f|(INDB(Q!?p)Xi ® X2)( 

et : 

( I n d ^ x i ® X2)(ZP)* dÌf ( I n d ^ ' x ! ® X2)(Zp)r-f|(INDB(Q!?p)Xi ® X2)(Zp)* 

d>0 
( l n d ^ ) X i ® X 2 ) ( Z p ) J P ' ^ . 

Chacun des espaces ( lndB^^ p Xi^X2)(^p)rP'-d est de dimension finie et leur réunion 

est dense dans ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(^p)rn (pour sa topologie de Banach). Si d est 

suffisamment grand, alors (lnd^^p)Xl ® X2)lnd )̂Xi®X2)(Zp)JP' engendre ( i n d ^ ^ ^ i 0 

X2)(^p)rP comme g[2(Qp)-module (en faR% si Xi ® X2 n'est pas de poids classique, 

tout d > 0 convient, mais si x i ® X2 est de poids classique k > 2, il faut prendre 

d > — 1, cf. le lemme 2.1.2 et le lemme 2.1.3). 
On reprend maintenant le GL2(QP)-Banach V de la proposition 2.1.4. Pour r > 1, 

soit V^p(r)_an le sous-espace de V des vecteurs v tels que l'application « orbite » : 
g —> g-v, lorsque restreinte à Kp(r), est (la restriction à Kp(r) d') une fonction rigide 
analytique sur Kp(r) à valeurs dans V. Si û(Kp(r),V) est l'espace de Banach des 
fonctions rigides analytiques sur Kp(r) à valeurs dans V, alors la flèche qui envoie 
v € ^Kp(r)-an sur son application orbite identifie VKp(r)-an à un sous-espace fermé de 
^(Kp(r), F ) ([26, Prop.3.3.3]). On munit VKp(r)-an de la topologie de Banach induite 
par celle de û(Kp(r), V) (qui est plus fine que la topologie induite par le Banach V). 
On a alors un isomorphisme topologique lim VrKp(r)_an —> Van. 

Remarque A.1.1. — On utilise ici la définition des vecteurs localement analytiques 
donnée dans [26, Def.3.5.3] qui diffère de celle de [45] : les deux définitions donnent le 
même espace sous-jacent Fan, mais la topologie de Van définie dans [26] est en généra] 
plus fine que celle définie dans [45] (cf. [26, Th.3.5.7]). On démontrera la proposition 
2.1.4 lorsque Van est muni de la topologie de [26], ce qui implique immédiatement 
l'énoncé correspondant lorsque V&n est muni de la topologie plus grossière de [45]. 
Notons que, dans les applications, V sera toujours un GL2(QP)-Banach (unitaire) 
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admissible, et dans ce cas les deux topologies sur V n̂ sont alors les mêmes (utiliser 
[26, Prop.6.2.4] et [45, Th.7.1]). 

A . 2 . — On démontre la proposition 2.1.4. On conserve les notations du §A. l . 

Lemme A.2.1. — La restriction : 

(37) HomB(Qp)+ ( ( I n d g ^ x i ® X2)(Zp)an, V) 

-* HomB(Qp)+ lnd^)Xi®X2)(Zp)JP'lnd^)Xi®Xx< 
lnd^)Xi®X2)(Zp)JP'lnd^)Xw<<< 

est un isomorphisme. 

Démonstration. — Puisque ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(Zp)lp est dense dans l'espace 

( i n d g j ^ ^ x i <8> X2)(̂ p)an) toute application linéaire continue : 

(38) ( l n d ^ ) x i ® X 2 ) ( Z p r ^ F 

est nulle (resp. est B(Qp)+-équivariante) si et seulement s'il en est de même de sa 
restriction à (lndgj^^Xi®X2)(Zp)Ip. Il suffit donc de montrer que tout élément dans 
l'image de (37) s'étend en une application linéaire continue (38). Si f(X) G QP[X], 
notons ||/(X)|| le sup des valeurs absolues p-adiques de ses coefficients. Notons | | - | | y 
une norme sur V donnant sa topologie de Banach. On choisitlnd^)Xi®X2)(Zp)JP' invariante sous 
N(ZP) (ce qui est possible car N(ZP) est compact). Soit A > 0 tel que | |pv| |v < 
A||t>||v pour tout v G V où p lnd^)Xi®X2)(Zp)JP'^ Soit 0 dans l'image de (37) et, pour chaque 

d > 0, soit C(d) > 0 tel que \\<j>(f (X))\\v < C(d)\\f(X)\\ pour les f(X) de degré au 
plus d. Pour chaque z G Zp et r > 0, on a (cf. (1)) : 

xw< X-z -
x< \z+pr-Zp = X2ÌP) r 

1 

0 

z 

E 
pr-f(x) 

En utilisant l'invariance sous B(QP)+ de </>, on obtient : 

cw<p 
^bvnlp^ù 

>X-z-
<,; )\W = \X2{P)\-T\\ 

x< 

0 

z 
p W ( / ( X ) ) | | v 

< ( |x2(p) | -Mri l^ ( / (x ) ) | |v < ( | x2(p )r1^) rc (d) | | / (x ) | | . 

Soit h tel que |x2(p)|-1^ < \P~h\i on v°iï Que> Pour chaque d > 0, la restriction de § à 

(lndg(Q(^p)xi0X2)(Zp)lp'-d est tempérée d'ordre < h. Par le théorème d'Amice-Vélu 

([1]) et Vishik ([47]), si d > h — 1 la restriction s'étend de manière unique en une 

application linéaire continue (j>d : ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(̂ p)an -» V qui est tempérée 

d'ordre < h. L'unicité montre alors que l'extension (j>d ne dépend pas du choix de 

d > h — 1 et définit l'extension cherchée de 0 à ( i n d g j ^ ^ x i ® X2)(̂ p)an- • 
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Lemme A.2.2. — La restriction 

Hom(9la(Qp),B(<ïp))((lnd^)xi®X2)(Qp)a,,,Kn) 

-Hom (8 [2 (Qp)3(Qp) ) ( ( lnd^)Xi®X2)(QP) lp ,K„) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. — Comme la flèche (35) et son analogue en remplaçant « an » par 
« lp » sont des isomorphismes et comme B(QP)+ engendre le groupe B(QP), il suffit 
de montrer que la restriction : 

(39) Hom(0l2(Qp),B(Qp)+) ( ( I n d j ^ x i ® X 2 ) ( Z p r , V^)<< 

+ Hom(0l2(QP),B(Qp) + ) ((IndB(Qp?P)xi ® *2)(Zp)lp, Vkn) 

est un isomorphisme. Compte tenu du lemme A.2.1, il suffit de montrer que si <f) : 

( i n d g ^ ^ x i ® x2)(Zp)ari —> V est une application continue dont la restriction 

0lp à (lndgj^^p^xi ® X2)(Zp)lp se factorise comme le composé d'une application 

continue 0[2(Qp)-équivariante ( I ^ B J ^ ^ X I ®X2)(^p)lp —• V&n avec l'injection na

turelle^^$—<<• V, alors <j> admet aussi une factorisation analogue. Soit r > r0, <\)r 

la restriction de 0 à ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(Zp)an et d un entier assez grand pour 

que ( I n d ^ ^ x i ® X2)(Zp)JP^d engendre ( I n d ^ ^ x i ® X2)(Zp)an sous gl2(Qp). 

Comme ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(Zp)JP'-d est de dimension finie, son image par 0lp dans 

Van est de dimension finie et tombe donc dans l̂ Kp(s)_an pour un s > r. Comme 

</>lp est g[2(Qp)-équivariant et Vk (s)_an est stable par 0Ï2(Qp), on voit que l'image 

de ( i n d g ^ ^ x i ® X2) (Zp)J? tombe encore dans VKp^_an. Considérons maintenant 

l'application continue : 

lnd^)Xi®X2)(Zp)JP' Hom(0l2(QP),B(Qp) + ) ((In< 
Hom(0l2(QP),B(Qp) + ) ((IndB(Qp?P)xi ® *2)(Zpxvv 

Hom(0l2(QP),B(Qp) + ) ((Indw<< 

Soit / G ( I n d g ^ ^ x i ® X2)(ZP)J.P, alors l'application g 1—• $(g,f) est (la restriction 

à Kp(s) d') une fonction rigide analytique sur Kp(s) (car l'action de Kp(s) sur / et 

0r(/) provient d'une action rigide analytique de Kp(s)). De plus, toutes ses dérivées 

sont nulles car </>lp est gt2(Qp)-équivariant. On voit donc que $ est nul sur Kp(s) x 

(lndB(LQ2^p)xi ® X2)(ZP)|P. Mais cet espace est dense dans Kp(s) x ( i n d ^ ^ i ® 

X2)(Zp)an, donc $ est identiquement nul et l'application 0r est ifp(s)-équivariante. 

Comme l'action de Kp(s) sur ( i n d g ^ ^ x i ® X2)(Zp)an est Kp(s)-rigide analytique, 

on voit que </>r se factorise par une application continue ifp(s)-équivariante : 

( i n d g ^ X l ® X2)(Zp)» - Vkp(s)-a„, 
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et donc en particulier par une application continue g t2(Qp)-équivariante : 

(lnd^«p)Xic<<<«)X2)(Zp)r-K„. 

Passant à la limite inductive sur r > ro et utilisant (36), on obtient le résultat. 

Lemme A.2.3. — Soit f G ( i n d ^ ^ x i ® x2)(QP)an et g G GL2(QP) tels que 

g - f est encore dans ( i n d g j ^ ^ x i ® X2)(Qp)an, alors pour tout élément (j) de 

Hom(0l2(Qp),B(Qp)) ((lndg£?p)Xi ® x2)(QP)an, Van), on a 4>(g • f) = g • <j>{f). 

Démonstration. — Soit Q, C Qp le support de / . Il suffit de montrer que, pour tout 
z G Q et tout voisinage ouvert compact Çlz C Œ de z, on a : 

(40) ^xi ® X2)(Qp)an,^xi ® X2 

Fixons 2 G Œ et n =f ^ ^ G N(QP) (donc z est le translaté par n du point 0 G Qp, 

cf. (1)). Comme le support de g • / est contenu dans Qp par hypothèse, l'image de z 
par # vit dans Qp et donc ng~x envoie 0 G Qp vers un point de Qp. On peut donc 

écrire : 

ng-1 =n~1b<<-1 

pour un n G N(QP) et un b G B(QP). Par l'invariance de 4> sous B(QP), on obtient 
pour tout voisinage ouvert compact Çtz C Cl de z : 

Ф(д • ( / in j ) = Ф<^mm(Ьпп • ( / jnj) = & • ф( 
9 ' Hf\nz) = bnn • (f)(f\nz) = bn • (j)(n • ( / | n j ) . 

Quitte à remplacer / par n - f et z par 0, on est donc ramené à montrer que, pour 
n G N(Qo) et Cto un voisinage suffisamment petit de 0 dans on a : 

(41) 0 ( n - / ) = n-</>(/)• 

Fixons r tel que / est analytique sur ¿3(0, r) et s > r suffisamment grand pour 

avoir ^ ( I n d ^ ^ x i ® X2)(QP)an)) C ^Ms)-a„ (un tel s existe car ( i n d ^ ^ X i ® 

X2)(Qp)an est un espace de Banach et Kn est réunion des Banach VKp(s)-&ni c^ [6, 

Prop.l p.1.20] par exemple). Soit t0 > 0 tel que p~tonpto G lfp(s) HN(QP) (rappelons 

que p = f q j j ) , o n a aussi pour tout t > to : 

(42) 
Hom(0l2(QP),B(Qp) +® w<<< 

et notons que (p"* • /)|prZp G ( i n d ^ Q ^ X i ® X2)(QP)an P°ur t > 0. Comme l'action 

de Kp(s) sur ( Indg^^p)xi <8> X2)(QP)an et Ifop(a)-an provient d'une action rigide 

analytique de Kp(s) et comme </> est g[2(Qp)-équivariant, on obtient : 

(43) 4>{k • / ' ) = k • <M/') 

A S T É R I S Q U E 331 



REPRÉSENTATIONS ORDINAIRES DE GL2(QP) ET COMPATIBILITÉ 311 

pour tout k e Kp(s) et / ' € (lndB(Q(?p)xi (g) X2)(QP)an- Un calcul donne alors pour 
t>t0: 

Hn ' f\pr+*Zp) = P £ P ' • ^(np* • ( P * • /)i„rZ ) = • 4>{p 'np1 • (p * • /)|PrZ ) 

p ' (p 'np^^Up 1 - f)\prZp) =n^(pt(p * - / ) |p rZ) 

n ' (t>(f\pr+tZp) 

où les deuxième et quatrième égalités découlent de la B(Qp)-équivariance de (/> et la 

troisième de (43) et (42). On obtient bien (41) pour fî0 = Pr %P avec r' >r + t. • 

Lemme A.2.4. — La restriction : 

(44) HomGL2(Qp) ( ( i n d g ^ X i ® X2)an, Van) 

- Hom(fll2(Qp),B(Qp)) ( ( I n d ^ ' x i ® X2)(QP)an,K„) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. — Comme (lnd^^p)Xl ® X2)(QP)an engendre ( i n d ^ ^ ^ x i ® X2)AN 

sous GL2(QP), l'application (44) est injective. On doit montrer sa surjectivité. 

Munissons L[GL2(QP)] de sa topologie localement convexe la plus fine et consi

dérons le produit tensoriel L[GL2(QP)] ®L ( l n d g | ^ p ) x i ® X2)(QP)an muni de 

sa topologie produit tensoriel inductive (cet espace est isomorphe à une somme 

directe de copies de ( i n d g j ^ ^ x i ® X2)(Qp)an indexées par les éléments de 

GL2(QP) et cette topologie n'est autre que la topologie somme directe). L'inclusion 

( I n d ^ p ) x i ® X2)(Qp)an - (lnd^(LQ2yp)xi ® X2)AN induit une application continue 

GL2(Qp)-équivariante : 

(45) £[GL2(Qp)] ®L ( I n d ^ ^ x i ® X2)(QP)an - ( I n d ^ p ) x i ® X2)an. 

Siw déf w< 
Vl 

< 
<< 

GL2(QP), on a une immersion fermée 

(46) ( i n d ^ ' x i ® x2) (QP)an e ( i n d ^ ^ ^ x ! ® x2) (QP)an 

- L[GL2(QP)] ®L ( I n d ^ ^ ' x i ® X2)(QP)an 

définie par (/ i , /2) i-> 1 ® fi + w <g> /2. Comme P(QP) = Qp U wQp, le composé 
de (45) et (46) est une surjection continue. Comme son but et sa source sont de 
plus des espaces localement convexes de type compact, le théorème de l'image ou
verte entraîne qu'il s'agit d'une surjection topologique. Il en est donc de même de 
(45). Puisque Van est muni d'une action continue de GL2(QP), toute application li
néaire continue (f) : ( i n d g ^ ^ x i ®X2)(Qp)an —> K,n induit une application continue 
GL2(Qp)-équivariante : 

$ : L[GL2(QP)} ®L ( I n d g ^ x i ® X2)(QP)an - Kn-
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Nous allons montrer que, si </> est de plus (gt2(Qp), B(Qp))-équivariant, alors le noyau 

de $ contient le noyau de (45). Comme (45) est une surjection topologique, cela 

montrera que $ se factorise par une application continue GL2(Qp)-équivariante $ : 

( l n d ^ ^ ) X i ® X 2 ) a n - Kn dont la restriction à ( I n d ^ ^ x i ®x2)(QP)an coïncide 

avec <j> (et $ sera un antécédent de <j>, d'où la surjectivité voulue). Soit donc <j> € 

Hom(gi2(Qp).B(Qp)) ((lndB(Q^p)Xi®X2)(QP)ai\ Kn) et^xi ® X2)(Qp)an, + - • -+9r®fr un élément 

dans le noyau de (45) où gt e GL2(QP), fi € ( i n d ^ ^ i ® X2)(QP)an- On a donc 

d a n s C l n d ^ ^ x ^ X . ) 4 " : 

(47) 
r 

1=1 
9i- fi = 0 

et on doit montrer que : 

(48) 
r 

i=l 
9i ' Hfi) = 0. 

Il suffit de montrer que, si z G P(QP) et £lz est un voisinage ouvert suffisamment petit 
de z dans P(QP), alors : 

(49) 
r 

i=l 
9i ' Hfil^g-1) 0 

(on peut en effet écrire P(QP) = U i = i x w w ' w<<=^xi ® X2)(Q << 
,1 = 1 f .o - i et on a bien alors : 

r 

i=l 
9i * H fi] 

r 

i=\ 

s 

3=1 

^xi ® X2)(Qp) 
s 

3 = 1 

r 

. i=l 
,* -*( / i |n , i a rO = 0). 

Soit g = a c<< 
d 

G GL2(QP) tel que dz — b 
-azA-a = 0. quitte à remplacer g\(g)f\H \-gr®fr 

par (8) /1 H h <7r#-1 0 /r, il suffit de traiter le cas z = 0. Si 0 n'est pas dans 
le support de gi- fi, alors on peut supposer de même pour QQ (quitte à le rapetisser) 
et le i-ième terme dans (49) est déjà nul. On peut donc supposer que 0 est dans le 
support de chaque gi - fi, que O0 est à support dans Qp et donc que chaque gi • fi 
est aussi à support dans Qp (puisque l'on ne regarde que / ^ o p - i ) - Le lemme A.2.3 
entraîne alors avec (47) : 

r 

1=1 

9i'<t>(fi\nog-i)-
r 

i=l 
4(9i'(fi\nog7i)) : 

r 

1=1 

<L>((9i'fi)\n0) z 0 
r 

i=l 
,9i' fi)\nr))=Q-

La proposition 2.1.4 découle des lemmes A.2.2 et A.2.4 et de l'isomorphisme 

HomGL2(Qp) ( ( I n d ^ x i ® X2)an, Kn) - HomGL2(Qp) ( ( i n d ^ ' x i ® X.)*", V). 
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Remarque A.2.5. — La preuve précédente de la proposition 2.1.4 est la spécialisation 
au cas considéré des arguments de [25] et est assez analogue à la preuve de [21, 
Prop.2.5] : les lemmes A.2.1 et A.2.2 correspondent à [21, Lem.3.23] et les lemmes 
A.2.3 et A.2.4 à [21, Lem.3.1]. La différence clef est la suivante : dans le contexte 
de [21, Prop.2.5], on suppose que xi ® X2 est de poids classique k et de pente 
non critique (i.e. |xi(p)| > bfc_2|)> et aussi que V est un GL2(QP)-Banach uni
taire. Cela permet de se restreindre à d = k — 2 dans la preuve du lemme A.2.1. 
De plus, l'espace ( i n d g ^ ^ x i (g) X2)lp'~fe 2 est GL2(QP)-invariant (pas seulement 
(fl^(Qp)î B(Qp))-invariant). Cela permet d'énoncer et de démontrer un résultat qui 
évite de considérer les vecteurs localement analytiques dans V et l'action de 0É2(Qp) 

s u r ( l n d ^ ^ X l ® X 2 ) a n . 
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