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INVARIANTS ¥ ET DERIVEES
DE VALEURS PROPRES DE FROBENIUS

par

Pierre Colmez

Résumé. — Nous donnons une formule pour I'invariant-% de Fontaine-Mazur d’une
représentation semi-stable de dimension 2 de Gal(.dp /Qp) en termes de dérivées de
valeurs propres de Frobenius. Combinée avec des résultats de Stevens et de Kisin,
cette formule fournit une nouvelle démonstration de I’égalité des invariants-.# de
Fontaine-Mazur et Coleman attachés aux formes modulaires.

Abstract (£-invariants and Frobenius eigenvalues derivatives). — We give a formula for
Fontaine-Mazur’s Z-invariant attached to a 2-dimensional semi-stable representation
of Gal(ap /Qp) in terms of derivatives of eigenvalues of Frobenius. Combined with
results of Stevens and Kisin, this gives a new proof of the equality between Fontaine-
Mazur’s and Coleman’s Z-invariants attached to modular forms.

Introduction

0.1. Invariants . de formes modulaires. — Si f est une forme primitive de
poids ko pair et niveau N divisible par p, vecteur propre pour (!) T, pour la valeur
propre pke/2-1
Mazur, Tate et Teitelbaum [20] ont conjecturé (#) I'existence d’un invariant .#(f) ne

, la fonction L p-adique de f a un zéro supplémentaire en s = kg/2.

dépendant de f que «localement en p », tel que I’on ait (3)

Ly(f,ko/2) = 2(f) - L(f, ko/2).

Si ko = 2 et si les coefficients de Fourier de f sont rationnels, il correspond & f une
courbe elliptique F, définie sur Q, ayant mauvaise réduction multiplicative déployée

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S** 11F**,

Mots clefs. — Représentation semi-stable, famille de représentations.

(1) 11 s’agit de 'opérateur Tp de niveau N divisible par p, c’est-a-dire 'opérateur U, d’Atkin-Lehner.
(2) Le lecteur pourra consulter [9] pour une introduction plus détaillée.

(3) Pour que la formule ci-dessous ait un sens, il faut considérer L, comme a valeurs dans le Qp-espace
vectoriel engendré par les périodes de f.
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14 P. COLMEZ

en p. D’apreés le théoréme d’uniformisation de Tate, il existe alors ¢ € Q, de valua-
tion non nulle, tel que E soit isomorphe, en tant que variété rigide, a G,,/q?%, et
on a Z(f) = %. Dans le cas général, deux définitions de l'invariant Z(f) ont
été proposées : 'une par Coleman (3] et 'autre par Fontaine et Mazur [19]. L’inva-
riant Zco1(f) de Coleman est défini via la théorie de I'intégration p-adique de Coleman
et Vinvariant 2 _m(f) de Fontaine-Mazur est défini via le (¢, N)-module filtré de la
restriction & un groupe de décomposition en p de la représentation galoisienne V;

associée & f. On dispose des résultats suivants :

Théoréme 0.1 (Stevens). — L (f,ko/2) = Loa(f) - L(f, ko/2).

Théoréme 0.2 (Kato-Kurihara-Tsuji). — L, (f,ko/2) = Lr-m(f) - L(f, ko/2).
Théoréme 0.3 (Coleman-lovita). — Zco1(f) = Lr-m(f)-

Le théoreme de Coleman-Iovita est bien évidemment une conséquence des théo-
rémes de Stevens et de Kato-Kurihara-Tsuji, mais leur démonstration [5], qui se fait
en déformant une courbe modulaire sur une famille de P!, est bien plus directe que
celle obtenue en utilisant ces deux théoremes.

La démonstration de Kato-Kurihara-Tsuji (non rédigée, mais voir {8, 22]) repose
sur la construction, par Kato [17], d’un systéme d’Euler pour la représentation Vj
dont l'image par l'exponentielle de Perrin-Riou [21] redonne la fonction L,(f,s)
(la démonstration de ce dernier fait repose sur la loi de réciprocité explicite de
Kato [16] dont la démonstration est trés délicate).

La démonstration de Stevens en poids quelconque est une généralisation de celle
qu’il avait obtenue avec Greenberg [15] en poids 2; elle repose sur les familles de
formes modulaires p-adiques et leurs fonctions L. Coleman a construit [4], en interpo-
lant ) des formes modulaires classiques, une famille analytique de formes modulaires
p-adiques fz, pour z € &', o & est une boule de C, contenant kg, avec fx, = f.
Cette famille est propre pour tous les opérateurs de Hecke et les valeurs propres dé-
pendent analytiquement de z € £ ; c’est en particulier le cas de la valeur propre a,
de T,. Le lien entre Zcoi(f) et a, est le suivant (cf. [26]).

Théoréme 0.4 (Stevens). — ZLcoi(f) = —2a,(ko) ™" - ap (ko).

Dans cet article, nous démontrons (cf. th. 0.5 et cor. 0.7) une formule analogue pour
linvariant % _n(f) en utilisant la famille de représentations galoisiennes attachée a
la famille des f,.

(4) 8i k € N est un élément de 2 tel que vp(ap(k)) < k — 1, alors fi est une forme modulaire
classique de poids k et conducteur N.
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INVARIANTS ¢ ET DERIVEES DE VALEURS PROPRES DE FROBENIUS 15

0.2. Familles analytiques de représentations galoisiennes de dimension 2

Soit S une algébre de Tate, i.e. un quotient d’une algébre Q,{X1,...,X,} de
séries convergeant sur la boule unité fermée. L’espace analytique 2~ associé & S est
Pensemble des morphismes continus de S dans C,, la topologie sur £ étant celle
de la convergence faible. Si z € &, on note E, ’adhérence dans C, du sous-corps
engendré par I'image de S par z. Si E est un sous-corps de C,, on définit Z(F)
comme l’ensemble des r € 2 vérifiant E; C E. On voit un élément s de S comme
une fonction analytique sur £, en posant s(z) = z(s).

Soit V' une S-représentation de dimension 2 de ¥Yq, (i.e. un S-module libre de
rang 2 muni d’une action S-linéaire continue de gqp). Choisissons une base v1, v
de V sur S et notons A, € GL2(S) la matrice de o € ¥q, dans cette base. Siz € %,
on note V, la E -représentation de dimension 2, pour laquelle la matrice de o € ¥q,
est Ay(z). La fonction z — A, (z) étant analytique, la famille de représentations V,
pour z € Z, définie par V, est « analytique » et V est une famille analytique de
représentations de Yq, de dimension 2.

Soit ¢y : 9q, — Qp le caractere (additif) non ramifié de %q, normalisé par 11 (o) =
1si o induit le frobenius z — z? sur F,. Soit ¢5 : %q, — Q, le logarithme du caractere
cyclotomique. Comme 1,1, forment une base de Hom(9%q,, Q,), il existe ,x € S
tels que, quel que soit 0 € 9q,,, on ait

log(det Ay) =6 - 1(0) + & - P2(0).
Notre résultat principal est I’énoncé peu appétissant suivant :

Théoréme 0.5. — Supposons que V a un poids de Hodge-Tate® nul, et qu’il existe
a € S tel que (BC,iS@?V)gQP"":a soit localement libre de rang 1 sur & .

Alors, si E est une extension finie de Qp, si xo € Z (F) est tel que Vg, soit
semi-stable d’invariant de Fontaine-Mazur égal ¢ £ € E et poids de Hodge-Tate 0
et k(xzo) < —1, la forme différentielle

da 1 1
— — -2 -dr+ -dé
a 27 T
s’annule en xg.
Remarque 0.6. — (i) Le terme dé pouvant s’éliminer en tordant par un caractére non

ramifié, le théoreme ci-dessus montre que l'invariant .# de Fontaine-Mazur s’exprime

(®) 11 s’agit des poids de Hodge-Tate k1, k2 fournis par la théorie de Sen [24, 25]; ils vivent a priori
dans une extension quadratique (car on est en dimension 2) de S et, si E est une extension finie de Qp,
si x € 2 (E) est tel que V; est de Hodge-Tate (considérée comme Qp-représentation de dimension
2-[E:Qp)), alors k1(x) et k2(x) sont des entiers et les poids de Hodge-Tate de V; sont k1(z) et k2(x)
avec multiplicité [E:Qp]. L’hypothése selon laquelle I'un des poids de Hodge-Tate est nul implique
que lautre est égal a k.
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16 P. COLMEZ

simplement en termes de la dérivée logarithmique de la valeur propre de frobenius
par rapport au poids de Hodge-Tate, ce qui semble, a priori, assez surprenant. En
fait, c’est un reflet de la géométrie de ’espace des représentations triangulines [11].
(Une E-représentation de dimension 2 de %q, est trianguline s’il existe un caracteére
continu d : ¥q, — E* et a € E* tels que (Bpis ® V)%are=a £ ()

(if) La démonstration repose sur un calcul de cohomologie galoisienne dans les
anneaux de Fontaine. Le principe consiste & bouger la filtration sur Dg(End(Vy,))
pour se ramener & k(zg) = —1. Dans ce cas, la représentation V;, est une extension
de Qp(—1) par Q, dont la classe dans H'(%q,, Q,(1)) est contrélée par I'invariant % ;
on peut alors faire tous les calculs explicitement en utilisant un peu de théorie locale
du corps de classes. Cette technique consistant & bouger la filtration pour se ramener &
des représentations plus simples a été introduite par Fontaine [14] et utilisée avec profit
dans [13] pour démontrer la conjecture « faiblement admissible implique admissible ».

(iii) La formule « galoisienne » du théoréme ci-dessus a un avatar « automorphe »
(cf. [11]) faisant intervenir I'invariant . de Breuil [2] défini en termes de représenta-
tions unitaires de GL2(Q,). On passe d’une formule & P’autre via la correspondance
de Langlands locale p-adique pour la série principale unitaire [12] pour GL2(Q,),
mais le calcul est nettement plus facile du c6té automorphe. Ce calcul a joué un réle
non négligeable dans la conception de [10] dont [11] et [12] sont issus.

Revenons & la famille analytique de formes modulaires construite par Coleman.
On peut interpoler (cf. [6]) les représentations galoisiennes p-adiques associées aux
formes classiques fi, pour k € Z N £ vérifiant v,(ap(k)) < k — 1, pour construire
une S-représentation V de ¥q, ou S est 'algebre de Tate des fonctions analytiques
sur £ . En particulier, on a Vi, = V4.

Les poids de Hodge-Tate de V, sont 0 et 1 — = et la représentation detV, se
factorise & travers une extension finie de Q((p). Par ailleurs, Saito [23] a montré
que, si f, est une forme classique, alors Dys(V;)?=2(*) # 0, et Kisin [18] a montré
que la représentation V' vérifiait les conditions du théoréeme avec o = ap. On peut
donc appliquer le théoréme, avec zg = ko, @ = ap, k(z) = 1 —z, é(z) = 0 et
L =L Vi) = Lr-m(f) pour en déduire le résultat suivant :

Corollaire 0.7. — ZLv_m(f) = —2a,(ko) ™" - ap (ko).

Finalement, en comparant le corollaire ci-dessus avec le résultat de Stevens, on
obtient une nouvelle démonstration du théoréme de Coleman-Iovita.

Corollaire 0.8. — Lr_m(f) = ZLoa ().

ASTERISQUE 331



INVARIANTS ¢ ET DERIVEES DE VALEURS PROPRES DE FROBENIUS 17

1. Cohomologie galoisienne des anneaux de Fontaine

Dans tout le reste de l'article, E est une extension finie de Q, et on s’intéresse
aux E-représentations de 9q, = Gal(ap/Qp), c’est-a-dire aux F-espaces vectoriels
de dimension finie munis d’une action E-linéaire continue de ¥q, .

1.1. Anneaux de Fontaine. — Soient B;is C Bs; C Bgr les anneaux de Fontaine
et soient

Beiis,g = E®qQ, Beris, Bst,g = E®q, Bst et Bar,rp = E ®q, Bar-

On étend 'action de 9q, sur Beis, Bsi et Bgr en une action E-linéaire sur Beis E,
Bsi,g et Bar,g. De méme, on étend I’action de ¢ sur Bgs et By en une action
E-linéaire sur Bes g et B g et I'action de N sur By en une action E-linéaire
sur By g. Finalement, on définit la filtration (BfiR E),ez sur Bggr,g en tensorisant
par E la filtration (Big)icz sur Bqr. On a alors BSt % = Bucris,g et I'inclusion
de Bris, g dans Bgg g induit la suite ezacte fondamentale

0—- E - B” —’BdR,E/BgR,E—’O-

cris, E
Soit ¢ le 2im p-adique de Fontaine. C’est un élément de Bcys C Beris g sur lequel
9q, agit par multiplication par le caractére cyclotomique, et on a ¢(t) = pt, Nt =0
et t'Bip p = Byl p sii,j € Z.

1.2. Cohomologie galoisienne. — Si M est un ¥q_-module et si i € N, on note

H'(M) le i-itme groupe de cohomologie continue de 9q, a valeurs dans M. Si j € Z,
on note M (j) le module M tordu par la puissance j-iéme du caractére cyclotomique.
Proposition 1.1. — (i) On a H°(C,) = H(C,) = Q, et H(C,(j)) =0 sij #0 ou
stt > 2.

(ii) Sia < b€ ZU{-o0,+00}, alors H'(B4g /B} RE) = Hl(BgRYE/BSR‘E) =0

sia >0 ou si b <0 (avec la convention BdR r = Bdar,E et BdR w =0).

Démonstration. — Le (i) est dii & Tate [27] et le (ii) s’en déduit par dévissage et pas-

sage & la limite en utilisant I'isomorphisme B}y 5/ Bfﬁ;l 2 2 E®C,(i) 2 Cpy(i) FQl,

1.3. Le module U; et son H!. — Sii € N, soit U; = Bi\tr;; =0%=p""" Alors N
induit, quel que soit ¢ € N, la suite exacte

N
O_)BcrlsE i+1 — Ui — 0.

Proposition 1.2. — L’application naturelle
HY(E) — ker (H*(U) 25 H'(Ba,2))

est un isomorphisme.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



18 P. COLMEZ

Démonstration. — La suite exacte 0 — E(—1) — Uy — Bgr g/ B;ﬁ» g — 0 et Pannu-
lation de H%(Bgyg, £/ BE}%, g) et H'(Bar,E /Bgﬁy ) permettent de montrer que I’appli-
cation naturelle de H'(E(—1)) dans H'(Up) est un isomorphisme. Comme par ailleurs
les extensions non triviales de E par E(—1) ne sont pas semi-stables [1], cela implique
que application naturelle de H'(Uy) dans H'(Bg, g) est injective. D’ou I'égalité

ker (H'(U;) 25 H'(Bat,5)) = ker (H'(U1) 25 H'(Up)).

Maintenant, comme N induit la suite exacte 0 — BT, — Uy - Uy — 0 et

cris,E
comme H®(Uy) = Uy N E = 0, on obtient ker(H!(U;) —— H'(Up)) = Hl(Bfri:s}E .
Finalement, la suite exacte 0 — E — Bc(prizs}E — Bar,z/Blg r — 0 et I'annula-

tion de H°(Bar,£/BJR ) et H'(Bar,2/Big ;) montrent que 'application naturelle

de H'(E) dans H 1(Bc";i:s}E) est un isomorphisme, ce qui permet de conclure.

2. E-(p, N)-modules filtrés

2.1. Définitions et rappels

1. E-(¢, N)-modules. — Un E-(¢, N)-module D est un E-espace vectoriel muni d’ac-
tions E-linéaires de ¢ et N avec la relation de commutation Ny = ppN.

Si D est E-(p, N)-module de dimension finie sur E, on définit 'invariant ty (D)
par la formule ¢y (D) = v,(det ¢), et on note Xq,(D) le B2 ,-module

cris,E

xst(D) — (Bst,E ® D)<P=1,N=O_

Si D; et D, sont deux E-(¢, N)-modules, on fait de D; ® g D2 un E-(p, N)-module
en faisant agir ¢ et N sur D; ® g Dy par p @ p et N ® 1 + 1 ® N respectivement.

2. Filtrations. — Une filtration Fil = (Filj D)jez sur un E-espace vectoriel D est
une collection de sous-E-espaces vectoriels Fil! D, pour j € Z, avec Fil? 1D c FiVD
quel que soit j € Z, ﬂjezFilj D =0cet UjezFilj D = D. Les entiers j pour lesquels
Fil! D/Fil! ' D # 0 s’appellent les degrés de la filtration.

Si D; et D, sont deux FE-espaces vectoriels munis de filtrations Fil; et Fily, et si
D; ou D, est de dimension finie, alors Fil (Dy ® g D2) = ¥, 1;,=; Fili' D1 ®g Fil}?
est une filtration sur D; ® g Ds.

Si Fil = (Fil’D);cz est une filtration sur un E-espace vectoriel D de dimension
finie, on définit l'invariant tg (D, Fil) par la formule

tg(D,Fil) = Y j dimp(Fi D/Fil’*' D)
jez
et on note X4gr (D, Fil) le B(TR’ g-module

X4r (D, Fil) = (Bar,g ® D)/Fil°(Bar,r ® D).

ASTERISQUE 331



INVARIANTS & ET DERIVEES DE VALEURS PROPRES DE FROBENIUS 19

3. E-(p, N)-modules filtrés. — Un E-(p,N)-module filtré (D,Fil) est un
E-(¢, N)-module D muni d’une filtration. Un tel module est dit admissible, s’il est de
dimension finie, si ¢ est inversible, si tg(D,Fil) = ty(D) et si tg(D’,Fil) < ty(D’)
pour tout sous-E-(p, N)-module D' de D muni de la filtration induite. Si (D, Fil)
est un E-(p, N)-module filtré admissible, on note Vg (D, Fil) le noyau de la fleche
naturelle de X (D) dans Xgr(D, Fil) induite par U'inclusion de By g dans Byg, &.

By £ est naturellement muni d’une structure de E-(p, N)-module filtré, la filtration
étant induite par celle de Byr g. Si V' est une E-représentation de ¥q,, le E-espace
vectoriel Dg; (V) = (Bsi.z ® V)@ hérite de la structure de E-(¢, N)-module filtré
de By g. On a de plus dimg Dy (V) < dimgV et on dit que V est semi-stable
si dimg Dg (V) = dimg V.

On dispose du résultat suivant [7, 13] :

Théoréme 2.1. — (i) Si V est une E-représentation semi-stable de 9q,, alors Dg (V)
est un E-(¢, N)-module filtré admissible et ’application naturelle de Bgt g ® g Dgt (V)
dans Bsy, g ®p V' est un isomorphisme commutant auzr actions de 9q,, ¢, N et res-
pectant les filtrations, et on a Vg (Dg(V)) = V.

(it) St (D, Fil) est un E-(p, N)-module filtré admissible, alors Vg (D, Fil) est une
représentation semi-stable de Yq,, la suite

0 — Vg (D,Fil) - X4 (D) — X4r(D,Fil) - 0

est exacte, l'application naturelle de Bgy. g @ Vs (D,Fil) dans Bg g Qg D est un
isomorphisme commutant auz actions de 9q,, ¢, N et respectant les filtrations,
les poids de Hodge-Tate de Vg (D, Fil) sont les opposés des degrés de Fil, et on a
D, (V. (D, Fil)) = (D, Fil).

(iii) De plus, les équivalences de catégories Vg et Dgy définies ci-dessus commutent
auz produits tensoriels.

3. La représentation W ;

3.1. E-(p, N)-modules filtrés admissibles de dimension 2. — Soit @ € E
vérifiant 2v, (o) € N, et soit i = 2v,(a) + 1. Soit D, le E-(p, N)-module défini par

Dy=FE-e1DE-e3, ¢(e1)=paei, p(e) =aey, Ney =ey, Ney=0.

Si .Z € E, on note Fily la filtration sur D, définie par

0 sij >,
FillyDo = { E - (e1 + Le;) si0<j<i,
D, si j < 0.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



20 P. COLMEZ

Le E-(p, N) module filtré (D, Fil &) est admissible et la représentation Vg (D, Fil &)
est une E-représentation semi-stable non cristalline de dimension 2 de 9, de poids
de Hodge-Tate 0 et —i. Réciproquement, toute E-représentation V' semi-stable non
cristalline de dimension 2 de ¥q,, de poids de Hodge-Tate 0 et —i, est isomorphe &
Ve (Da, Filg) pour un unique couple (a,.Z) avec 2vp(a) + 1 = i; l'invariant £ est
Uinvariant de Fontaine-Mazur de V.

3.2. Le E-(¢, N)-module filtré (D,Filg ;). — Soit D=FE-fL®E-f®E- f3le
(¢, N)-module défini par :

o(f1) =pf1, o(f2) = f2, o(f3) =p ' f3, Nfi=2f2, Nf2=fs, Nfs =0.
Si .Z € E, soient

ge1=fL+2Lfr+ L%fs, gea=frt LSy, g23="f3

et, si ¢ € N — {0}, soit File; la filtration sur D donnée par
0 sig>1,
. E. si0<j <,
Fitl, D=4 91 I

' E-gp1®FE gy si—i<j<0,
D sij < —i.
Le (¢, N)-module filtré (D, Filg ;) est admissible et on note Wy ; la représentation
Vo (D, Filg ;).

Un petit calcul montre que, si 2vy(a) + 1 = 4, alors (D, Fily ;) est le carré symé-
trique de (D, Fily) tordu par det(D,,File)™!, et donc est le (¢, N)-module filtré
des endomorphismes de trace nulle de (D, Fil&). On obtient donc le résultat suivant :

Proposition 3.1. — Si V' est une représentation semi-stable non cristalline de dimen-
sion 2 de 9q,, de poids de Hodge-Tate 0 et —i, avec i > 0, alors EndO(V) = We,.

Remarque 3.2. — Le E-(p, N)-module filtré (D, Filg ;) est autodual, et il est facile
de voir que tout E-(¢, N)-module filtré autodual, de dimension 3, avec N # 0, est
isomorphe & (D, Fily ;) pour un unique couple (3,.%) de (N — {0}) x E.

3.3. Le module Hom(Wg ;,Us)
Proposition 3.3. — On a B¥Z!, ® Wy = Xst(D) quel que soit i € N.

cris, E

Démonstration. — C’est un résultat général sur les E-(p, N)-modules filtrés admis-
sible : si (D,Fil) est un tel module, I'application naturelle de Bg g ® Vg (D, Fil)
dans By g ® D est un isomorphisme commutant & ¢ et N (th. 2.1 (ii)) et donc

B?% . ® Vi (D, Fil) = (B, p® Vi (D, Fil))#=1 V=0 = (B, p®D)#=1 V=0 = X (D).

cris,FE
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INVARIANTS . ET DERIVEES DE VALEURS PROPRES DE FROBENIUS 21

Sij=1,2,3, onnote 7; : Bst g ® D — Bgt, g 'application définie par
x = m(2) f1 + m2(x) f2 + m3(z) f3.
Lemme 3.4. — Six € X5 (D) C Bgy, g ® D, alors

1
mw3(z) € Uy, ma(z) =—Nms(z)e Uy et m(z)= §N27r3(x) e Up.
Démonstration. — C’est une simple traduction des conditions ¢(z) = z et Nz = 0.

Proposition3.5. — Sii € N, et si j = 1,2,3, alors Homg, (We,:,Us_;) est de di-
mension 1 sur E, et la restriction de m; & W ; en est une base.

Démonstration. — @?leomng (We,i,Us—;) — Homg, (We,i,Bs) = Dst(W2 )
est injective, et donc E?:l dimg Homgqp(Wg,i,Ug_j) < dimg W5, = 3. Pour
conclure, il suffit donc de prouver qu’aucun des m; n’est identiquement nul sur Wy ;,
ce qui suit du fait que I’application naturelle By g @ g Wi — Bgst,g ® D est un
isomorphisme d’apres le (ii) du th. 2.1.

4. La représentation Wy ; et sa cohomologie galoisienne

4.1. Eléments de théorie du corps de classes locale. — Si a € Qp, on note
(@) la classe de o dans H'(Qy(1)) fournie par la théorie de Kummer.

o=p

£P tel que ¥ € BY.', ait pour

cris, E

Si t est le 2im p-adique de Fontaine, soit v € B
image % dans Byr, g/ BgR, g Alors v est bien déterminé & addition pres d’un élément
de la forme at, avec a € E. Si a € Qj est de valuation nulle (i.e. si a € Zy), alors
() € H'(Qp(1)) est la classe du cocycle o — (o — 1)(log a - v).

Soit u le log p p-adique de Fontaine. C’est un élément de By, vérifiant

(i) u € Blg,

(ii) p(u) = pu et Nu = —1,

(iii) o(u) — u € Qpt et la classe de 0 — o(u) — u dans H'(Q,(1)) est égale & (p).

Le E-espace vectoriel H'(E(1)) = E ® H'(Q,(1)) admet comme base les images
des cocycles o0 — o(u)—u et o — o(v)—v; on utilise cette base pour mettre H!(E(1))
en bijection avec E? en envoyant le cocycle o — (o — 1) - (bju + bav) sur (by, by).

Le E-espace vectoriel H(E) est aussi de dimension 2; il admet comme base les
caracteres 11, 12 de I'introduction. L’accouplement H(Q,)x H!(Q,(1)) — Q,, défini
via le cup-produit H*(Q,) x H(Q,(1)) — H?*(Q,(1)), en utilisant I'isomorphisme
H%(Q,(1)) & Q, de la théorie du corps de classes locale, induit par E-linéarité un
accouplement ( , ) : H}(E)x E? — E. Comme 9; U(a) = —v,(a) et 12U(a) = log, a,
si @ € Qp, 'accouplement ( , ) est donné par la formule

(@191 + agthg, (b1, b2)) = —a1by + agbs.
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4.2. La représentation W ;

Lemme 4.1. — W ; est le E-espace vectoriel engendré par vy, vo et vs, avec

(u — Lv)? u—Lv 1
CTERL et i

’U1=tf3, ’Ug'—“(’ll,—g’l])f;;—fg et V3 =

Démonstration. — L’inclusion E-v; @ E-vo® E-v3 C W 1 se démontre en utilisant le
fait que % € By et 231 € BYy ; on en déduit I’égalité pour des raisons de dimension.

Corollaire 4.2. — (i) W 1 admet une filtration croissante par des sous-représentations
0=WeoCcW,CWyC W3 = W1, avee W; = @il - v;.

(i) W1 = E(1).

(iii) la représentation Wy est une extension de E par E(1) dont la classe dans
HY(E(1)) & E? est (1,.2).

(iv) Le quotient W' de W 1 par W est isomorphe @ Wo(—1).

Proposition 4.3. — Soit 0 — ¢, un l-cocycle sur 9q, da valeurs dans W dont
Uimage dans H'(Bg, g) par Uapplication N o my est nulle. Alors il existe ¢ € W
et v1,72 € E, uniques, tels que ma(co) = 1191(0) + Yov2(0) + (o0 — 1) - ma(c), pour
tout 0 € 9q,,, et on a y1 = L72.

Démonstration. — L’application my : We 1 — U; envoie v; sur 0, vy sur —1 et vg
”_tg” ; elle se factorise donc & travers W’ et 'image de H' (W 1) dans H!(U;) est
donc incluse dans celle de H*(W’). Maintenant, I’application N : U; — Uy, composée

sur

avec 7g, induit la suite exacte 0 - E — W’ — FE(—1) — 0 et, en passant a la
cohomologie galoisienne, la suite exacte 0 —» H(E) — HY(W') — H*(E(-1)) — 0.
Comme les extensions de E par E(—1) ne sont pas de de Rham et donc, a fortiori, pas
cristallines, application de H'(E(—1)) dans H!(Beys ) induite par 'appartenance
de t=! & By k, est injective. On en déduit que l'inclusion de E dans W' induit un
isomorphisme de H'(E) sur ker(H(W') -5 H(Up)). Ceci nous permet de montrer
Pexistence de ¢, 1 et 72 ainsi que 'unicité de v; et 7s.

Par ailleurs, la suite exacte 0 — E(1) - Wg; — W’ — 0 induit, en passant
a la cohomologie galoisienne, des applications de connexion H*(W') — H'*1(E(1)).
La restriction de ces applications de connexion au sous-groupe H*(E) de H*(W’) est
donnée par le cup-produit avec la classe § de 'extension de E par F(1) induite par
W, C W ;. Comme I'image de H!(W 1) dans H'(W’) est le noyau de I’application
de connexion H'(W') — HZ?(E(1)), on voit que ay; + byp, € HY(E) ¢ HY(W')
est dans I'image de H*(W 1) si et seulement si (ay; + bipg) U = 0. Finalement,
en utilisant le fait que I'image de § dans H'(E(1)) & E? est (1,.%), et la formule
ci-dessus pour le cup-produit, on en déduit le résultat.
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5. Cohomologie galoisienne de W ;

Proposition 5.1. — L’image de H* (W ;) dans H* (X (D)) ne dépend pas de i.

Démonstration. — On utilise la suite exacte (th. 2.1 (ii))
0— Wg,i g Xst(D) — XdR(D,F‘llgyi) — 0

pour se ramener 4 montrer que le noyau de l'application de H!(Xs (D)) dans
HY(X4r(D,Filg;)) ne dépend pas de i. Pour comparer ce noyau pour i quelconque
et ¢ = 1, introduisons le BIR, g-module M = (Bgr,g ® D)/ (Fil_og,,i N Filo_gyl). Comme

Fily ;(Bar,e ® D) =B, - 91,2 ®Blr £ - 92,9 ® Big 5 - 93,2,
on a
Fily ;(Bar,e ® D)NFily ; (Bar,z® D) = By - 91,2 Bl 5+ 92,9 ® Big 5 - 93,2
on en déduit les suites exactes

0 — (Bar,z/Birg) - 93,2 = M — Xar(D,Filg ;) — 0,
0— (B 5/Birg) 91,2 = M — Xar(D,Filg ;) — 0.

Par ailleurs, comme
H°(Bir,5/Bir,r) = H (Bir,5/Bar,p) = H' (Bir,5/Bar,z) = H' (Bir,5/Bar,5) = 0,

les applications naturelles de H! (M) dans H*(X4r (D, Filg 1)) et H(X4r(D, File;))

sont des isomorphismes et donc les noyaux des applications de H!(Xg (D)) dans
HY(X4r(D,Filg,1)) et H(X4r(D,File,;)) coincident tous les deux avec le noyau
de I'application de H'(X (D)) dans H'(M). Ceci permet de conclure.

Proposition 5.2. — Soit w € Homng(Wg,,-, Uy). Soit 0 — ¢, un 1-cocycle sur 9q,,
d valeurs dans W 1, dont l’image dans H l(Bst‘ E) par Uapplication N o w est nulle.
Alors il existe ¢ € Uy et 1,72 € E, uniques, tels que w(cy) = 1191(0) + Y2tp2(0) +
a(c) — ¢, pour tout 0 € Yq,,, et on a vy = L.

Démonstration. — L’existence de ¢, 1, 2 et I'unicité de 7, v, sont des conséquences
de la prop. 1.2. De plus, comme Homg (W ;,U;) est un-E-espace vectoriel de dimen-
sion 1 engendré par 7wy d’apres la prop. 3.5, on peut supposer que w = 77, ce que nous
ferons. La prop. 5.1 montre que 'image par my de H!(W ;) dans H'(U;) ne dépend
pas de i, ce qui permet d’utiliser la proposition 4.3 pour montrer que v; = £7s, et
conclure.
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6. Démonstration du résultat principal

Passons & la démonstration du théoréme 0.5. Comme il s’agit d’un énoncé portant
sur les dérivées a 'ordre 1, il suffit de traiter le cas S = E[z]/22. On se retrouve dans
la situation suivante :

(i) V est une (E[z]/2?)-représentation de dimension 2;

(ii) la E-représentation Vo = V/2V est semi-stable, de poids de Hodge-Tate 0 et —1,
avec i > 0, et Dg; (Vo) & Dy, avec 2vp(ao) +1 =4

(iii) il existe a € E tel que le (E[z]/2%)-module (Bes g ®p V)¥@p#=0(14a2) it
libre de rang 1.

Choisissons une base v, v, de V sur E[z]/22 et écrivons la matrice B, de o € 9q,
dans cette base sous la forme B, = (I + 2(6,1 + U,))A,, avec A, € GLy(E), 6, € E
et U, € Ma(FE) de trace nulle. Si 71,7, désignent les images de v, et vo modulo z,
alors A, est la matrice de o dans la base ‘51,52 de V4. Par ailleurs, on a

log(det B,) = log(det A,) + 226,

et donc o — log(det A,) et 0 +— J, sont des caracteéres additifs de %q,, et il existe (6)
d1,d; et 61,02 € E tels que log(det A, ) = d191(0)+dav2(0) et 6o = 6191 (0)+0212(0),
quel que soit 0 € Yq, .

Dans les notations du théoréme 0.5, on a § = dy + 2612, kK = dy + 2622 et
a = ag(1l + az), et on est ramené & démontrer la formule suivante :

Proposition6.1. — a = L65 — 6.

Soit €1 = x17; + x2U2 engendrant Dy (Vp)¥=P*0, et soit €2 = N€; = y1U;1 + ya2Ua.
Ceci fait de €3 un générateur de D¢ (Vp)?=20, et €1 +.L€5 € BfiR, e ®Eg WV, par définition

de linvariant .. Comme €, €z forment une base de D¢ (V}), la matrice M = (xl yl)
T2 Yo

est inversible dans My (Bg, ) et vérifie M1 A,0(M) = I quel que soit o € 9q,-

Soient e; = x1v; +x2v2 et e = Nej = Y101 +y2v2. Comme M est inversible, eq, eg
forment une base de Bg;,r @ V sur Bg g ® g S. La matrice de o dans cette base est
alors

M 'Byo(M) =1+ 2(6,1 + MU, M).

Par ailleurs, un calcul brutal montre que, si ’on pose

— Co =

2 2

U Ule — Us,e ) et _ 2U1,6T1T2 — U 0T + U360 T3

o )
Uze —Uie 2(x1y2 — Tay1)

(®) On a d’ailleurs dy = —1.
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alors
Nc NZc
M7U,M = ? 7).
7 (-—2ccr —Ncc,)
Comme 22 = 0, le fait que 0 — M~'B,o(M) soit un 1-cocycle & valeurs

dans GLy(Bst,r ®r S) implique que ¢ — M “1U,M est un l-cocycle & valeurs
dans M3 (Bg,E), et que 0 — c, est un 1-cocycle a valeurs dans By g ; la formule
ci-dessus montre que ce 1-cocycle est en fait & valeurs dans U et donc que le 1-cocycle
o+ Nc, — b, est & valeurs dans U;.

Lemme 6.2. — L’application naturelle D¢yis(V) — Deis(Vo) est surjective et Deyis(V)
est égal d Deyye(V)P=0(1Fa2),

Démonstration. — La multiplication par z induit la suite exacte suivante de ¥q -mo-
dules

0-Vo—-V-oVy—0.

En tensorisant par Be,is g et en prenant les invariants sous %q,, on en déduit la suite
exacte

0— Dcris(VO) - Dcris(V) i Dcris(‘/())-

Or De;is (Vo) est de dimension 1 sur E, alors que Dis(V) contient D (V) #=20(1+a2)
qui est, par hypothese, de dimension 2 sur F ; cela permet de conclure.

Lemme 6.3. — Les cocycles o — N?c, et 0 — —38, + Nc, se trivialisent dans By E-

Démonstration. — D’apres le lemme 6.2, il existe g dans Dg,is(V) ayant pour image
€o dans D,is(Vo), et il existe A1, A2 € By, g tels que

g = e2 + z(A1e1 + Azea).
Comme
o(e1) = e1+2((0o+Nco)-e1-2co-€2) et o(ez) = ea+2(N2co-e1+(5o—Ney)-e2),
et comme z2 = 0, on obtient, quel que soit o € ¥q,,
0=10(g) — g =0(ez) — e2 + z(a(A1)o(e1) — Arer + o (X2)o(e2) — Azer)
=z(Nzca e1+ (0o — Neg) - ez 4 (0(A1) — A1) -e1 + (0(X2) — A2) - €2),
et donc N2c, = o(=A1) — (=\1) et Ncg — 6, = 0(Xg) — Ag. Ceci permet de conclure.

Corollaire 6.4. — 11 existe A € Uy et v1,72 € E tels que, pour tout o € 9q,, on ait

Neo = 1191(0) + v2¢p2(0) + o (A) — A
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Démonstration. — Cela suit de la proposition 1.2.

La proposition 6.1 est alors une conséquence immédiate de la proposition suivante,
ce qui permet de terminer la démonstration du théoréme 0.5.

Proposition 6.5. — On a les relations suivantes :

(i) Y2 = 52 5

(ll) a=’71—(51;

(iif) 1 = Z72.
Démonstration. — (i) On a

o0(X2) = A2 = Ncg = 65 = (71 — 01)¥1(0) + (72 — 82)92(0) + o (A) — A.
Soit w € W(F,) vérifiant p(w)—w = 1. Comme ¢ engendre topologiquement le groupe
de Galois de ’extension maximale non ramifiée de Q, et comme 1); est normalisé
par ¥(¢) =1, 0n a o(w) —w = ¢Y1(0) et
(v2 = 62)p2(0) = (0 —1) - (A2 = A = (1 — 61)w),

quel que soit o € ¥q,. Comme I'extension de Q, par Q, définie par 12 n’est pas de
Hodge-Tate, et donc pas semi-stable, on a y2 —ds = 0 et Ao = A+ (11 — §1)w + g,
avec u € E.

(ii) Comme g € Dys(V), et comme Ne; = ez et Ne; =0, 0n a

O——‘—Ng:Z(NAl '61+)\1'€2+N)\2'€2).
Ceci implique en particulier A\; = —NAs = —NX € Uy, ce qui nous donne

e(AM) =p A1, p(A2) = Ao + (11 — 1),
©(9) =p(ea + z(A1e1 + Agez)) = ag(e2 + z(Are1 + (A2 + (71 — 61))ez)
=ao(1l + (71 — 01)2)g,
et donc a = y; — 81, d’apres le lemme 6.2.

(iii) Si 7,73 est la base de Vy* duale de 7;,7,, Papplication E-linéaire de V"
dans Bg; g, qui envoie T} sur x; et U5 sur x2 commute & l'action de ¥q,. La formule
explicite (cf. ci-avant) pour ¢, montre donc que le cocycle o — Nc, est l'image
dans U; d’un cocycle & valeurs dans (Sym>Vy*) ® (det Vg*) ™' = W ;. Par ailleurs, le
cocycle o — N2c, se trivialisant dans By g d’apreés le lemme 6.3, la proposition 5.2
permet de montrer que v; = £7y2, ce qui permet de conclure.
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