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REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GLy(Q,),
DEMI-PLAN p-ADIQUE ET REDUCTION MODULO p

par

Christophe Breuil & Ariane Mézard

Résumé. — On calcule par voie cohomologique la réduction modulo p de représen-
tations p-adiques semi-stables de GL2(Qp) ([4]). Les calculs exploitent la géométrie
du demi-plan p-adique. Ils permettent de retrouver certaines formules de la réduction
modulo p de représentations p-adiques semi-stables de Gal(Qp/Qp) ([6]).

Abstract (Semi-stable representations of GL2(Qj ), p-adic half-plane and modulo p reduction)

‘We compute by cohomological means the reduction modulo p of some p-adic semi-
stable representations of GL2(Qp) ([4]). The calculations use the geometry of the
p-adic upper half plane. They allow to recover some of the formulae of the reduction
modulo p of p-adic semi-stable representations of Gal(Q,/Qp) ([6]).

1. Introduction et notations

1.1. Introduction. — Soit L une extension finie de @, O son anneau d’entiers,

7 une uniformisante de 9 et F % 9/ (x). Dans [14], Teitelbaum calcule par voie
cohomologique la réduction modulo m d’un réseau invariant dans le dual (algébrique)
de la représentation |det|*/2~! ® Sym*~?L? ®, Steinberg de GLy(Q,) pour k > 2
entier pair (| | est la norme p-adique). Plus précisément, si B(k) désigne le Banach
p-adique complété de |det|*/2~1®Sym*~2L2® Steinberg par rapport 4 un quelconque
©-réseau stable par GL2(Q)) de type fini sur O[GL2(Q,)], alors le dual B(k)* conve-
nablement tordu est une représentation de GL2(Q,) isomorphe & H%(Z",w*/?) ® L
ou Z est le schéma formel du demi-plan p-adique et w le faisceau inversible des dif-
férentielles « régulieres » sur 2. La réduction modulo 7 H(Z ,w*/?) ® F ci-dessus
est alors isomorphe & la représentation H%(.2",w*/2 @ F) qui se calcule explicitement
en utilisant la géométrie de la fibre spéciale de Z .

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F.
Mots clefs. — Représentations galoisiennes semi-stables, correspondance de Langlands p-adique,
demi-plan p-adique.
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118 C. BREUIL & A. MEZARD

Dans [4], d’autres complétés de |det|*/2~! ® Sym*~2L2 @, Steinberg par rapport &
des réseaux invariants qui ne sont pas de type fini sur O[GL2(Q,)] ont été définis. Ils
font intervenir un parameétre supplémentaire .¥ € L et sont notés B(k,.Z). De plus,
la réduction modulo 7 de B(k,.Z), ou du dual B(k,.£)*, est reliée a la réduction
modulo 7 des représentations p-adiques semi-stables non-cristallines de Gal(@/ Qp)
([4], [2]) et est donc plus intéressante & étudier que celle de B(k). Il était donc naturel
d’essayer d’étendre le calcul cohomologique de [14] & ces nouvelles complétions. C’est
Pobjet du présent article.

On définit dans un premier temps pour k pair, 2 < k < p+1 et &£ € L un faisceau
de OD-modules sans torsion w(k,.%) pour la topologie de Zariski sur le schéma formel
I, extension d’un faisceau de D-modules libres de type fini par un faisceau cohérent.
Il est muni d’une action de GL2(Q)) et est construit de telle sorte que B(k,.Z)* conve-
nablement tordu est une représentation de GL3(Q,) isomorphe & H(Z",w(k, £))®L.
Dans cet article, nous calculons H*(%Z ,w(k,.#)) ® F pour k pair, 4 < k < p+1 et
val(.#¢) > 0. Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 1.1.1. — Supposons k pair, 4 < k < p+1 et val(¥) > 0. Alors, on a une
suite exacte de représentations de GL2(Qp) -

GL2(Qp) p—3m2 _
0~{re (IndGLz(ZP)QZ Sym"*F2) @ w o det, o(£)T,f = f }

— HY(Z,w(k, 2))@F — {f € Indgizg‘g:))m 1,T,f = a(z)f} -0

ot a(¥) X (_1)§—1(1 + 5k 1) (2 - 2(2:’0/2_2 l))) €9, ot w est le caractére

=1 i
GL2(Qp) 12 Y
GLa(2,)Q% Sym'F* est l’in

duite compacte usuelle sans condition de support et ou T, est un certain opérateur de
Hecke sur cette induite (voir §1.2).

cyclotomique modulo p (vu comme caractére de Q' ), ot Ind

Le cas k = 2 est trivial mais se comporte un peu différemment (cf. [4, §4.5]) . Un
corollaire immédiat de ce théoréme est que, sous les conditions de I’énoncé, B(k,.%)
est non nul et admissible au sens de [12] (cf. [4, Prop.4.4.4]). Mais ces résultats
sont maintenant connus sans restriction sur k ou . par une méthode complétement
différente ([7], [8]). Notons que, lorsque val(a(¥)) > 0, l'induite de gauche dans
la suite exacte est nulle de sorte que l'on a dans ce cas H)(Z,w(k,£)) @ F >

{f € Ind®L2(@) «1,T,f = 0}. Lorsque k < p — 1 (et sous les autres conditions du
GL2(Zp)Q,

théoréme 1.1.1), la semi-simplifiée modulo p de la représentation de Gal(Q,/Q,) cor-
respondant & B(k,.%) est, & une torsion convenable pres, wnr(a(-#)~!) & nr(a(¥))
si val(a(-Z)) = 0 (ou nr())(Frob arith) «f A) et la représentation irréductible de
dimension 2 correspondant au caractére fondamental de niveau 2 si val(a(.£)) > 0
(voir [6]). Dans les deux cas, on retrouve bien exactement un cas particulier de la
correspondance modulo p définie dans [3] (dualisée), de sorte que les calculs de cet
article sont en quelque sorte I’analogue c6té GL2(Qp) des calculs galoisiens de [6]
pour val(.¥) > 0. Le théoréme 1.1.1 se déduit aussi par une méthode complétement
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REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Q,) ET REDUCTION MODULO p 119

différente des résultats généraux de [2] (combinés avec les calculs de [6]) sur cette cor-
respondance modulo p. Signalons que nous avons également calculé la représentation
HY(Z ,w(k,Z))®F lorsque val(.#) < 0, ce qui fait apparaitre des formules analogues
3 celles du théoréme 1.1.1 mais différentes (voir [6] pour le c6té Galois). Néanmoins,
devant la technicité de ces calculs, nous avons finalement renoncé a les rédiger.

Donnons quelques bréves indications sur la preuve du théoréme 1.1.1.

Le calcul se fait en deux étapes. Dans la premiére, on détermine la représentation
HYZ ,w(k, &) ®F), dans la deuxiéme, on détermine H%(Z",w(k,.#)) ® F. Contrai-
rement au cas purement cohérent de [14], ces deux représentations sont ici différentes.

Commengons par H(2 ,w(k,¥) ® F). On calcule d’abord la GLy(Z,)-représen-
tation HO(P!, (w(k,.#) ® F)|p1) ot P! est une composante irréductible de la fibre
spéciale de 27, ce qui donne (cf. §4.2) :

Proposition 1.1.2. — On a une suite ezacte de représentations de GLy(Zy) :
k/2—2
0— @ Symp_s_ziF2®wi+10det-—>HO(]PI ( (k g)@]F)l]Pl) _)lnd?(‘é,z) p)l 0
=0

ou I(Zyp) est le sous-groupe de GL2(Zp) des matrices triangulaires supérieures mo-
dulo p.

Puis on utilise la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement de la fibre
spéciale de 2 (un arbre infini de P!) par toutes ses composantes irréductibles. La
condition de « recollement » aux points d’intersection des composantes fait apparaitre
une condition faisant intervenir 'opérateur de Hecke T}, et on trouve (cf. §4.4) :

Théoréme 1.1.3. — On a une suite exacte de représentations de GLy(Qy) -
k/2—2
0— P (Indgtzggp) - Symp_?’_z’lﬁ‘z) ®wtl odet — H(Z,w(k, £) @ F) —
i=0 i

{f c Indgizgg")(@p 1| T,f = a(& )f} =0

ot a(L) est comme au théoréme 1.1.1.

Passons maintenant a H%(Z,w(k,.¥)) ® F. Toutes les sections de
HY(Z ,w(k,Z) ® F) se relevent dans H°(2 ,w(k,£) ® O/p). Mais toutes les
sections de H(Z",w(k, ) ® D /p) ne se relévent pas dans HO(2 ,w(k, L) ® O/p?).
Le calcul du défaut de recollement modulo p? des sections modulo 7 du théoréme 1.1.3

montre que, dans EBk/ 2= 2(I dgt’gg”) a SymP~3~ 2’1["2) ® w't! o det, seules se relévent

CGL2(Qy) SymP~ 3IF2) ® w o det satisfaisant a(.Z)T,f = f. Mais

GL2(Zp)Qy
c’est 14 la seule obstruction, au sens ou les sections qui se relevent modulo p? se re-
lévent alors modulo p™ pour tout n (et finalement se relevent dans H°(2", w(k, .%))).
On obtient ainsi le théoréme 1.1.1.

les sections f de (Ind
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120 C. BREUIL & A. MEZARD

L’article est organisé comme suit. Dans le paragraphe 2, on rappelle la défini-
tion des espaces B(k)* et B(k,.£)* comme espaces de fonctions sur le demi-plan
p-adique (§2.1), la définition du schéma formel 2  de ce demi-plan (§2.2) puis les
calculs de Teitelbaum (§2.3). Dans le paragraphe 3, on définit les faisceaux w(k,.%)
(§3.1) et quelques variantes (§3.2). Dans le paragraphe 4, aprés des préliminaires
sur les GLg(Z,)-représentations Sym‘F? pour certains i (§4.1), on détermine les
GL;(Z,)-représentations HO(P!, (w(k, ) @ F)|p1) (§4.2) et H (P, (w(k, L) QF)|p1)
(§4.3), puis HO(Z ,w(k,#) ® F) et HY(Z ,w(k,£) ® F) (§4.4). Dans le para-
graphe 5, aprés des considérations de cohomologie de Cech (§5.1) et quelques
calculs préliminaires (§5.2), on détermine le défaut de recollement des sections
de HY(Z ,w(k,#) ® F) modulo p?, ce qui définit des classes de Cech dans
HY (% ,w(k,£) ® O/p) que Von identifie (§5.3), puis on en déduit par dévis-
sage la GL2(Q,)-représentation HO(Z ,w(k,£)) ® F (§5.4). Deux appendices
rassemblent les calculs les plus techniques de I’article. Le premier donne des résultats
combinatoires et les calculs permettant de déterminer la GLy(Z,)-représentation
HO(P!, (w(k,£) ®F)|p1), le deuxieme donne des calculs de classes de cohomologie de
Cech dans H(P!, (w(k,.Z) ® F)|p1) utilisés au §5.3.

Les calculs de cet article sont parfois techniques mais ont au moins ’avantage
d’étre entierement géométriques. Nous ignorons si ’on peut définir un autre faisceau
que w(k,.Z) qui aurait les mémes sections globales tensorisées par L mais donnerait
lieu & des calculs plus simples. Peut-on par exemple définir un tel faisceau cohérent,
ou est-on condamné & travailler avec un faisceau analogue & w(k,.Z), c’est-a-dire
mélange d’un faisceau cohérent et d’un faisceau de type fini? Y-a-t’il une théorie
intéressante de tels faisceaux « hybrides » ? Peut-on simplifier les calculs en rajoutant
des puissances divisées dans la partie cohérente du faisceau w(k,.%)?

Signalons pour finir que les calculs présentés dans cet article ont aussi une valeur
historique. Ce sont eux qui ont suggéré, des juillet 2002 ([3],[4]), la définition des
représentations B(k,.%), ou de leur duale B(k, £)* = H(Z ,w(k, %)) ® L.

Le deuxiéme auteur remercie B. Edixhoven et V. Maillot pour plusieurs discussions.

1.2. Notations. — Dans tout cet article, on travaille avec des coefficients dans une
extension finie L de Q, dont on note O I'anneau des entiers, 7 une uniformisante et
F le corps résiduel.

On note G & GL2(Qp), K = GL2(Z,), I C K le sous-groupe d’Iwahori, i.e. le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo p, et IV le normalisateur de

s (0 1
I dans G. Le groupe N est engendré par les scalaires, K et la matrice w, & ol
p

On note val la valuation p-adique normalisée par val(p) =1, | | %uf p~ V2! la norme

p-adique et x : G — {1,—1} le caracteére x(g) « (—1)val(det(9))  Si n, m sont des
entiers positifs ou nuls, on note o(n, m) la représentation de dimension n + 1 de K
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REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL3(Q,) ET REDUCTION MODULO p 121
sur F donnée par I’action & gauche suivante sur le F-espace vectoriel @7 oFu’ :

( . Z ) ol (ad — be)™(au + ¢)f(bu + d)" ™, 0< i< n.
c

Cette action se factorise en une action de GL2(F,). On étend cette action de maniére
tacite & KQ, en faisant agir p par l'identité.

Si z € Fp, on note [z] € Z; le représentant multiplicatif de z. Si H C G est un
sous-groupe ouvert contenant Q' et o une représentation de dimension finie de H sur
un F-espace vectoriel V', on note Indga le F-espace vectoriel des fonctions quelconques
f: G —V telles que f(hg) = h- f(g9) (h € H, g € G) muni de P'action & gauche de
G donnée par (g- f)(g) < f(g'g). Sig € G et v € V, on note [g,v] 'unique fonction
dans Indga 4 support dans Hg™! telle que [g,v](g’) « g'g-vsig'g € H. Toute
fonction dans Ind$ o s'écrit de maniére unique comme une somme (infinie en général)
de fonctions [g,v] ot g parcourt un systéme de représentants fixé de H\G.

Lorsque 0 = o(n,m) et H = KQ., on dispose d’un G-entrelacement canonique
T, : Ind§o — Ind$ o donné par linéarité sur chaque [g, v] par la formule ([1], [3]) :

To(lg, ) € Y l9g,0(g )]
g'HEG/H

ol ¢ : G — Endg(o(n,m)) est 'unique fonction & support dans H ((1) l(/)p)H telle

que ¢(hy (; 1(/’p>h2) =hjo <p(((1) 1(/)p>) o hy avec cp((; l3})))(1;") =0si0<i<n

et <p((; 1(/)p))(l) = 1. On en déduit en particulier la formule :

1) T 1) = 3 (0 1) Hdw).

y€F,

On peut munir les représentations Indfla d’une topologie « faible » naturelle pour
laquelle ’espace sous-jacent est compact et les opérateurs T}, ci-dessus continus.
Néanmoins, dans cet article, nous avons pris le parti de ne pas insister sur ces
aspects topologiques. Le lecteur scrupuleux pourra vérifier que toutes les applications
G-équivariantes de cet article sont continues pour cette topologie.

Si V est un L-espace vectoriel topologique localement convexe, on note V* son
dual, c’est-a-dire le L-espace vectoriel des formes linéaires continues sur V.

On note C, le complété p-adique de la cléture algébrique de Q,, et, si .£ € L, log o
'unique logarithme p-adique sur C; tel que log ,(p) € %, On note ¢ le caractére
cyclotomique p-adique Q; — Z; : il envoie p sur 1 et est I'identité sur Zy.

On note Hy & 0 et H, ¥ 1+ 1/2+---+1/n pour n entier > 0. Pour des entiers
n,m tels que 0 < m < n, on note () les coeficients binémiaux habituels. Si m < n
ou si m < 0, on convient que () = 0.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



122 C. BREUIL & A. MEZARD

2. Préliminaires

On rappelle la définition des représentations B(k)* et B(k,.£)*, la construction
du modele formel du demi-plan p-adique, et le calcul géométrique (di & Teitelbaum)
de la réduction modulo 7 de B(k)*.

2.1. Rappels sur les GL;(Q,)-représentations B(k)* et B(k, £)*. — Dans ce
paragraphe, on rappelle la définition des représentations p-adiques B(k)* et B(k, £)*
de G ([4],[5]) en termes de fonctions sur le demi-plan p-adique.

. N . déf
On munit C, — Q, de l'action & gauche de G donnée par z — z|4 = g—jﬁ pour

g = (“ Z) € G. Soit W C C, — Q, P'affinoide des points z tels que 0 < |z| < 1,

|z —[z]| = 1 et |E—[z]| = 1 pour z € F\. Pour g € G, on pose 2, & {zlg,2 € W} C
Cp — Qp. Les ouverts rigides 20, recouvrent C, — Q, quand g varie. On note O(k)ay,
le L-espace vectoriel des fonctions rigides analytiques L-rationnelles h sur 20,. C’est
un espace de Banach pour la norme max;egp, |h(2)| naturellement muni d’une action
& gauche de g~'Ng par h — h(z| g-1ng)- 11 s’identifie aux fonctions sur 20, de la forme
2+ h(z|4-1) avec h € O(k)g. On note O(k)J; une boule unité quelconque de O(k)gy
stable par N et O(k)gng = {z — h(z]4-1),h € O(k)J}. Cest une boule unité de
O(k)qy, -

On définit O(k,.% ) comme le L-espace vectoriel des fonctions f : 20 — C, de la
forme :

k—2 k—2
f(z) =h(z) + Z Zcz,izilogg(z —[z]) + Z Zdz,izilogg(g — [2])

z€F, i=0 zeF) =0

avec h € O(k)qy et ¢y, dg; € L. C’est encore un espace de Banach car O(k)gy y est
d’indice fini et on note O(k,.#)3; une boule unité quelconque de O(k, £ )qy stable
par N (pour laction f — (z — f(z|)). Pour g € G, on définit O(k, L)y, (resp.
Ok, )gng) comme le L-espace vectoriel (resp. le ©-module) des fonctions 204, — C,,
z > f(z]|,-1) avec f € O(k,.L)qy (resp. f € O(k, £)y;). C'est encore naturellement
un L-espace de Banach (resp. une boule unité). On pose enfin (cf. [4, §3 et §4]) :

O(k) £ {f:Cp~Q,— Cp, flm, € O(k)gw,¥g € G}
Ok, 2) = {f:Cp—Qy— Cp, flm, € Ok, &), Vg € G}
Ok)° £ {feO(k),flaw, € Ok)}, Vg € G}
Ok, 2)° ¥ {feOk 2), flw, €Ok L)y Vg €G}.

Les espaces fonctionnels O(k) et O(k,.Z) sont naturellement des espaces de Fréchet,
tandis que les espaces fonctionnels O(k)° et O(k,.#)° sont naturellement des modules
compacts (cf. [4]). De plus, O(k)° ® L (resp. O(k,£)® ® L) est topologiquement
isomorphe et de facon G-équivariante au dual tordu (muni de la topologie faible)
B(k)* ® e (resp. B(k, £)* ® 555—2) d’un espace de Banach p-adique B(k) (resp.

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Q,) ET REDUCTION MODULO p 123

B(k,.#)) muni d’une action continue de G. En fait, B(k) (resp. B(k,.Z)) est un
G-Banach p-adique unitaire au sens de [4] et [5] et admet aussi une description directe
qui ne passe pas par le demi-plan p-adique (voir [5, §3]). Par ailleurs, B(k) s’identifie
avec son action de G au complété p-adique de la représentation localement algébrique
|det|¥/2-1 @ Sym*~2L? ®, Steinberg par rapport & un O-réseau invariant de type fini
sur O[G] (cf. [4, §4]).

2.2. Rappels sur le modeéle formel semi-stable de C, — Q,. — Dans ce para-
graphe, on rappelle brievement la construction explicite du modele formel semi-stable
du demi-plan p-adique.

Chaque 2, pour ¢ € G (cf. §2.1) admet un modele formel affine naturel
Wy = Spf(y) sur Spf(O) ou :

A
aet Dlug, vy 1 1

Ay = )
T (ugvg—p) [1—uh ™ 1—0f!

(M désigne le complété p-adique). Notons %, e Spf(D[ugl[=—25]") C #, et

Ug—ug
déf

Yy = Spt(Dlvy]l;—=
la topologie de Zanskl) en un schéma formel 2  sur Spf(O) via les données de

recollement suivantes (voir [13] pour plus de détails) :
-1

my—" 7]") C #,. Les schémas formels (#;),cc se recollent (pour

dug—c  d'vg—c’ )
—bug+a’ =b'vg+a’

(i) Yy > Wy, (ug’»vg’) (g, ug) si g9
siggt = (0 )=wp(Y 4w € Q)

(i) % = Uy, ug — —ds—g—ﬁ sig'g™! = (‘z Z)E KQ) ;

~ d a

(111) '7/9 — 'Vg/’ Vgr —;)59-!-11 si g g -1 = Wp (c Z)’wz; € wPKQ;(wp.
Lorsque g = 1, on oublie dans la suite l'indice 1 dans #, @, u;, etc. On a une
action & droite de G sur 2" induite par g : Wy = #yrg, (ugrg, Vgrg) — (ugr,vg). Elle
est telle que # est stable sous l'action de N, % est stable sous l'action de KQ
et ¥ est stable sous l'action de w, KQ;w,. Explicitement, si g = (: Z)E KQy,
Paction g : % — % est donnée sur f € Ou][. 25" par f(u) — f(‘;;‘j:;) et si

g = wP(: )wp € wpKQ)wy, laction g : ¥ — ¥ est donnée sur f € Ov][25]"

par f(v) = f(§i5)-

On note X & Xspi(9) SPf(F) la fibre spéciale de 2. On voit que X est le
changement de base de F, & F d’un arbre infini de P!, chaque P! étant coupé « per-
pendiculairement » par un P! différent en chacun de ses points fermés rationnels

sur F, (de sorte que chaque P* coupe exactement p + 1 autres P!). On vérifie que

W, defw X sp(0) SPF(F) = Spec(4,) ot

= wp et (ug,vg) = (

v—ovP

def Flug, vy 1 1

Ay Qp F =
(ugvg) [1—uf ™' 1 —0f"
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124 C. BREUIL & A. MEZARD

est le changement de base de F, & F de Pouvert égal & deux P! se coupant
« perpendiculairement » au point (ug,vs) = (0,0) privés de leurs autres points définis

sur Fp,. De méme, U, % Uy % spt(0) SPE(F) est le changement de base de Fj, & F du P*

« horizontal » de W, privé de tous ses points définis sur I, et V, & Vg Xspe(0) SPE(F)
est le changement de base de F,, & F du P! « vertical » privé de ses points définis sur
Fp.

On note dans la suite C' une composante irréductible quelconque de X et P
un point singulier quelconque de X. On appelle « ouvert central » ouvert affine
W = Spec(A1) = Spec(A) et « composante centrale » la composante C' associée & la
variable u de A (en termes d’arbre de Bruhat-Tits, ’'ouvert central correspond & I’aréte
centrale non orientée et la composante centrale au sommet central). Pour chaque C,
on note d(C) € N la distance & la composante centrale, i.e. la longueur de la chaine de

P! reliant C & la composante centrale avec la convention d(composante centrale) “o.

Si & est un faisceau de O-modules sur 27, = Xzar, on dit que % est G-équivariant
si pour tout g € G I'isomorphisme g : 2~ = 2 induit des isomorphismes de faisceaux
de O-modules g~1.F = Z vérifiant des relations de composition évidentes que ’on
laisse au lecteur. Pour un tel faisceau, les groupes de cohomologie H*(Z ,. %) e
Hi{(Zgar, F) = H(X, Z) ¥ Hi(Xza:, F) sont alors munis d’une action & gauche
9-linéaire de G. Rappelons enfin que X étant un schéma séparé, pour définir un
faisceau sur Z7z.r = Xzar il suffit de le définir sur les ouverts affines de X.

2.3. Rappels sur les résultats de Teitelbaum. — Dans ce paragraphe, on rap-
pelle le calcul cohomologique ([14]) pour k& > 4 pair de la réduction modulo 7 (et
aussi modulo p) de B(k)*.

On note w le faisceau inversible sur 27, des « différentielles régulieres », c’est-a-
e . . déf  d d
dire I'unique faisceau cohérent tel que I'(Spf(7,),w) = %ui; = %UL; pour tout
g € GL2(Qp). Pour tout n € N, on note w™ la puissance tensorielle n-ieme de w. Les
faisceaux w™ sont G-équivariants de sorte que les groupes de cohomologie H*(Z ,w™)

sont munis d’une action O-linéaire de G.

Théoréme 2.3.1. — Soit k un entier pair positif et non nul.

(i) La G-représentation HO(Z ,w*/?) est un D-réseau invariant dans ’espace de Ba-
nach dual B(k)* ® €T (cf. §2.1).

(ii) On a HY(Z ,w*/?) = 0.

Démonstration. — Le (i) résulte de [14, Theorem 17] (voir aussi [10, Theorem 4.2])
et de [4, Proposition 4.3.5 et Proposition 4.6.1] (on peut aussi procéder comme dans
la proposition 3.1.2). Le (ii) est démontré dans [14, Corollary 24] (voir aussi [10,
Theorem 2.1]). a

Onnote @ ¥ w@pF qui s’identifie au faisceau G-équivariant inversible des (vraies)
différentielles régulieres sur X (cf. [14]) et, pour k positif et pair, w*/? 1a puissance
tensorielle k/2-iéme de @. Si C (resp. P) est une composante irréductible de X (resp.
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un point singulier de X), on note @*/?|¢ L ek /2 (resp. @*/?|p e *@*/?) ot i
est I'immersion fermée C' — X (resp. P — X) et i* est au sens des faisceaux de
€x-modules. Par exemple @*/?|p = ]F‘(-dii;)k/2 = ]F(%;—")k/2 pour g € G convenable.

On a de plus une suite exacte évidente de faisceaux de &x-modules :

(2) 0 N wk/Q — H 'L*(wk/2|c) - H Z*(w—k/2lp) N 0

1:C—X ©P—X
ot la fleche @*/2 — []4.(@*/?|¢) est induite par les restrictions sur les diverses com-
posantes irréductibles de X et la flache []i.(@*/%|c) — []4.(@*/2|p) est induite par
les restrictions sur les divers points singuliers de X multipliées par (—1)%€) (pour
chaque composante C).

Remarque 2.3.2. — L’action naturelle de G sur le faisceau [] 4. (@*/2|p) dans (2) (in-
duite par g : (dugy/ug)®/? + (du/u)*/?) doit étre tordue par le caractére x pour que
la suite (2) soit G-équivariante.

On suppose maintenant et jusqu’a la fin de ce paragraphe k > 4 et k pair. Soit

D “ 11 P le diviseur des points singuliers de X et @*/ 2(1) L o/ 2(—D) le sous-
faisceau G-équivariant inversible de @*/2 des différentielles s’annulant aux points sin-

guliers. On définit comme précédemment @*/2(1)|c = i*(@*/2(1)) si i : C — X et
les restrictions induisent dans ce cas un isomorphisme G-équivariant :

®3) )5 ] @ 2)le).
1:C—X
On a de plus les deux suites exactes, respectivement K-équivariante et
G-équivariante :

(4) 0— @2 ())c » @ — [[ @@?p)—0
©:P—C

(5) 0—@/?2(1) »a*? - H @*?|p) -0
1:P—X

ol le produit dans (4) est sur les points singuliers P de X contenus dans C et dans
(5) sur les points singuliers P de X.

Lemme 2.3.3. — On o H(X,@"/?) = HY(X,@"/?(1)) = H'(C,T"/?(1)|¢) = 0.

Démonstration. — La nullité des deux premiers est démontrée dans [14, Lemma 28]
et [10, Theorem 2.1]. Pour le dernier, on a @*/%(1)|c ~ Oc((k/2 —1)(p+1) — k) et
HY(C,0c((k/2-1)(p+1)—k))=0car (k/2-1)(p+1)—k>-1sik > 4. a

Du lemme 2.3.3 et de (2), (3), (4) et (5), on déduit immédiatement :

Corollaire 2.3.4. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant H*(Z ,w*/?) @ F 5
HO(X —k/2)
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(ii) Pour chaque composante C, on a une suite ezacte :
0 — H(C,w*(1)|c) - H(C,a"?|c) — [] H°(P,&*/*p) — 0.
PeC

(iii) On a un diagramme commutatif de suites ezactes de G-représentations :

0 0 0
T T T

0 = [Ipex H(P,@*/?|p) — [Ic [Ipec HO(P,@*/?|p) — [Ipex H'(P,@*?|p) — 0
T T T

0—  H'X,0"?) - [lcHC,@*%c) — [lpex H(P,@*/?p) =0
7 7 T

0— H'X,0"%(1)) - T[lcHYC,&"*()lc) - 0
T T
0 0

ot les deuz surjections de droite sont les restrictions multipliées par (—1)%©) (com-
parer avec la remarque 2.5.2).

Nous allons préciser les K-représentations et G-représentations supportées par cer-
tains des espaces vectoriels du corollaire 2.3.4.

Proposition 2.3.5. — (i) Soit C la composante centrale et ny «f p-1)(k/2-1)-2.
L’application :
ui(du)k/z
(u — 'u,P)(k—z)/2

induit un isomorphisme K-équivariant :

H°(C,w*?(1)lc) = o(nk, 1).

|—>ui, 0<i<ng

(ii) L’application :
II #°C.@*2(V)lc) — Ind 4 HO(C, "2 (1)Ic)
C—X

qui envoie (sq(ug))ges ot J est un systéme de représentants quelconque de KQ,\G
sur lunique fonction f dans linduite telle que f(g) = sq(u) pour tout g € J induit
via (i) un isomorphisme G-équivariant :

CHX H(C,0**(1)|c) = Indg g0 (i, 1).

Démonstration. — Voir [14, Proposition 27] et aussi [10, §3]. Notons que p € Q
agit trivialement sur H°(C,@*/2(1)|c) et que 'application définie en (ii) ne dépend
bien sir pas du choix de J. O

On en déduit par le (iii) du corollaire 2.3.4 :
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Corollaire 2.3.6. — On a un isomorphisme de G-représentations HO(X,w*/2(1)) &
Indf{Qx o(ng,1).
P

Lemme 2.3.7. — On a une suite ezacte G-équivariante, scindée sip > 2 :

(6) 0 — Ind§1 — Ind?Q; 1 - Ind$x — 0.

Démonstration. — Si f € Ind?Qx 1, on note o(f) & (9 — f(wpg)) € IndIGQx 1. La
P P
fleche de gauche dans la suite exacte est 'injection canonique et celle de droite donnée

par f — f—o(f). L’exactitude de la suite (pour tout p) est laissée au lecteur. Sip > 2,

un scindage s’obtient en écrivant f = f—tg—(f—) + f—"% O

Corollaire 2.3.8. — La suite exacte de G-représentations :
0 [[ B°®@p) ~ [] ] #(P.&*21p) - [] BOP&*|p) — 0
PeX C PeC PeX

du (iii) du corollaire 2.8.4 est isomorphe & la suite ezacte (6) tordue par x*/2.

Démonstration. — L’application [[¢ [[pec HO(P,@*/?|p) — IndIGQ:]F(%“)’“/2 qui

envoie (cg(dTui)k/ 2)ges ol J est un systéme de représentants quelconque de I Q\G
9

et ¢y € I sur 'unique fonction f dans I'induite telle que f(g) = cg(éuﬁ)k/ 2 pour tout

g € J induit un isomorphisme G-équivariant indépendant de J :

I IT E°(P,@*/2|p) = Ind{ 1 ~ x*/? @ Ind§ 1.
IQp IQp
C PeC
On définit de maniére similaire un isomorphisme G-équivariant []pe x H°(P,w*/%|p) S
Ind%‘}xk/ 2 et la commutation du diagramme avec la suite exacte (6) est laissée au

lecteur. Noter que la torsion par x dans le terme de droite de (6) est bien compatible
avec la torsion par x de la remarque 2.3.2. O

La colonne verticale de gauche dans le (iii) du corollaire 2.3.4 se récrit donc :
Corollaire 2.3.9. — On a une suite exacte G-équivariante :

0— Indexa(nk’ 1) - HO(%7 wk/2) ®D F — Ind%xk/z — 0.

Nous reprendrons cette suite exacte au §4.1.

3. Définition des faisceaux

3.1. Les faisceaux w(k,.?) et w(k,.£). — Dans ce paragraphe, on définit pour
2 <k <p+1, k pair et £ € L un faisceau G-équivariant de O-modules w(k,.?)
sur Zzar = Xza, muni d’'un morphisme O-linéaire G-équivariant w(k,.¥) — wk/2,
On montre que les sections globales H°(Z ,w(k,.Z)) sont isomorphes & un O-réseau

k—2

invariant dans B(k, £)* ®¢e "z .
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Soit ({11113)’“/2_1 (resp. (d—%)k/g'l) Punique section de w™"7"(¥,) =

Hom (w3~ (#,), &) telle que ((di:f;)k“‘l (@—1)’“/2‘1) =1 (resp.

((4)”2 Y (cif; )¥/2=1) = 1) avec la convention (7= g)’“/2 1= 1 (resp. (7= )’“/2 1=1)

sik =2 Ona ("9 ye/2-t = (— 1)’“/2 (g2 )’C/2 1. On note aussi m‘_l (resp.
9

d——,;/—;,_—l) Punique section de w~ T (%g) (resp. w~ = (“//g)) telle que

<:i——,v—/2—1,duk/2 1> = 1 (resp. <d—,c/2—1,dvk/2 1> = 1) avec encore W =1
9
(resp. k/2 —mr = 1) sik=2.
1 sival(#) >0
£l sival(¥) <0
def

[Z1).Z € ©. Dans la définition des O-modules ci-dessous, on convient que $>7_) =
si j < 0. On définit pour g € G les O-modules :

Soit [£71] = « { , de sorte que l'on a toujours [£~!] € O et

1

-2- 1 v
wik, £)(#y) € W™ T (¥, @GBGBo[fl log ¢ (ug — [a])+ Z i “y >d G
Ug

z€Fy =0 J=1
NERNANR
J dv§/2-1

Mw

k—2
o DPole <logg e

IE]F; 1=0 j=1
k—2 ui
& @ 017 Mogeu) ik
i=k/2—~1
k-2 ’Ui
o P o[« ]1ogg(vg)—k/-92_—l.
i=k/2

4 k—2 k-2 u
wlk, 2)( %) = 07T (%) @ D DO 1L Moge(uy — o)

ze]Fp =0
é = T v
wk, 2)(Y) E w3 (%)@eae]ao»flnogg(vg—[w])ﬁzj
z€F, i=0 g

Pour le moment, les formules & droite avec des log sont juste des symboles formels
qui vont prendre leur sens avec les fleches de restriction et les fleches de recollement.
Si &, C #, est un ouvert affine tel que 2 n’est inclus ni dans %, ni dans ¥, on
pose :

Wik, 2)(2) F W™ T () @ 2, wlk, L)H).
Si Z; C %, est un ouvert affine non vide, on pose :
def ko2

ok, 2)(2) C o™ (Z) 0 _a Wk, L))
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et si Z; C ¥, est un ouvert affine non vide, on pose :

wik, 2)(2) €™ T () @ 1

@k L)(%)-

Soit 2, C #, un ouvert affine qui n’est ni dans %, ni dans ¥, on définit une
apphcatlon de D modules w(k, £)(%Z;) — w(k, 3)(2’ N %,) comme la restriction

k—2
usuelle sur le faisceau w™ "2 et comme suit sur les « symboles » :

k/2—-2—1 . :
—i ([z) " Lug)? z] " ug)’ ug
k7e ]<logg -+ 0 u)ﬁ% — [.2‘"1]( Z (] - o) ) du;gc/gz-x

=1 J

u’L
® [ Nlog (g — [a]) =
dug

L k-2
i (gt v _ P
(27 (loggr (v — [ol) + A7 B2l ) B s () e | Y B
dvg & ][I]JUQ
j23-1-i
5 ul;—2—i
duk/2—1

ul ul
[flllogy(%)d—fﬁ_—l 2 ]logg(Ug) k/z i

i k—2—1
2’u,g

_ i— k=
2 og o (v9) k/z il G VR K2 K e

k
2u921

O(-1) 32 low (ug)p' ™ F
Ug

Noter que, pour les termes en vy, on a juste écrit vy, = u% et développé
log 'g(— — [z]) = loge(1 — s =E2—). On définit de maniére strictement analogue
w(k, ,?)( Z,) — w(k, L) (% N Y,) en remplagant (ugy,vy) par (vg,ug). On vérifie
facilement que cela définit un faisceau w(k, Z)|y, sur #; zar qui est extension d’un
faisceau de O-modules libres de type fini (engendré par les « symboles » avec des
log o) par le faisceau cohérent w T lw, -

Proposition 3.1.1. — Les faisceaur (w(k,L)|w,)gec se recollent en un faisceau
G-équivariant w(k, L) sur Zza.. qui est extension d’un faisceau de O-modules libres
de type fini par le faisceau inversible w™ T,

Démonstration. — Nous allons recoller les w(k,.Z)|, suivant les données de recol-
lement (i), (ii) et (iii) du §2.2.

(i) Soit (g,9’) € G? tels que g'g~* = w,, 2%, C #, un ouvert affine qui n’est ni
dans %, ni dans ¥, et 2 C #y Pouvert affine image par I'isomorphisme #, = #;,
du §2.2. On définit un isomorphisme de D-modules w(k, £)(Z2y) = w(k, Z)(Z;)
comme l'isomorphisme induit par 25 = 2, sur le faisceau cohérent w™ "7 et comme
(ugr,vg') + (vg,ugy) dans les logarithmes, en remplagant [.£']log g (vy)( 7 )k/2 !
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lorsque ce terme apparait par (—1)¥/2-1([Z 1% — £ log 4 (u,)) 4)’”2 1. Soit
(9,9'") € G? tels que g'g™! = (“ ”): Wp (C,' d,)wp € IQy, on définit un isomor-

c d
phisme de O-modules w(k, Z)(#,) = w(k, L) (#,) comme I'isomorphisme déja dé-
g g
dug—c  d'vg—c
(—bug+a’ —b'vg+a’
développant). Explicitons le calcul pour les trois types de matrices qui engendrent I.

. _k=2 .
fini sur w™"z et comme (ug,vy) — ) dans les logarithmes (en les

s =1 _ 1 0 X , .
Sig'g~ = (0 Wl +pz)) avec y € F ' et z € Zj, on développe formellement :

log o ([y](1 + p2)ug — [2]) log o (ug — [zy™"]) + log g (1 +PZES%)

log o (ug — [zy 1)) — Z .%[zx)—ygw

ot z € F. Un calcul (formel) donne alors pour i € {0,--- ,k — 2} :
k/22’_1]1 j k/2-2—i, _q .o
+pz)u T U
log ¢ ([y)(1 + p2)u, — [2]) +Z [——yw =log.g (ug—[oy ') + Y _73’].__9
j=1

D DR

Ji+i22k/2-2—i

ot ¥ € o7,. En multipliant par [.Z1]([y](1 + pz))*~*/2+1 :;2_,, on obtient bien au
9 aut/

final une expression dans :

k2 1 . k/2_2_i[:c’1y]jug ul
o T W) @012 (logplug—lay )+ 3 L Y
j=1 J dug

On a un calcul similaire avec les termes en log(vy — [z]). Noter que, si ¢ = 0
(et 4 > k/2 — 1), le calcul devient trivial en écrivant logo([y](1 + pz)uy) =

log o ([y](1 + pz)) + log & (ug). Si g'gt = (plz ‘:) avec z € Zjp, on développe encore

formellement :
log o]) = log o (uy — fa]) = 3 2
og o (uy — pz — [z]) = log o (u, — [z]) — —
L L =1 J(ug — [2])?
si z # 0, et un calcul donne encore pour ¢ € {0, ,k — 2} :
k/2—2—i k/2—2—i . _4 ]u]
togep(up ~pz = la) + Y 0= _pog (u,—pal) + Y 1—)—
Jj=1 j=1

+ Z * ~pj1u§2

Jitia2k/2-2—1d
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avec * € &,. En multipliant par [£!] %‘i{;g%): et en développant (uy—pz)*, on obtient
g

bien (aprés un calcul simple) une expression dans :

k/2 2— é[ _I]Ju] u[
W)®®D (7] | logap(ug — &) + D ; y 5T
£=0 j=1 Ug

Si z =0, on écrit pour ¢ > k/2 —1:

Uug = p u (ug — p2)°
[Z Mlog o (ug —pz)% = [Z log & (uy) (dngl) + [ logy(1 - zvg)w.
9

En développant (ug pz) " —— et en remplagant k—/ng dans le développement

par (—1)’“/2_117"_"/2“;%7271 si j < k/2 — 2, le premier terme se récrit comme un
Vg

élément de :

k—2 j j
U
D 0 (£71Z - £ Mog(v9)) 75 m @ EB D - (£ log g (ug) =y
j=k/2 j=k/2-1 Ug
Pour le deuxiéme, si z € pZ,, on écrit log (1 — zvy) = Z]>l et siz €Z,,
- _ o —pz) 1—v ,Uk 2-i
écrit log o (1—2v,) = log & (2)+log o (vg—271), (dug;;/gf)l = (—1)k/21pi= k/ZH————( d“i/z T
3 — i,k—2—1
puis on corrige [Z !logg (v, — z’l)p"k/”l(l—;)i,z/—g%l— par des éléments de
- £

w™ 2 (Z;) de manitre a faire apparaitre [.£~] (log o (vg — [2]) + Z] 2 EM) du’;v/gz“

Lo def s
ot z = 27! modulo p. On a un calcul similaire avec les termes en log g (vy — [z])

1 1

que 'on épargne au lecteur. Enfin, si ¢'g~' = (O :) avec z € Zp, les calculs sont

strictement analogues en échangeant ug et vg.
(i) Soit (g,g’) € G? tels que g'g~! = (: Z)e KQY, 2, C %, un ouvert affine

et %, C %, louvert affine image par I'isomorphisme %, = %, du §2.2. On définit
un isomorphisme de 9-modules w(k, Z)(Z%y) = w(k, L )(.ﬂf ) comme I'isomorphisme

induit par Z; — = Zy sur w” 2z et comme ug dans les logarithmes (que

_b__+_
l’on développe). Les calculs sont analogues au cas (i) en plus simples car il n’y a plus
a distinguer entre x = 0 et z # 0.

(iii) Soit (g,9') € G? tels que g'g~! = wp(‘c‘ Z)wp € wpKQXwp, 2%, C ¥, un

ouvert affine et 2y C 7y louvert affine image par l’isomorphisme Yy Rt Vg du
§2.2. On définit un 1som0rphlsme de O-modules w(k LNZy) S wk, & )( 2) comme
l'isomorphisme induit par Z =5 Zy sur w -*3* et comme Vg i:fﬁ dans les
logarithmes.
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Ces isomorphismes de recollement sont compatibles avec les fleches de restriction
(vérification formelle) et permettent donc de définir un faisceau w(k, %) sur Xz, qui
est clairement G-équivariant. O

En particulier, on a une action ©-linéaire de G sur H°(2",w(k,.#)). Le faisceau
w(k,Z) a été fabriqué pour satisfaire la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. — Soit k un entier pair compris entre 2 et p+ 1. La G-représenta-
tion HO(Z ,w(k, %)) est isomorphe d& un O-réseau invariant dans l’espace de Banach

dual B(k, £)* @ "% (cf. §2.1).

Démonstration. — Tout élément de w(k,.L)(#') s’écrit (formellement) de maniere
unique sous la forme dusk(/l;)_l + dvt,c(;;) ; ou s(u) (resp. t(v)) est somme d’un élément de

&  avec  uniquement des u (resp. des wv) et de termes
Y (logz( [a:])+2k/2 e ))u ou [# !log . (u)ut (resp. avec u a la place

de v). A tout élément de w(k,.i”)(W), on associe la fonction f : W — C,,
z — 8(2) + (=p)*/27t(p/2)2%*. 1l est facile de voir que cela définit un iso-
morphisme N-équivariant entre w(k,.Z)(#) et un O-réseau ouvert O(k,.Z)3y
stable par N dans le Banach O(k,.Z)ey (cf. §2.1). Si g = (: b) € G, a

d
tout élément dsﬁ’,‘gll + dt,ﬁ’jgll € w(k,Z)(#,) on associe de méme une fonction
Ug Vg

[ 2y = Cpy 2 (ad = b)) M2 (=bz + a)F 2 (s(55) + (—p)*/2 (M) (Shete)-2)
qui induit un isomorphisme entre w(k, £)(#;) et g7! - O(k, £)yy C O(k,-L)mw,
(ou, si f € Ok, L), g7'.f € O(k, L), est la fonction z — f(z|g-1)). Avec
les définitions de O(k,.%) et O(k,.#)° données au §2.1, on a donc clairement un

isomorphisme 9-linéaire G-équivariant :
HY(Z,wk,2)) = {f€Ok2) | flw, €97 Ok, L) ¥V g€G}
= Ok, 2)°

d’otu le résultat. O

Soit Z(k) C w I'unique sous-faisceau G-équivariant tel que, si 2, C #; est
un ouvert affine non vide, on a :

@ O—5 T k/2 T @ @ D “-’_%(%)

i=k/2-1 i=k/2 9
lorsque Z; n’est ni dans %, ni dans 7, ﬂ(k)(%) e D k/z : lorsque Z; C

U, est non vide et P (k)(Z) = f @5_020 k/z ; lorsque 2, C ¥, est non vide.

Proposition 3.1.3. — La différentiation k — 1-iéme induit un morphisme O-linéaire
G-équivariant w(k, L) — w*/? de noyau P (k).
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Démonstration. — C est le méme argument que celui & la base de la construction du

complexe w—k/2+1 4, » w*/2 en notant que les logarithmes disparaissent en différen-
tiant (la différentiation sur les “logarithmes formels” étant celle naturelle). O

Remarque 3.1.4. — Le lecteur aura remarqué que la définition des faisceaux
w(k,Z)|w, et de leur recollement nécessite seulement k/2 — 1 < p. Néanmoins,
les autres calculs de cet article sont strictement limités & k < p + 1.

On note dans la suite w(k, ,2”) w(k,£) ®p F le faisceau modulo 7 sur Xz,;.

3.2. Les faisceaux w(k,.?)|c et w(k,£)|p. — Dans ce paragraphe, on définit
des faisceaux de F-espaces vectoriels W(k,.%)|c (resp. w(k,.Z)|p) pour la topologie
de Zariski sur une composante C (resp. un point singulier P) et on montre que ’on
a une suite exacte de faisceaux sur Xz, : 0 — wW(k,. ) — i ([@(k, L)lc) —
Opi.(@(k,ZL)|p) > 00l i:C — X (resp. P — X).

Soit C ~ P! une composante de X et i : C — X l'immersion fermée correspon-
dante. On note @~ "7° le 4 4 (w“k‘?z) Pour P € C un point singulier quelconque de
X, on note Wp C C Pouvert affine C'\ {points singuliers autres que P} et ug, une
coordonnée sur C' nulle au point P. On pose :

k-2 k/22l_ i

u u
w(k, £)lc(Wp) = &% [o(We) & D DF-[£7")|log(ug, +Z o)’ ,:;f; ;
z€Fy =0 J dug
k—2 ui
o P F- [fl]logj(ugp)ﬁ.
i=k-1 Ugp
Si ug;, est une autre coordonnée sur C nulle au point P, on a ug, = :dmf’—— pour

(‘: Z)G IQy et en développant les logarithmes exactement comme dans le (i) de la
preuve de la proposition 3.1.1, on voit que I’on reste bien dans w(k,.Z)|c(Wp) de
sorte que W(k,.Z)|c(Wp) ne dépend pas du choix de la coordonnée uy,. Si Z C Wp
est un ouvert affine contenant P, on pose :

w(k, 2)|c(2) ¥ o T |c(2) &__s2 w(k, 2)|c(Wp).
w2 |c(Wp)

Si Z C Wp est un ouvert affine ne contenant pas P (donc Z C C \ {points singuliers} = U),

on pose W(k, L)|c(Z) % w(k,Z)(Z). Les applications de restriction w(k, .£)|c(Z) —

w(k,Z)|c(Z NU) sont définies comme au §3.1 et permettent par recollement de
définir un faisceau de F-espaces vectoriel w(k,.Z)|c sur C, extension d’un faisceau
de F-espaces vectoriels de dimension finie par le faisceau inversible W™ = |c. On a de
plus une application naturelle de faisceaux w(k,.#) — i.(@(k,.£)|c) définie comme
suit sur les ouverts Wy, de X (cf. §2.2) ol gp € G est tel que i~ (W,,) = Wp : sur

k=2 . "
w~ "7 clest I'application canonique de restriction, sur les termes g, c’est I'identité
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(i.e. on garde la méme formule), les termes [ !]log g(vg},)_z;/% (pour i > k/2)

k/2 1— z(:c ugp)f) vh o
k/2—1
J dvgp,

pour z € F) sont envoyés sur 0 (noter la sommation jusqu’a k/2 — 1 — i et pas
k/j2—2—1 et voir §3.1 pour la définition de w(k, £)(Wy,) = w(k, L) (#4,) ® F).
Soit P € X un point singulier, ug, une coordonnée sur une composante C' contenant

e (22 u‘”’ )k/2 1. On pose :

sont envoyés sur 0 et les termes [ 1] (log 2(Vgp — ) + 350

P qui est nulle au point P et T |p

k/2 1
déf___
w(k g)lp - |P®]F [z—l]logf(ugP) k/2 1
ugP

qui ne dépend pas du choix de la coordonnée uy, par les formules de développement
du logarithme comme précédemment et en écrivant :

1 Uz’fﬂg;l k/2-1 “ch/z ' k/2 cp-1 o
1 Yo )~ 257 = (2L )2y @ (1)L og s )y
AUagp gp Ugp

On a de méme une application naturelle évidente wW(k,.Z)|c — i.«(w(k,ZL)|p) ol

. . . . k=2 .
: P — (C qui est 'application canonique sur @~ "2 et qui, sur les ouverts contenant

k 2 1-i (z7tu J u?
/ ( JgP) )d w/e—T pour T €
Ug b

P, envoie les termes [.£ 1] (logg(ugp—m) + 32,0

FX sur 0 (noter la sommation jusqu’a k/2 — 1 — i), les termes [.,S,”‘l]logg(ugp)

k)
_Yap
k/2-1
p dugP

2 1

pour i < k/2 sur 0 et est l'identité sur F - [} ]log_g(ugp) k/2 T

Proposition 3.2.1. — On a une suite ezacte naturelle G-équivariante de faisceauzr de
F-espaces vectoriels :

0-wk, L) - [] i@k Dle)— [[ i@k L)p)—0

1:C—>X 1:P—X

Démonstration. — 11 suffit de montrer que la suite est exacte en restriction a chaque
ouvert W, de X (car ces ouverts recouvrent X), ce qui est évident. Noter que, comme
au §2.3, [T (@(k,2L)|c) — [[ix(@(k,Z)|p) est I'application induite par les restric-
tions ci-dessus sur les divers points singuliers de X multipliées par (—1)%©) et que
Paction de G sur le faisceau [ i, (wW(k, Z£)|p) doit étre tordue par x (voir la remarque
2.3.2). d

4. La GL2(Q,)-représentation H%(2 ,w(k,#) ® F) pour val(£) >0

L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H°(X,w(k,.#)) pour
4 < k<p+1,k pair et val(¥) > 0.
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4.1. La GLy(Z,)-représentation o(ng,1). — On commence par 1’étude des fac-
teurs de Jordan-Holder de la K-représentation o(ng, 1) (cf. proposition 2.3.5).

Pour 0 < n < p — 1 et m quelconque, rappelons que la représentation o(n,m)
(cf. §1.2) est irréductible (voir par exemple [1]). Rappelons aussi les deux lemmes
suivants :

Lemme 4.1.1 ([3]). — Soitn € {p+1,---,2p—2}. On a une suite ezacte de représenta-
tions de K :

0—-o(n—-p-1,1)®o(n+1-p,0) > 0o(n,0)—>0c(2p—n—-2,n+1-p)—0
ot linjection o(n —p—1,1) < o(n,0) est donnée par u"P~1=¢ s (uP —u)u" P17

et ot o(n+1—p,0) est la sous-représentation engendrée par 1 € o(n,0).

Lemme 4.1.2 ([9]). — Soitn >2p—1 et écrivonsn=j+m(p—1) avecp+1<j <
2p — 1. On a une suite exacte de représentations de K :

x (u—uP)

0—o(n-p-1,1)""— "o(n,0) — o(n,0)/c(n—p—1,1) — 0
0t o(n,0)/o(n—p—1,1) est isomorphe d 0(4,0)/0(j —p—1,1).

On rappelle que ny = (k/2—1)p—k/2—1=(k/2-2)(p+1)+p+1—-k.Sik =4,
on voit que o(ng, 1) est irréductible et vaut o(p — 3,1). Pour £ > 6, on a :

Lemme 4.1.3. — Supposons 6 < k < p+ 1, on a une suite exacte de représentations
de K :

u—uP
0—o(n—(i+1)p+1),1) = o(n—i(p+1),00 — 0 —0
ot o est une extension de o(2(¢ +1),p — 3 — 21) par o(p — 3 — 2i,0).
Démonstration. — On écrit n —i(p+ 1) = (k/2 -3 —4)(p— 1) + 2p — 2{ — 4. Pour
j=2p—2i—4,onap+1<j < 2p—4et, dapres le lemme 4.1.2, on a la suite
exacte :

0—-om—(G+1)(p+1),1) - on—i(p+1),0) = 0(4,0)/o(i —p—1,1) = 0.
Par le lemme 4.1.1 appliqué & o(2p — 2i — 4,0) = 0(4,0), on a :
0—-0o(p—2i—51)®0o(p—3—2i,0) > 0(4,0) > 0(2(:+1),p—3—-2i) >0
avec 0(j —p—1,1) ~ o(p — 2 — 5,1). On en déduit le résultat annoncé. |

D’apres le lemme 4.1.3, les composantes de Jordan-Holder de o(ng, 1) pour 6 < k <
p+1 sont donc d’une part o(p—3,1), o(p—>5,2) etc. jusqu’a o(p—3—2(k/2-2),k/2—1)
et d’autre part o(2,-1), o(4,—2) etc. jusqu'a o(k — 4,2 — k/2). On a en fait une
structure assez simple de la K-représentation o(ng,1) :
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Lemme 4.1.4. — Supposons 6 < k < p+1, on a une suite exacte de représentations
de K :

0—o(p—3,1)@o(p—52) @ So(p—k+1,k/2—1) — o(ng, 1) —
0(2,-1)®oc(4,-2)®---do(k—4,2—k/2) — 0

ot o(p—3—2i,i+1) pour 0 <i < k/2— 2 est la sous-K -représentation de o(ng,1)
engendrée par (u — uP)*.

Démonstration. — Soit n un entier positif ou nul de la forme n =rp — s avec r et s
entiers tels que 0 < r < s < p, alors le sous-F-espace vectoriel de o(n, 0) engendré sous
K par 1 est de dimension p — (s —r) (développer (bu + d)™ = (buP +d)" " (bu + d)P~*
et regrouper les mémes puissances de b°d"~%). En prenant n = ni —i(p + 1) =
(k/2—1—-14)p—(k/2+1+71) pour 0 < i< k/2—2 et en utilisant le lemme 4.1.3, on
en déduit que la sous-représentation de o(nx,1) engendrée sous K par (u — uP)® est
de dimension p — 2(i + 1) et est isomorphe & o(p — 3 — 24,7 + 1). La somme directe
o(p—3,1)®0(p—5,2)®-- - ®o(p—k+1,k/2—1) est donc une sous-représentation de
o(nk,1). Le quotient admet les facteurs de Jordan-Hélder restants, et on verra dans
la preuve du lemme 4.3.4 qu’il s’agit encore d’'une somme directe. O

4.2. La GLy(Z,)-représentation H°(P!,w(k, #)|p1). — Dans cette partie, on
se place sur la composante centrale C' de X et on détermine la représentation
HO(C,w(k,#)|c) de K sous les conditions du §4 en utilisant le §4.1 et la proposition
2.3.5.

Notons @*/2|¢ uf i*([LY@*/?) (resp. @*/?|p & i*@*/?)) o1 i : C — X (resp.
i: P — X). Comme dans la proposition 3.1.3 et sachant que k — 2 < p — 1, la dif-
férentiation (k — 1)-iéme induit un morphisme F-linéaire K-équivariant @w(k,.%)|c —
@*/2|¢ (resp. un morphisme F-lindaire @(k,.%)|p — @*/2|p) de noyau contenu dans

o5 o (resp. w7 |p).

Lemme 4.2.1. La différentiation k — 1-iéme @(k, &£)|c — @*/?|c induit une injec-
tion de K -représentations :

H°(C,w(k,Z)|c) — H°(C,&*"*|c).
Démonstration. — Notons Z(k)|c le noyau de @(k,.#)|c — @*/?|c, on a donc une
suite exacte :
0 — H(C, P(k)|c) — H(C,w(k, £)|c) — H*(C,&"?|c).
De plus, #(k)|c est contenu dans w-ki—ﬂc. Or Ho(C, w—¥|c) =0 car D‘%—Z‘IC =

Oc(—52(p+1)+k—2) et —52(p+1) + k—2 < 0. D’o aussi H(C, Z(k)|c) =0
et l'injection voulue. O

Pour déterminer la K-représentation H°(C,w(k,.%)|c), nous allons déterminer les
sections de H(C,@*/?|¢) qui se relevent en des sections de H°(C,w(k,.%)|c) via
I’application du lemme 4.2.1. On note dans la suite y € P*(F,) = F, U {co} un point
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de C défini sur F,, et W, C C l'ouvert affine C \ {points définis sur F;, autres que y}.
Rappelons que U = C'\ {points définis sur F,} (cf. §2.2). On note u, une coordonnée
sur C nulle en y et telle qite u, |y = u —y siy # 00, uyly = u™! si y = co (o0 u est
la variable sur U, cf. §2.2). Par abus de notation, on note aussi u = ug.

Pour les calculs qui vont suivre, nous utiliserons la description alternative suivante
de w(k, Z)|c(Wy) (ou val(£) > 0) :

k/2— 2

B (u x'l I\ (uy — x)*
ok, L)cW,) =5~ 7 ) @ @EBIFOogg (uy—2) +Z v )dyk/z—z
zeﬂ"“ =0 Yy
k—2 ul
® @ F(logy(“y)) k:/2 1
i=k/2-1

(pour revenir & la description du §3.2, il suffit de développer le terme (u, — x)i en fac-
J+1
teur des logarithmes a droite et de remarquer que dk—/zl— est déja dans w™— = lc(Wy)

pour j > k/2 — 2 —1).
Pour o € {1,---,k/2 — 1}, considérons les sections (SL"ZL,,)Q € H°(C,T*/?(1)|c)

(cf. proposition 2.3.5). En prenant une « primitive (k — 1)-iéme » sur chaque ouvert
/
W, de la section globale (k — 1 — a)!(a — 1)!(—1)*"1 ()" " jfinissons les sections

(u—uP)>?

locales suivantes s, € HO(W,,w(k,Z)|c) pour y € F, U {o0} :

k/2—-2 —1\j 1k—1-a
déf o a— Uoo X~ Uoo — )T
me & () Y (g () + 3 Lt ) (D))
- = duoo
k222 1 kel—o k—1—a
déf u Uy — uy
Say = E log oo (uy — x) + E (uyz )7 (y k)2—-1 +10g_g(uy)——k 51
j dul/ e
z€F} j=1 Uy

k/2—

Z 1)1 E—1—a)uit-=
J duf,/z—l'

Lemme 4.2.2. — Le (p+1)-uplet (sa,y)yep (r,) définit une section s, € H(C,w(k,&)|c)-

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que les restrictions s, 4|y ne dépendent pas de
y. Les sections locales s, y|v se récrivent :

Sacoly = (_1)k/2—a Z w1y —ktlta)y (ttoo — )(uoo_.w)k—l—-a
a,00|U  — o T 8. (Uoco T Y
z€FY duch
(’U, — ‘,L,)k—l—a
sagly = Y logg(uy —2) L —
zcF, duy
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k/2-2 oo ~1\j Yoo —I\k—-1-a 1\j
caerelsz/ (uooz” ))(( :2’22_)1 =Oet2zelﬁ‘;‘( — g)k-1- mzk/2 2M=
modulo p. On vérifie alors que :

u—1x k—1l—a
Savceltr = saaly = 3 g (u— ) D € (U 3k, 2)e)
z€F,

k 1- azk/2 2 (= 1)’( .—a)
J

d’otu le résultat. O

Nous renvoyons a la fin de I'appendice A.2 pour la preuve de la proposition qui
suit :
Proposition 4.2.3. — (i) Soit2<a<k/2—1et:
def [ uP! k/2 0/ —k/2
re ¥ (G Tame + @) (@)*? € BC,5()lo)
avec f(u)(du)*/? un élément de la sous-représentation :
nk—(k/2—a)(p+1)
o — (k/2-)(p+1),k/2-0)= (P
r=0
de H°(C,w*/2(1)|c). Alors ro n'admet pas d’antécédent dans HO(C,w(k,.L)|c) via
l’injection du lemme 4.2.1.
(ii) Il existe une section ry,, € H°(C, @2\ c) de la forme :
16 1 k/2
Tkj2 = (m + f(u))(du)
avee f(u)(du)*'? € H(C,@*/?(1)|c) qui admet un antécédent sk/2 dans H(C,w(k, Z)|c)
via Uinjection du lemme 4.2.1.

ur(du)k/z
(u— ur)e

Corollaire 4.2.4. — On a une suite exacte de représentations de K :
0— H — H(C,w(k,Z)|c) — ind¥x*? -0

ot H C og(ng, 1) est la sous-K -représentation (cf. lemme 4.1.4) :

k/2-2
HE P olp-3-2i,i+1).
i=0
Démonstration. — Pour alléger les notations, nous omettons les torsions par les

caractéres centraux. D’apres le lemme 4.1.3, pour 0 < i < k/2 — 2, o(ng, — i(p + 1))
est une sous-représentation de HO(C,@*/2(1)|¢). Soit H; son image inverse
dans HO(C,w(k,Z)IC) via linjection du lemme 4.2.1 (ne pas confondre avec
H;, = 1+ .-+ 1/i!). Nous allons démontrer par récurrence descendante sur
0 <i < k/2—2queH = EBk/Z 2 o(p — 3 — 25). Pour ¢ = k'/2—2 la sous-

représentation o(p — k 4+ 1) de H°(C,@*/2(1)|¢) est engendrée par (d") (lemme

4.1.4). Or, par le lemme 4.2.2, il existe une section s; € H°(C,w(k, %)|c) qu1 s’envoie
(du)*/?
u—uP

sur par linjection du lemme 4.2.1. On en déduit donc Hy/3_o = o(p — k+1).
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Supposons 0 < ¢ < k/2 — 3 et la récurrence établie pour ¢ + 1. Notons @; le conoyau
0— Hiy1 — H; — Q; — 0. On a un diagramme commutatif dont toutes les fleches
verticales sont des injections :

0— Hi - H; - Qi —0

! i) l
0— o(nk—(G+1)(p+1) — o(ne—ilp+1) — G&n —0

avec 0 — o(p — 3 — 2i) — &p,,; — 0(2i +2) — 0 par le lemme 4.1.3. La section
(du? o(ng—i(p+1)) € H(C,@*/2(1)|c) est un générateur de o(p—3 —23)

Tu—ur)F/7=1=%
par le lemme 4.1.4. Or, la section globale s;/5_1_; € H°(C,w(k,.£)|c) s’envoie sur
du k/2
@t—(#ﬁ—_l——i
contient o(p — 3 — 2i). Toute section de o(ny — i(p + 1)) C H(C,@*/2(1)|¢) de la

forme :

par linjection du lemme 4.2.1 (cf. lemme 4.2.2). On en déduit que Q;

uP—1
((u——W——l“_i + f(u)) (du)k/2

ot f(u)(du)*/? € o(ny — (i+ 1)(p + 1)) n’a pas d’antécédent dans H°(C,@(k,.Z)|c)
d’apres le (i) de la proposition 4.2.3. Une telle section s’envoie donc nécessairement
vers un élément non nul de o(2i + 2) (sinon, elle aurait un antécédent pour un cer-
tain f(u) par ce qui précéde et la K-équivariance des fleches). Comme o (2i + 2)
est irréductible, aucune section de ¢(2i + 2) ne peut donc se relever dans H; et
Q; = o(p — 3 — 2i). Comme H est scindé, on a donc H; = H;11 ® o(p — 3 —
%) = ea?fi_za(p — 3 — 2j) et la récurrence est établie. Enfin, d’aprés le (ii) de
la proposition 4.2.3, il existe une section 7/, € H(C, @*/2|¢) de la forme Th/o =
(WET}’)'C_/?_J + f(u))(du)*/? avec f(u)(du)*/? € H°(C,w*/%(1)|c) qui admet un an-
técédent s/, dans HO(C,w(k,Z)|c). De plus, on vérifie facilement que, dans la suite
exacte 0 — H°(C,@w*/?(1)|c) — H°(C,T"/?|c) — ind¥ x*/2 — 0 (cf. le (i) du corol-
laire 2.3.4), la section 7y /5 s’envoie vers la fonction f € indf 1~ indf{ x*/? telle que
f(g) =1sig € Iet f(g) =0 sinon, donc vers un générateur de indf x*/2. Ceci acheve
la preuve. O

Notons que, pour k = 4, on a un isomorphisme H°(C,w(k,.%)|c) = H°(C,&*/?|c)
puisque, dans ce cas, o(p — 3,1) = o(ng,1) = H ~ H°(C,&*/%(1)|c) (cf. proposition
2.3.5).

Remarque 4.2.5. — Les formules explicites des sections s, du lemme 4.2.2 montrent
que leurs images par H°(C,w(k,.Z)|c) — H°(P,w(k,Z)|p) (ou P € C est défini sur
Fp, cf. §3.2) sont nulles. On en déduit que la sous-représentation H du corollaire 4.2.4
est dans le noyau de H°(C,w(k, £)|c) — H°(P,w(k,.ZL)|p).

4.3. La GLy(Z,)-représentation H'(P!,w(k,#)|p1). — On détermine la

K-représentation H!(C,w(k,.Z)|c). On conserve les hypothéses et notations du
§4.2.
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Soit .#(k) C @*/?|¢ le faisceau sur C de F-espaces vectoriels de dimension finie
défini comme suit. Pour W, C C et U C C comme au §4.2 (ou y € F, U {oo} est un
point de C' défini sur F,), on pose :

k/2—1 /2
aer (duy)*/? uy)*
SE)Wy) = @@F (uy _yx)z+1GB @ ]F f+1
zelFy =0
k—2
déf du)k/2
kU) = @@ (w— )+t
z€F, i=0

Par un calcul élémentaire, on vérifie que les applications de restriction (@*/2|c)(W,) —
@*/2|¢)(U) envoient bien #(k)(W,) dans #(k)(U) (le seul point non évident est
lorsque y = 00). De plus, .Z (k)(Wy) (resp. #(k)(U)) est stable sous ’action de I (resp.

de K). Si Z C Wy est un ouvert affine contenant y, on pose #(k)(Z) def F(k)(Wy)

et si Z C U est un ouvert non vide, on pose .#(k)(Z) N F(k)(U). Cela permet de
définir un sous-faisceau K-équivariant .# (k) de @*/?|¢.
Lemme 4.3.1. — Pour tout i € Z, Vinclusion F(k) C @*'?|¢ induit des isomor-

phismes de K-représentations H'(C, #(k)) > H'(C,@*/?|c). En particulier, on
o HY(C, #(k)) = 0.

Démonstration. — Nous allons montrer que l'inclusion de faisceaux .# (k) — @*/?|¢
admet un scindage. Définissons en effet un autre sous-faisceau (k) C @*/?|c comme
suit :

sOW,) <L D OF d”y) m@@m (duy)*/2

ze][rxz>k 1 >0
é (d
00 % D @ P o DR
x€F,i>k—1 >0

Si Z ¢ Wy (resp. Z C U) est un ouvert affine contenant y (resp. un ouvert af-
fine non vide) défini en inversant un polynéme f(u,) (resp. f(u)) ne s’annulant

pas aux points de F,, on pose #(k)(Z) « S (k)W) & @i F %—Z;—Z—i (resp.

L(k)(Z) = u«r S (K)U)® P> F %Z)ﬁl) Les fleches de restriction (@*/2|c)(W,) —

(@*/?|¢)(U) envoient encore .#(k )(Wy) dans #(k)(U) (vérifier pour y = o0)
ce qui permet donc de définir un sous-faisceau (k) de wr/ 2o satlsfalsant de
manidre évidente .#(k) & F(k) > @*/?|c. Comme H'(C,&*/?|c) = 0 (car
T2 ~ Oc(k/2(p+ 1) — k) et k/2(p+1) —k = k/2(p — 1) > 0), on a en
particulier H'(C, #(k)) = 0 dou H'(C, #(k)) = H'(C,&"*/?|c). On a déja calculé
que H(C,@*/?|¢) était engendré sous K par les sections suivantes :

(du)*/? g u (du)*/?
o PF (

u(u — up)k/2—1 e u— up)k/2—1 '
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Comme toutes ces sections globales sont déja dans H°(C,.#(k)) qui est stable par
K, on a HY(C, #(k)) = H°(C,@*/?|c). Enfin, les deux espaces H'(C,©*/?|c) et
H*(C, #(k)) sont nuls pour i > 2 puisque C est une courbe. O

On peut alors compléter le lemme 4.2.1 par la proposition :

Proposition 4.3.2. — On a une suite exacte longue de cohomologie K -équivariante :
0— H(C,5(k, £)|c) = HO(C,5"/?|0) » HY(C,w™*T" |¢) » H(C,w(k, £)|c) = 0.

Démonstration. — Il n’est pas difficile de vérifier que le faisceau de F-espaces vec-
toriels (w(k,.Z )|(;/w‘£5‘2 |c) est canoniquement isomorphe au sous-faisceau # (k) de
wk/ 2|c (un isomorphisme équivariant est donné en dérivant formellement k — 1 fois
les parties avec les logarithmes). En écrivant la suite exacte longue de cohomologie

associée a la suite exacte courte 0 — w‘k_g‘glc — 0k, L)ec — F(k) — 0 et en
utilisant les lemmes 4.2.1 et 4.3.1, on a le résultat. O

Corollaire 4.3.3. — On a une suite exacte de représentations de K :
0 — o(ng, 1)/H — HN(C,w™ "7 |¢) —» H'(C,w(k, L)|c) — 0
ot H C o(nk, 1) est défini dans le corollaire 4.2.4.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 4.3.2 et du corollaire 4.2.4. O

Notons que, pour k = 4, on a un isomorphisme H(C,&~ "= |¢) = H(C, & (k, £)|c)
puisque H = o(n4,1).

Comme &~ T |¢ ~ Oc(k — 2 — (p+ 1)(k/2 — 1)) = Oc(2 — ng) et T/2(1)|¢ ~
Oc(ni), on a par dualité de Serre un isomorphisme K-équivariant H(C, I [c)
H°(C,w*/?(1)|¢)* ~ o(nx, 1)*. La proposition 4.3.2 donne donc une fleche :

§: H°(C,w"?(1)|¢) — H°(C,&*2(1)|c)*,

1

c’est-a-dire une fleche K-équivariante o(ng,1) — o(ng, 1)*.

Lemme 4.3.4. — L’image de la fléche o(nk,1) — o(ng,1)* s’identifie dans o(ng,1)*
au dual de o(ng,1)/H.

Démonstration. — Il faut montrer que, si un élément est dans I'image de §, son ac-
couplement contre un élément quelconque de H ¢ H(C,@*/?(1)|¢) par la dualité
de Serre est nul. On peut vérifier cette nullité par un calcul explicite mais donnons
un argument théorique. Lorsque k < (p + 5)/2, les facteurs de Jordan-Hélder de
o(nk,1)/H sont tous distincts des facteurs de Jordan-Hoélder de H (cf. §4.1 pour
la liste de ces facteurs), et comme tous ces facteurs irréductibles sont auto-duaux
(car le caractere central de o(ng,1) est trivial), 'image de o(ng,1) dans o(ng,1)*
se factorise nécessairement en un isomorphisme o(nk,1)/H = (o(nk,1)/H)*. Cela
démontre au passage que la représentation o(ny,1)/H est scindée (car ses facteurs
de Jordan-Holder sont distincts pour £ < p + 1), i.e. que 'on a un isomorphisme
o(ng,1)/H ~ 0(2,-1)®0(4,-2)®---® o(k — 4,2 — k/2) pour k > 6 (cf. lemme
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4.1.4). Mais le calcul de résidus (issu de la définition explicite de la dualité de Serre, cf.
§B.1) donnant (é(s),h) = 0 pour s € H(C,@*/2(1)|c) et h € H C H°(C,@*/?(1)|¢)
lorsque k < (p+5)/2, i.e. (6(s),84) = 0 pour s, comme au lemme 4.2.2, est un calcul
purement combinatoire qui ne voit pas la condition k£ < (p + 5)/2 et qui est donc
valable pour 4 < k < p+ 1. On en déduit le résultat. O

Corollaire 4.3.5. — La surjection H(C, ek lc) - HY(C,w(k,£)|c) du corollaire
4.8.8 induit un isomorphisme de K -représentations H* = H(C,w(k,%)|c).

Notons que, H étant scindé, on a aussi un isomorphisme K-équivariant H* ~ H.

4.4. La GL;(Qp)-représentation H°(Z ,w(k,.#)). — On détermine la G-repré-
sentation H°(X,w(k,.%)) (sous les conditions du §4) en combinant le corollaire 4.2.4
avec la proposition 3.2.1.

L’injection W(k,£) — [li.cwx ix(@(k,ZL)|c) (cf. proposition 3.2.1) induit une
injection de G-représentations :
(7) H(X,w(k, £)) = [ H(C.w(k £)lo)-

1:C—X

Pour y un point de la composante centrale de X défini sur F,, on note encore W,
Pouvert de X défini au §2.2 « centré » en y et (uy,vy) les coordonnées sur W,. Avec

les notations du §2.2, on a Wy, = W, (et (uy,vy) = (ug,,vg,)) O gy = ([zlz] (1)) €K

siy € Fp et Woo = Wy (et (Uoo, Vo) = (Uge,s Vg, )) OU Goo ) ((1) (1)) € K. On note

. def . . .
également V, = Vg, Vouvert des points non rationnels de la composante « verticale »
au point y et on remarque que Uy, = U pour tout y. Par abus de notation, on note
aussi u = ug et v = vg.

Lemme 4.4.1. — Soit o € {1,--- ,k/2 — 2}. La section s, € H°(C,w(k,Z)|c) (cf.
lemme 4.2.2) se prolonge par zéro wvia linjection (7) en wune section
54 € HO(X,w(k, %)) a support dans la composante centrale.

Démonstration. — On va construire directement une section 3, dans H°(X,w(k, %))
qui s’envoie sur s, par linjection (7). On définit des sections locales
S0,y € HO(Wy,w(k, £)) pour y € F, U{oo} par les mémes formules qu’au §4.2 :

k/2-2

_ . UooZ 1) ((Uoo — )z L)k~ 1o
S0 aef (_1)k/2—augto—1 Z <log$(uoo—w)+ Z ( OOj ) )(( 00 y 1/2_2
zeF) j=1 too
k/2-2 —1\j k—l-a

~ déf Uy Uy — T
as E Y (tompluy—a)+ Y, Bz L) =T

X i—1 J de

z€F, =

uk—l—a k/2—2 (_1)3 k—1—-a uk—l—a
+log$(uy)(—iy—k/ﬁ + L—'—.
Uy
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Il suffit de vérifier que les sections locales 5, , sont telles que 3, |y est indépendant
de y et 5,4y, = 0 pour tout y. Le premier calcul est déja fait (preuve du lemme
4.2.2). Pour le deuxiéme, on trouve en utilisant les applications de restriction du §3.1
(i.e. en remplagant u, par p/v, et en développant les logarithmes) :

k/2—2

—k+1+a -1y k—1l-a
- _ atl P (pz ))(p—voow)
soc,oolVoo = Z k/2 P ( gz(——vwx —1)+z iy dvk/2—1
zGIF‘X i=1 0
-1
- 1 k/2- P\ Y
Sa,y'Vy — (_.l)k/z lpk/2 alOg_g(—) :/2_1
Yy’ dv
(1 R T
+ pk/2—1 Z (logg Z 7,1)7' ) d k/2-1
z€F) Yy

k/2-2 i a—1
_\k/2—1, k/2— (1) [k=1-a) v
(=12 Y 5 i dok/21
i=1 Vy

et un calcul facile montre que toutes ces sections locales sont nulles (modulo p). O

L’analogue du lemme 4.4.1 pour les sections de H°(C,w(k,.#)|c) s’envoyant sur
un générateur de Indf{ x*/? (cf. corollaire 4.2.4) est plus subtil. Rappelons que 1’on a
déja défini un relevement sy /o € H°(C,w(k,.Z)|c) du générateur de IndX x*/2 donné
par la fonction identité & support dans I (voir la fin de la preuve du corollaire 4.2.4
et le lemme A.2.2).

De la proposition 3.2.1, on déduit une suite longue de cohomologie G-équivariante :

(8)
0 H'(X, 0k, 2) —» [[ H'X,i.@k, D))~ ] H'X, i@k, £)|p))
1:.C—X :P—X
- H'(X,0k2) - [[ H'(X i@k 2L)c) -0
1:C—X

et rappelons que laction de G sur [];.p,x H%(X,i«(@(k,Z)|p)) est P’action na-
turelle tordue par x (cf. remarque 2.3.2). Rappelons aussi que l’action de K sur
HY(C,w(k, Z)|c), H'(C,w*/?|c) etc. est étendue & KQ) en envoyant p vers l'iden-
tité.

Lemme 4.4.2. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant :

H HO(C’w(k’$)|C) —'IndGQxHO(C (k7$)|0)
C—X

qui envoie (5¢(ug,vg))ges 0U J est un systéme de représentants quelconque de KQX\G
sur l'unique fonction f dans linduite telle que f(g) = sq(u) pour tout g € J.
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(ii) On a des isomorphismes G-équivariants :

II P&k, £2)|p) > x ® Ind§ HO(P,w(k, £)|p) > Ind§ x*/? @ Ind§ x*/*+!
PeXx

k N
dug) /2= l)gej ou J
est un systéme de représentants quelconque de N\G et c¢g,dy € F sur 'unique fonction
f dans Uinduite telle que f(g) = cg()F/271 + dglog_g_a(u)(%)’“/z_1 pour tout g € J
et ou le deuziéme isomorphisme envoie f sur l'unique couple de fonctions (h,l) dans
les induites de droite tel que h(g) = cg + 2 Ld, et l(g) = —d,.

ol le premier isomorphisme envoie (cq(4- g)k/ 2=1 4 dglog o (ug)(

Démonstration. — Le (i) et le premier isomorphisme du (ii) sont laissés au lecteur.
Pour le deuxiéme isomorphisme du (ii), il suffit de remarquer que l’action naturelle
de N dans la base F(J£)*/?71 @ F(3.% — log»(u))(£)*/21 de HY(P,w(k, Z)|p)
réalise un isomorphisme de cette représentation avec x*/2~1 @ y*/2 (regarder l’action
de w,, et utiliser log & (p) = .Z). Comme il faut tordre par x cette action naturelle (cf.
ci-dessus), on en déduit le résultat. O

Notons ¢ : IndGQx H(C,w(k, Z)|c) — Ind§x*/? @ Ind$x*/2*! le morphisme
induit par la suite exacte longue (8) (et en utilisant le lemme 4.4.2). Par la remarque
4.2.5, ¢ se factorise par le quotient IndexindK%’ x*/? de IndGQx HO(C,w(k,Z)|c)

et définit donc un morphisme ¢ : IndG xlnd 5 Xk/ 2 o Ind$x*/? @ ind§x*/2H1,
KQp T IQp

c’est-a-dire un morphisme :
6 : Ind§ x*? @ ind§ x*/ 1 — Ind§ x*/? @ ind§ x*/2+?

via 'isomorphisme du lemme 2.3.7 (car p > 2).
Rappelons que Ind?{Qx 1 (resp. Ind%l) s’identifie au F-espace vectoriel des fonctions
P

a valeurs dans F définies sur les sommets (resp. les arétes non orientées) de l’arbre
de Bruhat-Tits pour GL2(Qp). On note T}, (resp. Up) ’endomorphisme de Ind€ KQX
P

(resp. Ind§1) défini par (T, f)(s) = Sy £(8') (resp. (Upf)(a) = o f(a)), la somme
portant sur les p+ 1 sommets (resp. les 2p arétes) ad]acents au sommet s (resp. issues
de I'aréte a) (T}, coincide avec ’endomorphisme déja noté T}, défini au §1.2). Le lemme
suivant est immédiat et laissé au lecteur :

Lemme 4.4.3. — On a un diagramme commutatif G-équivariant :

0 —- 1 — Indesl — Indgl - 0

“ lTp_l lUp
0 - 1 — Indggpl — Ind§l — 0

ou Dapplication Ind¢ KQX 1—- IndG envoie f € Indf{Qx 1 sur la fonction
P
a— f(o(a)) + f(t(a)) en notant o(a) et t(a) les deuzx sommets de 'aréte a.
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Lemme444 — Soit a(2) ¥ (- DE 1+ E(k — 1) (2 - 2Hy o 1)) € O (ou
Hy=1+1+--+1 ¢f §1.2). L’endomorphisme ¢ de (Ind$1 @ ind$x) ® x*/2 est
donné (a multzplzcatzon prés par un scalaire non nul) par une matrice de la forme :

(Up +1) + (-1)¥/*"1a(2) *
0 —k(k/2-1) )

Démonstration. — Reprenons la section si/5(u) € H°(C,w(k, Z)|c) précédente (on

C désigne la composante centrale) et notons sy /2(v) e wp(sk/2(w)) (i-e. on remplace

u par v dans la formule de s/5(u), la notation étant légitime puisque wpu = v, cf.

§2.2). En revenant & la définition du scindage Ind?Qx X2 ~ Ind§ x*/2 @ ind§ x*/2+!
P

(cf. preuve du lemme 2.3.7), on voit qu’il suffit de calculer ¢(sk/2(w) + si/2(v)) et
#(sk/2(u) — sk/2(v)) en terme des fonctions (£)*/2-1 et (1.2 — log g (u))()k/2-1
(vues comme fonctions dans I'induite & support dans N). Notons resy(sx/2(u)) (resp.

resy(sk/2(v)) la restriction de sy o(u) (resp. sx/2(v)) au point rationnel y de la com-

&f _1\k/2
posante support de sg/2(u) (resp. de sy 2(v)). Posons Ay /o & = 1(),21,3/2(k/2 7y et

br/2,k/2 - k/2(k/2 —1)Ag/2, on trouve pour y € FX U{oo} d’apres la démonstration
du lemme A.2.1 et d’aprés le lemme A.2.3 (en se rappelant que s3/9 = s;/z, cf. la fin
de la preuve de la proposition 4.2.3 dans 'appendice A.2) :

k/2—1 k/2—1
resy(sp/2(u)) = —Ax/2 , Tesy(sk/2(v)) = —Ak)2 v
d Uy dvy
et,poury=0€lF,
k/2—1 k/2-1
reso(sk/2(u) = —(Axj2 — bryz,k/2Hi/2— 1)( ) —byya, k/zlog,sf(u)( u)
k/2—1 k/2—1
reso(sk/2(v)) = —(Akj2 — bij2,k/2Hk)2— 1)(d ) — by 2,k/2108 & (v )(%) .

En se rappelant que, dans le morphisme ¢ de la suite exacte (8), on multiplie les
restrictions par —1 dés que 'on « change de branche », on obtient :

o somae) = oo T (@) B (@)

y€eF; U{oo} y€FF U{oo}
k/2-1
+(=1+ (=121 (Ay/2 — bys2,k/2Hy/2— 1)(du)
k/2-1
k/2
HL+ ()M 2log () (5 )

k/2—1
+(— 1)k/2+1bk/2k/2$( ) .
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Or, dans Indin X2~ x® Indi,Q; F(4)*/2=1 on a:

Up(di:,_)k/z—l _ Z (%)k/2—1 + (—l)k/z_l Z (;Tyy)k/zq'

y€Fy U{oo} y€Fy U{oo}

On trouve donc pour ¢(sk/2(u) + sk/z(v)) :

—Ak/2(Up +2 - k(g - I)H%_1 +$g(g - 1)) (Ziuz)k/%l si (=1)*2 =1

k 1 u \k/2-1
st 1) (o) (5 e
*x P k/2 5 2$ Ogg(u) du S1 ( 1) 1
olt le premier terme est dans Ind$ x*/2 et le deuxiéme dans Ind$x*/2 @ Ind§ x*/2+!
(on n’aura pas besoin de la formule pour * € Ind%x*/2). Par un calcul analogue, on

obtient pour ¢(sk/2(u) — sk/2(v)) :

*® Ak/zk(l;- - 1) (%f - logz(u)) (d—'l;)k/z_l si (—1)*2=1
AV (Up +2— k(g - I)H%_l + fg(—;f — 1)) (Eua)kﬂ—l ai (_l)k/2 - _1

En remarquant que l'image de sj/p(u) + sg/2(v) (resp. sg/2(u) — si/2(v)) dans
Inde: x*/2 est dans Ind§ x*/2 si (=1)¥/2 = 1 (resp. si (—=1)*/2 = —1), on en déduit
facilement le résultat. O

Corollaire 4.4.5. — (i) Le morphisme ¢ est surjectif.
(ii) Le noyau de ¢ est isomorphe a {f € Indf{@: 1| Tpf =a(&)f}.

Démonstration. — Tout endomorphisme pT, — A de Indi(@x 1lavec (u,A) €F, uA #0
P
est surjectif (vérification facile), on en déduit donc (i) par le lemme 4.4.3 combiné
avec le lemme 4.4.4. On voit aussi que le noyau de ¢ est isomorphe & {f € IndIG{Qx 1|
P

T,f = (=1)*/2a(£) f} ® x*/2. Mais cette derniére représentation de G est isomorphe
b {f € mdFx1| Tpf = a(&£)f}, d'ou (). O

De la suite exacte longue (8), des résultats du §2.3, du §4.2 et du §4.3, on déduit
alors facilement :

Corollaire 4.4.6. — (i) On a une suite ezacte G-équivariante :
0— Inde;H — H(X,w(k, %)) — {f € Indf{Q; 1| T,f = a(L)f} — 0.
(ii) On a un isomorphisme G-équivariant :

HY(X,w(k, &) > IndiQ; HY(C,w(k,.Z)|c) ~ IndiQ: H*.
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5. La GL(Q,)-représentation H°(2 ,w(k,#)) ® F pour val(.#) > 0

L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H(Z ,w(k,.%))®p F
pour 4 < k < p+ 1, k pair et val(.¥) > 0.

5.1. Cohomologie de Cech. — On compare les groupes H' et H' pour les fais-
ceaux w(k, ?L)|c et wW(k,2L).

Reprenons les notations du §4.2 et considérons le recouvrement (Wy, ), cp: (r,) de C.
On munit P!(F,) d’une relation d’ordre total par 0 <1 < --- < p — 1 < oo. Pour
tout faisceau de groupes abéliens # sur Cz,,, on définit le groupe de cohomologie de
Cech : )

mesnE( [ o)/~

y<z
(y,2)€P (Fp)?

ot (8y,2)y<z ~ (ty,2)y<z si et seulement s'il existe s, € F(W,) pour tout y € P*(F,)
tel que sy, — ty . = S;|u — sy|u pour tout y < 2. Si le faisceau F est K-équivariant,
on a une action naturelle de K sur H!(C, %).

Lemme 5.1.1. — On a un isomorphisme canonique K -équivariant :
ﬁl(caw(k’z)lC) —~ Hl(Cyw(kaé’ﬂ”C)

Démonstration. — Pour tout faisceau de groupes abéliens %, on sait par la théorie
générale (cf. e.g. [11, §II1.4]) qu’il y a un morphisme canonique (K-équivariant
si F lest) HY(C,#) — H'(C,Z). En revenant a la preuve de la proposition
4.3.2, on a pour tout ouvert affine V de C et tout ¢ > 1 une suite exacte courte
Hi(V’w_¥IC) - HZ(V,EJ_(’C,Z)'C') - Hl(Vﬂ](k)) OI‘, HZ(va_k_EZIC) = 0 car
w'%b est quasi-cohérent et H'(V,.#(k)) = 0 car #(k) est un facteur direct
de @*/?|¢ (cf. preuve du lemme 4.3.1) et @*/2|c est aussi quasi-cohérent, d’on
H'(V,w(k,£)|c) = 0. Comme les ouverts W, et U du recouvrement sont affines, la
théorie générale (cf. e.g. [11, Ex.II1.4.11]) entraine alors en particulier que le mor-
phisme canonique H'(C,@(k,.£)|c) — H(C,@(k,.Z)|c) est un isomorphisme. [

Considérons un systéme de représentants J C G de N\G et le recouvrement affine
(Wg)ges de X correspondant. Pour toute relation d’ordre total < sur J et tout faisceau
de groupes abéliens .# sur X, définissons le groupe de cohomologie de Cech :

XA E ([ #W,nwn)/~
g<h
(g,h)€J2

ol (8g,n)g<h ~ (tg,n)g<n si et seulement §’il existe s, € F(W,) pour tout g € J
tel que sgp — tgn = Snlw,nw, — Sglw,nw, pour tout g < h. Si le faisceau F est
G-équivariant, on a une action naturelle de G sur H(C, %).

Lemme 5.1.2. — On a un isomorphisme canonique G-équivariant :

HY(X,0(k, &) S HY(X,5(k, ZL)).
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Démonstration. — Définissons un sous-faisceau ¢ (k) C @*/? sur X comme suit
(avec les notations du §2.2) :

L]

[NE

k—2 2
s QO o @Dr e @l o et

zefy =0 seFy i=0 =0 9 =0

¢ d g k/2
S0 ¥ HPr LT

z€F, =0
k—2

. (dvy)*/?

B0, < D :’L
z€F,i=0

def def def
et Z(K)(Z) Y ZR)W,) Gesp. £(R)Z) ¥ FK)U,), resp. 7 (k)(2)
FEk)Vy)siZ CWyet ZZ Uy, Z LV, (vesp. Z C Uy et Z # &, resp. Z C Vy et
Z # @). Comme pour la preuve de la proposition 4.3.2, on a une suite exacte courte
de faisceaux 0 — @~ "7 — w(k,Z) — _Z (k) — 0 qui induit pour tout ouvert V C X
et tout ¢ > 1 des suites exactes Hi(V,w~ "7 ) — Hi(V,w(k, £)) — Hi(V, (k). Si
V est affine, le premier groupe est nul car @~ 2 est quasi-cohérent et le troisieme
aussi car wk/ 2 est quasi-cohérent et car on peut montrer, comme dans la preuve
du lemme 4.3.1, que l'injection de faisceaux _# (k) — wk/ 2 admet un scindage.
Comme toutes les intersections du recouvrement (Wy)scs sont affines, la théorie
générale (cf. e.g. [11, Ex.II1.4.11)) donne en particulier que le morphisme canonique
HY(X,w(k,£)) —» H'(X,w(k,£)) est un isomorphisme. a

On obtient alors :

Corollaire 5.1.3. — On a un isomorphisme G-équivariant :

HY(X,w(k, £)) = Indg o H' (C,w(k, £)|c)-

Démonstration. — Cela découle du (ii) du corollaire 4.4.6 et des lemmes 5.1.1 et

5.1.2. |

5.2. Modifications de sections. — On effectue quelques modifications sur les

sections (54 )1<a<k/2—1 du lemme 4.4.1. Ces calculs serviront au paragraphe suivant.
déf def

Reprenons les notations du §4.4 et notons de plus %, Ways Yy Y, €t

(uy, vy) «f (ug,,vq,) Pour y € Fp U {oo} (voir §2.2). On remarque que % = %,
et on note aussi (u,v) = (ug, Vo).

Pour o € {1,---,k/2 — 1}, nous avons défini au lemme 4.4.1 des sections glo-
bales 5, € H°(Z ,w(k,.£)) a support dans la composante centrale C' par recolle-
ment de sections locales 3, € H*(W,,w(k, %)) pour y € F, U {c0}. Notons encore
S0,y € HY(#, w(k, £L)) la section locale en caractéristique zéro définie par (presque)
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les mémes formules :
k/2-2

et S (og(un e 4 (el ) (= )
a,00 ( 1) 0o x;:;; (l gﬂ(UOO [ ])+ ; ] ) dulgé2—1

. k272 -1y [\k—1l-c ulyc—l—a
o T (gt -+ 35 ) BB a2

+f§5204y(k—1—a>u§4‘“
= J J du’;/z_1

ol rappelons que [z] € Z, désigne le représentant de Teichmiiller de x.

Lemme 5.2.1. — Pour y € Fp, on a :

u— _ k—1l—-a
Soal = 3 loga(u— - =) )
z€F,

a—1 a—-1

_ ~ B v
Sagly, = (_1)k/2 1pk/2 a(_ log vy Z/Z—l + (f—Hk—l—a) :/2_1) + 2
duy duy

ol * € w_#(“//y).

Démonstration. — La premiere formule est laissée au lecteur. Pour la deuxiéme, on
Ta:

k/2—2 —1\j k—1—a,a—1
~ _ k/2—1 P (plz]=1)7\ (p — vy[z]) Yy
Say lv,= (-1 (log ——-—1)+ — —
ay %= (-1) GZ]FX f(vy[m] ) ; vl (pdv,)k/2-1

z<lp
oa—1
_\k/2—1,k/2—a Py Yy
+ (-1) p logx(vy)dvz/zq
k/2-2 . a1
1 ko (-1)7 (k—1-a\ vg
+ (=1)k/2-1ph/2=a Z Zr ‘ o
P J dvp/
d’ot1 on déduit la formule de I’énoncé en développant les logarithmes puis en utilisant
le lemme A.1.2 et log o (p) = Z. d
Remarque 5.2.2. — Par le (i) du lemme 4.4.1, les sections locales (34,y)yepi(F,) Se

recollent en fait en une section globale de H(Z",w(k,.#) ® O/p) (et pas seulement
de HY(Z ,w(k,.#))) & support dans la composante centrale.

Nous allons modifier les sections locales 5, pour y € [, sans changer leur réduc-
tion modulo p. Cela nous servira dans la paragraphe suivant pour mener & bien les
calculs dans H!(X,w(k,.#) ® O/p).
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Pour 0<j<p-—1letyeclF, posons:

k/2-2

z lu Uy — [z])F2
oLy X P (gt 3 2y b IR0 v, )00

k/2—1
zeFy de

Lemme 5.2.3. — Pour y € Fy,, on peut modifier la section locale 34, € w(k, L) (#,)
par un élément dans ®1<j<p-19t}, ,, de telle sorte que la nowvelle section 3, vérifie :

~ (u—[z])F~1-= Ay(u) By(u) 2
sa,yl% = %}; ].Og_g(u - [x])W —p(k -1- a)duk/z_l _pduz/2_1 +pTx
ot x € wk, L) ¥) et :
ar = () el 1—
Ay(u) = ZL[yl” DY - (- [m ey
i-1 P x 1
z€lF, Jj=
éf '3 a
By(w) = Z {y]P > el u = [a])* 2"
i=1 z#y
Démonstration. — Un calcul formel de développement des logarithmes donne (voir
lemmes 5.2.1 et A.3.3) :
k-1-ao k—-1—-a
u—|r|— |y u—|zT+Yy
3 togr(u—fal—) LT 5 tog (unfoay) U2 W)

z€lF, z€F,

u—lz k—2—a
—plk—1-0a) ) 6z yloge(u—[z+ ) Ejut/g]_)l

z€Fy

)k—2—a

p3 5zy(u—[w+y]

2
duk/2-1 TP

zeF:

ou x € wk, L)) et 0z, ©_ Z?“ll —pL[y]” Iz)? € Z, (cf. lemme A.3.2). Il suffit

alors de corriger S, par —(k — 1 — ) j;l %[y]p‘f t, ,- Un dernier calcul fournit

Ay(u) et By(u). d

Lemme 5.2.4. — Pour y € Fp, on peut modifier la section locale 3o, par un élément
— e —1yJ u k—l—-a

dans pw—¥ () +pO (log_g(uy +[y]) +Zk/2 2(—1)) ( “[y} ) ) ( “If,f],)z_, de telle
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sorte que la nouvelle section 34, vérifie :

_ (u _ [x])k—l—a uk—l—a
Sagle = ) logy(u— [e]) k=t ~ Plogz (W) oy
T€F,
k/2-2 k/2—2
k— y(u— )t A PR 1 (w =)’
+pz Z[y] a—i— uk/2 1 1'_21 ‘; ( J )[ ] a—i— duk/2 1
ot :
% k 2 -a
o d:éf k—1-a a+z+1 Z ) z ji+lta
k-1l-a- z
k—2—a ; .
k—2-a) (-1)*tts
+ Y ( )——( ) : <J>
s k—1—a—j\1
Jj=i
Démonstration. — En modifiant la section 5, , du lemme 5.2.3 par un élément dans

pw= "7 (#,) (cf. lemme A.3.4), on peut supposer déja :

. (O ) L PP PRNY ('R 1)
Sa,yl% = Z logip(u - [.’L‘])W— +p Z a;[y] —a—i— duk/2 "
z€F, i=0

(uy )1

Puis en ajoutant & s, ,, le terme —p(logg(uy + [y]) + Ek/z ?(=1)7 (uﬂy]]_l)j) I ET

dont la restriction & % est :

g (2 — o heamio (= )
—Plogz’(“)d a1 P Z; 2; i—j W “dukl 1
= J
u — [y))*/*1
P duk/2-1

k/2-1 _
avec * € Zp[u— [y]] et en rajoutant encore p* ;;“,c—ﬂ_—l € pw T (#y) (pour le méme x),
Y

on obtient une restriction comme dans 1’énoncé. O
Posons :
i i+1
déf (1)t (k—1-a
9 a; = a; + E — . Y/
( ) 1 i = j i—j /4
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(on ne fait pas apparaitre la dépendance en o dans l’écriture «;), on a donc pour
yel,

_ B (U _ [z.])k—l—a uk—l—a
(10) Sayle = z%f;,, log o (u — [m])W“l— - PlOgy(U)W
k/2—2 .
k—a—i—1 (u—[y])*
+p Y aily] Juk/2—1
i=0
et notons que :
_ u— [z k—1-a uk—l—a
(1) S la= 3 logu— () U prog ) b
z€F,

Reprenons maintenant le calcul de '§a,y|«yy du lemme 5.2.1 :

Lemme 5.2.5. — Pour y € F,, on a (avec 5,, comme dans le lemme 5.2.4) :

a-1 po-1 Uk/2_1
3a,y|“l’,, — (_l)k/Z—lpk/Z—a (_ ]og_%.(’vy)———:/z I (ﬂ Hy a) 3/2_1) +p* _yk/z_l +p2*2
dvy dvy dv

ot %) € Zp et %y € w™ T (Y,).

Démonstration. — Par le lemme 5.2.1, il suffit de vérifier que les modifications des
k/2—
lemmes 5.2.3 et 5.2.4 sont des termes de la forme p %, ﬁ“—l + p2%, en restriction &

¥y Prenons par exemple t{;yy (lemme 5.2.3), on a :

k/2-2 (L _ [w])k-—Z—avk-Q

thy bi= -1 S e (lome (2 - ) + Y (PE) ) T

z€F) i=1

et en développant les logarithmes, un calcul donne :

, (—1)k/2—a Z e 1ear vk/z 1 2
t?x y |"//y= P—F5 [ ] R T k/2—1 * .
k/ 2 z€lF, d /
On laisse les autres termes correctifs (lemme 5.2.4) au lecteur. |
5.3. Défauts de recollement. — On calcule explicitement les classes de cohomo-

logie dans H'(X,w(k,.#) ® O/p) provenant du défaut de recollement modulo p* des
sections locales (54,y)ycpt (r,) modifiées du §5.2.

Un examen soigneux des preuves des parties 2, 4 et 5.1 (et des preuves utili-
sées de ’appendice) montre d’abord que tous les résultats concernant H*(X,w wk/ 2)
et H{(X,w(k,£)) (i = 0,1) s’étendent a lidentique & H'(X,w*’? ® D/p) et
H{(X,w(k,#) ® O/p) a condition de remplacer le corps F des coefficients par la
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F-algébre artinienne £ /p. En particulier (cf. corollaires 4.4.6 et 5.1.3), on a une suite
exacte :

0— Indezf (H ®p O/p) » HY(Z ,w(k, L) @9 /p) — {f € Inde; losp | Tpf =a(£)f} -0

et des isomorphismes :
H (X, wk,2)®O/p) ~ H{(X,w(k, L) ® D/p) ~ Inde: (H ®f O/p)*.
Pour n > 2, la suite exacte courte de faisceaux :
0 — wk,L)@0/p" ! 2wk, L)0/p" — wk,L)®D/p — 0
induit une suite exacte longue :
0 — HYZ ,wk,£)®9/p" ') — H)(Z ,w(k,£L)®0/p") —
HY(Z ,w(k, £) ® D/p) L5 HY (X, w(k, £) ® O/p" ).

Pour voir si s € HO(Z ,w(k,.£) ® O/p) se releve en une section de H*(Z",w(k, £) ®
9 /p"), il suffit donc de calculer son image par I’application :

Yo H(Z 0wk, £) ®O/p) — H(Z ,w(k,£)®D/p" 7).

On détermine maintenant les images dans H*(2",w(k, £)®90/p) ~ HY(Z ,w(k, £)®
9 /p) par ¢, des sections (54)1<a<k/2-1 de H'(Z ,w(k, L) ® O/p) (cf. §5.2).
Pour y € P}(F,) et 2 € P!(F,), on définit g,, € G comme suit. Si y € F, et

déf N et N
2 € Fp gy, = (P+[y[]yzl {zl)' SiyeF,etz=o0g, = ([:] 1). Siy = ooet
def

zGIFp,gyz c_l_éf (1 2) etsiy:ooet;z:oo,gyz d=éf (0 g)‘OnnoteWyz =

2] 1
Yy,.> Wy, e W,,. (cf. §2.2) et on remarque que #y, = #, et W, = W,. Les

ouverts W,,_ recouvrent (dans X) la composante C, « perpendiculaire » au point y a la
composante centrale C et on a W, x x Cy = C,\ {points définis sur F, autres que y,}
et #,, N#, , =V, (avec les notations du §5.2) si z # 2’. Dans la suite, un élément
de HY(Cy, (w(k,-£) ® O/p)|c,) (resp. de H(C, (w(k,£) ® D/p)|c)) est écrit dans
le recouvrement (W, ).cp1(r,) de Cy dans X (resp. (Wy)yepi(r,) de C dans X) avec
Pordre total y = yo < y1 <+ < Yp—1 < Yoo (resp. 0 <1 < -+ <p—1< 00), cf. §5.1
(le faisceau (w(k,.Z) ® O/p)|c est défini exactement comme au §3.2 en remplagant F
par O/p).

Lemme 5.3.1. — Soit a(%) ¥ (-1)5-1 (1+%(5-1)(ZL—-2Hy5-1)) € O (cf. lemme
4-4.4). L’image de 3y/2—1 par 1y est donnée dans IcH(C, (w(k, £) ® O/p)|c) par :
e sur Cy pour y € F, par la classe dans H'(Cy, (w(k, L) ® O/p)|c,) du uplet :

___a(Z) ( 05/2—2 | 05/2-2 . 0)
k/2(k/2_ ]_) dvz/z_l WyoﬂWyl,--- ’W'Wyonwym, AN
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e sur C (la composante centrale) par la classe dans H*(C, (w(k,2£) ® D/p)|c) du
uplet :

(—1)k/2 uk/? uk/2
k/20k/2=1) (0 -+ ,0, k21 [WorWees ,W_—pr_mwm)

et par 0 sur les autres H'(C, (w(k, ) ® O/p)|c).

Démonstration. — L’image par ¥, d’une section s € H(X,w(k, £)®9/p) & support
dans la composante centrale est simplement donnée dans H*(C,, (w(k, £ ) ®90 / p)|cy)
par la classe du uplet (—p~'3, |Wyon Wy, =P 18y wyonw,. -,0) ou
3y € w(k,Z)(#,) est un relevé local de s|y,. Par le lemme 5.2.5, on obtlent donc

pour ¥2(8x/2-1) :

k/2 2
(—1)k/2 ((,2” —log o (vy) — Hk/2) k/2 —a T Wyenwy

k/2-2
'U
(£ —log o (vy) — Hk/2)W|WyonW ,0, - ,0)-

k/2-1 k/z 1
v
En effet, les uplets de la forme (W Wy s ’W Wy Wy s 05+ ,0)
. Vk/2-1
(qui apparaissent avec le terme correctif *1% dans le lemme 5.2.5) ont une
dv

k/2 1

classe nulle dans H'(Cy, (w(k,£) ® O/p)|c,) car la section locale W appartient

a HY(W,,w(k, £)® 9 /p). Par ailleurs, on I’égalité dans H'(C,), (w(k Z)®9/p)lc,)
d’apres le lemme B.2.2 :

k/2—2 ok/2=2
(logz(vy)'%’mlwyonwyla"‘ alOgg(Uy)—yk/-zj|WyonWym,0,"' ,0) =
duy duy
k/2-2 k/2—2
Hk/2—2(%|wy Wy — g I WyonWy 0 ,0)
dvy/ oo dvy/ °

d’ol la premiére égalité de 1’énoncé en remarquant que £ — Hy/p_o — Hijo =
%a(ﬂ ). Passons a la deuxiéme. L’image par 1) d’une section
s € HO(X,w(k,£) ® O/p) a support dans la composante centrale est donnée dans
HY(C, (w(k,£) ® O/p)|c) par la classe du uplet (p~*(3.|w,w, — 8y|lw,nw,))y<z O
les 3, € w(k,-£)(#,) sont des relevés locaux des s|w,, y € P*(Fp). En développant
(u— [y])i = F2! (H)u"(=1)*""[y]""" et en utilisant (10), (11) et le lemme B.2.2,
un calcul donne dans H!(C, (w(k, L) ® D/p)|c) :

(Bkj2-1,2lw,w. — gk/Z—l,yIWyﬁWz))y<z =

k/2

k/2-2 k/2-2 ; ' "
—-p Z (k/2 2) z (T)(_l)z—rai<0,... ,0,(W|Wynww)yewp)

1=r
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ot rappelons que «; est défini en (9). Mais par le lemme A.3.8, on a :
> (k . T) pol (i)(—l)"-’a- - GO
= k/2—2 — \r k/2(k/2—1)

d’ol1 la deuxiéme égalité de ’énoncé. Le fait que 1'on trouve une classe nulle sur les

autres composantes (en particulier la composante « perpendiculaire » au point oo a la
composante centrale) est un calcul facile laissé au lecteur. O

Lemme 5.3.2. — Soit o € {1,--- ,k/2 — 2}. L’%image de 5o par v, est donnée dans
McHY(C, (w(k, L) R9O/p)|c) par la classe dans H'(C, (w(k, L) ®O/p)|c) (ot C est
la composante centrale) du uplet :

k/2—2 k/2-2 /.
i
(v

i k—a—1—r _  k—a—1— u’
)(_1)1 "ai)(((z : -y T)W |Wynwz )y<zy2#°°’

( _ yk—a—-l—r u” )

duk/2-1 lw,nw., )yeIF,,
et par 0 sur les autres H'(C, (w(k, %) ® O/p)|c).

Démonstration. — On utilise (10) et (11) comme précédemment et on développe

(u—[)! = Sio ()u"(—1)"""[y]*"". La dernitre assertion provient du lemme 5.2.5
k/2—-1
et du fait que les termes correctifs en (:;‘yﬁ ne contribuent pas (cf. preuve précé-

dente). O
Remarque 5.3.3. — La formule sommatoire du lemme 5.3.2 est encore valable pour

a = k/2 — 1, mais dans le lemme 5.3.1, on a completement identifié la classe de Cech
« centrale » dans H(C, (w(k,-%) ® O/p)|c) en utilisant le lemme B.2.2.

5.4. La GL3(Qp)-représentation H®(Z ,w(k,£)) ® F. — On détermine la
G-représentation H°(Z ,w(k,.#)) ®p F (sous les conditions du §5).

Proposition 5.4.1. — Soit a(Z) € O comme au lemme 5.3.1.
(i) L’application 13 : H*(X,w(k, ) ® O/p) - HY(X,w(k, L) ® O/p) est surjective.
(ii) On a un isomorphime de G-représentations :

Ker(i/J2|IndiQx (H@eD /p) = {f € Indeg (oc(p—3,1) @ O/p),a(L)Tf = f} :

Démonstration. — Nous allons montrer que Y2146 (Hgn/p) €St surjectif et calculer
KQX
son noyau. Rappelons que : ’
k/2-2
HerO/p= P olp-3-2j,j+1) @ O/p
=0

et que chaque représentation o(p — 3 — 25,7 + 1) ® O/p est engendrée sous
K par la section globale Sy/5_1-; € H°(X,w(k,£) ® O/p) (voir le lemme
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4.4.1, la preuve du corollaire 4.2.4 et le début du §5.3). Rappelons aussi que
HY(X,w(k, £)®O/p) ~ IndKQx (H ®F O/p)* (voir le début du §5.3). Montrons que
la projection de (8 2—1—;) sur la composante centrale est non nulle modulo .
Pour cela, considérons le uplet du lemme 5 3.2 (et aussi le uplet « central » du lemme
5.3.1 pour j = 0) vu dans H'(C, (w™ "2 90 /p)lc) et calculons son accouplement
avec la section :

u(PH1(k/2=1=5) =k dy ) /2
(u—wp)e/2=1-7 (-1 ((1) cl)) skj2-1-; € H(C, ("2 ® 9/p)(1) |c)

donné par la dualité de Serre entre HO(C, (w*/2 ® D/p)(1) |¢) et HY(C,(w™ " ®
9/p)|c)- Un calcul facile de résidus donne :

k/2—1—'k/2—2 k—2— 7 k/2-2 ; '
(-1) i ;) (k/2_2_j> 3 (T)(_n ;

i=r

u(v+l)(k/2—1—j)—k(du)k/2
(u—up)k/2=1—;

un antécédent dans HO(C, (w(k,.#) ® O/p)|c), on en déduit par le corollaire 4.3.5
que le uplet du lemme 5.3.2 (et le uplet « central » du lemme 5.3.1 pour j = 0)
est vraiment non nul modulo 7 dans H'(C, (w(k,-%) ® 9/p)|c). Comme Sk/2—1-j
engendre sous K la représentation « irréductible » o(p —3 — 24,7+ 1) ® O/p (au sens
ou cette représentation n’admet pas de sous-représentation stricte non nulle facteur
direct comme O/p-module), 15 est injectif en restriction & o(p — 3 — 25,7 + 1) ®
O/p. Lorsque j > 0, on sait de plus par la derniére assertion du lemme 5.3.2 que
la projection de 12 (5% /2—1— ) sur les composantes non centrales est nulle. On a donc

Ker(1)2 |Indc « (e(p—3— 2],J+1)®D/p)) =0et IndKQX (0(p—3-24,j+1)®D/p)* C Im(2)

pour j > 0. Pour j =0, on déduit facilement du lemme 5.3.1 que :

qui est dans Z; d’apres le lemme A.3.8. Comme la section

() |IndG (-3 1)@ /p) IﬂdK@x (c(p—-3,1)®rO/p) — IﬂdKQx (e(p—3,1)®r O/p)"

=~ Indf o (o(p — 3,1) @ O/p)

s’identifie (&4 multiplication prés par un scalaire non nul) & I’endomorphisme surjectif

212 A wk/? uk/?
—a(Z)T, + 1d. En effet, les éléments de Cech ( 0, 372= e [ Wo W s " y k7= 7T W, me)
k/2—1( wk/2-2 k/2—2
et (—1)F/ (—duk/2 T |Worwns*** s goi7a=T [WonWe » 0+ ,0) s’envoient nécessairement

respectivement sur 1 et —uP~3 dans o(p — 3,1) ® O/p (2 homothétie prés) via un
isomorphisme (o(p—3,1) ® O/p)* = o(p—3,1) ® O/p (pour le premier, cela découle
du fait qu'il est la projection de I'image de 5j/,_; et pour le deuxiéme, on applique

((1’ (1))) On applique alors la formule (1) donnant T,([Id,1]) en remarquant que

(Z [_ly])u = v, sur £ (§2.2). Donc 9, est finalement surjectif (et méme surjectif en

restriction & Index (H ® O/p)) et son noyau en restriction a Indg(Qx (H ® O/p) est
P
exactement donné par les f € IndKQx (o(p—3,1) ® O/p) tels que a(L)T,f = f. O
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Proposition 5.4.2. — L’image de HY(Z ,w(k, &) ® 9/p?) dans H*(Z ,w(k, L) ®
O/p) se reléve dans HO(Z ,w(k, L)) via Uapplication
HY(Z w(k, 2)) — H(Z w(k, £) ® O/p).

Démonstration. — Pour alléger les notations, on note w(k,.%)/p™ pour w(k, £) ®
©O/p™. Par la proposition 5.4.1, Papplication ¢ : H*(Z,w(k, £)/p) = H (X ,w(k, L) /p)
est surjective. En reprenant la suite exacte longue de cohomologie définissant o,
on en déduit que 'application H (2 ,w(k,£)/p) — HY(Z ,w(k,ZL)/p?) est nulle
et que l'application H(Z ,w(k,.%)/p?) — HY(Z ,w(k,£)/p) est injective. Par
ailleurs, le diagramme commutatif :

0— wk2)/p = wkD)/P - wkL)/p -0

| | |
0—- wkL)/p 5 wkL)/p? - wkL)/p —0

induit un diagramme commutatif :
HY(Z w(k, L) /p°) — HY(Z,wk,2)/p) B HYZ wk 2L)/p?)
! I l
HZ w(k, 2)[p%) — HAZ,wk 2L)p) % H\Z wk 2)/p)

ol la fleche verticale de droite est injective. Cela implique immédiatement que 3 est
surjectif et que 'on a un isomorphisme H!(Z ,w(k,.#)/p?*) = HYZ ,w(k,£L)/p).
Comme 3 est surjectif, on peut recommencer le raisonnement précédent avec ¥3 au
lieu de v, puis ¥4 au lieu de 13 etc. et on obtient par récurrence des isomorphismes
pour tout n > 1 :

HY(Z,w(k,2)/p") > HN(Z ,w(k, Z)/p).
On a des diagrammes commutatifs analogues au précédent :
HNZ w(k,Z)/p"*™) — HY(Z,wk,L)/p") — HYZ,w(k,Z)/p™)

l [ 1
HY(Z ,w(k,ZL)/p""") — HY(Z,wk,ZL)/p") — HY(Z,wk,Z)/p)

d’ol1 on déduit des isomorphismes pour tous n,m > 0 :
(12) Tm(H(Z,w(k, £)/p"™) — HY(Z w(k, £)/p")) =
Im(H (& w(k, £)/p™) = B ,w(k, £)/7")).
En passant a la limite projective sur n sur les suites exactes :
0— HY(Z,wk, ZL)/p" ) - HY(Z ,w(k, 2L)/p") —
im(H(Z ,w(k, £)/p") = H(Z ,w(k, £)/p)) — 0
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et en remarquant que le quotient de droite est constant par (12) appliqué avec n =1
et que les conditions de Mittag-Leffler sont satisfaites sur les noyaux par (12) encore,
on en déduit :

HY(Z w(k, £)) ® O/p = Tn(H(Z ,w(k, £)/p%) — BA(Z ,w(k, 2)/p))
d’ou le résultat. O
On en déduit le résultat principal de cet article (théoréme 1.1.1) :

Théoréme 5.4.3. — Soit a(£) € O comme au lemme 5.5.1.
(i) Sival(a(Z)) > 0, on a un isomorphisme de G-représentations :

HY (%, wk, L)@ F~{fe Inde: 1,T,f = 0}.
(ii) Si val(a(.Z)) =0, on a un isomorphisme de G-représentations :

0= {f €IndFg.o(p-3,1),a(L)Lf = f} » HY(Z ,w(k, £)) @ F —
{fe Indf(Q;I,Tpf =a(L)f} — 0.

Démonstration. — Noter que (ii) lorsque val(a(.¥)) > 0 redonne (i) puisque la
représentation de gauche est alors nulle. Par le lemme 5.4.2; on voit donc qu'’il suffit
de montrer le méme énoncé que (ii) pour val(.Z) > 0 avec la G-représentation image
de H(Z ,w(k,#) ® O/p?) dans H(Z ,w(k, L) ® O/p), c’est-a-dire avec Ker(1y).
Par le corollaire 4.4.6, on a une suite exacte :

0 — Indg o (H ® O/p) — H'(X,w(k, £) ® O/p) = {f € Ind§x 1| Tpf = a(£)f} — 0

et par la proposition 5.4.1, on a :
Ker(Valtnac , (ro0/m) = {/ € g (o0 —3,1) @ O/p), a(£)T,f = [ .
P

Il suffit donc de montrer que Ker(¢2) C HO(X,w(k,#) ® O/p) s’envoie encore sur-
jectivement vers la représentation quotient {f € Ind?{Qx 1| Tpf =a(Z)f}. Soit 5 un
P

élément de cette représentation quotient et s € H(X,w(k,.#) ® O/p) un relevé de 3.
Comme l’application 12 est surjective en restriction a Indf{Qx (H ® O/p) (cf. preuve
P
de la proposition 5.4.1), il existe s’ € Ind%@x (H ® O/p) tel que Pa(s’) = pa(s) et
P
lélément s — s’ € Ker(t)2) s’envoie encore sur 5. Ceci acheéve la preuve. O

Corollaire 5.4.4. — Supposons k pair, k < p+1 et val(.£) > 0.
(i) Le GL2(Qp)-Banach unitaire B(k,.Z) est non nul et admissible.
(ii) La correspondance définie dans [4] est compatible & la réduction modulo p.

Démonstration. — Le (i) résulte de [4, Prop.4.4.4]. Le (ii) résulte de [6] et de la
définition de cette correspondance ([3]). O
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Appendice A
Calculs de sections

A.1. Calculs combinatoires
Lemme A.1.1. — Soit1<n<p—2et0<{¢<p—1. On a les égalités dans Fp(u) :

phri—n ¢ L. 50<t<n-1
(u—up ZZ (£+z— )+{ 0 ;

: sinon
ze]F
n )
Jj—n—1
L Z e 3 B
u(u — uP)" u"+1 . (u—x)I
Jj=1 z€F)
Démonstration. — La premiére égalité se démontre par récurrence sur ¢ > 0. La
deuxiéme se démontre en remarquant que :
1 —n+i—1 . x—n+i
—_— n" + (-t —. a
S D e (U
ze]Fx i=1

Lemme A.1.2. — Soit 1 <£<n. On a (dans Q) :

) (—jl)’ (zij) _ (Z‘) (Hn_o — Hy,).
1<j<¢

Démonstration. — La somme ) ;<< (G 1) (," ]) est le coeflicient de degré ¢ dans le

développement en série entiére de z — —( 1+ 2)"log(1 + 2). En dérivant (1 + 2)* =

T\ N . .
E . ] 2" par rapport a x, on obtient par ailleurs :
i
i>0

1+ 2)%log(1+2) = Zz ( )

i>1

Or, si z n’est pas un entier de 0 & 7 — 1, on a par dérivation logarithmique :

£(0)-(), 2,25 (oo
0<j<i-1

1 1 2
ot H, & Z (_ B ) pour tout nombre complexe z ¢ Z o (avec Hy ' 0). Donc
o\ ontz

le coeflicient de degré £ dans le développement en série entiére de z — (1+2)% log(1+2)
est (})(Hy — Hy—g) lorsque z € C, — {0, -+ ,£ — 1}. On en déduit le résultat. a

Lemme A.1.3. — Soit 1 < m < n des entiers et M def (M;1)o<ism la matrice
0<i<m

d coefficients dans Q définie par M; e ("F) pour 0 < i < m et My, 4

1 _ _qym(m+1)/2

("t )ZJ_ j ("'H) pour 1 <1< m et0<i<m. Alors det(M) = (I)T

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



160 C. BREUIL & A. MEZARD

Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a M;; = ("+:_l) ("‘l“) (Hptizt — Hngs)
pour 1 <l <met0<i<m. On en déduit :

1 1/n 1/(n—=1) ... 1/(n-m+1)

det(M) = (—1)™ 1 1/(n:+ 1) 1/:n 1/(n —:m +2) H (n) (n:— z)
: : : : : 0<i,l<m
1 1/(n+m) 1/(n+1)

En développant le déterminant par rapport & la premiere colonne, on reconnait des
déterminants de Cauchy. On obtient ainsi :

m o [esicism (U =9) [Thi<icicm (=1 + i))

m d 1 (n+1)! ! G
det(M) = (-1) Z)(—l)](ﬂ( il : H(n—l)! [Tisismosism(n+1+i-1)

j= i=1 ' =1

m 10 1 T (—l)m(":_l)n
_ i j1(m—j)! m!
- (_l)m Z(_l)] (n+j—m)!

=0 )"

_1)ym(m+1)/2 ™ {n ; m
L EEE S (M) (7)
m! = m J

_ (_l)m(m+1)/2

On en déduit det(M) O

m!
La démonstration du lemme combinatoire qui suit est laissée en exercice au lecteur.

Lemme A.1.4. — Soit 1 < m < n des entiers et M' = (M] ;) o<i<m la matrice obtenue
) 0<i<m

a partir de la matrice M du lemme A.1.3 en ajoutant a la derniére colonne le terme :
m ; .
—1)J
M, = My + (—1mt1 3 EL (T.H?), 0<i<m.
’ , J i—J
j=1

Alors Ker(*M') est de dimension 1 et est engendré par le vecteur colonne (c;)o<i<m

ot c; & (ot ) (=1)"*e. En particulier, on a :

i+1l4+n—m
m m m s .
-1) (n+i —1)ntt
ZMi,mci:(_l)mZZ( ) (._ .>6i=(——)‘—'-
=0 =0 j=1 J t=J m

A.2. Calculs de sections modulo p. — Rappelons que ng = (k/2—1)(p—1) — 2
avec 4 < k < p+ 1 et k pair. Dans ce paragraphe, on détermine si les sections de
HO(Cv wkﬂlC) :
(du)k/2 u'(du)’“/z
u(u — wp)R/2=1" (y — yp)k/2-1
admettent un antécédent dans H°(C,w(k,.#)|c) (via l'injection du lemme 4.2.1 et
pour val(.¥) > 0). Par décomposition en éléments simples (lemme A.1.1), les fractions

0<r<mg
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u(u_u},)k/2_1 et ez pour 0 <7 < ny appartiennent a :

k/2-1p—1 k/2 1
D DFY DT
i=1 a=1 ze]px i=1 u

Reprenons les notations du §4.2. On commence par « intégrer » formellement k — 1

fois la section locale (—1)*(i — 1)!(k — )'(du) pour 1 < i < k/2 par rapport &
la variable u = wg, puis par rapport é, Uoo, enfin par rapport a u, pour y € F;. On

k/2
. ~ o . N u
obtient, & addition prés d’un terme dans F[uy]d—fﬁ_—l :
Uy

a6t k—1—i
tio = —logy(uo)m
déf k/2+1 uis!
ti,oo = (_1) logf(uoo) k/2—1
ducd
k/2—-1 j —1\j k—i—1
def (=1)7(uyy ™)\ (uy +9)
ti,y = —(logz(uy+y)+ Z .y ) = k/2—1
= J duy

Puis on fait de méme avec (k — 1 —i)!(i — 1)!(=1)2+! Y serx W(du)k/2

déf . . M g (up — z)k—1-¢
tiao = (1) Z T (10g$('U/0 - )+ Z = ) k/2—1
! - J duy
z€F, J
k/2-1 —1yj k—1—i
. déf k/2+a -1 0—k+1 (uoox ) (Uoo — -T)
tz,a,oo - (—'1) Z Uoo <10g ( I) + Z ] duk/Q—l
z€Fy Jj=1 °
i—1
_1\k/2+a+1 —k+1+ _oak—1—d U
+(-1) * Z T (Uoo — T) ZlOg_%(uoo)duk/z_l
zEIF;,( ©
" déf 1ya—i i-a ) ~ (uy(z— y )N (uy +y —z)F 1
oy = (1) Z z (Og,?(“y+y z) Z dut?
::;Ell“’:< = v
z#y

k—1—i
+(_1)a—1yz_a]0g$(uy) W

Les éléments (t; y)1<i<k/2 €t (tia,y) 15isk/2-1 sont des sections dans H(Wy, w(k, .%)|c)

<a<p-1

pour y € Fp,. Ce ne sont pas, en general des sections dans H(W,,w(k,.%)|c) pour

a—1
ﬁﬁ, 1 < a < k/2—1 (ce sont alors seulement
'U'OQ

des sections dans HO(U,w(k,.%)|c)).
Rappelons la convention (') = 0sim >n oum < 0.

y = 00 & cause des termes log ¢ (Uso)
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Lemme A.2.1. — (i) Poury e F,U{o0},1<i<k/2—-1etl<a<p-1,o0naad
2
addition prés d’un terme dans F[uy]d—%ﬁ :
Uy
)k—l——z’

-z
tiaoly = (=1)27" Z 7"~ %log o (ug —x)%
z€Fy
k 2 1 1 ‘
+ 255 ! l(k’/c2-}1—z])( 1y +1Jm sik/2<a<k-2
0 sinomn,

k/2+a i—1,a—k+1 (Uoo — x)k_l_i
tia,o0lu = (—1) Z U & log o (Uoo — T)—— 7o

k/2—1
z€Fy duco
1 a-—1 k a-1 .
+{ (DM () log (o) s + ()2 DS L (BT e sia <k/2
0 sinon

et, poury € F) :
' ‘ k—1—i
tiaylu =y %(=1)*""log o (uy) yk/2—1
duy

» o u +y—x k—1—1
+ (-1 o alogz(uy+y—w)(—g772zl——
Uy

zem;‘
THy
(i e (1)
] duz/zﬂl‘
(i) Poury € F)\, 1 <i < k/2, on a d addition prés d’un terme dans F[uy]cm?T :
k/2—1 . 1 .

— (y_l—yklZ k—1—i—7r k—i-1 (_1)]+ Uy
tiylu = —logg(uy +y)——— 75— a k/2-1 + Z Yy ]2:1 r—j J a %/2=1"
Démonstration. — Nous démontrons seulement le cas de t; o, |v, laissant les autres
cas au lecteur. On observe que, & addition prés d’un terme dans F[uy]ﬁf/z_—‘l :

k/2—1 “1vj
S a Sy +y— )Y (uy(z —9)7') _
i i=1 J
TH#Y
k/2—-1  k/2—-1 1k
l - —1+i—14+j k 1—i—l i~
> > (1 )en e S :
=1 j=1 zelFx
w#y
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et, par le lemme A.3.1 :

Z (x — y)k—1-izlgiza = (k _; : : - l) (—y)k-1-t-e

a:ElF;,<
z#y

On en déduit la formule de I’énoncé. Od

Lemme A.2.2. — Pour2 < a <k/2 ety € F, U {00}, notons :

(e}
shy =Y biatiay si2<a<k/2-1

a7y
=1
k/2-1
déf
Sz S D biksatinjay + Or/aksate/ay
i=1

ot les b; o sont dans F. Il existe un unique choiz de (b; o)1<i<a dans F, qui est en
fait dans Fp, de telle sorte que :

. (T—% st 2SOSk/2—-1,
(1) bOtyC! = -1 k/2 i .
m St a=k/2

(ii) les coefficients de d—%—‘g_—l dans s, , pour 1 <i<a—2ety€F, sont nuls;
Uy

(iii) le coefficient de log g(uoo);T/z——l dans s, o, est nul.
De plus, pour o = k/2, l’élément s, /2 ainsi défini s’obtient localement par « intégra-
tion » k — 1 fois (comme au début de ce paragraphe) d’un élément :

Tk/2 = (m + f(u))(du)k/2 € H'(C,w*|¢)

avec f(u)(du)*/? € HO(C,&*?(1)|c)-

Démonstration. — Définissons une matrice carrée M a coefficients dans Z,, avec o —1
lignes par :
g (k—1—7i
My = ( . Z>, 1<i<a-1
a—1
déf k—i—-¢-1 d —-1-—1
M, = ( )z: ( ),1gega—z1giga—L
, £—j
Jj=1
Les conditions (ii) et (iii) imposent que (b;a)1<i<a—1 st solution du systéme linéaire :
Z Mz’,Obz’,a = _ba,a
a—1 I3 i
-1V (k-1-a
Y Mighia = —Z( 1) ( . )ba,a 1<l<a-2
i=1 j=1 J t—j
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(voir lemme A.2.1 en notant que, pour £ < @ — 2 < k/2 — 2, on peut remplacer les
sommes ;1% k/2-1 par Z§=1 car (k;:a) = 0 pour j > £). Or, en changeant i en a — i,
on observe que la matrice M est une matrice du méme type que celle définie au lemme
A .1.3, donc M est inversible, i.e. M € GLy—_1(Z,). On en déduit Pexistence et 'unicité
(bi,a)1<i<a—1 (dans Fp). Par construction, s}, /2.y s’obtient par « intégration » k — 1

fois (comme au début de ce paragraphe) de :

k/2-1

def A /2 ¢
(13) ol UG DD DT {CO

zeFy =1

avec ag/p = 1 et a; = (—1)F/2H(k — 1 —i)l(i - 1)!b; /2 pour 1 < i < k/2 — 1. I suffit
de montrer qu'il existe une suite (aj)2<i<k/2—1 dans [, telle que :

k/2—1
1 uP—1+i— k/2
Thi2 = ( 7 + Z a; )(du)k/2
—14i—k/
ot on remarque que les sections (M—H(u—_l:T(;M)KKk/z_l sont dans H(C,@*/%(1)|¢)

up—k/?(du)k/z

(le terme —op

n’y est pas). Pour cela, on constate que le systéme :

uP—1+i—k/2 1
(( (u — uP)? )1gi5k/2—1’ u(u — uP)k/z—l)

est échelonné en ((Ewen,; %)l<i<k/2—l’ —7z) (utiliser le lemme A.1.1) et que

LHizk/2 k)2 (du)*/?
(du)*/ )1<z<k/2 1) Wlu—up)F/2 =9

uP”

I'expression de i/, comme en (13) dans la base (( (a—ur)

ne fait pas intervenir de termes en %
(A;,j) 1<i<k/2 est donnée par :

. En effet, la matrice de changement de base

1<5<k/2
(%) si 1<i<k/2-1 et 1<j<k/2
Ajj=4q (=1)k/2-145 i i=k/2 et 1<j<k/2-1
1 si i=j=k/2
aveen & p—k/2-1. Onadonc A} = (*27))sil1<i<k/2-1et Apjyy=—1.0n
doit vérifier la nullité de aj = fﬁ ! ( ﬁll)ai —ay2. Or la condition (iii) implique :

"’/2231 k-1-d),
k/2— i ik/2 = —Ok/2,k/2-

i=1
En remplagant b; x/o par son expression en fonction de a;, on obtient a; = 0. Ceci
acheve la preuve du lemme. O

Lemme A.2.3. — Soit 2 < a < k/2 , les coefficients de (—1)¥/2=u3! dans s, ., et
de y*~2*u2~! dans s, , poury € FY (avec s, ,, et s, comme au lemme A.2.2 pour
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le choiz de (bia)1<i<a du lemme A.2.2) sont tous égavz d :

A d (=1)>*! :
a = Pa— si2<a<k/2-1
(k=1-a)(a—1l(k-0a) (k~2q+1
def (=1)*/2 .
k/2 (k/2 —1)12k/2(k/2 — 1) sia=k/
Démonstration. — Définissons une matrice carrée N = (N»i’e)oé§i$al a coefficients
dans Z, par : o
Nig ¥ My, 1<i<a-1,0<f<a-2

.\ a—1 ; . a—1 ) .
aef [k—a—1i (1Y (k-1-3 (-1Y fk—=1-13 )
a1 E ~1)@ 1<i<
Nioa-1 < i )Z 7 (a—l—j +(-1) . 7 \acioj <i<a

Jj=1 j=1
. —1)9 -1
Noe & Z( D’ (* ,a), 1<f<a-2
= ] £—j
J.—
Noo ¥ 1.

En changeant i en o — 4, on reconnait la matrice M’ définie dans le lemme A.1.4 avec

m=a—1etn==%k—a—1. Donc le vecteur (c; o e ba—i,a)o<i<a—1 est I'unique
_1ya+1 )
vecteur du noyau de N avec ¢pq = bg,a = (kTi:cl-x)T'W si2 <a<k/2-1cet

k/2
Cok/2 = brj2,k/2 = (k/—z)l)T En particulier, on a :

b k—a—1 a_l(—l)j b e a_l k—-1-1
U () Dot e - Y1) L
Via le lemme A.2.1, on remarque que le terme de gauche s 1dent1ﬁe au coeflicient de
u2~1y*=2* dans s/, , et que celui de droite s’identifie au coefficient de (=1)k/2maqe-t
dans s, ... Via le lemme A.2.2, on remarque que les coefficients de (—1)*/2=oug!
k—2a (=pn=*?

(k—1—a)(a—1)!N(a—1)(, 5.5,

1+

2<a<k/2-1leta G/2—DEkaGy=T) Sl @ = k/2. On conclut en observant que
k—a k—a—
(a- 1)(k—2a+1) =(k-0a) (k—2(2+11)' U

On démontre maintenant la proposition 4.2.3, dont on rappelle ’énoncé :

a—
Uoo

dans s, _ et de u®~1 dans s’ , sont égaux i si
a,00 a,y )

Proposition A.2.4. — (i) Soit2<a<k/2—1et:
def uP~! k _
o d /2 HO C k/2 1
re @ (o @) @) € OB )e)
avec f(u)(du)*/? un élément de la sous-représentation :

nk—(k/2—a)(p+1) k/2
o(nk — (k/2—a)(p+1),k/2— a) = D " (du)

o (u — up)
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de HO(C,w*'%(1)|c). Alors ro n'admet pas d’antécédent dans H(C,w(k,.L)|c) via
Uinjection du lemme 4.2.1.
(ii) Il existe une section ry,, € HO(C, @*2|¢) de la forme :

Tk/2 = (m + f(U)) (du)*/?

avec  f(u)(du)¥/2 € H'(C,@*?(1)|lc) qui admet wun antécédent sy
dans H°(C,w(k,.Z)|c) via Uinjection du lemme 4.2.1.

p—1
(uu_up)a +

f(u)) (du)*/? € H(C,@*/%(1)|c) avec f(u)(du)*/2 € o(ng—(k/2—a)(p+1),k/2—a).
D’apres le lemme A.1.1, on a :

Démonstration. — Commengons par le (i). Soit 2< a < k/2—-1etr, = (

up_l ot :ij_a a—i
- — IR A -J
W~ 2 Y
jzlzelF,),(
a—1p-—-1 w] ﬂ
flw) € @Fu]@ @FZ w
j=1 j=1pB=1 (EEF:

Lorsque I'on « intégre » k — 1 fois 7, (comme au début du paragraphe), on obtient

déf
. ek / / .
une expression de la forme sy = s;, , + s, , avec:

a
s’ayy = Z bi,ati,a,y
S;a,y = Zzb'ﬂt'ﬂy+zbt’y

B=1 4=1
Ba
a+1
ol by,a = W et b;g,b; € F (notons que s; dépend de a ce que n'in-

dique pas la notation). Si (sy)yepr (r,) définit une section globale de H°(C,w(k,%)|c)
alors on a d'une part s, € H(W,,w(k, Z)|c) pour y € F, U {oo}, d’autre part
-1
syl = sy /|v pour y,y" € FyU{oo}. En particulier, les coefficients de logﬂg(1Lc,<,)4,gﬁ/>—;,——1
dans s/, pour 1 < 3 < k/2 — 1 doivent étre nuls. D’aprés le lemme A.2.1, les termes
(t,-ya,oo)1<l<a (resp. (¢ z’,@’oo)ISZ’SQ—l et (ti,00)1<i<a—1) N'introduisent que des termes
<i< <o <i<
B—1
ahi‘,@—% pour 8 # a), donc qui ne se mé-
a—1
langent pas. On en déduit en particulier que le coeflicient de log g(uw)ﬁ,ﬁﬁ dans

a—1
oo (resp. en log . (uco)
oo

en log o (Uoo) T

s!, o doit étre nul.

p-1 )
La condition s |y = sg|u entraine que les coefficients de —UT"}’r_T dans s7 déter-

k—1-8
minent les coefficients de l"m dans sg pour 1 < 8 < k/2 — 1. Comme on intégre
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j
k — 1 fois des fractions rationnelles sans partie principale, les coeflicients de —k—/%—l

-1-8
dans sy pour j > k — 1 sont nuls. Enfin, les coefficients de ﬂ’ﬁ_—l dans s pour
i a7 0

k/2 < B < k — 2 sont déterminés par le lemme A.2.1. Tout ceci fait que la partie
« polynomiale » de sj s’écrit :

k—2 a oa—1 )
Z ug_l_ﬂ Z bi,ga,-,g + Z ug_l_’biai
B=1 =1 i=1

ou les coefficients al,ﬁ, a; (dans F) sont déterminés par le lemme A.2.1.
La condition sj|y = sg|u pour y € F) entraine ’égalité de polynémes (en déve-

loppant u¥17# = (u, + y)*1-P) .

k/2-1 k=2 a a-l k—1—34 .
e N R B
= i=1

1=0 B=1i=1
k/2-1 k—1-1 a ;
—1 1
DRI 3 S N e
=0 B=1 i=1

ou les coefficients c; g; cg,; sont déterminés par le lemme A.2.1. En identifiant les
coefficients de chaque ugj pour ! > 0, on obtient que certains polynémes en y de degré
inférieur ou égal & k—3 sont nuls en chaque y € F;'. Comme k—3 < p—2, ces polyn6émes
sont donc identiquement nuls. Pour [ = 0, on obtient de méme la nullité d’un polynéme
en y de degré < k — 2 en chaque y € ]F;,‘, et méme en y = 0 car ¢;4—10 = 0
pour 1 < ¢ < « par le lemme A.2.1. Ce polynéme est donc aussi identiquement nul.
Finalement, on en déduit pour tout 1 < 8 <k—-2ettout 0<!I<k/2—1:

—1— _1— b i
( 1 )Zaz,ﬁbﬁ+(k 1 5){ pas sif<a _
l 0 sinon

(e .

bgcgy sif<a
> bigcip, +{ o .
i=1

0 sinon

En particulier, pour 8 = et | = 0, on a Y i @5 abia = 0 car ¢; a0 = 0 pour
1 £ ¢ £ « (utiliser que, dans P’expression de t; o 4|y du lemme A. 2 1, la somme

k/2-1 R L s .
l=/1 commence & [ = 1). On en déduit que les coefficients de E—"/ﬁ dans s’

sont nuls pour 1 <1< k/2-2.
En résumé, si r, € H°(C,@*/?(1)|c) a un antécédent dans H°(C,w(k, .&)|C), alors
il existe (b; o)1<i<a avec b; o € F tels que sﬁlyy =Y i1 biatiay (y € FU{oo}) vérifie :

(_1)a+1

(i) ba,a = (k—_ma—l)- J

ay

(ii) les coefficients de - k/z r dans s, , pour 1 <4< k/2—2ety € F, sont nuls;

(iii) le coefficient de log g(um)ﬁm dans s, ., est nul.
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Par les lemmes A.2.2 et A.2.3, on voit qu’il n’existe pas de tel élément s/, pour
a < k/2 — 1, et 7o, n’admet donc pas d’antécédent dans H°(C,w(k,.#)|c) pour
a < k/2—1. Ceci démontre le (i) de la proposition. Quant au (ii), i.e. au cas a = k/2,
il a déja fait 'objet du lemme A.2.2 en posant s; /2 <« 3;9/2. O

A.3. Calculs de sections modulo p?. — On rappelle que k est un entier pair
compris entre 4 et p + 1.
Les lemmes A.3.1 & A.3.4 ci-dessous interviennent au §5.2.

Lemme A.3.1. — Soity € ]F;j et0<s<r.Ona:

Y (@—y)ye = —(Z)(—w—s.

z€Fy

TH#Y

Lemme A.3.2. — Soient x,y € F, et 0, EC Hy]_;zlﬂy Y. Onalel+ [y =
[z +y] + pds,y avec :

— p—1 p

Z P (-1 %lxr[yr’-’l

1=1 =1

Lemme A.3.3. — Soitn>2. Ona :
(u—[z] = [y])"log e (u — [z] — [y]) =
— pory(u— [+ y))" ! + (u— [z + y])"log.o(u — [z +y])
— npbay(u — [z +y))" og e (u — [z + y]) + p*

ot * est une série de Laurent en u — [z + y| & coefficients dans Zy.

Démonstration. — On écrit :

Oz,
log o (u— (2] — [y]) = log & (u— [z +y] —pdsy) = log o (u—[z+y]) —pm +p°*
et on développe (u — [z] — [y])"log ¢ (u — [z] — [y]). a

Lemme A.3.4. — Soit 0 <€ < k/2—1,y €T, et définissons les éléments suivants de
Lplu] :

k/2-2

A i%[y]“Z[w]’ D R
i=1 z€Fy Jj=1

B(w) 2 )[yv’ Y fafi(u — [a]) 2
i=1 Yy
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On a modulo pZy[u] :

k/2-2 ( P ) ) . i (k7272) o
Ay(w) = 3T EEESATI g § SIS () g (w2
i=1 p = 7
k/2—2 k220 ( P Y (k—2—0\ (i
—1—f—i i —1—£—j — 44— J -
By(u) — Z yk 1-¢ z(u_y)z Z w( ) >(Z> +(u_y)k/2 1,
=0 j=i p J
ou * € Zplu).
Démonstration. — Posons dans Fp[u] :
K222
ay(ui) £ Y o Z (w=y) (u—z -y
z€Fy
k/2-2  k—2—¢
u— J k—2—€ —2—4—n i—1 —2—f—n
_ Z ( .y) Z ( . )(u_y)n(_l)k 2—¢ Z gi—itk—2—t-n
j=1 J n=0 z€Fy

Pour 1 < i < p-1,1<j < k/2—-2¢et0 < n < k—-—2-4 on a
—k/243 <i—j+k—2—£¢—n < 2p—2. En posant (k_:_e) =0sin¢{0,--- ,k—2—{},
on peut écrire ay(u,i) = Zk/z 2 1((k;3,_£) (u— y)tF=2=f (=) + (Jfff;_el) (u—
y)”k_l_l_p(—l)i_j). Comme 0 <¢<k/2—1,0na:

k/2—-2 (‘kfz—e )

ay(u,i) = Y LR (0 — ) PRI EP () 4 (u— )R

j=1

avec x € Fpu]. On obtient alors la formule donnant A,(u) modulo p en remarquant

que Ay (u) = Y07} (—Z—)y”‘iay(u, i) modulo p. Posons dans Fp[u] :

)% S g — 22t = ki_e <k —2- f) uk=2-t=3 (1) 37 g+,

a7y =0 : Y

Pour n >0, 0n a:
an:{p—l—y”‘l sin=0(p—1)
— oy i
sl p—y sinon
d’oll, comme 1 <i+j<2p—2:

k—2—¢
k—2-1¢ k—£0—1— p+z k — 2 ¢ k—2—£—j 3.0 +]
(5220 S -1y

Jj=0

by (u, 1)

k—2-1¢

(s \k—2—£
= -y'(u—vy) (p—l—z

> k—e—l—p+i(_1)i.
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1

p ol x € Zy[u]. En posant j = k —2 — £ — i, on a donc modulo p (avec * € Zy[u]) :

k—2—¢ »
k—2—0\ k10— o
By(u) = E ( ; )wyk—l—f—“ﬂ + (u— y)k/2—1 .

N
On en déduit B, (u) = S2F-27¢ (k"?‘e)u"“‘2‘e"L‘%izyz+1 + (u — y)*/?~x modulo

=0

En développant u/ = (u — y + y)’, on obtient finalement modulo p :

k—2-¢ » -
B,(u) = Z (k - 2 = f) _(L_Z_L)yk—l—é—j ZJ: (Z) (u— gy + (u— )" s

3=0 J p =0
k/2—2 k—2-¢ P .
) ) k—2—0\ \k_1-0—;
— (u _ y)zyk—l—l—z Z ( ) ) (k 1-¢ ]) (-7) + (u _ y)k/2-—-1 «. 0O
=0 j=t J p t

Les lemmes A.3.5 4 A.3.8 interviennent dans les preuves des lemmes 5.3.1 et 5.4.1.

Lemme A.3.5. — Soit 0 <i<n et y(n,i) e (=1)">ici<n-1 (-1’ ("_.1) (Z) Ona:

~v(n,i) = —% (?) .

Démonstration. — En inversant I’ordre de sommation, on a :
n—i :
. (1) n—1\({n—3j
n,t) = B . . .
v(n, ) ; 7 \n—j ;

n(n—1\(n—j\ _ n! .
Or, on a n—j)( )= Faln—i—p1 €t
J

n! o
(z+y+2)" = T Y
O;n jlil(n — i — j)!
0<G<n—i
Le coefficient de z¢ dans le développement de (z + y + 1) est donc d’une part
(M) (y + 1)"~%, d’autre part ZOSan_iij_!i_j)!. En particulier, lorsque y = —1,
on obtient pour i < n :

n— . n'
j=0( ) Jlil(n — ¢ — j)!
N, bl j — — -— . .
d'ott Y gjen—i (21 (7) = & soit y(n,i) = =3 (7). O

Lemme A.3.6. — Soit 0 <r <{<n etB(n,r) & s Y i<j<r %(’:Z;) Posons :

a(n’ £7 T) cﬁf (_l)r Z (:) (_l)i(lg(nv 7’) + V(nai))

r<i<t

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Q,) ET REDUCTION MODULO p 171

avec y(n,i) comme au lemme A.3.5. On a :

a(nae7r)=( )Z( 1)1( )( n—1—r—i — n)

Démonstration. — Puisque, pour i > 7, (*)(%) = (?)(}]), on a d’apres les lemmes
Al2et A35:

a(n,l,r) = (:) Z (1) (7:__:) (Hp-1-i — Hyp)

r<i<t
d’ou le résultat en changeant ¢ en ¢ — 7. O
Lemme A.3.7. — Soitn, £ et s des entiers positifs ou nuls tels que £ < s < n. Posons :
s 4 . % i
déf n+fl—r i i~ (=13 n
At = Z( ¢ )Z(T)H) 2 iy
r=0 i=r j=1
af = (n+l—r
B(n, £ = ,4,1).
e 3 (" Jatmen

Alors, on a :

s n n —r ST o _1yi+1 —r
A(n,é,s)+B(n,&8)=Z(T)< +§ )Z%cz )
=0

r=0
Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a :
n+f—r ; i—r
A(n,2,5) = Z( . )Z()( 1) < )(H —H,_,)
r=0 i=r

()OS Y

Par le lemme A.3.6, on a :
N AV AT = n—r
B(n,t,s)=) ' . > (-1 ) Hnorei = Hy).
r=0 1=0

En sommant les deux nouvelles expressions de A(n,¢,s) et B(n,{,s), on obtient le
résultat. O

Lemme A.3.8. — Soit n, £ et s des entiers positifs ou nuls tels que £ < s < n. On a
avec les notations du lemme A.3.7 :

A(n,£,8) + B(n,{,s) = (-1)¢t1 (Z>_

n—{
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En particulier, pour £ =k/2—-2—j, s=k/2—2 etn=k/2+ j, on obtient :
k;éj k—2—r ’“/\22 D\ (C1yira, = V(K24 )
— \k/2-2-j) & \r 2542 k/2—-2—3

(-t

: —_1)ymt+1
n—m (T) + E:nzl %(1:‘7%)

ooy & a(ayrtiyi (End(yimmen | gt noy

n—

Démonstration. — Posons :
déf _ n\{n—r\[{n+L—r\ (-1)*!
S(n,£,8) = A(n,€,s)+ B(n,t,s) = Z (T)( . )( ) )m
0<i+r<s
0<i,r
(la deuxieéme égalité résulte du lemme A.3.7). Comme (7)("]") = (rii) ("f),ona:
‘1 A\ & s fn+e—i+i\ (i

Or on a Pégalité 37_,(—1)¢+! ("H;j“)‘(g) = (—l)j.Jr1 ("ﬁ;’) car c’est le coefficient
de z* dans (—1)7*127(1 4 z)" 7 = 1 (-1 () (1 + 2)'(1 + 2)"+EI, d'ou :

st =3 CEE(0) (10 7)

Ainsi S(n, ¥, s) s’identifie au coefficient de degré s de :

1+2)"G) € 1 +2)" (nH_ +) DT

n n—s+1
i>0 +

Oron a:

G(.’L’) = g nts / Z (n + E; s+ Z) (_1)s+1+z'tn—-s—1+idt

0 >0
= —n+s/ Z ( > 1)Lttt gy
i>2n+L—s
— x—n+s/ztn —0— 1 l+12< )( 1 n+zt1 ndt
0 i>n
_ w_n_H/z tn_l_l(—l)”ldt,
0 (1+t)n+1

Le coefficient de degré s de (1 + z)"G(z) s’obtient donc par intégrations par parties
successives et donne 1’énoncé cherché. O
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Appendice B
Calculs de Cech

B.1. Calculs de résidus. — On reprend les notations du début du §5.1 et on
note Q! ~ 6o (—2) le faisceau des différentielles de Kiahler sur la courbe C' ~ P
L’isomorphisme H'(C,Q') 5 F qui est & la base de la dualité de Serre est induit par
Papplication :

tr: J[ QW) - F
y,zG!]lPT:]Fp)z

(Sy,z)y<z = Z (resz(sy,z) - resy('sy,z))

y<z

ou res; est le résidu au point fermé z de la forme différentielle rationnelle
Sy, € B(U) = QY (W, NW,). En effet, on vérifie que application tr est nulle sur le
sous-espace engendré par (s:|u —sylu), _, oul (sy)yep (F,) est tel que s, € HO(W,,Q?)
(voir e.g. [11, §IIL.7]).

y<z

Lemme B.1.1. — Soient r,l,i des entiers positifs ou nuls.

() On a res, (GZ3y) = ((1y)o" "+

(ii) On a :
Z (res (ﬂ)—res (_ur(zﬁ__)) — (lil) S’lT'—l+lEO(p—1)
=cF “\(u —wr)! Nu—-w)t// 0 sinon.

(iii) On a :

Z (v — xi)(resy(%) —re%(i%))

— Z xi(resoo((u’liid;;)J _resﬂﬂ(@u_r—cf;))l)) -

x,y€Fp
z€F,
{ —(,7,) sii+r—1+1=0(p—1)

0 sinon.

Démonstration. — Pour (i), on a :
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Comme resoo(@‘i:%:‘)—,) ne dépend pas de z, on a ) e, resoo((:—:s';—);) = 0 et on
obtient alors (ii) en appliquant (i). Pour (iii), on a :

5 ) )= )

z<y
z,y€Fp z,y€Fp
1 N _ r
=3 ¥ -y - '+1><l_1)
z,y€F,
=0
et on obtient (iii) en appliquant (ii). O

On note ( , ) ’accouplement donné par la dualité de Serre :
(14) HY(C,w "7 |¢) x H(C,@**(1)|c) — H'(C,Q') = F.
En appliquant le lemme B.1.1, on obtient alors :

Lemme B.1.2. — Soit i < n des entiers positifs ou nuls et o, r des entiers tels que
1<a<k/2-1et0<r<(p+1la—k.Ona:

ut

<(((zn—z _ yn—l)W |WyﬁWz )zy:ozoa
n—i ui T(du’)k/2
(-v duk/2-1 Iwywee )HEFP)’ (w—wr)a/ ~

{ —(*Y) sintr—a+1=0(p-1)

a—1
0 sinon.

B.2. Calculs de classes de cohomologie

Lemme B.2.1. — Pour toutn >1, on a :
n n .
1
S (") (6); - e
- c~\j)1
Jj=1 =]
Démonstration. — Posons :

s ) E ()

Comme Y; (5)F = iz ()3 = § T (i) = 5 i () -
on a:

- j 'n+J n \1

=2 (7))

J=1
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: i —n—1)(=n—j —n— —n—
Or (1) (n;l‘J) - u__w = ( " 1) ?t’[?'n =y ( " D) (nﬁj)% est le.coefﬁ_
cient de degré n dans le développement limité a l'ordre n en x = 0 de la fonction :

f@) % ey [(UET

Comme w =-YTo1+t) " ona:

t i—n

z e n—1
[T a5 T (e o) - )
0

et f(z) =1y == ((1+2)' = (1+2)") — (1 +)"In(1 + z). Le coefficient de degré

i=0 n—{
n du développement limité de f(z) donne donc :

Sp=—Hy+)_ (?) (_il) = —2H,
=1

en utilisant le lemme A.1.2. O

Dans ’énoncé qui suit, on reprend les notations du §5.3.
Lemme B.2.2. — (i) On a l’égalité dans H*(C,@(k,2)|c) :

ol olej uk/2=2+i 1o uk/2-2+i
(0777 = 2P e W)y (0P e ) o,

1k/2—2+75) [ uk/?2? uk/2-2
+1
=V ( k/2—2 ) (duk/2—1 Iwarws, - g7t WorWee, 0, ’0)'
(ii) On a l’égalité dans H*(C,w(k, Z)|c) :

k/2—2 uk/2-2

u
(logg(u)WWoan'” ,logg(u)mlwonwm,w-- ,0) =
uk/2-2 uk/2-2
Hk/z—Z(WlWOH‘Aﬁ? Ty WIWonWwvor e 70)

(iii) On a Uégalité dans H*(C,@(k, L)|c) :

k/2—i

u.

) W) yex, )
k—1i—2 uk/2 uk/2

— ( k/2 —9 ) (0, e ,07 duk/2_1 |WoﬂW°°, ceey WIWP—IOWOO)'

Démonstration. — (i) D’aprés le corollaire 4.3.5, il suffit de montrer que les deux
éléments de Cech considérés accouplés contre les sections de H C HO(C,@*/%(1)|¢)

—1 —1 Ui
(((Zk/2 Z_yk/z Z)W)lwanZ)y<z,2?ﬁ°0’(_y
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par la dualité de Serre (14) donnent la méme valeur. Par le lemme 4.1.4 (ou plutét sa
preuve), il est facile de voir qu’une section h € H s’écrit sous la forme :

B (bu + d)a(p+1)—k(du)k/2
h = Z Qb,d,a W= w)a

(b,d)emg
1<a<k/2-1

avec ap4,o € F et il suffit donc de vérifier que les deux accouplements contre les

(butd)* PO~k (du)k/2
(u—ur)e

au lemme B.1.2) :

sections coincident. Par le lemme B.1.2, on a (avec r et & comme

s by U/ k22
(0717 = 279 o)y oo (0P S W) e, )

ur(du)k/2> _ { (=1)7 (¥/>72H*7)  sir=-k/2+1+a mod (p—1)

a—1
(u — uP)™ 0 sinon

et par un calcul de résidus :

uk/2—2 uk/2—2 ur(du)kﬂ
(W‘l‘lwonwl,"‘ 7WIWUOW°°707'” ,0),m =

—("tk2%) sir=-k/2+1+a mod (p—1)
0 sinon
Comme (bu+ d)*@+D)-Fk = fi‘;“)"“ (a(ptl)_k)brd“(’”'l)_k_'ur, laccouplement du
(but+d)*PHD =k (du)*/?

premier élément de Cech contre donne la somme :

w—wr)e

a— +1)—k k_o4j -)-t414a j -1)-& a —k— - k_1-
) (7B -1l

qui vaut :
0 sio a<k/2-1
(=1) (kf}ﬁ;i)d(rs/z—l)(p+l>—k si a=k/2-1

car,pour l <a<k/2—1et0<m< a,onamodulop:

alp+1)—k )_ 1 si(a,m)=(k/2-1,0)
mip—1)—k/2+1+a) | 0 sinon

De méme, on trouve :

(uk/2—2 | uk/2-2 | o... 0) (bu+d)a(p+1)—k(du)k/2 B
duk/2_1 WoNnWi 7duk/2_1 WonWeo s Yy ) ) (u_up)a =

0 s a<k/2-1
—d®/2-D+)—k  §i g =k/2-1
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d’ott (i). Pour (ii), considérons le (p + 1)-uplet de sections locales :

k/isz u;(—x)_') (ug — (—z))k/?~2

: k/2—1 )
g dux/

(o, (togs (e — (—2)) +
i=1

. =N
(-1)*¥/2 (_IOg-?(UW) duk21 +( Z f)duk/z—l))
00 i=1 00

ot la section 0 de gauche est vue dans HO(Wy,w(k,.%)|c), les sections avec u, dans
HY(W,,w(k,£)|c) pour = € F) et la derniere section dans H(Wo,w(k, £)|c). Les
intersection deux & deux de ces sections (comme au §5.1) donnent un élément de Cech
qui est nul par définition. Cette nullité donne (par un calcul simple et en utilisant (i))
P’égalité dans H'(C,@(k,.Z)|c) :

uk/2-2 k/2— uk/2-2
(et gl s 0+0)+ (2 DGl 2y 0-)
k§32( 1)]+1(k/2 2+J> k%zg<__”k/2_2 | worws ,0,--- 0)
P k2-2 ) & T @R ST
Or Ek/z (-1 )J(k{f/;z;fj) f_/i 2£iL) = —2Hy/5_o par le lemme B.2.1, d’ou (ii)
puisque Hy/o_o = > ;2 / 2=21/i. Le (iii) se démontre de manidre analogue au (i). O

On a aussi un énoncé strictement analogue & celui du lemme B.2.2 en remplagant
HY(C,w(k,Z)|c) par H'(C, (w(k, L) ®s O/p)|c) (voir le début du §5.3). La preuve
est la méme en utilisant la dualité :

HYC, (w7 ®p D/p)lc) x H(C, (W*?(1) ®o D/p)lc) — O/p.
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