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(^,I>MODULES ET REPRÉSENTATIONS 

DU MIRABOLIQUE DE GL2(QP) 

par 

Pierre C o l m e z 

Résumé. — On construit des foncteurs D »-»• DMQP et D *-+ D^QP, de la catégorie 
des (cp, r)-modules étales dans celle des représentations du mirabolique de GL.2(Qp). 
Dans le cas du (<p, r)-module trivial, le module K Qp s'interprète naturellement 
comme l'espace des mesures bornées sur Qp. En traduisant, en termes de (ip,T)-mo-
dules, les opérations élémentaires sur les mesures (multiplication par une fonction 
continue, image directe par un difféomorphisme local), on munit le module D M Qp 
d'opérations analytiques. Toutes ces constructions jouent un grand rôle dans l'éta
blissement de la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL»2(QP). Enfin, 
on démontre une loi de réciprocité explicite qui généralise celle de Perrin-Riou et 
intervient dans l'exploration des liens entre les correspondances de Langlands locales 
p-adique et classique (pour GL2(Qp)). 

Abstract ((</?, r)-modules and representations of the mirabolic of GL2 (Qp)). — This paper 
is devoted to the construction of functors D H D S Qp and D i - > D ^ Qp from the 
category of etale (cp, r)-modules to that of representations of the mirabolic subgroup 
of GL*2(Qp). If D is the trivial (<£>, r)-module, D^KQp is naturally isomorphic to the 
space of bounded measures on Qp. Translating in terms of (ip, r)-modules the usual 
operations on measures (multiplication by a continuous function, pushforward by a 
local diffeomorphism) endow D№QP with analytic operations. All these constructions 
play an important role in the definition of the p-adic local Langlands correspondence 
for GL2(Qp). Finally, we prove an explicit reciprocity law generalizing that of Perrin-
Riou, which is used in the comparison between the classical and p-adic local Langlands 
correspondences (for GL2(QP)). 

Introduction 

Notations générales. — On fixe une clôture algébrique Qp de Qp, et on note &QP 

le groupe de Galois absolu Gal(Qp/Qp) de QP. On note \ : WQP —> Z* le caractère 

cyclotomique ; il induit un isomorphisme de V = Gal(Qp(/xpoo)/Qp) sur Z*. Si a G Z*, 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S**. 
Mots clefs. — (tp, r)-modules, loi de réciprocité. 
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62 P. COLMEZ 

on note aa G T l'élément défini par x(aa) = a. On note J4? le noyau de \ ê  3?' legf 

groupe de Galois absolu de l'extension abélienne maximale de QP (on a Jff"jsss<< Cw<<ù* 

Enfin, soit Tnr = Gal(Qj7Qp). Alors ^ Q p / ^ ' est l'abélianisé ^ de ë?Qp, les groupes 

T et rnr s'identifient aux sous-groupes de &q fixant Q£r et Qp(m„OO) respectivemfent, 

et ^ = Tx Tnr. 

On fixe^1) aussi une extension finie L de QP contenue dans Qp, et on note G g 

l'anneau des séries de Laurent / = ^2kezakTk, à coefficients dans GL et vérifiant 

lim/e^-ooafc = 0. On note kg <— &L((T)) le corps résiduel de Gg et S = Gg[^] son 

corps des fractions. Enfin, on note Gg le sous-anneau f<<<̂ L[P1] de Gg et kg = fc^Jp1]] 

l'anneau des entiers de kg, et on pose = Gg[^]. 

On munit Gg, Gg, kg, kg et S d'actions ^-linéaires continues de T et du frobe-

nius (p, respectant les structures d'anneaux, en envoyant T sur ip(T) = (1 + T)p — 1 

et (Ta(T) = (1 -h T)a — 1, si a G Z*. Ces actions commutent entre elles. 

On rappelle que : 

dd- la transformée d'Amice fi i—• AM = Jz (1 + T)x\x induit un isomorphisme 

@o(Zp,L) = é?+ où ^o(Zp,L) est l'espace des L-mesures sur Zp (i.e. le dual de 

l'espace ^°(ZP,L) des fonctions continues sur Zp). 

- l'application<ccqv;ùùùù induit un isomorphismewJz (1 + T)x = ^°(ZP,L), où </>f(x) est, 
si a: G Zp, le résidu en 0 de la forme différentielle (1 + T)xf(T) dT 

l+T' 

Cadre général. — On dispose, grâce à Fontaine [17], d'une équivalence de caté

gories entre les (<p, r)-modules étales et les représentations p-adiques de &QP- Dans 

cet article, on construit un certain nombre de foncteurs associant à un (cp, r)-module 

étale sur G g ou sur g des objets de nature diverse. En vue de la correspondance 

de Langlands locale p-adique, les foncteurs les plus importants sont les foncteurs 

D D*№QP (pour un (<£, r)-module étale sur G g) et D h (D* El QP)B (pour 

un {<p, r)-module étale sur é?) associant à un ((p, T)-module étale une représentation 

du mirabolique P(QP) = { ( § î ) ' « G Q*, 6 G QP} de GL2(Qp). Si V est une 

L-représentation irréductible de dimension 2 de , et si D et II sont respective

ment le (<£>, r)-module et la représentation de G L ^ Q p ) qui lui sont associés, alors 

(D^ IE1 Qp)&, où D est le dual de Tate de D, est naturellement isomorphe, en tant que 

représentation de P(QP), au dual de II. Les th. 0.4 et 0.6 ci-dessous, dont des cas 

particuliers peuvent se trouver dans [3, 4, 12] permettent respectivement de montrer 

que II est irréductible et que la correspondance V i—• II est injective. 

Les foncteurs D \-> et D *-+ Dh — La construction du foncteur D \-> D*№QP et 
son étude passent par l'introduction d'un certain nombre de foncteurs intermédiaires 

t1) On se permet parfois de remplacer L par une extension finie; L est donc variablement fixe... 
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REPRÉSENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(QP) 63 

qui ont leur intérêt propre. La plupart des résultats de ce paragraphe étaient connus 

de Fontaine ^ ([18], non rédigé). 

Construction de sous-modules d'un ((p, V)-module. — Un (</?, r)-module étale est muni 

d'un opérateur i\) (dans la théorie des équations différentielles p-adiques, cet opérateur 

est « le de Dwork ») , qui est un inverse à gauche de <p et commute à l'action de T. Cet 

opérateur joue un grand rôle dans l'étude [20, 21], via les (ip, r)-modules, de la co-

homologie galoisienne des représentations p-adiques de £fo ; en particulier, le module 
w<<;: est, d'après un résultat de Fontaine (non publié mais voir [7]), naturellement 

isomorphe au module d'Iwasawa intervenant dans la construction des fonctions L 

p-adiques à la Perrin-Riou. 

Si D est un (<£, r)-module étale sur 6g, on définit ses sous-^-modules suivants : 

• D+ = {z e D, ((/?n(z))nGN est bornée dans D}, 

• £>++ = {z e D, (fn(z) -> 0, quand n -> +oo}, 

• Dnr l'intersection des (pn(D), pour n G N, 

• le plus petit sous-6g-module compact de D stable par ij) et engendrant D, 

• D$ le plus grand sous-^t-module compact de D stable par é, sur lequel tb est 

surjectif. 

Si D est un ((p, Tj-module étale sur S, on définit les L-espaces vectoriels D+, D++ 

et Dnr comme ci-dessus, et pour définir et D$, on remplace « sous-¿fí-module 

compact » par « sous-^-module localement compact », ce qui revient à choisir un 

^-réseau A de D stable par (p et T et à poser D* = L <lg>¿?L A$ et = L <S)^L A*. 

(On a aussi D+ = L ®ÜL A+, £>++ - L ®ÛL A++ et DnT = L ®ÛL Anr.) 

Le module trivial — Si D = S, on a D+ = = <?+, D++ = Tê+, Dnr = L 

et D$ = T_1^+. Comme é?+ et S'/'é?^ s'identifient respectivement aux espaces 

^o(Zp,L) des mesures sur Zp et :^0(ZP,L) des fonctions continues sur Zp, on voit 

que D+ et D/D^ sont en dualité dans le cas du module trivial. 

Principales propriétés. — L'opérateur ip a tendance à augmenter les dénominateurs 

en T (sur kg, il les multiplie par p puisque tp(T) = Tp modulo p), et son inverse 

à gauche V a tendance à les diminuer, ce qui explique pas mal des propriétés des 

modules définis ci-dessus. 

- On a les inclusions D++ C D+ c C DK 

- On a = Dnr 0 Z}++. Par ailleurs, si V est la représentation de &QP associée 

à D via l'équivalence de catégories de Fontaine, alors 

£>" = (W(FP) ®Zp V)* = (W(FP) ®Zp V*")r". 

(2) Je lui dois en particulier l'énoncé du (i) du th. 0.1. 
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64 P. COLMEZ 

On en déduit que DnT est petit (3) : si D est un {<p, r)-module sur Gg, alors 

dimkL(kL ®Ûl Dnr) < dimkgikg 0 ^ D), et si D est un ((p,r)-module sur S, alors 

dimL £>nr < dirn^D. 

- Si D est de torsion sur Gg, alors D<++, D+, et D$ sont ouverts dans Par 

contre, si D est un (ip, r)-module sur Gg, sans torsion, ou sur S, alors D++ et Z}+ 

sont, en général, n<uls^4\ tandis que et <D$ sont assez gros pour engendrer D. 

- Comme on le voit sur l'exemple D ;,,= S, un élément de a peu de dénominateurs 

en T ; c'est dû au fait que diminue les dénominateurs en T. Une des propriétés 

fondamentales de <D$ est que l'action de sur D</ù;;D$ est topologiquement nilpotente ; 

autrement dit, si D est de torsion, et si x G D, alors ipn(x) G D$, pour tout n assez 

grand. On voit aussi, sur cet exemple, que D^</D^ est relativement petit, ce qui s'avère 

extrêmement précieux pour beaucoup de questions, le module le plus intéressant étant 

D^, et celui le plus facile à manier étant grâce à la propriété ci-dessus. 

- Les modules ci-dessus sont tous stables par T. Les foncteurs qu'ils définissent 

n'ont pas de très bonnes propriétés d'exactitude. Le seul résultat non immédiat sur 

la définition est la surjectivité des applications D\ <—<• D\ et D\ —> D\ si D\ —> D2 est 

un morphisme surjectif de (</?, r)-modules. 

Dualité. — Si D est un (cp, r)-module, on note D son dual de Tate; c'est un 

{(p, r)-module qui, en tant que <^<-module, est naturellement isomorphe au dual 

topologique de D. L'opérateur ^ sur D est alors l'adjoint de <<p sur D, ce qui est à la 

base de la définition [21], en termes de (<(p, r)-modules, de la dualité locale pour la 

cohomologie galoisienne. Le dual de Tate de D est naturellement isomorphe à D. 

Théorème 0.1. — Soit D un ((p, T)-module de torsion. 

(i) D+ et sont exactement orthogonaux ainsi que D++ et D$. 

(ii) &, < et n<Dt/D<<* sont les duaux respectifs de D/<D++, D/D+ et DnT. 

Ce résultat ne s'étend pas aux ((p, r)-modules qui ne sont pas de torsion, mais on 

a quand même le résultat suivant dont on déduit que D^/<D^ est toujours assez petit 

(et même en général nul, si D est un (f<p, T)-module sur S). 

Corollaire 0.2. — (i) Si D est un (<p, T)-module sur S, alors D^</D^ est le dual de DnT. 

(ii) Si D est un {ip,T)-module sur Gg, alors D*</D* est le dual de ((Qp/Zp)<g)£>)nr. 

(3) Si D est irréductible, de dimension > 2 sur alors V-3^ = 0 et Dnr est plus que petit : il est 
nul! 
(4) Si D+ engendre D, on dit que D est de hauteur finie (notion introduite dans [17], et étudiée 
dans [2, 9, 26] ; voir en particulier le th. D de [2]. 
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Construction de représentations du mirabolique. — Soit P le sous-groupe 

mirabolique de GL2. On a donc P(QP) = ( ̂  Qxp ) et P(ZP) = (Z* ZP ) . 

Généralités. — Soit M un ^-module muni d'une action de P{ZP) et d'un opérateur 

surjectif commutant à (zp et vérifiant ^ ( ( J ^ f ) • z) = ( J J ) ^ ( z ) , pour tous 

z G M et 6 G Zp. Notons M Kl QP l'ensemble des suites^ (x^)ne^ d'éléments 

de M, telles que ip(x^n+1^) = x^n\ pour tout n G N. On montre alors facilement que 

les formules suivantes définissent une action de P(QP) sur M Kl QP : 

(a) si a G Z ; , alors (g Ç) • (^n>)neN = (s/(n))neN, avec y<n> = <<(§?)<• x(w) pour 

tout n G N ; 

(b) si fc G Z, alors (p0 ? ) • (^(n))nGN = (2/(n))n€N, avec y(n> <= a;(n+fc), pour tout 

n > —k ; 

(c) si b G Qp, alors ' î 
i) (z(n))n6N = (y(n))n6N, avec = ( i 

ee 
1 
B • x^n\ pour 

tout n > —vp(b). 

Si M est un L-espace vectoriel muni d'un ^L-réseau M0 stable par P(ZP) et ^ , on 

note (M Kl Qp)b le sous-L-espace vectoriel L <S>Ûl (M0 IEI Qp) de M IEI QP. 

Supposons que M est muni d'une action du semi-groupe P+ = (Zp~^0^ Zp), et 

pas seulement de P(ZP), telle que V soit un inverse à gauche de (p = (q ?)» e* Que 

les opérateurs Reŝ _j_pzp = ( o l ) 0 ^ 0 ^ 0 ^ ^ * ) ' pour i G { 0 , . . . , p — 1}, qui sont des 

projecteurs, soient orthogonaux deux à deux et que leur somme soit l'identité. Alors 

on peut définir, pour tout ouvert compact U de Qp, un sous-module M Kl U de MKIQp 

et une application de restriction à U qui est un projecteur Resu : M13 QP —• M K U 

vérifiant les propriétés suggérées par la notation (cf. exemple des mesures sur QP ci-

dessous). Dans ce cas, M s'identifie à M Kl ZP de (via x i-> (<£>n(#))neN) et, via cette 

identification, Reszc devient l'application (a;^)neN ^ 
Si M est un L-espace vectoriel, alors M Kl £7 C (Af Ê3QP)&, pour tout ouvert compact 

17 de Qp. 

Mesures sur Qp. — Si M = @q(Zp, L), et si est défini par Jz </>tp(fbbjb) = JpZ<< M, 

alors M K Qp est l'espace des mesures sur Qp (i.e. le dual de l'espace ^ ° (Qp ,£ )c 

des fonctions continues à support compact) muni de l'action de P(QP) définie par 

JQp ^ ( o I )/x = JQP 0(fl#+&) A4- L'espace (MKIQp)& est, quant à lui, l'espace @o(QP, L) 

des mesures bornées (6) sur Qp qui est le dual de l'espace des fonctions continues 

tendant vers 0 à l'infini. 

(5) Notons que la connaissance des x^<<n\ pour n <̂> 0, permet de reconstruire pour tout n en 
itérant ip. 
(6) Une mesure bornée sur Qp est la même chose qu'une distribution globalement d'ordre 0 (cf. [13, 
n° II.5]). 
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66 P. COLMEZ 

Si U est un ouvert compact de Qp, alors ^Q(ZP,L) Kl U est l'espace des ^ - m e 
sures sur U et l'application Resu définie plus haut est la restriction d'une mesure à 
l'ouvert U, c'est-à-dire la multiplication par la fonction caractéristique lu de U. 

C'est à partir de cet exemple que les formules ci-dessus ont été obtenues. 

Les modules D№Qp et D^№QP. — Si D est un ((p, T)-module, ce qui précède s'applique 

en particulier à M = D, M = ou M = l'action de P(ZP) étant définie par la 

formule 
fa 
KO Ì) z=(l + T)baa(z), 

l'opérateur et, dans le cas de D, l'opérateur (p, étant ceux fournis par la théorie des 

((p, r)-modules. On dispose donc des P(Qp)-modules £>KIQP, KQP et K1QP. De 

plus, D étant muni d'un opérateur (p, on dispose, pour tout ouvert compact U de Qp, 

d'un sous-module DEU de D№QP et d'un projecteur Resn : D Kl Qp D Kl U. Le 
module D s'identifie au sous-module D Kl Zp, et le sous-module D Kl Z* de D Kl ZP 
est, via cette identification, égal à D^=0. 

Le foncteur D i—• D Kl Qp est (trivialement) exact. Le foncteur D h-> Kl Qp ne 

l'est pas, mais on a le résultat suivant : 

Théorème 0.3. — Le foncteur D i—> D$ Kl Qp est exact. 

Comme on dispose d'un isomorphisme M Qp/D* Kl Qp = D$/D\ induit par 

Reszp : D Kl Qp —> D, et comme D^/D^ est petit, cela permet d'utiliser le théorème 

ci-dessus pour étudier le foncteur D i—> Kl Qp qui est le plus pertinent pour les 

applications à la correspondance de Langlands locale p-adique. 

Afin de ne pas multiplier les énoncés, nous ne considérerons que des ((p, r)-modules 

sur ê dans ce qui suit. Les ^-réseaux d'un (</?, r)-module sur S étant tous commen-

surables, les P(Qp)-modules (D Kl Qp)b, (D* Kl Qp)b et (D$ Kl Qp)b ne dépendent pas 

du choix d'un tel réseau. 

Théorème 0.4. — Si D est un ((p, T)-module étale, irréductible sur S, alors le 

P(QP)-module (D^ Kl Qp)b est topologiquement irréductible. 

Un quasi-inverse du foncteur D h* Kl Qp. — Si M est un L-espace vecto

riel topologique localement compact muni d'une action continue de P(QP), on dit 

que x e M est nul à Vinfini si (J î) ' x tend vers 0 dans M quand b —• oc dans 

Qp. On note^7) Mpc l'ensemble des éléments de M nuls à l'infini; c'est un sous-

P(Qp)-module de M. Si D est un ((p, T)-module étale sur ê, alors (D Kl Qp)pc est un 

sous-P(Qp)-module de (D Kl Qp)6. 

(7) Le « pc » en indice signifie « presque à support compact » ; mettre un 0 en indice aurait causé des 
conflits de notations. 
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Soit S le complété du perfectisé de S et <f+ celui de '. L'action de (p devient 
bijective sur ggS ddet et l'action de V se prolonge de manière unique en une action 
commutant à celle de h<p. On dispose d'un analogue p-adique x i—• [(1 + T)*], à valeurs 
dans de a; h^ e2ï7rrc. L'anneahuh <h?+ s'identifie, grâce à la transformée de Fourier 
\x \-+ /qp[(l + T)X]IA, à l'espace î o(Qp,£)pc des mesures sur Qp nulles à l'infini; 
e?/(o+ s'identifie naturellement au sous-espace de ^°(QP,L) des fonctions tendant 

vers 0 à l'infini. 
Si M est comme ci-dessus, alors M et Mpc sont naturellement des r)-modules 

sur la multiplication par [(1 + T)B] correspondant à l'action de (J J), si b G Qp, 
et les actions de <p et aa, correspondant à celles de ( g ? ) ê  ( o i ) • 

Si D est un (<p, r)-module étale sur S, on note D le (</?, T)-module <f ®^ .D ; c'est 
un ((p, r)-module étale sur S (l'action de h( p est bijective et de pente 0). Le fonc-
teur D i—• D est une équivalence de catégories : le foncteur inverse associe à un 
(<£, r)-module L >, étale sur ê, l'unique soush-<f-espace vectoriel D de D, stable par (p 
et T, tel que l'application naturelle S ®g D D soit un isomorphisms 

On note D+ l'ensemble des z G D tels que la suite (</?n(z))n6N soit bornée dans D. 
Alors Z)+ est un sous-<f+-module de D, qui est stable par <p, (p-1 et T, et on prouve 
que D = S ®~+ D+, ce qui fait que l'on peut retrouver D à partir de D+. On a alors 
le résultat suivant : 

Proposition 0.5'. — Le (<p,T)-module (L^ Kl Qp)pc s'identifie naturellement à D+. 

Comme on peut retrouver le (<£, r)-module D à partir de D+, cela montre qu'on 
peut aussi le retrouver à partir du P(Qp)-module topologique {D^ Kl Qp)&. 

Théorème 0.6. — Soient Di, D<i deux (<p,T)-modules sur S'. Si les P(Qp)-modules to
pologiques (Z}JlKIQp)fc et (D^^Qp)^ sont isomorphes, alors D\ et D<z sont isomorphes 
en tant que ((p,T)-modules. 

Remarque 0.7. — (i) La description de D+ à partir de Kl Qp donnée ci-dessus 
utilise la topologie de Kl Qp, qui est la topologie faible. Dans le texte principal, 
on donne une seconde description, plus algébrique, ce qui permet de supposer que 
l'isomorphisme D\ Kl Qp = D\ Kl Qp est seulement continu pour la topologie forte (i.e. 
un ^-réseau est envoyé dans un ^-réseau). 

(ii) On déduit de ce qui précède une construction particulièrement directe de la cor
respondance Il »-> V définie dans [15]. Le dual faible II* de II est un L-espace vectoriel 
localement compact muni d'une action de GL2(QP) et donc, a fortiori, de P(QP). Le 
module S (g)~+ II*C est un (<p, r)-module étale sur é> ; il provient donc par extension 
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68 P. COLMEZ 

des scalaires d'un (y?, r)-module étale D sur S. Alors V est le dual de Tate de la repré
sentation correspondant à D par l'équivalence de catégories de Fontaine (8). Il semble 
toutefois difficile de prouver, à partir de cette construction, les propriétés requises de 
la correspondance II i—• V. 

(iii) Les modules D M Qp et D/D+ sont duaux l'un de l'autre (dans le cas D = S, 
cette dualité redonne la dualité entre @o(Qp,L) et le sous-espace de ^0(QP,L) des 
fonctions tendant vers 0 à l'infini). Si V est une L-représentation irréductible de 
dimension 2 de ^Qp, et si D et II sont les objets qui lui correspondent, cette dualité 
fournit un isomorphisme II == D/D^ de P(Qp)-modules qui s'avère très utile pour 
l'étude de II. 

Opérations analytiques sur les (<p, r)-modules et lois de réciprocité expli
cites. — Si D est un (</?, T)-module étale sur Gg, alors D IE1 Z* est un ^ ( r ) -mo-
dule (9) ayant les mêmes diviseurs élémentaires que le ^-module D. 

En traduisant en termes de (y?, r)-modules un accouplement classique en théorie 
d'Iwasawa, on définit un accouplement 

< , >iw : (D B Z;) x (D IE Z*P) - Gg IS Z*P, 

qui est ^(r)-linéaire en la seconde variable et ^(r)-semi-linéaire en la première. 
Cet accouplement encode les accouplements entre groupes de cohomologie galoisienne 
le long de la tour cyclotomique. 

Multiplication par une fonction continue. — En traduisant en termes de 
((p, r)-modules les formules définissant la multiplication d'une mesure par une 
fonction continue, on obtient, si U est un ouvert compact de Qp et a G ^(U, GL), 
une application ^-linéaire continue ra^ : D M U —• DMU. Un exemple intéressant 
de cette construction est la multiplication mx par x sur Zp ; on obtient de la sorte 
une connexion sur D, qui n'est autre que la connexion introduite par Fontaine [17] 
et étudiée par Tsuzuki [25]. 

Image directe par un difféomorphisme local. — En exprimant de même l'image directe 
d'une mesure par un difféomorphisme local / : U —• V, où U et V sont des ouverts 
compacts de Qp, on obtient une application ^-linéaire continue /* : DMU —> DMV. 

Convolution multiplicative. — En traduisant en termes de ((p, r)-modules les formules 
définissant la convolution de deux mesures sur Z*, on obtient, à partir d'une appli
cation ^-bilinéaire M : D\ x D2 —» D% commutant aux actions de (p et T, une 

(8) L'anneau Â de Fontaine fournit une description encore plus directe : V = ((L <S>zp A) 0 ~+ 
n* 
(9) L'anneau wwûg(T) est obtenu à partir de L̂HF]] par le procédé permettant d'obtenir ôg à partir 
de : on inverse 7 — 1 où 7 G T est d'ordre infini, et on complète pour la topologie p-adique. 
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application ^(r)-bilinéaire 

mz; : ( d a z;) x (d2 k z;) r>3 h z;. 

Ce qui précède s'applique à l'accouplement canonique ( , ) : D x D —> ^ xw 
l+T 

; on 
note ( , )z; l'accouplement obtenu par le procédé précédent. 

Ces constructions sont utilisées dans [15] pour définir un module D ^ P 1 muni 
d'une action de GL2(QP) à partir de n'importe quel (</?, r)-module étale et n'importe 
quel caractère continu S : Q* —> û^. Si D est de dimension 2 et si S est choisi 
convenablement, alors D K«5 P1 est une extension de la représentation II de GL2(QP) 
que l'on cherche en vue de la correspondance de Langlands, par son dual (tordu 
par S). Dans cet article, on n'utilise que w* : D K Z* —> D Kl Z*, où w : Z* —> Z* est 
le difféomorphisme X H l/x, pour établir la loi de réciprocité explicite suivante (dans 

laquelle d : 0S ^ l+T est la différentielle). 

Théorème 0.8. — Si zx e D Kl Z£ e£ z2 € D M Z*, a/ors 

d((̂ i,̂ 2)lw) = -(w*Zi,22)z;. 

Le membre de gauche s'exprime en termes de cohomologie galoisienne; celui de 
droite, dans le cas où la représentation V de &QP attachée à D est cristalline, s'exprime 
en termes de distributions à valeurs dans DcriS(V) et DcriS(Vr). On retrouve ainsi (au 
moins formellement) la loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou [22] telle qu'elle est 
énoncée dans [8]. 

I. (<£, r)-modules 

Ce chapitre regroupe les résultats de base de la théorie des (</?, r)-modules (topo
logie, dualité). Beaucoup de ses résultats et de ceux du chapitre suivant se trouvent 
déjà dans les deux articles de Herr [20, 21] consacrés aux applications de la théorie 
des (<£>, r)-modules à la cohomologie galoisienne des corps locaux. 

1.1. ^-modules de type fini 

Ce § regroupe des définitions et des résultats purement techniques qui seront utilisés 
dans le reste de l'article. 

1. Réseaux et treillis. — Si A est un anneau local complet pour une valuation dis
crète, d'idéal maximal m, et si D est un A-module de type fini, on définit la dimension 
dim^ D de D sur A par la formule 

dim A D = dim^/m D/mD. 

Si D est libre de rang d sur A, alors dim^ D = d, et dans le cas général, le théorème 
de structure des modules sur les anneaux principaux montre que, si dim^ D = d, 
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alors il existe ki,...,kd G N U { + 0 0 } non nuls, et e\,...,ed G D, tels que 
(#i, . . . ,Xd) i—• #iei H h x^e^ induise un isomorphisme de Yli=i(A/mki) sur D. Si 
A est muni d'une topologie (d'anneau) plus faible que celle induite par la valuation 
discrète, cela permet de munir D d'une topologie faisant de l'isomorphisme précédent 
un homéomorphisme, Ylt=i(A/mki) étant muni de la topologie produit. La topologie 
ainsi obtenue sur D ne dépend pas du choix de ei , . . . ,ed. En effet, un autre choix 
se traduit par une bijection A-linéaire de n ^ I O V ™ * * ) dans lui-même, et une telle 
bijection est continue car A-linéaire, et donc est un homéomorphisme puisque son 
inverse est aussi continu pour la même raison. 

Ce qui précède s'applique en particulier aux ^-modules de type fini. On munit 0g 

de la topologie faible pour laquelle les Tn0g +pk0g, pour k, n G N, forment une base 
de voisinages de 0 et pour laquelle 0g est complet, ce qui munit tout ^-module de 
type fini de la topologie faible (la topologie forte étant juste la topologie p-adique). 
On note S — 0g[^} le corps des fractions de 0g, et on munit S = L\ne?ip~n0g de 
la topologie de la limite inductive, chacun des ^-module p~n0g étant muni de la 
topologie faible. 

Définition 1.1.1. — (i) Si D est un kg-(resp. un ^-espace vectoriel de dimension fi
nie d, un réseau de D est un sous-kg-(resp. 0g)-module de type fini de D contenant 
une base de D ; comme kg (resp. 0g) est un anneau de valuation discrète {et donc 
principal), un réseau de D est libre de rang d sur kg (resp. sur 0g). 

(ii) Si D est un 0g-module de type fini, un treillis M de D est un sous-0g -module 
compact de D dont l'image dans D/VCILD est un réseau. 

Proposition 1.1.2. — Soit D un 0g-module de type fini et de torsion. 

(i) Un sous-0g -module compact de D est un treillis si et seulement si il est ouvert. 

(ii) Si M est un treillis de D, alors D = UkezT~kM et les TkM, pour k G N, 
forment une base de voisinages de 0 dans D. 

(iii) Si M et N sont deux treillis, il existe a>beZ tels que TaM C N C TbM. 

(iv) Si M C N sont des treillis de D, alors N/M est un 0L-module de longueur 

finie. 

Démonstration. — Soit d = dim^ D. Comme D est supposé de torsion, il existe 
ei,...,ed G D et ki,...,kd G N tels que D = (0g/mkL1)e1 0 . . . 0 (0g/mkLd)ed. 

On note MQ le sous-0g -module de D engendré par ei , . . . ; c'est un treillis. Par 
définition de la topologie de D, les TnMo, pour n G N, forment une base de voisinages 
de 0 dans D, et D est la réunion croissante des ouverts T~mMo, pour m G N. En 
particulier, si M est un sous-^-module ouvert de D, alors il existe b G N tel que 
M contiennent TbMo. Ceci implique que l'image de M modulo contient le réseau 
engendré par Thêi,... ,Thed, et donc que M est un treillis s'il est compact. 
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Réciproquement, si M est un treillis, il existe c tel que l'image de M modulo XÏIL 
contienne Tce\,..., Tce~d- H existe donc / 1 , . . . , fd G D tels que fi ait pour image Tcëi 
modulo mL, si 1 < i < d. Les fi, pour 1 < i < d, forment alors une famille génératrice 
de D sur 6g, et on peut donc écrire ej, pour 1 < j < d, sous la forme Yli=i aijfij 
avec dij G 0g, pour 1 < i, j < d. Soit k G N tel que mkLD = 0. Il existe alors b G N 
tel que Tbdij G 6g + m^^V, quels que soient 1 < i,j < d. Ceci implique que M 
contient Tbei,... ,Tbea et donc aussi TbM0. On en déduit le (i). 

Par ailleurs, si M est un treillis, on peut extraire un sous-recouvrement fini du 
recouvrement de M par les T~mMo, ce qui montre qu'il existe a G Z tel que M soit 
inclus dans TaMo. Les points (ii)-(iii) se déduisent alors sans difficulté de l'existence 
de a, b G Z tels que TaM0 D M D TbM0, et le (iv) se déduit du (iii) et de ce que 
6g/(pk,Tn) est de longueur finie sur 6L, quels que soient k,n G N. 

Remarque 1.1.3. — Comme <p(T) = (1 + T)p - 1 = Tp mod p, on a (f(T)Pk 1 = Tpk 
sur D si D est tué par pk. Il en résulte que l'on peut remplacer T par < (̂T) ou même 
par (pn(T) dans les (ii) et (iii) de la prop. 1.1.2 

2. Morphismes de 6g-modules 

Lemme 1.1.4. — Si D\ —• D2 est un morphisme surjectif de 6g-modules de type fini, 
et si M2 est un treillis de D2, alors il existe un treillis M\ de D\ dont l'image dans 
D2 est M2 

Démonstration. — La compacité de M2 implique que son image dans D2/pkD2 est 
de type fini sur 6g, quel que soit k G N. On en déduit l'existence d'une famille 
pour k G N, d'ensembles finis, et d'une famille e^j, pour k G N et j G Jfc, d'éléments 
de D2 tels que M2 soit l'adhérence dans D2 du (^-module engendré par les pkej^-
Il suffit alors de prendre pour M\ l'adhérence dans D\ du ^^-module engendré par 
les pkéj^, où ëj^ G D\ est un relèvement quelconque de e^ , si k G N et j G 

Lemme 1.1.5. — Soit D un 6g-module de type fini, et soient M D N des treillis de 
D. Si f : M —» M est 6\-linéaire, surjective, avec f(N) C N, alors f induit une 
bijection de M/N sur lui-même. 

Démonstration. — Comme M et N sont des treillis, on a M/N = \imM/(N +pkM) 

et chacun des M/(N -\-pkM) est un ^-module de type fini sur lequel / induit une 
surjection ^-linéaire et donc une bijection. Ceci permet de conclure. 

Proposition 1.1.6. — Si D et D' sont des S-espaces vectoriels de dimension finie, si 
M est un treillis d'un 6g-réseau de D, et si h : M —• D' est un morphisme continu 
de 6g-modules, alors h s'étend de manière unique en un morphisme de S-espaces 
vectoriels de D dans Df. 
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Démonstration. — Soit d la dimension de D. Comme M est un treillis de D, il 
existe ei,...,ed G M formant une base de D sur S, tels que M soit inclus dans 
N = Oge\ 0 • • • 0 @ged> L'unicité d'un prolongement de h à D est immédiate car on 
doit avoir h(xie\ + • • • + x^d) = xih(ei) + • • • + Xdh(ed), pour tous x\,..., xd G 
Pour montrer l'existence d'un tel prolongement, il suffit de montrer que l'on a bien 
h(x) = xih(ei) + h xdh(ed), si x = x\e\ + h Xd^d G M (et donc (#i , . . . ,xd) 

varie dans un treillis de Og). 
Soit N' le sous-^-module de I} ' engendré par h(M). Comme M est compact et h 

continue, Nf est inclus dans un ^-réseau de D'. Maintenant, comme ûg / (pkûg+û^) 
est de T-torsion, il existe n G N tel que l'on ait TnXi = yi + Zi avec yi G ûg 
et Zi G pkûg. Posons y — Yli=iViei et z = Y,i=iziei- Comme h est ^-linéaire, 
on a Tnh(x) = h(Tnx) = h(y) + h(z) = h(z) + $^¿=12/*Meî)- Par ailleurs, comme 
ûg/(pkûg + ^J) est de T-torsion, il en est de même de (M C\pkN)/pkM et il existe 
m G N tel que Tmz G pkM, ce qui implique h(z) = T"m/i(Tmz) G aq On a donc 

ft(ar)-
xw 

¿=1 
Jz (1 + TxJz + T Hz)-

d 

i=l 

zMeS) G pkN' 

Comme ceci est vrai pour tout A; G N et comme dNf est séparé pour la topologie 
p-adique, c'est donc que h(x) — <w:ù %ih(ei) — 0? ce Qu'il fallait démontrer. 

1.2. (<£, r)-modules étales 

1. Catégories de ((p, T)-modules. — Si A est un anneau topologique muni d'actions 
continues de <p et T commutant entre elles, un (<£, T)-module D sur A est un A-module 
de type fini muni d'actions semi-linéaires continues de ip et T commutant entre elles. 

Ce qui précède s'applique en particulier à G g et S. 
-s Un (<p,T)-module D sur Ûg est étale si <p(D) engendre D comme ^-module; 

l'action de tp est alors injective. 
- Un ((p,T)-module sur S est étale s'il possède un ^-réseau stable par <p et T qui 

est étale. 

Nous aurons besoin des catégories suivantes : 
• 3>r£ors, catégorie des (<p, r)-modules étales, de torsion sur 6g, 
• $Tet(kg), catégorie des objets de $r^rs tués par ttil (i.e. des (ip,T)-modules 

étales sur kg), 
• $Tet(ûg), catégorie des (<p,r)-modules étales, libres sur ûg, 
• 3>ret(<?), catégorie des (<p, r)-modules étales sur S. 

Sì D e $Tet(ûg), alors D/pkD G <$>T?OTS pour tout k G N, et D est la li
mite projective des D/pkD. Par ailleurs, si D G <È>ret(<?), alors D possède un 
sous-^-réseau qui est un objet de $Tet(ûg). Dans la suite du texte, 
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• un ((p,T)-module étale sur 0g désigne un objet de $r^rs ou de $Tet(0g), 
• un ((p,T)-module étale désigne un objet de *r£r8, de $Tet(0g) ou de $Tet(£>). 

Un objet de 3>ret(<f ) est irréductible s'il ne possède pas de sous-<?-espace vectoriel 
strict, stable par (p et T. Un objet D de $ret(0g) est irréductible si L ®̂>L D est 
irréductible comme objet de <&Tet($). 

2. Le dual de Tate d'un (u?, T)-module. — Le module fiL des ^-différentielles conti
nues de 0g est libre de rang 1 engendré, au choix, par dT ou par dT 

l+T 
On le munit 

d'une structure de (cp, r)-module étale en faisant agir T et (p sur dT 
l+T 

par(10) 

VA 
dT 

Vl + T 
= Q 

dT 

l + T 
si a G Z*, et <p 

dT 

1̂ + T 
w< 

dT 

l + T 

A partir de maintenant, on note : 

• 0s dT 
l+T le ((p, r)-module étale fî̂  , 

^vw dT 
l+T l'objet L ®ÛT îîi. de <$>Tet{£) 

• SIC* dT 
l+T le Quotient de S dT 

<< par 0g dT 
> l + T 5 

c'est la réunion croissante des 
p~k0g/0g dT 

1+T qui sont des objets de $r®*rs. 

On définit le dual de Tate D d'un (ip, T)-module étale D par 
• D = Rom^(D^/0g dT 

1+T> si D G $T?ors, 
• D = Homûéf (D,ûg dT 

' l+T si De $ret(ûg) 

• D = Homg(D,£ dT 
1+T> si D G $ret(<f). 

SiD G $ r e t ( ^ ) , et si T>fc = D/pkD, alors 13,omG S{D, S j 0g dT 
l+T 

) est la limite in

ductive des Dk, et D est le module de Tate de Hom^« (D, S'/'0g dT 
' l+T (l'isomorphisme 

implicite dans cet énoncé est celui qui envoie \i G D sur (/ifc)fceNj ou fJ>k(x) est l'image 
de p kn{x) modulo ^ dT 

l+T :)• 

L'accouplement naturel sur D x D est noté ( , ). On munit D d'actions de T et y? 

en imposant que 

(70*0,7(2/)) = 7 « z , 2/)), si 7 G T, et ((p(x),<p(y)) = <p((x,y)). 

(La condition « D étale » est précisément ce qu'il faut pour garantir l'existence et 
l'unicité d'un tel ip sur D, si D est un ((p, T)-module sur 0g.) Alors D est un objet 
de §TfOTS (resp. §Te\0g), resp. $ret(<?)), si D est un objet de $rgjra (resp. $ret(^>), 
resp. $ret(<?)). 

Dans tous les cas, le dual de Tate de D est naturellement isomorphe, en tant que 
((p, r)-module, à D. 

(10) La formule (p DT 
\1+T) = P , DT 

" l+T' 
qui semblerait naturelle, ne fournit pas un ((p, r)-module étale. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



74 P. COLMEZ 

3. Résidus. — Le corps S est une extension de degré p de <p(<£), ce qui permet de 

définir un inverse à gauche if) de ip par la formule V>(/) — P~ V^O^ /vO^) / ) - Alors 

i\) laisse stable 6g. 
• îp commute à T, 

• *l>(f<p(9)) = 9il>(f), Pour tous /,#, 

• ^ ( E ? = o ( l + r )V( / i ) )= /o , 
• ^( /)((1 + T)p -1) =w<<mù i 

p w<< / ( ( i + T)c-i),si<x:/w 1 
T 

^x<t 1 
T 

< 1 
T 

(en effet, i 
T ̂ w ù< 

>i=0 
<xw^ùù i 

T 
Si / = Efcez afĉ fc est un élément de ê, on définit le résidu de la forme différentielle 

u = f dT par la formule réso(o;) = a_i. On a réso(d/) = 0, si / G S. Comme réso 

envoie 6g dT 
l+T dans 6L, elle induit une application réso : S/6g dT 

l+T xw L/6L. 

On note d l'opérateur différentiel (l + T) d 
dT 

de telle sorte que df = df dT 
l+T 

Lemme 1.2.1. — On a 

do(p = p(pod, pdo^ = ipod et d o aa = aaa o d, si a E Z^. 

Démonstration. — Dans le cas de (p et <ra, cela résulte de ce que, si b G Zp, 

= b (1 + T)6/'((l + T)b - 1) = 6 (ô/)(( l + T)6 - 1). 

Maintenant, si / = P=I 
i=0 

(l + r )V ( / 0 , ona 

9/ = 

<w,; 

i=0 

№ + T )V ( / i )+p( l + T)V(9/i)) = 
p-1 

2 = C 
(i + T)V(i/«+pô / i) , 

et donc ip(df) = pdfo = pd(i/j(f)). Ceci permet de conclure. 

Proposition 1.2.2. — Si f G S, alors : 

(i) rés0(<7a(/) dT 
l+T = a réso ̂ w dT 

l+T , pour tout a e Zp, 

(ii) rés0(<p(/) dT 
l+T 

= rés0(^(/)< dT 
1+T> 

= rés0(/ dT 
l+T/ 

Démonstration. — Soit / <G <<f. S'il existe ^ G ̂  tel que </ = <<9#, alors <^f< = dg 
et, d'après le lemme 1.2.1, on a $W<<U)t+ïx =<<^$ MV>(#)) et ^aU)^r =<< ^d(a<a(g)). 
On a donc, dans ce cas rés0(/ j^<< réso(V<J(/) T+f) qq= r^<so(a(/)< j^f) — ®- Ceci 
s'applique en particulier à / = Tfe-1(l + T), si fc G Z — {0}. Comme l'adhérence 
(pour la topologie faible) dans 6g du ^-module engendré par les Tfc_1(l -fT), pour 
k G Z — {0}, admet xc<< ̂  sxw^$• comme supplémentaire, on déduit les formules de la 
proposition pour I/j et aa de ce que 

c 1, 
T 

1 
1 
T 

et ac 
1 
T 

5 
1 

aT+Q)T2 + . . . 
f 

1 
aT 

+ 
a - 1 

2 
f<< 
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Enfin, la formule pour tp se déduit de celle pour <<ù$$ $ appliquée à ^ ( / ) . Ceci permet de 

conclure. 

4. Dual de Tate et dual topologique. — La formule 

{x,y} = rés0(((7-i -x,y)) 

définit un accouplement ^¿-bilinéaire sur D x D h valeurs dans : 
• L/ÛL si De *r&ra, 
• ÛL si D e QR*{ÛS), 

• L si D e $ret(<f). 

Proposition 1.2.3. — Si x e D et y e D, alors 

{<p(x),(p{y)} = {x,y}, 

{(1 + T)bx, (1 + T)by} = {x, y}, si b e Zp: 

{70*0,7(2/)} = te, 2/}, si 7 e r. 

Démonstration. — On a (a-i(ip(x)),tp(y)) = f((p(a-i(x)),<p(y)) = y?((t7_i(a;),2/)). On 
déduit donc la formule pour ip du (ii) de la prop. 1.2.2 et de ce que ^{j^f) = \+T-

Ona ((7_I((1 + T)6X),(1 + T)6Î/> = ((l + T)-V_i(aO,(l + T)6î/> = (<T-I-X,J/), par 
^-bilinéarité de ( , ). On en déduit la seconde formule. 

Si a G Z*, on a ((T-i{Aa{x)),(7a(y)) = {AA(A-i{x)),OA(Y)) = <ra(((T_i(x),2/)). On 
déduit donc la formule pour CRA du (i) de la prop. 1.2.2 et de ce que CRA(^¡^) = A^p?-

Si M est un ^-module topologique, on note Mv le dual de Pontryagin de M, en
semble des applications ^,-linéaires continues de M dans Lj ü^. Si M est de longueur 
finie sur ü i l en est de méme de Mv, et on a lĝ >LMv = l g ^ M . 

Si M est un ^¿-module topologique, sans element ^-divisible, on note M* le 
^i-dual de M, ensemble des applications ^¿-linéaires continues de M dans w<<$ 
Alors M* est le module de Tate de MV (i.e. la limite projective des Mv[pn] pour 
les applications x »->w<<̂$ px). 

Si M est un L-espace vectoriel topologique, on note M* son dual topologique, 
ensemble des applications L-linéaires continues de M dans L. Si MQ est un ^,-réseautte 
de M, on a M*x<< = L xwbpl w<< M0*. 

On munit ees duaux de la topologie faible x<<(¡in —• si et seulement si ¿¿n(v) —»/x(v) 

pour tout v G M). 

Lemme 1.2.4. — Si k e N, l'application qui à y e mLkû#/ûg associe la forme li
néaire x »-> [y,x] = rés0 <<:(xyùù < < est un isomorphisme de m~lkffg/ffg sur (^/m£)v. 

Démonstration. — Soit JD = û^/m^. Si / : D —> L/^L est ^-linéaire continue, 
alors /(£>) C mlkÛL/0L et il existe m0 G N tel que l'on ait f(Tm) = 0 si m > ra0. 
Ceci implique que la série (1 + T)( ^m€Z T-m-lf(Tm)) converge dans mlk0g/Ûg = Dy. 
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La somme y de cette série est alors l'unique élément de xa^ûg/ûg vérifiant 
[2/,Tm] w= /(Tm), pour tout m G Z, et par continuité et linéarité, c'est aussi l'unique 
élément de xti^ûg/ûg vérifiant [y,x] = f(x), pour tout x £ D. Ceci permet de 
conclure. 

Si D est un (cp, T)-module, et si x G D, on note L(X) la forme linéaire y i—• {x,y} 

sur D. 

Proposition 1.2.5. — Si D G *rg;rs (resp. D G $re t (£» , resp. G $ret(<f))7 a/ors 
¿ induit un isomorphisme de D sur Dv (resp. sur De*, resp. sur D*). 

Démonstration. — Si D est de torsion, on déduit du lemme 1.2.4 et du théorème de 
structure des modules sur les anneaux principaux, que x i—• L'(X) = L(G-\(X)) est un 
isomorphisme de D sur Dy. Il en est donc de même de ¿. Le cas D G <&ret(û#) s'en 
déduit en utilisant le fait que D et D* sont respectivement les modules de Tate des 
limites inductive des Dk et où Dk se= D/pkD. Enfin, le cas D G $retw<< (<?) s'en 
déduit en tensorisant par L, cela permet de conclure. 

Remarque 1.2.6. — En utilisant le fait que le dual de Tate de D est D, cela permet 
d'échanger les rôles de D et D dans la prop. 1.2.5, et donc d'obtenir des isomor-
phismes naturels i : D 2é £>v, si D G $r^rs, et i : D ^ D*, si D G <&Tet(Ûg) ou 
si D G $Tet(<f). 

5. Orthogonalité et treillis 

Dans ce numéro, D est un objet de <Êr̂ rs. 

Définition 1.2.7. — Si M est un treillis de D, on note M x le sOUS-ÛL-module de D 
constitué des x £ D tels que {x,y} = 0 quel que soit y G M. 

Lemme 1.2.8. — Si M est un treillis de D, alors M1- est un treillis de D. De plus, 
(M-1)-1 = M. 

Démonstration. — Écrivons D sous la forme D = ®f=1(^/m^ Comme M est un 
treillis de D, il existe a > b G Z tels que 

e t i T a ^ + • fi c m c ®UiTh0* • h-

Soit w une uniformisante de L, et soit x<<!$G Z) l'homomorphisme envoyant fi 

<sur Z*7 x,; 
l+T et fj sur 0 si j ^ i. On a alors D = ®f=1(ûg/wki&g)f)! • Maintenant 

« réso(#y dT 
'l+T 

= 0, quel que soit y G ût /wk » équivaut à « x G w<< ; /w » ; on en 
déduit les inclusions 

^^$ùiTa^+ • fi c m c <,,:Th0* • h-etT$$<a^w 
ùet<wiTa^+ • fi c m c ®UiùTh0* • h-etiTa^+ • 

Finalement, comme {x,ay} = {a-i{a)x,y}, si a G bw m^$cela implique que M x est un 
x<ù$ module, et donc un treillis de D au vu des inclusions ci-dessus. 
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Enfin, l'égalité (M±)± = M suit de ce que M est fermé dans D et { , } est une 
dualité parfaite d'après la prop. 1.2.5. Ceci permet de conclure. 

Lemme 1.2.9. — Si M est un treillis de D, alors t : D —> Dv induit un isomorphisme 
de 6L-modules de M1- sur Rom(D/M, Ll6L). 

Démonstration. — Par définition de M-1, la restriction de L à Mx se factorise en une 
application injective ¿м • M1- —> Hom(D/M, L/6L)> Maintenant, M étant un treillis 
de D, et D étant de torsion, M est ouvert dans D et D/M est un ^-module discret. 
Donc Yiom(D/M,L/6L) s'identifie naturellement au sous-ensemble des x G Dv tels 
que {x, y} = 0 quel que soit y G M. La surjectivité de ¿ permet de conclure à celle 

de IM 

Lemme 1.2.10. — Si I est fini, et si Mi, pour i e I, sont des treillis de D, il existe un 
treillis M' de D, contenant les Mi, tel que D/Mi = D/M' 0 M'/Mi pour tout i e I. 

Démonstration. — Écrivons D sous la forme D = ®(j=1(6g/mk^)fj. Il existe alors 
bi G Z tel que M* C ®dj=1Tbi 6+ • ft, et on peut prendre M' = ®dj=1Tbû+ • ft, où 
b = mîieIbi. 

Proposition 1.2.11. — Si Mi C M2 sont des treillis de D, alors 

\geL{Mt/MÏ) = \geL{M2/Mx). 

Démonstration. — Choisissons un treillis M' de D contenant M\ et M2, tel que 
D/Mx = D/M' 0 M'/Mi et D/M2 = D/M' 0 M'/M2. En utilisant le lemme 1.2.9, 
on voit que l'on est ramené à prouver que 

l g ^ (Hom(M7Mi, L/0L)/Hom{M'/M2, L/0Lj) = \g0L (Ma/M^, 

ce qui suit de ce que tous les modules en présence sont de longueur finie sur 6L, et 
donc 

ig^((M7M1)v/(M//M2)v) = i g ^ (m' /mo -\gûL(M'/M2) 

= \gÛT((M'/M1)/(M'/M2)) = lg- (Ma/Mi). 

II. Les foncteurs D »-» D* et D i-> D* 

Ce chapitre est consacré à la définition et l'étude des sous-modules D+, ,< DnT, 
D^ et D^ d'un ((p, r)-module étale D. Sauf mention explicite du contraire, les 
((fi, r)-modules considérés sont étales sur 6g, et les résultats valables pour 
D G $ret(6g) s'étendent à $ret(<?) en tensorisant par L. 
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II. 1. L'équivalence de catégories de Fontaine. — Notons : 

• Reptors^Qp la catégorie des ^-modules de longueur finie, munis d'une action 

linéaire continue de ^QP, 

• Rep^>L^Qp la catégorie des ^-modules libres de rang fini, munis d'une action 

linéaire continue de &QP , 

• RepL^Qp la catégorie des L-espaces vectoriels de dimension finie, munis d'une 

action linéaire continue de &QP . 

Si V est un objet de Rep^L^Qp, alors V/pkV est un objet de Reptors^Qp pour 

tout /c, et V est la limite projective des V/pkV. Si V est un objet de RepL^Qp, alors 

V possède des ^-réseaux stables par ^Qp (par compacité de &QP), et si V0 est un de 

ces réseaux, on a V = L <g>&L VQ. 

Dans la suite, 

• une GL-représentation de WQP désigne un objet de Reptors^Qp ou de Rep^L^Qp, 

• une représentation p-adique de &QP désigne un objet de Reptors^Qp, de RepÛL&QP 

ou de RepL^Qp. 

Les ((p, T)-modules étales ont été introduits par Fontaine [17] qui a montré qu'ils 

sont en équivalence de catégories avec les représentations p-adiques de &QP . De ma

nière plus précise, le complété (n) A, pour la topologie p-adique, de l'anneau des en

tiers de l'extension maximale non ramifiée de S (pour L = Qp), est muni d'une action 

de cp étendant celle existant sur Gg et, grâce à la théorie du corps des normes [19, 27], 

d'une action continue (pour la topologie faible) de &QP commutant à celle de <p. De 

plus, {GL ®Zp A)*^1 = GL et (GL ®Zp A ) ^ = Gg, l'action résiduelle de T = &QP/JÏ? 

étant celle précédemment définie. 

Théorème IL 1.1. — (Fontaine) 

(i) Si D est un (ip,Y)-module étale, alors V(D) = ((GL (g>Zp A) ® ^ DY=1, est 

une GL (resp. L)-représentation p-adique de ^QP-

(ii) Si V est une représentation p-adique de &Qp, alors D (V) = (A ®zp V)^ est 

un ((p, Y)-module étale. 

(iii) Les foncteurs V et D sont exacts, inverses l'un de Vautre, et induisent des 

équivalences de catégories : 

RePtors^Q, = Sr&rs. R e p ^ ^ q , * *T*(Û,) et RepL^Qp * $ret(^). 

(n) 
Voir [10, 11], par exemple, pour les principales propriétés de cet anneau que Fontaine note ù . 

<g>nr 
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Remarque IL1.2. — (i) On dit qu'une représentation de &QP est abélienne si elle se 
factorise par w<<^QP. Comme le quotient de <<p par <<J4? est Tnr, canoniquement iso
morphe à Gal(Fp/Fp), on obtient la la version primitive suivante de l'équivalence de 
catégories de Fontaine : 

le foncteur V i—• (W(FP) 0zp V)pnr induit une équivalence de catégories entre 

représentations abéliennes de WQp et (y>, T)-modules étales sur 6L (ou sur L, si V est 
une L-représentation). 

(ii) Si V est une représentation p-adique de #Qp, soit Dnr(V) =x< (<W(FP)®V)^. On 
remarquera que, si V est abélienne, alors Dnr(V) est le module considéré au (i). Par 
ailleurs, dans le cas général, on a Dnr(V) = Dnr(V^ ), ce qui permet de se ramener 
au cas abélien. En effet, il suffit de prouver le résultat pour une représentation de 
torsion, les autres cas s'en déduisant par limite projective et inversion de p. Soient 
Vi = V-*" et V2 = V/Vx. Il suffit de prouver que (W{FP) 0 V)^' = W(FP) 0 VI. 
Supposons le contraire, et soit X C W(FP) 0 V2 l'ensemble des éléments tués par p 

dans l'image de (W(FP) 0 V)3^ . Alors X est un Fp-espace vectoriel qui est stable par 
<ffîIffî" = rnr, et qui est non nul sous notre hypothèse. Il résulte du th. de Hilbert 90 
que X est de la forme Fp0 V2', où V2' est fixe par rnr, et donc inclus dans V2. Soit alors 
v G V{. Comme M" agit trivialement sur W(FP) 0 Vi, cela implique que a(v) — v ne 
dépend pas du choix de relèvement de v dans W(FP) 0 V. Or, par hypothèse, v admet 
un relèvement fixe par ffiet donc tout relèvement de v est fixe par J^f. Comme on 
peut choisir un tel relèvement dans V, on obtient une contradiction avec la définition 
de Vi, ce qui permet de conclure. 

On rappelle que x désigne le caractère cyclotomique. On définit le dual de Tate V 
d'une représentation p-adique V de &QP par : 

• V = Hom(V, (L/6L) 0 x), si V G RePtors^Qp, 
• V = Hom(V, 6L 0 x), si V G Rep^<fQp, 
• V = Hom(V, L 0 x), si V G RepL^Qp. 
Si D est un (<£>, r)-module étale, et si V est la représentation p-adique de &QP qui 

lui correspond, alors la représentation correspondant à D est V. 

II.2. L'action de cp. — Dans tout ce § (sauf pour le cor. II.2.9), on fixe un 
(<p, r)-module D étale sur 6g. 

1. Les modules D + + W < < et DNT. — On note 

• £>+ l'ensemble des x G D tels que la suite ((pn(x))new soit bornée dans D, 

• D++ l'ensemble des x G D tels que <^n(x) —• 0, 

• DNR l'intersection des (pN(D), pour n G N. 
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Remarque IL2.1. — Les modules Dn<r, vv<+ <<et peuvent se décrire via les anneaux 

de Fontaine. La description de Dnr se trouve au (ii) de la rem. II.2.4; nous allons 

donner une description de<w<km̂$wwù$̂et(A+®w<< 

- Le corps résiduel E de A est une clôture séparable de Eqp = Fp((T)). On note E 

le complété de sa clôture radicielle et A l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients 

dans E. Alors E et A sont munis d'actions de (p et WQP commutant entre elles, l'action 

de (p étant bijective. 

- Le corps E est muni d'une valuation et on note (12) E+ l'anneau de ses entiers 

et E++ l'idéal maximal de E+. Comme ̂ e (<£>(#<x)) = pv^,(x), E+ (resp. E++) est aussi 

l'ensemble des x G E tels que ((pn(x))ne^ est bornée (resp. tpn(x) —> 0). 

- On note A+ l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans E+ et A++ l'idéal 

W(E++) de A + , ce qui fait de A+ (resp. A++) l'ensemble des x e A tels que 

((pn(x))NEN soit bornée (resp. <pn(x) —• 0). Comme E+ = Fp 0 E++, on a de même 

A + = W(FP)®A++.d (A+®Zp^ _ssss w<mù^$ ^ 

- Enfin, on pose A+ = Afl A+ et A++ = A n A++, ce qui fait de A+ (resp. A++) 

l'ensemble des a: G A tels que ((pn(x))nEfq soit bornée (resp. ipn(x) —> 0). On a 

A+ =<<b ̂ ( F p ) 0 A + + . 

On en déduit que, si V = V ( D ) , de sorte que D = (A ®zp V)^, alors 

D+ = ( A + ® Z p ^ et D++ = (A++ ®Zp V)*. 

Proposition II.2.2. — (i) DnT est un 6?L-module de dimension < dimD, et tout sous-

ÛL-module de type fini de D, qui est stable par (p, est inclus dans DnT. 

(ii) TD+ c ww<mùet D+ = D++ 0 Dnr. 

(iii) Si D est de torsion, alors D+ et D++ sont des treillis de D. 

Démonstration. — Soit V = V ( D ) de telle sorte que D C A ®zp V. Si x appartient 

à PlnGN^n(E), il en est de même de tous ses conjugués, et le polynôme minimal de 

x sur EQp = FP((T)) est à coefficients dans nNGN<£n(EQp) = Fp. On en déduit que 

nneN^n(E) = Fp, que nnGN<^n(A) = W(FP), et que 

Dnr = nn£N<pn(D) C ( HnGN <^(A)) ®Zp V = W(FP) ®Zp V. 

Il en résulte que DnT = Dnr(V), et il résulte de la rem. II.1.2 que que DnT est de 

dimension sur ÛL inférieure ou égale à celle de V3^ , et donc en particulier à celle 

de V qui est égale à celle de D sur ûg. Maintenant, si M est un sous-^-module 

de type fini de D stable par (p, alors (p induit une bijection de M sur M, et donc 

M C r\nes(pn(D) = DUT, ce qui démontre le (i). 

(12) On a aussi E+ = {(£n)neN> %n G &CP/P, xn+I<;:Ù = XN> G N} ; Fontaine note cet anneau R 
et Fr R son corps des fractions E. 
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L'inclusion TD+ C D++ suit de ce que (pn(T) —» 0, et la décomposition 
£)+ = Dnr 0 D++ est une conséquence de la stabilité par ^QP de la décomposition 
A+ = W(FP) 0 A++, et de ce que 

D + = (A+(A+®Zp^®Zp^(A+®Zp = (A++ ®zp V)* et £>nr = (W(FP) ®Zp V ) ^ . 

Enfin, il est immédiat que et D++ sont des sous-^-modules de Z). Le fait que 
ce soient des treillis, si D est de torsion, est une conséquence du (ii) du lemme IL2.3 
ci-dessous. Ceci termine la démonstration de la prop. II.2.2. 

Lemme 11.23. — Soient e i , . . . , ed G D, avec D = (Gg/mk^)ei 0 • • • 0 (Gg/mkLd)ed, 
et soit k le maximum des ki, pour 1 < i < d. 

(i) Il existe des entiers relatifs no > ni, et des matrices A = (dij)i<ij<d et 
B = (bi^i^ij^d, à coefficients dans TGg /m\, éléments de G\jd(Gg/vci^), telles que 
Von ait 

(A+®Zp^ 
d 

xwwù 

ai^jT q et q' 1 ' e>iq — 
d 

$<< 

'bijipqq^ej), si 1 < i < d. 

(ii) Si No (resp. Ni) est le Gg-module de D engendré par les Tn°ei (resp. les Tniei), 
pour 1 < i < d, alors 

ip(No) C TN0 C D++ C Z}+ C Ni C Gg • ip(N{). 

Démonstration. — ei , . . . , et ip(ei),..., <p(ed) sont des familles génératrices de D 
sur Gg. Comme D est tué par m*, il existe des matrices 

A' = (aij)i<i,j<d et Bf = (b'i^iKijKd, 

éléments de Ghd(Gg/xn1l)i telles que l'on ait 

<f(ei) = 
d 

¿ = 1 

a^ q et q 6̂  —q 
d 

3 = 1 
bijipfej),q qsi 1 < i < d. 

On a ((f(T)/T)P = T<<P-VP dans £j/m£ ; il existe donc n G N tel que 
((p(T)/T)npkAf et (<p(T)/T)npkB' soient à coefficients dans TG+/mkL, et on peut 
prendre no = npk, m = -npk, A = (<p(T)/T)npk A' et B = ((p(T)/T)npk Bf. 

Maintenant, les inclusions (p(No) C TNQ et Ni C Gg-ip(Ni) suivent de la construc
tion de NQ et Ni. On déduit de la première, par une récurrence immédiate, que l'on 
a (pn(N0) C <fn(T)N0, et comme (pn(T) - » 0, cela montre que N0 C D++ (et donc, 
a fortiori, TNQ C D++). Enfin, si n G N, il existe des 6i,j,n G G# tels que l'on ait 
Tniei = X)j=i K3,nVn(Tniej), si 1 < z < d. Donc, si x = £?=1 ̂ Tnief G L>+, et si 
y?n(x) = Y^=i xi,nTniei, alors <£n(xi) = Y^=i bij,nXj,n, et la suite yn(xi) est bornée 
dans Gg/mk£. Ceci implique que G ̂ J /m^ , et donc que x £ Ni. On en déduit 
l'inclusion Z)+ C Ni qui termine la démonstration du lemme. 
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Remarque IL2.4. — (i) Il résulte du (i) de la prop. II.2.2 que Dnr est le plus grand 
sous- Ûl-module de type fini de D stable par ip. 

(ii) Il résulte de la démonstration de la prop. II.2.2 que DnT = Dnr(F), ce qui 
implique en particulier, d'après la rem. IL 1.2, que Dnr ^ 0 si et seulement si V3^" ^ 0. 

(iii) Si D n'est pas de torsion, D+ et D++ sont en général nuls. Il peut quand 
même arriver que D+ soit assez gros pour engendrer D, auquel cas on dit que D est 
de hauteur finie. 

2. Polynômes en (f 

Lemme IL2.5. — Soient ao,..., an-i G m .̂ 
(i) Si P =1 + an_iX + • • • + a0Xn, alors Dp^=° = 0. 
(ii) Si P = Xn + an_iXn~1 + .. • + a0, alors Dp^=° = 0. 

Démonstration. — Dans le premier cas, l'injectivité de P(ip) suit de ce que P(<p) = 1 
mod. rriL et donc que P(ip) est injectif sur mkLD/m^D quel que soit A: G N. Dans le 
second cas, cette injectivité est une conséquence de la congruence P(ip) = (pn mod 
et de ce que D est étale, ce qui implique que (pn est injectif sur m-? D/mkL+1D quel que 
soit G N. 

LemmeIL2.6. — Si P e &l\X\ a une image non nulle dans fcx,[X], alors P peut 
s'écrire de manière unique sous la forme P = uP+P°P~, où u G û^, et 

P+(X) =Xk + ak„iXk~l + h a0 avec at G mL si 0 < i < k - 1, 

P°(X) =X* + bt-iX1-1 + • • • + b0 avec b{ G ÛL, si 0 < i < £ - 1, et b0 G ûl 

P~(X) =1 + Cm-iX H h cqX171 avec a G mL si 0 < i < m - 1. 

Démonstration. — C'est parfaitement classique : si P est de degré n et ai,.. . ,an 
sont les racines de P, alors 

P+(X) = 

vp(ai)>0 
(X-ai), PU(X) = 

vp{ati)=0 

(X-ai), et P~(X) = 
Vp(a>i)<0 

(l-a-'X), 

Corollaire IL2.7. — Si P e &i\X\ & une image non nulle dans kL[X], et si P° est le 
polynôme défini ci-dessus, alors Dp^=0 = Dp (v)=o 

Proposition IL2.8. — Soit P G Ûl[X] dont l'image dans fc£,[X] n'est pas nulle. Alors 
DPM=0 est indus dans Dnr 

Démonstration. — Quitte à remplacer P par P° et à diviser par P°(0), ce qui, d'après 
le cor. II.2.7, ne change pas Dp^=0, on peut supposer que P(0) = 1. Dans ce cas, un 
élément x de Dp^=0 est une combinaison linéaire à coefficients dans Ûl des <pn(x), 
pour n > 1, et en réitérant le procédé, on peut, pour tout k, écrire x comme une 
combinaison linéaire à coefficients dans Ûl des (pn(x), pour n > k. On en déduit 
l'appartenance de x à C\keN<pk(D) = Dnr, ce qui permet de conclure. 
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CorollaireIL2.9. — Soit P G ÛL[X) non nul 
(i) Si D est un (ip,T)-module étale, libre de rang d sur 0*% alors Dp<<^=0 est un 

0^-module, libre de rang < d. 
(ii) Si D est un (<p,T)-module étale, de dimension d sur S, alors Dp<w^=° est un 

L-espace vectoriel de dimension < d. 

Démonstration. — Le (i) suit du (i) de la prop. IL2.2, et le (ii) suit du (i) en prenant 
un ^-réseau stable par ip et T. 

II.3. L'opérateur ij) 

1. Définition. — Soit D un (<£>, r)-module étale sur 0g. Comme les (1 + T)2, 
pour 0 < i < p — 1, forment une base de 0g sur ip(0g), on peut écrire tout élément 
x de D, de manière unique, sous la forme 

x = 
xw<^$ 

i=0 
;(i+T)v(*i), 

ce qui nous permet de définir un opérateur ip : D —> D par la formule ip(x) = XQ ; 
c'est un inverse à gauche de (p (i.e. ip((p(x)) = x) qui va jouer un rôle primordial dans 
la suite. 

L'action de T n'est pas utilisée dans la définition de ip et cette définition est donc 
valable pour tout (̂ -module étale non nécessairement muni d'une action additionnelle 
de T. Dans le cas d'un (^,T)-module, commute à l'action de T : en effet, si a G Z*, 
on a 

<Ta\ 
P-I 

i=0 
(i+T)V(*o) = 

P-1 

i=0 

(l+T)°V((7a(xJ) - <P(<TA(xQ)) + 
p-1 

i=l 
(1 + T)ji<p((l + T)bi*a(xi)) 

où ji G { 1 , . . . ,p — 1} et b{ G Zp sont définis par ai — ji + pbi ; on a donc, comme 
annoncé, i/;(cra(x)) = aa(x0) = aa{^(x)). 

Remarque IL3.1. — L'opérateur ip : D —> D provient, en voyant D comme un sous-
module de A ®zp V(£>) de l'opérateur I/J : A —> A défini comme suit : A est une ex
tension de degré p de <p(A) d'extension résiduelle inséparable, ce qui fait que TrA/¥?(A) 
prend ses valeurs dans p<p(A) et que la formule ip(x) = p-1V?-1(TrA/̂ (A)) définit un 
opérateur de A dans A. Il est apparent sur cette formule que Î/J commute à l'action de 
^Qp et est un inverse à gauche de </? sur A, ce qui permet de retrouver les propriétés 
de é : D —> D mentionnées ci-dessus. 

2. comme adjoint de (p. — Ce qui suit est à la base de la définition [21] de la 
dualité locale de Tate en termes de (<p, r)-modules. 

Lemme IL3.2. — Soient D,D\,D2 des (<£, T)-module étales sur 0g. 
(i) Si x G 0g et si y e D, alors ip(<p(x)y) = xifj(y) et i>{x<p>(y)) = ip(x)y. 
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(ii) Si x G D\ et si y G D2, alors ip(ip(x) <g> y) = x ® ̂ (y). 
(iii) Si x £ D et y e D, alors i/>({<p(x),y)) = (x,ip(y)). 

Démonstration. — La démonstration étant la même dans les trois cas, nous ne traite

rons que le (ii). Si y = Y:ï=o <P(Vi)0- + T)\ alors <p{x) ®y = X)?=o <P(X ® îfcX1 + TY 
et donc 

^((f(x) ®y) = x<g>y0 = x<g> ip(y). 

Corollaire IL3.3. — Si x € D et y e D, alors 

{x, <p(y)} = {i/>(x), y} et {<p(x), y} = {x, rl>{y)}. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du (ii) de la prop. 1.2.2 et du 
(iii) du lemme II.3.2. 

S. ((p, T)-modules et (i/),T)-modules 

Proposition II.3.4. — Soient D et D' deux ((p,F)-modules étales sur ûg. 
(i) Si h : D —> D' est un morphisme de ((p, Y)-modules, alors h commute à Î/J. 
(ii) Si h : D —> D' est un morphisme de Ûg-modules commutant à Î/J et Y, alors h 

est un morphisme de ((p, Y)-modules. 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence de ce que, si z = $Zf=o (1 + ^)V(^)5 

alors h(z) = Eï^oi1 + T)V(M*i)), et donc G\jd(Gg/vci^), = M*o) = h(i/>(z)). 
Pour démontrer le (ii), remarquons que si z = Ylï=o(^ + T)lip(zi), alors on a 

zi <^^w= -f- <T)_ïz) ; en particulier, z G ip(D) si et seulement si ̂ ^w<$^^ + T)<~'tz)< = 0, 
pour tout i G { 1 , . . . ,p — 1}. Maintenant, si x G D et si 1 a< i< w<< p — 1, on a 

V((i + T)<~icwh(ip(x))) <<= + r)<xw~V(*)))w <= + ï r V ( * ) ) o ) ^ * * 

On en déduit l'existence de y G D' tel que h(<p(x)) = (p(y). On a alors 

G\jd(Gg/vci^), G\jd(Gg/vci^), G\jGci^), w<<<, 

et donc h o (p = ip o h, ce qui permet de conclure. 

Proposition II.3.5. — Si A = kg, 6g ou S, si D est un ((p, Y)-module étale sur A, si 
M est un sous-A-module de D stable par ip et Y, et si M engendre D en tant que 
(cp, Y)-module, alors M = D. 

Démonstration. — Si i G N, soit (^*)ZM le sous-A-module de D engendré par ipl(M). 
Si k G N, soit Mk = £-=o(^*)iM- Comme ^ ( ( y ^ M ) = (^*)i~1M, et comme 
ip(M) C M par hypothèse, on a i/;q(Mk+i) w<C^^quel que soit k G N. Par ailleurs, la 
suite Mfc est une suite croissante de sous-A-moduless <<< de D ; elle est donc stationnaire, 
et la limite est stable par ip par construction, et par Y puisque M l'est et (p commute 
à T. C'est donc le (ip, Y)-module engendré par M et notre hypothèse selon laquelle 
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M engendre D en tant que ((p, r)-module se traduit par l'existence de G N tel que 
Mfc = D. Ceci implique 

D = ̂ k(D) = ̂ k(Mk) C Mo = M, 

et permet de conclure. 

II.4. Le module DK — Dans ce §, D désigne un ((p, r)-module (13̂  étale sur 0g. 
Notre but est de prouver que D contient un plus grand treillis D$ sur lequel i/; est 
surjectif, et d'étudier les propriétés de ce module. 

Lemme II.4.1. — Si D est de torsion sur 0g, et si M est un treillis de D, on a : 
(i) ijj(M) est un 0g-module; 
(ii) si <p(M) C M, alors ip(M) D M ; 
(iii) si le 0g -module engendré par <q=*p(M) contient M, alors I/J(M) C M ; 

(iv) si il){M) C M, alors V>(T-1M) C T~XM et, quel que soit x e D, il existe 
n(x,M) G N tel que <i/;n(x) G T~XM si n > n(x,M). 

Démonstration. — Le (i) suit de ce que aip(x) = ip((p(a)x) et de ce que ip(a) G 0g, 
si a G 0g. Le (ii) est une conséquence de l'identité tf((p(x)) = x. Pour démontrer 
le (iii), considérons une famille génératrice<W<<<e±,...,<̈ d̈e M sur 0g. L'hypothèse selon 
laquelle le ^<<-module engendré par <<<p(M) contient M signifie que l'on peut écrire 
tout élément x de M sous la forme xitp(ei) + • • • + Xd¥>(ed), avec x\,... ,Xd G 0g. 
On a alors i/)(x) = ip(xi)ei -f • • • + tfj(xd)ed et comme ip(0g) C 0g, cela montre que 
il>(x) C M, ce qui prouve le (iii). Passons au (iv). Si y G M et si k est un entier > 1, 
on a t/;((pk(T)~1y) = ^/c_1(T)~1^(2/), ce qui montre que 0((/?fc(T)-1M) est inclus 
dans (pk~x(T)~lM, si k > 1. Comme de plus ^(T~lM) C ̂ ((p(T)~lM) C T~lM et 
comme D — UkeN^ (T)-1M', cela permet de conclure. 

Proposition II.4.2. — // existe un unique treillis D^ de D vérifiant les propriétés sui
vantes : 

(i) pour tous x G D et k G N, il existe n(x,k) G N tel que ipn(x) G D$ +pkD, si 
n > n(x, k) ; 

(ii) ifr induit une surjection de D$ sur lui-même. 
De plus, 

(iii) si N est un treillis deDetk<<eN<, il existe n(N, k) tel que ij)<n(N) C S<+pkD 
si n> n(N, k) ; 

(iv) si N est un treillis de D stable par -0 tel que I/J induise une surjection de N 
sur lui-même, alors N C D$ et D^/N est tué par T. 

(13) En fait, comme l'action de T n'est utilisée nulle part, ce qui suit est aussi valable pour les 
V>modules étales. 
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Démonstration. — Commençons par établir l'unicité d'un tel module. Si M\ et M2 sont 

deux tels modules, alors M\ + M2 en est un autre, ce qui permet, quitte à remplacer 

Mi par Mi + M2, de supposer Mi D M2. Mais alors l'application induite par if; 

sur Mi/M2 est ^-linéaire, surjective d'après la propriété (ii) et topologiquement 

nilpotente d'après la propriété (i). Comme Mi/M2 est compact, cela implique que 

Mi = M2 ; d'où l'unicité. 

Passons à la démonstration de l'existence de DK Commençons par supposer que 

D est de torsion, et choisissons (cf. lemme II.2.3) deux treillis iVo, iVi de D véri

fiant tp(N0) C N0 C Nx C ô% • <p(N!). Si n G N, soit Mn = V>n(N0). C'est un 

sous-^J-module de D d'après le (i) du lemme II.4.1. Par ailleurs, comme ip(No) C No, 

le (ii) du lemme II.4.1 montre que la suite Mn est croissante. Une récurrence immé

diate utilisant le (iii) du lemme II.4.1 montrant que l'on a Mn C iV"i quel que soit 

n G N, la suite Mn est stationnaire et sa limiteW< W est un treillis de D vérifiant 

^(M00) = M00. 

Soit M'n = '0n(T~1Moo). Il résulte du (iv) du lemme II.4.1 que la suite M'n est une 

suite décroissante de treillis de D contenant Moo ; sa limite< << M ^ est donc un treillis 

de D contenantW<< et vérifie < ( M ^ ) = M ^ par construction. Comme de plus, le (iv) 

du lemme II.4.1 dit que, si x G D, il existe n(x) G N tel que l'on ait i/;n(x) G T_1Moo 

si n > n(x), et comme il existe m G N tel que M ^ = M ^ , on a iprn+n(x) G M ^ quel 

que soit n > n(x). Tout ceci montre que M ^ vérifie les propriétés (i) et (ii) requises 

pour DK 

On a donc établi l'existence et l'unicité de D$ ; reste à établir les propriétés (iii) 

et (iv). Pour la (iii), il suffit de remarquer que, si M est un treillis de D, il existe k G N 

tel que M soit inclus dans (pk(T)-1 D$, que (pk(T)~1D$ est stable par ip, et que ip est 

nilpotent sur le ^ -module (pk(T)-1 D$/D$ qui est de longueur finie. Pour la (iv), on 

commence par remarquer que, si ip(N) = TV, alors N + D$ vérifie les propriétés (i) 

et (ii) et donc que N + D$ = D$, ou encore N C DK Finalement, l'unicité de D$ et les 

arguments permettant de le construire à partir de¨¨^^<<WX (cf. ci-dessus), montrent que, 

si N est un treillis de D vérifiant I/J(N) = AT, alors la suite ,0n(T_1iV) est décroissante 

et D$ en est la limite, ce qui montre que D$ C T_1AT et permet de conclure dans le 

cas où D est de torsion. 

Maintenant, si D G $ret(<^>), et si A: G N, on peut appliquer ce qui précède 

à Dk = D/pkD. L'application naturelle Dk+i —> Dk induit alors une application 

naturelle D\+X —> D\. Celle-ci est surjective car d'une part l'image de D\+1 est un 

treillis de Dk stable par V> sur lequel tj) est surjectif et donc D\/lm(D\+1) est tué par T 

et donc de type fini sur ÛL, et d'autre part,<^^ est surjectif sur JD|/Im(£)|_1_1) (car il 

l'est sur D\) et nilpotent (car nilpotent sur Dk+\/D\+1). Soit alors Mk l'ensemble 

des x £ D dont l'image dans Dk appartient à D\, et soit M = Hke'N^-k- La discussion 
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précédente montre que M est un treillis de D vérifiant <(M+pkD<)/qpkD = D\ quel que 

soit k G N, ce qui permet de montrer que M vérifie les propriétés (i)-(iv) demandées, 

et conclut la démonstration. 

Corollaire II A3. — Si x e D, il existe un treillis M de D contenant les ipn(x), pour 

n G N. 

Démonstration. — Si A: G N, alors pkD + D^ contient tous les ipn(x), pour n > n(x, k), 

ce qui montre que M = D$ -j- XlnGN ^g^iv)<<^$est un treillis de D. 

Remarque 11.4A. —< (i) Si<< G <qN, alors (D/pkDf< = <D*/(D* HpkD) comme le montre 

la fin de la démonstration de la proposition. On fera attention au fait qu'en général 

l'application naturelle D^/pkD^ —• (D/pkD)^ n'est pas un isomorphisme (i.e. n'est 

pas iniective). 

(ii) La construction de D^, si D G <&ret(&g), montre que D$ est la limite projective 

des (D/pkD)K 

Exemple 11.4.5. — Si D = Gg, alors D^ =T~Y0%. 

Démonstration. — Constatons que G g est un treillis de G g stable par<<*et par (p, 

ce qui implique que ip : G# —> Gg est surjective. D'après la proposition II.4.2, ceci 

implique que G# C G\ C T _ 1 ^ J , et comme ijj(T~l) = T-1 , cela démontre l'égalité 

£>« =<ù T~lGt. 

Proposition IIA.6. — Soit f : D\ —> D2 un morphisme de (ip,T)-modules étales sur 

Gg. 
(i)<ww f(D\)cDl 

(ii) Si f : Di —> D2 est injective, alors f : D\ —> D\ est injective. 

(iii) Si f : D\ —> D2 est surjective, alors f : D\ —• D\ est surjective. 

Démonstration. — f(D\) est un sous-^J-module compact de D2 sur lequel tp est 

surjectif; on a donc f(D{) C D\ d'après la propriété (iv) de D\ (prop. II.4.2). Ceci 

démontre le (i). Le (ii) est évident et pour démontrer le (iii) considérons un treillis M 

de Di, stable par ^ , et dont l'image par / est D\ (pour construire un tel M, il 

suffit de partir d'un treillis Mo de D\ dont l'image par / est D\, et de prendre 

pour M l'adhérence de la somme des ipn(Mo), pour n G N ; la propriété (iii) de D\ 

(prop. II.4.2) montre que M est bien un treillis de D\). Soit x G D\. Pour tout 

n G N, il existe xn G D\ tel que ^n(xn) = x et xn G M tel que f(xn) — xn. 

Soit un = î/jn(xn). Comme la suite (un)new est à valeurs dans M qui est compact, 

elle admet une valeur d'adhérence u. Par ailleurs, o n a « n G D\ +pkD\, si n > n(M, k) 

d'après la propriété (iii) de D\ ; on en déduit l'appartenance de u à D\ + pkD\ pour 

tout A; G N, et donc aussi à D\. Enfin, on a f(un) = ipn(f(xn)) = x, pour tout n G N, 
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ce qui implique que f(u) = x et montre que / : D\ —• D\ est surjective. Ceci permet 
de conclure. 

Remarque H.4.7. — Si Di —> D —• D2 est une suite exacte de (y?, r)-modules, la suite 
D\ —•< <q< q —> Z>2 n'est, en général, pas exacte. 

II.5. Le module i X — Dans tout ce §, D est un (y?, r)-module étale sur Gg. Notre 
but est de montrer que : 

• D contient un plus petit treillis<w,,̂ $stable par ip et sur lequel tp est surjectif, 
•xd< est inclus dans D$ et D^/D* est « petit ». 

1. La dualité entre D/P<<(tp)D <<et D*$p^=° 

Lemme//.5.7. — L'application naturelle de D^W<</P(I/<J)D<^ sur la limite projective des 

(D/pkD)^$/$P(is/;)<<(D/p^^kD)^ est un isomorphisme, pour tout P G GL[X]. 

Démonstration. — Notons t cette application naturelle. D'après la remarque II.4.4, 
on a (D/pkD)$ = D*/(D* HpkD), et donc 

(D/pkDf/P(<^)c<<(D/<pkDf = D*/({D* HpkD) + P{$)D*). 

Comme<<$ est complet, on en déduit la surjectivite de ¿. Maintenant, si a; € D" est 
dans le noyau de i, et si w est une uniformisante de L, alors, quel que soitw< mG N, on 
peut écrire x sous la forme x = wkyk + P(ip)zk, avec yk G D et Zk G DK Comme D$ 
est compact, on peut extraire de la suite zk une sous-suite convergeant vers z G D^, 
et un passage à la limite montre que l'on a x = P(ip)z. On en déduit l'injectivité de 
ce qui permet de conclure. 

Lemme II.5.2. — Soient ao,.. . , an-i G m .̂ 
(i) Si P = 1 -f on_iI + •••• + aQXn, alors D/P{tp)D = D^/P^D* = 0. 
(ii) Si P = Xn + an-iX71"1 + . . . + ao, a/ors D/P{$)D = Dt/P(il>)D* = 0 

Démonstration. — Soit (&i)îeN la suite d'éléments de ^ définie par 

(l + an_!X + ...a0Xn) 
+oo 

i=Q 

hX1) = 1 dans [[*]]• 

Comme vp(ai) > 0 si 0 < i < n — 1, cela implique que vp(^) tend vers +00 quand 
i tend vers 4-00. On en déduit le fait que Ylt^o<wn,^*$es^ un̂ c<mverse de P(ip) sur D 
et Z^, ce qui démontre la surjectivité dans le premier cas. 

Dans le second, en écrivant P(ip) sous la forme P(ip) = ̂ n(l + an_i</H ha0^n), 
on voit que P(ip) est un inverse à gauche de Ow<<<<ipn J^£o<wn,̂ $surw<<<< on en déduit 
la surjectivité de P(I/J) sur D. 

Supposons maintenant que D est de torsion, et soit M un treillis de D stable 
par (p (on a donc M C D$ d'après le (ii) du lemme II.4.1 et la prop. II.4.2). Comme 
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M est stable par <p, on en déduit les inclusions 6 ( M ) C M et P(ip)M D M. Soit 

N = D$/P(ip)DK C'est un quotient de D*/M et donc un ^-module compact. De 

plus, N est tué par P(?/>), ce qui implique, dans les deux cas, que N C XTILN (dans le 

premier c'est évident, et dans le second cela suit de ce que ijj est surjectif sur N car il 

l'est sur D$). On en déduit la nullité de TV, ce qui prouve que P(ip) est surjectif sur vD 

dans le cas de torsion. Le cas général s'en déduisant en utilisant le lemme II.5.1, cela 

permet de conclure. 

CorollaireIL5.3. — Si P £ ÛL[X] a une image non nulle dans A?L[X], et si P° est le 

polynôme défini dans le lemme IL2.6, alors 

D/P{tP)D = D/P°(il>)D et D*/P(il>)D* = wD*^^P°(^)DK 

Remarque ILS.4. — La même méthode montre que : 

(i) si P G l+XmL[X], et si M C D est fermé et stable par 0, alors P(ip) : M —• M 

est surjectif ; 

(ii) si P G GL[X] est unitaire, alors P(ip)D++ contient<W D++(l'opérateur 9 défini 

ci-dessus converge sur Z)++). 

Proposition ILS.5. — Si P E &L[X] a une image non nulle dans kL[X], l'inclusion 

D* C D induit un isomorphisme D^/P(^)D^ 9* D/P(ip)D. 

Démonstration. — Le corollaire II.5.3 montre que les deux ^-modules considérés ne 

changent pas si on remplace P par P° , ce qui permet de se ramener au cas où P est 

unitaire et P(0) G û^- On Peu^ al°rs> Quel Que s°iï n G N, écrire X sous la forme 

X = PQn + XNRN, avec Qn,RN G ÛL[X\. 

Si x G D, on peut écrire x sous la forme x = zn + P(ip) -yn, avec zn = Rn(i/j) "0n(x) 

et yn = Qn(^) ' x. Comme le s o u s - - m o d u l e de D engendré par les ipn(x), n G N , 

est contenu dans un treillis de D (cf. cor. II.4.3), on peut extraire de (zn,yn) une 

sous-suite convergeant vers (z, y) G D2, et on a x = z -f- P(ip) • y. Par ailleurs, si k 

est fixé, on a i/>n(x) G D$ +pkD et donc zn G D$ -\-pkD si n est assez grand. On en 

déduit l'appartenance de z à D^ +pkD, pour tout<m̂ ùG N, ce qui implique que z G D$ 

et termine la démonstration de la surjectivité de D^/P(ip)D^ —> D/P(ip)D. 

Soit x e D*Pi P(tl>)D. Soit y G D tel que x = P{i/>) • y. Si P = XK + • • • + a0, 

soit M = D* + 0%y + h G^^k~x(y). Par construction, M est un treillis de D, 

contenant^wxcvstable par ^ car P(ift)y G D". De plus, -0 est surjectif sur M car, 

si z G D** vérifie ^ ( z ) = x, on a 

2/ = -a0 V ( « i î / + a2V>(2/) + ' - + il>k 1(y) ~ z). 

Par construction de<D< ceci implique M = DK On en déduit l'appartenance de y 

à D$ et l'injectivité de D$/P(ÎIJ)DF$ —> D / P F ^ D F , ^ ^ ce qui permet de conclure. 
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Proposition II.5.6. — Soit P G ÛL[X] vérifiant P(0) G Û*L. 

(i) Si z G D vérifie P ( ^ ) •xd z G wxm^$alors z G DK 

(ii) DpM=° = (D»)^W=o, et donc L>pW=° est compact. 

Démonstration. — Il suffit de prouver que (D/D*)pW=° = 0, ce qui suit de la nilpo-

tence topologique de i\) sur D/D^ (cf. (i) de la prop. II.4.2). 

Lemme //.5.7. — Si P e &l\X\ a une image non nulle dans w<G\jd(Gg alors 

TD* C P{^)D*< C<c<<< 

Démonstration. — L'inclusion P(Î/;)D$ Cw<;, est immédiate. Pour démontrer l'inclu

sion TD$ c P(tp)D$, le cor. II.5.3 permet de se ramener au cas où P est unitaire 

et P(0) G ôî. Soit alors (&i)îeN la suite d'éléments de ÛL définie par 

XdegPP(l/X) 
.+oc 

k=0 

bkXh = 1 (dans ÛL[[X)\). 

Commençons par supposer que D est de torsion. Soit x G D^, et soit n G N tel que 

</?(<£n(T)L>*) = yn+1(T)(p(Dt) soit inclus dans T(pn(T)D*. Comme <<<w<i/G\jd(Gg/vci^),,yn+1(T)(p(Dt)P(w<^n(z),G\jd(Gg/vci^),P(^) • G\jd( est 

surjectif, on peut trouver y £ D$ tel que x = ipn(y) et on a Ta; = i/jn(ipn(T)y). La 

série J2t=obk<Pk+deëP(<fn(T)y) converge alors dans D$ (et même dans </?n(T)£>tf) et 

sa somme z vérifie P(i^)z = (pn(T)y. On a donc Tx = P ( ^ ) • ^n(z), ce qui permet de 

conclure, si D est de torsion. 

Dans le cas général, il résulte de ce qui précède que, si x e TDtt, et si k e N, il 

existe yk G D$ et zk G D tels que l'on ait x = P(I/J) -yk + vok zk. On peut alors extraire 

de yk une sous-suite convergeant vers y G D", et un passage à la limite dans D montre 

que x = P(ip) - y, ce qui permet de conclure. 

Lemme IL5.8. — Si P £ &l\X\ a une image non nulle dans ki\X\, alors P(tp)D est 

fermé. 

Démonstration. — On a P(ip)D = P°(îf})D, ce qui permet de se ramener au cas où 

P(0) G Û*L. Si D est de torsion, P(ip)D est ouvert puisqu'il contient TD$ d'après 

le lemme II.5.7. Comme P(ip)D est un sous-groupe de D, son complémentaire est 

ouvert en tant que réunion de translatés de l'ouvert P(tp)D, et donc P(ip)D est 

fermé. Pour conclure dans le cas général, il suffit de prouver que l'application naturelle 

P(^)D —> \im P(ip)(D/pkD) est un isomorphisme, ce qui montre que P(tp)D est 

fermé comme limite projective de fermés. L'injectivité est évidente. Maintenant, si 

x G D = lim D/pkD est dans l'image de P(i/>) modulo pk, cela implique que l'on peut 

trouver yk G D et zk G pkD tels que x = P(t/j)yk-\-zk. Alors, yk+n — yk modulo pk varie 

dans le compact (D/pkD)p^=:0, ce qui permet, par extraction diagonale, d'extraire 

de la suite yk une sous-suite convergeant modulo pk, pour tout A:, et donc ayant une 

ASTÉRISQUE 330 



REPRÉSENTATIONS DU MIRABOLIQUE DE GL2(QP) 91 

limite y e D. Un passage à la limite montre que x = P(il>)y, ce qui prouve que 

P(tp)D —• limP(I/J)(D/<n;pkD)<WC est surjective, et permet de conclure. 

On rappelle que, si D G $r?îra, on dispose (rem. 1.2.6) d'un isomorphisme naturel 

t: D^DV. 

Théorème ILS.9. — Si P e &i\X\ a une image non nulle dans k^X], alors i induit 

des isomorphismes 

DPW=o & (D/P{<p)D)v et < w x ; ^ $ D / P ( i P ) D ^ ( D p ^ = ° ) v . 

Démonstration. — Le ^-module (D/P((p)D)<<wv s'identifie, via L~X, au sous-ensemble 

des éléments x de D tels que l'on ait {P((p)y,x}<< = 0 quel que soit y e D. Comme 

{P((f)y,x}<p^^ <{y,s<< P(ip)x}<<, cet ensemble est aussi l'ensemble des x E D tels que, quel 

que soit y e D, on ait {y^P^x}<^^<= 0 c'est-à-dire DpW=° . On en déduit le premier 

isomorphisme. 

(Z?p(v)=°)v est le quotient de D par l'orthogonal de D p ^ = 0 . < < Or P(<p) ayant pour 

adjoint P (0 ) , l'orthogonal de D p ^ = 0 w < est l'adhérence de l'image de P ( ^ ) , c'est-à-dire 

P(ip)D puisque P(ip)D est fermé dans D (lemme II.5.8). Ceci permet de conclure. 

Remarque IL5.10. — Soit D G $ret(ûg). En écrivant D comme la limite projective 

des D/pkD, on montre que l'application naturelle i : D —• H o m ^ ( D , S/Û^Y EST 

encore un isomorphisme comme dans le cas de torsion. Comme Hom^(D,S>/û^)<ww = 

(S10g)<wwm^$ùD, le th. IL5.9 s'étend, avec une démonstration identique, sous la forme : 

Si P G <<<vx^$ wwa une image non nulle dans ki,[X], alors t induit des isomorphismes 

DPW=O ^ (((ér/û,)®f^<<f,D)/P(<p)f et D<P{$)^D =<w {{<<{SI0g)®ff,D)PW)-y. 

2. Le fondeur D \-+<<mp̂ $ 

Proposition IL5.11. — Si M est un treillis de D stable par et inclus dans D$, alors 

D$/M est un ÛL-module de dimension < d i m ^ D, et ip : M —> M est surjectif. 

Démonstration. — Si D est de torsion, alors D^/M est un ^-module de type fini 

puisque D<$ et M sont des treillis de D. Il existe donc P G Û<L[X], unitaire, tel que 

P(ip) soit identiquement nul sur D$</M. Ceci implique que D^/M est un quotient 

de D<$ / P ( é ) D K < W et comme la dimension sur Û<L de D<$ I'P(ib)D$ est égale à celle de 
w<<,mù d'après le th. II.5.9, le cor. II.2.8 permet de conclure, en ce qui concerne la 

dimension, si D est de torsion. Le cas général s'en déduit par passage à la limite en 

utilisant l'isomorphisme 

D*/M = lim D*/(M + (pkD n D*)) = lim (D/pkD)*/(M/(p<<kD n M ) ) . 

Maintenant, i\) induit une surjection de D^/M sur D^/ip(M)1 et comme ip(M) C M 

par hypothèse, la composée de D$/tj){M) —» D^/M induite par l'identité sur <<wavec 
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ip : D^/M —> D$/ijj(M) est aussi surjective. Comme D$/ip(M) est de type fini sur ÛL 

d'après ce qui précède, cette surjection est une bijection, et donc D^/ip(M) —> D^/M 

est injective et ip(M) = M. Ceci termine la démonstration. 

Corollaire IL5.12. — L'ensemble des treillis de D stables par ij) admet un plus petit 

élément D^, et i\) agit surjectivement sur D^. 

Démonstration. — Notons <w^^l'intersection de tous les treillis M stables par -0 et 

contenus dans DK Si D est tué par pk, et si (MN)N€N est une suite décroissante de 

treillis stables par ^ contenus dansww<^$alors (D$/MN)NGN est une suite croissante 

de ^-modules de dimension < d i m ^ D et qui sont tués par pk ; elle est donc sta-

tionnaire et la suite (MN)N6N est aussi stationnaire. On en déduit que D^/D^ est de 

longueur finie sur ÛL et donc qwwque est un treillis de D qui est stable par ip par 

construction. D'où le résultat, si D est de torsion. Le cas général s'en déduit par limite 

projective, ce qui permet de conclure. 

Remarque ILS.13. — (i) Par construction, si D G $ret(^V), alors D^ est la limite 

projective des (D/pkD)^. 

(ii) Le module D^ vérifie la propriété suivante qui est le pendant de la propriété 

vérifiée par D$ ((i) de la prop. II.4.2) : si M est un treillis de D contenu dans D^, 

alors pour tout k G N, on a ipn(M + pkD) = D^ +pkD, si n est assez grand. En effet, 

si Dk = D/pkD, et Mk désigne l'image de M dans Dk, alors Mk contient TmZ}^+, 

pour m assez grand, ce qui permet de supposer que Mk = Tm£)^"+, et donc est stable 

par (p. La suite des il)n(Mk) est alors, d'après les (i) et (ii) du lemme II.4.1, une 

suite croissante de treillis de Dk, qui sont tous contenus dans D\ puisque Mk l'est et 

que D\ est stable par ip. La suite des ipn(Mk) est donc stationnaire et la limite est 

incluse dans D\ et stable par xp. Comme D\ est le plus petit treillis stable par 0, on 

a ipn(Mk) = D\ pour n assez grand, ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition 11.5.14. — (i) On a £>++ C D+ c D ^ c D " . 

(ii) Si &Qp agit à travers<w,;^$sur V(D), alors D+ = D^ et D++ (resp. D^) 

est strictement inclus dans D+ (resp. D^) ; dans le cas contraire, l'inclusion de D+ 

dans D^ est stricte. 

(iii) D^ est stable par <p si et seulement si &Qp agit à travers ^^p sur V(£>) ; D$ 

n'est jamais stable par (p. 

Démonstration. — La seule inclusion non triviale est D+ C D^. Soit donc z G D+. 

Alors T(p(z) G D++, et donc (pn(Tip(z)) G D^ -\-pkD pour n assez grand (dépendant 

de k). On en déduit que y = ipn+1(ipn(T(p(z))) appartient aussi à D^ +pkD, et comme 

y = \l)(T(p(z)) = tp(T)z = —z, on a z G D^ -\-pkD. Ceci étant vrai pour tout A; G N, 

on a z G<<<w, ce qui démontre le (i). 
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Si &QP agit à travers<vn,ù sur V = V(Z>), on peut voir V comme un ((f, r)-module 

sur ÛL, l'action de (p étant celle de cr~l, si a Gù$^^w<estle frobenius arithmétique. 

Alors D = ûg Ç§eL V en tant que ((p, r)-module sur ûg. L'énoncé dans ce cas suit de 

ce que ûg + est strictement inclus dans ûg = ûg qui est strictement inclus dans ûg. 

Supposons maintenant que D+ =<<wvc b et montrons que cela implique que ^QP 

agit à travers<^^w<<sur V ( D ) ou, de manière équivalente, que DnT engendre D. 

Soit D = D/VCIL et soit M l'image de D+ dans D. Alors M est un fcj-réseau de 

D contenu dans D+, et si D est de dimension d sur A:̂ , on peut trouver une base 

e i , . . . , ed de M sur J , telle que e i , . . . , er appartiennent à<wxbp̂ =et e r + i , . . . , G D++. 

Comme D+ = Dnr 0 <<P(^) • ̂ n( cela implique que les ej, pour j < r, forment une base 

de l'image de Dnr dans D ; on est donc ramené à prouver que r = d. Supposons le 

contraire; on a alors (pn(ej) G TM, si n est assez grand et si j > r + 1, tandis que 

les ipn(ej), pour j < r, forment une base de D DM sur UL pour tout n. Il en résulte 

que si j > r + 1 et si l'on écrit<<w;̂ ŝous la forme Yli=i aj,n,i(Pn(ei), alors il existe n G N 

et i G { r + 1,... ,d} tels que ûj,n,i ^ fcj. Il existe alors X e kg tel que A a ^ ^ = ^ , 

et comme VKfO = !F> ce*a implique que ipn(Xej), qui est égal à YA=I ^n(^°n , j , i )ei , 

n'appartient pas à M. Ceci étant en contradiction avec la stabilité de<<wwyt sous l'action 

de ip, cela termine la démonstration du (ii). 

Le (iii) étant une conséquence directe du (ii), cela permet de conclure. 

Proposition IL5.15. — Si P E ûj\X\<ww n'est pas nul modulo TÏIL, alors P(ip) induit une 

surjection de <<w^$sur w<cc;: 

Démonstration. — Commençons par supposer que D est de torsion. L'image M de D^ 

par P(tp) est un sous-module compact (puisque D^ l'est) de D\ sur lequel tp agit de 

manière surjective (puisque <ww et << P(V>) commutent et que tp est surjectif sur D^). De 

plus, M est ouvert dans D puisqu'il contient D++ (cela découle, en factorisant P, 

de la rem. II.5.4). Ceci implique que, si À G Tûg, alors (pn(X)M C M si n est assez 

grand. Choisissons un tel n. Comme ip : M —> M est surjectif, on peut écrire x sous la 

forme tpn(xn), avec xn G M, et comme (pn(X)xn G M, on a ipn(<pn(\)xn) = Xx G M. 

On en déduit que M est un treillis, et comme D^ est le plus petit treillis de D stable 

par xjj, cela permet de conclure si D est de torsion. Le cas général s'en déduit en 

utilisant la compacité de D^. 

Exemple ILS.16. — Si D = ûg, alors D^ contient TD^ = ÛJ, d'après l'ex. II.4.5, et 

comme ûg est stable par i/;, on a ûg =<wbvv^^Comme la transformée d'Amice induit 

un isomorphisme ^0(ZP, ÛL) = ûg, on a aussi ^ = ^o(Zp, <^L). 

Proposition II.5.17. — 5oz£ / : D\ —* D2 im morphisme de (ip,T)-modules étales 

sur ûœ. 

[i) f(D\)cD\. 
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(ii) Si f : Di —• D2 est injective, alors f : D\ —• D\ est injective. 

(iii) Si f : Di —>• D2 est surjective, alors f : D\ —> D\ est surjective. 

Démonstration. — On sait déjà (prop. II.4.6) que f(D\) C f(D[) est inclus dans D\. 

Soit M l'image inverse de D\ dans D\. Comme D\/D\ est un ^ -module de type 

fini, et comme D\ est un treillis de Di, on en déduit que M est un treillis de D\. De 

plus, M est stable par>mù̂ <il contient donc D\ et donc f(D\) C D\. Ceci démontre 

le (i). Le (ii) est évident et pour démontrer le (iii), il suffit de remarquer que si / est 

surjective, alors f{D\) est un treillis de D2 stable par ip et donc contient D\. 

Remarque IL5.18. — Si D\ —> D —• D2 est une suite exacte de (<p, T)-modules, la 

suite D\ -+ D^ —» D\ n'est, en général, pas exacte. 

S. Dualité 

Proposition IL5.19. — Soit D G $TfOTS. 

(i) Dans la dualité entre D et D, Vorthogonal de D^ est D+ et celui de D^ est Z)++ 

(ii) D^, D^ et D^/D^ sont respectivement les duaux de D/D++, D/D+ et Dnr. 

Démonstration. — (£^)x est un treillis de £), et comme D^ est stable par tp, cela 

implique que (D^)1- est stable par ip et donc inclus dans D+. 

Soient x GD\ —> D —• et y G D^. Comme ip : D^ —> D$ est surjectif, on peut écrire 

y sous la forme ipn(yn), avec yn G w<<^$$et ce pour tout n G N. Il en résulte que 

{x,y} = {x,i/jn(yn)} = {(pn(x),yn}, pour tout n G N. Or yn varie dans un compact 

et (fn(x) —» 0, ce qui prouve, en passant à la limite, que {x,y} = 0. On en déduit les 

inclusions 

Ô++ C (D*)"1 C (D*)1- c D+ 

et les inégalités 

P(^) • ^n(z),Ô++ C (D*)"1 C (D*)1- c D+D*/D* = D*/P(il>)Dlxww< 
D*/D* = D*/P(il>)DlÔ++ C (D*)"1 C (D*)1- c D+D\ —> D —• D2w 

Soit alors P GD\ —> D — unitaire, tel que P(<p) annule DnT = £>+/l)++, et donc aussi 

(D^I(D*)1-<<w. Par dualité P(tp) annule D*/D\ et comme Pty) est surjectif sur D^ 

(cf. prop. II.5.15), o n a D ^ P(îp)D*. On en déduit (prop. II.5.5 et th. II.5.9) que 

D*/D* = D*/P(il>)Dl est le dual de Dp^=w0 qui contient DnT par construction. On 

a donc \gÛLD^/D^ > \gÛLDnT, ce qui prouve que les inégalités ci-dessus sont en fait 

des égalités. Il en est donc de même des inclusions I>++ C (D^)1- et (D^)1 C 6 + . 

Ceci démontre le (i) et, le (ii) étant une conséquence immédiate du (i), cela permet 

de conclure. 

CorollaireIL5.20. — (i) Si D est un ((p^T)-module sur S, alors D^/D^ est le dual 

de DnT. 

(ii) Si D est un ((p,T)-module sur ûg, alors D^/D^ est égal à (((Qp/Zp)®D)nr)V. 
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Démonstration. — Le (i) se déduit du (ii) par tensorisation par L, et le (ii) se déduit 

du (ii) de la prop. II.5.19, en utilisant les isomorphismes D$ = limDJj. et D^ = linuD^., 

où Dk = D/pkD. 

Corollaire 11.5.21. — (i) Si D e $Tet(Ûg) est irréductible de rang > 2, alors D^/D* 

est un û^-module de torsion et de type fini. 

(ii) Si D e $ret(<?) est irréductible de dimension > 2, alors D^ =<ww 

Démonstration. — Soit, comme d'habitude, V la représentation V(£>). Sous les hy

pothèses du (i), on a<<w = 0. On en déduit, en utilisant le (ii) de la rem. II.2.4, que 

((Qp/Zp) (g) D)nT est de longueur finie sur ÛL, ce qui permet de déduire le (i) du (ii) 

du cor. II.5.20. Le (ii) s'en déduisant par tensorisation par L, cela permet de conclure. 

4. L'application réso : D —> D$/D* 

Soit D un ((p, r)-module étale sur ûg. Si z e D, il existe une suite (#n)neN 

d'éléments de D$ telle que i/;n(z) — xn —» 0 ((i) de la prop. II.4.2). Or ip est inversible 

(car surjective) sur D$/D^ qui est un ^-module de type fini, et donc 

1>-N(XN) - I>-N-\XN+1) = I>-N{XN - r{Z))D\ —> D —• D2 W i w<- < r + 1 (*)) 

tend vers 0 dans D»/D*, ce qui implique que (ip~n(xn))ne^ a une limite dans DyD^. 

On note réso(z) cette limite. 

Si D G $ret(<?), on définit rés0 : D —• D^/D^ en choisissant un ^-réseau D0 de D, 

stable par (p et T, et en étendant par L-linéarité l'application réso : Do —> DQ/DQ 

définie ci-dessus. 

Par exemple, si D = ûg, on a D^/D^ = ÛL • ^ et rés0(/) = ^ r é s 0 ( / î ^ ) , où 

réso(/ -^f) est l'élément de ÛL apparaissant dans la prop. 1.2.2. 

Proposition 11.5.22. — Soit D un (ip,T)-module étale. 

(i) Si z e D, alors : 

• rés0(o-a(z)) = <7a(réso(*)), pour tout a e Z*, 

• iés0((p(z)) = V,_1(rés0(^)) et rés0q<(w<ip(z))(rés0(z)), 

• réso(RespnZ z) — réso(>z); pour^w<<tout n G N. 

(ii) réso(2;) = 0 si et seulement si il existe x sqq<<<G tel que RespnZp(z — x) tende 

p-adiquement vers 0 quand n —> + 0 0 . 

Démonstration. — Le (i) est immédiat sur la définition de réso (la dernière propriété 

suit de la seconde et de ce que Respnzp = (pn oipn). Maintenant, comme réso(x) = 0 

si x G D\ on déduit du (i) que réso(z) = 0 s'il existe x w<< Gw<<gt tel que RespnZp(z — x) 

tende p-adiquement vers 0. 

(14) L'application RespnZp est égale à (pn o ipn ; elle est généralisée au n° 2 du § III. 1. 
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Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas où D est étale sur 0g, le 

cas D G $ret(<?) s'en déduisant en tensorisant par L. Soit c G N — { 0 } tel que pc tue 

le sous-^L-module de torsion ( ^ V < ^ t o r s < de D^/D<*.<<xx< D'après le (i) de la prop. II.4.2, 

il existe ni G <N tel que i<p<ni<(z) G + p2cD, et l'hypothèse réso(z) = 0 implique que 

l'on a alors ipni(z) <<<G + p2cD. Comme ip : w<<—<<> <est surjectif, on en déduit 

l'existence de x\ <wwG tel que w w ^ n i ( z — x<\) <<<G p2cD.< Comme réso(ipni(z <<— x<i)) = 0, et 

comme pc tue (D^/D^)tO<<TS, cela implique que réso(p~cipni (z - Xi))<< = 0 puisque 

rés0(p-cV>ni(* - <<a?i)) = pcrês0(p-2cipni<<<{z - an)). 

En réitérant le raisonnement précédent, cela nous fournit n2 G N et x2<< G<< tels que 

^ n 2 ( p " c ^ n i ( z - xx) - ipni(x2)) G p2cD et donc i/jn^n2(zW<<<Pxx - pcx2) G p3c<D.< Une 

récurrence immédiate nous fournit donc des entiers rij et des éléments Xj<< de << tels 

que 

f1+, , ,+nfc {zD\ —> D —• D2 D\p{k~1)cxk) G p{k+1)D, pour tout A: G N . 

Soit alors x = Yï/t^P^ ^CxJ ' ces^d un élément <<de qui vérifie ij)n(z — x) G pkcD 

(et donc RespnZp(z — c) G pkcD) pour tout n > ni Hd <<qqqhn^. On en déduit le résultat. 

II .6 . U n e autre construction de^xwwù et <<<ùùDK — Dans ce §, on définit par dualité, 

si D G 3>r^rs, les modules^w<<et D$, en s'inspirant de la prop. II. 5.19, et on montre 

comment retrouver leurs principales propriétés. 

On dit qu'un sous-ensemble M de D est (p-saturé s'il est stable par (p et si (p(x) G M 

implique x G M. Il est immédiat, sur la définition, que <WWTet jD++ sont ss<<(^-saturés. 

Proposition II.6.1. — Soient D G ^r®*rs et M un treillis de D. 

(i) Si M est stable par (p, alors M C D+. 

(ii) Si M est (p-saturé, alors M D D++. 

Démonstration. — Si M est stable par (p et x e M, on a <pn(x) G M pour tout M, et 

donc la suite ((/?n(x))NGN est bornée. On en déduit le ( i) . 

est, comme tout treillis, de type fini sur 0~g ; on peut donc en choisir une 

famille génératrice finie ( e ^ ) ^ / . Maintenant, M étant ouvert, il résulte de la définition 

de D++ que (pn(ei) G M , pour n assez grand; on en déduit l'existence de n tel que 

(pn(D++) C M, et M étant supposé saturé, cela implique que D++ C M. Ceci permet 

de conclure. 

Lemme IL6.2. — Soient D G $ r ^ r s et M un treillis de D. 

(i) Les conditions « M est stable par (p » et « M1- est stable par ip » sont équiva

lentes ; les conditions « M1- est stable par ip » et « M est stable par ip » sont équiva

lentes. 
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(ii) Les conditions « M est (p-saturé » et W<<« induit une surjection de M1- sur 

lui-même » sont équivalentes ; les conditions « M1- est (p-saturé » et « I/J induit une 

surjection de M sur lui-même » sont équivalentes. 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence formelle de ce que ip est l'adjoint de cp. 

Le (ii) suit de ce que les conditions x G ^(M-1)1- et (p(x) G (M1-)1- = M sont 

équivalentes. 

Si D G 3>r̂ !;rs, on définit D^ et D$ comme les orthogonaux respectifs de Z>+ et <<<¨£ 

Proposition IL6.3. — (i) D^ et D$ sont stables par I/J qui agit surjectivement. 

(ii) D^ est le plus petit treillis de D stable par I/J. 

(iii) D^ est le plus grand treillis de D sur lequel ip agit surjectivement. 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence directe du lemme II.6.2 puisque D+ 

et £>++ sont (^-saturés. 

Maintenant, si M est stable parW<<alors M1- est stable par (p et donc est inclus 

dans D+ d'après la prop. II.6.1 ; son orthogonal, qui n'est autre que M, contient 

donc D^, ce qui démontre le (ii). 

Enfin, si îp : M —» M est surjectif, alors M1- est <£-saturé d'après le lemme II.6.2 

et donc contient Z>++ d'après la prop. II.6.1 ; son orthogonal, qui n'est autre que M, 

est donc contenu dans D^, ce qui démontre le (ii). 

Proposition IL6A. — Si M est un treillis, alors ipn(M) cX<<e t ipn(M) D D^, pour 

tout n assez grand. 

Démonstration. — On a ipn{£>++) C M± et donc ^n(M) C (0++)^- = D^ pour 

tout n assez grand, d'où la première inclusion. Pour démontrer la seconde, on peut, 

quitte à diminuer M, supposer que M = tpn(T)D+. On a alors <p(M) C M, et donc 

-0(M) D M, ce qui fait que la suite des ipk(M) est une suite croissante de treillis de 

D inclus dans D^ (puisque M l'est et que D^ est stable par îp). La suite est donc 

stationnaire et la limite est un treillis de D stable par îp, et qui, de ce fait, contient D^ 

(prop. II.6.3). On en déduit l'inclusion -0n(M) D D\ pour tout n assez grand, ce qui 

permet de conclure. 

Proposition IL6.5. — Si f : D —> Z>2 est un morphisme surjectif d'éléments de ^r^rs, 

alors f induit des surjections de D^ sur D\ et de D$ sur D\. 

Démonstration. — Soit D\ = Ker / , et soit M l'image de D+ dans D\ ; c'est un treillis 

de D\ car Z)+ étant un ^ - m o d u l e de type fini, il en est de même de son image par la 

surjection naturelle D —> D\. Dans le diagramme commutatif suivant, les deux lignes 
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horizontales sont exactes par définition de<W et dualité de Pontryagin, la colonne du 

milieu Test par hypothèse et celle de droite par dualité de Pontryagin. 

0 

0 

< 

u2 

0 

¨W< 

D 

D2 

0 

0 

Mv 

(£>+)v 

<N?./% 

0 

0 

0 

Comme D\ —• Mv est surjective par dualité de Pontryagin, il résulte du lemme du 

serpent que <W—> D\ l'est aussi. Le raisonnement étant identique pour <WW—> D\, 

cela permet de conclure. 

Si D € $Tet(Gg), on définit X<<et N?KLcomme les limites projectives respectives des 

(D/pkDf et (D/pkD)K 

Remarque IL6.6. — (i) II resulte de la prop. II.6.5 que la reduction modulo pk induit 

des surjections de X<< sur (D/pkD)* et de D% sur (D/pkD)^ pour tout fceN. 

(ii) II resulte de la prop. II.6.4 que, si M est un treillis de D, et si k G N, alorsW 

ipn(M) c D B + pkD et ipn(M)+pk<<D D D\ pour tout n assez grand. 

II.7. Surconvergence de DK — Si r > 0 et si / = Ykez akTk G Gg, on définit 

v'° 'r '( /) Par â formule 

^[0'r](/) = min ( inf vp(ak), inf (vp(ak)< +D2  

et on note G£'r] = { / , v[0'r](/) > - c o et limfc^+oc vp(ak) + rk = + o o } . Alors <<VW 

est une valuation sur ^? ' r ' pour laquelle il est complet. On note Z^0^ l'anneau des 

entiers de G^,r^ pour cette valuation; on a alors Gg'r^ = Z ^ ° ' r ^ ] , et Z^^ est un 

treillis de Ug. 
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Par ailleurs, on dispose [11] d'un sous-anneau A(°'RJ de A , stable par S?Qp, et l'on 

a<15) 

W min(in C A (0,r/p] 
et $Tet(ûg) A 

W<< 
C <P 

W< 

(O.^r] 
si r < 1. 

Ceci permet, si V est une 0L- représentation libre de W< de définir un 

sous-W<< module D <WN (F) de D (V) , en posant 

D (o pr 
V Q X< < ( A (o P-IJ <XW WUIP 

De même, si £> € $re1 C<< cela permet de définir un sous- ¨W< •module$Tet(ûg de £>, 

en posant .LM¨%% I) W<TY ( V ( D ) ) 

Le résultat principal [5, 6] concernant ces objets est que, si D est de rang d, alors 
£)(0,r] est libre de rang < d sui 4 M . et que si, r > 0 est assez petit, D^°'r^ est libre 

de rang d et, dans ce cas, 

{PL ®ZP A ) ®^o.r] D*0'] = (^L ®zp A ) <L¨¨®^W< 

Proposition IL7.1. — Si D £ $Tet(ûg) est de rang d, et si r > 0 est assez petit, il 

existe une base[0'r^(T- V(T)) + ̂ '^ de D^0,r^ sur 0g,r^ telle que le sous-module M engendré 

par / i , . . . , fd sur Z(0'rl vérifie la condition tjj(M) C M . 

Démonstration. — Soit r > 0 assez petit pour que[0'r^(T- Vsoit de rang d. Soit ei,...<W<,<P̈ ¨ 

une base de Z)(0'r] sur ^ ° ' r ' . Alors <£>(ei ) , . . . , ^(e^) sont des éléments de £)(0>r/p]J 

linéairement indépendants<W<<sur WWet le sous-^°'r^-module M0 qu'ils engendrent 

est stable par T. Comme un idéal non nul de û^,r^p\ stable par T, est engendré 

par un élément divisant <^n(T)c, si n et c sont assez grands, on en déduit l'existence 

de c G N et n G N tels que ipn(T)~cM0 contienne Z>(°'r/p]. En particulier, il existe 

ai,j £ û^r^p\ pour 1 < i,j < d, tels que l'on ait<<^^= Yl*j=\ ai,j(/?n(̂ ')~c< (̂e )̂) 

si 1 < i < d. Soit b G N tel que v^>r/p\aid) + {b+c)r > 1 quels que soient 1 < i, j < d, 

et soient 

a = ipn-l{T)cipn-2(T)c • • • Tc+6, 

et fi = a 1e ,̂ si i G { 1 , . . . , d}. On a alors 

X<<< 

3 = 1 

d 
NBJ<<KP avec<< X<<¨ (r-V(T))c+ba,j5 

v[0,r/pl(fci,i) W (c + 6)v[0 'r^(T- V ( T ) ) + ^ ' ^ ( a ^ - ) 

XW [0'r^(TX- V(T)) + <^'^(a^-) > 1. 

(15) Ce regrettable décalage vient de ce que V~E(T) = <W 
p-i 
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Montrons que les fi, 1 < i < d que nous venons de construire conviennent. Soit M le 

sous-Z(°'rJ-module qu'ils engendrent. Si x G M, on peut écrire x sous la forme 

x = 

d 

^w<< 

Xi fi — 
d 

3 = 1 
VM<fj)> avec yj <= 

d 

i=i 

Oi,jXi. 

On a alors w < < v ^ f a ) > 0, et donc y3- G G{°'r/p] vérifie v^r<^\y3) > 1. Or d'après 

[14, prop. 1.13], ceci implique que[0'rT)) + ̂ ' G Gg,r^ vérifie v^°^(ip(yj)) > 0, et comme 

ip(x) = Y^=i tfriy^fji on en déduit l'inclusion ip(M) C M qui permet de conclure. 

Corollaire IL7.2. — // existe un sous-Z^^ -module M de D^'r\ libre de rang d, conte

nant< ̂ m 

Démonstration. — Soient / i , . . . , fd G D^0^ fournis par la proposition II.7.1, et soit 

M' le sous- Z(0>r]-module de D ^ engendré par / i , . . . , fd. Alors M' est un treillis 

de D contenu dans D^'r\ tel que ^(M') c M'. Comme D* est un treillis de D, il existe 

n(M',k) tel que D« C <^M>'^(T)"1 M ' + pkD, si A: G N. En appliquant Vn(M''fc) à 

cette inclusion, on en déduit, quel que soit A: G N, l'inclusion D$ C T~XM' + pkD, ce 

qui montre que l'on peut prendre M = T~YM'. 

III. Les foncteurs D^ D*№QP et D*№ Qp 

Ce chapitre est consacré à l'étude des P(Qp)-modules DMQP, D ^ Q P et D*№QP 
que l'on peut construire à partir d'unx<<$r)-module étale D. Il se termine par une 

étude détaillée de l'action de T sur D IEI Z*. 

III. 1. Construction de représentations du mirabolique 

1. (P(Zp),ip)-modules et représentations de P(Qp). — On note P = (o ï ) le sous-

groupe mirabolique de GL2. Si A est un anneau, on note P(A) C GL2(A) le groupe 

des éléments de P à coefficients dans A. On a donc, en particulier,^<w P(QP) = ( ̂ p p̂ ) 

etP (ZP)=(ÇZ1") . 

Un (P(Zp),ip)-module M est un ^¿-module topologique muni d'une action continue 

de P(ZP) et d'un opérateurn̂ ^wqup$-linéaire continu w<< surjectif, commutant à l'action 

de (Z0;?) ,et tel que<wom^= **)z) = ( J \)^{z), si b G Zp et z e M. 

Les exemples auxquels nous aurons affaire sont les suivants. 

- L'espace â?o(Zp, A) des mesures sur Zp à valeurs dans A, où A = kL, GL, L,..., 

est naturellement un (P(ZP), ̂ )-module, l'action de (g J) G P(ZP) sur fi G î o(Zp, A) 

étant donnée par jz 0 ( 0 î ) * A4 — Jz ^ax + )̂ ^' et ^ = ( Pô * 1 ) 0 ̂ esPzP étant défini 

par ¡Zp (f)^(fi) = ¡pZp <j){p-lx) ¡i. 
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- Un (y?, r ) -module D est aussi naturellement un ( P ( Z P ) , ^) -module , l'action de 

ij) étant l'action précédemment définie, et celle de ( g \ ) G P ( Z P ) étant donnée par 

( j } ) - z = ( l + T)baa(z). Les sous-modules D$ et D11, étant stables par i/> et P ( Z p ) , 

sont aussi des exemples de ( P ( Z P ) , ^ - m o d u l e s . 

Si M est un (P (ZP) , ̂ )-module, on définit MË3QP comme l'ensemble des suites (16) 

(x(n))nGN d'éléments de M , telles que ^(#(n+1)) = x ( n ) , pour tout n G N . 

Proposition III.l.l. — Sur M Kl Q p , il existe une unique action de P(QP) telle que : 

( a ) siae Z*P, alors ( g ? ) • (x<B>)neZ = ((g î ) • *(n))«ez ; 

(b) «t k € Z , a/ors (P* o) . (x<»>)n6Z = (*(n+fc))n€Z ; 

Démonstration. — Remarquons qu'un élément x = (x^)nez de M K Qp est unique

ment déterminé, si on connaît x ^ pour tout n assez grand, puisqu'il suffit d'itérer tp 

pour récupérer les x ^ manquants. Soit ( g J ) G P ( Q P ) , et soit r = vp(a). Comme 

( o i ) = ( o î ) ( % r a i)(Po î ) ' et comme P~r°< € z*p> une action de groupe de P ( Q P ) 
sur M MQP vérifiant les propriétés (a), (b) et (c) de la proposition doit être donnée 

par la formule 

a 
0 

6' 
1, 

( * w ) » » o = ( ( j " ? ) c - r ° ? ) - ( n + r ) ) n » 0 = ( ( p ~ o a p : b ) -(n+r))„»0-

Une telle action, si elle existe, est donc unique. Soient alors ( g \ ) et ( g' i' ) deux 

éléments de P ( Q P ) , soient r = vp(a) et r' = vp(a'), et soit yM = (p~^a P^b) • x^n+r\ 

si n ^> 0. On a 

(ao ï ) • ( ( 8 Ì) • (*(n))»»o) = ( « • ' • y(n+r,))n>>0 

= ((p~r *' Pnb')(p-ra pn+r b\ . T(™+r +r)\ 
W 0 1 0 1 ' /n>0 

= (( p-(r+r )aa' pn(b'+a'b)\ . ~(n+r'+r)\ = 
VVfffff 0cxxx[0'r^(T- V(T)) + ̂ '^( 1 ' / n » 0 

<<[0'r^(T- V(T)) +< ^'^(a^-) 
[0'r^(T- Vw<<(T)) +< ^'^(a 

et comme ( o i ' ) ( o î ) = (aô' b+iab) ' cela montre °*ue l'on a Dien défini une action 
de groupe. 

Remarque III.1.2. — On dispose d'une action naturelle de P(QP) sur %(Qpi ÛL) (dé

finie par JQp 0(x) ( g i ) ' M = JQP ^ ( A X + 6) /x) et d'un isomorphisme de ^o(Qp, &L) 

sur ^ o ( Z p , ^ l ) Kl Qp envoyant /x sur (ResZp((p0n ?) /^))n€N- L'action de P(QP) sur 

^o(Zp, ÛL) I^Qp? se déduisant de celle sur f^o(Qp> ^ l ) via cet isomorphisme, est celle 

(16) Notons que, si on pose = ip~n(w^), si n < - 1 , on obtient une bijection de M K Qp sur 
l'ensemble des suites sur Z vérifiant les propriétés ci-dessus. Nous utiliserons donc indifféremment la 
notation (ii/n))nGN ou (w(n))nez pour désigner un élément de Qp. 
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de la proposition (cf. [13, n°II.5]). C'est d'ailleurs comme ça que les formules de la 

proposition ont été obtenues. 

2. (P(ZP), (p, ip)-modules et restriction à un ouvert compact. — Un (P(ZP), (p, ^ - m o 

dule est un (P(ZP),-0)-module muni en plus d'un opérateur injectif <p vérifiant les 

conditions suivantes : 

•f°(oiwx=(JPib)0^wifc€Zp,et<ww<<Vo(g°)<vcwt= w ( g î ) o ^ s i a € ; 

• 4> o {l Ï) o tp = o, si b e z ; et rl> o ( J \ ) o <p = ( i P"1" ) , si b e PZP ; 

• E f = o ( J 0 0 ^ 0 V ' ° ( j T ) = i d . 

Notons que les conditions V? ° ( J J ) = ( J ? ) °yEf=o(J00^0V'° ( o i ) ~ { o i ) 0 ( f < sont 

équivalentes à ce que l'action de P(ZP) se prolonge en une action du semi-groupe 

p + = (z*>-{°> ZP), l'action de 0o(JJ)o étant définie par ( g ? ) -z = <p(z). 

La condition ,0o(JJ)o<^ = (^p^b),sib€ <<pZp,< implique en particulier que ip est 

un inverse à gauche de (p ; on en déduit que (J {) ° <p> ° ip ° (J T ) es^un projecteur, 

si z G { 0 , . . . ,p — 1}. La condition ^ o ( J J ) o y ? = 0, s i & E Z*, assure quant à elle que 

ces projecteurs sont orthogonaux deux à deux (la composée de deux d'entre eux est 

nulle si i ^ j). 

Parmi les (P(ZP), V^-modules que nous avons rencontrés ci-dessus, certains 

sont munis naturellement d'une structure de (P(ZP), (p, ^-module. C'est le cas 

de @o(ZpiA), en définissant <p(p,) par Jz <j)tp(p) = Jz (j){px) ¡1. C'est aussi le cas 

de D, si D est un ((p, T)-module étale (en prenant pour (p le <p de la structure de 

((p, r)-module) ; ce n'est jamais le cas de<<<D$ et ce n'est le cas d e < < q u e dans des 

conditions très spéciales (prop. II.5.14). 

Si M est un (P(ZP), (p, ^-module, si a G Zp et k G N, soit 

/ ? f c , a=(J ï ) ° / °V ' f eo (à -1a ) . 

Alors /3k,a : M —• M est ^-linéaire, et on a le résultat suivant. 

Lemme IIL1.3. — (i) cw<<a o 0kb = 0,w<sia-b £ pkZp, et 0ka o fikh = /?M = /?fcjb, si 

a-be<x<pkZp. 

x<< ->p—1 
n=0 f̂c+l,a+ipfc — Pk,a-

Démonstration. — Par définition, on a 

/?fc,a=(Jï)°/°V'feo(Ef=o(J00^0V'°(jT)=id.à-1a)E)=id..Ef=o( 
Ef=o(J00^0V'°(jT)=id.Ef=o(J00^0V'°(jT)=id.Ef=o(JEf=o( 

Or la seconde des propriétés de <p permet de montrer, par une récurrence immédiate 

sur k, que ipk o ( J b~a ) o <pk = 0, si 6 - a £ pkZp, et ipk o ( J * - « ) o cpk = ( J ? - * ( * - « ) ) , 
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si b — a G pkZp. On en déduit que /Зк,а о (3kìb = 0, si а — b £ Рк%Р, et que dans le cas 
où a — b G p Zp, alors 

0oоЬГ) 0lPk et (uP 1Ь_а)) °èÎ)ovfcovfco(S<фк 
(JJ)oоЬГ) 0lPk et (uP 1Ь_а)) °фк оЬГ)<< 0lPk et (u 

Or on a / о i p 
о -k (b-a) 

1 = (оЬГ) 0lPk et (uP 1Ь_а)) °фк = ° ( о * Т ) - En 
utilisant la première de ces formules, on obtient 

A,ao/9t,6 = (àï)o(Sbr)o/o^fco(S"ib) = (èÎ)ovfcovfco(S-1b) = /3fc,b, 

et en utilisant la seconde, on obtient 

i9fc,aOi9fc,b=(J?)oVfco^o(JbI-)o(J-b) = ( J f ) o / o ^ o ( J - 1 - ) = ^ > e . 

On en déduit le (i). 
Passons au (ii). On a 

p-i 

i=0 
Afc+l,a+ipfe — 

p-1 

i=0 

( 1 a+vpk ) 0 f̂c<<tswù$$+1 0 <<<<<a + pkZp = b -h<< 0 ( <1<( 

=(àî)°vfc 
p-i 

г=0 
( л ) о р ^ ( г г < < < ) и ^ ( г г ) 

= (1 - )о¥ ,*о^о(1 - - )= )9м. 

Ceci permet de conclure. 

Le lemme précédent montre, en particulier, que f3k,a ne dépend que de la classe 
de a modulo pk, ce qui permet de noter cette application sous la forme Resa+pfcZp. Le 
reste du lemme peut alors se reformuler de manière plus parlante : 

Corollaire IIL1.4. — (i) Si a, b G Zp, alors 

Resa+pfczp°Resb+pfcZp = 
Resa+p*Zp = Resò+pfcZp 

0 

si a + pkZp = b -h pkZp, 

si (a + pkZp) П (b + pkZp) = 0. 

(ii) Si a G Zp, alors \p—i 
w<^ù 

Res0+ipfc+pfc+iZp — Resa+pfcZp. 

Remarque III.1.5. — (i) On a ф = <p 1 о RespZ = ( S ? ) 1 ° ReSpZ . 
(ii) Si M = %(ZP), alors Resa+pfcZp est l'application de restriction à a + p^Zp 

(i.e. la multiplication par la+pfcZ ) ; c'est ce qui justifie sa notation. 

La propriété (ii) du corollaire montre que, si U est un ouvert compact de Zp, et 
si A: G N est assez grand pour que U soit une réunion de translatés de pkZp, alors 
l'application ^-linéaire J2aeUmodPk Resa+pfczp ne dépend pas du choix de k (ni de 
celui du système de représentants de U modulo pkZp par existence de Resa+pfeZp). 
On note Resu : M —> M cette application. On a en particulier Resz = id. On pose 
Res^ = 0. 
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Lemme III. 1.6. — Soient U etV des ouverts compacts de Zp. 
(i) Res[/ H- Resy = Rest/nv + Res^/yy. 
(ii) ReS[/ o Resy = Resy o Res[/ = Res£/nv • 

Démonstration. — On choisit A: G N assez grand pour que U et V soient des réunions 
de translatés de pkZp. Le (i) est alors immédiat sur la définition, et le (ii) suit du (i) 
du cor. III. 1.4. 

Si U est un ouvert compact de Zp, on définit le sous-^£-module M Kl U de M 
comme l'image de Reŝ y. On a donc en particulier M MZP = M, M l 0 = Oet 
M Kl Z* = M^=0 (en effet, x G M Kl Z* si et seulement si Respzpz = 0, et comme 
ReSpzp = (p o ip et <p est supposé injectif, cela équivaut à ijj(x) = 0). 

Lemme IIL1.7. — (i) Reŝ / est un projecteur de M sur M MU. 
(ii) Si les Uj, pour j G J forment une partition (automatiquement finie) de U 

par des ouverts compacts, et si x G M Kl U, alors YJEJ^SUJ(X) = x, et donc 
m mu = ®jejM№Uj. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du lemme III. 1.6. 

On dispose d'une action naturelle de P(QP) sur Qp (définie par (%\) - x = ax + b). 
Le semi-groupe P+ laisse stable Zp, et l'image de i-\-pkZp par ( g \ ) est ai+b+pk+rZp, 
si r = vp(a). 

Lemme III.1.8. — Si U est un ouvert compact de Zp, alors goResu = Resgu °g, pour 
tout g G jP+. 

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de le vérifier pour U de la forme i + p Zp. 

S i # = ( g J ) , e t r = vp(a), on a 

ffoResi+pfcZp = (8Ï)o(xwi0°<,;:ù^^/°^°(âT) = ( JOi i+ i>) (SÎ )o^o^o (â7) . 

Or (pT 
V 0 ï ) = <£r, et p ra G Z*, ce qui fait que (p-r 

v o a 0 
1 

commute à <z? et ib, et donc 

( 8 S W * o ^ = ( » - r » o ) o / + w f c = ipk+r офко (Р"0

Г° 0 ) = <pk+r о фк+г о ( g 0 ) . 

Comme ( g ? ) ( ; v ) = ( 0 - ( 1 + f e ) ) ^ on obtient finalement 

poReWZp = (Ja\+b)o/+ro^fc+ro(J -(«*+» )op = Resai+b+pfe+.Zpo«? = Res,(i+pfcZp)o0. 

Ceci permet de conclure. 
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3. Les applications Resu sur M M Qp et les modules (M M Qp)c et (M M Qp)pc 

Remarquons que l'on dispose d'une identification naturelle de M à un sous-module 

de M M Qp en envoyant x G M sur L(X) = ((^n(x))neN G M M Qp ; on note M M Zp 

l'image de M par t de telle sorte que i soit un isomorphisme de M sur M M Zp. Alors 

t commute à l'action de P+ comme le montre un calcul immédiat et on dispose d'un 

projecteur Reszp : M M Qp —> M M Zp envoyant (^^n^)n€N sur L ( X ^ ) . 

Plus généralement, si U est un ouvert compact de Zp, on note M Kl U le sous-espace 

de M Kl Qp image du sous-module M MU de M par i, et ResZp : M Kl Qp M Kl U 

le projecteur ^ o Resu o t -1 o Reszp, où l'opérateur Resu : M —> M MU intervenant 

dans la formule est le projecteur défini plus haut. 

Si U est un ouvert compact de Qp, on choisit G N tel que pkU C Zp, et on définit 

M MU C M Kl Qp et Resu : M M Qp M M U, en posant 

MMU= ( Y \ ) { M M p k U ) et R e S c / = ( ^ ; ) o R e S p f c t / o ( p ; ; ) . 

Que ceci ne dépende pas du choix de k est une conséquence du lemme III. 1.8. 

Proposition IIL1.9. — (i) Si U etV sont des ouverts compacts de Qp, alors 

Resu + Resy = Resf/uv + Res^/nv et Resu o Resy = Resy ° Resu = Resunv-

(ii) Si U est un ouvert compact de Qp, alors Resu est un projecteur de M M Qp 

sur M MU, et si les Uj, pour j G J, forment une partition de U par des ouverts 

compacts, alors M M U = 0 j G j M M Uj. 

(iii) Si U est un ouvert compact de Qp, et si g £ P(QP), alors goResjj = Resgjjog. 

Démonstration. — Pour démontrer le (i), on choisit k assez grand pour que pkU 

et pkV soient inclus dans Zp, et on utilise le lemme III. 1.6. Pour démontrer le (ii), 

on choisit k assez grand pour que pkU C Zp, et on utilise le lemme III. 1.7. Pour 

démontrer le (iii), on choisit k assez grand pour que pkU C Zp, et r assez grand pour 

que h = {pT0apr+1kb) e P+, si g = (g J). Alors 

g o Resu = 9 o ( ^ ° ) o Respku o (p* J ) = ( P ^ o ) 0 H 0 RESPKU W<<V;^$$<<<V,0 o ) . 

On peut alors utiliser le lemme III. 1.8 pour écrire hoRespku sous la forme Resh(pku)°h, 

et comme ° ) = (pfc+r °)g et h(pkU) = pra(pkU)+pr+kb = pr+k{gU), on obtient 

g o Resu = (p * r ° ) o Respr+k(gU) o (pfcQ+r ° ) o g = ResgU o g. 

Ceci permet de conclure. 

Remarque IIL1.10. — L'opérateur V> ' M —• M est relié à l'action de K 1 
v o 

xw 
n,;ù 

: on a 

il> o ResZp = w<<< 
n,;m^ùù 

o ReSpZp = ResZp o (p-1 0) 
\ o \n 

comme le montrent le (i) de la rem. III. 1.5 et le (iii) de la prop. III. 1.9. 
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On dit que x G M IEI Qp est à support dans U, si x G M IEI U. On note 

(M m qp)c = ufcw<<eN(M hw<a + pkZp 

l'ensemble des éléments de M IEI Qp à support compact dans Qp. Comme M IEI (p kZp) 

est l'ensemble des (x^)nez G M IEI Qp vérifiant x^ = (pn~k(x^) si n > k, on voit 

que ( M ^ Q p ) c est aussi l'ensemble des (x^)neZ G M ^ Q P vérifiant £<n+1) = ip(x^) 

pour tout n G N assez grand. 

Remarque III. 1.11. — (i) Si M = i^o(Zp,^4), et si £7 est un ouvert compact de Qp, 

alors M MU est le module @o(U,A) des mesures à support dans U, et l'application 

Rest/ : M IEI Qp —• M 17 n'est autre que l'application de restriction à U (i.e. la 

multiplication par la fonction caractéristique de U) de @Q(QP,A) dans 2)Q{U,A). On 

en déduit que (M IEI Qp)c est l'ensemble des mesures à support compact dans Qp. 

(ii) Comme g G P(QP) envoie MMU dans MMgU, d'après le (iii) de la prop. III.1.9, 

le sous-module (M M Qp)c de M M Qp est stable par P(QP). 

Si M est un (P(ZP), ^-module, on munit M IEI Qp de la topologie induite par la 

topologie produit sur MN. On note (MIEIQP)PC l'ensemble des éléments z de MIEIQP 

nuls à l'infini, c'est-à-dire tels que ( J \) • z —• 0 dans MIEQp quand ò —• OO dans Qp ; 

c'est un sous-P(Qp)-module de M IEI Qp. 

Remarque III.1.12. — (i) Si M est un (P(ZP), (p, -0)-module, alors (MIEIQP)C est inclus 

dans (M IEI QP)PC- En effet, si —b + p~nZp n'intersecte pas le support de z, on a 

Resp-nZp((J i) - z) = 0, ce qui se traduit, en notant yb = (y^)nef^ l'élément (J J) - z 

de MIEIQP, par la nullité de yj^\ pour tout n < k, si vp(b) < —k, et si z est à support 

dans p~kZp. En revenant à la définition de la topologie produit, cela se traduit par 

l'existence, pour tout voisinage V de 0 dans M IEI Qp, de k G N tel que ( J \ ) • z G V, 

si vp(b) < —k ; autrement dit, ( J { ) • z —• 0 quand b — » 00. 

(ii) Si M est un (P(Zp), (p, ^)-module, (M Kl Qp)c et donc, a fortiori, (M El Qp)pc 

est dense dans M IEI Qp. En effet, z est la limite, dans M IEI Qp, des Resp-nZpz, par 

définition de la topologie produit. 

III.2. Les P(Qp)-modules D M Qp, D$ M Qp et w<<ùM Qp 

1. Définition. — Si D est un {(p, T)-module étale sur ûg, alors D et ses sous-modules 

D$ et^ws sont naturellement des (P(ZP), ^)-modules, l'action de ip étant celle définie 

au § II.3, et (g J) G P(Zp) agissant par (g J) • z = (1 + T)bcra(z). On peut donc 

considérer le P(Qp)-module DMQpet<w<ses sous-P(Qp)-modules D$ IEI Qp et D^ IEI Qp. 

Les formules de la prop. III.1.1 peuvent se traduire en termes de {<p, Y)-modules : si 
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z<= c(zW)neZDEQp,c<alors 

( ( £ o) . Z)W = zin+k) sikeZj en particulier, ((P^1 • *)(0) = z ^ = ^(*<°>) ; 

( ( 8 S ) ^ ) ( n ) = ^ ( w ) ) « a € Z ; ; 

( (o i ) 'z){n) = (! +a + pkZp = b -h si b G Qp et n > -vp(b). 

Les modules D$ et D11 étant compacts, il en est de même de D$ Kl Qp et w Kl Qp 

qui, rappelons-le, sont munis de la topologie induite par la topologie produit. 

Si D estw< un^^xwwr)-module étale sur S, on définit des sous-P(Qp)-modules (DMQp)b, 

(D11 K Qp)6 et <w<Kl Qp)6 de .D Kl Qp, D11 Kl Qp et D11 Kl Qp respectivement, par 

(£>KQp)fe = L®(D0EIQp), {D*MQp)b = L(8)(dShQP) et (£>»KQp)ò = L®(dJhQp), 

où Do est n'importe quel réseau de D stable par ip et T. On munit ces espaces de la 

topologie de la limite inductive, ce qui fait de (D^ KIQp)̂  et (D$ KIQp)̂  des L-espaces << 

vectoriels complets pour une topologie localement convexe et localement compacte. 

Exemple III.2.1. — L'isomorphisme û\ = @Q(ZP, ÛL) de l'exemple II.5.16 nous four

nit un isomorphisme de ^-modules compacts Û^>MQP = @o(QP, ÛL), où @Q(QP, ÛL) 

est muni de la topologie de la convergence faible. 

En tensorisant par L, on en déduit un isomorphisme de L-espaces vectoriels topo

logiques cxKl Qp)& = ^o(Qp)5 où ^o(Qp) est muni de la topologie de la convergence 

faible. (Rappelons [13] que ^o(Qp) désigne l'ensemble des distributions sur Qp qui 

sont globalement d'ordre 0, et que l'on a ^o(Qp) = L®@L ^o(Qp? ÛL) ; c'est le dual des 

fonctions continues sur Qp tendant vers 0 à l'infini). L'espace<ww:̂ ùK1QP est, quant à lui, 

l'espace des mesures sur Qp (i.e. le dual des fonctions continues à support compact). 

Remarque III.2.2. — (i) D est aussi muni d'une structure de (P(Zp),</?, ^)-module ; 

on dispose donc, pour tout ouvert compact U de Qp, d'un sous-<<^-module D MU 

de D Kl Qp et d'un projecteur Resu : D Kl Qp -> D Kl U, et d'un sous-P(Qp)-module 

(D Kl Qp)c de D Kl Qp.a + pkZp = b -h 1 

(ii) Du point de vue de la correspondance de Langlands locale p-adique, le module 

le plus important est Z^KQp, mais le foncteur D i-> D^MQP jouit de propriétés moins 

agréables que le foncteur D i-> D*MQP (cf. th. III.3.5). Comme D^MQP/D^MQPx<<^mest 

petit (cor. III.3.2), on peut utiliser les bonnes propriétés du foncteur D i-> D$ Kl Qp 

pour étudier le module <<<;m^Kl Qp. 

(iii) On déduit de la propriété (iii) de D$ que si z = (z^)ness^^$^ eh<<DMQP est bornée 

(pour la topologie faible), alors z^w<<Gcwwpour tout<<cww n G N. Il en résulte que D$ Kl Qp 

peut aussi être décrit comme l'ensemble des suites z = (z^)ne^w<<de DMQP, bornées 

dans D pour la topologie faible. 
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(iv) Le module D^~l s'identifie naturellement à un sous-ÛL-module dex<< <M Qp. 

Rappelons que ce module joue un rôle très important en théorie d'Iwasawa [7]. 

2. Dualité. — Si x e (DM Qp)c et y e (DM Qp)c, il existe n G N tel que 

xn — (P^°1)-xeDmZpw= D et yn = ( r ; i ) - y € D № Z x < < . x < 

Comme xn+i = <p(xn) et yn+i = ip(yn)i il résulte de la prop. 1.2.3 que la quantité 

{xniVn} ne dépend pas du choix de n vérifiant cette propriété. Ceci nous fournit un 

accouplement sur (DMQP)C x (DIEIQP)C à valeurs dans L/ÛL (resp. ÛL, resp. L), si 

D G $r£;rs (resp. D G $ret(û#), resp. D G $ret(<?)). On note { , }Qp cet accouple

ment. Sa restriction à D x D = (D M Zp) x (DM Zp) est l'accouplement { , } défini 

précédemment. 

Proposition 111,23. — (i) Si U, V sont des ouverts compacts disjoints de Qp, et si 

x e DMU et y G DMV, alors {x, y}Q = 0. 

(ii) Si g £ P(QP), alors {g-x,g- y}Qp = {x, y}Qp. 

Démonstration. — Quitte à remplacer x et y par (p™ ^ ) • x et (p™ ° ) • y, ce qui, par 

construction, ne change pas la valeur de {x,y}QP, on peut supposer que U et V sont 

inclus dans Zp. On peut de plus partitionner U et V de manière à se ramener au cas 

U = a + pnZp, V = b + pnZp, et a - b £ pnZp. Alors 

( -01° )*Gl>EI( -w + pnZJ,) et ^^=w((-1 vwwxmp̂ ĉww 
dT 

l + T 
M(wb-a)x<<<p):!ù^l 

Comme b — a £ pnZp, on a (pn(ipn(z)) = RespnZp(z) = 0, et donc ipn(z) = 0. Par 

définition, on a {x,y} = rés0(^), et comme rés0(z) = réso('0n(^)) d'après le (ii) de la 

prop. 1.2.2, on obtient {x,y} = 0, ce qui démontre le (i). 

Pour démontrer le (ii), il suffit de prouver que {g • x,g • 2/}qp = {x,y}QP, pour g 

de la forme (J J), avec b G Qp, (** ° ) , avec A: G Z, ou (g ? ) , avec a G Z*. Si n G N, 

soient x n = < < ^ ) - x e t y n f f < $ p x < < ^ $ $ t e l l e ^ ^ <^^<<<sorte <<^^que {z,2/}Qp = {xn,yn}, pour 

tout n assez grand. 

- S i 5 = (o i )>ona (po" ?)» = (Jp?)(p0n ? ) • ° n en déduit que 

{3m̂ ùù$9x<<y}Qv = {(1 + T)"nbxn, (1 + Tfn62/„w<<}, 

si n est assez grand. Cette dernière quantité est égale à {xn, yn} d'après la prop. 1.2.3 ; 

on a donc bien {g-x,g- y}Qp = {x, y}Qp. 

- Si g = (P* J), alors {g-<<x,gw<- <y}Qp< w<<<= {<<xn+k,yn+k}, si n est assez grand, et donc 

{9'X,g-y<<}Qp =,;<<< K Î / } Q P . 

- si flf = ( g î ) , on a ( n J)^ = <J)<<, x<et donc { # x , g • w<<<?/<w}Qp = { a a ( x n ) } , 

si n est assez grand. Cette dernière quantité est égale à {xn, yn} d'après la prop. 1.23 ; 

on a donc bien {g-x,g- y}Qp = {x, y}Qp. 

Ceci permet de conclure. 
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III.3. Le foncteur D h-> x<<<M Qp 

1. Lien entre ;:^ùM Qp et D$ M Qp 

Proposition 1113A. — Si D est un (cp^T)-module étale sur Gg, l'application Reszp 

induit un isomorphisme de D$ M Qp/D^ M Qp sur D^/DK 

Démonstration. — tp induit une surjection de D$/D^ sur lui-même et donc, d'après 

le lemme 1.1.5, une bijection puisque D$ etwd sont des treillis de D. Il s'ensuit que 

l'application (z(n))n€N i-> x(0) induit un isomorphisme de (D*/D*) Kl Qp sur jDfylA 

Maintenant, la surjectivité de ij) — 1 sur w(cf. prop. II.5.15) permet de montrer 

que l'application naturelle D$ Kl Qp —» (D^/D^) Kl Qp est surjective, et donc que 

dù=* Kl Qp/D* Kl Qp = (D*/D*) M Qp. Le résultat s'en déduit. 

Corollaire IIL3.2. — D$ M Qp/D^ M Qp est de dimension < dimûs D sur GL. 

Démonstration. — Cela résulte de la prop. III.3.1, du cor. II.5.20 et du (i) de la 

prop. II.2.2. 

Corollaire 11133. — (i) Si D e §Tet{Gg) est de rang > 2, irréductible, alors 

D* M Qp/D^ M Qp est un GL-module de torsion. 

(ii) Si D G $ret(<f ) est de dimension > 2, irréductible, (D* M Qp)b = (D* M Qp)b. 

Démonstration. — C'est une conséquence directe du cor. II.5.21. 

Remarque 1113 A. — L'isomorphisme D^mQp/D^MQp ^ D^/D* munit D^/D^ d'une 

action de P(QP). Comme Reszp o (p"1 J) = ip oReszp, cette action est donnée par la 

formule 

(**°\)-z =a + pkZp =< si A: € Z, a € Z* et 6 € Qp. 

(Cette formule a un sens car q<west bijectif sur D$/D^ puisqu'il est surjectif sur D$ 

et que D^/D^ est de longueur finie sur GL ; par ailleurs une action de (J ^p ) sur un 

^L-module de type fini est automatique triviale ; on retouve donc l'inclusion TD$ C 

D^ (cf. (iv) de la prop.II.4.2).) 

2. Exactitude du foncteur D i—> D^ M Qp 

Théorème 1113.5. — Si 0 —> D\ —• D —• D2 —• 0 est une suite exacte de 

((p, T)-modules étales sur Gg, la suite 0 -> Di M QP -* D* M QP D\M QP 0 de 

P(QP)-modules est exacte. 

Démonstration. — L'exactitude à gauche est une évidence; celle au milieu suit de 

ce qu'un élément du noyau appartient à Di M Qp, et est bornée et donc appartient 

hD\№Qp ((iii) de la rem. III.2.2). Il ne reste donc que l'exactitude à droite à vérifier. 

D'après le lemme 1.1.4, il existe un treillis Mo de D ayant pour image D\ dans D2. 

Soit M l'adhérence dans D de la somme des treillis ^n(M0), pour n G N. Il résulte 
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de la propriété (iii) de cww(prop. II.4.2) que M est un treillis de D ; de plus, M est 

stable par ^ et a pour image D\ dans D2 par construction. 

Soit alors x = (#(N))N€N £ D\ Qp- On peut choisir, pour tout n G N, un 

relèvement dew<< x^x appartenant à M. Si G N, soit yk = ( ^ ) n 6 N la suite 

d'éléments de M définie par y^ = vSn\ si n > fc, et y^ = ipn~k(u^), si n < k. 

Comme M est compact, il en est de même de MN et la suite yk admet une valeur 

d'adhérence y = ( y ^ ) n e N < dd£ MNw< dqui est une suite bornée puisqu'à valeurs dans un 

treillis. De plus, comme ̂ (y^dd1^) = y^k \ si fc > rc + 1, un passage à la limite montre 

que V>(2/n+1)) <= y(n\ quel que soit n G N. Autrement dit, y G D$ IEI Q p . Finalement, 

l'image de< y<<k dans cce<st< x pour tout k ; il en est donc de même de celle de y. Ceci 

permet de conclure. 

S. Les sous-P(Qp)-modules de D$ IEI Q p . — Soit D un ((p, r)-module étale sur ûg. 

Lemme 1113.6. — Soit M C D* IEI Qp un SOUS-ÛL-module fermé, stable par P(QP), 

et, si k e Z, soit w<<;:^^Vensemble des x e D tels qu'il existe z — (z^)nez € M, avec 

z(k) — x. Alors 

(i) M W = M<°> quel que soitw<ke<Z; 

(ii) M(°) est un sous-ÛJ-module de D$ stable par ip, qui agit surjectivement, et 

var T. 

(iii) M = M^ssMQP. 

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont immédiats, ainsi que l'inclusion M C M ^ E I Q p . 

Reste l'inclusion M<0> №QP C M à vérifier. Soit z = (z(n))nez G M^MQP. Si G N, 

il existe uk = (n^n))neZ G M tel que u{k)x<=<cbcar M<*> = M ^ . Par définition de la 

topologie sur<<I<EIw< Q p , la suite uk tend vers z dans £^ IEI Qp quand k tend vers + 0 0 , 

et M étant supposé fermé, cela implique z G M, ce qui permet de conclure. 

Remarque 1113.7. — Si M est un sous- ̂ -module compact de D IEI Qp stable 

par P (QP) , alorsww=mp<ResZpM est un s o u s - - m o d u l e compact de D sur lequel 

V> agit surjectivement ; on a donc M(0) cDtt e t M c D ^ Q p . 

ThéorèmeIII3.8. — Soit D un (y>,r)-module étale sur ûg. Si M est un 

sous-ÛL-module fermé de D^ IEI Qp stable par P(QP), alors il existe un sous-

(<p,T)-module D\ de D tel que 

D\ M Qp c M c D\ M Qp. 

Démonstration. — SoitDtt etM l'ensemble des x e D tels qu'il existe z = (^(N))N€N 

appartenant à D^MQp, avec z(0) = x. D'après le lemme III.3.6, on a M = M(0) KIQP, 

et quitte à remplacer D par le sous-(^, T)-module de D engendré parDtt etM< on peut 

supposer queDtt etM engendre D en tant que (</?, T)-module. Soient D =w<D/<VCILD, 
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M = M/mLM et M(0) = M^/mLMw<^<. Par construction, M = M(0) K Qp et M(0) 

engendre D en tant que (</?, r)-module sur kg. 

Maintenant, l'hypothèse selon laquelle M est stable sous l'action de P(QP) se 

traduit par la stabilité de M sous cette action et par le fait que M(0) est un sous-

À;J-module de D stable par T sur lequel ip agit de manière surjective (lemme III.3.6). 

Comme ^{T~pkx) = T-k<ip(x), on en déduit le fait que le sous-Zc -̂espace vectoriel 

de D engendré par w<<est stable par ^ et T et donc, d'après la prop. II.3.5, est égal 

au sous-(<p, r)-module de D qu'il engendre, c'est-à-dire à D ; en d'autres termes, M ^ 

est un réseau de D. Par ailleurs, comme M est stable par P(QP), cela implique que 

M(°) est un sous-^-module de D inclus dans D$ ; comme de plus<wvest compact 

puisque c'est l'image du compact M par l'application z i-> z^ et que son image 

dans D est un réseau, cela implique w<^^que est un treillis de D. Maintenant,w<< 

est stable par I/J et commew<<est le plus petit treillis de D ayant cette propriété, on 

en déduit l'inclusionx<<$ùC M^°\ ce qui permet de conclure. 

Corollaire 1113.9. — Si D e $Tet(kg) est irréductible, alors<wv;$№ QP est un 
P(QP)-module topologiquement irréductible. 

Corollaire 1113.10. — Soit D G $Tet{£). Si M est un sous-L-espace vectoriel fermé 

de (D$ MQP)B stable par P(QP), alors il existe un sous-((p, Y)-module Di de D tel que 

(D\ M<WQP)BW<CMC(<D\M QP)B. 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer le th. III.3.8 à M0 = M qqn MQ Qp), où D0 
est un <<-réseau de D stable par (p et T. 

Corollaire 1113.11. — Si D G $ret(<f) est irréductible, alors (D* M QP)B est un 
P(QP)-module topologiquement irréductible. 

Corollaire 1113.12. — Les P(QP)-modules 3$o(Qp,kL) et @o(Qp,L) sont topologique
ment irréductibles. 

Démonstration. — C'est, modulo les isomorphismes de l'ex. III.2.1, un cas particulier 
des cor. III.3.9 et III.3.11. 

Proposition 1113.13. — Soit P G ÛL[X] non nul modulo mL-

(i) SiD est un ((p,F)-module étale surÛg, alors P((g J)-1) : D*MQP -> D*№QP 
est surjectif. 

(ii) Si D e $Tet(ë), alors P((g J)"1) : (D* M QP)B -> (JD" M QP)B est surjectif 

Démonstration. — Remarquons que P((jJ) *) • (x^)ne^ = (P(V0 • ^)neN-
D'après la prop. II.5.15, P(^) : D^ —> D^ est surjectif. Il existe donc G D^ tel que 
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P(ip) - y(k^ = x^k\ et comme ip :<w —•w est surjective, il existe yk = (yk )neN ap

partenant àw< <E3QP, tel que y^ = <y(fe) ; on a alors P ( ^ ) y ^ x < = a^n\ pour tout n < k. 

La compacité dew<< £3QPw< permet de prendre une valeur d'adhérence y = (y^)ne^ de 

la suite (2<w/fe)fcGN ; un passage à la limite montre que P(ip)y^ = x^n\ pour tout n G N, 

et donc que x est dans l'image de P ( ( Q Î ) )• Ceci démontre le (i) et, le (ii) étant 

une conséquence immédiate du (i), cela permet de conclure. 

Proposition III. 3.14. — Si z e DM Qp, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) z G D*M Qp ; 

(ii) il existe P G ÛL[X], non nul modulo mL, tel que P ( ( g ° ) ) • z G w<,;pM Qp. 

Démonstration. — Il n'y a que l'implication (ii)=^(i) à prouver. On peut factori

ser P sous la forme P = p + p ° p ~ habituelle, et les inverses formels de P + ( ( Q ? ) ) ET 

P~ ( ( o î ) ) convergeant sur D$ M Qp et D M Qp pour la topologie p-adique, cela permet 

de se ramener au cas où P = P° et donc de supposer que P est unitaire et P(0) Gw<e 

Soit d le degré de P, et soit Q(X) = XdP(X~1). On a alors Dw<tt etM -z G<w,;̂ $BQP, 

ce qui se traduit, si z = (z(n))nGN par l'appartenance de Q(ip) • z^ àcw$pour 

tout n G N. La prop. II.5.6 permet alors d'en déduire l'appartenance de z^ à D$, ce 

qui permet de conclure. 

III.4. Le T-module D IEI Z*. — Les résultats de ce § se trouvent déjà, à peu de 

choses près, dans [20]. On en trouvera des raffinements dans [7, 15]. 

1. Action de T sur D. — Si n > 1, on note Tn C T l'image inverse de 1 H- pnZp par 

le caractère cyclotomique, et on pose r0 = T. Si 7 G T, on note 71(7) le plus grand 

entier n tel que 7 G Tn. On a aussi 71(7) = vp(x(l) — !)• 

Lemme III.4.1. — Soit 7 G T vérifiant 77,(7) ^ 1-

(i) (7 - 1)T est divisible par ipn^(T) dans x<<<:;. 

(ii) SimeZ^w<<, alors (7 - l)Tm G <pn™ (T)!™-1 û%. 

(iii) Si m G Z, a/ors (7 - 1) • (Tm^+) C ipnW(T)Tm~1 û#. 

Démonstration. — Si 72(7) > 1, on peut écrire x(l) sous la forme 1 + p n ^ w , avec 

u G Z*. On a alors 

(7 - 1) • T = (1 + T)1+pn(7)n - 1 - T = (1 + T) ipn^\(l + T)u - 1), 

et comme (1 + T)u — 1 G Tûg, cela permet de démontrer le (i). 

Le (ii) suit de la formule (7 - l)Tm = 7(T)m - Tm, qui nous donne 

(7 - l)Tm = 
,Tm-1(7(T) - T) >m-l 

2=0 
7(T) 

T 
<c 

Dtt x<<<etù^$M —m—1 
x<:;!ù 

^^w< 
T 

i—m 
si m G N, 

si —m G N. 

Enfin, le (iii) est une conséquence directe du (ii). 
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Soient D G $r®*rs, tué par pe, et M un treillis de D. Comme <p(T) = Tp modulo p, 
on a viT)*1'1 = Tp£ sur D. 

Lemme III.4.2. — // existe si = si(M) et s2 = s2(M) appartenant à N tels que, quel 
que soit m G Z, on ait 

*P(TmM) C T[f]~SlM et ip(TmM) c Tpm~S2M. 

Démonstration. — En écrivant m G Z sous la forme p£a -f- r, avec 0 < r < p£ — 1, on 

obtient 

^(TmM) = ^(ip(T)pè laTrM) = Tpi la^(TrM) cTp£ ' x m ) . 

Maintenant, on a / 1a > l1^] — p£ 1, et M étant un treillis de D, il existe tel 

que i/;(M) C T~s'iM. On en déduit l'existence de Si (que l'on peut prendre égal 

à si 
En écrivant m G Z sous la forme pè~1a -f r, avec 0 < r < p£~x — 1, on obtient 

ip(TmM) = <p(T)pi la(f(TrM) = Tp£a(p(TrM) C Tp£a<p(M). 

Comme p£a > pm — p£, et comme il existe s'2 tel que (f(M) C T S2M, on en déduit 
l'existence de s2 (que l'on peut prendre égal à s'2 +pe), ce qui permet de conclure. 

Lemme IIL4.3. — II existe k(M) G N et n(M) > k(M) tels que, si 7 G T vérifie 
71(7) > n(M), et si m G Z, alors 

(7 - 1) • (TmM) C ^(^)-fc(M)(T)TmM. 

Démonstration. — Comme D est de longueur finie, il existe £ G N tel que D soit tué 
par p*. Soient si, s2 G N comme au lemme III.4.2, et soient s = sup(si, S2) et a G N 

vérifiant : 

(*) pa — (p + l)s > a (i.e. a > 
w<,;!! 

p-1 
Maintenant, comme est de longueur finie, un treillis de D est de longueur finie 

sur ûg, et il existe ei , . . . , er tels que M = Sj=i ^ ' er Comme l'action de F est 
continue, il existe no tel que (7 — 1) • ej G Ta+1M, si 71(7) > no et 1 < j < r, et quitte 
à augmenter no, on peut imposer : 

(**) r-a-(p+l)(S+l)^no(T) e Tû+ modmo p*. 

Nous allons montrer, par récurrence sur 72(7), que l'on a 

(7 - 1) • (TmM) c Ta+1+m^n(7)-no(T)M, 

si m G Z et si 72(7) > no, ce qui prouve que l'on peut prendre k(M) = no et 
n(M) = n0. 
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- Si /1(7) = no, et si x = r 
3=1 Xjej, avec #1,.. . , xr G Тшб^, alors 

( 7 - 1) • x = 
r 

3 = 1 
( ( 7 - 1) 'Xj)e3 + 

r 

3=1 
Фз)(Ь~ !) 'ез)-

D'après le lemme III.4.1, la première somme appartient à <pn°(T)Tm_1M, qui est 
inclus dans TQ+1+mM grâce à la condition (**), et la seconde appartient à r+1+mM 
par définition de n0. On en déduit l'inclusion ( 7 - 1) • TmM C Ta+1+mM que l'on 

voulait démontrer. 
- Supposons maintenant 71(7) = n-f1, avec n > no, l'hypothèse de récurrence étant 

vérifiée pour n. 
Six = E^oi1 + TYv(xi) € TmM, alors d'après le lemme III.4.2, on 

a (en utilisant la minoration p [ ^ ] > m — p + 1) : 
Xi = V((i + T)~lx) e t[T\-sm et фг) G тш-р8~8~р+1м. 

Maintenant, on a 

( 7 - l) . x = 
p-1 

cw 
( (7-1) . (1 + Г)>(* , ) + 

p-i 

г=0 
y((l +Г)') y>((7-!)*,)• 

La première somme appartient à (/?n+1(T)Tm ps s PM d'après ce qui précède et le 
lemme III.4.1. Comme 

ji-ps-s-p^n+lçji^ _ j.a+l̂ n+1-no ĵ̂ rp-OL-{p+\)(s+l)фп+l-no (J1-1̂ 7̂  ( J1)) 

cette première somme appartient aussi à <̂ n+1 n° (T)Ta!+1M, grâce à la condi
tion (**), selon laquelle T^ip^iT) G ra+^+1)(s+1)^+ modulo / . 

Par ailleurs, l'hypothèse de récurrence, l'inégalité D<ttetM > m — p + 1 et le 
lemme III.4.2 impliquent que 

( 7 - l) - Xi G 7 <^ù -s+a+l n-no (T)M, 

(f((j - 1) • Ж») G ^+1-^о(Т)Гт-(Р+1)Нра+1М c тш^п+1-по(Г)Г«+1М; 

puisque — (p + 1)5 +poj > a grâce à la condition (*). On en déduit l'appartenance 
de la seconde somme à ^ ^ - ^ (j,^jirn'JrOC+lM^ et donc aussi celle de ( 7 — l)x, ce qui 
montre que l'hypothèse de récurrence est vérifiée au rang n +1, et permet de conclure. 

2. L'action de T sur DM Z* 

On rappelle qu'il existe n0(M) G N tel que ipn(M) C D^, pour tout n > n0(M). 
Soit ni (M) = sup(no(M),n(D$),k(D$) + 1). Fixons aussi c, c7 G N tels que l'on ait 
D* С T~CD+ et D+ С Т~С'М. 

Proposition ШЛА. — Soit i G Z*. Si a G Zp, alors o-i+pna — 1 est inversible sur 
DM(i +pnZp) d'inverse continu. Plus précisément, sin> щ(М), si x G DM(i +pnZp), 
et si (<7i+pna - l)x G Tmp M, alors x G 1 

Tc' ipn(T)c<£n+vp(a)(T) Tmp - M 
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Démonstration. — Il suffit de traiter le cas i = 1, le cas général s'en déduisant en 

conjuguant par cr̂ . Soit donc z G D IEI (1 -\-pnZp). On peut écrire z sous la forme 

z = ( 1 + T ) ^ ( y ) , où y = ^ ( ( l + T ) - 1 * ) . On a alors (<71+p»a-l)z = (l+T)y>n(Ga(î/)), 

où 

Ga(y) = ((1 + T)û - l)y + (1 + T)>1+Pna - l)y. 

Ovy^ ha(y) = (l+T)a(<n+pn0-l)j, 
((1+T)«-1) 

envoie TmT>* dans (T)c(T)c(p<<(p 
x<<;:!^$ 

x<<nb , d'après 

le lemme III.4.3. Comme n > ni (M) > k(D$), l'application ha est donc strictement 

contractante. On en déduit que Ga est inversible sur D, d'inverse G"1, avec 

(T)c(pn+Vpx< 
b<<lm^^^^ 

y 
(1 + T)Û - 1 

(T) 2/ 
(1 + T)a - 1; 

+ hao ha y 

l + T a - 1 
+ . . . 

Ceci implique que ai+pna — 1 est inversible sur D IEI (1 + pnZp) et, de plus, que si 

(ai+pna - l)x = (1 + T)(pn(y) appartient à Tmpn+£M (et donc 2/ G TmptD^), alors 

x = (1 + T)ipn(G-1(y)) appartient à 

w<m 
c(x<pn+ 

(T)c(pn+Vp 
•D* c<p" 

rpmpe 

T)û - l)y + (1 
x<< 
n,;ù C 

1 

Tc' ipn (T)c(pn+Vp (*) (T) 
-Tmp M. 

Ceci permet de conclure. 

Remarque IIL4.5. — (i) Il ressort de la démonstration que, si a G Z*, si n > n(T^), 

si y G TmT>*, et si 

(a1+ûpn - î r ^ i + D y 1 ^ ) ) = (i + T)Vn(*) , 

alors z - 2/ 
(1+T)aî-1 

T)û - l)y + (1 + T)>1+Pna - l)y. 

(ii) Comme D IEI Z* = ©iez; modp^T) IEI (z + pnZp), il résulte de la proposition que 

7 — 1 est inversible sur D IEI Z*, d'inverse continu pour la topologie faible, si 7 G T est 

d'ordre infini. 

Si n > 1 (ou n > 2, si p = 2), le groupe Tn est isomorphe à Zp. Le choix d'un 

générateur topologique 7 de Tn fournit un isomorphisme de G# sur l'algèbre de groupe 

complétée Arn de Tn, en envoyant T sur 7 — 1. L'anneau Arn[(7 — 1)_1] ne dépend 

pas du choix de 7; on note Gg(Tn) son séparé complété pour la topologie p-adique; 

l'isomorphisme Gg = Arn ci-dessus se prolonge en un isomorphisme Gg = Gg(Tn) 

d'anneaux. Si n > m, l'application À <g> f 1—• À/ induit un isomorphisme de Arm ®Arn 

Gg(Tn) sur Gg(Tm) ; il en résulte que l'anneau A(g>Arri Gg{Tn), où A = Ap est l'algèbre 

d'Iwasawa, ne dépend pas du choix de n ; on le note Gg(T). On note (o{T) l'anneau 

Gg{T)\l\ et kg(T) l'anneau Gg(T)/mL. 

Théorème III.4.6. — (i) Si D e $r®*rs, alors D№Z* est un Gg(T)-module ayant les 
mêmes diviseurs élémentaires que le Gg-module D. 
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(ii) Si D e $Yet(Ûg) est de rang d sur ûg, alors D M Z* est un ûg(T)-module 

libre de rang d. 

(iii) Si D G $ret(<f ) est de dimension d sur S, alors D IEI Z* est un S'(T)-module 

libre de rang d. 

Démonstration. — Comme l'application 7 ® x i—> j(x) se prolonge en un isomorphisme 

de A(g)Arn (DM(l+pnZp)) sur DIEIZ*, on est ramené à démontrer l'énoncé du théorème 

en remplaçant T par rn et D IEI Z* par D IEI (1 + pnZp), pour n assez grand. 

Commençons par considérer le cas où D G $Yet(kg) ; soit d sa dimension, et soit 

e i , . . . , ed une base de D$ sur fcj. Enfin, soit r = <Ji+pn — 1. On dispose d'un isomor

phisme y i-> a(y) = (1 + T)yn(y) de D sur D IEI (1 +pnZp), et l'application de D 

dans D que l'on déduit de r via cet isomorphisme est l'application G\ de la démons

tration de la prop. III.4.4. Il résulte de la formule G\(y) = Ty + (1 + T)r(y) et du (i) 

de la rem. III.4.5, que G\ induit un isomorphisme de T^D^ sur(T) c(pn+Vp(T) c(pn pour tout< 

m G Z. De plus, G\ : <T^D*w<</T^D* Tm+fcJDVTrn+fc+1D» est l'isomorphisme 

induit par la multiplication par Tk. On en déduit que, si À = X}/c>fc0 akrk € w<(rn)? 

et si x G -D, alors À • x = ^2k>k0 akGi(x) converge dans D, et que l'application 

( A i , . . . , Xd) •—*• Ai • ei + • • • + Ad • e<j est un isomorphisme de kg(T)d sur D (l'injectivité 

est immédiate ; la surjectivité suit de ce que l'image de rkk^(T)d est dense dans TkD$ 

et est fermée par compacité de k^(T)). Par transport de structures, on en déduit que 

a(ei),..., a(ed) forment une base de D IEI (1 + pnZp) sur kg(Tn), ce qui démontre le 

résultat pour D G <f>Tet(kg). 

Le (i) s'en déduit alors en utilisant l'exactitude de D i—• D IEI Z*, le (ii) se déduit 

du (i) par limite projective, et le (iii) du (ii) en inversant p. Ceci permet de conclure. 

Proposition IIL4.7. — Soit D un ((p, Y)-module étale sur ûg, et soient P G ûj\X\ 

d'image non nulle dans kL[X] et 7 G T d'ordre infini. Alors F(7) est inversible 

sur D IEI Z* d'inverse continu pour la topologie faible. 

Démonstration. — Il suffit de le démontrer pour un module D de torsion, tué par p£. 

Comme il existe a, 6, r G N tels que P divise Xa(Xb — l)r dans û^ /pe (il suffit d'écrire 

P comme un produit de facteurs de degré 1 sur une extension convenable de L, et 

de remarquer que X — a divise X1 — a1 et 1 — aX divise 1 — a%X%, et que a1 peut 

être rendu égal à 0 ou 1 modulo p£, en choisissant convenablement i > 1), il suffit de 

prouver que 76 — 1 a un inverse continu sur DIEIZ*, ce qui suit du (ii) de la rem III.4.5. 

Proposition IIL4.8. — Si M est un SOUS-ÛL-module de type fini de D stable par Y, 

alors M C DnT. 

Démonstration. — Soit 7 G T, d'ordre infini. Comme M est de type fini <<sur il 

existe P G ûi\X\, unitaire, tel que P(^) • M = 0. Maintenant, on peut écrire tout 
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élément x de D, de manière unique, sous la forme x = (pn(yn) + <pn~1 ( xn_ i ) H \-xo, 

avec yn G D et x0, • • • , xn_ i e DM Z*. Si x G M , on a alors P(7) . = 0, pour tout 

i < n — 1 Or P(7) est inversible sur £)IEIZ*, d'après la prop. III.4.7, et donc xi = 0, si 

i < n — 1. Autrement dit, P(7) • # = 0 implique x G f)ne^(pn(D) = £)nr. Ceci permet 

de conclure. 

IV. Un quasi-inverse du foncteur D i—• D11 M Qp 

Le but de ce chapitre est de démontrer (cf. th. IV.4.5) que la connaissance du 

P(Qp)-module D^ M Qp permet de retrouver le (</?, T)-module D. Ceci implique le 

résultat suivant dont des cas particuliers peuvent se trouver dans [3, 4, 12]. 

Théorème IV.0.1. — (i) Si D\ et D2 sont deux ((p^T)-modules étales sur 6g, tels que 

les P(QP)-modules D\ M Qp et D\ M Qp sont isomorphes, alors D\ = D2. 

(ii) Si Di et D2 sont deux ((p,T)-modules étales sur S, tels que les P(QP)-modules 

{D\ M Qp)b et (D\ M Qp)b sont isomorphes, alors D\ = D2. 

IV. 1. Le foncteur D D 

1. Une variante de Véquivalence de catégories de Fontaine. — Soit AQp l'ensemble 

des / G 6g à coefficients dans Zp. Le corps résiduel EQp de AQp n'est autre que 

FP((T)), et on note Eqp le complété de sa clôture radicielle ; celui-ci est naturellement 

muni d'actions continues de T et (p, commutant entre elles et coïncidant avec celles 

précédemment définies sur EQp C kg. De plus, on a EQp = E ^ . 

On note AQP = W(EQP) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans EQP ; 

comme EQp est parfait tout élément de Aqp s'écrit de manière unique sous la forme 

^2k^oPklxk]i ou les xk sont des éléments de EQp et [x] désigne le représentant de 

Teichmiiller de x dans A Q p , si x G EQp. Les actions de T et (p sur EQp s'étendent 

de manière unique à AQp , l'action de cp devenant bijective, et AQp (muni des actions 

de (p et T) s'identifie naturellement au sous-anneau de AQp engendré topologiquement 

par [1 + T] — 1 (que l'on identifie à T G AQp) et son inverse. Comme EQp = E ^ , on 

a AQP = A*. 

Rappelons (cf. [8, p. 526]) que l'on dispose d'un^17) analogue p-adique 

x i—• [(l -h T)x) de x i—• e2i7rx : si pnx G Zp, alors 

[(1 + T)x] = <p-n({i + T)pUx) = v~n 
+ 00 

k=0 

pnx 

k 
rpk 

(17) On a en fait trois tels analogues : en sus de x m [(1 + T)x], on peut considérer x i—> etx, où 
t = log(l + T) est le 2iir p-adique de Fontaine, et x i—> e(x) = e~tx[(l + T)x], à valeurs dans fipoo. 
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Comme on a identifié [1 + T] - 1 à T, on a [(1 + T)x] = (1 + T)x, si x e Zp. On fera 

attention au fait que ce n'est pas le cas si x £ Zp : la série définissant (1 + T)x ne 

converge pas dans Aq^, et si on complète Aq^[^] pour obtenir un anneau dans lequel 

cette série converge, on tombe sur la fonction x \—> etx de la note de bas de page. 

On note ûg l'anneau ÛL ®Zp AQp auquel on étend par ^-linéarité les actions 

de (p et T. On a alors ûg = (ÛL ®Zp A ) ^ , l'action résiduelle de T étant celle définie 

ci-dessus. De plus, (ÛL ®zp A)^=1 = ÛL. 

Si D est un ((p, r)-module étale sur Ûg, soit <wDw= ûg<<wD<xC'est un (cp, T)-mo-

dule sur ûg. Comme (p est bijectif sur ûg et D est étale sur ûg, l'action de ip est 

bijective sur D. Un ((p, r)-module sur ûg ayant cette propriété est dit étale. Comme 

d'habitude, un ((p, r)-module sur S est étale s'il possède un ^-réseau stable par (p 

et T qui est étale. On définit des catégories §TfOTS(ûg), $Tet(ûg) et $ret(<?) de la 

manière habituelle. 

Remarque IV. 1.1. — (i) Le module D peut se décrire (18) aussi via les anneaux de 

Fontaine : si V = V ( D ) de telle sorte que D = (A (g>Zp V)^, alors 

D = T>(V), avec B(V) = (A ®Zp V)*. 

En effet, on a 

(A ®Zp V)* = (A 0 a (A 0Zp V))* = A ^ 0Aqp D = (ÛL 0zp A*)w<<bvô $$$$= D. 

(ii) Si D est un (<£, r)-module étale surw< alors V(D) = ((ÛL ®Zp A ) <g> D)^=1 

est une représentation de ^qp, et E étant algébriquement clos, l'application naturelle 

A (g)zp V(£>) —> A(T)c(pw<<est un isomorphisme ; on en déduit que les foncteurs 

D i—> V ( D ) et V ^ Ö(V) sont inverses l'un de l'autre. 

(iii) Il résulte de la discussion précédente et de l'équivalence de catégories de Fon

taine que D = D(V(Z))) , et donc que D i-> D induit des équivalences de catégories : 

$r^rs 9Ê <&TfOVs(ûg), $Tet(ûg) = $Tet(ûg) wwet xww$ret(<?) ̂  $ re t (^) . 

(iv) Il n'est pas nécessaire de passer par les anneaux de Fontaine pour décrire le 

foncteur inverse de D i—• D. En fait D est tout simplement l'unique sous-^-module 

M de D stable par (p et T, tel que l'application naturelle ûg 0 ^ M —> D soit un 

isomorphisme. En effet, la dernière condition implique que M a les mêmes diviseurs 

élémentaires que D (sur ûg ou sur <f si D G $ret(<f )) ; en particulier, il est de type 

fini. Or il résulte de [6, prop. III.4.3], qu'un sous-(^-module (resp. ^-module) de type 

fini de D, qui est stable par T, est inclus dans (p~n(D) pour n assez grand. Maintenant, 

M est étale et donc est engendré par (pn(M) pour tout n. On en déduit que M C D, 

et M et D ayant les mêmes diviseurs élémentaires, que M = D. 

(18) C'est ce que Fontaine [16] appelle le T-module de Dieudonné de pente 0 de V. 
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2. D vu comme sous-P(Qp)-module de DMQp.— L'action de ip sur D étant bijective, 

cela permet de munir D d'une action de P(QP) en posant : 

K ° î ) ^ = [ ( 1 + T ) V M * ) ) , si a G Z ; , 6 G Qp et k G Z. 

Comme D est aussi égal à AQP <8>AQP D, il résulte de [11, prop. 8.5] que l'on a le 

résultat suivant : 

Lemme IV. 1.2. — Si I C Qp est un système de représentants de Q<w/, tout élément 

z de D peut s'écrire, de manière unique, sous la forme 

z = 

iei 

'[(1 + T)1] Zi, où Zi e D tend vers 0 quand i —* oo dans Qp. 

Fixons un système I C Qp de représentants de Qp/Zp, ce qui permet de décomposer 

tout élément de D sous la forme ci-dessus. Si n G N, on note In l'intersection de / 

et p~nZp, et donc / est la réunion croissante des In. 

Lemme IV.I.3. - Si z = ]£ie/[(l + T)* ]* G D<,w<<alor<sx<<(Eieiji1wq<+x<<V(*))neN 

est un élément de DM Qp, et l'application de D dans D MQp ainsi définie ne dépend 

pas du choix de I et est P(Qp)-équivariante. 

Démonstration. — Si J est un autre système de représentants, et si i G / , il existe 

j(i) G J, unique, tel que i — j(i) G Zp ; de plus j(i) G Jn si i G In, et i i—• j(i) est une 

bijection de In sur Jn, pour tout n G N. On note j i—> i(j) la bijection réciproque. Soit 

z =(i + r)*nV(*) + Ty]z'j l'écriture de z utilisant le système de représentants J. Comme 

iei 

[(1 + T)* ]* = 
t e l 

[(l + T ) ^ ] ( ( H r r ^ z z ) , 

l'unicité de l'écriture montre que z'j = (1 + T ) l ^ ~ ^ e t donc que [(1 -f T)l]zi ne 

dépend que de z et de la classe de i modulo Zp, pas du choix de / . On en déduit que 

y \ - e r [(1 + T)pn'l](pri(zi) ne dépend pas du choix de / . 

Maintenant, on a 

(T)c(pn+V(i + r)*nV(*)>p(T) ' [ ( i + r ) * n V ( * ) > 

w<< 

si pn+1i G pZp (i.e. si i G In), 

si pn+1i G Z ; (i.e., si i G Jn+i - /n). 

On en déduit l'appartenance de Ç^2iein [(1 JrT)pri'l)ipn{zi))ne^ à £)KIQP. L'injectivité 

de l'application ainsi définie suit de ce qu'un élément z du noyau doit vérifier zi = 0, 

pour tout i, d'après l'unicité de l'écriture, et donc est nul. Enfin, pour démontrer la 

P(Qp)-équivariance, il suffit de revenir aux formules, et de remarquer que : 

• {ai, i G In} est un système de représentants dep nZp/Zp, si a G Z* (équivariance 

de ( 8 ? ) ) , 
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• {b + i, i G In} est un système de représentants de » nZv/Zv, si b G QD et si n 

est assez grand (équivariance de (è î ) ) . 
• {pz, i G in+i — /1} U { 0 } est un système de représentants de p nZp/Zp (équiva

riance de (Sî))-

Le lemme IV.1.3 permet d'identifier D à un sous-P(Qp)-module de D ^ Q P , ce que 

nous ferons sans plus de commentaires. On remarquera que, si on écrit z G D sous la 

forme z = £ i € / [ ( l + T)%]zi9 alors : 

• Resi+Zpz = [(1 + TY]zi, si i G J, etJlesp-nZp2: = £i€/n[( l + T)x]zu si n G N, 

• z est la limite des Resp-nZpz dans D. 

Proposition IV.1.4. — Si z e DM Qv, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) z G D ; 

(ii) (01) ' z ~^ 0 dans D M Qp quand b —>• 00 dans Qp ; 

(iii) ResZp((Jx<<z) <—> 0 rfans D quand b —• 00 dans Qp. 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(iii) suit de la continuité de ResZp. Maintenant, 

si (iii) est vérifiée, alors Resi+Zp((J ï ) • z), qui est égal à [(1 + T)]zResZp((J b~z) • z), 

tend vers 0 quand b —> 00, pour tout i E I. En sommant sur z G 7n, on en déduit que 

Resp-nZp ( ( J J ) • 2) <—><< 0 et, ceci étant vrai pour tout n, que ( J J ) • z —> 0 dans D IEI Qp. 

Ceci démontre que les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes. 

Maintenant, si z = £ iG/ [ ( l + T)l]zi G D, et si 6 G Qp, on a 

Re8Zp((àî)^) = [(1 + R)<<"B)+FC]^(-6). 

où i(x) est l'unique élément de I vérifiant x — i(x) G Zp. Comme zi —> 0 quand z —> 00, 

et comme ¿(—6) —* 00 quand 6 —• 00, on en déduit que ResZp((Jx<<w) <• z) —• 0 dans D, 

ce qui prouve l'implication (i)=>(iii). Enfin, si ResZp((J •ww z) xw—> 0 dans D quand 

6 —> 00, alors z est la somme, dans D, de la série J2ieil(^ + T)*]ResZp (w(J w7)bw ce 

qui démontre l'implication (iii)=>(i), et permet de conclure. 

Corollaire IV.l. 5. - D est le sous-module (D IEI Qp)pc de DM Qp. 

Démonstration. — C'est une simple traduction de l'équivalence entre les (i) et (ii) de 

la proposition. 

IV.2. Le foncteur D i-> D+ 

Soient E i l'anneau des entiers de En , Ë i+ son idéal maximal, 

A+p = W(E+p), A++ = W(E++) et û+ = âL ®Zp A+p) ûj+ = GL ®Zp A++ 

Alors G g est un sous-anneau de G g stable par tp, ip-1 et T; c'est aussi l'ensemble 

des x E Gg tels que ((pn(x))ne^ est bornée dans Gg. De même, Gg + est un idéal de 

Gg (le quotient est GL), stable par (p, <p~x et T; c'est aussi l'ensemble des x G Gg 
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tels que <pn(x) —> 0, quand n —> +00. Comme EQP = E ^ , on a aussi Ag^ = ( A + ) ^ 

et 6+ = (6L ®Zp A + ) ^ . 

Un G g -module <w<M est presque de type fini, s'il existe d G N et, pour tout n G N, 

des éléments e\,..., e<j de M, tels que l'on ait [TP n]M C 6+ex + • • • + 0jed. 

Un (<p, r)-module sur<wwest unw<<€̂ £-module presque de type fini muni d'actions 

semi-linéaires continues de (p et T commutant entre elles. Un tel module est étale si 

(p est bijectif. Il est de pente 0+ s'il est étale et si (p est topologiquement nilpotent. 

On définit les catégories *rt*„(3£), $r£IS(Û+), *T«(0+), <&r0+(^+) et <&ret(<?+), 

$r° (<?+) delà manière évidente. 

Si A est un ((p, r)-module sur 6g, on définit une ^-représentation V ( A ) de &Q 

en posant V ( A ) = {{6L <g)Zp A) <g)~+ A)^=1. 

1. Les sous-modules D+ et D++ de D. — On note jD+ (resp. D++) l'ensemble des 

z e D tels que la suite (<^n(z))NGN soit bornée (resp. tende vers 0) dans D. 

Remarque IV.2.1. — (i) Les modules D++ et D+ peuvent se décrire aussi via les an

neaux de Fontaine. En effet, comme on l'a déjà remarqué (cf. rem II.2.1), on peut 

caractériser A+ = VF(E+) (resp. A++ = j y ( E + + ) ) comme l'ensemble des x G A 

tels que la suite (^pn(x))ne^ est bornée (resp. tend vers 0). De plus, on dispose de la 

décomposition A+ = A++ 0 W(FP). On en déduit que, si V = V ( D ) de telle sorte 

que D = (A ®z V) , alors 

D+ = (A+ 0Zp V)^, L>++ = (A++ ®Zp V)* et D+ = DnT 0 L>++. 

En particulier, le ^ - m o d u l e D+/J9++ est de type fini, tué par 6 ^ . 

(ii) Il résulte de la description ci-dessus que les sous- 6^ -modules D~*~ et Z)++ de D 

sont stables par cp, cp_1 et T, et donc sont des sous-P(QP)-modules de D. 

(iii) On peut retrouver V, et donc aussi D, à partir de D+. En effet, il résulte de 

[8, prop. IV.2.4 (ii)], que A++ <g>z V = A++ <g>x+ £>++, si V est de torsion<19>. 

On en déduit d'une part, que D+~*~ est presque de type fini sur 6~g, et donc est un 
(cp, T)-module sur 6^, et d'autre part, que A ®~+ D+ = A ®Zp V, et donc que 

_ _ _ _(i + r)*nV(*)>(i + r)*nV(*)>(i + r)*nV(*)>(i + r)*nV(*)> _ _ Q*> _ 
y = V(£>+) et D = ûg®£+ £>++. Comme D+/D++ est tué par <^J+, on déduit 

que ce qui précède que<< est presque de type fini sur 6g, et que V = V(Z}+) 

et D = 6g <g)~+ D+. Ces formules restent valables pour un élément de $Tet(6g) ou 

de $ret(<?) par limite projective et tensorisation par L. 

(19) La proposition en question est énoncée sans cette hypothèse, ce qui est une erreur, le module 

A + + ( g > ~ + D + + n'ayant aucune raison d'être complet pour la topologie p-adique ; il faut prendre 

un produit tensoriel complété dans le cas non torsion. 
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(iv) Il résulte de [8, prop. IV.2.4 (i)] que le foncteur D h->w<<bv est exact comme 

composé des deux foncteurs exacts D i—> v<vV< vet V i—> (A++ <S>zp V)3^. On en déduit 

que D i—>cww<̂ *̂induit des équivalences de catégories 

§Tfovs(Ûg) ^ $r°Q+rs(^+), $ r e t ( ^ ) ^ $ r0+(^+) et $ret(<f) ^ $r0+(<f+), 

le foncteur inverse étant juste le foncteur w<<b:!^$$ 
w<<nbç)=** 

(v) Par contre, le foncteur D i—> Z)+ n'est pas exact puisque D i—• JDnr ne l'est pas. 

(vi) Le sous-anneau ûg • de Ûg est dense dans ^ (appliquer le lemme IV. 1.2 

k ûg). On en déduit que ûg 0^+ D+ est dense dans D. 

2. L'inclusion de D+ dans M Qp 

Lemme IV.2.2. — (i) Si x G D+, alors ResZpx G <<n 

(ii) Dn(D*ÏÏQp) = D+. 

(iii) D+ est dense dans w<<<IEI Qp. 

Démonstration. — Si x G D+, alors £n = Resp-nZpx G D+ -\-pkD, si n est assez 

grand. On en déduit que l'image yn modulo pk de <pn(xn) appartient à (D/pkD)+, 

et donc que l'image modulo pk de ResZpx, qui n'est autre que il)n(yn), appartient 

à {D/pkDf puisque (D/pkD)+ C (D/pkDf et que (D/pkD)* est stable par <0. Ceci 

étant vrai pour tout k, cela démontre le (i). 

Maintenant, o n a D + C Dn(D^Qp) d'après le (i) et la stabilité de 5 + par (PQ ° ) . 

L'inclusion inverse suit de ce que D^ IEI Qp est compact et stable par (p™ J), ce qui 

prouve que la suite des (fn(z) = (pQn \ )z, pour n G N, est bornée si z G DC\ (D^ IEIQp). 

Ceci démontre le (ii). 

Enfin, l'adhérence de Z)+ dans Z)̂ IEIQp est un sous-P(Qp)-module fermé de D^MQP. 

Par ailleurs, ûg ® >̂+ D+ est dense dans D qui est dense dans D IEI Qp. Le th. III.3.8 

montre que cette adhérence contient D^ IEI Qp, ce qui permet de conclure. 

Comme la topologie de D^ IEI Qp est induite par celle de D IEI Qp, on déduit du (ii) 

du lemme IV.2.2 et du cor. IV. 1.5 le résultat suivant. 

Proposition IV.2.3. — .D+ est le sous- module (D* IEI Qp)pc de D^ M Qp. 

3. Caractérisation algébrique du sous-P(Qp)-module D+ de D^ IEI Qp 

Proposition IV.2.4. — Si x G D^ IEI Qp, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) xeD+ ; 

(ii) a^e/ a^e soit n G N, Vimage modulo (pn, ( J *n ) - 1) dti ^ L [( Z0̂  ° ) ] -modu/e 

engendré par x est un O^-module de longueur finie. 

(iii)(i + r)*w<<nV<<(*)> — (f~l(x^) tend vers 0, pour la topologie faible, dans D. 
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Démonstration. — Le cas général se déduit du cas d'un module de torsion par passage 

à la limite projective, ce qui permet de supposer que D est de torsion, tué par p£. 

Dans toute la suite de la démonstration, on note V la représentation V ( jD ) de £^QP, 

et on choisit Vicwwwg,Vd G V tels que ( x i , . . . , Xd) >-> YA=I x^vi soit un isomorphisme 

de Y\i=1(Zp/pkiZwp) sur V (comme V est tuée par pe, .on a ki < £, pour tout i). 

Soit alors x G D+ = (A+ 0Zp V)^, et soit n > £. Si i G N, notons simplement 

Ri : D —•<w Z)IElp_îZp l'application R e s p - i Z p . Comme #¿(2;) —> a; dans A®D — A®V 

et comme jD est de torsion, il existe i tel que iîj(x) — x G </?n(T)(A+ 0 V ) . En 

particulier, Ri(x)d<<G et donc ipl{Ri(x)) G Z}+ f l £ ) = D+. De plus, l'appartenance 

de Ri(x) -xk <pn(T)(A+ 0 F) implique que, modulo <£n(T)Z>+, le ^L [r]-module M 

engendré par x est l'image du ^ [r]-module M1 engendré par Ri(x). Or y 1—• <£*(?/) 

induit une injection de M ' dans Z)+ puisque D+ est stable par T et (pl{Ri(x)) G D+. 

On en déduit que y »—• <£*(?/) induit une injection de l'image de M modulo (pn(T)D+ 

dans D+ /(pn+l(T)D+ qui est un ^-module de longueur finie comme quotient de 

deux treillis de D. Ceci permet, en traduisant en termes de P(Qp)-modules ce qui 

précède, de démontrer que (i)=>(ii). 

Passons à la démonstration de l'implication (ii)=>(iii). Rappelons que : 

• un élément x de A/p£ s'écrit de manière unique sous la forme x = ^2i<iP7,[xi], 

avec Ï J E E , 

• la topologie faible sur Â/p£ est la topologie définie par la valuation we-i, 

avec we-i(x) = inf*<£_i u e ( ^ ) 5 

• W£-i(<p(x)) =pwe-i(x), 

• x G A+ /p£ si et seulement si we-i(x) > 0. 

Soit yi — <p~-(*+1)(a;(*+1)) — (p~l(x^)i si i G N. Notre problème est de montrer que 

yi tend vers 0. Comme D est tué par p£, la topologie faible sur D, qui est celle induite 

par la topologie faible sur A 0aQp D = A 0Zp V, est la topologie définie par la valua

tion W£-i, avec VÛ£-\( Yli=i xivi) = infi<i<d W£-I(XÌ)W<<C<XX^^$On déduit de l'hypothèse (ii) 

l'existence, pour tout n G N, d'un polynôme PN G ÛL[X\, non nul modulo ttil , et de 

un = (un^) G D^ M Qp tels que, quel que soit i G N, on ait : 

P„(7)-a:(i)=¥>n+i(T)«« 

On a alors 
-^(^(i+1)) et u^+V - (p(v,M) = u^+V - <^(^+1w<<w)) 
-^(^(i+1)) et u^+V - (p(v,M) = u^+V - <^(^+w1<<)w) 

Or <pi+1(î/t) -(i + r)*nV(*) - ^ ( ^ ( i + 1 ) ) et u^+V - (p(v,M) = u^+V - < ^ ( ^ + 1 ) ) sont tous 

deux éléments de D^=0, et donc il existe d'après la prop. III.4.7, une constante Cn G R 

telle que t^_i(<p<+1(yi)) > t i ;*-i(<pn+i+1(r)(u<i+1) -(i +ww r)*nV(*)> + Cn. De plus, la suite 

(u(i+i)_(£(w(0))i(EN est bornée, et il existe C tel que i ^ - i ^ ^ 1 ) — ip(u^)) > C\ pour 

tout i G N. Par ailleurs, D étant tué par p£, on a wt-i(ipl(T)x) > p-p~^i—\~ we-i(x). 
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On en déduit les minorations 

-^(^(i+1)) et u<< 
+V - (p(v,M) = 

> 
-^(^(xw<w 

p - 1 
+ cn + c et W£_i(2/*) > 

x<<;m^ 
fbnnw< 

p - 1 
+ 

w<<bvnm 
v<<n,;m^^ 

x<<ty 

et l'existence, pour tout n, de in tel que we-i(yi) > pn £ si i > in. Ceci permet de 

démontrer l'implication (ii)=>(iii). 

Finalement, démontrons l'implication (iii)=>(i). L'hypothèse (iii) équivaut à la 

convergence de la suite <p~l(x^) dans D ; notons y la limite. Comme X)J(X^+1^) = x^l\ 

quel que soit i, on a Ri((p~'l~rn(x^^)) = (p~l(x^), quel que soit m G N. On en 

déduit que Ri(y) — (p~'l(x^), et donc que x^ = ^(^(y))w<<quel que soit z G N. 

Pour conclure, il suffit donc de vérifier que y G A+ (g) V, car cela implique y G D+ 

et x = i(y). On peut écrire y sous la forme y = J2<j=iyjvj^ avec Vj ^ A/pk^A, 

et <<xsous la forme x^ = J2^=ixiJvj^ avec xi,j ^ A/pk^A, si 1 < j < d, et on 

a % = lim -̂y-t-oo (f~l(xij)- Par ailleurs, la suite ( X ^ ) ^ N est bornée puisqu'élément 

de w<<IEI Qp. Cela se traduit par le fait que, quel que soit j , la suite W£-i(x{j) est 

minorée. Comme W£-i(yj) = lim^+ooP~lwe-i(xij), cela implique que W£-i(yj) > 0, 

quel que soit j . On en déduit l'appartenance de y à-^(^(i+1)) x ce qui permet de conclure. 

IV.3. Extension du dictionnaire d'analyse fonctionnelle à QP 

1. Mesures nulles à l'infini. — L'ensemble 3>o(QP, ÛL) des mesures sur QP à valeurs 

dans ÛL n'est pas un anneau car on ne peut pas faire la convolution de deux mesures 

sans prendre de précautions concernant leurs supports. Ceci nous amène à définir le 

sous-ensemble ^Q(Qp, ûi)pC des mesures nulles à l'infini, c'est-à-dire les mesures /x 

telles que Dir^ * fi —> 0 (pour la topologie faible sur i^o(Qp5 <^L)) quand b —» oo, 

où Dirfc désigne la masse de Dirac en b. Il est facile de vérifier que ^o(QP, ÛL)PC est 

un anneau pour la convolution, et que f^o(Qp> ÛL)PC est dense dans @o(W<<QP<, 

Proposition IV.3.1. — La transformée de Fourier fi i—> JQ [(1 + T)x]fi induit un iso

morphisme d'anneaux de @o(Qp, &L)PC sur ûg. 

Démonstration. — Soit I = Z[̂ ] D [0,1[ le système standard de représentants 

de Qp/Zp. Alors fi = Y\iGl Dir* * Resz (Dir_^ * fi), ce qui nous donne 

Qp 
[(1 + T)*]m = 

iei <w 
[(l + Tr+i]ResZp(Dir_,*/x) 

w< 
<xx <<x 

(1 + T)x ResZp(Dir_i * fi)) [(1 + T)% 

Modulo le fait que la transformée d'Amice À i-> Jz (1 + T)X À induit un isomorphisme 

d'anneaux de ^Q(ZP, ÛL) sur ûg, le résultat suit donc du lemme IV.1.2. 
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Corollaire IV.3.2. — Si ¡1 6 S'oiQp: ^L), les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) ii e %{QP, ÛL)pc ; 

(ii) quel que soit n € , le< SOUS-ÛQQL\W< °)]-module de ® 0 ( Q P , < < &L)/(p<n,<ww(l^ ) - l ) 

engendré par ¡1 est de longueur finie sur 6L • 

Démonstration. — C'est, modulo les isomorphismes 6g IEI Qp = @o(Qp, &L) de 

l'ex. III.2.1 et @o(Qp, &L)PC — 6g, une réécriture de l'équivalence des (i) et (ii) 

de la prop. IV.2.4. 

2. Dualité. — O n étend rés0 à 6g dT 
l + T en posant réso(2 dT 

l + T ) = res0((ResZp2:) 
dT 

l + T 

PropositionIV.3.3. — L'application réso : 6g dT 
l + T —> 6L vérifie les propriétés sui

vantes : 

(i) résoM*) dT 
l + T I = réso(z dT 

l + T et rés0(cra(z) dT 
l + T )) = a 1réso(^ 

dT 
l + T i, si a G Z* 

(ii) réso est identiquement nul sur 6g dT 
'> l + T ki i/, si u CQ;. 

Démonstration. — La formule pour l'action de T suit, via la prop. 1.2.2, de 

ce que ResZp commute à l'action de T. Celle pour ip vient de ce que l'on a 

Resz ((p~1(z)) = -0(Resz (z)), ce qui permet d'utiliser la prop. 1.2.2 pour montrer 

que réso(<£ 1(z) -dT 
f l + T 

= réso(z dT 
~ 1+T> 

Maintenant, si z G 6g ^ M U, et si n G N, alors (p~n(z) G 6g ^ Mp~nU. Or 

l'hypothèse U C Q * implique que Zp C)p~nU = 0 , et donc Reszp((p~n{z)) = 0, si n 

est assez grand. On a alors réso(z) = réso((p~n(z)) = réso(ResZp(<^_n(z))) = 0. Ceci 

permet de conclure. 

Proposition IV3 A. — Si z G 6g et x G Qp, soit </>z(x) = rés0([(l + T)x]z dT 
l + T 

L'application Z i—• <J>Z ainsi définie induit un isomorphisme de 6g/6g sur l'espace 

^ 0 ( Q p , 6L)Q des fonctions continues sur Qp tendant vers 0 à l'infini. 

Démonstration. — Fixons un système i~ de représentants de Qp/Zp dans Qp. Cela 

permet, d'après le lemme IV. 1.2, d'écrire tout élément z de 6g sous la forme 

z =C)p~nU = 0 + T)l]zi, où (zi)iei est une suite d'éléments de 6g tendant vers 0 à 

l'infini pour la topologie faible. On a alors 4>z(x) — <\)Zi{x -f i), si x + i G Zp. Comme 

Zi tend vers 0, il existe, pour tout A: G N, un entier n(k) G N tel que Z{ G 6g + pk6g, 

si vp(i) < —n(fc), ce qui se traduit par le fait que (J)z(x) G pk&L, si vp(i) < —n(k) et 

si x -f i G Zp. On en déduit l'appartenance de <\)z à ^ ( Q p , 6L)O. 

Réciproquement, soit <J> G ^ ° ( Q P , <^l)o- Si ^ est la restriction de x i-> </>(x + z) 

à Zp, soit fc(z) le plus grand entier k tel que ^ soit à valeurs dans pk6L, et soit 

ZI G ^ tel que (J)ZI = p~K^(F>i. L'appartenance de 0 à ^70(Qp ,^>l)o se traduit par 

le fait que k(i) tend vers -f-oo à l'infini. La série YlieiPk^iO- + T)l]zi converge donc 

dans 6g et la somme z de cette série vérifie <J>Z = (J) par construction. Ceci permet de 

conclure. 
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IV.4. Le foncteur M i-> Mapc 

1. GL[P(Qp)]-modules compacts et f^o(Qp> GL)PC-modules.— Soit M un ^ -module 

compact (pour une topologie moins fine que la topologie p-adique) muni d'une ac

tion continue de P(QP). Nous allons montrer que l'action de (J ^p ) se prolonge par 

linéarité et continuité en une action de @o(QP, GL)PC = Gt • 

Lemme IV.4.1. — Si U est un ouvert de M contenant 0, alors pour tout n assez grand, 

ona(pnAl^)-l)M CU. 

Démonstration. — Supposons le contraire. Il existe alors des suites xn,yn d'éléments 

de U tels que zn = pnxn + (( J p± ) — l)yn n'appartienne pas à U, quel que soit n G N 

(remarquer que la suite des (pn, ( J p^ ) — l ) M C U est décroissante). Par compacité 

de M et M — U, on peut extraire de (xn, yn,zn) une sous-suite convergente, et si z est 

la limite de la sous-suite des zn, la continuité de l'action de P(QP) montre que z = 0, 

ce qui est en contradiction avec l'appartenance de z à M — U. 

Proposition IV.4.2. — (i) Si X = J2k=oakTk G G+, la série Y,t=oak({o î ) - l ) • s 

converge dans M, pour tout x G M, et Vapplication (À, x) \-+ X • x ainsi définie fait de 

M un Gt-module. 

(ii) Si X = J^ieI Xi [(l + T)*] G Gg, où Xi G 6% tend vers 0 quandi i -* oo, et si 

x G M, alors la série J2iei ^ ' ( o î ) 'x conver9e dans M, et l'application (A, x ) \—• X-x 

ainsi définie fait de M un Gt -module. 

Démonstration. — Si n G N, alors Tk G (pn,(pn(T)), si k est assez grand. Le lemme 

précédent permet donc de prouver la convergence de la série du (i) et, pour tout sous-

module ouvert U de M, fournit l'existence de n G N tel que À • [(1 + T)l]x G U, pour 

tout i; G / , si À G (pn, (pn(T))Gg. On en déduit la convergence de la série dans le (ii). 

Le reste de la proposition ne posant pas de problème, cela permet de conclure. 

2. GL[P(Qp)]-modules admissibles. — Si n G N, soit AfW = M/(pn, ( J ^ ) - l ) M . 

Notons que l'action de ( zp z^ ) passe au quotient sur Af'n'. Si x G M, on note M'71' (x) 

le S O U S - ^ L [ ( ^ p J)] -module de M M engendré par x, et on note^21) Mapc l'ensemble 

des x e M tels que, M ^ ( z ) soit de longueur finie sur G L , quel que soit n G N. 

L'équivalence entre les (i) et (ii) de la prop. IV.2.4 montre que si M = D^ IEI Qp, 

alors Mapc = Mpc ; il en est de même, d'après le cor. IV.3.2, si M = @0(QP, G L ) . 

Proposition IV.4.3. — Le module Mapc est stable parP(Qp), et est muni naturellement 

d'une structure de ((p,T)-module sur Gg, où (p agit parxww (o ?)> °~a £ T par (o î ) ; ê  

[(l + T)b},pourbeQpw<, p<a<<rdi)<. 

(20) Suivant le filtre des complémentaires des parties finies ou, ce qui revient au même, dans Qp. 

(21) « ape » signifie « algébriquement presque à support compact ». 
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Démonstration. — La stabilité par J P"-^<e>' ) _ suit de ce que ( zp ° ) est invariant par 
conjugaison par (g ?)> Pour a G Q*, et l'idéal (pn, (J ^ ) - l ) est envoyé sur l'idéal 
{рпЛЪрТг+7{а) ) - !)» et donc contient l'idéal ( P » - I M « ) I , ( J P"-^<e>' ) _ i ) . 

Maintenant, soient x G Mapc, 6 G Qp et y = (J \)x. On a (g î ) y = (J aib)(o<ww 
ce qui montre que c<<w^^(i/) est inclus dans la somme des ( J f ) M ^ ( a : ) , pour a t Л:, 
et comme ( J a16)M^(x) ne dépend que de la classe de ab modulo pnZp, cette somme 

est en fait finie, ce qui prouve que y G Mapc, et que Mapc est stable parJ P"-^<e>' ) _ i et 

donc aussi par P(QP), 

Il résulte de la prop. IV.2.4 que si À G 6g, alors pour tout n G N, l'image modulo 

(pn, (pn{T))Ûg de À est une combinaison linéaire finie de [(l + T)6], avec b G Z [^ ] . On 

en déduit que si x G Mapc, et si n G N, alors l'image de Xx dansJ P"-^<e>' ) _ i est dans un 

sous- ÛL-module engendré par un nombre fini de translatés de x par (* ^p ) , et donc 

engendre un ^-module de longueur finie sous l'action de (^p J), puisque Mapc est 

stable par ( * ̂ p ) . Ceci étant vrai pour tout n, on en déduit l'appartenance de Xx 

à Mapc, et donc la stabilité de Mapc par multiplication par un élément de 6g. Ceci 

permet de conclure. 

On dit que M est admissible si Mapc est presque de type fini sur 6g. 

Proposition IVA A. — M i—• Mapc est un foncteur de la catégorie des Û^-modules 

compacts munis d'une action admissible de P(QP) dans celle des (<p,T)-modules étales 

sur 6g. 

Démonstration. — La seule chose qui ne suit pas de la définition d'admissible est 

que Mapc est étale, mais la bijectivité de (p sur Mapc suit de ce que cp correspond 

à (o ? ) et donc admet (pQ1 J) comme inverse. 

On peut énoncer l'équivalence entre les (i) et les (ii) de la prop. IV.2.4 sous la 

forme : si D est un (cp, r)-module étale sur 6g, alors D+ = (D^ MQp)apc. Comme D+ 

est presque de type fini sur 6g, on en déduit, en utilisant le (iii) de la rem. IV.2.1, le 

résultat suivant. 

Théorème IVA.5. — Si D est un ((p,T)-module étale sur 6g, alors D^ IEI Qp est un 

P(Qp)-module admissible et D = DÇV((D* M Qp)apc)). 

Le th. IV.0.1 se déduit directement du th. IV.4.5 dans le cas de (<p, r)-modules 

sur 6g. Si Di et D2 sont deux ((p, T)-modules sur S tels que les P(Qp)-modules 

(D\ M Qp)b et (p\ IE1 Qp)b sont isomorphes, on peut appliquer le th. IV.4.5 à des 

réseaux Ai et A2 de D\ et D2, pour en déduire que Ai et A2 sont isogènes et donc 

que D\ et D2 sont isomorphes. 
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IV.5. Le P(Qp)-module D/D+ et son dual 

1. Considerations topologiques. — Si D G $ r e t ( ^ ) , on note Dk le (</?,r)-module 

D/pkD, et done D est la limite projective des Z ^ . 

Lemme IV.5.1. — Il existe c G N tel que pc tue le conoyau de DnT —» J P"-^<e>' )pour tout 

G N. 

Démonstration. — Soit V = V(D), et, si A: G N, soit V* = V/pkV. Il résulte du (ii) 

de la rem. II.2.4 que : 

£>nr = (W(FP) ®Zp V^f" et Dg' = (W(FP) ®Zp Vf'f™. 

Comme le foncteur U >-> (W(FP) ®zp 17)r est une équivalence de catégories, le 

conoyau de DnT —> D£r est tué par la même puissance de p que celui de V3^ —» . 

Notons X le quotient de ((Qp/Zp) ® V)1^" par sa partie divisible. Le conoyau de 

yjif' _^ y M" eŝ . aiors isomorphe au sous-groupe de pk-torsion de X , et comme X est 

de longueur finie sur ÛL, il existe c G N tel que pc annule X, et donc aussi le conoyau 

de DnT —» Z2£r pour tout fc. Ceci permet de conclure. 

Lemme IV.5.2. — Si pc tue le conoyau de Dnr —> D%T pour tout k e N, alors il tue 

aussi celui de D+ —> D~£, pour tout k G N. 

Démonstration. — Cela résulte de ce que D i—• D++ est un foncteur exact et de ce 

que 5 + = Dnr 0 £>++ et £>+ = D™ 0 £>++. 

LemmeIV.5.3. — L'application naturelle de D/D+ dans limDk/D^ est un isomor

phisme. 

Démonstration. — L'injectivité est immédiate ; prouvons la surjectivité. Soit 

(xfe)fceN G \imDk/D^ et, si k G N, soit Xk G D un relèvement de Alors 

£fc — ^fe-i est dans l'image inverse de D%_v et donc peut s'écrire sous la forme 

u>k + / " 1 _ c ^ , où Uk G D+, Vk G D, et c G N est choisi de sorte que pc annule 

le conoyau de D+ —> D^, pour tout k e N (l'existence d'un tel c résulte des 

lemmes IV.5.1 et IV.5.2). Soit yk = Xk — u\ — • • • - г¿/e. Alors ?/fc a pour image 

dans Dk/Dfr, et on a — = pk~1~cVk, ce qui montre que la suite yk a une 

limite y dans D. Cette limite ayant, par construction, pour image (xk)kew, cela 

permet de conclure 

Si D e $>r^rs, alors D+ est un ouvert de D, et donc D/D+ est un module discret. 

Il résulte du lemme IV.5.3 que, si D G $ret(G#), alors D/D+ est séparé et complet 

pour la topologie p-adique. Par ailleurs, ce module est sans p-torsion; c'est donc 

naturellement la boule unité d'un L-banach. Si D G $ret(<?), alors D / J D + est un 
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L-banach (si Do est un ^-réseau de D stable par ip et T, c'est le L-banach dont 

Do/Di' est la boule unité). 

2. Dualité 

Proposition IV.5.4. — (i) Si D e ^r^rs; alors D^ IEIQP est le dual (de Pontryagin) de 

D/D+. 

(ii) Si D G <&Tet(ûg), alors J P"-^<e>'M Qp est le ûL-dual de D/D+J P"-^<e>' ) _ 

(iii) Si D G $ret(<?), alors (D* M Qp)b est le dual topologique de D/D+ 

Démonstration. — Si D e 3>r^rs et si z G D, il existe n G N tel que l'on ait 

z — Resp-nZpz G D+. Autrement dit, il existe n tel que l'image de z modulo D+ soit 

dans l'image de D №p~nZp = cp~n(D). On en déduit que D/D+ est la réunion crois

sante des (p~n(D)/(p~n(D+) ou, ce qui revient au même, la limite inductive des D/D+ 

relativement aux applications de transitions toutes égales à (p. Son dual est donc, 

d'après le (ii) de la prop. II.5.19, la limite projective des D^ relativement aux appli

cations ty, c'est-à-dire Lfi M Qp. Ceci démontre le (i) ; le (ii) et le (iii) s'en déduisant 

de la manière habituelle, cela permet de conclure. 

Remarque IV.5.5. — (i) Si D = 6§, on retrouve, en utilisant les prop. IV.3.1 et IV.3.4, 

la dualité entre %(QP, ÛL) et ^°(QP, ÛL)0. 

(ii) Il résulte de la démonstration que l'accouplement décrivant la dualité entre 

D№Qpew<^^Dw<<(D№ Qp)pc est la limite de 

{(^n(Resp-nZpx),^n(Resp-rlZp2/)} = {Resp-nZpx, Resp-nZpy}Qp. 

L'accouplement { , }Qp étant P(Qp)-équivariant (prop. III.2.3), il en est de même de 

son prolongement. 

(iii) L'accouplement { , }Qp admet aussi un prolongement P{QP)-èquivariant (par 

continuité) à (D IEI Qp)pc x (DM Qp)pc- En effet, on dispose (cf. prop. IV.3.3) d'une 

application réso : û g ^ ^ q q —> &L qui commute aux actions de (p et T. Celle-ci induit une 

application réso : S'/ûqg^^qq —> L/ÛL avec les mêmes propriétés. En composant avec 

l'accouplement ( , ) sur (DMQp)pc x (DMQp)pCi obtenu en étendant l'accouplement 

tautologique D x <<D par c<<^-linéarité, ceci permet de définir un accouplement 

{ , }Qp sur (Z)BQp)pc x (D№Qp)pc, avec {x,y}Qp =rés0((( 010i)x,y))-

La restriction de cet accouplement à (DMQP)C x (DMQP)C est l'accouplement { , }QP< 

Corollaire IV5.6. — (i) Si D est un ((p, Y)-module irréductible sur kg, alors D/D+ 

est un P(Qp)-module irréductible. 

(ii) Si D e 3>r£ors, alors D/D+ est un Û>L[P(Qp)]-module de longueur finie. 

(iii) Si D est un ((p, T)-module irréductible sur S", alors D/D+ est un P(Qp)-module 

topologiquement irréductible. 
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Démonstration. — Les (i) et (iii) résultent, par dualité, de la prop. IV.5.4 et des 
cor. III.3.9 et III.3.11. Le (ii) résulte du (i) par dévissage en utilisant l'exactitude des 
foncteurs D h+ D et D i-> Z>++ et la finitude du ^L-module D+/£>++. 

3. L'application rés0 : D M Qp —> D^/D^. — On a défini, au n° 4 du § II.5 une 
application réso : D —> D^/DK De même, on définit réso(z), pour z G D M Qp 
(resp. z e (DM Qp)b, si D e $ret(<f)), en posant rés0(z) = réso(ResZp(z)). 

Proposition IV.5.7. — Soit D un (y, T)-module étale. 
(i) Si z E DM Qp (resp. z e (DM Qp)b), alors : 

• rés0((SÎ) - z) = ( g? ) -rés0(z), pour tout a e Q*, 
• réso(RespnZp2;) = réso(^), pour tout n G Z. 

(ii) réso(^) = 0 si et seulement si il existe x G D+ tel que RespnZp(z — x) tende 
p-adiquement vers 0 quand n —> +oo. 

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du (i) de la prop. II.5.22. 
Maintenant, comme ResZpx G D^, si x G D+ (lemme IV.2.2 (i)), on déduit du (i) que 
réso(z) = 0 s'il existe x G D+ tel que RespnZp(z — x) tende p-adiquement vers 0. 

Pour démontrer la réciproque, on peut se contenter du cas où D est étale sur ûg, le 
cas D G $Tet(<o) s'en déduisant en tensorisant par L. Soit c G N — {0} tel quepc tue le 
sous- v T- module de torsion (D^/D^)tOTS de D^/D*. D' après le (i) de la prop. II.4.2, il 
existe vrt\ G N tels que (ResZpz) G D$ +p2cD, et l'hypothèse réso(z) = 0 implique 
que l'on a alors i/>ni(z) G D^ + p2cD. 

Par ailleurs ipn((D/pcD)++) = (D/pcD)\ si n > 0 (rem. II.5.13). Il existe 
donc ni > rai et x\ G (D/pcD)++, tel que ^ni(xi) = îpni (ResZpz) modulo pc. 
Maintenant, le foncteur D i—> D++ étant exact ((iv) de la rem. IV.2.1), on peut 
relever x\ en x\ dans D++, et par construction, on a ipni(ResZp(z — x\)) G p2cD. 
Comme rés0(V;ni(RcsZp(2: — xi))) = 0, et comme pc tue (-DV-^)tors? cela implique 
que réso(p~c'0ni(ResZp(2; - xi))) = 0 puisque Tés0(p~cipni(ResZp(z - x±))) = 
pcréso(p~2ciljni(Reszp(z — #i))). En réitérant le raisonnement précédent, cela fournit 
n2 G N et x2 G 5+ tels que ^n2(p"c^ni (ResZp(z - £i)) - (ResZpx2)) G p2cD et 
donc ^ni+n2(ResZp(z — x\ — pcX2)) G p3cZ}. Une récurrence immédiate nous fournit 
donc des entiers nj et des éléments Xj de D+ tels que 

^i+"-+»*(ResZp(* - ¿1 P{k~1)cxk)) G p(fc+1)cL>, pour tout /c G N. 

Soit a: = E^î^°~1)c£j 5 c'est un clément de D+ vérifiant ^n(ResZp(z - x)) G pkcD 
(et donc RespnZ (z — c) G pkcD), pour tout n > n\ H hn/c- On en déduit le résultat. 
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V. Opérations analytiques sur les (ip, T)-modules 

Le but de ce chapitre est de définir, en s'inspirant des formules pour l'image directe 

d'une mesure par un difféomorphisme local ou pour la multiplication d'une mesure 

par une fonction continue, des opérations analytiques sur n'importe quel ((/?, r)-mo-

dule étale. Le cas des mesures correspond au (<p, r)-module trivial 0g et même, plus 

précisément, à son sous-(y?, r)-module â\ = û# (l'identité de ûg et ûg rend la 

convergence des formules bien meilleure dans le cas du module trivial que dans le cas 

général où l'existence des limites est un peu miraculeuse). 

Dans tout ce chapitre, les (y>, r)-modules considérés sont étales sur 0g. Les résultats 

s'étendent aux objets de $ret(<f) par linéarité. 

V . l . Image directe par un difféomorphisme local 

1. Le théorème d'inversion locale 

Si U et V sont deux ouverts compacts de Qp, on dit que f : U F est un 

difféomorphisme si / est bijectif, de classe <̂ ?1 (sous-entendu uniformément), et si son 

inverse est de classe ^ (la prop. V. l . l ci-dessous montre que cette dernière condition 

est en fait automatique). 

On dit que f : U —• V est un difféomorphisme local si / est de classe <*f1, et si / ' 

ne s'annule pas sur U. 

Un difféomorphisme / : a-\-pkZp —> b+peZp est dit régulier si vp(f'(x)) est constant 

sur a + phZp et s'il transforme un système de représentants de a-\-pkZp modulo pnZp 

en un système de représentants de b + peZp modulo pn+e~kZp, pour tout n G N. 

Proposition V.l.l. — Soient U, V des ouverts compacts de Qp et f : U —> V de classe 

cé>1. Si a G U est tel que fr(a) ^ 0, alors il existe k e N tel que f induise un 

difféomorphisme régulier de a-\-pkZp sur f(a) -f f,(a)pkZp. 

Démonstration. — L'énoncé est invariant par composition à droite et à gauche par 

des applications affines, ce qui permet de se ramener au cas a = f(a) = 0 et f'(a) = 1, 

et l'énoncé étant local, on peut supposer U C Zp. 

Comme / est de classe të1 sur C/, on peut écrire f(x -f y) — f(x) — f'(x)y sous la 

forme ye(x,y), avec vp(s(x,y)) > a(vp(y)) et a : N —• Z tend vers +oo en +oo. En 

particulier, il existe A: G N tel que pkZp C U et 

vp(e(xi,x2 — xi)) > 1, si vp(x2 - xi) > k, et vp(f'(x) — 1) > 1, si vp(x) > k. 

Soit alors F(z, x) — x — f(x) -h z. On a 

F(z,xl) - F(z,x2) = (x2 - x1)(e(x1,x2 - xx) + (/'(^i) - 1)), 
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et comme vp(e(x\, x2 —xi) + ( / ' ( x i ) — 1)) > 1, si xi , x2 G / Z p , la fonction x t-> F(z, x) 

est contractante sur pkZp, pour tout z G pkZp. Elle admet donc un unique point fixe, 

noté g(z), et ce point fixe est l'unique solution de l'équation f(x) — z dans pkZp. 

Enfin, on a vp(ff(x)) = 0, si x G pkZp, et comme vp(e(xiy)) > 1, si x, y G pfcZp, 

on en déduit que vp(f (x + y) - f (x)) = vp(y), et que vp(f(xi) - f(x2)) = vp(x1 - x 2 ) , 

si xi,x2 G pkZv. Ceci permet de montrer : 

- que / transforme un système de représentants modulo pn en un système de 

représentants modulo pn, 

- que vp(g(z1) - g(z2)) = vp(f(g(zi)) - f(g(z2))) = vp(zx - z2), et donc que g est 

continue, 

- que g est surjective puisque son image est compacte, et dense d'après le premier 

point, et donc que g o / = id, 

- que g[1](x,y) = g(y)-9(x) 
y—x 

est bornée sur pkZp x pkZp privé de la diagonale. 

Pour conclure, il suffit donc de prouver que g est de classe ^1 ou, autrement dit 

que g^ s'étend par continuité à pkZp x pkZpi ce qui suit de ce que 

9[1](x,y) = 
g(y) - g(x) 

y-x 
x< g (y) - 9{x) 

f(g(y))-f(g(x)) 
< 

i 

mg(y),g(x)Y 

et de ce que p1* est à valeurs dans Z* puisque vp(f(xi) — f(x2)) = vp(x\ — x2), et 

est continue. 

2. Le cas d'un, difféomorphisme local de Zp dans Zp 

Si n G N, la notation In désigne un système de représentants de Zp modulo pnZp. 

Soit / : Zp —• Zp un difféomorphisme local. Si /x est une mesure sur Zp, son 

image directe par / est la mesure /*/x sur Zp définie par Jz <j> /*/x = fZp(<t> ° / ) A*- Sa 

transformée d'Amice est donc 

Af^ = 
w 

(i + r ) ^ x V = lim 
n—>-+oo 

w<< i+pnZp 
(l + T)/(x)/x-

Par ailleurs, f(x) = f(i) + f'(i)(x — i) + (x — i)e(i,x — i), où e(x,y) —> 0, quand y —> 0, 

uniformément pour x G Zp. On en déduit que est aussi la limite de 

iein >i+pnZp 
(1 -j- T)f^+f(i + r)^xV = 

<<w Zp 

(i + r)^xV (i + r)^xV (i + r • Resi+pnZxwp/i. 

Comme ( / ' « / W - V W ) = ( / ' ( . ) / ( . ) ) ( ; 7 ) et (J 7)oResi+p„Zp = Res(i + r)^xV p„Zp<wo(Jxxv̂  

on obtient finalement : 

Af„ = lim 
n—»-foc iein 

; ( ^ ) / W ) R e S p . z p ( ( J V ) A M ) . 

Cette dernière formule a un sens pour n'importe quel (<p, r)-module étale et suggère 

l'énoncé du lemme V.1.2 ci-dessous. 
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Soit D un ((p, r)-module étale sur ûg. 

Si D G $r®*rs, on dit qu'une suite de familles ax,n, pour x G Xn, d'éléments de D. 

tend uniformément vers 0, s'il existe une suite décroissante (MN)NGN de treillis de D 

vérifiant fiNGN^n = 0, telle que aXiTl G Mn pour tout x G Xn. Si tel est le cas, on a 

Mn C D+ pour n assez grand, ce qui permet d'imposer à Mn d'être stable par (p, si 

n est assez grand. 

Si D G $Tet(ûg), on dit qu'une suite de familles aX:Tl, pour x G Xn, d'éléments 

de D, tend uniformément vers 0, si elle tend uniformément vers 0 modulo pk, pour 

tout A: G N. 

L'un des intérêt de cette notion est qu'une série dont les termes sont dans une telle 

famille est convergente (avec des quantificateurs laissés au lecteur). 

Lemme VA,2. — Soit f : Zp —> Zp un difféomorphisme régulier 

(i) Si z E D, la suite de terme général 

x<>bnki 

iein 

( / 'W/W)Resp.Zp((âV),) 

converge dans D vers une limite f*z qui ne dépend pas du choix des In, et Vapplication 

f*:Dw<<^D ainsi définie est G^-linéaire continue. 

(ii) De plus, ReSi+P"-zp(f*z — un) tend vers 0, quand n —> +oo, uniformément 

pour i G In. 

Démonstration. — Le cas général se déduit du cas de torsion par limite projeçtive ; on 

peut donc supposer D de torsion. L'indépendance de la limite par rapport au choix des 

In suit de son existence (si on a deux choix, on en fabrique un troisième en panachant 

et l'existence des limites montre que les trois limites sont égales). 

Si i G Zp, soit rnji(z) = ^n((oT)z) ' ^n a al°rs 

RespnZp((J 1i)z)= <pn(rnj(z)) et un = 

iein 

( / 'W /W)^(rn>i(z)). 

Maintenant. 

Respn-1Zp((i *)z) (i + r)^xV Resi+pn-iZp(z) = 

jeinm-\-pn-1zp 
W<17) Resj+pnZp(z) 

c<<<oi 

ieinm-\-pn-1zp 

(^'r)RespnZp((i7>) = 

jeinDi+pn-iZp 

(/'W x/W)^(rn>i(z)). 
(/'W /W)^(rn>i(z)). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010 



134 P. C O L M E Z 

Ceci permet, en notant ij l'élément de In~\ dans la classe de j modulo pn 1 d'écrire 

un — un-i sous la forme 

Un Un—l — 

jein 

(/'W /W)^(rn>i(z))+ f%)(j - ij) - /(j))) > a(w<<n)ww<<,. 
+ f%)(j - ij) - /(j))) > a(n),+ f%)(j - ij) - /(j)))xww ><<^^p 

w<cc 
j€ln 

+ f%)(j -wxx ij) - /(j))) > a(nw<<), 

avec gj = (f'M ° ) et hnJ =+ f%)(j - ij) - /(j))) P " ( / ( < * ) + / ' ( e t gj-hnà désigne la 

différence dans ÛL[G] et pas dans M2(ZP). . . ) . Comme / est de classe et comme 

vp(j — ij) > n — 1, il existe o : N —> N tendant vers +00 en +00, telle que l'on ait 

vP(f'U) ~ f'(ij)) > <n) et(/'W /W)^(rn>i(z)). + f%)(j - ij) - / ( j ) ) ) > a(n), 

quel que soit j G 7n. On a alors gjxhn,j G ( 1^Pa(J')zP pa(n^p ^ car Vp^ff(^x^ — o pour 

tout x G Zp, étant donné que / est supposé régulier. 

Par ailleurs, les fonctions rnj sont (^-linéaires continues, la continuité étant uni

forme en n G N et j G Zp car si M est un treillis de D, il existe un treillis M' de D 

contenant tous les ipn(( J ~J )z) , pour j G Zp et n G N (en effet, on a ( J ~j)z G M 

pour tout j G Zp et donc on peut appliquer le (iii) de la prop. II.4.2). On en déduit, 

en utilisant la continuité de l'action de ( zp z^ ) sur l'existence de no et d'une suite 

décroissante de treillis (Mn)n>no de stables par (p, dont l'intersection est nulle, et 

telle que (gj - hnj) • rnj(z) = gô(l - gjlhn,j) • rrj(z) G Mn, pour tout j G Zp, et 

tout z G M. On a alors un — un-i G Mn, et donc un — un-\ tend vers 0 uniformément 

sur M, ce qui prouve que la série converge vers une application ^-linéaire continue. 

On en déduit le (i). 
Le (i\) se démontre de même en remarquant que, si z G M, alors 

Resi+P«Zp(wn+fe — Un+k-i) = 

jein+k,f(j)ei+pnzp 

xwwv< < 
n; 
x<< {(9j - hn+k,j) • rn+k,j(z)) 

appartient à Mn+^, ce qui implique que Resi+pnZp(f^z - un) G Mn+fc, pour tout 

i G Zp, et permet de conclure, vu les conditions satisfaites par les Mn. 

3. Le cas général 

Si U est un ouvert compact de Qp, et si n est assez grand, la notation In(U) désigne 

un svstème de représentants de U modulo pnZ„. 

Proposition V.1.3. — Soient [7, V deux ouverts compacts de Qp et f : U —• V, un 

difféomorphisme local. 

(i) z G D IEI U, la suite de terme général 

<wxbk 

ieiniu) 

(f'(<) f(i))Resp„Zp x<<bvgtp^ 
lmùw<<<< 
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converge dans (D IEI Qp)c vers une limite f*z appartenant à D MV et ne dépendant 

pas du choix des In(U). 

(ii) L'application /* : DMU —> DMV ainsi définie est ÛL-linéaire continue. 

(iii) Resj+pnzp(f*z — un) —> 0, quand n —» +00, uniformément pour j G V. 

Démonstration. — / étant de classe ^1 et / ' ne s'annulant pas, U étant compact, il 

existe k G N tel que, pour tout a G t/, / soit un difféomorphisme de a + pkZp sur 

f(a) + f'(a)pkZp. En écrivant U comme une réunion disjointe (finie) de a + pkZp, 

pour a G A C (7, on obtient D M U — ®aeAD M (a + pkZp), et on est donc ramené 

à prouver le résultat dans le cas où U = a + pkZp, V = f(a) + f'(a)pkZp et / est 

régulier. Nous aurons besoin du résultat suivant qui résulte d'un calcul immédiat. 

Lemme Kl.4. — Si h e P(QP) et si f : U —> Qp est de classe tf1, alors pour tout 

x e U, on a 

( (hof)'(x) hof{x) ) = ft( / '(*) /(*) ) et ( U°hY{x) foh{x) )<<cc = ( f'{h{x)) f(h(x)) 

où £(h) est la partie linéaire (g?) de h = ( § î ) • 

Soit alors hi = (P ^ №), h2 = (p0 5) et g = Z -̂1 o / o h2 de telle sorte que 
g : Zp —• Zp vérifie les conditions du lemme V.1.2. 

Soit In = {p~k(j — a), j G In+k(U)} = h^1 (In+k(U)) ; c'est un système de repré

sentants de Zp<< modulo pn puisque / est régulier. En utilisant le lemme V.1.4, on peut 

écrire un sous la forme 

w<n;m 

iein 

+ f%)(j - ij) - /(j))) s<<w 
+ f%)(j - ij) - /(j))) <wxb> 

+ f%)(j - ij) - /(j))) > a<<<(n 

Or on a 

(P H 0) o Resp.+fcZp = RespnZp o fP-ko\ 
\ 0 1/ et (p~k°) v 0 1 / 

(l -(a+pki) 
0̂ 1 

+ f%)(j - x<< 

On obtient donc 

un = h\ 

iein 

( » ' « <f)Resp-Zp ( S T K 1 ^ ) ) ) -

Comme h^iz) e D № Zp = D, le terme dans la parenthèse tend vers g+ih^iz)) 

d'après le lemme V.1.2. On en déduit l'existence de /* et la formule /* = h\ o g* o /i"1 

qui permet de démontrer la proposition. 

Remarque V.1.5. — (i) Si h e P(QP) est identifié au difféomorphisme de Qp qu'il 

induit, alors h* = h. 

(ii) Si f : U —> V est un difféomorphisme local, et si h G P(QP), il ressort de la 

démonstration ci-dessus (ou d'un calcul direct) que 

(/ 0 fe). = /* 0 h = /* o h+ et (/1 o /)„ = h o /„< = ft<<# o<<w 
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4- L'image directe d'une composée 

Proposition VA.6. — Si U, V, W sont des ouverts compacts de Qp, et si f : U —> V et 

g : V —• W sont des difféomorphismes locaux, alors 

(9°fw< =9* °f*> 

Démonstration. — Comme d'habitude, il suffit de traiter le cas où 

U = a + pkZp, V = f(a) + f(a)pkZp, W = g o f(a) + (g o f)'(a)pkZp, 

et / , g sont des difféomorphismes réguliers. Posons 

/1 = h2 1 o / o ftx, gi = h3x o g o h2>/1 = h2 1 o / o ftx, gi = h3x o g o 
/1 = h2 1 o / o ftx, gi = h3x o g o h2>/1 = h2 1 o / o ftx, gi = h3x o g o h 

/ 1 = h2 1 o / o ftx, gi = h3x o g o h2> 

de telle sorte que / 1 et #1 sont des difféomorphismes réguliers de Zp sur Zp. On a 

/ = / i 2 ° / i ° ^ r 1 et donc /* = h>2o(fi)*°hï1 (cf. rem. V.1.5). De même g = hsogioh^1 

et donc g* = h3 o (gi)* o A"1. On en déduit que o /* = A3 o (c^)* o (/x)* o A"1 et 

(<7°/)* = ^ 3 ° ( ^ i ° / i ) * ° ^ r 1 - On est donc ramené à prouver que ( # 1 0 / 1 ) * = ( # i ) * o ( / i ) * ; 

autrement dit, il suffit de prouver le résultat dans le cas U = V = W = Zpetf,g 

sont des difféomorphismes réguliers de Zp sur Zp. On a alors 

0* (/*(*)) = lim 
n — » + 0 0 

cww< 

( ^ ) ^ ) ) R e s p . Z p ( ( i 7 ) / . ( , ) ) 

= lim 
n — » + 0 0 

<,;:^$$$ 

(9'(/oa))S(/ia)))Resp„Zp((j-/ iœ)/,(z)) 

Or, d'après le (ii) du lemme V.1.2, 

R e s p „ Z p ( ( J - ™ > ) / . ( * ) ) = (l-f^)Resm+pnZp(Mz)) 

(9'(/oa))S(/ia)))Resp„Zp((j-/iœ)/,(z))(9'(/oa))S(/ia)))Resp„ 
(9'(/oa))S(/ia)))Resp„Zp((j-/iœ)/,(z))(9'(/oa))S(/ia)))Resp„Zp((j-/iœ/ 

où £n,j(^) tend vers 0, quand n tend vers +00, uniformément pour j G Zp. Comme 

( 0 ~fij) ) ( foJ) fii) ) = ( f'oJ) î ) et ( gf{foU)) 9ifij)) ) ( f'oJ) î ) = ( ( p o / o ) » 

on obtient aussi 

9*(f*(z))= lim 

xw<;ùù=p 

(9'(/oa))S(/ia)))Resp„Zp((j-/iœ)/,(z))(9'(/oa))S(/ia)))Reiiu 
(9'(/oa))S(/ia)))Resp„Zp((j-/iœ)/,(z))(9'(/oa))S(/ia)))Resii 

ce qui permet de conclure. 
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V.2. Multiplication par une fonction continue 

1. Généralités. — Soit a : Zp —• ÛL une fonction continue. Si ¡1 est une mesure 

sur Zp, on peut multiplier \x par a : la mesure ma(/x) que l'on obtient est définie par 

Jz (t)MOT{lJL) — Jz OL^V" Sa transformée d'Amice est donc 

xww<,;;;;^^ 
^^ù 

a(x){l + T)x p = lim 
^x<<;: 

iein fi+PnZp 
a(x)(l + T)x /i. 

Comme a est continue, a(x) — a(i) tend vers 0 sur i + pnZv, uniformément pour 

i G Zp. On a donc aussi 

^w<<eSi+p lim 
n—>-+oc 

iein i+pnZp 
a(i)(l + T)x fi = lim 

n—>-+oo ïein 

a(i) Resi^pnZpAfÂ. 

Cela suggère le résultat suivant : 

Proposition K2.1. — Soient U un ouvert compact de Qp et a € ^(U, ÛL). Alors, si 

z G DMU, la suite de terme général 

<ccùùb;f 

iein(u) 
a(i) ReSi+pnZp(z) 

tend vers une limite ma(z) E D MU qui ne dépend pas du choix des In(U), et Vap

plication ma : DMU —> D M U ainsi définie est ÛL-Unéaire continue. 

Démonstration. — Si D est de torsion, il existe t G N tel que D soit tué par p*. 

Comme U est compact, a est uniformément continue et il existe no G N tel que 

a-\-pn°Zp C U, pour tout a G U, et a modw<<soit constante modulo pn°. La suite un 

est alors constante pour n > no, ce qui permet de conclure dans le cas où D est de 

torsion. Le cas général s'en déduit par limite projective. 

Remarque V.2.2. — L'action de T n'a pas été utilisée dans la construction de ma 

(en effet, la définition de Res^+pnZp n'utilise que la structure de<w,-module et les 

actions de cp etx<<La même formule permet donc, si A est l'anneau de Fontaine, 

de définir une application ma : AMU —> A IE £7, et on retrouve notre application 

ma : D M U —> D M U ci-dessus en étendant l'application ma à (A <g>zp V (D) ) M [/, 

qui contient DMU, par ma(a (g) v) = ma(a) (g) si a G A et v G V(£)). 

Proposition V.2.3. — Si a, [5 e ^°(C/, ÛL), alors 

ma o mp = mp o ma = map. 

Démonstration. — Si D est de torsion, tué par pe, soit no tel que a et ¡3 mod p£ 

soient constantes modulo pn°, et a + pn°Zp C £/, pour tout a e U. On a alors 
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ReSi+pnZp(maxw<<(z)) = <a(i) ReSi+pnZp(z) pour tout n > no et tout i eU. On en déduit 

que 

mp(<maww(z)) = 
x<<w$ùù 

w<x 
ieino(U) 

(3(i)a(i)ReSi+pnZp(z) = w<map(z). 

Ceci permet de conclure dans le cas où D est de torsion. Le cas général s'en déduit 

par limite projective. 

Proposition V.2.4. — Soient U,V des ouverts compacts de Qp. Si f : U —• V est un 
difféomorphisme local, et si a e ^(V, ÛL), alors 

/* o maof = mao f*. 

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la prop. V.1.3, on peut se rame
ner, quitte à subdiviser U, au cas où / est un difféomorphisme régulier de U sur V ; 
en particulier, vp(f'(x)) = r est constant sur U et f(In(U)) est un système de repré
sentants de V modulo pn+r', pour tout n assez grand. 

Maintenant, si D est de torsion, on a maof(z) = ^2iein(u) a(f(i)) Resi+pnzp(z), 
pour tout n assez grand, et donc 

/. omaof(z) lim 
n—> + oo ùw<<< 

(/'«/W)RespnZp((j7)mQo/(.)) 

<xcvv lim 
n—>+oo iein(u) 

(/'(i)/W)a(/(i))ReSp„Zp((i-1i),) 

Par ailleurs, il résulte du (iii) de la prop. V.1.3 et de ce que / est un difféomor
phisme régulier, que ( f ' ^ )RespnZp (( J ~^)z) - ReSf(ï)+P"-+rZp(f*z) tend vers 0 
uniformément pour i G U, quand n tend vers +00. On a donc aussi 

f*°maof(z)= lim 
n—>-+oo jef(in(U) 

a(j) Resi+pn+rZp(/Jltz) = ma o f*(z). 

Ceci permet de conclure dans le cas d'un module de torsion ; le cas général s'en déduit 
par limite projective. 

Comme Resw = rnluf, on déduit des prop. V.2.3 et V.2.4 les résultats suivants. 

Proposition V.2.5. — Soient U' C U etV des ouverts compact de Qp. 
(i) Si f : U —• V est un difféomorphisme local, alors Res f(u>) o = /* o Rest/>. 
(ii) Si a G ^°(f/, ÛL), alors ma o Resw = Resu> o ma. 
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2. Multiplication par x et dérivation. — On note simplement x la fonction identité 

sur Zp ; on dispose donc d'une application mx : D —> D, pour tout <£>-module étale D 

sur 0g (cf. rem. V.2.2). 

Proposition K2.6. — Soient D\, D2, D$ des (p-modules étales sur 0g, et soit une 

application 0g-bilinéaire M : D\ x D2 —> D%, commutant à ip. Alors, si z\ G D\ et 

zn G Do. on a 

mx{M(zuz2)) = M{mx(zi),z2) + M(zumx(z2)). 

Démonstration. — Soit In un système de représentants de Zp modulo pn. Si i G în, 

et si a = 1,2, on note za^ l'élément V>n((l + T)~lza) de Da, de telle sorte que l'on ait 

ReSi+pnZpza = (1 + TYipn(zaji). On en déduit, en utilisant la bilinéarité de M et le 

fait que M commute à que 

M(zuz2) = 

ijein 
; (i + Ty+i(pn(M(zlti,z2j)) 

Resc+pnZpM(z1,z2) = 

3(i)a(i)ReSi+pnZp(z 

M(Resi+pnZp^i, Resj+pnZpz2). 

En revenant à la définition de mx, on voit que mx M(z\,z2)) est, modulo pn, égal à 

w<,;m 
(i + j)M(BB8i+pnZpz1,Re8j^pnZpz2) 

^^ù M 

iein 

iResi+pnZpzi, 

jein 

Resj+pnZpz2) + M 

iein 

ReSi+pnZpzi, 

jeir 

j Resj+pnZpz2] 

= M(mx(z1),z2) + M(z1,mx(z2)). 

Ceci étant vrai pour tout n, cela permet de conclure. 

Remarque V.2.7. — (i) La proposition s'applique à D\ = D2 = D% = A et à 

M(ziz2) = z\z2. La proposition montre alors que mx est une dérivation sur A. 

Par ailleurs, on a mx((l + T)1) = z(l + T)1, et donc mx coïncide avec la dérivation 

d = (1 + T)<wypmsur 0g. Comme d a une unique extension en une dérivation continue 

de A, on a <ww^^= d sur A tout entier. 

(ii) La proposition s'applique aussi à Di = 0g, D2 = D3 = D, où D est un 

((f, T)-module étale sur 0g, et M(X,z) = Xz. La proposition montre alors que 

mx est une connexion sur D. Comme D est inclus dans A <g>Zp V(Z>), et comme 

mx(a <8)v) = mx(a) ® v, cette connexion est induite par la dérivation d sur A. C'est 

la connexion considérée par Fontaine [17, § A2, n° 2.2]. 

(iii) La connexion d : D —> D a été étudiée par Tsuzuki [25] qui a montré qu'elle 

ne respecte la surconvergence que si l'inertie de Ji? agit à travers un quotient fini 

sur V(£>). On en déduit que les constructions de ce chapitre ne respectent pas toujours 

la sur convergence. 
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Pour conclure ce n°, établissons la formule suivante pour d. 

Proposition V.2.8 — d = limu_.i au-l 
• (l+T)™-1-! 

Démonstration. — Il suffit de vérifier l'énoncé modulo pe, pour tout £, ce qui permet 

de supposer que D est tué par p£. Il existe alors c G N tel que TCD$ C D+. 

Si z e D, posons rnj(z) = ^n(( l + T)~lz), si n G N et i G Zp de telle sorte 

que Resi+pnzpz = (1 + T)l(pn(rn^(z)). Il résulte du (iii) de la prop. II.4.2 qu'il existe 

n(z) G N tel que rn^(z) G , pour tout i G Z* si n > n(z). 

Si a G Z* et n G N, notons Tn?a l'opérateur <7l + apn-l 
(l+T)aPn-l . On a alors 

Tn,a(Z) = 
ieZp modpn 

(i + w 
'(1 + T)a*-1 

(1 + T ) a - 1 
rn,i{z) + 

(1 + T)m 

(1 + T ) a - 1 
-((7i+apn - 1) -rnii(z)\ 

Il résulte du lemme III.4.3 que {a^a^-l)-rn Az) G (pn-k^(T)DK pour tout i G Z„, 

si n > n(z). Par ailleurs, T 
(1+T)a-1 

est une unité de ûg et (pn k(D ï (T) est divisible par 

Tc+2 dans ût/pe, si n est assez grand, et donc (l+T)ai 
(1+T)a-1 3(i)a(i)3(i)a(i)ReSi+pnZ<pqq< 

pour tout i G Zp, si n est assez grand. Il existe donc n'(z) G N tel que, si n > n'(z), 

alors 

3(i)a(iRe 

ÌEZP modp1 

( i + r ) V 
(1 + T)ai - 1 

(1 + T ) ° - 1 rn,»(*) ) e tpn(T)D+. 

Maintenant, si x G Z„, on peut écrire (1+T)aa-1 
(1+T)a-1 

= GalT-Hll + TY - 1)) sous la 

forme 
,fc=0 

ak(x)Tk + s(x), où ak : Zp —> Zp est un polynôme en x de degré /c + 1 

(on a cto(x) = x) et s(x) G TC+1<^J. Il en résulte que, si n > n'(z), alors 

rn,a(Z) -
i£Zp modpn 

(i + r ) vn 
c 

fc=0 

^«Tfe)rn,,(z)i G <^(T)Z)+. 

En utilisant la formule ReSi+pnZpz = (1 + T)Vn0"n,i(2)), on peut réécrire la grosse 

somme sous la forme 
c 

fc=0 
ipn(T)k 

iÇZp modp71 

ak(i) Resi+pnZpz1 

et comme J2iezpmodPn ctk(i)Resi+pnZpz = mak(z) pour n assez grand (cf. démons

tration de la prop. V.2.1), on en déduit que rnia(z) a pour limite mao(z) quand n 

tend vers +oo (uniformément pour a G Z*), tous les autres termes tendant vers 0. On 

conclut en remarquant que CÏQ(X) = x et en utilisant la relation mx = d du (ii) de la 

rem. V.2.7. 

Remarque V.2.9. — (i) Il est facile de montrer que d est une connexion à partir de la 

formule de la proo. V.2.8. 
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(ii) On remarquera que cette formule ne fait intervenir que l'action infinitésimale 

de T, alors que la formule d = mx du (ii) de la rem. V.2.7 ne fait absolument pas 

intervenir l'action de T. 

(iii) La formule de la prop. V.2.8 est à rapprocher de la formule V = l i m ^ ] (Tu-1 
u-1 

définissant [1] une connexion sur un (<p, T)-module étale sur^< On remarquera que 

ces formules sont consistantes avec l'identité V = td sur âê, où t = log(l + T) = 

limu_+i (l+T)«-i_l 
u-l 

Par contre, d est invariante par torsion par un caractère, ce qui 

n'est pas le cas de V. 

V.3. Dualité 

Proposition V.3.1. — (i) Si U est un ouvert compact de Qp, si a e ^w<(qU<<, <et si 

x e DMU et y e DMU, alors {ma(x),ma-i(y)}Q<WPW =w {x,y}Qp. 

(ii) Si f : U —> V est un difféomorphisme entre deux ouverts compacts de Qp, et 

sixeD<wwMU et y G DMU, alors {f*x,/*2/}Qp = {x,y}Qp. 

Démonstration. — Par définition, on a 

ma(x) = lim 
n—> + oo iein(u) 

a(i)ReSi+pnZp(x) et ma-i(y) = lim 
n—>- + oo iein(u) 

a(i) 1Resi+pnZp(y). 

Ceci permet, en utilisant le (i) de la prop. III.2.3, de montrer que 

{ma(x),ma-i(y)}<Qw<<v = lim 
n—>+oo iein(u) 

{a(<)qqa<<<3(i)a(aai)qqReSi+qqpnZp(z qqResi+qpw<< 

= lim 
n—»+00 iein(U) 

{ReSi+wpnwwsi+dxwwpnZp fd 

et le (i) de la prop. III.2.3 montre que toutes les sommes dans la dernière limite sont 

égales à {x,y}QP. Ceci démontre le (i). 

Si U est un ouvert compact de Qp assez grand pour que xe<wwDMwUetyeDMU, 

et si z est x ou y, alors 

f*x — lim 
iein(U) 

( ^ ) / ( / ) ) R e V Z p ( ( J - ) x ) . 

Maintenant, ( / « / « )Resp.Zp ((J3(i)a(i)ReSi+p et ( / « /(1i))RespnZp(( J a p p a r 

tiennent respectivement à Ô B (/(z) + f(i)pnZp) et D M (f(i) + f'(i)pnZp). Or / 

étant un difféomorphisme, les /(i) -h f'(ï)pnZp, pour i G In{U), sont disjoints, si n est 

assez grand. On en déduit, en utilisant le (i) puis deux fois le (ii) de la prop. III.2.3, 
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que xww</*2/}Q est la limite de 

iein(u) 

3(i)a(i)ReSi+pnZp(z3(i)a(i)ReSi+pnZp(z3(i)a(iSi+pnZw<p(<<z 
3(i)a(i)ReS<<i+p<nZp(z3(i)a(i)ReSi<<+pnZp(z3(i)a(i)ReSi+p<<<nZp(z 

t€/„(C/) 

{RespnZp((J3(i)a(i)ReSi+pn Zp((J / / ) X W 

xwwl^^ 

{ ( o ii)Resi+pnZp(a;),(J /)Resi+pnZp(y)}Qp 

t€l„(C/) 

{Resi+pnZp(x),Resi+pnZP(7/)}QP = {X,?/}QP 

Ceci démontre le (ii) et termine la démonstration de la proposition. 

V.4. Convolution multiplicative 

Soient /xi,/i2 deux ^-mesures sur Z*, et soient A\,A2 G ûg leurs transformées 

d'Amice respectives. La convolée multiplicative \x\ • /i2 de /ii et //2 est la mesure 

sur Z* définie par LM (j) fii • /i2 = J7*y7* <t>(xy) iii(x)yL2(y). Sa transformée d'Amice 

AMl*M2 est donc 

'z;xz; 
( l + T ) ï V i ( ^ 2 ( y ) = lim 

n—»4-oo i,j£Z* mod pn (j+p^Zp)x(z+pTlZp)' 
(i + T ) * V i ( * W y ) -

Maintenant, = + i(x - j) + j(y - i) + (x - j ) (y - i), et comme (x - j ) (y - i) est 

petit sur ( j +pnZp) x (i -j-pnZp), on obtient : 

^w<<<bvj lim 
n—>-+oc i,j€Z* modpn 

(1 + T)ij 
(j+p»Zp)x(t+p"Zp) 

( 1 _l J-y(^-i)+j'(2/-0 !Xl(x)^2(2/) 

= lim 
n—» + oo i,jGZ* modpn 

(1 + T)ijai((l + T)-^ResJ+pnZp^1)^((l + T)-*Resi+î,nZpA2) 

et comme (1 + T)-feResfc+pnZp^ = RespnZp((l + T)-kAé) = <pni/>n((l + T)~kAt), si 

£ = 1, 2 et /c G Z* on obtient, en utilisant la commutation de (pn et T, 

4 w<<<— lim 
n—>-+oo i,jGZ* mod pn 

(i+r)IVn((^-V'n((i+T , )"i''Ai)) ( ^ • • V n ( ( i + T ) - M 2 ) ) ) . 

Cette dernière formule suggère le résultat suivant. 

Proposition V.4.1. — Soient Di,D2,Ds des ((p,F)-modules étales sur ûg, et soit 

M : Di x D2 —> Ds une application ûg-bilinéaire commutant^ à Vaction de (p 

et T. 

(22) Le. ip(M(zlìz2)) = M(tp(zi),ip(z2)) et aa(M(zii z2)) = M(<ra(zi), cra(z2)), pour tous zi G £>i, 
22 G D2 et a G ZJ. 
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(i) Si z\ G Di M Z* et Z2 G D2 M Z*, la suite de terme général 

w<<x 

ij'GZ* modpn 
(1 + T)«Vn(M((74 •<<CVBKI + T)-iZl), ai • ^"((1 + T) - ' z2 ) ) ) 

converge dans D% vers un élément Mz*(zi, Z2) € D^MZ* qui ne dépend pas du choix 

des systèmes de représentants de Z* modulo pn. 

(ii) L'application Mz* : (£>i M Z*) x (D2 M Z*) -* D3 M Z* az'nsz de/irae est 

^(r)-bilinéaire. 

(iii) 5z £>i = Ẑ 2? et sz M est symétrique ou antisymétrique, il en est de même 

de Mz*. 

Démonstration. — Il suffit de montrer le résultat modulo p1 pour tout l, ce qui permet 

de supposer que Di, D2 et D3 sont tués par pe. Pour démontrer la convergence de la 

suite un, nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme V.4.2. — // existe no G N et a : N —• N, tendant vers +00 en +00, tels que : 

- Si n > n0, alors ^n(( l + T)-jZ!) G D\ et ipn((l + T)-iz2) G D\, pour tous 

hj e z;; 

-Sib-b' G pnZp, alors (ab - <TV)D\ C <p<nï(T)D\, pour i = 1, 2. 

Démonstration. — L'existence d'un no vérifiant le premier point suit de la définition 

de D$ ((i) de la prop. II.4.2), et de ce que les (1 4- T)~jzi et (1 + T)~lZ2 varient dans 

des treillis de D\ et D2 respectivement, quand i et j parcourent Z*. 

Le second point résulte de la continuité de l'action de T et de ce que les <£m(T)£)f 

forment une base de voisinages de 0 dans Di (car Di est de torsion). 

Revenons à la démonstration de la prop. V.4.1, et posons 

a>> = ^"((1 + T T ' z i ) et y<n) = Vn((l + T ) - ^ 2 ) . 

En utilisant les identités 

x<<<,l 

a€Zp modp 

(i + T)<v (x 
(n+1) 

bj+apnJ 
et (n) 

Vi = 
b£ZP modp 

(i + T)\ (y] 
^^xw 
wn, 

on peut écrire (1 + T)i^n{M(ai • ipn((l + T)~'zi), <tj • ipn((l + T ) " ' ^ ) ) ) sous h 

forme 

a,6GZp modp 

(1 + T)<-i+pnb^j+pn^~p2nab(pn+1 (Miai <c (n+1) 
>+apn - G3 ' Vi 

,w<< 
+6pn 

On en déduit que 

Un+l ~Un = 

ij£Z* modpn a,ò€Zp modp 

3(i)a(i)Rw<<Si+pnZp(z (n) 
cw<yp 
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0 U %i,a,6 eSt é§al à 

M((Ti+pnb X 
(n+1) 
j+apn °~j+pna y 

(n+1) 
yi+bpn ) 

-(l + T) 
„Tl — 1 1 

—p at M {(Ti • X 
(n+1) 
J+ap™ 'Vi 

(n+i; 
i+òp" 

= M ( ( c r i + p n b - ai) X ,(n+r 
'j+apn i (Jj-\-pna 

(n+1) 
i+òpn + M ̂ < • a: 

(n+1) 
' j + a p n ' ( c r j + P n a - 0j) << ,.(«+ih 

z+òp™ 

+ ( i - ( i + r)-pn lab)M<< [vi • ^ 
(n+1) 
+ a p n << x< 

.(n+i: 
;+òp™ 

On déduit donc du lemme Vw<<.4.2 que 

(n) 
Vi,j,a,b G yA'{N\T)M(D[,DX<<W<<{), avec a'(n) = inf(a(n),n - 1). 

Maintenant, M ( D \ , D \ ) X < <est contenu dans un treillis de D3 puisque <D\ et D\ sont 

compacts et M continue, et comme (pa (n)(T) —• 0 danswwq<cela permet de montrer 

que v^ab tend vers 0 quand n —» +00, uniformément pour z,j,a,6 G Z*. On en 

déduit la convergence de la suite un ; comme d'habitude, cette convergence implique 

que la limite est indépendante des choix effectués. 

Le (iii) est alors évident. Par ailleurs, si a € Z*, on a : 

<w<<;:^$ 

mù^$x<<< 

;i + r r V ( M ( a a i • </>"((! + T)-*Zl), aaj • <A"((1 + T ) - i • z2))) 

vxwwp^$$$$ 
(1 + T)ai*tpn(M(*ai • ̂ ( ( 1 + T ) - ^ ! ) , aj • <H(1 + T)"aVa • z2))). 

On en déduit, par passage à la limite, via le changementw<<^$h-><(aide système 

de représentants, que an • Mn* (zy, zo.) = Mz* (zi, <7„ • zo). Le même argument fournit 

l'identité aa • Mzj(^i,£2) = Mz*(&a -21 ,22) , ce qui démontre le (ii), et permet de 

conclure. 

Remarque V.4.3. — Il résulte de la convergence uniforme vers 0 des v 
(n) 
i,j,a,b que 

<3(i)a(iw<<)ReSi+pn<<Zp( 
3(i)a(i)ReSi+pnZp(z3(i)a( i,jeZ* mod pn 

ij = c mod pn 

M (a • vn(( i + T)-*zx), <tj • ^ » ( ( 1 + T)-iz2)) 

tend vers 0 quand n —» +00, uniformément pour c G Z*. Ceci nous sera utile 

pour la démonstration de la loi de réciprocité explicite (en particulier pour celle du 

lemme VI.2.5) 

V.5 . Torsion par un caractère. — Si D est un ((p, T)-module étale sur 6g, et si 

6 : Q* —> 6^ est un caractère continu, on définit un (<p, T)-module D ® 5, isomorphe 

à D en tant que ^ -module (on note x 1—> x®5 l'isomorphisme de D sur D 0 S), en 

tordant les actions de <p et T par <5, c'est-à-dire en posant : 

aa(x<S>S) = (S(a) aa(x))®5 et tp(x®S) = (5(p) (p(x))®5. 
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Lemme V.5.1. — (i) Si g = (g J) G P(QP), a/ors # • (z 0 5) = (<$(a)# - z)®6, pour 

tout z e DM Qp. 

(ii) Si U est un ouvert compact de Qp, alors He&u(z <S> S) = (Resuz) <g> S, pour tout 

ze D B Q p . 

(iii) Si z G DMU et si a G ̂ °(É7, <^L), alors ma(z ® S) = ma(z) (g) S. 

(iv) 5i C/ est un ouvert compact de Qp, si f : U —> Qp est un difféomorphisme 

local, et si z G DMU, alors f*(z ® ô) = (/* o ms0f(z)) ® <S. 

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Compte-tenu du (i) et de l'additivité de Resjy, 

il suffit de vérifier le (ii) pour U = a + pnZp C Zp, auquel cas le résultat suit de la 

formule Resa+pnZp = (1 + T)a o (pn o ipn o (1 + T)_a, et du fait que z z®S commute 

aux multiplications par (1 + T)° et (1 + T)~a, et commute à <̂ n et ipn à multiplication 

près par des facteurs S(p)n et S(p)~n qui ont le bon goût de se compenser. 

Le (iii) et le (iv) se démontrent par le même genre de techniques ; nous ne traiterons 

que le (iv) qui est le plus délicat. En revenant à la définition, et en utilisant les (i) 

et (ii), on obtient : 

f*(z®5) << lim 
w<< 

iein(u) 
V o i / R e s p n Z p ( ( j Y ) . ( z 0 5)) 

= lim 
n—>+oo iein(u) 

*(/,(0)(//o(i) ™ ) • RespnZp ((à-i')-*)) <8><J 

= (/* °™>6of'(z)) ®Ô. 

Ceci permet de conclure. 

Corollaire V.5.2. — Si w : Z* —> Z* est le difféomorphisme x \-> x 1, alors 

w*(z (g) Ô) = cww^ù1) m 2̂ o3(i)cw 0 (5. 

Démonstration. — Cela suit du (iv) du lemme V.5.1 et de la prop. V.2.4. 

Si M : D\ x D2 ~» £>3 est une application ^-bilinéaire, commutant aux actions 

de (p et T comme dans la prop. V.4.1, alors M induit une application bilinéaire 

M : (£>! (8)5i) x (jD2 0 ¿2) -> #3 <(8) ¿1*2, avec M(x®ôi, V®à2) = M(x,y)®5iô2, 

qui commute aussi aux actions de (p et T. 

Lemme V.5.3. — Si x G Dx M Z<* et siy e D2MZ*, alors 

MZ; (mSl (a?)(8><Ji, ra*2 (2/)<8><J2) = m*!*, (Mz; (a;, 2/))<8>*i*2. 
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Démonstration. — On peut, comme d'habitude, supposer que Di , D2 et D$ sont 

tués par p£. Choisissons n assez grand pour que S\ et S2 soient constants modulo pe 

sur i + pnZp, pour tout i G Z*. On a alors, si k = 1, 2, si z G Dfc, et si a, 6 G Z*, 

^ ( ( l + T)-bm,FC(2)) = (p-(RespnZp(l + T)-bm,fc(z)) 

= v-n(RespnZp5k(b)(l + T)-bz) =ôk(b)^n((l + T)-bz). 

On en déduit que 

aa •k(z)®6k) + T)-bmôk(z)®6k) = 6k{a){aa • ^n ( ( l + T)-bmôk{z)))®Sk 

=6k(a)(aa(Sk(b)*l;n((l + T)-bz)))®5k = Sk{ab){aa • ^ ( ( 1 + T)-bz))®6k 

En injectant cette formule pour évaluer 

=6k(a)(aa(Sk(b)*l;n((l + T)-bz)))®5k = Sk{ab){aa • ^((1 + <<T)-b< 

dans l'expression définissant Mz* {mô1{x)<g)Si,ms2{y)®S2), on voit sortir un terme 

¿1̂ 2 {ij) qui permet de conclure. 

VI.w<<up)-modules et lois de réciprocité 

Dans ce chapitre, on définit, purement en termes de {<p, r)-modules, un accouple

ment ( , )iw. Cet accouplement est obtenu en traduisant, en termes de {(p, r)-modules, 

un accouplement classique en théorie d'Iwasawa. On prouve ensuite, pour cet accou

plement, une loi de réciprocité explicite qui généralise la loi de réciprocité explicite de 

Perrin-Riou [22] telle qu'elle est énoncée dans [8]. 

VI . l . L'accouplement ( , )ïw. — Soit D un objet de $Tet{ûg) ou bien de $r^rs, 

et soient <*? = (1 - ip)D^=1 et lm^^ws= (1 - cp)D^=1. 

Lemme VL1.1. — ^ C D IEI Z* etx<<<C D№Z* sont les orthogonaux Vun de Vautre 
pour { , } . 

Démonstration. — Plus généralement, soient a,/? G <^£, et soient 

tfa = {l - a<p)D^=am^$et bxxtfP = {l - (i<p)D^=P. 

Si x G D^=a, alors^^$ww<*<p)x) = ip{x) - ax = 0, et donc tfa C D Kl Z*p. Pour la 

même raison, x<<wwC D M Z*. 

Par ailleurs, si a: G D^=a et si y G £>^=/?, alors 

{(1 - a(p)x, (1 - /fy)y} = {x , 2/} -WW$$$<p{y)} - a{<p{x), y} + a/3{y>(a0, V>(y)} 

= { x , y} - P{il>(x), y} - a{x, ip{y)} + a(3{x, y} = (1 - a/3){x, y} 

On en déduit que si af3 = 1, alors ^ est inclus dans l'orthogonal de cé)a. 
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Réciproquement, si y G D M Z* est orthogonal à ^a , et si aß = 1, alors {x , y} = 0 

pour tout x G D^=a (en effet, x = Respzpx + Reszpx, et Resz^x G ̂ a tandis que 

Respzp£ G Z) KIpZp est orthogonal k DM Z*). 

- Si D est de torsion, l'orthogonal de D^=a est l'adhérence de (1 — ß(f)D. Or 

(1 — ß(f)D est ouvert car il contient D++ étant donné que 1 + ßtp -f /?2<p2 + • • • est 

un inverse de 1 — ß<p sur D++ ; il est donc aussi fermé puisque c'est un sous-groupe. 

Il existe donc y G D tel que y = (1 — ßtp)y, et comme ^(y) = 0, on a ip(y) = ßy, et 

donc y G&P. 

- Si D G $ret(^>), alors pour tout k e N, il existe 2/fe G (D/pkD)*=l3 tel que 

2/ = (1 — (3ip)yk modulowChoisissons un relèvement y^ de y^ dans wsComme 

la limite projective des (D/phD)^=(3 est compacte, on peut extraire de (yk)kew une 

sous-suite convergente et la limite y de cette suite vérifie ip(y) = (3y et y = (1 — (3<p)y ; 

on a donc y G fêP. 

Ceci permet de conclure. 

On rappelle que l'on note A l'algèbre de groupe complétée ^ [ [ F ] ] de T. On 

note 7n un générateur de Tn, et on définit un caractère additif rn : Tn —» Zp par 

Tn(o-a) =p~nloga. 

Proposition VI.1.2. — (i) Si x e si y e të, et si n e N, alors, modulo (7™ — 1)A, 

^w<<< 

ieZj mod pn 

f T~n (7n ) &i 

In ~ 1 

<bn,;;;;^$ 
x<<<b;l^^ 

ne dépend ni du choix de 7n ni de celui du système de représentants de Z* modulo pn. 

(i i) On a vn+i = vn mod 7n — 1, et donc (vn)new définit un élément (x , y)iw de A 

(resp. (L/ÛL) (g) A, si <D qw<vww<< 

(ii i) £z cr G I\ a/ors (cr • x,y)jw = cr-1 • (x,y)ïw et (x,a • 2/)ïw = cr • (x,y)ïw, pour 

tous x G ^ et y G^w<^$. 

( iv) L'accouplement ( , )iw identifie té à Hohia^, A) (à Hohia^, (L/ÛL) (g) A), 

«Z>€*r&„) . 

Démonstration. — Si « = 7 mod pn, alors ^kkx 
7n-l 

e A, et donc (Tj'X 
7n-l sff 

<r7- -x 
7r,-l 

G$<< 

Comme ^ est orthogonal à të, cela implique que rn(7n) o"i 
7n-l 

xggg gs Tn (7n ) o-j 
7r,"l a,$$ 2/ 

et donc que i?n ne dépend pas du choix du système de représentants de Z* modulo pnw< 

Il ne dépend pas non plus du choix de 7n car Tn(7) 
7-1 xw Tn(77 

7/_l 
G ^L[[rl] si 7 et y sont< 

des générateurs de Tn (il existe a G Z* tel que 7' = 7a, et on a 7^(7') = arn(7) ; on est< 

donc ramené à vérifier que 1 
T 

a 
(1+T)a-1 e ûL[[T\], ce qui ne pose pas de problème). 

Ceci démontre le (i). 
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Pour démontrer le (ii), on peut choisir 7n+i = 7 ,̂ de manière à assurer l'égalité 

rn+i(7n+i) = Tn(7n). Alors, modulo 7n - 1, on a 

vn+i -vn = rn(7n 
w<<k(z)®6k) 

p-1 

3=0 

ggg 

"YP - 1 
wxx l 

^^ 

In ~ 1 
^w<< o~i = 0, 

car <<xx 
7=0 

In 
7S-1 

< 1 
7n"l 

(iii) Si a G Z*, l'identité (cra -x,y)\w = o~~l • (x, y)iW5 qui est équivalente à l'identité 

0"a • ((fa • %,y)iw — (#>2/)iw> se démontre en faisant le changement de variable i ^ ai. 

La seconde formule s'en déduit en utilisant la relation {x,a • y} = {cr_1 • x,y}. 

(iv) La démonstration est la même dans les cas D G $Tet(ûg) et D e ^r^rs ; nous 

ne traiterons donc que le cas D G $ret(ûg). Si x G ̂ , notons \xx G HOHIA^ , A), 

l'élément défini par nx(y) = y)iw. L'application x^> \xx est injective car un élément 

du noyau est tel que { ^ r j • x->y\ = 0 pour tout n G N et tout y G fé7. D'après le 

lemme VI. 1.1, on peut donc écrire x sous la forme x = (7™ — 1) * x fi, avec x j-i G , 

pour tout n. Or ^ étant compact, la suite des xn admet une valeur d'adhérence y, 

et x est valeur d'adhérence de la suite des (7™ — 1) • y, et donc est nul. 

Le problème est donc de prouver la surjectivité de x 1—> [ix. Soit donc 

/i G HoniA^, A), et, si n G N, soit jin G HOHIA^ , A/(7n — 1)), l'image de /i. On peut 

écrire /xn(2/) sous la forme ]Ti(EZ* modpn Mn,t(y) o"», et comme fin(aa - y) = aa • /xn(2/), 

on en déduit que /J>n,i(y) = fi>n,i{&î~1y) pour tout i G Z*. En particulier, on a 

Mn,i(7n • y) — fJ>n,i(y), pour tout y G Maintenant, comme D Kl Z* est le dual 

de D Kl Z*, qui contient ^ , il existe xn G Kl Z* (bien déterminé, d'après le 

lemme VI. 1.1, à addition près d'un élément de ^ ) , tel que /in?i(y) = {xn,y}, pour 

tout y G cé?. De plus, comme /xn,i((7n — 1) • y) = 0, pour tout y, on a (7"* — l)xn G ^ 

(et donc (7n — l)xn G fé7), d'après le lemme VI. 1.1. Par ailleurs, il résulte du (ii) que 

Ea=o(7n ' Sn+1,2/} = {^n,2/}, pour tout y G # \ On en déduit que, si 7n+i = 7 ,̂ 

alors (7n+i — 1) • #n+i a même image que (7™ — 1) • xn dans ^/(7n — 1)- La suite 

Tn(7n)-1(7n — 1) • xn tend donc vers une limite x G ^ , et on a fi = Ceci permet 

de conclure. 

Corollaire VI.1.3. — (i) Si D e $ret(ûg) est de rang d, alors et *ë sont des A-mo

dules libres de rang d. 

(ii) D K Z * = 0g(T) 0Ak(z)®6k)D K z ; = 0>( r )0Aee< 

Démonstration. — D'après [24, lemme 6], le A-module,estx<<libre puisqu'il 

s'identifie à HomA(^,A). Par ailleurs, si D = D/TTILD, on a une suite exacte 

0 _> D^/TTILD^1 ->k(z)®6k)k(z)®6k L>/W> - 1)jD. De plus, <*?(£) contient l'ouvert 

eCiCl + T )V(^++) de D Kl Z* (en effet, si z G 0 ^ ( 1 + T )V(^++) , alors 

2 H- (p(z) + (p2(z) -\ est un élément de vww<1 dont l'image par 1 — (p est z). Comme 
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D/($-i)D est de dimension < d sur ÛL puisque c'est le dual de ((Qp/ZP)<S>î)nT)ip=1 

(rem. II.5.10 et prop. II.2.2), on en déduit que l'image de dans ^(D) est ouverte 

et donc que ^ est un A-treillis de D M Z*. Or D M Z* est un ^(r)-module libre de 

rang d d'après le (ii) du th. III.4.6, et donc fé7 est de rang d. Le cas de ^ s'en déduit 

en échangeant les rôles de D et D. 

Si rj : T —» û^ est un caractère continu, on peut considérer le (tp, r)-module D 0r] 

dont le dual de Tate est D^rj-1. Comme l'action de (p ne change pas par torsion par 77, 

l'application x \-> x (g> 77 induit un isomorphisme de fé7 sur ^ ( D 0 77) et l'application 

x 1—> x (g 77"1 induit un isomorphisme de ^ sur ^(D (g) rj~1). On peut donc, si x G fé5 

et y G fé7, considérer (x (g) t?-1, 7/ 0 r/)iw G A. 

Proposition VI.1.4. — On a (x (g) 77 1 ,y <8> rj)iw = rj 1(x,y)\w. 

Démonstration. — Par définition, a 
' 7n-l 

(#<g)77 1) xw 
77 1(a)<7 

<cwk(z)®6 
x (g) 77 Modulo 

on a 77 1(7n) = 1, si n est assez grand, et comme {uÇ§ri 1,v®rj} = {^,7;}, on voit que 

(x (g) 77 7/ (g) 77)iw est, modulo pk, la limite de w<<x;::: T V * ) f Tn(7n)^ 
t 7n-l 

:w<< < 

qui est égal à 77 1 vn. En faisant tendre n vers +00, on en déduit la relation voulue 

modulo et comme ceci est vrai pour tout fc, cela permet de conclure. 

On peut considérer A comme les mesures sur T à valeurs dans ÛL- Si À G A, l'image 

de A dans A/(7n - 1)A = ÛL[T/Yn] est alors £i€Z;modP» ( k ( z )®6k )A)^ . 

Corollaire VI.1.5. — Si n G N, alors 

w 
77 l(x,y)îw ww {* 

-rn(ln) 

vbfnhn - 1 
-y} 

Démonstration. — D'après la prop. VI. 1.4, on a 

wxx 
k(z)®6k)vc 
k(z)®6k) 

f T~n (7n ) 

'7n - 1 
(x (g) 77 (g) 77} = Tn(7n) 

^_1(7n)7n - 1 
x<<< 

On en déduit le résultat en changeant 7n en 7 1, et en faisant passer ^n(7n) 
(̂7n)7n X-l 

de 

l'autre côté. 

VI.2. Une loi de réciprocité générale. — On note 

(, )z;:(DMZ;)x(DMZ*p) ^Ûê 
dT 

l + T 
.fmz; 

l'accouplement <̂ > (r)-bilinéaire obtenu par convolution multiplicative (prop. V.4.1) 

à partir de l'accouplement tautologique ( , ) : D x D —> ûg dT 
l+T 

L'application // \-+ Jr(l + T)x^ ¡1 induit un isomorphisme de ^[[r]] sur G^№Z*, 
et donc permet de voir (x, y)\w comme un élément de ûg M Z*, si x G té et si 7/ G fé\ 
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On a alors 

(z,2/)iw = lim 
n—>+oo ÏEZ* modpn 

r "̂n (Tn ) &i 

In ~ 1 
* , 2 / } ( l + T ) \ 

Par ailleurs, si 9 = (1 + T) w 
dT 

est l'opérateur différentiel habituel, / h-• df = <9J 
w< 
l+T 

induit un isomorphisme T-équivariant de ^ IEI Z* sur ûg dT 
l+T 

IEI Z*. On a alors le 

résultat suivant. 

Théorème VL2.1. — Si x e të, si y E fê, et si w \Z*^Z* est l'application x h-> x 1, 

alors 
k(z)®6k)k(z)®6k)<<(z)®6k) 
fjt i—• Jr(l + T<)x^\i fjt i—• Jr(l 

Remarque VI.2.2. — Comme D K Z ; = ^ ( r ) ®A et D M Z*p = ûg(T) ®A té, le (iii) 

de la prop. VI.1.2 permet d'étendre ( , )iw, par « bilinéarité », en un accouplement 

( , )Iw : (D Kl Z*) x (D Kl Z*) -> ^ ( r ) , antilinéaire en la première variable et 

linéaire en la seconde. De même, fjt i—• Jr(l + T)x^\i est A-linéaire et s'étend en 

un isomorphisme ^(r)-linéaire de ûg(T) sur ûg M Z*. On peut donc étendre le 

th. VI.2.1 sous la forme : 

Si x G D M Z* et si y G D m Z*, alors d((x,y)ïw) = - (w*x,y )z; . 

Démonstration. — Il suffit de vérifier le résultat modulo pour tout ce qui permet 

de supposer que D et D sont tués par p£. Par ailleurs, les deux membres vérifiant les 

mêmes conditions de linéarité et antilinéarité par rapport à A, on peut se contenter 

de vérifier la formule pour x et y dans des treillis suffisamment petits, et on peut 

supposer que : 

• x G D* et y G D\ 

• (x,y)zì e û+/p£. 
Nous aurons besoin d'un certain nombre de résultats préliminaires. 

Lemme VL2.3. — Si x G et y G on a 

d - (x,y)iw = lim 
n—>+oc 7'EZ* mod pn 

rés0 J 
(l + T ) - i - l 

tGZj mod pn 

^nj^iix, y) 
w< 

1 + T> 
(l + T ) ' 

où unJii(x,y) dT 
l+T 

fjt i— Jr(l + T\i ( î + r r ^ . ^ - i . ^ a + r ) - ^ ) ) . 

Démonstration. — Notons an l'opérateur rn(l + pn) 1(cri . Dn — 1). Comme rn(l +pn) 

tend vers 1 quand n tend vers +oo (il est égal à log(l+pn) 
pn 

I, on a an = 0"i+pn — 1 si n 

est assez grand, puisque D est tué par pe. En revenant à la définition de (x,y)\w, on 

obtient la formule suivante : 

d-(x,y)iw= lim 
n—+-\-oo iGZ* mod pn 

{a-1-(ai-x),y}ww<i(l+T)iw<< 
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Or, en utilisant la formule {z,z'} = Yljez*mod P™ {Resj+pnzp^, ReSj+Pnzpz'}, pour 

tous z G D IEI Z* et z' G D IEI Z* on peut réécrire la somme ci-dessus sous la forme 

i,jeZp mod pn 

{a ;1 - ( ( l+T )V"Vn( ( l+T ) -Vrx ) ) , ( l+T )V"V '" ( ( l+r ) -^ )} t ( l+T) i . 

Maintenant, en utilisant la formule (1 + T)~jo~i • x = ai • ((1 + T)~l ljx), puis en 

faisant le changement de variables (i,j) i—• (j, j i ) (et donc z—1 jf h-> z), on peut réécrire 

la somme ci-dessus sous la forme 

2,jeZ* MOD pn 
K 1 • ((i + r) V • *i •vw<^$+ r)-*x)), (i + r r w ( ( i + r)-«y)} i(i + ry. 

Par ailleurs, si a G Z* et si z G Z)^, alors, d'après la rem. III.4.5, 

(l + T)-aa-1-((l+T)Vnssss<<(«)) = 

w<<<nlm^xw 
fjt i—• Jr(l + 

V"(( l + T ) a - 1 ) 
mod 

^2n-fc(D«)(T) 

</?"(T)2 
<wwn,^$ 

Comme 
fjt i—c<<• J 

T2 
fjt i—•w< Jr si n est assez grand, et comme 

{(1 + T ) V n ( * ) , (1 + T) W ) } = { s , z ' } , 

quels que soient a G Zp, n G N, z G Ô et G D, on peut réécrire la somme ci-dessus, 

pour n assez grand, sous la forme 

ij£Z* mod pn 

1 

(1 H- T)tf - 1 
^ • ^ ( ( 1 + T)-*x),^n((1 + T ) - " y ) } j ( l + T)-7. 

Finalement, en utilisant le fait que {cr̂ -i • z,c^-i • z'} = {2,2/}, et en faisant rentrer 

le j à l'intérieur, on arrive à la somme suivante : 

i,j£Z* mod pn 

J 
(1 -h T)ô - 1 

-vt-ij • r ((1 + T)-*x), ^ - ! f ( ( l + T)""*!/)} (1 + T)*. 

On conclut en utilisant la formule {z,z'\ = résn((cr_i • z.z')) et la ^-bilinéarité 

de ( , ), pour faire sortir le facteur 7 
(l+T)-J'-r 

Lemme VL2.4. — Si x € D№Zt et y e DM Z* a/ors (w*x,y)z* est la limite de la 
suite de terme général ' iJeZ* modpn (1 + T ) V unìjìi(x,y)) dT 

l+T' 

Démonstration. — i/jn((l + T)- -7^*^)) - cr_j2 • ?/>n((l + T)--7 ^ tend vers 0, unifor

mément pour j G Z*, quand n tend vers +00 (cf. (ii) du lemme V.1.2). On en déduit 

que (w*x,y)z* est la limite de la suite de terme général 

ijÇzZ* modpn 
(i + r ) Vfjt i Jr(l + T)x^\i • r ((i + T ) - ' " 1 * ) , ^ • r ((i + r ) -<y)» 

cw 

l + T ' 

On conclut en faisant le changement de variable ( i , j ) 1—• (ij, z 1). 
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Lemme VL2.5. — Soit unj(x,y) = Yliez;modPn un,j,i(x^y)• Alors, si n est assez 

grand, on a unj(x,y) G û^/pe, pour tout j G Zp. 

Démonstration. — Il résulte de la rem. V.4.3 que ipn((l + T)~3'(x,y)z*) — un,j(x,y) 

tend vers 0, uniformément pour j G Z*, quand n tend vers +00. Comme on a supposé 

que {x,y)zp G ûg/p*, on a ^ ( ( l + T)~j(x,y)Z;) G ûg/p1, pour tous n et j , ce qui 

permet de conclure. 

Revenons à la démonstration du th. VI.2.1. Posons unj(x,y) = ^2k=oa,nj,kTk. 

On a alors réso j 
( I+T) -J - I xww <<i dT 

l+T — — an,j,0-Il résulte donc des lemmes VI.2.4 

et Vl.z.3, que 1 on a 

(w*x,y)z* +d(x,y)iw = lim 
n—>+oo J'EZJ modp71 

( i + T ) V N 

+00 

k=l 

^cv^$<< dT 

l + T7 

et comme la n-ième somme a toutes ses composantes dans (pn (T) û# /p£, la limite est 

nulle, ce qu'il fallait démontrer. 
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