
Astérisque

LAURENT BERGER
Représentations modulaires de GL2(Qp) et représentations
galoisiennes de dimension 2

Astérisque, tome 330 (2010), p. 263-279
<http://www.numdam.org/item?id=AST_2010__330__263_0>

© Société mathématique de France, 2010, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_2010__330__263_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Astérisque 
3 3 0 , 2010, p. 263-279 

REPRÉSENTATIONS MODULAIRES DE GL 2 (Q P ) ET 
REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES DE DIMENSION 2 

par 

Laurent Berger 

Résumé. — On démontre la conjecture de Breuil concernant la réduction modulo p 
des représentations triangulines V et des représentations H(V) de GL2(Qp) qui leur 
sont associées par la correspondance de Langlands p-adique. L'ingrédient principal de 
la démonstration est l'étude de certaines représentations lisses irréductibles de B(QP) 
via des modèles construits en utilisant les (</?, r)-modules. 

Abstract (Modular representations of GL 2(QP) and 2-dimensional Galois representations) 
We prove Breuil's conjecture concerning the reduction modulo p of trianguline 

representations V and of the representations n(V) of GL/2(Qp) associated to them 
by the p-adic Langlands correspondence. The main ingredient of the proof is the study 
of some smooth irreducible representations of B(QP) through models built using the 
theory of r)-modules. 

I n t r o d u c t i o n 

Cet article s'inscrit dans le cadre de la correspondance de Langlands p-adique. Dans 
ses articles [10, 11], Breuil a défini une correspondance qui à une représentation p-
adique V de dimension 2 de G a l ( Q p / Q p ) qui est cristalline ou semi-stable, associe 
une représentation H(V) de GL2(Q P). Le fait que Ii(V) est non-nul, irréductible et 
admissible a été démontré par Colmez pour les représentations semi-stables (voir 
[16]) puis par Breuil et moi-même pour les représentations cristallines dans [7]. La 
correspondance a ensuite été étendue aux représentations triangulines dans [16] puis 
à toutes les représentations de dimension 2 de G a l ( Q p / Q p ) dans [17] par Colmez. 
Dans [9, 10], Breuil a par ailleurs défini une correspondance en caractéristique p 
et conjecturé qu'elle était compatible avec la première. L'objet de cet article est de 
démontrer cette conjecture pour les représentations triangulines. 

Afin d'énoncer ce théorème, nous devons introduire quelques notations qui nous 
serviront par la suite. Dans tout cet article, p est un nombre premier et le corps L (le 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F33, 11F80, 11F85, 22E50. 
Mots clefs. — Représentations galoisiennes, correspondance de Langlands p-adique, ((p, r)-modules. 
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264 LAURENT BERGER 

« corps des coefficients ») est une extension finie de Qp dont on note ÛL l 'anneau des 
entiers, m/, l'idéal maximal et kj, le corps résiduel. On note GQP le groupe de Galois 
Gal(Q p /Q p ) , LU la réduction nrodulo p du caractère cyclotomique e, et pour y G L 
ou y G UL on note /x y le caractère non-ramifié de GQP qui envoie P r o b " 1 (c'est-à-dire 
l'inverse du frobenius arithmétique) sur y. On normalise le corps de classes pour que 
p G s'envoie sur F r o b " 1 ce qui permet de voir fiy comme le caractère non-ramifié 
de Qp °tui envoie p sur y. On note enfin LO2 le caractère fondamental de Serre de 
niveau 2. 

On appelle B(QP) le sous-groupe de Borel supérieur de GL^Qp). Pour alléger 
les notations, il nous arrivera d'écrire G pour GL2(Qp) et B pour B(Q P) ainsi que 
d'identifier Q* au centre de GL^Qp). Si 111 et II2 sont deux /^-représentat ions lisses 
de longueur finie de B(Q P) (ou de GL^Qp)), on écrira IIi ~ II2 (ou bien IIi ~ II2) 

B G 

pour signifier que les semi-simplifiées de IIi et de II2 sont isomorphes. 
Si V est une représentation p-adique de G Q p , on en choisit un ^ , - r é s e a u T stable 

par GQP et alors V = (UL ®Ûl T)SS ne dépend pas du choix de T par le théorème 
de Brauer-Nesbitt . De même, si II est une représentation de GL^Qp) qui admet un 
réseau I I 0 , on note II la semi-simplifiée de la réduction de I I 0 qui, si elle est de longueur 
finie, ne dépend pas du choix du réseau dans une classe de commensurabilité. 

Rappelons à présent les notations de [9] et la conjecture de [ 1 0 ] . Si r G {0,... ,p— 1} 

et si x : Qp —> e s t un caractère continu, que l'on identifie à un caractère continu 

de GQP via le corps de classes, alors on note ind(o;2 + 1) l 'unique représentation de 

G Q de déterminant ujt+1 et dont la restriction à l'inertie est © w ^ r + 1 ^ On pose 
p ( r , P

X ) - ( i n d K + 1 ) ) 0 X . 
On pose par ailleurs : 

tt(^A,x) = 
GL2(Zp)Qg M = D+(W). M = D+ 

T-X 
(8) (x o det) , 

où À G Fp et T est un certain opérateur de Hecke (cf. [3 ] ) . Le théorème ci-dessous 
est alors l 'extension aux représentations triangulines de la conjecture 1.2 de [ 1 0 ] . 
Plusieurs cas particuliers étaient déjà connus et sont rappelés en détail au §3.2. 

Théorème A. — Si V est une représentation trianguline irréductible, alors : 

V = p ( r , x ) ^ n ( l 0 = 7r(r,0,x) 

V = 
ßxur+1 О ' 
M = D+(W). M = D+ 0 X n(V) - 7r(r, A, x) 0 7T(]p - 3 - r], A"1, u; r + 1 x) 

G 

Ici \p — 3 — r] est l 'unique entier appar tenant à {0,... , p — 2} et qui est congruent 
à p — 3 — r modulo p — 1. 

La démonstrat ion de ce théorème est fondée sur le lien entre U(V) et le 
(<£, r)-module D ( F ) (dont on rappelle la définition au §1.1), d 'abord montré par Col-
mez pour les représentations semi-stables dans [ 1 6 ] puis par Breuil et moi-même pour 
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REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES E T REPRÉSENTATIONS DE GL 2 (Q P ) 265 

les représentations cristabellines dans [7] et enfin par Colmez pour les représentations 
triangulines (voir encore [16]). 

Le premier chapitre est consacré à des rappels. Le deuxième chapitre est consacré à 
l 'étude de représentations de B(QP) construites à part ir de certaines représentations 
galoisiennes. On trouve soit des restrictions d'induites paraboliques, soit des restric­
tions de supersingulières et le fait d'en avoir des modèles explicites est important pour 
la suite. Nous démontrons notamment les résultats suivants d'intérêt indépendant, les 
notations étant rappelées dans les paragraphes 1.3 et 2.1. 

Théorème B. — Si U est une UL-représentation lisse irréductible de GL2(QP) admet­
tant un caractère central, alors : 

1. si II est un caractère, ou la spéciale, ou super singulière, alors sa restriction à 
B(QP) est toujours irréductible; 

2. si II est une série principale, alors sa restriction à B ( Q P ) est une extension du 

caractère induisant xi <8>X2 Var u n e représentation irréductible Indg(xi 0X2)0-

Ce théorème a depuis été généralisé par Paskûnas (cf. [24]) et par Vignéras (cf. 

[26]). 

Théorème C. — Si IIi et II2 sont deux ki,-représentations lisses semi-simples et de 
longueur finie de GL2(QP) (dont les composantes irréductibles admettent un caractère 
central) et dont les semi-simplifications des restrictions à B ( Q P ) sont isomorphes, 
alors IIi et n 2 sont déjà isomorphes en tant que représentations de GL2(Q P). 

Dans le troisième chapitre, on utilise les résultats explicites du deuxième pour 
démontrer le théorème A. On termine en faisant le point sur les résultats que l'on en 
déduit concernant la réduction modulo p de certaines représentations cristallines et 
semi-stables. 

R e m e r c i e m e n t s : Je remercie C. Breuil pour ses encouragements tout au long de la 
rédaction de ce travail, et je le remercie de même que P. Colmez pour des discussions 
éclairantes sur plusieurs points de cet article. 

1. R a p p e l s e t c o m p l é m e n t s 

L'objet de ce chapitre est de rappeler certaines des constructions faites dans le 

cadre de la « correspondance de Langlands p-adique ». Nous renvoyons à [7, 9, 10 , 
1 1 , 15 , 16, 17, 18] pour plus de détails. 

1.1. R e p r é s e n t a t i o n s ga lo i s iennes e t ((p, r ) - m o d u l e s 

Nous reprenons les notations de l ' introduction. Les caractères \ GQ ~~> sont 

tous de la forme u)r/j,y pour r G { 0 , . . . , p — 2} et y G k£. Rappelons la classification 

des représentations absolument irréductibles de GQP de dimension 2 sur Soit 
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266 LAURENT BERGER 

(¿2 : Gal (Q p /Qp2) —> F*2 le caractère fondamental de Serre de niveau 2. On suppose 

désormais que F p2 C k^. Si r G { 0 , . . . ,p — 1} et si \ : Qp —> e s t u n caractère 

continu, que l'on identifie à un caractère continu de GQP via le corps de classes, alors 

on pose comme dans l ' introduction : 

p ( r , X ) = ( i n d K + 1 ) ) ^ x -

On obtient ainsi toutes les représentations absolument irréductibles de GQ de dimen­
sion 2 sur fcj,, et les entrelacements entre les p(r,x) sont les suivants (cf. par exemple 
l ' introduction de [9]) : 

p(r, XÌ - P(r, XP-i) ^ P(P ~ 1 - r, xur) ^ p(p - 1 - r, x ^ r / i - i ) . 

La classification des représentations p-adiques de GQP est, comme on le sait, beau­
coup plus compliquée mais la théorie des (y?, r)-modules permet de s'y retrouver un 
petit peu. Soient ppn l'ensemble des racines p n - ièmes de l 'unité, ppoo = Un^ippn et 
T = Gal(Qp(/ipoo)/Q p). Soit 0g l 'anneau défini par 0g = {J2iez o u a% € 0L et 
a-i —• 0 quand i —• oo}. On munit cet anneau d 'un frobenius ^ - l i n é a i r e (p défini par 
(p(X) = (1+X)P-1 et d 'une action ^ - l i n é a i r e de T donnée par j(X) = (l+X)eW-l 
si 7 G T. Un (ip, r)-module étale est un ^ - m o d u l e D de type fini muni d 'un fro­
benius semi-linéaire (p tel que <£*(D) ~ D (ici <p*(D) est le ^ - m o d u l e engendré 
par <p(D)) et d 'une action de T semi-linéaire continue et commutant à (p. Rappe­
lons que Fontaine a construit dans [21, A.3.4] un foncteur T \—> D(T) qui à toute 
^ - r e p r é s e n t a t i o n d e GQP associe un (<p, T)-module étale et que ce foncteur est une 
équivalence de catégories. Si V = L T est une représentation p-adique, alors on 
pose D(V) = L ® Û L D(T) . 

L 'anneau 0g est un (p(0g)-iaoà\Ae libre de rang p , dont une base est donnée par 
{(1 + I ) l } o ^ ^ - i . Si y G D, alors on peut écrire y = Y%=o (1 + -^0V(î/i) et on définit 
un opérateur i\) : D —• D par la formule tp(y) = yo si y = 5J£TQ (1 + X)l(p(yi). 

Si D est un ((p, r)-module étale sur 0g, alors Colmez a repris et généralisé dans [18, 
§11.4] la construction de [23, §3] d 'un sous-^[ [X]] -module de D, qui est caractérisé 
par les propriétés suivantes : 

1. D* est un « treillis » de D (voir [18, §1.1]) ; 

2. quels que soient x G D et k ^ 0, il existe n(x,k) > 0 tel que tpn(x) G D** +pk D 

si n ^ n(x , k) ; 

3. l 'opérateur ip induit une surjection de sur lui-même. 

Le calcul de D B (V) pour des représentations de dimension 1 ne pose aucun problème 

et le calcul suivant est utile dans la suite de cet article. 

Lemme 1.1.1. — Si W = k^ • w est une k^-représentation de GQp de dimension 1, 

donnée par un caractère uor\xy, alors D\W) = X _ 1 fc£[[X]] -e, avec e = aw où a G F p 

est tel que û ; p _ 1 = y. 

Sous les hypothèses du lemme ci-dessus, on pose alors D + (VF) = fci,[[X]] • e. Re­
marquons en passant que ip(e) = ye et que 7(e) = uor{^)e si 7 G Y. La notation 
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D + provient de la théorie des représentations « de hauteur finie » de [21, §B] (qui 
n'intervient pas dans le reste de cet article). 

Lemme 1.1.2. — Si W est une UL-représentation irréductible de GQp de dimension 

^ 2, et si M C D*(W) est un sous-kL[[X]]-module non-nul stable par ip, alors 

M = D*(W). 

De même, si W est une JCL-représentation de GQp de dimension 1, et si 

M C D + (VF) est un sous-kL[[X]]-module non-nul stable par ifi, alors M = D+(W). 

Démonstration. — Faisons tout d 'abord le cas où W est de dimension ^ 2. Nous 

utilisons les notations du §11.5 de [18]. Par le corollaire II.5.12 de [18], il s'agit de 

montrer que =DK Le lemme suit alors du (ii) de la proposition II.5.19 de [18], en 

utilisant le (ii) de la remarque II.2.4 de [18] parce que (W*)Gàl(Qp/Qpb) = 0. 

Faisons maintenant le cas où W est de dimension 1. Il s'agit de montrer qu 'un 
idéal non-nul et stable par tj) de / ^ [ [ X ] ] est égal à fcx,[[X]]. Les idéaux de &L[[X]] 
sont de la forme X J / C L [ [ X ] ] pour j ^ 0 et un calcul facile montre que si j ^ 1, alors 
i/j(XikL[[X]]) contient X 7 - 1 / ^ ^ ] ] ce qui permet de conclure. • 

1.2. C o n s t r u c t i o n de représenta t ions de B ( Q P ) 

Rappelons que si II est une /^-représentat ion profinie d 'un groupe topologique G, 
alors sa duale II* (l'ensemble des formes linéaires continues / : II —> UL) est une 
&L-représentation lisse de G et que si II est topologiquement irréductible, alors II* est 
irréductible (voir par exemple le §2.3 de [5] pour une démonstration). 

Si D est un (<£>, r ) -module, alors lim^ dénote l'ensemble des suites v = (^) i^o 

telles que ip(vi+i) = V{ pour tout i > 0. Si D est un (</?, T)-module sur L, on demande 

en plus que la suite (VÌ)Ì^0 soit bornée pour la topologie faible. 

On fixe un caractère lisse x de Q* et on munit lini^ D t t d 'une action de B ( Q p ) 

comme suit. Tout élément g G B ( Q p ) peut s'écrire comme produit : 

9 = 
^0 X / 

1 0 > 

0 pi 
1 0 

0 at 

1 z 

,0 1 

où x G Qp , j G Z, a G Z* et z G Q p . Si v = ( v j ^ o £ lim D t t , alors on pose pour 

i^0 : ^ ~ 

M = D 
+(W). ù*$ù M = D+(W). 

1 0 

0 p> 
m!ù*$ M = D+(W). M = D 

1 0 

0 a 
mù = la 1(vi)i où 7a G T est tel que e(^a) = a ; 
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268 LAURENT BERGER 

1 Z 

0 1 
*$* 

i 

= rPttl + Xyi+i*vi+j), pour i + j > —val(z). 

Définition 1.2.1. — Si W est une fc^-représentation irréductible de GQP de dimen­

sion ^ 2, et si x : Qp ~* e s ^ u n caractère lisse, alors on pose QX(W) = 

(lim D^(W))* et si VF est une /^-représentat ion de dimension 1, alors on pose 

fix(W0 = (lim D+(W))\ 

Proposition 1.2.2. — Si on munit Çtx(W) d'une action de B ( Q P ) en utilisant les for­

mules ci-dessus, alors QX(W) est une représentation lisse irréductible dont le caractère 

central est x-

Démonstration. — Comme lim^D^(VF) est profini, le fait que QX(W) est une 

représentation lisse résulte des rappels que l'on a faits au début du paragraphe. Le 

fait que le caractère central est x e s t évident. Enfin, pour montrer que QX(W) est 

irréductible, il suffit de montrer que lim^ D^(W) (ou bien lim^ D + ( W ) si dimTF = 1) 

n 'admet pas de sous-espace fermé stable par B ( Q P ) et non-trivial, ce que nous faisons 

maintenant (si d i m W = 1, il faut remplacer D^(PF) par D + ( W ) dans les calculs qui 

suivent). 

Soit pr^ : l im^D^(W) —> D**(W) la projection (vn)n^o > Vj. Si M est un sous-

espace fermé et stable par B(Qp) de lim D^WO, on note Mô V image de pr^ : M —• 

D^(W). On voit que Mj est un sous-À;£[[X]]-module non- nul de D*(W0 stable par ip 

ce qui fait que, par le lemme 1.1.2, Mâ = T>*(W). On en déduit que M est dense dans 

lim^ D^(W) et donc finalement que M = Um DI{W) ce qui fait que lim^ D^(W) est 

bien topologiquement irréductible et donc que QX(W) est irréductible. • 

Proposition 1.2.3. — Si Wi et W2 sont deux UL-représentations irréductibles de GQP 

et si f : Ç}Xl(Wi) —> 0 x 2 ( ^ 2 ) e s t u n e application B(QP)-équivariante et non-nulle, 
alors X1—X2 et W\ ~ W2 et f est scalaire. 

Démonstration. — Il est immédiat que Xi — X2 et on se ramène donc à montrer que 

si W\ et W2 sont deux représentations irréductibles telles qu'il existe une application 

( 0 * )-équivariante continue et non- nulle / : Hm D^Wx) fim^ D ^ W b ) , alors W1 ~ 

La démonstrat ion est analogue à celle de la proposition 3.4.5 de [7] et nous la faisons 

pour dim Wi ^ 2 ; quand dim = 1, il suffit de remplacer D*(Wï) par D + ( W i ) dans 

les calculs qui suivent. 

Notons comme ci-dessus p r 0 : lim D^(W) —> D^(iy) la projection (vn)n^o ^ ^o-

Commençons par montrer que si v = (vn)n^0 G lim D**(VTi), alors p r 0 o / ( ^ ) ne 

dépend que de v0 = p r 0 ( v ) . Pour cela, soit Kn l'ensemble des v G lim D^VFi) dont 

les n premiers termes sont nuls, ce qui fait que pour n ^ 1, Kn est un SOUS-&L[[X]]-

module fermé et stable par V ' d e l i m i / ) D
l t ( W 1 ) e t que ip(Kn) = i^n+i- On en déduit que 
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p r 0 o / ( K n ) est un sous-/cL[[X]]-module fermé et stable par ij) de D ^ V ^ ) - Le lemme 
1.1.2 implique alors que soit p r 0 of(Kn) = 0, soit p r 0 of(Kn) = D (̂W2)- Enfin, on 
voit que tp(pT0of(Kn)) = p r 0 o / ( l f n + 1 ) d 'une part et que p r 0 of(Kn) = 0 si n ^> 0 
par continuité d 'autre part . Cela implique que p r 0 of[Kn) = 0 pour tout n ^ 1 et 
donc que si = 0, alors p r 0 °f(v) = 0. 

Pour tout w G D^T^i), soit w un élément de l im^D^VFi) tel que wo = w. Les 

calculs précédents montrent que l'application h : D^(Wi) —> D^(W^) donnée par 
h(w) = pr 0of(w) est bien définie, et qu'elle est ^[[XjJ-linéaire et commute à ^ et 
à l'action de T. Par la proposition II.3.4 de [18], elle s'étend en une application de 
(<£>, r)-modules h : D(Wi) —> D(W2) et par fonctorialité, on en déduit qu'il existe 
une application non-nulle et GQ p -équivariante de W\ dans W2, ce qui fait que par le 
lemme de Schur, on a W\ ~ W2 et que / est scalaire. • 

Si W est une -représentation de dimension 1, le lemme 1.1.1 montre que 

D^(W^) = X _ 1 fc£[[X]] • e. On appelle res l'application de D^(VF) dans k^ qui à 

y = Zlj^-i fj^ ' 6 a ssocie /_i et on note toujours res l 'application de lim^ D^(W) 

dans ki qui à (î/o>2/i? • • •) associe res(yo). 
Si xi et X2 sont deux caractères de Q * , on note xi ® X2 le caractère de B ( Q P ) 

défini par la formule : 

Xi ® X2 : 
fa b 

, 0 d 
M = D+(W). M = D+ 

Proposition 1.2.4. — Si rjw dénote le caractère de Q * associé à W par le corps de 
classes, et si x est un caractère de Q * , alors Vapplication res induit par dualité une 
suite exacte de B(Qp)-représentations : 

0 -» x^Vw ® ̂  lflw (lim 
V 

M = D+(W). M = D+ M = D+( 

Démonstration. — Il existe r G { 0 , . . . , p — 2} et À G k£ tels que rjw = wrfi\ et il 
s'agit donc de montrer que l'on a une suite exacte : 

0 l imD + (VT) -> l i m D ^ W ) -* x~^r~ Va ® ̂ 1 _ 7 > à - i -> 0. 

Si l'on pose Î/ = ( À n X 1 e ) n ^ 0 , alors ?/ G lim^ D^(VF) et res(y) = 1 ce qui fait qu'il 

suffit de calculer res(6*?/) pour b G B(Q„) . On trouve que : 

res{(x

0°x)*y) = x X(x), 

res ( ( è ° ) *î /) = r e s ( ( A r i - 1 X - 1 e ) n ^ 0 ) = A"1, 

res(( J 2) * y ) = r e s ( ( ^ - 1 ( 7 a "
1 ) ( A n + O p O ) * " 1 ^ ) = a 1 " ' , 

r e s ( ( J î ) * î / ) = 1, 

ce qui permet de conclure. 
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270 LAURENT BERGER 

Remarque 1.2.5. — Nous allons voir dans la suite de cet article que si dim W G {1 ,2} , 
alors les représentations Çlx(W) sont les restrictions à B ( Q P ) de représentations de 
GLi2(Q p ) . Quand d i m W ^ 3, ce n'est plus le cas et on obtient des représentations 
lisses irréductibles propres à B ( Q P ) . Quelles représentations lisses irréductibles de 
B(Qp) obtient-on ainsi? Un début de réponse est donné dans [5]. 

1.3. R e p r é s e n t a t i o n s de G L ^ Q p ) 

L'objet de ce paragraphe est de rappeler brièvement certaines des constructions 
de Breuil et Colmez. Il s'agit d'associer une représentation n(V) de GL2(Q P) à une 
représentation p-adique V irréductible de dimension 2. Cette représentation II(V) a 
été conjecturalement construite pour les représentations cristallines et semi-stables 
par Breuil (voir [10] pour le cas cristallin et [11] pour le cas semi-stable). Le fait que 
la représentation II(V) est non-nulle, irréductible et admissible (au sens de [25]) a été 
démontré par Colmez pour V semi-stable (voir [16] ; des cas particuliers se trouvent 
dans [11]) puis par Breuil et moi-même pour V cristabelline (voir [7] ; des cas parti­
culiers se trouvent dans [10]). Enfin, ces résultats ont été étendus aux représentations 
triangulines par Colmez (voir [16] et [15] pour la définition de « trianguline » que 
l'on n'utilise pas dans cet article). Le théorème ci-dessous rassemble les résultats dont 
nous nous servirons. Rappelons que l'on note ~B pour « isomorphes en tant que 
représentations de B » et ~B pour « les semi-simplifiées des restrictions à B sont 
isomorphes ». 

Théorème 1.3.1. — Si V est une représentation trianguline irréductible de dimension 
2, alors : 

1. on a U(Vy ~B lim D\V) ; 

2. si T est un réseau de V, alors (lim^ D^(T))* est un réseau de H{V) stable sous 

Vaction de B ( Q P ) et commensurable aux ûL-réseaux stables par GL2(Q P) de 

U(V); 

3. on aU(Vy - l i m ^ D B ( ^ ) . 

Démonstration. — Le (1) est démontré dans [16] pour une représentation semi-stable, 
dans [7] pour une représentation cristabelline et enfin dans [15] dans le cas d 'une 
représentation trianguline^ 1^. Le (2) est un résultat facile (voir [7, §5.4] par exemple) 
et le (3) suit du (1) et du (2) ainsi que du théorème 0.6 de [16] et du principe de 
Brauer-Nesbitt (ce qui explique qu'il faut semi-simplifier). • 

Rappelons à présent la classification des /^-représentat ions lisses irréductibles de 
GL2(Q P) qui admet tent un caractère central. Si r G { 0 , . . . , p — 1}, si À G F p et si 

Il faut tout de même faire attention au fait que les normalisations changent d'un article à l'autre 
et il convient donc éventuellement de tordre la formule par un caractère. 
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X : Qp —> k£ est un caractère continu, on pose : 

*(r, A, x) = 
GL2(ZP)Q* J M = D+(W). M = L 

1 — X 
(g) ( x o d e t ) , 

ou T est un certain operateur de Hecke (voir [3J). 
Si (r, À) ^ {(0, ±1 ) ; (p—1, ± 1 ) } , alors 7r(r, À, x) est irréductible (pour A 7̂  0, c'est un 

résultat de [3] et pour À = 0, c'est un résultat de [9]). Pour À = 0, les entrelacements 

entre les 7r(r, 0, x) sont les suivants : 

n(r, 0, x) ^ 7r(r, 0, XM-i) ^ 7r(p - 1 - r, 0, x^ r ) £¿ 7r(p - 1 - r, 0, x^M-i) . 

Si (r, À) G {(0, ±1 ) ; (p—1, i l ) } , alors la semi-simplifiée de 7r(r, À, x) est somme d 'un 

caractère et de la tordue d'une représentation appelée la spéciale (qui correspond à 

r = 0,À = l e t x = l)- Enfin, toute représentation lisse irréductible de GL2(Q P) qui 

admet un caractère central ^ est dans la liste ci-dessous : 

1. les caractères x 0 det ; 

2. la spéciale tordue par un caractère S p ® ( x 0 det) ; 

3. les séries principales 7r(r, A, x) avec À ^ 0 et (r, A) ^ {(0, ±1 ) ; (p — 1, ± 1 ) } ; 

4. les supersingulières 7r(r, 0, x)-

Nous rappelons maintenant le calcul de II(V) pour certaines représentations cris­

tallines. Si k > 2 et si ap G ÍTXL, alors on définit un (^-module filtré Dk}ap par 

Dk,ap = Le 0 Lf où : 

<p(e) =pk lf 

L<p(f) = -e + apf 
et F i P L > M p = 

Dk,ap SÍ i < 0, 

Le si 1 < i ^ A: — 1, 

0 si i ^ fc. 

Ce (^-module filtré est admissible, et on sait (par le théorème principal de [19]) qu'il 

existe alors une représentation cristalline Vk,ap de GQP telle que DCTi8(V£ ) = -Dfc,ap 

(on passe au dual pour que les notations soient compatibles avec celles de [10] et [8] ; 
remarquons tout de même que l'on a V£ap = Vfc50p(l — A:)). 

Soit TLk,ap la représentation localement algébrique construite par Breuil dans [10] : 

^•k,ap — 

M = D+(W). M = D+ M = D+( 

T - ap 

ou T est un certain operateur de Hecke (voir [10]). 

Il est montré dans [7] que IIfc j a p admet un ^ - r é s e a u de type fini sur ^ £ [ G L 2 ( Q P ) ] 

et que sa completion est isomorphe à I I (T4 5 0 p ) . Breuil a d 'autre part déterminé Hk,ap 

pour k ^ 2p + 1 (voir le paragraphe 3.2) et nous avons besoin dans la suite du cas 

particulier ci-dessous (c'est le corollaire 5.1 de [10]). 

(2) Dans la suite, on suppose tout le temps sans le dire que les représentations lisses irréductibles de 
GL2(Qp) que l'on considère admettent un caractère central. 
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Proposition 1.3.2. — Si k ^ p + 1 , alors II^o — it{k — 2 , 0 , 1 ) . 

2. E t u d e de cer ta ines représenta t ions de B(QP) 

L'objet de ce chapitre est de faire le lien entre les différentes constructions de re­
présentations lisses irréductibles de B(QP) (soit comme restriction de représentations 
lisses irréductibles de GL2(QP), soit directement comme Çtx(W)). 

2 . 1 . I n d u i t e s parabo l iques 

On commence par faire l 'étude des induites paraboliques. Si Xi et X2 sont deux 
caractères de Q*, alors l ' induite parabolique I n d ^ X i 0 x 2 ) est par définition 
l'ensemble des fonctions localement constantes G : GL2(QP) —• k^ qui vérifient 
<r(bg) = (xi 0 X2)(b)a(g) si b e B et g e G. 

Si a G Indg(xi (8)^2)5 alors l 'application G 1—• cr(Id) nous donne une application de 
Indg (xi (g) X2) dans xi 0 X2 dont on note Indg (xi 0 X2)o le noyau ce qui fait que l'on 
a une suite exacte de B(Q p )-représentations : 

0 -> Indß(xi 0 X2)o -> Indß(xi 0 X2) -> Xi 0 X2 -* 0 . 

Soit LCO (Q p ,&L) l'ensemble des fonctions / : Q p —> &L localement constantes 

à support compact. Si G G Indg(xi 0 X2)o> alors on associe à G une fonction 

fa G LCo(Qp, &L) via la recette : 

fa(x) = G 
0 l" 

- 1 X / 

La décomposition de Bruhat montre que l 'application G 1—• fa est une bijection de 
Indß(xi 0X2)0 dans LC0{Qp,kL) et comme (b*a)(g) = a(gb) si G e I nd f (xi 0 X 2 ) 
et b G B et g G G, on a : 

f(aob

d)*°ix)=Za 

' 0 1 

, —1 x 

a b 

0 d 

(A) = G 
d 0 

0 a 

0 1 

2 dx—b 

= Xi(d)X2(à)fa 
dx — 

a 

Théorème 2.1.1. — Si rjw dénote le caractère de Q* associé à W par le corps de 

classes, alors QX(W) ~ Ind^(r]w 0 XVw)*)' 

Démonstration. — Ecrivons W = ujrfi\, ce qui fait que l'on doit montrer que : 

tlx(W) ^ I n d g ( ( j > A 0 X^ > A - O O -
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Nous allons définir une application : 

\imD+(W) - Indg(A;>A ® XW"R/IA-OO» 

et montrer que c'est un isomorphisme B(Q p)-équivariant. 
Rappelons tout d 'abord la définition de la transformée d'Amice (tout au moins la 

version dont nous avons besoin). Si v est une forme linéaire v : L C ( Z P , UL) —> &L (on 
dira que v est une mesure sur Z p ), alors sa transformée d'Amice $tf{y) G &z,[[X]] est 
définie par : 

M = D+(W). M = D+ 

oo 

n=0 

2 i—• 
n 

X N = I / ( « H ( 1 + X)z), 

et l 'application ^ : L C ( Z p , & L ) * —> &L[[^]] est alors un isomorphisme (cf. [1]). 

Fixons une base e de D + ( W ) telle que <p(e) = Àe et 7(e) = (jr{^)e (voir le lemme 

1.1.1) ; si y G lim D + ( W Q , alors y = (2/»)T>o et on a ^ = /¿6 avec fi G &L[[X]] . On 

voit que ijj{\~%fi) = À ~ ^ - 1 ^ / i _ i et on définit une mesure vy^ sur Zp en demandant 

que si{^y,i) = X~lfi ce qui nous permet de définir une mesure vy sur Q p en imposant 

que si / G LCQ(Q p , &L) est à support dans p~%rLv, alors : 

jdvy = 
zp 

f(p lz)dvy4. 

Le terme de droite ne dépend pas de i ^> 0, en vertu de la formule : 

f(z)d^) = 
JpZP 

f(p 1z)dis, 

et / Q fdvy est donc bien définie. Il est clair que l'application y^>vy est une bijection 
qui nous permet d'identifier, via la recette a i—» fa rappelée au début de ce paragraphe, 
Slx(W) avec le dual de l 'induite parabolique. Cette construction est bien sûr l'analogue 
de celle de Colmez dans [18]. 

Pour terminer la démonstration du théorème, nous devons montrer que cette iden­
tification est B(Q p)-équivariante. L'action de B(QP) sur les mesures est donnée par 
l'action correspondante sur leurs transformées d'Amice et on trouve les formules sui­
vantes : 

*$ù* 
M = D+(W). M = D+ M = 

QP 

f(z)duy 

/QP 

f(z)di//i o\ = A 1 

'<4P 

f(p z)dvy 

'Qp 
f(z)dun ox = d r 

•'QP 
f(d xz)dvy (avec d G Z* ] 

0 ^ P 
f{z)dVoì)*y = 

FQP 

f(z + b)dvy. 
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En comparant ces formules avec (A), on trouve bien que : 

ù*$ 
fg*a(z)dVg+y — 

ù*$ 
fa(z)duy 

si g e B ( Q P ) , y G lim D+(W) et a G I n d g ( a / > A ® x ^ M A - O O . 

Pour terminer, rappelons le lien entre les induites paraboliques et les 7r(r, À,x) 
(c'est le (3) du théorème 30 de [2]). 

Proposition 2.1.2. — On a 7r(r, À, x) ~ Indß (xMA- 1 ® x^x^)-
G 

Remarque 2.1.3. — En particulier, la spéciale Sp est isomorphe à I n d B ( l ® l)o- Dans 
ce cas, la suite exacte de représentations de B ( Q P ) : 

0 I n d g ( l <g> l)o I n d g ( l < g > l ) - > l < 8 > l - > 0 

est d'ailleurs scindée (le /^-espace vectoriel engendré par la fonction g i—• 1 est un 
supplémentaire B(Q p ) - s t ab le de Sp). Il est amusant de remarquer que la suite exacte 
de représentations de GL»2(QP) : 

0 -» Id I n d ß ( l <S> 1) ^ Sp -> 0 

n'est pas scindée (voir la démonstration du théorème 29 de [3]). 

2 .2 . Supers ingu l i ères 

Dans ce court paragraphe, nous démontrons l'analogue du théorème 2.1.1 pour les 
représentations de dimension 2 mais contrairement à la démonstrat ion du théorème 
2.1.1, l 'argument n'est pas direct et repose de manière essentielle sur des calculs en 
caractéristique 0. Il serait intéressant de disposer d 'une démonstrat ion purement en 
caractéristique p ^. 

Théorème2.2.1. — Si W ~ p(r,x); alors Vt^r^^W) est isomorphe à la restriction au 
Borei de 7r(r,0,x)-

Démonstration. — Un calcul facile montre que Vr+2,o — p(r, 1) et le (3) du théorème 

1.3.1 montre alors que lim^ D^(p(r, x)) ~ 11(^+2,0 ® x)* c e °xui ^ q u e » comme le 

caractère central de n r + 2 , o ® (x ° det) est u; r x 2 , on a : 

^ x 2 ( p ( r ' X ) ) ~ n r + 2 , o <8> ( x ° d e t ) ~ 7r(r,0,x), 
B 

par la proposition 1.3.2. 

(3) Depuis la rédaction de cet article en 2005, j'ai rédigé une telle démonstration; c'est l'un des 
résultats de [5]. 
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2 .3 . A p p l i c a t i o n s a u x représenta t ions de GL^Qp) 

Pour terminer ce chapitre, nous donnons deux applications des identifications précé­

dentes à l 'étude des représentations de B(QP) et de GL2(QP). 

Théorème 2.3.1. — Si II est une UL-représentation lisse irréductible de GL^Qp) ad­
mettant un caractère central, alors : 

1. si II est un caractère, ou la spéciale, ou super singulière, alors sa restriction à 
B(QP) est toujours irréductible ; 

2. si II est une série principale, alors sa restriction à B(QP) est une extension du 

caractère induisant xi ® X2 P^r la représentation irréductible I n d ^ x i ® X2)o-

Démonstration. — Montrons tout d 'abord le (1). Comme la spéciale est isomorphe à 

Indg (1 <S> l)o on renvoie au (2) et le cas des caractères est trivial, ce qui nous laisse les 

supersingulières. Comme 7r(r, 0, x) —B ^ujrx2(p(r^X))^ I e ^ que cette représentation 

est irréductible en restriction au Borel suit de la proposition 1.2.2. 

Passons à présent au (2). On a vu au paragraphe 2.1 que l'on a une suite exacte : 

0 -» Inde(xi ® X2)o -» Indg(xi 0 X 2 ) -> Xi ® X2 -> 0, 

ce qui montre l'assertion concernant 1 extension, et comme Ind B (x i 0 X2J0 — 

S l X l X 2 ( X i ) par le théorème 2.1.1, le fait que cette représentation est irréductible suit 
encore de la proposition 1.2.2. • 

Théorème 2.3.2. — Si II1 et II2 sont deux UL-représentations lisses semi-simples et de 
longueur finie de GL^Qp) (dont les composantes irréductibles admettent un caractère 
central) et dont les semi-simplifications des restrictions à B(Q p) sont isomorphes, 
alors IIi et II2 sont déjà isomorphes en tant que représentations de GL2(QP). 

Démonstration. — Une représentation semi-simple et de longueur finie de GL2(QP) 
est une somme directe de caractères x 0 det, de tordues de la spéciale, de séries prin­
cipales Indg (xi 0 X 2 ) avec xi 7̂  X2 et de supersingulières. 

La restriction à B(QP) du caractère x 0 det est x 0 X e t P a r I e théorème 2.3.1, celle 
de Indg(xi 0 X 2 ) est une extension de xi 0 X 2 (avec nécessairement Xi X2) par une 
représentation de dimension infinie alors que les restrictions des tordues de la spéciale 
et des supersingulières sont irréductibles et de dimension infinie. On voit donc que si 
l'on a deux représentations II1 et II2 qui satisfont les conditions du théorème, alors 
elles contiennent les mêmes caractères et séries principales. 

Pour terminer, il faut voir que les tordues des spéciales et les supersingulières sont 
déterminées par leur restriction au Borel. Elles sont toutes de la forme flx(W) (avec 
W de dimension 1 pour la spéciale par le théorème 2.1.1 et W de dimension 2 pour les 
supersingulières par le théorème 2.2.1) et la proposition 1.2.3 montre qu'il n 'y a pas 
de B(Q P)-entrelacements non-triviaux entre deux telles représentations de GL 2 (Q P ) 
différentes. • 
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3 . C o r r e s p o n d a n c e s cont inues e t m o d u l o p 

Dans ce chapitre, nous démontrons le résultat principal de cet article (la corres­
pondance entre réduction modulo p des représentations galoisiennes V et des repré­
sentations II(V) de GL^Qp)) et ensuite nous rappelons les cas où le calcul de cette 
réduction a été fait. 

3 . 1 . D é m o n s t r a t i o n de la conjec ture d e Breu i l 

Dans ce paragraphe, nous démontrons le résultat principal de cet article. Le théo­
rème ci-dessous est (pour V cristalline) la conjecture 1.2 de [10] (attention au fait que 

M A = nrCA- 1)). 

Théorème 3.1.1. — Si V est une représentation trianguline irréductible, alors : 

V = p(r,x)^Tl(V) = n(r,0,x) 

V = 
*$ù*$ 

0 

0 

*$ù*$ 
® x n ( V ) ~ 7r(r, A, x) e 7r([p - 3 - r], \~1,ur+1x) 

G 

Ici \p — 3 — r] est l 'unique entier appar tenant à { 0 , . . . , p — 2} et qui est congruent 
à r modulo p — 1. 

Démonstration. — Le (3) du théorème 1.3.1 nous dit que l'on a : 

(B) U(Vy - l i m D ^ F ) 

Supposons tout d 'abord que l'on connaisse V. Le théorème 2.1.1 et la proposition 
1.2.4 quand V est réductible, ou bien le théorème 2.2.1 quand V est irréductible, ainsi 
que la formule (B), montrent que Ii(V) est une représentation de GL2(Q P) dont la 
restriction à B ( Q P ) coïncide avec celle qui est prédite par le théorème, et le théorème 
2.3.2 permet alors de conclure. 

Supposons maintenant que l'on connaisse II(V) ; on peut conclure comme ci-dessus 
(nous laissons cela en exercice) mais il y a plus explicite. Si H(V) est une représen­
tat ion supersingulière, alors par le théorème 2.3.1 sa restriction à B ( Q P ) est toujours 
irréductible ce qui fait que (à cause de la formule (B)) V est irréductible et le théo­
rème 2.2.1 et la proposition 1.2.3 permettent de conclure. Si H(V) est du deuxième 
type, alors V est forcément réductible et la formule (B) ainsi que la proposition 1.2.4 
montrent que l'on peut lire V sur la restriction à B ( Q P ) de Ii(V) (c'est la tordue par 
u) de la part ie de dimension finie de cette restriction, c'est cela qui est explicite). • 

Remarque 3.1.2. — La démonstrat ion ci-dessus montre qu'en fait, la restriction à 

B(Qp) de Û(V) suffit à déterminer V. 

Remarque 3.1.3. — Si W est de dimension 1, on voit que la représentation Çlx(W) 

est d 'une par t un sous-objet de I n d g ( r / ^ 0 XVw) e ^ d 'autre par t un quotient de 
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(lim^ D^(W))*. On pourrait donc croire que Indg (rjw (g) XHw ) g ( f o 1 ^ D^(W))* mais 

en fait, la proposition 1.2.4 et les résultats du §2.1 montrent que : 

M = D+(W). M = D+ M = D+(W). M = D+ M = D+(W) 

l imD»(W))* ~ fix(W) 0 M ^ ^ W " 1 ^ ) 

et dans la correspondance entre 

/ i A ^ r + 1 x e / i A - i X et 7r(r,A,x)0 7 r ( [ p - 3 - r ] , A 1,vr+1x), 

les termes se « croisent » et il y a donc une sorte d'« entrelacement fantôme » entre 
^ ( ^ A, x) et 7r([p — 3 — r] , À - 1 , u ; r + 1 x) (il y a d'ailleurs un véritable entrelacement en 
Sadique pour £ ̂  p , voir la remarque 4.2.5 de [9]). 

3 .2 . R é d u c t i o n m o d u l o p de que lques représenta t ions ga lo i s i ennes 

L'objet de ce paragraphe est de rappeler les résultats des calculs qui ont été faits 
par différents auteurs. Il s'agit soit du calcul de V, soit du calcul de II(V), pour 
certaines représentations V. 

Commençons par les représentations cristallines Vfc j t tp définies à la fin du paragraphe 

1.3. Le calcul de Vk,ap remonte à Fontaine et Serre (en raison du lien avec les formes 

modulaires) ; la théorie de Fontaine-Laffaille (voir [22]) permet de faire ce calcul pour 

tout h < p. Quand k < p + 1, c'est un résultat d'Edixhoven (sous l 'hypothèse que la 

représentation provienne d'une forme modulaire). Enfin, quand k ^ p + 1, la théorie 

des modules de Wach permet de calculer Vk,ap si va l (a p ) est assez grand (voir [8] 
et [6]). Le calcul de n(Vfc> a p) a été fait par Breuil pour k ^ 2p + 1 (voir [10] pour 

k ^ 2p ; si k = 2p -f 1 et p ^ 2, c'est un calcul non-publié de Breuil ; le résultat avait 

été suggéré par des expériences numériques de Buzzard). Voici la liste des résultats 

que l'on avait au moment de la rédaction de cet article, en 2005. 

Théorème 3.2.1. — La réduction modulo p des représentations Vk,ap est connue dans 
les cas suivants. 

1. Si 2 ^ k < p + 1, alors Vk,ap = ind(a£ ). 

2. Pour k=p-\-2 : 

(a) si 1 > val (a p ) > 0, alors Vk,ap = i n d ^ 2 ) . 

(b) si va l (a p ) ^ 1, et si X est une racine du polynôme À 2 — ap/p • A + 1 = 0, 

alors : 

V k,ap — 
ù*$ù 

0 

0 

ù*$ù*$ 

3. Pour 2p > k ^ p + 3 ; 

(a) sil > va l (a p ) > 0, alors Vk,ap = ind(u;2 P ) -
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(b) si va l (a p ) = 1, et si X = ap/p • (k — 1), alors : 

Vk,ap = 
ù*^$ù*$ 

0 

0 

*$ù$$ù 

(c) si va l (a p ) > 1, alors Vk,ap = inc^u;^ ). 

4. Pour k = 2p + 1 (et p ^ 2) : 

(a) si va l (a 2 + p ) < 3/2 , a/ors Vfc ) a p = i n d ^ l ) -

(b) 5z val (a 2 + p ) ^ 3/2 , a/ors : 

Vk,ap = 
*$ù*$ 

0 

0 

*ù$*ù$ 
où À 2 -

a2

p + p 

2pap 

À + l = 0. 

5. Pour k ^ 2p + 2, Zes résultats ne sont que partiels : 

(a) szval(op) > L ( f c - 2 ) / ( p - l ) J E* 5z p + 1 F - 1, alors Vk,ap = i n d ^ * *) 

(b) 52 val(op) > [(A; — 2) / (p — 1)J, si p + 1 | fc — 1 et sii2 = —1, alors : 

V k,ap — 
Iii 0 

, 0 [i-i 

fc-1 
&ÜJP+1 . 

Des résultats de Buzzard et Gee postérieurs à la rédaction de cet article et fondés 
sur le théorème A (voir [14]) décrivent ce qui se passe sur la couronne 0 < va l (a p ) < 1. 

Pour ce qui est des représentations semi-stables, le calcul de la réduction côté Galois 
a été fait dans [12] (pour k pair vérifiant 2 ^ k < p) et le calcul de la réduction côté 
GL2(Qp) a été fait dans [11, 13] (pour k pair vérifiant 2 ^ / c ^ p + l e t e n supposant 
de plus que l'invariant j£f est de valuation ^ 0 si k ^ 2 ) . Nous ne rappelons pas ici les 
formules, que l'on peut trouver dans [12, § 4 . 3 . 3 ] côté Galois et dans [11, § 4 . 5 ] (pour 
k = 2) et [13, § 1 . 1 ] (pour k ^ 4 ) côté GL 2 (Q P ) . 

Comme ces formules ont des applications directes au calcul de la réduction modulo 
p des représentations locales associées aux formes modulaires, il serait intéressant 
de les déterminer pour tout k. Cela pose des problèmes compliqués mais fascinants 
d'analyse p-adique en relation avec les (<p, r)-modules. 
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