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SÉRIES DE POINCARÉ MOTIVIQUES D'UN GERME 
D'HYPERSURFACE IRRÉDUCTIBLE QUASI-ORDINAIRE 

par 

Guillaume Rond 

Résumé. — Nous donnons ici une description combinatoire, faisant intervenir les 
exposants caractéristiques de la singularité, des arcs tronqués tracés sur un germe 
d'hypersurface quasi-ordinaire. Cela nous permet d'obtenir une expression inductive 
des séries de Poincaré de ce type de singularité. 

Abstract (Motivic Poincaré series of a quasi-ordinary irreducible germ of hypersurface) 
We give here a combinatorial description, using caracteristic exponents of the 

singularity, of the troncated arcs on a quasi-ordinary hypersurface germ. This allows 
us to give an inductive expression of the Poincaré series of this kind of singularity. 

1. Séries de Poincaré motiviques 

Soit (X, 0 ) un germe d'espace analytique sur un corps k de caractéristique nulle. 
Soit p un entier naturel. Nous définissons l'espace des jets d'ordre p, noté Xp, comme 
étant la variété algébrique sur k dont les points K-rationnels, pour toute extension 
de corps K de k, sont les K [T]/tp+1 -points de ( X , 0 ) . C'est-à-dire que nous avons 
Xp = {(p : Speck[[£]]/£p+1 —• ( X , 0 ) } . Dans le cas particulier où (X, 0 ) est un 
germe d'espace analytique défini par les équations fi{x) = 0, pour i = 1 , . . . , r et 
x = (#1, . . . , xs) alors Xp est la variété affine définie par les équations en les variables 
Xj,k pour k = 1 , . . . , p et j = 1 , . . . , 5, provenant du fait que fi(xj^t-\ \-Xj^ptp) — 0 

mod tp+1 pour tout i. 
La limite projective de ces variétés, appelée espace des arcs sur X , est notée Xoo 

et n'est en général pas de type fini sur k. 
Nous avons les morphismes naturels de troncations 

7TP : XQO — > Xp et 7rp,q : Xp —> Xq pour p> q . 

Classification mathématique par sujets (2000). — 14B05, 32S25; 11S40, 14J17. 
Mots clefs. — Singularités quasi-ordinaires, espaces d'arcs, séries de Poincaré motiviques. 
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372 G. ROND 

Nous nous intéressons ici au comportement des arcs tronqués, c'est-à-dire aux TTP(X00) 

quand p varie. Nous savons, d'après le théorème de Greenberg [13], que ce sont des 
ensembles constructibles. On peut donc considérer leur image dans l'anneau de Gro-
thendieck Ko(Var^) des variétés sur k [6]. Plus précisément nous nous intéressons à 
la série de Poincaré géométrique Pgéom,x,o(^) '•= ^2p>ol7rp(^oo)]Tp où [Y] représente 
la classe de la variété Y dans K0(Var^). Denef et Loeser ont montré que cette série 
est rationnelle avec un dénominateur qui s'écrit sous forme d'un produit de termes 
de la forme 1 - haTb où L := [Aj] et a G Z et b G N \ {0} (cf. [6]). Cependant la 
preuve utilise à la fois la résolution des singularités du germe singulier et un théo
rème d'élimination des quantificateurs dû à Pas [23], et n'apporte aucune information 
quantitative, en particulier sur les pôles. Cette série a, jusqu'à présent, été calculée 
pour les branches planes (cf. [7]) et les singularités de surfaces toriques normales (cf. 
[17] et [22]). 

Par ailleurs, on peut aussi considérer <̂ p, la formule dans le langage de premier 
ordre de k[[T]], dû à Pas [23], qui définit 7rP(X00), qui est un ensemble constructible, et 
regarder sa mesure arithmétique Xc(<PP) dans l'anneau de Grothendieck K^^Mot^ Q)Q, 
c'est-à-dire l'anneau de Grothendieck des motifs de Chow sur k à coefficients dans Q 
tensorisé avec Q (cf. [7] ou [14] pour une introduction). Une autre série intéressante est 
alors la série définie par Ylp>o Xci^Pp)^. Cette série se spécialise pour tout q premier, 
sauf un nombre fini, en la série ^2p>0 NQP(X,0)TP, où NQP(X,0) est le cardinal des 
Z/#pZ-points de (X, 0) qui se relèvent en des Z^-points de (X, 0). Denef et Loeser ont 
montré le même résultat de rationnalité pour cette série que pour la série géométrique 
(cf. [7]). Cette série a été calculée pour les branches planes (cf. [7]) et les singularités de 
surfaces toriques normales (cf. [22]). Pour les branches planes ces deux séries diffèrent 
et pour les surfaces normales toriques, J. Nicaise montre l'égalité. 

Nous avons effectué ici le calcul des séries géométrique et arithmétique d'un germe 
d'hypersurface irréductible quasi-ordinaire. Ce type de singularité généralise les sin
gularités de courbes planes dans le sens où il existe un paramétrage de ces singularités 
à l'aide de séries fractionnaires à plusieurs variables dont le dénominateur est borné. 
L'ensemble des exposants, apparaissant dans l'écriture des ces séries, appartient au 
groupe engendré par un nombre fini d'exposants, appelés exposants caractéristiques, 
qui généralisent les exposants caractéristiques d'une courbe plane. 

Pour calculer la mesure motivique de l'ensemble des arcs tronqués à l'ordre p, 
nous décomposons cet ensemble en deux ensembles constructibles : l'ensemble des 
arcs tronqués qui ne se relèvent pas en arcs inclus dans le complémentaire du tore et 
son complémentaire. Nous donnons d'abord une caractérisation combinatoire des arcs 
tronqués qui ne se relèvent pas en arcs inclus dans le complémentaire du tore. Cela 
nous permet de calculer la mesure motivique de l'ensemble de ces arcs tronqués. Enfin 
nous donnons une formule de récurrence sur la dimension du germe pour la mesure 
de son complémentaire. Nous obtenons alors des formules générales, inductives sur la 
dimension de l'hypersurface, de ces deux séries. Malheureusement ces formules font 
intervenir des sommes géométriques sur des cônes rationnels assez difficiles à calculer 
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SÉRIES DE POINCARÉ MOTIVIQUES 373 

en général. Nous donnons enfin une formule explicite de ces séries dans le cas où 
les coordonnées des exposants caractéristiques de la singularité sont supérieures à 1, 
c'est-à-dire quand la projection de celle-ci est « très » transverse (théorème 9.3). 

Nous faisons remarquer que ces séries sont différentes des séries d'Igusa étudiées 
dans [2], séries qui sont essentiellement les séries génératrices des espaces de jets tra
cés sur un germe singulier. Nous pouvons par ailleurs citer le travail en cours [3] dû à 
Helena Cobo Pablos et Pedro Gonzalez-Perez où le calcul des séries de Poincaré mo-
tiviques pour les germes de surfaces irréductibles à singularité quasi-ordinaire est fait 
à l'aide de méthodes de géométrie torique qui s'inspirent du travail effectué dans [17]. 

Je tiens à remercier ici M. Lejeune-Jalabert pour avoir fait preuve de patience à 
l'écoute de ces résultats et pour ses précieux commentaires. Je remercie aussi J. Nicaise 
pour m'avoir, le premier, parlé des séries de Poincaré motivique lors du GAEL XII, et 
Helena Cobo Pablos et Pedro Gonzalez-Perez pour m'avoir indiqué une erreur dans 
la première version de ce travail. 

2. Singularités quasi-ordinaires 

2.1. Exposants caractéristiques. — Nous rappelons ici la définition de singula
rité quasi-ordinaire et les propriétés de ces singularités dont nous aurons besoin. 

Définition 2.1 (cf. [11] par exemple). — Soit / G C{Xi,.. . , Xm}[y] un polynôme dis
tingué. On dit que / est quasi-ordinaire si son discriminant Ay(/) a un terme domi
nant, c'est-à-dire si il s'écrit Xau où ce G Z>0 et u est inversible. Géométriquement, 
cela revient à dire que le discriminant de la projection du germe (X, 0) C Cm+1 —> 
Cm qui envoie le point de coordonnées (#i , . . . , xm, y) sur le point de coordonnées 
(#1,... , xm) est à croisements normaux. 

Nous avons alors le théorème 

Théorème 2.2 ([10], [20]). — Soit f irréductible et quasi-ordinaire. Alors nous avons : 

1. Si degy(/) = n alors fan racines distinctes dans C{X^}. 

2. Si £ est une racine de f dans C{X™}, alors il existe des éléments de (^Z)m, 
strictement ordonnés, a(l) < • • • < a(g) (Le. a^(l) < • • • < ak(g) pour tout k et 
a(i) 7̂  a(j) pour i ^ j) tels que l'on puisse écrire 

É = 6) + £i + - " + & 

avec £0 € C{X}, 

Xe apparaît dans £ => с G Zm + >J a(z)Z, 
a(i)<c 

Xe apparaît dans & с G Zm + У a(j)Z, 
j<i 

et vx(£>k) = a(k) pour tout k. 
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374 G. ROND 

3. Si £ est racine de f dans C{X™ } , alors l'ensemble des racines de f est l'ensemble 

formé des ^(wiX^ ,..., w^X^) où les wk parcourent l'ensemble des racines n-
ièmes de l'unité. 

Remarque 2.3. — Quitte à faire le changement de variables 

Xk i—• Xk VA;, et Y i—• Y + £0 

nous pouvons supposer que £o = 0 dans le théorème précédent. 

Définition 2.4. — Les a(k) du lemme précédent sont appelés les exposants caractéris
tiques de / . 

Nous pouvons définir les réseaux M = M0 := Zm et Mk := Zm + ^Kk a(l)Zm 
pour 1 < k < g et les réseaux duaux Ni := Mi et N = N0. Nous définissons les entiers 
caractéristiques nk du germe d'hypersurface comme étant les indices des Mk_i dans 
Mk : 

nk = [Mk : M*_i]. 

Nous posons aussi no = l e t n _ i = 0 . Nous notons 

ek-i =nk...ng pour k = l,...,g. 

En particulier nous avons eo = n = ni... ng. 

Nous pouvons aussi définir les vecteurs 7(fc) par : 

7(1) :=a(l) 

7(fc + 1) := nfc7(fc) + a(fe -h 1) - a(k) 
Dans le cas m = 1, ce sont les nji sont des générateurs du semi-groupe de l'ensemble 
des multiplicités d'intersection (C, X)o où C parcourt l'ensemble des germes en 0 de 
courbes planes non contenues dans X (cf. [24]). 

2.2. Remarques sur l'écriture en coordonnées d'un arcs tracé sur un germe 
d'hypersurface irréductible à singularité quasi-ordinaire. — Soit (p{t) := 
(xi(t),..., xm(i), y(i)) un arc tracé sur un germe (X, 0) d'hypersurface irréductible 
à singularité quasi-ordinaire d'exposants caractéristiques a(l),..., a(g) défini par un 
polynôme de Weierstrass / G C{X±,..., Xm}[y]. Alors f(xi(t),..., xm(t), y(t)) = 0, 
donc y(t) = £(#1//n(£)) où £ = £i + • • • + £p est une racine de / (avec les notations 
du théorème 2.2) et les x1^71^) sont des racines n-ièmes de Xi(t) dans C t̂1/71]]. Nous 
noterons souvent £ au lieu de ^{x1^^)) quand les racines n-ièmes de Xi(t) seront 
fixées. 

Nous pouvons alors faire les deux remarques suivantes : 

Remarque 2.5. — Soit Xa = X?1 ... X%» un monôme de C[X\/n,..., xUn]. Consi
dérons m séries Xi(i) = ^2kXijktk de C[[t]], et notons U = oid(xi(i)). Le choix d'une 
racine n-ième de Xi(t) dans Cf̂ 1/7"1]] dépend uniquement du choix d'une racine n-ième 
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de â Zi dans C. Pour tout i fixons une racine n-ième de x̂ ,zi et notons la xi{_ . Nous 

noterons alors sans équivoque xai\i = (x]^)nai. Dans ce cas nous avons 

Xi(t)ai = x^ktaih 1 + 
k>li + l 

Xi,k tk-h 
Хг,к 

ai 
— граг j-CLih 1 + 

к>1 

xi,k+h 
Xi,h 

tk 
ai 

= хai, Ъ^г 1 + a¿ 
к>1 

xi,k+h 
Xi,h 

tk +.........+ ai 
j k>l 

%i,k+U 
xi,h 

tk 
3 
+... 

avec CLi 
3 

ai(ai — l)...(ai-j+l) 
3\ 

Nous voyons que x\1 (t)... x^ (t) est dans C[[t]] si 
et seulement si J2iaih £ N. Si tel est le cas, pour tout c G N avec c > ^ a ^ , le 
coefficient de tc dans l'expression de la série x\1 (t)...xam m (t) est un polynôme de la 
forme suivante : 

m 

2=1 
Xai, li P Xitk/xi,ii\ h + l<k<c-

3 
adj + li et 1 < i < m 

où P est un polynôme quasi-homogène de poids c — Y^j a>jlj et où Xi^jxi^i est de 
poids k — l{. 

Définition 2.6. — Notons bk : Zm —• Q la forme linéaire 

m 
Mi) —^Oi ai (k)li, Vke {0,...,g} 

i=l 

et M l'application linéaire 

M : Zm —• (Z/nZ)9 
(/i,..., Zm) i—• (n M ai(l)li,.. . , n Y Jo ai (g)li) 

Remarque 2.7. — Si U est l'ordre de Xi(t), alors d'après le théorème 2.2, nous voyons 
que nécessairement Mi) G N et donc 6(^1/n(0) € C [[t]]En retranchant ^i(x1/n(t)) 
ky(t), nous voyons alors que 62(1) G N et donc que ^(x1^71^)) G C [[£]]. Par induction 
nous voyons que 

(ord(xi(t)),..., ord(xm(t))) G KerM. 

Inversement, si l'on se fixe m séries formelles en £, notées Xi(t) pour 1 < i < m, qui 
vérifient (ord(#i(£)),..., oTd(xm(t))) G KerM D (N*)m, alors pour toute solution £ 
de / , nous avons tf*1^*)) G C[[t}}, et (xi(t),. . . , ira(t), É(*1/n(i))) définit un arc 
tracé sur (X, 0). 
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376 G. ROND 

2.3. Squelette de la singularité. — Nous allons maintenant relier KerM aux 
réseaux apparaissant dans une résolution plongée torique de (X, 0). Nous rappelons 
ici la construction de la résolution plongée torique construite par P. Gonzalez Perez 
[12]. Dans la suite, nous noterons Z^ la variété torique d'éventail E. 

Soit R = C{Xi , . . . , Xm}[Y]/(f) l'anneau des fonctions de (X, 0). L'anneau R est 
une C{Xi , . . . , Xm}-algèbre de finie. Notons A le cône R>+D C (iVA)R où NA est le 
réseau iV0Zp. Soit ui,..., ug la base canonique de {0}©ZFF. Les éléments de ÂDN& 
sont de la forme (v, w) où v G E>0nM et w = w\u\-\ \~wgu*g avec Wi G Z>Q. Soient 
ZA est la variété torique associée au cône A et OA l'orbite de dimension 0 de la variété 
torique ZA- La variété ZA est l'espace affine de dimension m + g et OA est exactement 
l'origine de celui-ci. Nous allons considérer le plongement (X, 0) C (ZA, OA)? défini 
par le morphisme de C{Xi , . . . , Xm}-algèbres : 

9:C{Xu...,Xm}[U1,... ,Ug-1]^> R 

qui à Uj associe q1- 1 où (qo, qi,..., qg-i) est un système de racines approchées de 
/ (c'est-à-dire que qj est le polynôme quasi-ordinaire minimal de C{Xi , . . . , Xm}[F] 
associé à la branche £i + • • • + £j ; en particulier qo = Y). 

Soit 

V> : MA —• Mg 

(v, w) i—> v + X)Li wkl(k) 

Soit L C (ATA)]r l'espace linéaire défini comme étant l'orthogonal de Ker(^) et soit H 
le cône AD L. 

Définition 2.8 ([18]). — Nous appellerons squelette de la singularité (X, 0) le cône S. 

Nous avons alors le 

Théorème 2.9 ([12]). — Soit E une division de A contenant S. Alors pour toute di
vision régulière X/ de E contenant tous les cônes réguliers de Y,, la composition du 
morphisme torique induit (p : Zjy —• Z^ avec 7rs : Zs —• ZA es£ une résolution 
plongée de X. 

Nous pouvons alors donner une description de KerM. Tout d'abord nous ap-
pelerons vecteur caractéristique de h (où h est un arc de (A^1, 0) défini par 
(xi(t),..., xm(t)) le vecteur (xi(t),..., xm(£), g0(0> • • • > fe(0)- Nous appelle
rons vecteur des ordres du vecteur caractéristique /i le vecteur de coordonnées 
(ord(xi(t)),..., ord(arm(t)), ord(ç0(£)), • • •, ord(ç9(£)))-

Proposition 2.10. — Le squelette S correspond exactement à l'ensemble des vecteurs 
des ordres des vecteurs caractéristiques des arcs tracés sur (X, 0). En particulier le 
sous-réseau KerM C N est égal à la projection de S sur N. 
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Démonstration. — L'application linéaire tp est définie par la matrice 

1 0 0 .. . 0 71 (1) 7i (0) 

0 1 0 ••• 0 : : : 

0 0 ••• 1 0 : : : 

0 0 0 1 7m(l) lm{g) 

Le noyau de -0 est donc l'image de l'application linéaire de Ng dans iV~A définie par 
la transposée de cette matrice. Or Ng = KerM. Donc S est exactement l'ensemble 
des éléments de la forme (Z, p) avec l G KerM et pk = ^ili(k) li pour 1 < k < g. 
Or, pour tout vecteur caractéristique (x1 ( t ) ) . . . , xm(t), tfo(£)>••• > Gg (E) nous avons 
ord(çfc(0) = Y2i7i(k)ovd(xi(t)). Donc S correspond exactement à l'ensemble des 
vecteurs caractéristiques. La dernière assertion découle alors de la remarque 2.7. • 

3. Définitions 

Soit (X(a(l),. . . , a(#)), 0) est un germe d'hypersurface irréductible, mais non 
nécessairement réduit, défini par / un polynôme de Weierstrass quasi-ordinaire 
de C{Xi,..., Xm}[Y] de degré n comme précédemment. Nous noterons h(Z) = 
h{Zu ..., Zm) un élément de C{ZU ..., Zm} tel que /(Zf,. . . , Z£, h(Z)) = 0. Nous 
noterons X(o(l), . . . , a(g))oo l'ensemble des arcs tracés sur ce germe et centrés en 
l'origine, et cp = (p(a(l),..., a(g)) la formule qui définit X(a(1)) . . . , a(g))oo dans le 
langage de Pas (cf. [23] et [7]). Nous noterons 7rp(X(a(l),..., a(^))oo) l'ensemble des 
arcs tronqués à l'ordre p + 1 et ipp la formule dans le langage de Pas qui définit cet 
ensemble constructible. 

Nous allons étudier ici les séries de Poincaré géométrique et arithmétique : 

Pgéom,X(a(l),..., a(g)),0 (T) :=^[ffp(J[(a(l)1. . . ,a( ,))oor, 
p>0 

Parit,X(a(l),...,a(g))AT) := Xc((Pp)TP • 
p>0 

L'espace des arcs tracés sur le germe d'hypersurface défini par / et celui des arcs tracés 
sur le germe d'hypersurface réduit associé sont les mêmes. Les espaces d'arcs tronqués 
sont donc aussi les mêmes. Nous pouvons donc supposer que le germe considéré est 
réduit. 

Notons 

XP,h,...,im := ^p({(^i(*)> • • • > xm(t), y(t)) e X(a(l),..., a(#))oo /ord(xi) = U}) 

et y ? p , z m la formule qui définit Xp,h,...,im' 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2009 
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Nous noterons X(a(l) , . . . , a(g))p^cn le sous-ensemble constructible de l'ensemble 
constructible 7Tp(X(a(l),..., a(#))oo) qui correspond à la troncation d'arcs pour les
quels un des Xi(t) est nul et nous noterons X(a(l) , . . . , a(g))pj0 le sous-ensemble 
de 7Tp(X(a(l),..., a(#))oo) qui correspond à la troncation d'arcs qui ne peuvent 
pas se relever en arcs pour lesquels un des Xi{t) est nul. De même nous noterons 
<£P,cn = ^p,cn(a(l),..., a(m)) et (ppjQ = (ppj0(a(l),..., a(m)) 
nissent ces deux ensembles constructibles. L'idée de découper ainsi l'ensemble des arcs 
tronqués à été introduite par J. Denef et F. Loeser dans [7] pour calculer ces deux 
séries dans le cas des courbes planes. 

Nous avons évidemment 
[7rp(X(a(l),..., a((/))oo)] = № ( 1 ) , . . . , a(g))PtCn] + [X(a(l),..., a(g))Ptto] 

et xc(<pp(a(l), • • •, a(flO)) = Xc(¥Wo(a(l), • • •, « M ) ) + Xc(<PP,cn(a(l),..., a(#))) . 
Notons aussi 

Ptoré géom $£(a(l),a(g))(T) := £ [ X ( a ( l ) , . . . , a(5))p,c„]T" , 
P>0 

C W 1 ) - • • • » afo))(r) := D ^ w 1 ) » • • • > «(9)kto]Tp, 
P>0 

P^Te(a(l),..., a(g))(T) := ] T Xc(^p,cn(a(l), • • •, a(m)))T* , 
P>0 

et PatrT(a(l), • • •, o(«,))(T) := £ Xc(<PP,to(«W,..., a(<7)))T* . 
P>0 

Remarque 3.1. — Si pour tout i nous avons ^ < +00, alors [xP,Zi,...,zm] = 0 si et 
seulement si Z ^ KerM (et de même Xc(<£P, ¿1,..., zm) = 0 si et seulement si Z ^ KerM). 

4. Etude des troncations d'arcs ne se relevant pas en arcs pour lesquels 
un des X{(t) est nul 

Le terme [X(a(l),..., a(g))Plto] correspond aux arcs tronqués qui ne peuvent pas 
se relever en arcs pour lesquels un des Xi(t) est nul. Si (xi(t),..., xm(t), y(t)) est un 
arc dont la p-troncation ne peut pas se relever en un arc pour lequel un des xi (t) est 
nul, nous notons U = 0Td(xi(t)) pour tout i. Nous donnons tout d'abord la définition 
suivante : 

Définition 4.1. — Soit X un germe irréductible à singularité quasi-ordinaire d'expo
sants caractéristiques (a(l) , . . . , a(g)). Pour tout i compris entre 1 et m notons ki le 
plus petit entier qui vérifie ai{ki) ^ 0. Quitte à effectuer une permutation des va
riables Xi (ce que nous ferons à partir de maintenant), nous pouvons supposer que 
nous avons 

1 = fci = k2 = • • • = kio < /̂ 0+1 < kio+2 <-" < km <g. 

Nous avons alors la proposition suivante : 
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Proposition 4.2. — Soit h(t) := (#i(£),..., xm(t), y(t)) un arc de (X, 0). Alors la p-
troncation de h ne peut pas se relever en un arc pour lequel un des Xi(t) est nul, si et 
seulement si Vune des deux conditions suivantes est vérifiée : 

Cl) Soit h < p pour tout i. 
C2) Soit il existe i tel que -foo > U > p + 1, et 

i) P — lj > bki(l) — bkj (I) pour tout j tel que kj < ki, 
ii) bki(l)<p. 

Remarque 4.3. — En particulier, si ki ^ kj, alors U et lj ne peuvent être supérieurs 
strictement à p en même temps. En effet, supposons k > p et lj > p avec i ^ j et 
ki > kj. Alors nous avons selon la seconde condition : p — lj > bki(l) — bkj(l) > 0, ce 
qui est contradictoire. 

Définition 4.4. — Soit h(t) := (xi(t),..., xm(t), y(t)) un arc de (X, 0). Si il existe i 
tel que k > p, nous noterons r\_ l'entier ki. 

Démonstration. — Montrons tout d'abord qu'un arc tronqué qui ne peut pas se re
lever en un arc pour lesquel un des Xi(t) est nul vérifie nécessairement l'une des deux 
conditions. Tout d'abord, si U > p + 1 et si bki(V) > p + 1, alors on peut relever cet 
arc tronqué en un arc pour lequel Xi(t) = 0, en considérant un relevé quelconque h de 
cet arc tronqué, et en choisissant l'arc h' dont toutes les coordonnées, sauf la i-ième, 
sont égales à celles de h, et la i-ème est nulle. 

Maintenant supposons que k > p +1 et que p — lj < bki ([) — bkj (I) pour un j tel que 
kj < ki. En particulier, d'après la remarque 4.3, pour j tel que kj ^ ki, lj < p et donc 
les Xj^ sont fixés pour k < p car les Xj(t) sont fixés modulo £p+1. Considérons alors 
les coefficients de £bfe*̂ ) dans l'écriture de ^(x1/71) et dans l'écriture de ^ki{xl^n). 
Dans f̂eJ(̂ 1/'n), celui-ci est de la forme 

r # j 
X ar (kj) 

r,lr 
x3\bki{l)-bkAi)+ij 

X3\h 
+ p Xr.k 

xr,lr 
; k < bkM) - bkM) + lr et l < r <m 

où P ne dépend pas de XJ^k (lj-bk (IJ + lj 
xJ,lj 

Comme bki (/) — bkj (/) + lj > p, le terme 

XJ,bk (l_)-bk (IJ + lj 
Xj,lj 

n'apparait pas dans l'écriture de Xj(t) modulo tp+ . Il n'apparait pas 

non plus dans r expression des coefficients de £ , pour d < bki(l), dans récriture de 
^x1/71). D'autre part, le coefficient de tbk^ dans l'écriture de £,ki(xl/n) est de la 
forme : 

x + 1 
X, xr (ki) 

r, tr .X ar(ki) 
•M 

En particulier, nous pouvons choisir x^ égal à zéro en donnant la bonne valeur au 

terme x3\bki{l)-bkAi)+ij 
X3\h 

Ceci n'affecte alors ni la valeur de Xj(t) modulo tp + 1, ni la 

valeur des coefficients de td, pour d < bki(l), dans l'écriture de £(xl/n). Nous pouvons 
continuer ainsi par récurrence croissante sur c en regardant le coefficient de tc dans 
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récriture de (̂x1/71) et annuler le terme xi c_ 
x # i dr (Jti )/r-en modifiant éventuellement 

le terme x j,c - bkj (l) + lj 
xj,l,i 

Montrons maintenant la suffisance de ces deux conditions. La première condition 
implique clairement que l'arc tronqué ne peut pas se relever en un arc dont l'une des 
coordonnées est nulle. Montrons que la seconde est aussi suffisante. 

Soit h un arc qui vérifie la seconde condition. Tout d'abord, comme lj < p pour 
j tel que kj ^ ki, les coordonnées Xj(t) d'un relèvement d'une p-troncation de h 
sont non nulles. Plus particulièrement, pour j tel que kj ^ ki, Xj,k est fixe pour 
lj < k < p. Le coefficient de tbl^ fixe J\j x^3^. Par récurrence croissante sur les 

coefficients de tc, pour c < bki([), Yljx/i est fixé pour r < ki car seuls les Xjik 
pour j # i et k < c — (l) + lj < p apparaissent dans son expression. Considérons 
alors le coefficient de tbki^ dans l'expression de la coordonnée y(t) de h. Nous avons 
y(t) = £i(z1/n(*)) + • • • + £ki(x1/n(t)) + • • • + £P(z1/n(£)) pour un choix d'une racine 
n-ième des Xj(t). Le coefficient de tbki^ dans l'expression de £r(#1//n(£)) est de la 
forme (pour r < ki) : 

j # i 
x 

aj (r) 
3,U 

Pr(xjìk/xjìij,k < bk.(l) - bkr(l) + lj) 

d'après la remarque 2.5. Or nous avons p — lj > bki (l) — bkj (l) > br([) — bkj (/), et donc 
Pr(%j,k/xj,ij,k < bki(l) — bkr(V) + lj) est fixé du fait que les Xj{t) sont fixés modulo 
p̂+i D'après la récurrence, le coefficient considéré est donc fixé. Le coefficient de 

tbki(L) dans l'expression de ^,(x1/n(t)) est de la forme : 

3^i 
x '3,lj 

CLj (ki) X CLi(ki) 
i,li 

Donc le coefficient de tbk* ® dans l'expression de y(t) est de la forme ax^j 4-6 où 6 est 
fixé et a est non nul par hypothèse sur h. Comme Xij. ^ 0 par hypothèse sur h, b ^ 0 
et nécessairement tout relevé de la p-troncation de h a sa z-ième coordonnée non nulle. 
Plus précisément, nous pouvons remarquer que nécessairement 6jCi(Z) = Ylj aj№i)lj 
est fixé. 

Nous avons donc 

(1) X(a(l),...,a(g))p,to = 

(Zi,...,/m)Gr>(m)p 
Xp, h,..., lm 

OÙ 

£m,p := {(/l, . . . , lm) I h < P} 

m 

i=l 

{Gi,.. . , lm)/h >P,P~lj> bki(l) - bkj(l_), kj < ki, bk.(l) <p} 

et D(m)p := £m,p D Ker M fl (N*)m. 

Il nous suffit donc de calculer Xp,h,...,im et ^p,̂ ,...,/™, et d'étudier l'union (1). 
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5. Calcul de Xp,zlv..,zm et ^P,/i,...,zm 

Pour calculer Xp,Zi,...,zm et yWi,...,*m> n°us allons voir que xP,Zi,...,zm peut s'écrire 
sous la forme Xp,zlv..,zm x A^p'~\ où n(p,Z) est un entier, et nous allons trouver un 
revêtement galoisien W —> xP,zlv..,zm surjectif où [VF] est facile à calculer et l'action 
du groupe de Galois du revêtement est facile à décrire. 

Pour cela, notons Xj = Ylr>iô xj,rtr et Zj = Zj$tn (1 + Ylr>i zj,rtr). Les termes 
Zj^r pour r > p — lj n'apparaissent pas dans l'expression de z™ modulo tp+1 mais 
zj,p-ij y apparaît. De même les termes Zj^r pour r > p — bkj (Z) n'apparaissent pas 
dans l'expression de Ç(z) modulo tp+l si p > bkj(Z) mais fj,p-&fc.(z) y apparait. Si 
p < bkj(l), alors aucun terme Zj5r n'apparait dans l'expression de £(z) modulo tp-1. 

Soit 

Wi := G™ c X ^«fr- ' i .P-^i®} x . . . x Amax{p-Zm,p-6fcm(Z)}> 

On considère sur Wi les coordonnées (¿1,0, • • •, ^m,o) sur le premier facteur et les 
coordonnées (zjA,..., •̂>max{p-zi,P-6fc (z)}) sur le (j + l)-ième facteur. 

Soit V la variété Ap(m+1) ; considérons le morphisme de C-schémas h\_ : W\ i—> F 
qui envoie le point de coordonnées précédentes sur les p premiers coefficients de z™,..., 

zm et £(z) (ou zj(t) := zjt0t*(l + £r=1 max (p-tj : p-bk,, (t)) zj,r tr)) : 

hL : WL V 

Zi = zi, 0t 
li 
n (1 + 

maxCp-Zi.p-bfcid)) 

j = 1 

zi, jtj) — zn1,......zn m, E(z) 

L'image de hi_ coïncide clairement avec xp, Zi,...,zm> mais ce morphisme n'est pas fini 
en général. 

Définition 5.7. — Nous définissons les ensembles suivants : 

£m,p := {(Zi,--., lm) IU < P } | J 

m 

i=l 
{(Zi, .'.,lm)/h>P, p-lj > hiil) ~ bkj(l), kj < ki, bk.(l) < p} 

D(m)p := Em,p fl Ker M D (N*)m, 

ip,z := {i € {1, ™} / ¿7 >P>, 

A>,i(m)P := {Z G D(m)p \ lj < p Vj, Z, - bki(l) > lj - bkj(l) Vj ^ i 

et Zi - bki (Z) > Zj- - bk. (Z) Vj < i} , 

Dq,i(m)p := {Z G D(m)p \ /* > p, Card(2"p,z) = g, Z* - 6fe.(/) > Ẑ  - bkj(l) Vj ^ i 

et Zi - 6fci(Z) > lj - bkj (Z) V? < i} , 

DqtiiI(m)p := {Z G D(m)q4(m)p\Ipj_ = 1} . 
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Remarque 5.2. — Si k > p et si j est tel que kj ^ ki, alors k — bKi (I) > lj — bKj (I). En 
effet, si ki > kj, alors par hypothèse nous avons p—lj > bKi (I) — bKj (l) • Or p—13 < U — lj 
et le résultat s'ensuit. Si ki < kj, alors 0 < k — p < k — lj. Or bKi(/) — bkj(/) < 0 et le 
résultat s'ensuit là encore. En particulier nous avons 

D(m)p = ] J Di,q(m)p. 
0<i, q<m 

5.1. Cas Cl. — Soit l G Doj(m)p. Nous notons alors 

W[ := G™ c x A?"'1 x • • • x A™*{r-l«r-b*i(l)} X ... X A P - U 

et 
Wï : = G : , c x ^ - ' ' X - X Â ^ " * . 

On considère sur VF/ les coordonnées (̂ i?o, • • •, £m,o) sur le premier facteur, les coor
données (zjti,..., ZjjP-ij) sur le (j -f l)-ième facteur pour j ^ i et les coordonnées 
(z^i, . . . , ^^maxip-Zî -fefc.(z)}) sur (i + l)-ième facteur. On considère sur W" les co
ordonnées (zi5o, • • • > ^m,o) sur le premier facteur, et les coordonnées (^,1, •.., ZjiP-i.) 
sur le (j + l)-ième facteur pour tout j . 

Nous avons clairement 
W{' C W[ C Wi. 

Définition 5.3. — Nous notons 

e := max{/j - &&,(/), 0} = maxj^ - ^(Z), 0}. 
j 

Par ailleurs, nous notons ki l'unique entier qui vérifie les inégalités suivantes : 

(2) bkl_(l) = Ç ajfajlj < p - e < ] T a5{ki_ + 1)/,- = 6fci+i(i). 
3 3 

Nous avons alors le résultat suivant : 

Lemme 5.4. — Le morphisme hi_ restreint à W[ est fini et d'image XP,Zi,...,zm • ̂  nous 

notons XpM^im := hl(Wi")> nous avons XP,h,...Jm = Xp,ii,...,zm x &c~bki(L) et hL 
restreint à W" est un revêtement galoisien de Xp,zlv..,zm- S°n groupe de Galois est 
le groupe Gkl, sous-groupe commutatif de V™ formé des éléments (s i , . . . , £m) qui 

vérifient les équations Y[i £™ar^ = 1 pour r = 1,.., ki où Un est le groupe des racines 
n-ièmes de l'unité, qui agit par multiplication terme à terme sur G™ €. 

Démonstration. — Nous allons d'abord montrer que l'image de W{ par h\_ est égale 
a XP,Zi,...,zm• 

Soit z — (zi , . . . , Zm) G Wy et montrons que l'on peut trouver w G W{ ayant même 
image par h\_ que z. Nécessairement nous devons avoir 

zj,o = wlo si l3 ^ P> 
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1 + 
p-ij 

k=l 
Z3,k tk 

n 

= 14 
p-ij 

k=i 
wJ,k tk 

n 
mod t*-1**1 si lj < p. 

Comme lj < p pour tout j , nécessairement zjn0 = K;̂ 0 et Zjik = Wj,k, pour tout j 
et 1 < k < p — lj. Nous posons alors Wj^ = Zjik, pour tout j et 0 < k < p — lj. Les 
coefficients de tc dans l'écriture de £(z), pour c < p — e, ne dépendent que des Zj^ 
pour k < p — L. Le coefficient de tp~e+1 est de la forme 

3 
z aj (kj ) 
j; lj Zi,v-L + i 4- P 

où P ne dépend que des z^k pour k < p — U et des z^K pour j ^ i et k < p — lj 4- 1. 
Comme J^- za-\^j^ = ]Jj wa-\^^ ^ 0, nous pouvons trouver u^p_zi+i de telle manière 
à choisir (s'il apparaissent ici) les Wj^p-ij+\ égaux à zéro pour j / i sans changer la 
valeur de ce coefficient. Nous pouvons continuer ainsi par récurrence croissante sur 
les coefficients de tc dans l'écriture de £(z), pour voir que l'on peut trouver w G W[ 
tel que h\(z) — h\{w), le système d'équations apparaissant ici étant triangulaire. Le 
morphisme hi_ restreint à W[ est donc fini. 

Nous remarquons au passage, que le système d'équations obtenu des coefficients de 
tc dans l'écriture de £(z) est triangulaire en les variables z^k pour p — h + 1 < k < 
P — bKi{l), pour p — e + \ < c < p. Donc nous pouvons écrire Xp,Zi,...,zm sous la forme 

XP,h,.,U x Ac~MD où xP,h,...,lm = hL(W['). 
Déterminons la fibre au-dessus d'un point de XP,z1,...,zm- Remarquons que k{ < ki_ 

car bk1 + 1 (Z) > p — e = p — U 4- bKi(l) > ^(Z). Soient z et w dans W[f tels que 
hi(z) = hi_(w). Dans ce cas znj0 = w7-^ pour tout j et Zj,K = Wj,k pour tout j et 
pour tout 1 < k < p — lj. Considérons alors le coefficient de tc dans l'écriture de 
£(z) — £(w). Pour c — bkl (Z), ce coefficient nous permet de dire que (̂ i5o, • • •, ̂ ™,o) = 
£(wi,o> • • • i wm,o) pour un e G Gkn- Pour bidiQ < c < bK2(l), ces coefficients n'ap
portent aucune information supplémentaire. Pour c = 6/c2(Z), coefficient nous permet 
de dire que (̂ i,o5 • • • 5 ^m,o) — £(wi,o>..., wm,o) pour un e G GK2> Par récurrence sur 
c, nous voyons alors que (zi,o,.. •, ̂ m,o) = £(^1,0, • • •, Wm,o) pour un e G GKl. Comme 
Zj < -foo pour tout j , le revêtement est étale et donc galoisien de groupe de Galois 
GkL. • 

Nous avons alors 

\Xr,h,..,iJ = [GZ,c/Gk^ pm +max ( t i ^ - b k 1 ( 0 } - ^ T= m j=1^tj. 

5.2. Cas C2. — Soit Z G Dq^(m)p avec <? > 1. Nous notons alors 

W/ := G m—o+l 
m,C X 

3<£ii_,P 

A; 9 —Z7 x A p-MI) 
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et 

W"l : = G m — o+l 
rm,C X 

j E il,p 

A p-L 

On considère sur Wt les coordonnées {ZJ1$, • • •, zjm-q,o) sur le premier facteur (où 
{ju • •, jm-g+i} = {1 , . . . , m}\ {litP\{i}}), les coordonnées (zjtu . • •, zj,P-ij) sur le 
(,7+l)-ième facteur pour j ^It,p et les coordonnées (2^,1,..., î,p-6fc. (Z)) sur (z-hl)-ième 
facteur. On considère ces deux variétés plongées dans Wi_ en identifiant un élément de 
coordonnées 

(Zj!,0, • • • j Zjm-q+l,0l Zj,ll ' ' ' » Zj,P~ljlJ £ h>p) 
avec l'élément de Wi de coordonnées 

(31,0J • • • 5 ^m,0, zj,l, • • • > zj,p-lji3 hzi,li • • • j î,p-6fc.(Z)) 
en posant 2̂ 0 = 1 et 2 ^ = 0 si j G Ip,i et /c < p — lj. Nous avons alors le résultat 
suivant : 

Lemme 5.5. — Le morphisme hi_ restreint à W[ est fini et d'image Xp, Zi,..., zm • Si nous 

notons Xp,zl5...,zm := hiJWiï* nous avons XP,h,...,im = Xp,zl5...,zm x A "̂6fc*(i) et hL 
restreint à W" est un revêtement galoisien. Son groupe de Galois est le groupe G/Ci D 
U™_9+1, où U™_9+1 est le sous-groupe de U™ dont les éléments ont les coordonnées 
d'indice dans Ii_jP\{i} égales à 0, et Gki est le sous-groupe de U™ formé des éléments 

(eu.. . ,em — q + 1) qui vérifient les équations Y[j<£ip,i\{i} £j (j) = 1 pour r = I,..,/;* 
où Un est le groupe des racines n-ièmes de l'unité, qui agit par multiplication terme 
à terme sur G™V9-

Démonstration. — Nous allons d'abord montrer que l'image de W( par hi_ est égale 
à Xp,zlv..,zm. 

Soit z = (zi,..., zm) G Wy et montrons que l'on peut trouver w G W[ ayant même 
image par hi que z. En particulier nous avons 

z ,n 7,0 est fixé si L < p, 

1 + 
p-ij 

k=l 
Zj,k tk 

n 
mod tp J+1 est fixé si L < p. 

Les coefficients de tc dans l'écriture de £,(z), pour c < bki (l) ne dépendent que des 
Zj^ pour j £ Ipj_ et k < p, d'après la remarque 5.2. Si c = fr^U), ce coefficient est de 
la forme 

j # 1 
FA aj(ki) 
3,0 Z CLi(ki) 

i,0 + P 

où P ne dépend que des Zj^ pour j £ IiiP, k < p — lj + 1. Si nous posons Wj$ = 1 pour 
j £ Ip, i\{i} et w^p- .̂+i = 0, il existe toujours un 1̂ ,0 qui permet de garder la valeur 
de ce coefficient inchangée. Nous pouvons continuer ainsi par récurrence croissante sur 
les coefficients de tc dans l'écriture de £(z), pour voir que l'on peut trouver w G W{ 

ASTÉRISQUE 323 



SÉRIES DE POINCARÉ MOTIVIQUES 385 

tel que hi(z) = hi{w), le système d'équations apparaissant ici étant triangulaire. Le 
morphisme hi restreint à W[ est donc fini. 

Nous remarquons au passage, que le système d'équations obtenu des coefficients de 
tc dans l'écriture de Ç(z) est triangulaire en les variables z^k, pour 0 < k < p—b^ {[) et 
bki(0 ^ c — P- Donc nous pouvons écrire Xp,h, ..,zm sous la forme xp,li ̂  lm f x Ac bfcî  
oùi,ll,...,,m= W ' ) -

Comme précédemment nous voyons que deux éléments z et w de W" ont même 

image par h\_ si et seulement si z — ew où e G G/̂  fl U™_9+1. • 

Nous avons alors 
[Xp,/i,...,zJ = [G m—q+1 

ra.C 
/G'ki]L p(m — q+l) — 

j E I p, t 
h-bki(i) 

5.3. Calcul de Xp,/i,..,zm e* (/?p,Zl,•••,¿m• — Nous allons maintenant énoncer un 
lemme utile pour achever le calcul (la partie ii) étant un analogue du lemme 1.4.3 de 
[5]). Pour les définitions se rapportant à la mesure d'une variété munie d'une action 
de groupe nous renvoyons le lecteur à [5] et [7]. 

Lemme 5.6. — Soit G un sous-groupe de n^=i agissant sur G™ c par multiplica
tion sur chaque terme. Alors : 

i) La variété quotient G™ C/G est isomorphe à G™ c. 
ii) Pour pour tout caractère irréductible non trivial a de G, nous avons 

Xc(G™c, a) = 0, et Xc(G™c, 1) = (L — l)m où 1 est le caractère trivial 
de G/ 

Démonstration. — Montrons d'abord i). D'un point de vue torique, le cône associé 
à G™jC est l'origine de Zm. Le semi-groupe de cette variété est donc Zm en entier. 
L'ensemble des puissances des monômes invariants par l'action de G forment un semi-
groupe N de Zm qui est en fait un groupe car Xkl ...Xkm est invariant sous l'action 
de G si et seulement si X^kl ... X~fcm l'est aussi. Donc N est isomorphe à l) pour 
/ < m et N <8>z R = R1. Or pour tout i, X?' est invariant par G donc JV ®z M = R171 
et l = m. Donc G™ C/G est isomorphe à G™ c. 

Montrons maintenant ii). L'action de G sur G™ c s'étend en une action sur (P£)m 
qui laisse fixe les coordonnées 0 et oo. Pour chaque e G (k*)m, la classe, dans le 
groupe de Chow Am ((P£)m x (P£)m), du graphe de la multiplication par e sur (P£)m 
est la même que la classe de la diagonale : en effet, la classe, dans le groupe de 
Chow A1 (P£ x P£), de la multiplication par la i-ème coordonnée de e sur la i-ème 
composante de (P^)m est la même que la classe de la diagonale. Pour tout caractère 
a de G, notons fa := |G|-1 YlgeG a_1(#)[#] ou [Q] eŝ  la correspondance donnée par 
le graphe de la multiplication par g (voir [5] partie 1.3 ou [7] partie 3.1). Nous voyons 
donc que fa = 0 si a est un caractère non trivial, et donc que Xc(G™ c, a) = 0 d'après 
le théorème 1.3.1 de [5]. 

Enfin Xc(G™ c, 1) = (L - l)m par définition (voir [5] 1.3 par exemple). • 
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D'après le point i) du lemme précédent, nous avons [G^ c/Gk] = (L — l)r et nous 
obtenons : 

pour le cas Cl : [Xp,zlv..,zJ = (L — l )mL^L" m 
j = 1 Zj+max{Z»-6FC.Q)),0} 

pour le cas C2 : [*p ilf„ . ] = (L — l)m-*+1L p(m —g+1) — 
j EIt, p 

lj — bki (l) 

Nous utilisons le même morphisme h\_ pour calculer Xc(<Pp,Zi,...,zm)- En effet, dans 
le cas Cl, la mesure arithmétique de l'image de h\_ coïncide avec XcOPp,Zi,...,zm)- Or 
<Pp,h,...,im = JPp,h,...,im A V' ou ^p,zlv..,zm est la formule qui définit Xp,zl5...,zm et 

y? est la formule qui définit Ac maxjZi —6fc (Z), 0} La mesure arithmétique de W" est 

égale à L p(m-q)- j EIp, l car la formule qui définit W" est sans quantificateurs. Le 
morphisme h\_ restreint à W" est un revêtement galoisien de groupe de Galois fini, 
de cardinal n/n^ dans le cas Cl et de cardinal n(i, Ipj) dans le cas C2 (n(i, Ipj) ne 
dépend que de i et de Ip,i))- La mesure Xc(̂ p,zlv..,zm) est par construction égale à la 
mesure Xc(W{', 5) où S est la fonction centrale qui vaut 1 en l'identité et 0 ailleurs car 
G est abélien (cf. [7] 3.2. et 3.4). Cette fonction S est une combinaison linéaire sur Q 
de caractères irréductibles de G, et le coefficient du caratère trivial est égal à 1/|G|. 
Finalement, la formule (pf est sans quantificateurs, donc sa mesure vaut hli~bki(-\ 
Donc nous avons 

cas Cl : XcO^Zx,...̂ ™) = 
nkt 

n 
(L - l)mLpmL" m 

3 = 1 Ij+maxih-bk.d))^} 

cas C2 : Xc(iPpj1,...iirn) = 
1 

n(i, Ip,l) 
(L - l)m_9+1L p{m — q+l) — j e Ip, l lj-bki(L) 

6. Étude de l'union (1) 

L'union (1) n'est cependant pas toujours disjointe comme le montre l'exemple ci-
dessous : 

Exemple 6.1. — Soit f = Z3 — XY. Notons hi(t), h2{t) et hs(t) les arcs définis par 
h^i) = (t5, £7, t4), h2(t) = (t6, t6, t4) et h3(t) = (t7,t5,t4). Modulo t5, ces trois arcs 
ont la même troncation mais les ordres des différentes coordonnées ne coïncident pas. 
C'est-à-dire que X4,5,7 H X4,6,6 H X 4 , 7 , 5 / 0 . 

Nénamoins nous pouvons énoncer le résultat suivant : 

Lemme 6.2. — Nous avons 

XP,h,...,lm =Xp,l'1,...,l'vn Xp,h,...,lm n Xp, l'1.......,l'm #0 

li<p =* li = l'i 
li>p & l'i > p 

M ì - i ' ) = 0 
où r\ est l'entier ki si li > p (voir définition 4-4)-
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Démonstration. — Il est clair que 

xP,h,...jm = xP,/i,...,z^ Xp.ii,...,*m nXp,z;,...,z^ 7̂  0 -

L'implication 

XP,ZI,..,U H Xp,l'1,.....l'm7E # 0 

bri (L - Ï) = o, 
li < p => li = li 
li >po l'i > p 

découle de la remarque faite à la fin de la preuve de la proposition 4.2. 
Fixons (Zi,...,/m) £ KerM et (l'1,..........., l'm) G KerM. Supposons que nous ayons 
bn (l — Lf) — 0, h < p li h = l\ et que U > p o l\ > p. Supposons qu'il existe un 
entier i pour lequel U > p. Dans le cas contraire les équivalences sont triviales. Soient 
h G Xp,h,...,im et h un arc égal à h modulo (t)p+1 et dont chaque composante xi 
est d'ordre U pour 1 < i < m. Nous avons donc h{i) = {x\{t),..., xm(t), z(t)) et 
nous pouvons supposer, quitte à changer les variables, que xi(t) = • • • = Xk(t) — 0 
modulo (t)p+1 et que Xk+i(t),..., xm(t) sont non nuls modulo (t)p+1 (c'est-à-dire que 
Zi,..., lk > p et Zfc+i,..., lm <p)> Nous allons chercher des x'^t), avec ord(a^(£)) = l[ 
pour 1 < i < m, tels que 

E(x l/n (r)) = E (X'l/n (t)). 

Pour cela, il nous suffit de poser x'^t) = Xi(t) pour tout i compris entre k + 1 et 
m, et de voir que cela revient alors à trouver des x'^t) tels que 

(3) &,(*1/n(*)) + &i+i(a:1/n(t)) + ••• = ^(^'1/n(*)) + • • • • 

Il suffit pour cela de trouver x\ v pour k+1 < i < m tels que Y\{ x?)^ = Y[i xuf^ ce 
qui est toujours possible. Ensuite il suffit de choisir les x[ k pour k > l[ ce qui est tou
jours possible car les équations en les x\ k, qui découlent de l'annulation des différents 
termes de l'équation 3, forment un système triangulaire. Donc h G Xp,^,...,^- ^ 

Exemple 6.3. — Si pour tous i et j tels que i ^ j nous avons ai{l) + a,j(l) > 1, alors 
l'union (1) précédente est disjointe. 

Définition 6.4. — Nous allons alors noter : 

Np,/i,...,zm := Card Ker(6PïZli...f/ro) 

ieip> i 

(Zn]-oo, h-p{) 

où Ipj_ = {ii,..., iq} est l'ensemble des indices i pour lesquels U > p et 6p,z1,...,zm est 
l'application linéaire 

Vil,-l1......,lm : Za — Z 
(«i , . . . , w,) i—• nojj(rj)«i H h naiq(rijug 
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D'après le lemme précédent, nous voyons que Xp,h,...,im = Xpj' ,...,if si seulement 
si (h - / i , . . . , lm ~ 4 ) G Ker\bp,llt...,lm) ni l ie/p.^Zn] - oo, h - p [ f 

La mesure motivique des p-troncations d'arcs qui ne se relèvent pas en arcs dont 
l'une des coordonnées xi est nulle est alors égale à : 

(4) 

{h,...,lm)eD(m)p 
Xp, il lm = 

(h,...,lm)eD(m)p 

[Xp, h,..., lm] 
Np, l,.....,lm 

Exemple 6.5. — Dans le cas Z3 — XY, nous avons 

N4,5,7 = Card {Ker (1, l)p | ( (Zn] - 00, 1[) x (Zn] - 00, 3[))} . 

Cet ensemble est formé de trois points : le point (0, 0) correspond à X4,5,7> Ie point 
(1, —1) correspond à %4,6,6 et le point (2, —2) correspond à %4,7,5- Et donc le cardinal 
de cet ensemble vaut 3 : 

7. Étude des troncations d'arcs pour lesquels un des Xi(t) est nul 

Ce terme correspond aux troncations d'arcs pour lesquels un des Xi(t) est nul. 
Nous allons exprimer le terme [X(a(l),..., a(g))p^cn] en fonction de différents 

termes de la forme [X(b(l),..., b(i))Pito] Pour i < 9-
Rappelons que pour tout i compris entre 1 et m, ki est le plus petit entier qui 

vérifie di(ki) ^ 0 et que nous avons 

1 = ki = k2 = - • • = kio < kio+i < kio+2 <-" < km < g. 

Soit i e {1 , . . . , m}. Que vaut [Xp,Zi,...,zm] ou h = +co et lj < +oo pour j < i? 
Si i > io les Xj pour j > i peuvent être choisis quelconques et 

[Xp, Zi,..., lm] = L p(m—i) 
Pi ¿1,..., li-1 

où xp ix Zi_i est l'ensemble des troncations à l'ordre p d'arcs tracés sur X(àl(l),..., 
a{(ki - 1)) et d'ordre Zi,..., Z^-i, où X(al(l),..., al(ki - 1)) est le germe 
d'hypersurface à singularité quasi-ordinaire d'exposants caractéristiques al(j) = 
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(ai(j), . . . , di-i(j)) pour 1 < j < ki — 1. Le germe de variété X(a*(l),..., al(ki — 1)) 
n'est peut-être pas réduit mais il reste irréductible car ses exposants caractéristiques 
sont conjugués. 

Si i < ¿0, les Xj pour j ^ i peuvent être choisis quelconques mais les Xj pour j < i 
doivent être non nuls donc [xP,Zi,...,/J = Lp(m — i) (Lp -1) i-1. 

Nous avons donc 

[X(a(l),..., a(g))P:Cn] = 
io 

1=1 

Lp(m — 1) (Lp — 1) i - 1 

(5) 

+ 
m 

¿=¿0 + 1 
LP(—i)[x(ai(1);.,,,<(*.-i))Pito], 

et 

(6) otore£ 
geom 

(o(l),...lo(S))(T) = 
in — l 

¿=0 

i 

¿=0 

г 
г—i, (-1)J" 

1 - Lrn-J-1T 

+ 
m 

¿=¿0 + 1 
R •tore 

géom,X(ai(l),..., a^fei-l))^ 
(Lm_iT). 

En suivant le même raisonnement nous obtenons 

Xc(<PP,Cn(a(l),..., a(#))) = 
io 

1=1 

Lp(m — 1) (Lp — 1) i - 1 

(7) 

+ 
m 

¿=¿0 + 1 
LP(m-i)Xc(vï.,to(a<(l), • • •, o f̂ci - 1))), 

et 

(8) F torec 
arit 

(o(l),...,o(p))(r) = 
¿0 — 1 

¿=0 

¿ 

j=0 

¿ (- l) i 

1 - Lrn-J-1T 

+ 
m 

¿=¿0 + 1 

•tore 
arit,X(ai(l),...,ai(fci-l)),0 (Lm_ir). 

8. Résultat principal 

Nous pouvons alors donner la forme générale des deux séries étudiées : 
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Théorème 8.1. — Soit (X, 0) un germe d'hypersurface irréductible quasi-ordinaire 
d'exposants caractéristiques o( l ) , . . . , a(g). Nous avons alors les relations de récur
rence suivantes 

(9) 

P tore géom,X(a(l),...,a(0)),O ,(r) = 

(L - l)m 
m 

¿=1 p>0 

hpmTp y 

(II,..., lm)€D0ti(m)p 

L- : m Zj+max{/i — bki (I), °}_̂ _ 

+ 
m 

9=1 

m 

¿=1 
(L - l)m_*+1 

p>0 
(Lm-«+1T)p x 

(Ii,---, lm)eDqti(m)p 

L j eIp,l h-bkiiL) 

Np, Zi,..., zm 

P cone géom,X(a(l),..., a(p)),0 ,(r) = 

(10) ¿0 — 1 

¿=0 

i 

¿=0 

2 
i - j 

(-iy 

1 - Lm~^_1r + 
m 

¿=¿0 + 1 
P >tore 

géoiïijXfa l̂),..., a*(fct-l)),0 ,(Lm-*T) 

(H) 
P ̂ éom 

arit,X(a(l),..., a(flf)),0 (r) = 

(L - l)m 
9 

k=0 

kjkla 
n 

m 

¿=1 p>0 
LpmTp x 

(li,-.-, lm)€Doii(m)p 

L- m 
L4 

Zj+max{Zi— bk. (Z), °}_|_ 

+ 
g 

fc=0 

m 

<?=1 

m 

i=l I C {1,............,m} 

i E l, # l = q 

(L - î)™-*^1 

p>0 
(Lm~9+1T)px 

X 

(II,---, lm)€Dqiiti(m)p 

1 L x EI v,l lj-bki(L) 

n(i,Ipd) Np,Zi,...,Zm 

et 
P cône 

arit,X(a(l),...,a(0)),O 
(T) = 

(12) ¿0-1 

¿=0 

¿ 

;=0 

¿ 
t - j 

(-iy 

1 - Lm-^_1T H-
m 

¿=¿0 + 1 
P tore arit,X(ai(l),..., a^fci-l))^ ,(Lm""*T) 

où bk et M sont donnés définition 2.6, ki et io sont donnés définition 4.1, D(m)p, 
Do,i (rnjp, Dqii(m)p, Ipj et Dqiij (m)p sont donnés définition 5.1, ki est donné dé
finition 5.3, NPìilì„mìim est donné définition 6.4 et X(a*(l),..., aL{ki — 1)) est le 
germe d'hypersurface à singularité quasi-ordinaire d'exposants caractéristiques a*(j) = 
(ai(j),.. . , di-iO')) pour l< j < ki - l. 

Remarque 8.2. — Ce résultat nous donne une expression des deux séries de Poincaré 
motiviques d'un germe d'hypersurface irréductible à singularité quasi-ordinaire de 
dimension m en termes d'autres séries de Poincaré motiviques de germes de dimensions 
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strictement inférieures à m. Malheureusement la description des cônes Dq^(m)p (pour 
0 < q < m) est trop compliquée pour pouvoir donner une expression plus effective de 
ces séries dans des cas qui pourraient sembler simples (par exemple dans le cas d'un 
germe défini par une équation de la forme Yn — X^1 ... X^1 = 0). 

9. Cas où les a^(l) > 1 pour tout i 

Dans ce cas beaucoup de choses peuvent être simplifiées, et nous pouvons donner 
une expression explicite de ces deux séries. Tous les kj sont égaux à 1, et bi([) > lj 
pour tout j , si lj > 0 pour tout j . En particulier, si k > p, alors bki (l) > et seul le 
cas Cl est à considérer ici. D'autre part e = 0. Nous avons 

D{m)p = {(h,..., lm) G Ker M / 0 < k < p} . 

Notons 
Ep := 

(Zi,...,Zm)EKerM 
0<h<p 

L" m i = l li 

et Ffc,p := 
(Ii,..,lm)GKerM 

0<h<p 
MI)<P 

L - m 
i = l li 

Nous avons alors 

P tore 
geom (a(l),...,a(g)) (T) = (L - 1) m 

p>0 

Ep(LmT)p 

et 
(13) 

P >tore 
arit (a(l),...,a(s))(T) = 

g - 1 

fc=l 
(L - l)m 

p > 0 
(LmT)p (Ffc.p-Ffc+i.p) 

•f(L- l)m 
p>0 

(LmT)pFp?p H- (L - l)m 

p>0 
(Ep-Fl5P)(Lmrf 

= (L - l)m 
p>0 

Ep(LmT)p + (L — l)m 
9 

k=i 

nk - nk-i 
n p>0 

FfcfP(LmT)* . 

Pour calculer ces séries, notons 

Ep = EPlj...)pm = 

(ii lm)€KerM 
0<ii<Pi 

L~ 
m 
¿=1 iz# 

Nous avons alors le lemme suivant : 

Lemme 9.1. — Nous avons pour tous n > pk > 0, p > 0, k > 0 : 

1. Ep = EPv..jP , 

2- ^p1,...,pj+kn,...,pTn — Epiv<t) fen,...,pm + L ^Ep^...^. ,...,pm , 
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3. Ep1}>..} fen,...,pm — 1_L-fcn 
1-L-" Eplv..)n,...,pm ? 

4. Eplj...jPj._|_/cn5...?Pm — 1_L-fcn 
1-L~n Epl5..., n,...,pm + L fcn^Pl,-..,Pjv,Pm * 

Notons Sm := {s : {1 , . . . , m} —> {0, l}m}. Po^r tout s G <Sm; no?/s noterons \s\ le 
nombre d'éléments de {1 , . . . , m} d'image 1 par s. Nous avons alors 

Ep+nfc — 
seSm 

L. i — fc*n(l— ̂pi(l-s(l))+fcins(l),...,pm(l-s(ra))+fcmns(m) • 

En notantEPìS = Ep(1_s(1))+ns(1)ìm..ìPn-s(m))+ns(m)> nous avons 

Ep+nfc — 
SESm 

h~kn ~ 1 

L"n - 1 

kl 
L -kn (m – |s|) Ep,s. 

Démonstration. — Le 1. découle des définitions. 
Il faut tout d'abord remarquer que nous avons M(li,..., lm) = 0 si et seulement 

si M(li,..., h + In,..., lm) = 0 pour tout i et tout / entier. Le 2. découle alors de 
l'égalité suivante : 

Ep1,...,pj+fcn,...,pm — 
(Zi,...,im)€KerM 

0<Z:?- <pj+fcn 

L 
m 
i=l - li 

= 
(Zi,...,Zm)GKerM 

0<Zi<pi 
0<Zj<fcn 

L m -Zi + L - kn 
(Zi,...,im)€KerM 

0<h<Pi 

L 
m 
i = l - li 

Le 3. s'en déduit par récurrence et le 4. en compilant 2. et 3. 

Corollaire 9.2. — Nous avons 

p>0 

Ep(hmT)p = 
n 

P=IseSm 

(LmT)p Ep,s 
(L-n _ 1)1*1 

\s\ 

j=0 

M 
3 

(-iy 

1 - (UT)n 

Démonstration. — Nous avons 

p>0 
Ep(hmT)p = 

n 

p=lk>0 
(LmT)fcn+pEp+fcn 

= 
n 

p=l 

ÇLmT)p 
s < Sm k > 0 

(LmT)nfc 
L -kn — 1 
L~n - 1 

1*1 
L-kn(m-\s\)E^s ^ 

Le résultat est alors direct en développant L-fcn_1 
L-"-l 

1*1 
et sommant sur k. 
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Pour calculer les séries où apparaissent les ¥k̂ p nous pouvons remarquer, comme 
tous les a,i(k) > 1, que 

Fk,p = 
(Zi,...,Zm)€KerM 

bk(D<p 

L- m 
2=1 

li 

Donc nous avons 

p>0 
Fk,p(LmT)p = 

P>0(Zi,...,Zm)<EKerM 

bk(k)<P 

L- . m 
'¿ = 1 '*(LmT)p 

= 
(Zi,...,Zm)€Ker M p>6fc(Z) 

0<Zi 

L-
m 
¿=1 Zi (LmT)p 

(h,...,lm)eKer M 
0<h 

L" m 
¿=1 

(Lm T) bk (l) 

1 - LmT 

= 
n>0(Z1,...,Zm)€KerM 

0<Zi<n 

L-
m 
i=l t (Lm T) bk (l) 

1 _ LmT 
L-n 

m 
¿ = 1 n (Lm T) nbk (r) 

Car (li + nr i , . . . , lm + nrm) G KerM (Zi,..., lm) G KerM. Nous avons donc 

p>0 
¥k,p(LmT)p = 

= 
0i,...,«m)6KerM 

0<ij<n 

L-
m 
i = l l (L mT) bk (l) 

1 - LmT 

m 

¿=1 

1 
\ — \jn{mai{k) — l)rpnai{k) 

Nous pouvons alors en déduire le 

Théorème 9.3. — Soit (X, 0) est un germe irréductible à singularité quasi-ordinaire 
tel que 0 (̂1) > 1 pour tout i G {1,..., m}. 4̂Zors nows avons 

Pgéom,X,o(T) = 
m 

j - 1 

m 
j 

(-1) j + 1 
1 - Lm-JT 

(14) 

+ ( L - l)m 
n 

p = 1 s E Sm 
(LmT)p 

Ep,s 
(L-n - 1)1*1 

1*1 

3=0 

1*1 
3 

(- 1)j 

1 - (LJT)™ 
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Parit,X,o(T) = 
m 

¿=1 

m 
j 

(_l)i+i 

1 - hm-iT 

(15) + 
1 

n 
(L - l)m 

n 

P=l sG.Sm 

(hmT)p Ep,s 
(L-n - 1)1*1 

1*1 

3=0 

1*1 
.7 

( - 1)j 

1 - (UT)n 

+ ( L - l ) m 
9 

k=l 

nk - nk-i 
n 

Mk 
1 - JLmT 

m 

i=l 

1 
\ — f^n(mai(k)-l)j1nai(k) 

où EP)S et Ep5S sont définis lemme 9.1 et 

m := 
(lu...,lm)eKerM 

0<h<n 

L- m 
2=1 li (LmT) bk (l) 

Remarque 9.4. — En particulier, les pôles de la série géométrique sont tous de la 
forme L_J pour un entier j compris entre 0 et m, alors que certains pôles de la série 
arithmétique peuvent dépendre des exposants caractéristiques (voir par exemple le 
cas des courbes planes). 

9.1. Exemples 

9.1.1. Courbes planes. — Considérons un germe de courbe plane de caractéristique 
(/?o = n, B1 ...,/3g) [24]. Nous avons alors n = n, m = 1 et g — g. De plus 

Z G Ker M <=> lenZ . 

Nous obtenons alors 

Pgéom,X,o(T) = 
1 

1 - T + 
L — 1 Tn 

1 - LT 1 - Tn 

et P„it v o(T) -
1 

1 - T 
+ 

L - 1 

1 - L r 

9 

k=0 

nk - nk-i 
n 

j^(3k-njvn 
1 - LBk - nTn 

On retrouve là le résultat de Denef et Loeser [7]. 

9.1.2. L'hyper surf ace définie par Z2 — X3Y3 = 0. — Soit l'hypersurface de C3 définie 
par Z2 — X3Y3 = 0. La série fractionnaire associée est £ = X3I2Y3I2. Dans ce cas 
nous avons n = 2, m — 2, g = 1, ni = 2 et 

M : Z2 z 
2Z 

(lu h) >—> 3Zi+3Z2 

Nous avons 

(Zi, Z2) 6 Ker M <=> Zi +Z2 G 
Z 
2Z 

Soit p G {1, 2}, nous avons 

^1,(0,0) = ^1,(1,0) = ^1,(0,1) = ^ > 
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E2,(0,0) — E 2,(0,1) = E2,(l,0) = Е2,(1Д) — Ei пи — L 2 + L 4 . 
D'où 

(l + L)2Pgéom,x,o(T) = -2L 
1 - T + 

(1 + L)2 
1 - LT 

(1-E)2 
1 + LT + 

1 + L2 
1 — L2T 

Dans ce cas, la série géométrique a 4 pôles en T : 1, L 1, — L 1 et L 2. 
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