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UNE PREUVE COMBINATOIRE
DU THEOREME DE FROBENIUS

par

Robert Moussu & Jean-Philippe Rolin

A notre ami José Manuel

Résumé. — On considére un sous-corps K du corps des nombres complexes. Nous
montrons qu’un systéme de Pfaff intégrable et non singulier & coefficients dans K {z}
admet une famille d’intégrales premiéres & coefficients dans K {z} . Ce résultat reste
vrai pour un systéme singulier de codimension 1. Pour un systéme singulier de co-
dimension > 1, nous obtenons des intégrales premiéres formelles & coefficients dans

K {[=]]-

Abstract (A combinatorial proof of Frobenius theorem). — Let K be a subfield of the field
of complex numbers. We show that an integrable and non singular Pfaff system with
coefficients in K {z} has a family of first integrals with coefficients in K{z} . The
result remains true for singular system of codimension 1. For a singular system of
codimension > 1, we obtain formal first integrals with coefficients in K [[z]].

1. Introduction

Soit K un sous-corps du corps des nombres complexes C. Le but de ce travail est
de préciser les théorémes de Frobenius classique et singulier de [3] et [4], pour des
systémes de formes de Pfaff holomorphes dont les coefficients appartiennent a K {z}.

Théoréme 1.0.1 (de Frobenius classique sur K). — Soient wy,ws,...,w, des germes en
0 € C™ de 1-formes différentielles a coefficients dans K{z} tels que :

i) wiAwa A+ Awp Adw; =0 pour tout i =1,2,...,p.

il) w1 (0) Awza (0) A+~ Awp (0) #0
Alors le systéme de Pfaff © = {w1,ws,...,wp} est K-intégradle : il existe f;,g;; €
K{z}, i,j=1,2,...,p, tels que g; ; (0) = 0, ; et, pouri=1,2,...,p :

wi = gindfi + gigdfa+ -+ gipdfp

Classification mathématique par sujets (2000). — 34M35; 58A10, 58A30.
Mots clefs. — Feuilletages holomorphes, théoréme de Frobenius, algorithme de Godbillon-Vey.
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254 R. MOUSSU & J.-P. ROLIN

Soit w = a1dz; + agdzs + - - - + andz, un germe en 0 € C™ de 1-forme différentielle
holomorphe et soit Singw son lieu singulier, i.e. le germe d’ensemble analytique défini
par a1 (z) = az () = --- = a, (z) = 0. En précisant certains arguments de [3], [6] et
[5], nous déduisons du théoréme précédent :

Théoréme 1.0.2 (de Frobenius singulier en codimension 1 sur K)

Soit w un germe en 0 € C™ de 1-forme différentielle holomorphe a coefficients dans
K{z}, vérifiant les conditions :

HDwAdw=0

ii) codim (Singw) > 3.
Alors w est K-intégrable : il existe deux germes f,g € K{z} tels que w = gdf avec
g(0) =0.

Dans la section 2, nous donnons une preuve constructive du théoréme de Frobe-
nius classique formel, via un lemme de Poincaré relatif gradué. Il en résulte que les
intégrales premiéres que nous obtenons appartiennent & K{[[z]]. Nous en déduisons,
dans la section 3, le théoreme de Frobenius classique sur K en montrant que les in-
tégrales premieres « naturelles » appartiennent & K {z}. Les deux sections suivantes
sont consacrées a des « théorémes de Frobenius singuliers » sur K en codimension 1
et en codimension > 1. Dans ce dernier cas, nous obtenons seulement une version
formelle (sur K) du théoréme principal de [4].

2. Théoréme de Frobenius formel sur K

Dans la suite, nous notons z = (z;, %3, ...,Z,) les coordonnées des points de C",
K {z} 'anneau des séries convergentes & coefficients dans K et K [[z]] son complété
formel. Pour tout entier r > 0, 2, (K) (resp. Q, (K)) désigne le K {z} (resp. K [lz])-
module des r-formes différentielles o & coefficients dans K {z} (resp. K[[z]]) :

o = E ail,iz,...,irdxil A dl‘iz A A d(L‘ir .

Ces modules sont gradués par le degré des coefficients a;, i,,... s, ; Dous écrirons :
a=a’+a'+---+aF + .- avec o* € QF (K), OF (K) = GBQ"(K

ot % (K) est I’ensemble des r-formes dont les coefficients sont des polynémes ho-
mogenes de K [z] de degré k. Le K[[z])-module € (K), somme directe des modules
Q, (K), r=1,2,..., est muni de la différentielle qui prolonge la différentielle usuelle
sur K [[]]. Cette différentielle est compatible avec la graduation d : QF — QF +1. Cette
propriété est essentielle dans toute la suite.

Le but de ce travail étant de prouver des théoréemes de Frobenius sur K, les coor-
données z = (z1,%2,...,T,) sont fixées modulo GL (n, K).
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Théoréme 2.0.3 (de Frobenius formel sur K). — Soit © = {w,w2,...,wp} C o) (K)
vérifiant les conditions :

Dwi Awg A~ Awp Adw; =0 pouri=1,2,...,p

ll) w1 (0) N wa (0) A ---/\wp(O) 3&0
Alors © est formellement intégrable sur K : il eziste f;,9;; € K[[z]] pour i,j =
1,2,...,p tels que §; ; (0) = 4, 5,

wi = Gindfi + giodfo + -+ + §ipdfp, pouri=1,2,...,p.

Nous verrons que ce résultat se déduit facilement du lemme suivant, certainement
bien connu.

Lemme 2.1 (de Poincaré relatif gradué). — Soit o € QF (K) telle que dz; Adza A--- A
dz, A da* = 0, alors il eziste des polynémes uf,uf, ..., uk € Qf et uFt! € QEF tels
que o® = duF+! + ukdzh + ubdah + - + ubdah .

Démonstration. — Nous procédons par récurrence sur les couples (p, k) ordonnés lexi-
cographiquement. Pour k = 0, o® est fermée. Il existe u! € Q} tel que a® = du!. Sup-

posons que le lemme est vrai pour les (p', k') < (p, k) et que dz1 AdzaA- - -Adz,Ada® =
0. Il existe des ,Bf_l € Q’f‘l (K) tels que :

(2.1) do* = BF ' Adzy + B Adza + - + BET Aday

En prenant la dérivée extérieure de cette égalité et le produit extérieur avec dzy A
dz3A---Adzp , on obtient dry AdzaA-- -/\dav,,/\dﬁf_1 = 0. L’hypothése de récurrence
appliquée a la forme ﬂf‘l montre qu'’il existe des polynémes v;-“_l € Q’g_l et vk € Qk
tels que B¥~! = doF + vf'day + - + vi~1dz,. En reportant cette égalité dans
’équation 2.1, on obtient do* = (dv’C + Uf—ldwl) Adz;sip=1let,sip>1:

P P
do® = <dvk + Z v;‘_lda:j) Adz, + Z ﬂf“l Adz;
j=1 j=1
Si p = 1, 1’égalité ci-dessus montre que o — v*dz; est fermée. D’apres le lemme de
Poincaré gradué classique, il existe ug"'l € Q’g"'l (K) tel que o* — v*dz; = du’é“. Si

p > 1, on écrit :
P P
d (ak - vkdxl) = (Z v;“_ldm]) Adz; + Z,Bf‘l Adzx;
j=2 i=2

Ainsi, d (ak - vkdxl) Adzo A---Adzp = 0. On conclut en appliquant I’hypothese de

récurrence & af — v*dz;. O
Démonstration du théoréme de Frobenius formel sur K. — Par un changement K-
linéaire de coordonnées, on peut supposer que w; (0) = wf = dz; pour i = 1,2,...,p.
Nous allons construire des a;; € K|[z]], 4,7 = 1,2,...,p, tels que a; ; (0) = d; ; et les

1-formes
Wi = Qi w1 + G5 0w2 + - + G4 pwp
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256 R. MOUSSU & J.-P. ROLIN

soient fermées; c'est & dire @; = df;, f; € K[[z]]. La matrice M = (Gi,5)
est un élément de GL (p, K [[z]]), d’inverse (§;,;),
K{lz]], §i,; (0) = &5 et

wi = Gindfi + Giodfo+ -+ Gipdfp .

Supposons qu’il existe k > 0 tel que pour i = 1,2,...,p, la forme w; = w? + w} +
<o+ wf + -+ vérifie dw] = 0 pour s < k. Cette condition est vraie pour k = 1.
De la i-eme condition d’intégrabilité w; A wa A -+ Awp A dw; = 0, on déduit que
dz; Adze A - Adz, A dwf = 0. D’apres le lemme de Poincaré relatif, il existe de
uf ; € K[[z]] tels que la 1-forme

1,j=1,2,...,p

j=1,2,..p L ar construction des d; ; €

wf = wf + uf’ldzl + uﬁzdmz 4+ 4 uf,pdzp

est exacte pour i = 1,2,...,p. Puisque les uf ;j sont homogenes de degré k la matrice
M = lim (MgMy_1 - M), avec My =1d,+ (u;;)
— 00 ’

est bien définie avec M (0) = Id,. C’est un élément de GL (p,K([[z]]) d’inverse
(&i»j)i,j=1,2,...,p' Par construction, les a; ; vérifient les propriétés requises ci-dessus. [

3. Démonstration du théoréme de Frobenius classique sur K

Soient wy,ws,...,wp € Q1 (K) qui vérifient les conditions :
i)wiAwg A+ AwpAdw; =0pouri=1,...,p
ii) w1 (0) Awz (0) A -+ Awp (0) # 0.
Comme nous !’avons vu précédemment nous pouvons choisir des coordonnées

(z1,z2,...,%,) des points x € C" telles que w; (0) = dz; pour i = 1,2,...,p et nous
écrivons :

' = (z1,22,...,%p), " = (Tpt1,Tpt2,---,Zn), = (z',2")
D’apres le théoreme classique de Frobenius, le systéme de Pfaff w; = --- = wp, = 0

définit un feuilletage holomorphe F de codimension p, sur un polydisque A centré en
0 € C", qui est transverse aux espaces affines " = cste. La feuille L, € F passant
par le point (z',z") € A coupe z” = 0 en un unique point (Z',0). Les fonctions
h; : A — C définies, pour i = 1,2,...,p, par :

hi (z) = h; (z},2]) = &}

sont des intégrales premiéres holomorphes de F sur A. Notons encore h; € C {z} leurs
germes en 0. On a évidemment, pour 1 =1,2,...,p:

hi (z',0) = z;, w; Awy A~ Awp Adh; =0.

Nous dirons que ces h; sont les intégrales premiéres naturelles du systéme de Pfaff
dans les coordonnées (z1,2,...,Z,). Nous reformulons le théoréme principal comme
suit :
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Théoréme 3.0.4 (de Frobenius classique sur K). — Soient wy,ws,...,wp € Q1 (K) qui
vérifient les conditions :

) wiAwa A Awp Adw; =0 pouri=1,2,...,p

ii) w; (0) = dz; pouri=1,2,...,p.
Alors les intégrales premiéres naturelles h; appartiennent ¢ K{z}.

Démonstration. — D’aprés le théoréme formel, il existe de f; € K[[z]], i =1,2,...,p
telles que : X X
w; (0)=df; (0) =dz;, wiAwaA---wpAdf; =0
L’élément ¢ (") = (1&1 (z") 2 (,... ,1/3,, (z’)) défini par ¥; (') = fi (z',0) appar-
tient & K [[z']]” et il vérifie D¢ (0) = Id,. Il existe ¢ € K [[z']]” tel que po¢) (z') = z'.
Les
hi(2) =9 (@), fo(@),.... (@), i=1,2,...,p
possédent les mémes propriétés que les fi. Plus précisément on a, pour ¢t =1,2,...,p:
hi(z',0) =25, wiAwzA---AwpAdh; =0.
Les intégrales premiéres naturelles h; de wy,ws, .. .,w, vérifient également :
hi(z',0) =x;, wiAwaA---AwpAdh; =0.
On en déduit que pour t =1,2,...,p:
hi(z',0) = h; (z',0) = z;, dhy AdhgA---Adh, Adh; =0.
D’aprés le théoréme des fonctions composées dans K [[z]]? il existe des ®; € K [[/]]?
tels que
hi (z) = ®; (hy (z) ,ha (z), ..., hy (z)) pouri=1,2,...,p.
Puisque h; (¢/,0) = h; (z',0) on a (2131,51;2, .. ,5,,) = Id, et h; = h; pour i =
1,2,...,p. O

4. Théoréme de Frobenius singulier sur K, codimension 1

Démonstration. — D’apres [3] et [8], la 1-forme w posséde la propriété de division
dans Q3 (C) : si a@ € 3 (C) vérifie a Aw = 0, il existe B € Q; (C) tel que a =
w A B. Plus précisément, si a € Q3 (K), on peut choisir 8 € ©; (K). En effet les
coefficients de 8 dans la base dz,dxo,...,dz, sont solutions de systémes linéaires a
coefficients dans K {z}. Ces solutions s’obtiennent (via la méthode de Cramer) par
des opérations algébriques dans K{z}. En particulier, on doit diviser par certains
déterminants A (z) € K{z} avec A (0) # 0. L’inverse d'un tel élément de K {z} est
encore un élément de K {z}.
D’apres [6], la 1-forme w posséde un algorithme de Godbillon-Vey {vo = w,v1,72,--- }

ou les v; € K{z}. Un argument de J. Martinet montre que la 1-forme, dont les coef-
ficients dans la base dt,dz;,dzs,...,dz, appartiennent & K[[z,]],

M=dt+ty +t2yg+ -+t "y + -
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vérifie Il A dII = 0 et I1(0) # 0. D’aprés le théoréme de Frobenius formel sur K, il
existe F,G € K[[z,t]] tels que Il = GdF, G(0,0) # 0. En faisant ¢ = 0 dans cette
relation on obtient :

w = gdf avec §, f € K[[z]], §(0)#0.

Supposons que f = fY + fY*1 4 ... avec f¥ # 0. Il existe un vecteur v € K™ tel
que df” (v) = vf¥ (v) # 0. Modulo un changement de coordonnées K-linéaire on peut
supposer que v = (1,0,...,0) et ainsi que :

F(2,0,...,0) = fi (z1) = Ae¥ (1 + 91 (¢1)), @1 €K[z1]], v1(0)=0, AeK.

Quitte & multiplier f par 1/X et § par A, on peut supposer A = 1. L’élément 1 + ¢;
posséde une racine v-ieme dans K [[z;]] du type 1 + ¢2. Pour prouver le théoréme, il
suffit comme dans [5] de démontrer l’assertion suivante :

A;) 1Tl existe £ € K [[z1]], £ (0) =0, tel que Lo fy (z1) € K{z;}
En effet, il existe p > 0 tel que le feuilletage F défini par w = 0 sur 0 < ||z]| < p est
transverse a la courbe z; — (z1,0,...,0), et £o f est une intégrale premiére de w qui
possede les propriétés requises.
La preuve de A;) reprend les arguments de [5]. Nous en donnons seulement les
grandes lignes. Soit Hg ( f'l) le groupe d’invariance de f; dans K [[z4]] :

Hyg (fl) = {il K[zl ; foh=fi, B (0) # 0} .
On montre comme dans [5, p. 476] I’assertion suivante :

Az) Si Hg (f'l) est contenu dans K {z1}, Uassertion A;) est vraie.

Or A,) est vraie dés que f n’est pas une puissance, et c’est le cas. En effet, puisque
w=gd f avec § (0) # 0, 'idéal engendré par les coefficients des dérivées partielles de
f dans K [[z]] est le méme que I'idéal engendré par les coefficients de w dans la base
dzi,dzs,...,dz,. D’apreés ’hypotheése codim (Sing w) > 3, il est de hauteur 3, ce qui
ne serait pas le cas si f était une puissance. O

Remarque 4.1. — La motivation initiale de notre « construction algorithmique » d’in-
tégrales premieres était une question de H. Hauser sur les germes de feuilletages
holomorphes de codimension 1 sur un sous-ensemble analytique de (C",0). Pour y
répondre, il faut en particulier étudier le probleme suivant. Soit w € Q4 (C), telle que
w A dw # 0 et soit X une composante irréductible de I’ensemble des z € (C",0) tels
que w Adw (z) = 0. Dans [1], D. Cerveau et A. Lins Neto montrent que sous certaines
conditions w’ = wx posséde un algorithme de Godbillon-Vey, c’est a dire qu’il existe
des v; € Q; tels que I' AdII' =0, ou :

'=dt+w + Ztify,f avec 7y, = w;|x -
i>0
Ils en déduisent, en désingularisant X et en utilisant [3], que w’ posséde une intégrale
premiére formelle f’. L’argument de [5] permet ensuite de montrer I'existence d’un ¢
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tel que fo f’ est analytiquement intégrable. Nous avions I’espoir de montrer la premiere
partie, & savoir I'intégrabilité formelle, en utilisant notre méthode algorithmique pour
construire directement un facteur intégrant de w’. Nous avons déja remarqué que notre
construction (dans le cas lisse X = (C",0)) utilise de fagon essentielle le fait que la
différentielle d’une r-forme & coefficients des polynémes homogenes de degré k est une
(r + 1)-forme a coefficients des polynémes homogenes de degré k — 1. Dans le cas non
lisse, nous ne connaissons pas, en général, de graduation des Q,. (C) qui posséde cette
belle propriété. Ce qui explique notre échec.

5. Théoréme de Frobenius singulier formel sur K, codimension > 1

Cette section a essentiellement pour but de montrer les limites de notre approche
combinatoire du théoréme de Frobenius. Soit © = {w;,ws,...,wp} C Q1 (K) qui
vérifie la condition A) de [4, p. 73], c’est-a-dire :

i)wi Awg A+ Awp Adw; =0 pour i =1,2,...,p

ii) codim (Sing ©) > 3, ou Sing © est le lieu d’annulation de wy Awa A -+ A wp.

D’apres [7], [8] et [4], © posséde un algorithme de Godbillon-Vey (voir aussi [2]) :
il existe des ;1 € Q1 (C) pour ¢ = 1,2,...,p, I = (i1,42,...,%p) € NP, |I| > 0, tels
que :

I, /\HZA---/\II,,/\dHi =0, 1=1,2,...,p
ou les II; (z,t) sont les 1-formes formelles définies par II; (z,t) = dt; + w; +
Z‘ 11>0 7,1 L’argument de la section 4 montre que 'on peut choisir les v; 1 € 1 (K).
Le théoréme de Frobenius formel sur K permet d’affirmer qu’il existe des Fj (z,¢),

N

Gij(z,t) € K[[=,t]] pour i, =1,...,p tels que :

II; = iéw—d
j=1

En faisant ¢ = 0 dans ces relations on déduit le :

P

, t=1,2,...,p

Théoréme 5.0.5 (de Frobenius singulier formel). — Soient © = {w;,ws,...,wp} C
Q; (K) vérifiant la condition A). Alors il eziste des fi,g,-,j € K{[z]] pour i,j =
1,2,...,p tels que :

P
w; = Zgi’jdfj’ 1= 1,2,. Yy 4 et gi,j (0) = (5,'7]‘ .
j=1

Mais I’argument de [5] utilisé dans la section 4 pour construire des intégrales pre-
mieres convergentes a partir des intégrales premieres formelles ne peut plus étre utilisé
en codimension > 1. '

Nous remercions le rapporteur pour sa lecture attentive et ses conseils judicieux.
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