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FEUILLETAGES EN DROITES, EQUATIONS DES
EIKONALES ET AUTRES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par

Dominique Cerveau

A José Mariuel Aroca, épicurien et grand connaisseur de la géométrie classique

Résumé. — Nous donnons des résultats qui lient les équations classiques des eikonales
et les feuilletages en droites de I’espace affine.

Abstract (Foliations by straight lines, equations of the eikonales and other differential equations)
We give several results relating the classical eikonal equations and foliations by
straight lines of the affine space.

Introduction

Les solutions globales de certaines équations aux dérivées partielles satisfont sou-
vent des principes de rigidité étonnants. Ainsi un célebre théoréme de S. Bernstein
affirme que si f : R2 — R est de classe C? et a son graphe minimal, i.e f satisfait
P’équation des surfaces minimales, alors f est une fonction affine. Dans cet article on
s’intéresse en particulier aux solutions rationnelles f : C® --+ C de I’équations des
eikonales E(f) = ¢? oui ¢ € C et E désigne I'opérateur

of )2
2=y ().
M =% (5=
Cette équation est un cas spécial de I’équation différentielle :
(2) dét Hess (f) =0

ou Hess f désigne la matrice Hessienne de f.
Si f satisfait I’équation (2) 'application de Gauss :

(3) Gf:zW<af ﬂ)

0z, 0z,

Classification mathématique par sujets (2000). — 37F75.
Mots clefs. — Eikonales, feuilletages en droites.
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102 D. CERVEAU

est dégénérée, i.e n’est pas de rang maximal. Si f est rationnelle ’adhérence de 'image
de Gy est contenue dans une hypersurface algébrique. En particulier il existe un
polynoéme P irréductible tel que

(4) P(af 3f)=0

B‘z—l', ey 'aTn
et f est solution d’une équation différentielle ne mettant en jeu que les dérivées par-
tielles du premier ordre. Par exemple toute solution rationnelle f de I’équation de
Monge—-Ampere :
(5) 32—f.02—f—( ' )2=1

022022 021029
satisfait une équation de type 4.

Dans le cas réel il existe aussi un résultat de rigidité concernant les solutions globales
de (5); plus précisément si

f: R?—R
de classe C? est solution de I’équation de Monge-Ampére (5), alors f est un polynéme
de degré plus petit ou égal a 2. Cet énoncé est attribué a Jorgen; la démonstration
qui s’appuie sur le théoréme de Picard (une fonction entiére qui évite deux points est
constante) permet de donner une preuve alternative & 1’énoncé de Bernstein. Cette
idée est attribuée & E. Bombieri.

On a longtemps cru avec Hesse qu’un polynéme homogene f, sur C" satisfaisant
Péquation (2) dépendait en fait de moins de n variables, cas ou 1'on peut trouver un
polynéme P satisfaisant (4) de degré 1. Cet énoncé est correct en petite dimension
n < 4 mais ne P’est plus dés la dimension 5. L’exemple qui suit dii & Gordan et Noether
[4] est tres populaire car il intervient dans différents contextes [3]. Il s’agit de :

(6) 0(2) = 2223 + 212224 + 23 25.

On remarque d’enblée que ¢ est linéaire dans les variables z3, 24, 2z5. Un calcul élé-
mentaire montre que ¢ satisfait I’équation différentielle :

2
o o0 00 _(90)'
0z3 Ozg 024

Comme l'application de Gauss G, est de rang maximal, I’adhérence de 'image de
G, est la quadrique de C® définie par X3X5 — X7 = 0. Par suite il n’existe pas de
polynéme P non constant de degré 1 tel que l'on ait (4) : P (%‘5) =0.

Revenons & I’équation des eikonales ; elle trouve son importance dans les fondements
de 'optique géométrique et aussi en mécanique (Malus, Fresnel, Hamilton...). Si f
rationnelle satisfait E(f) = c? alors I'image de l’application de Gauss G est contenue
dans la quadrique X? + .-+ X2 = ¢%. Considérons, les coordonnées 21, - - 2, étant
fixées (& 'action prés du groupe engendré par les translations et le groupe orthogonal
complexe O(n,C)) le champ de vecteur rationnel X = grad f défini par :

af o
(8) X = grad f=25£6—zi.
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FEUILLETAGES EN DROITES 103

Comme on le sait au moins depuis Hamilton [5], si exptX est le flot (local, 14 ou il a
sens) du champ de vecteur X alors

9) foexptX(z) = f(z) + c*t

(10) et les trajectoires de X sont contenues dans des droites (en fait sont d’adhérence
des droites).

On doit imaginer, tout du moins en réel, les niveau de f comme un front d’onde
(fig 1) se déplagant & la vitesse c? le long des droites paramétrées par :

11) t~ 2+ tX(2).

FIGURE 1.

On constate ainsi 'apparition naturelle de feuilletages algébriques de C™, et par
suite de CP(n), dont les feuilles sont d’adhérence des droites. Ce sujet était trés popu-
laire chez les anciens géometres en particulier pour I’étude des surfaces et I’intégration
géométrique de certaines équations aux dérivées partielles. Dans ses « Lecons sur la
théorie générale des surfaces », Gaston Darboux y consacre un volume entier « les
congruences de droites et les équations aux dérivées partielles ». Il attribue & Malus
le fait d’avoir le premier considéré « de tels assemblages de droites ».

En 1988 dans une courte note au C.R.A.S. [2] j’ai proposé la classification des
feuilletages (singuliers) en « droites » de C2, répondant en celd & des préocupation
de René Thom et de I’astronéme Pecker. J.V. Pereira m’a indiqué que cet énoncé
était connu de Kummer. On trouvera en particulier dans cet article des résultats
annoncés dans cette note ainsi qu’une application & 1’étude des solutions rationnelles
de I’équations des eikonales. Les énoncés précis sont dans le chapitre qui suit.

1. Champs de droites ou feuilletages en droites.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2009



104 D. CERVEAU

Exemples et premiers résultats

Un feuilletage D en droites de 1'espace CP(n), ou de l'espace affine C™, est par
définition un feuilletage algébrique (singulier) de dimension 1, tel qu’en tout point
régulier m la feuille £,, passant par m soit contenue dans une droite D,,. Si Sing D
désigne I’ensemble singulier de D, Sing D est un ensemble de codimension supérieure
ou égale a deux; visiblement £,, = D,, — SingD pour tout point régulier m. Si
C™ C CP(n) est une carte affine la restriction D/c» est donnée par un champ de
vecteur polynomial :

- 0
2,55
ou les X; sont des polynémes tels que p.g.cd (X1,...,Xp)=1.0na :

SingDNC" = {z € C"|X1(z) = --- = Xn(2)) = 0}

Si m est un point régulier de D, par m passe évidemment une seule droite D,,, tangente
a D. A linverse, et nous le préciserons plus loin, si m est un point singulier de D par
m passent une infinité de droites qui sont, en dehors de Sing D, des feuilles de D.

Le flot du champ X satisfait ’équation différentielle

(12) 4(t) = Xi(2(8), 2(0) = m.

Dire que la trajectoire de m, paramétrée par ¢t ~ z(t), est rectiligne revient & dire que
z(t) et z(t) sont colinéaires. Comme

. = 0X; : = Xy
i(t) = t)).2x(t) = X t)).—(=(
. A0 = G A0 = 3K 5 )
= X (X;)(2(¢))
on constate que X définit un feuilletage en droites si et seulement si :
0 s 0
(14) ZX(Xi)a—zi “‘ﬂ-;Xigg

pour un certain polyndéme p, ou X(X;) est la dérivée de X; le long de X.

En particulier les quotients X;/X; sont des intégrales premieres rationnelles du
champ X.

A titre d’exemple considérons dans C? un feuilletage en droites défini par le champ
de vecteur local :

0 0
X=X, —a—z-l- + X, 8_22
Alors a = X5/X; est solution de ’équation de Burger :
da Oa
6—21 + a.6—z2
Cet exemple d’équation différentielle non linéaire est bien connu des physiciens.
En dimension deux, dans CP(2), les pinceaux de droites sont des exemples de
champs de droites. Nous verrons plus loin que ce sont les seuls.

=0.
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FEUILLETAGES EN DROITES 105

En dimension trois c’est un peu plus compliqué. Dans CP(3), considérons un pin-
ceau de plans donné dans la carte affine C? = {(21, 22, 23)} par 21/22 = t. On se donne
une application rationnelle du type :

(15) t~ (tz2(t), 22(t), 23(t)) = m(t)
Une telle application revient & se donner dans chaque plan z;/z = t un point m(t).
Maintenant dans chacun de ces plans on considére le pinceau de droites de point

de base m(t). On feuillette ainsi CP(3) (ou C3) en droites; I’ensemble singulier est
constitué de 1'union de l'axe des z3 et de 'image de 1'application (15), (fig 2) :

(1) (2) 3)

FIGURE 2.

Le premier cas est I’exemple générique. Dans le second, 'image de 1’application
(15) coincide avec I’axe des z3. Dans ces deux éventualités nous dirons que nous avons
un feuilletage radial dans les pages d’un livre ouvert. Dans le dernier I’application
(15) est constante ; le champ de droites est « radial » au point m = m(t).

Enfin introduisons la cubique gauche ¥ paramétrée dans une carte affine par

(16) t~ (,12,1%) = 4(t).

Pour chaque couple de points v(t1) et v(t3) de ¥ on méne la sécante & ¥ par ces deux
points, convenant que si t; = t il s’agit de la tangente & ¥ en 7(¢;). On obtient ici
encore un feuilletage de CP(3) (ou C3) que nous appellerons feuilletage associé & la
cubique gauche ¥ (fig 3).

Parmi nos résultats en voici deux qu’il est aisé d’énoncer. Bien que leur preuves ne
fassent intervenir que des arguments anciens et classiques, nous n’en avons pas trouvé
trace.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2009



106 D. CERVEAU

FIGURE 3.

Théoréme 1.1. — Soit D un feuilletage en droites de CP(3). Alors D est linéairement
conjugué a l'un des exemples précédents. Plus précisément D est de l’un des trois
types suivants :

1. feuilletage radial en un point;

2. feuilletage radial dans les pages d’un livre ouvert;

3. feuilletage associé auzx cordes d’une cubique gauche.

Nous étudierons quelques équations différentielles de type (2). En particulier en
adaptant le théoreme 1.1 on obtiendra le :

Théoréme 1.2. — Soit f : C3 --» C une solution rationnelle de I’équation auz eiko-
nales E(f) = c?, ¢ € C*. I existe deux formes linéaires L1 = a121 + aaz2 + @323,
Ly = 3121 + Baza + Bsz3 et £ € C(t) tels que :

f(2) = L1 + £(L2)

avec a2 =a2+af+ai=¢ |18 =0, < a|f >= Y i =0. Sic=0, alors f
est affine, f = L, avec ||a]|? = 0.

On en déduit facilement le :

Corollaire 1.3. — Soit f : R? -—-» R une solution rationnelle réelle de l’équation auzx
eikonales. Alors f est une fonction affine

2. Généralités sur les feuilletages en droites sur les espaces projectifs

Tous les champs de vecteurs holomorphes rencontrés seront supposés satisfaire
cod Sing X > 2, condition & laquelle on se rameéne en divisant par le p.g.c.d des
composantes de X.
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FEUILLETAGES EN DROITES 107

Commencons par un énoncé facile en dimension 2 dont on retrouvera I’argument
naif plusieurs fois.

Proposition 2.1. — Soit D un feuilletage en droites sur Uespace projectif CP(2). Alors
D est radial, ie correspond & un pinceau de droites concourantes.

Démonstration. — Soit C? C CP(2). Si D¢z n’a pas de singularité alors les feuilles
de D)2 sont des droites paralleles. En particulier si D a une seule singularité il s’agit
d’un pinceau de droites. En général si D; et D5 sont deux droites tangentes & D, elles
se coupent en un point M. Un argument combinatoire immédiat montre que toutes
les autres droites passent par M. O

Nous donnons quelques énoncés précisant le comportement des feuilles d’un champ
de droites aux points singuliers.

Lemme 2.2. — Soit X un champ de vecteurs holomorphes définissant un feuilletage
(singulier) d’une boule B(0, p) dans C™. On suppose que chaque feuille réguliére L,
est contenue dans une droite Dy,. Si M est un point singulier de X, il existe au moins
une droite D passant par M et tangente a X ; éventuellement D est contenue dans
l’ensemble singulier de X.

Démonstration. — On considere la variété d’incidence :

I:= {(z,D),z € D Cc CP(n), D droite de CP(n)}. Soit m; € B(0,p) — Sing X une
suite de points réguliers convergant vers le point M. Comme la variété I est compacte,
la suite (m;, Dy,;) posséde une sous suite convergente vers (M, D). Par continuité X
est tangent a D. O

Nous précisons le lemme précédent :

Lemme 2.3. — Soit X comme dans le lemme 2.2. On note Cps ’ensemble des droites
D passant par M tel que X soit tangent ¢ D (sur B(0,p)). Si le nombre de droites
de Cpr est fini alors M est non singulier.

Démonstration. — On choisit des coordonnées z1, ..., 2, en M telles que les droites
D; .-, D de Cp ne soient pas contenues dans ’hyperplan horizontal z, = 0 et telles
que Sing X N (z, = 0) soit de codimension > 3. C’est possible.

Ecrivons n
0
X = X;,—.

Supposons que X s’annule en M = 0; alors 'ensemble Y~ = {(X, = 0)N(z, = 0)} est
non trivial. On choisit une suite m; € }_ et convergeant vers M. Alors les D,,, sont
des droites horizontales et produisent des droites limites passant par M, horizontales

et donc différentes des Dq,...,D;. Ceci est absurde et par conséquent X est non
singulier en M. O
Corollaire 2.4. — Si M est un point singulier de X U’ensemble Cps est un cone algé-

brique de dimension > 2.
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108 D. CERVEAU

Démonstration. — Cps est un ensemble analytique ; comme c’est un cone, le théoréme
de Chow assure qu’il est algébrique. O

Voici encore une précision qui sera utile pour décrire les singularités de feuilletages
en droites.

Lemme 2.5. — Soit X holomorphe sur B(0,p) et non singulier sur B(0,p) — {0}.
On suppose que les feuilles réguliéres L,, de X sont contenues dans des droites D,,,
m € B(0, p) —{0}. Soit D une droite tangente ¢ X passant par 0. Si D est isolée dans
le cone Cy (i.e. D est une composante irréductible de Cy) alors 0 est un point régulier
de X.

Démonstration. — sans perdre de généralité on suppose que D est ’axe des z,. On
peut supposer aussi que p > 1. Soit H ’hyperplan z,, = 1. Alors au voisinage du point
My, = (0,...,0,1), le champ X est transverse & H. Par suite au voisinage de My les
feuilles sont paramétrées par les applications :

zp (21 + 20Ty ey 21 + 20Tn—1,1+ 2,)
ol z, = 1+ 2], les n; sont holomorphes sur un voisinage de My dans H et satisfont
ni(MQ) =0.
Evidemment les applications précédentes sont globales en z,. Comme la singularité
éventuelle de X en 0 est isolée dans B(0, p) ainsi que dans Cy, les droites ci dessus ne

se coupent pas dans B(0, p) et forment un voisinage de 0. D’autre part elles définissent
visiblement un feuilletage régulier au voisinage de 0. D’ou le lemme. O

L’énoncé qui suit décrit les feuilletages en droites locaux a singularité isolée.

Proposition 2.6. — Soit X un champ de vecteur holomorphe sur la boule B(0, p) dans
C™ a singularité isolée en 0. On suppose que les trajectoires de X sont contenues
dans des droites. Alors X définit le feuilletage radial en 0, ie & unité holomorphe
multiplicative prés X =51, Ziaizi'

Démonstration. — Nous voulons montrer que chaque droite D passant par 0 est tan-
gente & X. Soit D une telle droite que I’on suppose étre ’axe des z;. Ecrivons :

0
X=;X,-5z—i

les X; étant holomorphes, X;(0) = 0.
Plagons nous sur I’ensemble analytique 7 :

yi={Xe=---=X, =0}

Comme X est & singularité isolée, v est une courbe passant par 0 sur laquelle X; ne
s’annule qu’en 0 quitte & restreindre. Soit m; € 7 une suite tendant vers 0 ; visiblement
avec les notations habituelles D,,, est parallele & D et nécessairement (m;, D)
converge vers (0, D). Par suite X est tangent a D. a
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FEUILLETAGES EN DROITES 109

Remarques. — 1. on retrouve ainsi la preuve de la proposition 2.1.
2. Evidemment l’énoncé se globalise. Un feuilletage en droites de C™ ou CP(n)
ayant un point singulier isolé est radial.

3. Classification des feuilletages en droites dans CP(3)

Soit D un feuilletage en droite dans CP(3). On peut supposer que D n’a pas de
singularité isolée. Comme tout feuilletage de CP(3) a des singularités, I'ensemble sin-
gulier Sing D est de dimension pure 1 et est donc composé de 'union I'y U -+ - UT'5 de
courbes irréductibles. Si M € Sing D, on note encore Cps 'union des droites D tan-
gentes & D et qui passent par M. D’apres le corollaire 2.4, Cps est un cone algébrique
de dimension 2, avec éventuellement des branches de dimension 1. Mais le lemme 2.5
indique que ’ensemble :

Cyr =Cn — SingD
est une surface algébrique conique en M ; visiblement ’union :

(17) wr, CM

est 'espace CP(3) tout entier pour i =1,...,s

Cette remarque implique que toute droite D tangente & D coupe en au moins un
point chaque composante I'; du lieu singulier Sing D. En particulier on obtient comme
conséquence la

Proposition 3.1. — Soit D un feuilletage en droites de CP(3) dont l’ensemble singulier
contient une droite D. Alors D est radial dans les pages d’un livre ouvert.

Démonstration. — On considére le pinceau P des plans contenant D. Si m € CP(3) —
Sing D la droite D,,, coupe D. En particulier chaque plan 7 de P est D invariant et
D/r est un pinceau linéaire de droites. O

Remarque. — La description précise de ce type de feuilletages, en particulier des sin-
gularités, est donnée en 1.

Pour terminer la classification, on utilise avec les notations habituelles le :
Lemme 3.2. — L’ensemble singulier Sing D a au plus 2 composantes.

Démonstration. — soit m un point régulier et D = D,, la droite tangente & D passant
par m. Choisissons des coordonnées affines (z1, 22, 23) telles que m = (0,0,0) et D
soit I’axe des z3. Comme dans le lemme 2.5 nous paramétrons les feuilles de D par les
applications :

23 ~ (21 + 23, 22 + 23M2, 23) = F (21, 22, 23)

ol les 7; sont des fonctions rationnelles en (21, 22) réguliéres en (0, 0).
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110 D. CERVEAU

Puisque D est régulier en 0, 'application F' est un difféomorphisme local en 0; en
particulier le déterminant Jacobien :

T om %) 2 (6771 On2  Om 3772)
déJF =1+ 23 (6z1 + 7 (21,22) + 23 92 9z, 075 0o (21, 22)

est non nul en (0,0,0). Ceci implique qu’a (21, 22) fixés détJF ne s’annule qu’en deux
valeurs de z3 au plus. Comme toute droite de D coupe chaque composante du lieu
singulier et qu’en chaque point singulier passent une infinité de droites de D, on en
déduit que Sing D a au plus deux composantes irréductibles. O

Supposons que Sing D = I'1 UT'2. Soit L € CP(3) une droite évitant Sing D et donc
non tangente & D. En particulier, pour tout point m € L la droite D,, est transverse &
L et coupe I'; en un seul point M;(m). Ceci démontre que I'; et I's sont rationnelles.

D’apres (17) ’ensemble des droites constituant D est précisément I’ensemble des
droites joignant I'; a I';. En particulier les courbes I'; et I's ne sont pas situées dans
un méme plan. On remarque aussi que si M; est un point générique de I'y, le cone
Cu, contient I'y : en effet, toute droite D de Cpy, doit couper I's.

Choisissons un 2-plan général m et soient {My,..., M} =T1N7w , {my,...,ms} =
I 2 nm.

Les droites [m;My] C 7 joignant m; & My sont dans D. Mais sur chaque droite
réguliere, il y a au plus 2 points singuliers. Par suite s ou t vaut 1, ie I'une des
composantes I'; est une droite ; cas décrit par la proposition 3.1.

Dans la suite on suppose que Sing D se réduit a une seule courbe irréductible I';
toujours d’apres la proposition 3.1 on suppose encore que I' n’est pas une droite.
Considérons deux points distincts M; et My de T'.

Les cones Cpy, et Cpr, se coupent le long d’'une courbe qui est donc nécessairement
I'. Par suite une droite générique de Cps, coupe I' en M; et en un autre point de
T'. Les feuille de D sont donc exactement les cordes de I' (privées des singularités)
et les tangentes & I'. Evidemment cela implique que I" est une courbe gauche. Nous
allons montrer que I' est une cubique gauche. Comme toujours choisissons 7 un plan
général. Alors 'Nw = {My,..., M} avec s > 3 puisque I est irréductible non plane.
Les droites D;; joignant les M; & M; sont des droites de D. Par connexité de I', en
chaque M; on a la méme configuration pour les droites D;; ; d’autre part les droites
D;; se coupent en des points de I' N M. Comme sur chaque D;; on ne peut avoir que
deux Mj, c’est & dire M; et M, nécessairement s = 3.

Maintenant & transformation linéaire prés il n’y a qu’une courbe gauche de degré
3 dans CP? : la cubique gauche rationnelle }~ paramétrée par (16). Nous avons ainsi
démontré le théoreme 1.1.

4. L’équation détHess f =0

Considérons une solution rationnelle f : C* --» C non triviale de I’équation (2)
dét Hess f = 0. Lorsque I'application de Gauss Gy de f est de rang générique n — 1
nous dirons que f est une solution maximale de (2). L’idéal H(f) des polynémes
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FEUILLETAGES EN DROITES 111

Q € Clz,...,2,] tels que Q ( ) est alors engendré par un polynéme irréductible P;
c’est le cas comme nous I’avons vu pour le polynéme de Gordan et Noether.

Les polynémes P que ’on peut ainsi obtenir ne sont certainement pas quelconques.
Soient f solution maximale de (2) et P un polyndme générateur de H(f). La restric-
tion de P’application de Gauss G & un hyperplan général parametre les zéros de P :
ainsi Pensemble (P = 0) est une hypersurface unirationnelle.

Examinons plus précisément le cas de la dimension deux. Il existe alors une appli-
cation rationnelle :

r:C--»C?
t~r(t) = (ri(t), r2(t)) , i € C(t)

génériquement injective telle que r(CP(1) = (P = 0) C CP(2).
Par suite on dispose d’une factorisation :

(18) { %(zlyzz) =r1(7(21, 22))

g—zﬁ(zl, z2) =r2(7(21,22))

ou 7 : C? --» C est rationnelle.
Un calcul élémentaire montre que :

ory or 8r2

(19) P r(e)) g = G2 g

En particulier le long d’un niveau 7 = cste, la pente 2 52 / _ est constante. Ainsi les
niveaux de 7 sont des droites, ce qui produit un feullletage en droite de C2 c CP(2).
Il y a deux cas, suivant que le point base de ce feuilletage soit ou non & distance finie,
qui conduisent & 7 de I’'un des deux types :

{ T(2) = d1(a121 + az222)

20 ()= 6 (220)

ot les a,b € C et §; € C(t).
Par une intégration élémentaire on obtient la :

Proposition 4.1. — Soit f : C?> --» C une solution rationnelle mazimale de dét Hess
f=0. Alors f est de l’'un des types suivants :

1. f =4¢1(a121 + a222) + 121 + caz2 + ¢35

2. f =0 (B20) (22— by) + c121 + Coza + €3,
ot les a;, by, c; sont des constantes et £; € C(t).

On note que les solutions polynomiales de (2) sont de type 1. Dans le cas 1 le poly-
néme P générateur de I'idéal H(f) est affine. Dans le cas 2 on peut tirer explicitement
en fonction de f ce méme polynéme P. Il n’y a pas d’énoncé général des la dimension
3 décrivant les solutions de (2) ; toutefois dans la situation spéciale ou ’'on recherche
les solutions de (2) sous forme polynomiales on dispose du :
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Théoréme 4.2 ([1]). — Soit f € C[z1, 22, 23] un polynéme solution de dét Hess f = 0.
Alors & conjugaison linéaire prés f est de l'un des types suivants :

1. o1 = €21+ p(22,23) , ¢ € Clzg,23] , € € {0,1};

2. pp = al(zl) + 22a2(z1) + z3a3(21),0; € C[Zl].

Faisons quelques commentaires ; dans les deux cas f est affine dans une ou deux
variables. Le graphe de l’application de Gauss de I'application ¢; est contenu dans
z1 = €; si (p; est maximale le polynéme P est alors z; — €. Si ¢; est non maximale
il en est de méme pour ¢; dans ce cas ¢; est du type €21 + ¢(22) & conjugaison
linéaire pres. Le graphe de l'application de Gauss est une droite. Dans le cas 2 en
général ¢, est maximale. Si P(zq,23) = 0 est ’équation de la courbe paramétrée par

t ~ (az(t),as(t)) on a visiblement P (%%, %%) =0.

5. L’équation des eikonales

Soit f une fonction holomorphe définie sur un ouvert V' de C" satisfaisant 1’équation
aux eikonales E(f) = c2, ¢ € C. Considérons le champ de gradient de f :
of 0
8 X = d = -,
8) gradf =3 o3>

les coordonnées z; étant fixées.
Soit t ~~ 2(t) une trajectoire de X :

(21) ft)= o7

Suivant Hamilton considérons ’accélération le long d’une trajectoire :

(2) ()= Z o 440 = 3 5 (0 g2 ()

Si maintenant on dérive par rapport a z; I’équation E(f) = c?,

—~ 0°f of _
—1 aziazk'azi -

on obtient :

(23)

Ce qui implique la nullité des Z; ; en résulte que, chaque fois qu’il est défini, le flot ¢
de X est affine en t ce qui indique en particulier que le feuilletage associé & X est un
feuilletage en droites.

On remarque que, chaque fois que cela a un sens :

(24) fopi(2) = f(2) +
et :
(25) oi(z) =2+t X(2) =2+ tg—i(z)
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avec des notations évidentes. Ainsi les fonctions 2 a : V — C sont intégrales premieres
du champ X :

(26) oL (415 ) = 526)

autre traduction de 1'égalité (23).
Remarquons de suite que tout champ de droites n’est pas associé a une solution de
’équation aux eikonales. Considérons en effet le champ de droites dans C3 possédant

les intégrales premieres 23 et gﬁ%) ou 7y et 7o sont rationnelles. Alors si X = grad f

correspond a ce feuilletage on aura nécessairement a%% = 0 et par suite r; et
constants.

Nous allons maintenant, dans le cas de la dimension 3, utiliser le théoreme 3 pour
classifier les solutions rationnelles de ’équation aux eikonales.

Soit f = £, solution de E(f) = ¢% ou P et Q sont des polyndémes sans facteur
commun.

Lemme 5.1. — Si ¢ # 0, le feuilletage F en droites produit par X = grad f n’est pas
associé auz cordes d’une cubique gauche.

Démonstration. — Elle se fait par ’absurde. Remarquons que I’application de Gauss
associée au feuilletage F par les cordes d’une cubique gauche est génériquement de
rang > 2, et ceci pour tout choix de champ de vecteurs Z rationnel définissant 7. En
particulier I'image de ’application de Gauss :
< of of of )
Gfizmv— \ =—, —, —
(9z1 822 6Z3

est dense dans la quadrique de CPP(3) donnée par :
27) 2+ +25=c
Soit zg un point générique de C3 ou f = g— est holomorphe. On a l’égalité entre

fonctions rationnelles de ¢ :

2 (zo+ e en)) = gl + .

Ecrivons P et @ sous forme d’une somme de polynémes homogenes :
P= P+---+P,
Q= Qo+ +Qu

les polyndémes P, et @, étant non identiquement nuls. Remarquons, puisque ¢ #
0, qu'un polynéme homogene non trivial ne peut s’annuler identiquement sur la
quadrique (27); il existe donc un dense de 2y pour lesquels on a P, ( (zo))

(28)

(29)

Qu (%(zo)) non nuls. L’égalité (28) se traduit alors au niveau des termes de plus
haut degré par :

+tP, <%(z0)) =4 2HHIQ, <—g—£(zo)>
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qui implique v = p + 1.
Puisque Gy est dominante, le polynéme P, — ¢?@,_; s’annule sur la quadrique
(27). D’ou Dexistence d’un polyndéme K € C[z1, 23, 23] tel que :

(30) P, - Q1= (2} +22+22-c%).K
Une fois encore on développe K en somme de polyndmes homogénes :
K=K,+:---+Kg , a<p

et 'on observe en calculant les termes de plus haut et plus bas degré de (30) que
a=v—1et v=LF+2. Ce qui est absurde. O

Dans le lemme qui suit on traite le cas ou ¢ = 0 en utilisant une approche plus
géométrique.

Lemme 5.2. — Le feuilletage en droites associé a une solution rationnelle de l’équa-
tion auz eikonales E(f) = 0 n’est pas du type cordes d’une cubique gauche.

Démonstration. — Sous les hypothéses du lemme f est intégrale premiére de son
gradient X = grad f. Supposons que le feuilletage associé & X ait pour trajectoires
génériques les cordes d’'une cubique gauche I'. Comme on P’a vu les g_i sont aussi
intégrales premiéres du champ X. Par suite les fibres f~1(c) de f sont des surfaces
réglées par les trajectoires de X et le long de ces trajectoires le plan tangent & f~1(c)
est « constant ». En résulte que les f~1(c) sont des cone invariants par X, et donc
les cones Cpr, M € T'. Ceci vient du fait que les cordes de la cubique I' feuillettent
CP(3) — I et ne peuvent donc se rencontrer en dehors de I'. Mais la famille des cones
Cum ne feuillettent pas CP(3) — I'; il s’agit en fait d’un bi-feuilletage et par chaque
point de CP(3) — I" passent deux tels cones. D’out une contradiction. O

Supposons que le champ X = grad f soit tangent & un pinceau de plans L, /Ly = cst
ou les L; sont affines non constants. Quitte a faire une translation on peut supposer
les L; linéaires et ’on écrira :

Li= oz + a2z + a3z
Ly = B2y + Baza + B3z3.

On pose < a|B >= S ;B el = 3. o2 et ||8]|2 = 3 42, En écrivant explicitement
que L;/L, est intégrale premiére du champ X, on obtient :
(32)

{611~ o) g + (ol — L)+ (BoLs — aala) | (1) = Y (1) = 0.

Ainsi le champ linéaire Y s’annule sur la droite L; = L, = 0 et posséde f pour
intégrale premiere. Le fait que ses composantes soient liées produit une forme linéaire
non triviale :

(31)

(33) L3 = y121 + 7222 + 7323
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telle que Y (L3) = 0. Remarquant que
Y(L3) =< ﬂl’)’ > L+ < al'y > Lo
on en déduit que :
< aly >=< gy >=0.

Remarquons aussi que :

(34) { Y(L)) = <a|B> L — ||lo|*L,

Y(L2) = |BIIPL1— < B > Lo.

Ainsi Y agit linéairement sur 1’espace vectoriel Vectc (L1, L2) ; comme cette action est
de trace nulle on peut choisir L, et Ly de sorte que :

{ Y(L)= AL

(35) Y(Ly) = —ALs.

oit A € C. Ceci revient donc & supposer que ||a||? = ||8]|> = 0 et < a|3 >= A. On note
alors, puisque L; et L, sont indépendants, que A est non nul. En particulier le corps
des intégrales premiéres rationnelles de Y est engendré par L3 et la forme quadratique
L,L,; on note aussi que Ly, Lo et L3 sont indépendants (A # 0). Par conséquent les
trajectoires de Y sont les coniques :

L3 =cst
(36) 3 cste
L1 Lz = cste.

Le feuilletage F associé & f (ses feuilles sont les fibres de f) est invariant par Y ; s’il
est défini par la 1-forme polynomiale

(37) w = A1dz; + Aadze + Aszdzs
son lieu singulier :

est aussi invariant par Y, et donc formé de trajectoires de Y. Le feuilletage associé a
X = grad f est donné par le champ Z

0 0 0

(39) Z=A16—ZI+A252+A36—23.
Mais d’apres le théoréme 1.1 son lieu singulier est constitué de la droite L; = Ly =0
et éventuellement d’une courbe rationnelle I' coupant le plan générique L; = tLo
en un seul point en dehors de 'axe L; = Ls = 0. Visiblement I ne peut-étre une
fibre générique de (LqL2, L) qui coupe deux fois chaque L; = tLy en dehors de 'axe
Ly = Ly = 0; ni une fibre spécial (contenue dans Ly Ly = 0) qui n’apparait pas comme
lieu singulier de feuilletages en droites. Ne reste que la possibilité ou le lieu singulier
du champ de droites Z est précisément ’axe Ly = L, =0

On sait que dans cette situation le champ X = grad f possede les deux intégrales
premiéres Ly /Ly et 53#2—) ou r € C(t) est une certaine fonction rationnelle.
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FIGURE 4.

Comme f est intégrale premiere du champ Y/, il existe une fonction rationnelle ¢ €
C(t1,t2) telle que :

(41) f=¢(L1L2, Ls).
De sorte que X = grad f s’écrit :
Op
(42) X = —{ngrad Ly + Lograd L, } +3 grad Ls.

En écrivant explicitement que Ei_r—(L[;‘—/iz—)

obtient :

est intégrale premiere du champ X on

L,

0
1)) - P22 (1L, L) =0,
2

< a|,3 > .%(Lle,Lg). (L3 -Tr (
ou
Comme < |8 >= < est non nul et comme Ly, Ly, L3 sont indépendants nécessai-
rement ||7||2 # 0 (utiliser < v|8 >=< 7v|a >= 0). Finalement L3 — r(%) apparait
comme fonction de L3 et de la forme quadratique L; Lo ; ce qui est absurde sauf si
est constante. Mais dans ce cas le champ grad f est radial.
Lorsque grad f est radial :

3
grad f = h.Zzi% ,he C(Zl,22,23)
=1

7

Oh Oh

(43) zia_zj % 0z

=0.
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En particulier il existe £ € C(t) telle que :
h = (2} + 23 + 23)
Par suite f = L(2% + 22 + 22). L’équation des eikonales se traduit par
4L ()% = ¢

qui s’intégre en L(t) = Zcv/t+cste. La solution produite n’est pas rationnelle comme
on le voit et comme le savait Malus...

11 reste finalement un cas & examiner, celui ou le champ de droite X = grad f est
tangent & un pinceaux d’hyperplans paralleles L3 = cste ; on pose

L3 = 7121 + y222 + 7323.

Les formes linéaires a;2; + a2z + a3zz avec ||al|? = c? sont solutions de E(f) = c? et
font partie du cas précédent.
Puisque :

of of of
=ty t+y35— =0
§s! o2 Y2 922 3 923
le champ de vecteur ¥ = '71'6%,- annule f. Considérons deux formes linéaires indé-
pendantes
Li = o121+ a2z +aszzs
Ly = pBiz1+ Pazz + PB323

telles que < a|y >=< 8|y >= 0. Ces deux formes linéaires engendrent le corps des
intégrales premieres de Y si bien que

(44) f=¢(L1,L2) ou ¢€C(ty,12).
L’équation aux eikonales E(f) = c? se traduit par :
dp )2 ( ) )2 dp Ao
2 ( 9¢ 2 (9 op 0y _ 2
(45) ol (52) +101 (52) +2<als> 52 22 =2

Remarquons que ||c||?,]|8]|? et < @, 3 > ne peuvent étre simultanément nuls puisque
L, et Ly sont indépendantes. Par suite ¢ € C(t1,12) satisfait :

dét Hessp = 0.

La proposition 4.1 assure qu’il existe deux formes linéaires u; et us en deux variables
telles que ¢ soit de 'un des deux types :

p1 = eug + £(ug)

Y2 = €uy + 4 (%) uz , £Le€C(t),ee{0,1}.
Quitte a effectuer un changement de notation on peut donc supposer que f est de
I'un des deux types :

(46) f1 =¢eli + f(Lg)
(47) fo=¢€el1+¢ (%) .Lo €€ {0, 1}
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Dans le cas (46) I’équation des eikonales se traduit par :
(48) ellal® +€/(L2)?18)1* + 2¢ (L2) < alB >= .

En particulier si ¢ est non constante on aura < a|8 >= ||B||> = 0 et ¢||a||?> = ¢?; on
peut alors, si ¢ # 0, supposer que € = 1. Si ¢ = 0 alors f est affine. Dans le cas (47)
Péquation des eikonales conduit & :

(48) Nlell*(e +€/()* + 1B (£(t) — €' (£)* +2 < alB > (e + £ (1) (£(t) — t€'(¢)) = .

Elle ne produit pas de nouvelles solutions rationnelles comme nous allons le voir en
Pintégrant explicitement. En dérivant (48) on obtient :

(49) OOl -2 < alf >t - £]6]1*)+
L)(EIBI*+ < alB >) + llal’e — et < alf >} =0.

Evidemment (49) posséde des solutions affines mais qui sont de type (46). Aprés sim-
plification par £” on obtient une équation différentielle linéaire avec second membre.
On remarque que t ~ —e&t en est une solution particuliére. L’équation sans second
membre :

(50) v (lel® - 2 < alB >t — 2|81 + vt 81>+ < |8 >=0
s’intégre en :
(51) y(t) = cste (L2[|B]1> + 2 < a8 > t — [|a]|?)?

qui produit donc des solutions explicites de (48). Ces solutions ne sont pas rationnelles
sauf lorsque 2||8]|2 + 2 < |8 > t — ||a||? est un carré ; ce cas conduit encore & une
solution de type 46.

On obtient in fine le :

Théoréme 5.3. — Les solutions rationnelles de E(f) = c?, ¢ # 0 sont de type Ly +
£(L3) ot les L; sont des formes linéaires, Ly = ay121+ 222+ azzs, Ly = fr21+ Paza+
Baz3, satisfaisant ||a||? = 2, ||B||? = 0, < a|B >= 0; £ est une fonction rationnelle.
Les solutions rationnelles de E(f) = 0 sont affines.

6. Automorphismes des feuilletages en droites

Soit F un feuilletage en droites de CP(3); nous allons décrire quelques groupes

AutF ou
Aut F := {p € Aut CP(3) | ¢*F = F}.

Rappelons que Aut CP(3) = PGL(4,C); visiblement Aut F est un sous groupe al-
gébrique de AutF. Si ¢ est un élément de Aut F alors ¢(Sing F) = Sing F; dit
autrement Aut F est un sous groupe de Aut (Sing F) le groupe des automorphismes
de CP(3) qui préservent Sing F. Le groupe AutF décrit les mouvements permis qui
respectent la géométrie imposée par le feuilletage.
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Proposition 6.1. — Soit F un feuilletage en droites associé a une cubique gauche I';

alors :
Aut F = Aut (Sing F) = AutI’ = PGL(2,C).

Démonstration. — Si o : CP(1) — CP(3) est une paramétrisation de I', alors chaque
élément de Aut CP(1) & PGL(2,C) se releve 4 T' et s’étend en un automorphisme de
CP(3). Comme un élément ¢ € Aut CP(3) dont la restriction & I' est 'identité en lui
méme, on a AutI' & PGL(2,C). Maintenant si ¢ € AutT il est clair que I'image par
¢ d’une corde de I' est une corde de I'; ainsi ¢ € Aut F. O

On note que Aut F agit transitivement sur CP(3) — I" et sur I.

Lorsque F est le feuilletage radial en un point 0, il est clair que Aut F est exacte-
ment le sous groupe des automorphismes de CP(3) qui fixent 0.

Examinons le cas ou F est radial dans les pages d’un livre ouvert z;/2; = cste.

Commencons par le cas dégénéré ou le lieu singulier de F se réduit a 'axe z; = 25 = 0.
On sait qu’alors F a deux intégrales premieéres de base : 22/2; et %L) ou r est
une certaine fonction rationnelle non constante. Si ’on éclate 'axe z; = 2o = 0 dans
CP(3), on obtient un feuilletage F sur la variété éclatée CPP(3) dont le lieu singulier

est donné dans la carte (z1,t = ff, z3) par :

Sing F = {21 = 0,23 = r(t)}
Notons que si ¢ € Aut F, alors ¢ préserve I’axe 2; = 22 = 0; on peut donc relever ¢ a
CP(3) et obtenir un biholomorphisme @ € Aut F. Visiblement @ préserve le diviseur

exceptionnel (z; = 0) et laisse invariant Sing F. De la méme fagon si X est un champ
de vecteurs sur CP(3) dont le flot ¢, est dans Aut F alors X s’écrit :

0 0 0
(52) (@121 + azzz)a + (b121 + bzzz)a—z; + (co+c121 + caz0 + 6323)3—23

o 0 0
+(A121 + Az + Asz3) ( iy + 225 — + 235 - )
2 3

La restriction de Iéclaté X de X au diviseur exceptlonnel z1 = 0 s’écrit :

(53) (b + (b2 — )t — ant?) &

et doit étre tangent & Sing F. Ce sera évidemment le cas si (53) est identiquement
nul. Dans cette éventualité X est du type :

+ (co + c323 + A3z3)—

0 0 1o}
(54) a (215 + 22a ) + (c121 + 6222)6—+

0 0 0
(A121 + Azzs). <z16 o + 2y - + zsaz3)

et son éclaté X s’écrit :

(55) 3(: =2 {a1 + Az + Azzlt)i + (A1 +c + t(02 + Azzg))i} .
821 323
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Comme X doit respecter F , dans chaque plan générique on a :

= 0 0
55 R, X]=h.Ry ou R; =2z — —r(t)=—
(55) [R1, X] 1 ou Ry Zlazl+(Z3 T())3z3
définit F et h est un polyndéme en 21, 22 & parameétre ¢. En écrivant explicitement (55)
on constate que A; = A; = 0.
Par contre tous les flots des champs :

o (o v ) e+ ) 2
1121 971 2 922 C1z1 222 923

laissent invariant F.

Lorsque la fonction rationnelle r est suffisamment générique la composante neutre
Aut o F de Aut F se limite au groupe résoluble de dimension 3 :

0 0 0

56 ex {a (z———-+z———)+cz+cz—}
(56) P a1 16z1 2622 (c121 22)8z3
c’est ce que nous allons voir maintenant tout en classifiant les cas exceptionnels.
Considérons un champ X (52) dont ’éclaté X est non identiquement nul sur le diviseur
exceptionnel ; alors Sing F est invariant par le champ donné par (53). Dit autrement
la fonction rationnelle r est solution de I’équation différentielle de Riccati :

(57) (b1 + (b2 — a1)t — agt®)y’ — (co + cay + Asy®) = 0.
Ce qui prouve I'affirmation ci-dessus. L’équation (57) posséde les solutions constantes
T1 et r9, racines du trindme

(58) “co+coy + Ay’ = 0.

Notons que le champ (53) ne peut s’annuler sur Sing F sans étre identiquement nul,
cas traité précédemment. Si (58) a deux racines distinctes on peut supposer qu’elles
sont en 0 et co. A changement de coordonnées linéaires prés (57) prend alors 'une
des deux formes suivantes :

(59) t’y' +y=0

(60) ty' + Ay = 0.

Mais (59) n’a d’autre solutions rationnelles que y = 0, cas exclus tandis que (60) a
des solutions rationnelles y = r(t) non constantes si et seulement si A € Z, auquel cas
toujours & conjugaison pres, de telles solutions sont de type r(¢t) =t", n € N. Si (58)
a une racine double (le cas Az = 0 se raméne au précédent) (57) équivaut a

(61) a(t)y’ +y*> =0, olta est un polynéme de degré deux.

Le seul cas ol (61) posséde une solution rationnelle r(t) non constante est celui ou
a(t) & une racine double; dans cette éventualité (61) est conjuguée & :

(62) t2y' —y? =0.

ueC.

qui s’intégre en y(t) = ﬁ»
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La fonction rationnelle r est ici I'un des ﬁ et quitte & composer par ﬁ on
supposera que 7(t) = t. Nous étudions donc le groupe Aut F,, ou F, est le feuilletage
en droites associé & la fonction t". En écrivant 'invariance de Sing F par (53) on

obtient :

0 1o}
Aut ¢ F; = exp {(a121 + a222)a—‘21 + (b121 + b222)6—z—2-

+ (b1 + c121 + caza + (b2 — 111)23,)(9 -

1o} 1o} 0
+ (A121 + Agzg — azzg) (Zl oz + 223 + 23(9 3) a;,b;,ci, A; € (C}

et pourn >2:

0
Aut o F,, = exp {(alzl + a222)£
1

0

0
+ | bozg— + ¢co + €121 + Cc222 + n(b2 - (11)2:3 5
3

(9252

0 0 0
+ (A121 + Ag2zp + A3zs) (Zl o7 + 226 + 23 6z3>}

Les AutoF, sont tous de dimension 9 et agissent transitivement sur CP(3) —
(21 =29 = 0

Venons en au cas générique d’un feuilletage en droites F dans les pages d’un livre
ouvert, cas ol le lieu singulier Sing F se compose de deux courbes rationnelles (z; =

= 0) et la courbe t ~~» (ri(t),tr1(t),r3(t)) = R(t). Bien sir pour R générique
Aut o F est trivial puisque 'image de R en général n’est pas trajectoire d’'un champ de
vecteur sur CP(3). La description des Aut ¢F dans le cas contraire est « zoologique ».
L’exemple le plus simple est le suivant.

Supposons que t ~ R(t) soit affine, ie paramétre une droite générale D. On peut
supposer que D est donnée par z; = 1,z3 = 0. Alors Aut F coincide avec le sous
groupe de Aut CP(3) qui laisse invariant Sing F. Il est isomorphe au projectivisé du
groupe G C GL(4,C), ou G est engendré par les matrices :

(ili) = A,BeGL(2,C) et
0B

Il agit encore transitivement sur CP(3) — Sing F.

S = O O
= O O O
S O O =
S O = O
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7. Remarques et probléemes

La description des solutions rationnelles de I’équation aux eikonales en dimension
3 donne bien siir celle des équations différentielles de type :
(6 f 0 f of ) 0
azl 622 6z3 ’
ol @ est une forme quadratique de rang maximum. Ces solutions ne sont jamais
maximales.

On peut s’interroger sur les solutions Liouvilliennes de I’équation au eikonales.
C’est tout & fait naturel puisque les c.\/z7 + 23 + 22 en sont des solutions. De méme
on peut s’intéresser aux solutions globales réelles de classe C?; on conjecture qu’elles
sont affines. La classification des champs de droites en dimension supérieure & 4 et
ses conséquences sur I’équation des eikonales restent ouvertes; soit P un polyndéme
irréductible tel qu’il existe une solution maximale f rationnelle de P (%ﬁ) = 0. On
sait que P = 0 est unirationnelle; il s’agit de classifier de tels polynémes P.

Remerciements a Paulo Sad, & Frank Loray qui a fait les dessins et Marie-Annick
Paulmier qui a assuré la frappe.
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