Asterisque

FABRIZIO ANDREATTA

OLIVIER BRINON
Surconvergence des représentations p-adiques : le cas relatif

Astérisque, tome 319 (2008), p. 39-116
<http://www.numdam.org/item?id=AST_2008__ 319 39 0>

© Société mathématique de France, 2008, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_2008__319__39_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Astérisque
319, 2008, p. 39-116

SURCONVERGENCE DES REPRESENTATIONS p-ADIQUES :
LE CAS RELATIF

par

Fabrizio Andreatta & Olivier Brinon

Résumé. — On généralise le formalisme de Tate-Sen, ce qui permet d’étendre la
théorie de Sen et de prouver la surconvergence des représentations p-adiques dans le
cas relatif.

Abstract. — We generalize Tate-Sen’s formalism; this allows to extend Sen’s theory

and to prove the overconvergence of p-adic representations in the relative case.

1. Introduction

Soit V un anneau de valuation discréte complet, de caractéristique 0, de corps
résiduel k parfait de caractéristique p > 0. On note K son corps des fractions et v
la valuation normalisée par v(p) = 1. On fixe une cléture algébrique K de K et on
note V l’anneau des entiers de K. La valuation v s’étend de fagon unique en une
valuation de K, qu’on note encore v. Pour tout n € N, on choisit €™ € K une racine
p"-ieme de 'unité, de sorte que (6("+1))p =™, Soit Koo = U K[e(")] I’extension
cyclotomique de K. C’est une extension galoisienne de K, dglft le groupe de Galois
s’identifie, via le caractére cyclotomique x, & un sous-groupe ouvert de Z;. Ecrivons

n+1
Im(x) ~ Z, XF ol F est fini. Pour n € N, on pose K,, = K& z”, et Ko = K.
On note V,, le normalisé de V dans K,, (c’est 'anneau des entiers de K,,) et on pose

Voo = |J V. Enfin, pour § € v(fx), on note p? un élément de valuation § dans V.
neN

Posons Gk = Gal (K/K) et notons Repq (Gk) la catégorie des représentations
p-adiques de Gk, dont les objets sont les Q,-espaces vectoriels de dimension finie,
munis d’une action linéaire et continue de Gk et les morphismes les applications

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 11S15, 11520, 13K05, 14E22.
Mots clefs. — représentations p-adiques, théorie de Sen, (¢, I')-modules.
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40 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON

Q,-linéaires équivariantes. Dans [17], Fontaine a construit un corps £ de valuation
discrete de caractéristique 0, absolument non ramifié, de corps résiduel imparfait,
muni d’un opérateur de Frobenius ¢ et d’une action de Gal (K« /K) qui commutent.
En utilisant la théorie du corps des normes (cf. [21]), il construit un isomorphisme
Gal (6/'“\‘ /€ ) ~ Gal (K /K ) et en déduit une équivalence de catégories ([17, Théoréme
3.4.3]) entre Repqp (Gk) et la catégorie des (p,I')-modules étales sur £, donnée par

— Gal(K /Koo ) )
le foncteur V +— D(V) = (8“‘ Qq, V) . Un (p,T')-module étale sur & est

un &-espace vectoriel D de dimension finie muni d’un opérateur de Frobenius ¢ et
d’une action de Gal (K, /K) semi-linéaires et qui commutent, et qui contient un Og-
réseau D (ou Og désigne anneau des entiers de &) tel que le linéarisé de Frobenius
p®1: D@%e Og — D est un isomorphisme. Notons qu’il existe une version « entiére »
de ce qui précede, s’appliquant aux Z,-représentations de G, i.e. aux Z,-modules
de type fini munis d’une action linéaire et continue de G .

Dans [8], le résultat de Fontaine est raffiné de la fagon suivante. Les corps € et gor
(notés Bk et B respectivement par Colmez, et c’est ce systéme de notation qui est
adopté dans ce travail) admettent les sous-corps B}{ et BT respectivement, consti-
tués des éléments dits surconvergents (car ils admettent une description en termes

de fonctions analytiques sur des couronnes). Comme précédemment, ces corps per-

. t t Gal(K/Koo)
mettent de construire un foncteur V — D'(V) = (B ®q, V)

de la catégorie
Repr (Gk) dans la catégorie des (¢, I')-modules étales sur B}(. Le résultat principal
de [8] est que ce foncteur est une équivalence de catégories, i.e. que le foncteur D se
factorise par D' (loc. cit. Proposition IIL5.1 et Corollaire II1.5.2).

Parmi les applications principales de ce résultat, il y a les formules de réciprocité
explicites, qui permettent de reconstruire les invariants D¢s(V'), Dar (V) & partir de
DT(V) (ce qui n’est pas possible & partir de D(V'), parce qu'’il n’y a pas de morphisme
naturel de B dans BJ; ou de BY; dans B, cf. [8, II]). C’est I’'un des points de départ
des travaux de Berger, Colmez, Fontaine et al. qui ont permis la preuve de la conjecture

de monodromie p-adique (cf. [10]).

Décrivons maintenant le cadre dans lequel on va travailler. Soit d un entier,
Ty,...,Ty des indéterminées et R® = V{Tf“,...,T;H} le séparé complété de
V[TE,...,Tf'] pour la topologie p-adique. On se donne un anneau R obtenu &
partir de R en itérant un nombre fini de fois les opérations suivantes :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale;

(loc) complétion p-adique d’une localisation ;

(comp) complétion par rapport & un idéal contenant p.

On suppose en outre que V [Tlﬂ, cee ,T;:l] — R est a fibres géométriquement, ré-
gulieres ou que R est de dimension de Krull inférieure a 2, et que k — R Qv k est
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géométriquement intégre. Il en résulte que T4, ...,T,; est une p-base de RQ®vy k. Dans
ces conditions, le théoréme de pureté de Faltmgs s’applique, cf. 3.2.

Soit E une cloture algébrique de Frac (R) On note R la réunion des sous—R-algebres
finies S de E telles que S[p~1] est une extension étale de R[p~]. On se donne une
sous-R-algebre finie normale R de E telle que R[p~] est étale sur R[p~].

En particulier, R est séparée et compléte pour la topologie p-adique, et R C R. On
suppose en outre que K est algébriquement clos dans R[p~!].

Pour n € N, on choisit T( ) € R une racine p™-ieme de T;, de sorte que (T("+1))

i("). On pose R/, = R [ 1("), .. ,Té")] et on note R, le normalisé de R/,.V,, dans R
(on a Ry[p~ Y = (R,.Va) [p7Y]) et Reo U R,. En particulier, on a R, C R.

On pose Gr = Gal (R[p~!]/R[p~ 1]) = Gal (Ro[p™!]/R[p7Y]) et Hr =
Ker (Gr — I'g). L’anneau R est stable par gR. Le groupe I'r s’insert dans la suite
exacte

1—>fR—>FR—>FV——>1
01‘1 Tr = Gal (Roo[p™!]/R-Vio [p~!]) s’identifie & un sous-groupe d’indice fini de T~=
@ Z,~; ou ; est défini par :

i=1

(n)T(") _
emT sij=i
Yi (T](n)) = (n) ' ’
T; sij#1d
Si g € TR, on a les relations gv;g~! = v’ pour tout i € {1,...,d}. On choisit o

un générateur topologlque de la partie libre de Gal (Roo[p™']/ R0 [p™1]).

Si B est une sous—R—algebre de R, on note B = lim B /p™ B son séparé complété
’Il

pour la topologie p-adique. Par continuité, Gr agit sur 1_2. On prolonge la valuation
p-adique sur K en une application v: R[p~!] — RU{+co} en posant

v(z) =max {n € Q,z € p"R}.

Ce n’est pas une valuation en général (& moins que R soit local), mais vérifie les
propriétés (i)-(iv) de la section suivante.

Dans (3], la théorie des (¢, T')-modules et 'équivalence de catégories de [17] ont été
généralisées aux Z,-représentations de Gg : on a des anneaux Ar C A (généralisant
O¢ C (95,") et une équivalence de catégories

Repy, (Gr) — Mody ,(¢,Tr), V+— (A®z, V)"*

(cf. théoreme 4.34). L’objectif principal de ce travail est de prouver ’analogue de |8,
Proposition II1.5.1] & ce cadre (théoréme 4.35).

Le plan de Varticle est le suivant.
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42 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON

La preuve de la surconvergence des représentations p-adiques repose sur des tech-
niques dues & Sen, qui ont été axiomatisées dans le cas « classique » par Colmez
(formalisme de Tate-Sen [10]). L’objet de la premiére partie de ce travail est de gé-
néraliser ces axiomes au cas « relatif ». Rappelons que la méthode de Sen comporte
deux étapes, une descente de Gg a I'g, et une « décomplétion », qui fait intervenir des
« traces normalisées de Tate généralisées » (cf. section 2). On pocéde par décomplé-
tions partielles (variable par variable). Une difficulté réside dans le fait que lorsque
d > 0, le groupe I'g n’est pas commutatif. Elle est & l'origine de 1’axiome (TS3) (b)
(qui est une nouveauté par rapport a [10]).

Cela permet d’étendre (théoréme 3.1) un résultat classique de Sen (c’était I’objet
de [6] dans le cas oit R[p~!] est un corps, & corps résiduel non nécessairement parfait) :
I’application naturelle

lim H' (Gal (Soolp™"1/Rlp™1) , L (Soolp™1)) — H* (G, 6L (Blp™]))

s
déduite des l'inclusions So, C ﬁ, est bijective (la limite inductive étant prise sur les
sous-R-algeébres S de R telles que S[p~']/R[p~"] est finie étale galoisienne). Cet énoncé
se reformule en termes de R[p~!]-représentations (corollaire 3.14). Remarquons qu’en
utilisant Paction infinitésimale de T R, il implique le résultat local de Faltings sur la
théorie des fibrés de Higgs (cf. remarque 3.15).

Dans la derniére partie, on rappelle les constructions et résultats de [3] qui nous sont
utiles, on définit les éléments surconvergents et on applique le formalisme de Tate-Sen
pour prouver le théoreme 4.35, qui affirme qu’on a une équivalence de catégories

Repz, (Gr) — Modi;{(go,l"R), Vi— (AT gz, V)Hr

ou Af (resp. A;’Q) désigne le sous-anneau des éléments surconvergents de A (resp.
AR). Un point technique important (et nouveau) est la construction d’un anneau A},
(cf. proposition 4.42). Sa construction, assez délicate, est requise par le besoin d’une
structure « entiere » de A ayant de bonnes propriétes topologiques.

La motivation principale de ce travail est d’étendre les formules de réciprocité au
cas relatif, c’est-a-dire de relier [3] et [7] (ou les anneaux Bg,is, Bar sont construits et
les notions de représentation p-adique cristalline, de de Rham sont étudiées dans la
situation considérée dans cette article).

Cet article doit beaucoup & P. Colmez : sans [10] et [11], il n’aurait d’ailleurs
certainement pas vu le jour. Les auteurs lui sont reconnaissants pour ses commentaires
qui ont permis de le clarifier, et de leur avoir en outre communiqué des travaux non
publiés.

Pendant I’élaboration de ce travail, le second auteur a bénéficié du soutien du Marie
Curie Research Training Network dans le cadre du Réseau de Géométrie Algébrique
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et d’Arithmetique Européen, & 1’Universita degli Studi di Padova et & la Graduate
School of Mathematical Sciences de Tokyo. Il remercie ces deux institutions pour leur
hospitalité, ainsi que F. Baldassarri et T. Saito pour leur accueil.

2. La méthode de Sen généralisée

Ce qui suit est une généralisation de propriétés démontrées par Sen dans [26],
I’axiomatisation qui en est faite étant directement inspirée par I’exposé de Colmez
dans [10, 3.2 et 3.3].

Soient p un nombre premier, G un groupe profini et A une Z,-algeébre intégre munie
d’une application v: A — RU{+o0} telle que :

(i) v(z) = +o0 &z =0;

(ii) v(zy) = v(z) +v(y);

(ili) v(z +y) = min(v(z),v(y));

(iv) v(p) > 0 et v(pz) = v(p) + v(x).

L’anneau A est donc muni d'une topologie séparée. Supposons de plus A complet pour
cette topologie, et muni d’une action continue de G, telle que v(g(z)) = v(z) pour
touthKethG.

Soient d € N et H un sous-groupe fermé distingué de G tel que I' = G/H est
muni d’un homomorphisme continu x: I' — Z: d’image ouverte, de noyau isomorphe
a ZZ et tel que ygy ! = gX(") pour tout g € Ker(x) et tout v € T'. Soient vy € T et
Y1,---,7d € Aut (K) tels que x(70)%» est un sous-groupe ouvert de Z; et Ker(x) est
un sous-groupe ouvert de é Z, ;.

i=1
Si G’ est un sous-groupe ouvert distingué de G, on pose H' = HNG' et T'g: =

G'/H' — T. On suppose que pour tout tel G, il existe mo(G’) € N tel que pour tout
i€ {0,.. d} on a
©
(a) /2" ‘e | el

(b) 11 existe une suite croissante (ASL)G,) de sous-anneaux fermés de A#";
’ m>m0(G )
(c) il existe une suite d’applications (T( )G Am G')m>mo @’

de sorte que les conditions suivantes (conditions de Tate-Sen) sont vérifiées :

(TS1) Ilexiste c; € Rxg tel que quels que soient les sous-groupes ouverts distingués
H, C H, de H, il existe o € ATt vérifiant v(a) > —c; tel que > () =1;
T€H2/H1
(TS2) 1l existe c2 = c2(G’) € Rsg tel que pour tout i € {0,...,d} et tout m >
mo(G’)

(a) Tm , est A" )G,—lmealre et 7'( )

‘or(T )—xsmcEAmG,'

(b) pour tout z € A#' on a v (T,EL)G, (x)) >v(z) —cy et lim TS)G, (z) ==;
’ m— 00 4

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



44 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON

(c) T,S:?G/ commute aux 7‘,(,{,) G

(d) siie {1,...,d}, Panneau Agz),c' est stable par G/H' et P )G, commute &

laction de G/H';
mq(G’)
(d’) Panneau AS:)G, est stable par v} o 7-(0) commute & 75 moE 4 T(O)G, o

,(,3)0,0 or,(:)G, commute & G/H';

(TS3) Posons X\ e = (1-7305,) (A7),
(a) 11 existe c3 = c3(G’) € Rsp tel que pour tout m > mo(G’) et tout
i € {0,...,d}, Papplication 1 — 4?  est inversible sur X,(;?G, et pour tout
zext )G,, ona

v ((1 - fyfm)_l (:c)) > v(z) — c3.
> mo(G"), tout i €

(b) 1l existe ¢4 = c4(G’') € Rso tel que pour tout m >
{1,...,d} et tout z € A%{G,, onawv ((’yf-’m - 1) (:1:)) > v(x) + ¢4

Remarquons que la condition (iv) implique v(1) = 0. Par ailleurs, si G’ est un
sous-groupe ouvert distingué de G, alors le groupe G/H' (ot H' = H N G’) est
topologiquement engendré par un nombre fini d’éléments.

Soit n € No. SiU = (uij);¢; j<p € M, (A), on pose v(U) =  Jin v (ui,;). Dans
=0J= ’t]

tout ce qui suit, A et ses sous-anneaux seront munis de la topologie définie par wv.
Ainsi, quand on parlera de cocycles et d’ensembles de cohomologie, il s’agira toujours
(méme lorsque ce n’est pas précisé) de cocycles et de cohomologie continus.

Lemme 2.1. — (|26, Lemma 1]). Soient Hy un sous-groupe ouvert distingué de H,
m > c¢; un entier (ou c; est la constante de (TS1)) et U: Hy — GL,, (./~\) un cocycle
continu tel que pour tout g € Hy, on a v(Ug — 1) > m. Alors il existe B € GL,, (K)
vérifiant v(B — 1) > m — ¢, tel que si U} := B~'U,g(B), on av(U;—1) >m+1
pour tout g € Hp.

Démonstration. — Comme v(1) = 0 et v(Us—1) > m > ¢; > 0, on a v(Ug) > 0
pour tout g € Hy. Comme U est continu, il existe un sous-groupe ouvert distingué
H, de Hj tel que

geEH =v(Uy—-1)>m+ci+1.

Soit T' un ensemble de représentants de Hy/H;. La condition (TS1) fournit un élément
a € At tel que v(a) > —cy et 3 7(a) = 1. On considere la série de Poincaré
T€T

B=Z7’0¢UT

T€T
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Pour g € Hyp,on a g(B) = 5 gr(a)g(U;). Si T € T, la condition de cocycle implique
T€T
que g (U,) = U;'U,,. Par ailleurs, 'élément gr s’écrit de fagon unique 7'g’ avec

7' €T et g’ € Hy. On a alors
vV(Ugr —Up) =v(Upg —Ur) =v(Up7' (Uy) =Up) >m+c1+ 1,

car v(7'(Uy —1)) = v{Uy —1) > m+c1+1 (onag € Hy) et v(U) > 0.
Comme v (Ug‘l) > 0, on av(g(U;) —U;'Ur) > m + ¢1 + 1. Par ailleurs, on a
gr(a) = 7¢'(a) = 7'() (car a € A1), Comme v(r'(a)) = v(a) > —c1, on a
v (97(a)g (U;) — 7' ()U,;'U,s) > m + 1. Enfin, 7/ décrit T quand 7 décrit T, d’olt

> 7(a)U;'U =U,;'B. On adonc v (g(B) — U, 'B) >m + 1.

TeT

Par ailleurs,ona B—1= ) 7(a)(U; —1) vu que Y 7(a) = 1. Comme v(a) > —¢;
TET T€T

et v(U; —1) > m, on a donc v(B —1) > m —¢; > 0. Comme A est complet, la
série 1 + (1 — B) + (1 — B)® + --- converge : on a B € GL, (A). Enfin, comme
v (9(B) —U;'B) > m+1,v(Uy) > 0etv (B~') > 0,0nabienv (B~'Uyg(B) — 1) >
m+ 1. o

Proposition 2.2. — ([26, Proposition 4]). Si g — U, est un cocycle continu H —
GL, (A), il existe un sous-groupe ouvert H' de H tel que la restriction de U a H’' soit
cohomologue au cocycle trivial.

Démonstration. — Comme U est continu, il existe un sous-groupe ouvert distingué
H' de H tel que v(U; — 1) > ¢; + 1 pour tout g € H'. En partant de U, = Uy,
une application répétée du lemme 2.1 avec Hy = H’ fournit une suite de cocycles
CH A
(Um: H' — 6Ly (&),
(1) v(Bm —1) > m,
(2) Uny1(9) = B;lem(g)g(Bm)y
B) v(Un(g) 1) >m+c

, et une suite (Bm),,>; d’éléments de GL, (K) telles que

oo
pour tout g € H'. La condition (1) assure que le produit infini B = [] B,, converge
m=1

dans GL, (K) Les conditions (2) et (3) impliquent que B~'U,g(B) = 1 pour tout
g € H' : la restriction de U & H' est cohomologue au cocycle trivial. O

Corollaire 2.3. — On a

H' (H,GL, () 5 lim H' (H/H',GL, (A™"))

H' (G,GLa (R)) > lim B! (G/(HNG'), 6L, (R"))

G'dG
ouvert
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46 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 2.2 et des suites d’inflation-
restriction

1— H' (H/H',GL, (A"')) - H' (H,GL, (A)) — H' (H',GL, (&),
1-H (G/(HNG'),GL, (AT)) - H' (G,6L, (A)) —» H' (H NG, GL, (X)) O

Pour décrire H! (G, GL, (K)), il s’agit de comprendre les ensembles
H! (G/H ', GL, (AH ')) pour tout sous-groupe ouvert distingué G’ de G, ou
H' = HNG'. Ce qui suit a pour but montrer que ’ensemble H! (G/H’, GL, (KH,))
est en bijection avec H! (G/H',GLy, (As,')) 01l Aso,cr €st un anneau plus simple
que A ,, que nous allons maintenant définir.

Pour j € {0,...,d} et m > my(G’), on pose A( ]), = ﬂ Am - On pose Ay, o =

i=j
Afnz,(g, = ifd]o Af,?,G, et Ao, = (.j(c') Am,g. On a donc la situation suivante
= =mo
AH
As,c Affz) , A9
NS
AZD,
/"
Am‘Gl

L’inclusion Aso,r C AH' induit une application
v: HY (G/H',GLy (Aso,cr)) — H' (G/H',GL, (A7) .
Théoréme 2.4. — ([26, Proposition 6]). L’application ¢ est bijective.

D’aprés (TS2) (a), si m > mo(G’) et ¢ € {0,...,d}, Popérateur TS?G, est un
projecteur de AH' sur A(i)G, En particulier, on a X(i) = Ker( ,(n)G,) et pour z €
A onaz e AU )G, & ’T o (z) = z. De plus, d’aprés la condition (TS2) (b),
,(,z?G/ : AH' Ain)’a, est contmu, ainsi, A#' = X,(;?G, & Ain,G’ est une décomposition
en somme de sous-espaces fermés. Par ailleurs, d’aprés (TS2) (d), si ¢ € {1,...,d},
les sous-espaces Xf;?G, et sz),c:' sont stables par G/H', et d’aprés (TS2) (d’), les
sous-espaces X 7(,?’)@ et Aig?a, sont stables par v} mot¢ ). En particulier, les sous-espaces
A(Zg, sont stables par G/H' si i € {1,...,d}. C'est encore vrai pour ¢ = 0 vu que

,(,?)G, o 7'(1) . ( ) , commute & G/H’ d’apres (TS2) (d').
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[o o} .
Pour i € {0,...,d}, posons A00 o= U Af:l)G,.
m=mgo(G’) ’
Lemme 2.5. — Le sous-espace Afﬁ?)a, est stable par T, ¢ )G, pour tous i,j € {0,...,d}

et m,m’ € N>, gy U{o0}.

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas m’ > my(G’). D’aprés (TS2) (c), on a

T(]/) G, 07'( ) = Tf,f?c, QTg),G,. Siz e AS,{?,@, on a donc *r(],) e, ( (@) (a:)) =70 )G, (z),
soit 7 G, (m) Ag?’G,. a

Proposition 2.6. — ([26, Proposition 3]). Soient i € {0,...,d}, m > mo(G') et W C

AH' un sous- Am o -module de type fini stable par ) " Alors W C ASO),G,.

Démonstration. — Soit w,...,w, une famille génératrice de W sur Af:l)G,, et wle
vecteur colonne dont les composantes sont wy, ..., w,. Comme W est stable par v ,

pour tout m’ > m il existe M,,» € M, (Aﬁ?c,) telle que 'ypm (w) = My w. Par

continuité de l'action de I'/, on a lim M, = 1. Il existe m' > mo(G’) tel que
m’— o0

v(Mpy —1) > c3 + 1. Posons z,, = (1 - TT(,? G,) (w). C’est un vecteur colonne &

coefficients dans Xr(n) o Par ailleurs, comme M,/ est & coefficients dans Am o &

Ai:l), G on a T,(,L? ¢ (M) = Mp, et donc 72» (Tm') = MpZm vu que T ()G,
mo(G')
commute & l'action de 7} o 2y (condition (TS2) (d) et (d’)). En particulier, on

’

’ -1 m
a Ty = (yf’ - 1) (M — 1)xy) (rappelons que 1 — 7 est inversible sur
X,(,?YG, d’apres (TS3) (a)). D’apres la condition (TS3) (a) encore, on a donc
’U(:L‘m/) > 'U((Mm' — 1):1,‘mr) —c3 > ’U(Mm/ - 1) + 'U(.’I?,,n/) —c3 > ’U(.’L’m/) + 17

O]

d’olt v (Tym') = +00 i.e. Ty = 0, soit T, z, o(w) = w : le vecteur w est a coefficients

dans Afn),ﬂ,. On a donc W C AE;',G' C A((;),G,. O
Lemme 2.7. — L’application ¢ est injective.

Démonstration. — Soit U,U’: T' — GL, (Ax,g’) deux cocycles. Comme G/H' est
topologiquement engendré par un nombre fini d’éléments, il existe un entier m tel
que Uy, Uy € GLy, (A, ') pour tout g € G/H'. Supposons que U et U’ sont coho-
mologues dans GL, (~H,) : il existe M € GL, (~H/) tel que pour tout g € G/H’,
on a M‘lUgg(M) = Uy, soit g(M) = Uy *MU,. Pour i € {0,...,d}, notons W; le
sous- Am o-module de AH engendré par les coefficients de la matrice M. D’apres
ce qui précede, ce sous-module est stable par v’ ™. Comme il est de type fini, la
proposition 2.6 assure que W; C Aoo ¢+ La matrice M est donc a coeflicients dans
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A((;g),c' Nn---N Af,‘jfa, = Aw,c, €t les cocycles U et U’ sont déja cohomologues dans
GLn (Aoo,G’)' O

Lemme 2.8. — ([26, Proposition 2 (b)]). Soient i € {0,...,d}, m > mo(G'), c €
A,(,?’G, ety € X,(,QG, tels que

v (C+ (1 - ’Yfm) (3/)) (c2 +c3)r.
Alors v(y) > (c2 +c3)(r —1).
Démonstration. — Posons z = ¢ + (1 —fyfm) (y). On a v ((1 - T G,) (z))
v ((1 - fyfm) (y)) > (cg + c3)r — ¢ d’apres la propriété (TS2) (b) (car c € Am o est

G )G ety e X( ) = Ker( T G,)) La condition (TS3) (a) appliquée &
y implique alors v(y) > (c2 + c;;)r — ¢y — C3. O

invariant par 7,

Lemme 2.9. — (|26, Lemma 3]). Pour i € {0,...,d}, Uapplication
H' (G/H',GL, (AZY,)) —» H! (G/H',GL, (AZZY))
(déduite de Uinclusion A(—G, C A(>z+1)) est surjective (ot on a posé A(~ ), =

(G,)Agg, pour i < d et Ag:gl) = AH').
m=mg

11 s’agit de montrer que tout cocycle U: I' — GL,, (Agg,l) est cohomologue a

un cocycle a valeurs dans GL,, (Agg,) Comme G/H’ est topologiquement engendré
par un nombre fini d’éléments, il existe un entier m > mo(G’) tel que U est & valeurs
dans GL, (AZGY) (= GLy (AF) si i = d).

Pour alléger les notations, on pose Yim = 7, " pour m > mo(G’'). La preuve du
lemme 2.9, qui occupe ’essentiel du reste de cette section, est divisée en plusieurs
lemmes.

Lemme 2.10. — 11 existe m > mo(G') tel que, quitte d tordre U en un cocycle coho-
mologue, on a U,, . € GL, (Aﬁj?;,) et U, € GL, (Afigr,l)) pour tout g € G/H'.

Démonstration. — Par continuité de U, on peut supposer (quitte & augmenter m)
que v (Uy, . —1) > 3(cz + c3). Soient A3 = U, .., Bs = R3 = 1 € GL, (Agg,)
On va construire par récurrence des suites (Ar)r>3, (Br)r>3 et (R;),>3 vérifiant les
conditions suivantes :

(i) Ar, B, € GL, (AZGY) et R, € GL, (A7) pour tout r > 3,
(ii) Apy1 = B;}lAr'yi,m(Br.,_l) pour tout r > 3,
(iii) v (Ar — Ry) > (c2 + c3)r et v (B, — 1) > (c2 + ¢3)(r — 1) pour tout 7 > 3.
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Remarquons déja que les conditions (ii) et (iil) impliquent que v (Ar41 — Ar) = (c2 +

c3)r. En particulier, on a v (A, — A3) > 3(ca+c3) et a fortiori v (A, — 1) = 3(ca+c3).

Supposons A,, B, R, construits. Posons R,;; = T,(;?G, (4,) € M, (As:z), G,).
(2i+1) (@)

D’apres le lemme 2.5, le sous-espace Am,G' -est_stable par 7,’'c/, comme A, €

GL, (Afnz’ig,l)), on a aussi R,41 € M, (Afnz,gl)) et donc R,.41 € M, (Ag’g,) On a
R.y1— A =— (1 - T,(:?G,) (A,) € M, (X,(,?G,) : d’apreés la propriété (TS3) (a), il
existe S, € M, (XT(,QG,) tel que Rry1 — Ay = (1 — ¥i,m) (Sr).

Par ailleurs, comme A, R, € M, (Aggl)), la matrice Rry1 — Ay = (1 — vi,m) (Sr)
est tuée par Tr(j’)c, pour j € {i+ 1,...,d}. Par injectivité de 1 — 7; mm sur X,(,?G,
(condition (TS3) (a)), il en est de méme de S, i.e. S, € M, (Aggl)).

On a v(Ar — R;) > (c2 + c3)r donc v (R, — Rrp1+ (1 —Yiym) Sr) > (c2 + c3)r.
D’apres le lemme 2.8, on a en fait v (S;) > (c2 +¢3)(r —1). Posons B,41 =1-5,, on
a donc v (Br41 —1) > (e2 +¢3)(r — 1). Posons N, = A, — 1, on a v (N,.) > 3(ca + c3)
d’apres ce qui précede.

La matrice B,4; est inversible et Br'+11 =1+85+82+.- € GL, (A%gl))
(car v(S,) = (2 +c3)(r—1), r > 3 et Aggfl) est fermé dans AH'). Soit

Ar+1 = B;;hAr'Yi,m (Br+1)v on a
v(Arp1 — (14 5,) (1 + N) (1= %i,m(Sr))) = 2(c2 + ¢3)(r — 1).

Comme 2(cg +c3)(r —1) > (cg +¢c3)(r+1) (on ar > 3), v (S, Ny) > (c2 +c3)(r+ 2)
et v (Sr7¥i,mSr) > 2(c2 + ¢3)(r — 1), on a donc

V(Arp1— 1= Np = (1= %im) Sr) > (c2 + c3)(r+1)

i.e. V(Ary1 — Rpg1) 2 (2 +c3)(r + 1).

Ces suites étant construites, posons B = B3By---. Les inégalités v (B, — 1) >
(c2 + c3)(r — 2) impliquent que le produit converge dans GL,, (A%gl)). Par ailleurs,
les suites (Ar),>; et (R;),»; sont de Cauchy donc convergent dans GL, (Ag‘g,)
(rappelons que Afnz,g, est fermé dans A qui est complet). Par construction, elles ont la
méme limite qu’on note R. On a alors B~!U,,  vim(B) = R € GL, (Agg,) : quitte
a tordre le cocycle U par B, on peut supposer que U,, ,, € GL, (Agg,) O
Lemme 2.11. — Supposons que Uy, . € GL, (Afnz,g,), avec m > mo(G'). Alors quitte

a augmenter m, on a U, € GL, (A,(Eg,) pour tout g € L.

Démonstration. — PREMIER CAS : 4 € {1,...,d}. Pour g € Ker(x)N\I'g/, 0n 8 %; mg =
9Yi,m et donc Uy, vim(Uy) = Ugg (U, ..)- SiM =U,, . €GL, (A%g,), on a donc
Yi,m(Ug) = M~'U,g(M). Soit W, le sous-Af,?y o-module de AH’ engendré par les
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coefficients de Uy. Il est de type fini, et stable par ~; ,, (parce que Am o est stable

par g en vertu de (TS2) (d)). D’aprés la proposmon 2.6,ona W, C A((:o) o : Quitte &

augmenter m, on peut supposer Uy € GL,, ( o G,) et donc U, € GL,, ( f: 3') Comme
Ker(x) N T'g est topologiquement engendré par un nombre fini d’éléments, on peut
donc supposer (quitte & augmenter m un nombre fini de fois) que Uj, € GL,, (Agg,)
pour tout h € Ker(x) NTq-.
Sig €T, onag ymg=heKer(x) NTa dot Uy, . Yim(Ug) = Uyg(Up) et
donc i,m (Ug) = U2 Ugg(Uy). Soit W, le sous—Af,?,G,-module de AH’ engendré par les
Un € GLy (AD ) et
Af:;),c, est stable par I'g/. On en déduit comme précédement que W, C A(i) G quitte
a augmenter m, on peut supposer U, € GL, (Afi),c,) et donc Uy € GL, (Af; 2,) En
faisant ce qui préceéde pour une famille finie de générateurs topologiques de I'g/, on
se rameéne & Uy € GL, (Agg,) pour tout g € I'gr.

coefficients de Uy, il est de type fini, et stable par +y; ,, car U,,

i,m)

DEUXIEME CAS : 4 = 0. On a Uy, € GL, (Am,g) et Uy € GL, (Afflc)) pour
tout g € G/H'. Pour j € {1,...,d} et a € Zy, posons M;(a) = (1 - r,(,?)c,) (U o ),
c’est une matrice & coefficients dans X,(,??G, N Aﬁ,ﬁ},?, (car Agg, est stable par 7'( )
en vertu du lemme 2.5). Par ailleurs, d’aprés la condition (TS2) (b), l’apphcatlon
a — M;(a) est continue. Montrons que quitte & augmenter m, on a M;(1) = 0 pour
tout j € {1,...,d}.

Comme U est continu, on peut supposer, quitte a augmenter m, que
v ((Uﬂ,’c_xm - 1)) > v(p) + 2¢c2 pour tout o € Z,. D’apres la propriété (TS2) (b),

on a alors v (M;(a)) > v(p) + c2 et v( Tm.G' (U a ) - 1) > v(p) + ca.
Lemme 2.12. — Sous les conditions qui précédent, on a
(i) v(Mj(a+ B) — Mj(a) — M;(B)) = min (v(M;(a)), v(M;(B))) + min(v(p), ca) ;
(i) v (M; (@ + B) = Mj(e)) 2 min (v(M;(@) +v (Up 1) ,0(M;(8))) — 2
pour tout a, B € Zyp. Y

— at+f _ - a
Démonstration. Ecrivons '7] - = 'y],m’yj m -onadonc U,Y::r"a = Uvﬁm’Yj,m (U’Yf,m)'

Comme U,z = = ,(,?‘G, (U,,;vm) + M;(z) pour tout x € Zj, on a

O (s ) +M5(048) = (0% (Ui, )+Mj(a>)v,m(,‘,,’cf (U,s.) + Mi(®) -

Commengons par remarquer que puisque 7, 7 )G o (d) , et T(O) ,07'(1) ) ,(:’ )G,
commutent & 'action de G/H " (d’apres (TS2) (d ) et (d )) I'espace X, (0 o N Af;g, =
Im (( T(O)G,) (1,)G, 0 (d) ) est stable par G/H’. En partlcuher les matrices

Yiim ( T G/ (U s )) et 'y;?jm(M (,8)) sont & coefficients dans A, ¢ et X(0 ,ﬁA(>l),
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respectivement. Ainsi le produit T,(n )G' (U., m) Vim ( T G’ (U s )) est & coefficients

dans A, g, et les produits M;(a)vf, ( T, G’ (U 5 )) et T;)G, (U’Yﬁm) ¥5m (M;(6))

sont & coefficients dans X (0 o N AS 2, On a donc

(1) My(a+p) = Mi(@hm (7% (U s ) 470 (U ) A M)+
+ (1= 10%.) (M3 (M;(68))) -

e Montrons l'inégalité (i). D’apres (1), on a

M;(a+ B) — Mj(e) — M;(B) =
M;(e) (Vm (W0 (Uys, ) = 1) + (rioker (Usg,) = 1) i (M5 (B))+
+ (8 — 1) (M;(8) + (1 = i) (M ()5 (M;(8))) -
Minorons la « valuation » de chacun des termes du membre de droite. On a déja

v (M56@) (5m (e (U5,.)) - 1)) 2

> o(M;(0)) +v (1 (vt (U ) 1) 2 0(M5(@)) +0(p)

v ("% (Use) = 1) 12 (M;(8))) 2
>0 (0% (Uss,) = 1) + v (15 (M;(8))) > v(M;(8)) +v(p)

car v (TS}G, (U”Y}”m) - 1) > v(p) + ¢z > v(p) pour tout = € Z, par hypothese.

Par ailleurs, comme M () est & coefficients dans Ag?a, ;onav ((v¢,, — 1) (M;(8))) >
v(M;(B)) + ¢4 en vertu de (TS3) (b). Enfin, on a

v((1= 9% ) (Mj(@)gn(M;(8)))) = v(M;(a)) + v(M;(8)) — c2
> v(M;(a)) + v(p)

en vertu de (TS2) (b) et parce que v(M;(z)) > v(p) + cz pour tout x € Z, par
hypothése. On a bien

v(M;(a+ B) — Mj(e) — M;(8)) > min (v(M;(a)) + v(p),v(M;(B))
+v(p), v(M;(8)) + ca,v(M;(a)) + v(p))
> min (v(Mj (a)),v(Mj(ﬂ))) + min(v(p), cq).

e Montrons l'inégalité (ii). D’apres (1), on a

M;(atB)=M; (@) = My(@)7im (v (Uys ) = 1)+(1=70%.) (Ung, 13m (M;(8)))
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On a donc
v (Mj(a+ B) — Mj(a)) >
min (v(M (@) +v ( T G’ (U p— 1)) ((1 - Ty(r?)G’) (Uvﬁm'Y;fm(MJ(ﬂ))))) :

Commev(mG, (Ua —1))2v(Uvﬁm—1)—c2et

Yim

v ((1=70%) (Use, 18m(M5(8)))) > v (Ure 12 (M;(8))) = c2
en vertu de (TS2) (b), et comme v (Uﬁa’m) >0vuquewv ((U7§’,m - 1)) > v(p)+2c2 >
0 (par hypothese), on a bien
v (M;(a+ ) = M;(e) > min (v(M; (@) +v (Uyp —1),0(M5(8) = 2. O
Lemme 2.13. — Sous les conditions qui précédent, on a

v(Mj(af)) 2 v(M;(e)) + vp(8) min(v(p), ca)
pour tout a, B € Z,. En particulier, on a toujours v(M;(afB)) > v(M,;(c)).

Démonstration. — Commengons par montrer que pour tout 8 € Nsg, on a
v(M;(af) — Mj(a)B) > v(Mj(a)) + min(v(p),cs). On procéde par récurrence
sur 3 (énoncé étant trivial lorsque S = 1). Supposons 3 > 1. D’aprés le lemme 2.12
(i), on a
v (Mj(af) — M;(a)B) 2 min (v(M;((8 — 1)a)),v(M;(e))) + min(v(p), cs)

Mais par hypothése de récurrence, on a v(M;(a(8—1)) — M;(a)(B—-1)) =
v (Mj(a)) + min(v(p),cs), et donc v(M;(a(B — 1))) > v(M;(ca)). On a bien
v (M;(aB) — M;(@)B) > v (M;(a)) + min(v(p), ca).

On en déduit déja que v(M;(aB)) > v(M;(a)) pour tout B € Ny, inéga-
lité qui reste vraie pour tout 8 € Z, par continuité. Dans le cas 8 = p,

on a v(M;(pa) —pM;(a)) > v(M;(c)) + min(v(p),cs) et donc v(M;(pa)) >

v(M;(a)) + min(v(p),cs). Une récurrence immédiate donne alors v(M;(p"a)) >
v(M;(a)) + r min(v(p), c4) pour tout 7 € N. Si B € Z,\{0}, on a B = p»»®) B avec
B €Z,. On a alors

v(M;(aB)) = ( ( ”P(ﬁ)aﬂ')) > v(M;(af')) + vp(B) min(v(p), cs)
> v(M;(a)) + vp(8) min(v(p), cs). O

Lemme 2.14. — Sous les conditions qui précédent, on a
o (Mj(a+ ) — My(@)) 2 o(M;(D) +min (v (Vs ~1),0,(8) min(v(p),ca) — ez

pour tout o, B € Zp.
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Démonstration. — D’apreés le lemme 2.13 avec a = 1, on a v(M;(8)) > v(M;(1)) +
vp(B) min(v(p), c4). Par ailleurs, on a

v (M;(a -+ B) = M;(@) 2 min (o(M;(e)) +v (Vs —1) 0(M5(8))) - 2
d’apres le lemme 2.12 (ii). Comme v(M;(a)) > v(M;(1)) d’apres le lemme 2.13, on a
bien

v (Mj(a+ B) — Mj(a)) > v(M;(1)) + min (v (U7£m - 1) , Up(B) min(v(p), 04)) - ca.
O

Le cocycle U étant continu, on peut supposer (quitte & augmenter m) que

v(U%m) > 0. Comme Yo,mYjm = fijf;"’m)'yom, on a Uy .7m (U%m)

U.,"(”O m)'ijf;"’ m) (Uyo.n.)- L’anneau A, étant stable par G/H’', les matrices

J,m
(0)

U et 'yX(’m ) (Uy,,.) sont & coefficients dans Ap, ' : en appliquant 1 — 7, G on

Yo, m
a donc

Uyomt0,m(M;(1)) = My (x(Y0,m)) L5°™ (Ung.)

(0)

car vo,m commute & 7, s/, et donc

Yo,m(M;(1)) = (1 = Ung.) Yo,m (M5 (1)) + My (x(Y0,)) 7X00™ (Uno.)
d’ou
(Yo,m — 1) (Mj (1)) = (1 = Usg...) Yo,m (M;(1))+
+ (M; (X(Yo,m)) = Mi(1) VL9 (Uye, ) + Mi (7S 0™ (Uny o — 1)
On a donc

v ((y0,m — 1) (M;(1))) 2
min (v(M;(1)) +v (1 = Uy, ,.) »v (M (x(v0,m)) — M;(1)) + v (Uy,,,n))

car G agit par isométries. Par ailleurs, on a v ((yo,m — 1) (M;(1))) < v(M;(1)) + c3
en vertu de (TS3) (a) (car M;(1) est & coefficients dans X,(,??G,), et v (U,y,,.) > 0 par

Yo,m

hypothése. On a donc
(2)  v(M;(1)) 2 min (v(M;(1)) + v (1= Usg,) v (M (x(0,m)) — M;(1))) = cs.
D’apres le lemme 2.14 avec o = 1 et 8 = x(Yo,m) — 1, 0n a

v (M;(x(vo,m)) — M;(1))

2>
o(45(1)) + min (o (U sromrms = 1) s 3p(x(r0m) = D min(u(p),e0)) = ea

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



54 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON

On a mlimOo X(Yo,m) = 1 : comme U est continu, on peut supposer (quitte & augmenter
m) que
min (v (U’Yx(‘vo,m)—l - 1) »Up(X(Y0,m) — 1) min(v(p),04)> >c3+ep+ 1
J,m
On a alors v (M (x(Yo,m)) — M;(1)) > v(M,;(1))+cs+1 (rappelons que min(v(p), cs) >
0). De méme, par continuité, on peut supposer que v (1 — Umm) > c3 + 1. L’inégalité
(2) donne alors v(M;(1)) > v(M;(1)) + 1 et donc M;(1) = 0, ce qu’on voulait.

Remarque 2.15. — Les lemmes 2.12, 2.13 et 2.14 servent & montrer que pour m as-
sez grand, on a l'inégalité v (M;(x(vo,m)) — M;(1)) > v(M;(1)) + cs + 1. En ef-
fet, comme la fonction o — M;(a) dépend de m, on ne peut pas conclure que
"}i_l'noov (M;(x(v0,m)) — M;(1)) = oo en utilisant un simple argument de continuité

(vu que I'application a — M;(a) est continue d m fizé).
Fin de la démonstration du lemme 2.11. D’apres ce qui précede, quitte & augmenter

m un nombre fini de fois, on peut supposer que U, € GL, (Af,??c,) et donc U, €
GL, (Am,¢’) pour tout g € p™ Ker(x) NT'q-.

Soit g € Ker(x) NT'gr. On a 4o mg = g¥0m g v et donc
U’Yo,m’ 707m'(U9) = Ugg (UgX('Yo,m’)“l) gX(’YO'm,) (U'Yo,m') :

Comme lim x(Yo,m’) —1 = 0, on a gxOom)=1 ¢ pm Ker(x) N I'g: et donc
m’— o0

, € GL, (Am,g’) pour m' > m assez grand : quitte & remplacer

m par m’, on peut supposer U xtrom-1 € GL, (Arm,g’). Les matrices U;Olm et

UgX('Vo,m’ )

g (ng(qo’m)—l) gx(em) (U,, ) sont alors & coefficients dans A, g/ (rappelons que ce
dernier est stable par G/H'). Si W, désigne le sous Afg?c,—module de AH' engendré
par les coefficients de Uy, alors W, est de type fini et stable par 7, : d’apres la
proposition 2.6, on a W, C Agg),c'- Quitte & augmenter m, on peut donc supposer
Uy € GLy, (Am,g’). En faisant ce qui précéde pour une famille finie de générateurs
topologiques de Ker(x) NT'g, on trouve m € N tel que Uy € GL,, (A, g) pour tout
g € Ker(x) NTgr.

Soit g € T'gr. Comme Im(x) est commutatif, il existe h € Ker(x) N g tel que
'yo,mg'yo“,;1 = gh. On a alors U, .. 70,m(Uy) = Uyg (Uh')'o,m)' D’aprés ce qui précede,
les matrices Uy, . et Unyy,. = Unh(U,,,.) sont & coefficients dans Ap g. On en
déduit comme précédemment que U, est en fait & coefficients dans Ag):),cf et donc
que quitte & augmenter m, on peut supposer Uy, € GL, (Ap,,¢/). En faisant ce qui
précede pour une famille finie de générateurs topologiques de I'g/, on se ramene a
Uy € GLy, (Am, ') pour tout g € I'gr, et on a fini. O
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Fin de la démonstration du lemme 2.9. — D’apres les lemmes 2.10 et 2.11, il existe
m > mo(G’') tel que U, € GL, (Asg,) pour tout h € I'gr. Soit g € G/H’, on a
9 i,mg = h € g car I'g: est distingué dans G/H' (vu que G’ I'est dans G), d’out
Yim(Ug) = U,;,lngg(Uh). Soit W, le sous-A,(fl)’G,-module de AH' engendré par les
coefficients de Uy, il est de type fini, et stable par 7; ,, car U, ,,,Un € GL, (Agg,) et
Agg, est stable par G/H’. On en déduit (proposition 2.6) que W, C Agi)’a, : quitte
& augmenter m, on peut supposer U, € GL,, (AE,?G,) et donc U, € GL, (A%g,) En
faisant ce qui précéde pour une famille finie de générateurs topologiques de G/H’, on
trouve m > mo(G’) tel que Uy € GL, (Afnzg,) pour tout g € G/H', et on a fini. 0O

Démonstration du théoréme 2.4. — L’injectivité de ¢ est 'objet du lemme 2.7. Sa
surjectivité résulte de l’application du lemme 2.9 & i = d,d — 1,...,0, qui implique
que chaque fleche dans le composé

H! (T, 6Ly (Aso ) = -+ — H' (T, 6Ly (AZ2,)) = -+ — H (T, GL, (A7"))
est surjective. O

Théoréme 2.16. — On a

~

H' (G,GL, (A)) S lim H' (G/(HNG'),GL, (Aco,cr)) -
G'<G
ouvert
Plus précisément, si W est un A-module libre de rang n, muni d’une action semi-
linéaire continue de G, alors il eriste un sous-groupe ouvert distingué G' C G, un
entier m > mo(G’) et un sous-An, g'-module Woo C W libre de rang n, muni d’une
action semi-linéaire continue de G/(H N G') tels que application naturelle

K ®Am,G’ Weo SW
est un isomorphisme de G-modules.
Démonstration. — C’est la conjonction du corollaire 2.3 et du théoréme 2.4. O

3. La théorie de Sen pour R[p~!]

On applique les techniques de la section 2 pour prouver le résultat suivant.

Théoréme 3.1. — Pour tout n € Nsg, l'application
1_3151}11 (Gal (Soolp™1/RIp™]) , GLn (Soolp™1])) — H' (G, GLn (R[;rl]))
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~

déduite de Uinclusion S C R est bijective (la limite inductive étant prise sur les
sous-Roo-algébres normales So, de R telles que Soo[p~!] est finie sur Roo[p~'] et
galoisienne sur Rjp~1]).

On applique le théoréme 2.16. I/l\ suffit pour cela de montrer que les conditions de
Tate-Sen sont remplies pour A= R[p‘l] muni de 'application v, G = Gg, H = Hp,
ainsi que I'égalité Ao,¢' = Soo[p™!] pour G’ = Gal (R[p~']/S[p~']) ou S[p~1]/R[p~}]
est une sous-extension finie étale galoisienne de R[p~!]. Remarquons que I' = Tg
satisfait les hypotheses de la section 2.

Soit S une sous-R-algebre finie et normale de R (I'extension R[p~!] C S[p~!] est

étale). Pour chaque n € N, on note S, le normalisé de S.R,, dans R et Seo = U Sn-
neN

Soit M,, (resp. L,) le corps des fractions de S, (resp. de I:’,n) On dispose de la
trace Trpr, /1, Mn — Lp. Comme ﬁn est normal et S,, entier sur 1~2n, P’applica-
tion Trps, /., envoie S, dans R,. Comme R,[p™'] C Sn[p~!] est étale, il existe
un unique idempotent e R, =t € (Sn ®%, Sn) [p~!] caractérisé par m,(z) =
(Tras, /2, ®1d) (en.z) pour tout z € (Sn ®x. Sn) [p7Y], ot my: M, @, M, — M,
est la multiplication.

Dans [3], le théoréme de pureté de Faltings ([14, Theorem 3.1], [15, Theorem 4])
est raffiné de la fagon suivante :

Théoréme 3.2. — (Refined almost étaleness, [3, Theorems 5.1 & 5.11]). Il existe un
entier £ (qui ne dépend que de S) tel que p*® "¢, € S, ®% Sn pour tout n € N.

Corollaire 3.3. — Soient S C S’ deuz sous-ﬁ-algébres finies normales de R (les ex-
tensions Rlp~1] C S[p~1] C S'[p~!] sont étales). Avec les notations qui précédent, il
eziste un entier § (qui ne dépend que de S et S') tel que Sn/ T/, (Sy,) est tué par
p%?"" pour chaque n € N.

Démonstration. — Soit S” le normalisé de S’ dans une cléture galoisienne de
§'[p~!']. Comme pour n € N on a (avec des notations évidentes), Tras/a, (Sn) C
Tr /m, (Sy,) on a une surjection Sy, / Trar/ar, (Sn) = Sn/ Trag: u,, (Sy,) et quitte &
remplager S’ par S”, on peut supposer que S’[p~!]/ E[p‘l] est galoisienne.

D’aprés le théoréme 3.2, on a p® € S, O S], ou £ est un entier

eS’ ﬁ,n
indépendant de n € N. Par ailleurs, l’idem;)otent en = €5//Sn € (8], ®s, Sn)lp7
est I'image de e, /R DA ’homomorphisme surjectif (S, ®%. S p~t - (S, ®s,
S7)[p~!]. En effet, ces idempotents correspondent au facteur associé & l'identité de
Gal (S4[p~1]/Sn[p™Y]) et de Gal (S,[p~1]/Rnlp~']) respectivement et I’homomor-
phisme n’est autre que la projection associée & I'inclusion Gal (S;,[p~!]/Sn[p~]) C
Gal (S4[p~']/Ralp~"]). On a donc aussi p? "¢, € S., ®s, S,
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a —-n r —-n —-n
Ecrivons p®? "¢, = Xi®u; avec A, u; € S'.Onaalorsp®? " =m,(p?? " ®1) =
4 n

=1

r —-n ’.
>~ Trazs /m, (Ai) - En prenant la norme de cette égalité on voit que p&~ " [Mn:Mn] est
=1

la somme des ﬁ IT 9(Trars /m, (Ai)ps), indexée par les partitions G1 [[---[[ Gr =
i=1g€eqG;
Gal (S;,[p~*]/Snlp™']). En regroupant les termes pour lesquels on a Card(G;) = n;

2z -n ', 7 .
avec n = (ni,...,n,) € N” fixé, p?? "[Mn:Mnl peut s’écrire comme une somme
T .
d’éléments de la forme a, [] Trap/ar, (Ai)™ ol a, € S, est invariant sous
i=1

Gal (S;,[p~]/Snlp~']), donc dans S, vu que ce dernier est normal. On a donc
pt "M M) ¢ Trar /m, (Sy)- La suite ([My, : My])n>n étant bornée, il suffit de
prendre § = €m>a§ ([M], : M,]). O

Remarquons que si Sy, est une sous- Roo-algebre normale de R telle que ’extension
Ro[p™!] € Soo[p!] est finie, alors il existe une sous-R-algebre finie et normale S de
R telle que S, est la normalisation de S.R.

Proposition 3.4. — La propriété (TS1) est vérifiée.

Démonstration. — 11 s’agit de voir qu’il existe ¢; tel que pour tous H; C H, sous-

=\ Hi
groupes ouverts distingués de Hp, il existe a € (p_C‘R) telque > 7(a)=1.
TEHz/H,
Montrons que ¢; = 1 convient.

Les sous-groupes H; et H, correspondent a des extensions finies étales galoi-
siennes S’ [p~!] et Seo[p~!] de Roo[p~!] dans R[p~l]. Pour N € N assez grand,
elles proviennent de sous-extensions EN C Sy C Sy finies normales de R[p~!] (donc
Rnlp™'] € Sn[p~!] C Si[p~!] sont étales). D’apres le corollaire 3.3, il existe un
entier § indépendant de n tel que p~% " € Tra /um,, (S,/Sn) pour n > N : pour

=~H;
n assez grand, on a donc p € Tru /ur, (S,,/S,) et il existe x € S, C R tel que
> 7(x) = p. On peut prendre a = %. a
TEH/H;
Remarque 3.5. — En fait, n’importe quel ¢; > 0 convient.

Proposition 3.6. — On a

lim H' (Gal (Soolp™]/ Roolp ™)) , 6L (Seclp 1)) = H' (Hr, 6L (Bpp7Y))

oo

ot la limite inductive est prise sur les sous-R,-algébres normales So, de R telles que
Vextension Seo[p™1]/Roo[p™!] est finie galoisienne.
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Démonstration. — D’apres la proposition 3.4 et le corollaire 2.3, on a
: 1 SHo ) ~ 1 Bi—1
tm ' (Ha/Ho,6La (R 7)) 5 B (Ga, GLa (Blp71]))
HOQ'HtR
ouver

Si Hy est un sous-groupe ouvert distingué de Hpg, notons S, le normalisé de R,
dans (R[p"l])Ho. L’extension So [p~!]/Reo[p~!] est donc finie étale galoisienne. On a

(Ro)"™ = Sl (of 14, 14 () 0

Passons & la propriété (TS2).

Soit G’ ,un sous-groupe ouvert distingué de G. Notons S le normalisé de R dans
(R[p_l])c. L’extension S[p~!]/R[p~!] est finie étale galoisienne et G’ = Gg =
Gal (ﬁ[p‘l]/S[p"l]). On a alors H = HNG' = Hg = Gal (Rp7']/Sc[p™]) et

= Gs/Hs est un sous-groupe d’indice fini de T’ R

Rappelons tout d’abord que AH = (R[p 1]) = S.[p7Y] (cf. [14, 14 (c)]).
Commengons par construire les anneaux Af:l)s = Am o et les applications TT(,?S =

r(n)G’ Fixons mo(S) = mo(G’) € N tel que pour m > mo(S), Sm+1[p~!] est un

Sm[p~1]-module libre de rang p?t!
d ~
pmoS) 691 Z,v; CTs).
i=

Pour i € {1,...,d} et n € N, on pose S =g [Tl(") T(") Tz(_fi, . ,Té")] Va

et S = |J SK¥. On rappelle que S, = |J S, avec S, = § [Tl("), e ,Té")] . Pour
neN neN
i € {0,...,d} et m € N, on pose alors

(8oVm)lp™]  sii=0,

@ _
As =9 156
(88 .80) 71 siie{L,...,d}
(rappelons que les chapeaux désignent la complétion pour la topologie p-adique). On
a bien siir Af:;),s C Solp~!] pour tout i € {0,...,d} et m € N. Comme S’ et Vi,

(resp. i) et S,, avec i € {1,...,d}) sont invariants sous 7% (resp. /¥~ ), il en est

(il suffit de choisir mo(S) assez grand tel que

de méme de AS:?S (resp. de Aﬁ,? g) par continuité.
Pour n > m > myg, et £ € S,[p~!], on pose

1
~m Tl‘sn/szl_vm (.'1:) sit= 0,

1
pn—m TrS,./S;,(") .Sm (.’E)

n
rs(@ =14 P
siie{l,...,d}

(c’est bien défini par normalité de (S,,.Vy,)[p~!] et (S:,(i).Sm) [p~1] pour i €
{1,...,d}). La normalisation fait que 7'() s(z) ne dépend pas de l'entier n as-
sez grand tel que € Sy[p~!]. Ce qui précéde définit donc des applications
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T Selp™] = (S Vi) 7Y et 70s: Swlpl] = (S6).8m) [p7Y] pour
i€ {l,...,d} et m > my(S).

Lemme 3.7. — Il existe une constante a(S) € N telle que pour tout m € N, i €
{0,...,d} etz € Spyalp™!], ona v ((’yf - 1) (x)) > v(z) + ;i—l(l —a(S)p™™).

Démonstration. — Pour ¢ = 0, cela résulte du fait que P’extension cyclotomique
K /K est potentiellement réguliere (cf. [20, 1.5 Proposition 1.11]) : la suite (4 )meN
des nombres de ramification vérifie i,, — im—1 = p™ex pour m > 0 (ol ex désigne
l’indice de ramification absolu de K). Il existe donc une constante ag € N telle que

. €K

i > —— (P™

m_p_lw
et donc v ((*yfm - 1) (:c)) > v(z) + p%l (1 —app™™) pour tout £ € V,,4; (car la
valuation normalisée de K,, est p™ekv), et a fortiori pour x € Sp41[p7 1.

— (10)

Soit ¢ € {1,...,d}. Quitte & augmenter a(S), il suffit de le montrer pour m assez
grand. On peut donc supposer que S,,(:_‘)rl = :,(3_1 ® grti) Sm. D’apres [3, Corollary
3.10], on a

p—1
c(S) i m r
pr Sm+1 - @Sﬁbll ®S:,(li) Sm (Tz( +1)) - Sm+1
=0

oit ¢(S) est une constante qui ne dépend que de S. Si z € S,,+1[p~!], on peut donc
p—1 .

écrire x = > x, (Ti(m+1))T avec T, € (S;(L)rl R Sm) [p~1] et v(z,) > v(z) — %;?7)
r=0 m

pour 0 <7 < p. On a alors

(8" 1)@= S () 1) ()

Comme (€(m+1))rp’"_1 = (M) -1€ (M -1V = p71Vi,onav ((’)’,Pm - 1) (z))
> v(z) + pl % et a fortiori v (('yfm - 1) (m)) > v(x) + p—i—l(l —a(S)p~™), ol

a(S) =ap +1( —1)c(S). d
Lemme 3.8. — Pour tout m > mo(S), i € {0,...,d} et £ € Spii1[p™!], on a
v (Tr(y:)s(l')) > v(z) —a(S)p~™™ (ou a(S) est la constante du lemme 3.7).

Démonstration. — Onal+X+X2+.. -+ XP~1 = (1-X)P~1 +pA(X) avec A(X) €
Z(X] et A1) = 1. Commep () s(x) = (1+’yfm+’yi2pm+ +’7(p Ve™ )(a:), on a
pTT(;)S(x) = (1 - )p (z) + pA ('yi m) (z). En appliquant le lemme 3.7 successive-
ment 3 z, ('yfm - 1) (z),..., ('yfm - 1)17_2 (), on a v ((1 - 'yfm)p_l (z)) > v(z) +
1 —a(S)p~™. Comme par ailleurs v (pA ('yfm) (z )) >v(z)+1l,onav (pT( ) sz )) >
v(z) +1—a(S)p™™ ie v (7'( )S(a:)) > v(z) —a(S)p~™. d
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Soient i € {0, ...,d}, m > mo(S) et T € Seo[p~']. Pour n € N tels que z € S,[p~"]
et n > m, on a 7'7(;)5(.'1,‘) = ( 7(7?5° (ZHSO 077(1)15) (z) et donc v( @) (m))

S —m+1

o(e) - S5E—
(¢ ) est continue (pour la topologie p-adique). On la prolonge par continuité a

(@)

par une application répétée du lemme 3.8. En particulier, l’apphca—
tion 7,
Soo[p ] et on note encore 7, 5 le prolongement. Pour i = 0 (resp. i € {1,...,d}),

I'image de 7'7(71)3 est incluse dans adhérence de (S.,.Vi) [p?] (resp. (S'(z) m) p~1),

c’est-a-dire dans A( ) s- On dispose donc d’applications
7.(l) S [p~ 1] R A(i)

pour i € {0,...,d} et m > mo(S).

Proposition 3.9. — La propriété (TS2) est vérifide.

Démonstration. —  (a) L’application TmS Swlp™l] — (S%.Vm)[p~] (resp.
T,(ni?s: Selp™l] — (S;E}').Sm) [p~!] pour i € {1,...,d}) est (S, .Vm)Ip -

linéaire (resp. ( AN ) [p~!]-linéaire) par linéarité de l’application trace. Par

()5 est A(i) -linéaire pour tout i € {0,...,d} et

m > mo(S). Par ailleurs, comme Tms(l) =1, on a T,Sz s(x) = x pour tout

continuité, ’application T,

T € Ag:l) s
(b) La premiére moitié de la condition (TS2) (b) est vérifiée avec cz(S) p:(‘i)

d’apres ce qui suit le lemme 3.8. Si z € S, on a x € S, et donc 7' (w) =z

pour m assez grand. Par continuité, on a donc hm T() s(z

z e S[p7Y.

(c) La condition (TS2) (c) résulte de la transitivité de la trace.

(d) Soit @ € {1,...,d}. L’extension ( ;Ef).sm) [p~!]/R[p~!] est galoisienne (elle
contient les racines p™-iémes de 1'unité) : elle est donc stable par G/H' =
Gal (Soo[p™!]/R[p™']). Par continuité, il en est de méme de Affl),s. De méme,
pour tout n > m > mg(S), Pextension (S,Q(i).Sm) [p~1]/R[p~!] est galoisienne :
le sous-groupe Gal (Sn[p‘l]/ (S,'l(i).Sm) [p—l]) de Gal (S,[p~!]/R[p~']) est dis-
tingué. En particulier, si g € G/H', I'application v — g~ 'vg est un automor-
phisme de Gal (S [p~™ 1]/( AN )[p‘l]) On a donc g o TT(,:?S =7l )S o g sur
Sn[p~1], donc sur Seo[p~1] et sur Seo[pY].

(d') L’extension (S’,.V;) [p!] est stable par 7o. Il en est donc de méme de Asg?s
(0 )

) = z pour tout

o g Z,
par continuité. Comme 7,” est commutatif, 7,

que 7,5 = ,(,?)S o 7'(1) 0-.-0 T,(:)S commute a G/H'. Par continuité, il suffit

commute & 9. Reste a voir

de le vérifier sur Soo[p 11, et donc sur S,[p~!] pour n > m > mg(S). Soient
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g € G/H' et z € S,[P7!]. Posons y = (7'7(711’)50 or(d)s) () € Sm-Va[p™1].

Comme 7'( ) ( ) commute & g d’aprés ce qui préceéde, on a g(y) =
( 1(,11’)30- (d) ) (g(w)) il s’agit de vérifier que g o 1'7(7?7)5 = (7) o g sur
Sm-Valp™], ce qul est immédiat. O
Remarque 3.10. — (1) La propriété (TS2) (c) résulte des propriétés (TS2) (d) et

(d). En effet, comme 7‘( ‘s commute a i, les applications ¢ )S et 7'( 9 ) g com-

mutent, et si ¢ # j, on a ¢ # 0 (quitte & échanger ¢ et j), et 'application 7, (¢ )

(J)

commute & 7; donc & 7.}/ ¢ pour tout m,m’ > mo(S).

© ) ne commute pas & laction de G/H’, parce que l'exten-

(2) L’opérateur 7,
sion (S.,.Vi)[p~ 1] n’est pas galoisienne. Par exemple, si m’ > m > mg(S),
et i € {1,...,d}, on a 7,-7‘7(7?7)5 (Ti(m)) = e(m,)Ti(m) et TS:Y)S (%- (Ti(m))‘) =

T"(?,)S (5("",)]’1,("’/)) =0.
Proposition 3.11. — La propriété (TS3) est vérifice.

Démonstration. —  (a) Notons XT(,?S = (1 - TS?S) (goo h)‘l]).

° Commen(;ons par montrer que lapplication 1 — ~7 " est bijective sur

(1 — T ) (S [p~ 1]) 11 suffit donc de montrer que pour n > m, ’application
1—47f o est bijective sur (1 - TT(,?S) (Sn [p‘l]) qui n’est autre que le noyau de la

5,/5.9 5, site{l,...,d}.
Tout d’abord, 'application est injective parce que

trace Trg, /s v,, sii=0et Ir

' -1 ii=
(1-7") (@) =0=ae {ST‘(;)Vm“’ 1=
n Smp™l] siie{l,...,d}
et donc z = (1 ——T(z)s) (z) = 0 (car 1 — ¢ )S est le projecteur de S,[p~!]
orthogonal & T,(,l)s)

CAS i = 0 : le sous-module (1 - T(O) ) (Snlp™?]) est déduit par extension
des scalaires du sous-module des elements de trace nulle pour l’extension
Valp™Y]/Vimlp~!] (en effet, S et V, sont linéairement disjoints sur V;, car
m > mo(9)). Il est donc libre sur (S.,.V;,) [p~1] et admet une base dans laquelle
la matrice de 1 — 'ygm est a coefficients dans V,,,[p~!]. Comme cette matrice est
celle d’une application injective et est & coefficients dans le corps Vi, [p™}], elle
est inversible d’inverse a coefficients dans V,,[p~!] C (S/,.Vin) [p™}] : 'application
1- 75"" est donc bijective sur (1 ~ 7'(0) ) (Salp™Y)).

Casie{l,...,d}:lafamille ((TZ(")) ) est une base de S, [p~!] sur

, Osr<pr=m
(S;L(”.Sm) [p~!] (14 encore, cela découle du fait que S:l(z) et S,, sont linéairement
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s s s /(1) ~ - n)\"
disjoints sur Sp’, vu que m > mo(S)). Le polynéme minimal de (7 sur

(S;l(i)-sm) [p~1] étant D C A (Ti(m))r/p”"), ona

s (@) -{5 4070

0 si0<r<p" ™.

Le sous-module (1 - T(z) ) (Sn)[p~!] est donc libre sur ( AN ) [p~1] et admet

((Ti("))r)0<r<pn_m comme base. Comme

(=) (@)) = (1= ()77) (@) = (1= (o)) (2

la matrice de l'application 1 — ¥ ™ dans cette base est la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont les éléments 1 — (5("_m))r pour 0 < r <
p"~™. Comme ils sont tous non nuls, ils sont inversibles dans Vn m[p™1] C
(S’,’fi).Sm) [p~!] : Papplication 1—v"" est donc bijective sur (1 — ) (Sp)[p~ Y-

e Montrons maintenant qu’il existe une constante cz = ¢3(S) € R>0 telle que

pour tout ¢ € {0,...,d}, m > mo(S) et z € x0 )sa on a v((l— F )(x))
v(z) + c3.
o0
D’apres la condition (TS2) (b) (proposition 3.9), le sous-anneau U A£:1)+m S

est dense dans Soo[p~!] = A® : il suffit de traiter le cas z € A% mgm’,s POUT
m’ € N. On construit par récurrence une suite crmssante (0m)mren telle que
pour £ € Am+m g onav ((1 - T(Z)S) (.’L‘)) >v ((1 - ) (x)) 8. On prend
50 =0.

Soitm' >1letx € A’S:L)+m’+1,S' Posons

m+m/ 1 m+m’ i
y=(1+7§’ 4o PTIP )() P, 5(@).

Par hypothése de récurrence, on a v ((1 — T(Z)S) ( )) > ((1 — yfm) (%)) -

(%)
Om:. Comme 7,7,

(=) (2) = (1= ") (1 5@)) = 7880 (1= 2") @)

soit v ((1 - 'yfm) (%)) >wv ((1 - me) (x)) - 9%_—"1, d’apres ce qui suit le

lemme 3.8. Comme 7'7(,273 (% = T,(n)s

. m 1-m—m’
o(L-rs@) 20 (1= @) - L s,

g commute & G/H', on a

(z), on a donc
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Par ailleurs, on a
(1= ) @) = (142" 428" 7) (1= ") @),

on a donc v(pz —y) > v ((1 — ’yfm) (w)) Ainsi, on a

((1 - 7-(’) ) (m)) =v ((m N %) + (% - 7'7(71)5(:12)>) > ((1 —~F ) (1;)) Omit1

avec 0,,rp1 = max 1,0, + w . On peut donc prendre c3(S) = 1 +
+ p—1

{:“(jg En effet, pour tout m,m’' € N, on a &,y <1+ a—((S)Lf)_g—m- < c3(S).

Siz e X(z)S n As:zh-m',.s’ on a (1 - T S) (z) = z et v((l —T(’) )(x)) >
v ((1 -~ ) (x )) — Oy Aot v(z) > ((1 -~ ) (:L')) — c3. Cette inégalité reste
vraie pour z € X,(,?S quelconque par continuité.

Il résulte de ce qui précede que 1 —~7 ™ induit un automorphisme bicontinu

de (1 - T(’) ) (Scolp™1]). Mais Soo[p~!] est dense dans Soo[p~!] et 1 — i )s est
continu : (1 - T(l) ) (Soo[p™!]) est dense dans an)s, et par continuité, 1 —?"
induit un automorphisme bicontinu de X ,(n) 5

(b) Comme les éléments de Af,? s sont invariants sous 7 ", la condition (TS3) (b)

est vérifiée avec ¢4 € R~ quelconque. O
Lemme 3.12. — Avec les notations de la section 2, on a Aoo,g' = Aoo,s = Soeo [p~1].
Démonstration. — Rappelons que Ay s = U Ans avec A g = ﬂ ASL) S

m2>mqo(S) i=0
Il suffit donc de montrer que pour tout m > mg(S), on a A,s = Splp™l.
d .
Pour i € {1,...,d} et n € NU{oo}, posons Si= = () S\?. Par défini-
Jj=i
tion, on a A(d) = (S!,&Zd).sm) [p~1]. Supposons qu'on a un i € {2,...,d}
avec (T( )SOT(’JFSI) or(d)s) (§ [p_l]) = (S{,gzi).S )[p_l]. Le sous-espace

(S{,E,Zz).Sm) [p~] est envoyé sur (S’(>’ 1 Sm) [p~!] par 7' S) Par continuité, on a

donc 7'(1 2 ((SC',E,Z’).Sm) [p‘l]) = (s!,ﬁ,zi‘l).sm) [p~!] et donc
(7'(z Sl) orlt )S -0 ’T(d)S) (§oo[p_1]) = (S!,(ozi_l).Sm) p~1].

Une application répétée de ce qui précéde montre donc que

( O T(Z) 0.0 T;;{g) (§°o[p-1]) = (@.Sm) ™).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



64 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON

On a SiZY = SV, et 7',(,?’)5 envoie (Voo.Sm) [p71] sur S,,[p~1]. Par continuité, on a

donc o
%% ((s(,&?”.sm) [p_l]) = Smlp7Y).
On a bien Ap, slp~!] = (7',(,?7)3 07‘,(,,1,)3 0-:-0 7'.,(nd,)s) (goo[p_l]) = Sm[p™]. U

On en déduit le résultat suivant, di & Faltings ([14, III Theorem 1.3]), mais par
une méthode différente de loc. cit. (ici, on a suivi fidélement la méthode de Tate).

. = Gs 1
Corollaire 3.13. — On a (Rlp™]) " =S[p™").

Démonstration. — D’aprés la condition (TS3) (a) (proposition 3.11), si z € X,(,QS,

onav(z) >v ((1 - 'yfm) (x)) — ¢3(5). Si z est fixe sous 'yf’m, on a v(z) = +00 i.e.

z = 0. Ainsi, A&)Y g est 'ensemble des éléments de §oo [p~?] fixes par 77 "™ et donc Am.s

est Pensemble des éléments de Soo[p~!] fixes par ’yfm pour ¢ € {0,...,d}. On a donc
= s = g

(R[p_l]) C Sw[p~!] d’apres le lemme 3.12, soit (R[p‘l]) - (Soo[p_l])rs =

S, g

Démonstmjion du théoréme 3.1. — En vertu des propositions 3.4, 3.9 et 3.11, I’an-

neau A = R[p~'] muni de I’application v, de I'action de G = G, vérifie les propriétés
(TS1), (TS2) et (TS3) avec H = Hg, et pour tout sous-groupe ouvert distingué
G' = Gal (R[p™!]/S[p7!]) de G, tout i € {0,...,d} et tout m > mo(S), les an-
neaux AEZL) g et les applications Ty(,i?s construites aprées la proposition 3.6. Il suffit donc
d’appliquer le théoréme 2.16, en utilisant le fait que Aco,cr = Soo[p™!] en vertu du
lemme 3.12. O

Corollaive 3.14. — Soit W un ﬁ[p_l]—module libre de rang n, muni d’une action semi-
linéaire et continue de Gg. Alors il existe un Roo[p~']-module progfctif D de rang n,
muni d’une action semi-linéaire et continue de T, tel que W ~ R[p™'] ®g_(p-1] D
en tant que Gr-modules.

Démonstration. —AL’action de Gp sur W est décrite par un cocycle continu
U:Gr — GL, (ﬁ[p_l]). D’aprés le théoreme 3.1, il existe une sous-R-algébre
finie normale S de R telle que I’extension finie étale S[p~']/R[p~!] est galoisienne
et U est cohomologue & un cocycle provenant par inflation-restriction d’un cocycle
Gal (Seo[p™*]/R[p™Y]) — GLy (Seo[p™!]). Cela signifie qu’il existe un sous-Soo-module
libre Dg de W, muni d’une action semi-linéaire continue de Gal (So[p~*]/RIp™])
tel que W ~ ﬁ[p_l] ®s..[p-1] Ds en tant que Gr-modules. Mais la descente étale,
pour Iextension finie étale galoisienne Soo[p~!]/Reo[p~!], implique 'existence d’un
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Roo[p~!]-module projectif de rang n muni d’une action semi-linéaire et continue de
g, tel que Dg ~ Seo[p™!]®g__[p-1] D en tant que Gal (Soo[p~*]/R[p~!])-modules. O

Remarque 3.15. — Notons que dans [16], Faltings a construit une équivalence de ca-
tégories entre la catégorie des « petites représentations généralisées » et celle des
« petits fibrés de Higgs » dans ce cadre (il en donne aussi une version globale sur les
schémas propres & singularités toroidales sur Spec(V)). Son résultat est trés proche
du corollaire 3.14 : avec les notations de ce dernier et sous des hypotheses de petitesse
convenables, le fibré de Higgs (M, 6) associé a la représentation généralisée W se dé-
duit de D par descente & R ®y Voo [p~!], 'élément § € End(M) Qg QR/V(—l) étant
donné par les endomorphismes de Sen généralisés, induits par 1’action infinitésimale
de Dalgébre de Lie de I'g N Ker(x) sur D (cf. [6]).

4. La théorie de Sen pour les (¢,I')-modules

4.1. Rappels et définitions. — Dans ce qui suit, on rappelle la construction (faite
dans [3]) de ’'anneau des normes généralisé (le lecteur est mis en garde que I’anneau
noté R dans [3] correspond & ﬁ) Comme dans la section précédente, on pose G = Gg,
H= HR etI'=T R-

Soit 1 > & > 0 tel que p® € V. Si Soo est une sous-Roo-algebre normale de R telle
que Seo[p7!]/Roo[p~!] est finie, on définit E;rco = lim S/ p°Ss oll les morphismes
de transition sont donnés par le Frobenius. Par [3, E)emnma 4.10] c’est aussi ’ensemble
des éléments (ag,...,an,...) € I;[Eo\o tels que al ., = a, pour tout n € N; en

particulier, il ne depend pas de §. Par construction E;w est muni d’un Frobenius ¢
et de I'action de Gal (Soo[p~*]/R[p~!]) lorsque Soo[p~!]/R[p~!] est galoisienne.

Soit S une sous-R-algebre finie normale de R. On sait ([3, Theorems 5.1 & 5.11])
qu’il existe 1 > dg > 0 et Ng € N, qui ne dépendent que de S, tels que pour
n > Ng, p°S appartient & Vyg et S, + p®SS,41 = Sﬁ_,_l + p®$S,41 comme sous-
anneaux de Sp4+1. On définit Eg comme le sous-anneau de E;oo constitué des élé-
ments (ag, - .,an,...) tels que a, € S,/p’ S, pour n > Ng. On pose 2o = ¢ =
(e@,eWe® ) e Bf, T =e—1eta = (Ti(o),’.l“i(l),...) € Ef pour i €
{1,...,d}. Remarquons que E; est stable par ’action du Frobenius ¢ sur E;w
Dans le cas ot S[p~']/R[p~'] est galoisienne, posons G’ = Gal (R[p~!]/S[p7]),
H' = Gal (R[p™']/Sx[p™']) = Hs et T's = Gal (Seo[p™!]/ S[p~!]). L’anneau EJ est
alors stable par G/H' = Gal (Se[p™']/R[p™"]). Finalement on pose Eg := Ef [77!]
et BEg_ := f:;fw [#!]. On munit ces anneaux de la topologie 7-adique. Remarquons
que les anneaux E; et Eg ne dépendent que de So.
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’ ~+
On définit alors E comme le séparé complété, pour la topologie 7-adique, de
~+
lim S Eg_ et Ei comme h_H} s E‘g, la limite étant prise sur les sous-R..-algebres
normales Sy, de R telles que Soo [p“l] / Roo [p~1] est finie (resp. sur les sous- R-algebres
finies normales S de R). On pose E = E [#!] et E =E* [7!]. Tous ces anneaux
sont munis d’une action continue de Gg (cf. [3, Proposition 6.14]).

Lemme 4.1. — On a
(a) les anneauz E;w et E' sont parfaits ;
(b) les anneauz E; et f}; sont séparés et complets pour la topologie T-adique ;
(c) EV = koo [TK] 0U koo est le corps résiduel de Vo, et T '( ")
V. pour n>>0;

(d) Efo = Ef {ai,..., 23"} (séparé complété de Ej, [zF),...,zE!] pour la to-
pologie T-adique) ;

une uniformisante de

(e) Uanneau E% est un anneau intégre noethérien régulier, et s’obtient a partir de

E;O en itérant les opérations suivantes :
(i) extension compléte, topologiquement de type fini et formellement étale pour
la topologie T-adique ;
(ii) complétion, pour la topologie T-adique, d’une localisation ;
(iii) complétion par rapport a un idéal contenant .

(f) il existe £ € N tel qu’on a la factorisation ﬁlﬁg — E‘% ®gt Ef — E; ;
R
~+ ~ ~
(g) les anneauz Ej; et Eg sont normaux et les extensions Eﬁ C Eg et EE C Eg

sont finies étales de degré égal au degré de Roo[p™!] C Seo[p™Y];
~+\H ~ ~ ~
() (BY) " =F; , B =Es.,, (B")" =B} et B =Es.
Démonstration. — (a) résulte de [3, Prop. 4.4];
(b) résulte de [3, Prop. 4.4 et Prop. 4.5];
est [3, Cor. 4.6];

(c)
( ) résulte de [3, Cor. 4.7];
(e) d’apres [3, Thm. 5.1 & 5.11], il existe M et N = N (R M) € N tel que pour n >

N et tout s < M, on a un isomorphisme E%/(a - ) E+ R / () — 1) Rn,
et donc
EL S lm R, /(<€) -1) R,
n

les morphismes de transition étant donnés par le Frobenius. Rappelons que

~ ~ 1 1
R,=RevV, [Tf",...,Tj”] ,
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et que R est déduit de R° par les opérations (ét), (loc) et (comp) de I'introduction.
Dans le cas d’une opération R’ C R de type (ét) (resp. (loc), resp. (comp)), les

extensions
B, /(e 1) R, - R/ (£ 1) R

sont étales (resp. des localisations par rapport & un systéeme multiplicatif, resp. des
complétions par rapport & un idéal, indépendant de n) : 'extension E%/ — E;t% est
topologiquement de type fini et formellement étale pour la topologie 7-adique (resp. le
complété, pour la topologie T-adique, d’une localisation, resp. le complété par rapport
a un idéal contenant 7).

(f) résulte du [3, Lemma 4.15];

(g) résulte de [3, Thm. 4.9, Thm. 5.1 et Thm. 5.11];

(h) n’est autre que [3, Prop. 6.14]. g

Soit v, la valuation discréte sur K normalisée par v,(p) = 1. Soit vg la valuation
discréte sur Ey normalisée par vg(Tk) = p"v,,(f%)) pour n > 0. On prolonge vg en
une application vg: E — RU{+0o0} en posant

vg(z) = p_p__ max {n €eQ,re 7 "E }

Ce n’est pas une valuation en général, mais vérifie les propriétés (i)-(iv) de la section
2. .

On pose Ag = W(ES) (resp. A} = W(]T];), resp. A = W(E), resp. A+t =
\\% (E+)) On munit A de la topologie faible définie comme la topologie de la limite
projective A = lim W, (~), chaque W, (E) étant muni de la topologie produit

o0+—nN

W, (E) ~E" (Yisomorphisme étant donné par les composantes fantomes), la topo-
logie sur E étant la topologie induite par vg. L’anneau A est alors séparé et complet
pour cette topologie et les actions de Gg et du Frobenius sont continues (cf. [3, Propo-
sition 7.2)]. De plus, les sous-anneaux A g, A; et AT sont fermés pour cette topologie.
~ o0 ~
Pour r € Q. (, on note A (7] Pensemble des éléments z = 3 pFlex] de A tels que
k=0
lim rvg(zx) + k = +00.
k—o0

~(0,r ~ ~ ~ ~ ~
On pose B A1 At = AO7 et B - Afp~l. Pour 2z =

T€Q50

~(0,
3 pFlak] € B( r], on pose alors
keZ

wr(z) = érelfz (rve(zk) + k)

(on a w, = rv(®"] avec les notations de [11, 5.2]). Cela définit une application v =

~(07 ] e sz e
wy: B R R U{+o0}. Rappelons quelques propriétés de w, et de AOr]
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Proposition 4.2. — (cf. [11,5.2])

(a) Pour tout T € Qsq, on a A+t C Al et la topologie induite par w, sur A+
coincide avec la topologie faible.

(b) (cf. loc. cit. Proposition 5.4 et corollaire 5.5 ) L’application w, vérifie les s pro-
priétés (i)-(iv) de la section 2. En particulier, A7) est un sous-anneau de A. En
outre, si z € B ], on a wr(g9(2)) = wr(z) pour g € Gr et wy-1,.(p(2)) = wr(2).
En particulier, A®7] est stable par G et ¢ induit un homéomorphisme de A (0]
sur AQP7'1]

(c) (cf. loc. cit. Proposition 5.6) L’anneau A©7) est séparé et complet pour la
topologie définie par w,.

(d) (cf. loc. cit. Corollaire 6.3, [8, Corollaire I11.1.5]) On a vg(T) = oo donc

a
([71-](1:' =N ) = 0 pour tout r = § € Q5. Sir < 1, on a ™ = u[7] avec
ueA et wy(u) > 0. Sir <1, alors u est une unité de NG wyr(u) =0. En
particulier, pour r <1, on a wy(7) > w, ([7]) = &, avec égalité sir < 1.

p—1’

(&) ~
Démonstration. — (a) Si z = 3. p*[2x] € A*, on a vg(2x) > 0 pour tout k € N et
k=0

donc rvg(zx) + k P +o00 i.e. 7 € A0 Par ailleurs, si (4, N) € Q.o x N, on a les

inclusions

{z e At, (Vk < A) vg(zx) > é} c {zeAt, w(2) > 4}

C {z €A™, (Vk < N) vg(zg) > A;N}

ce qui montre que la topologie induite par w, et la topologie faible de A+ sont les
mémes. 0]
T . .
(by Pour k € Zet 2= Y. pFlzx] € B, posons vs"(2) = H<l£ vg(2;). Les appli-
k€Z i<

cations vék ont les propriétés suivantes :

1) vék(z) & zE pk"'lA

(2) vE Fly+2) > 1nf( ), v (z)) avec égalité si vék(y) # vék(z) ;

(3) vs*(yz) > _:nf (vE (y) + vg (z));

(4) vg *(p(2)) = pgg “(2);

(5) vg"(9(2)) = v5"(2) pour g € Gr.
En particulier, les applications vék sont des semi-normes. Par ailleurs, par définition,
la topologie faible sur A est la topologie définie par la famille {v%k}keN. L’assertion

. . . <k
(b) résulte alors du fait que w,(z) = ,glelg (rvE (2) + k).
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(c) La séparation de A O] découle du fait que w, vérifie la condition (i) de la
section 2. Soit (an)nen une suite dans A 7] qui tend vers 0 pour w,. Comme wy(ay) =
kinlfl (rvék (an) + k), pour tout k € N, la suite vgk(an) tend vers +o0o quand n tend

€

o0 ~
vers +o0o : la série 3 a, converge donc dans A (pour la topologie faible) vers un
n=0

élément a, tel que 'vgk(a) > inlf\I vék(an) pour tout k& € N. En particulier, on a
ne
rvék(a) +k> inlfI (rvék(an) + k). Comme pour tout n € N, on a rvék(an) +k2>
ne
wr(z,) — +00 et comme & n fixé rvék(an)+k — 400, ona'rvék(a)+k‘ — 400
n—00 k—o0 k—o0

i.e.a € A©T], .
(d) On a vg(M) = v (e~ 1)®) = tim v ((e™ - 1)"") = ;2;.

n—00

On peut écrire 7 = [¢] — 1 = [7] + plaa] + p?[az] + --- dans A™, avec a, €

Z [551” - 1] sans terme constant. Cela se voit par récurrence en utilisant la for-
mule p(7) = [e]P =1 = (7 + 1)P — 1, qui donne [7?] + plaf] + p?[b] + -+ =
(1 + [7] + plaa] + p*[aa] + - --)” =1, et permet de calculer les av, de proche en proche.
On a donc vg(an) > vE (671’ - 1) = W pour tout n € Nsg, d’oit vg(ay) —
ve(T) = —1 et vg(an) —ve(T) 2 -8 2 —nsi n > 2. Pour tout n € Ny,
écrivons a, = 7a, avec a, € B. On a alors 7 = u[f] avec u = 1 +a € A ot
a = pla;] + p?laz] + . Sir < 1, on a wy(a) = neil&f” (rvg(an)+n) > 1—1 > 0.

Supposons maintenant r < 1. Onau € A0 gt wr(a) >1-r>0,dotw,(1—u) >0
et w,(u) = 0. Comme A"l est complet pour la topologie définie par w, d’aprés ce
qui précéde, ’élément u est inversible dans A (%71, O

~(0,r
Remarque 4.3. — L’anneau B( : n’est pas complet pour w,.
~ ~ Hs =~(0,r ~(0,r\Hs ~ ~\H ~
On pose Ag)’r] = (A(O"]) ’, Bfg b (B( r]) S, A:rg = (Af) ° et Bg =

~t\ Hs ~ ~ ~ ~ ~
(BT) . Remarquons que A_(SO'T] /pAfg()’T] = ATS./pAL =2 Eg_.

4.2. Descente de §T a ﬁ;

Proposition 4.4. — (cf. [11, Lemme 10.1]). L’anneau A = AOT muni de laction de
Hr, vérifie la propriété (TS1).

Démonstration. — Fixons ¢; € Rso quelconque. Soient Hy € Hy C Hg des
sous-groupes ouverts distingués. Ils correspondent & des extensions finies galoisiennes

Roo[p™!] C Seolp™!] € S.[p~*]. Notons Trg: s Popérateur 3~ 7. D’aprés 4.1 (h),
TEHz/Hl

onaAH = KS{,O et AHz — Ksm. En outre, l’extension Eséo /Es_. modulo p est étale
d’apres loc. cit. Remark 7.14 et Lemma 7.15. Par ailleurs, ’opérateur Trg. /s coincide
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avec la trace Trg o s, SW Es/ Il existe donc ag € i"jséo tel que Trg//s(ap) = 1.

Pour tout n € N on a Trg/s(p " () = 1 et vg(p (o)) = p "vE(ao) :
quitte & remplacer ap par ¢ "(ag) pour n assez grand, on peut supposer que
vg(ao) > max (—r~!, —c1).
o0

On peut alors écrire a = Trg/ /g ([ao]) = 1+ Z p*[2x]. Comme vg(21) > ve(ag) >
—r~1 (cf [11, 5. 1]), on a rvg(2x) + k > k — 1 pour k € N5, et donc a = 1 + b avec
wr(b) > 0. Comme A O] est complet pour la topologie définie par w,., ’élément a est

Ha

inversible dans A(®"] et donc dans (A(O’T]) . De plus, on a w,(a) = w.(a™!) = 0.

~ H
Soit alors a = a™1[ag] € (A(O’T]) ", Par construction, on a Trg//s(a) = 1. En outre,

on a wy(a) > wr(a™t) + wr([o]) = ve(ao) > —ci. O

Lemme 4.5. — Soient 1 € Q. et z € Xg),r]' Pour s €]0,r], on a z € ng’s] et

ws(2) > Swy(2). En particulier, il existe s €]0,r] tel que wy(pz) > 0.

Démonstration. — On peut supposer s < r. Ecrivons z = Z p*[zx). Pour k € N, on
=0

a vg(2k) > 1(wr(2) — k) donc svg(zk) + k > 2wr(z) + (1 — £) k. Comme 1 — £ > 0,
onazé€ Xg)’s] et wy(2) > 2w, (2). Enfin, on a w,(pz) =14+ we(2) > 1+ Twr(z) >0
si s est assez petit. O

Proposition 4.6. — Le couple (Kg, pKTS) est hensélien.

Démonstration. — On reprend la preuve de Matsuda (cf. [23, Proposition 2.2]). Il
s’agit de montrer que tout polynéme unitaire f(X) € XTS[X ] tel que f(X) = X™(X —
1)™ mod pXL[X] admet une factorisation f(X) = P(X)Q(X) avec P(X),Q(X) €
K:fg[X], P(X)= X" mod ng[X] et Q(X)=(X—-1)" mod ng[X]

Ecrivons f(X) = f1(X) + X" f*(X) avec f1(X) = fo+ fiX + -+ fa1 X% et
FY(X) = fat fap1 X4+ f2n X" olt f1(X) =0 mod pAf[X]et f*(X) = (X -1)"
mod pKL[X] Il existe 7 € Q. ¢ tel que f; € Xg)’r] pour tout j € {0,...,2n}. Par
hypotheése, on a f; = (—1)7™" (]fn) mod ngO’T] : d’apres le lemme 4.5, quitte & dimi-
nuer r, on peut supposer que w, (fj —(=1)i—n (]fn)) > 0 pour tout j € {0,...,2n}.
En particulier, on a w.(f, — 1) > 0. Comme Kgo,r] est complet pour w, (cf. pro-
position 4.2 (b)), ’élément f, est inversible dans X(SO‘T] Il en est donc de méme de

£*(X) dans AL [X]. Posons alors F = —f1(X)/f*(X) = z FnXx™ e AVT[X].

D’apres ce qui précede, on a w,(f;) > 0 pour j € {0,...,n - 1} et wr(f;) > 0 pour

j € {n+1,...,2n}, on a donc w.(Fn) > w, (f1(X)) > 0 pour tout m € N (ou

w, (f1(X)) = Or<11jn wr(f;)). Notons qu’en outre, on a F(X) =0 mod pAEqO’T] [X].
Si<n
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On cherche & résoudre
(*) X" — (X" - F(X))G(X) = R(X)

avec G(X) € XS)’T][[X]] et R(X) € AL[X] de degré < n. On construit pour
cela des suites (G(“) (X ))u en b (RW(X ))uGN par récurrence sur u € N, de sorte
quon a G™(X) € pquO"‘] [X] et R®(X) € p“XgJ’r][X] de degré < n. On pose
GO (X) =1et RO(X) = 0. Les éléments G (X) et R (X) étant construits, on
définit G+ (X) et R+ (X) par

()  GWX)F(X) = X"GU(X) + R*D(X)  deg (R™V(X)) <n

dans Kg)’r] [X]. Comme F(X) =0 mod ngO’T] [X], une récurrence immédiate im-
plique qu’on a bien G (X) € p“Kg)’rl [X] et R™(X) e p”K(SO’T] [X] pour tout u € N.
Par ailleurs, on a w, (G®+9 (X)), w, (R“*V(X)) > w, (G™ (X)) +w,(F(X)) (avec
des notations évidentes), d’ott w, (G®+V(X)),w, (R“+*)(X)) > uw,(F(X)) pour
tout u € N (on a w, (G°(X)) = 0). Comme w,(F(X)) > w, (f1(X)) > 0, les séries

G(X) = i G™(X) et R(X) = § R™)(X) convergent dans AL [X] et AL x]
u=0 u=0

respectivement. En additionnant les égalités (**) pour v € N, on a G(X)F(X) =
X™"(G(X) - 1)+ R(X) i.e. ().

Par construction, on a G(X) = 1 mod pxg?’rlﬂX]] (parce que GO(X) = 1) :
d’aprés le lemme 4.5, quitte & diminuer r, on peut supposer que le terme constant
de G(X) est de la forme 1+ g avec w,(g) > 0, donc inversible. La série G(X) est
alors inversible dans K(SO’T] [X]. On pose alors Q(X) = f*(X)/G(X) € ngo,r] [X] et
P(X)=X"-R(X) € A®[X]. On a déja P(X) = X" mod pAL[X] (en effet, on
a R(X) = 0 mod pxgo’r][X], parce que R(O(X) = 0). Par ailleurs, P(X)Q(X) =
F*(X)(X™ - R(X))/G(X) = f*(X)(X™ - F(X)) = f(X), et donc Q(X) € AL"[X],
avec Q(X) = (X —1)" mod pKL[X] d

Proposition 4.7. — Soit Sy, une sous-Ro.-algébre normale de R telle que l’extension
Seo[p!]/Roo[p!] est finie galoisienne. Alors ’extension correspondante AL/A}; est
finie étale galoisienne.

Démonstration. — Commengons par montrer que ’extension est finie. D’apres (3,
Theorem 4.9 et Proposition 6.14], extension Eg_ /Eg_ est finie étale galoisienne.
Soit {a,...,a,} une famille génératrice, avec a; € ESW pour tout j € {1,...,r}. Il
~4 T ~+ o~ T ~
existe m € N tel que 7"Eg_ C 3 a;Ep_. Montrons que Al = > [aj]Ak.
i=1 j=1

~ ) k
Soit z € AL. Pour ¢ € N convenable, on peut écrire z = 3. (%;) (2] ou
k=0

~+ ~+ T o=+
zx € Eg_ pour tout k € N. Comme Eg_ C == Y o;Ep_, on peut écrire
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[e2) T ~+4+
[2k] = 20 Zl[aj] (rﬁ%)u[zkd,u], avec zxju € Eg_ (on le voit par récurrence,
u=0j=

1

en regardant modulo p*). Fixons r € Q. tel que 7 < min(c™!,m™!). Comme

00 u ~
rm < 1, les sommes zp; = 3, ([7'%) [2k,j,u] convergent dans Agg’rl. En outre, on
u=0

a wy(2k,;) = 1121& (rve(zk,ju) + (1 — rm)u) > 0. On peut alors écrire z = Zl[aj]aj
J:

]

00 k o~
avec a; = Y, ([—F’];) 2x,;. La somme a; converge dans Ag’r car pour tout k € N,

k=0
k ~
on a w, ((%) zk,]-) > (1 —re)k + wye(zk,5), re < 1 et Ag’r] est complet pour w,

T —~ T ~
(proposition 4.2 (ii)). On a bien z € 3 [aj]Agg’T] C 3 [a;]AL, ce quion voulait.
i=1 i=1

Comme Esm / E R.. est finie étale, il existe un unique idempotent eg/p € Esw ®ER

Esw tel que m(iL‘) = (ﬁﬁsm/ERw ®Id) (ES/R..’E), ou m: ESOO ®ER°° Esw — i‘jsw

désigne la multiplication. Comme K];. est fini sur XR, il en est de méme de KTS ®X1R

Kg D’aprés la proposition 4.6, le couple (KTS ®K}z KL, (p)) est donc Hensélien (cf.
(25, XI Proposition 2]). Comme la réduction modulo p de ce dernier est précisément
Eg_ %, Es,_,, 'idempotent €5/ se releve de fagon unique en un idempotent eg/r €
~i 2

L’extension A g/AR est finie étale galoisienne, et son groupe de Galois s’identifie &
celui de l'extension Eg_ /Eg_, car Ag et A sont séparés et complets pour la topo-
logie p-adique, de réduction modulo p respectives Eg_ et Er_ . L’image, encore notée
es/r de l’idempgtent darf Ag ®XR jis vériﬁefonc n/zj:c) = (TIKS/KR ® Id) (eS/R.:c)
pour tout x € Ag 3., Ag (oum: Ag ®x. As — Ag désigne toujours la multipli-
cation), parce que c’est vrai modulo p et qu’il y a unicité du relevement. Comme Ggr
s/An envoie ATS. dans A}% : on note Trxg/;{;

sa restriction & A% L’idempotent es/ g vérifie donc m(z) = (Trxfs/xg ®Id) (es/r-x)

respecte la surconvergence, la trace Trx

pour tout z € XL ®K}z Xg, i.e. 'extension Kg /XI2 est étale. Elle est galoisienne car

Pextension résiduelle Esw /Eg_ Dest. d

Proposition4.8. — On a

lim H' (Gal (Soo[p ™)/ Roolp™]) , GLn (AL)) > H' (g, GL, (AT))

oo

et

%Hl (Gal (Seolp™"1/Roclp™]) , 6L (ﬁ;)) 5 B (Ha, Gla (“B'T))
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ot la limite inductive est prise sur les sous-Roo-algébres normales Sy, de R telles que
Ueztension Soo[p™*]/Roo[p™?] est finie galoisienne.

Démonstration. — Comme les applications en question sont des limites inductives
d’applications d’inflation, elles sont injectives. Montrons leur surjectivité.

Soit U: Hr — GL, (ﬁT) un cocycle continu (pour la topologie faible). Comme

~(0,
Hr est compact, il existe 7 € Q5 tel que U est & valeurs dans GL, (B( T]). En

~ ~(0, .
effet, Bf = U B( T], est muni de la topologie de la limite inductive, et pour tous

T€Q. o ( |
o,r

. . g ] ~(07 , .
r,8 € Qs tels que s < r, P'inclusion B cCB * est ouverte (cela résulte du fait

~ ~(0, C -

que At C B( l est un voisinage de 0 pour la topologie faible —cela se vérifie modulo
~(0,

p™ pour tout n € N5o—, et du fait que B( g est un groupe pour ’addition).

Notons A% le sous-anneau de A©"] constitué des éléments z tels que w,(z) > 0

0, ~
©r_ U pmA(;(’)T]. En outre, comme

(dans [8], cet anneau est noté KI_) OnaB
meZ
A+ - K(f(‘)r], ce dernier est ouvert dans ABJ(OYT]. Comme U est continu et Hp compact,
il existe 1;1’1 sous-groupe ouvert et normal Hy de Hg, tel que U; =1 mod pM,, (K+)
En particulier, U est & valeurs dans 1 + pM,, (K(ZO(‘)T]) et continu pour la topologie
définie par w, (car sur A+ cette dernitre coincide avec la topologie faible en vertu
de la proposition 4.2 (a)). En outre, on a w, (U; —1) > 1 pour g € Hy et donc
U, € GL, (K(O*Tl) (car A est complet pour w;, cf. proposition 4.2). D’apres les
propositions 2.2 et 4.4, quitte a remplager Hy par un sous-groupe ouvert, on peut
supposer que la restriction de U & Hj est triviale, i.e. que U est cohomologue & un

4\ Ho
cocycle provenant par inflation d’un cocycle Hr/Hy — GL, ((BT) )

Le sous-groupe Hy de H g correspond & une sous- Roo-algeébre normale S, de R telle
que 'extension Seo[p™1]/Reo[p~?] est finie. Quitte & remplacer Hy par un sous-groupe
ouvert, on peut de plus supposer S [p~!]/Roo[p~!] galoisienne.

Le cas d’un cocycle U: Hg — GL,, (KT), plus simple, se traite de fagon analogue.

O

4.3. Décomplétion. — Soit S une sous-R-algebre finie normale de R. On note
A5 l'unique (cf. proposition 4.42) sous-anneau de Ag caractérisé par les propriétés
suivantes :

(a) Ag est complet pour la topologie faible;
(b) AsNpAs=pAs;
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(c) on a un diagramme commutatif
T
Xs —» Esoo
(d) [z;] € Ag pour i€ {0,...,d};
(e) il existe une sous-A.‘\,Fv(k)-algébre Al de Ag et rs € Q. tels que :

(i) il existe a € N tel que & € A} et AL/ ZAL S EY;

(ii) si @, € N> sont tels que § < 225, on a Al C K; {ﬁ—;} ;

(iii) A; est complet pour la topologie faible.

(f) Ag est stable sous l'action de ¢ et sous celle de Gal (Soo[p™']/R[p~']) lorsque
S[p~!]/R[p~!] est galoisienne.

Remarquons que Ag est 'unique A g-algebre finie étale relevant ’extension finie
étale Er C Eg (cf. [3, Definition 7.7]). D’aprés [3, Proposition 7.8], Ag est une
sous-A p-algebre réguliere de Ag__ .

Proposition 4.9. — (i) ¢: Eg — Eg est libre de rang p®*!, de base (z§° ---mgd)0<a_<p.

1

(ii) Pour tout n € N, le Eg-module ¢~™ (Eg) = Eg [xgﬁ,...,xgﬁ] - Esw est

(s af?)

De plus, il existe une constante cs € Nsg, qui ne dépend que de S, telle que pour
tout

libre de base

0<a; <p™

a

o8 o4 _
z= Z 2oz ozl € " (Bg)
aeNd+!
0<a;<p™

avec 2o € Es pour o € Nd+1; on a

vg(2) — csvp(T) < min (vE(2a)) < vE(2).
a€eNd+!

(i) L’anneau |J ¢~ ™ (Es) est dense dans Es_.
neN
Démonstration. — (i) C’est [3, Corollary 4.7 (ii)].

(i) La premiére partie résulte de (i). L’inégalité Ir£§+1 (vE(2a)) < ve(z) étant
ac€

claire, on va déterminer cg tel que vg(z) — cg < migl+1 (vE(za)). En appliquant |3,
a€eN -
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Lemma 4.15] aux extensions Eé’v(k) C E‘"; et E% C Eg on sait qu'’il existe cs,; et cs2 €

1
N, dépendant seulement de S et pas de n, tels que 751 =" (Ef) C E{','V(k) [%;w ] et
1 1
- —n (@t N e + |57 T
T2 (E;) Cop™ (Eﬁ) ®E§ES =" (EV) ®E$ ES [.’L‘f yeres T ] .

. 1 1
Posons cg = cg,1 + ¢s,2 + 1. On a alors 75 ~1p~" (Ef) C Ef [:1:0’7,. ..,xf]. Soit h
I’entier tel que (—h + 1)vg(7) > vg(2) > —hvg(T). En particulier, 7"z € E{ et alors
vg (757 12,) > 0 pour chaque a € N1, Donc, min (vE(2a)) = —(h+cs —
o acn 3

1)vg(T) > vg(z) — csve(T).
L’assertion (iii) résulte de [3, Cor. 5.4]. O

Corollaire 4.10. — (i) ¢: Ag — Ag est libre de rang p®*', de base
([zo]™ -+ - [2a]**) o<y <p-
(ii) Pour tout n € N, le Ag-module ™™ (Ag) = Ag [[xg]f’r,...,[zd]ﬁf] - Ks
est libre de base

(fwol#* -+ - [za]*)

0<a;<p™
(iii) L’anneau |J Asg [[xO]Fl’T,...,[zd]Fl’"]] est dense dans Ag pour la topologie
neN
faible.
Démonstration. — L’assertion (i) résulte de la proposition 4.9 (i) et du fait que Ag

est séparé et complet pour la topologie p-adique. Comme précédemment, on en déduit
(ii). L’assertion (iii) se vérifie modulo p™ pour n € N5(. Comme la topologie induite
sur Ks / p”XS ~ (Xs / sz)" est la topologie produit, il suffit de regarder le cas n = 1.
Mais Ag/pAs = Eg et Xs /st = Esw, et c’est précisément 1’énoncé proposition 4.9
(iii). O

Pour i € {0,...,d} et n € N on pose

i 1 1 1 1
A (n) = As [[wo]#, ..., [5ima)7, [2ia] 77 ... [2a] 7]
(%) L - P
Eg'(n) = Eg [za’ v BB, T ]
Notons que les Ag)(n) sont des sous-anneaux de Xs = A"™s Pouri € {0,...,d}, on
pose A (c0) := LEJNAg‘)(n) et EY (00) := LEJNEE;)(n).
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4.4. Traces normalisées de Tate généralisées. — En utilisant 4.10 (ii) on définit
Papplication A g-linéaire

¥ = 'r(z) Y e (As) — As

n>m

P> aaH[wk1*- )y aaH[wkl*
d+1 n—m

0¢1<€a1\:<p p Jex;

ol pour tout o, on a a, € Ag.
Si b € N, on note Af { £} 'adhérence de AY [£] dans As pour la topologie
faible (cf. section 4.9). Rappelons (lemme 4.39) que pour tout n € N5, on a
Ki/pAs c A5 {2} /(2) K { L} c Ko/ps
b b Slgb) =
si bien que la topologie induite par la topologie p-adique de Xs sur Kg {%} est la
toplogie % -adique.

(i

Proposition 4.11. — L’application T, )S induit un projecteur Al )(oo) [[x,]_””] -linéaire

continu,
3) Tost As — AG (00) [l 7],

ou Ag)(oo) désigne l’adhérence de Ag)(oo) dans Ag pour la topologie faible. On a

les propriétés suivantes :

(@

(i) Lorsque S[p~']/R[p~'] est galoisienne, l'opérateur 7, commute avec l’action

de Gal (Soo[p™']/R[p™1]) sii # 0, et il commute a Uaction de Yer lorsque i =0;

(ii) pour chaque n € Z tel que m+n >0 on a "o 7(n)+ns ,(,z)socp ;

(iii) pour chaquen etm € N eti et j € {0,...,d} on arl )S 077(339 = T(]?g o ,(,?S;

(iv) la restriction de 7'( ) @ )

v) si b€ N est tel que A+ Cc At £ (cf. proposztzon 4.42), on a
s S \=

s (R { 5D < At {da )

Démonstration. — D’aprés le corollaire 4.10 (ii), si n > m, le Ag)(n) [[a;,]#’r]-

i A R coincide avec T,

module ™" (Ag) = Ag [[mo]Fl",...,[xd]Fl’r] est libre de de rang p™~™, de base
n—m_l

([:c,]?’”) _ . On en déduit que sia = Y, aj[wi]?’%" € ¢ ™ (Ag), ou pour
0<j<pn—m 7=0

tout j € {0,...,p" ™ —1},0onaa; € Ag)(n) [[x,]ﬁ”] alors 7' S(a) = ag et 7'()

est un projecteur Ag)(n) [[wi]ﬁ"]—linéaire qui satisfait les propriétés (i)-(iv). En
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particulier, on obtient un projecteur A(i)(oo) [[:ci]ﬁ”]-linéaire

s | e (As) — A (00) [z 7] .

n>m

Dans X}', on a m = [7] + pa avec a € X; :sin € Nsg, on a donc 7?" = [7]?"
dans A; /p"A*S'. La topologie faible sur A;r coincide donc avec la topologie définie
par la famille d’idéalfc {(p",wk) A;}n,keN' D’apres le lemme 4.39, si b € N5, la
topologie faible sur A} {;”,;} coincide donc avec la topologie définie par la famille
didéan {Toy = (3)" ™)}, penr

Posons Agp = |J Af [[wo]FlT,...,[md}Fl"’] [%] (cf. proposition 4.42). Supposons

n=0

beNsotelque A C AL {£}. Onaalors Agy C A§ {%}. Notons As,b Padhérence
de Agsyp dans Ag pour la topologie définie par la famille {I, x},, , en : en particulier,

Avsyb est complet pour la topologie faible et on a gs,b C K}' {&}.

. . o ~+ [e°] 1 1 .
D’apres la proposition 4.9, on a 7°Eg  C |J Ejg‘ [xogﬁ, e ,xf] (ol la barre
n=0

désigne le complété pour la topologie 7-adique). On a donc l'inclusion
CSA_"{ }CASb-l- A+{ b}
™

(rappelons que K+{7rb}/ ”A+{—} 5 Es Af/EBEAL S Ef et B € A}
A+ {&}). OnadoncvrcSA"' {&}C ASb+ ST 5K+ {&} etdoncwCSKgC {&}
AS,HCS + ("bfcs) CSA"’ { } pour tout N € Nsg. Ainsi, on a

—~ ~ N ~
7I'CSA§ {%} - n <Ag,b+05 + (ﬂ-bics) ﬂ-CsAg {%})
N=1

dans A; {F{—c?}, i.e. WCSAg {%} est inclus dans l’adhérence de Agpy.; dans

N 1N

K; {1r,,+cs} pour la topologie ;,;_%Cg-adique, qui n’est autre que AVS,HCS lui-méme

9e . P s 12 n
(vu qu’il est complet pour la topologie définie par les idéaux {(("—b%) T )}n keN)'
On a donc
~ ~4 p 1 ~
(4) AS,b - AS {F} c nes AS ,b+cs-

()

Mais 7, s est continu sur Ag, muni de la topologie définie par la famille {I, x }

n,keN?
car T,r(n?s( I, k) C I, i (cf. définition de Agp) : il se prolonge donc en une application sur
Asp (& valeurs dans A g) continue pour la topologie définie par la famille {I,,, k}n kEN?

donc a fortiori pour la topologle faible. Comme cg > 0, il en est de méme sur As btess
et donc sur A+ [r~1] C Ag btcs [m1]. Comme A+ [r~1] est dense dans A pour
la topologie faible, fn)s se prolonge en un endomorphisme de KS continu pour la

topologie faible.
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Comme la restriction de 7° )S a U ¢ " (Ag) est & valeurs dans A( 2 (00) [[x ]_’m]

et est Ag)(oo) [[x,-]i"}”]-hnealre, I’endomorphisme 'r’(n?s est & valeurs dans

Ag)(oo) [[wz]ﬁ”] et est A(i)(oo) [[xi]ﬁ"]—linéaire par continuité.

Enfin, on a TS?S(AS,I,) Agp et donc T (AS b) c AVS,b par continuité, les
inclusions (4) impliquent alors

T(l) (A+ {7rb }) mes Xs’b+cs < ﬂ%xg {be'cs }

ce qu’on voulait. O

Lemme 4.12. — (cf. [11, Lemme 8.9]) Si zZ € Eg_ est tel que vg(z) > —I%, alors
on a une écriture (unique) dans Ag

n

2] = X_: (,, Eevi=n (7]

~+
01y, € Eg_ pour tout n € N.
o0 o~
Démonstration. — Sia= Y p*[a,] € Aset Ne N,ona
n=0

7Y

w1 (—p—(a — [Eg])) = 7112% (Nug(T) + vE(@n+1) + n) > Nvg(T) — 1 + wi(a).

Construisons les ¥, par récurrence. On pose yo = 7*[z], doul J, = 77 et si
Y0,---,Yn € Ag sont construits, on pose
7T[(z:'—l)p(n+1)]_|'(z>—pl)n'| ~
Yn+1 = D (Yn — [@a)) =
B ( . )[(p—l);n+1)'|_[(11—p1)n] [ﬂl'(p—l);nﬂ)]_[(p—pl)n" ( )
A\ P o

(ou 7, désigne I'image de y, modulo p). Comme w; () > w;([7]) (proposition 4.2
(d)), on a w1 (Yn+1) > vE(T) ([(p_l)zf"“)] - [(p_pl)"D — 14wy (yn) d’apres ce qui a
été dit au début de la preuve. Une récurrence immédiate montre donc que wq(yn) >

[(p—l)n] ve(T )—n+w1(yo) [(P pl)"] Py —n+ 2 1 + vg(2) (proposition 4.2 (d)).

Comme vg(Z) > — % par hypothése, on a wl(yn) >0 et donc 7, € Es pour tout
n € N. O

Lemme 4.13. — Soit zZ € f}sw

(a) On avg (TS’:?S(E)) > vg(Z) - (Cf,%)y
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o (p— .
(b) Soitry = p_lfp(i;fl)rs < 1( (cf.)proposztwn 4.42). Pour tout r € Q5 tel que
rp(cs+2

T <Tg, sion pose cz(S) = 5
wy (t5((2))) = we((2]) — ca(S).

Démonstration. — On peut supposer z # 0. Soit k € Z le plus petit entier tel que
vg(Z) > ——kJL. En particulier, on a vg(Z) < — (k__l)p , 80it —(’:"Tll)p > ve(z) - ff—l.

, ON G

(a) D’aprés la proposition 4.11, on a vg ( (‘) (%)) > —cgve(T) = — ;’fsl, donc
vg (10(2)) > —lesthle _ (Do _ (estip > vp(2) (Cs+1)1’.

(b) D’aprés le lemme 4.12, on peut écrire [Z] [7.] avec

k+ (P—l)"

~+
@n € ES (somme convergente pour la topologie faible) On a donc T ([z])

(&

=hm B m s ([9n]) (d’aprés la proposition 4.11, I’application 7,,’g est conti-
n—O k+

nue pour la topologie faible), d’ott

(3

o (835) 2 i, o (i ) + w0 (8 (52D)

14

D’apres la proposition 4.11, si b = [211], on a 7‘ S (A+) — X; {7rb+°5}

prs

~+
Pour tout n € N, on a 3, € Eg_ dou [7,] € Ajg' :on a T(z) ([7.))

s A+ {;r,,—fg} Comme r < 1, on a w.(m) = pp_rl (proposition 4.2 (d)), donc
wT(WHLCS) =1- % >1-— pr_pl (’;rsl +cs+1) > 0:on a w,(x) > 0 pour tout
z € Af {45} Ainsi, on a w, ( s ([Tn]) ) —reswy(m) = — 727 Par ailleurs, on

n

o (—[j[) == (k+ [#522]) wr(m), ot

@ (=) > _( (p—1)n ) rp__rpes _ o rpk+cs+1)
wr(Tm,S([z]))_n k+ s +1 1 p-1 1-r)n S

Puisque vg(z) < —Mﬂ soit — (k“)p > vg(z) — —”—1, on a donc wr( 7(7:)5([5])) >
rue(?) - 2o e, w, (1) sazn) > wn () - ex(5). O

Proposition 4.14. — Sir < ry (cf. lemme 4.13) et z € K‘(S?’T], alors T,(,f?s(z) € Kg)’r]
et wr (1,)5(2)) 2 we(2) = ea(S).

, 00 ~
Démonstration. — Ecrivons z = Y pk[Ek] avec z € Eg_ pour tout k¥ € N
k=0
et klim wr (p¥[2x]) = +oo. La série converge pour la topologie définie par w,
—00

donc a fortiori pour la topologie faible : on a 7' S(z) = f: pkrg)s (Zx])-
k=0 ’
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hm Wr (Pk “ )s ([2k])) = +o00, d’olt Tv(ri?s(z) € Kg),r].

Comme on a w, (T,,(':?S([fk])) > w.([zk]) — c2(S) d’aprés le lemme 4.13, on a

De plus, comme pour tout k € N, on a w, (kag?S([Ek])) > w,(p*[Zx]) — c2(8) >

_ @ () > @ (2 1)) > _
wy(2) — c2(S), on a w, (Tm)s(z)) > klglf\z (wr (Tm,s([zk]))) > wp(2) — c2(5). d
4.5. Vérification de la propriété (TS2). — On va construire les anneaux Af:l) s

On note (Kg)’r])zo = {z € Kg),r], wr(z) > 0} 'anneau des entiers de Kg)’r]. Comme
w; ([7]) = 25 > 0 (proposition 4.2 (d)), on a AL = (;‘XESO’T])>0 (71

Lemme 4.15. — Sir = § € Q,¢, l'anneau K; [ >0

pa . 2~ (0,r
%(—P—;—l_)b] est inclus dans (Afg ])
~ ~+
(rappelons que AL = W (Esw) )- De plus, si Ag,(qp) désigne son adhérence pour la
topologie définie par w,, ou pour la topologie p-adique, cela revient au méme, on a
(0] 1
AS,(a,b) g (AS )20 g [—ﬁ][a—_l‘-l ASv(a)b)

(04, pour a € R, [a] désigne le plus petit entier > o).

Démonstration. — L’anneau Kg),r] étant complet pour la topologie définie par w,
(proposition 4.2 (c)) et (A(S?’T]) - fermé pour cette derniére par définition, (Ag)’rl)

> >0
est complet pour la topologie définie par w,..

Supposons maintenant r = § € Q.. Comme w, (#!L—l)g) = 0 (proposition 4.2
™ P
(d)), W (ﬁ+ ) P est un sous-anneau de (K(O'T]) Comme 4 est
, Soo [ﬁ](_p;_l)b S >0’ S,(a,b)

a

—p—)] dans (A(O ]) 5o Pour la topologie définie par

s

wy, on a donc linclusion Ag, (4,5 C (Ago,r])

I’adhérence de W (E;m)

>0’
Pour tout & € N, écrivons k = aqx + s avec qx € N et 0 < s < a la division

euclidienne de k par a. Tout élément z € Ag peut alors s’écrire de fagon unique
comme une somme

(5) Z[zkl ([7‘(‘] ) ) pSk
pa
) (57 )e

Afsf)‘r] si et seulement si lim rTvg(zx)+ sk = +00 i.e. si et seulement si lim vg(zx) =
k— o0 k— o0

avec 2z, € ]~35°°. Comme w, ( ) = 0 d’apres la proposition 4.2 (d), on a z €
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+00 (c’est-a-dire lorsque la série (5) converge pour w.). En outre, z € (ngo’rl)>0 si

et seulement si on a de plus rvg(2x) + sk > 0 pour tout k € N.

*23
Soit z € (Kg)’r]) .Ona [71']r -Iz = X_: [ [« ] ([_]_(%)b) P € Ag (a,b)

car
VE (f[%] Zk) 2> =

d’otu la deuxiéme inclusion.

| 1 P a—1
ve(T) + ve(2k) > . ((a - 1)E - sk) > w-Dr >0,

a

"
(5

adique. Soit z € (A(O T])>o' Ecrivons-le comme la somme d’une série (5). Pour tout

Reste & montrer que K}' :I est dense dans Ag (4,4 pour la topologie p-

k€ N, on avg(z) > 0. Posons alors

o 2821 e

(ou | | désigne la partie entiére) : d’apres ce qui précede, on a ny > 0 pour tout k € N
et klim ng = +00. On peut écrire
— 00

(6) = i [——(" 1)bnk ] (ﬁ) p3k+ank_

k=0

p=1 ~+ .
Comme ny < UE(Z’“ our tout k € N,ona T —(55)enk 5 € Eg_ : la série (6) a tous

b
ses termes dans AJr [ ] et converge pour la topologie p-adique. O

(554

Remarque 4.16. — L’anneau K; =W (E;m) est un relevement en caractéristique
0 de Eg_ = (E}')perf. Posons Y = Spec (Esw)» X = Spec (Egm) =Y \V(®@
~+
et P = Spf (W (Esm)>- On a alors une situation analogue & celle envisagée par
Berthelot dans (4, 1.2]
X(L) YC# P
ol j est une immersion ouverte et ¢ une immersion fermée (remarquons toutefois
que nos anneaux n'ont pas les propriétés de finitude requises dans loc. cit.). Si r =

(251)s W (E; ) le schéma formel éclaté de P en
pe (@ P =

% € Q50, notons B, p) = 1/3\1(
I'idéal I, ) = (p“ [f](%l)b) Sur ce dernier, 'image inverse de I(, ) est inversible.
Alors Spf (.Agy(ayb)) Uap) S Ba,p) est I'ouvert formel ol elle est engendrée par

-1
[ﬁ](LP“)b (notons que d’aprés [4, 1.1.8], ce dernier est indépendant du choix d’un
relevement de 7 si r < ”—;1). C’est ce genre d’idée qu’ont utilisé Abbes et Saito pour
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définir la filtration de ramification pour les corps locaux & corps résiduel imparfait (cf.
[2]), le rationnel ¢ mesurant la ramification de EE C E{ le long du diviseur défini
par w.

On note Af;)’ < I'adhérence de A" 0 (Ag)(oo) [[w,]z?}"‘]) dans A" pour la topo-
logie définie par w,, ol I'intersection Kg]’r] n (Ag) (00) [[x,]ﬁ”]) est prise dans Ks.

On munit Af,?y g de la topologie induite par w,.

Corollaire 4.17. — Sir <rg (cf. lemme 4.13), le sous-anneau
U A¢ [[zol?™, ..., [za?" | [7]
neN

de KS est contenu dans Kg)’r] et est dense pour la topologie définie par w,. En par-

- i < (0, . .
ticulier, le sous-anneau |J Af,? g de Afg " est dense lui aussi.
meN

Démonstration. — Soient bg = [Zz:ﬂ (¢f. proposition 4.42),

AS’bS+°S = L{IAg [[‘,L.O];;lw’ e [xd]z_}ﬁ] [7rbsp+cs]
ne

et AVSJ,S*_CS I’adhérence de Ag gty dans Ks pour la topologie définie par la famille

d’idéaux {Inx =((=&=s)" >7™ )}nren (¢f preuve de la proposition 4.11). Si r <
— (p-1) _ rp(bs+cs) ~

Ty = p_lfp(csrfl)rs ,on a wy, (_E_Lw Po)=1- BT > 1 é > 0, donc Ag pgtes C

e

Par ailleurs, d’apres le lemme 4.15, on sait que Ag, (4,5 [[f]‘l] est dense dans X(SO’T]
pour la topologie définie par w,. Comme AY [[7]7!] est dense dans Ag(q,p) (7]
]

pour la topologie définie par w,, il 'est aussi dans Kg)’r. L’inclusion (4) implique

donc que Agpgies [[7]7!] est dense dans Kg)’r] pour la topologie définie par w;.
~ ~ X
Mais on a [7] = 7 + pa avec @ € A}, d'ou [7] = 7 (1+ Ba) € (A; {m%c—s})
(car bg > 1) i.e. [T] = um avec u inversible dans Agpg4cs (cf. inclusion (4)). Ainsi,
Agpsics [[F]7Y] = Aspgtes [T71], et Aspscs [77!] est dense dans AP
topologie définie par w..
Comme w, (ﬁ—,,s;Lcs) > 0 et w,(7) > 0, la topologie définie par la famille d’idéaux
{I, k}n,ken est plus fine que la topologie définie par w;. : ’anneau Ag pg4cs [71'_1] est

pour la

dense dans Ag pgcs [r~'] donc dans Kg)’r] pour la topologie définie par w,. Mais

AS,bs+cs [7'('_1] = U Ag [[:Eo]ﬁr,...,[md];lw] [ﬂ'_l]
neN
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est inclus dans [ Af:;) g- Ce dernier est donc dense dans Kg)’r] pour la topologie
meN
définie par w,.

K; [[f]_l]c—_—_-~> ZS,bs+cs [[f]—l]

- ZS,bs+cs [ﬂ—1]<_} Kg),r] O

AS,bs+cs[ ];) U A(’l')

(0,7]

Proposition 4.18. — Sir < g, la restriction de T(')S aA s est un projecteur Agr? P

linéaire continu 7" )S A(O 7] Af;{s'

Démonstration. — Par construction, onar( S( U e™ (Ag)) c Ag)(oo) [[w,]Fl"]

Par ailleurs, on a T(l) (A(O’r]) - A(O’r] ‘r,rf, est continu pour w, d’apres la

proposition 4.14 : on a donc 'r s (A(l ) - A() s bour chaque n > m. L’an-

A (0.7]

neau |J A(Z ‘s étant dense dans A" pour la topologie définie par w, (corol-

neN
laire 4.17) et A(')s complet pour cette derniére, on a T(’) (Ag)’r]) C Aﬁr?,S‘
Par ailleurs, ,51)5 est Ag] N (Ag)(oo) [[.'L'i]v ])—hnealre et induit lidentité sur
ngo,r] N (Ag)(oo) [[ml]ﬁ”]) : par continuité, 7'7(25 est Ag:b) g-linéaire et induit I'identité
sur AE:I) g O

Proposition 4.19. — On suppose S[p~!]/R[p~!] galoisienne. Si r < r%, la famille
(Af,?s, ":)S)O<,<d vérifie la condition (TS2).
eN

Démonstration. — La propriété (TS2)(a) n’est autre que la proposition 4.18. La pre-
miére partie de la propriété (TS2)(b) résulte de la propriété 4.14 et la seconde du
fait que 7 )S induit l’identité sur A( ) s €t que U A( ) s est dense dans A( ol pour

la topologie définie par w, (corollaire 4.17). La proprlete (TS2) (c) résulte de la pro-
priété 4.11 (iii). La propriété (TS2) (d) résulte de la propriété 4.11 (i) (si z € A%,s
et g € Gal (Seo[p™!]/R[p7"]), on a g(z) = g( O (x )) = T,r(,.t)s( (z)) € Agn)s, de sorte
que ASZS est stable par Gal (Seo[p™!]/R[p~ 1])) Il en est de méme de la premiere
partie de la propriété de la propriété (TS2) (d').

Enfin, par continuité, la deuxiéme partie de la propriété (TS2) (d’) se vérifie sur

U ¢ "(As). Comme 7! ) -0 7\%. commute & Gal (Seo[p~1]/R[p~"]) d’aprés ce
n>m ’
(0)

qui précede, il s’agit de voir que la restriction de 7,,’s & ¢™™ (As) [[xo]Fl"] commute
n—m_ 1

» .
a Gal (Soo[p~']/R[p™']) pour tout n > m. Mais sia = 3 a;[zo]?™ avec a; €
=0
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p -1 ix(g
"™ (Ag),onag(a)= Y g(aj)[xo]—v(”—) (rappelons que x: Gr — Z, désigne le
i=0
caractére cyclotomique). Comme x(g) € Z,, on a jx(9) =0 mod p™Z, < j =0
mod p™ Zy, : le sous-anneau ¢~ (Ag) étant stable par Gal (So[p~!]/R[p™']), on a

7s(9(a)) = g(ao) = g (7iv's(a)) pour tout g € Gal (Swolp™)/Rlp™1)). =

4.6. Vérification de la propriété (TS3). — Rappelons (¢f. lemme 4.13) qu’on
a posé cz(S) = 3%2)".

1

. 1
Proposition 4.20. —  (a) Soit Z € Eg)(oo) [xfm+"]. On peut écrire Z de fagon
. I e — () i _
unique comme Z = Y. Z;x] , avec Z; € Eg’(00) |z |. En plus, vg(Z) <
=0
3 > p(CS+1)
0<5<pn ve(Z) + 55

A p"—1 i .
(b) Pour m,n € N etr < rg, on a Af:l)+ns = @ [z;]>m" Af,?s, et st z =
: 5 ,

n

i ;
S zj[xi] ™ (avec 2z € Af:;),s pour 0 < j < p”), on a

j=0
< i ; .
wr(2) < min_wy(z;) +2(8)
Démonstration. — Posons
p"—1
2 } i ml n
a: @ AL (00) [l ] — AY (o) [[z:)7 ]
j=0
p"—1 )
(zj)0§j<p" — Z z][l'z] T
j=0

et

B: A (c0) [[x,-]pfﬁ] — Q_) A (00) [[z:) 7]

e (1 (7

D’apres le corollaire 4.10 (ii) et la définition de 7'7(735, les applications a et [ sont

0<j<p™

bijectives, inverses I'une de l'autre. On déduit du lemme 4.13 la partie (a) de la
proposition.
(b) Comme 7‘,(,33 (Ag)’rl) - A(SO’T] (proposition 4.14), les applications a et 3 in-

~ : 1
duisent des bijections inverses I'une de l'autre entre Ag]’r] N (A(S')(oo) [[mz] v"””‘])

et ié: K(S?’r] N (Ag)(oo) [[x,]ﬁ’”]) Pour z € ngo’r] n (Ag)(oo) [[x,]pmﬁ]), on
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p"—1 . . .
a donc une écriture unique z = Y z;[z;]*™T" avec z; = 7',(,25 ([wz] P z) €
Jj=0
Ag)’r] N (AS) (00) [[x,] F}”] ), et d’aprés la proposition 4.14, on a w,(2;) > wy(2) —c2(S)
car r < r%). En particulier, o et 8 sont continues pour la topologie définie par w, :
S .
elles se prolongent par continuité en des homéomorphismes inverses 'un de Pautre

PRIAD 5 A® @ PR O
D Ays > A inset B AL, = @ Aw. Par ailleurs, on a encore les inégali-
=0 S =0
p"—1
tés wr(zj) > wr(2)—c2(S) pour tout z = Zo 2jx4] s € Ag:l)_}_n get0<j<p™. O
J=

Lemme 4.21. — 11 existe mo(S) € N ne dépendant que de S tel que pour tout m >
. 1
mo(S), i € {0,...,d} et tout Z € Eg)(oo) [mfm], on a

e ((1-7") @) 2 () + 3y

Démonstration. — D’apres [3, Theorems 5.1 & 5.11], il existe M et N = N(S,M) €

N tel que pour n > N et tout s < M, on a un isomorphisme Eg /(e — 1) E"S' =

Sn/ (5(“’) — 1) Sp. D’aprés le lemme 3.7, il existe a(S) € N tel que pour tout m € N
eti€{0,...,d},ona

o((1=2") @) 2 v(e) + 25 (1= a(Sp™)

pour tout * € Spii1[p7l]. Cela implique que 'y,m agit trivialement sur

(1) 1
m+1/( T 1)"(5) Sm+1, et donc que v " agit trivialement sur Ef /(e P ES
si1— 28 5 1
pm = p°

Fixons s € N tel que ce qui précede soit valable pour E"‘} et pour Eg Soit £y
(resp. £s) tel que

(E - ]-)ZVQE-F /E =0 (resp. (6 - 1)£SQE§/Ei = O)

W (k)
Soit mg(S) tel que 1 — % > F et p™° > Ly + g pour m > mg(S). On va
démontrer que 77 " agit trivialement sur Eg / (e - 1)7" —tv—ts E"S' pour tout m >
mo(S). L’homomorphisme ~? " agit trivialement sur E;”,’V( k) /(e —1)P" E\J,FV( k) puisque
Ef g = limn W (k)[e™]/(e™ — 1). Comme 4F" = Id sur E}; /(e - 1)P""E}, on
conclut que v7" —Id = 0 est une E;,*'V( y)-dérivation sur Ef / (e — 1)min@™ " p™) B
Par hypothése on a (e —1)%v QET/ JEfy = 0 d’ou (e—1)% ('yfm - Id) =0 mod (¢ —

1)min(P™ ") B Cela signifie que ’Yfm = id sur K, /(5 — 1)@ty B
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vu que E}; est sans (¢ — 1)-torsion. On en déduit par induction que ¥ " = 1d sur
E} / (e—1)P"~t E}, donc aussi sur Efo / (e—1)P"~¢v E},. Par le méme raisonne-
ment, /*" agit trivialement sur E%/(e —1)P" b E%, car Ef, /(s —1)P -t E}, C
Efé / (e —1)P"~tv EI% est non-ramifiée. De méme, on voit que 77 " agit trivialement
sur Ef /(s — 1P -tv-ts gE.

On pose £ := ¢y + £s. En appliquant ¢~™, on voit donc que 7 " agit trivialement
sur o™ (E¥) / (e — 1)=#"" =™ (E}). Comme ~; agit trivialement sur wflw pour
j #1ietn e N, on voit donc que ‘fyf " agit trivialement sur

-m _lﬁ 1 1 —1n—
U ((p‘m (E) /(5—1)14” o ™ (E}')) [a:{,’ vy BT, T ]

n>m

. 1 m .
Soit z € E(S')(oo) [zz’w] On azfl € Eg)(oo) : d’apres la proposition 4.9, on peut

écrire
[o 7. [+
=™ _ o ot S S P
= Z Zaly Ty Tipg ccTg
C!GNd+l
0<Otj<Pn
Cli=0

€N+
une puissance convenable de 7, on peut supposer 0 < H£§+1 vE(Za) < vE(T). On a
ac

avec Zo € Eg et vg (E”m) < min vg(Ze) + csve(T). Quitte & multiplier 27" par

alors 0 < vg (Epm) < (cs + 1)vg(T), et donc 0 < vg (Z) < g—cf,#lvE(f). Ainsi,

e ((1-77) (@) 2 PA—t™") oy RO (Etes+pm™))

p—1 p—1
pour tout Z € Eg) (00). Finalement, quitte & augmenter mg(.S), on peut supposer

+1
>

O
2

P (1 —(L+cs+ l)p‘"“’(s))

Fixons A"S' C Ags comme dans la proposition 4.42. Supposons r < rg. Fixons
a,b € N5y tels que ;’f—l << %’%"1—. On a alors w, (%) =a-— :%rl > 0. Comme on a
AL C A} {‘;—b}, on a w,(2) > 0 pour tout z € A§.

Proposition 4.22. — 11 eziste c4(S) > =5 (ne dépendant que de S et de ) tel que

pour tout m > mo(S), tout i € {0,...,d} et tout 7 < min (rfg, p(%:;;))_k—l), on a
w, ((1=47") (2)) 2 wi(2) + ea(S)

pour tout z € Af:i s
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Démonstration. — Soit
i e 2 F (150 e S
z€ AT (00) [z 7] = | Af [[wol?™, .. [zia) ™, 2] 77, [2041]77, ., [24)77 |

n>m

et Z son image dans E(’) (00) [ ] Comme r < ry, pour n > m assez grand, on a (cf.

proposition 4.20) une écriture (unique) z = Y zﬂ[xo]FR" ‘e [xd]ﬁ' avec z, € A
neN4+
0<n;<p"
pour tout n et w,(2) < mi51+1 wy (2, ) +c2(5). Quitte & multiplier z par une puissance
neN -

convenable de 7, on peut supposer que 0 < min | wr(2n) < wr(m) = 5. On a alors
neNd+

0 <wp(2) < p(c’f%lw vu qu’on peut prendre cp(S) = ”(cTsff)—T
On a z — [z] € pAS {F}? donc w,(z—1[2]) > wr(p) = 1 et a fortiori

Wy ((1 - ’yf’m) (z— [E])) > 1. De méme, on a w, ((1 - 'yfm) (2) - [(1 - fyfm) (2)]) >
1 et donc
w (1-7") @)= [(1-7") @]) 21

Mais d’aprés le lemme 4.21, on a vg ((1—75’ )(E)) > ve(z) + 5—(?;“_—11) i.e.
we ([(1-7") @)]) > wr ([2]) + 5245 Ainsi,

p™ : = p+1 = mi p+1
wr ((1=47") () = min (l,wr (=) + m’”) = min (l’wr(z) -1 )

vu que w, (2 — [2]) > 1.
Comme wy(z) + 2(’;:1 7 < p(°:_+3)r + (”H yr<1(carr< })(Zﬁéjﬁ) on a en fait

w, ((1 ~ ") (2)) 2 we(z) + ealS)

adhérence pour la topolo-

_pt+l
2(p-1)

gie faible, on en déduit que cette inégalité est encore valable pour z € Ag) (o0) [[wl] F}”]

avec ¢4(S) =

(le membre de droite valant —oo lorsque z ¢ Kg)’r]). Elle ’est donc a fortiori pour

z € (Ag)(m) [[xz]ﬁ”]) N ng’rl et donc pour z € Aii{s_ O
Posons 7g = min (rfg, R@%)-

Lemme 4.23. — Supposons i € {1,...,d}. Soient m > mo(S), n > 0et0< j < p"

des entiers. On définit Uapplication Z,-linéaire suivante :
v i e i 1
Ponint AY (00) [[2i]7] — AL (00) [wi] ]

2 2= [ (2).

m]n %

1 . 1
(a) Notonsp @ E(l)( )[wf"r ] — Eg)(oo) [a:;m] Uapplication induite.
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(a.1) Onavg(z) <uvg (p,(,?j n(z)) < vE(z)+ T pour toutZ € E(z)(oo) [ f}”]

En particulier, ﬁsn) j.n €St continu pour la topologie T-adique ;

(a.2) pg) j.n tnduit une szection d’inverse continu sur chaque sous-anneau du
complété de EY )(oo) [ ] pour la topologie T-adique qui est fermé (pour

la topologie T-adique), stable sous Uaction de v;, qui contient e7" et dans
lequel 1 — €7 est inversible.

(b) Sir < s, alors w,(2) < wr (o) ,(2)) < we(2)

(0,7]
pmv] n " n

p:l pour chagque z € KS

(Ag)(oo) [[x,]ﬁ”]) En particulier, pﬁ{jyn définit une application continue sur
ASQS pour la topologie définie par w,.
(c) Supposons r < 7s. On a w, (p,(,?]n(z)) < Ag:;)’s.
(%)

En outre, p,, ;, est bijective sur chaque sous-anneau de Afr?,s qui est complet

pour la topologie w,-adique, stable sous 'action de ;, qui contient [E]Fl’r et dans
lequel 1 — [e]% est inversible.

Démonstration. — Posons

Fin: AS() [ 7] — AL (00) [[z:)7]

1—[g]#

Z —
et pour y € Ag)(oo), gy(2) = 2z — f,(,?j,n (pm in(2) — ) Ces applications sont bien
définies et Z,-linéaires. Ecrivons psb)]n(z) = (1 -7 ) (2)[e]™™ + (1 - [E]FZ”) z. On

(z
a go() = - L) g3

1— [E]P )
(b) Remarquons tout d’abord que pm i €t fm "im sont bien définies sur Ag::s

car AS;?, g est stable par <; et contient [6]']'r (rappelons que i # 0). Comme
Wy (1 - [517’%) = wy-n;, (1 - [¢e]) = 177:171(;;1—) < ;5 (oum = n—w(j) 2 1),
et w, ((1 -~ ) (z)) > wr(2) + c4(S) (proposition 4.22), on a w,(go(2)) =

((1 — ") (@) - wr (1 — [E17) > we(2) +ea(S
y € Am gr €t 21,22 € Am s> on a wy (gy(2z2) — gy(zl)) > wr(2g — 21) +ca(S) —
9y(22) — gy(21) = go(22 — 21). Comme c4(S5) > oo
pour tout y € A(i) Comme A(z) s est séparé et complet pour la topologie définie par

le, car
l’application g, est contractante

wy, elle admet un unlque point fixe : pour tout y € Am g il existe un unique x € A(z)

tel que g, (z) =z i.e. pm g »(z) = y. L’application pfn)j,n est donc bijective sur Am,S

Par ailleurs, avec les notations qui précédent, on a w.(z — y) > w, (94(y) — ¥)
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(car z est la limite de la suite déﬁnie par o = y et Tpy1 = gy(zn) pour tout
[e] 7" 47 " ()

, on a donc wy(z — y) > wr(y) — ;55, d'olt
1—[e]P

n € N5g). Comme g,(y) —y =

T

wr(w) > w'r(y) B
(c) Résulte de (b) en remarquant que g, est définie sur les sous-anneaux de A(z)
qui satisfont aux conditions de (c).

(a) Comme vg (1 —55%) = p,,—j_ll(p—_l) < iy et g ((1 —’Yfm) (7)) = vg(2) +

m . J -
5(:% (lemme 4.21), on a vg (90(Z)) = vE ((1 -~ ) (z)) — g (1 - 55’7) > vg(Z) +
1
2(%_11) P —L- > vg(z). En particulier, pour € E+( )(oo) [ ] I'application gy est
continue et contractante pour la topologie 7-adique. On conclut comme dans la preuve

du (b). O

Proposition 4.24. — Supposons i € {1,...,d} et m > mo(S). Alors,
(a) L’application 1 —~7 " induit une bijection de (1 — 7'( 9 ) (ES) dans lui-méme,
et pour tout Z € (1 - T(Z) ) (ES), on a Vg ((1 —~F ) (z)) <wvg(z)+ %.
(b) Sir < Tg, Uapplication 1 — 7 induit une bijection de

X0s = (1-780) (38

dans lui-méme, et pour tout z € X,(,?S, on a

Y
wy ((1 o ) (z)) < wr(2) + c2 I
Démonstration. — (b) Soient n € Nsg et z € A® ma4n,s- D’apres la proposition 4.20, on
pn_l .
a une écriture unique z = Y z;[z;]*™F", avec z; € Agn)s et wr(2) < wr(z;) + c2(S)
7=0 ’
pour tout j € {0,...,p"—1}. On a de plus Tg)s(z) = 0 si et seulement si zg = 0, ce que

l’on suppose dans ce qui suit. On a (avec les notations du lemme 4.23) (1 —~F m) (2) =

@ ) Af,il) sont bi-

—J__
Z pm,] n(25)[xi]*™F™ . Mais les applications {pm] ni A 0<i<pm

=0 =0
jectives : il en est donc de méme de 1 — ’y~ (Ag:l_,_n s) s — (A'E':z)+n,S) .

Par ailleurs, on a w, (p'Sn)Jn(zj)) < wr(z;) + 527 pour tout 0 < j < p". Comme

wy ((1 - ) (z)) < of}g;n Wy (pgn)’] (2 j)) + ¢2(S) d’aprés la proposition 4.20, on a

w ((1-") (2)) < oJoinwr(z;) + e2(5) + ﬁ < wp(2) + c2(S) + pi T
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9o
OnaAl), s=AYs@ (Asfz)m,s) B

A%, =290 ([’J (A9, ) ) .
n=1 n=1

Comme U A® !

g est dense dans Kg) pour la topologie définie par w, (corol-

m+n,

60 , M g - M __g ,
laire 4.17), il en est de méme de |J (Ai;)Jrn S)Tm's dans (Ag),T])Tm,S = XT(,:)S.
n=1 ’ ’
m M =0
Comme 1 — +7  induit un homéomorphisme de U (Af;)Jrn s) ™% " dans lui-

meéme, il en est de méme sur X (’)S par continuité. Par ailleurs, on a encore

W, ((1 - ) (z)) < wp(2) + e2(S)

(a) Resulte du lemme 4.23 comme dans la preuve du (b). O

S par continuité.

Lemme 4.25. — Soient m > mo(S), n > v (X('yo)Pm —1) et 0 < j < p™ des entiers.
Soit A € Nsq tel que v (x(’yo)’\pm -1) =n. Ecrivons x(70)*®" =1+ p™u ot u € Z;
et posons

P’ AG(00) [[20]7" | — AG (c0) [lmo] "]
2z =[] R"" (2).

1
(a) Notons p(o) E(O)(oo) [ ] — Eg))(oo) [a:gm] Uapplication induite.

m]n

(a.1) Onavg(z) <vg (pm J, n(z)) < vE(z)+ 1 pour toutz € E(O)(oo) [ ]
(0)

En par‘ticulier, Pm.jn €St continue pour la topologie T-adique;

(a.2) pm j.n induit une bijection d’inverse continu sur chaque sous-anneau du
. 1
complété de E(Sz)(oo) {x?ﬁ ] pour la topologie T-adique qui est fermé (pour
la topologie T-adique), stable sous l'action de vy et qui contient [8];1"7
-~ 1
(b) Supposons r < Tg. Alors pour tout z € Ag)’r] N (A(O)(oo) [[a:o]_"']), on a
wr(2) < wr (pin(2)) < wr2) + 5 (

Pm NEO
cation continue sur A )s pour la topologze définie par w,.

“5. En particulier, définit une appli-

(c) Supposons r < Fg. On a w, (pgn)]n(z)) < wy(2) + ;57 pour tout z € A(O) .
(0)

Pm.jn €St bijective sur chaque sous-anneau de A( )S complet pour la

En outre,

topologie w,-adique, stable sous l’action de 7y et qui contient [e]""’.
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Démonstration. — Posons

£ AD (00) [[20]7 ] — AL (00) [[20] 7]

m,],n
1 [e]7™
et pour y € A‘(go)(oo) [[wo]ﬁ”], gy(2) = f( ’]n (pSS?Jn(z) —y). Ces applica-

tions sont bien définies et Z,-linéaires. Ecrwons 9 in(2) = ( s m) (2)[e]™ +

j - ApT™ z ju
(1 - [e]ﬁf) z.On a go(2) = —E—%—-,‘(D[f;‘]ﬁ"’.
1_[51-,:,17;:

(b) Remarquons tout d’abord que les applications pﬁ,‘j?j,n et f,(,? )] », sont bien définies

r

sur Aﬁg?s car ASS?S est stable par 7o et contient [5]5}" Comme w, (1 - [5]57#?) <

S
(¢f. preuve du lemme 4.23), et w, ((1 - ’\”m) (z)) > wr( ) +ca(S) (proposition 4.22
et récurrence sur A), on a wr (go(2)) 2 wr(z) + c4(S) — ;57. Comme c4(S) > 75, on

conclut comme dans la preuve du lemme 4.23 que lapphcatlon gy est contractante

pour tout y € Ag;) g et donc qu’elle admet un unique point fixe z € Afg?s, et que ce
pil'
(c) Résulte de (b) en remarquant que g, est définie sur chaque sous-anneau de

dernier vérifie w,(z) > w,(y) —

Afg?s satisfaisant aux conditions de (c).
(a) Analogue & la preuve du (b) (cf. preuve du lemme 4.23). O

Proposition 4.26. — Supposons m > mo(S).
(a) L’application 1 —~} induz’t une bijection de (1 - T( ) ) (Es) dans lui-méme,
et pour chaque Z € (1 - 'r ) (Es) on a Vg ((1 -~ ) (z)) <wue(Z)+ L:fjl'—z).
(b) Supposons r < Fs. Alors l ’application 1 — 'ygm induit une bijection de Xff,)s =

(1 - 7',(,?7)5) (Kg’»rl) dans lui-méme, et pour tout z € an)S} on a
Wy ((1 - vé’m) (Z)) < wp(2) + c2(S) + pi .

Il

Démonstration. — Soientn > v (x(’yo)”m - 1) et A € N5q tel que v (x('yO)’\pm — 1)
n. Ecrivons x(70)*" =1+ p"u ot u € Z;.

(b) Soit z € Afgzrn,s. D’apres la proposition 4.20, on a une écriture unique
PR (©)
z = 2_:0 zjlzo]™ T, avec z; € A's et wy(z) < we(zj) + ca(S) pour tout

j€{0,...,p" —1}. On a de plus 'rm S( z) = 0 si et seulement si zg = 0, ce que 'on
suppose dans ce qui suit. On a (avec les notations du lemme 4.25) (1 - ,Ya\p m) (2) =

n
-1
Lt

> p"??j’n(zj)[xo] 777 Mais les applications { © A(O) —A© sont
i= ™S

pm]n m,S 0<j<pn
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m 9 —o 9 —o
bijectives : il en est donc de méme de 1 —~,*" : (A(O) ) . (A'Er?zl-n,S) ™
Par ailleurs, on a w, (pfg?j’n(zj)) < wr(z) + =7 pour tout 0 < j < p™. Comme dans
la preuve de la proposition 4.24, on en déduit que

wr ((1-%"") (2) < wr2) + ca(8) +

r
-1

pour tout z € (Aggln,s)f'('?’)sﬂ. Mais 1—7(;""" = (1 - fygm) (1 + »/Pm I ’Y()‘ p™ )
d’ott w, ((1 - 'ya\pm) (z)) > wy ((1 - 7{;’") (z )) pour tout z € A(0+n g- 11 en résulte
que

L (W) ™ ()

) _
(0) )Tm,s—o

est lui aussi bijectif, et que pour tout z € (Am +n.8

wr (1=%") (2)) < wrl2) +ea(S) +

Un argument de passage a la limite identique a celui de la proposition 4.24 permet
alors de conclure.

(a) Analogue & la preuve de (b). |
Proposition 4.27. — Sir < Tg, la famille (A( )s’ 7(;)5) o<i<d Vérifie la condition
m>mg(S)
(TS3).

Démonstration. — C’est la conjonction des propositions 4.24 et 4.26 (pour (TS3) (a),
on peut prendre c3(S5) = c2(S) + ;77 ) et de la proposition 4.22 (pour (TS3) (b)). O

4.7. Application : surconvergence des représentations p-adiques. — On dé-
finit ’anneau A comme étant le complété, pour la topologie p-adique, du sous-anneau

U Ag de K, la réunion étant prise sur les sous-Rno-algébres Sy, de R qui sont nor-
Soo

males (cf. [3, 7.8]). D’apres [3, Proposition 7.8], pour toute sous-R-algebre finie nor-
male S de R, on a Ag = AMs,
Pour r € Q. on pose A7) ;= AOrINA et BOT .= BB lintersection étant
prise dans B. On définit AT := JA©™ = At N A et Bf := B = B'NB. On
T

T

pose AL .= (A BOT .~ (BOM) AL = (A1) et BY = - (BN

Proposition 4.28. — On a les propriétés suivantes :
(a) AL = KO A Ag, AL = AL n A, BOT = B " Bs et Al = Bl N Bs.

(b) Ag)’ " est séparé et complet pour la topologie définie par w,.
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(c) Pour tout m € N, on a o™ (Ag)’pmr]) = AQ" [[xo]ﬁ”,...,[xd]ﬁ"] =
d
A

(d) Sir <1y (cf lemme 4.13), le sous-anneau A} (7] de Ag est contenu dans
AS)’T] et est dense pour la topologie définie par w,.

(e) AS)’T] /pAg)’r] ~ Eg pour r < % (cf. proposition 4.42). En particulier,
AL/pAl = Eg.
(f) Le couple (A_Ts.,pA:rg) est hensélien.

(g) Les extensions A% C Ag et B% C B:rs. sont finies et étales.
Démonstration. — (a) L’assertion résulte de ce que par définition (X(O’rl)ﬁs = Xg)’r]
et du fait que A"s = Ag (cf. [3, Proposition 7.8 (iii)]).

(b) Découle de (a), du fait que A7) ggt séparé et complet pour la topologie définie
par w, (proposition 4.2 (c)) et du fait que A g est séparé et complet pour la topologie
faible par construction (et a fortiori pour la topologie définie par w,).

(c) Par définition, A':('Z),S est 'adhérence de K_(SO’T] N (Ag)(oo) [[wZ]F}W]) pour la
topologie définie par w,. D’apres la proposition 4.18, I'opérateur 7'7(7?,)5 0---0 7'7(:’ )s est
Ag)’r]-linéaire continu : I'image de AE»?,S est contenue dans ’adhérence de KSS?’T] N
(AS [[wo]ﬁ”,... , [xd]F}”]) pour la topologie définie par w,. Le cas m = 0 résulte de
(a) et (b). Le cas général découle du fait que Ag [[xo]ﬁ”, ceey [a:d]ﬁ”] = ¢ "™(Ag)
(corollaire 4.10 (ii)) et du fait que ¢™™: Xg),p LR, Xg),r] est un isomorphisme
topologique (proposition 4.2 (b)).

(d) On sait (proposition 4.42) que Afgo’r] contient A} pour r < (p—_;—)r—s. On a
montré dans le corollaire 4.17 que si r < 1§, le sous-anneau

U Ag [[xo]ﬁ”,...,[xd]ﬁr] [ﬂ.—l]
meN

de K(SO’T] est dense pour la topologie définie par w,. D’apres le corollaire 4.10, on sait

que |J As [[xo]ﬁ”,. . [xd]#”] est un A g-module libre de base
meN
{lo? ™} e
0<i;<p™

Comme w, ([1‘0]7’Egr [xd]é%) = 0, une suite {Za(k) [xo];i%...[md]ﬁi*}k N
€

m,io,...,id
est de Cauchy pour la topologie définie par w, si et seulement si ai:,)io,..‘,id} est de
Cauchy pour chaque m, ig,...,i4. La conclusion en résulte.
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(e) Comme X?,r]/px‘g),r] = Eg et As/pAs = Eg (proposition 4.42), on a
pA(SO’T] = A(SO’T] N (pAg) d’apres le (a). On a donc Afg()’rl/pAg)’r] C As/pAs = Eg.
L’assertion résulte de (d) et de la proposition 4.42.

(f) Les couples (XL, pxg) et (Ag,pAg) sont henséliens, le premier d’aprés la
proposition 4.6 et le second parce que Ag est séparé et complet pour la topologie
p-adique. L’assertion découle alors de (a).

(g) Montrons que A:rg est un A%—module de type fini. Soient ay,...,as éléments
de Agf, dont les images modulo pAg engendrent Eg comme E%—module tona A} =
alAL 4+ -+ asAIi; + pAg. L’anneau Ag étant complet pour la topologie faible
(proposition 4.42 (iii)) donc a fortiori pour la topologie p-adique, on conclut que
ai,...,as engendrent A_JSC comme A%—module. On déduit alors de (d) que ay,...,a;
]

engendrent Ag)’rl comme A% module si r < rs. En particulier, A% - A:fg est finie.

R
La preuve qu’elle est aussi étale résulte alors de (f) comme dans la preuve de la

proposition 4.7. O
Théoréme 4.29. — Pour tout n € N, les applications

I;_I’nHl (Gal (Swlp™"1/RIp™)) , GLn (97> (AL))) — H' (Gr, GL. (A1)
et )

. _ - _ =t

lim H' (Gal (Swlp™1/Rlp™) , GLn (o7 (BE))) — B! (gR,GLn (B ))

Seo
(déduites des inclusions A]; C Af et B}; C ﬁT ) sont bijectives, la limite inductive
étant prise sur les sous-R..-algébres normales So, de R telles que Soo [p‘l] est finie
sur Roo[p~!] et galoisienne sur R[p~!].

Démonstration. — On prouve le théoréme pour A'. Le cas de ﬁt est analogue.
D’apres la proposition 4.8, on a une bijection
lim H' (Gal (Swolp™]/Roo[p™]) , GLn (AL)) = H! (Mg, GL, (A))

et de méme

lim H' (Gal (Soo[p™")/R[p™]) , GLn (AL)) > H! (G, GL, (A1)

Soo
ot la limite inductive est prise les sous-Ro-algébres normales S, de R telles que
Soo[p~!] est finie sur Ro,[p~!] et galoisienne sur R[p~1].

Soit S une sous-R-algebre finie normale de R telle que ’extension finie étale
S[p~1]/R[p~!] est galoisienne (remarquons que les Ro,-algébres So, qui se déduisent
de telles algebres forment un systéme cofinal parmi celles qui sont seulement suppo-
sées étre galoisiennes sur R[p~]). Si r € Q, vérifie r < Tg, les conditions (TS2) et
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(TS3) sont remplies par la famille (A,(;)’ S,T,(,f?g) osis(d ) (propositions 4.19 & 4.27).
m>mo(S

D’aprés le théoréme 2.4 (appliqué a A = AT G =GR, G' = Gal (Rlp~11/S[p™Y]) et
H' = Hg), Papplication naturelle
LS, H! (Gal (Soo[p_l]/R[p—l]) ,GL, (Aoo,s))
— H! (Gal (S [p'1/RIp™"]) , GLA (A5™))

d . m
est bijective. Mais d’apres la proposition 4.28 (c), on a () Af:l) g=p " (Ago,p T])
i=0
pour tout m € N, de sorte que
tspr lim H(Gal (Sw[pU1/RIp™Y) , GLa (™™ (ASP™1)))
m2>mo(S)

= H' (Gal (Swo[p'1/RIp™Y]) , GLa (AS™))
Comme Gal (Soo[p™']/R[p~!]) est topologiquement engendré par un nombre fini d’é1é-
ments, on a

lim H' (Gal (Sxlp™')/RIp™"]) , GLn (A5™))

r€Q5o
r<rTs

5 H! (Gal (Seolp™1/RIp™")) , GLn (AL))
et
lm i B (Gal (Swlp /Bl ) 6Ly (o7 (L")

r€Q.o m>mo(S)

r<rg

5 tm tim (Gl (Swlp/RE) Gl (o7 (ADP)))
m2mo(S) T€Q50

5 H! (Gal (Seolp™"/RIp™1]) , GLa (9™ (AL)))

On en déduit la bijection

lim &5, H' (Gal (Soo[p™*1/RIp™"]) , GLn (™ (A})))

T€Q5o
'r<73
= H' (Gal (Seolp™*1/Rlp™")) , GLn (AL)) -
Le théoréme en résulte. (]
Remarque 4.30. — Pour prouver le théoréme 4.29, on ne peut pas appliquer directe-

ment le théorme 2.16 avec A = K(O'T], parce qu’étant donné un cocycle U, provenant
par inflation d’un cocycle sur Gal (S [p~*]/R[p~!]) & valeurs dans GL, (Ago,r]), les
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propriétés (TS2) et (TS3) sont vérifiées pour r < g, ce qui n’est pas forcément le cas
du 7 dont on est partis. On ne peut pas non plus le faire avec A= KT, parce que les
nombres c2(S), c3(S) et c4(S) dépendent de r, et tendent vers 0 lorsque r tend vers
0. Cela explique pourquoi on a ici séparé la descente et la décomplétion.

Pour appliquer ce théoréme aux (¢, 'g)-modules, il faut raffiner la proposition 2.6
et le lemme 2.7.

Lemme 4.31. —  (a) Soit A(Si)(oo) ladhérence de Ag)(w) dans Ag pour la topolo-
gie faible. Soient m € N et W C Ks un sous-A(i)(oo) [[xz]ﬁ”] -module de type
fini stable par 4F" . Alors W C U A(l)( ) [[x ]_“']

(b) De méme, si W C Bg est un sous-A( )(oo) [[:/r;,]_"r ] -module de type fini
]

stable par 4F", alors W C | A(’)( ) [[wl s ]
n>m

Démonstration. — (cf. preuve de 2.6). (a) Soit w™), ... w( une famille génératrice
de W sur Ag)(oo) [[w,]ﬁ”], et w le vecteur colonne dont les composantes sont

w(l) .,w™. Pour tout m’ > m soit M, € M, (Ag)(w) [[:c,]ﬁ”]) telle que

'yf (w) = M, w. Posons y,, = (1 - T(’, S) (w). Comme (?S (Mm/) = M, car
M, est & coefficients dans A(')(oo) [[x,]z?'r], on a fyi (ym/) = M, Y VU que

( ) 1 ¢ commute a l'action de v; (proposition 4.11 (i)). D’aprés les propositions 4.24

(a) et 4.26 (a), application 1 — ¥ ™ est inversible sur (1 - 7'() ) (Es) d’inverse
continu. A fortiori 1 — ¥ ™ est inversible sur (1 - 7'( 0 ) (As) (pulsque son quotient
modulo p coincide avec (1 — 7'( 9 ) (ﬁs)) En partlculier, si v, désigne la valuation
p-adique sur Ks normalisée par vp(p) =1,0onauv, ((1 — ’yfm) z) = vp(2) pour tout

ve (1-795) (&s).

S’il existe m’ > m tel que v, (1 — My,/) > 0, alors
vp Umr) =vp (1 =47 ) Ymr) =
= vp (1 = M) Yym?) 2 vp (1 — Mnr) + vp (Ym?) > vp (Ym’)
d’olt vp (Ym') = +00 i.€. Y = 0.
Supposons au contraire que v, (1 — M,,’) = 0 pour tout m’ > m. Soit M,, €
M, (Eg)(oo) [xf}w ]) la réduction de M,,, modulo p. Par continuité de ’action de
I's pour la topologie définie par vg, on a lim M,, = 1 : quitte & augmenter m,

m’—o00

on peut supposer m > mg(S) (cf lemme 4.21) et vg (1 — My,) > % + 1. Soit
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hm la valuation p-adique de . Si h,, < 400, notons ¥,, la réduction de p~"my,,
modulo p. D’aprés les propositions 4.24 (a) et 4.26 (a), on a

VE Fm) > v ((1 = Mm) Gm) — p(f,sfiz)
> vp (1= ) + 8 0,) - ZEE2 > 0 g, 41

d’ott vg (¥,,) = +0 i.e. g, = 0, ce qui contredit le fait que h,, < +o00. On a donc
hm =400 et yp, = 0.
Dans tous les cas, on conclut que quitte a& augmenter m, on a y,, = 0, soit

-~ l
(’) s(w) = w : le vecteur w est & coefficients dans le séparé complété Al )(oo) [ ]
de Ag)(oo) [zfm ] pour la topologie faible d’apres la proposition 4.11.

(b) Soit w®,...,w™ une famille génératrice de W sur A% (c0) [[xz]ﬁ”,%]

constituée d’éléments de Ks, et w le vecteur colonne dont les composantes sont
w®, . .., w). Comme précédement, pour m’ > m on a M, €
M, (A(l)( ) [[ml]w 1]) telle que /¥ (w) = My w. Par continuité de 'action de

T's, pour m’ assez grand, on a M,,» € M,. (A( )( ) [[:c ]—”’]) (car Bs = U %Ks) :

quitte 4 augmenter m, on peut supposer que M,, € M, (A(z)( )[[:L',]_'”]) Il

suffit alors d’appliquer le (a) au sous—Ag)(oo) [[mi]ﬁ’]—module de W engendré par
w®, . w®), O

Lemme 4.32. — Pour chaque m € N on a ¢ ™(Ag) = Ago)(oo) [[xo]?}”] Nn---nN
AL (o) [[eal].

Démonstration. — Le cor. 4.10 (ii) affirme que ¢~ (Ag) = Ag [[wo]ﬁ” [wd]F}’”]
On conclut en remarquant que A(SO)(oo) [[xo]ﬁ”] . A(d)( ) [[md]_"’”] est 'image
de 7'7(1?‘)50 -+ o (ds o

)

Proposition 4.33. — Soit S, une sous-Ro-algébre normale de R telle que Soo[p™?] est
finie sur Roo[p™"] et galoisienne sur R[p~']. Soient U,U’: Gal (Sw[p~']/R[p~}]) —
GL, (¢7°(As)) (resp. U,U’: Gal (Seo[p™*]/R[p™]) — GL, (¢~*(Bs))) deuz co-
cycles tels qu’il existe M € GL,, (Ks) (resp. M € GL, (ﬁs)) avec Uy = M~U,g(M)
pour tout g € Gal (Swlp!]/R[p~Y]). Alors M € GL,(p~*(As)) (resp. M €
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GL,, (¢~>°(Bg))). En particulier, les applications

H' (Gal (Seolp™']/RIp™Y])) , GLs (™= (As)))
— H' (Gal (Swlp™]/Rlp™ ")) , GLn (As))
et

H' (Gal (Swolp™*]/RIp™Y]) , 6L (¢~ (Bs)))
— H' (Gal (Swlp™"1/Rlp™"]) ,6Ln (Bs))

sont injectives.

Démonstration. — (cf. preuve du lemme 2.7). On va prouver la premiére assertion, la
deuxiéme se traitant de fagon analogue. Soit S[p~!]/R[p~!] une extension finie étale
de groupe de Galois Gg/p telle que So[p™!] = SR [p™']. On a alors la suite exacte
0 — I's — Gal (Se[p™*]/R[p™!]) = Gs/r — 0.

Comme Gal (Sw[p~']/R[p~']) est topologiquement engendré par un nombre fini
d’éléments (car G/ est fini), il existe un entier m tel que Uy, U, € GL, (¢™™(As))
pour tout g € Gal (Se[p~*]/R[p™]). Pour tout g € Gal (Sw[p~']/R[p7!]), on a
M~Uyg(M) = U, soit g(M) = U;'MU,. Pour i € {0,...,d}, notons W; le sous-

Ag)(oo) [[xi]F}”]—module de Ag engendré par les coefficients de la matrice M. Ce
sous-module est stable par 77 " et il est de type fini. Le lemme 4.31 assure que quitte
a4 augmenter m, on a W; C Ag)(w) [[a:,]#”] La matrice M est donc & coefficients
dans Ago)(oo) [[wo]ﬁ”] Nn---N Agd)(oo) [[zd]ﬁ”] Cette intersection n’est autre que
¢~ ™(Ag) en vertu du lemme 4.32. En particulier, les cocycles U et U’ sont déja
cohomologues dans GL,, (¢~°(Ag)). O

Soit V un Zpy-module (resp. un Q,-espace vectoriel) de type fini muni d’une action
linéaire et continue de Gg. On pose

DI(V) = (Al @z, V)™, DV):= (A, V).

On voit que DY(V) (resp. D(V)) est un A}}-module (resp. un A g-module) muni
d’une action résiduelle de I'g et d’un opérateur de Frobenius ¢ (défini par ¢ ® 1 sur
At ®z, V).

On définit la catégorie des (¢, I'r)-modules étales sur A;'z (resp. sur Ag) comme
étant la catégorie des Ak—modules (resp. des A g-modules) M de type fini munis d’une
action semilinéaire de I'p et d’un opérateur semilinéaire ¢ commutant & I’action de
I'g, qui sont étales i.e. tels que p @ 1: M ®ﬁR AR — M est un isomorphisme.

Théoréme 4.34. — Le foncteur D définit une équivalence de catégories abéliennes ten-
sorielles entre la catégorie des Zy-modules de type fini munis d’une action linéaire et
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continue de Gg et celle des (p,T'r)-modules étales sur Agr. Un quasi-inverse est donné
par D — (A ®a, D)*~".

Démonstration. — [3, Theorem 7.11]. d

Théoréme 4.35. — Soit V' un Z,-module (resp. un Q,-espace vectoriel) de type fini
muni d’une action linéaire et continue de Gr. Le Ak—module (resp. BTR-module)
DY (V) est étale, de type fini, projectif si V est libre. En outre,

p=1
V= (AT ®ar DT(V)) et D(V)=Ar®, DI(V).

Par ailleurs, si V est libre de rang n il eziste une sous-Ro-algébre normale So, de R
telle que Soo[p~?] est finie sur Roo[p~?], galoisienne sur Rlp~'] et AL ®,+ DI(V) est
R

un Ag—module libre de rang n.

Démonstration. — Le cas ol V est un Zp,-module de torsion résulte du théoreme 4.34
puisque Af/p"At = A/p"A.
Supposons que V est un Z,-module de type fini sans torsion. Soit {e1,...,en}

une base du Z,-module V. L’action de Gr sur V est décrite dans cette base par
un cocycle continu U: Gg — GL, (Z,). Soit @ € H! (QR,GLn (KT» Pimage de
ce cocycle. D’aprés le théoreme 4.29, il existe une sous-Ro-algébre normale S.o
de R telle que Soo[p~!] est finie sur Ry [p~!], galoisienne sur R[p~!] et telle que
a € H! (Gal (Selp™]/RIPp™Y]) , GLn (cp“°°(ATS))) : il existe My € GL, (KT) tel que
g+ My 'U,g(My) est trivial sur Hg, et & valeurs dans GL,, ((p_°°(AT9)).

D’aprés le théoreme 4.34, on a D(V)/pD(V) = D(V/pV). Le module V/pV étant
fini, quitte a remplacer S, par une extension finie, on peut supposer que le A s-module
D(V) ®ap As est libre de rang égal au rang du Z,-module V. Soit {ry,...,r,}
une base de ce Ag-module et N € GL,(A) la matrice de changement de base de
{e1,...,en} dans {ry,...,r,} : le cocycle g —» N™1U,g(N) est trivial sur Hg et &
valeurs dans GL, (Ag). Soit 3 son image dans H' (Gal (Sso[p~*]/R[p™!]), GLn (As)).

Comme « et 3 ont méme image dans H! (Gal (Seolp™/RIp™"]) ,GLn (KS))), ils
ont méme image dans H' (Gal (Se[p™*]/R[p™]),GLn (¢™°°(As))) en vertu de la
proposition 4.33. Le groupe Gal (Soo[p~!]/R[p~!]) étant topologiquement de type
fini, on peut supposer (quitte & changer la base {ri,...,r,} et & remplacer M,
par @F(Mp) pour k € N convenable) que M, 'U,9(Mo) = N~'U,g(N) pour tout
g € Gal (Swalp™!1/RIp™).

Soit M = NM;* € GL, (K) Comme g — My 'U,g9(Mo) et g — N~'U,g(N) sont
triviaux sur Hg, on a g(M) = M pour tout g € Hs et donc M € GL, (Xs) Par
ailleurs, on a M~'U,g(M) = U, pour tout g € Gal (Seo[p™']/R[p~!]). La proposi-
tion 4.33 affirme qu’on a en fait M € GL, (¢~°>°(Ag)). La encore, quitte & remplacer,
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pour k' € N convenable, My et N par <ka (Mo) et <p’°l (N) respectivement, on peut
supposer que M € GL, (Ag). On a donc My = M~!N € GL, (A) N GL, (KT) =
GL, (AT).

En particulier, ’application naturelle At ® Al DJ’S(V) — Af ®z, V est un isomor-

phisme de Gr-modules, ot DL(V) = (At ®g, V)HS est libre de rang n sur Al et

muni d’une action de Gal (So[p~!]/R[p~1]). Rappelons que A, ¢ AL et Ap c Ag

sont finies étales et que As = AR ®,+ ATS d’apres la proposition 4.28. Par descente
R

étale, le AL-module D'(V) = (Al ®z, V)HR est projectif de rang n, muni d’une
action de I'g et tel que D:‘g(V) = A:rg ®at DL(V). En étendant les scalaires & Ag et
par fidele platitude de Ag sur A, on en déduit que D(V) = Ag ® .+ DI(V).
R
De méme, en utilisant les égalités (A1)~ = Z, (car Z, C (A1)*™' C A¥=1 =Z,)
t ) — o U o=l
et Al @, DL(V) = Al ®z,V,onabien V = (Al ®,, DI(V)) .

Si V est un Q,-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une action linéaire
continue de Gg, il contient (par compacité de Gr) un réseau stable par Gg. Il existe
donc Sy [p~!] comme précédemment, tel que D(V) ®g, Bs est un Bg-module libre
comme de rang n. Le raisonnement est alors analogue au précédent. O

4.8. Application : l'opérateur . — Dans la théorie classique des (¢,I'k)-
modules, on définit un inverse a gauche du Frobenius, noté ¢, qui est trés important
pour étudier la cohomologie d’Iwasawa des (¢, 'k )-modules (voir [9]).

D’aprés le corollaire 4.10, si So, est une sous-R..-algébre normale de R
telle que Seo[p!]/Roo[p!] est finie, le Ag-module ¢~'(Ag) est libre, de base
([wo] /P - [xd]ad/p)osaKP'
adique, de la réunion des Ag, le A-module p~!(A) est lui aussi libre, de base
([xo]ao/P ... [xd]ad/P)

Comme A est le complété, pour la topologie p-

0<ai<p’ On pose alors

P: A— A

1 _
ar— W Tf<p—1(A)/A(<P l(a))

Les propriétés suivantes sont immédiates :
(i) Yop=1Id; o
(i) ¥ commute a l'action de Aut (R/ R) donc en particulier a 'action de Gg;

d
(i) sia € A s'écrit o 1(a) = 30 ag [][x:]™, on a 9(a) = ag;
aeN*H1 T i=0 N
6$Qi<p _
(iv) si Sy est une sous-Re-algébre normale de R telle que Soo[p~!]/Roo[p™!] est

. - s T 0 a
finie, alors la restriction de ¥ & A s coincide avec Té, é 0-:-0 Té, g o™l

(v) ¥ (A1) c Al
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Comme 9 commute & laction de Gg, si V' est un Z,-module de type fini muni d’une
action linéaire et continue de Gg, les modules D(V) et D (V) héritent d’une action
de ¥ qui commute & celle de I'g. Alors,

Proposition 4.36. — Le module D(V)¥=° admet une décomposition
D(V)¥=*=D(V)o®---®D(V)a

telle que pour chaque i € {0,...,d},
(i) D(V); est un sous-p(Ag)-module de D(V) stable par I'g ;
(ii) la formation de D(V); est fonctorielle en V (la numérotation des variables
étant fizée) ;
(iii) si m € N est tel que 'yfm € I'g, alors ’yfm —1 est bijectif sur D(V);, et admet
un inverse continu si pV = 0.

Démonstration. — e Supposons V' de torsion. Soit S une sous-R-algebre finie

normale de R telle que Seo[p™!]/Roo[p™] est galoisienne et Gal (R[p~!]/Sco[p™])

agit trivialement sur V. Soit Hg/g = Gal (So[p™*]/Roo[p™]). On a alors D(V) =

(V ®z, AS)HS/H. Pour tout i € {0,...,d} et m € Nsoit 70* )s Ag — A9 (c0) )( ) [{x,]ﬁ'f]
le projecteur introduit dans la proposition 4.11. On pose

D)= ((1-1%e1)0 (¢ 1) (As ®z, V)"

DV)i=((1-755®1) o (risV ®1) 0
o(ri%®1)o(p ' ®1) (As @z, V))HS“‘ si 0<i<d.

(@ ) est idempotent, les propriétés (i) et (ii) sont claires. On remarque aussi

Comme 7,
que cette deﬁmtlon ne dépend pas du choix de S, grace a la propriété 4.11 (iv).
Soit my € N tel que pour tout m > my et i € {0,...,d}, 'élément 77 agit trivia-

lement sur V' (rappelons que V est fini) et 47 " e I's. Fixons m > my. D’apres le pro-

position 4.20, si z € Ag)(oo) [[.1:,] P"‘“] on a une écriture unique z = > z;[z;]»™*T,
=0

avec z; € Ag)(oo) [[a:,]ﬁ”] On a de plus T,’('z)s(z) = 0 si et seulement si zp = 0

et, dans ce cas, on a (avec les notations des lemmes 4.23 et 4.25) (1 - 'yfm) (2) =

Z pma’ (25)[zs ]p’"“ Pour m > my, les applications

Phsat 7ivs (As [leal™ . w77 ]) = 705 (As [leo] ™ o 7 )

sont bijectives d’inverses continus modulo p par 4.23 et 4.25. On déduit (cf. proposi-
tions 4.24 et 4.26) que pour m > my, 'application 1 — ~ " est bijective et admet un
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inverse continu modulo p sur
(1—7'() )OT(H) corld )S(AS [[zo]ﬁ,...,[zd]?"l—“]).

Comme 7'( 0 = =¢Mo T(i) o@~™ d’apreés la proposition 4.11 (ii), il en est de méme sur

(1 -m3)oms” o ond (As [fmol?,.. leal?]).

En tensorisant par V (rappelons que ’yf-’ agit trivialement sur V pour m > my), on
en déduit que l’application 1 —~?  est bijective et admet une inverse continu modulo
p sur D(V); pour m > my.

Sim < my, onéerit 1 =477 = (1 =42 )1+~ +---+ %m(pmv "y la
propriété (iii) en résulte.
e Dans le cas général, on écrit V comme limV/p"V et on pose D(V); =
n
limD (V/p™V),. On se raméne alors au cas précédent par dévissage. |

Soit V' un Z,-module libre de type fini muni d’une action linéaire et continue de
Gr. Posons DI (V); = D(V); n DI (V).

Lemme 4.37. — Soient S une sous-R-algébre finie normale de R et
(Ago,rl)i = (1= 73) (AL [[zol3, .., [2:]7]) -

Pour tout m > mg(S) et r < g,% (voir le lemme 4.23 pour les notations), lapplication

1—+F " est bijective d’inverse continu sur (Agj’r])i.

Démonstration. — Il resulte des propositions 4.24 et 4.26 que si m > mp(S) et 7 <

p—,%, I’application 1 — ')f2 est bijective d’inverse continu sur
m 1 1
(1 _ T(Z)S) ° T(Z+1) ..o 7_7(:7)3 (A(Soyp 7] [[Cﬂo] Pl ey [wd] Pl ]) .

Mais A(O’pmrl [[x ]P_"‘I:”T,...,[wd]PTlﬁ] = pm (A(0 ol [wo]v ,[xd]%]). Comme

P ™o TO(% = TT(n)S o~ pour tout ¢ € {0, .. ,d} (proposition 4.11 (ii)), on en déduit

p™
%

p™™ ((Ag)’r])i). En appliquant ¢™, on voit qu’il en est de méme sur (Ag)’r])i. O

que sim > mp(S) et r < —,5,;, P’application 1 — est bijective d’inverse continu sur

Pour i € {0,...,d}, posons Dt (V); = D' (V)ND(V);. On munit Af = (J A©7]
T€Q5o

de la topologie de la limite inductive. En considérant DY(V); C DI(V) C At®z, V =

(A", on munit D(V); de la topologie induite par celle de (A)". On remarque que

Dt (V); est fermé pour cette topologie (car c’est le cas de (1 - 7'(%) Télgl) -h0

Téds).(As) dans Ag). Montrons I’analogue de (8, Prop. I1.6.1] dans le cas relatif :
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Proposition 4.38. — Sim € N est tel que v} ™ € T'r, Uapplication o ™ 1 est bijective
sur DY(V);, d’inverse continu.

Démonstration. — Commencgons par introduire quelques notations. Si S est une sous-

R-algébre finie normale de R telle que Soo[p~!]/Ruo[p~!] est galoisienne, on pose

DL(V) = ATS ®,t DI(V). Pour tout n € N, soit T(™ une sous-S-algebre finie nor-
R

male de R telle que T" [p~!]/Roo[p™1] est galoisienne et Gal (R[p‘l] JTS) [p‘l]) agit

trivialement sur V/p™V. Soit Hym) g = Gal (To(c'f) P71/ So0 [p‘l]). On pose

Ds (V/p"V), =
(-7 1) o (rireh ®1) 0
° (Té’d?)"‘") ® 1) °(¢7' ®1) (Arem ®z, (V/p"V)))HT‘")/s
et Ds(V); = limDg (V/p"V),. Finalement, on pose ’Dg(V)i =Ds(V)in DL(V).

On démontre la proposition suivante [8, Prop. I1.6.4]. Comme 1 — ~¥ o 1-
'yfm)(l +’yfm +-- +’yfm+"_pm), il suffit de vérifier que 1 — ’yfm est bijectif sur Df(V);
d’inverse continu pour m assez grand. D’apres le théoreme 4.35, il existe une sous-
Ro.-algebre So, de R telle que Soo[p~!]/Roo[p~!] est finie étale galoisienne et D;(V)
est un A];-module libre de rang n, ou n est le rang du Z,-module V. Fixons une base
(e1,...,en) de Dg(V) sur Af;. Alors Dg = Ag ®a, D(V) est un Ag-module libre
de base (ey,...,ey). Supposons que Sy soit la normalisation de SR, ou S est une
sous-R-algebre normale et finie de R. On prend m tel que v " e Ts.

Comme D (V') est un module étale, la famille (¢(e;), - - ., ¢(e,)) est encore une base
de DL(V) sur ATS. Par ailleurs, pour n € N, on a Arm ®z, (V/p"V) = Apem) @ag
(Ds(V)/p"Ds(V)) d'ou

DIV = (1= 7 ©1) o (i 01) -

d _
o (rog®1) 0 (¢7' ®1) (Ds(V)/p"Ds(V)).
(4)

Comme e; € 'Djfg(V), ona (7‘0 3 ® 1) (ej) = ej, et donc (avec des notations évidentes)

d
Ds(V/p"V); = @ ((As)i/p"(As)i)e;-

i=1
d
En passant & la limite projective sur n, on a Dg(V); = @ (As):ej, d’ou DL(V)i =
i=1

é(ATS)iej (on a (AL); = (Ag); N Al).
P
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n
Soit z = Y zje; € DZ;(V),-. En utilisant le lemme 4.37, on pose
=1

fi(2) = Z (1- 'Yfm)—l (2))e;

Jj=1

On a alors, z — f; ((1 - 'yfm)(z)) (E A (zJ) ( 'yfm) (ej)). On pose

gi: DE(V)i — DL(V);
y—y-Hi((1-7") @) -2).
L’action de T's sur D'(V) est décrite, dans la base {es,...,e,}, par un cocycle
continu sur Gal (Seo[p~*]/S[p~']) & valeurs dans GL, (ATS) On choisit 7 < 7= tel
que e; € A 0] ®z, V pour j € {1,...,n} et tel que 'image C' = C,, de fyf-’m est &

valeurs dans GL,, (Ag]’rl). Par continuité, il existe m’ > m, tel que m’ > mo(S) et
wy (1 = Crpr) > cz(S)

forcément r < 1=

+ (avec les notations des propositions 4.24 et 4.26). On a pas

mais montrons qu’on peut s’y ramener. Posons r’ = rona

7y =
m m m
p

r' < me—r, et en vertu de du lemme 4.5, on a w,/ (1~ Cpyr) > %'wr(l —Cpn). Rappelons

qu'on a cp(r) = cp(5,r) = 'i(cpijl-zﬂ (cf. lemme 4.13). On a donc wy (1 — Cpy) >
cs+2)r’ !
p( ;;l—l)r +# = co(r') +

supposer que m > mo(S), w, (1 — C) > c2(S) + spetr< Z?,;

Pour z € @ (A(O T]) e; on pose wy(z) = 11<1112 (wr(25)), o4 (#1,. .., 2n) est 'image
i=

de z dans (A(O”‘]) par le composé @ (Afgo’r])_ej C A0r7] ®z, V & (A(O’T])n.
j=1 *

Remarquons que cette définition ne dépend pas du choix de la base (ey,...,e,) du
A -module A®T ®5 V.
D’apres les propositions 4.24 et 4.26, on a alors w, (fi(2)) > wr(2) — c2(S) —

d
et donc wy (gi,0(¥)) = wr(y) + wr(1 = C) — c2(S) — ;55 Pour ya, 92 € Q}l (Ag’ﬂ"])i e;
]:

on a alors
r
p—1

En particulier, Papplication g; , est contractante pour la topologie définie par w, :

Wy (gi,z(yl) - gi,z(yz)) = Wy (gi,O(yl —¥2)) > wr(y1 —y2) +wr(1-C) —c2(S) -

elle admet donc un unique point fixe y,. Comme f; est une bijection, y, est 'unique
solution de I’équation (1 —~F m) (y) = =.

Par ailleurs, y, est la limite de la suite définie par yo = 2z et Ynt1 = Gi,2(Yn) :
on a wr(y, — 2) > wy (gi,2(2) — 2). Comme g; .(2) — 2z = —f; (1 -7 ) (2) — 2) =
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fi ('yfm(z)), on a en outre w,(y, — z) > wr(z) — c2(S) — p%l. L’application

1 d
(1 -7 ) est donc bien définie et continue sur Jﬂjl (A(;’T])i e;. Mais DL(V); =

d
l'i)n (Ag)‘r]) _e;, muni de la topologie de la limite inductive. On en déduit que
~ j=1 g
0<r<rs

my —1
(1 - ) est bien défini et continu sur ’D;(V)i.

On a DY(V); = (D;(V)i)HS/R, ot Hg/p = Gal (Soo[p™*]/Reo[p™]). Le groupe
Z,; agit par conjugaison sur le groupe fini Hg/r (car Hg est distingué dans
Gr). Le noyau de cette action est un sous-groupe ouvert d’indice fini : quitte
4 augmenter m, on peut supposer que gvy: "= fyf’mg pour tout g € Hg/gr. Si

z € DY(V);, on a alors g (1 - 'yfm)—l (2) = (1 - 'yfm)_l (9(2)) = (1 - 'ﬁ’m)_l (2)-
Ainsi, (1 - fyfm)_l (DI(V):) € (DL(V)i)HS/R = D!(V); et la conclusion suit. [

4.9. Appendicite aigué. — L’objet de cet appendice, de nature essentiellement
technique, est de construire des relevements Ag et A}' de Eg et Eg dans KS pour
toute sous-R-algebre finie normale S de R (cf. proposition 4.42). L’anneau A} joue
le role de structure entiére dans Ag, qui est crucial pour les questions de nature
topologique dans les anneaux d’éléments surconvergents.

Soit B un sous-anneau de KS fermé pour la topologie faible, contenant 7 et tel que
BNpAs=pB.Sibe N, on note Dy = B {%} limage de B{u}/(n’u — p) dans Ag
(ot B{u} désigne ’anneau des polyémes en I'indéterminée u et a coefficients dans B
complété pour la topologie faible).

Lemme 4.39. — L’application naturelle B/pB — Dy/ 5 Dy est un isomorphisme : on
a DyNptAg = (%)nDb pour tout n € N. En particulier, Db/ (;r%)n Dy, est sans
w-torsion et Dy est séparé et complet pour la topologie %;-adique.

Démonstration. — Le composé B/pB — Dy/ 5Dy — Esw est I'inclusion. Comme
Papplication naturelle B/pB — D,/ %Db est surjective, c’est un isomorphisme. L’an-
neau Dy étant sans F-torsion, l'application Dy/ %5 Dy — (%)nDb / (%)nJr1 Dy est
un isomorphisme. Une récurrence sur n utilisant injectivité de Dj/ %Db — Eg_
montre alors linjectivité de D/ (%)" Dy — Ag/p"Ag pour tout n € N. Comme
Ks est séparé et complet pour la topologie p-adique, et D, fermé pour la topologie

faible, Dy est aussi séparé et complet pour la topologie %;-adique. O

Lemme 4.40. — Soit h € N et C = B{t1,...,tn} le complété, pour la topologie
faible, de Uanneau de polynémes en les variables ty,...,t,. Soient I C C un idéal
etz = (Z1,...,2n) € (B/pB)" un zéro de I ®p (B/pB). On suppose que 'application
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h
d®p(B/pB) est un isomorphisme quand on inverse T, ot d: I/I> — @ (C/I)dt;
Jj=1
est induite par la dérivation. Alors il existe un unique zéro z = (z1,...,2x) € Ag
relevant Z. En outre, il existe b € N tel que z € D,'}‘

Démonstration. — Soient f1,...,fn € I tels que d(f1),...,d(fr) engendrent le
h

(C/T) [[7]~*]-module (EB(C/I)dtj) [7]7*]. Soit ¢ € N tel que 7°d(f;) €
j=1

h
@ (C/I)dt; pour tout j € {1,...,h}. Soit J = (%%)

j=1 1<é,j<h
jacobienne associée. Il existe M € M, (B/pB) tel que MJ(z) = ®" I,. Soit b > 3ch.

€ Mp(C) la matrice

On construit par récurrence une suite (z2(n)),cn., d’éléments de D? telle que :

(1) 2(1) = z mod 2D} (rappelons que B/pB — Dy/%5D, d’aprés le
lemme 4.39) ;

(2) fi(2(n)) =0 mod (",C,h)n+1 D, pour tout j € {1,...,h} et tout n € N5g;

(3) 2(n) = 2(n—1) mod ;E%D,’} pour n > 2.

Remarquons que la suite ainsi construite converge dans Dl’} (pour la topologie
faible) en vertu du lemme 4.39.

Soit M un relevement de M dans My, (B). Soit 2(0) un reléevement quelconque de
z dans D} : il existe y(1) € D} tel que f(2(0)) = (f1(2(0)),..., fa(2(0))) = py(1).
Posons z(1) = 2(0) — EZxMy(1). On a f(2(1)) = f(2(0)) — % J(2(0))My(1)
mod ("’C’h)2 D}. Comme MJ(2(0)) = "I, mod pMy(B), on a f(2(0)) —
2 J(2(0))My(1) = 0 mod p>D} et donc f(z(1)) = 0 mod (W—fg)2D,’j i.e. (1)
et (2) pour n = 1 sont vérifiés.

Soit n > 2 et supposons z(1),...,2(n — 1) construits. Il existe y(n) € D} tel que
f(z(n—1)) = (fi(z(n —1)),..., fa(2(n — 1))) = (&) " y(n) et posons
2(n) = 2(n— 1) — —2—_My(n)
mch(n+1) '

La condition (3) est clairement vérifiée. Par ailleurs, on a

'3

n 2
Flem) = flen— 1)) — B Ten—1)My(r) mod (B ) p.

Comme MJ(z(n — 1)) = 7" 1, mod pMy(B), on a f(z(n — 1)) — 7rc+:+1),](z(n -
n n 2 n—
1))My(n) = 0 mod (:2x) *1 Dt En outre, on a (W) = (ﬂ{’h)2 ! £ €
(7r'i’,,)n+1 Dy vu que b > 3ch et n > 2.
Dans le cas ou m est inversible dans B, la matrice J(Z) est inversible dans

M,(B/pB), ce qui implique I'unicité de la suite (z(n) mod p"+1)n€N>0. On en
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~ \h
déduit I'unicité de z € (As) tel que f;j(z) =0 pour j € {1,...,h} et tel que 2 =%
~ \h
mod p (As) .
Soit f € I, montrons que f(z) = 0. Par hypothése et choix de (fi,..., fx), il existe
a € N (indépendant de f) tel que 7*f € (f1,..., fr)+ (I +pB)I (rappelons que d est
C/I-linéaire). Pour N € N, on a alors 7V f € (fi,..., fa) + (I +pB)NI. Par ailleurs,

pour tout g € I, on a g(z ) € pAS par définition de z : on a 7V f(2) € pN+1As i.e.
f(z) e p +1Ag Comme AS est séparé pour la topologie p-adique, on a fini. O

Lemme 4.41. — Soit B comme précédemment. Supposons de plus que B C K:'S.' {&}.
Alors pour tout k € N, la projection

Biti,...,tn} — (B/p*B){t1, ..., s}

est surjective, oty B{t1,...,tn} est le complété de I’anneau de polynémes Blty, ..., tn]
pour la topologie faible, et (B/p*B){ti,...,tn} est le complété de U'anneau de poly-
némes (B/p*B)[t1,...,ts] pour la topologie m-adique.
Si en outre U C B est une partie multiplicative telle que U"1B C K;f {7—%}, alors
pour tout k € Nq, la projection
U-1B — (U'B/p*U~'B)"

——

est surjective, ot U~'B est le complété de U'B pour la topologie faible et
(U'lB/pkU_lB)A le complété de U1 B/p*U~'B pour la topologie T-adique.

Démonstration. — Soit b € (B/p*B){t1,...,tn} (resp. (U_IB/pkU_lB)A).

, - S} - —_ -

Ecrivons-le comme la somme d’une série b = > 7"b, ou b, € (B/pkB)[fl, R

n=0

(resp. b, € U™'B/p*U~'B). Relevons la suite (bn), , en une suite (bn)nen Ol

pour tout n € N, on a b, € Blty,...,ts] (resp. b, € U~1B). Montrons que la suite

(7"bn)en tend vers 0 dans Blty,. .., t,] (resp. dans U~ B) pour la topologie faible.
o0 e

En effet, la somme b = }_ 7"b,, converge alors dans B{t1,...,ts} (resp. dans U~1B)
n=0

en un relevement de b. D’apres le lemme 4.39, on a

Rk o33 {2} /(5) 8 {5) cRarke

70
Comme ﬂb("‘l)K§ {5}/ (&) Ag {5} c Kg/p"Ag, il suffit de montrer que pour
tous n,m € N, on a 7"t™ = 0 dans W,, (f};m/fmf);m) = Ks/(p", [f]m)Ks. En

effet, cela implique alors que 7°*t™ = 0 dans K}' {&}/ (&), "™) Kg‘ {5} et
donc que I'image de 7*b; dans

(B ot/ ((B) 67 R {5 i
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cer A3 {5}/ ()" ) R { 5D
est nulle pour £ > bn + m, ce qui implique que la suite converge vers 0 dans
K}' {&}[ts,. -, tn] (resp. K*S' {%}) pour la topologie faible (rappelons que d’aprés
le lemme 4.39, on a K; {&} Np"Ag = (%)n Kg {&}.
On vu lors de la preuve de la proposition 4.2 (d) que m = (1 + a)[7] avec a =
p[al] + p?lag] + -+ et vg(ax) > — ;27 pour tout k € N>0 Pour N € N, on a alors

=[mN@1 +p[aN 1] +p%[an]+ ) avec vg(an,k) > — . Comme vg(T) = 27,
on a vg (T ™ anim,k) = M > m” pour k < n. a

Rappelons que zo = ¢ := (¢(0,eM) £?),...) € E} et que pour tout ¢ € {1,...,d}
on a posé x; = (1}(0),7}(1), .. ) € Ef.
Proposition 4.42. — 11 existe un unique sous-anneau Ag de KS tel que :
(a) Ags est complet pour la topologie faible ;
(b) pPAsNAgs =pAs;

(¢) on a un diagramme commutatif
f o
s — Eg__
(d) [z;] € Ag pouri € {0,...,d}.
(e) il existe une sous-A{,”v(k)-algébre Al de Ag et rs € Q. tels que :
(i) il existe a € N tel que B € AL et AL/ BEAL S EY;
(i) si @, B € N>o sont tels que § < 225, on a A} C K; {Z—;} ;
(iii) A est complet pour la topologie faible.
De plus, par unicité, Ag est stable sous l’action de Gal (Se[p™']/R[p™"]) et de o.

Insistons sur le fait qu’en général, contrairement & ’anneau A g, ’anneau Ag n’est
pas unique (c’est déja le cas lorsque d = 0, et c’est lié & la ramification de S).

Démonstration. — Remarquons tout d’abord qu’on peut remplacer (ii) par
(ii’) il existe b € N tel que AL C A} {&}.

En effet, la propriété (ii) est alors vérifiée avec rg = E bl, car si § < 25, on a
A+ A+ [p® p\* _ _B-bap®
A {5} C AL {E5) vuque (&) =ty

Montrons de plus qu’en fait, la propriété suivante est vérifiée :
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(iii’) pour tout n € N5, la topologie induite sur A;C / p"A§ par la topologie faible
de Ags/p"Ag est la topologie m-adique, et A; / p"‘A; est fermé pour cette topologie.

Cela implique la propriété (e)(iii) et que As = lim ((A/ prAf) [r71)).

Posons A;','V(k) = W(k)[r] (rappelons que k e;c le corps résiduel de V et que
m = [¢] — 1). L’anneau A{‘,’V(k) est un sous-anneau de Ag complet pour la topologie
faible et releve E{,*‘V( k) = E[7]. On note Ay k) 'adhérence, pour la topologie faible, de

Ajywl

contient nécessairement ’anneau Ay k). La propriété (iii’) est alors vérifiée en vertu
de [3, Lemma 10.1].

71| dans As. Les conditions (a)-(e) impliquent que ’anneau Ag, s’il existe,

Ecrivons Ef, = Ew(k) [to] / (fo) (rappelons que Ej / E{S’V(k) est une extension
d’anneaux de valuation discréte complets, d’extension résiduelle séparable, elle est
donc monogene). Relevons le polynéme f, en fo € Aé’v(k) [to]. D’aprés le lemme 4.40

apphque aB= As, le polynéme f; admet un unique zéro 2y relevant ’image de
to dans AS, et on a 2y € A+ {—5} pour b assez grand. Notons alors A+ la sous-
AW( k)—algebre de As engendrée par zp et Ay ’adhérence de AHW‘I] dans As pour
la topologie faible. En appliquant le lemme 4.40 & B = Ag (s’il existe), on voit que ce
dernier contient nécessairement Ay . En outre, application du lemme 4.40 4 B = Ay
montre que ce dernier ne dépend pas du choix du relévement (notons qu’en général,
ce n’est pas le cas de A‘t) La propriété (iii’) est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma
10.1].

On a E;O = E‘JS {xlﬂ, . ,mfl} (complété pour la topologie T-adique) : posons
Ao =AY {[z]* . [ed™}
(adhérence de A, [[zl]il, ceey [:cd]il] pour la topologie faible). D’apres le lemme 4.41,

on a A+0 /pAt RO_ 5 E . On note Ao l'adhérence, pour la topologie faible, de

0[71'—1] dans As On a encore AJr - A+ {%} D’aprés la propriété (c) et ce
qui précede, 'anneau Ag, s'il existe, contient nécessairement A ro. La propriété (iii’)
est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41).

D’apres le lemme 4.1 (e), 'anneau ElLR, s’'obtient & partir de Ef, en itérant les
opérations suivantes :

(ét) extension complete, topologiquement de type fini et formellement étale pour la
topologie T-adique;

(loc) complétion, pour la topologie T-adique, d’une localisation ;

(comp) complétion par rapport & un idéal contenant 7.
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Supposons que R est obtenu & partir d’une RO-algebre R par 'une des opérations
(ét), (loc) ou (comp) de lintroduction, de sorte que E}l; est obtenu & partir de Ei"é,
par l'opération correspondante.

CAS D’UNE EXTENSION DE TYPE (ET) :

Comme E“I% est topologiquement de type fini sur E"R;,, on a EE ~ C/I,ou C =
ETR,, {t1,...,%n} désigne le séparé complété de 'anneau de polyndmes E}i;,/ [t1,..., %)
pour la topologie T-adique, et I C C un idéal. En outre, ’application induite par la
dérivation d: T/T° — é (C/T) d{; est un isomorphisme, car E}; C E% est formelle-
ment étale pour la toli(;llogie T-adique.

Soit fi,..., f, € I dont l'image par'd est une base du E%—module jQi)l E%dfj. On
peut supposer que I = (—fl, ... ,fh). En effet, si ce n’est pas le cas, posons

E = (ng /WEE,) [zl, cee azh]/(flw .. ’7h)'

Alors le morphisme Spec (E% /WEE) = Spec(E'/I) — Spec(E') est une im-
mersion fermée. C’est aussi une immersion ouverte car l’inclusion des idéaux
(Fi--sfn) € T de (Eg, /‘ﬁEfél) [t1,...,tn] est un isomorphisme sur un ou-
vert de (E% /fE%/) [t1,-..,%x] qui contient Spec (E%/%‘Effé) = Spec (E'/I) (cf.
[22, Corollaire 17.12.2]). L’anneau E’ est donc le produit de deux anneaux :
E' ~ (E'/T) X E" et E'[I = E'[th+1]/(fn+1€ — 1) avec € = (1,0) € (E’/I) x E”. Soit
ec E%I {t1,...,tn} /(f1,.-., f1) I'idempotent qui releve € et soit f, 1 = thp1e — 1.
On conclut que E% = Egz {fl,...,ZhH}/(?1,...,7h+1) et que ﬁl,...,whjq est

h+1 _
une EX-base de @ ELd%;.
R &R
Comme A;{,,/pA%, 5 E%, le lemme 4.41 montre que C = C/pC ou C =
A%{tl,...,th} est le complété de ’anneau de polynémes Aj'ﬁ, [t1,...,tn] pour la

topologie faible : il existe fi,...,fr € C relevant la famille f,,...,f, € I. Notons
I C C V’idéal engendré par fi,..., fn et A= C/I. L’image de I ®¢ C dans C n’étant
autre que I, la suite exacte

I®cC— C — A/pA—0

montre que A/pA = C/I = E%,. Par ailleurs, ’homomorphisme A" — I/I? (qui
envoie e; = (0,...,0,1,0,...,0), le 1 étant en j-éme coordonnée, sur f;) est surjectif
par construction. Il induit un homomorphisme surjectif (4/pA)* — (I/I?)®4(A/pA).
Mais le composé avec 1’application naturelle (I/1?) ® 4 (A/pA) — 7/72 n’est autre
que l'isomorphisme (A4/pA)" — 7/72 inverse de d. L’homomorphisme (A/pA)" —
(I/I?) ®4 (A/pA) est donc un isomorphisme, et il en est de méme de l’application
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naturelle (I/12) ® 4 (A/pA) — T/T.

~

(A/pA — (I/1?) @4 (A/pA) — 3 T/T*

Le diagramme commutatif

d®(A/pA) h _
(I/I?)®a (A/pA) ————— <G=91(C/I)dtj> ®a (A/pA)
ll lz
= =2 d hoo
/T — <) (C/IT)at

Jj=1

identifie d®(A/pA) avec d, qui est un isomorphisme. On peut donc apphquer le
lemme 4.40 & B = AS il existe un unique morphisme de A+ -algebres A — AS rele-

vant I'inclusion Efi - E 5. Notons AT-; Pimage de A dans As. Comme A“Rg est sans p-
torsion (c’est un sous-anneau de Ag), on a gr, (A%) ~ E-'R_'[S] (anneau des polyn6émes
a coefficients dans E% en une variable). Par ailleurs, on a A/pA ~ E% o~ A%/ pA% :
I’homomophisme naturel surjectif Efré[s] — gr,(A) est donc un isomorphisme, et I’ap-
plication A — At est un isomorphisme. La propriété (iii’) est alors vérifiée en vertu
de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41).

Notons Aﬁ I’adhérence de A%['/r"l] dans KS pour la topologie faible. L’application
du lemme 4.40 & B = Ag, s’il existe, montre qu’on a nécessairement Aﬁ C Ags. En

outre, on a toujours A}% CA{{E}

CAS D’UNE EXTENSION DE TYPE (LOC) :

Ecrivons E% comme le complété de U_l E;%, pour la topologie 7-adique, ou U C
E%/ est une partie multiplicative. Notons U l'image inverse de U dans A%,. Clest
une partie multiplicative de A%,, qui est inversible dans K; {%} (cela se vérifie
modulo %). Notons alors A-‘h; Padhérence (pour la topologie faible) de U “1A£, dans
A {5} La propriété (iii’) est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant
le lemme 4.41). Notons A~ I’adhérence de A%[ﬂ‘_l] dans A g pour la topologie faible.
La condition (c) montre que Ag, s’il existe, contient nécessairement Aﬁ. En effet,
un élément de U est inversible modulo pA%, donc dans Ag D A%} qui est complet
pour la topologie faible (donc a fortiori pour la topologie p-adique). Cela montre en
particulier 'unicité de AE'
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CAS D’UNE EXTENSION DE TYPE (COMP) :
Ecrivons E;:i comme le complété de EE, pour la topologie J-adique, ot J C E%,
est un idéal contenant 7. Notons J I'image inverse de J dans A%, et A% le complété

de A;t';' pour la topologie J-adique. On a la situation suivante :

JC AL RE (B) — RL{Z)

At
R

L’homomorphisme pointillé existe par complétude de X% {%} pour la topologie J-
adique. Cette derniere résulte du fait que pour tout N € N, 'anneau

Re{5}/ () Ke{ ) = wo (BR) e ot -

T T b

|
JCEL
&

est complet pour la topologie induite par la topolologie J-adique, étant un quotient

de Wy (E-;;') [x]/(zN). Mais ce dernier est complet pour la topologie induite par

la topologie J-adique, étant libre sur Wy (ﬁ%), pour lequel la topologie J-adique
correspond a la topologie J-adique sur les composantes fantomes (on utilise le fait que
a?" = [E]I’N mod p¥ Wy (Eﬁ)) L’inclusion A%', c A% reléve l'inclusion E% C E%,.
Par ailleurs, d’apres [3, 10.8] appliqué & R! = R’ et R? = R, anneau ainsi obtenu est
une Sous—A%l-algébre de Ks, complete pour la topologie faible. Notons maintenant
A le complété de A%[ﬂ’_l] pour la topologie faible. La propriété (iii’) est alors vérifiée
en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41).

Si Alf?f est une autre A -algebre vérifiant les propriétés (a)-(e), notons A%"’ le
complété de Ag pour la topologie J-adique. Comme ci-dessus, on montre que c’est
un sous-anneau de K}; {%}. Notons A% le complété de A,E,; [7~1] pour la topologie
faible. On a alors des homomorphismes Aﬁ — A’}% — Alﬁ’ qui sont des isomorphismes
sur les gradués pour la topologie p-adique : ce sont des isomorphismes, d’ou 'unicité.

PASSAGE DE R A §.
Finalement, I’extension Efﬁ — Eg est finie étale aprés changement de base a E+ =
E% [¥~']. On a donc E} = E% [1,-..,%] /T ou I un idéal tel que Papplication
— Fe— T .
déduite de la dérivation d: I/1 25 Q_91 Ef d%; induit un isomorphisme quand on

J
inverse . Comme dans le cas (ét) on peut supposer de plus qu'il existe fq,...,f, €1

engendrant I quand on inverse 7. Soit a € N tel que 7T C (?1, e ,?T). On pose
C= A"Rg {t1,...,t,}. Comme A%/pA% 5 E'}%, onaC/pC = E% [t1,..., ] : il existe
fi,...,fr € C relevant f,,...,f,. Notons I C C l'idéal engendré par fi,..., fr et
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A:=C/I :ona (A/pA)[7~'] = (C/T)[7 ] = Es et l'application d ®(4/pA) [77?]
(ou d: I/I? — é(C/I )dt; est Papplication déduite de la dérivation) s’identifie &
d ®E§ E"S' [‘ﬁ"l]J,—c;ui est un isomorphisme. On peut donc appliquer le lemme 4.40 a
B = K}' {%} : il existe un entier b’ et un unique homomorphisme de A"Rgfalgébres
A— K; {F%} relevant EJSr - f}; On peut supposer que b > a. Notons A"S' I'image

de ’homomorphisme induit C {t;4+1}/ (I, 7%ry1 — p) — K}' {#}
Montrons (e)(i). On a un morphisme

AfpA=EBL[,. . 8]/ (Fie o F) =AY/ SAG —» BE =EBS [, B /T,

Si g e I, alors #g € (fy,...,f,). Soit g € C un relevement de g. Il existe alors
f € C tel que g — pf € I. On a donc 7%(g — tr41f) € IC {tr41}/ (7%ry1 — D)
et m(g — p/m°f) = 0 dans A} soit g = p/7®f € A} : son image est nulle dans
A}/EAL etonabien AL/ 2AL S ES.

En particulier, comme A} et A%{ﬂ%} sont complets pour la topologie (& ,7)-
adique et AL/ (&, ,m) A} = Ef /TE] est un E%—module de type fini, Af est un
A~ { £ }-module de type fini. Ecrivons A§ comme un quotient A% {21}" - A}
On a la situation suivante :

+ n x
AL{Z) —Kn

l l

+ ~
Ag *Ag

Pour montrer la propriété (iii’), il suffit de démontrer que la topologie quotient sur

A; coincide avec la topologie induite par la topologie faible de A g. Il suffit pour cela

de vérifier que la topologie quotient sur Ag coincide avec la topologie faible. Cela
résulte du fait que pour tout m € N+, il existe un entier N,, tel que

~ ~ 1 ~ ~
AS/pmAL Clm (mAE'/PmA%)

(ce qui se voit pas récurrence, et utilisant le lemme 4.1 (f)).
Notons enfin A g ’adhérence de Ak [r~!] dans A5 pour la topologie faible. Rappe-
lons qu’on alors Ag = lim ((A; / p"Ag) [71'_1]), si bien que Ag vérifie les propriétés

n
(a)-(e). L'unicité de Ag résulte du fait que Az — Ag est 'unique relévement de
I’extension étale Eﬁ — Eg.

Par unicité, I'anneau A g est stable sous P'action de Gal (Seo[p™!]/R[p~]). Pour
voir que Ag est stable par ¢, remarquons tout d’abord que Avy(xy I'est. Par ailleurs,
si R; C R, est une des extensions suivantes :
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(1) W(k) C V;

(2) VCRY;

(3) une extension de type (ét);

(4) une extension de type (loc);

(5) une extension de type (comp);

(6) R S;
et si A, est stable par ¢, il en est de méme de Ag,. Pour les cas (1), (3), (4), (5) et
(6), cela résulte de ce que le morphisme A g, -linéaire

1®¢p: ARNP ®A31 AR2 — Ag

(induit par la restriction de ¢ & Apg,), est injectif car sa réduction modulo p Pest
(cest 1 ® ¢: ER, o ®Ep, Er, ~ Egr, C Es) On vérifie son image satisfait aux
conditions (a)-(e) : c’est donc A g,. Pour le cas (2), cela résulte simplement de ce que
o([z;]) = [=:]P pour i € {1,...,d}. O

Remarque 4.43. — (1) 1l résulte de la démonstration précédente que lorsque S =
R t~EL
_ R R
(2) Lorsque Q,(up=) C Ko est non ramifiée et R C S est étale, il résulte de

R, on peut prendre a = 0, i.e. qu’il existe A% tel que ATE/ pA

la. démonstration précédente que le sous-anneau A;f de A est unique, contenu
dans A}, stable ¢ et par Gal (Seo[p™*]/R[p™"])-

E

A}, AR\ AL - Ag,
A} AR — AL —Ag
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