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SURCONVERGENCE DES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES : 

LE CAS RELATIF 

par 

Fabrizio Andreatta & Olivier Brinon 

Résumé. — On généralise le formalisme de Tate-Sen, ce qui permet d'étendre la 
théorie de Sen et de prouver la surconvergence des représentations p-adiques dans le 
cas relatif. 

Abstract. — We generalize Tate-Sen's formalism; this allows to extend Sen's theory 
and to prove the overconvergence of p-adic representations in the relative case. 

1. I n t r o d u c t i o n 

Soit V un anneau de valuation discrète complet, de caractéristique 0, de corps 

résiduel k parfait de caractéristique p > 0. On note K son corps des fractions et v 

la valuation normalisée par v{p) = 1. On fixe une clôture algébrique K de K et on 

note V l 'anneau des entiers de K. La valuation v s'étend de façon unique en une 

valuation de K, qu'on note encore v. Pour tout n N , on choisit G K une racine 

pn-ième de l 'unité, de sorte que (ε(n+1))P = ε(n). Soit K∞= (UK[ε(n) U N eX l'extension 

cyclotomique de K. C'est une extension galoisienne de K, dont le groupe de Galois 
s'identifie, via le caractère cyclotomique x, à un sous-groupe ouvert de . Écrivons 

lm(x) — Zp x F où F est fini. Pour n G N>0, on pose Kn= K ∞ pn+1 zp, et K0 = K. 
On note Vn le normalisé de V dans Kn (c'est l 'anneau des entiers de Kn) et on pose 

= U Vn- Enfin, pour δv(K), on note pδ un élément de valuation 6 dans V∞ 

Posons GK = Gai [K/K) et notons RepQp(Gx) la catégorie des représentations 
p-adiques de GK, dont les objets sont les Qp-espaces vectoriels de dimension finie, 
munis d'une action linéaire et continue de GK et les morphismes les applications 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F80, 11S15, 11S20, 13K05, 14E22. 
Mots clefs. — représentations p-adiques, théorie de Sen, (φ, )-modules. 
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4 0 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON 

Qp-linéaires équivariantes. Dans [17], Fontaine a construit un corps £ de valuation 

discrète de caractéristique 0, absolument non ramifié, de corps résiduel imparfait, 

muni d 'un opérateur de Probenius l et d 'une action de Gai (K^/R) qui commutent. 

En utilisant la théorie du corps des normes (cf. [21]), il construit un isomorphisme 

Gai (enr/e) = Gai ÇK/KOO) et en déduit une équivalence de catégories ([17, Théorème 

3.4.3]) entre R e p q p (GK) et la catégorie des (<,T) -modules étales sur £, donnée par 

le foncteur V - D(V) = (£nr O Qp V) gal K/Koo .Un ( l , r ) -module étale sur £ est 

un £-espace vectoriel D de dimension finie muni d 'un opérateur de Frobenius <p et 

d 'une action de Gai (KQQ/K) semi-linéaires et qui commutent, et qui contient un Og-

réseau V (où Os désigne l 'anneau des entiers de £) tel que le linéarisé de Frobenius 

ip®l: T>®Q£ Os —> *D est un isomorphisme. Notons qu'il existe une version « entière » 

de ce qui précède, s 'appliquant aux Zp-représentations de G # , i.e. aux Zp-modules 

de type fini munis d'une action linéaire et continue de GK-

Dans [8], le résultat de Fontaine est raffiné de la façon suivante. Les corps £ et £nr 

(notés et B respectivement par Colmez, et c'est ce système de notation qui est 

adopté dans ce travail) admet tent les sous-corps BJ^ et respectivement, consti­

tués des éléments dits surconvergents (car ils admet tent une description en termes 

de fonctions analytiques sur des couronnes). Comme précédemment, ces corps per-
t / ( \ \Galffc7Koe) 

mettent de construire un foncteur V i—• DT(V) = ( BT <8>QpV ) de la catégorie 

R e p q (GK) dans la catégorie des (y?, r ) -modules étales sur BJ^. Le résultat principal 

de [8] est que ce foncteur est une équivalence de catégories, i.e. que le foncteur D se 

factorise par D* (loc. cit. Proposition III.5.1 et Corollaire III.5.2). 

Parmi les applications principales de ce résultat, il y a les formules de réciprocité 

explicites, qui permet tent de reconstruire les invariants Dcris(F), DdR(^) à part ir de 

D*(V) (ce qui n'est pas possible à part ir de D(V) , parce qu'il n 'y a pas de morphisme 

naturel de B dans BjR O U de BjR dans B , cf. [8, II]). C'est l 'un des points de départ 

des t ravaux de Berger, Colmez, Fontaine et al. qui ont permis la preuve de la conjecture 

de monodromie p-adique (cf. [10]). 

Décrivons maintenant le cadre dans lequel on va travailler. Soit d un entier, 

T i , . . . , 7 d des indéterminées et R° = V{T^X,... ^T^1} le séparé complété de 

V J T ^ 1 , . . . jT^1] pour la topologie p-adique. On se donne un anneau R obtenu à 

part i r de R° en itérant un nombre fini de fois les opérations suivantes : 

(ét) complétion p-adique d'une extension étale ; 

(loc) complétion p-adique d 'une localisation ; 

(comp) complétion par rapport à un idéal contenant p. 

On suppose en outre que V [ T ^ 1 , . . . ,T^X] —• R est à fibres géométriquement ré­

gulières ou que R est de dimension de Krull inférieure à 2, et que k —> R <S>y k est 
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SURCONVERGENCE DES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES : LE CAS RELATIF 41 

géométriquement intègre. Il en résulte que 7 \ , . . . , Td est une p-base de R (g)y k. Dans 

ces conditions, le théorème de pureté de Faltings s'applique, cf. 3.2. 

Soit E une clôture algébrique de Frac (R). On note R la réunion des sous-i2-algèbres 

finies S de E telles que S[p-1] est une extension étale de i?[p-1]- On se donne une 

sous-R-algèbre finie normale R de E telle que R [p-1]est étale sur i?[p-1]-

En particulier, R est séparée et complète pour la topologie p-adique, et R C R. On 

suppose en outre que K est algébriquement clos dans 

Pour n G N , on choisit Tin une racine pn-ième de T», de sorte que (7^n+1^) = 

T(n). On pose R'= R WN\... ,TJn)l et on note i?n le normalisé de R'Vn dans R 

(on a i ïnb"1] = (K-Vn) b"1]) ^ iîoo = u 
neN 

Rn En particulier, on a RQO C .R. 

On pose GR = G a l ^ " 1 ] / ^ " 1 ] ) , I * = Gai ( ^ [ p " 1 ] » " 1 ] ) et HR = 

Ker((/# —> T^) . L'anneau R est stable par GR- Le groupe r # s'insert dans la suite 

exacte 

1 - TR - I * - , IV - 1 

où r # = Gai (RQOIP 1l/jR.Vr00[p 11) s'identifie à un sous-groupe d'indice fini de T~ = 
d 

i=l 
Zp 7̂  où 7i est défini par : 

Yi(Tj (n) = e(n)Ti(n) gi j = ^ 

tj(n) j=i si j = i 

Si g G r # , on a les relations g^%g~x = 7 * ^ pour tout i G { 1 , . . . d ) On choisit 70 

un générateur topologique de la partie libre de Gai (^oo[p_1]/^œb_1])-

Si B est une sous-R-algèbre de R, on note B = \im B/pnB son séparé complété 

n 

pour la topologie p-adique. Par continuité, GR agit sur R. On prolonge la valuation 

p-adique sur K en une application v: R\p~x] —> R U { + o o } en posant 

v(x) = max {n G Q, x G p n # } . 

Ce n'est pas une valuation en général (à moins que R soit local), mais vérifie les 

propriétés (i)-(iv) de la section suivante. 

Dans [3], la théorie des ((p, r ) -modules et l'équivalence de catégories de [17] ont été 

généralisées aux Zp-représentations de GR : on a des anneaux AR C A (généralisant 

Os Ç 0-x>) et une équivalence de catégories 

RepZp ( $ « ) — • Mod%R(<p,TR), V 1—> (A ®zp V)HR 

(cf. théorème 4.34). L'objectif principal de ce travail est de prouver l'analogue de [8, 

Proposition III.5.1] à ce cadre (théorème 4.35). 

Le plan de l'article est le suivant. 
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4 2 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON 

La preuve de la surconvergence des représentations p-adiques repose sur des tech­

niques dues à Sen, qui ont été axiomatisées dans le cas « classique » par Colmez 

(formalisme de Tate-Sen [10]). L'objet de la première partie de ce travail est de gé­

néraliser ces axiomes au cas « relatif ». Rappelons que la méthode de Sen comporte 

deux étapes, une descente de GR à TR, et une « décomplétion », qui fait intervenir des 

« traces normalisées de Tate généralisées » (cf. section 2). On pocède par décomplé­

tions partielles (variable par variable). Une difficulté réside dans le fait que lorsque 

d > 0, le groupe TR n'est pas commutatif. Elle est à l'origine de l 'axiome (TS3) (b) 

(qui est une nouveauté par rapport à [10]). 

Cela permet d'étendre (théorème 3.1) un résultat classique de Sen (c'était l 'objet 

de [6] dans le cas où i2[p_1] est un corps, à corps résiduel non nécessairement parfait) : 

l 'application naturelle 

s 
H1 (Gai (Soclp-^/Rlp-1}) ,GLn ( S o o b - 1 ] ) ) - H1 (s*,GLn ( ^ [ p " 1 ] ) ) 

déduite des l'inclusions Soo C R, est bijective (la limite inductive étant prise sur ] 

sous-.R-algèbres S de R telles que S\p~1]/R\p~l] est finie étale galoisienne). Cet énon 

se reformule en termes de i?[p_1]-représentations (corollaire 3.14). Remarquons qu'< 

utilisant l 'action infinitésimale de TR, il implique le résultat local de Faltings sur 

théorie des fibres de Higgs (cf. remarque 3.15). 

Dans la dernière partie, on rappelle les constructions et résultats de [3] qui nous so 

utiles, on définit les éléments surconvergents et on applique le formalisme de Tate-S 

pour prouver le théorème 4.35, qui affirme qu'on a une équivalence de catégories 

RePzp (GR) — M o d ^ t {<p, TR), V (At ®Zp V)n« 

où A* (resp. A ^ ) désigne le sous-anneau des éléments surconvergents de A (resp. 

AR). Un point technique important (et nouveau) est la construction d 'un anneau A ^ 

(cf. proposition 4.42). Sa construction, assez délicate, est requise par le besoin d'une 

structure « entière » de AR ayant de bonnes propriétés topologiques. 

La motivation principale de ce travail est d 'étendre les formules de réciprocité au 

cas relatif, c'est-à-dire de relier [3] et [7] (où les anneaux Bcris, B^R sont construits et 

les notions de représentation p-adique cristalline, de de Rham sont étudiées dans la 

situation considérée dans cette article). 

Cet article doit beaucoup à P. Colmez : sans [10] et [11], il n 'aurai t d'ailleurs 

certainement pas vu le jour. Les auteurs lui sont reconnaissants pour ses commentaires 

qui ont permis de le clarifier, et de leur avoir en outre communiqué des travaux non 

publiés. 

Pendant l 'élaboration de ce travail, le second auteur a bénéficié du soutien du Marie 

Curie Research Training Network dans le cadre du Réseau de Géométrie Algébrique 
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et d 'Arithmétique Européen, à l 'Università degli Studi di Padova et à la Graduate 

School of Mathematical Sciences de Tokyo. Il remercie ces deux institutions pour leur 

hospitalité, ainsi que F . Baldassarri et T. Saito pour leur accueil. 

2. La m é t h o d e de S e n généra l i sée 

Ce qui suit est une généralisation de propriétés démontrées par Sen dans [26], 

l 'axiomatisation qui en est faite étant directement inspirée par l'exposé de Colmez 

dans [10, 3.2 et 3.3]. 

Soient p un nombre premier, G un groupe profini et A une Zp-algèbre intègre munie 

d 'une application v: A —> R u { + o o } telle que : 

(i) v(x) — +oo x = 0 ; 

(ii) v(xy) > v(x) + v(y) ; 

(iii) v(x + y)> mm(v(x), v(y)) ; 

(iv) v(p) > 0 et v(px) = v(p) + v(x). 

L'anneau A est donc muni d'une topologie séparée. Supposons de plus A complet pour 

cette topologie, et muni d 'une action continue de G, telle que v(g(x)) = v(x) pour 

tout x G A et g G G. 

Soient d G N et H un sous-groupe fermé distingué de G tel que V = G/H est 

muni d 'un homomorphisme continu \ '• F —> Z * d'image ouverte, de noyau isomorphe 

à Zp et tel que 7<77_1 = gx^ pour tout g G Ker(x) et tout 7 G T. Soient 70 G F et 

7i> • • • ?7d € Aut (A) tels que x(7o)Zp est un sous-groupe ouvert de Z* et Ker(x) est 

un sous-groupe ouvert de 
d 

i=l 
zp yi . 

Si G' est un sous-groupe ouvert distingué de G, on pose H' = H fl G' et Te = 

G'/H' c—» T. On suppose que pour tout tel G7, il existe mo(G/) G N tel que pour tout 

i G { 0 , . . . . d}, on a 
mn(G') 

(a) 7f G r G , ; 
(b) il existe une suite croissante (A^}n,) m< mo(g') de sous-anneaux fermés de A^" ; 

(c) il existe une suite d'applications (T£]G, : AH' — ^M

IG»)m>mo{G')5 

de sorte que les conditions suivantes (conditions de Tate-S en) sont vérifiées : 

(TS1) Il existe c\ G R>o tel que quels que soient les sous-groupes ouverts distingués 

Hi Ç H2 de H, il existe a G A^1 vérifiant v(a) > —c\ tel que 
reH2/H1 

r(a) = 1 ; 

/ KZJLJL2 / -n-l 

(TS2) Il existe c2 = c2(G') G R>o tel que pour tout i G { 0 , . . . , d} et tout m > 

mo(G,) 

(A) TÏÏG' est Am,G' -LINÉAIRE ET TSG'(X) = 00 six e A(£G, ; 

(b) pour tout x G AH', on a v (T^G,(X)) > v(x) — c2 et 
m—UDO 

(i) / \ 
Tm,G'\X) ~ X ' 
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44 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRIÑÓN 

(c) Tm]c commute aux r^, G, ; 

(d) si i G { 1 , . . . , d}, l'anneau A^G, est stable par G/H' et r^G, commute à 
l'action de G/H'\ 

(d') l'anneau A^G, est stable par 7Q °( \ T^G, commute à 7Q °( } et r^G, o 

Tm,G' ° * ' * ° rm,G' commute & G/H' \ 

(TS3) PosonsXSG, = ( l - r S G , ) ( Â f f ' ) . 
(a) Il existe C3 = cs(Gf) G R>o tel que pour tout m > rao(G') et tout 

i G {0 , . . . , c/}, l'application 1 — 7? est inversible sur X^G, et pour tout 

x e X™,G" on a 

^(( l -7zpm) 1 0*)) > v(x) -c3. 

(b) Il existe C4 = c^G') G R>o tel que pour tout m > mo(G;), tout z G 
{ 1 , . . . , d} et tout x G A^G,, on a v ((yipm— l) (x)) > v(aj) + c4. 

Remarquons que la condition (iv) implique v(l) = 0. Par ailleurs, si G' est un 
sous-groupe ouvert distingué de G, alors le groupe G/H' (où H' = H FI G') est 
topologiquement engendré par un nombre fini d'éléments. 

Soit n G N>0. Si 17 = (wi,j)i<i 7<n ^ Mn(A), on pose v(U) = min (uij). Dans 
' — '"7— i^^i^n 

tout ce qui suit, A et ses sous-anneaux seront munis de la topologie définie par v. 
Ainsi, quand on parlera de cocycles et d'ensembles de cohomologie, il s'agira toujours 
(même lorsque ce n'est pas précisé) de cocycles et de cohomologie continus. 

LEMME 2 . 1 . — ([26, Lemma 1]). Soient Ho un sous-groupe ouvert distingué de H, 
m > ci un entier (où c\ est la constante de (TS1)) et U : Ho —» GLn (A) un cocycle 
continu tel que pour tout g G Ho, on a v (Ug — 1) > m. Alors il existe B G GLn (A) 
vérifiant v(B — 1) > m — C\ tel que si U'g := B~1Ugg(B), on a v {U'g — l) > m + 1 
pour tout q G Ho-

Démonstration. — Comme v(l) = 0 et v (Ug — 1) > m > c\ > 0, on a v(Ug) > 0 
pour tout g e Ho- Comme U est continu, il existe un sous-groupe ouvert distingué 
Hi de Hq tel que 

g' eHx^v (Ugi - 1) > m + ci -h 1. 

Soit T un ensemble de représentants de H0/Hi. La condition (TS1) fournit un élément 
a G A^1 tel que v(a) > —C\ et 

r<ET 
r(a) = 1. On considère la série de Poincaré 

B = 
reT 

r(a)UT. 
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Pour g G HQ, on a g(B) = 
reT 

gr(a)g(UT). Si r € T, la condition de cocycle implique 

que g(UT) = Ug Ugr> Par ailleurs, l'élément gr s'écrit de façon unique r'g' avec 

rf eT et g' e Hi. On a alors 

v (UGT - UR>) = v <JJT,g' - Uri) = v (UT>T'(U9,) - UT>) > m + d + 1, 

car v(r'(Ug> - 1)) = v(Ug>-l) > m + d + 1 (on s. g' G Hx) et v(UT') > 0. 

Comme v (U'1) > 0, on a v (g(UT) — C / " 1 ^ / ) > m -f ci + 1. Par ailleurs, on a 

^ r ( a ) = r'gf(a) = r'(a) (car a G A^1). Comme i ; ( r ' (a) ) = v(a) > —ci, on a 

v (gr{a)g{UT) - Tf(a)U-lUT>) > m + 1. Enfin, r ' décrit T quand r décrit T, d'où 

tc T 
T ' ^ U - 1 ^ = U~XB. On a donc v (g(B) - U^B) > m + 1. 

Par ailleurs, on a 5 - 1 = 
tcT 

r(a)(C/r — 1) vu que 
tcT 

r(a) = 1. Comme v(a ) > — c\ 

et v (Ur — 1) > m, on a donc v(B — 1) > m — c\ > 0. Comme A est complet, la 

série 1 + (1 — B) + (1 — B)2 H- • • • converge : on a B G GLn (A). Enfin, comme 

v (g(B) - U~lB) > ra+1, v (Ug) >0etv (B'1) > 0, on a bien v (B-lUgg(B) - l ) > 

ra + 1 . • 

Proposition 2.2. — ([26, Proposition 4]). Si g E/̂  es£ un cocycle continu H —> 

GLn (A), zZ existe un sous-groupe ouvert H' de H tel que la restriction de U à H' soit 

cohomologue au cocycle trivial. 

Démonstration. — Comme U est continu, il existe un sous-groupe ouvert distingué 

H' de H tel que v(UG — 1) > C\ + 1 pour tout g G H'. En par tant de U\ = U\H', 

une application répétée du lemme 2.1 avec HQ = H' fournit une suite de cocycles 

(Urn ' H' —» GLn (A)) m< 1 et une suite (5m)m>1 d'éléments de GLn (A) telles que 

(1) v (Bm - 1) > m, 

(2) Um+i(g) = B-1Um(g)g(Bm), 

(3) v(Um(g)-l) > m + ci 

pour tout g G H'. La, condition (1) assure que le produit infini B = Y[ Bm converge 
ra=l 

dans GLn (A). Les conditions (2) et (3) impliquent que B~1Ugg(B) = 1 pour tout 

g G H' : la restriction de U k H' est cohomologue au cocycle trivial. • 

Corollaire 2.3. — On a 

î1 (H,Gln (Â)) 

ouvert 

H1 (H/H', Gin (A"' ) ) 

H1 (G, GLn (A)) 

ouvert 

H1 (G/(Hf)G'),GLn (ÂHnG')) 
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46 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRINON 

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 2.2 et des suites d'inflation-

restriction 

1 - H1 (H/H', GLn (A"' ) ) - H1 (ff, GLn (A)) - H1 ( # ' , GLn (A)) , 

1 - H1 ( g / ( # H G') , GLn (AH')) - H1 (G, GLn (A)) - H1 (H n G7, GLn (A)) • 

Pour décrire H1 (G,GLn (A)J, il s'agit de comprendre les ensembles 

H1 (G/H', GLn (AH')) pour tout sous-groupe ouvert distingué G7 de G, où 

HF = H H G'. Ce qui suit a pour but montrer que l'ensemble H1 (G/H', GLn (A**"')) 

est en bijection avec H1 (G/ i f ' , GLn ( A ^ &) ) 
ou Aoo c est un anneau plus simple 

que Ah' , que nous allons maintenant définir. 

Pour j G { 0 , . . . , d} et m > ra0(G'), on pose A ^ , = f| A ^ G , . On pose Am,G' = 
I=J 

Am,g(>o) _ D 

I=0 
ft' et A°o,G' = 

oo 

771 = 7710(0') 
Am G' • On a donc la situation suivante 

AH' 

A oo,g' 
ra,GR Am,G' 

M, G 

Am,G' 

L'inclusion Aqo^' C Âh induit une application 

i: H1 (G/tf' ,GLn (AoofG0) - H1 (G/H',GL» (AH')) . 

Théorème 2.4. — ([26, Proposition 6]). L'application L est bijective. 

D'après (TS2) (a), si m > rao(G') et i G {0, ........, d} l 'opérateur r^G, est un 

projecteur de A ^ ' sur A ^ G , . En particulier, on a X^G, = Ker ( T ^ g , ) et pour a: G 

A ^ ' , on a x G A ^ G , T ^ G , ( X ) = x. De plus, d'après la condition (TS2) (b), 

TmG': ~~* ̂ -mGf est continu, ainsi, kH' — X^ G, 0 A ^ G , est une décomposition 

en somme de sous-espaces fermés. Par ailleurs, d'après (TS2) (d), si i G {0, ........, d} 

les sous-espaces X^G, et A ^ G , sont stables par G/H', et d 'après (TS2) (d ') , les 

sous-espaces X^ G, et hmGi sont stables par 7Q . En particulier, les sous-espaces 

G' sont staD^es Par G/H' si z G { 1 , . . . , d} . C'est encore vrai pour i = 0 vu que 

rm,G' ° rm,G' ° * ' • ° fi' commute à G / # ' d'après (TS2) (d ') . 
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Pour i G { 0 , . . . , d}, posons A(i)ooG, = 
oo 

M=MO(G') 

a(0 mg 

Lemme 2.5. — Le sous-espace A ^ G, est stable par T^g, pour tous i,j G { 0 , . . . , d} 

et m, m ' G N>mo(G/) U{oo}. 

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas m' > rao(G'). D'après (TS2) (c), on a 

^»T(i)m,g' = r « 0 , o r # 0 , Si x e A # f 0 „ on a donc r^G, ( r « G , ( z ) ) = r « G , ( z ) , 

soit (i)m,g'(x) c A(j)m',g' . • 

Proposition 2.6. — ([26, Proposition 3]). Soient i G { 0 , . . . , d}, m > rao(G') etWc 

AH' un svus-A^G, -module de type fini stable par *yf . Alors W C A ^ G , . 

Démonstration. — Soit wi,...,wr une famille génératrice de W sur A.mG,, et w le 
m 

vecteur colonne dont les composantes sont wi,...,wr. Comme W est stable par 7? , 

pour tout m' > m il existe Mm/ G Mr ( A ^ g , ) telle que 7^ (w) = Mm>w. Par 

continuité de l'action de r ^ , on a lim Mm/ = 1. Il existe m' > rao(G') tel que 
m'—»00 

v (Mm/ — 1) > C3 -h 1. Posons xMR = (l — T^,g^ (w). C'est un vecteur colonne à 

coefficients dans X^, G,. Par ailleurs, comme Mm/ est à coefficients dans A^G, Ç 

Am',G'> 011 a rm',G' iM™') = Afm/, et donc 7? (xm/) = Mm/Xm/ vu que r ^ G , 
ttiq(G') 2 

commute à l'action de 7; p (condition (TS2) (d) et (d ')) . En particulier, on 
/ m ' \ _ 1 

a xMF = i — 1 ) ((Mm/ — l ) a w ) (rappelons que 1 — 7f est inversible sur 

X^L G, d'après (TS3) (a)). D'après la condition (TS3) (a) encore, on a donc 
V {xmi) > V ((Mm' - l)XM>) ~ C3 > V (Mm> ~ 1) + V (xm') ~ C3 > V (xm>) + 1, 

d'où v (xmf) = +00 i.e. XM' = 0, soit T$ G,(W) = w : le vecteur w est à coefficients 

dans A#>G,. On a donc W C A^>G, C a £ g , . • 
Lemme 2.7. — L'application i est infective. 

Démonstration. — Soit U,U':T —> GLn(A00>G/) deux cocycles. Comme G/H1 est 

topologiquement engendré par un nombre fini d'éléments, il existe un entier m tel 

que Ug,U'g G GLn (AM,G') Pour tout g G G/H'. Supposons que U et U' sont coho-

mologues dans GLn (A^ ' ) : il existe M G GLn (A^ ' ) tel que pour tout g G G / f T , 

on a M~lUgg(M) = U'g, soit g(M) = U^MU'g. Pour i G { 0 , . . . , d} , notons le 

sous-A^G,-module de A ^ ' engendré par les coefficients de la matrice M. D'après 

ce qui précède, ce sous-module est stable par yipm . Comme il est de type fini, la 

proposition 2.6 assure que W{ C A ^ G , . La matrice M est donc à coefficients dans 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



48 FABRIZIO ANDREATTA & OLIVIER BRIÑÓN 

Aoc?G' H • • • fi A ^ G , = AQO^'J et les cocycles U et U' sont déjà cohomologues dans 

G M A O C G O . ' • 

Lemme 2.8. — ([26, Proposition 2 (b)]). Soient i G {0,...d)m > m0(Gf), c € 
Am,G'(

i) et y c X(i)

 m,G' tel que 

v(c+(l-Yi

pm)(y)) > ( c 2 + c3)r. 

^4Zors v(2/) > (c2 H- c3)(r - 1). 

Démonstration. — Posons z = c + ( l — 7f )(?/)• On a v ( ( l — r^G^j (z)) = 

v ((l — 7f ) (y)^j > (c2 + c3)r - c2 d'après la propriété (TS2) (b) (car c G A^G, est 

invariant par r ^ G , et 2/ G - X ^ c = Ker ( r ^ G , ) ) . La condition (TS3) (a) appliquée à 

y implique alors v(y) > (c2 + c3)r — c2 — c3. • 

Lemme 2.9. — ([26, Lemma 3]). Pour i G { 0 , . . . , d}, Vapplication 

H1 (G/H', Gln ( A g i ) ) - H1 (G/H',Qln ( a ^ ) ) 

(déduite de Vinclusion A^*¿, C A ^ ^ , 1 ^ est surjective (où on a posé A^l¿ , = 

U A g g , pour < < d ei A ^ 1 ' = À"'). 
m=mo(G') 

Il s'agit de montrer que tout cocycle U: T -> GLn ( a ^ 1 } ) est cohomologue à 

un cocycle à valeurs dans GLn ( A ^ ^ , ) . Comme G/H' est topologiquement engendré 

par un nombre fini d'éléments, il existe un entier m > mo(G') tel que U est à valeurs 

dans GLn ( A ^ £ 1 } ) (= GLn (A"') si i = d). 
m 

Pour alléger les notations, on pose 7i>m = y{ pour m > rao(G ). La preuve du 

lemme 2.9, qui occupe l'essentiel du reste de cette section, est divisée en plusieurs 

lemmes. 

Lemme 2.10. — Il existe m > rao(G') tel que, quitte à tordre U en un cocycle coho­

mologue, on a Ulirn G GLn ( A ^ G , ) et Ug G GLn ( A ^ ^ 1 ^ ) pour tout g G G/H'. 

Démonstration. — Par continuité de U, on peut supposer (quitte à augmenter m 

que v (C/7. m - 1) > 3(c2 + c3). Soient A3 = Ulitm, B3 = R3 = 1 G GLn ( A g i ) 

On va construire par récurrence des suites (Ar)r>3, (Br)r>3 et (i?r)r>3 vérifiant le 

conditions suivantes : 

(i) AriBr G GLn ( A g ^ 1 } ) et Rr G GLn ( a ^ , ) pour tout r > 3, 

(ii) Ar+1 = JB~^1Ar7¿,m(JBr+i) pour tout r > 3, 

(iii) v (Ar — Rr) > (c2 -h c3)r et v (Br - 1) > (c2 -h c3)(r - 1) pour tout r > 3. 
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Remarquons déjà que les conditions (ii) et (iii) impliquent que v (Ar+i — Ar) > (c2 + 

c3)r. En particulier, on a v (Ar — A3) > 3(c2 + c3) et a fortiori v (Ar — 1) > 3 (c2 - fc3) . 

Supposons Ar,Br,Rr construits. Posons i2r+i = r^G, (Ar) G Mn ( A ^ G , ) . 

D'après le lemme 2.5, le sous-espace A^G'^ est stable par r ^ G , , comme Ar G 

GLn (AL'GV1), on a aussi # r + i G Mn ( A g ^ 1 } ) et donc Rr+1 G Mn ( A g ^ ) . On a 

i?r+1 -Ar = - ( l - T£]g,) (Ar) G Mn (x£]G,) : d'après la propriété (TS3) (a), il 

existe Sr G Mn {x^G^ tel que Rr+i - Ar = (1 - 7i>m) (5r ) . 

Par ailleurs, comme Ar,Rr G Mn ( A ^ ^ 1 ^ ) , la matrice Rr+i — Ar = (1 — 7i,m) (Sr) 

est tuée par r^G, pour j G {i + 1 , . . . , d}. Par injectivité de 1 — 7 ,̂m sur X^G, 

(condition (TS3) (a)), il en est de même de Sr i.e. Sr G Mn ( A ^ ^ 1 } ) . 

On a v (Ar - Rr) > (c2 + c3)r donc v (Rr - Rr+i + (1 - 7^m) Sr) > (c2 + c3)r. 

D'après le lemme 2.8, on a en fait v (Sr) > (c2 + c3)(r — 1). Posons Br+i = 1 — 5r , on 

a donc Î; ( # r + i — 1) > (c2 + c3)(r — 1). Posons iVr = Ar — 1, on a v (Nr) > 3(c2 + c3) 

d'après ce qui précède. 

La matrice £ r + i est inversible et B~+x = 1 + Sr + 5r2 + • • • G GLn ( A ^ t 1 ^ ) 

(car v ( 5 r ) > (c2 + c3)(r - 1), r > 3 et A ^ ^ 1 ^ est fermé dans AH'). Soit 

Ar+i = B ' ^ A r Y i , m ( £ r + i ) , on a 

v (Ar+i - (1 + 5r ) (1 + ATr) (1 - 7*,m(5r))) > 2(c2 + c3)(r - 1). 

Comme 2(c2 + c3)(r - 1) > (c2 + c3)(r + 1) (on a r > 3), v (SrNr) > (c2 + c3)(r + 2) 

et v (5r7i,m5r) > 2(c2 + c3)(r — 1), on a donc 

v (Ar+i — l — Nr — (1 — 7i,m) Sr) > (C2 + c3)(r + 1) 

i.e. v (Ar+i - i î r+i ) > ( c2 + c3)(r + 1). 

Ces suites étant construites, posons B = B3B4 — •. Les inégalités v (Br — 1) > 

(c2 + c3)(r — 2) impliquent que le produit converge dans GLn ( A ^ ^ 1 ^ ) . Par ailleurs, 

les suites {Ar)r>3 et (# r ) r>3 sont de Cauchy donc convergent dans GLn ( A ^ ^ , ) 

(rappelons que A ^ ^ , est fermé dans A qui est complet). Par construction, elles ont la 

même limite qu'on note R. On a alors 5_1C/7i m7i,m(B) = R G GLn ( A ^ ç , ) : quit te 

à tordre le cocycle U par B, on peut supposer que U1. G GLn ( A ^ r ™ ) . • 

Lemme2.11. — Supposons que Ulirn G GLn ( A ^ G , ) , avec m > m0(G/)- Alors quitte 

à augmenter m, on a Ug G GLn ( A ^ T ™ ) pour tout g G Te-

Démonstration. — PREMIER CAS : i G { 1 , . . . , d}. Pour g G Ker (x )nIV, on a 7i,m<7 = 

g^m et donc Ulirn^m(Ug) = Ugg (Ulirn). Si M = Ulirn G GLn ( A ^ , ) , on a donc 

7i,m(Ug) = M~1Ugg(M). Soit Wg le sous-A^G,-module de A ^ ' engendré par les 
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coefficients de Ug. Il est de type fini, et stable par 7^m (parce que A ^ G, est stable 

par g en vertu de (TS2) (d)). D'après la proposition 2.6, on a Wg C A ^ G , : quit te à 

augmenter m, on peut supposer Ug G GLn ( A ^ g , ) et donc Ug G GLn ( A ^ g , ) . Comme 

Ker(x) H TG' est topologiquement engendré par un nombre fini d'éléments, on peut 

donc supposer (quitte à augmenter m un nombre fini de fois) que Uh G GLn ( A ^ G , ) 

pour tout h G Ker(x) H TQ1-

Si g G I V , on a g 1ji,mg = h G Ker(x) H TG' d'où Ulirn^m(Ug) = Ugg(Uh) et 

donc ii,m(Ug) = U~^mUgg(Uh)' Soit Wy le sous -A^G, -module de A ^ ' engendré par les 

coefficients de L^, il est de type fini, et stable par jiiTn car Uyi,m, Uh c Gl n (A(i)

m,G') et 

A ^ G , est stable par 1 ^ / . On en déduit comme précédement que Wg C A ^ G , : quit te 

à augmenter m, on peut supposer Ug G GLn ( A ^ g , ) et donc Ug G GLn ( A ^ g , ) . En 

faisant ce qui précède pour une famille finie de générateurs topologiques de Te, on 

se ramène à Ug G GLn ( A ^ g , ) pour tout g G Te-

D E U X I È M E CAS : i = 0. On a C/70m G GLn (Am?G') et Ug G GLn ( A ^ G \ ) pour 

tout g G G / # ' . Pour j G { 1 , . . . , d } et a G Zp, posons M,-(a) = ( l - r^}G,) (Ky«m), 

c'est une matrice à coefficients dans X^G, D A ^ G , (car A ^ G , est stable par r^G, 

en vertu du lemme 2.5). Par ailleurs, d'après la condition (TS2) (b), l 'application 

a Mj(a) est continue. Montrons que quit te à augmenter m, on a Mj(ï) = 0 pour 

tout j G { 1 , . . . , d} . 

Comme U est continu, on peut supposer, quit te à augmenter m, que 

v{(y^Tm ~ -0) — V(P) ^C2 Pour tout A ^ ^ P - D'après la propriété (TS2) (b), 

on a alors v (Mj(a)) > v(p) + c2 et v (r^G, (u^^j — l ) > v(p) + c2. 

Lemme 2.12. — Sous les conditions qui précèdent, on a 

(i) v (Mj(a + /?) - Mj(a) - Mj(P)) > min (v(Mj(a)), v(Mj((3))) + min(v(p),c4) ; 

(ii) v (Mj(a + /3) - M » ) > min [v(Md(a)) + v ( t f ^ - l ) M^M)) " c2 

pour tout a, /? G Zp. 

Démonstration. — Écrivons 7?+^ = 7^m7^m : on a donc £/7a+/3 = ^ m 7 ^ m ( ^ y ? ) • 

Comme f̂ 7JM = rm G, (E^y*m j + -WJO*0 Pour tout x G Zp, on a 

^ ( ^ 7 r r ) + M J ( a + J 8 ) = (r^G, (U7?m) + M » ) 7«m (r^G, (u^J + Ms{ßj) . 

„ . (1) (d) , (0) (1) (d) 
Commençons par remarquer que puisque rmG, o • • • o rmG, et rmG, o r^;G, o • • • o 'G, 
commutent à l'action de G/H' (d'après (TS2) (d) et (d')), l'espace A f l A ^ = 

Im ( ( l - r ^ G , ) o r ^ G , o - • • o T ^ g , ) est stable par G/H'. En particulier, les matrices 

7,% ( T(o)

m,G' ( ^ J ) et 7£m(M,(/?)) sont à coefficients dans Am,G, et X ^ n A ^ 
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respectivement. Ainsi le produit r^G, (jj^^ 7?m (T^g, (u^P ^ est à coefficients 

dans Am>G', et les produits M » 7 £ m (r^G, [U^J) et T^]G, ( t ^ J 7 ? m ( M i ( / 3 ) ) 

sont à coefficients dans X^G, fl A ^ G , . On a donc 

(1) Mjia + /3) = M^ahlm (T%G> ( ^ j ) + TJ%g, (U^m)^m(Mj(0))+ 

+ (1-T(o)m,G')(Mj(a)^m(MJm). 

• Montrons l'inégalité (i). D'après (1) , on a 

Mj(a + (3)-Mj(a)-Mj(p) = 

Mj(&) (y& j,m (T(o)mg' (uYbj,m)) -1) + (T(o)m,g' (uy&j,m)-1) Y& j,m (Mj(m)) + 

+ (7?m - 1) ( M j ( / 3 ) ) + ( l - r ^ , ) ( M ^ a ^ C M , - ^ ) ) ) . 

Minorons la « valuation » de chacun des termes du membre de droite. On a déjà 

«K(«)(^('-&KJ)-i))^ 
<v(Mj(&)+ v(y&j,m (T(o)m,G'(Uymj,m))-1)>v(Mj(&)+v(p) 

v((T(o)m,G'(Uy&j,m)-1)Y&j,m(Mj(m)))> 

> « № < K - m ) - l ) + « feWO?))) > v(Mj(f3)) + v(p) 

car v (T^G, ( f ^ 7 ? m ) — l ) > VCp) + c2 > v(p) pour tout x eZp par hypothèse. 

P a r a i l l eurs , c o m m e Mj ((3) es t à coefficients d a n s A^JG,, o n a v ( ( 7"m — 1) (Af, (/3))) > 

v(Mj(0)) + c4 en v e r t u d e (TS3) ( b ) . Enf in , o n a 

V 1 - & ) ( М ^ а ) 7 £ т ( М , - ( / ? ) ) ) ) > u ( M » ) + v(Mj(ß)) - с2 

> v(Mj(a)) Л-v{p) 

en v e r t u de (TS2) (b) et parce que v(Mj(x)) >v(p) + c2 pour t o u t x G Zp par 
hypothèse. O n a bien 

v(Mj{a + /3)- Mj(a) - Mj(f3)) > min (y{Mô{a)) + v{p),v{Mj{(3)) 

+ v(p),v(Mj(p)) + c4,v(Mj(a))+v(p)) 

> m i n (v(Mj(a)),v(Mj(P))) + m i n ( v ( p ) , c 4 ) . 

• Montrons l'inégalité (ii). D'après (1) , on a 

M > + / 3 ) - M » = M » 7 « r o ( r ^ , ( t ^ J - l ) + ( l - t ^ , , ) (U7lm^m(Mjm) . 
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On a donc 

v(Mj(a + ß) - Mj(a)) > 

min (viMjia)) + v ( r ^ , ( t / ^ - l ) ) ,t; ( ( l - r^]G) (u^f^M^ß))))) . 

Comme v (r^0)G, ( c / ^ - l ) ) > v (u^^ - l ) - c2 et 

« ( ( l - T(o)

m,G' K ^ 7 ^ ( M , ( / 3 ) ) ) ) > v (uy&j,my&j,mMiß))) - c2 

en vertu de (TS2) (b), et comme v \U^mJ > 0 vu que v \\U^m ~ l ) ) > v(p) + 2c2 > 

0 (par hypothèse), on a bien 

v (Mj(a + /3) - Mj(a)) > min (v(Mj(a)) + v faß - l ) , v{Ma(ß))\ - c2. • 

Lemme 2.13. — Sous les conditions qui précèdent, on a 

v(Mj(aß)) > v(Mj(a)) + vp(ß)mm(v(p),c4) 

pour tout a,(3 G Zp. En particulier, on a toujours v{Mj(a(3)) > v(Mj(a)). 

Démonstration. — Commençons par montrer que pour tout ¡3 G N>o , on a 

v (Mj(af3) — Mj(a)(3) > v(Mj(a)) + mm(v(p), c4). On procède par récurrence 

sur f3 (l'énoncé étant trivial lorsque (3 = 1). Supposons (3 > 1. D'après le lemme 2.12 

(i), on a 

v (Mj(aß) - Mj{a)ß) > mm(v(Mj((ß - l)a)),v{Mj(a))) + min(v(p),c4) 

Mais par hypothèse de récurrence, on a v (Mj(a((3 — 1)) — Mj(a)((3 — 1)) > 

^ ( M ^ a ) ) + min(?;(p),c4), et donc v{Mj(a(f3 - 1))) > v ( M j ( a ) ) . On a bien 

v (MAafi) - MAa)p) > v (MAa)) + min(v(p),c4). 

On en déduit déjà que v(Mj(a/3)) > v(Mj(a)) pour tout /3 G N>0 , inéga­

lité qui reste vraie pour tout (3 G Zp par continuité. Dans le cas /3 = p , 

on a v ( M j ^ a ) - p M j ( a ) ) > v (Mj (a ) ) H- min(z;(p),c4) et donc v(Mj(pa)) > 

v(Mj(a)) + min(f(p) ,c4) . Une récurrence immédiate donne alors v(Mj(pra)) > 

v(Mj(a)) + rmin(v(p) ,c4) pour tout r G N . Si /3 G Z p \ { 0 } , on a /3 = pv*W¡3' avec 

/3' G Z * . On a alors 

v(Mj(aß)) = v (Mj (pv^ß)aß')) > v{Mj(aß')) + vp(ß) min(t;(p),c4) 

> u(Afj(a)) + Vp(/3)min(t;(p),c4). • 

Lemme 2.14. — SWs /es conditions qui précèdent, on a 

v (Mj(a + ß)- Mj(a)) > v(Mj(l)) + min (v (u^ - l ) , vp(ß) min(v(p), c4)) - c2 

poi¿r ¿owt a , /3 G Zp. 
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Démonstration. — D'après le lemme 2.13 avec a = 1, on a v(Mj(/3)) > v(Mj(l)) + 

vv(3) min(v(p), c A Par ailleurs, on a 

v {Mj(a + /?) - Mj{a)) > min (v(Mj(a)) + v (u^ - l ) ,v(Mj(P))) - c2 

d'après le lemme 2.12 (ii). Comme v(Mj(a)) > v(Mj(l)) d'après le lemme 2.13, on a 

bien 

v(Mj(a + /3)-Mj(a)) > v(Mj(l)) + min [v [U^^ - l j , vp(0)min(v(p),c4)J - c2. 

• 

Le cocycle C/ étant continu, on peut supposer (quitte à augmenter m) que 

v(UlQrn) > 0. Comme 7o,m7j,m = 7*m°'m)7o,m, on a £/70)Tn7o,m (C/^m) = 

^ x(-7o,m)7^m°'m ( ^ 7 o , m ) - L'anneau Am?Gf/ étant stable par G/H', les matrices 
7j i m 

^7o ,m e^ 7 ^ m ( ^ 7 o , m ) son^ à coefficients dans Am?G' • en appliquant 1 — r^JG, on 

a donc 

^7o,m7o,m(MJ(l)) = Mj ( x ( 7 o , r o ) ) 7 S ° ' m ) (K», J 

car 7o,m commute à r ^ G , , et donc 

7o,m(Mj(l)) = (1 - t/7o,m) 7o,m(A0(l)) + Mj ( x ( 7 o , m ) ) 7 S ° ' m ) ( £ ^ , m ) 

d'où 

(70,m - 1) ( M . d ) ) = (1 - [ / 7 o J 7o,m(M,-(l))+ 

+ (X(70,m)) - M, - ( l ) ) 7 S ° ' m ) ( ^ 7 o , J + A f J - ( l ) ^ " m ) (^o,m - 1) • 

On a donc 

v ( ( 7 o , m - l ) ( M i ( l ) ) ) > 

min (t ,(M,-(l)) + (1 - £/70>m) ,v (M,- (x(7o ,m)) - M,-(l)) + « ( t / 7 o , J ) 

car G agit par isométries. Par ailleurs, on a v ((70,m — 1) ( ^ ' ( l ) ) ) < ^ ( ^ ' ( l ) ) + c3 

en vertu de (TS3) (a) (car Mj(l) est à coefficients dans x£G,), et v (Uyo ) > 0 par 

hypothèse. On a donc 

(2) v{Mj(l)) > min (v(Mj(l)) + v(l- ï/7o,m) ,v(Mj (x(7o,TO)) - M , ( l ) ) ) - c3. 

D'après le lemme 2.14 avec a = 1 et /3 = x (7o,m) — 1, on a 

V ( M i ( x ( 7 o , m ) ) - M i ( l ) ) > 

^ ( ^ ( i ) ) + m i n ( v ( ^ x C T o . m ) - ! - l ) , ^ ( x ( 7 o , m ) - l )min(v(p) ,c4)J - c2. 
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Un a hm Xv7o,m) = 1 • comme U est continu, on peut supposer (quitte a augmenter 
m—»00 

m) aue 

min ( v ( U X ( 7 O , M ) - I - 1 ) ,VP(x (7o ,m) - l )min(v(p) ,c4) J > c3 + c2 + 1. 

On a alors v ( M j ( x ( 7 o , m ) ) - Mj(l)) > v(Mj(l))+C3+l (rappelons que min(v(p), c4) > 

0). De même, par continuité, on peut supposer que v ( l — Ul0m) > C 3 + 1 . L'inégalité 

(2) donne alors v(Af,-(l)) > v (Mj ( l ) ) + 1 et donc Mj(l) = 0, ce qu'on voulait. 

Remarque 2.15. — Les lemmes 2.12, 2.13 et 2.14 servent à montrer que pour m as­

sez grand, on a l'inégalité v (MJ(x(7o ,m)) - Mj(l)) > v(Mj(l)) + c3 + 1. En ef­

fet, comme la fonction a 1—• Mj(a) dépend de m, on ne peut pas conclure que 

lim v ( M j ( x ( 7 o m ) ) — MAI)) = 00 en utilisant un simple argument de continuité 
m—»00 ' 
(vu que l'application a H-> M? (a) est continue à m fixé). 

Fin de la démonstration du lemme 2.11. D'après ce qui précède, quit te à augmenter 

m un nombre fini de fois, on peut supposer que Ug G GLn ( A ^ G , ) et donc Ug G 

GLn (Am,G ' ) pour tout g G pm Ker(x) fl TG/. 

Soit # G Ker(x) H T e - On a 7o,m'£ = #x(7o'm')7o,m' et donc 

K r o ^ 7 o , m ' ( ^ ) = Ugg ( ^ x ( , 0 t m / , - i ) <7*(7o-'} (I770im,) . 

Comme 
m'—» oc 

X ( 7 o , M 0 - 1 = 0, on a 0 x ( 7 O , M ' ) - I G p m K e r ( x ) n r G / et donc 

( 7 X ( 7 0 M / ) j G GLn (Am>G/) pour m > m assez grand : quit te a remplacer 

m par ra', on peut supposer UgX^0iTn)-i G GLn (Am?G/). Les matrices U~^m et 

# ( ^ X C ^ O . M ) - 1 ) gx^0^ (^70,m) sont alors à coefficients dans Am?G/ (rappelons que ce 

dernier est stable par G/H'). Si Wg désigne le sous A^G,-module de AH> engendré 

par les coefficients de Ug, alors Wg est de type fini et stable par 70,m : d'après la 

proposition 2.6, on a Wg C A^G,. Quit te à augmenter ra, on peut donc supposer 

Ug G GLn(Am?G/)- En faisant ce qui précède pour une famille finie de générateurs 

topologiques de Ker(x) H TG/, on trouve m G N tel que Ug G GLn (Am,G/) pour tout 

g G Ker(x) H rG'. 

Soit g G rG/. Comme lm(x) est commutatif, il existe h G Ker(x) H TG/ tel que 

7 o , m ^ m = 9h- On a alors C/7o>m70,m(f^) = ^ 0 ( ^ 7 0 , ™ ) • D'après ce qui précède, 

les matrices Ul0 m et ^/ i70m = Uhh(UlQ m) sont à coefficients dans Am?G'- On en 

déduit comme précédemment que C/p est en fait à coefficients dans A ^ G , et donc 

que quit te à augmenter ra, on peut supposer Ug G GLn (AmjG')- En faisant ce qui 

précède pour une famille finie de générateurs topologiques de TG', on se ramène à 

Ug G GLn (AmjG' ) pour tout g G TG/, et on a fini. • 
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Fin de la démonstration du lemme 2.9. — D'après les lemmes 2 .10 et 2 .11 , il existe 

m > mo(Gf) tel que Un G GLn ( A ^ ^ , ) pour tout h G TQ'- Soit g G G /H ' , on a 

g~17i,mg = h G T e car TG' est distingué dans G / H ' (vu que G' l'est dans G), d'où 

li,m{Ug) = U~^mUgg(Uh)- Soit Wg le sous-A^G,-module de AH' engendré par les 

coefficients de Ug, il est de type fini, et stable par 7^m car Ulirn,Uh G GLn ( A ^ g , ) et 

G' est sta°le par G /H ' . On en déduit (proposition 2.6) que Wg C A ^ G , : quitte 

à augmenter m, on peut supposer Ug G GLn ( A ^ G , ) et donc Ug G GLn (A£^g,). En 

faisant ce qui précède pour une famille /ime de générateurs topologiques de G /H ' , on 

trouve m > m0(G?/) tel que Ug G GLn ( A ^ G , ) pour tout # G G /H ' , et on a fini. • 

Démonstration du théorème 2.4- — L'injectivité de L est l'objet du lemme 2.7. Sa 

surjectivité résulte de l'application du lemme 2.9 à i = d, d — 1 , . . . , 0, qui implique 

que chaque flèche dans le composé 

H1 (r , GL„ (Aoo,G0) - • • • -> H1 ( r , GU ( A ^ , ) ) - • • • -> H1 ( r , GL„ (A*')) 

est surjective. • 

Théorème 2.16. — On a 

H1 ( G , GLn ( A ) ) as lims s 

G'^G 
ouvert 

H1 G H E nG'),GLn (AOCGO)-

Plus précisément, si W est un A-module libre de rang n, muni d'une action semi-
linéaire continue de G, alors il existe un sous-groupe ouvert distingué G' Ç G, un 
entier m > rao(G') et un sous-Am,c-module WQO Ç W libre de rang n, muni d'une 
action semi-linéaire continue de G / ( H C\G') tels que l'application naturelle 

A®AmG/ Woo —* W 

est un isomorphisme de G-modules. 

Démonstration. — C'est la conjonction du corollaire 2.3 et du théorème 2.4. • 

3. La théorie de Sen pour R\p x] 

On applique les techniques de la section 2 pour prouver le résultat suivant. 

Théorème 3.1. — Pour tout n G N>o, l'application 

Soo 
H1 (Gal (Soolp-1)/Rip-1}) ,Gln (Soolp-1})) - H1 (gR,GLn (fl^T1])) 
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déduite de l'inclusion SQQ C R est bijective (la limite inductive étant prise sur les 

sous-Roc-algèbres normales S^ de R telles que 5oo[p_1] est finie sur i?oo[p_1] et 

galoisienne sur Rlp-1]). 

On applique le théorème 2.16. Il suffit pour cela de montrer que les conditions de 

Tate-Sen sont remplies pour A = R[p-1] muni de l'application G = GR, H = HR, 

ainsi que l'égalité Aoo,G' = S^lp'1] pour G' = Gal C R b _ 1 ] / % - 1 ] ) où S^'1)/R\p-X] 

est une sous-extension finie étale galoisienne de R[p-1] Remarquons que T = TR 

satisfait les hypothèses de la section 2. 

Soit S une sous-iî-algèbre finie et normale de R (l'extension R[p-1] C 5[p-1] est 

étale). Pour chaque n G N , on note Sn le normalisé de S.Rn dans R et 5 ^ = |J Sn. 

Soit Mn (resp. Ln) le corps des fractions de Sn (resp. de Rn). On dispose de la 

trace TrMN/LN: Mn —• Ln. Comme Rn est normal et Sn entier sur i?n, l'applica­

tion TrMN/LN envoie Sn dans Rn. Comme J?n[p_1] Ç 5n[p_1] est étale, il existe 

un unique idempotent esn/Rn = en G (Sn <g>~ Sn) [p-1] caractérisé par mn(x) = 

(TrMn/Ln (8)Id) (tn.x) pour tout x G (Sn (g)^ Sn) [p"1], où mn: Mn ®Ln Mn Mn 

est la multiplication. 

Dans [3], le théorème de pureté de Faltings ([14, Theorem 3.1], [15, Theorem 4]) 

est raffiné de la façon suivante : 

Theoreme 3.2. — (Refined almost etaleness, [3, Theorems 5.1 & 5.11]). // existe un 

entier £ (qui ne depend que de S) tel que pip n tn G Sn (g>~ Sn pour tout n G N . 

Corollaire 3.3. — Soient S Ç. S' deux sous-R-algèbres finies normales de R (les ex­

tensions R\p~x] Ç 5[p_1] Ç S'fp-1] sont étales). Avec les notations qui précèdent, il 

existe un entier S (qui ne dépend que de S et Sf) tel que Sn/TrM^/Mn(S'n) est tué par 

pôp n pour chaque n G N . 

Démonstration. — Soit S" le normalisé de Sf dans une clôture galoisienne de 

Comme pour n G N on a (avec des notations évidentes), TrM^/Mn(*Sn) 

TrM;/Mn(5'n) on a une surjection Sn/TrM%/Mn(S%) -» Sn/TTM^/Mn(S,n) et quit te à 

remplacer S" par S" , on peut supposer que S'\p~1}/R\p~l] est galoisienne. 

D'après le théorème 3.2, on a p£p "ts'/Rn ^ ^ ®£ ^ °^ ^ est un en^er 

indépendant de n G N . Par ailleurs, l ' idempotent en = ts'/s,n € (^n ®sn ^n )b_1] 

est l 'image de ^s,j^n par l 'homomorphisme surjectif (S^ ®~ S 'Ob-1] -» (5^ <g)sn 

S'n) [p-1]. En effet, ces idempotents correspondent au facteur associé à l ' identité de 

Gai (S'Jjp"1]/Snlp-1]) et de Gai (5^[p~1]/i?n[p~1]) respectivement et l 'homomor­

phisme n'est autre que la projection associée à l'inclusion Gai [S'^^p-1]/Sn\p~l^\) Ç 

Gai (S'nlp-^/Rnlp-1}). On a donc aussi p^~\n G S'n ®5n S'n. 
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Écrivons pip n tn = 
r 

i=l 

\i®Hi avec Xi,fii G Sfn. On a alors pip n = mn(pep n 0 l ) = 

r 

i=1 
Trjvf^/Mn(^)A^- En prenant la norme de cette égalité on voit que pip n^Mn:Mn] est 

la somme des 
r 

1=1 gcGi 
g(TrM^/Mn(\i)fjLi), indexée par les parti t ions G\ ]\ • • • ]J Gr = 

Gai (Sfo-iySnb-1]). En regroupant les termes pour lesquels on a Card(G^) = rii 

avec n = ( n i , . . . , nr) G N r fixé, ntMn:Mn] peut s'écrire comme une somme 

d'éléments de la forme an 
r 

i = l 
T r ^ / M n ( ^ i ) n i où aR G 5n est invariant sous 

Gai (S'n\p 1]/5'np-1 donc dans 5n vu que ce dernier est normal. On a donc 

peP n[M'n:Mn] e TrM;/Mn(Sn). La suite {[M'n : Mn])n>N étant bornée, il suffit de 

prendre S = imax ([M'n : Mn}). • 
n>N 

Remarquons que si 5 ^ est une sous-fioo-algèbre normale de R telle que l'extension 

^ o o b - 1 ] c Soolp-1] est finie, alors il existe une sous-fi-algèbre finie et normale S de 

R telle que SQQ est la normalisation de S.RCQ. 

Proposition 3.4. — La propriété (TS1) est vérifiée. 

Démonstration. — Il s'agit de voir qu'il existe C\ tel que pour tous H\ C iJ2 sous-

groupes ouverts distingués de HR, il existe a G (p CIR\ H1 tel que 
tch2/h1 

r(a) = 1. 

Montrons que ci = 1 convient. 

Les sous-groupes H\ et if2 correspondent à des extensions finies étales galoi-

siennes 5^0[p~1] et .S'oob-1] de i?oob_1] °^ans ^ b - 1 ] - Pour AT G N assez grand, 

elles proviennent de sous-extensions R n Ç Sn Q S'N finies normales de R\p_1] (donc 

RnIP"1] £ 5 A T b - 1 ] £ ^ A r b - 1 ] SOI1t étales). D'après le corollaire 3 .3 , il existe un 

entier ô indépendant de n tel que p~ôp n G T r M ^ / M n ( 5 n / 5 n ) pour n > N : pour 

n assez grand, on a donc p G TrM^/Mn(S'n/Sn) et il existe x G S'oo C R tel que 

r(a?) = p. On peut prendre a = -. • 
reH2/H1 p 

Remarque 3.5. — En fait, n ' importe quel c\ > 0 convient. 

Proposition 3.6. — On a 

Soo 
H1 (Gai (Soo lp- ' l /ÄootP"1] ) , G U ( 5 o o b - 1 ] ) ) - H1 (tt*,GLn ( f i b " 1 ] ) ) , 

où la limite inductive est prise sur les sous-Roo-algèbres normales Soo de R telles que 

Vextension S o o b ^ l / ^ o o b - 1 ] ^t finie galoisienne. 
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Démonstration. — D'après la proposition 3.4 et le corollaire 2.3, on a 

Ho<HR 
ouvert 

H1 (HR/H0,GLn ( t f ' V 1 ] ) ) ^ H1 (gR,Gln (Rlp-1})) . 

Si Ho est un sous-groupe ouvert distingué de HR, notons Soo le normalisé de R^ 

dans (i?[p-1]) °. L'extension . S c x j b ^ l / ^ o o b - 1 ] es^ donc finie étale galoisienne. On a 

(Itp"1])"0 = S^-1} (cf. [14, 1.4 (c)]). • 

Passons à la propriété (TS2). 

Soit G' un sous-groupe ouvert distingué de G. Notons S le normalisé de R dans 

(R\p~l\) • L'extension 5 b _ 1 ] / ^ b _ 1 ] es^ nnie étale galoisienne et G' = G s = 

G a l ^ b - ^ / S b " 1 ] ) . 0 n a alors Hf = H n G' = Hs = Gai ( ^ b ' ^ / ^ o o b " 1 ] ) et 
r s = Gs/Hs est un sous-groupe d'indice fini de TR. 

Rappelons tout d 'abord que AH> = fêb"1]) * = ^oob"1] (c/- I14. L4 (C)D-

Commençons par construire les anneaux A^ s := AmQ, et les applications T(i)

 m,s s := 

T m G " f ixons mo(S) = rao(G') G N tel que pour m > rao(S'), 5 m + i b _ 1 ] est un 

5mb_1]-m°dule libre de rang pd+1 (il suffit de choisir mo(S) assez grand tel que 

p7n0(S] 
d 

1=1 

ZP7IÇTS). 

Pour i G { 1 , . . . ,d} et n G N , on pose S'(i)

 n = S \T[n\ ..., T(n)

i-1 , T j ? ' , . . . ,TJn) .Vn 

et s £ } = U Sn(i). On rappelle que S'oo = \J S'n avec S'n = S [T1(n),.. . , TJn)l . Pour 
n<EN n € N 

i G { 0 , . . . , d} et m G N , on pose alors 

A(i)

m,s 
(S'oo.Vm)^-1] s i î = 0 , 

(s'JiKSm)^-1] si z G { ! , . . . , d } 

(rappelons que les chapeaux désignent la completion pour la topologie p-adique). On 

a bien sûr Am^s C 5 o o b _ 1 ] pour tout i G { 0 , . . . , d} et m G N . Comme S'oo et Vm 

(resp. S'(i)

 oo et SM avec i G { 1 , . . . , d}) sont invariants sous JQ (resp. jf ), il en est 

de même de A^s (resp. de A ^ s ) par continuité. 

Pour n > m > ra0, et x G Snfa-1]» on pose 

T(i)

m,s(x)= 
i 

rgn—m TLSN/S'N.VM{X) s i t = 0 , 

1 
pTi—m 'tosn/s'V.sJ*) si ¿ G { ! , . . . , d } 

(c 'est bien défini par normalité de (S^.Fm) b *] et (Sn .Sm) \p x] pour z G 

{ l , . . . , d } ) . La normalisation fait que rmJs(x) ne dépend pas de l'entier n as­

sez grand tel que x G S 'nb-1 ] - Ce qui précède définit donc des applications 
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T ( o )

m , s : S o o b " 1 ] - (S'oo-Vm)[p-1) et T ^ ^ o c b - 1 ] - (Stëlsjlp-1] POU! 

i G { 1 , . . . , d} et m > mo(S). 

Lemme 3.7. — Il existe une constante a(S) G N telle que pour tout m G N , i G 

{ 0 , . . . , d } et x e Sm+ifr-1], o n a v ( ( Y p m i -l) (x)) > v(x) + i 
p-1 

( l - a ( S ) p - ^ ) . 

Démonstration. — Pour i = 0, cela résulte du fait que l'extension cyclotomique 

KQQ/K est potentiellement régulière (cf. [20, 1.5 Proposition 1.11]) : la suite (im)mGN 

des nombres de ramification vérifie im — im-i = PM^K pour m ^> 0 (où désigne 

l'indice de ramification absolu de K). Il existe donc une constante ûq £ N telle que 

im< 
e x 

P - l 
(Pm - ao) 

et donc t> f^yf — l ) (x)) > v(x) + i 
P - I 

(1 - a0p-m) pour tout x G Vm+i (car la 

valuation normalisée de Km est p^exv), et a fortiori pour x G 5m+i[p -1 J. 

Soit z G { 1 , . . . , d } . Quit te à augmenter a (S) , il suffit de le montrer pour m assez 

grand. On peut donc supposer que S^^.Sm =S'(i)m+1 ®5/(t) Sm. D'après [3, Corollary 

3.10], on a 

P 
c(S) 
pm Sm+1 Ç: 

p-l 

r=0 

Jm+1 S'm 
C (rp(m+l)\ r c r qm+1 

où c(S) est une constante qui ne dépend que de 5 . Si x G 5m+i[p 1], on peut donc 

écrire x = 
p-i 

r=0 

xr (ï;(m+1))r avec xr G S(i)m-1 <8> S(i)

m Sm) [p-1] et v(xr) > v(x) - c(S) 
pm 

pour 0 < r < p. On a alors 

( 7 f - l ) (x) = 

p-i 

r=l 

xr((e(m+1))rpm-1)(Tm+1)r 

Comme (£(™+D )rpm-l = ( £ « ) r - l € ( e ^ - l ) Vi = ra 
i 

p-i V i , o n a v ( ( 7 f - l ) (x)) 

> v(x) + 1 
p - l 

C(5) 

pm 
et a fortiori v ((yfipm — l ) (x)) > v(x) + i 

p-i (1 - a ( 5 ) p - m ) , où 

a(S) = a0 + (p-l)c(S). 

Lemme 3.8. — Pour tout m > mo(S), i G {0, . . . , d } e£ x G 5m+i[p x], on a 

v (T^S(X)) > v(x) — a(S)p~rn (où a(S) est la constante du lemme 3.7). 

Démonstration. — On a 1 + X + X 2 + . . . + X p _ 1 = (l-X)?'1+pA(X) avec A(X) G 

Z[X] et A(1) = 1. Comme p r ^ ( x ) = ( l + 7 f + <y*m + • • • + l ^ ' ^ ) (x), on a 

p r ^ 5 ( x ) = ( l — 7 ? )P (x) +pA (yf ) (x). En appliquant le lemme 3.7 successive-

m ent à x (r)m \ / T)m \ p—2 / / m \p—1 \ 

Ti ~ l) (x),..., Ypmi - 1 ) p - 2 ( x ) , o n a ^ ( l - 7 f ) (x))>v(x) + 
1 — a(S)p~rn. Comme par ailleurs v [pA ( 7 ? ) (x)) > v(x) + 1, on a v ( f t ^ S ( X ) ) > 

v(x) -f 1 - a(S)p-m Le. v (r^s(x)) > v(x) - a(S)p-m. • 
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Soient ¿ G { 0 , . . . , c?}, ra > m o ( 5 ) et x G 5 o o b 1]- P°ur ^ G N tels que a: G Sn\p l] 

et n > ra, on a T(i)

m,s(c) = ( A o T(i)m+t,s o . • • o T(i)n-1,5) (x) et donc v ( Ä ( x ) ) > 

v(x) — a(S)p-rn+1 
P-I 

par une application répétée du lemme 3 .8. En particulier, l'applica­

tion r^s est continue (pour la topologie p-adique). On la prolonge par continuité à 

/Soob-1]? et on no^e encore r^s le prolongement. Pour i = 0 (resp. i G { 1 , . . . , d}), 

l'image de r^s est incluse dans l 'adhérence de (S'^.Vm) [p-1] (resp. ( S ^ . 5 m ) [p-1])? 

c'est-à-dire dans A^ q. On dispose donc d'applications 

T(i)ms: soo[p-1] - A(i)m,s 

pour i G { 0 , . . . , d} et m > rao ( 5 ) . 

Proposition 3.9. — La propriété (TS2) est vérifiée. 

Démonstration. — (a) L'application r^s: 5 o o b *] ~~> ( ^ - K n ) b 1] (resp. 

r(is- Soo^1} - [stëKSrJip-1] pour i e { l , . . . , d } ) est ( 5 ^ . V m ) [p-1]-

linéaire (resp. ( S ^ . S m ) [p—1]-linéaire) par linéarité de l 'application trace. Par 

continuité, l 'application r^s est A^5- l inéa i re pour tout i G { 0 , . . . , d} et 

m > mo(S). Par ailleurs, comme T^s(1) = 1, on a T^S(X) = x pour tout 

r G A(i) 

(b) La première moitié de la condition (TS2) (b) est vérifiée avec co(S) = 
p-1 

d'après ce qui suit le lemme 3 .8. Si a; G S q o , on a x G 5m et donc T^S(X) = x 

pour m assez grand. Par continuité, on a donc 
m-^oo 

Tra sW = X Pour t O U t 

X G Äoob"1] . 

(c) La condition (TS2) (c) résulte de la transitivité de la trace. 

(d) Soit i G L'extension [s'^.Sr^j b _ 1 ] / ^ b _ 1 ] est galoisienne (elle 

contient les racines pn-ièmes de l'unité) : elle est donc stable par G/H' = 

Gai ( 5 0 0 b - 1 ] / f i b ~ 1 ] ) - Par continuité, il en est de même de A^s. De même, 

pour tout n > m > ra0(5), l 'extension ( S n ^ . S m ) b _ 1 ] / ^ b - 1 ] est galoisienne : 

le sous-groupe Gai ( S n b - 1 ] / {s'n{i).5m) b - 1 ] ) de Gai ( S n b _ 1 ] / # b _ 1 ] ) est dis" 

t ingué. En particulier, si # G G/H', l 'application 7 i-> g~l^g est un automor-

phisme de Gai ( S ^ b " 1 ] / (SnW.Sm) b - 1 ] ) - 0 n a donc 9 0 Tm]s = Tm]s 0 9 sur 

5 n b _ 1 ] , donc sur S o o b - 1 ] et sur S o o b - 1 ] -

(d') L'extension (S'^.Vm) b _ 1 ] est stable par 70. Il en est donc de même de A^s 

par continuité. Comme Jqp est commutatif, r^s commute à 70. Reste à voir 

que r m ? 5 : = r^s o r^s o • • • o T(d)m,s commute à G/H'. Par continuité, il suffit 

de le vérifier sur Soob-1]> et donc sur Sn\p~l] pour n > m > ra0(5). Soient 
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g G G/H' et x G S^P"1]. Posons y = (r£js O . . • o r^s) (x) G S ^ K b " 1 ] -

Comme r^s o • • • o r^s commute à g d'après ce qui précède, on a g (y) = 

( r m Ì ° • " " ° TmÎ) ^ ^ ) ) 1 U S'ftSit de Vérifier ^Ue 9 ° Tm,5 = Tm,5 ° 9 SUT 
^m-Kib-1]? ce Qui est immédiat. • 

Remarque 3.10. — (1) La propriété (TS2) (c) résulte des propriétés (TS2) (d) et 

(d ') . En effet, comme r^s commute à 7», les applications T^S et r^j s com­

mutent , et si i ф j , on a i ф 0 (quitte à échanger i et j ) , et l 'application r^s 

commute à 7^ donc à т ^ ? 5 pour tout m, m' > mo(S). 

(2) L'opérateur T£'S ne commute pas à l'action de G/H', parce que l'exten­

sion (S'oQ.Vm) [p-1] n'est pas galoisienne. Par exemple, si m' > m > TOO(£), 

et i € { ! , . . . o n a 7 ^ % ( î f * ' > ) = e K > 2 f ' > et t(o)m,s (7 . ( i f 0 ) ) = 

т(0) (£(т')Т(т ) \ = 0_ 

Proposition 3.11. — La propriété (TS3) est vérifiée. 

Démonstration. — (a) Notons X^s = (l — r^s) (.Soob 1]V 

• Commençons par montrer que 1 application 1 — 7^ est bijective sur 

( l — T ^ 5 ) (£od[p_1])- Il suffit donc de montrer que pour n > m, l'application 

1 — 7f est bijective sur ( l — r ^ s ) ( ^ n b - 1 ] ) Qui n'est autre que le noyau de la 

trace TrSn/s>n.vm si z = 0 et TrSN/S>WMSM si t G { 1 , . . . , d}. 
Tout d'abord, l'application est injective parce que 

(l-7f)(x) = 0^xe 
S'n.Vrnlp-1} s i* = 0 

Sn(i).Smlp-1] si i G { ! , . . . , d } 

et donc x = (l — T^s^ (x) = 0 (car 1 — r^s est le projecteur de Sn\p x] 

orthogonal à r^\). 

CAS i = 0 : le sous-module ( l — r ^ 5 ) ( £ n b - 1 ] ) est déduit par extension 

des scalaires du sous-module des éléments de trace nulle pour l'extension 

^ n b _ 1 ] / ^ m b _ 1 ] (en effet, S et Vn sont linéairement disjoints sur Vm car 

m > ™>o(S)). H est donc libre sur (S'n.Vm) b - 1 ] e^ admet une base dans laquelle 

la matrice de 1 — 7Q est à coefficients dans I m b - 1 ] - Comme cette matrice est 

celle d 'une application injective et est à coefficients dans le corps V^b-1 ]* e^e 

est inversible d'inverse à coefficients dans K n b - 1 ] Q\ {S'n.Vm) \p~l] : l 'application 

1 — 7o est donc bijective sur ( l — r ^ 5 ) ( ^n b -1 ] ) -

CAS i G { 1 , . . . , d} : la famille ((т;(п)) ) 0<r<pn~m est une base de Sn\p 11 sur 

^Sn^-Sm) b *] (là encore, cela découle du fait que Sn^ et 5m sont linéairement 
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disjoints sur Sm\ vu que m > mo(S)). Le polynôme minimal de (T/71^ sur 

(s'V.Sm) [p-1] étant Xpn-mv(r)_ (T}m))r/pVlr\ on a 

e ( ( ^ ) D = 
1 si r = 0, 

0 s i 0 < r < p n ~ m . 

Le sous-module ( 1 — r^sj (Sn)\p *] est donc libre sur (s'ù .Sm) [p 1] et admet 

(Mn)y> 
0<r<pn_m 

comme base. Comme 

( i - if ) ( ( î f T ) = ( i - 0 > > r " ) ( t f n))r = ( i - ( £ ( - m ) ) r ) Wn)Y> 

m 

la matrice de l 'application 1 — 7 F dans cette base est la matrice diagonale 

dont les coefficients diagonaux sont les éléments 1 — (e^n_m^)r pour 0 < r < 

pn~rn. Comme ils sont tous non nuls, ils sont inversibles dans V^_m[p_1] Ç 

(Sn^.Sm) b_1] : l 'application 1—7F est donc bijective sur ( l — T ^ 5 ) (5n)b_1]-
• Montrons maintenant qu'il existe une constante C3 = cs(S) G R>o telle que 

pour tout i G { 0 , . . . m > mo(S) et x G X^s, on a ( ( l — 7? ) (x)) < 

i>(x) + c3. 

D'après la condition ( T S 2 ) (b) (proposition 3 . 9 ) , le sous-anneau 
00 

m'=0 

Aw 

est dense dans £00 b *] = A7* : il suffit de trai ter le cas x G A^+m, 5 pour 

772/ G N . On construit par récurrence une suite croissante (£m')m'eN telle que 

pour x G A^+m/|S, on a t; ( ( l - r ^ 5 ) (x)) > v ( ( l - 7?™) (*)) - * m ' . 0 n Prend 

¿0 = 0. 

Soit m ' > 1 et x G Am_j_m,_(_1 £. Posons 

» = ( l + 7fmW + • • • + 7 Ì P - 1 ) P M + M ' ) <*) = p r Ì ! U ' , 5 ( « ) -

Par hypothèse de récurrence, on a v ( ( l — r^g) (%)) > v (Yl — 7 F ) ( ^ ) ) — 

5m/. Comme T^L_M, 5 commute à G/H', on a 

t 1 - ^ ) il) = i1 ~ ( i » ) = ^ U * ( ( 1 - r ) (*)) 

s o i t , ( ( l - 7 F ) ( ^ ) ) > 4 ( l - 7 r ) ( » ) ) -
a(5)p1-m-m' 

p-1 
d'après ce qui suit le 

lemme 3 . 8 . Comme r^s ( | ) = ^ S O ^ ) ? ON A DONC 

« ( j - r £ s ( * ) ) > « ( ( l - 7 f m ) ( * ) ) -
afS)»1-™-™' 

P - 1 
om' 
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Par ailleurs, on a 

( l - 7 f W ) (*) = ( l + 1C + • • • + 7 r ' " 1 ) p m ) ( l - lf) (*), 

on a donc v(px — y) > v ( ( l — 7f ) (#))• Ainsi, on a 

v((1-r(i)m,s)(x)=v((x- y 

P ) 

+) y 

P 
-

t(i)m,s)a)>v((1-yipm)(x))-om'+1 

avec <5m'+i = niax f l ,*m' + 
a(5)p1_m-m/ 

p-l 
On peut donc prendre cs(S) = 1 + 

p2a(S) 
(P-l)2 

En effet, pour tout ra, ra' G N , on a Sm> < 1 + 
a(S)p2-rn 

(P-l 2 < c3(S). 

Si x G X%S H A£+m,|5, on a (1 - r™s) (x) = xetv((l- r%s) (x)) > 

v ( ( l — 7f ) (x)) — 5m' d'où v(x) > v ( ( l — 7f ) (a;)) — c3. Cette inégalité reste 

vraie pour x G X$*\ quelconque par continuité. 

Il résulte de ce qui précède que 1 — 7f induit un automorphisme bicontinu 

de i1 ~ T™]s) (Socb-1])- Mais Soolp'1} est dense dans Soob-1] et 1 - T£]S est 

continu : ( l — r ^ 5 ) (S'oob-1]) est dense dans X^s, et par continuité, 1 — 7f 

induit un automorphisme bicontinu de X^s. 

(b) Comme les éléments de A^ s sont invariants sous 7f , la condition (TS3) (b) 

est vérifiée avec C4 G R>o quelconque. • 

Lemme 3.12. — Avec les notations de la section 2, on a A^^ = A ^ s = £00 b 1]-

Démonstration. — Rappelons que A ^ s = (J Amjs avec Am5s = 
m>ma(S) 

d 

i=0 
a(0 
IVm,S' 

Il suffit donc de montrer que pour tout ra > mo(.S'), on a Am 5 = 5 m b 

Pour i G (1,...,d) et n G N U { o o } , posons 5n(-*} = f] S'J;j). Par defini­
t i 

tion, on a A ^ 5 = yS&Q-^.Srnj b 1]- Supposons qu'on a un é G {2,...,d) 

avec ^ m ^ 0 7 " ^ ^ ° - - , o r m , s ) (^00b *]) = ( s ^ . S m j b Le sous-espace 

(s'oc-^.Sm) b *] est envoyé sur (S^1, ^-SVn) \p x] par g1^. Par continuité, on a 

donc r ^ / ( ( s & - ° . S m ) b - 1 ] ) = ( S F ^ . S , » ) [p"1] et donc 

T(i-1)m,soT(i)m,so...oT(d)m,s)(Soo(p-1) =(S'oo(<i-1).Sm) (p-1). 

Une application répétée de ce qui précède montre donc que 

№ o i o • • • o T « ) ( ^ b - 1 ] ) = ( ^ 1 ) . 5 m ) b"1]-
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On a 5 r o ~ ^ = S.VQQ et r^s envoie (Voo.Sm) \p x] sur 5m[p 1]. Par continuité, on a 

donc 
T(o) m,s((S'(<1.Sm)(p-1)) =Sm[p-1]. 

On a bien A ^ f r r 1 ] = T(o)m,s o r £ o • • • o r ^ s ) ( ^ [ p " 1 ] ) = Sm\p-']. • 

On en déduit le résultat suivant, dû à Faltings ([14, III Theorem 1.3]), mais par 

une méthode différente de loc. cit. (ici, on a suivi fidèlement la méthode de Tate) . 

Corollaire3.13. — On a (« for1] )0* =S[p-1] 

Démonstration. — D'après la condition (TS3) (a) (proposition 3.11), si x G X^s, 

on a v(x) > v ((l — 7f ) (#)) — cs(S). Si x est fixe sous jf , on a v(x) = +oo i.e. 

x — 0. Ainsi, A ^ s est l'ensemble des éléments de 5 o o b - 1 ] nxes par 7f et donc Am?s 
.—. m 

est l'ensemble des éléments de 5 o o b ] fixes par 7? pour z G { 0 , . . . , d}. On a donc 

( S l p " 1 ] ) ^ Ç S o o b " 1 ] d 'après le lemme 3.12, soit ^ [ p - 1 ] ) ^ = ( S o o b - 1 ] ) ^ = S(p-1) 

Démonstration du théorème 3.1. — En vertu des propositions 3.4, 3.9 et 3.11, l'an­

neau A = - R b - 1 ] muni de l 'application v, de l'action de G = GR vérifie les propriétés 

(TS1), (TS2) et (TS3) avec H — HR, et pour tout sous-groupe ouvert distingué 

G' = Gai (Rlp-^/Slp'1]) de G, tout i G { 0 , et tout m > m0(S) , les an­

neaux A ^ s et les applications r^s construites après la proposition 3.6. Il suffit donc 

d'appliquer le théorème 2.16, en utilisant le fait que Aoo,G' — £00 b - 1 ] en vertu du 

lemme 3.12. • 

Corollaire 3.14. — Soit W un R\p ^-module libre de rang n, muni d'une action semi-

linéaire et continue de GR- Alors il existe un R^lp^l-module projectif D de rang n, 

muni d'une action semi-linéaire et continue de TR, tel que W ~ i ? b - 1 ] ® # o o b _ 1 ] D 

en tant que QR-modules. 

Démonstration. — L'action de GR sur W est décrite par un cocycle continu 

U: GR —» GLn ^ i ? b - 1 ] ) - D'après le théorème 3.1, il existe une sous-i?-algèbre 

finie normale S de R telle que l'extension finie étale S^1]/R^p'1) est galoisienne 

et U est cohomologue à un cocycle provenant par inflation-restriction d 'un cocycle 

Gai ( S o o b - 1 ] / ^ b - 1 ] ) GLn ( 5 o o b - 1 ] ) - Cela signifie qu'il existe un s o u s - - m o d u l e 

libre Ds de W, muni d 'une action semi-linéaire continue de Gai ( S ' 0 0 b ~ 1 ] / ^ b ~ 1 ] ) 

tel que W ~ - ^ b - 1 ] ^s^lp-1] A s en tan t que ^ - m o d u l e s . Mais la descente étale, 

pour l'extension finie étale galoisienne S o o b ^ l / ^ o o b - 1 ] ' implique l'existence d 'un 
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-ftoob ^ -module projectif de rang n muni d 'une action semi-linéaire et continue de 

TR, tel que Ds — £ o o b _ 1 ] ® i ? o o b _ 1 ] ^ en ^an* °lue gal ' o o b " 1 ] / ^ b - 1 ] ) - m o d u l e s . • 

Remarque 3.15. — Notons que dans [16], Faltings a construit une équivalence de ca­

tégories entre la catégorie des « petites représentations généralisées » et celle des 

« peti ts fibres de Higgs » dans ce cadre (il en donne aussi une version globale sur les 

schémas propres à singularités toroïdales sur Spec(Vr)). Son résultat est très proche 

du corollaire 3 .14 : avec les notations de ce dernier et sous des hypothèses de petitesse 

convenables, le fibre de Higgs (M, 6) associé à la représentation généralisée W se dé­

duit de D par descente à R <S>v V ^ b - 1 ] * l'élément 6 G E n d ( M ) (g)# QR/V(—1) étant 

donné par les endomorphismes de Sen généralisés, induits par l'action infinitésimale 

de l'algèbre de Lie de TR f) Ker(x) sur D (cf. [6]). 

4 . La théor ie de S e n p o u r les (<£, r ) - m o d u l e s 

4 .1 . R a p p e l s e t déf ini t ions . — Dans ce qui suit, on rappelle la construction (faite 

dans [3]) de l 'anneau des normes généralisé (le lecteur est mis en garde que l 'anneau 

noté R dans [3] correspond à R). Comme dans la section précédente, on pose G = GR, 

H = HRetT = TR. 

Soit 1 > S > 0 tel que p° G VQQ. Si Soc est une sous - i ^ - a lgèb re normale de R telle 

que 5 o o b _ 1 ] / ^ o o b _ 1 ] est finie, on définit E 5 := lim Soo/p6Soo où les morphismes 
00 oo<—n 

de transition sont donnés par le Probenius. Par [3, Lemma 4.10] c'est aussi l'ensemble 
des éléments ( a o , . . . , an,... ) G 

N 
tels que a^+1 = an pour tout n G N ; en 

particulier, il ne dépend pas de S. Par construction E5oo est muni d 'un Probenius <p 

et de l'action de Gai ( 5 ' 0 0 b ~ 1 ] / ^ b _ 1 ] ) lorsque S ' 0 0 b _ 1 ] / ^ b - 1 ] est galoisienne. 

Soit S une sous-i?-algèbre finie normale de R. On sait ([3, Theorems 5.1 & 5.11]) 

qu'il existe 1 > 5s > 0 et Ns G N , qui ne dépendent que de S , tels que pour 

n > Ns, pôs appartient à VNS et Sn + pôs Sn+i = 5^+1 + pSsSn+i comme sous-

anneaux de Sn+i- On définit E g comme le sous-anneau de E+soo constitué des élé­

ments ( a o , . . . , a n , . . . ) tels que an G Sn/pôsSn pour n > N3. On pose XQ = e = 

( e ( 0 ) ) £ ( i ) ) £ ( 2 ) ; . . . ) € E + , tF = £ - 1 et xi = ( 2 f \ 2 f > , . . . ) € E + pour i € 

{ l , . . . , d } . Remarquons que E j est stable par l'action du Probenius <p sur E5 . 

Dans le cas où Sty'1}/R\p~x) est galoisienne, posons G' = Gai (Rlp'^/Slp"1]), 

H' = Gai {R\p-l]/Soo\p-1]) = Us et Ts = Gai ( S o o b - 1 ] / L ' a n n e a u E + est 

alors stable par G/H' = Gai ( S ' 0 0 b ~ 1 ] / ^ b _ 1 ] ) - Finalement on pose E5 := E j [tT-1] 

et E s ^ := E5qo [ t t -1 ] . On munit ces anneaux de la topologie 7f-adique. Remarquons 

que les anneaux Et et E5 ne dépendent que de S'00 • 
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On définit alors E comme le séparé complété, pour la topologie 7f-adique, de 

lim^ E5qo et E + comme l i m ^ E j , la limite étant prise sur les sous - i^ -a lgèbres 

normales 5oo de R telles que Soob~1]/^oob~1] es^ ^n^e (resp. sur les sous-i^-algèbres 

finies normales S de R). On pose E = E [n-1] et E = E + [tt"1] . Tous ces anneaux 

sont munis d 'une action continue de GR {cf. [3, Proposition 6 . 1 4 ] ) . 

Lemme 4.1. — On a 

(a) les anneaux E5oo et E sont parfaits ; 

(b) les anneaux E|" et E ^ sont séparés et complets pour la topologie W-adique; 

(c) E y = k 
ooH^kt] OU ^oo est le corps résiduel de VJ^ et une uniformisante de 

Vn pour n ^> 0 ; 

(d) E^o = E y {xf1,..., x^1} (séparé complété de Ey [xf1,..., x^1] pour la to­

pologie ïr-adique) ; 

(e) Vanneau E ~ est un anneau intègre noethérien régulier, et s'obtient à partir de 

E^o en itérant les opérations suivantes : 

(i) extension complète, topologiquement de type fini et formellement étale pour 

la topologie Jr-adique ; 

(ii) complétion, pour la topologie ïr-adique, d'une localisation ; 

(iii) complétion par rapport à un idéal contenant W. 

(f) il existe £ G N tel qu'on a la factorisation 7f^E^ —> E^r <8>E+ —> E ^ ; 
R 

(g) les anneaux E j et E 5 sont normaux et les extensions E ~ C E s et E - C E s 

sont finies étales de degré égal au degré de Roo\p_1] C 5oob_1] / 
(h) ( Ê + ) H S = Ê ^ , ÊWs = ÊSoo, ( E + ) * s = E + et E * ' = E * . 

Démonstration. — (a) résulte de [3, Prop . 4 . 4 ] ; 

(b) résulte de [3, Prop. 4 . 4 et Prop. 4 . 5 ] ; 

(c) est [3, Cor. 4 . 6 ] ; 

(d) résulte de [3, Cor. 4 . 7 ] ; 

(e) d 'après [3, Thm. 5 . 1 & 5 . 1 1 ] , il existe M et N = N M ) G N tel que pour n > 

N et tout 5 < M , on a un isomorphisme E t /(e - l)pn~s E t ^ Rn (e^ - l ) Rn, 
RI R I 

et donc 
E t 

R 

a 

n 
Rn I {e^ - l ) Rn 

les morphismes de transit ion é tant donnés par le Frobenius. Rappelons que 

Rn = R ®v Vn a 
1 
R ®v Vn 

1 
p 

d 
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et que R est déduit de R° par les opérations (ét), (loc) et (comp) de l ' introduction. 

Dans le cas d'une opération R' G R de type (ét) (resp. (loc), resp. (comp)), les 

extensions 

K / 0(s) v 0(s) - 1 ) Rn 

sont étales (resp. des localisations par rapport à un système multiplicatif, resp. des 

complétions par rapport à un idéal, indépendant de n) : l 'extension E t —> E t est 
RF R 

topologiquement de type fini et formellement étale pour la topologie 7f-adique (resp. le 

complété, pour la topologie 7f-adique, d 'une localisation, resp. le complété par rapport 

à un idéal contenant W). (f) résulte du [3, Lemma 4.15] ; 

(g) résulte de [3, Thm. 4.9, Thm. 5.1 et Thm. 5.11] ; 

(h) n'est autre que [3, Prop. 6.14]. • 

Soit vp la valuation discrète sur K normalisée par vp(p) = 1. Soit v e la valuation 

discrète sur Ey normalisée par V^(TTK) = PUVP(^K^) Pour ^ > 0. On prolonge ^ e en 

une application v&: E —• R U { + o o } en posant 

VE(X) = 
P 

p-l 
max j n G Q,x G 7r n E + j . 

Ce n'est pas une valuation en général, mais vérifie les propriétés (i)-(iv) de la section 

2. . _ 

On pose As = W (Ès) (resp. = W ( Ê ^ ) , resp. A = W ( Ê ) , resp. A + = 

W (E+) ) . On munit A de la topologie faible définie comme la topologie de la limite 

projective A = lim Wn ( Ë ) , chaque Wn (Ë) étant muni de la topologie produit 
oo<— n 

Wn (Ë) = É (l'isomorphisme étant donné par les composantes fantômes), la topo­

logie sur Ë étant la topologie induite par vg. L'anneau A est alors séparé et complet 

pour cette topologie et les actions de GR et du Probenius sont continues (cf. [3, Propo­

sition 7.2)]. De plus, les sous-anneaux As, A j et A + sont fermés pour cette topologie. 

Pour r G Q>o> on note A °̂'r^ l'ensemble des éléments z = 
oo 

k=0 

pk[zk] de À tels que 

/c—•oo 
rvv(zk) + k = +oo. 

On pose B(°,r] = A ^ l f c r 1 ] , At = 
reQ>0 

A ^ et B = A t ^ " 1 ] . Pour z = 

kez 
P [zk\ G B , on pose alors 

wJz) = 
kez 

(rvv(zk) + k) 

(on a wr = ri/0'7*] avec les notations de [11, 5.2]). Cela définit une application v = 

wr: B —> R U { + o o } . Rappelons quelques propriétés de wr et de A^°'r .̂ 
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Proposition 4.2. — (cf. [11, 5.2],) 

(a) Pour tout r G Q>o, on a A + Ç A(°'rl et la topologie induite par wr sur A + 

coïncide avec la topologie faible. 

(b) (cf. loc. cit. Proposition 5.4 et corollaire 5.5) L'application wr vérifie les pro­

priétés (i)-(iv) de la section 2. En particulier, A^°'r^ est un sous-anneau de A . En 
~ ( 0 , r ] 

outre, si z G B , on a wr(g(z)) = wr(z) pour g G GR et wp-ir(ip(z)) = wr(z). 

En particulier, A °̂'r^ est stable par GR et (p induit un homéomorphisme de A^°'r^ 

sur A(°*~LRL 

(c) (cf. loc. cit. Proposition 5.6) L'anneau A^°'r^ est séparé et complet pour la 

topologie définie par wr. 
(d) (cf. loc. cit. Corollaire 6.3, [8, Corollaire II.1.5],) On a we(tt) = 

p-i 
donc 

wr 
pa 

[Tf]' p-1/p = 0 pour tout r = I G Q>0- Si r < 1, on a n = U[TT] avec 

u G À et wr(u) > 0. Si r < 1, alors u est une unité de A(°>ri et wr(u) = 0. En 

particulier, pour r < 1, on a wr(ir) > wr (M) = or 
p-1 

avec égalité si r < 1. 

Démonstration. — (a) Si z = 
00 

k=0 

pk[zk] G A + , on a vn(zk) > 0 pour tout A; G N et 

donc rvft(zk) + fc —> +00 i.e. x G A^0'^. Par ailleurs, si (A, N) G Q>0 x N , on a les 

inclusions 

\z G A + , (Vfc < A) w(zk) > - } Ç {z G A + , wr(z) > A} 

Ç { z G A + , (Vfc < N) w(zk) > ^ - ^ } 

ce qui montre que la topologie induite par wr et la topologie faible de A + sont les 

mêmes. 

(b) Pour fc G Z et z = 
kez 

Pk[zk] G B (or) , posons vâh(z) = inf j<kVft(zj). Les appli-

cations Vj^k ont les propriétés suivantes : 

(1) v^k(z) = 00 ^zepk+1 A ; 

(2) v^k(y + z)> inf (ve<k(y), v f *(*)) avec égalité si v f + v^k{z) ; 

(3) v|fc(w2r) > . mf fc v'e<i (y) +ve<j (z)) ; 

(4) vik(rtz))=p4k(z); 
(5) v£k(g(z)) = v£k(z) pomgeGR-

En particulier, les applications ve<k sont des semi-normes. Par ailleurs, par définition, 

la topologie faible sur A est la topologie définie par la famille {vEfc}fceN- L'assertion 

(b) résulte alors du fait que wr(z) = inf kcZ(rv^k(z) + fc). 

ASTÉRISQUE 319 



S U R C O N V E R G E N C E DES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES : LE CAS RELATIF 6 9 

(c) La séparation de A^°'r^ découle du fait que wr vérifie la condition (i) de la 

section 2. Soit ( a n ) n 6 N une suite dans A^0,r^ qui tend vers 0 pour wr. Comme wr(an) = 

inf (rv^k(an) + k\ pour tout k G N , la suite v^k(an) tend vers +oo quand n tend 

vers + 0 0 : la série 
oo 

n=0 

an converge donc dans A (pour la topologie faible) vers un 

élément a, tel que v^k(a) > inf v^k(an) pour tout G N . En particulier, on a 

rv^k(a) + k > inf (rv^k(an) + k). Comme pour tout n G N , on a rv^k(an) + k > 

wr(xn) —y +oo et comme à n fixé rv^k(an)-\-k —> +oo, on a rv^k(a)-\-k — • +oo 
n—>oo k—»00 k—• oo 

(d) On a W W ) = « ( ( e - 1)(0)) = 
n—>oo 

vnew-i)p ) = 
p - l 

On peut écrire n = [e] — 1 = [JT] + p[c*i] + p 2 [ « 2 ] + • • • dans A + , avec an G 

Z — l j sans terme constant. Cela se voit par récurrence en utilisant la for­

mule <p(ir) = [s]p - 1 = (tt + l)p - 1, qui donne [ttp] + p[ap] + p2[û£] + • • • = 

( l + \W] + p\ai] + P2k*2] + • • * Y — 1) et permet de calculer les an de proche en proche. 

On a donc v^(an) > {e** — l ) = i 
( p - i ) p ^ - 1 pour tout n G N>o, d'où v e ( û ( i ) — 

^ e ( t t ) = - 1 et VE ( an ) - v e ( t t ) > v_ 
p - l 

> —n si n > 2. Pour tout n G N>o, 

écrivons an = nan avec an G E . On a alors n = u[tc] avec ^ = l + a G A o ù 

a = p[ai] + p2[û2] + • • •. Si r < 1, on a wr(a) = inf (rv^(an) + n) > 1 — r > 0. 
nGN>0 

Supposons maintenant r < 1. On a w G A<°'r] et wr(a) > 1-r > 0, d'où wr(l — u) > 0 

et wr(u) = 0. Comme A^°'r^ est complet pour la topologie définie par wr d 'après ce 

qui précède, l'élément u est inversible dans A^°'r^. • 

~(0,r] 
Remarque 4.3. — L'anneau B n'est pas complet pour wr. 

On pose A g " ï = ( a < M ) * * , Bfr] = ( b ( M ) ^ , VS = (A^3 et = 

(B+hs Remarquons que A^0'r]/pA^°'r] ^ A ^ / p A ^ ^ Ê5oo. 

4.2 . D e s c e n t e de B* à b+s 

Proposition 4.4. — (cf. [11, Lemme 10.1],). L'anneau A = A^0,r^ muni de l'action de 

HR, vérifie la propriété (TSl). 

Démonstration. — Fixons c\ G R>o quelconque. Soient H\ Ç JJ2 Ç Hs des 

sous-groupes ouverts distingués. Ils correspondent à des extensions finies galoisiennes 

# o o b - 1 ] Ç S o o b " 1 ] ^ ^ b - 1 ] - Notons TrS'/s l 'opérateur £ r . D'après 4.1 (h), 

reH2/H1 

on a AHl = A ^ et A1*2 = As^. En outre, l'extension E s ^ / E s ^ modulo p est étale 

d'après loc. cit. Remark 7.14 et Lemma 7.15. Par ailleurs, l 'opérateur Trs>/s coïncide 
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avec la trace TVg f /esoo sur É s ^ . Il existe donc a0 G E s ^ tel que T r s / / s ( a0 ) = 1. 

Pour tout n G N , on a TrS'/s(<£~n(ao)) = 1 et VE, ((p~n(a0)) = P - N ^ E ( ^ o ) • 

qui t te à remplacer ao par <p~n(ao) pour n assez grand, on peut supposer que 

^E(<*O) > max (—r-1 , —ci). 

On peut alors écrire a = T r e , / 5 ([ao]) = 1 + 
co 

k=l 
pk[zk]. Comme v^(zk) > vE(a0) > 

—r 1 (cf. [11, 5.1]), on a RVE(^fc) + k > k — 1 pour k G N>0, et donc a = 1 + b avec 

tur(6) > 0. Comme A^0,r^ est complet pour la topologie définie par wr, l 'élément a est 

inversible dans A^0,r^ et donc dans (A(0'r]) 2. De plus, on a wr(a) = wr(a~1) = 0. 

Soit alors a = a_1[ao] G (A(0'r]) \ Par construction, on a T r c / / s ( a ) = 1. En outre, 

on a wr(a) > wr(a~1) + wr([a0]) = v^(ao) > —c\. • 

Lemme 4.5. — Soient r G Q>0 et z G A^0'^. Pour s G]0, r], on a z G A^0'^ et 

Ws(z) > f;Wr(z). En particulier, il existe s G]0,r] £eZ g^e ws(p,z) > 0. 

Démonstration. — On peut supposer s < r. Écrivons z = 
co 

n=0 
Pk[zk\. Pour A; G N , on 

a ve(zk) > 1 
r 

[wr(z) — k) donc 5^E(^/c) + k > s 

r 
wr(z) + 11- S 

r) 
k. Comme 1 — s 

r 
> o , 

on a z G A^0'^ et ws(z) > s 

r 
wr(z). Enfin, on a ws(pz) = 1 + ws(z) > 1 4-

r 
wr(z) > 0 

si 5 est assez peti t . 

Proposition 4.6. — Le couple Í A ^ , p A ^ ) est hensélien. 

Démonstration. — On reprend la preuve de Matsuda (cf. [23, Proposition 2.2]). Il 

s'agit de montrer que tout polynôme unitaire f(X) G A^[X] tel que f(X) = Xn(X — 

l )n mod pAÎ^X] admet une factorisation f(X) = P(X)Q(X) avec P(X),Q(X) G 

VS[X], P(X) = Xn moàpA.\[X]etQ(X) = (X-l)n m o d p A ^ X ] . 

Écrivons f(X) = / t ( X ) + Xnf*(X) avec / t ( X ) = f0 + fxX + • • • + U-iX^1 et 

f*(X) = / n + / n + i X + . . . + / 2 n X - où p(X) = 0 m o d p A ^ X ] et f(x) =(x-1) = (X-l)n 

mod p A ^ [ X ] . Il existe r G Q>0 tel que fj G A^0'7^ pour tout j G { 0 , . . . , 2 n } . Par 

hypothèse, on a fj = (—iy~n(j™n) mod pA^0'^ : d 'après le lemme 4.5, quit te à dimi­

nuer r, on peut supposer que wr (fj — (—l)-7-71^^)) > 0 pour tout j G { 0 , . . . , 2n}. 

En particulier, on a wr(fn — 1) > 0. Comme A^0'^ est complet pour wr (cf. pro­

position 4.2 (b)), l'élément fn est inversible dans A^?'1"'. Il en est donc de même de 

f*(X) dans A^° 'r][X]. Posons alors F = -fi(X)/f*(X) = 
ce 

m=0 

FmXm€Afr]iXj 

D'après ce qui précède, on a wr(fj) > 0 pour j G { 0 , . . . , n — 1} et wr(fj) > 0 pour 

j G {n + 1 , . . . , 2 n } , on a donc wr(Fm) > wr (p(X)) > 0 pour tout m G N (où 

wr (p(X)) = min wr(fj)). Notons qu'en outre, on a F(X) = 0 mod p A ^ ' ^ j X ] . 
0 < 7 < 7 l 
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On cherche à résoudre 

(*) Xn - (Xn - F(X)) G(X) = R(X) 

avec G(X) G A^0,r][X] et R{X) G A(^r][X] de degré < n. On construit pour 

cela des suites {G^u\X))uef^ et (R(u\X))u(_N par récurrence sur w G N , de sorte 

qu'on a G^(X) G puAfr]lX] et RM(X) G puA^r][X} de degré < n. On pose 

G(°\X) = 1 et RW(X) = 0. Les éléments G^U\X) et RW(X) étant construits, on 

définit G(U+1\X) et R^\X) par 

(**) G(u) (X)F{X) = XnG(u+1) (X) +r(u++1) (X) deg (#(tt+1) ( X ) ) < n 

dans AÍ? ' r ] [X] . Comme F(X) = 0 mod p A ^ p T ] , une récurrence immédiate im­

plique qu'on a bien G<"> (X) € puÀ^0,rl IX] et R(u) (X) e puÂfr] [X] pour tout u e N . 

Par ailleurs, on a wr (G^+^iX)), wr (R(U+V(X)) > wr (G^(X)) +wr(F{X)) (avec 

des notations évidentes), d'où wr (G(u+1)(X)) ,wr (R^U+1^(X)) > uwr(F(X)) pour 

tout u € N (on a wr (G°(X)) = 0). Comme wr(F(X)) > wr ( / f ( X ) ) > 0, les séries 

G(X) = 
oo 

u=0 
G^HX) et R(X) = 

OO 

u = 0 
RM(X) convergent dans A ^ p i J et A(o,r)s][X] 

respectivement. En additionnant les égalités (**) pour u G N , on a G ( X ) F ( X ) = 

Xn(G(X)-l) + R(X) i.e. M. 

Par construction, on a G(X) = 1 mod pAg 'rJ [X] (parce que G^°\X) = 1) : 

d'après le lemme 4.5, quit te à diminuer r, on peut supposer que le terme constant 

de G(X) est de la forme 1 + g avec wr(g) > 0, donc inversible. La série G{X) est 

alors inversible dans A ^ r ] [ X ] . On pose alors Q{X) = f*(X)/G(X) G A^°'r][X] et 

P(X) = Xn- R(X) G A^°'r][X]. On a déjà P(X) = Xn mod pA\[X] (en effet, on 

a R(X) = 0 mod pA^°'r][X], parce que RW(X) = 0). Par ailleurs, P(X)Q(X) = 

f*(X)(Xn-R(X))/G(X) = f ( I ) ( r - F ( I ) ) = / ( X ) , et donc Q{X) G A.fr][X], 

avec Q(X) = (X - l )n mod pAt[X]. • 

Proposition 4.7. — Soit Soo une sous-Roo-algèbre normale de R telle que l'extension 

*S'oob_1]/^oo[p-1] est finie galoisienne. Alors l'extension correspondante A ^ / A ^ est 

finie étale galoisienne. 

Démonstration. — Commençons par montrer que l'extension est finie. D'après [3, 

Theorem 4.9 et Proposition 6.14], l'extension E s ^ / E / ^ est finie étale galoisienne. 

Soit { a i , . . . , ar} une famille génératrice, avec ctj G E5oo pour tout j G { 1 , . . . , r}. Il 

existe m G N tel que 7RmE5 Ç 
j=1 

r 

aJERoo Montrons que A g = ^ [o^-JA^. 

Soit z G A ^ . Pour c G N convenable, on peut écrire z = 
oo 

k=0 

P k 
[zk] où 

zk G E ^ pour tout A: G N . Comme E ^ Ç i 
7Tm 

r 

j=1 
&iE+

Roo on peut écrire 
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[z]= 
oo 

u=Q 

r 

7 = 1 
( r ^ p ) [zkjìU], avec Zk,jìU € (on le voit par récurrence, 

en regardant modulo pu). Fixons r G Q^n tel que r < minfc 1,m ). Comme 

r m < 1, les sommes Zkj = 
oo 

u=0 
(pf™) [^.?>] convergent dans A^,r^. En outre, on 

a wr(zkj) = min (rv^Zkj^u) + (1 — rm)u) > 0. On peut alors écrire z = 
r 

¿=1 

[&j]aj 

avec dj = 
oo 

fc=0 

p 
TTc 

k 
k,j La somme dj converge dans A^,r^ car pour tout A: G N , 

on a wr ( ( ] = p ) Zkj) > (1 — rck + Wr(zk,j), rc < 1 et A^'r' est complet pour wr 

(proposition 4.2 (ii)). On a bien z G 
r 

a . A n ' 1 Ç V b 7 - A L ce qu'on voulait. 

Comme E5oo/Ejroo est finie étale, il existe un unique idempotent ts/R € E s ^ (g)~ 

E5oo tel que m(x) = ( T T - ^ ^ ® I d ) ( e s /* .* ) , où m: E5oo « g ^ E5oo -> E5oo 

désigne la multiplication. Comme A ^ est fini sur A ^ , il en est de même de A t 0 ^ t 
AR 

Âg. D'après la proposition 4.6, le couple ( AI . ®~t A^, (p)^j est donc Hensélien (cf. 

[ 2 5 , XI Proposition 2]). Comme la réduction modulo p de ce dernier est précisément 

T&Soo ®9; E s ^ , l ' idempotent ts/R se relève de façon unique en un idempotent ts/R G 

A ^ A t R A 5 « 

L'extension AS/AR est finie étale galoisienne, et son groupe de Galois s'identifie à 

celui de l'extension E s ^ / E ^ , car A s et AR sont séparés et complets pour la topo­

logie p-adique, de réduction modulo p respectives E s ^ et E ^ ^ . L'image, encore notée 

ts/R de l ' idempotent dans A s ®£H A s vérifie donc m(x) = ( T t ^ S / Â H ® ( e s / J R - x ) 

pour tout x G A s <8>r A s (où m: As <8>r A s —> A s désigne toujours la multipli-

cation), parce que c'est vrai modulo p et qu'il y a unicité du relèvement. Comme GR 

respecte la surconvergence, la trace T ^ S / A H envo*e A s dans A ^ : on n° te TrA+s/A+ 

sa restriction à A^. L' idempotent ts/R vérifie donc m(x) = (Tr~ t ^ ® Id^ (ts/R-X) 

pour tout x G A ^ (g)~t A^, i.e. l 'extension A ^ / A ^ est étale. Elle est galoisienne car 

l 'extension résiduelle 'ÈS00/ÊROO l'est. • 

Proposition 4.8. — On a 

firn H1 (Gai ( S o o b " 1 ] / ^ - 1 ] ) ,GLn (Af5)) ^ H1 (HR, GLn ( A t ) ) 
'S'oo 

et 

lim 
S o 

H1 (Gai (Soclp-^/Roolp-1}) ,GLn ( B ^ ) ) ^ H1 (wÄ>GL„ ( B * ) ) 
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où la limite inductive est prise sur les sous-Roo-algèbres normales SQQ de R telles que 

Vextension S'oo[p~1]/i2oo[p~1] es^ fin^e galoisienne. 

Démonstration. — Comme les applications en question sont des limites inductives 

d'applications d'inflation, elles sont injectives. Montrons leur surjectivité. 

Soit U: HR —> GLN B+ un cocycle continu (pour la topologie faible). Comme 
/ — ( 0 , r ] \ 

HR est compact, il existe r G Q > 0 tel que U est à valeurs dans GLN ( B ) . En 

effet, B F = U 
g (0 ,r] 

reQ>0 
, est munì de la topologie de la limite inductive, et pour tous 

~(0 ,r] ~ ( M 
r, 5 G Q ^ o tels que s < r , l'inclusion B Ç B est ouverte (cela résulte du fait 
que A + Ç B 

;o,r] 
est un voisinage de 0 pour la topologie faible -cela se vérifie modulo 

~ ( 0 , r ] 
pn pour tout n G N > q - , et du fait que B est un groupe pour l 'addition). 

Notons 3 >o 
le sous-anneau de A^0^ constitué des éléments z tels que wr(z) > 0 

(dans [8], cet anneau est noté A * _ ) . On a B (O,R) = u 
mez 

pmA 
U r i 
>0 

En outre, comme 

A + ç A 
(0,rl 
>0 

~ ( 0 , r ] 
ce dernier est ouvert dans B . Comme U est continu et HR compact, 

il existe un sous-groupe ouvert et normal HQ de HR tel que Ug = 1 mod pMn ( A + J . 

En particulier, U est à valeurs dans 1 + pMn ( A > 0 R ' ) et continu pour la topologie 

définie par wr (car sur A + cette dernière coïncide avec la topologie faible en vertu 

de la proposition 4.2 (a)). En outre, on a wr (Ug — 1) > 1 pour g e HQ et donc 

Ug G GLN (A(°'rl) (car A^0 '^ est complet pour wri cf. proposition 4.2). D'après les 

propositions 2.2 et 4.4, quitte à remplacer H0 par un sous-groupe ouvert, on peut 

supposer que la restriction de U à HQ est triviale, i.e. que U est cohomologue à un 

cocycle provenant par inflation d 'un cocycle HR/HQ —• GLN b+ # 0 ' 

Le sous-groupe Ho de HR correspond à une sous-Roo-algèbre normale SQQ de R telle 

que l'extension £oo[p-1]/^oo[p_1] est finie. Quit te à remplacer if0 par un sous-groupe 

ouvert, on peut de plus supposer .S'00[p~1]/-R00[p_1] galoisienne. 

Le cas d 'un cocycle U : HR —> GLN ( A ^ ) , plus simple, se trai te de façon analogue. 

• 

4 .3 . D é c o m p l é t i o n . — Soit S une sous-iî-algèbre finie normale de R. On note 

As l 'unique (cf. proposition 4.42) sous-anneau de As caractérisé par les propriétés 

suivantes : 

(a) As est complet pour la topologie faible ; 

(b) As n pAs = pAs ; 
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(c) on a un diagramme commutatif 

A s aoxi Es 
a 

esoo aixoo A s 

I 

(d) [xi] G As pour i G { 0 , . . . , d} ; 

(e) il existe une sous-A^,fcx-algèbre A ^ de As et rs G Q>0 tels que : 

(i) il existe a G N tel que p 
7CA 

G A t et A Í / P. 
7Ta A5 E5 5 

(ii) si a , /3 G N>o sont tels que 
P 

< prs 
P-l. 

o n a A + Ç A + { ^ } ; 

(iii) A j est complet pour la topologie faible. 

(f) As est stable sous l'action de (p et sous celle de Gai (S'oob X]/R\p 1]) lorsque 

S'[p~1]/iî[p~1] est galoisienne. 

Remarquons que As est l 'unique A#-algèbre finie étale relevant l 'extension finie 

étale ER C E s (c/. [3, Definition 7.7]). D'après [3, Proposition 7.8], A s est une 

sous-A#-algèbre régulière de A s ^ . 

Proposition 4.9. — (i) (p: E s —• E s est libre de rang pd+l} de base (XQ° • • ' xdd)o<a <p' 
i i i _ 

(ii) Poixr tow* n G N , /e Es-module (p~n ( E s ) = E s x£n ,... ,x%n Ç E s ^ es* 

Zz&re de frase 
ax 

х0 
2 ¿ 

xd 
0<oci<pn 

De plus, il existe une constante es G N>0, qui ne dépend que de S, telle que pour 

tout 

z — 

a€Nd+1 
0<a¿<pn 

ZQXÇ 
çço 

X 
d 

ax 
e <p-n (ES) 

avec Za G E s pour a G Nd+1, on a 

ve(z)-csve(tt)< 
&cNd+1 

(ve(^o)) < M u ­

ffii) L'anneau I I & 71 (Es) est dense dans Ë<? . 

nGJN 

Démonstration. — (i) C'est [3, Corollary 4.7 (ii)]. 

(ii) La première partie résulte de (i). L'inégalité 
a€Nd+1 

min (î>e(%)) < VE(Z) étant 

claire, on va déterminer es tel que VE(Z) — es 

min 

< mm 
&cNd+1 

( v e ( % ) ) - En appliquant [3, 
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Lemma 4.15] aux extensions ETR(K x C Ey et E t C E ^ on sait qu'il existe cs,i et cs,2 £ 

N , dépendant seulement de S et pas de n, tels que 7rCsi(̂  n (Ey) C E ^ , ^ x o 
i pu et 

Tf^-V"" (E+) ç p"" ( E ± ) ® E t E + = ( E + ) ®B+ E + X 
1 

1 

, . . . , X i 

1 

r 1 i 

Posons cs = cs,i + cs,2 + 1. On a alors 7rCs~1<p~~n ( E j ) Ç E j xf,..., a;Jn . Soit h 

l'entier tel que (—h + 1 ) v e W > ^ e ( ^ ) > — ft^EEn particulier, G E j et alors 

( 7 f / l + C s _ 1 ^ a ) > 0 pour chaque a G Nd+1. Donc, min ( v e ( % ) ) > — (h + — 

a £ N d + 1 

I ) v e ( ^ ) > ^ e ( ^ ) ~ csv^(n). 
L'assertion (iii) résulte de [3, Cor. 5.4]. • 

Corollaire4.10. — (i) (p: As —> As est libre de rang pd+1 , de base 

([so]ao-"[*d]ad)o<«,<p-

(ii) P o w n £ N, le As-module (p~n (As) = As [[#0]**"»..., [zd]^] Q As 

est libre de base 

( N ] f * - - - M ? % a i < p „ 

(iii) L'anneau [j As [ [ ^o ]^7 , . . . , [a^]**"]] est dense dans As pour la topologie 
n G N 

faible. 

Démonstration. — L'assertion (i) résulte de la proposition 4.9 (i) et du fait que A5 

est séparé et complet pour la topologie p-adique. Comme précédemment, on en déduit 

(ii). L'assertion (iii) se vérifie modulo pn pour n G N>o- Comme la topologie induite 

sur As/pnAs ^ (^As/pAs^j est la topologie produit , il suffit de regarder le cas n = 1. 

Mais As/pAs = E s et As/pAs = Es^ , , et c'est précisément l'énoncé proposition 4.9 

(iii). • 

Pour i G 10 d ) et n G N on pose 

Ag>(n) = As [[x0] , . • •, [*;-i] ̂ , x i + 1 ^ , . . . , ( x d ) ̂  ] 

E « ( n ) = Es [xf, • • • , s f c , • • • ,xf 

Notons que les A^(n) sont des sous-anneaux de As = AHs. Pour i G { 0 , . . . , d}, on 

pose A ^ ( o o ) := U A<*>(n) et E«(oo) := U E (i) (n). 
n G N n G N E(i)s(n). 
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4.4 . Traces normal i s ée s de T a t e généra l i sées . — En utilisant 4.10 (ii) on définit 

l 'application As-linéaire 

r ( 0 - r(i) • 
'm — 'm,S ' U 

n>m 

<p~n (As) —> A s 

a = 

a 6 N d + 1 
0<OTk<pn 

« a 

d 

fc=0 

xk 
p 
p 

p n - m | a . 

a& 
d 

fc=0 

xk 
&k 
pn 

ou pour tout a , on a aa G A s -

Si 6 G N , on note Ag } l 'adhérence de A g F2 
7Tb 

dans A s pour la topologie 

faible (cf. section 4.9). Rappelons (lemme 4.39) que pour tout n G N>o, on a 

A + / p " A + ç A + 
P 

7TB / ta 
7T° 

A+ P 

7TB 
ç As/pnAs 

si bien que la topologie induite par la topologie p-adique de A s sur A j p 
7T° J 

est la 

toplogie -^-adique. 

Proposition 4.11. — L'application r^s induit un projecteur A ^ (oo) [[xi] ^ ] -linéaire 

continu. 

(3) 
T(i)m,s:As-A(i)s(oo)([xi]1/pm], 

où A ^ ( o o ) désigne l'adhérence de A ^ ( o o ) dans As pour la topologie faible. On a 

les propriétés suivantes : 

(i) Lorsque Sfy-1]/R\p~x] est galoisienne, l'opérateur r^s commute avec l'action 

de Gai (#00 [p-1]/Rlp"1}) sii ^0, et il commute à l'action de 7^p lorsque i = 0 ; 

(ii) pour chaque n £ Z tel que ra + n > 0 on a <pn o r ^ n 5 = r^s o <̂ n ; 

(iii) pour chaque n et m G N et i et j G { 0 , . . . , d} on a r^s o r^s = T^S O T^S ; 

(iv) la restriction de s à AR coïncide avec r^R ; 

(v) si b G N est tel que A ^ Ç A ^ { ^ } (cf. proposition 442), on a 

r{i) 
Tm,S 

AS+ P 

7TB 
Ç 

1 

tts 
A+s p 

ttb+cs 

Démonstration. — D'après le corollaire 4.10 (ii), si n > ra, le A§\rì) \[XÌ] 
1 

module (p 71 ( A s ) = A s xo p1 ,..., xd 
1 

pk est libre de de rang pn m, de base 

.*r¿. 
0 < j < p n - m 

On en déduit que si a = 
pn m-i 

3=0 
a3[xi\ 

3 
G (p n ( A s ) , où pour 

tout j G { 0 , . . . ,pn'm - 1}, on a a, G A ^ ( n ) [ M 
1 

» al0rS Tm]s(a) = °>0 et t £ 5 

est un projecteur Ag(n) [[E*]**""] -linéaire qui satisfait les propriétés (i)-(iv). En 
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particulier, on obtient un projecteur A ^ ( o o ) [xi] 
i 

I -linéaire 

Tm,S' U 
n>m 

y ( A s ) - . A ( i » ( o o ) 
(xi) 1 

pn I 

Dans A j , on a 7T = [7F] +p& avec a G A j : si n G N>o , on a donc 7RPN = [7F]PN 

dans Ag/pnA+g. La topologie faible sur A ^ coïncide donc avec la topologie définie 

par la famille d'idéaux {(pn,7rfc) A t } & c N d + 1 ) p n . D'après le lemme 4.39, si b G N>o, la 

topologie faible sur A t { ax 
-TI" & 

coïncide donc avec la topologie définie par la famille 

d'idéaux {Inik — p 
aix 

n 7T (n,kcN 

Posons A.Qh = 
oo 

m 
n=0 

A + ko] 
1 

. . . , 
askks 1 

pn aa 
7Tb 

(cf. proposition 4.42). Supposons 

b G N>o tel que A £ Ç A J { 
7T° 

. On a alors As,b Ç A|" { 
7Tb 

}. Notons Âs,b l 'adhérence 

de As,b dans As pour la topologie définie par la famille {In,k}n fcGN • en particulier, 

As,b est complet pour la topologie faible et on a As,b S Ajaxosçs axx 
p/ttb 

D'après la proposition 4.9, on a ^ E ^ Ç 
oo 
U 

7l = U 

e+s X 0 
1 pn 

, . . . j X 
_1 
pn 
a 

(où la barre 

désigne le complété pour la topologie 7R-adique). On a donc l'inclusion 

ttcsA+ { 
P 

7TB 
} Ç Âs,b + 

P 

TTB 

a+s ax 
7TB a 

(rappelons que Âg { B 
7T° 7T° 

aux a 
L 7T° 

aa e L , a + / 
7Ta 

A t E t et p 
7Ta 

e A + ç 

As{ P 
7Tb }). On a donc 7TCsAt { P_ 

7Tb 
alxosiqia p 

7Tb+cS ' 
-cs A + 

A 5 
P 
7Tb 

} et donc 7RCS A J { p 

As,b+cs + ( 
P 

affz 
N 7Rc*A+ P 

axx pour tout N G N > q . Ainsi, on a 

ttcsA+As+(p/ttb) c oo 

iV=l 

(As,b+cs+ p 
ttb+cs 

N 
7T<* A + { 

p 
7TB } ) 

dans À g { P 
aixks 

, i.e. t t c*A+{ P 

7T° 
} est inclus dans l 'adhérence de Âs^+cs dans 

apxois ax p } pour la topologie p 
7T° + CS 

adique, qui n est autre que As,b+cs lui-même 

(vu qu'il est complet pour la topologie définie par les idéaux { ( ( 
TTB+CS ) 

71 ttk)) n,kcN) 

On a donc 

(4) As,b Ç A + 
P 

7TB. 
Ç 

1 

Kcs As,b+cs ' 

Mais r^s est continu sur Asj> muni de la topologie définie par la famille {/n,fc}n fcEN, 

car Tm]s(^ri,k) Q In,k {cf. définition de As,b) • il se prolonge donc en une application sur 

As,b (à valeurs dans A s ) continue pour la topologie définie par la famille {In,k}n fceN5 

donc a fortiori pour la topologie faible. Comme es > 0, il en est de même sur ^4s,ò+cs > 

et donc sur Ag [V-1] Ç AS,Ò+cs tt-1 Comme Ag [V-1] est dense dans A s pour 

la topologie faible, r^s se prolonge en un endomorphisme de A s continu pour la 

topologie faible. 
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Comme la restriction de T^Q à U 
n > m 

l-n As) est à valeurs dans A ^ ( c o ) N 
i 

pm 

et est A ^ ( o o ) [ N 
i 

pTTF j-linéaire, l 'endomorphisme tim,s est à valeurs dans 

Ag>(oo) [ N 1 

I 
3t est A ^ ( o o ) [ N 

i 
-linéaire par continuité. 

Enfin, on a T^s(As,b) Ç asb et donc r^s (As,&) Ç asb par continuité, les 

inclusions (4) impliquent alors 

& ( À J { 
P 

7Tb }) = 
1 

ttcs 

asb+ 
cs c 

1 

ttsc 
A + { 

P 

Kb+cs } 
ce qu'on voulait. 

Lemme 4.12. — (cf. [11, Lemme 8.9]) Si z e E s ^ est tel que v&(z) > — kp 
p-l , alors 

on a une écriture (unique) dans As 

[z} = 
OO 

n = 0 

pn 

ttk+ ( P - I ) n B U 

yn G E5oo powr ¿oirá n G N . 

Démonstration. — Si a = 
OO 

n = 0 
pn[ân] G A s et AT G N , on a 

w1 ( 
(tt)n 

p 
Ia - laoì) ) = inf (ÌVve(7t) + v e K + i ) + n) > NV^(-K) - 1 + wi(a). 

/ n>0 

Construisons les yn par récurrence. On pose VQ = 7r*[z], d'où y0 = -K z et si 

2/o 5 • • • 5 Vn £ A s sont construits, on pose 

2 /n+l = 
7T 

( p - l ) ( n + l)1 
p 

( p - l ) n ' 
p 

p 
(î/n - b n l ) = 

-( 
7T 

[TF]. 

(p-l)(n + l ) l 
p 

(p- l )nl 

p [TF] 
(p-l)(n + l) 

p 
(p-l)n' 

p 

p 
(î/n - [yni) 

(où 2/„ désigne l'image de yn modulo p). Comme WI(TT) > WI([TT]) (proposition 4.2 

(d)), on a wi(yn+i) > vK(n) ( p - l ) ( n + l ) 
p 

b - i ) n 1 H- wi(yn) d 'après ce qui a 

été dit au début de la preuve. Une récurrence immédiate montre donc que w\(yn) > 
(v—l)n 

p 
VEM -n + wAyo) = (p-l)n 

P 
P 

p-l -n + 
kp 
p-l 

-f- VE(Z) (proposition 4.2 (d)). 

Comme v-niz) > - kp 
p-l 

par hypothèse, on a wi(yn) > 0 et donc j/n 6 ESoo pour tout 

n G N . 

Lemme 4.13. — Soit z G E s ^ . 

(a) On a vE {r^s(z)J > vE(z) - (CS + Dp 
p-i 
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(b) Soit r's = (p-l)rs 
p-l+p(cs + l)rs 

< 1 (cf. proposition 4-4%)' Pour tout r G Q>0 tel que 

r < r's, si on pose C2(S) = r p ( c g + 2 ) 

p - l 
on a 

wr r 
n,s 

m: > wr([z\) - c2(S). 

Démonstration. — On peut supposer z ^ 0. Soit k € Z le plus peti t entier tel que 

VE(Z) > - kp 
p-1 En particulier, on a V-E(Z) < — (k-i)p 

p-i soit — 
H i p 
p-1 > vv(z) - 2p 

p-1 

(a) D'après la proposition 4.11, on a lr{t) 
VTm,5 

z ) > -csVvM = - pcs 
p-1 donc 

vE ( T < J s ( * ) ) > -
(cs+k)p 
p-1 

(k-l)p 
p-1 

(c<? + l ) p 

p-1 
> VE(Z) -

(c<? + l ) p 

p-i 
(b) D'après le lemme 4.12, on peut écrire [z] = 

oo 

n = 0 

V 

k + 
7T 

( P - I ) n l 
P 

\yn] avec 

yn G E 5 (somme convergente pour la topologie faible). On a donc ^ ^ ( [ z ] ) = 
oo 

n = 0 

P 
k + 

7T 

' ( P - 1 ) " 1 
P 

T(i)m,s([yn]) (d'après la proposition 4.11, l 'application r^s est conti­

nue pour la topologie iaible), d ou 

wr(t(i)m,s((z))<infncN pn 

7T 
( P - 1 ) n i 

p 

)+wr 
r 
(i) 
m,S ([?„])) I 

D'après la proposition 4.11, si ò = p - 1 
I Prs l ° n a T m ! s ( A s ) £ 

1 
7TCS 

A + P 
7TB+CS n 

Pour tout n G N , on a yn G E e d'où [j/n] G A + : on a ([yn]) G 
i 

7TCS 
A+s P 

ttb+cs }. Comme r < 1, on a wr(7r) = vr 

p-1 
(proposition 4.2 (d)), donc 

wr P 
TTB+CS 

= 1 - rp(b+cs) 
p-1 > 1 - rp 

p-1 
p - 1 
prS + es -f l ) > 0 : on a wr(x) > 0 pour tout 

xe A + { p 
ttb+cs 

}. Ainsi, on a wr (r£j5 ([yn])) > -rcswr(n) = - rpcs 
p-1 Par ailleurs, on 

a wr pn 
k + 

k 7T 

( p - l ) n l 
P 

= n - (k + f ( p - l ) n l 

p 
wr(7r), d'où 

«V ( r S s ( [ z ] ) ) > n -
(p -

+ 1 
rp 

p-1 

rpcs 

v- 1 
= (1 — r)n — 

rp(k + es + 1) 

p-1 

Puisque V-E(Z) < — (k-i)p 
P-1 soit ( * + l ) p 

p - 1 
ve(z)- 2p 

p-1 on a donc wr (T£]S([Z])) > 

rvv(z) rp(cs+2) 
p-1 i.e. wr ( c ; 5 ( ^ ) ) > ^ ( K ) - c 2 ( 5 ) . 

Proposition 4.14. — Sir <r's (cf. lemme 4.13) et z e A^°'r]; alors T£]S(Z) G A^°'r] 

et Wr (Tm,s(Z)) ^ wr(z) ~ C2(S). 

Démonstration. — Écrivons z = 
oo 

k=0 

pk[zk] avec zk G E s ^ pour tout k G N 

et 
k—+oc 

Wr (P [zk]) = +oo. La série converge pour la topologie définie par wr 

donc a fortiori pour la topologie faible : on a t(i)m, s(z) = 
oo 

k=0 

pkt(i)m,s((zk)) 
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Comme on a wr (T^q([zk])) > wr([zk]) — ^ ( .S) d'après le lemme 4.13, on a 

k=oo 
«V (pKT{Z ([**])) = +00, d'où T%S(Z) 6 A™. 

De plus, comme pour tout k G N , on a u;rpk ^ . S Ü ^ D ) > wr(p pfc]) — c 2 ( £ ) > 

wr(z) - C2ÌS), on a wr (r^]s(z)) ^ FCIN£ (WR ( r 2 s ( [ * f c ] ) ) ) ^ M * ) - ^ O 5 ) - D 

4 .5 . Vér i f i cat ion de la propr ié t é ( T S 2 ) . — On va construire les anneaux A ^ 5 . 

On note ( A ^ ' r ^ > Q = { 2 G A^,r\ wr(z) > OJ l 'anneau des entiers de A^°'r^. Comme 

wr ( [ t t ] ) = 
pr 

p-l 
> 0 (proposition 4.2 (d)), on a A^°'r] = ( A g ^ 1 ) [ [ t t ] " 1 ] . 

Lemme4.15. — Sir = | G Q>o> l'anneau A$ 
VA 

tt p-i 
p 

\b 
est inclus dans (Ajg'r')>Q 

(rappelons que A g = W yES(xj)- De plus, si As,(a,b) désigne son adhérence pour la 

topologie définie par wr, ou pour la topologie p-adique, cela revient au même, on a 

ASÁa,b) ç (Ag»'-1)>0 e 
1 

[Tf] 
a-1 As,(a,6) 

(où, pour a G R, fa] désigne le plus petit entier > a). 

Démonstration. — L'anneau A ^ ' J é tant complet pour la topologie définie par wr 

(proposition 4.2 (c)) et (A^0 '^ )>o fermé pour cette dernière par définition, ( A ^ ° ' R ^ > O 

est complet pour la topologie définie par wr. 

Supposons maintenant r = f G Q>0. Comme wr 
pa 

[Tf] 
p-i 
p b 

= 0 (proposition 4.2 

( d ) ) , w ( e J J 
VA 

tt p-l 

p b 
est un sous-anneau de ( A ^ ' 1 " ^ . Comme As,(a,b) est 

l 'adhérence de W ( E < L ) 
VA 
0 -1 
p \b 

dans ( A g ' r ' ) pour la topologie définie par >0 

«;n on a donc l'inclusion As,(a,b) Ç ( A g J<0 

Pour tout k G N , écrivons k = aqk + Sk avec q^ G N et 0 < Sk < a la division 

euclidienne de k par a. Tout élément z G As peut alors s'écrire de façon unique 

comme une somme 

( 5 ) 

OO 

k=0 

ZK 
PA 

[Tf] 
p - l 
p 

Qk 

psk 

avec Zk G E c . Comme wr 
VA 

[Tf] 
p - i 
p 

\b 
= 0 d'après la proposition 4.2 (d), on a z G 

A ç ' ^ si et seulement si 
oo 

rvv.(zh) + Sk = +00 i e . si et seulement si 
k—»oo 

^E(^fc) = 
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+ 0 0 (c'est-à-dire lorsque la série (5) converge pour w r ) . En outre, z G (A£,r ' ) >0 si 

et seulement si on a de plus rv^(zk) + Sk > 0 pour tout k G N . 

Soit z G (A^°'r])>o. On a [TT] 
A-L 

R Z = 
00 

fc=0 
7T 

A-L' 
R zk 

A 

PI P 
b 

Qk 

P ^ ASÌ(A,B) 

car 

ve 7T 
a - l 

r 2fc > a-l 
r 

ve(tt)+ve(zk)> 
1 

r 
( a - l ) 

P - 1 
- SK > 

a-l 

(P ~ l )r 
> 0 , 

d'où la deuxième inclusion. 

Reste à montrer que Ag 
PA 

[W] 
P-I 

P 
b 

est dense dans *4s,(a,6) pour la topologie P -

adique. Soit z G (Ag'1"') . Écrivons-le comme la somme d'une série (5). Pour tout 

A: G N , on a V^(ZK) > 0. Posons alors 

NK = min (QK, 
VLÏ(ZK) 

b 
G N 

(où I I désigne la partie entière) : d'après ce qui précède, on a RTK > 0 pour tout A; G N 

et 
k-oo 

NK = + 0 0 . On peut écrire 

(6) z = 

00 

K=0 

7T 
p - 1 

P 
>bnkzk PA 

.m 
p-i 

P 
b 

Qk—nk 

pSk+ank 

Comme RIK < ve(zk) 
b pour tout k G N , on a n 

V-L 
P bnkZk G E 5 : la série (6) a tous 

ses termes dans A g 
PA 

[W] 
P-I 1 

et converge pour la topologie p-adique. 

Remarque 4.16. — L'anneau A ^ = W ^ E ^ ^ est un relèvement en caractéristique 

0 de = (E+)perf. Posons Y = S p e c ^ J J , X = SPEC(É5OO) = Y \ V(îr) 

et V = SPF ^ E ^ ^ . On a alors une situation analogue à celle envisagée par 

Berthelot dans [4, 1.21 

X 
3 i 

V 

où j est une immersion ouverte et i une immersion fermée (remarquons toutefois 

que nos anneaux n'ont pas les propriétés de finitude requises dans loc. cit.). Si r = 
a 
b G Q>0, notons B(ah) = Bl 

Pa,pf] 
p - i W ÊSooj le schéma formel éclaté de V en 

l'idéal I(a,b) [PA,M 

p-1 
P 

b Sur ce dernier, l'image inverse de La b\ est inversible. 

Alors SPF (As (a b)) — M(ab) G B(a b) es^ l'ouvert formel où elle est engendrée par 

tt P 
b (notons que d'après [4, 1.1.81, ce dernier est indépendant du choix d 'un 

relèvement de n si r < p-i 
p 

. C'est ce genre d'idée qu'ont utilisé Abbes et Saito pour 
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définir la filtration de ramification pour les corps locaux à corps résiduel imparfait (cf. 

[2]), le rationnel | mesurant la ramification de E ~ Ç E j le long du diviseur défini 

par 7F. 

On note A(¿s l 'adhérence de Afr] n ( A ^ ( C O ) [Xi] 
i 

P-FFT dans A^'r^ pour la topo­

logie définie par wr, où l'intersection À^'rJ n Í A ^ ( o o ) X{ 
1 

pm est prise dans Â 5 . 

On munit A(i)m,s de la topologie induite par wr. 

Corollaire4.17. — Sir < rfq (cf. lemme A. 13), le sous-anneau 

U 
NGN 

A + [xo] 
1 

> • • • Î Xd 
1 (tt-1) 

de AQ est contenu dans T(o,r] et est dense pour la topoloqie définie par wr. En par­

ticulier, le sous-anneau u 
RAGN 

^•m s de A^0'^ est dense lui aussi. 

Démonstration. — Soient 65 = 
prs 

(cf. proposition 4.42), 

As^s+cs — U 
NGN 

A + [x0] 
1 

p " , • • • , [Xd] 
1 

p " 
p 

7J-ÖS+CS 

ET Àsfis+cs L'ADHÉRENCE DE As^s+cs DANS As POUR LA TOPOLOGIE DÉFINIE PAR LA FAMILLE 

D'IDÉAUX {Ink =\ p 
TTBS + CS 

n ttk }n fcGN (cf. preuve de la proposition 4.11). Si r < 

r's = 
(p-l)rs 

p—l+p(cs+l)rs 
•, on a wr p 

,7TBS+CS . = 1 - rp{bs+cs) 
p-l > 1 - r 

rs 
<0 donc A5,6s+Cs Ç 

T ( 0 , r ] 
A 5 . 

Par ailleurs, d'après le lemme 4.15, on sait que As,{a,b) [Î ]-1] est dense dans A^,r^ 

pour la topologie définie par wr. Comme A g [[TT]-1] est dense dans As,(a,b) [I7̂ ]-1] 
pour la topologie définie par wr, il l'est aussi dans A^0'^. L'inclusion (4) implique 

donc que As,bs+cs est dense dans A^0'^ pour la topologie définie par wr. 

Mais on a [TT] = n + pa avec a G A j , d'où [TT] = 7r ( l - f 
7T Oí, e (At 

P 
. TTBS + CS 

X 

(car bs > 1) i.e. [n] = wr avec -u inversible dans As,bs+cs (cf- inclusion (4)). Ainsi, 

Âs,bs+cs [[^r]"1] = Âs,bs+cs [TT-1], et Âs,bs+cs T7*"-1] est dense dans A^°'r] pour la 

topologie définie par wr. 

Comme wr 7TBS+CS 
> 0 et wr(7r) > 0, la topologie définie par la famille d' idéaux 

{4,fc}N,FC6N est plus fine que la topologie définie par wr : l 'anneau As,bs+cs T71" 1] est 

dense dans As,bs+cs T71"1] donc dans A(o,r)s Pour ^a topologie définie par wr. Mais 

ASibs+cs tt-1 *] = U 
NGN 

A + [xo] 
1 

p " , . . . , Xd] 
1 

pn K 1 ] 
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est inclus dans u A-m s- ^ e dernier est donc dense dans A 0̂'7̂  pour la topologie 

définie par wr. 

A+s((tt)-1) 
As^s+cs As,bs+cs [n x] 

T (0 , r ] 

As,bs+cs [tt 1]< u 
m f N 

A 
m,b 

Proposition 4.18. — Sir < r's, la restriction de r^s à A^°'r^ est un projecteurA(i)m,s s-

linéaire continu r^s: A 0̂'7̂  —> A^ s. 

Démonstration. — Par construction, on a T(i)m,s I | J (p n (As) ) Ç A ^ ( o o ) 
' \ n > m / 

[Xi] 
i 
pn 

Par ailleurs, on a ( A ^ ° ' ^ J Ç Aj^ et r^s est continu pour wr d'après la 

proposition 4.14 : on a donc r^s ( A ^ S ) Ç A ^ 5 pour chaque n > m. L'an­

neau (J A ^ 5 étant dense dans A^0'^ pour la topologie définie par wr (corol-
n G N ' 

laire 4.17) et A^ s complet pour cette dernière, on a r^s (A£0,rn Ç A^ s. 

Par ailleurs, r^s est A ^ ^ D ( A ^ (oo) | [a^]^7] )-linéaire et induit l 'identité sur 

a ^ W a ^ O O ) f N 
i 

pm : par continuité, r^s est A i ; --linéaire et induit l 'identité 

sur A :*) 
m,6 * 

Proposition 4.19. — On suppose S\p 1 l / i î fp 11 galoisienne. Si r < rfq, la famille 

A m, S Trn,S) 0<i<d 

mcn 
vérifie la condition (TS2). 

Démonstration. — La propriété (TS2)(a) n'est autre que la proposition 4.18. La pre­

mière partie de la propriété (TS2)(b) résulte de la propriété 4.14 et la seconde du 

fait que T£S induit l 'identité sur A(i)m, s s et que u 
mcN 

A(i)m,s es^ dense dans A^ 'rJ pour 

la topologie définie par wr (corollaire 4.17). La propriété (TS2) (c) résulte de la pro­

priété 4.11 (iii). La propriété (TS2) (d) résulte de la propriété 4.11 (i) (si x G A S , s 

et g € Gai ( ^ [ p - 1 ] / ^ " 1 ] ) , on a g(x) = g (r^s(x)) = r%s(g(x)) € A®s, de sorte 

que A^ s est stable par Gai ( . S o o t p - 1 ] / ^ ^ - 1 ] ) ) . Il en est de même de la première 

partie de la propriété de la propriété (TS2) (d ') . 

Enfin, par continuité, la deuxième partie de la propriété (TS2) (d') se vérifie sur 

u 
n>m 

ip 71 (As). Comme r^s o - " o r ^ s commute à Gai ( 5 o o b 1 ] / i î [p 1]) d'après ce 

qui précède, il s'agit de voir que la restriction de r^s à ip m (As) [[#o]pn ] commute 

à Gai (5oo[p ^/Rlp 11) pour tout n > m. Mais si a = 
«n-m-i 

j=0 
aj[x0] 

3 
pr> avec aj G 
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if 171 (As), on a g(a) = 
on-m-l 

3=0 
g(aj)[x0 

jx(g) 
pn (rappelons que X: GR —• Z * désigne le 

caractère cyclotomique). Comme X(Â) £ zp* , on a jx(<7) = 0 mod pm Zp j = 0 

mod pm Zp : le sous-anneau </?~m (As) é tant stable par Gai (S,oc[p~1]/JR[p~1]), on a 

t(o)m,s = 5 («o) = 5 № ( « ) ) pour tout g € Gai ( S ^ " 1 ] / ^ - 1 ] ) - • 

4.6 . Vér i f i cat ion de la DroDriété CTS3}. — RaDDelons (cf. lemme 4.131 au'on 

a posé c2(S) = (cs+2)r 
p-1 

Proposition 4.20. — (a) Sozi z G E ^ ( o o ) xi 
i 

pm + n On peut écrire z de façon 

unique comme z = 
pn-i 

zisi 
7 

m-(-n avec zj G E ^ ( o o ) a: 
i 

pn En p/vs, ve ( 2 ) < 

min VE(ZJ) + 
0<J<PN 

P(cs + 1) 
p - i 

(b) Pour m,n G N e¿ r < r'a, on a A ^ . 9 = 
pn-i 

j=0 
Xi\ 

3 
pm + n Vm,S> et Si Z = 

Pn-1 

3=0 
ZAXI] pm-\-n (avec Zj G A ^ 5 povr 0 < j < pn), on a 

wr(z) < min 
0<j<pn 

wr(zj) + c2(S). 

Démonstration. — Posons 

a: 
Pn-i 

3=0 
A « ( o o ) [fa]*] — A ^ ( o c ) [Xi] 

1 
pm + n 

(Z3)o<j<pn 

pn-l 

J=0 
zi(si) pm + n 

et 

/3: A « ( o o ) [ N 
1 

p-m + n 

pn-l 

,=0 
A « ( o o ) (xi) 1 

pm 

z - t(i)m,s((si) -m + n 2 
0<j<pn 

D'après le corollaire 4.10 (ii) et la définition de r ^ 5 , les applications a et /? sont 

bijectives, inverses l 'une de l 'autre. On déduit du lemme 4.13 la part ie (a) de la 

proposition. 

(b) Comme T£\ (A^?'7"') Ç A~0,R^ (proposition 4.14), les applications a et (3 in­

duisent des bijections inverses l 'une de l 'autre entre A ^ ' 7 ^ n Í A ^ ( O O ) Í[X¿] pm + n 

et 
pn-i 

3=0 
Afr] H ( A ^ ( O O ) [ [ X ^ ] ) . Pour z G Afr] n ( A ^ ( O O ) \[XI] 

1 
p-m + n ) , on 
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a donc une écriture unique z = 
Pn-i 

j=0 
Zj[Xi] 

3 
pTn + n avec ZJ = T£]S ([X*] 

-3 
piri + n g € 

A f W A ^ ( o o ) \[Xi] 
1 

p"- ) , et d'après la proposition 4.14, on a wr(zj) > wr(z)—C2(S 

(car r < rs). En particulier, a et p sont continues pour la topologie définie par wr : 

elles se prolongent par continuité en des homéomorphismes inverses l 'un de l 'autre 

a: 
p -1 

j=o 
a(0m,s A(i) et/?• A(i) m,n= 

pn=1 

j=0 
A.m • Par ailleurs, on a encore les inégali­

tés wr(zj) > wr(z)—C2(S) pour tout z = 
Pn-i 

j=o 
ZjlXi] 

3 
Dm + n € A « + n > s e t O < j < p " . • 

Lemme 4.21. — II existe mo(S) G N ne dépendant que de S tel que pour tout m > 

m0(S), i G { 0 , . . . ,d} et tout z G E ^ ( o o ) x i pm , on a 

VB((l-'tm)(z))>vE(z) + 
p + 1 

2 ( P - 1 ) 

Démonstration. — D'après [3, Theorems 5.1 & 5.11], il existe M et N = N(S,M) G 

N tel que pour n > N et tout s < M , on a un isomorphisme j (s — l)pn 3 E ^ 

'S'ny/ ( e ^ — l ) Sn. D'après le lemme 3.7, il existe a(S) G N tel que pour tout m G N 

et i G { 0 , . . . , d}, on a 

v((l-jf)(x))>v(x) + 
1 

p - l 
(l-a(S)p-m) 

pour tout x G SL+if» 11- Cela implique que tT agit trivialement sur 

Sm+l / 
( ^ ) - l ) 

(e(m + l)_l)«(S) 
5m+i, et donc que Tf agit trivialement sur E + / ( £ - l ) P m ~ s E + 

si 1 - a(5) 
pm 

> 1 
p* 

Fixons s G N tel que ce qui précède soit valable pour E y et pour E J . Soit ly 

(resp. £s) tel que 

(e - l ) ^ f i E + /E+(t) = 0 (resp. (e - l ) ^ f 2 E j / E t = 0). 

Soit mo(S) tel que 1 - a(5) 
p"1 

> 1 
Ps 

et pm s > £y + ^5 pour m > m0(S). On va 

démontrer que Tf agit trivialement sur E ^ j (e — l)pm iv £s E j pour tout m > 

mo(S). L'homomorphisme Tf agit trivialement sur E ^ ^ /(s — l)p7n E^ fe j puisque 

E+(fc) = limn W(fc)[e(n)]/(eW - 1). Comme ypmi = Id sur E + / ( e - l)"m_s E + , on 

conclut que Tf" - Id = 0 est une E + -dérivation sur Ew(k) f {e - i)min(2pm-s,pm) E + 

Par hypothèse on a (e - l)^vOE+ /E+ = 0 d'où (e - l)£v (rf™ - Id) = 0 mod (e -

1jmin(2p— s,p™) C d a sigmfie que ypmi = y gur E+ he _ 1)min(2p—s,p-)-^v E + 
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vu que E y est sans (e — l)-torsion. On en déduit par induction que yipm = Id sur 

E + j{e- l )Pm~^ e + , donc aussi sur E+0 /(e- L)Pm-£v e + 0 . Par le même raisonne­

ment, 7fm agit trivialement sur E ± j (e - l)?m-*v E t , car E+0 /{e- L)Pm-£v E+0 Q 

E ± / ( e - l ) P m - ^ E ± est non-ramifiée. De même, on voit que jf agit trivialement 
RI R 

sur Et /(e- l )Pm-^-^s E t . 
m 

On pose £ := £y + £s> En appliquant <^-m, on voit donc que 7; agit trivialement 

sur ip~m ( E j ) j (e - l ) 1 - ^ - ™ ^ - ™ ( E ^ ) . Comme 7* agit trivialement sur pour 
771 

j 7̂  i et n G N , on voit donc que 7^ agit trivialement sur 

U 
n<m 

( ^ - ( E + ) / ( £ - l ) 1 - ^ > - ( E + s ) ) xo 
p 
pn i ^ 

1 
p7l 
1-11 

X 
i+l> 
pn . . . ,2! 

1 
pn 

, . . . , 

Soit z G E^(oo) 
écrire 

x i 

p1 
pn On a zpm G E ^ ( 0 0 ) : d'après la proposition 4.9, on peut écrire 

2* = 

Q6Nd+1 
0<a7<pn 

Q!¿=U 

D 
«0 

• • • X i-1 

ai-i 
X ¿+1 

pn • • • X 
d 

avec za G E5 et VE (ZP ) < min 
aGNd+1 

^E(^a) + C5VE(TT). Quit te à multiplier zpTn 

une puissance convenable de 7r, on peut supposer 0 < min 
aENd+1 

VeUoJ < Ve(7t). On a 

alors 0 < VE (^pm) < (cs + I)VE(TT), et donc 0 < VE (Z) < cs + l V-E{7r). Ainsi, 

ve(1-ypmi) (z)> p(l-£p-rn) 

p-1 
> vK(z) + 

p(l-(£ + cs + l)p-™)) 

p-1 

pour tout z G E ^ ( 0 0 ) . Finalement, quit te à augmenter mo(S), on peut supposer 

p ( l - (£ + cs + l)p-mo{s)) > 
p+1 

2 

Fixons A t Ç A s comme dans la proposition 4.42. Supposons r < r^ . Fixons 

a, b G N>o tels que pr 
p-1 

< a 
b 

< prs p-1 On a alors wr pa 
ttb 

a — bpr 
p-1 

> 0. Comme on a 

A + Ç A + { P 
7T° 

| , on a vjr(z) > 0 pour tout z G A j . 

Proposition 4.22. — Il existe C4(S) > r 
p-1 

(ne dépendant que de S et de r) tel que 

pour tout m > mo(S), tout i G { 0 , . . . , d} et tout r < min (r's, 2(p-l) 
p(2cs+7) + l , on a 

WR((L~LF)(z))>wr(z) + c4(S) 

pour tout z £ A D) 
m,S' 
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Démonstration. — Soit 

z e A+W(oo) [[xi 1 
pm ] - u 

n>ra 

A + xo 1 
pn , . . . , [Xi-l] 

1 
pfT [XI] 

1 (xi+1) 1 
pn . . . . , FdJ 

i 

et ^ son image dans E ^ (oo) x 
i 

i 
pn . Comme r < r's, pour n> m assez grand, on a (c/. 

proposition 4.20) une écriture (unique) z = 
n€Nd+1 
0<nj<pn 

ZU[XQ] 
n0 
PTL • • • XD 

n0 
avec Zn G A ^ 

pour tout n et î/vfz) < min 
n cN+1 

wr(zn) + C2(5) . Quit te à multiplier z par une puissance 

convenable de 7r, on peut supposer que 0 < min 
(xi+1) 
1 

Wr(Zn) < WR(7T) = 
pr 
p-l 

On a alors 

0 < wJz) < p(c<?+3)r 
p - l vu qu on peut prendre c2(5) = 

p(cs+2)r 
p - l 

On a z — [z] G pAlj j ) , donc wr(z—[z]) > wr(p) = 1 et a fortiori 

wr ( ( l - 7 f ) - [z])) > 1. De même, on a wr ( ( l - 7 f ) (z) - [ ( l - T f " ) (z)]) > 
1 û-f rlnno 

wr((l-jf)(z)-[(l-7f)(z)})>l. 

Mais d'après le lemme 4.21, on a V E ( ( 1 —Tf ) ( 2 ) ) > ^ E ( ^ ) + P+i 
2(p-l) 

i.e. 

wr ' ( 1 - T f ) ( * ) ) > wr(H) + P+1 
2(p-l) 

r. Ainsi, 

wr((1- yipm)(z))>min (l,wr([z]) + 
p + l 

2 ( P - 1 ) 
r = min ( 1, wr(z) + 

p + 1 

2 ( P - 1 ) 
r 

vu que wr (z — [z]) > 1 

Comme wr(z) -+ P+1 
2(p-l) 

a < p(cs+3)r 
p - l 

"h p+1 
2(p-l) 

r < 1 (car r < 2(p-l) 
p(2cs+7)+l> 

, on a en fait 

wr((l-7f)(z))>wr(z) + c4(S) 
avec C4(S) = 0+1 

2(p-l) 
r > r 

p-l 
En inversant 7r et en prenant l 'adhérence pour la topolo­

gie faible, on en déduit que cette inégalité est encore valable pour z G A ^ ( 0 0 ) [ M 
1 

pm 

(le membre de droite valant — 0 0 lorsque z 4. Ai?' ). Elle l'est donc a fortiori pour 

* 6 ( A £ > ( o o ) [ N 1 D A 0̂'7̂  et donc pour z G A ^ s . 

Posons r s = min rs 2(P-1) 
p(2cs+7) + l 

Lemme 4.23. — Supposons i G { 1 , . . . , d}. Soient m > mo(S), n>0et0<j<pn 

des entiers. On définit Vapplication Zv-linéaire suivante : 

P & . » : A « ( o o ) [ N 
1 

p"« A « ( o o ) [[Xi] 
1 

pm 

z i—» z - [e] (xi+1)nais 

(a) Notons-p^n- 4 ° M T 
1 

p̂ r e W ( o o ) a; 
1 

l'application induite. 
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(a . l ) OnavB(z) < w ( p ^ , n ( * ) ) <ve(z)+ i 
P - 1 

pour tout z G E i / (oo) x 
i 

pm 

En particulier, p ^ j n est continu pour la topologie n-adique; 

(a.2) Pmj^ induit une bijection d'inverse continu sur chaque sous-anneau du 

complété de E ^ ( o o ) x i 
1 pn pour la topologie ir-adique qui est fermé (pour 

la tovoloqie n-adiaue), stable sous l'action de 7». oui contient £ 
i 

et dans 

lequel 1 — e i est inversible. 

(b) Sir < rs, alors wr(z) < wr (p^jn(z)) < wr(z) + r 
p-1 pour chaque z G A^'7^ fi 

( A W ( O O ) [[Xi] 
1 

pJTl ] ) . En particulier, p^jiU définit une application continue sur 

A l ; « pour la topologie définie par wr. 

(c) Supposons r < rs- On a wr ( P m ^ n C * ) ) - wr(z) H- r 
p - 1 po^r ¿on¿ z G A iti m,S" 

En outre, fil 
m.i.n est bijective sur chaque sous-anneau de A^ s qui est complet 

pour la tovoloqie wr-adique, stable sous l'action de 7i, qui contient \e] i et dans 

lequel 1 — [e] i est inversible. 

Démonstration. — Posons 

& n = A « ( o o ) [ N 
1 

p7Tl A^(oo) (x i ) 1 pm 

z -
z 

1 - f e ] 
j 

pn 

et pour y G A ^ ( o o ) , ^ ( 2 ) = z - f(i)m,j,n n ( p ^ , n(z) - y). Ces applications sont bien 

définies et Zp-linéaires. Écrivons P™)J?n(z) = ( l — of ) ( 2 ) [e] -f (1-(e) pn z. On 

a £o(¿) = -
( I - T T ) « 

1-[e] pn 
e 

.7 

pn 

(b) Remarquons tout d 'abord que p ^ ^ n et / ^ j T l sont bien définies sur A^s 

car A i / ç est stable par ji et contient [e] 
A. 

(rappelons que i ^ 0). Comme 

wr (l - [e] pn = « V » i r ( l - [e]) = 
r 

p ^ - ^ p - l ) < r 
p - 1 (OÙ Uj = n - > 1) , 

et i y r u l —7f J (z)J > wr(z) + c4(5) (proposition 4.22), on a wr (go(z)) = 

wr((l-7f)(z))-wr(i-[e} 
j 

P > wr(z) + c4(S)- r 
P - 1 

En particulier, pour tout 

V € A m s> et *i> *2 É A^}c, on a wr (gy(z2) - 9y(zi)) > wr(z2 - zx) + c4(5) -
r 

P - 1 
car 

0y (*2) - 9y(zi) = 9o(z2 - zi). Comme c4(5) > r 
p - 1 l 'application gv est contractante 

pour tout y G A ^ 5 . Comme A^ s est séparé et complet pour la topologie définie par 

wri elle admet un unique point fixe : pour tout y G A ^ 5 , il existe un unique x G A^s 

tel que gy(x) = x i.e. p^ìjìn(x) = y. L'application p^j>n est donc bijective sur A ^ 5 . 

Par ailleurs, avec les notations qui précèdent, on a wr(x — y) > wr(gy(y) — y) 

A S T É R I S Q U E 319 



S U R C O N V E R G E N C E DES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES : LE CAS RELATIF 8 9 

(car x est la limite de la suite définie par XQ = y et :rn+i = gy(xn) pour tout 

n G N>0) . Comme gy(y) - y — 
kl 3 

7f"*(y) 

1-)e) 3 
, on a donc wr(x — y)> wr(y) — r 

p - l d'où 

wr(x) > wr(y) - r 
p - l 

(c) Résulte de (b) en remarquant que gy est définie sur les sous-anneaux de A^ s 

qui satisfont aux conditions de (c). 

(a) Comme VE ( l — 
3 

ep 
1 

p ^ - ^ p - l ) < 
1 

p - l et ^ E ( ( l - 7 f " ) ( * ) ) > + 

o + l 
2 ( p - l ) 

(lemme 4.21), on a vB (go(z)) = VJS ( ( l - Tf ) (z)) - v E ( l -
3 

£P7T > VJS(Z) + 

P+1 
2 ( p - l ) -

1 
p - l 

> VE(Z). En particulier, pour y G E5W(oo) x I 
i 

P-M , l 'application gy est 

continue et contractante pour la topologie 7r-adique. Un conclut comme dans la preuve 

du (b). • 

Proposition 4.24. — Supposons i G { 1 , . . . , d} et m > m0(S). Alors, 

(a) L'application 1 — Tf induit une bisection de (l — r^g) fas) dans lui-même, 

et pour tout z G ( l - r^s) fas), on a vE ((1-y^ùo) (z))<ve'(z)+ p(cS+2) 
p - l 

m 

(b) Si r < rs, l'application 1 — Tf induit une bisection de 

x(i)m,s = ( i - e ) f f r l ) 

dans lui-même, et pour tout z G x(i)m,s s, on a 

wr((l-7f)(z))<wr(z) + c2(S) + 
r 

p-1 

Démonstration. — (b) Soient n G N>o et z G A^+n s. D'après la proposition 4.20, on 

a une écriture unique z = 
p n - i 

3=0 
zAxi] 

L 
pm+n , avec Zj G A^ s et wr(z) < wr(zj) + C2(S) 

pour tout j G { 0 , . . . ,pn — 1}. On a de plus t ^ 5 ( Z ) = 0 si et seulement si zo = 0, ce que 

l'on suppose dans ce qui suit. On a (avec les notations du lemme 4.23) ( l — Tf ) {z) = 
„71 -i P - 1 

3 = 1 

pm,j,n(zj(si) 
I 

p m + n Mais les applications P 
i 
m,j,n 

: A m, S A (i) 
m, S 0 < ? < p " 

sont bi-

m 

jectives : il en est donc de même de 1 — Tf • A (il 
rn+n,5 

t(i)m,s=0 
\ixm+n,S) 

m, o=0 

Par ailleurs, on a wr (p^jn(zj)) < wr(zj) + r 
p - l 

pour tout 0 < j < pn. Comme 

M l - 7 f ) ( * ) < min 
0 < j < p n 

^ (PMYJ,N(ZJ)) +c2(*5) d'après la proposition 4.20, on a 

wr((l-7f)(z))< min 
0<j<pn 

wr(zj) + c2(.S) + 
r 

p - l < W r ( ^ ) + C2(S') + 
r 

p - l 
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On a A (i) 
m+n,S 

A (0 
m,5 (A 

a 
771 + 71,5 ) T(i)m,s d'où 

oo 

U 
n=l 

A(i) - A(¿) 
oo 

U 

axx 

A(i)m,s=0 A(i)m,s=0 

Comme 
DO 
u 

n=l 
*m+n,S 

est dense dans Ai°'r^ pour la topologie définie par wr (corol­

laire 4.17), il en est de même de U 
n=l 

(Aim+n,s alsps 
dans ( A ^ ^) 

t(i)m,s=0 

- Am,5-

Comme 1 — 7? induit un homéomorphisme de 
oo 

n=l 
(A{i) ) 
\IYm+n,S) 

t(i)m,s=0 
dans lui-

même, il en est de même sur X^Js par continuité. Par ailleurs, on a encore 

Wr ( Í 1 - t T ) ( * ) ) < Wr(z) + C2(S) + r 
p-1 

pour tout z G x(i)m,s par continuité. 

(a) Résulte du lemme 4.23 comme dans la preuve du (b). 

Lemme 4.25. — Soient m > m0(S), n > v (x(7o)pm — l ) et 0 < j < pn des entiers. 

Soit A G N>0 tel que v (x(7o)Apm - l) = n. Écrivons x(7o)Apm = 1 + pnu où u € Z* et posons 

et posons 

A . : A $ ° ( o o ) [ [ * o ] 
_1_ 

axx Af (oo) [ M 1 
pm 

Z I—> z — 
ju 
p"1 

yoApm 

(a) Notons p{Z,n-- 4 0 ) M a; o 
i 

pm - E J ° > ( o o ) 0 
1 

Vapplication induite. 

(a . l ) On a t W s ) < VE (p£>, (z)) < ve(s )+ i 
P-1 

pour tout z G E(à)s (oo) x 0 
1 

j£n particulier, p^in est continue pour la topologie ir-adique; 

(a.2) p^• n induit une bijection d'inverse continu sur chaque sous-anneau du 

complété de E ^ ( o o ) x o 
i •p-m pour la topologie n-adique qui est fermé (pour 

la topologie n-adique), stable sous l'action de 70 et qui contient [e] 
1 

pm 

(b) Supposons r < rs- Alors pour tout z e Afrl n (A(j0)(oo) [[*„] B 
, on a 

wr(z) < wr (p{^n(z)) < wr(z) + r/p-r En particulier, p^- définit une appli­

cation continue sur A^s pour la topologie définie par wr. 

(c) Supposons r < rs- On a wr (pm]j,n(z)) ^ wr{z) + r p-1 pour tout z G A^s. 

En outre, pUj n est bijective sur chaque sous-anneau de AUS complet pour la 

topologie Wr-adique, stable sous l'action de 70 et qui contient [e] 
1 
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Démonstration. — Posons 

/ Ï Ï , » = 4 0 ) m N * ] A<j0)(oo) N 
1 

p m 

z - z 

l-[e I r 

et pour y G A ^ ( o o ) xo 
1 

pm 
i 9y(z) = * ~ / m i n ( P m j \ n ( * ) " î / ) • Ces applica­

tions sont bien définies et Zp-linéaires. Écrivons p^\n(z) = ( l — 7o P ) (z)[s] 
iu 

p m 

+ 

f 1 - [e] 
ju 

p m On a 5o(-z) = -
(1-yoApm) (z) 

l-[e] 
ju 
pm 

0 
ju 

pm 

(b) Remarquons tout d 'abord que les applications Pm]j,n e^ fmj,n son^ k*en définies 

sur A(o)m,s car A^s est stable par 70 et contient [e] 
1 

. Comme wr ( 1 — [e] < r 
p-l 

(cf. preuve du lemme 4.23), et wr (Yl — 7QP ) (z)) > wr(z) + c±(S) (proposition 4.22 

et récurrence sur À), on a wr (go(z)) > wr(z) + cAS) — r 
p-l . Comme cAS) > r 

p-l -, on 

conclut comme dans la preuve du lemme 4.23 que l'application qv est contractante 

pour tout y G A^<y et donc qu'elle admet un unique point fixe x G A ^ o , et que ce 

dernier vérifie wr(x) > wr(y) — r 
p - l 

(c) Résulte de (b) en remarquant que gy est définie sur chaque sous-anneau de 

^rnS satisfaisant aux conditions de (c). 

(a) Analogue à la preuve du (b) (cf. preuve du lemme 4.23). 

Proposition 4.26. — Supposons m > mo(S). 

(a) L'application 1 — 7Q induit une bijection de (l — r^s) fas) dans lui-même, 

et pour chaque z G ( l - r^s) fas) on a ve ( ( l - 7o ) (z)) < vv(z) + p ( c s + 2 ) 
p-l 

(b) Supposons r < rs- Alors l'application 1 — 7Q induit une bijection de X^g = 

( l — Tm^J (A3 ) dans lui-même, et pour tout z G X^JS, on a 

wr ( ( l - jf) (z)) < wr(z) + c2(S) + 
r 

p-l 

Démonstration. — Soient n > v (x(7o)pm — l) et À G N>0 tel que v (x(7o)Apm — l) = 

n. Écrivons x(7o)Apm = 1 +pnu où u G Z * . 

(b) Soit z G A^j_n5. D'après la proposition 4.20, on a une écriture unique 

z = 
p —1 

7 = 0 
Zj[xQ\ 

3 
pm + n , avec Zj G A ^ 5 et 1^(2) < wr(zj) + ¿2(5) pour tout 

j G { 0 , . . . ,pn — 1}. On a de plus r^s(z) = 0 si et seulement si z0 = 0, ce que l'on 

suppose dans ce qui suit. On a (avec les notations du lemme 4 . 2 5 ) ( l — 7QP ) (z) = 
p -1 

j=1 

p(o)m,j,n(zj)(xo) 3 
pm + n Mais les applications {p(°]jn: a £J5 - f A{°]s}Q<.<pn sont 
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bijectives : il en est donc de même de 1 — j¿p : ( A ^ + S ) 
t(i)m,s=0 

ÍA(0) Ì 
t(i)m,s=0 

Par ailleurs, on a wr [Prntjtn(zj)) ^ wr(zj) + 
r 

p-1 pour tout 0 < j < pn. Comme dans 

la preuve de la proposition 4.24, on en déduit que 

wr ( ( l - 7opm) (*)) < wr(z) + c2(5) + r 
p-1 

pour tou t z € A 
m+n,s 
0) m,i> 

Mais l - 7 r = (1 - T J " ) (1 + jf + - - - + 7t1)Pl 

d'où wr y(l — 70p j (z ) j > wr y\l — 7o J (z)j pour tout 2 G A ^ n s . Il en résulte 

que 

l - 7 f : A. :o) 
m+n,s 

m , ¿3 
A :o) 
m+n,S 

t(i)m,s=0 

est lui aussi bijectif, et que pour tou t Z M A (0) 
m+n,s 

t(i)m,s=0 

on a 

«V ( ( l - if) (z)) < wr(z) + c2(5) + 
r 

p - 1 ' 

Un argument de passage à la limite identique à celui de la proposition 4.24 permet 

alors de conclure. 

(a) Analogue à la preuve de (b). • 

Proposition 4.27. — Si r < rs, la famille ( A ^ 5 , T ^ 5 ) 0<i<d 
m > m o (<S) 

vérifie la condition 

(TS3). 

Démonstration. — C'est la conjonction des propositions 4.24 et 4.26 (pour (TS3) (a), 

on peut prendre c^iS) = C2(S) + r 
p-1 I et de la proposition 4.22 (pour (TS3) (b)). • 

4.7 . A p p l i c a t i o n : surconvergence des représenta t ions p -ad iques . — On dé­

finit l 'anneau A comme étant le complété, pour la topologie p-adique, du sous-anneau 

(J As de A , la réunion étant prise sur les sous-iîoo-algèbres 5qo de R qui sont nor-

maies (cf. [3, 7.8]). D'après [3, Proposition 7.8], pour toute sous-i?-algèbre finie nor­

male 5 de R, on a As = AHs. 

Pour r G Q > 0 on pose A ^ := A ^ D A et B(0'R] : = B(°'R] FLB l 'intersection étant 

prise dans B . On définit A T := |J A ^ = A T N A et B F : = | J B ( 0 ' R ] = B * N B . On 

pose A ^ ] := (A^)Hs, B(o,r))hd : = ( b ^ ) * * , A^ := ( A T ) W * et B ^ : = ( B T ) * S . 

Proposition 4.28. — On a les propriétés suivantes : 

(a) A^°'R] = Â ^ r l N A S , Al = ÂgC\ As, B^r] = Bfr] N B S et A ^ B ^ N B S . 

(b) A^'1"' est séparé et complet pour la topologie définie par wr. 
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(c) Pour tout m e N, on a y-™ ( A I ? ' ^ ) = A^°'R] fro] 
i 

pm,...xs) 
1 

pm 
d 

¿=0 

A m(1) s 

(d) Si r < r's (cf. lemme 4.13), le sous-anneau Ag [n x] de As est contenu dans 

A c°'r̂  et est dense pour la topologie définie par wr. 

(e) A Ì M / p A l ° ' r l =i Es pour r < (p-l)rs 
p 

(cf. proposition 4-4%)• En particulier, 

A+s/pA+s=Es. 

(f) Le couple f A ^ p A ^ J est hensélien. 

(g) Les extensions A ~ C A ^ et B ~ C B ^ sont finies et étales. 

Démonstration. — (a) L'assertion résulte de ce que par définition ( À ( M ) =À<?'r] 

et du fait que AHs = As (cf. [3, Proposition 7.8 (iii)]). 

(b) Découle de (a), du fait que A^0,r^ est séparé et complet pour la topologie définie 

par wr (proposition 4.2 (c)) et du fait que As est séparé et complet pour la topologie 

faible par construction (et a fortiori pour la topologie définie par wr). 

(c) Par définition, A(i)m,s est l 'adhérence de AgT* fl ( A 3 (oo^ fri] 
1 
pm pour la 

topologie définie par wr. D'après la proposition 4.18, l 'opérateur r^s o • • • o r^s est 

A^ '^- l inéa i re continu : l'image de A^s est contenue dans l 'adhérence de A ? ' ^ D 

(AS [[*„] 1 
pm , . . . , frd] 1 pm 1 ) pour la topologie définie par wr. Le cas m = 0 résulte de 

(a) et (b). Le cas général découle du fait que As \xn] i 
, . . . , 

1 pm = ^ " m ( A 5 ) 

(corollaire 4.10 (ii)) et du fait que E-m : A ^ 0 ' ^ -+ A^ ' r ] 

topologique (proposition 4.2 (bl l . 

(d) On sait (proposition 4.42) que A~ contient At pour r < (p-l)rs 
p 

. On a 

montré dans le corollaire 4.17 que si r < r'Q, le sous-anneau 

U A + [fro] 
i pm , . . . , frd] 

i tt-1 

de AI0 ' ^ est dense pour la topologie définie par wr. D'après le corollaire 4.10, on sait 

que 
m (EN 

aosis ai,,s 1 pm , . . . , 
axiis 1 est un As-module libre de base 

{ [SO] 
in 
pm 

xf a 
pm 

a 
axiis 

[i<ij<prn 

Comme wr ( fro] 
IN 
pm axs frd] 

aa 
pmaa aa = 0, une suite 

a 
a ï ï o , . . . , i > O ] 

IN 

pm •••[xd] 
aa 
pm 

aaa 

kcN 
est de Cauchy pour la topologie définie par wr si et seulement si {a^ioj> id} est de 

Cauchy pour chaque ra, in,...,in.. La conclusion en résulte. 
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(e) Comme A^'^/pA^0'7^ = E# et As/pAs = E# (proposition 4.42), on a 
pA^M = A ^ r ] H (pAs) d'après le (a). On a donc A^r]/pA(^r] Ç A5/pA5 = E5. 
L'assertion résulte de (d) et de la proposition 4.42. 

(f) Les couples (AJ^pA^) et (As ,pAs) sont henséliens, le premier d'après la 
proposition 4.6 et le second parce que As est séparé et complet pour la topologie 
p-adique. L'assertion découle alors de (a). 

(g) Montrons que A^ est un A^-module de type fini. Soient a i , . . . , as éléments 
R 

de A g, dont les images modulo pA g engendrent E J comme Ei-module : on a A J = 
R 

a i A i + • • • + a s A i -f p A j . L'anneau Ag étant complet pour la topologie faible 
R R 

(proposition 4.42 (iii)) donc a fortiori pour la topologie p-adique, on conclut que 
a i , . . . , as engendrent A$ comme Ai-module. On déduit alors de (d) que a i , . . . , as 
engendrent A^°'r^ comme A~'r^-module si r < r's. En particulier, A~ C A^ est finie. 
La preuve qu'elle est aussi étale résulte alors de (f) comme dans la preuve de la 
proposition 4.7. • Théorème 4.29. — Pour tout n G N>n, les applications 

S™ 
H1 (Gal (¿>oo[p_1]/^b-1]) >GLn (yr°° (A\))) - H1 (ÇR, GLn (A t ) ) 

et 

alsi 
H1 (Gal ( S o c b - 1 ] » - 1 ] ) , GLn (<p-°° ( B U ) ) - H1 (çR, GLn ÎBT)) , 

(déduites des inclusions A*s C Ât et C B J sont bijectives, la limite inductive 
étant prise sur les sous-Roo-algèbres normales SQQ de R telles que *Soo[p-1] est finie 
sur i?oo[p-1] et galoisienne sur i?[p_1]. 

Démonstration. — On prouve le théorème pour At. Le cas de B^ est analogue. 
D'après la proposition 4.8, on a une bijection 

soo 
H1 (Gai (Soolp-'l/ÄocIp-1]) ,GU ( A 9 ) ^ H1 (WÄ,GU ( A + ) ) 

et de même 

soo 
H1 (Gai (S^lp-'yRlp-1}) ,GL„ ( a £ ) ) ^ H1 [QR, GL„ ( A t ) ) 

où la limite inductive est prise les sous-i^oo-algèbres normales 5 ^ de R telles que 
Soo[p_1] est finie sur i^oob_1] et galoisienne sur jR[p-1]. 

Soit S une sous-i2-algèbre finie normale de R telle que l'extension finie étale 
S^^/Rlp-1] est galoisienne (remarquons que les i ^ - algèbres 5 ^ qui se déduisent 
de telles algèbres forment un système cofinal parmi celles qui sont seulement suppo­
sées être galoisiennes sur i2[p-1]). Si r G Q>0 vérifie r < rs, les conditions (TS2) et 
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(TS3) sont remplies par la famille ( A ^ 5 , T ^ 5 ) 0<i<d 
m>mo(S) 

(propositions 4.19 & 4.27). 

D'après le théorème 2.4 (appliqué à A = A(0'rJ, G = gR, G' = Gai (iî[p-1]/5[p-1]) et 

H' = Tis), l'application naturelle 

iS<r : H1 (Gai (Soolp-'yRlp-1)), GL„ ( A » ^ ) ) 

- H1 (Gal ( S o o l p - 1 ] / ^ - 1 ] ) ,GL„ (Àfr])) 

est bijective. Mais d'après la proposition 4.28 (c), on a 
d 

i=0 

A(i)m,s= l-m(As(o,pmr)) 

pour tout m G N , de sorte que 

lim l>S,r' 
77l>77ln («S) 

H1 (Gai (Soolp-1]/^-1]) ,GL„ (<p~m (Afpmr]))) 

^ H1 (Gai ( ^ [ p - 1 ] » - 1 ] ) ,GL„ (A^°'r])) 

Comme Gai (5oob ^/-^fa *]) es^ topologiquement engendré par un nombre fini d'élé­

ments, on a 

lim 
^Q>0 

r<rs 

H1 (Gai ( S o o b " 1 ] » " 1 ] ) , G U (A^0'r])) 

^ H1 (Gai (Soolp'^/Rlp'1]) ,GLn ( A £ ) ) 

et 

lim lim 
rGQ>0 m>m0(S) 
r<rs 

H1 (Gai (Soolp-^/Rlp-1}) ,GL„ ( ^ ( A ^ 1 ) ) ) 

lim lim 
m>m0(S) reQ>0 

r<rs 

H1 (Gai ( S o o l p - 1 ] / ^ - 1 ] ) ,GL„ (^-m ( A ^ 1 ) ) ) 

^ H1 (Gai ( S o c b - 1 ] / ^ - 1 ] ) , G U l-oo ( A ^ ) ) ) 

On en déduit la bijection 

reQ>° 

lim 

r<rs 

t.lP: H1 (Gai ( S o c b - 1 ] » - 1 ] ) ,GLn (p"00 ( A £ ) ) ) 

^ H1 (Gai (Soolp-'yRlp-1}), Gln ( A U ) . 

Le théorème en résulte. 

Remarque 4.30. — Pour prouver le théorème 4.29, on ne peut pas appliquer directe­

ment le théorme 2.16 avec A = A^0'^, parce qu 'étant donné un cocycle J7, provenant 

par inflation d 'un cocycle sur Gai (Soob-1 ] /^b -1 ] ) à valeurs dans GLn (A^°'r^, les 
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propriétés (TS2) et (TS3) sont vérifiées pour r < rs, ce qui n'est pas forcément le cas 

du r dont on est partis. On ne peut pas non plus le faire avec A = A"1", parce que les 

nombres C2 (5) , cs(S) et c ^ S ) dépendent de r , et tendent vers 0 lorsque r tend vers 

0. Cela explique pourquoi on a ici séparé la descente et la décomplétion. 

Pour appliquer ce théorème aux ((p, r /^ -modules , il faut raffiner la proposition 2.6 

et le lemme 2.7. 

Lemme 4.31 (a) Soit A ? (co) Vadhérence de Ac^(oo) dans As pour la topolo­

gie faible. Soient m e N et W C As un sous-Ag\oo) [ N 
i 

pm modulede type 

fini stable par 7,- . Alors W C 
n>m 

Ajf too) [[Xi] 
1 

pn 

(b) De même, si W C B5 est un sous-Ag\oo) [[xi] 
1 

pm • 
p 

] -module de type fini 
-m 

stable par y? , alors W C u 
n<m 

A«(oo) [ N 
1 

p-rri 
1 
p . 

Démonstration. — (cf. preuve de 2.6). (a) Soit ww . . . j j une famille génératrice 

de W sur A ^ ( o o ) ss 1 
p~fTì ] et w le vecteur colonne dont les composantes sont 

w (1) ... ,w(r\ Pour tout m' > m soit Mm/ G Mr ( A ^ ( o o ) aa 
1 

ll IJ telle que 

7f (w) = Mm'W. Posons ym/ = ( l - T ^ S ) (w). Comme r £ ) s (Mm/) = Mm/, car 

Mm/ est à coefficients dans A ^ ( o o ) [[xi] s 
qq ] 

m' 
on a 7f (î/m/) = Mm/î/m/ vu que 

r^!, 9 commute à l 'action de 7̂  (proposition 4.11 (i)). D'après les propositions 4.24 

(a) et 4.26 (a), l 'application 1 — 7f est inversible sur ( l — r^l ("Es) d'inverse 

continu. A fortiori 1 — 7f est inversible sur ( l — r ^ s ) ( ^ s ) (puisQue son quotient 

modulo p coïncide avec ( l — T ^ 5 ) ( E s ) ) . En particulier, si vp désigne la valuation 

p-adique sur As normalisée par vp(p) = 1, on a vp ((l — 7? ) ^ ) — ^pC2) pour tout 

* e ( l - r « f l ) ( ï s ) . 

S'il existe mf > m tel que vp (1 — Mm/) > 0, alors 

*>p (y™') = ^ p ( ( l - 7zpm) 2/m') = 

= ((1 - Mm/) ym/) > vp (1 - Mm/) + vp (ymt) > Vp (ym>) 

d'où Vp (ym/) = +00 i.e. ym> = 0. 

Supposons au contraire que vp (1 — Mm>) = 0 pour tout m1 > m. Soit Afm/ € 

Mr ( e ^ ( o o ) qq 
1 

la réduction de Mm/ modulo p . Par continuité de l 'action de 

T s pour la topologie définie par vg, on a 
m'—* 00 

Mm/ = 1 : qui t te à augmenter m, 

on peut supposer m > mo(S) (cf. lemme 4.21) et v& ( l — M m ) > 
p ( c s + 2 ) 

p - 1 
+ 1. Soit 
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hm la valuation p-adique de 2/m. Si hm < +00, notons ym la réduction de p hrnym 

modulo p. D'après les propositions 4.24 (a) et 4.26 (a), on a 

VE(YM) > V b ((1 - MM) ym) -
p(cs + 2) 

p-l 

> VK (1 - M m) + VE (Vm) -
p(cs + 2) 

p-l 
> * E (Vm) + 1 

d'où VE (ym) = +00 i.e. ym = 0, ce qui contredit le fait que h m < +00. On a donc 

hm = +00 et Vm = 0. 

Dans tous les cas, on conclut que quit te à augmenter m, on a |/m = 0, soit 

T^\(W) = w : le vecteur w est à coefficients dans le séparé complété A ^ ( o o } x % 
1 

de A ^ ( o o ) x I 

1 
PTFT pour la topologie faible d'après la proposition 4.11. 

(b) Soit w^\...,w^ une famille génératrice de W sur A ^ ( o o ) [[xi] 
1 

pm 
1 

1 

constituée d'éléments de A s , et w le vecteur colonne dont les composantes sont 

..., w(r\ Comme précédement, pour m' > m on a Mm/ G 

Mr ( A ^ ( O O ) \[xi] 
1 

pm 
5 

1 
P 

M' 

telle que t T (w) = MM'W. Par continuité de l'action de 

T s , pour m ' assez grand, on a Mmt G Mr ( A « ( O O ) [ [ X , ; 
1 
1) ( c a r B 5 = U 

nGN 

1 

ll 
A s ) : 

quitte à augmenter ra, on peut supposer que Mm G Mr ( A ^ ( o o ) [[a^] 
1 

] ) . n 

suffit alors d'appliquer le (a) au sous-A^ (00) ss) 
i 

1-module de W engendré par 

w^\...,w^\ 

Lemme 4.32. — Pour chaque m e N on a (p m ( A s ) = A ^ ( o o ) [[x0] 
1 

pm 1 n ••• n 

A £ ° ( O O ) [ M 
1 

pm 

Démonstration. — Le cor. 4.10 (ii) affirme que (p m ( A s ) = A s [[#o]pTn • • • [xa] prn 

On conclut en remarquant que A ^ ( o o ) \[XQ] 
1 

pm ] n - - - n A ^ ( o o ) [[xd] 
1 

p"* j est l'image 

i (0) (d) 

de r a o • • • o r i Q . 

Proposition 4.33. — S'oit 5oo ime SOUS-ROQ-algèbre normale de R telle que 5 o o b *] est 

/ îme s^r .Roob-1] e^ galoisienne sur i2[p-1]- Soient U,Uf: Gai (5 '00[p~1]/^b~1]) 

G L n ( ^ - ° ° ( A s ) ) ( W UU G a l ( 5 0 0 b - 1 ] / ^ b " 1 ] ) ^ GLn ( ^ - ° ° ( B 5 ) ) ; deux co-

cycles tels qu'il existe M G GLn ( A s ) (resp. M G GLn fas)) avec U'g = M~lUgg(M) 

pour tout g G Q^\{S00\p-L]/R\p-1)). Alors M G GLn (</?~°°(As)) (resp. M G 
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GLn ((p 00(Bs)))- En particulier, les applications 

H1 (Gal ( S c o b r 1 ] / ^ - 1 ] ) , G U ( v T 0 0 ( A s ) ) ) 

- H1 (Gai (S^lp-'j/Rlp-1}) , G L „ ( A s ) ) 

et 

H1 (Gal ( 5 o o [p_1 ] / f í [p_1 ] ) ,GLn ( ^ - ° ° ( B S ) ) ) 

- H1 (Gai (Scolp-^/Rlp-1}) , G U ( B s ) ) 

son£ injectives. 

Démonstration. — (c/. preuve du lemme 2 .7) . On va prouver la première assertion, la 

deuxième se t ra i tant de façon analogue. Soit Sfy"1]/R\p~l] une extension finie étale 

de groupe de Galois GS/R telle que S o o b - 1 ] = SRoolp-1]. On a alors la suite exacte 

0 - TS - Gai ( S œ b - 1 ] / ^ " 1 ] ) - GS/R -+ 0. 

Comme Gai (500[p~1]/-R[p-1]) est topologiquement engendré par un nombre fini 

d'éléments (car GS/R est fini), il existe un entier m tel que Ug, U'g G GLn (<£-m(As)) 

pour tout g G Gai ( S o o t p " 1 ] / ^ - 1 ] ) . Pour tout g G Gal ( S ^ f a - 1 ] / ^ - 1 ] ) , on a 

M^UggiM) = U' soit flf(M) = U-t-MU' Pour z G { 0 , . . . , a1}, notons wo le sous-

A « ( o o ) [[a:.] 
1 

pm -module de A5 engendré par les coefficients de la matrice M . Ce 

sous-module est stable par 7.? et il est de type fini. Le lemme 4 .31 assure que quit te 

à augmenter ra, on a Wi C A ^ ( o o ) (kk) 
1 

j . La matrice M est donc à coefficients 

dans A ^ ( o o ) [[#0] 
1 

pp ] n - n A ^ o o ) [ M 
1 

oo 1. Cet te intersection n'est autre que 

(p rn(As) en vertu du lemme 4 .32 . En particulier, les cocycles U et U' sont déjà 

cohomologues dans GLn (y?-00(As)). • 

Soit V un Zp-module (resp. un Qp-espace vectoriel) de type fini muni d 'une action 

linéaire et continue de QR. On pose 

V\V) : = ( A t ®Zp V)HR , V(V) : = ( A ®Zp V)HR . 

On voit que V^(V) (resp. T>(V)) est un A^-module (resp. un A^-module) muni 

d 'une action résiduelle de TR et d 'un opérateur de Frobenius cp (défini par y? 0 1 sur 

A t 0 Z p V). 

On définit la catégorie des (ip, T ^ - m o d u l e s étales sur A ^ (resp. sur AR) comme 

étant la catégorie des A^-modules (resp. des A^-modules) M de type fini munis d 'une 

action semilinéaire de TR et d 'un opérateur semilinéaire (p commutant à l 'action de 

TR, qui sont étales i.e. tels que (p <g> 1 : M (8>ah A # —> M est un isomorphisme. 

Théorème 4.34. — Le foncteur V définit une équivalence de catégories abéliennes ten-

sorielles entre la catégorie des Zp-modules de type fini munis d'une action linéaire et 
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continue de QR et celle des (ip, F R)-modules étales sur AR. Un quasi-inverse est donné 

parD^ (A ®Ar DY=l. 

Démonstration. — [3, Theorem 7.11]. 

Théorème 4.35. — Soit V un Zp-module (resp. un Qp-espace vectoriel) de type fini 

muni d'une action linéaire et continue de QR. Le A^-module (resp. "B^-module) 

V^(V) est étale, de type fini, projectif si V est libre. En outre, 

V = ( A + ®AIr V \ V ) Y l l l 1 et V{V) = AR lllll V\V). 

Par ailleurs, si V est libre de rang n il existe une sous-Roo-algèbre normale Soo de R 

telle que 5oob_1] es^ fin^e sur ^oob_1]> galoisienne sur R\p~Y] et A\ ®At V^(V) est 

un Al -module libre de rang n. 

Démonstration. — Le cas où V est un Zp-module de torsion résulte du théorème 4.34 

puisque A t / p n A t = A/pnA. 

Supposons que V est un Z^-module de type fini sans torsion. Soit { e i , . . . , e n } 

une base du Zp-module V. L'action de QR sur V est décrite dans cette base par 

un cocycle continu U:QR —> GLn(Zp). Soit a G H1 (QR, GLn ( A t ) ) l'image de 

ce cocycle. D'après le théorème 4.29, il existe une sous-ROQ-algèbre normale SQO 

de R telle que S ^ b - 1 ] est finie sur j ^ b - 1 ] , galoisienne sur -Rb-1] e^ telle que 

a G H1 (Gai ( S o o b - 1 ] / ^ - 1 ] ) >GLn ( ^ - ° ° ( A ^ ) ) ) : il existe M0 G GLn (A>) tel que 

g i—• M0~1Ugg(M0) est trivial sur Hs, et à valeurs dans GLn (<p~°°(A^)). 

D'après le théorème 4.34, on a V(V)/pV(V) = V(V/pV). Le module V/pV étant 

fini, quit te à remplacer 5 ^ par une extension finie, on peut supposer que le A^-module 

V(V) ®AR est libre de rang égal au rang du Zp-module V. Soit { r* i , . . . , r n} 

une base de ce As-module et N e GLn(A) la matrice de changement de base de 

{ e i , . . . , e n } dans { r* i , . . . , r n} : le cocycle g 1—> N~1Ugg(N) est trivial sur Hs et à 

valeurs dans GLn (A5) . Soit /3 son image dans H1 (Gai (S'00b-1] /^b-1]) > GLn ( A s ) ) . 

Comme a et ¡3 ont même image dans H1 (Gai (5oob_1] /^b_1]) >GLn ( A s ) ) ) , ils 

ont même image dans H1 (Gai (S'00b_1]/^b_1]) » GLn ((p~°°(As))) en vertu de la 

proposition 4.33. Le groupe Gai (.500b_1]/^b~1]) étant topologiquement de type 

fini, on peut supposer (quitte à changer la base { r i , . . . , r n } et à remplacer MQ 

par ipk(M0) pour A: G N convenable) que M0_1L^^(M0) = N~1Ugg(N) pour tout 

^ G G a l ^ o o b " 1 ] » - 1 ] ) . 
Soit M = NMQ1 G GLn ( A ) . Comme g \-+ M0_1C/p^(Mo) et g ^ N^U^N) sont 

triviaux sur Hs, on a g(M) = M pour tout g G Hs et donc M G GLn ( A s ) . Par 

ailleurs, on a M~1Ugg(M) = UG pour tout g G Gai (S'00b~1]/^b~1])- La proposi­

tion 4.33 affirme qu'on a en fait M G GLn ((p~°°(As)). Là encore, quitte à remplacer, 
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pour A;' G N convenable, M0 et N par (pk'(M0) et ipk' (N) respectivement, on peut 

supposer que M G GLN (A5). On a donc M0 = M~lN e GLN (A) n GL„ ( A + ) = 
GL„ (At) . 

En particulier, l'application naturelle At ®At T>\(V) —> At ®Zp y est un isomor­

phisme de (/^-modules, où ©^(V) = (A* <g)Zp V)Hs est libre de rang n sur A^ et 

muni d'une action de Gai (S'oo[p-1]/'^[p-1])- Rappelons que A ^ C A^ et C A s 

sont finies étales et que A s = AR ®At A^ d'après la proposition 4.28. Par descente 

étale, le A^-module V^(V) = (A* (g)Zp F ) ^ ^ est projectif de rang n, muni d'une 

action de TR et tel que V\{V) = Ag ®At P^(V) . En étendant les scalaires à AR et 

par fidèle platitude de As sur AR, on en déduit que V(V) = AR (8)At V^(V). 
1 iR 

De même, en utilisant les égalités (At)^_ = Zp (car Zp Ç ( A t ) ^ - C Av?=1 = Zp) 

et At ®A£ p t (1^) = At <g)Zp y , on a bien V = (A+ ®aĵ  2>t(V))*~\ 

Si y est un Qp-espace vectoriel de dimension finie n muni d'une action linéaire 
continue de GR, il contient (par compacité de GR) un réseau stable par GR- Il existe 
donc Soo [p~x] comme précédemment, tel que T>(V) ®bh B S est un Bs-module libre 
comme de rang n. Le raisonnement est alors analogue au précédent. • 

4.8. Applicat ion : l 'opéra teur if). — Dans la théorie classique des (<p, IV)-
modules, on définit un inverse à gauche du Frobenius, noté ip, qui est très important 
pour étudier la cohomologie d'Iwasawa des (<p, IV)-modules (voir [9]). 

D'après le corollaire 4.10, si soo est une sous-RQQ-algèbre normale de R 

telle que Soo\p 1]/i^oc[p 1] est finie, le As-module cp *(As) est libre, de base 
([#o]a°^p • • • [xd]ad^p)0<a<p- Comme A est le complété, pour la topologie p-
adique, de la réunion des As , le A-module ip~1(A) est lui aussi libre, de base 

{[X0]A0/P • • • Mad/P)0<ai<p- 011 P°Se al°rS 

iß: A —• A 

a 
1 

pd+l TVi(A)/aOp 1(a)) 

Les propriétés suivantes sont immédiates : 

(i) ip o çp = Id ; 

(i) tj) commute à l'action de Aut (R/R\ donc en particulier à l'action de GR ; 

(iii) si a G A s'écrit ip 1(a) = 
aGNd+1 
0<ai<p 

0>a 
d 

n 
¿=0 

N 
a, 
P , on a ip(a) = CLQ ; 

(iv) si 5oo est une sous-Roo-algèbre normale de R telle que 5qo[p 1]/i?Qob 1] es* 
finie, alors la restriction de ^ à A s coïncide avec TQ°1 o • • • o Tq^ o <̂ -1 ; 

(v) ^ ( A t ) C At. 
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Comme ip commute à l'action de GR, si V est un Zp-module de type fini muni d 'une 

action linéaire et continue de QR, les modules T>(V) et V^(V) héritent d 'une action 

de ip qui commute à celle de TR. Alors, 

PROPOSITION 4.36. — Le module V(V)^~° admet une décomposition 

v(v)^=° = v(v)0 e • • • e v(y)d 

telle que pour chaque i G { 0 , . . . , d}, 

(i) V(V)i est un SOUS-(P(AR) -module de V(V) stable parTR; 

(ii) la formation de V(V)i est fonctorielle en V (la numérotation des variables 

étant fixée) ; 

(iii) si ra G N est tel que 7? G TR, alors Tf — 1 est bijectif sur V(V)i, et admet 

un inverse continu si pV = 0. 

Démonstration. — • Supposons V de torsion. Soit S une sous-iî-algèbre finie 

normale de R telle que 500[p-1]/i20ob~1] est galoisienne et Gai ( i ^ b ^ l / ^ o o b 1 ] ) 

agit trivialement sur V. Soit HS/R = Gai (500b_1]/-^oob~1])- On a a^ors ^{V) — 

(V ®z AS)HS/R. Pour tout i G { 0 , . . . , d} et ra G N soit T^S : AS -+ A ^ ( 0 0 ) alsosi 1a 
a 

a 

le projecteur introduit dans la proposition 4.11. On pose 

V{V)D := ( ( l - r g ® l ) o lll ® 1) ( A s ®zp V))"S/R 

°(T$®I)O(<p-1®1)(AS®ZPV))HS/R si 0<i<d. 

d(k)d:=((j-t(d) o(l-1ol)(asozpv)hs/r si<i>k: 

о (r0(g <g> l ) о ( p - 1 ® 1) (As®zpV)) S/R si 0<i<d. 

Comme T^g est idempotent, les propriétés (i) et (ii) sont claires. On remarque aussi 

que cette définition ne dépend pas du choix de Soo, grâce à la propriété 4.11 (iv). 
rn 

Soit my G N tel que pour tout ra > rrty et i G { 0 , . . . , d}, l'élément Tf agit trivia-
m 

lement sur V (rappelons que V est fini) et Tf ET s- Fixons ra > my. D'après le pro­position 4.20, si z G A ^ ( o o ) ^[xi] 
i 

pm + l ] 
on a une écriture unique z = 

P-i 
Zj[Xi] 

3 
-m + l 

avec Zj G A ^ ( o o ) [[xi] 
i 

pm } On a de plus r^s(z) = 0 si et seulement si z0 = 0 

et, dans ce cas, on a (avec les notations des lemmes 4.23 et 4.25) ( l — jf ) (z) = 

p-i 

kkk 
P m , j , l(^)N] 

a 
pm + l . Pour ra > my, les applications 

p(i)m,j,l:t(i)m,s(As((so) 1 
pm + l , . . . , 

aosç 
1 

pm + l ] ) - ' • S s f A s [ N 
1 

Dm + 1 > • • • » fcd] 
i 

pm + l 1) 

sont bijectives d'inverses continus modulo p par 4.23 et 4.25. On déduit (cf. proposi-
m 

tions 4.24 et 4.26) que pour ra > my, l 'application 1 — Tf est bijective et admet un 
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inverse continu modulo p sur 

( l - A î o ^ o - o r a f A s [[*„] 
1 

pm + l , . . . , j j 
1 

pm + 1 
] ) 

Comme r^s = ip™ o r^s oip 171 d 'après la proposition 4.11 (ii), il en est de même sur 

( l - ' ß W $ 1 ) ° " - < > ' b ( 3 ( A s 
((kk) 1 

P , • • • , fcd] 
1 
P ] ) 

En tensorisant par V (rappelons que jP agit trivialement sur V pour m > ray), on 

en déduit que l 'application 1 - P Pm x est bijective et admet une inverse continu modulo 

p sur V{V)i pour m > my. 

Si m < m v , on écrit 1 - 7ypmmvi - (1 - -yf )(1 + lï + • • • + 7? (P }) : la 

propriété (iii) en résulte. 

• Dans le cas général, on écrit V comme 
n 

V/pnV et on pose V(V)i = 

lim 
n 

V (yipnV)i- On se ramène alors au cas précédent par dévissage. • 

Soit V un Zp-module libre de type fini muni d 'une action linéaire et continue de 

GR. Posons Vi(V)i = V(V)i H Vi(V). 

Lemme 4.37. — Soient S une sous-R-algèbre finie normale de R et 

( A H 
i 

=l-t(i)o,s)(A(o,r)s 
[ m 1 p , . . . , [Xi] 

i 
p 

Pour tout m > mo(S) etr < ^ (voir le lemme 1^.23 pour les notations), Vapplication 

1 — 7f est bijective d'inverse continu sur (A^'7^) . 

Démonstration. — Il résulte des propositions 4.24 et 4.26 que si m > moi S) et r < 
rs 
pm 1 

RN 
l 'application 1 — jp est bijective d'inverse continu sur 

kkl 
r 

71,5 
it) 

) O T 
aisi 
m, S o • • • o T 

(d) 
m,S 

(A(0,P"V] 
[l*o] 

1 
pm + l J • • • > [Xd] 

1 
pm + l 

Mais A ^ 1 [x0] 
1 

pm + 1 , . . . , [xd] 
1 pm+l l-m (As(o,r) M 

1 
p ! . . . , [xd\ 

1 
P ) . Comme 

(N~RN O T. .(0 
m\S0{f —m pour tout i G { 0 , . . . , d} (proposition 4.11 (ii)), on en déduit 

que si m > mo(S) et r < rs 
PM 

M 
l 'application 1 — 7; est bijective d'inverse continu sur 

„ - ( ( A f ) , ) - a s En appliquant </?m, on voit qu'il en est de même sur ( A r ! ) 
i 

Pour i G { 0 , . . . , d}, posons V\V)i = V^(V)nV(V)i. On munit Af = 
lllll 

llllll 

de la topologie de la limite inductive. En considérant T>^(V)i C V^(V) Ç A* ®zp V = 

(A^)n, on munit V^(V)i de la topologie induite par celle de (A^)n. On remarque que 

^iy)i est fermé pour cette topologie (car c'est le cas de ( l — T Q ^ ) O T^S^ O • • • O 

TQdg(As) dans As). Montrons l 'analogue de [8, Prop . II.6.1] dans le cas relatif : 
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Proposition 4.38. — Sim G N est tel que 7? G tr, V application Tf — 1 est bijective 

sur T>UV)i, d'inverse continu. 

Démonstration. — Commençons par introduire quelques notations. Si S est une sous-

R-algèbre finie normale de R telle que 5oob-1 ] / i îoob-1 ] es* galoisienne, on pose 

V\(V) = Al ®At V^(V). Pour tout n G N , soit t(n) une sous-S-algèbre finie nor­

male de R telle que T^\p~1}/R^fy"1] est galoisienne et Gai (i?[p~1]/T(^l^[p~1]) agit 

trivialement sur V/pnV. Soit HTW/S = Gai ( T & V ^ / S o o f c r 1 ] ) . On pose 

dk(v/pnv)i= 

( ( l - ' f i c . ) ® ! ) ^ ^ ) ® ! ) 0 -

0 (*$<»> ® l ) ° ( V 1 ® 1) (Ar(„ , ®Zp (V/p»n) ) f f r (B) / s 

et P s ( F ) i = lim 
n 

2?s (V/PnV)i- Finalement, on pose I>s(V)i = Vs{V)i n V\{V). 

m-\-n 
On démontre la proposition suivante [8, Prop. 11.6.4]. Comme 1 — 7" = (1 — 
T7T. „_ 771 „771 71 ̂_ 771 7̂71 , 

Tf )(1 + Tf H f"Tf )» il suffit de vérifier que 1 — Tf est bijectif sur V*(V)i 

d'inverse continu pour m assez grand. D'après le théorème 4.35, il existe une sous-

i^oo-algèbre SQQ de R telle que S 'oob_1]/^oo[p_1] es^ nnie étale galoisienne et T>\(V) 

est un A^-module libre de rang n, où n est le rang du Zp-module V. Fixons une base 

( e i , . . . , e„) de 2?s(V) sur A ^ . Alors Vs = As ®AR 2?(V) est un As-module libre 

de base ( e i , . . . , en). Supposons que SQQ soit la normalisation de SR^ où S est une 

sous-iï-algèbre normale et finie de R. On prend m tel que 7" e T g . 

Comme 2?t(V) est un module étale, la famille (y>(ei) , . . . , <p(en)) est encore une base 

de V\{V) sur A ^ . Par ailleurs, pour n 6 N , on a AT(„) ®z„ (V/pnV) = ATM <8>as 

(Vs(V)/pnVs(V)) d'où 

© s e w n = (1 - * ö ® 1) ° № 1 } ® l ) o • • • 

0 {4ds ® l ) 0 ( v - 1 ® 1) ( 2 > s ( V ) / p " P s ( V ) ) . 

Comme ej G 2?s(V), on a (TQ*^ (8) l ) (e^) = e^, et donc (avec des notations évidentes) 

Vs(V/pnV)i = 
d 

3 = 1 

( ( A s W p ^ A s M e , , 

En passant à la limite projective sur n, on a T>s(V)i = 
d 

3=1 
(As)iej, d'où 7>Uv)i = 

d 

3=1 
(A^iBj (on a (Al)i = (As)i H A+). 
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Soit Z — 
n 

3 = 1 

Zjej G VJS(V)i. En utilisant le lemme 4 .37, on pose 

fi(s)= 
n 

3 = 1 

( ' - i r r ' <Zj)ej' 

On a alors, * - /¿ ( ( 1 - 7? )(*)) = - / ¿ 
n 

.3=1 
lf(zj) i1 - T f " ) (ej) j • On pose 

gi,z:d+(vpi d+s(v)i 

y - yy-fi((2-typmi) (y)-z). 

L'action de Ts sur D t ( V ) est décrite, dans la base { e i , . . . , e n } , par un cocycle 

continu sur Gal (S'odi? l]/S\p *]) a valeurs dans GLn ( A ^ ) . On choisit r < rs 
pm 

tel 

que ej G A^0'^ ®zp ^ Pour j G { 1 , . . . , n} et tel que l'image C = Cm de Tf est à 

valeurs dans GLn (A^'^V Par continuité, il existe m' > ra, tel que m' > mo(S) et 

wr(l-Cm') >c2{S) + r 
p - l (avec les notations des propositions 4 .24 et 4 .26) . On a pas 

forcément r < rs 
pm , mais montrons qu'on peut s'y ramener. Posons r' = r 

pm' —m : on a 

r'< rs 
pm 

, et en vertu de du lemme 4 .5, on a wr> (1 — Cm/) > r', 
r wr(l — Cm'). Rappelons 

qu'on a c 2 ( r ) : = c2(S,r) = 
p ( c s + 2 ) r 

p - l 
(cf. lemme 4 .13) . On a donc wr/{l — Cm') > 

v(c.Q-\-2)r' 
p - l + 

r ' 
p - l 

= ca(r ') + p - l Qui t te à remplacer ra par ra/ et r par r ' , on peut donc 

supposer que ra > rao(5), wr (1 — C) > C2(.S) + r 
p - l et r < rs 

pm ' 

Pour z G 
, 

3=1 

(As(o,i) 
ej on pose wr(z) = min ( 1 ^ ( 2 ^ ) ) , où ( 2 1 , . . . , 2 N ) est l 'image 

de z dans (A<°'rl )n par le composé 
d 

3=1 

( A ^ r l ) c,- Ç A ( M ®Zp V - ( A ( M ) W . 

Remarquons que cette définition ne dépend pas du choix de la base ( e i , . . . , en) du 

A(° ' r l -module A<°'rl ®Zo F . 

D'après les propositions 4 .24 et 4 .26, on a alors wr (fi(z)) > wr(z) — C2(S) — r 
p - l ' 

et donc wr (g¿o(y)) > wJy) + wr(l - C) - c2(S) - r 
p - l Pour 2 / 1 , 2 / 2 ^ 

d 

3 = 1 

és(onr))iej 

on a alors 

w e Ì 9 i A y i ) -9iAy2)) = u)r (gioivi - 2 /2 ) ) > wr(y1-y2) + wr(l-C)-c2(S)-
r 

p - l ' 

En particulier, l 'application giiZ est contractante pour la topologie définie par wr : 

elle admet donc un unique point fixe yz. Comme fi est une bijection, yz est l 'unique 

solution de l 'équation (l — *y£ ) (y) = z. 

Par ailleurs, yz est la limite de la suite définie par 2/0 = z et 2/n+i = 9i,z{yn) : 

on a w R ( 2 / * - z) > wr (giìZ(z) ~ z)- Comme giiZ(z) ~ z = _/< ( ( * ~ lï ) (z) ~ z) = 
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fi(ypmn (z)), on a en outre wr(yz - z) > wr(z) - c2(S) - p 
P-1 

L'application 

( m \ — 1 
1 ~~ H ) est donc ^ien définie et continue sur 

d 

3 = 1 
(Ag»--i; 

i 
ej. Mais Vi(V)i = 

lim 

0<r<rs 3=1 

d 
(Aso,r) irj muni de la topologie de la limite inductive. On en déduit que 

( m \ — 1 J. 

1 — 7f J est bien défini et continu sur V]s(V)i. 
On a V\V)i = (v\{V)i)Hs/R, où Hs/R = G a l ^ o o I p - ^ / ^ o o b " 1 ] ) . Le groupe 

Zpli agit par conjugaison sur le groupe fini HS/R (car HR est distingué dans 

GR). Le noyau de cette action est un sous-groupe ouvert d'indice fini : quitte 

à augmenter m, on peut supposer que g j f m i = 7? g pour tout g G HS/R. Si 

z G &(V)i9 on a alors g ( l - 7 f -4 (z) = ( l - <yf -l (*(*)) = ( l - if)*1'1 (z). 

Ainsi, ( l - lf)~l {V]{V)i) Ç (vl(V)i)Hs/R = VÏ(V)i et la conclusion suit. • 

4.9 . A p p e n d i c i t e a iguë . — L'objet de cet appendice, de nature essentiellement 

technique, est de construire des relèvements A s et A j de E s et e-j dans A s pour 

toute sous-i^-algèbre finie normale S de R (cf. proposition 4.42). L'anneau A g joue 

le rôle de structure entière dans A s , qui est crucial pour les questions de nature 

topologique dans les anneaux d'éléments sur convergent s. 

Soit R un sous-anneau de A s fermé pour la topologie faible, contenant n et tel que 

B D pAs = pB. Si b G N , on note Db = B V 
IRB l'image de B{u}/(nbu — p) dans A s 

(où B{u} désigne l 'anneau des polyômes en l'indéterminée u et à coefficients dans B 

complété pour la topologie faible). 

Lemme4.39. — L'application naturelle B/pB —» Db/ p 
7TB Db est un isomorphisme : on 

a Db D pnAs = P 
IRB 

n Db pour tout n G N . En particulier, Db P 
7TB 

n Db est sans 

^-torsion et Db est séparé et complet pour la topologie P 
7Tb mmm 

Démonstration. — Le composé B/pB —» Db/ p 
7TB Db —>• E s _ est l'inclusion. Comme 

l'application naturelle B/pB —> Db/ p 
7Tb 

Db est surjective, c'est un isomorphisme. L'an­

neau Db étant sans 
7Tb 

-torsion, l 'application Db P 
7Tb 

Db - p 
7Tb 

n P 
7Tb 

n+1 Db est 

un isomorphisme. Une recurrence sur n utilisant linjectivite de Db/ P 
7Tb 

montre alors l'injectivité de Db/ ( p 
7Tb 

)n Db —» As/pnAs pour tout n G N . Comme 

A s est séparé et complet pour la topologie p-adique, et Db fermé pour la topologie 

faible, Db est aussi séparé et complet pour la topologie P -adique. 

Lemme 4.40. — Soit h G N et C = B{t\,... ,th} le complété, pour la topologie 

faible, de Vanneau de polynômes en les variables t\,...,th. Soient I Ç C un idéal 

etz = (zi,... ,Zh) G (B/pB)h un zéro de I®B (B/pB). On suppose que Vapplication 
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d<g)B(B/pB) est un isomorphisme quand on inverse n, où d: I/I2 —• 
h 

3=1 
(C/I)átj 

est induite par la dérivation. Alors il existe un unique zéro z = (zi,...,Zh) G 

relevant z. En outre, il existe b G N tel que z G D%. ahs 

Démonstration. — Soient G / tels que d ( / i ) , . . . , d ( / ^ ) engendrent le 

(C/I) [ [Tf l -^ -modu le 
h 

3=1 
(C/I)dtj [ [ t t ]"1] . Soit c G N tel que ñ°d(fj) G 

h 

3 = 1 
[C/I)àtj pour tout j G {!,...,j Soit J = ( 9 / . 

dtj ) l<ij<h 
G Mh(C) la matrice 

jacobienne associée. Il existe M G Mh(B/pB) tel que MJ(z) = 7r 1^. Soit ò > 3ch. 

On construit par récurrence une suite (^(^))nGN d'éléments de D% telle que : 

( i ) * ( i ) = z mod d 
lll 

D% (rappelons que B/pB Db/^Db d 'après le 

lemme 4.39) ; 

(2) / ,-(z(n)) = 0 mod ( i 
lll 

\n+l 
Db pour tout j G { 1 , . . . , h} et tout n G N>0 ; 

(3) ¿(n) = z(n — 1) mod pn 
nch(n+l) D% pour n > 2. 

Remarquons que la suite ainsi construite converge dans D% (pour la topologie 

faible) en vertu du lemme 4.39. 

Soit M un relèvement de M dans Mh(B). Soit z(0) un relèvement quelconque de 

z dans D* : il existe y 11) G DÏ tel que f(z(0)) = (f1(z(0)),...Jh(z(0))) = py(l). 

Posons z(l) = z(0) - p My(l). On a f(z(l)) = f(z(0)) - P 
7TCH J(z(0))My(l) 

mod ( P D\. Comme MJ(z(0)) = irchIh modpMh(B), on a f(z(0)) -
p 

7TCH 
T(z(0))My(l) = 0 mod p2D% et donc f{z(l)) = 0 mod p/ldj D% i.e. (1) 

et (2) pour n = 1 sont venhes. 
Soit n > 2 et supposons z ( l ) , . . . ,z(n — 1) construits. Il existe y(n) G DÏ tel que 

f(z(n - 1)) = ( A ( z ( n - 1 ) ) , . . •, fh(z(n - 1))) = ( 7TCH y(n) et posons 

z(n) = z(n — 1) — 
pn 

^ch{n+l) 
My(n). 

La condition (3) est clairement vérifiée. Par ailleurs, on a 

f(z(n)) = f(z(n-l))-
pn 

^ch(n+l) -J(z(n - l))My(n) mod ( 
pn 

^ch{n+l) 
Dl 

Comme MJ(z(n - 1)) = nchlh mod pMh(B), on a f(z(n - 1)) - pi 
ttch(n+1) 

J(z(n -

l))My(n) = 0 mod ( p 
7TCH . 

)n+1Z)£. En outre, on a ( 
„ 7 1 
P 

TTCH,+1 • ) - ( P 
Kch 

2n-l p 
ttch 

G 

( 7Tc/l 
Db vu que ò > 3ch et n > 2. 

Dans le cas ou 7r est inversible dans B, la matrice j(z)est inversible dans 

Mh(B/pB), ce qui implique l'unicité de la suite (z(n) mod Pn+1)nGN>0- On en 
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déduit l'unicité de z G (A5J tel que fj(z) = 0 pour j G { 1 , . . . , h} et tel que z = z 

mod p ( A s ) . 

Soit / G / , montrons que f(z) = 0. Par hypothèse et choix de ( / 1 , . . . , fh), il existe 

a G N (indépendant de / ) tel que 7raf G ( /1, T. . ,//*) + (I + pB)I (rappelons que d est 

C/J-l inéaire). Pour AT G N , on .a alors 7rNaf G ( / 1 , . . . , / / , ) + (I+pB)NI. Par ailleurs, 

pour tout g G / , on a #(2) G p A s par définition de z : on a /KNaf(z) G pN+1As, i.e. 

f(z) G piV+1A5. Comme A 5 est séparé pour la topologie p-adique, on a fini. • 

Lemme 4.41. — Soit B comme précédemment. Supposons de plus que B Ç A J { P 
a 1 

Alors pour tout k G N>o , la projection 

B{tu ...,th}—* (B/pkB){tli. ..~th} 

est surjective, où B{t\,..., th} est le complété de l'anneau de polynômes B[ti,..., th] 

pour la topologie faible, et (B/pkB){t\ì... ,th} est le complété de l'anneau de poly­

nômes (B/pkB)\ii,... ,th] pour la topoloqie n-adique. 

Si en outre U Ç B est une partie multiplicative telle que U lB Ç A+s { p 
ttb 

} , alors 

pour tout k G N>o, la projection 

U^B^ ( c / - 1 5 / / c / - 1 5 ) A 

est surjective, où U~1B est le complète de U 1B pour la topologie faible et 

{U-1B/jf6U-1B) le complete de U^B/j^U^B pour la topologie n-adique. 

Démonstration. — Soit b G (BlpkB){tu ... ,th\ (resp. (U-1B/pkU-1B)A). 

Écrivons-le comme la somme d'une série b = 
00 

n=0 
7fn6n où 6N G (B/pkB)[t1,...,th} 

(resp. bn G U~1B/pkU~1B). Relevons la suite (Sn)nEN en une suite (&n)neN où 

pour tout n G N , on a bn G B[ti, ...,th] (resp. bn G U~1B). Montrons que la suite 

(7rn6nì ^ tend vers 0 dans B\t\.... , £ J (resp. dans U~1B) pour la topologie faible. 

En effet, la somme b = 
00 

71=0 
7rnbn converge alors dans B{ti,... (resp. dans U~XB) 

en un relèvement de b. D'après le lemme 4.39, on a 

A + / p " A + Ç A + { m 
a } / ( 

p 
TT6 

A+s p 
ttb 

} Ç As/pnAs. 

Comme t t 6 * " " 1 ^ { p } / ( p 
7Tb 

) n A | { 
7Tb 

} Ç A j / p n A g , il suffit de montrer que pour 

tous n , m G N , on a 7RN+M = 0 dans Wn (Es /7FmE5 ) = As/ (pn, [n]171) As. En 

effet, cela implique alors que 7r6n+m = 0 dans A+s { p 
7Tb } / ( ( )",[7f]m) A + { P 

7TB 
} et 

donc que l'image de 7rkbk dans 

A+s aa 

7Tb } [ t l , - . . , * f c ] / ( ( 
P 

ttb 

)(tt)m)A+s( aa 
ac 

)(ti,...,tn) 
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(resp. A j j 
V 

7Tb } / ( ( 
p 

TT» 
)".[^r)A+{ P 

7T 

est nulle pour k > bri + m, ce qui implique que la suite converge vers 0 dans 
A+s P 

7Tb } [tu...,th] (resp. A j { p 
7Tb 

) ) pour la topologie faible (rappelons que d'après 

le lemme 4.39, on a A j { p 
7T° } n p " A 5 = ( p 7T° ) " A s { 7T° } ) • 

On vu lors de la preuve de la proposition 4.2 (d) que n = (1 + a)[7r] avec a = 

p[ai] +p2[a2] + • • • et vE(ak) > - p 
P - 1 

pour tout k G N>0. Pour AT € N , on a alors 

7TN = [ir]N(l+p[aNil] +p2[aN¿] + • • • ) avec vK(aNik) > - kp 
P - 1 

Comme VV.DR) = p 

p-1 
on a vu (7Tn+man+m5fc) > (n+m—k)p 

P-1 > 
mp 

P - 1 pour k < n. 

Rappelons que XQ = e := (e^, e^1',e2 , . . . ) Ge+r et que pour tout i G { 1 , . . . , d} 

on a posé Xi = ( ? f \ 7 f \ • • • ) G E + . 

Proposition 4.42. — II existe un unique sous-anneau As de As tel que : 

(a) As est complet pour la topologie faible ; 

(b) pAs n As = pAs ; 

(c) on a un diagramme commutatif 

As E<? 

esoo AS 

(d) [xi] G As pour i G { 0 , . . . , d}. 

(e) il existe une sous-A^,^-algèbre A j de As et rs G Q>0 tels que : 

(i) il existe a e N tel que P 
7Ta 

€ A + et A + / P 
7Ta A 5 ~~* E 5 / 

(ii) sz a,ß G N>o son¿ ¿e/5 çwe a < 
P^S 
p-1 

on a Ag Ç A j j p 
ttb 

(iii) A J es£ complet pour la topologie faible. 

De plus, par unicité, As est stable sous Vaction de Gai ( S o o b 1 ] / - ^ b 1]) et de (p. 

Insistons sur le fait qu'en général, contrairement à l 'anneau A s , l 'anneau A j n'est 

pas unique (c'est déjà le cas lorsque d = 0, et c'est lié à la ramification de S). 

Démonstration. — Remarquons tout d 'abord qu'on peut remplacer (ii) par 

(ii') il existe b G N tel que A j Ç A j { p 
7Tb 

En effet, la propriété (ii) est alors vérifiée avec rs = P-1 
pb 

car si 
ß < prs 

p - 1 ' on a 

AJ{ P 
7Tb HAH Pa 

TT? 
j vu que ( p 

7Tl )a = nß-ba Va 

Montrons de plus qu'en fait, la propriété suivante est vérifiée : 
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(iii') pour tout n G N>o, la topologie induite sur A~g/pnAg par la topologie faible 

de As/pnAs est la topologie 7R-adique, et Ag/pnAg est fermé pour cette topologie. 

Cela implique la propriété (e)(iii) et que As = 
n 

( ( A + ^ A + H * - 1 ] ) . 

Posons A+^fc) = W(fc)[7R] (rappelons que k est le corps résiduel de V et que 

7T = [e] — 1). L'anneau A^fc^ est un sous-anneau de As complet pour la topologie 

faible et relève E ^ ^ = fc[7f|. On note Aw(fc) l 'adhérence, pour la topologie faible, de 

A ^ ^ [ 7 R - 1 ] dans As. Les conditions (a)-(e) impliquent que l 'anneau As, s'il existe, 

contient nécessairement l 'anneau Aw(fc)- La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu 

de [3, Lemma 10.11. 

Écrivons E ^ = E^fc^ po] / (/o) (rappelons que E y / E^fe^ est une extension 

d 'anneaux de valuation discrète complets, d'extension résiduelle séparable, elle est 

donc monogène). Relevons le polynôme f0 en /o G A^^[to]. D'après le lemme 4.40 

appliqué à B = A j , le polynôme /o admet un unique zéro ZQ relevant l'image de 

to dans As, et on a ZQ G At { 
TT0 

} pour b assez grand. Notons alors Ay la sous-

A^fc^-algèbre de As engendrée par zo et Ay l 'adhérence de A y [ 7 R - 1 ] dans As pour 

la topologie faible. En appliquant le lemme 4.40 à B = As (s'il existe), on voit que ce 

dernier contient nécessairement Ay - En outre, l 'application du lemme 4.40 à B = Ay 

montre que ce dernier ne dépend pas du choix du relèvement (notons qu'en général, 

ce n'est pas le cas de Ay). La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 

10.1]. 

O n a E + o =E+{xf1,...,x±1 } (complété pour la topologie 7r-adique) : posons 

A + 0 = A + { [ x 1 ] ± 1 , . . . , M ± 1 } 

(adhérence de A y [[^î]^1, • • •, [xd]-+2] pour la topologie faible). D'après le lemme 4.41, 

on a A p o / p A t o —» Epo- On note A # o l'adhérence, pour la topologie faible, de 

A^0[7T x] dans As. On a encore A^0 Q Ag { V }. D'après la propriété (c) et ce 

qui précède, l 'anneau A s , s'il existe, contient nécessairement A#o. La propriété (iii') 

est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41). 

D'après le lemme 4.1 (e), l 'anneau E t s'obtient à part ir de E^0 en itérant les 

opérations suivantes : 

(ét) extension complète, topologiquement de type fini et formellement étale pour la 

topologie 7f-adique ; 

(loc) complétion, pour la topologie 7f-adique, d 'une localisation ; 

(comp) complétion par rapport à un idéal contenant n. 
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Supposons que R est obtenu à part ir d 'une i2°-algèbre R' par l 'une des opérations 

(ét), (loc) ou (comp) de l ' introduction, de sorte que E Ì est obtenu à part ir de E Ì 
R R' 

oar l 'opération correspondante. 
C A S D ' U N E EXTENSION D E T Y P E ( É T ) : 

Comme E t est topologiquement de type fini sur EX , on a E Ï ~ C/I, où C = 
R R' R 

E t { ¿ 1 , . . . , th } désigne le séparé complété de l 'anneau de polynômes E t p i , . . . , th] 
R' R1 

pour la topologie 7f-adique, et i~ Ç C un idéal. En outre, l 'application induite par la — 2 
dérivation d: I/I —> 

h 

3 = 1 

{C/L) dtj est un isomorphisme, car E Ì Ç E Ì est formelle-
R' R 

ment étale pour la topologie 7r-adique. 

Soit F1,...,fHEL dont l'image par d est une base du E i - m o d u l e 
h 

3 = 1 

Etàtj. On 
R 3 

peut supposer que / = . . . , fh). En effet, si ce n'est pas le cas, posons 

E' : = ( E ± / T r E t ) p ! *h]/(7i 7ft). 

Alors le morphisme Spec ( E t /W E t ) = Spec (E'/L) —• Spec(£") est une im­

mersion fermée. C'est aussi une immersion ouverte car l'inclusion des idéaux 

Uif — ifh) Çz I àe ( E t /WEt ) [ t i , . . . ,th] est un isomorphisme sur un ou-
\ R' R' ' 

vert de ( e ± /TTE± ) [ t i , . . . ,th] qui contient Spec ( e ± / T T E ± ) = Spec [E'/L) (cf. 

[22, Corollaire 17.12.2]). L 'anneau E' est donc le produit de deux anneaux : 

E' ~ ( £ 7 7 7 ) x E" et E'/7 = Ef^h+\]/(th+ië - 1) avec e = (1,0) G (E'/7) x E". Soit 

e G E t { ï i , . . . ,th} / ( / i , • • •, / / J l ' idempotent qui relève ë et soit / ^ + 1 = th+ie — 1. 

On conclut que E ± ^ E ~ { ¿ 1 , . . . ,th+i} / (7i, • • • ,7/i+i) et <lue d/i> • • • >d/fc+i est 
h+l 

une E±-base de 0 E±dtj. 
Comme A i /pA~ ^ E t , le lemme 4.41 montre que C = C/pC où C = 

R' R' R' 

A i { t i , . . . , th} est le complété de l 'anneau de polynômes A i [ £ i , . . . , t^] pour la 
R' R' 

topologie faible : il existe / i , . . . , fh G C relevant la famille / l 5 . . . , fh G / . Notons 

I Ç C l'idéal engendré par / i , . . . , fh et A = C/L L'image de J <g>c C dans C n 'é tant 

autre que J, la suite exacte 
I®CC—> C—> A/pA — • 0 

montre que A/pA = C/L = E ~ . Par ailleurs, l 'homomorphisme Ah —» I/I2 (qui 

envoie ej = ( 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0), le 1 étant en j - è m e coordonnée, sur fj) est surjectif 

par construction. Il induit un homomorphisme surjectif (A/pA)h —> (I/I2)<S>A(A/PA). 
2 

Mais le composé avec l 'application naturelle (I/I2) <8>A (A/pA) I/I n 'est autre 

que l 'isomorphisme (A/pA)h I/I inverse de d. L'homomorphisme (A/pA)h —> 

(I/I2) <8>A (A/pA) est donc un isomorphisme, et il en est de même de l 'application 

A S T É R I S Q U E 319 



S U R C O N V E R G E N C E DES R E P R É S E N T A T I O N S p-ADIQUES : LE CAS RELATIF 111 

naturelle (J/J2) ®A {A/pA) - I/f. 

(A/pAf (I/P) ®A (A/pA) •Vf 

Le diagramme commutatif 

(I/P) ®A (A/pA) 
d®(A/pA) h 

(c/i)dt ) ®A (A/pA) 

1 

Vf 
d h 

.7=1 
(C/I)dtj 

identifie d®(A/pA) avec d, qui est un isomorphisme. On peut donc appliquer le 

lemme 4.40 à B = As : il existe un unique morphisme de A t -algèbres A —> As rele-
R' 

vant l'inclusion E t Ç E 5 . Notons A i l'image de A dans A s - Comme A i est sans p-
R R R 

torsion (c'est un sous-anneau de As), on a grp ( A i ) — E i [ s ] (anneau des polynômes 

à coefficients dans E ~ en une variable). Par ailleurs, on a A/pA ~ E ~ ~ A i / p A i : 

l 'homomophisme naturel surjectif E~[s] —* gTp(A) est donc un isomorphisme, et l 'ap­

plication A —> A i est un isomorphisme. La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu 

de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41). 

Notons A ~ l'adhérence de A i [ 7 r _ 1 ] dans As pour la topologie faible. L'application 

du lemme 4.40 à B = As, s'il existe, montre qu'on a nécessairement A ~ Ç A s - En 
outre, on a toujours A i Ç A j { p 

C A S D'UNE EXTENSION D E T Y P E (LOC) : 

' 4 - 1 4 - — — 

Ecrivons EX comme le complété de U EX pour la topologie 7r-adique, où U Ç 
R R' 

E Ì est une partie multiplicative. Notons U l'image inverse de U dans A i . C ' e s t 
une partie multiplicative de A i , qui est inversible dans A j { p 

7VB 
} (cela se vérifie 

modulo p 
7T° 

). Notons alors A i l 'adhérence (pour la topologie faible) de U 1 A i dans 

P 
7TB }. La propriété (iii') est alors vérifiée en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant 

le lemme 4.41). Notons A - l 'adhérence de AX[7r x] dans A s pour la topologie faible. 
R R 

La condition (c) montre que A s , s'il existe, contient nécessairement A ~ . En effet, 

un élément de U est inversible modulo pA~t, donc dans A s 2 A i qui est complet 
R' R' 

pour la topologie faible (donc a fortiori pour la topologie p-adique). Cela montre en 
т^Q•r4•̂ /-»^ l̂̂ ûт• l 'un ir» i - fa r \ a A .— 
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CAS D ' U N E EXTENSION D E T Y P E ( C O M P ) : 

Écrivons E Ì comme le complété de E Ì pour la topologie J-adique, où J Ç E t 

est un idéal contenant W. Notons J l'image inverse de J dans A Ì et A i le complété 

de A i pour la topologie J-adique. On a la situation suivante : 

J C A i 
~~ R' 

• A i { 
R' 1 

P 
7Tb n A i { 

R 1 7T° } 

J C E Ì 
- R' 

A i 
R 

L'homomorphisme pointillé existe par complétude de A i { p 
7Tb 

} pour la topologie J -

adique. Cet te dernière résulte du fait que pour tout N G N>o, l 'anneau 

A t { 
R l 

P 
7TB } / ( 

m 
7T ) A + « { 

m }^WN (E R+) (e~)[X]/(XN,X^-P) 

est complet pour la topologie induite par la topolologie J-adique, étant un quotient 

de Wjv ( E s ) [xi/(xN)' Mais ce dernier est complet pour la topologie induite par 

la topologie J-adique, étant libre sur Wjv (Eïï)> Pour lequel la topologie J-adique 

correspond à la topologie J-adique sur les composantes fantômes (on utilise le fait que 

aPN = [â]pN mod pN WN ( Ê ~ ) ) . L'inclusion A i C A i relève l'inclusion E ± C E ± . 
L J " \ RJJ ^R> - R _ R - R' 

Par ailleurs, d 'après [3, 10.8] appliqué à R1 = R1 et R2 = R, V anneau ainsi obtenu est 

une sous -Ai - a lgèb re de A s , complète pour la topologie faible. Notons maintenant 
R1 

A~ le complété de Ai[7r-1] pour la topologie faible. La propriété (iii') est alors vérifiée 

en vertu de [3, Lemma 10.1] (en utilisant le lemme 4.41). 

Si A ^ est une autre A ~,-algèbre vérifiant les propriétés (a)-(e), notons A;i+ le 

complété de A.~ pour la topologie J-adique. Comme ci-dessus, on montre que c'est un sous-anneau de À i { 
R 1 

P 
7T 

}. Notons A~ le complété de A;i+[7r *] pour la topologie 

faible. On a alors des homomorphismes A - —» A~ <— A'~, qui sont des isomorphismes 
R R R 

sur les gradués pour la topologie p-adique : ce sont des isomorphismes, d'où l'unicité. 

PASSAGE DE R A S. 

Finalement, l 'extension E Ì —> E ^ est finie étale après changement de base à E - = 

E Ì [tt-1]. On a donc E ^ = E Ì p i , . . . , ï r ] /1 où I un idéal tel que l 'application 2 
déduite de la dérivation d: I/I —• 

r 

0 = 1 
E J d tj induit un isomorphisme quand on 

inverse n. Comme dans le cas (ét) on peut supposer de plus qu'il existe f1,...,frel 

engendrant J quand on inverse W. Soit a G N tel que WaI Ç . . . , / r ) . On pose 

C = A i { £ i , . . . , t r } . Comme A i / p A i E i , on a C/pC = E ± fc,... , t r ] : il existe 
R R R R R 

/ i î • • • 5 fr £ C relevant / l 5 . . . , fr. Notons I Ç C l'idéal engendré par / i , . . . , fr et 

ASTÉRISQUE 319 



SURCONVERGENCE DES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES : LE CAS RELATIF 1 1 3 

A := C/I : on a (A/pA)^'1] = ( C / J ) ^ " 1 ] = E 5 et l 'application d®(A/pA) [tt"1] 
r _ 

(où d: I/I2 —> 0 ( C / / ) d £ j est l 'application déduite de la dérivation) s'identifie à 
j=i 

d ®p+ E i [tt-1], qui est un isomorphisme. On peut donc appliquer le lemme 4.40 à 

B = A + { p 
7Tb 

} : il existe un entier bf et un unique homomorphisme de Ai -a lgèbres 

A^A+{ P 
7Tb+b' 

j relevant E ^ Ç E S . On peut supposer que b > a. Notons Ag l 'image 

de l 'homomorphisme induit C {tr+i} / (I, natr+i — p) —• A g { P 
7Vb+b' 

Montrons (e)(i). On a un morphisme 

A/pA = E t [tu. ..,U}/ ( / i , •. •, /P ) - A + / 
P 

7T° 
A + ^ E + = E m , . . . , * r ] /1. 

Si g G / , alors 7ra# G ( / i , . . . , / r ) . Soit # G C un relèvement de Il existe alors 

/ G C tel que 7rag - p / G L On a donc 7Ta(g - tr+if) G IC {U^} / (7ratr+1 - p) 

et 7ra(<7 — p/7raf) = 0 dans A i soit p = p/7raf G A i : son image est nulle dans 

7T° 
A j , et on a bien A J / p 

7Ta 
En particulier, comme A J et A i { p 

7Ta 
} sont complets pour la topologie ( p 

Ka 
adique et Ag/ ( p 

7Ta 
, 7r) A g = E^t / 7 rE j est un E i - m o d u l e de type fini, A g est un 

A ± { 
R 1 

P 
7Ta 

}-module de type fini. Écrivons A j comme un quotient A i { p 
7Ta F - A + 

On a la situation suivante : 

A i { ^ } n . -> A ~ 

A + As 

Pour montrer la propriété (iii'), il suffit de démontrer que la topologie quotient sur 

A g coïncide avec la topologie induite par la topologie faible de As- Il suffit pour cela 

de vérifier que la topologie quotient sur As coïncide avec la topologie faible. Cela 

résulte du fait que pour tout m G N>o, il existe un entier iVm tel que 

A + / p - A + Ç Im ( 
1 

A±/p~A±) 

(ce qui se voit pas récurrence, et utilisant le lemme 4.1 (f)). 

Notons enfin As l 'adhérence de Ai[7r-1l dans As pour la topologie faible. Rappe­

lons qu'on alors A s = 
n 

( ( A ^ / p n A ^ ) [n 1]), si bien que A s vérifie les propriétés 

(a)-(e). L'unicité de A s résulte du fait que A - —> A s est l 'unique relèvement de 

l'extension étale E - —• E s -
R 

Par unicité, l 'anneau A s est stable sous l'action de Gai (S'00[p~1]/iî[p_1]). Pour 

voir que A s est stable par </?, remarquons tout d 'abord que AW(fc) l'est. Par ailleurs, 

si jRI C Ro est une des extensions suivantes : 
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(1) W(Jfe) Ç V ; 

(2) V Ç R° ; 

(3) une extension de type (ét) ; 

(4) une extension de type (loc) ; 

(5) une extension de type (comp) ; 

(6) R Ç. S ; 

et si Ar1 est stable par </?, il en est de même de AR2. Pour les cas (1), (3), (4), (5) et 

(6), cela résulte de ce que le morphisme AjR1-linéaire 

1 <g> (p: ARU(P <8>aä1 AR2 -> AS 

(induit par la restriction de ip à AR2), est injectif car sa réduction modulo p l'est 

(c'est 1 (g) ip\ E#1)y, <8>Ek E#2 — E ^ Ç E s ) . On vérifie son image satisfait aux 

conditions (a)-(e) : c'est donc A ^ . Pour le cas (2), cela résulte simplement de ce que 

y(\xi\) = \xiY oovxie{l,...,d\. • 

Remarque 4.43. — (1) Il résulte de la démonstrat ion précédente que lorsque S = 

R, on peut prendre a = 0, i.e. qu'il existe A i tel que A i / p A i = E i . 

(2) Lorsque Qp(Mp°°) Ç Koo est non ramifiée et i? Ç S est étale, il résulte de 

la démonstrat ion précédente que le sous-anneau A j de A s est unique, contenu 

dans Ag, stable y> et par Gal (Sodp'1]/Rlp-1]). 

ê + E 

E + E 

er+oo 
E Ä o o 

er+ er 

A + A(°>rl A t A 

A + A 

^R<x> 
T(0,rî A+r Aroo 

a+r A(à,r) A+r Afi 
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