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CONDUCTEUR D'ARTIN 

D'UNE REPRÉSENTATION DE DE R H A M 

par 

Pierre Colmez 

Résumé. — Nous munissons l'anneau B̂ R de Fontaine d'une filtration par « valua
tion de convergence ». Cette nitration est stable par l'action de — Gal(K / K) et 
sa restriction à K coïncide avec la filtration induite par la filtration de Par les 
sous-groupes de ramification. Si V est une représentation de de Rham de ̂ K, cette 
filtration induit une filtration croissante de Ddft(V) et on montre que, si V est poten
tiellement semi-stable, l'invariant numérique naturel associé à cette filtration coïncide 
avec le conducteur d'Artin de la représentation Dpst(V) du groupe de Weil-Deligne 
de K. 

Abstract (Artin conductor of a de Rham representation). — We endow Fontaine's ring B~["R 
with a filtration defined by means of "valuation of convergence". This filtration is 
stable the action of &K = Gal(K/K) and its restriction to K coincides with the 
filtration induced by the filtration of &K by ramification subgroups. If V is a de 
Rham representation, this filtration induces an increasing filtration on DdR,(V) and 
we show that the natural numerical invariant attached to this filtration coincides, if 
V is potentially semi-stable, with the Artin conductor of the representation Dpst(V) 
of the Weil-Deligne group of K. 

Introduction 

0.1. Notations. — Soit kp un corps parfait de caractéristique p et soit F = 
W(kF) 1 le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans 
kp> Ceci fait de F un corps complet pour la valuation discrète vp normalisée par 
vp(p) = 1, et dont le corps résiduel est kp> 

Soit F une clôture algébrique de F et Fnr c F l'extension maximale non ramifiée 
de F. La valuation vp s'étend de manière unique à F, et on note C le complété de F 
pour vp. Si L est un sous-corps de C, on note ÛL l'anneau de ses entiers. 

Si K C F est une extension finie de F, on note Ko = KnFnT l'extension maximale 
non ramifiée de F contenue dans K, ex = [K : Ko] l'indice de ramification absolu 
de K, VK = e^Vp la valuation de K = F normalisée par VK(K*) = Z, et &K Ie 
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188 PIERRE COLMEZ 

groupe de Galois absolu Gsl(F/K) de K. Ce groupe est muni de sa filtration par les 

sous-groupes gk, s > — 1, de ramification, et est le sous-groupe d'inertie de &K 

tandis que le sous-groupe d'inertie sauvage de éf/<- est la réunion des £f£ pour s > 0. 

La nitration sur &K induit une filtration croissante de K par des sous-corps K , 

avec K = ns>r-iK K. En particulier, K est l'extension maximale non ramifiée 

KnT de K, si r < 1 et k(1) est l'extension maximale modérément ramifiée de K. 

0.2. La filtration de BjR par valuation de convergence. — Soit B^R l'an
neau de Fontaine. C'est un anneau topologique muni d'une action continue de Èfp et, 
algébriquement, c'est un anneau de valuation discrète de corps résiduel C. Il est donc 
abstraitement isomorphe à C[[T]] et F s'identifie à la clôture algébrique de F dans 
B^R, mais il n'existe pas d'isomorphisme de C[[T}] sur B~["R qui soit continu ou qui 
commute avec l'action de éfp. Malgré tout, on peut introduire une notion de rayon de 
convergence ou plutôt valuation de convergence d'un élément de B~["R, ce qui permet 
de munir B~["R d'une filtration par des sous-anneaux B^R^, pour r > 0, et cette fil
tration est stable sous l'action de &K. Le premier résultat concernant cette filtration 
est qu'elle permet de retrouver la filtration de K = F induite par la filtration de &K 
par les sous-groupes de ramification. 

Théorème 0.1. — Si r > 0, alors 

B (r) dR,K K Kir) 

Remarque 0.2. — Le lien entre ramification supérieure et valuation de convergence de 
fonctions analytiques a été mis en évidence par Deligne [8]. Il est à la base de la théorie 
d'Abbès et Saito [1] de la ramification supérieure dans le cas d'un corps résiduel non 
parfait. Le point de départ (cf. prop 2.3) de la démonstration du théorème 0.1 est 
le résultat de Deligne, mais passer par BjR pour définir la valuation de convergence 
présente l'avantage esthétique d'être complètement intrinsèque. 

0.3. Conducteurs d'Artin et de Swan des représentations de de Rham. — 
Si E est une extension finie de Qp et si V est une ^-représentation de de Rham de gk? 
à poids(1) de Hodge-Tate < 0, la filtration précédente sur B~["R induit une filtration 

t1) Cette condition assure que DdR(V) F? + 
dR 

Qp V Il est un peu délicat de définir une filtration 
par valuation de convergence sur BdR B + 

dR 
1 
t 

tout entier, la multiplication par t pouvant diminuer 
la valuation de convergence. Il est probable que ce phénomène ne se produit pas pour les éléments de 
B̂ R dont les conjugués sous &p engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie sur Qp ; c'est 
en tout cas le cas pour les périodes des représentations de de Rham comme le montre le cor. 5.13. 
En particulier, on en déduit les égalités CArt,K'(V,(—1)) = CArt,K'(V') et CSW,K(̂ (—1)) = CSW,K(̂ )> 
ce qui permet d'étendre les définitions de CArt,K et cSw,K au cas d'une représentation de de Rham 
quelconque. 
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CONDUCTEUR D'ARTIN D'UNE REPRÉSENTATION DE DE RHAM 189 

sur le K ®Qp ^-module libre DdR(Vr) = (BjR (g)Qp V)<SK par des sous-if (g)Qp E-

modules libres D(r)dR,K(Y)> pour r > 0. Ceci nous permet d'attacher à V des invariants 

numériques CArt,x(̂ 0 et CSW,K(^0 définis par : 

CArt,K (V) 

r>0 
r · dim s>r D s 

dR,̂  
(V) 

s<r D (s) dR,i<: 
(V) 

CSw,K y 
r>l 

r - 1 dim s>r D (s) 
dR, k 

V 's<r D (s) dR,X 
V 

Les invariants CAit,K(y) et CSW,K(^) sont appelés respectivement conducteur d'Artin 
et conducteur de Swan de V. Cette terminologie est justifiée par le résultat suivant. 

Théorème 0.3. — Si V est une E-représentation de d'image finie, alors CArt,K(V) 
et csw K(V) sont respectivement les conducteurs d'Artin et de Swan de V. 

Ce résultat est une simple traduction du th. 0.1. Les deux résultats suivants sont 
plus profonds, mais sont des conséquences immédiates du fait que toute représentation 
de de Rham est potentiellement semi-stable(2), du fait que le conducteur d'Artin 
(resp. de Swan) d'une représentation d'image finie est un entier d'après le théorème 
de Hasse-Arf, nul si et seulement si le groupe d'inertie (resp. d'inertie sauvage) agit 
trivialement, et du théorème 0.6 ci-dessous faisant le lien entre les invariants CArt,K(V) 
et csw K(V) et les conducteurs d'Artin et de Swan du module Dpst(F). 

Théorème 0.4. — Si V est une E-représentation de de Rham de à poids de Hodge-

Tate < 0, alors CArt,K(V) et CSW,K(V) sont des entiers > 0. 

Théorème 0.5. — Si V est une E-représentation de de Rham de &K à poids de Hodge-
Tate < 0, alors 

(i) V est cristalline si et seulement si CAvt,K(y) — 0; 
(ii) V devient semi-stable sur une extension modérément ramifiée de K si et seule

ment si CSW,K{V) = 0. 

0.4. ((p, N, %:)-modules et représentations p-adiques. — Un E-(<p, N^K)-
module D est un Fnr ®Qp E'-module libre de rang fini, muni des structure suivantes : 

(i) une action semi-linéaire de &K agissant continûment pour la topologie dis
crète (3), 

(2) Ce fait, conjecturé par Fontaine, est maintenant un théorème grâce aux travaux de Berger [4] 
ramenant cette conjecture à la conjecture de Crew pour les équations différentielles p-adiques, et 
ceux d'André [3, 2], Mebkhout [15] et Kedlaya [14] fournissant trois démonstrations indépendantes 
de la conjecture de Crew. On pourra consulter [5] pour une vue d'ensemble de ces travaux. Signalons 
que, depuis, deux démonstrations de la conjecture de Fontaine ne faisant pas intervenir la théorie 
des équations différentielles p-adiques ont vu le jour [6, 13]. 
(3) gK agit donc à travers un quotient fini ; a G agit par a <S> 1 sur Fnr <8>qp E. 
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190 PIERRE COLMEZ 

(ii) une action semi-linéaire injective (4) du Frobenius (p commutant à l'action de gk, 

(iii) une action linéaire de TV commutant à l'action de &K et vérifiant (5) la relation 
de commutation N(p — ppN. 

Si V est une ^-représentation de gK, le module 

DpSt(F) ULCF Bst Qp V gL 

où L parcourt les extensions finies de K contenue dans F, est un E-((p, N, ^)-module. 
De plus, si V est potentiellement semi-stable, l'application naturelle 

K Fnr Dpst V K K DdR V 

est un isomorphisme. 

A un ((p,N, %:)-module(6) D, on sait associer son conducteur d'Artin CArt,K(D) 
et son conducteur de Swan CSW,K{D) par les formules. 

CSw,K (D) 

r>0 
r · dim s>r 

Dgk 
s<r 

Dgk 

CArt,K D CSw, k D dimD dim DN=O g0K 

Ces deux invariants sont en fait des entiers d'après le théorème de Hasse-Arf. 
Notre résultat principal est alors le suivant : 

Théorème 0.6. — Si V est une E-représentation potentiellement semi-stable de ^K, 
à poids de Hodge-Tate < 0, alors 

CArt,K V CArt,K Dpst V et Csw,k V CSw,K Dpst(V) 

Remerciements.— Je remercie le rapporteur pour sa lecture attentive. 

(4) Cette action est donc biiective. (ç agit par u? <g> 1 sur FnT OQp E. 
(5) L'action de N est donc nilpotente. 
(6) Si k p est un corps fini, et donc si K est une extension finie de Qp, on sait associer [9] à un 
((p, iV, ̂ x)-module, une représentation W(D) du groupe de Weil-Deligne WD^ de K, en tordant 
l'action de g G WK C Par une puissance convenable de (fi de manière à rendre linéaire l'action 
du sous-groupe de Weil Wx de K. Par ailleurs, si W est une représentation de WD ,̂ on définit 
(cf. [7]) les conducteurs d'Artin et de Swan de W par exactement les mêmes formules que celles qui 
nous ont servi à définir les conducteurs d'Artin et de Swan d'un (<̂ , TV, ̂ /<-)-module, ce qui montre 
que, si D est un ((fi, N, ̂ x)-module, alors 

CSw,K W(D) CSw.K D et CSw,K W(DÏ Csw, k D 
La définition des conducteurs d'Artin et Swan d'un (<p, AT, ̂ f̂ )-module est donc la généralisation 
naturelle de la définition habituelle. 
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1. Conducteur d'Artin d'un élément de K 

1.1. Définition. — Nous renvoyons à [16] pour la définition des groupes de ra
mification. Si x G K, on note CArt,x(̂ ) la borne inférieure de l'ensemble des s > 0 
tels que gks-1 laisse fixe x. Le sous-corps K(r) de K défini dans l'introduction est 
alors l'ensemble des x G K vérifiant CArt̂ Ô ) < En particulier, CATt,K(x) = 0 si et 
seulement si K(x) est une extension non ramifiée de K, CArt,K(x) > 1 si K{x) est une 
extension ramifiée de K, et CArt,K(%) = 1 si et seulement si K(x) est une extension 
modérément ramifiée de K. 

On dit que S : K —> R+ est un conducteur sur if si les propriétés suivantes sont 
vérifiées : 

(i) S(x) = 0 si x G Knr ; 
(ii) 5(z + y) < sup(<J(x), 6(y) et S(xy) < sup(5(x), <%)) si x, y G K ; 
(iii) S(g(x)) = S(x) si x eK et g e yK> 

Il est immédiat que CArt,K : K —> R+ est un conducteur sur K. Le lemme suivant 
montre que pour connaître un conducteur, il suffit de connaître sa valeur sur les 
uniformisantes, ce que nous utiliserons abondamment dans la suite. 

Lemme 1.1. — Si S : K —• R+ est un conducteur, si y G K, si L est la plus petite 
extension galoisienne de K contenant y, et si -kl est une uniformisante de L, alors 
6(y) ô(nL) 

Démonstration. — Il résulte des propriétés (i) et (ii) que 8{z) < sup(S(yi),... ,ô(yn)) 
si 2/1,...,yn € K et z 6 K(yi,...,yn). On déduit de ceci, de la propriété (iii) et du 
fait que L est engendré par y et ses conjugués, que 8{z) < ô(y) si z € L. En particulier, 

<5(ttl) 6(y) 
Par ailleurs L est inclus dans KnT(nL) et donc S(z) < S(7TL) si z G L. En particulier, 

S (y) < 6(y) ce qui permet de conclure. 

1.2. Conducteur d'Artin d'une uniformisante. — Soient L une extension finie 
galoisienne de K ; soient G = Gal(L/K) et Go C G le sous-groupe d'inertie. Soit ITL 
une uniformisante de L. 

Proposition 1.2. — On a 

CATt,K(^L) 
g£G0-{l} 

VK(9 IIL 7TL sup 
geGo-{i} 

VK(9(IIL) IIL 

Démonstration. — Si g G G0, soit i(g) l'entier défini par VK{9(TTL) — ^L) = 

i(g)vK(nL)' Si t > 0, soit Gt = {g G G,z(g) > £ + ! } . Les Gt sont les sous-groupes 
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192 PIERRE COLMEZ 

d'inertie de G (en numérotation inférieure). On a Gt = {1} si t est assez grand et on 
note to(L) la borne inférieure des t > 0 vérifiant Gt = {1}. On a aussi 

t0(L) + 1 vK II L sup 
g€G0-{l} 

VK g IIL 7TL 

et comme vk g 7tL KL 
VK KL 

G N et le groupe G est fini, on a t0 = t0(L) G N. 

Par définition de la numérotation supérieure, on a Gt = G(fL^K^t\ où (pL/K(t) est 
la fonction de Herbrand définie par 

<PL/K(t) 
t 

o 

1 
Gq : GU 

du VK(KL) 
t 

'0 
Gu du. 

Par définition de to, on a Gt = {1} si t > to et G?t0 ̂  {1}, et donc Gs agit trivialement 
sur TTL si s > </?L/K(£O)> alors que G<PL^K (̂to) n'agit pas trivialement sur 7TL- On en 
déduit la formule 

CArt,X (^L) 1 ^PL/K ML) 

Soit i(g,u) la fonction définie par i(g,u) = 0 si u > i(g) — 1 et i{g,u) = 1 si 

^ < ¿(0) — 1, de telle sorte que \GU\ = J2geG^(9^u)' ̂ n a al°rs 

CArt, К (TTL) 1 + <PL/A-(*O) 1 +^x(7TL) 
•to 

0 
Gv du 1 + VK(TTL) 

te 

0 pGGo 
i(g,u)du 

1 vk (IIL) t0 
gEG0-(1) 

i(g) -1 

i Go VK(KL) vk (IIL) to-hi 
5GGo-{l} 

i(g) 

et comme VK{^L) I 
GO et i(g)vK(7TL) VK g(nL)-7TL si g l,et (t0+l)vK(7rL) 

supgeGo_{1}vK g(7TL) - 7TL cela permet de conclure. 

Corollaire 1.3. c(L) vK IIL 1CArtiK(^L) est un entier. 

2. Conducteur d'Artin et valuation de convergence de séries entières 

2.1. Valuation de convergence raffinée d'une série entière. — Soit R = 
RU (R x {—, +} ) U {—oo, +oo}. Si r G R, on note simplement r~ [resp. r+] l'élément 
(r, —) [resp. (r, +)] de R. On munit R de la relation d'ordre totale évidente définie 
par 

(i) -00 x et x -hoo quel que soit x G R ; 
(ii) r r r+ si r G R 
(iii) r+ s si r, s G R vérifient r s. 

Finalement, si a: G R, on définit —x G R de la manière habituelle si a: G R et par 

- ( - o o ) -foo et +00; —oo; Y —r et r+ —r si r G R. 
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CONDUCTEUR D'ARTIN D'UNE REPRÉSENTATION DE DE RHAM 193 

Si (xfe)fcGN est une suite d'éléments de R, on note linf Xk G RU{—oo, +00} la limite 
inférieure de la suite (xk)keis et on définit la limite inférieure raffinée linf' Xk G R de 
la suite (xfe)feGN, par la formule 

linf' Xk 

—00 si linf Xk —00, 

r si linf Xk r et linf k Xk ~ r —00, 

r si linf Xk r et linf k Xk-r g R, 
r+ si linf Xk r et lim k Xk ~ r +00, 

+00 si limxk +00, 

Si f = +00 
fc=0 Q>k rpk G C[[T]], on définit la valuation de convergence raffinée 

Val^(/) G R par la formule 

Val*(/) linf 
VK{ak) 

k 

On a alors 

Val*(/) 

—00 / est analytique sur C tout entier, 

r / est analytique sur la boule fermée VK(T) r 
et ne converge pas si VK{T) r. 

r / est analytique bornée sur la boule VK(T) r 

et ne converge pas si VK(T) r, 
r+ / est analytique non bornée sur la boule VK(T) r 
+00 / ne converge que pour T = 0. 

2.2. Le sous-anneau C[[T]]<r) de C[[T]]. — Si r G R, on note C[[r]](r) l'ensemble 
des / G C[[T]] vérifiant Valx(/) < r; c'est, d'après ce qui précède, un sous-anneau 
de C[[T]] de fonctions analytiques bornées ou pas sur une boule ouverte ou fermée 
suivant les cas. 

Si r G R, on définit la valuation v (r) 
K 

sur C [T (r) par 

v 
(r) 
K 

+00 

k=0 
akTk inf 

KEN 
vK 0<k kr. 

Ceci fait de C[[T]](r) un anneau de Banach et C[[T]](r ) en est un sous-anneau com
plet. 

Soit r G R. Si / •FOO 
k=0 

akTk G C[[T]]<r ) est non nul, soit d(r) (f) le plus grand 
entier k tel que l'on ait v r K f VK{ak) + kr On dispose alors du résultat suivant : 
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194 PIERRE COLMEZ 

Proposition 2.1. — (i) Si g G C[[T]]<r >, alors il existe y G C[[T]p > et z G C[T] de 
degré < d^r\f) uniques, tels que Von ait g = yf + z. De plus, v (r) 

K Z V r K g et 

v r 
K y V r 

K 9 v r 
K f 

(ii) C[[T]](r ) est un anneau principal. 

Remarque 2.2. — (i) Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) comme le montre 
la démonstration du cor. 5.10 par exemple. 

(ii) Les anneaux C[[T]](r) et C[[T]](r ) ne sont pas principaux mais presque; ce 
sont des anneaux de Bézout (tout idéal engendré par un nombre fini d'éléments est 
principal, tout idéal fermé est principal). 

2.3. Conducteur d'Artin d'uniformisantes et valuation de convergence. — 
Soit L une extension finie galoisienne de K, soit TTL une uniformisante de L, et soit 
P G Knr[X] le polynôme minimal de ttl sur KnT. On a P(TTL) = 0 et P'(irL) ï 0, ce qui 
implique, d'après le théorème des fonctions implicites, que P induit un isomorphisme 
analytique d'un voisinage de 7TL sur un voisinage de 0. On note / G 7TL + C/L[[£/]] 
l'inverse de cet isomorphisme qui est donc une solution de l'équation P(f) = U. 

Proposition 2.3. — On a 

CArt,K IIL Val* f 

Nous aurons besoin du résultat suivant. 

Lemme 2.4. — Soient L une extension finie de K et a i , . . . , an G L avec t^(an) < 
• · · < VK{OL\) < +oo, et soient p = ai · · · an et Q{X) = X{X + OL\) · · · (X + an). Alors 
x h-> f3~lQ{x) est un automorphisme analytique de la boule {x, VK(X) > VK{C^I)} et 
son inverse F appartient à Tû^a^T]], mais ne converge pas pour VK(T) = VK((*I). 

Démonstration. — Considérons l'application / W(f) T + f ai · · - a™ - W ) 
Soit / G T0L T 

AI C o m m e J - R 1 ^ / ) f/ 1 1 f 
ai 1 f 

an 
et comme 

f 
ai 

G GL T 
ai 

on a ^ ( / ) G TÛL T 
ai 

Par ailleurs, si / et g sont deux éléments de 
TL\\T}\ vérifiant / - g G TkL\\T]l alors é(f) - élg) G Tfc+1L[[Tll. On en déduit 

le fait que é est une application de TÛL T 
ai dans lui-même, contractante pour la 

topologie T-adique pour laquelle TÛL T 
ai 

est complet. Elle y admet donc un unique 
point fixe F, et ce point fixe vérifie (3~1Q(F(T)) = T; c'est donc l'inverse formel de B-1Q 

et comme F converge si VK(X) > VK(<XI), c'est l'inverse analytique de /3_1Q sur 
la boule {x, VK{X) > ^K(ÛÎI)}. Finalement, F ne converge pas pour VK(X) = ^K(^I) 

car sinon ce serait un inverse analytique de (3~XQ sur la boule (x, VK(X) > ^K(Û^I)} 

et (ai · · · an)~1Q n'est pas injectif sur cette boule (puisque P(0) = P{—a\) = 0). • 

Soient £o = £o(£) et c = c(L). Le résultat suivant est une version renforcée de la 
prop. 2.3 car C(L)VK{^L) = CArt̂ C L̂) par définition de c(L) (cf. cor. 1.3). 
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Corollaire 2.5. — Si on écrit f(U) sous la forme TTL + 7T 1+io 
L 

+00 
i=1 ai TX L 

cu i les ai 
sont éléments de ÛL et ai ne tend pas vers 0 quand i tend vers +00. 

Démonstration. — Soient gi,..., ge-\ les éléments de Go —{1} ordonnés de telle sorte 
que, si c*i = KL — gi(nL), on ait VK{OLÎ) > VK(OLJ) si i < j . En particulier, on a 

vK(ai) 1 + t0 VKÌKL) et VK ai 
e-l 

i=l 
vk(olì) CVK(KL) 

d'après la prop. 1.2 et la définition de to(L) donnée au cours de la démonstration de 
cette proposition. 

Soit Q G L[X] le polynôme défini par Q(X) = P{X + TTL), et soit /3 = ai... ae-i. 

On a Q(X) X e-l 
i=l X + ai et, si F(T) G TL[[T]] est la solution formelle de 

l'équation f3-1Q{F{T)) = T, alors f(U) = nL + F^U). Il suffit donc d'utiliser le 
lemme 2.4 pour conclure. 

3. Valuation de convergence d'un élément de BjR 

3.1. L'anneau B+R. — Soit Ê+ l'ensemble^ des suites x = (x(0),...,x(n),... ) 
d'éléments de Oc vérifiant (x(n+1))p = x^ muni des lois -f et · définies par x + y = 5, 
avec s^ = limm^+00(:z(n+m) + yiv>+™)ym et x · y = t, avec t^ = x^yW. Alors 
E+ est un anneau de caractéristique p, complet pour la valuation V-E, définie par 
VE(X) = vp(x(0>}), et qui contient une clôture algébrique kp de fcp. Si x G Oc, on 
choisit un élément x = (x^)NÇN de E+ avec x^ = x. 

Soit A+ = Vr(E+) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans E+. Il contient 
l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans kp et donc aussi l'anneau OFnr de 
l'extension maximale non ramifiée FnT de F. Si x € A+, on note x G E+ sa réduction 
modulo p, et si x G E+, on note [x] son représentant de Teichmuller dans A+. Tout 
élément x de A+ peut alors s'écrire de manière unique sous la forme J2n=oPn[xn], où 
(xn)neTH est une suite d'éléments de E+. L'application x = Y^n=oPn[xn] *—> 0(x) — 
Y^n=oPnXn^ est un morphisme surjectif d'anneaux de A+ sur Oc, et l'idéal ker# de 
A+ est un idéal principal dont x G ker 0 est un générateur si et seulement si VE(X) = 1 ; 
par exemple £ = [p] — p est un générateur de ker 0. 

Soit B+ = A+[^] et prolongeons 0, par Qp-linéarité, en un morphisme surjectif 

de B+ sur C. L'idéal ker# de B+ est encore principal, et on note B~["R le complété 

de B+ pour la topologie ker#-adique. Par construction, 0 s'étend par continuité en 

un morphisme surjectif de B~["R sur C, et B~j~R est un anneau de valuation discrète de 

corps résiduel C et d'idéal maximal ker#. 

(7) Nous renvoyons aux articles [10] ou [12] pour la démonstration des résultats de ce numéro ; dans 
ces articles (et bien d'autres), les anneaux E+ et A+ sont notés respectivement R et W(R). 
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Notons que À+ s'identifie naturellement à un sous-anneau de B~["R. La topologie 

naturelle sur BjR = lim(B+/(ker 0)n+1) est la topologie de la limite projective, chaque 

B+/(ker 0)n+1 étant un espace de Banach p-adique de boule unité A+/(ker #)n+1. En 

particulier, B~["R est complet comme limite projective d'espaces de Banach. On peut 

aussi décrire la topologie de BjR comme suit. Si n G N et x G B~["R, soit wn(x) le plus 

grand élément w de Z U { + 0 0 } tel que x G pwA+ + (ker#)n+1. Les wn forment une 

famille de semi-valuations sur BjR et la topologie naturelle de B~["R est la topologie 

(de Préchet) induite par cette famille de semi-valuations. 

Le groupe 5fp opère naturellement et continûment sur E+, A + , B+ et BjR, et on 

a wn(a(x)) = wn(x) si n G N, x G B^R et a G ̂ p-

Plus généralement, si K C F est une extension finie de F, et si TTK est une uni
formisante de K, tout élément x de A+[7TK:] peut s'écrire de manière unique sous 
La forme ^]^07r^[a;n], où (xn)nGN est une suite d'éléments de E+. L'application 
r = ^n^o^K^n] ·—•0(x) — ^2n=onKxn^ est un morphisme surjectif d'anneaux de 
A-+[^"K] sur ûc, et l'idéal ker# de A+[7rx] est un idéal principal dont x G ker# est 
an générateur si et seulement si v^(x) = 1/CK ; par exemple Ek = [TTK] — est un 
générateur de ker#. Notons (provisoirement) B~["R k le complété de B+[7Tx] pour la 
bopologie ker0-adique. L'inclusion de B+ dans B+[7Tx] induit un morphisme naturel 
de BjR dans BjR K, et ce morphisme étant un isomorphisme, nous identifierons dans 
la suite les anneaux BjR et BjR k sans plus de commentaire. En particulier, A+[7TK] 

s'identifie à un sous-anneau de BjR k et donc à un sous-anneau de B~["R. Ceci nous 
permet de définir, si n G N et £ G B~["R, WK,u{X) comme le plus grand élément w de 
Z U {+00} tel que x G 7r£Â+[7rx] + (ker0)n+1. L'action de <SK C &F sur B+R laisse 
A.+ [7Rjft:] stable ; on a donc WK,n(&(x)) — WK,n(x) si n G N, x G BtR et a G ^K-

Proposition 3.1. — Si uj est un générateur de l'idéal ker 9 de A+[7TK], si x G BjR7 et si 
(wn)nEN est une suite décroissante d'éléments de ZU{+oo}, les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) w<n < WK,n(%) quel que soit n G N ; 
(ii) il existe une suite (an)nEN d'éléments de A+IKK] telle Que l'on ait x = 
4-00 
71=0 7T wn 

K 
anun dans B + 

dR avec la convention 7T +00 
K 0 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est immédiate. Prouvons la réciproque. 
Comme wn < WK,n{%), il existe bn G A+[7T/<:] tel que x — pWnbn soit divisible par 
ujn+1 dans B^R. Par ailleurs, la suite (wn)neN étant décroissante, bn — 7r^cn~1~Wnbn-i 
est un élément de A+[7Tx] et cet élément étant divisible par uû71 dans B^R, le quotient 
an appartient à A+[7rx], et on a pWnbn = Y^=q TT^ aiU)% quel que soit i G N. Ceci 
permet, en faisant tendre n vers +00, de conclure. • 
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Corollaire3.2. — SineN et si x,y G B~["R; alors 

w k,n x + y inf w K,n X w K,n y et w K,n xy inf 
i+j=n 

w k,i(x) + wK,j (y) 

3.2. Valuation de convergence d'un élément de B~f"R. — Si x G B JR, on définit 

la valuation de convergence absolue CdR(x) G R de x par la formule 

CdR(x) -linf' 
wn(x) 

n 
Plus généralement, si K est une extension finie de F, on définit cdR^x{x) par la formule 

CdR,*rO*0 -linf' 
w k,i(x) 

n 
Remarque 3.3. — Si K est une extension non ramifiée de F, alors CdR,K(x) = cdR(x) 
quel que soit x G B~["R. Par contre, si K est une extension ramifiée de F, le lien entre 
cdR,K et CdR est nettement plus compliqué comme on peut s'en rendre compte en 
utilisant, par exemple, le théorème 4.1. 

Proposition 3.4. — (i) S x / 0, alors C<IYI,K{%) > 0 et C^K(X) = 0 si et seulement 
si x G B+[7TK]. 

(ii) cdR,K(a(x)) = cdR,K(x) sia e&K et x G BjR. 
(iii) cdR,K(xy) > inf(cdR,K(x),cdR,K(y)) etcdR,K(x + y) > mî(cdRnK(x),cdR,K(y)) 

six,y G B+R 

Démonstration. — L'inégalité cdR,K(x) > 0 est une conséquence de la décroissance 
de la suite WK,n(x) ; le reste de la proposition suit de la prop. 3.1, du cor. 3.2 et de 
l'invariance de WK,™ sous l'action de gK 

Si r G R, on note B̂ R K l'ensemble des x G B~|"R vérifiant cdR^(x) > r. D'après 
la proposition 3.4, c'est un sous-anneau de BjR stable par gK. 

3.3. B~[~R et C[[T]]. — Comme B~["R est un anneau de valuation discrète de corps 
résiduel C, il est isomorphe abstraitement à C[[T]]. Il n'existe pas de tel isomor-
phisme qui soit « raisonnable », mais nous allons en utiliser une variante pour donner 
des formules pour la valuation de convergence d'un élément de BjR qui sont moins 
intrinsèques que la définition, mais se prêtent mieux aux calculs. 

Lemme3.5. — L'ensemble des sections &K-linéaires continues s : ÜQ —> A+[7Tx] de 
0 est non vide. 

Démonstration. — Si (ei)iei est une famille d'éléments de ÔQ dont les images dans 
Gcl^K&c forment une base de ÛC/^K^C sur UK, alors (e*)^/ est une base de Ba-
nach de ûc sur ÛK '· tout élément x de &c peut s'écrire de manière unique sous 
la forme J2iei a*e*> ou (ai)iei est une famille d'éléments de OK tendant vers 0 à 
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l'infini (i.e. suivant le filtre des complémentaires des parties finies). De plus, on a 
inf^jVK(Q>I) = [VK(X)]> Si s(ei) est n'importe quel élément de A+[7Tk:] vérifiant 

9(s(ei)) = e*, alors x = J2iej di^is(x) = X^e/ai5(e*) eŝ  une section ^--linéaire 
continue de 6. 

Si s : 0c —> A+[7RX] est une section ^^-linéaire continue de 0, on étend s en une 
appplication if-linéaire de C dans B+[7R#]. • 

Lemme 3.6. — Si s : 0c ~~> A"1"^^] est une section 0K-linéaire continue de 6, si UJ 

est un générateur de Vidéal ker# de A+[7TK], si a G C, et si k,n G N, alors 

w*:,n(^fes(a)) 
+oo si n < k, 

vK(a) si n k. 

Démonstration. — Le cas a = 0 étant sans intérêt, supposons a^O. On peut alors, en 
multipliant a par une puissance convenable de TTK, se ramener au cas 0 < VK{O) < 1· 
Par ailleurs, le résultat étant immédiat si n < k, il suffit de traiter le cas n> k. Comme 
u/f(o) > 0, on a s(a) G A+[7T/<:] par hypothèse et donc WK,n(wks(a)) > 0 = [i^(a)] 
quels que soient k et n. Il reste à prouver que WK,n(wks(a)) ne peut pas être > 1. 
Dans le cas contraire, cela signifie qu'il existe b G A+[7TX] et c G B~[~R tels que 
l'on ait u;ks(a) — TTKb = cjn+1c, et comme s (a) et b appartiennent à A+[TTK], on en 
déduit l'appartenance de c à A+[7r^] puis la divisibilité de b par ujk dans A+[7Tk-] 
et, finalement, en divisant le tout par ujk et en appliquant 0 au résultat, l'inégalité 
VK{&) > 1 qui est contraire à l'hypothèse. Ceci permet de conclure. 

Si s : 0c —• A+[7RX] est une section 0K linéaire continue de 6 et si u est un 
générateur de l'idéal ker# de A+[7TK], on note sw : C[[T]] —> BjR l'application 

/ 
+OO 

k=0 
akTk 'M) 

+00 

k=0 

s(ak)uk. 

Proposition 3.7. — (i) Su induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels topologiques 
de C[[T}) surB+R. 

(ii) Si f +OO 
k=0 akTk et sin EN, alors WKin(su;(f)) Ìnf/c<n VK Clk 

Démonstration. — Pour montrer que sw est une bijection, il suffit de constater que 
l'application inverse sj1 : BjR —• C[[T]] est celle qui à x associe Y2t=oakTk, où 
les ak sont définis par récurrence par l'algorithme suivant : on part de xq = x et, 
supposant Xk construit, on pose ak = 0(xk) et Xk+i = w~1(xk — Su)(a>k))- On a alors 
x = (J2k=o suj(a>k)vk) -f o;n+1xn+i quel que soit n G N, ce qui, faisant tendre n 
vers -f oo, permet de conclure. 
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Maintenant, si / .+00 
k=0 

akTk, on a 

WK,n sw f inf 
fe€N 

w K,n wk Sw ak inf 
k<n 

VK(a>k) 

d'après le lemme 3.6. Réciproquement, si m = infi<n[1 (̂0 )̂] et si no est le plus 
petit entier k < n tel que [^(ofe)] = m, alors WK,no(uk Su(<ik)) > m + 1 si k < n0 
et WK,nQ(wkSu(a>k)) = m si k = n0. Ceci implique que WK,nQ(sUJ(f)) = m et donc 
WKtn{su,(f)) < vjK,n0(suj(f)) < mfk<n[vK{a>k)]- On en déduit le (ii) et la bicontinuité 
de Su, ce qui termine la démonstration de la proposition. • 

Corollaire 3.8. — Si r G R, alors B r 
dR,K 

est l'image de C[[T])^ par su : C[[T]] 

BdR' 

Remarque 3.9. — L'application : C[[T]] —» BjR n'est pas un morphisme d'anneaux. 

4. K comme sous-anneau de B^R 

L'application 9 : BjR —> C induit un isomorphisme de la clôture algébrique de K 
dans BjR sur K, ce qui permet de considérer K comme un sous-anneau de BjR. 
Le but de ce § est de montrer que la filtration de K par la ramification supérieure 
coïncide avec celle induite par la filtration sur B~["R par valuation de convergence. Il 
s'agit donc de démontrer le théorème suivant. 

Théorème 4.1. — Si x e K, alors 

САгЬ,к(х) CdR,x(̂ )-

Lemme 4.2. — CdR,K ' K —> R est un conducteur sur K. 

Démonstration. — La seule propriété d'un conducteur n'apparaissant pas explicite
ment dans la proposition 3.4 est la nullité de C^K sur Knx, mais cela suit du (i) de 
cette proposition et de ce que B+[7r ]̂ contient Fnr[7Tx] = KnT. 

Comme CArt,K et C^R^K sont des conducteurs sur K, il suffit, pour démontrer le 
théorème 4.1, d'en vérifier l'énoncé dans le cas des uniformisantes des extensions finies 
galoisiennes ramifiées de K, que l'on peut supposer être totalement ramifiées, quitte 
à remplacer K par une extension non ramifiée. • 

4.1. L'anneau K[X]p.— Soit donc L C F une extension galoisienne finie, totale
ment ramifiée, de degré e de K, soit 7TL une uniformisante de L et soit P G K[X] 
le polynôme minimal de TÏL. Le polynôme P est un polynôme d'Eisenstein ; on peut 
donc l'écrire sous la forme P(X) = Xe — nK^e-iX6'1 H \-b\X + l), où 7TK est une 
uniformisante de K et 61 , . . . , be-i sont des éléments de ÛK- Soit if [X]P le complété 
de K[X] pour la topologie P-adique. Tout élément de if [X]p peut s'écrire de manière 
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unique sous la forme +00 
k=0 QkPk où (Qjfc)fcÉN est une suite d'éléments de If [X](e x\ 

ensemble des polynômes à coefficients dans K de degré < e — 1. Une telle écriture est 
dite minimale. 

Proposition 4.3. — Soit A c K[X]p l'ensemble des >+OO 
k=0 QkPk avec Qk G 

&K[Xy~l\ pour tout k. Alors A est un sous-anneau de K[X]p, séparé et complet 
pour la topologie (TTK,P)-adique, et l'injection naturelle de ÛK[X\ dans K[X]p 
s'étend par continuité en un isomorphisme d'anneaux de ÛK[[X]] sur A. 

Démonstration. — Si A,B G Û'KIX}^'1^ alors AB est de degré < 2e, et peut donc 
s'écrire sous la forme AB = PQ + R, avec Q,R G ^ ^ [ X ] ^ - 1 ) , puisque P est unitaire, 
à coefficients dans ÛK- Ceci permet de montrer que le produit de deux éléments 
de A appartient à A. Maintenant, que A soit séparé et complet pour la topologie 
(TTK,P)-adique est immédiat; le fait que l'injection de ÛK[X] dans if[X]p s'étende 
par continuité à ^ - [ [ X ] ] suit de l'appartenance de XE à (TTK,P) ; la surjectivité de 

OK[[X]] —» A vient de ce que P G (7TK, X ) , et l'injectivité est une conséquence du fait 
que tout quotient non trivial de ^K[[X]] est de longueur finie sur ÛK- • 

4.2. Le plongement de if [X]p dans BjR 

Lemme 4.4. — LJ = P([7TL]) est un générateur de l'idéal ker# de A+[7r^]. 

Démonstration. — On a 9(UJ) = P(TTL) = 0 et donc u G ker#. Par ailleurs, le po
lynôme P étant un polynôme d'Eisenstein, l'image UJ dans E+ de LU modulo 7TK est 
égale à IIeL OÙ C = deg(P). On a donc V^(LJ) = evp(7TL) = Vp(7TK), ce qui permet de 
conclure. • 

Si Q(X) = Ce-iX6"1 + · · · + c0 G K[X\^~^, on définit vK(Q) comme le minimum 

des VK(CÎ), pour 0 < i < e - 1. On a aussi VK(Q) — [VK(Q(KL))]> 

Lemme 4.5. — Si F G K[X]P et si F ,+00 
k=0 

QkPk K[X]p est l'écriture minimale 

de F, alors F([TTL}) = +00 
fc=0 Qk([ÏÏL])wk converge dans B~f"R, et 

CdR,K F KL linf VK(Qk) 
k 

Démonstration. — Soit s : ÛQ —> A+[ÏÏK] une section Ok-linéaire de 0 vérifiant 
s(7rlL) = [TTL]1 si 0 < i < e — 1 (une telle section existe car les 7r̂  forment une famille 
libre sur kK dans ûc/^K^C)- On a alors F([TTL]) = sw 4-00 

k=0 
Qk(nL)Tk le résultat 

s'en déduit en utilisant la proposition 3.7. 
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Comme ifpfjp est un anneau de valuation discrète complet d'égale caractéristique, 
son corps résiduel K[X]p/(P) = K[X]/(P) = L s'identifie à un sous-anneau^8^ de 
K[X]P. 

Proposition 4.6. — Si x e L et +00 
k=0 

Qx,kPk est récriture minimale de x dans 

K[X]p, alors 

CdR(z) linf 
vK (Qx,k) 

k 
Démonstration. — L'application qui à F i-> F([TTL\) induit un isomorphisme de 
K[X]p sur son image dans B~f"R. De plus, comme 6(F([7TL])) = F(7TL), cet isomor
phisme induit, en passant aux corps résiduels, l'identification de L avec le sous-corps 
K(7TL) de C. Maintenant, si x G L, alors +00 

k=0 
Qx,k([^L])P([^L])K est un élément de 

BtR, algébrique sur K, et dont l'image par 6 est égale à x ; comme 6 induit l'identité 
sur JFT, on a x +00 

k=0 
Qx,k([^L])P([^L])K dans BjR et on conclut en utilisant le 

lemme 4.5. 

4.3. Calcul de C^KÌ^L)» — Soit TTL X FOO 
<k=l 

QkPk l'écriture minimale de 

7TL dans if [X]p, et soit c = c(L) = e · CAit,K{^L)- Le (i) [resp. le (ii)] de la proposition 
suivante montre que l'on a C^K^L) < c/e [resp. C^K(^L) > (c/e)-]. On en déduit 
l'égalité 

CdR,K (TTL) CArt,K (TTL) 

que l'on cherchait à obtenir. 

Proposition 4.7. — (i) Si k > 1, il existe Ck G ÛKIX]^ ^ tel que Qk 7T 
-fcc 
e K 

Ck. 

(ii) La suite Ck ne tend pas vers 0 dans OKIX]^ ^. 

Démonstration. — Le (i) demandant un peu de préparation, nous allons d'abord 
démontrer le (ii). Si on reprend les calculs et les notations de la démonstration du 
cor. 2.5, on voit que VK(P(X)) c 

e 
SÌ VK(X-7TL) to + 1 

e 
Ceci implique que, si Ck tend 

vers 0, alors ,+00 
k=0 

7T -fcc 
e K 

CkPk converge uniformément sur la boule VK(X — ̂ L) to + l 
e 

et y définit donc une fonction analytique F. Comme cette boule contient un conjugué 
g{7TL) de TTL distinct de 7T£, et comme P(#(7TL)) = 0, on obtient, en évaluant F en 
<7(7TL), l'identité F{g{,Ki)) = ^(7TL). Comme par ailleurs, F est constante et F(0) = 7TL, 
on obtient g(7TL) — 7TL> ce qui conduit à une contradiction, et permet de conclure. • 

Le point de départ de la démonstration du (i) de la proposition 4.7 est le résultat 
suivant qui est une simple réécriture du cor. 2.5. 

(8) Si D 1 
P' 

d 
dX 

est la dérivation iC-linéaire continue de K[X]p normalisée par DP = 1, alors la 
réduction modulo P induit un isomorphisme du noyau de D sur L ; l'isomorphisme réciproque étant 
celui qui, à y = Q(ttl), Q e K[X](e~V , associe +00 

fc=0 DkQ (-P)k 
kl 
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Lemme 4.8. — On peut écrire X dans K[X]p sous la forme 

X 7TL 7T 1+to 
L 

+00 

i=l 

7T —ci 
L 

MTTL)P\ 

où Ai G ÛK[X]^e ^ ne tend pas vers 0 quand i tend vers +00. 

Lemme 4.9. — Soient c > 1 et t > 2 des entiers et (Ai)i>\ une suite d'éléments de 

#K[[X]]. Si 

Y X X1 
+00 

i=l 

Ai(X)(X-cTy 

où T est une variable, alors il existe une unique suite (Bi)i>i d'éléments de &K[\Y]] 
telle que X Y yt +00 

i=l 
Bi(Y)(Y~cTy. 

Démonstration. — Si Z est une variable, soit Sz = &K[[Z,Z CT]]. L'anneau Sz 

peut aussi se décrire comme l'anneau des séries de la forme +00 
i=0 

Ai(Z)(T~cZ)i avec 
Ai G ÛK[[Z]] ; il est complet pour la topologie Z-adique. 

Maintenant, si / G Y + YtSYi soit Mf) f ft +00 
i=l 

Ai(f)(f-CT)\ Comme 
y - 1 / G 1 + YSY, on a Mf) G Y + y*Sy. Pour la même raison, Mf) = Y -

f* 
+00 
2=1 Ai(f){f-CTY G y+y 'SV. D'autre part, si f-g G ynSy, alors tl>(f)-tl>(g) G 

yn+t !5y5 et comme t — 1 > 1, cela implique que ^ a un unique point fixe / dans 

Y-\-YtSy. Ce point fixe est l'unique solution dans Y + YtSy de l'équation </>(/) = y , 
et on obtient les Bi en écrivant / sous la forme / = Y + Y1 +00 

2=1 Bi{Y)(Y-cT)\ 

Corollaire 4.10. — II existe une suite (Bi)i>i d'éléments de ÛK[[X]] telle que l'on ait, 
dans K[X]p, l'identité 

KL X jfl+*o 
+00 

i=l 
Х-сгВ.рг 

Passons à la démonstration du (i) de la proposition 4.7. On peut écrire — ic sous 
la forme e —ic 

e 
ri avec 0 Ti e - 1 ce qui permet de mettre TTL sous la forme 

X -F 00 
,i=l Xe — ic B'iPi avec B\ Xri+t0+1 Bi OK ((X)). Par ailleurs, partant de 

l'identité Xe 7Tk 1 + &1X + + 6E_1XE-1 7T 1 
K 

P on peut écrire Xe -ici 
e sous la 

forme 

Xe — ic 
e 7T 

— ic 
e K 

+00 

j=0 

Ei,j IIK-1 P 3 

où (Eij)jew est une suite d'éléments de OK ((X)). Finalement, on peut écrire EijB[ 

sous la forme 

Ei,j B'i 
+00 

h=0 

Rh,i,jPk 
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où (Rh,ij)heN est une suite d'éléments de ÛK[X]^g XK On a alors 

Ck 

h+i+j=k 
7T 

— CI 
E 

K 
3 — ck 

e Ph,i,j &K[X](E-L) 

car C 
e 

MArt,K 7TL 1, et donc —CI 
e 

j — ck 
e 

0 si i + J IFE. Ceci permet de 

conclure. 

5. K · Bj£ et sa filtration par valuation de convergence 

5.1. Les anneaux B+ax et B j . — Si a G A+ est tel que son image a dans Ë+ 

vérifie v^ia) = 1, le sous-anneau A a 
• P 

de B+ ne dépend pas de a. On note Amax 

son complété pour la topologie p-adique et B+ax = Amax[̂ ]. En particulier, on peut 

prendre pour a un générateur u de l'idéal ker 0 de A+ et tout élément de B+ax peut 
s'écrire sous la forme v + OO 

k=0 
akuk où (ajt)jfcçN est une suite d'éléments de B+ tendant 

vers 0 pour la topologie p-adique. Cette série convergeant dans B ~["R, cela nous fournit 
un morphisme de B+ax dans BtR. 

Proposition 5.1. — Le morphisme B+ —> BtR défini ci-dessus est injectif et identifie 

B+ax avec le sous-anneau B 1" 
dR,F 

de BdR-

Démonstration. — Si s : GQ —» A+ est une section ^-linéaire continue de 0, on peut 
écrire tout élément x de A+ de manière unique sous la forme x +OO 

k=0 
s(ak)ujk où 

(ak)ke'N est une suite d'éléments de Gc, et donc tout élément x de Â+ i 
v 

de manière 

unique sous la forme x 
+OO 
k=0 

p ks(ak)u;ki où (ak)kew est une suite d'éléments de 
Gc telle qu'il existe k0(x) G N tel que l'on ait ak G pk-k0(x) Gc si k > k0{x). On 
peut donc décrire Amax comme l'ensemble des séries +OO 

k=0 
p ks{ak)uük où (afe)fcGN 

est une suite d'éléments de Gc tendant vers 0 quand k tend vers +oo. Ceci permet, 
en utilisant la proposition 3.7, de conclure. • 

Comme v^((p(a)) > 1 si v^(a) = 1, on a <p(a) 
P 

e A+ •i et (p s'étend par continuité 
à Amax et B+ax. Cette action de ip est injective mais pas surjective. Pour remédier à 
ce problème, on introduit le sous-anneau Bjtg = nnGN<£n(B+ax) de B+ax sur lequel 
(p est bijectif. 

Proposition 5.2. — (i) Si r €H vérifie 0 < r < 1, alors <z> induit un isomorphisme de 

B r dR.F sur B r/p. 
dR,F 

et on a cdR((p(x)) p-1 cdR(x) 

(u) B 4-
RIG B vt 

dR,F 

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence du (i). En effet, si x G B+g, alors, quel 

que soit n G N, on peut écrire x sous la forme ipn(yn) avec yn G B+ax = B^1^, et 
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donc cdR(x) = p ncdR(y) < p n, quel que soit n G N. On en déduit l'inclusion B+g C 

B 
O+ 

dR,F 
Réciproquement, si a: G B O+ 

dR,F alors cdR(x) p-n et donc x G <pn B i 
dR,F 

quel que soit n G N ; d'où l'inclusion B c+ 
dR.F 

B+ 
rig Le (i), quant à lui, est une conséquence immédiate des lemmes 5.3 et 5.4 ci-dessous. 

Lemme 5.3. — Soit r G R vérifiant 0 < r < 1 et soit x G B+ax. Alors 
(i) cdR(x) r CdR(^{x)) p V. 
(ii) cdR(x) r cdR(<p(x)) p xr 

Démonstration. — Soit LO un générateur de l'idéal ker# de Â+. Il existe v G Â+ tel 
que l'on ait (ç(LO) = LJp +pv. Soit wn — wn(x). On peut, d'après la prop. 3.1, écrire x 

sous la forme +00 
71 = 0 

pWnujnan avec an G À + , et on a 

y{x) 
+00 

n=0 

pwn üüp + pv nv{an) 
+00 

j=o 
LJPJ 

n>j 

n 
3 

pn-1+wnvn-j p an 

Soit w'. infn>j n - j + wn La formule ci-dessus montre que wpj((p(x)) w'j. 

Écrivons wn sous la forme rn -h a(n). 
Si cdR(x) < r, il existe C G R tel que l'on ait a(n) > C quel que soit n G N et 

donc wPj{ip{x)) > C — rj quel que soit j G N ; on en déduit l'implication (i). 
Si cdR(x) < r-, alors a(n) tend vers H-oo quand n tend vers +00 et comme 

wpj((p(x)) > —rj + infn>j a(n), cela permet de démontrer l'implication (ii). • 

Lemme 5.4. — Soit r G R vérifiant 0 < r < 1/p et soit x G B+ . Alors 
(i) cdR(x) r cdR <p-Hx) pr 
(ii) cdR(x) r CdR p-1(x) pr 

Démonstration. — Il existe V2 G A+ tel que l'on ait ((p 1(w))p uj -f pv?,. Soit 
wn = wn(x). On peut alors écrire x sous la forme +00 

71=0 
pWnunan, avec an G A+, et 

on a 

<p-\x) 
4-00 

71 = 0 

pwn [V1 LU >p"1(an) 

+00 

3=0 
LJJ 

p-1 

6=0 m>j 

m 

J 
pTTl-j + Wpm + t V2 .m-j v-1 Lühapm+h 

Soit w'j = inf0<6<p_i,m>j(^ — j + wpm+b). La formule ci-dessus montre que 

wj((P~1(x)) ̂  wj- Écrivons wn sous la forme rn + a{n). 

Si cdR(x) < r, il existe C G R tel que l'on ait a(n) > C quel que soit n G N et 
donc Wj((p~1(x)) > C - r(pj +p - 1), pour tout j G N. On en déduit le (i). 
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Si CdR(#) < r-, alors a(n) tend vers +00 quand n tend vers +00 et comme 
WJ(IP(x)) > —r(pj + p — 1) + inf0<fe<p-i,m>j a(pm + &), cela permet de démontrer 
l'implication (ii). 

5.2. Les anneaux Blog et K>Bf .— La série définissant log p 
P converge dans BjR 

et on note Bj£ le sous-anneau B̂ g [log p 
p 

de B~["R. Cet anneau est stable sous l'action 

de £fp. Si L C K est une extension algébrique de K, on note L · BĴ  le sous-anneau 

de B~["R engendré par L et B^g. 

Si K est une extension finie de F, la série définissant log ttk 
p 

converge dans BdR 
et, si e est l'indice de ramification de K sur F, on a 

log 
7TK 

7TK 

1 

e 
log 

\P 
P 

log IIke p log „ — 1 _e 

et comme \og[îrKep\ G B+g et \og(p 1neK) G If puisque VE(^kbp) = 17r|s:) = 0, 
on en déduit le résultat suivant : 

Proposition 5.5. — On a K · Bj£ K . Brig log IIk 

Proposition 5.6. — (i) Les (log 7TK 
7TK 

j j G N, forment une famille libre sur B 1 
dR,K 

(ii) Si z(p) Q Zp et I Z(P) 0,1 /es /k'1k, i € I, forment une famille libre 

sur B 1" 
'dR,X' 

Démonstration. — Soit s : ûc —> A+[7TK] une section ^^-linéaire continue de 0 et 
soit UJ = [TTK] — TTfcr. Soit Su : C[[X]] —» B~f"R l'application obtenue en composant 
l'application de C[[X]] dans C[[T]] envoyant X sur TT^T, avec : C[[T]] -> B+R. 
Passer de T à X revient à décaler toutes les valuations de convergence de 1, et sw induit 
un isomorphisme de C[[Xll(r) sur B r+1 

dR,K 
quel que soit r G R, r -1 Notons que 

n'est pas un morphisme d'anneaux mais que l'on a quand-même s0J(fg) = sUJ(f)sUJ(g) 
si / ou g est dans K((X)) 

Passons à la démonstration du (i). On a log TTK 
IIk 

log 1 OJ 
IIk 

et donc, si aj, 
0 < j < d est une famille d'éléments de B̂ R telle que d 

,7=0 aj log IIk 
7TK 

\3 0 

on a id 
3=0 

sw 1 aj log(l + X) 3 0 dans C[[X]]. Par ailleurs, si aj G B̂ R Ki alors 

5a;1(aJ) G C[[X]](°) et on est ramené à démontrer que les (log(l-hX))-7, j G N, forment 
une famille libre sur C[[X]](0). Or, si ££=0 bj · (log(l + X))> = 0 avec bj G C[[X]](0) 
si 0 < j < d, alors 60 est divisible par log(l + X) dans C[[X]](°+\ et un argument 
de polygones de Newton montre que cela implique 60 = 0. Une récurrence immédiate 
permet d'en déduire la nullité des bj, ce qui permet de conclure. 

Démontrons maintenant le (ii). Si i G / , on a n i 
K 

7T i 
K 1 OJ 

IIk 
—i et donc, si 

E i e / αίπκ 0, alors E i F / ^ H f e k ) · (1 + X)~l = 0 dans C[[X]]. Par ailleurs, 
si ai G B 1 

dR.KT alors s 1 
OJ 

IIk ai C[[X]](° \ et on est ramené à démontrer que 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



206 PIERRE COLMEZ 

les (1 + X) % i G / , forment une famille libre sur C[[X]](° \ ce qui se fait sans 
problème en regardant le comportement d'une combinaison linéaire au voisinage de 
X = -l. • 

5.3. Le sous-anneau B r 
dR,K 

de B+R. Soit r G R. On utilise l'isomorphisme 

sw C\[T}}^ B r 
dR,K pour définir la valuation v r K sur B r dR,KT par la formule 

v r 
K X V r 

K s 1 
LO X 

Lemme5.7. — Si a,b G C, alors 

vK 6 u-1 Su; ab Su a sw b vK a vK(P) - 1. 

Démonstration. — En multipliant a et 6 par des puisances convenables de 7r#, on se 
ramène au cas 0 < VK(a), VK(b) < 1 et VK(O) 4 -^ (6 ) > 1, le résultat étant trivial si 
vK(a) +vK(b) < lL 

Soient ao,bo G E+ vérifiant 0([ao]) = a et #([&o]) — b. On peut alors écrire Su;(a), 
Suj(b) et Suj(ab) sous la forme 

sw (a) a0 aia;, 8»(b) b0 b\uo et sw(a6) 7TK IK a0b0 eu; 

avec ai, b\, c G A+ [TÏK] · On en tire la formule 

sw (ab) sw(a)sw(b) w 7TKC 7T -1 
K a0b0 a0 b1 b0 ai — a;aiòi 

et la minoration 

vk (9 w-1 sw(a6) sw(a)sw 6 inf ME(OO) vE(b0) VE 7T 1 a00o 

inf 1, vK a vK(b) vK(a) vK(b) 1 

qui permet de conclure au vu des conditions mises sur a et b. 

Lemme5.8. — Sir>\ et si f,g e C[[T]](r\ alors 

v r K sw (fg) sw(f) sw(g) V r 
K f V R 

K 0 r - 1 . 

Démonstration. — Il suffit de prouver le résultat pour / = aTl et g = 6TJ auquel cas 
on est ramené à prouver l'inégalité 

[i + .7 + 1 r V r K 
w-1 Suj(ab) sUJ(a)sUJ b v 

r 
K 'Lji+j(8u(ab) s«j(a>)8u>(b) 

V r 
K 

u'suia) v r 
K UjSu(b) -r-1 vp(a) vp(b) i + j + 1 r-1 

qui est une conséquence directe du lemme 5.7. 

Proposition 5.9. — Si r G R est > 1, si a € B̂ R et si x £ B̂ R alors il existe 

V ^ -̂ dR ]^ et z e C[T] de degré < d^(s~1(a)), uniques, tels que x = ay + sLJ(z). 
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Démonstration. — Posons xq = x et définissons par récurrence, en utilisant le (i) de 

la prop. 2.1, des éléments xk,yk de B̂ R ̂ K et zk G C[T] de degré < d^r\s~1(à)), en 

écrivant s~1(xk) sous la forme s~1(xk) = sZ1(a)sûj1(yk) + zk et en posant xk+\ — 

Xk - ayk - Su Zk On a alors v r 
K Zk V r 

K Xk et 

v r K Xk+i V r K SU, S 1 
w a s E 

LO 
Vk ayk v r 

K S 1 
UJ Xk r - 1 

d'après le lemme 5.8. Comme r > 1, cela implique que les séries +00 
k=0 yk et + OC 

k=0 Zk 
convergent dans B r dR.K" et C[T] respectivement, et les sommes y et z de ces series 
vérifient ay + s^z) +oo 

k=0 Xk - Xk+l X. Ceci permet de conclure. 

Corollaire5.10. — Sir e K est > 1, alors B r dR,K 
est un anneau principal. 

Démonstration. — Soit / un idéal non nul de B r 
dR,X 

La proposition précédente 
montre que sw-1 (I) fl C[T] est non réduit à 0, et que, si P est un élément non nul 
de sw-1 (I) nC[T] de degré minimal, alors s^iP) est un générateur de / , ce qui permet 
de conclure. 

Proposition 5.11. — Soit r eH, r > 1, et soit^ K r K B r dR,K Si ei , . . . ,ed G 

K sont linéairement indépendants sur K , alors ils le sont encore sur B r dR,K 
Démonstration. — Soit a\e\ + · · · + akek = 0 une combinaison linéaire à coefficients 

(r~ ) 
dans B̂ R }K de longeur minimale. Soit L une extension finie de K contenant ei , . . . , ek. 
Appliquant a G % à la relation a\e\-\ h akek = 0, utilisant le fait que a(ei) = ei 
si 1 < i < k et la minimalité de notre relation, on en déduit les relations a\a(ai) = aia (ai) quels que soient l<i<ketaEL. Ceci implique que ai 

AI 
G L quel que soit i. 

Comme par ailleurs B̂ R *K est un anneau principal, il est intégralement clos dans son 

corps des fractions et donc ai 
AI 6 BdR,K L C Z ( ° Ceci permet de conclure. 

5.4. L'anneau #-B+g. — Si r G R, on note (K-B+g)^ l'anneau (Ä'-B1+g)nB^Ä-. 

Proposition 5.12. — La filtration de K · Bĵ g par valuation de convergence est donnée 
par 

K Bl+og r4 K B\og r K(r) Blog 

ET K . Blog r K(r-) 
Bltg si R E R E F R > l , 

K-Kë 1+ K(1) 
Bltg 

(9) Comme CdR K:(aO G R si x G liT, on voit que K^r ^ est aussi la réunion des pour s < r bien 

que B r-dR,K soit strictement plus gros que la réunion des B s 
dR,K 

S < r. 
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et K ' Bl+og 1 K i 
rig> 

K B£g .r K · B+ 
rig 

si r G R et 0+ r 1 

if B£g '0' B+[7TK]. 

Démonstration. — Soit x e K - BĴ  . On peut écrire x sous la forme x n. 
i=l Oi%X% 

avec ai £ K et Xi £ ^\og- Soit ^ une extension finie de if contenant les ai et, si 

r G R, soit L<r) = LnK{r). Les L(r) forment une filtration croissante exhaustive de L 

et, L étant de dimension finie sur if, cette filtration ne comporte qu'un nombre fini de 

sauts 0 = 7*1,..., rd> Soit r le plus petit élément de {r*i,..., r^} tel que x appartienne 

à L(r) Bĵ g. Soit e\ = 1, e2,..., e*; une base de L(r) sur l/r \ Comme K^r ^ est une 

extension galoisienne de if, et l/r ) = L̂ r̂  fl if^r \ les e*, 1 < i < k forment encore 
—(r~) 

une famille libre sur if 

On peut alors écrire x sous la forme x = X^=1 /^e* avec G l/r ) · Bĵ g et les 

i > 2 non tous nuls. Maintenant, si r > 1, alors, d'une part Bĵ g C B ^ ̂ K et, d'autre 

part, d'après la proposition 5.11, les forment encore une famille libre sur B̂ R ̂ K ; 

on a donc x £ ^dR^K- Comme CdR,ic(̂ ) < r puisque x G l/r) · Bĵ g, on en déduit 

l'égalité CdR,/<:(x) = r. Ceci permet de démontrer les égalités (if-Bj^ )(r) = if ^ -B^ 
et if B\og r K r B+g, puis l'égalité 

*'Bl+og r+ 
s>r K • B>+og s s>r 

K{s) 
Bltg K{r] 

B£g' 

cette dernière suite d'égalité étant encore valable si r = 1. Les trois égalités restantes 
sont alors des traductions des propositions 5.6 et 5.2 et du (i) de la prop. 3.4. • 

Corollaire 5.13. — Si x G if · B ĝ vérifie C^R^K^) > 0+, et si u G B̂ g est non nul, 
alors cdR,K(ux) = cdR,K(x). 

Remarque 5.14. — Une petite modification de la démonstration de la prop. 5.12 per
met de montrer que l'application de K[u] ®Fnr B^ dans BjR, envoyant auk (G) ¡3 sur 

a/3 · (log p 
p 

k est injective. En particulier, cela montre que 

(i) log P 
P 

est transcendant sur BHg' 
(ii)if Ko Bltg BdR eŝ  injective. 

Ces deux résultats (classiques flll) sont à la base de la théorie des (</?, iV)-modules 
filtrés. En particulier, la transcendance de log r 

P 
sur Bjf[ permet d'étendre l'action 

de (p à B,̂  en posant < (̂log p 
p 

plog P 
P 

et de munir Bj£g de la B Jg-dérivation N 

normalisée par iVYlog p — 1. Les actions de (p et N ainsi définies commutent à 
celle de Sfp et on a Ncp = pipN. 
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6. Représentations de de Rham 

6.1. Le (</?, N, %-)-ttiodule attaché à une représentation de de Rham. — 
Dans tout ce §, V est une (^-représentation de de Rham de ^K, de dimension d, à 
poids de Hodge-Tate < 0. Si L est une extension finie de K, soient (10) 

Dcris,L(F) B+ 
rig 

Qp V gL Dst,L V Blog 
QP V gL 

et DdR,L(V) BdR QP V gL 

Alors T>Ctïs,L(V) et Dst,L(^) sont des L Pi Fnr-espaces vectoriels de dimension < d 
munis d'actions de cp et AT, avec Nip = pipN et DcriS,L(̂ ) = Dst,L(̂ )iV:=0- Si L est 
une extension galoisienne de K, alors T)CTis,L(V) et Dst,L(^0 sont, de plus, munis 
d'une action semi-linéaire de gk agissant à travers Gal(L/if ), qui commute à cp et AT, 
et on retrouve DcriS?K(Vr) et Dst,i<:(Vr) en prenant les points fixes par Gk Comme 
on a supposé V de de Rham, DdR,L(V) est un L-espace vectoriel de dimension d, 
qui est muni, si L est une extension galoisienne de K, d'une action semi-linéaire de 
&K agissant à travers Gal(L/if), et on retrouve T>^K(V) en prenant les points 
fixes par ^K- Finalement, l'application naturelle de L®z,nFnr DST(V) dans D^LÇV), 
induite par l'inclusion de L · B ĝ dans BjR, est injective. 

Soit Dpst,i<:(F) = ULDst)L(F), où L décrit l'ensemble des extensions finies de K 
contenue dans K. C'est un Fnr-espace vectoriel qui est a priori de dimension < d, mais 
est en fait de dimension d car toute représentation de de Rham est potentiellement 
semi-stable (cf. note 2). Par ailleurs, T>Pst,K(V) est muni d'actions semi-linéaire de (p 
et linéaire de AT, avec Nip — p<pN, et d'une action semi-linéaire de continue pour 
la topologie discrète sur Dpst,K(Vr)î et commutant k (p et N. En résumé, Dpst,K(F) 
est un (</?,N\^K)-module. De plus, on a 

K JPnr L>Pst,*: V K 
K "E>dR,K V 

Fnr F ^st,K V Dpst,/̂  V g0k Fnr F Dcris,K V L>Pst,K V N=0 K 

6.2. Ramification et valuation de convergence. — On munit T>pst,K(V) et 
L>dR,x(Vr) respectivement des filtrations de ramification et de convergence, en posant, 
si r G R, 

D r 
pst,AT 

V 's>r Dpst,X y g 8-1 K U LCK(r) Dst,L(V) 

D r 
dR,K 

V s>r B s 
dR,K QP V gk B r 

'dR,K QP V gk 

(10) On peut définir Dcris et Dst en utilisant B̂ g et B̂ g au lieu de Bcris et Bst car, d'une part, les 
périodes des représentations p-adiques vivent dans des sous-Qp-espaces vectoriels de dimension finie 
de Bst et donc appartiennent au sous-anneau B>+og i 

• 
de Bst, et, d'autre part, on a supposé que les 

poids de Hodge-Tate de V sont < 0, ce qui permet de remplacer B̂ g i 
t 

par B+g 
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Théorème 6.1. — Soit V une représentation de de Rham de à poids de Hodge-
Tate < 0. 

(i) Sir 1 alors D r dR,K V K Fnr D r pst,K 
y gk 

(ii) Sir 1 alors D r dR,K V D O 
dR,K V K Ko Dcris y 

Démonstration. — Comme Dpst)K:(y) est de dimension finie, la filtration par les 
DPSL K(V) n'a qu'un nombre fini de sauts. Il existe donc une extension finie L de if, 

galoisienne et incluse dans K^r\ telle que l'on ait L>Pst,i<:(̂ 0 = N̂R ®M0 Dst>Af (y)î 

pour toute extension finie galoisienne M de if, contenant L et incluse dans if , si 

s > r est assez petit. 
Par ailleurs, on a M <g>M0 Dst,M(y) = M (g^ (M · B ĝ ®Qp y)^K par descente 

étale. On en déduit, en passant à la limite inductive, que 

K(s) 
pnr D r 

pst.AT 
V K s K if s Blog QP V gk 

si s > r est assez petit. On a donc if Fnr D r pst,K 
V gk if s B\og Qp V gk 

pour tout s > r assez petit. 
Comme V est potentiellement semi-stable à poids de Hodge-Tate < 0, on a 

DdR,*:(y) = (K · B+g ®Qp V)*K. Il résulte donc de la prop. 5.12 que D(s)dR K(V) = 

(K(s) · B+g <g>Qp V)*K, si s > 1. On en déduit le (i). 

Le (ii) est, quant à lui, une conséquence de ce que (if · Bĵ g)(s) = if · B ĝ, si 
0 < s < 1 (cf. prop. 5.12). 

Rappelons que ces filtrations permettent (cf. n° 0.3 et n° 0.4) de définir les conduc
teurs d'Artin et de Swan de V et Dpst,K(y)- Le théorème ci-dessus permet de com
parer ces invariants : 

Corollaire 6.2. — Si V est une représentation de de Rham de à poids de Hodge-

Tate < 0, alors 

CArt,K(y) CArt,K ;DPst(y) et CSw,x(y) CSw,K Dpst(y) 

Démonstration. — Le groupe Èfj<- agissant de manière discrète sur Dpst,K:(y), le théo
rème de Hilbert 90 nous donne, si r > 1, l'égalité 

dimK K jPnr D r 
pst.K 

V gk dim n̂r D r 
pst,X 

y 

d'où l'on déduit que dimKDdr{V) = dim n̂r D ^ ( V ) grâce au (i) du théorème 6.1. 
On en déduit l'égalité des conducteurs de Swan. Pour démontrer celle des conducteurs 
d'Artin, constatons que 

CArt,K(y) CSw,K(y) dim y 

0<r<l 
dim^ D a 

dR,K 
V s<r D S dR,K V 
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et comme D fs 
dR,K V D O 

dR.K V K Ko Dcris(F) on obtient la formule 

CAvt,K(V) CSW,K(V) dim V dimF Dcris V 

Par ailleurs, on a par définition, 

CArt,K Dpst(y) CSw,k DpSt(F) dimi?nr Dpst V dimirnr Dpst (V) N=0 <SK 

et comme T>pst(V)N=° 
C#0 K Fnr Ko Dcris(^) on voit que 

CArt,K (V) CSw,k (V) CArt,K(E>pst(̂ ) CSw,K(E>pst(V) 

Ceci permet de conclure. 

6.3. Application aux ^-représentations. — Soit E une extension finie de Qp. 
Une ^-représentation de &K est un ^-espace vectoriel de dimension finie muni d'une 
action J5-linéaire de Gk Comme E est de dimension finie sur Qp, on peut aussi voir 
une ^-représentation V comme une Qp-représentation de dimension [E : Qp] dim^ V. 

Proposition 6.3. — Si V est une E-représentation de et si L est une extension 
finie de K, alors DcriSj£(V) et Dst>L(F) sont des E <S>qp (L fl FnT)-modules libres. 

Démonstration. — E <S>qp (L D Fnr) est un produit fini d'extensions finies Ei, i G / , 
de L fl Fnr et (p permute ces extensions, ce qui permet de montrer que la dimension 
de la ^-composante de DCHS,L(^) et DSTJL(̂ 0 ne dépend pas du choix de i. On en 
déduit le résultat. 

En général, il est faux que T>dR,L(V) soit un E <S>qp L-module libre, mais c'est le 
cas si V est une représentation de de Rham. La proposition précédente permet alors 
d'étendre tous les résultats du n° 6.2 aux ^-représentations et d'obtenir les énoncés 
mentionnés dans l'introduction. 

Remarque 6.4. — Il faut tout de même faire attention au fait que, même si V est 
de de Rham, la filtration de Hodge sur T>dR,L(V) (qui n'est utilisée nulle part dans 
ce texte) n'est pas, en général, constituée de E ®Qp L-modules libres. Le cas le plus 
simple où ce phénomène apparaît étant celui de la représentation V associé au module 
de Tate d'un groupe de Lubin-Tate associé à E, qui est une ^-représentation de GE 
de dimension 1, mais le Fil0 de DdR,i,(V) est de dimension [E : Qp] — 1 sur L et donc 
ne peux pas être un E ® L module libre. 
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