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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET
REPRESENTATIONS DE DE RHAM

par

Pierre Colmez

Résumé. — La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine « de Rham implique
potentiellement semi-stable » est maintenant un théoréme : Berger a montré comment
associer a4 une représentation de de Rham un module différentiel avec structure de
Frobenius sur l’anneau de Robba, ce qui permet de ramener cette conjecture a la
conjecture de monodromie de Crew qui a ensuite été démontrée par André, Mebkhout
et Kedlaya de maniére indépendante. Dans cet article, nous donnons une nouvelle
démonstration de la conjecture de Fontaine ne s’appuyant pas sur la théorie des
équations différentielles p-adiques.

Abstract (Finite-dimensional vector spaces and de Rham representations). — The p-adic mon-
odromy conjecture of Fontaine “de Rham implies potentially semi-stable” is now a
theorem : Berger showed how to attach to a de Rham representation a differential
module with a Frobenius structure over the Robba ring, which reduced Fontaine’s
conjecture to Crew’s monodromy conjecture proved afterwards, independently by
André, Mebkhout and Kedlaya. In this paper, we give a new proof of Fontaine’s
conjecture which bypasses the theory of p-adic differential equations.

Introduction

0.1. Notations. — Soient kr un corps parfait de caractéristique p, O = W(kr)
Panneau des vecteurs de Witt & coefficients dans kp et F = ﬁp[%] le corps des
fractions de O, ce qui fait de F' un corps complet pour la valuation p-adique v,
(que T'on suppose normalisée par v,(p) = 1), d’anneau des entiers O et de corps
résiduel kp.

On se fixe une cloture algébrique F de F'. La valuation vp s’étend de maniére unique
4 F et on note C le complété de F pour la valuation vp. Si K C F est une extension
algébrique de F', on note Ok I’anneau des entiers de K et kx son corps résiduel.

Classification mathématique par sujets (2000). — 118S.
Mots clefs. — p-adique, Banach, représentations, semi-stable, anneaux de Fontaine.
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118 PIERRE COLMEZ

On se fixe aussi un systéme (™), cn d’éléments de F vérifiant ¢(® =1, e £ 1
et (E("+1))” =¢(™ sin € N. Ceci fait de €™ une racine primitive p™-iéme de I'unité.

Si K est une extension finie de F', on note K, le corps K(¢(™) et K, I’extension
cyclotomique de K réunion des K,. On note ¥k le groupe de Galois Gal(F/K) et
X : 9k — Zj le caractére cyclotomique. Soit aussi J#k le noyau de la restriction de
X & Yk de telle sorte que % = Gal(F/Ko) et soit Tx = ¥/ H#5 = Gal(Ko/K).
Alors x se factorise & travers I'x et 'image de ' par x est un sous-groupe ouvert
de Z;.

0.2. La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine. — Soit K une
extension finie de F' et soit V une Qp-représentation de dimension d de ¥k, c’est-a-
dire un Q-espace vectoriel de dimension d muni d’un morphisme continu de groupes
de ¥x dans GL(V). Soient B}, C B, c BI; les anneaux introduits par Fon-
taine [14, 15, 17] pour classifier les Q,-représentations de ¥k venant de la géométrie,
et soit t € B:’ris le « 2im p-adique de Fontaine ». Rappelons que V est de de Rham si
Biz[3] ®q, V est isomorphe a (B};[1])¢ en tant que ¥x-module, ce qui équivaut a
ce que le K-espace vectoriel Dgr(V) = (Bji[1] ®q, V) soit de dimension d. De
méme, V est semi-stable si Bf[1] ®q, V est isomorphe & (B};[1])? en tant que -
module. Une représentation semi-stable est a fortiori de de Rham ; réciproquement,
une représentation de de Rham est semi-stable si et seulement si Dgr(V) posséde
une base sur K constituée d’éléments de B};[1] ®q, V. On dit que V est potentiel-
lement semi-stable s’il existe une extension finie L de K telle que V soit semi-stable
en tant que Q,-représentation de ¢7. Une représentation potentiellement semi-stable
est de de Rham (car B} contient F') et notre but, dans cet article, est de donner une

nouvelle démonstration du résultat suivant qui avait été conjecturé par Fontaine [18].

Théoréme 0.1. — Toute représentation de de Rham de Yx est potentiellement semi-
stable.

Les démonstrations existantes () de ce théoréme passent par la théorie des équa-
tions différentielles p-adiques. En utilisant la théorie des (i, I')-modules [16, 6], Ber-
ger [4] a associé & une représentation de de Rham V' un module différentiel Nzig(V)
avec structure de Frobenius sur ’anneau de Robba et a montré que V était semi-stable
si et seulement si ce module était quasi-unipotent, réduisant ainsi la conjecture de Fon-
taine & la conjecture de monodromie p-adique de Crew [13]. La conjecture de Crew
a ensuite été démontrée de maniére indépendante par André [1], par Mebkhout [25]

et par Kedlaya [24] ; je renvoie & [10] pour plus de détails. Des trois démonstrations

(1) Depuis la premitre version de cet article, Fontaine [20] a fabriqué une autre démonstration évitant
le recours a la théorie des équations différentielles p-adiques; un de ses ingrédients n’est pas sans
rappeler les techniques du n° 3.3 de cet article.
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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRESENTATIONS DE DE RHAM 119

de la conjecture de Crew & notre disposition, celle de Kedlaya est celle qui utilise
le moins la théorie des équations différentielles p-adiques : elle repose a la place sur
une classification & la Dieudonné-Manin des ¢-modules sur ’anneau de Robba, ce
qui lui permet par dévissage de se ramener au cas d’un module isocline traité par
Tsuzuki [29, 8]. '

0.3. Principe de la démonstration. — Notre démonstration de la conjecture de
Fontaine est paralléle & celle obtenue en combinant les travaux de Berger et Kedlaya,
mais évite complétement la théorie des (o, ')-modules et celle des équations différen-
tielles p-adiques (il reste quand-méme un fantéme de ces théories dans la démons-
tration de certains points). Elle a été obtenue en deux temps. Comme nous I’avons
indiqué ci-dessus, le seul point ou la théorie des équations différentielles p-adiques est
utilisée dans les travaux de Kedlaya est a travers le théoréeme de Tsuzuki. Or celui-ci
admet un équivalent (prop. 0.2 ci-dessous), di & Sen [26], dans la théorie des repré-
sentations galoisiennes (cf. [4, n° 5.6] pour I’équivalence des résultats de Sen et de
Tsuzuki) ; avec ce fait en téte, il n’est pas treés difficile de fabriquer une démonstra-
tion de la conjecture de Fontaine ne faisant pas référence aux équations différentielles
p-adiques, en faisant du mécano avec les arguments de Berger et Kedlaya (c’est cette
démonstration qui apparait en filigrane dans cette introduction). Par la suite, des
questions provenant de la théorie des déformations de représentations galoisiennes [5]
nous ont amené & essayer de rendre les ingrédients de la démonstration les plus directs
possibles (et & expliciter comment les constantes se comportent dans une famille) dans
I’espoir que ceux-ci s’adaptent & une démonstration « en famille ».

Nous remplagons le théoreme de Dieudonné-Manin de Kedlaya par un résultat
analogue (cf. prop 0.3) pour certains g-modules sur ’anneau ﬁ:i'g = Nnene™(BZ,,), et
utilisons cette décomposition pour une variante ﬁ;’i'g(V) du module NIig(V) de Berger.
Le théoréme de T'suzuki est remplacé par le résultat suivant de Sen [26] (bien antérieur
a la définition de représentation semi-stable!), selon lequel une représentation de de
Rham dont les poids de Hodge-Tate sont nuls (ce qui se traduit par I’existence d’un
isomorphisme de ¥x-modules de Bl; ®q, V sur (Bjz)?) est potentiellement non

ramifiée et donc, a fortiori, potentiellement semi-stable.

Proposition 0.2. — Si 'V est une représentation de Hodge-Tate de Y, les deuzx condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Vinertie de 9k agit d travers un quotient fini;

(ii) les poids de Hodge-Tate de V sont tous nuls.

Le dévissage permettant de se ramener au cas « isocline » est un peu plus délicat
que dans le cas des équations différentielles p-adiques, et repose sur des calculs de co-
homologie galoisienne dans les anneaux de Fontaine et, plus précisément (cf. prop. 0.4
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120 PIERRE COLMEZ

ci-dessous) sur un énoncé du type « H; = Hy; » pour les %x-modules
h__a
Uh,a = ( crls)¢ =" et U;t,a = (B:":)tp P

Les méthodes pour faire ces calculs, bien que relativement techniques, sont parfaite-
ment huilées : elle remontent & article fondateur de Tate [28].

Signalons que Fontaine avait démontré [19] le théoréme 0.1 ci-dessus (avant qu’il
ne soit démontré en toute généralité) pour les représentations de dimension 2, par une
méthode qui rappelle un peu celle décrite ci-dessus.

L’analogue du théoreme de Dieudonné-Manin auquel il a été fait allusion plus haut
est le suivant

Proposition 0.3. — Soit M un sous-Blg-réseau de (BlR)? et soit Myz = {z €
(B;tg 4, p"(x) € M, quel que soit n € Z}. Alors Mrlg est un Brlg -module libre de
rang d, et il existe une base ey, ...,eq de Mg sur Bng vérifiant :

(i) il existe h€ N et ay < --- < ag € N tels que p"(e;) = p*e; si1 <i<d;
(ii) ¢™(e1), ..., 9" (eq) est une base de M sur BIy quel que soit n € N.

Rappelons que ’on obtient B, & partlr de Bms en lui adjoignant un analogue
p-adique u de logp. On a alors BY; = B}, [u], et la dérivation N = — & : B}, — B},
commute a l'action de ¥k. Le résultat du type « Hy !'= HL» auquel il a été fait
allusion ci-dessus est alors le suivant. (Le corps Ej apparaissant dans ’énoncé est

Pextension non ramifiée de degré h de Qp.)

Proposition 0.4. — Soient a et h des entiers > 1.

(i) Soit o — ¢, un l-cocycle continu d valeurs dans Uy, tel que o — ¢~ ™(cy)
soit un cobord dans BdR, pour tout n € N. Alors, si a # h (resp. si a = h), il existe
c€ Uy, (resp. c€ E Ku+Upq) tel que lon ait c; = (0—1)-¢, quel que soit o € Y.

(ii) Soit o — ¢, un 1-cocycle continu & valeurs dans Uy, , tel que o — N*(p™"(c,))
soit un cobord dans By, pour tous k,n € N. Alors il eziste c € Uj, , tel que lon ait
¢e = (0 —1)-¢, quel que soit 0 € Y.

0.4. Démonstration de la conjecture de Fontaine. — Nous renvoyons aux
n°0.5 et n°0.6 pour des commentaires sur la démonstration des propositions 0.3
et 0.4; nous allons maintenant montrer comment on peut en déduire la conjecture
de monodromie de Fontaine. (L’anneau ﬁfgg apparaissant ci-dessous est défini par
B;‘;g Nneny™(BZ); on a aussi Blog = i’:;‘i'g[u], et on aurait pu définir les Y-
modules Up g et U}, , par Up o = (B;‘;g) L T A (ﬁfgg)“’h:pa.)

Soit V' une représentation de de Rham de ¥, de dimension d, & poids de Hodge-
Tate < 0 (on peut s’y ramener en tordant par une puissance convenable du carac-

tére cyclotomique). Soit N (V) = BIR ®k D4r(V); 'hypothése selon laquelle les
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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRESENTATIONS DE DE RHAM 121

poids de Hodge-Tate de V sont < 0 implique que N;’R(V) est un sous-BIR-réseau de
Soit N;‘i'g(V) ={z € B;:g ®q, V | ¢ () € N}z(V), quel que soit n € Z}. La
proposition 0.3 ci-dessus appliquée & M = NIR(V) nous fournit le résultat suivant :

Proposition 0.5. — Nt (V) est un ﬁzg-module libre de rang d. Plus précisément,
+

rig
N:;g(V) posséde une base e1,...,eq sur B, vérifiant :
(i) il existe h € N et ay < -+ < aq € N tels que p"(e;) = p¥ie; si1<i<d;

(ii) ¢™(e1),--.,¢"(eq) est une base de NI (V) sur Bl quel que soit n € N.

Comme N (V) est isomorphe & (BJz)? en tant que ¥x-module, la proposition 0.6
ci-dessous montre qu'il existe une extension finie L de ¥k telle que B} ®x, N} (V)
rig

contienne d éléments indépendants sur B:R, fixes par I,. Mais B/ Q5+ Nt (V) est
rig

log rig
inclus dans ABll'gg ®q, V, ce qui prouve que V est semi-stable en tant que représentation
de I, et donc aussi en tant que représentation de ¢, ce que ’on cherchait & démontrer.

Proposition 0.6. — Soit Y un ﬁxg-module libre de rang d muni d’actions semi-
linéaires de ¢ et Yx commutant entre elles. SiY posséde une base eq,...,eq sur E;Eg
vérifiant :

(i) il existe h € N et a1 < -+ < aqg € N tels que p"(e;) = p®e; si1<i<d,

(ii) le Bz -module engendré par ¢™(e1),...,p"(eq) est isomorphe & (B}R)? en tant
que Y -module, quel que soit n € N,

alors il eriste une extension finie L de K et une base f1,..., fq de ﬁltg ®§xg Y
sur B vérifiant les conditions suivantes :

log
(a) fi est fize par le sous-groupe d’inertie I de Y.

(b) fi = e; + Y521 e, avec a;j € U}, 40—, (et donc ¢"(f;) = pie;);

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal r de I’en-
semble {a1,...,aq}. Si 7 = 1 (i.e. si tous les a; sont égaux & un entier a), alors
W = Epe; @ - -+ @ Epeq est 'ensemble des ¢ € Y vérifiant " (x) = p%z; c’est donc
un En-espace vectoriel de dimension d stable par ¥x. D’autre part, le ¥x-module
Blr ®q, W = @} B, ®g, ¢'(W) est isomorphe & (BI;)"?, d’apres la propriété
(ii) de la base e1,...,eq. Ceci signifie que W, vu comme Q,-représentation de Y,
est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls; on
déduit du théoréme de Sen (prop. 0.2) Pexistence d’une extension finie L de K telle
que les e; soient fixes par I, ce qui conclut ’étude du cas r = 1.

Si r # 1, soit s le plus petit entier tel que as41 # a;, et soient Y’ le sous—ﬁ;‘;g-
module de Y engendré par ey,...,e; et Y = Y/Y’. Comme a; > a,, pour tout
j 2 s+ 1, le Ep-espace vectoriel engendré par ey, ...,es est aussi ’espace ye'=p,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



122 PIERRE COLMEZ

On en déduit que Y’ est stable par ¢ et ¥k, ce qui fait que Y’ et Y” sont munis
d’actions de ¢ et ¥k commutant entre elles. D’autre part, si n € N, on a la suite
exacte

0— Bir ®+ ¢"(Y') = Bl ®z+ ¢"(Y) = Bl ®zs ¢"(Y") =0
rig rig rig
de BjR—modules munis d’une aétioh de %k . On en déduit la suite exacte
0— (B:R QF+ ‘Pn(Y/))gK - (BIR RF+ ‘Pn(Y))gK - (B:R ®F+ ‘Pn(Y"))gK,
rig rig rig

et comme dimK((B;’R®§+ ©™(Y))¥%) = d, par hypothese, et dimg M¥x < rgB:RM,
rig

si M est un-Bz-module libre de rang fini muni d’une action de %, on en déduit le fait
que Y’ (muni de la base ey, ..., e,) et Y” (muni de la base €541, ...,€4, ol €; désigne
l'image de e; dans Y"') vérifient les conditions de la proposition. On peut appliquer
les résultats obtenus pour r = 1 4 Y’ et ’hypothése de récurrence & Y, ce qui nous
fournit une extension finie L de K et des o;; € U;L,ai—aj’ pour s+ 1< j <1 <d,
tels que Iy, agisse trivialement sur g; = e1,...,9s = es et sur g, = €; + Z;;iﬂ o j€5,
pour s +1 < i < d. Soit g; = ei+zz;i+1ai,jej sis+1<i<d. Siocelpetsi
i > s+1,alors (6 —1)-g; € Y’, ce qui permet de I’écrire sous la forme Zzzl Bi.j.0€5)
et comme g; vérifie ©"(g;) = p®g;, 'application o — Bi,j,o est un l-cocycle sur I, &
valeurs dans Uy, ., -

Soit M,, le sous-B_z-module engendré par ¢™(e1),...,¢"(eq). Comme la matrice
de passage de e1,...,eq & g1 + N*(g1),...,94 + N¥(gq) est triangulaire supérieure
avec des 1 sur la diagonale, les ¢"(g; + N*(g;)) forment une base de M,, sur Bl
dans laquelle la matrice de o € Iy, est (10" Bl';':‘;" ), ott By 5o est celle des ©™(B;j,0 +
N*(B; j.0))- L’hypothese selon laquelle M, est isomorphe & (Blz)¢, en tant que ¥x-
module, se traduit donc par la nullité de 'image, dans H*(I L,BIR), des cocycles
o ©"(Bij.o + N*¥(Bijo)), pour s+1 <i<detl<j<d, quels que soient n € Z
et k € N. On déduit de la proposition 0.4 I'existence de 53; ; € U;z,ai—a,- tel que I'on
ait Bij,o = (1 — o) - B, pour tout o € Ir. Il suffit alors de poser f; = g; si i < s et
fi=g+ Z;zl Bi,jei si s+ 1 < i < d pour obtenir une base de ﬁltg ®g+ Y vérifiant
les conditions souhaitées. Ceci permet de conclure. -

0.5. Remarques sur le théoréme « de Dieudonné-Manin ». — Les travaux

(que Kedlaya note T'28__ ...) au lieu de

de Kedlaya et Berger utilisent I’anneau B! an.con

rig
P’anneau B:;g ; cet anneau contient B:“ig et peut s’obtenir en localisant et complétant

ﬁ;’i'g. C’est un anneau de Bézout [tout idéal engendré par un nombre fini d’éléments est
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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRESENTATIONS DE DE RHAM 123

principal (cf. [24, th. 3.20]) et tout sous-module fermé () d’un module libre est libre
(la démonstration de [4, th. 4.10] pour ’anneau de Robba s’étend sans probléme)].
Par ailleurs, tout ¢p-module Y de rang d sur ﬁlig admet une base ey, ..., eq vérifiant
" (e;) = ptie;, ou h est un entier > 1 et a; < --- < aq € Z (théoréme de Dieudonné-
Manin de Kedlaya [24, th. 4.16]; ce théoréme est loin d’étre une évidence). Pour
M?

démontrer la proposition 0.3, on peut appliquer ce qui précede & ¥ = ]A?;Iig ®
t

et obtenir une base ej,...,eq de Y sur ﬁrig
un élément z de ﬁlig vérifiant " (z) = p®z appartient & B;Eg (cf. [4, prop. 3.2] ou
lemme 10.10), cette base est en fait constituée d’éléments de M. Pour démontrer que

les e; forment une base de M sur ﬁ:;g, on utilise des résultats standard (du type

B+
Brig

ayant les propriétés voulues. Comme

« suites exactes fondamentales ») dans les anneaux de Fontaine (cf. lemme 3.25 et
cor. 3.26).

La démonstration de la proposition 0.3 que nous donnons dans le texte principal
est totalement différente de celle esquissée ci-dessus : & la place du théoreme de Ked-
laya, nous utilisons la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension finie développée
dans [9] pour construire la décomposition. Le principe de la démonstration est d’étu-
dier les sous-Ej-espaces vectoriels W, o, = (Uh,a)d N Miiz de M,z (ol 'on a noté Ej,
Pextension non ramifiée de degré h de Q) et, en particulier, de comprendre comment
leur « dimension » varie avec a. C’est pour pouvoir parler de dimension que 'on a
besoin « d’analytifier » la situation et de considérer Uy, , et W}, , comme les C-points
de Ej-Espace Vectoriels Uy, o et W}, 5. L’étude de la Ep-Dimension de Wy, , se fait
par des arguments combinatoires qui reposent sur les ingrédients suivants :

e la formule dimg, Wy, , = (da — tg(M),d) si a > 0 [tg(M) est la longueur du
Bli-module (B}R)?/M];

e une variante 0 — t,Up e — Up a1 — V! — 0 de la suite exacte fondamentale
[th est «la » période d’un Lubin-Tate pour E}, et, si d est un entier, V¢ est I’Espace
Vectoriel trivial de Dimension (d,0)];

e le fait que la Dimension (a,b) d’un sous-Ej-Espace Vectoriel de V¢ ne contenant
pas de V! vérifie a < b;

o le fait que ]B&LR ne contient pas de V! (cet énoncé est I’analogue analytique du
fait que BJ{R ne contient pas de sous-anneau isomorphe a C stable par ¥k ), ce qui
permet de montrer que le sous—]BBji'R-Module engendré par un Ej-Espace Vectoriel de
Dimension (a, b) est de rang < b.

2 ﬁ:ig est la limite inductive, pour r > 0, d’anneaux Blo] de Fréchet, et on dit qu’un sous-module
M de (ﬁ:ig)d est fermé si on peut ’ecrire comme une limite inductive de BI%-modules M., ou My
est fermé dans (ﬁ]O,r])d’ pour r > 0 assez petit (muni de la topologie induite par celle de gzig, M
serait dense s’il était de rang d).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



124 PIERRE COLMEZ

Le premier de ces ingrédients permet de minorer la Dimension de Wy, 4, alors que
les trois autres permettent de majorer la différence entre la Dimension de Wy, o4 et
celle de Wy, 4, ce qui fournit suffisamment de contraintes pour tout déterminer.

0.6. Remarques sur le théoréme « H, gl = H} ». — L’espace Uﬁm de la propo-
sition 0.4 est une extension de B,, = Bl;/t™Bl; (avec m = a) par une certaine
Q,-représentation V, , de 9k, de dimension finie. On peut étudier les H (Y%, Bn)
par dévissage en utilisant les résultats de Tate sur les H!(¥x,C(k)); cela permet de
ramener la démonstration de la proposition 0.4 a vérifier que 'on a H gl (Yx, V,:,a) =
HY (%, Vi )s ce que Hyodo [23] a fait par des arguments de dimension dans le cas
ou le corps résiduel est fini. Malheureusement, pour prouver le théoréme 0.1, on a
besoin du résultat dans le cas ou le corps résiduel est algébriquement clos et il nous
faut nous rabattre sur les techniques introduites par Berger [3, n° IV.2] pour étendre

le résultat de Hyodo au cas d’un corps résiduel parfait quelconque. Ceci nous oblige
t

- rig
dont Blig est la réunion) qui, chassé par la porte du théoréeme de Dieudonné-Manin,

a étudier la cohomologie galoisienne de l’anneau B (ou plutét des anneaux Blo)

rentre donc par la fenétre. . .

On part d’un cocycle continu o — ¢, sur Yk, a valeurs dans ﬁ]O,r]’ tel que, pour
k assez grand, o — ¢~ *(c,) se trivialise dans B:i"R, et on lui fait subir le traitement
suivant :

e un peu de « descente presque étale » permet de descendre de BIOTl 3 FB/]I(;’T] =
(BT ;

e des « traces de Tate normalisées » permettent de descendre de /I\BI]E,W] a B]}g”:} qui
est un anneau de fonctions analytiques (en 7) sur une couronne;

e 'existence de fonctions analytiques prenant des valeurs données en des points
donnés permet d’utiliser I'hypothése de trivialité dans B:{R pour annuler notre cocycle
en « les racines de 'unité », ce qui permet de le rendre divisible par ¢ = log(1 + ) ;

e finalement, on est ramené au probléme de trouver une primitive analytique d’une
fonction analytique sur une couronne, ce qui est possible sauf si le résidu de cette
fonction analytique est non nul, auquel cas la primitive fait intervenir la fonction
logarithme, ce qui explique ’apparition du v (et le passage de Uy 4 & U’h,a) dans le
cas général.

0.7. Organisation de P’article. — L’article comporte deux parties totalement
indépendantes : I'une regroupant les §§1-3, consacrée & la démonstration de la pro-
position 0.3 et 'autre regroupant les §§4-10, aux calculs de cohomologie galoisienne
dans les anneaux de Fontaine.
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La partie consacrée aux anneaux de Fontaine est beaucoup plus longue que ce
qu’elle pourrait étre car, en vue d’applications aux familles de représentations p-
adiques, nous avons explicité la plupart des constantes implicites se trouvant dans
les énoncés de la théorie des (¢, I')-modules. Une des raisons qui nous ont poussé a
faire ceci (outre les applications sus-mentionnées) est que beaucoup des résultats de
la théorie des (¢, I')-modules reposent sur le théoréme de surconvergence de [6]. Mal-
heureusement, ’article en question est entouré d’un flou topologique assez inquiétant
et nous avons profité de 'occasion pour faire une mise au point (les techniques restent
globalement inchangées, mais les énoncés sont précisés et renforcés; ils sont utilisés
dans [5] pour redémontrer la surconvergence des (¢, T')-modules, et généralisés aux
(¢,T')-modules sur une base dans [2]).
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département de mathématiques de l'université de Harvard en octobre 2002, ont été le
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la contemplation des couchers de soleil depuis le jardin de ’institut Tata de Bombay en
novembre 2002 ; je voudrais en profiter pour remercier ces deux institutions, L. Berger
et R. Sujatha de leur hospitalité, ainsi que le programme d’échanges franco-indien
CEFIPRA qui a rendu possible le séjour a 'institut Tata.

1. Rappels et compléments sur les Espaces Vectoriels de Dimension finie

L’objet de ce §, outre de rappeler certains faits de base concernant la théorie des
Espaces Vectoriels de Dimension finie développée dans [9], est d’étendre, ce qui se
fait sans douleur, ladite théorie aux E-Espaces Vectoriels, si F est une extension finie

de Q.

1.1. Espaces Vectoriels de Dimension finie. — Pour nous, une C-algébre de
Banach A est une C-algebre unitaire compléte pour une norme || ||, vérifiant les
conditions

(i) lexllo = lc| - l|lz||p sic € C et x €A,

(i) lle + vl < sup(llzlly , lly) et laylly < llally - Iylly i 2y € A.

Le Spectre Spec(A) de A est ’ensemble des morphismes continus s : A — C de C-
algebres et on dit que A est spectrale si |||, = supsegpec(a) [5(z)]. (Comme il s’agit
du spectre maximal, cet espace aurait aussi pu étre noté Spm(A)...)

Une C-algébre de Banach A est dite conneze si elle ne posséde pas d’idempotent
autre que 0 et 1; elle est dite p-close si tout élément z € A vérifiant ||z —1[|, <1 a
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une racine p-iéme dans A et elle est dite sympathique si elle est spectrale, connexe et p-
close. Toute algebre de Banach spectrale et connexe posséde une cléture sympathique
A obtenue en rajoutant suffisamment de racines p-itmes et en complétant [9, n°5.5].

Un FEspace Vectoriel W est un foncteur (covariant) de la catégorie des algebres
sympathiques dans celle des Q,-espaces vectoriels vérifiant la condition : pour toute
algebre sympathique A, 'application naturelle de W(A) dans le Qp-espace vectoriel des
applications Spec(A) — W(C) est injective. Ce procédé s’étend & d’autres catégories
comme, par exemple, celle des anneaux [9, § 7]. Les exemples les plus simples de tels
objets sont :

o les Qp-espaces vectoriels de dimension finie : si U est un Q,-espace vectoriel de
dimension finie, on peut voir U comme un Espace Vectoriel en posant U(A) = U, pour
toute l’algeébre sympathique A, et en prenant l'identité pour tous les morphismes de
transition ;

e si d € N, I'Espace Vectoriel V¢ défini par V¢(A) = A<, pour toute 1'algébre
sympathique A, et le morphisme évident A{ — Ag, si s : A; — A est un morphisme
d’algebres sympathiques.

Un Espace Vectoriel W est dit de Dimension finie s’il admet une présentation de
la forme

0 U Y ye 0

W—>0

ou U et V sont les Espaces Vectoriels associés & des Qp-espaces vectoriels de dimension
finie et les suites

0 > U Y \%& 0
0 |4 Y A% 0

sont des suites exactes d’Espaces Vectoriels. (On rappelle que, par définition, c’est
le cas si et seulement si, pour toute algebre sympathique, la suite exacte correspon-
dante est exacte.) A un tel Espace Vectoriel, on peut associer sa dimension principale
dimp, (W) = d € N, sa dimension résiduelle dim;e(W) = dimq, U — dimq, V € Z et
sa Dimension Dim(W) = (dimp, (W), dim,es(W)) € N xZ. Un des principaux résultats
[9, §7] de la théorie est le suivant :

Proposition 1.1. — (i) SiW est un Espace Vectoriel de Dimension finie, sa Dimension
ne dépend pas de la présentation choisie.
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(ii) Si f : Wy — Wy est un morphisme d’Espaces Vectoriels, et si W, et Wy sont
de Dimension finie, alors Ker f et Im f sont des Espaces Vectoriels de Dimension
finie et on a Dim(Ker f) + Dim(Im f) = Dim(W;).

Remarque 1.2. — On peut reformuler cette proposition sous la forme : la catégorie des
Espaces Vectoriels de Dimension finie est une catégorie additive munie de fonctions
additives dimp,, dim,es et Dim caractérisées par les formules

(a) dimy(Qp) = 0, dim,es(Q,) = 1 et Dim(Q,) = (0,1);

(b) dimp, (V') = 1, dim,es(V?) = 0 et Dim (V') = (1,0).

Plus généralement, si E est une extension finie de Q, contenue dans C, on définit
un E-Espace Vectoriel comme un foncteur de la catégorie des algebres sympathiques
dans celle des E-espaces vectoriels. Comme F est contenu dans C, I’Espace Vectoriel
V¢ est un E-espace vectoriel. On dispose d’un morphisme naturel (oubli de la E-
structure) de la catégorie des E-Espaces Vectoriels dans celle des Espaces Vectoriels
et on dit qu'un E-Espace Vectoriel est de Dimension finie s’il ’est en tant qu’Espace
Vectoriel. La proposition 1.1 admet comme conséquence immédiate 1’énoncé suivant :

Proposition 1.3. — la catégorie des E-Espaces Vectoriels de Dimension finie est une
catégorie additive munie de fonctions additives dimp, g, dimyes g et Dimg caractéri-
sées par la formules

(a) dimp, g(E) = 0, dimyes g(E) =1 et Dimg(E) = (0,1) ;

(b) dimp,, g(V?) = 1, dimyes £(V?) = 0 et Dimg(V?) = (1,0).

Remarque 1.4. — (i) Si W est un E-Espace Vectoriel de Dimension Dimg (W) = (a, b),
alors DimW = (a, [E : Qp] - b);

(i) Si W est un Espace Vectoriel, alors E ®q, W est naturellement muni d’une
structure de E-Espace Vectoriel et Dimg(E ®q, W) = ([E : Q] - a,b), si DIimW =
(a,b).

1.2. Le corps des éléments additifs. — Soit C{X} la C-algebre des séries f =
S r® a,X™, ol a, € C tend vers 0 quand n tend vers +o0o. Si on munit C{X}
de la norme de Gauss || f|lc = sup,en |an|, alors C{X} devient une C-algébre de
Banach, spectrale, connexe, dont le spectre s’identifie naturellement & &¢. Si C/’{\X/}
est la cléture sympathique de C{X}, alors la cléture intégrale C{X}(*) de C{X}
dans C{X} est dense dans C”-{X‘—} par construction [9, n°5.5] et est une extension
étale galoisienne de C{X} dont on note H¢ le groupe de Galois. Le groupe H¢ est,
par construction, un pro-p-groupe abélien (i.e. un Z,-module compact); son action

sur C{X}(*) g’%tend, par continuité, & C{X}. D’autre part, on note T ’ensemble
des morphismes continus 7 : C{X} — C{X} de C-algebres, tels que 7(X) — X € C.
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On a alors 7(X) — X € O¢, ce qui nous fournit une suite exacte

1 > He Te Oc 1

de groupes topologiques, I’application de T¢ dans & étant donnée par 7 — z(7) =
7(X) - X.

On choisit une fois pour toutes so € Spec(C’T{X\/}) vérifiant so(X) = 0 [i.e. so est
au-dessus de 0 € ¢ = Spec(C{X})]. Alors T — s o T est une bijection de T¢ sur
Spec(b—{‘)a). Sife C"{ﬁX’}, on note f(7) [resp. f(0)] 'élément sq o 7(f) [resp. so(f)]
de C. On dit que f € C"{\X/} est additif si 'on a f(o7) = f(0) + f(7) quels que soient
o,7 € T¢, et on dit que f, additif, est de rang r (resp. de rang fini) si UJ? = f(Hg)
est un Z,-module de rang r (resp. de rang fini).

On note € C C"{\X’} I’ensemble des éléments additifs de rang fini. On dispose d’une
injection naturelle ¢ — ¢X de C dans ¥.

Si W est un Espace Vectoriel, £ € W(C"{\X/}) est dit additif de rang r si :
(a) £(o7) = £(o) + £(T) quels que soient 0,7 € T ;
(b) ¢(Hc) est un Z,-module de rang 7.
Si W = V!, on retombe sur la notion précédente. Si W est un Espace Vectoriel de
Dimension finie, et si £ € W(C{X}) est un élément additif de rang fini, on note L, le
sous Q,-espace vectoriel de W(C') engendré par ¢(T¢) et L, le sous-Espace Vectoriel

de W engendré par L,. L’Espace Vectoriel L, est appelé le sous-Espace Vectoriel de
W engendré par £.

Si f € €, on appelle Graphe de f le sous-Espace Vectoriel Lx, s de V2 engendré
par 'élément additif (X, f) de V2(C{X}). Le Q,-espace vectoriel Lx s = Lx, ¢(C)
est le Q,-espace vectoriel engendré par le graphe I'y de f, ou

Ty ={(scoT(X),sc o7(f)) | T € Te} = {((r), (7)), T € Tc}-

On dispose de deux projection pr; et pry de Lx ¢ sur V; envoyant (z(7), f(7)) sur

z(7) et f(r) respectivement. Si g € ¥, il existe dans Lx (C{X}) un unique g additif
vérifiant pr;(g) = g et on définit le composé f - g de f et g par la formule naturelle
f g =7pr15(9). On a alors le résultat suivant [9, §6] :

Proposition 1.5. — Muni des lois + et -, ’ensemble € est un corps non commutatif,
de centre Qp, dont C est un sous-corps commutatif mazimal.

11 existe une (unique) famille (X, )qec d’éléments de C"_{\X’} vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) Xa4s = XaXp, sia,B€C;

(i) Xog =X e C{X},sia€ca={z € C|v(z) > 5—1—1};

(i) Xo(0)=1,sia € C.

ASTERISQUE 319



ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRESENTATIONS DE DE RHAM 129

De plus, si a € C, il existe xo(T) € C* tel que 'on ait 7(Xy) = xo(7)Xa. L’ap-
plication 7 — X, (7) est un morphisme de groupes de T dans C* et la restriction
de xq & Hc est & valeurs dans p,. Si @ € a et si 7 € Hc, il existe un unique élément
Yo (T) de Zy, tel que 'on ait xp-nq (1) = ((™)¥=(") quel que soit n € N. L’application
T — 9 (7) est un morphisme de groupes de H¢ dans Z,,.

Si f € ¥, la restriction de f & Heo est un morphisme de groupes continu et, si
AL, ..., Ar est une base de U? = f(H¢) sur Z,, il existe a1,...,, € a uniquement
déterminés tels que la restriction de f & H¢ soit égale & Y i_; A; - ¥q,. L’image de
STici A ® a; dans C ®z, a = C®q,C ne dépend d’aucun des choix que I'on a faits,
ce qui nous fournit une application naturelle § : € — C ®q, C.

Remarque 1.6. — 11 est assez malaisé de réconcilier la structure de corps de & avec la
suite exacte de la proposition 1.7 ci-dessous, mais un calcul immédiat montre que, si
f € € vérifie §(f) = Y-, a; ® B; € C®q,C, et si c € C, alors

T T
5(c-f):Zcozi®ﬂi et 6(f-¢c)= Z%’@Cﬂi-
=1 i=1
C’est a partir de cette expression que I’on montre que C' est un sous-corps commutatif
maximal.

L’application a ® 8 — of induit par linéarité une application Tr : C®q,C — C.
On a alors [9, §10] le résultat suivant.

Proposition 1.7. — Les applications § et Tr définies ci-dessus donnent naissance a la
suite exacte de C-espaces vectoriels (« & droite » et « & gauche »)

0 c ¢ 2 ceq,c - Tc g

Remarque 1.8. — Le rang de f se lit sur (f) comme le montre la construction de
Papplication d : si 0(f) = Y i—; a; ® B;, ol fi,..., 5, forment une famille libre sur
Q, et aucun des a; n’est nul, alors rg(f) = r. En particulier,

(a) f est de rang O si et seulement si f € C;

(b) f ne peut pas étre de rang 1.

1.3. Le commutant de E dans ¥. — Soit g C € le commutant de E; c’est un
sous-corps de € qui joue, pour les E-Espaces Vectoriels de Dimension finie, le role
que joue ¥ pour les Espaces Vectoriels de Dimension finie. Nous allons avoir besoin
d’analyser sa structure d’un peu plus pres.

Lemme 1.9. — Si f € €, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f c %E ;
(i) 6(f -c¢) = d(c- f) quel que soit c € E.
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Démonstration. — L’implication (i)=(ii) est une évidence; montrons la réciproque.
Sice E, soit u(c) =c- f — f-c Par hypothése, on a §(u(c)) = 0 et donc u(c) € C.
D’autre part, on a

uled)=cd-f—f-cd=cd-f—c-f-d+c-f-d—f-cd=c-u(d)+u(c)-d,

et comme c, d, u(c) et u(d) sont des éléments de C et donc commutent deux & deux,
Papplication ¢ — u(c) est une Q,-dérivation sur E ; elle est donc identiquement nulle,
ce qui permet de conclure.

Lemme 1.10. — Si f € €, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) feCr;
(ii) le Graphe Lx ¢ de f est un sous-E-Espace Vectoriel de V2.

Démonstration. — (i)=>(ii) : si f € € et g € €, alors Lx ¢ contient I’élément (g, f - g)
de % C VZ(CIYTX—}). En particulier, si f € €g, si c € E et si g = cX, alors Lx ¢
contient (c¢X, f-c) = (cX,cf) = c¢(X, f). Comme (X, f) engendre Lx ¢, on en déduit
Iinclusion cLx,; C Lx, ;s qui prouve que Lx s C V2 est stable par multiplication par
un élément de F.

(ii)=(@) : si ¢ € E, on a pry(c(X, f)) = pri(cX,cf) = c¢X et, comme (cX,cf) est
additif, on déduit de la formule définissant la multiplication dans & (cf. prop. 1.5),
que cf = pry(cX,cf) = f - ¢, ce qui permet de conclure.

Remarque 1.11. — Le lemme précédent montre que, si f € €, alors Uy = Q, ®z,
f(Hcg) est un E-espace vectoriel. On définit le E-rangrgg(f) de f comme la dimension
de ce E-espace vectoriel.

Soit e1,...,eq une base de E sur Q, et soit ef,...,e; la base de E duale de
ei,...,eq pour la forme bilinéaire (x,y) — Trg/q,(zy). L'élément ¢ er ®e; de
E ®q, E C C®q,C correspond a l'identité de Endq,(EF) = E* ®q, E, si on utilise
I'isomorphisme E* = E induit par la forme bilinéaire (z,y) — Trg/q,(zy). En par-
ticulier, cet élément ne dépend pas de la base ej,...,es; nous le noterons eg. Par
ailleurs, si ¢ € E, on a Trg/q,(cz - y) = Trg/q, (= - cy), ce qui se traduit par le fait
que e commute & E (i.e. Y% ce¥ ®e; = 34, eX ®e;c si ¢ € E). Ceci nous permet
de définir une application C-linéaire g : C ® g C — C®q,C par la formule

d
LE(x®y)=:c-eE-y=Zze;‘®eiy.

i=1
Cette application est injective comme on le voit en I’écrivant dans une base de C
sur E.

Proposition 1.12. — Si x € C®q,C, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) x commute ¢ E ;
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(ii) = est dans l’image de 5.

Démonstration. — (ii)=(i) est une conséquence du fait que ey commute & E. Pour la
réciproque, choisissons une base (8;) cs de C sur E, ce qui fait de (€iBj)igigd,jes une
base de C sur Q. On peut alors écrire z de maniére unique sous la forme ), . z; je; ®
eifj, ou z; j est un élément de C nul pour presque tout couple (i, j), et il s’agit de
prouver que z; ; ne dépend pas de i.
On a ce; = Zﬁzl Trg/q,(ceief)ex et donc

r-e= Z Z (Z Trg/q, (ceiek)e; wm) ® exf;-

jeJ k=1 =1
Par ailleurs,
d
c-T= Z Z C-Tk,jez ® 6k,3j,
jed k=1
ce qui fait que z commute & E si et seulement si cefzx,; = Y5 Trg/q, (ceiex)es T,
quels que soient 1 < k < d et ¢ € E. On peut en particulier appliquer cette identité a

c=(er) " 'e} et obtenir ejxi ; = €}y, ;, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1.13. — Il existe une unique application g : €5 — C ®g C rendant com-
mutatif le diagramme

0E
g —— C Qg C

T

& ——6—> C®QPC

Démonstration. — La proposition 1.12 montre que 'image de € par ¢ est incluse
dans 'image de C' ®g C par ¢ ; 'injectivité de g permet de conclure.

Théoréme 1.14. — Le diagramme
o
0 C CE c ®E C ——> C——0
0 C & 6 ‘C®QPC—)C—)O

est commutatif et les lignes horizontales sont eractes.

Démonstration. — Pour la commutativité du diagramme, la seule chose & vérifier est
que 'on a Trovg = Tr, ce qui suit du lemme 1.15 ci-dessous. Maintenant, la ligne du
bas est exacte d’apres la proposition 1.7 ; ’exactitude de celle du haut s’en déduit par
une chasse au diagramme sans difficulté, la surjectivité de Tr étant évidente.
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Lemme 1.15. — Soient K un corps, P € K[X] un polynéme séparable de degré d et

L = K[X]/P. Alors, siey,...,eq est une base de L sur K et sie},..., e} est la base
de L sur K, duale de ey, ...,eq pour la forme bilinéaire (z,y) — Try, x(zy), on a
d
Z eef =1
1=1
Démonstration. — Comme on ’a déja vu, l'algébre L étant étale sur K, 1’élément
25’21 e ® e; de L ®k L ne dépend pas du choix de la base e;,...,eq; il en est donc

a fortiori de méme de E‘::l e;e;. Par ailleurs, cette quantité ne change pas si on
remplace K par une extension, ce qui permet de supposer que K contient toutes les

racines de P et donc que L 2 K?. On peut alors prendre pour e; I'idempotent de K¢
d

projetant sur le i-ieme facteur, auquel cas on a e} = e; et Z?:l eef =Y 16 =1,

ce qui permet de conclure.

Remarque 1.16. — Si f € € et si 0g(f) =Y ;= a; ® B;, ou B4,..., [, forment une
famille libre sur E et aucun des «; n’est nul, alors rgg(f) = 7. En particulier,

(a) rgg(f) = 0 si et seulement si f € C;

(b) rgg(f) # 1 quel que soit f € Cx.

2. Sous-Espaces Vectoriels des Anneaux de Fontaine

Dans ce §, nous rappelons un certain nombre de résultats du §9 de [9] comme la
définition des Espaces Vectoriels B, et B 4, et les complétons sur certains points.
En particulier, les propositions 2.4 et 2.18, qui fournissent des conditions numériques
sur les sous-Espaces Vectoriels de V¢ et (BI;)?, joueront un réle crucial dans la
démonstration du théoréme « de Dieudonné-Manin ».

2.1. Sous-Espaces Vectoriels de V¢. — Dans tout ce qui suit, A désigne une al-
geébre sympathique « générique ». On définit I’Anneau A comme le foncteur en anneaux
sur les algébres sympathiques associant & A sa boule unité. On note B I’Anneau A[—:;] ;
on a donc B(A) = A. On peut aussi voir B comme 1’Espace Vectoriel V! en oubliant
la structure d’anneau.

On dispose d’un foncteur naturel de la catégorie des C-espaces vectoriels de dimen-
sion finie dans celle des E-Espaces Vectoriels de Dimension finie, a savoir le foncteur
W — B ®c W. Ce foncteur est exact (évident) et, si W est de dimension d sur C,
alors Dimg (B ®c W) = (d,0).

La plupart des résultat de ce n°sont des conséquences de 1’énoncé suivant, qui
découle de [9, prop. 7.13] appliqué & l'injection de W dans V.

ASTERISQUE 319



ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRESENTATIONS DE DE RHAM 133

Proposition 2.1. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de V! de Dimension finie, et si
W # V1, alors W est un Qy-espace vectoriel de dimension finie.

Lemme 2.2. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢ vérifiant dimy, (W) = r,
alors il existe une partie I & r éléments de {1,...,d} telle que la projection 71 de W
sur VI donne naissance a la suite ezacte

0 s A W A\ > 0,

ot A est un E-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant
évident. Soit m; : V¢ — B l’application « i-itme coordonnée ». Si r > 1, il existe
i € {1,...,d} tel que dimp, g(m(W)) > 1, ce qui signifie que m; est surjective
(cf. prop. 2.1). L’Espace Vectoriel W = W N ker §; est un sous-E-Espace Vectoriel
de ViL»db={i} v¢rifiant dimp, z(W) = r — 1; on peut donc lui appliquer ’hypothese
de récurrence : il existe J C {1,...,d} — {¢} de cardinal r — 1 telle que 7; donne
naissance & la suite exacte

0 A W/ > VY 0,

ou A est un E-espace vectoriel de dimension finie. Il suffit alors de prendre I = JU {3}
pour obtenir le résultat souhaité.

Lemme 2.3. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢ de Dimension (1,0), et si
e est un élément non nul de de W(C), alors W=1B-e.

Démonstration. — Soit § : W @& B — V¢ I’application (z,b) — = — be. Soit Y le noyau
de 6. L’image de § est un sous- E-Espace Vectoriel de V¢ contenant W. On en déduit
que dimp, 5(Y) < dimp,, g(B) = 1. Par ailleurs, comme Y est inclus dans V4! et
Im§ dans V¢, il résulte du lemme 2.2, que dimyes g(Y) > 0 et dimyes, p(Im d) > 0, et
comme

dimyes, 2(Y) + dimyes, £ (Im 8) = dimyes, 5(W) + dimyes, £(B) = 0,

on en déduit que dimyes £(Y) = 0. Enfin, comme Y est non trivial puisqu’il contient
(e,1), on en déduit, en utilisant la prop. 2.1, que Dimg(Y) = (1,0). Considérons
alors les projections naturelles de Y sur W et B. Leurs noyaux respectifs sont de
dimensions résiduelles > 0 et, comme dim,es g(Y) = 0, les mémes arguments que
ci-dessus permettent de montrer que ces projections sont des isomorphismes. On en
déduit le résultat.

Proposition 2.4. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de Dimension finie de V¢,
vérifiant dimp, (W) > dimes (W), alors W contient un sous-Espace isomorphe
a Vi,
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Démonstration. — Soient r = dimp, g(W) et s = dim,es 5(W). D’apres le lemme 2.2,
quitte & renuméroter les coordonnées de V¢, on peut supposer que la projection de W
sur V" = V7 x {0}, parallelement & V¢~ = {0}" x V4=, est surjective ; le noyau A
de cette projection est alors un sous-E-espace vectoriel de dimension de s de V¢,
Si 1< i<, notons {; € W(m) le relevement additif de (0,...,X,...,0) €
VT(C’T)?’}), le X étant en i-ieme position, et soit £; € Vd"(C"'{\X/}) Vimage de #; par
la projection de V¢ sur V4~", parallélement &4 V™. On a 6g(¢;) € A®gp C, ce qui

permet, ayant choisi une base ai,...,as de A sur E, d’écrire dg(¢;) sous la forme
0p(l) = 3 5-1 05 ®aij.
Comme s < r, il existe Bi,...,8, € C non tous nuls, tels que Y i_; a; ;3 = 0,

si 2 < j < s. Soient alors £ € W(C{X}) le relévement additif de (6, X,...,5-X) €
V7 (C{X}), et £ Vimage de £ dans V¢~"(C{X}). On a £ = > iz1 4 - B et donc

Sp(f) = ZT:‘;E(&) Bi = iaj ® (iai,jﬁi) =01 ® (Xr:ai,lﬁi)-
=1 Jj=1 i=1 =1

En particulier, le E-rang de £ est < 1 et donc est nul (cf. (b) de la rem. 1.16), ce qui

se traduit par le fait que la projection de L; C W sur B - (B1,--.,Br) est injective et
donc que Dimg(L;) = (1,0). Ceci permet de conclure.

Proposition 2.5. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de V¢, alors il existe r < d

et un sous-E-Espace Vectoriel Y de W ne contenant pas de sous-Espace de Dimension
(1,0) tel que l'on ait W=Y & V".

Démonstration. — Si W contient un sous-Espace de Dimension (1,0), alors il existe
e € W(C) tel que W contienne B - e d’aprés le lemme 2.3. Comme le foncteur
V — B®c V est exact, si X est un supplémentaire de C - e dans C? et X = B®¢ X,
alors X = V4-1 et ’application (b, z) — be + z est un isomorphisme de B-e® (XNW)
sur W. Une récurrence immédiate permet d’en déduire la proposition.

2.2. Les Anneaux de Fontaine. — Nous allons rappeler trés rapidement la
construction des anneaux de Fontaine vus comme Anneaux, c’est-a-dire comme
foncteurs de la catégorie des algebres sympathiques dans celle des anneaux ; le lecteur
est invité & se reporter & [17] ou [9, §9] pour les détails.

Soit a € O¢ avec vp(a) = %. On définit ’Anneau R comme le foncteur
A~ R(A) = {(zn)neN, zn € A(A)/aA(A) et b | =z, sin e N}

En particulier, R(A) D R(C) contient I’élément ¢ formé & partir du systéme compatible
de racines de 'unité que l'on s’est fixé. Si z = (n)nen € R(A) et si 2, € A(A) a
pour image x,, modulo a, alors la suite :i:f:; « converge, quand k tend vers 400, vers un
élément z(™) de A(A) qui ne dépend que de z. Ceci permet de mettre R(A) en bijection
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avec ’ensemble des suites z = (z(™)nen, avec (™ € A(A) et (z(*tD)P = £(®) si
n € N.

L’anneau R est un Anneau parfait de caractéristique p et on définit ’Anneau Aj,¢
comme le foncteur A — W (R(A)) associant & A ’'anneau des vecteurs de Witt & coeffi-
cients dans R(A). Si z € R(A), on note [z] € Aine(A) son représentant de Teichmiiller,
et tout élément de A, (A) peut s’écrire de maniére unique sous la forme E;::?) pFlzk],
ol (Tx)ken est une suite d’éléments de R(A). Le Frobenius ¢ « élévation & la puis-
sance p » sur R se reléve en un morphisme d’Anneaux ¢ : Ajnr — Ajyr ; ce morphisme
est bijectif.

On définit 6 : Aie — A par la formule 8(3729 pFlax]) = 725 pFel” 5 clest un
morphisme d’Anneaux, qui est surjectif et dont le noyau est ’idéal principal engendré
parw =1+ [51/17] 4ot [51/17]17—1‘

On note B;,s I’Anneau Aju¢| %] et on étend, par Qp-linéarité, ¢ en un isomorphisme
d’Anneaux de B;,; et 8 en un morphisme de d’Anneaux de B;,s sur B.

Si m € N, on note B,, 'Anneau Biys/w™Biys; on a donc B; = B. On défi-
nit ’Anneau IB:R comme la limite projective des B,,. Par construction, 6 s’étend
en un morphisme d’Anneaux de Bj; sur B; = B, et on a B, = Bl /w™Bl;
quel que soit m € N. On note vy la valuation sur Bl; définie par vy(z) = m,
siz € wmBlR — w™MBL;.

On définit ’Anneau A ,x comme le séparé complété de Ainf[%] pour la topologie
p-adique et ’Anneau B, par Bf . = Amax[%]. L’identité de Aiys se prolonge en une
injection continue de Amax €t, par Qp-linéarité, de B, dans IBIR, qui permet de voir
B}, comme un sous-Anneau de IB:R, ce que nous ferons.

Le morphisme de Frobenius ¢ : Ajys — Ajys se prolonge en un morphisme continu
de Amax dans Anax et, par Qp-linéarité, en un morphisme de B}, dans B}, ; ce
morphisme est injectif mais pas surjectif et on définit I’Anneau I?B:qg comme l'intersec-
tion des p™ (B, ), pour n € N ; ceci fait de Iﬁrﬁg un Anneau sur lequel ¢ est bijectif.

Par ailleurs, comme B C B_ , on considérera Bxg comme un sous-Anneau de IBIR

rig max)
sans plus de commentaire.
Les anneaux Et = R(C), A+ = Aine(0), Bt = Bins(C), Bm = B, (C), Bz =
Bi:(C), Bf,, =B, (C) et B, =B (C) sont étudiés plus en détail au § 5.

max rig rig

2.3. Sous-Espace Vectoriels de B,,.— On peut aussi voir B,,, comme un Espace
Vectoriel en oubliant la structure d’anneau. On montre [9, cor. 9.23] que cet Espace
est de Dimension (m,0) et on dispose de la suite exacte

0 — wB,,—1 B > B >0,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



136 PIERRE COLMEZ

qui montre que B,, admet une filtration par les W; = w'B,,_;, vérifiant Wy = B,,,
Wm=0etW,~/Wi+1 -"\="Vl 510<z<m—1

Lemme 2.6. — SiW est un Espace Vectoriel admettant une filtration décroissante par
des sous-Espaces Vectoriels W;, 0 < i <n—1, avec Wo = W et W;/W,,; = V! s
0<i<n—1 (W est donc de Dimension (n,0)) et si X est un sous-Espace Vectoriel
de W, alors dim,es X > 0.

Démonstration. — Le résultat se démontre par récurrence sur n : il résulte de la
prop. 2.1 que les seuls sous-Espaces Vectoriels de Dimension finie de V! sont V! et
les sous-Qy-espaces vectoriels de dimension finie de V!(C); tous ces espaces ont une
dimension résiduelle > 0. Pour passer de n — 1 & n, soit X; = W; N X. On dispose du
diagramme commutatif

0 X1 X X/Xy 0
0 W, W \'A 0

dans lequel les lignes horizontales sont exactes et les fleches verticales sont injectives.
La dimension résiduelle de X est donc la somme de celle de X; (qui est > 0 grace a
Phypothése de récurrence) et de celle de X/X; (qui est aussi positive puisque X/X;
s’identifie & un sous-Espace Vectoriel de V!). Ceci permet de conclure.

Corollaire 2.7. — Si'W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de B,,, alors
dimges (W) > 0.

2.4. Sous-Espaces Vectoriels de B

’extension non ramifiée de Q,, de degré h; on a donc E; = Q,. Soit t, € BY,,

— Si h est un entier > 1, on note Ej

«la » période d’une forme différentielle invariante d’un groupe de Lubin-Tate associé
a P'uniformisante p de 'extension Ej. En particulier, ¢; est, & multiplication pres
par un élément de Q3, le 2im p-adique ¢ de Fontaine, w™'t est une unité de BJy,
et tp est caractérisé (cf. [12, lemme 6.4.] ou [9, prop. 9.10, lemmes 9.17 et 9.18]), a
multiplication pres par un élément de E}, par les propriétés :

(i) " (tn) = Pt et (ii) va(tn) = 1;
et, de plus, t, vérifie les propriétés

(iii) vr (@7 (tn)) =0si 1 < j < h—1et t71[[025 @ (tn) € Q5
[Feol (7 € Bf,,, o™ (z) € tBiz pour tout n € N}

max,h

(iv) t engendre idéal J
de B ...
La propriété (iv), qui est la plus délicate, est le point crucial pour démontrer I’exac-
titude des « suites exactes fondamentales » (cf. [9, n°9.7]) que nous utiliserons sous
la forme de la proposition 2.10.
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Lemme 2.8. — Si z € ﬁ:i'g vérifie " (z) € tBly quel que soit n € Z, alors z est
B+

divisible par tn dans B,

Démonstration. — D’apres la propriété (iv) de tp, si n € N, on peut écrire o~ (x)
sous la forme t,y,, avec y, € B}, . On a alors thyo =z = " (thyn) = P the™ (yn),

ce qui prouve que yo appartient & ¢™*(Bf,.) quel que soit n € N; on en déduit
B+

l'appartenance de yo & B, ce qui permet de conclure.

Corollaire 2.9. — Soit n — a, une fonction de Z dans N, périodique de période h.
+

Alors les conditions suivantes sont équivalentes pour un élément x de B -

(i) = est divisible par [[= ¢~ (tn)* dans Iﬁfig;

(ii) o™ (z) € t*Bly quel que soit n € Z.
Démonstration. — L’implication (i)=(ii) suit des propriétés (i) et (ii) de ¢5 et I'im-
plication (ii)=-(i) se démontre par récurrence sur ag+ - - -+ ap—1 en utilisant le lemme

précédent.

Si a € N, on note U, le E,-Espace Vectoriel (]B;';lax)“’h:”a = (]Ej;g)‘Ph:Pa. Clest
un Ej,-Espace Vectoriel de Dimension Dimg, (Up 4) = (a,1) (cf. [9, cor. 9.21]).

Proposition 2.10. — Si a < b sont des entiers, alors linjection de B}, dans IBS:R
induit la suite exacte

00— tfUpp—0 Unp B, 0.

Corollaire 2.11. — Si b,ag,...,a, € N et si a = a9 + -+ + a,, alors z —
(z,p(x),...,¢"(x)) induit la suite ezacte

0 — (ITizo ¥ *(ta)*)Unp —— Up,a4p —— &]=1Ba, —— 0.
Démonstration. — Récurrence sur r utilisant la proposition précédente.

Corollaire 2.12. — Sib,aq,...,an—1 € N, sia = ag+---+an_1, et si T est un élément
de ([Tizo @ (tn) ™) Un,ats tel que ™ (z) € Biy, pour tout n € N, alors € Up.

Démonstration. — Soit y = ([[i—o ¢ *(tn)*)z. La propriété (iii) de ¢, montre que
'image de ¢'(y) dans B, est nulle, ce qui permet d’utiliser le corollaire précédent
pour conclure.

2.5. Sous-Espaces Vectoriels de (B];)?

Lemme 2.13. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de ]B:R, alors
WNtkBlg =0 si k est assez grand.
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Démonstration. — Soit Wy, = WNtFBY,;. Comme NF5tFBY; = 0, 0n a NFXW,(C) =
0. Si DimWj, = (ag,bx), la suite de terme général aj, est décroissante, et donc sta-
tionnaire pour k > ko. Si ax, # 0, alors Wy, (C) est de dimension non dénombrable
sur Q. Par ailleurs, si k > ko, alors W;(C) est de codimension finie (sur Q,,) dans
Wi, (C) et donc Nk, Wi (C) est de codimension dénombrable (sur Q,) dans W, (C).
Comme m;;gwk (C) =0, cela conduit & une contradiction et donc ax = 0 si k > ko.
La suite (Wg)k>k, est donc une suite décroissante de Q,-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et, comme ﬂg:(’,Wk(C) =0, on a Wi = 0si k est assez grand, ce qu’il fallait
démontrer.

Proposition 2.14. — ]B:{R ne contient pas de sous-Espace Vectoriel isomorphe a V'.

Démonstration. — Supposons le contraire. Soit W C ]BIR isomorphe a V!. Quitte &
rempacer W par t~*W, on peut supposer que W n’est pas inclus dans le noyau de
0: BIR — B;.

Soit W = WN B, et W’ = §(W). Comme WNt*B; = 05si k> 0, 'application
naturelle de W dans By est injective si £ > 0 et W’ s’identifie & un sous-Espace
Vectoriel de tBy_; C By ; en particulier, dim;es(W’) > 0 (cf. lemme 2.6). Comme par
ailleurs, W” est un sous-Espace Vectoriel de B;, on a aussi dimes(W”) > 0. Comme
par hypothese,

0 = dim;es(W) = dimyes(W') + dimyes(W”),
cela implique dimes(W”) = 0, et comme W’ est un sous-Espace Vectoriel non nul de
B; 2 V!, on a W’ =B, et 0 est un isomorphisme de W sur B;. Soit ¢w € W(a{‘)?/})
I'image inverse de X par 0; c’est un élément additif de rang 0 puisque 6 est un
isomorphisme.

Maintenant, U = Uj ; est une extension non triviale de By = V! par Q, dans la
catégorie des Espaces Vectoriels de Dimension finie (c’est méme ’extension univer-
selle [9, n® 10.4]) ; soit ¢y I’élément additif de U(C/’{\X/}) vérifiant 6({y) = X. Comme
U est une extension non triviale de B; par Qp, cela implique que 4y est de rang 1.
On en déduit le fait que f = 6(¢t~!(fw — £y)) est un élément de € de rang 1 (en effet,
¢w(Hc) = 0 puisque £y est de rang 0, et donc f(Hcg) = ¢t~ 4y(Hc) est un sous-Z,-
réseau de Q,), ce qui contredit le (b) de la remarque 1.8 et permet de conclure.

Remarque 2.15. — Cet énoncé est ’analogue analytique du fait que B&"R ne contient
pas de sous-anneau isomorphe & C' stable par Galois.

Proposition 2.16. — Si W C B}, est un sous-E-Espace Vectoriel non nul de Dimen-
sion finie, alors dimyes, p(W) > 1.

Démonstration. — Soit Wy, = W N t"]BS;R et soit ko le plus grand entier k tel que
Wy, # 0 (cf. lemme 2.13). Alors Wy, s’injecte dans tFoB]; /tFoT1BT, = V1, et comme
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Wy, est un sous-Espace Vectoriel de ]BIR, cette injection ne peut étre un isomorphisme
(lemme 2.14). On a donc dimp, g(Wg,) = 0 et dimyes, 5f(Wi,) > 0. Par ailleurs,
W/Wy, s’injecte dans By, et donc dimyes g(W/Wy,) > 0. On en déduit I'inégalité

dimres,E(W) = dimres,E(Wko) + dimres,E(W/Wko) >0 )
qui permet de conclure.

Soit W un sous-Espace Vectoriel de (Bz)¢. Soit B]; - W le sous-Bz-module de
(Blz)? engendré par W = W(C) et soit BY; - W I'Espace Vectoriel engendré par
B, - W : par définition, si A est une algébre sympathique,

dR

(Bgr -W)(A) = {z € (BIx(A)?, s(z) € Biz - W pour tout s € Spec(A)}.

Lemme 2.17. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de (Blz)¢, alors Bl; - W est un
]B%:;R-module libre de rang < d, et on a B;R W= ]B(TR g+ B;LR -W.
dR

Démonstration. — B:;R étant un anneau de valuation discréte d’uniformisante ¢, on
peut trouver une base ej,...,eq de (Biz)? sur B}, un entier r < d et des entiers
a; < az < -+ < a, tels que t%ey,...,t% e, forment une base de B;"R - W sur B(}LR.
Soit alors A une algébre sympathique et z € (BJz (A))¢. On peut écrire = de maniére
unique sous la forme z = Zle T;€e;, avec T; € ]BSIR(A) si 1 € 7 < d. Maintenant,
z € (BlR - W)(A) si et seulement si, quel que soit s € Spec(A), 'image de s(z;) est
nulle dans By, pour k < a; (resp. k € N) si ¢ < r (resp. ¢ > r + 1). Comme By est
un Espace Vectoriel, cela signifie que I'image de z; est nulle dans Bx(A) pour &k < a;
(resp. k € N) si i < r (resp. i > r + 1), et donc que z; € t%B};(A) (resp. z; = 0) si
i < 7 (resp. i = r + 1). Ceci permet de montrer que t*'ey,...,t% e, forment une base
de ]B%;LR - W sur ]B:;R, et permet de conclure.

Proposition 2.18. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de (BIR)d, de Dimension
Dimg (W) = (a, h), alors le rang de Bl - W est < h.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur d, le cas d = 1 cor-
respondant 3 la proposition 2.16. Si i € N, soit W; = W ((BIz)¢ x {0}¢7%). les W,
pour 0 < ¢ < d forment une suite croissante de E-Espaces Vectoriels de Dimension
finie. Soit 49 > 1 le plus petit ¢ tel que W; # 0. Alors W;, (resp. W/W, ) s’identifie &
un sous-E-Espace Vectoriel de BJ (resp. de (B}z)?%) et on a
T8t Blg - W) = gt Big - (W/W;)) + 1 < dimyes, 5(W/W;,) + 1
= dimres,E(W) +1- dimres,E‘(Wio),

et comme dimyes 5(W;,) > 1 d’aprés la proposition 2.16, cela permet de conclure.
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3. Autour du théoréme de Dieudonné-Manin

3.1. Enoncé des résultats. — Sir =‘% € Q,avec k > 1 et (b,k) = 1, on note Dy
le Q,-espace vectoriel @;cz/xzQp - €; muni de 'action du Frobenius ¢ donnée par

€41 512760,
¢<ei)={ i

pPe; sii=0.

Soit M un sous-Bjj-réseau de (Blz)?. Comme B, est de valuation discréte
d’idéal maximal engendré par t;, il existe des entiers a1, ..., aq et une base uy,...,uq
de (BJR)? sur B} tels que t7 uy,...,th4u,y soit une base de M sur BJz. On note
ta (M) la quantité 32 a,.

Soit M = B}z ®g+ M le sous-B];-réseau de (Bl;)? engendré par M.

dR
Lemme 3.1. — (B1z)?/M est un Ey-Espace Vectoriel de dimension (tg(M),0).
Démonstration. — On a (BIz)%/M = @Z_;B,, - u;, ce qui permet de conclure.
Soit Miig le sous-B;f,-Module de (B;,)¢ défini par
Mg = {z € (]E;Eg)d, ©™(z) € M quel que soit n € Z}.

Le résultat principal de ce § est le théoréme suivant :

Théoréme 3.2. — Le Iﬁji'g-Module Mg est un ﬁig-module libre de rang d admettant
une décomposition sous la forme ®;c1M;, ou M; = ]ﬁxg ®q, Diry-
Remarque 3.3. — Les r;, comptés avec multiplicité dimq, D|,], s’appellent les pentes

de Mg ; il y a donc d pentes. La décomposition ci-dessus n’a rien d’intrinséque; par
contre la filtration (croissante) par les sous—IB;';g—Modules Miig,r = ®r,<rM; est, elle,
parfaitement intrinseque.

Remarque 3.4. — Le théoréme 3.2 admet comme corollaires faciles les corollaires 3.5
et 3.7 ci-dessous, mais ce n’est pas dans cet ordre que I’on peut établir les résultats.
Une des difficultés de la démonstration est que 1'on ne sait pas a ’avance quels vont
étre les dénominateurs des pentes de My, ce qui nous amene & commencer par dé-
montrer le corollaire 3.7 en utilisant la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension
finie ; on en déduit le corollaire 3.5 par des arguments purement combinatoires. Enfin,
le théoréeme 3.2 se déduit du corollaire 3.5 de maniére assez classique.

Sih>1etaé€Z, soit
h___a
Who=Mf,~" ={z¢€ (Un.a)?, ¢™(x) € M quel que soit n € N};
c’est un sous-Ej,-Espace Vectoriel de (Unq)? dont on note (wha,w},,) la Ep-
Dimension. Comme Uy, =0sia <0,0na whpo =wj,,=0sia<0.
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Covollaire 3.5. — 1l existe des rationnels r1 = %11-, ey T = %3, un entier hg > 1, mul-
tiple de hy, ..., hq, et une famille e, . .., eq d’éléments de (BY,,)? vérifiant o™i (e;) =

p%ie;, tels que, si h est un multiple de ho, alors
Who = & Una—hr, - €
Lemme 3.6. — Sir = %, alors

(ka — hb,k) sig >,

. =~ h_ a
DlmEh ((B:i.g ®Qp D[T])w i ) = {0 .
snon.

Démonstration. — Si e est le p.g.c.d de k et h, application ¢ — ¢ + h est périodique
de période % sur Z/kZ ; on en déduit un isomorphisme

~ h= LR e

(B;‘i-g ®q, D[T])“’ P~ (U%,ka:hb) ,
et le résultat. (L’isomorphisme en question est zie; + - - - + Txex — (Z1,...,Te).)

Corollaire 3.7. — Il existe des entiers yy ,, Yn,a tels que Uon ait
(1) 0< Yh,a < y;z,a, et Eaez y;z,a = d;
(11) w;z,a = w;z,a—l + y;z,a et Wh,a = Wh,a—1 + w;z,a—l + Yh,a—1-

Démonstration. — Il résulte du lemme 3.6 que Dimp, Who = 3, ca(a — hri,1) et
donc que
Dimg, Who — Dimp,Who1= Y, (a—hr,1)+ > (1,0)
RSN - r< et

= Y (a—hri1)+ (W), 1,0);

=1
a—h—<1'i<%

on en déduit le résultat en posant (yp,q, y;m) =) a (a — hr;,1).

-1
o <TisE

3.2. Démonstration directe du corollaire 3.7. — On note M}, , le sous-IB;rR-
Module ]B;'R - Wy, de (B;R)d engendré par Wp, o, et my o son rang. On note aussi
Wh,e et My o respectivement les Qp-espaces vectoriels W, o(C) et My o(C). On a
My .= BIR - Wh,q, et donc, en particulier, W, o, C M}, 4.

Lemme 3.8. — Sia € Z, alors Wy o NtpM = t,Wp 1.

Démonstration. — Soit * € Wy, N t,M. Alors t;lx € (t,';th,a)d est tel que
@™ty 'z) € M C (B}R)? quel que soit n € N (il faut regarder séparément les cas
« h divise n » et « h ne divise pas n » et utiliser les propriétés (ii) et (iii) de t5). D’aprés
le corollaire 2.12, ceci implique que t,:la: € (Uh,a_l)d ; on en déduit le résultat.
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Lemme 3.9. — Sia € Z, on dispose de la suite exacte
00— thWh,a — Mh,a. n Wh,a-}—l — Mh,,a,/tth,a — 0.

Démonstration. — L’exactitude & gauche est une évidence et celle au milieu résulte
du lemme 3.8. Pour montrer ’exactitude & droite, posons m = my, , et choisissons une
base e1, ..., e, de My, 4 sur ]B;'R constituée d’éléments de W}, . Alors M o "W, 441
contient Uy 161 @ -+ ® Uy 1€ et 'exactitude & droite suit de ce que 8 : Up,; — B,
est surjective.

Corollaire 3.10. — On a My o C My, 11 pour tout a € Z, et mp o = d si a est assez
grand.
Démonstration. — L’exactitude & droite de la suite du lemme 3.9 alliée a l'inclu-

sion W}, o C My, o montre que My o N Mp, q41 se surjecte sur My, o/tp M}, . L’anneau
BXR étant de valuation discrete, cela implique que My, o N M}, o41 contient M}, , ou,
autrement dit, que My o C Mp o4+1. On en déduit, en utilisant le lemme 2.17, I'in-
clusion de My, , dans M}, q41. D’autre part, M étant un sous-Bl-réseau de (B} )¢,
il contient (#'B3)? pour un certain i, ce qui fait que Wp piyq contient (¢:Up )¢ [et
donc mp pite = d], si a € N. Ceci permet de conclure.

Lemme 3.11. — Si a est assez grand, alors wg,a =d et wp o = da — htg(M).

Démonstration. — Si ¢ € N, soit D, = (BJR)¢/(M + (t¢B13)¢). Si b € N est tel que
M contienne (t;BJ;)¢ et si ¢ > b, alors D, = (Bj)¢/M et z € M si et seulement si
son image dans D, est nulle.

Soit alors @ > hb. Ecrivons a sous la forme a = ag+- - -+an_1, avec ag, . . . , ah—1 = b.
Il résulte de la discussion précédente que Wh,e est le noyau de P’application z +—
(z,o(x),...,o" 1(z)) de (Upq)? dans @'~} D,,. D’autre part, cette application est
surjective d’apres le corollaire 2.11 puisque D,, est un quotient de (B 2;)%; on a donc

DimEh (Wh,a) lemEh Uh a Z DlmEh az

et on conclut en utilisant les formules (cf. lemme 3.1 pour la seconde)

Dimg, (Up,.) = (a,1) et Dimg, (D) = (tu(M),0).
Lemme 3.12. — Le IEB r-Module M/M}, o est sans torsion.
Démonstration. — On a M = IB:R ®B§R M et My, = ]]3%;“R ®B:R My, o d’apres le
lemme 2.17. On en déduit 1'égalité M/M} , = IBS("';R ®B;R (M/Mp,), et il suffit de
montrer que M/M}, , est sans torsion. Soient m = mp 4 €t a1,...,0;, une base de

My, o sur B:R, constituée d’éléments de W, o. Six € M est tel que tpx € M}y o, on peut
écrire t,z, de maniére unique, sous la forme 101+ - -+ Ty, aVeC T1, ..., Ty, € BIR
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Comme 8 : Uy ; — C est surjectif, il existe Z; € Uy 1, pour 1 < i < m, tel que
T; —T; € thB;:li_R‘ Si Yi = t;l(xi — 5,;), on a

T=Z1a1 4+ +ZTmam = tht — th(y100 + - - YmQm),

et comme Y101 + - + YmQ@m € My, C M, on voit que T € t, M. Par ailleurs
T € (Unar1)? et o"(t;'T) € M quel que soit n € N. D’apres le corollaire 2.12, ceci
implique t;li € Wh 4, et donc z € ty, M}, o, ce qui permet de conclure.

Corollaire 3.13. — On a My o, =M sia > 0.

Démonstration. — D’apres le corollaire 3.10, rgB:RM[h,a =d = rg]BIRM sia>0
et donc M/M}, , est un ]BCTR—Module de torsion; le lemme précédent montre que ce
Module est nul, ce qui permet de conclure.

Comme M /My, o, et M /My, o1 sont sans B‘}LR—torsion, My, o—1 admet des supplé-
mentaires dans M}, ,. Soient M; , un de ces supplémentaires, et M} , = ]B%:R ®p+
9y ) dR

Mi,z,a‘ On adonc My, =Mp -1 @ M;z,a' Soit Yhe= M;z,a N (Wh,a + Mh,a—l)-

Lemme 3.14. — (i) Yh o + Mp a—1 contient Wy q.
(ii) L’application naturelle de Yp o dans My, ,/taM, , est injective.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire y € W, , sous la forme y; + y2, avec y; € Mp o1
et ys € M;L’a car alors yo = y — y; appartient & Wy, , + M, o1, et donc aussi & Y, 4.

Pour démontrer le (ii), partons de y € Wy o Nt,Mj, ,. 11 existe donc m’ € M, ,,
m € My, q—1 et w € W, tels que l'on ait y = tym’ = m + w. D’apres le lemme 3.9,
il existe w' € Wy o N My a1 et my € thMp a1, tels que w' — m = tpmg, ce qui
se traduit par tp(m’ + m;) = w + w’. On en déduit, en utilisant le lemme 3.8, que
w+w €ty Wp q_1, et comme W, o1 C My -1, cela implique y = tpm’ € M, 4—1,
et donc y = 0 puisque M 1 N Mlh,a = 0. Ceci permet de conclure.

Le lemme précédent permet, entre autre, de montrer que Yj , est de Dimension
finie; on note (Yn,q, ¥}, ,) 58 Er-Dimension.

Lemme 3.15. — Sia € Z, alors
(l) Mh,a — Mh,a—1 < y;L,a'
(1) Yra < Yhar 86 Yh o # 0.

Démonstration. — Yy, o +Mjp, o1 contient W, , et donc Bd’LR “Yh,a+Mpq—1 est égal &
My, . On en déduit I'inégalité g5 (IBIR Yh,a) = Mh,q—Mhp q—1. Comme par ailleurs,
Yh,a C My ,, cette inégalité est une égalité et le (i) découle du corollaire 2.18.
Quant au (ii), il découle du (i), grace & la proposition 2.4, une fois que 'on a
remarqué que Y, o, étant un sous-Ep-Espace Vectoriel de (]BIR)d, ne contient pas de
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V! (prop. 2.14), et (lemme 3.14) que Yj , s’identifie & un sous-Ej-Espace Vectoriel
de M} o/t M, , 2 VTna=mnas,

Corollaire 3.16. — Sia € Z, alors mpq — Mp,a—1 = Yp, 5 € W), o = Mpq-

Démonstration. —Onawy, , = > ,<pYh o = Dagh Mh,a=Mh,a—1 = Mpp. Par ailleurs,
pour b > 0, on a w;l’b = mpp = d (cf. corollaire 3.10 et lemme 3.11). Toutes les
inégalités dans la somme sont donc des égalités, ce qui permet de conclure.

En regroupant les résultats obtenus dans le lemme 3.11 et les corollaires 3.13 et 3.16,
on obtient le résultat suivant qui termine la démonstration du corollaire 3.7.

Corollaire 3.17. — Les entiers w;l’a, Wh,a, y;l’a et Yn, o vérifient les relations
(1) Yacz¥ho=49d;
(1) Yha < Yhar S1Yh o # 05
(iii) w;ha - wﬁlya_l = y;l’a et Wh,q — Wha—1 = 11)}'Lw_1 + Yha-

3.3. Démonstration du corollaire 3.5. — Le principe de la démonstration est
d’étudier ce qui se passe quand on remplace h par un multiple.

Proposition 3.18. — Sih,k > 1 et a € Z, alors
(i) Wih,ka = Frn ®F, Whia;
(ii) Wkh,ka = kWk,a; Wip ko = Wh o € Mihka = Mha-

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Soit ey, ..., ex une
base de Eyp sur Ej,. Comme ¢",. .., o*" sont les éléments de Gal(Exy/Epr), la ma-
trice de coefficients (7 h(ei))lgi,j <k est inversible. On peut donc trouver des éléments
a1,...,ax de Egp tels que Pon ait S5, 0% (e)a; = 1 et S5, 9/ (e;)a; = O si
1<j<k-1.

Un petit calcul montre alors que les applications (ws,...,wy) — Ele a;w; et
w — (wy,...,wg), avec w; = Z;-;l p~I%pih(ze;), sont inverses 'une de lautre et
envoient respectivement (W, ,)*¥ dans Wip o €t Wip ko dans (W, o)k, Ceci permet
de démontrer le (i) et termine la démonstration.

Lemme 3.19. — Sia € Z, alors
k-1
/ /
Z Ykh,ka—i = Yh,a-
=0

Démonstration. — D’apres le (iii) du cor. 3.17, on a
k—1

/ !
E Ykh,ka—i = Mkh,ka — Mkhk(a—1) = Mh,a — Mh,a—1 = Yp o
i=0

Lemme 3.20. — Siyno =0 et si k(a—1) < b < ka, alors ygpp = 0.
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Démonstration. — On a Wik ka — Wkh,k(a—1) = K(Wha — Wha-1) = kwgya_l, d’apres
le (ii) de la prop. 3.18 et le (iii) du cor. 3.17. Par ailleurs, d’apres le (iii) du cor. 3.17,
on a
k—1
Wkh,ka~Wkh,k(a—1) = Z(w;ch,k(a—1)+i+ykh,k(a—l)+i+1) > kwéh,k(a_lﬁ Z Ykh,b-
=0 k(a—1)<b<gka

On en déduit le résultat, en utilisant I'égalité wy, , | = wy, h(a—1) de la prop. 3.18.
Lemme 3.21. — Siypq >0 et sik =y, ,, alors

Z (y;ch,b -1)< y;L,a -1
k(a—1)<b<ka, ykr,p7#0

Démonstration. — Notons que, d’apres le lemme 3.15, k = y;l,a > Yhe = 1; en
particulier, k > 2. On déduit du (ii) de la prop. 3.18 et du (iii) du cor. 3.17, que
k—1
k(Wh,a — Wha—1) = Wkh,ka — Whh k(a—1) = KWkp k(a—1) + Z(iy;ch,ka_,' + Ykh,ka—i)
i=0

et donc Y5 (Ykh ka—i T+ Ykh,ka—i) est divisible par k. Comme par ailleurs, d’aprés
le lemme 3.19, Y5} Ykh ka—i = k» il y a deux cas :

e ilexiste 0 < i < k—1tel que Yy po—; = k €t Ypp, 4o ; = 0sij # 4. Dans ce cas, on
déduit du (ii) du cor. 3.17 que Ykh ka—j = 0, si j # i et que Ykh ka—j < Ykp ka—i = K €St
divisible par k, et donc est nul; on a donc Y (a—1)<b<ka, yen o720 (Yknp—1) =0 < k—1;

e le cardinal r de l'ensemble des i € {0, ...,k — 1} vérifiant y;chyka_i # 0 est > 2,
auquel cas on obtient, en utilisant le lemme 3.19,

> (Yhnp — 1) < ( > ykh,b) —r<Yho—2
k(a—1)<b<ka, ykn,5#0 k(a—1)<b<ka

ce qui permet de conclure.

Définissons le défaut de h comme la quantité A(h) = 3 1, . .20} (¥4 o —1)- Comme
y;w > Yha, o0 & A(h) = 0 si et seulement si y,, = 0 pour tout a, et donc si et
seulement si Yy, o est un Ej-espace vectoriel de dimension finie quel que soit a € Z.

Proposition 3.22. — 1l existe h tel que A(h) = 0.

Démonstration. — Soit h réalisant le minimum de A(h). Si A(h) # 0, il existe a € N
tel que ypo # O et, si k =y, ,, les lemmes 3.20 et 3.21 montrent que A(kh) < A(h),
ce qui conduit a une contradiction qui permet de conclure.

Supposons dorénavant que A(h) = 0 et, si b € Z, soit ep,j, pour 1 < j < yj, ;, une
base de Y,y sur Ey. Soit de plus I = [[,ez{(b,4), 1 <Jj <y} ,} et,sii=(bj) €I,
o b
soit r; = 1.
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Proposition 3.23. — Sous les hypothéses ci-dessus, on a
(i) (¢™(ei))icr est une base de M sur Bl quel que soitn € N;
(ii) Whyo = @ic1(Un,a—hr, - €) sia € Z.

Démonstration. — Par construction, on a M , = @bgaBj{R - Y4 4, ce qui montre que
les e;, avec r; < 7, engendrent M}, ,. En particulier, comme My, = M si a > 0
(corollaire 3.13), les e;, i € I, engendrent un sous-réseau de (BJz)? et, comme |I| =
((i) du corollaire 3.17), cela montre que les e; forment une base de M sur B} et donc
aussi de M sur B;.

En particulier, les e;, ¢ € I forment une famille libre sur IB:R et 'application
naturelle ®;¢ I(Uh,a_hn -ei) — Wy, o est injective. Une récurrence immédiate sur a
(utilisant le (ii) du corollaire 3.17) montrant que les Ej-Espaces Vectoriels Wy, , et
®icr (Uh,a—hri . e,-) ont la méme dimension, cela prouve que cette application est un
isomorphisme.

Finalement, si n € N, on a

Wha = ¢"(Wha) = Bicr (¢" (Unahr,) - ¢"(€:)) = Bicr(Un,a=hr, - ¢"(€)),
ce qui montre que les ¢™(e;), i € I, engendrent le méme sous-B}-Module de (B};)?

que les e;, i € I, et termine la démonstration de la proposition.

3.4. Démonstration du théoréme 3.2

Lemme 3.24. — On a

> ri=tu(M).
i€l
Démonstration. — D’apreés le (ii) de la proposition 3.23 et le lemme 3.11, on a
> (a— hr;) = dimy; g, (Wh,a) = da — htg(M),

el
si a est assez grand. Ceci permet de conclure.

Choisissons une bijection I ~ {1,...,d} et, si 1 < i < d, soient a;1,...,8;4 € B::g

les coordonnées de e;. Soit A = (a;,;)1<i,j<d € M4(B rlg) et soit § = det A.
Lemme 3.25. — On a t™t#(M)§ € E}.

Démonstration. — Comme ¢"(e;) = p""i(e;), on a § € U, = Up, hty (M) Par

hr
ailleurs, ¢™(e1),...,¢"(eq) forme une base de M sur BdR, on a vH(go () =ty (M)
quel que soit n € N; le corollaire 2.11 montre que ceci implique ’appartenance de
(1_[2 iy w"(th)_tH(M))é a Uy = Ep, ce qui, compte tenu de la propriété (iii) de tp,
permet de conclure.

Corollaire 3.26. — Les e;, i € I forment une base de Mg sur Iﬁji'g

ASTERISQUE 319



ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRESENTATIONS DE DE RHAM 147

Démonstration. — Soit x € My;g. D’apres le lemme précédent, on peut écrire = sous
la forme ¢ = Y ,c; Ties, avec z; € BY [}] = ]Bi;'i'g[f;,...,w—_}m]. Par ailleurs, on
a o"(z;) € Ba”R pour tout n € N (puisque les ¢™(e;), i € I, forment une base de

M sur BJ3); on en déduit, utilisant le corollaire 2.12 (pour (H;’;Ol @ (th)*)x;, avec
+

a > 0), 'appartenance de z; & @rig, ce qui permet de conclure.
Proposition 3.27. — Soit h un entier > 1, soit a € Z et soit e le p.g.c.d. de a et h.
Soit Y un E}, -espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-linéaire de ¢
telle que l’on ait " (z) = p°x quel que soit x € Y. Alors

(i) Sie#1, et siY' est le sous-Ej.-espace vectoriel de Y des éléments vérifiant
ph/e(z) = p*/°z, on a Y = B, ®p,,, Y’

(ii) Si a et h sont premiers entre euz, alors la dimension de Y sur Ej est un
multiple th de h et il existe des éléments fi,...,fo de Y tels que les p?(fi), pour

1<i<let0<j< h—1, forment une base de Y sur Ej.

Démonstration. — Le (i) se démontre comme la proposition 3.19. Pour démontrer
le (ii), introduisons l'algébre Hp o = Ern @ Epp @ -+ @ Epoh~1 avec les regles de
commutation ¢* - a = ¢(a) - ¢* et la relation " = p®. C’est une algebre a division
de dimension h? sur Q, et d’invariant 7, et comme a et h sont premiers entre eux,
cette algébre est un corps (non commutatif). Par ailleurs, Y est naturellement un
H}, ;-module de type fini et, Hp, , étant un corps, c’est un Hj ,-module libre de rang
fini. Il suffit de prendre pour fi,..., f¢ une base de Y sur Hj , pour démontrer le (ii).

Le théoréme 3.2 se déduit de la proposition ci-dessus (et du corollaire 3.26) en
faisant une récurrence sur le nombre de pentes. Si tous les r;, i € I, sont égaux a
r = %, on a M,z = Brﬁg ®E, Yh,a, o Yj o est un Ep-espace vectoriel de dimension
finie auquel on peut appliquer la proposition 3.27. Soit e le p.g.c.d. de a et h. En

utilisant le (i), on obtient un isomorphisme Y, , = E, ®F n Y h o €t en utilisant le

(ii), on obtient une décomposition Yao= ®i_1Eh.e ®q, (er[cp] - fi) et Qplep] - fi est
isomorphe & Dy q), ce qui permet de conclure.

Si le nombre de pentes est > 2, soit r = ¢ la plus grande des pentes, soit e le p.g.c.d.
de a et h, et soit J le sous-ensemble des ¢ € I vérifiant r; = r. On peut appliquer
I’hypothese de récurrence au sous—]ﬁ;'i'g-Module M’ engendré par les e;, i € [ —J, et la

proposition 3.27 a4 Wr o /(Wi « "M’) £ Y4 o. (Comme on n’a rien imposé 4 Yr o en
ele ele e’ ele

e

ce qui concerne p, il n’a aucune raison d’étre stable sous ’action de ¢ et on ne peut pas
lui appliquer directement la proposition 3.27, mais l'isomorphisme précédent permet
de le faire.) Si fi,..., fo est une famille d’éléments de Y n o vérifiant les conclusions

o relevant f;, alors

de la proposition 3.27, et si f,-, 1 < i < 4, est un élément Wb_y

Qple] - f; est isomorphe & D1 /4)- On obtient alors une décomposition de My sous la
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forme voulue en écrivant My sous la forme Myig = M’ @ (&, B, ®q, (Qule] - fi)),

et en utilisant la décomposition de M’ fournie par I’hypothése de récurrence.

4. Les anneaux de caractéristique p

Ce § est consacré a des rappels sur la théorie du corps des normes de Fontaine et
Wintenberger [21, 30]. Pour les applications aux familles de représentations p-adiques
de ¥, il s’avere utile de préciser comment les constantes dépendent de K, ce qui nous
amene a entrouvrir la boite noire que cette théorie constitue d’habitude ; les rappels
sont donc un peu longs. ..

4.1. Rappels sur les corps locaux. — On note ¢%, pour s > —1, les sous-groupes
d’inertie de ¥r en numérotation supérieure. En particulier, gF = Yr ; le sous-groupe
d’inertie Ir de YF est égal 92, pour tout s €]—1,0], et le sous-groupe d’inertie sauvage
de ¥F est la réunion des ¥%, avec s > 0.

Si s > —1, on note 7 Pintersection des F°F , pour t > s. En particulier, 7
est 'extension maximale non-ramifiée (resp. modérément ramifiée) de F'si s € [—1, 0]
(resp. si s = 0). Si L C F est une extension de F, et s > —1, on note L(*) le sous-
corps L N F® de L et on définit le conducteur ¢(L) € [-1,400] de L comme la
borne inférieure de 'ensemble des s tels que L®) = L. On dit que L est profondément
ramifiée si ¢(L) = +o0o (ceci ne peut, bien évidemment, se produire que si L est une
extension infinie de F').

Lemme 4.1. — (i) ¢(L) = —1 si et seulement si L est une extension non ramifiée
de F';
(ii) e(L) = 0 si et seulement si L est une extension modérément ramifiée de F ;
(iii) ¢(F,) =n—1sin€N, et FY =F, sin—1<s<n;
(iv) e(LyLg) = sup(e(L1),c(L2)), si Ly et Ly sont deuz extensions de F.

Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents; le troisieme est un résultat
standard, et I'inégalité ¢(L;L2) > sup(c(L1), c(L2)) est immédiate sur la définition du
conducteur. Réciproquement, si s = sup(c(L;),c(L2)), on a L1 C F® et Ly c F®,
et donc L1Ly C F( ) et ¢(L1L2) < s. Ceci permet de conclure.

Si K est une extension finie de F', notons dx,pr sa différente. La formule suivante
nous sera tres utile :

o «(K)
vp(Vk/F) = /_1 (1 - [K—lK(s—)]) ds = /_1 (1 K :IK(S)])ds

On en déduit en particulier la majoration v,(0k,r) < ¢(K) + 1. Soit ng(K) le plus
petit entier > ¢(K) + 1.
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4.2. L’extension cyclotomique d’une extension finie de F

Lemme 4.2. — Sin > no(K), alors :
(i) e(K,) =n—1 et Tk contient 1+ p"Z, ;
(ii) Kpt1/Kn est une extension totalement ramifiée de degré p ;
(iii) K(Jll = K& quel que soit s < no(K) — 1.

n

Démonstration. — On a c(K,) = sup(c(K), c(F,)) = sup(c¢(K),n — 1) ; on en déduit
le (i) et le (ii). Par ailleurs, K = Kf{?l N K,, et donc Kns,zl K est de degré p

si K(s)1 #* K( ). Ceci implique que 'on a K, = K,(LHKn, ce qui conduit & une
contradiction car

c(Kpy1) =n et c(K(_glK )= sup(c(K,(HZl) c(K,)) <sup(s,n—1)<n-—1
si s < mo(K)— 1< n—1. Ceci termine la démonstration.

Corollaire 4.3. — Sin > no(K), alors

(i) F(Kns1/Fas1) = f(Kn/Fy),

(i) e(Kns1/Fni1) = e(Kn/Fr)

(iii) I’application naturelle de l’ensemble des plongements de Ko, dans F' au-dessus
de F, dans celui des plongements de K,, dans F au-dessus de F,, est une bijection ; en

particulier, si K/L est galoisienne, alors Gal(K,/F,) = Gal(K/Foo) = 7/ 1.

Démonstration. — Tous ces points sont des conséquences immédiates du (ii) du lemme
précédent.

On note dg_ le degré de l'extension Ko, /Foo. On note ex_, (resp. fx. ) la limite
de la suite de terme général e(K,/F,) (resp. f(K,/F,)).

Remarque 4.4. — (i) di_ est aussi le degré de l'extension K, /F, si n > ng(K).

(ii) Comme l'extension F,/F est totalement ramifiée, fx _ est aussi le degré de
lextension F'/F, ou F’ est 'extension non ramifiée maximale de F' contenue dans
K.

(i) On a F' C K, sin > no(K).

(IV) ewaKoo = dKoo'

Proposition 4.5. — La suite de terme général p"v,(Vk,, /F, ) est stationnaire pour n >
no(K) et on a p"vp,(0k, /F,) < —p"O(K) quel que soit n € N.

Démonstration. — On part des formules

+o00

1 1
Ok, /F,) = Vp(0k,/F) — vp(0F, )=/ - ds
PATKn/F, P / PUF/F -1 <[Fn:F£s)] [KnZK'r(LS)])
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et p" = F%[Fn : F). Par ailleurs, F¥ = K9 NF, et donc [F, : F,(,S)] = [Fanf) :

K], ce qui nous donne

p oo (s) ( 1
p”v(DKnFn)=—/ F P (1 - ) ds
A T W (K, : FoKC)]
Maintenant, si s > no(K) — 1, on a K®) = K et donc [K, : FnK,(f)] = 1 puisque
no(K) — 1 > ¢(K), ce qui nous fournit la formule

no(K)—1
n P ° (s) 1
P DKnFn)= / F,» Fl{l—- — ) ds
p(Ox p—1J_,4 [ ]( K, : F,,K,‘f’])

Pour obtenir la majoration de la proposition, il suffit alors de majorer 1 — 1

(Kn:Fo K]
par 1 et d’utiliser la formule

TLQ(K)—I
/ [FP: Flds =14 (p—1) +--- + (p— 1)protfO72 = protO=1,
-1

Il reste & montrer que la suite p"v,(dk,/F,) est stationnaire pour n > no(K).
Soient donc n > no(K) et s < no(K) — 1. On a F¥ = F7(zi)1 Fy, ol k est le
plus grand entier < s + 1 < no(K), et donc [F,(:,Z1 : F] = [F,(ls) : F] quel que soit
s € [-1,n9(K) — 1]. Par ailleurs, '’extension K,11/K, est de degré p et, comme
K(_,)_1 = K(s) est de conducteur < s < n — 1, Pextension Fn+1K,(hzl/F K est non
triviale et donc de degré p, elle aussi. On a donc [K, 41 : Fri1 K (5)1] =[K,:F, Kns)]
ce qui permet de conclure.

Lemme 4.6. — Siz € OF,,, et g € Gal(Fut1/Fy), alors vy(o(z) —z) > ;1.

Démonstration. — x peut s’écrire sous la forme x = Zfz_ol z‘i(e("+1))i, avec x; € OF,
si 0 < i < p— 1. Par ailleurs, a(s("+1)) = u,e(™tD ol u, est une racine p-itme de
Punité, et donc o(x) —z = Y57 (V)i (ul —1). Le résultat suit de la minoration
vp(u—1) > 2y siuP =1.

Remarque 4.7. — Une conséquence de la proposition 4.5 est que v,(0k, /r,) tend
vers 0 quand n tend vers +o00 : 'extension K, /Fy est presque étale.

Notons a I'idéal des éléments de valuation > %.

Lemme 4.8. — Sin>no(K)+1 etsiz € Ok,,,, alors Nk, ., /k,(x) — 2P € a.

n+1

Démonstration. — Soit eq,...,eq une base de Ok, sur OF, ; c’est aussi une base de
Kp41 sur Fpyq car Kpyq/K,, et Fpyq/F, sont de degré p. Soit e, ..., e} la base de
K, sur F,, duale de ey, ...,eq pour la forme bilinéaire (z,y) — Trk, /r, (zy) qui est
aussi la restriction & K, de la forme bilinéaire (z,y) — Trx, ., /F.,, (a:y) Les e} sont
éléments de D}t/Fn et donc vérifient vy(e}) > —p%lpnf’(K)‘" > - (p 7j- On peut
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alors écrire x € O, ,, sous la forme Y0 | z;ef, avec z; = Trg, ., /r..,, (z€;) € OF,,,.
On a Gal(Kn41/Kn) = Gal(Fpt1/F,) et, comme vy(o(z;) — x;) > p%l d’apres le
lemme 4.6, on obtient finalement,

d
1 1 1
vp(o(x) —z) = o(z;))—z)ef ) 2> — = —— = —,
p(o(2) - ) p(;( @) ~w)el) > =g~ ooy =
quel que soit ¢ € Gal(K,+1/K,). Comme Gal(K,;+1/K,) est de cardinal p, cela

permet de conclure.

Corollaire 4.9. — Sin > no(K) + 1 et si x € Ok,,,/a, alors zP € Ok, /a et le
morphisme d’anneaur x — zP de Ok, ., /a dans Ok, [a ainsi défini est surjectif.

Démonstration. — Soient wy, 41 une uniformisante de Ky, 1 et wn, = Nk, ., /k, (Wn+1);
c’est une uniformisante de K,. D’aprés le lemme précédent, on a wf ; = w, dans
Ok, .. /0. Tout élément de x de O, ,, peut s’écrire de maniére unique sous la forme
T =72 wk_ | [ak], ot les a), sont des éléments de kr- et [ax] € Op est le représentant
de Teichmiiller de a, et on a z? = {25 wk[a?] modulo p et donc, a fortiori, modulo a.
On en déduit appartenance de zP & O, /a et, utilisant le fait que kp: est parfait, la
surjectivité de z — xP.

4.3. Le corps E et certains de ses sous-anneaux. — Soit
E" = {(zn)neN,Zn € Oc/aet x} , =z, sin € N}.

L’anneau O¢/a étant de caractéristique p, 'application z — 2P en est un morphisme
et E* est un anneau de caractéristique p sur lequel ¢F agit naturellement (composante
par composante). D’autre part, si (25 )neN € E* etsi I, est un relevement quelconque
de z,, dans &¢, la suite de terme général i',’; 4 converge dans O¢ vers une limite z(™)
qui ne dépend pas du choix des Z,. Ceci permet de décrire E+ comme l’ensemble
des suites z = (z@,...,z(™),...) d’éléments de O vérifiant (z(*t1)P = z(*), Soit
vg : ET — R Dapplication définie par vg(x) = vp(z(®).

On peut voir ¢ = (1,5(1),...,5("), ...) comme un élément de E+ et, si on pose
T=ec—1,onavg(T) = p—f—l.

Si K est une extension finie de F', soient

Ef = {(@n)nen € ET, 2, € O_/asine N},

E} = {(zn)nen € E*t, z, € Ok, /asin est assez grand}.

E}. contient ¢ et 7, ce qui nous permet de poser E = E+[77!], Ex = E}'{ [T et
Ex = E[7'] si K est une extension finie de F.
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Proposition 4.10 ([21, 30]). — (i) E est un corps dont vg est une valuation pour la-
quelle il est complet et dont le corps résiduel est kr. De plus l’action naturelle de 9p
sur E est continue.

(ii) Er = kr((7)) et, plus généralement, si K est une extension finie de F, et si
F' est Uextension mazimale non ramifiée de F contenue dans K, alors Ex, muni
de vg, est un corps complet pour une valuation discréte, de corps résiduel kg .

(iii) Le sous-corps E = Uy EK est une cloture séparable de Ep stable par Yr et,
si K est une extension finie de F, alors Gal(E/Eg) = 5 ; en particulier, 7% agit
continiment sur E muni de la topologie discréte.

(iv) E est le complete de E pour la valuation vg ; en particulier, E est algébrique-
ment clos. De plus, EK = E%k est le complété de la cloture radicielle de Ex .

Démonstration. — Ce théoréme constitue un cas particulier de la théorie du corps des
normes; le point (ii) et une partie du (iii) sont démontrés dans le n° suivant et nous
renvoyons & [30] pour le reste.

4.4. L’anneau des normes

Proposition 4.11. — L’anneau E;} est un anneau de valuation discréte, complet, de
corps résiduel kp:. De plus, si T = (Tx,n)neN €St une uniformisante de E}, et si
n = no(K) + 1, alors Tk, appartient & Ok, [a et tout relévement Tk ,, de Tk, n dans
Ok, est une uniformisante de K,,.

Démonstration. — Par surjectivité de = — zP (cor. 4.9), on peut trouver une suite
= (wn) € EL, telle que, si n > no(K) + 1, @, soit 'image d’une uniformisante
wn, de K, dans Ok, /a. On a alors Ok, /a = kp/[X]/Xkn/P et Ef; = !iLnﬁKn/a
est donc isomorphe & kg/[[X]], Papplication de kp/[[X]] dans Ok, /a étant donnée
par Zk Oaka — Zk Tlern— laz_nw,ﬁ. En particulier, si K = F, on peut prendre
wp, = €™ — 1, ce qui montre que I'on a Ep = kr((7)).

Maintenant, si Tx = (Tk,n)neN €st une uniformisante quelconque de E}}, on peut
écrire Ty sous la forme Ty = ;;’cl’ arX* € kp/[[X]], avec a3 # 0. Si n > no(K) +
1, on a alors T, = Z:"‘i akwk, ce qui fait que tout relevement 7k , differe de

I'uniformisante S 72 [ax]wk de K, par un élément de a et est une uniformisante
de K,. Ceci termine la démonstration de la proposition.

Proposition 4.12. — Si K est une extension finie de F', alors Ex est une extension
séparable de degré dk_, de Ep, d’indice d’inertie fx_ et d’indice de ramification ek
De plus, on a vE(OE, /E;) = liMp 400 P"Vp(Vk, /F,) < p%lp"O(K).

Démonstration. — Siex, =1, 0n a Ex = Ep = kp/((T)), et le résultat est évident.
Nous supposerons donc dans ce qui suit que ex_ > 2. Soit Tk = (Tk,n)neN une
uniformisante de Ex et, si n > no(K) + 1, soit 7k, un reléevement de 7Tg,, dans Ok, .
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Comme n > no(K) + 1 > ng(K), Pextension K,,/F, est totalement ramifiée de degré
e = ek, ; le polynéme minimal P, de #k n sur F, est donc un polynéme d’Eisenstein
de degré e que I'on peut mettre sous la forme P, (X) = X®+ac—1,, X1+ +aon.
Soit S l’ensemble des plongements de K., dans F' au-dessus F!_; d’apres le (iii)
du cor. 4.3, c’est aussi 'ensemble des plongements de K, dans F au-dessus F, si
n 2 ng(K) et on a Pp(X) = [[,es(X — 0(Tk,n))-

Notons @; , l'image de a;, dans ﬁp;l/a, et P, le polynéme X°© + Ee_l,nXe"l +

4+ @o,n. On a aussi Pp(X) = [[,es(X — 0(Tk,n)); on en déduit le fait que
a; = (@in)n>no(k) appartient a E;, et P(X) = X® +ae1 X1+ +ag =
[Moes(X — o(Tk)) € EL [X]. Par ailleurs, comme P, est un polynéme d’Eisenstein,
on a vy(agn) = vp(e™ — 1) et donc vg(ap) = ve(T); le polyndéme P est donc un
polynéme d’Eisenstein, ce qui prouve que c’est le polynéme minimal de Tx et que
Ex est une extension totalement ramifiée de degré ex_  de Ep: ; extension Ex/Ep
est donc une extension d’indice d’inertie [F' : F] = fk_, d’indice de ramification ek
et de degré fx_ex. =dk.,

Enfin, on a vg(P'(Tk)) = limp— 400 p"0p( Py (7K ,n)) = limp 400 p"vp(Vk,./F,. ). On
déduit alors de la proposition 4.5 la non nullité de P'(Tx) qui montre que 1’extension
Ex /EF est séparable, et I'inégalité vg (g, /E,) = vE(P'(Tk)) < p—ifp”(’(K) que ’on
cherchait a établir.

5. Les anneaux parfaits

5.1. Le corps B et certains de ses sous-anneaux. — Soient A+ = W(E+) et
A= W (E). Par construction,

A/pA=E et K+/px+ =E*
et tout élément de A* (resp. A) s’écrit de maniére unique sous la forme S8 pFzk],

ol les ) sont des éléments de Et (resp. E), et [xx] désigne le représentant de
Teichmiiller de zy.

Ces anneaux sont naturellement munis de deux topologles la topologie forte et
la topologie faible. La topologie forte consiste & munir A (resp A+) de la topologxe
d’anneau la moins fine rendant continue la projection A — E (resp. At o E*) ol
on a muni E (resp. E+) de la topologie discrete. La topologie forte sur A ou A+
n’est donc rien d’autre que la topologle p-adique.

La topologie faible sur A (resp A+) est la t;opologle d’anneau la moins fine rendant
continue la projection A-E (resp. At E+) ol 'on a muni E (resp. E+) de la
topologie induite par la valuation vg. De maniere explicite, si k € N, soit wy, : A
R U {+00} la fonction définie par wy(z) = infic vg(z;) si = 35 pilz;] € A. Les
propriétés suivantes de wy sont immeédiates :
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(i) wi(z) = 400 si et seulement si z € pF+1A ;

(ii) wr(z + y) = inf(wk(z), wk(y)) avec égalité si w(z) # wr(y);

(i) wi(@y) > infips < (wi() + w5 (3);

(iv) wi(p()) = pwr(z);

(v) w(o(z)) = wk(x) si o € Y.

La topologie faible sur A ou A* est la topologie définie par la famille de semi-

valuations wy, pour k € N (i.e. une suite z,, a pour limite z si et seulement si, quel
que soit k € N, wg(z, — ) tend vers +oco quand n tend vers +00).

Proposmon 51. — (i) L applzcatzon (wk)keN — 720 p*[zk] est un homéomorphisme
de (E)N (resp. (ET)N) sur A (resp. A+) pour les topologies faible et forte.
(ii) A et AT sont séparés et complets pour les topologies forte et faible.

Par fonctorialité des vecteurs de Witt, on peut relever (de maniére unique) les
actions de ¥r et ¢ sur E et ET, ce qui permet de munir les anneaux A et At d’une
action de ¥r et d’une action du Frobenius ¢ commutant entre elles. De maniére

explicite,

+o00 +o00 +o00 +o00

(2o pblenl) = Yoo f) et o (Yo ptlanl) = Yo ptlotan)] si o € e

k=0 k=0 k=0 k=0
Proposition 5.2. — ¢ agit continiment sur A et At munis des topologies forte ou
faible, et l’'on a

AP=l = (AT)*=! = 2,

Démonstration. — La continuité de 'action de ¢ est immédiate et z = S35 p*[z]

est invariant par ¢ si et seulement si on a z} = zi, et donc z € F,, pour tout k,
c’est-a-dire si et seulement si z € W(Fp) =Z

Remarque 5.3. — Ni % ni, a fortiori, ¥ n’agissent discréetement sur E ou E*, ce
qui implique que ni 5 ni ¥r n aglssent continiment sur A ou A+ si on les munit de
la topologie forte. Par contre, comme A et A+ sont homéomorphes a EN et (E+)
respectivement, ¥r agit continiiment sur A et A* munis de la topologie faible.

Si [K : F] < 400, soient Ax = W(Ek), K}} = W(E}), Par construction, on a
KK/pKK = EK et K}/pz-‘- = i‘j}

Les anneaux Ag et K'}} sont des sous-anneaux fermés de A et A respectivement
que ce soit pour la topologie forte ou ou la topologie faible. D’autre part, on déduit
du (iv) de la proposition 4.10 les égalités

A Ky et (RH)e = KL
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Soit B = K[%] (resp. Bx = A K[%]) le corps des fractions de A (resp. Ak) et soient
Bt = X“‘[l] et B = K}Q[l] Tout élément de B (resp. B*) s’écrit de maniére unique
sous la forme 3", cz p*[zk], oll (zk)kez est une suite d’éléments de E (resp E"‘) nuls
pour k assez petit. Les actions de ¢ et ¥r s’étendent par Q,-linéarité a B et Bt et
Pon a

B = (B =Q, B =Bk et (B =B

5.2. Le corps B! et certains de ses sous-anneaux. — Sir > 0, soit

A0 _ {x €A, lim rwg(z) + k= +oo} =
k——o0

+oo
= {z = Zpk[xk] €A, k_ljrzloo rvg(zy) + k= +oo}.
k=0

Siz = Y428 pklzi] € A7 posons v (z) = infren vE(zk)+ £ = infren wi(z)+£.

Proposition 5.4. — La fonction v : A0 5 RU {+o0} vérifie les propriétés sui-
vantes :

(i) v@(z) = 400 si et seulement si x =0;

(i) v(®] (iB +y) > mf(v(o (@), vO)(y)), siz,y € AOT;

(iii) v (zy) > vO(z) + vO7(y), si z,y € A0 ;

(iv) v@l(pr) = vOrl(z) + L et vO([a]z) = vE( ) +vO@)(z), sia € E et si
z e Al ;

(v) v (o(z)) = vO"I(x) et v(o’p_lrl(w(w)) =p®(z) sic €Y etz € AT,

Démonstration. — Toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates des pro-
priétés de la fonction wy.

Corollaire 5.5. — Sir > 0, alors A©) est un sous-anneau de A stable sous Uaction
de 9r et ¢ induit un isomorphisme d’anneauz de AOT] gyr AP

Proposition 5.6. — A7) est séparé et complet pour la topologie définie par v(®7).

Démonstration. — La séparation suit du (i) de la proposition 5.4. Maintenant,
si (az)ZeN est une suite d’éléments de A7l tendant vers 0, alors a; tend vers 0
dans A (muni de la topologie faible) et la série 575 a; converge dans A vers une
limite a vérifiant wi(a) > inf;en wi(a;). Comme limg_, 4o wi(a;) + ; = 400 et
lim; 400 (infren wi(as) + £) = 400, on en déduit le fait que wy(a) + k tend vers +oo
quand k tend vers +o00, ce qui permet de conclure.

Remarque5.7. — Si ¢ € A0 et si ¢ = Z;:“(’)pk[xk] dans A, alors la série
Z;“g, p*[xk] converge et a pour somme z dans A©r],
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Proposmon 5.8. — Soientr >0 et C > —00. Si (Tn)nen est une suite d’éléments de
A tendant vers 0 dans A et telle que Uon ait v©®")(z,,) > C pour tout n € N, alors
la suite (zn)nen tend vers 0 dans A©3] quel que soit s €]0,r[.

Démonstration. — Si z, = 3725 p¥[zn k], les hypothéses se traduisent par
(1) limp,— 400 VE(Zn k) = +00 quel que soit k € N,
(ii) infren VE(Tn,K) + f > C quel que soit n € N.

On a dong, si s €]0, 7],

. k . r—s . k
inf (vE(zn,k) + ;) > inf (C’ + ko = ,klgf (vE(Tn,k) + ;))

ke ko

Choisissant ko pour rendre le second terme grand et utilisant le (i), on en tire le fait
que infzen (vE(a:n,k) + f) tend vers +o0o quand n tend vers +o00, ce qui permet de
conclure.

Lemme5.9. — Si x = Y{20p*[zk] est un élément de AT les deuz conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) z est une unité de l’anneau des entiers de NG

(ii) ve(zo) =0 et rvg(zk) + k>0 sik > 1

Démonstration. — Si x = 3825 pFlzx] et y = 3825 p¥[yx] sont deux éléments de
Panneau des entiers de A(®7] vérifiant zy = 1, on a en particulier ve(zR) = —7,
ve(yk) = —; quel que soit k € N et zgyo = 1; on en déduit 1’égalité vg(zg) = 0.
Soit maintenant 4o (resp. jo) le plus grand entier i (resp. j) tel que vg(z;) = —¢
(resp. vg(y;) = —%) On a donc vg(ziy;) > —2tke s ¢+ j < dp + jo et (4,5) #
(0, Jo) et vE(Ziyjo) = — T, ce qui nous donne wj,4j,(zy) = — 2tk Comme par
ailleurs, w;y+j,(zy) = 0, on obtient i = jo = 0, ce qui termine la démonstration de
Pimplication (i)=-(ii).

Réciproquement, on peut écrire z sous la forme [zo](1—y), ol y = Z 1D klzg zx]
vérifie v(®7l(y) > 0. La série 1% y™ converge donc dans I’anneau des entiers de
A0 et ¢ admet [z51](3F% y™) comme inverse.

Proposition 5.10. — Sir > 0, alors
(i) Yr agit continiment sur A7 muni de la topologie faible.
(i) ¢ : AO — AP egt continu.

Démonstration. — Le (ii) est une évidence et comme v(®"l(g(z)) = v(®7)(2), il suffit
de vérifier que si z = S5 pFz] est fixé, alors o — o(x) est continue, et on peut se
contenter de vérifier la continuité en o = 1.

Commengons par considérer le cas ot z = [a], avec a € E. Comme o — o(a) est
continue, il en est de méme de 0 — [o(a)] vue comme fonction & valeurs dans A muni
de la topologie faible, ce qui signifie que, quel que soit k € N, wi([o(a)] — [a]) tend
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vers +0o quand o tend vers 1. Comme par ailleurs, on a wi([o(e)] — [a]) = ve(e), on
en déduit le fait que v(®"([o(a)] = [@]) tend vers +oco quand o tend vers 1.

La cas général s’en déduit en remarquant que, si z = 3725 p¥[zx], la fonction
o — o(z) est somme de la série de fonctions Y720 (c — p*lo(zx)]) qui converge
uniformément dans A (],

Lemme 5.11. — Siz = 579 p*[z] € A" vérifie vg(xo) = 0, il eziste s €]0, r[ tel
que = soit une unité de l’anneau des entiers de A,

Démonstration. — Comme vg(zx) + % tend vers +o00, il existe C' > 0 tel que l'on ait
vp(zk) + % > —C quel que soit k € N. Il suffit alors de choisir s de telle sorte que
Pon ait 1 — 1 > C pour que vg(zx) + £ > vpi(a:k) +%+kC >0sik>1, et donc que
z soit une unité de anneau des entiers de A(*! d’apres le lemme 5.9. Ceci permet
de conclure.

Si r > 0, soit BOr = K(O’T][%)]; c’est un sous-anneau de B. Finalement, soit Bt
la limite inductive (ou réunion) des B©7). On munit B de la topologie de la limite
inductive, chaque BOr = UneNp’"K(o”"] étant lui-méme muni de la topologie de la
limite inductive.

Proposition 5.12. — Bt est un sous-corps de B stable sous les actions de Yr et p; de
plus, ces actions sont continues.

Démonstration. — La seule chose qui ne résulte pas immédiatement de la propo-
sition 5.10 est le fait que tout élément non nul de B! est inversible. Soit donc
z = Z:ﬁo p*lzk] € BO avec Tk, # 0. On peut écrire x sous la forme p*° [z, |y
avec y = S 320 p*lyx] € A©7] gt yo = 1. D’apres le lemme 5.11, il existe s €]0, r[ tel
que y soit inversible dans X(O’“"], ce qui permet de conclure.

Si K est une extension finie de F', on définit un sous-corps ﬁ}{ de Bt et des sous-
anneaux Ag?’r] et ngﬂ‘]’ pour 7 > 0 de B}{ par

ﬁ}( = §T n ﬁK Kgg,r] = K(O’Tl N KK et ﬁg?ﬂ'] = ﬁ(O,r] N §K.

On a aussi ﬁ}{ = (ﬁT)”K, ng’rl = (X(O’Tl)‘”" et ﬁgg’rl = (ﬁ(o'r])%”‘.

et ﬁ:;g.
Q (muni de 'addition) dans F~ (muni de la multiplication) tel que p! = p. Soit
7= (p,p'/?,...) € E*.

On note A, le séparé complété de K“’“[[—g—]] pour la topologie p-adique et on pose

B

max

5.3. Les anneaux B}

ax — Soit o — p* un morphisme de groupes de

= Amax[%]. Le Frobenius ¢ sur A+ g'étend par continuité & A, et B, ;il
est injectif mais pas bijectif.
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= Npene™(B,,). Par construction, B, est un sous-anneau de

rig

On pose Bng
B, sur lequel ¢ est bijectif. On peut aussi 'obtenir en complétant B+ pour la
topologie de Fréchet définie par la famille de semi-valuations v[™+°°!, pour r €]0, 1],
avec v["Tol(z) = infrez (X + vp(zr)) siz = T 2%, PFlzk] € BY. (En effet, si k € Z,
alors v{1:+°°l(z) > k si et seulement si z € pFA+ [ [Z] ], et donc ™ (B}, ) est le complété

de B* pour la semi-valuation v/~ "+l )

5.4. L’anneau ﬁ;‘ig et ses sous-anneaux. — On étend v(®7) 3 BO = K(O’r][%]
en posant v(o () = infxzk, (vE(zk)+£) siz = 3125, p*[zk]. On aalors (07 (pkz) =
vO(z)+ Esiz e BO et k€ Z.Si0< s <retz =37 pFlaey] € BOT, soit
vlsrl(z) = mln(v(0 sl(z),v®"(z)). Remarquons que l'on a v*7)(z) = v(®7](z), quel
que soit s €]0,7[, si z € A7 mais il n’y a pas de formule simple reliant v*"](p*z)
a vlsrl(z).

On note B%"] le complété de B(®"] pour la topologie (de Fréchet) induite par la
famille de semi-valuations v!*"], pour 0 < s < 7. Comme on a v/*171(z) > vl*27](z) si
r > 81 = 89 > 0, il suffit de prendre une suite s,, tendant vers 0 au lieu de tout s €]0, r|
pour définir la topologie de Blo . ; en particulier, cette topologie est définie par une
famille dénombrable de semi—valuatlons, ce qui implique que B0 est métrisable ; ; on
peut donc définir sa topologie par les suites convergentes et une suite x,, converge dans
B si et seulement, quel que soit s €]0, 7], la suite v[*"} (2,1, — z,,) tend vers +o0
quand n tend vers +oo.

L’anneau BI%7] a été étudié en détail par Berger [4, §2] qui montre, en particulier
les résultats suivants :

Proposition 5.13. — (i) B B0 contient B+ et BOT et tout élément de BIO7) peut
s’écrire comme somme d’un élément de B;:g et d’un élément de BOT; ; une telle
écriture est unique & addition prés d’un élément de ﬁ:gg NBOr = B+,

ii) i K est une extension finie de F, alors B est dense dans B =
~lou] K K
(B o,r )%”K_

5.5. Le logarithme et ’anneau B;’Og

Lemme 5.14. — (i) Siz = S720 p¥[zx] est une unité de A+ vemﬁant ve(zo—1) >0,

+OO( 1)n 1

alors la série logx =Y 5 (z — 1) converge dans Brlg

(i) Si z = 3520 p*[zk] est une unité de l’anneau des entiers de AO yérifiant

ve(zg — 1) > 0, alors la série logx = too (o) i x — 1) converge dans BIOT],
n=1 n

Démonstration. — Nous ne démontrerons que le (ii), le (i) se démontrant exactement
de la méme maniere. Soit a = v(®7l(z — 1). Les hypotheses mises sur z se traduisent
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par l'inégalité a > 0. Par ailleurs, comme = € X(O’T], on a vl®7] (xr — 1) = a quel que
soit s €]0, [, et donc
1

oler] ((———1—7){:(:0 1) o (0

tend vers 400, quel que soit s €]0,7[, quand n tend vers +oo. Ceci permet de conclure.

) +noll(z - 1) = na — @

Par exemple, t = log[e] est un élément de B;tg sur lequel ¥F agit par multiplication

par le caractére cyclotomique. On aimerait bien étendre cette application a (gT)*,
mais pour cela, on est forcé d’étendre un peu ’anneau ﬁ:ig en rajoutant un analogue
p-adique u de log p.

Si o € 9, il existe ¢(0) € Z, tel que 'on ait o(p) = pe*(®) (o — c(o) est le cocycle

a valeurs dans Z,(1) associé & p par la théorie de Kummer). Soit B;rog = ng[u]
On munit ﬁT d’un opérateur « de monodromie » N = —iu et d’une action de ¢

(resp. Yr), compatlble avec celle existant sur Brl , en posant ¢(u) = pu (resp. o(u) =
u + ¢(0)t). Les actions de ¢ et N commutent & celle de ¥F et on a Ny = ppN.

Proposition 5.15. — 1l existe une unique application log : (ﬁf)* — ﬁfog vérifiant les
propriétés suivantes :
(i) logzy =logz + logy;
(ii) logz = 7725 E—(a
(iii) logla] = 0 si a € kg;
(iv) logp = 0 et log[p] = u.
De plus, on a go(log:vl = log p(z) et o(logz) = logo(z) si o € Yp. Finalement, si
x =025, pFlzi] € (BY)*, avec zx, # 0, alors N(logz) = —vE(zk,)-

— 1)" si la série converge;

Démonstration. — Si o € Q, on note p 1’é1ément (p*,p>/?,...) de E+. Tout élément
de (BY)* peut alors s’écrire de maniére unique sous la forme z = p k[5*][aly, ot k € Z,
a€Q,ackp, ety= 7 p*[yk] est un élément de ANB! vérifiant ve(yo—1) > 0.
D’apres le lemme 5.11, il existe donc r > 0 tel que y soit une unité de ’anneau des
entiers de K(O'T], ce qui permet de définir log = par la formule logx = au + logy. Le
reste de la proposition est plus ou moins immédiat.

On note B10g le sous-anneau Brlg [u] de §T ¢ il est stable par N, ¢ et 9p, et on a
Bltg =NXe"(BY,), si BY désigne 'un des anneaux B}, [u] ou B, [u].

Proposition 5.16. — Si K est une extension finie de F, alors (BJr )gf‘ = (Blog) =

(Bf,)¥< = KN F™.

1g) 7K = (§+ )k correspond au cas particulier V =
Q, de la proposition 3.4 de [4], et I’égalité (B log)gK = K N F™ se déduit du résultat
correspondant pour B, (cf. [17] ou [11, rem. 5.14]).

Démonstration. — L’égalité (BJf
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5.6. L’anneau B}

Proposition 5.17 ((14]). — L’application 6 : At - Oc, donnée par 1% p*z,] —
;;‘g, p":cﬁ,o), est un morphisme surjectif d’anneauz dont le noyau est un idéal prin-

cipal engendré par £ = [p] — p ou encore par w = i =1+ [P 4 - 4 [gV/PP—1.

On prolonge 6 en un morphisme de Btsur C.Sime N, on note B,, 'anneau
B+ /£"‘§+ que 'on munit d’une structure d’anneau de Banach p-adique en prenant
I'image de A+ comme anneau d’entiers. On a en particulier B; = C. On note BIR
Panneau lél_n B,. que 'on munit de la topologie (de Fréchet) de la limite projective.

Par construction, 6 s’étend en un morphisme continu de B;"R sur B; = C. L’action
de ¢ sur BT s’etend par continuité en une action continue de ¥ sur Bj{R. La série

+o0 (=1)"!

définissant ¢t = logle] = S°12] *==2—n™ converge dans B}; et t est un générateur de

ker 6

Lemme 5.18. — Siz = 3425 pF[zi] € A, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la série 3725 p¥lzk] converge dans B ;
(ii) la série 33725 p*z”) converge dans C ;
(iii) k + ve(zx) tend vers +o0o quand k tend vers +oo ;
(iv) z € A1,

Démonstration. — Les propriétés (iii) et (iv) sont équivalentes par définition de AO1]
et les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes par définition de vg. L’implication
(1)=(ii) suit de la continuité de § : Bl — C; il ne reste donc plus que (iii)=>(i)
a prouver. Si limg_, 40 k + vE(zk) = +00, la partie entiere ax de k + vg(zx) tend
vers +oo quand k tend vers 4+o00 et on peut écrire zx sous la forme p—Fteky, avec
yx € ET. On a alors

PMak] = (2 )F (51 ] = (1+

)*(p + €)** [y).

(9] P
Mais (1 + %)_k = Y (_nk)p_”&" est dans l'image de p~™A+ modulo £m+! et
(p+ &)™ = ok, (2)p* ~"E™ est dans Pimage de p*~mA+ modulo £™*1. On en

déduit le fait que p*[xx] est dans 'image de p®*—2m A+ modulo £™+! et donc tend vers
0 dans B,,. Comme ceci est vrai quel que soit m € N, cela implique la convergence
de la série 320 p*[zx] dans B, ce qui permet de conclure.

Remarque 5.19. — Le morphisme de A1 dang BIR défini ci-dessus s’étend
par continuité en un morphisme de Bl%U dans B:R. De plus, la série logJ%1 =
+oo (="7! ([ﬂ _

n=1 n P

turel d’anneaux de ﬁlo’”[u] dans B qui commute & l'action de . Ce morphisme

n + . . .
1) converge dans B3y, ce qui nous fournit un morphisme na-
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étant injectif (cf. [4, prop. 2.25]), nous considérerons Bl [u] comme un sous-anneau
de BIR sans plus de commentaires.

6. Les anneaux imparfaits

6.1. Les anneaux A, B, Ax et Bx. — Soit 7 = [¢] — 1. Comme les actions de ¢
et Yr sur 7 sont données par les formules

o) =1+m)P -1 et g(r)=1+m)¥9 -1,
'anneau AL = Or[[r]] est stable par ¢ et Y.

Soit Ap = Op|[n]]{1} 'adhérence de Or[[r]][2] dans A pour la topologie forte (ou
faible, cela revient au méme car Or|[r]] est complet pour les deux). C’est I’anneau
des séries de Laurent de la forme ) ;.5 arm®, oll ax € O et limg_, _oo vp(ag) = +o00
et on a Arp/pAr = Ep. Soit B = AF[%] Cc Ble corps des fractions de Ap; les
formules ci-dessus montrent que Br est stable par ¥r et .

Si [K : F] < 400, lextension Eg/Ep est finie et séparable et, comme B est
absolument non ramifié et a comme corps résiduel E qui contient Eg, il existe une
unique extension (automatiquement non ramifiée) Bx de Br de corps résiduel Ex
contenue dans B. On note A k 'anneau de ses entiers.

Comme E = Uik.rj<+00Ek est la cloture séparable de Er, I’extension maximale
non ramifiée B de Bp dans B est aussi la réunion des B k, ou K parcourt les
extensions finies de F'. On note B ’adhérence de B} dans B pour la topologie forte;
son anneau des entiers A est donc le complété de 'anneau des entiers de B3 pour la
topologie p-adique.

Proposition 6.1. — (i) Si K est une extension finie de F, alors Ak et Bg sont stables
par ¢.

(ii) Les sous-anneauz B et A de B sont stables sous l'action de 9r et .

(iii) % agit continuement sur B muni de la topologie forte.

(iv) Si K est une extension finie de F, on a B = By et A%k = Ag.

Démonstration. — (i) Si T € E}; est un élément primitif de I'extension séparable
Ek/Ep, il en est de méme de ZP. Maintenant, si z € A a pour réduction T modulo
petsi P € Ap[X] est le polynéme minimal de z sur B, le polynéme minimal de ¢(z)
sur Br est le polynéme ¢(P) € Ar[X] dont la réduction modulo p est le polynéme
minimal de ZP. Il résulte alors du lemme de Hensel que 'on a ¢(z) € Bg, ce qui
montre que By (et donc aussi Ak) est stable par .

(ii) La stabilité de A et B par ¢ suit, par complétion, de celle de Ai et Bx pour
toute extension finie K de F. D’autre part, comme g € ¥r est un isomorphisme de
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BF, l'unicité de Bk montre que g induit un isomorphisme de Bg sur Bk, ce qui
montre que BY est stable par ¥F ; il en est donc de méme de B et A par complétion.
(iii) On a Gal(B¥ /Br) = Gal(E/Er) = %, ce qui montre que %% agit contini-
ment sur E = A/pA muni de la topologie discréte et donc continiment sur A (et sur
B) muni de la topologie forte (p-adique).
(iv) Si K est une extension finie de F, on a E”*% = Eg et donc (B¥)”% = By,
ce qui permet de déduire I'identité B#% = By du théoréme d’Ax-Sen-Tate.

6.2. Les éléments 7, 7x, T, et Tk,

Si K est une extension non ramifiée de F, on a Ay = Ok ®p, Ar. Dans le
cas général, soit F”’ I’extension non ramifiée maximale de F' contenue dans K. Soit
7Tk une uniformisante de Eg, soit Px le polynéme minimal de Tg sur Ep/ et soit
Px € A}, [X] dont la réduction modulo p est Pg. D’apreés le lemme de Hensel, Px
a une unique racine mx dans Ak dont la réduction modulo p est Tx et Ax est un
A r-module libre dont (1, 7k, ... ,w;(“’l) est une base.

Dans toute la suite de ce texte, on se fixe pour chaque extension finie K de F' un
élément 7 construit comme ci-dessus (en posant mx = 7 si Ex /Ep est non ramifiée).

Lemme 6.2. — wo([%]) =0 et 'wk(%) >k sik>1.

Démonstration. — On a7 = [e] — 1 = [7] +plai] +p?[az] +- - -, ol a; est un polyndme
en e — 1 & coefficients dans Z et sans terme constant, ce qui implique vg(a;) >
vp(e? —1) = W. Ecrivant alors 7 sous la forme w = [7](1+p[a1]+p?[az]+- - ),
on a vg(a1) = ve(a1) —ve(T) = —1 et vg(a;) = —ve(T) = —i si i > 2, ce qu’il fallait
démontrer.

Corollaire 6.3. — Sir < 1, alors % est une unité de l’anneau des entiers de A%

etlogm € JPyu+ BIO7],
Lemme 6.4. — wy(mk) > —(2k — 1)vE(Vg, /E-) quel que soit k > 1.

Démonstration. — Si mg = E:ﬁ% p"[z,], montrons, par récurrence sur k, que ’'on a
ve(zr) > —(2k — 1)vg(Py (Tk)). Soit zx = 3°F_, p*[xn]. Par construction, Pk (k) €
p*t1A g ; d’autre part, comme Py est & coefficients dans A;, I’hypothése de récur-
rence implique que, si n > k + 1, alors

r
> —(2i; — 1)o(Pk(Tk))

i=1

=- sup (2n — r)ve(Pk (Tk)) = —(2n — 2)ve(Pk (Tk)),
1<i;<kyiz4-tip=n

P > inf
wn( K(Zk)) /1gz‘j$k,ilfl+'“+ir="
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car r > 2 puisque n > k + 1 et les 4; < k. En particulier, wr41(Px(2x)) =
—2kvg(P) (Tk)) et, si on note yri1 l'image de p~*~!Pk(zx) modulo p, on a
vE(yk41) = —2kve (P (Tk)). La congruence Pk (zx+1) € p*T?A g nous fournit alors
la formule yxy1 + Pi(Tk)Zr+1 = 0, qui permet de montrer Iinégalité voulue pour
k + 1, et permet de conclure.

(2vE(OEx/Er))"" si Ex/Ep est ramifiée,

Posons rg = ] .
1 si Ex/Ep est non ramifiée,

Lemme6.5. — Sir <rg, alors mg € Aﬁ?’” et
0,r] |

(1) [%ﬁ‘] est une unité de l’anneau des entiers de A K
(it) % est une unité de 'anneau des entiers de Xg?’r].
Démonstration. — Le (i) a déja été démontré au corollaire 6.3 dans le cas non ramifié
et le cas ramifié suit du lemme 6.4.
On déduit du lemme 6.4 P'inégalité w (P (7x)) > —(2k — 1)vE(Og,/Er) Sk > 1

On a donc

P Py k

wo(——,K—(iL)) =0 et wk(ﬁ) >——35ik>1
[Pk (Tk )] [Pk (Tk)] TK

ce qui permet de démontrer le (ii) et termine la démonstration.
Sin € N, on pose m, = ¢~ "(7) et T ,n = @~ "(7K).
Proposition 6.6. — Sin > nog(K) + 1, alors 0(nk ) est une uniformisante de K,,.

Démonstration. — Si Ex/Ep est non ramifiée, on a K, = F,, si n > no(K), et
O(rn) =0(mn) = €™ — 1 est une uniformisante de K,.

Si EK/EF est ramifiée, notons dx la quantité vg(0g, /E;). On a 7k, = [w’,’;n] +
Z S p¥lax], avec vg(ak) = —p~"(2k — 1)dk. Comme p~ "0k < p(p—l_l) d’apres la
proposition 4.12, la suite de terme général k — p'"(2k — 1)dk est croissante pour
;@1—_1—) > p, et tend vers +o0o quand k tend
vers +o00. Ceci implique que la série définissant 6(7k ) converge dans O¢c vers un

k > 1, de minimum 1 — p™ " > 1 —

élément ayant méme image Tg , que W}J{_n dans €¢/a. D’apres la proposition 4.12, il
existe une uniformisante 7k, de Ok, ayant aussi Tk, comme image modulo a.

Soit Pg,, € F,[X] I'image de <p_"(PK) par 6. Alors Pk, admet (7 ) pour

racine, et, comme v,(0(Tk,n) — Tk n) > 1 5) un développement de Taylor en (7k )

> 1nf(1 + up(Py ,(0(Tk,n))), 2). Par ailleurs,

on a p~"wg(Pk(rk)) = p~ "0k < p(p i < <l 5+ et donc vy (Py ,(Tk,n)) = p~ "0k < %.

On déduit alors du lemme de Hensel I’existence d’une unique solution z dans K, de

nous fournit 'inégalité v, (P (7 k, n))

I'équation Pk n(x) = 0 vérifiant v,(z — 1k n) > vp(Pk ,(Tk,n)), et cette solution est
donc (7 ), ce qui permet de conclure.
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Corollaire 6.7. — Sin > no(K) + 1, alors mx n € K,[[t]].
Démonstration. — Si Ex /Ep est non ramifiée, on a mg = 7 et
MK = T = eMexp(p~™) —1¢ F,[[t]] € Kn|[[t]]-

Si Ex/Ep est ramifiée, alors 7k, est une racine du polynoéme ¢~ "(Pg) qui est
a coefficients dans p~"(A},) C F.[[t]] d’aprés ce qui précede, et comme 8(7x )
est une racine simple de 8(p~"(Pk)) appartenant & K, le lemme de Hensel (dans
K,((t))) montre que ¢~ "(Pk) a une unique solution dans K,[[t]] dont I'image par 6
est (7, ) ; ceci permet de conclure.

6.3. Le corps B! et ses sous-anneaux
On définit des sous-anneaux A7 Bl sir > 0 et Bf de B en posant
A _ AN K(O,T]’ BO—BNnBO o Bf=Bn ﬁ’(,
anneaux que I’on munit des topologies induites par les topologies respectives de A7) ,

Bl et Bt. Si on utilise le fait que A (resp. B) est un sous-anneau (resp. un sous-
corps) de A (resp. B), stable par ¥r et ¢, on obtient la proposition suivante.

Proposition 6.8. — (i) B est un corps stable par Y et .
(ii) Sir > 0, les anneauz A"} et B! sont stables par 9 et z € A7 (resp.
z € BO™) si et seulement si p(z) € AP (resp. p(z) € BOP '),

Si K est une extension finie de F', on définit des anneaux Agg’rl =AnN Kgg,r] =
(A@Nx sir>0et Bl = BnBl = (B)x.

Soit f; = ﬂ'f,{_l sil<i<ek,. Les f; forment une base de Ag sur Ap/ et on note
(ff)i1<igex,, la base de Ak sur Ap/ duale de (fi)1<i<ex,, Pour la forme bilinéaire

(z,y) = Tk i (zY) = ZUE%F//J?’K o(zy).

Lemme 6.9. — Si 1 <i<ek,, alors f¥ € Py (ng) AL [rk].

Démonstration. — On a TK/F/(PI’{(TFK)_IT(';() = 0 (resp. TK/E/(PI'((WK)—IW;() =1)
sij < ek, — 2 (resp. si j = ek, — 1). Comme par ailleurs 7} est une combinaison
linéaire & coefficients dans A‘I'S, en les 7}, pour 0 < j < ek — 1, ceci permet de

montrer que f est de la forme P (mx) 'Qi(rk), od @; € A}, [X] est unitaire de
degré e, —1—1.

Corollaire 6.10. — Sir < ri, alors f* € A7 et vOTI(f¥) > —vg(Op,/E,)-
Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du lemme 6.5.

Corollaire 6.11. — (i) Agg’rl est un Ag‘rl—module libre de rang [Ek : Ep], sitT < rk.
(ii) B}{ est une extension de degré [Ex : Ep| de B}.
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Démonstration. — Sl les e;, pour 1 < i < fk_,, forment une base de &/ sur O, alors
les e; f}, pour 1 <4 < fk,, et 1 <j < ek, forment une base de A(O ™ sur A(0 " et
de BJ}{ sur B} puisque ll’on peut écrire x sous la forme x = 2 ey Tryp (7rK x) 17
et décomposer Tk, (ﬂ%{'lw) dans la base des e;, 1 < i < fx,

7. Anneaux imparfaits et séries de Laurent

7.1. L’anneau Ag. — Il résulte de la proposition 4.10 que tout élément de Ex
peut s’écrire de maniére unique sous la forme Z;:Sco a7, ot les aj, sont des éléments
de kg:. En relevant en caractéristique 0, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 7.1. — Tout élément de A i peut s’écrire de maniére unique sous la forme
D kez akwf{, ot (ak)kez est une suite d’éléments de O/ tendant vers 0 quand k tend

vers —oo ;
Démonstration. — Soit s : Ex — Ak la section de la réduction z — Z modulo p,
donnée par la formule
8(2 akfllc() = Z[ak]ﬂ";{.
keZ keZ

Si z € Ak, on définit par récurrence une suite (a,),en d’éléments de Ak en posant
To =2 et Tny1 =p (Tn — 8(ZTn)). On a alors = :"%p"s(wn)

7.2. L’anneau Agg’r]

Lemme7.2. — Siz € Eg et 0 < r < rg, alors s(z) € A7) et v(07](s(2)) = vg(x).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du (i) du lemme 6.5.
Lemme 7.3. — Siz € Ag etk € N, alors wi, (=X s(m)) > inf(wyy1(x), wo(zx) — k+1)
Démonstration. — On a wiy1(z — $(T)) = inf(wi+1(x), ve(T)— k';l ), d’aprés le lemme

précédent, et le lemme suit de ce que wo(z) = ve(Z) et wi(z) = wi+1(pT).

Si z € Ak, définissons par récurrence, une suite (z,)nen d’éléments de Ag en

posant To = T et Tpy = %@.
Lemme 7.4. — Sin € N, alors vg(T,) 2 infogign(wi(z) — 7;_;1)

Démonstration. — D’apres le lemme précédent, wi(zn4+1) > inf(wgt1(zn), wo(zn) —

k+1 . . ST
%) Une récurrence immédiate (sur n) permet alors de montrer que 'on a, pour
tout k € N,
k+n-—1
wi(z >inf(w z inf  w;(x ————).
k( n) =z k+n( ),0<i<n—1 ’L( ) Tk

Le lemme correspond a k = 0.
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Si 7 > 0 et si L est une extension finie de F', notons d,—fo’r] I’ensemble des séries
de Laurent ) ..z arT* a coefficients dans €, telles que vp(ak) + kr tende vers +o00
quand k tend vers —oo. (on peut aussi voir szjfo’r] comme un réseau de l’anneau
des fonctions analytiques bornées sur la couronne 0 < v,(T) < r). Si f € dL(O’T],
soit v(")(f) = infyez vp(ax) + kr; Papplication v(") est une valuation sur %L(O’T] pour
laquelle cet anneau est complet (exercice facile).

Proposition 7.5. — (i) Sir < rg, Uapplication f — f(nk) est un isomorphisme d’an-

neauz topologiques de 7" "= ™) sur AQ™ et on o vOTI(f(ng)) = Ly(roe (@) (f).
(ii) L’application f — f(wx) est un isomorphisme sur Bg({)’r], de lanneau des

fonctions analytiques bornées sur la couronne 0 < v,(T') <7, d coefficients dans F'.

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence directe du (i). Soit f = 3 ,cz arT* €

d}?’wE(?" ) On peut, d’aprés le lemme 6.5, écrire axTk sous la forme pr(a%) [T Ju,

ou u est une unité de 'anneau des entiers de Aﬁ?”. Donc v(®"(ay7%) = kvg(Tk) +
@, ce qui permet de montrer que la série définissant f(wx) converge dans AE?’T]
et que v (f(mx)) > Lo(rEEO) (f).

Réciproquement, soit z € Ag?’r]. Soit (z,)nen la suite construite & partir de x
comme au lemme 7.4, et soit f, définie par f,(7mk) = s(Tn), de telle sorte que =z =
Y nen P fu(nk). Alors fr, € T Op:([T)], olt ap, = ;’EE((;—;)) est, d’apres le lemme 7.4,
). On en déduit la minoration

i—n
TK

supérieur ou égal & inf; < (wi(z) +

1
vE (T k)

v(ruz(?x))(pnfn) > n+ a,rve(Tk) 2 r inf ((wl(w) + %) +(n— z)(% — %))

i<n

Comme w;(x) + £ — +00, et £ — -1 > 0, cela implique que v(™=Tx) (p" f,)) — +o0,
et comme w;(z) + £ > v(©®7(z), pour tout 4, on a v("ETK) (p" ) > ru(7)(z), pour
tout n. On en déduit la convergence de la série ), . P" frn dans ﬂ}?'”E("K 2 et,si f
désigne la somme de cette série, la minoration v("E(Tx)(£) > rv©7l(z). Ceci permet
de conclure.

7.3. L’anneau B]I?,’T] . — Cen° est adapté de [4, n° 4.1 et n° 4.5]. On définit 'anneau
B]I%T] comme 1’adhérence de ng”"] dans ﬁ]}%rl ; c’est aussi le complété de ng’rl pour la
famille de semi-valuations v(*"], s €]0, [ et la proposition 7.5 se traduit de la maniére
suivante.

Proposition 7.6. — Sir < rg, Uapplication f — f(wg) induit un isomorphisme d’an-
neauz de Fréchet de l'anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < v,(T) <
rvg(Tk) « & coefficients dans F' » sur B]I(()-’T].

Lemme 7.7. — Soit g = n~Yp(x). Sir <1, alors v©®7(2 — 1) = inf(-2<,p — 1).
P p—1 r
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Démonstration. — % —1=Y% ,p7'(§)m*1, ce qui permet d’utiliser la proposi-
tion 7.5 pour obtenir

,U(O,r](]g) _ 1) - l(zér;iipv”(p 1(2’)) + (k- l)pr_pl),

et le résultat (en regardant en k = 2 et k = p).

Corollaire 7.8. — (i) Sii € N et r > 0, alors v(o”](‘pl(q) ) = 1nf( — = opi— 1).
(i) Sii € N etr > s >0, alors v[s*'](ﬂpﬂ -1)= 1nf(”_1 0t — 1),

s

(iii) Quand i tend vers +oo, @ tend vers 1 dans B]}g T], quel que soit r > 0.
(iv) Quand i tend vers 400, % tend vers 1 dans B],?’T], quel que soit r > 0.

Démonstration. — Le (i) suit du lemme précédent et de la formule v(o’rl(cpi(:c)) =
piv(©@P'l(z). Le (ii) est une conséquence du (i) et de la définition de v!*™). Le (iii)
suit du (11) et de la définition de la topologie de B] et le (iv) suit du (iii) et de la

Foo ¢"(a)
W@,)“‘ n=it+l p

Lemme 7.9. — Sii € N, alors

Démonstration. — Evident.

Proposition 7.10. — Soient r > 0 et n > no(K) + 1 vérifiant p™r > 1. Si (2;:)i>n est
une suite d’éléments de Ko, avec x; € K; pour tout i = n, alors il existe x € B]O ]
tel que 0(p~%(x)) = x; pour tout i > n.

Démonstration. — Soit (a;)i>n une suite d’éléments de N tendant vers +oo quand ¢
tend vers 400 et telle que p*z; € Ok,, pour tout ¢ > n. Soit

_ 1 a; p @
5= 0 -0 (o) € Ox

et soit Z; élément de I’anneau des entiers de Agg,r] tel que (p~%(%;)) = z; (Uexistence
d’un tel Z; est assurée par le lemme 6.6). Comme v[svrl(ﬂpﬁ_—l—)ai = (" - 1a;
(d’aprés la prop. 7.5) tend, quel que soit s €]0, [, vers +00 quand i tend vers +oo,
comme la suite de terme général % tend vers 1 et donc est bornée, et comme la

suite de terme général Z; est bornée, la série

I i (p=1)p* "
ie p't iy a; -
S oy (T
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0 1z . . . .
converge dans B]K’T] vers un élément z qui répond & la question comme on le voit en
utilisant le lemme 7.9.

Proposition 7.11. — Soient 1 > 0 et n > no(K) + 1 vérifiant p"r > 1. Alors les
. . P 214 10,7} .
conditions suivantes sont équivalentes pour un élément de By, :
(i) 6(p~%(x)) = 0 quel que soiti > n
(ll) T € 'TWB]O r].

Démonstration. — L’implication (ii)=>(i) est évidente. Pour démontrer ’autre impli-
cation commencons par remarquer que la condition n > ng(K) + 1 implique que les
W}'{ﬂ. (resp. les O(m ;)7), pour 0 < j < ek, — 1, forment une base de ¢ (BI>™)
(resp. K;) sur w“i(B]ISﬂ)}r]) (resp. F}), ce qui permet de se ramener au cas K = F'.
Dans ce cas, on peut (prop. 7.6) écrire z sous la forme f(m), ou f est une fonction
analytique sur la couronne 0 < v,(T') < (p 1) La condition 6(p~¢(z)) = 0 se traduit
par Pannulation de f (et donc aussi de f) en € — 1 (et donc aussi en ses conju-

(T+1)”" T quel que soit ¢ > n. La fonction

gués) ; autrement dit, f est divisible par W

n—1
g= % est donc holomorphe sur la couronne 0 < v,(T) < (p”_r 7y et on a

T = W g(m), ce qui permet de conclure.

Corollaire 7.12. — Soientr > 0 et n > ng(K)+1 vérifiant p™r > 1. Alors Uapplication
z — (0(¢~"(2)))izn induit la suite exacte

00— o 1( )B]OT] —>B]}%T]—>H12nK’l—>0
8. Traces de Tate normalisées
8.1. Sur K, ooe — C’est le cas considéré par Tate [28]; la proposition 8.1 ci-dessous

qui sert de modele & tous les résultats de ce § est, avec la remarque 4.7, I'ingrédient
permettant de calculer la cohomologie galoisienne de C. Soit n € N. Si z € K, alors
il existe k € N tel que x € K, 1 et m’I‘rK"M/Kn (z) ne dépend pas du choix
de k; on a donc construit de la sorte une application K,-linéaire Ry : Koo — Kp.

Proposition 8.1. — (i) Rk, s’étend en une application K,-linéaire continue de foo
sur K, et on a Rgn(z) siz € K.

(ii) o ORK,n = RKU,n sio €Y.

(iii) limp— 400 REn(2) = 2.
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8.2. Sur EK. — Soit I = p~>®Z N [0,1[; c’est un systéme de représentants de
Qp/Z,. Sim € N, soit I, = {i € I | v,(i) > —m}, ce qui fait que I est la réunion
croissante pour m € N des I,,,. Soit aussi Ex , = ¢~ ™(Ek); c’est un sous-corps de
EetE K,00o = UneNExk m est la cléture radicielle de Ex.

Lemme 8.2. — Sim € N, les €, pour i € I,,,, forment une base de EFm sur EX.

Démonstration. — T = € — 1 étant une uniformisante de Ep, tout élément de E} peut
s’écrire de maniére unique sous la forme

+00 p" -1
S = ¥ = 176m )
n=0 r=0
olt les a, sont des éléments de kr et b, = 3 {20 0™ ™(ar+kpm)TF. On en déduit le

fait que les (¢ — 1)" pour 0 < r < p™ — 1 forment une base de E}. sur ¢™(E}L) et la
matrice faisant passer de (e —1)" aux €” étant triangulaire avec des 1 sur la diagonale,
il en est de méme des €” pour 0 < r < p™ — 1. Il n’y a plus qu’a appliquer ¢~™ pour
en déduire le lemme.

Proposition 8.3. — Soient K une extension finie de F' et cxk = vE(Vg, /E,) + vE(T).
Alors,

(i) tout élément xz de Eg ., s’écrit de maniére unique sous la forme z =
Yier,, €'ai(x), ot ai(x) € Ex sii € I, et on a l'encadrement

vg(z) — cx < 1€I}f vg(ai(z)) < ve(z);

(ii) tout élément & de E s’écrit de maniére unique sous la forme z = Yieretai(z),
ot (a;(x))icr est une suite d’éléments de Ex tendant vers 0 suivant le filtre des
complémentaires des parties finies, et on a l’encadrement

vg(z) —cx < :ng(a,(x)) < vg(x).

Démonstration. — Une base de E;,m sur E} est aussi une base de Ep,, sur Er; de
plus, 'extension Er,,/Er est radicielle alors que I’extension Ex /Ep est séparable;
une base de Er,, sur Er est donc aussi une base de Ex ,, sur Ex; on en déduit
Pexistence et 'unicité de I’écriture.

D’autre part, 'inégalité inf;c;,_ vg(a;(z)) < vg(z) est une évidence. Dans le cas
K = F, 'autre inégalité est une conséquence des deux remarques suivantes :

(a) infier,, v(ai(2)) > 0 si vg(z) > 0 (les &' forment une base de Ef. = sur E}).

(b) a;(7*z) = Ta;(z) si k € Z (par unicité de Iécriture).
Dans le cas général, soient d = di, et 6k = vE(DE,/E), €t soient (ey,...,eq) une
base de E"I;- sur E}; et (e],...,e)) la base de Ex sur Er duale de (ey,...,eq) pour la
forme bilinéaire (z,y) — Trg, /e, (zy); les €] forment donc une base de D;:.i /Ep SUT
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E} et, en particulier, on a vg(e]) > —0x. Sim € N, alors (eq, .. .,eq) et (e¥,...,e})
sont aussi des bases de Ex ,,,/Ep ., duale 'une de 'autre pour la forme bilinéaire
(z,y) = Trgy ,./Er.. (zy); on a donc, si ¢ € Eg m,

U

d
T = ZTrEx,m/Ep,m (zek)-er et ai(z) = Zai(TrEx,m/Ep,m (zer)) - ey, sii € Iy,
k=1 k=1

et comme vg(Tre, . /Ef.. (T€k)) = vE(Z), on déduit le (i) du cas K = F.

Maintenant, UnenEk m est dense dans E k d’apres le (iv) de la proposition 4.10
et I'inégalité vg(a;(z)) > vr(z) — cxk montre que a; s’étend par continuité en une
application F,-linéaire continue de Ex dans Ek, ce qui permet de déduire le (ii) du
(i) par passage & la limite.

Remarque 8.4. — Si K est une extension non ramifiée de F', le lemme 8.2 montre que
Pon a;(z) € E;L( siz € E},m; un passage a la limite montre que ceci reste vrai si
T € E}L(

8.3. Sur KK. — Sim € N, on note Ak ,, le sous-anneau ¢~ (Ag) de A.Ona
donc Ag m/PAk,m = Ex m.

Proposition 8.5. — (i) Si K est une ezxtension finie de F, alors

(a) tout élément x de Ak, peut s’écrire de maniére unique sous la forme
=3 cr, [€ai(z), ot a;(z) € Ak, sii € I ; ‘

(b) tout élément x de Ax peut s’écrire de maniére unique sous la forme z =
Sicrletlai(z), o (a;i(z))icr est une famille d’éléments de Ak tendant vers 0 (pour
la topologie faible) quand i tend vers linfini.

(ii) Si K est une extension non ramifiée de F' et si x € K}}, alors a;(z) € A} quel
que soit i € I.

Démonstration. — Les trois énoncés se démontrent de la méme maniere ; commencgons
par le (i) (b). Soit M le Ak-module des familles (a;(z));c; d’éléments de Ax ten-
dant vers 0 quand 7 tend vers 'infini. Pour démontrer le (i), il s’agit de prouver que
l'application (a;)icr — i ;l€']a; est un isomorphisme de M sur KK, ce qu’il suffit
de vérifier modulo p puisque les modules considérés sont sans p-torsion et complets
pour la topologie p-adique. Le (i) de la proposition 8.3 permet donc de conclure.

Le (i) (a) se démontre en remplacant I par I,,, dans la démonstration ci-dessus et
en utilisant le (i) de la proposition 8.3. Le (ii) se démontre en remplagant A g par
A} et en utilisant la remarque 8.4.

Remarque 8.6. — L’unicité de la décomposition entraine que les a; : Ax — Ak sont
A g-linéaires.
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Soit ) = p~ o loTrg Jo(B) ; c’est un inverse a gauche de ¢ qui commute a ’action
de 9r (car ¢ le fait) et, d’autre part, dans la base 1, [¢], ..., [¢P~!] de A sur p(A), cet
opérateur est donné par la formule

P (o) + o(x1)[e] + - + p(zp-1)[e?7"]) = zo.

Sim € N, soit R m, : A K — K,K P’application définie par

Rim(z) = ) [']ai(x).

i€l
Lemme 8.7. — Sin > m etz € Ak, alors Rg m(z) = ™Y ™0™ ().

Démonstration. — Si j € Z et z € A, alors Y™ ™([e7]p"(2)) vaut [e?" "I]p™(2)
(resp. 0) si p™~™ divise (resp. ne divise pas) j. On en déduit le résultat en utilisant
le (i) (a) de la proposition 8.5.

Proposition 8.8. — (i) limy,—, 400 Rx,m(z) = 2.
(if) Sim € N, alors Rx.m = ¢~ ™ oRk g0 ™.
(iii) Rk, m est une section Ak n,-linéaire continue de Uinclusion de Ak , dans A K-
(iv) Si 0 € 9, alors 0 o Rg,;m = Rkom o 0. En particulier, Rk m commute &
laction de T'k.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du (i) (b) de la proposi-
tion 8.5. Le (ii) et le (iv) découlent, par continuité, du lemme 8.7 et du fait que ¢ et
1 commutent & ¥r. Finalement, Rg ¢ = ap est Ag-linéaire d’aprés la remarque 8.6
et la Ay n,-linéarité de Rk, découle de la A g-linéarité de R o et du (ii).

8.4. Sur Kg?’r]. — Si K est une extension finie de F, si » > 0 et si m € N, soit

Aﬁ?:g =AgmN Kgg,r] ; on a aussi Agg”;l = <p_m(A§3’p—mr]).

Lemme 8.9. — Si o € E vérifie vg(a) > —fug(7), alors on peut écrire [o] de maniére
unique sous la forme [a] = 3729 ,ref—::(n)[ﬁn], ot a(n) est le plus petit entier > ”Tfl

et B, € E* quel que soit n € N.

Démonstration. — Commengons par remarquer que, si £ = E,‘:ﬁ% pk [ak] € X et si
b € N, alors

o0 (L o — fog)) =

Maintenant, on obtient les 3, du lemme par récurrence, en posant zy = ¢ o], Bn =Tn
et

inf (bug(7) + vE(ak+1) + k) > bug(7) — 1+ vl (z).

,n.a(n+1)-a(n)

o1 = (a8 = (

T )a(n+1)—a(n) [f]a(n+1)—a(n)

7 ’ (@n = [Zn]).
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On déduit de la remarque préliminaire 1'inégalité
WO (2 41) > (a(n+1) — a(n))oe(®) — 1+ v (z,)

Par ailleurs, ’hypothese vg(a) > —fvg(T) se traduit par v[%1(z) > 0; on en déduit,
par une récurrence immédiate, que v/%U(z,) > a(n)vg(7) — n, quel que soit n € N.
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que a(n)vg(7) —n = a(n)p%1 —n=0et
donc que vg(8,) = 0.

Sir < rg, soit cK( ) = ¢k + inf(0,2=2 — p). Remarquons que, si Ex/Ep est

ramifiée, on a rg < ?(") = p;l et cx(r) = ck.
Proposition 8.10. — Sir < Ty etsiz € Kgg,r]’ alors a;(z) € Agg,r] quel que soiti € I
et on a

’U(O’T](ai(-’lf)) > U(O’T](.’L‘) — CK(T) et llIIl 'U (a (I)) = +00.

Démonstration. — Si x = 0, il n’y a rien & démontrer ; nous supposerons donc z # 0.
b K

e Commencons par traiter le cas ou Ex/Er est non ramifiée et z = [, a € E K
est un représentant de Teichmiiller. Soit £ € Z le plus petit entier tel que —fvg(T) <
vg(a). D’aprés le lemme 8.9, on peut écrire [a] sous la forme [a] = S0 7r,h,f_’—:(n)[ﬂn],
ou les G, sont éléments de f}}; (car fixes par S par unicité de 1’écriture). On a donc

ai([a]) = 725 H—f:(—;{)—a,([ﬁn]), avec a;([B,]) € A}; puisque Ex/Er est non ramifiée
(cf. (ii) de la prop. 8.5). Maintenant, on a, en écrivant n sous la forme n = pk + 1,

avec 0 < i < p—1 (et donc a(n) = (p— 1)k +1),

or(_P" _ P _ (l_) (L__p_
vO7I( e+a(n)) £+ a(n)) 71 k(= -1 +z(r p—l)'
Comme r < 1, la suite de terme général pk(— — 1) + z(— — ;—1) tend vers +0o quand
k tend vers 400 et 0 < — 1, et atteint son minimum mf(O E—= —p)pour k=0

eti=p—louk=1i= O ce qui montre que la série S5 WHa(n) al([ﬂn]) converge

dans A(Ig ") et que sa somme a;([a]) vérifie
-1 -1
07 (ay([a])) > —tvr(m) + inf(0, o= — p) > v®7([a]) - ve(m) + inf(0, L= - p).

On en déduit le résultat dans le cas con81dere
¢ Si Ex /Ep est non ramifiée, et siz = Z:"% p*[zi] dans A K, alors la série converge
dans A(®"] et on a a;(z) = 3425 p*ai([zk]), ce qui permet d’utiliser ce que I'on vient

de démontrer et la convergence uniforme pour conclure.

e Dans le cas général, on a ai(z) = z;zlai(TK/F,(ﬂi{_lx))f; et
'U(O’r](TK/F/(ﬂ'%—1$)) > v(®l(z), ce qui permet d’utiliser le corollaire 6.10 pour
conclure.
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Corollaire 8.11. — Sir >0 et sip™"r < rk, alors Rg n(x) € Ag,’;], la suite de terme

général Ry n(z) tend vers x dans Kgg,r] et on a vO (R (z)) = v (z) —p~ck (r)
; A (0]

size Ay,

Démonstration. — Sin = 0, on a Rxn(z) = ¢ " (Rk,0(¢™(z))). Comme ¢™(z) €
A©P™" comme Rk,0 = ap, et comme p~"r < rg, la proposition 8.10 montre que
I'on a R n(z) € Ag?’r] et

?n’

VO Ry (2)) = 57007 a0(p"(2))

> p " (v (0™ (2)) — ek (r)) = 0O (@) — pT"ek(r).
Finalement, si p™™°r < ri et n > ng, on a

T — Rin(z) = 7™ (¢™(2) — Rkn—no (9™ (2))) = <p‘"°( Yo [Elaie™ (w)))-
i€I—In_ng

La convergence de Rg () vers  est donc une conséquence de ce que, d’apres la
proposition 8.10, lim;_, o, v(®?~"°"I(a;(p™(z))) = +oo0.

R10;7]
8.5. Sur By
Proposition 8.12. — Sir > 0 et sip™"r < rx, alors R, : A" — Agg,’:l] s’étend par
Qp-linéarité et continuité en une application Rk  : B]}(:,'T] — B]}%,:}: la suite de terme

général Ry () tend vers x dans AB/],(;’T], et on a vI*T (R n(z)) > vIo7(z) — ek (r) si
s €)0,r[ etz € B]I({)’r].

Démonstration. — Comme v (p*z) = vO@(z) + % on a vOI(Rg .(z) >

v®"(z)—p~"ck (r) quels que soient r, n vérifiant p~"r < rx et z € ﬁgt(),rl. En particu-
lier, si p~"r < 7k, alors quel que soit s €]0,7[, on a v(®* (R ,,(2)) > vl —p~ck(r),
et donc

v (Rin(2)) = min(o®" (Ri,n (@), v (R, (2)))
>min(v 7 (z) - p~"ex (1), 0 — pmek (r) = vl (z) — pex (7).

gt{),r] est dense dans ’]‘3’]2,7] pour la topologie définie par les v[*"] s €]0, 7],

cela montre que Rk, s’étend par continuité en une application Ry, : ﬁlf()’rl — B]Ig”;
vérifiant P'inégalité v!>™ (R »(z)) = vI5"1(z) — ek (r) si s €]0,r[ et z € ﬁ]}g,r].

Il reste & montrer que Rk »(z) tend vers z dans ﬁ]}%rl’ et il s’agit de montrer que,
quels que soient s €]0,7[ et M > 0, il existe ng € N tel que v[*"I(z — Rk ,,(z)) > M

si m > ng. Par densité, il existe y € ’B“,;g,r] tel que l'on ait vl®7] (x—y) =2 M+ ck(r).

Comme B
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Soit k € N tel que z = p*y € ng’r]. D’apres le corollaire 8.11, il existe ng € N tel
que v®"l(z2 =Rk n(2)) > M + £ sin > ny, et on a alors

VO (y — Rin(y) =0 (z = Rin(2)) - ~ 2 M,

3|

0@y — R (y)) =09z — R (2)) = - > 007z = Rica(2)) = 5 > M,

V)

et donc v!*"l(y — Rk .(y)) = M si n > no. Pour conclure, il suffit alors d’écrire
z — Rk n(x) sous la forme (x —y) — R n(z —y) + (y — Rxn(y))-

9. Action de I'

9.1. Invariants

Proposition 9.1. — Si v € Tk est d’ordre infini, alors EX" = EX' = k37" et
A =AY =05

Démonstration. — Soit k = k. Si E}y " # k, alors E}; ' contient un élément
vérifiant vg(z) > 0. Il contient donc aussi le sous-corps ((z)) de Eg, ce qui implique
que Ex est une extension finie de E}’fl et que, si z € Eg, ’ensemble des valeurs prises
par v*(2), k € Z, est fini (de cardinal < [Ek : E}’:l]). Prendre z = € conduisant &
une contradiction, c’est donc que B} = k.

Maintenant, si z € E'}{zl, alors ™ (R n(2)) € EX" quel que soit n € N. D’apres ce
qui précede, ceci implique Rk ,(z) € k quel que soit n € N et z = lim,,_, o Rk n(2) €
k, et donc E'Iy{:1 = E'Iy{zl = K.

On en déduit les égalités A}’(zl = K}:l = ﬁlfl en réduisant modulo p, puis
modulo p? etc., ce qui permet de conclure.

9.2. Le I'x-module AE?’T]. — Soit 6k = VE(OE«/EF)-
Lemme 9.2. — Si v € T'g vérifie n(vy) = no(K), alors
ve(Y(Tk) - Tk) = p"Vog(T) - dk.
Démonstration. — Soit n = n(y). Comme n > no(K), extension K,1/K, est
cyclique de degré p (lemme 4.2), et on a v,(¥k,,,/k,) = (P — D)vp(V(Wn+1) — Wnt1)

quelle que soit I'uniformisante w,4+; de K,y;. On peut en particulier prendre un
relevement 7k ny1 de Tk nt1 POUr Wpii, ce qui nous donne, utilisant la formule
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vp(Vk,./F,) = P "0k de la proposition 4.12,
ve(Y(Tk) = Tk) =p"op(Y(fK n41) = T mt1)

1
: p'Tl'Up(DKnH/Kn)
1
=pr pTl (Up(aKn+1/Fn+1) +0p(OF, 1 /F) — vp(bK"/F"))

1 - p
—pntl = 1 —(n+1) _ n =ph—=__5
P p—l( +(p P~ ")ok) P T oK

ce qui permet de conclure.

Lemme9.3. — Sim > 1, siu € Zy et sit < p~™, alors %&l est une unité de

Uanneau des entiers de A©).

Démonstration. — On a
e -1 _ m(Ltno1, )
[P ™ 7]/’

14+7)%—1
et comme ﬁ—%

est une unité de Zp[[r]] puisque u € Z3, le lemme 6.2 permet de

conclure.
Lemme 9.4. — Si v € Tk vérifie n(y) = no(K), et sir < inf(rx,p~™"), alors
VO (y(rk) - 7k) = pOog(T) - k.

Démonstration. — Soit @) le polynéme obtenu en appliquant v aux coefficients de Px.
On peut alors écrire Q — Pg sous la forme (y(7) — )R, ot R € AL[X]. Comme Pg
est un polynome d’Eisenstein, le coefficient constant de R est une unité de ’anneau
des entiers de A} (sa réduction modulo p est de valuation 0) et R(y(wx)) est une
unité de I’anneau des entiers de Ag?’rl sir<rg.

D’autre part, on a Q(y(mk)) = 0, ce que ’on peut traduire sous la forme

Pk (y(rk)) — Pk (k)

(v(m) = m)R(v(7k)) = —(v(7k) — TK)

V(mk) = TK
Soit B8 = £x ("’,iz':x);:fl’: (mx) ; c’est un polynéme en mg et y(mk), & coefficients dans
A% ; on a donc wi(B) > —(2k — 1)6x d’aprés le lemme 6.4. Comme n(y) > no(K)

1
et g < P

-p"(K) | le lemme 9.2 montre que vg(y(Tx) — Tx)) > 0k ; on en dé-
duit I'égalité wo(8) = vg(B) = ve(Pk(Tk)) = dk. Ceci implique (lemme 6.5) que
[Py (7)) ™18 est, pour tout r < rg, une unité de 'anneau des entiers de K&g’r], et
donc que y(ng) — Tk est, & multiplication prés par une unité de ’anneau des en-
tiers de A0 égal & [Pl ()]~} (v(r) — 7). Comme () — 7 = €]([e]P" v = 1), ot
u=p "M (x(y)-1) € Z;, le lemme 9.3 permet de conclure.
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Corollaire 9.5. — Si K est une extension finie de F, si n(y) = no(K), si r <
inf(rg,p"M) et siz € A, alors

@7 (1 = ) (2)) = v O (z) + p"Mug(T) — ck.

Démonstration. — D’aprés la proposition 7.5, on peut écrire z sous la forme f(7x),
avec f(T) = Y nez anT™ et v(07)(z) = inf ez (nvE(Tk) — 3”(:—")) On a donc

) ( k
~(z) - x_zf (WK)(’Y(F )— Z f 7TK) Tk (’Y(::) 1) ‘
Par ailleurs, M =Y ez (P anmyy vérifie v(© ’](m) > 0071 (f(ng)).

On en déduit la mmoratlon v (y(z)—x) = v (z)+v 0] (2 (7::‘) —1) et le lemme 9.4
permet de conclure (en utilisant la majoration 6k + vg(Tk) < ck = 0 + v (T)).

9.3. Le I'k-module (A;g’r])d):O. — Les résultats qui suivent sont des raffinements
de résultats de [22, 7].

Proposition 9.6. — Sivy € T —{1} vérifie x(v) € 1+2pZ, et sir < inf(p~'rg,p~ M),
alors 1 — v admet un inverse sur (AQ™)¥=0 et il existe c(r, K,n(v)) tel que Uon ait

V@1 =)t 2) > 0O (z) — o(r, K, n(7)),
stz € (Agg’r])‘P:O.

Démonstration. — Commencons par remarquer que, siy € I'k, si k € N et si (1—+*)
est inversible, alors (1—+) est inversible d’inverse (1+v+- - -+v*~1)(1—~*)~1. D’autre
part, n(y»~Y?") > n(y) + n. Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer
linversibilité de (1 — 7) et l’existence de ¢(r, K, n(vy)) pour n(vy) assez grand.
Ecrivons x(v) sous la forme 1+p™u, avec m = n(y). Tout élément z de A}/}(:O s’écrit
de manidre unique sous la forme 377! [e]*p(z;), ot z; = a;/p(¢~1(2)) € Ak. La pro-
position 8.10 montre que, si z € Agg’rl, alors p(2;) € Af,?’rl et vO(p(2)) = vOm)(2)-
pek (). Comme m~P" (1—[¢]P™*) est une unité de I’anneau des entiers de AE?’T] d’apres
le lemme 9.3, ceci nous permet de définir une bijection f, : (A(Ig’r])’p:O — (Af,g""])’/’=0

par la formule

fw(§[€]iw(zz) 2[1 [e],,

et on a v®"I(f,(2)) = v (2) —pek (r) —p vE(7r). Un petit calcul utilisant I'identité
v(e]*) = [e]*[e]?” ** montre que 'on a

_ _ ip(Q—17)-z) zz)
Z f‘Y( 1 Z[ ] [6]_pm“‘ _ N
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Par ailleurs, comme z; € AP et pr < rg, on a v@PTI((1 — ~)(z)) > vOP(z) +
p"vg(T) — ck d’apreés le corollaire 9.5, et donc

WO p((1 = 7) - 2)) = PO = 7) - ) > 0O (22)) + P v (F) — pex

2
> vO7(2) + p™ T log(T) — 2pek (r).
On en tire I'inégalité

vO(z = £,((1 =) 2)) > 0O() + (™~ pYun(T) — 2pex ().
Tout ceci permet de montrer que si (p™*! — p™)vg(T) — 2pck(r) > 0 et si y €
(A0)=0_ papplication z — gy(z) = = — fy((1 —7) - — y) est contractante sur
(Aﬁ?”‘)¢=° ; elle y posséde donc un unique point fixe z qui vérifie de plus, v(®"1(z) >
vO"I(£,(y)) = v®7(y)—pex —p™vE (7). Ce point fixe est I'unique (car f., est bijective)
solution de I’équation (1 — ) - z = y appartenant a (Agg’r])'l’zo.
Remarque 9.7. — L’inégalité (p™+! — p™)vg(T) — 2pck (r) > 0 est équivalente & p™ >
2¢ck (r) ; on a donc démontré en passant que, si n(y) > ng(K) et si p™) > 2ck(r), on
peut prendre c(r, K,n(y)) = p"Mvg(7) + pcx (7).

9.4. Décomposition de K(Ig,rl. — Sim > 1, soit R*K’m = Rk,m — Rx,m-1-
Lemme 9.8. — Ry . (z) € e ™AV ") sim > 1 etz € Ax.

Démonstration. — On a R ,(z) = Yieqs ai(@)[€¥], ot I, = {i € I, vy(i) = —m}.
On conclut en remarquant que, si ¢ € I}, et j est le reste de la division de p™i par p,
onaje{l,...,p—1} et p™(a;(2)[e']) € [fp(Ax) C AL,

Soit X;g’;] I'image de K&g,rl par 1 — Rk p.
Proposition 9.9. — Sir > 0, sip~"r < inf(rg,p* "), et siy € Tk vérifien(y) < n,

alors v — 1 est inversible sur X}?’Tl

0Oy = )M @) > 007 (@) - 57, K, (),
(0,7]

si x € Xy'. De plus, si n(y) = no(K) et p"™ > 2ck(r), on peut prendre
d(r,K,n(y)) = p" = ug(T) + 2ck (r).

et il existe ¢'(r, K,n(v)) tel que

Démonstration. — Commengons par constater que v — 1 est injectif sur X }?”Z] d’apres
la proposition 9.1. Si z € X}?”;], on a Rg n(xz) = 0; on peut écrire = sous la forme
T =Y %1 R (2), et on a vOTI(RY ;(z)) > v(®7)(z) — p'~ick(r) d’apres le corol-
laire 8.11.

D’autre part, wi(R}{J(m)) € (A(O”"irl)d’=0 d’aprés le lemme 9.8, et la proposi-

tion 9.6 montre qu'il existe z; € (AP 'T1¥=0 te] que l'on ait

¢ (Rii(2) = (1= Dz et v (z) > pv@ (R (@) - o(p™'r, K, (7).
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On a alors v(®"(p=¥(2;)) > v I(RY ;(z)) — p~ic(p~'r, K, n(v)). Comme, d’apres la
rem. 9.7, p~tc(p~ir, K, n(v)) est majoré indépendamment de i (cf. rem. 9.7), et comme
la suite de terme général Rk ;(z) tend vers 0 dans Kg’r], il en est de méme de la suite
de terme général ¢ ~(z;). L’élément z = 31, | o7 (2;) de AQr]
par construction et on a

vérifie (y—1)z =z

vO7(2) > inf v (p7i(2)) = v (2) — sup (p' ek (r) +pie(pTir, K, n(y))).
izn+1 i2n+1

Ceci permet de conclure avec

¢(r,K,n(y)) = sup sup p"*(pck(p”'r) + c(p™'r, K, n(v))).
n3n() int1
Le maximum est atteint pour n = n(y) et ¢ = n 4+ 1 (du moins si n(y) = no(K) et
p™) > 2¢ck(r); d’ott la formule pour ¢'(r, K,n(7)) dans ce cas particulier).

9.5. Décomposition de ﬁl,‘{’"]. — Soit Xlg:,:] l'image de g]}%rl par 1 — Rk . On
déduit de la proposition 9.9, par les mémes arguments permettant de déduire la pro-
position 8.11 de la proposition 8.12, le résultat suivant :

Proposition 9.10. — Sir >0, sip™"r < rk, et siy € 'k vérifien(y) < n, alors y—1
est inversible sur X}g:;], et on a v®((y —1)71 - z) > vl*(z) — p~d/(r, K, n(y)) si

z € X]KOIZ] et s €]0,r[.

10. Cohomologie galoisienne des anneaux de Fontaine

10.1. Descente presque étale

Lemme 10.1. — Soit r > 0 et soient L C M deux extensions finies de F. Alors, quel
que soit § > 0, il existe a € Ag\?f’rl vérifiant v (a) > —6 et Yoes, ) 0(@) = 1.

Démonstration. — Notons Tz opérateur ), ¢ s, /g O3 Cet opérateur coincide
avec TrEM/EL
fiant Tps/r(6) = 1. On a aussi Ty (9~ "(8)) = 1 quel que soit n € N et, comme
ve(¢~"(B)) = p~"vE(B), on peut supposer vg () > sup(—%, —9).

On a alors Tyy([8]) = 1+ i pFlak], avec ve(zk) > wve(B) > —E,
et donc Tpr/([8]) est une unité de I'anneau des entiers de KS:O’T]. L’élément
a = (Tayo([8]))71[B] vérifie, par construction, Tps/p(a) = 1, et on a v®(a) =
v©®71([8]) = vg(B) = —J, ce qui permet de conclure.

sur E~}M. L’extension EM /EL étant séparable, il existe 8 € Ej véri-

Proposition 10.2. — Si K est une extension finie de F, alors H'(#%,BIo"]) = 0.
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Démonstration. — Soit ¢ — ¢, un l-cocycle continu sur %%, a valeurs dans Blol,
Soit (sn)nen une suite d’éléments de )0, r] tendant vers 0 quand n tend vers +o00. Nous
allons construire par récurrence sur n > —1 une suite d’éléments de BI%7] vérifiant
les conditions suivantes :

(i) v1*7(c, — (1 = 0) - ¢u) > n quels que soient o € H#x et j < n;

(i) vl (e, —cpo1) 2n—2sij <n—1;
ceci permettra de conclure car, la condition (ii) ci-dessus assure que la suite de terme
général c, converge dans B%7] vers une limite ¢ € ﬁ]O,rl, et la condition (i) nous
donne v*"(c, — (1 — 0) - ¢) = +00 quels que soient o € #% et j € N. On a donc
¢s = (1 — o) - ¢, ce qui montre que le cocycle o — ¢, est un cobord, ce que 'on
cherchait & obtenir.

Revenons & la construction des c,; il n’y a rien a faire si n = —1. Supposons
donc ¢, construit; le cocycle o — ¢p s = ¢ — (1 — 0) - ¢, vérifie donc la condition
vlsir] (cn,0) = n quels que soient 0 € H#% et j < n. Soit L une extension finie de K telle
que v[sj”](cn,o) >n+2sij<n+1letoe€ s (Uexistence d’une telle extension est
assurée par la continuité du cocycle o — ¢, o). Soit o € X(LO’T] vérifiant v(®"](a) > —1
et T k(o) = 1 (I'existence d’un tel o est assurée par le lemme 10.1). Si S C % est
un systéme de représentants de % /7, soit cs = 3, c5T(a)cn,r. Soit S’ un autre
systéme de représentants de J#% /5. Si 01, ...,04 sont les éléments de S, on peut,
quitte & renuméroter les éléments o1, ... 04 de §’, trouver 1y,...,7q € 7, tels que
Pon ait o] = 0;7; 811 <4 < d; on a alors

d d
Cs = Z aiTi(a)cn,ain = Z Ui(a)cnygm =
=1 i=1

d d
= Z oi(a)(oi(en,) + ¢cs) =cs + Z oi(acn, r,).

i=1

On en déduit, en utilisant le fait que 7; € 5% et la définition de L, l'inégalité
v (cg —cg) >n+1sij<n+1.

Maintenant, un petit calcul montre que ¢, , — (1 — 0)cs = ¢,5 — s, €t comme oS
est un systéme de représentants de J#x /51, on voit que ¢,+1 = ¢, + cg répond a la
question, quel que soit le choix de S.

Corollaire 10.3. — Si v > 0, Uapplication d’inflation induit un isomorphisme de
HY (T, B2™ sur HY(9x, BIOT).

Démonstration. — Le terme suivant dans la suite exacte d’inflation-restriction est nul
d’apres la proposition 10.2.
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10.2. Décomplétion

Proposition 10.4. — Sin > no(K) et p~"r < rg, alors Uinclusion de B] ’T] dans
ﬁ]}%r] induit un isomorphisme de H* (FK’B]I%,:}) sur H! (I‘K,ﬁllg’r]).

Démonstration. — On a i’;]}?,’r] = B],%ﬁ ® X]I%Z], et il s’agit de prouver que
H(Tk X}g’;]) = 0. Soit donc o0 — ¢, un l-cocycle continu sur I'x & valeurs
dans Xy 10, ], et soit v € I'x vérifiant n(y) < n (Uexistence d’un tel v est assuré par

r hypothese n 2 no(K) car I'kx contient 1+ p™Z, d’apres le lemme 4.2). Alors, d’aprés
la proposition 9.9, il existe ¢ € X}S,;] tel que l'on ait ¢, = (y — 1) - ¢. Le cocycle
0 ¢, = c; — (0 —1) - c est alors trivial sur le sous-groupe I' de ', engendré
topologiquement par I'; il provient donc par inflation d’un cocycle sur ' /T" & valeurs
dans (X]Ig:;])r, et ce dernier module est nul puisque v — 1 est inversible sur X_],SZ:L].
Ceci permet de conclure.

10.3. Cocycles se trivialisant dans BIR. — Les techniques de descente presque
étale et de décomplétion ont été introduites par Tate [28] pour calculer la cohomologie
galoisienne de C'; elles lui ont permis de démontrer :

(i) H(s#%,C) = 0 (et donc H!(H#%,C(k)) = 0 quel que soit k € Z);

(ii) 'application Rk » : Koo — K, induit un isomorphisme de H? Tk, Koo (k)) sur
HY Tk, K,(k)) quels que soient n € N et k € Z;

(iil) HY(T'k, K, (k)) = 0 si k € Z — {0} et 'application qui, & ¢ € K, associe le
cocycle o — clog x(o), induit un isomorphisme de K sur H! ([, K,,).

Par dévissage, on en déduit :
(iv) Hl(ij,BjR =0;
(v) 6 : (B )%’K — KOo induit un isomorphisme de H(I'gk,(BJl3)’*) sur
(FK, ) )
(vi) RK nof: (B;‘R)WK — K, induit un isomorphisme de H! (T, (B:R)%K) sur
H'(Tk, Kq).

Proposition 10.5. — Sir > 0 et si n > no(K) + 1 vérifie p"r > 1, Uapplication
z = (p7Hx))isn de BIO7 dans [Lisn Big induit la suite ezacte

H'(Tk, = BR") HY(Tk, B — [Tizn H'(Tk, (BJr)?%) — 0.

Démonstration. — Si on utilise ce qui précede pour réécrire [[;5, H'(k, (B r)7EK)
sous la forme [];5,, H'(Tk, K;), Pexactitude de la suite de la proposition s’obtient &
partir de la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte
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0 — Bl — BT —— [lon Ki — 0

du corollaire 7.12.

10.4. Cohomologie de tB]Ig’T]. — Le calcul de la cohomologie de tB]‘,g’r] (ou plutdt
de son image dans H!(T'k, B]I(().’T])) est essentiellement dii & Berger [3, n° IV.2]. Nous
le reproduisons ci-dessous pour la commodité du lecteur.

Soit 2" le module des différentielles continues de Bl™) sur F’; c’est un Blg"-

module de rang 1 engendré par dmg, muni naturellement d’une action semi-linéaire
de 'k, v € 'k agissant sur a - db par y(a - db) = 7(a) - d(y(b)). On dispose d’une

application résidu Res : Qo envoyant apmh )drg sur 2=1 ; cette ap-
K keZ K ex

oo

plication ne dépend pas du choix de 7k, ce qui permet de montrer qu’elle commute

a Paction de I'x ; elle ne dépend pas non plus du choix de K grice au facteur de

1
€K oo .

Notons 0 la dérivation (1 + 7)-& de AL = Op[[r]]. Cette dérivation s’étend (de
maniére unique) en une dérivation continue de AE?‘T] et B]IE’T] quels que soit r > 0.

normalisation

Par ailleurs, si K est une extension finie de F' et r < rg, on a Agg,r] = Ag?’r} [rk] et
B2 = Blorl mk] si r < Tk, et comme Pj (k) est inversible dans ACT s < TK
K F K K
(cf. lemme 6.5), la dérivation 8 s’étend de maniére unique en une dérivation de Ag,r]
10,7]
et B, .
Comme 'k agit continliment sur 7, il existe un sous-groupe ouvert I', de I'c tel
que Pon ait vg(y(Tx) — Tk ) > vE(Tk) si v € [k. On a alors v (y(rk) — 7x) >
v(® () quel que soit r €]0,7k][, ce qui permet de montrer que, si v € Iy, si

10,7] G-z
n

x € By et sir €]0,rg], alors tend vers 0 quand n tend vers +o0o. Ceci

n—1
permet de définir Popérateur logy = 1% (—_—1—1)1—

(y = 1)™ sur B]I?’T] ; la formule
logvy -z =lim, 400 p "(¥? — 1)z montre que cet opérateur est une dérivation et
un petit calcul montre que ’on a logy = log x(7) t0.

Si v € Ty vérifie n(7y) # +o00, on définit 'opérateur O, par la formule

1 log y 1 1 X (-1
O, = . = + -1
T logx(y) v=1 logx(v) logx(v) Z n+1 =1

n=1

On a (y—1) -0, = td, ce qui va nous permettre d’inverser v — 1 sur les éléments
divisibles par t.

Proposition 10.6. — Sirg >1r > s> 0, et si 0 — ¢, est un 1-cocycle continu sur 'k

], alors il existe a € F' unique et ne dépendant pas de s, tel que
]

N 0,
a valeurs dans tB]KT

o — ¢, s0it cohomologue dans B]I%s au cocycle o — (o0 — 1) - (alogm).
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Démonstration. — Si les cocycles o — (0 —1) - (alogm) et 0 — (o0 — 1) - (blog =) sont
cohomologues dans B]0 s], c’est que (a—b)logm € B],‘}’s] et donc que N((a—b)logm) =
-2 ;a_ 1b) = 0. On en déduit I'unicité d’un a vérifiant les conclusions de la proposition.
De plus, comme N(c,) =0,0ona 0= N((c —1)-(alogn)) = —;f—l(a(a) —a);onen
déduit 'appartenance de a & F' (sous réserve de son existence).
Il reste a prouver ’existence d’un a. En fait, nous allons prouver que, siy € 'y, —{1}

_ 1 . N _ dm
est suffisamment proche de 1, alors a = mRes(w.,) convient, ot w, =t~ ¢, 2% irr €
Q]I?,’r]. Siwy = (X kez kT )dnk, on a Res(w,) = sous

la forme

d
w7=dz+alogx(’y)77r, avec z = a_1 log ~ 4 Z k‘:’fl nkrt,
k€Z—{—1}

1

_ e o2 . 0, 7
Comme 7~ '7, > est une unité de l'anneau des entiers de AEK rl (cela découle

€Koo
du lemme 6.5), on a logﬂKT € B],g’r] d’apres le lemme 5.14; par contre,

> keZ—{-1} k“—hﬂﬁ“ n’appartient pas forcément a B]_,(;‘T] a cause des k + 1 en
dénominateur, mais il appartient & B]I%s] quel que soit s €]0,r[; on en déduit

l’appartenance de z & B]0 s

Par ailleurs, (y — 1) - log 7 appartient & B]}g,s] quel que soit s €]0,r[ (et méme
quel que soit s > 0 car #l est une unité de Z,[[r]]); on en déduit, en revenant a

la formule définissant (1, ’appartenance de (O ) -logm & B]0 sl et donc

Y T log x(v)

!l Maintenant, la formule

aussi celle de y = O, (z + log x(v)alog ) — alogm & B]K
(vy—1)-0, = t0 nous donne (y—1)-(y+alogm) = c, ; on en déduit le fait que le cocycle
o ¢, =c,—(0—1)-(y+alogm) est trivial sur le sous-groupe I' de ' engendré
topologiquement par v ; il provient donc par inflation d’un cocycle sur I'k /T" & valeurs
dans (B]I(é‘s] ® F'logm)' = (F)T (cf. prop. 5.16). Comme H!(T'x/T,(F')') = 0
(conséquence facile du théoréme de Hilbert 90), on peut, quitte & modifier ¢/ par un
cobord & valeurs dans (F')I' C B]I?,’S], se débrouiller pour que ¢, = 0 quel que soit

o € I'k. Ceci permet de conclure.

10.5. Un résultat du type « H; = H;, » pour BO]

Proposition 10.7. — Soient v €]1,p[ et s €]1,7[. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes pour un cocycle continu o — ¢, sur Yk a valeurs dans Blo7)

(i) il existea € F et b € B0 tels que l'on ait ¢, = (0 — 1) (au +b), pour tout
o E€EYy;

(ii) quel que soit i € N, il eziste ¢; € By tel que l'on ait ¢~ (c,) = (0 — 1) - ¢,
pour tout o € Y.
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Démonstration. — L’implication (i)=>(ii) est évidente (on prend c; = ¢ *(au + b)).
La démonstration de la réciproque va utiliser la plupart des résultats qui précedent.
Soit n > 1 tel que p~"r < ri. Quitte & remplacer le cocycle o — ¢, par un cocycle
cohomologue, on peut supposer que notre cocycle provient par inflation d’un cocycle
sur ' & valeurs dans B]I%,:;]’ d’apres le corollaire 10.3 et la proposition 10.4. Le
cocycle o — ¢, = ¢™(c,) est alors & valeurs dans B]Ig’p ol et, par hypothese, le
cocycle o — p~(c,) se trivialise dans (B]3)”* quel que soit > n. On peut donc,
quitte & remplacer o — ¢, par un cocycle cohomologue, supposer qu'’il est & valeurs
dans WB]I(}”’ "1l d’apreés la proposition 10.5.

Maintenant, comme 7 < p, on a p~"r < p1~" et ¢" () est une unité de Ag?,p_"r]

(cela suit du corollaire 6.3). On a donc ﬁBlg’p = BIPT et quitte a

“"sl on peut supposer

remplacer o — ¢} par un cocycle cohomologue dans B]Ig’p
que notre cocycle est de la forme o — (0 — 1) - (alog), avec a € F, d’apres la
proposition 10.6. Appliquant ¢ =" au cocycle o — c.,, on voit que, quitte & remplacer
notre cocycle initial par un cocycle cohomologue dans ¢“"(§]0’p—n3]) = §]O,s]’ on
peut supposer que 'on a ¢, = (o0 — 1) - (alogm,), ce qui permet de conclure puisque

1 ~
log 7, = ¢ "(logm) € —————u + Bl%*
g ¢~ "(log ) = Dp?

d’apreés le corollaire 6.3 (on a p™ > s par hypothése).

Proposition 10.8. — Soient r €]1,p| et s €]|1,r[. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes pour un cocycle continu o — ¢, sur Yx a valeurs dans Blo7l [u] :

(i) 4l existe b € Bl0:sl [u] tel que lon ait c; = (0 — 1) - b, pour tout o € Yk ;

(ii) quel que soient k € N et i € N, il exziste cx; € Bly tel que, pour tout o € Y,
Uon ait N¥(p=%(c,)) = (0 — 1) - (ck,i)-

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le plus petit entier k
tel que N*¥*1c, = 0 pour tout ¢ € ¥k (I’existence d’un tel k résultant de la compacité
de ¥k). Le cas k = 0 a été traité dans la proposition 10.7. Dans le cas général, si
Co = Ckou¥+---+cp o, on peut appliquer la proposition 10.7 au cocycle o — N*(c,) =
(—1)*kley,,. 11 existe donc, si 7/ €]s,r[, des éléments axo € F et bro € Bl tels
que l'on ait (—1)*klex, = (0 — 1) - (ak,ou + bi,) quel que soit 0 € ¥k, et on peut
appliquer ’hypothése de récurrence au cocycle o — ¢, — (0 — 1) - (ak‘oﬂkkfl_‘—hl—1 + bryuk) ;
ceci permet de conclure.

10.6. Un résultat du type « H} = H}, » pour Uy, et U}, .- — Ce n° termine
la démonstration de la proposition 0.4.

Lemme 10.9. — Sih > 1 eta > 1, alors p" —p®: F — F est bijectif.
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Démonstration. — 11 suffit de prouver que " — p® : 6 — O est bijectif, et comme
OF est séparé et complet pour la topologie p-adique, il suffit de prouver le résultat
modulo p, ce qui est évident car " — p® coincide avec z — zP" et kr est parfait.

Lemme 10.10. — Soit r > 0.

(i) Si z € BI®"] vérifie p"(z) = p°z, alors z € Uy, ,.

(i) Si z € BI"l[u] vérifie " (z) = p°, alors z € U}, .-
Démonstration. — Ecrivons z sous la forme a+ 4, avec a € ﬁ;'i'g et 8= E;::,’co pFlzk] €
BO7). On a ¢"(B8) — p*B8 = p®a — p"(a) € ﬁ:;g NBO7 = B+, et une récurrence
immédiﬁte montre que ceci implique vg(zx) > 0 quel que soit k > kg, et donc 3 € BT
etx € B:;g, ce qui démontre le (i).

Pour démontrer le (ii), il suffit de constater que, si x = o+ z u+ - - -+ zru”

vérifie
h = p% c Blo.T] g <1 < h(rn.) — na—tih,.. .

p"*(z) = p°z, avec x; € B si 0 < ¢ <k, alors ¢"(z;) = p*~""z;, ce qui permet de

se ramener au (i) pour conclure.

Proposition 10.11. — Soient a et h des entiers > 1.

(i) Soit o — c, un 1-cocycle continu d valeurs dans Uy, tel que, quel que soit
n € N, il eziste ¢, € Bl tel que 9™ (c;) = (0 — 1) - ¢s, pour tout o € Yx. Alors,
sia# h (resp. si a = h) il existe c € Uy, (resp. c € E,if"u + Up,e) tel que Uon ait
¢ = (0 —1)-¢, pour tout o € Y.

(ii) Soit o — ¢, un 1-cocycle continu a valeurs dans Uﬁm tel que, quel que soient
k€ N et n € N, il eziste cx.n, € Bl tel que N¥(¢p™"(c5)) = (0 — 1) - ck,n, pour tout
o € Y. Alors il existe ¢ € U;l,a tel que U'on ait ¢, = (0 — 1) - ¢ pour tout o € Y.

Démonstration. — Pour démontrer le (i), choisissons r €]1,p[ et considérons notre
cocycle comme étant & valeurs dans B0l La proposition 10.7 nous fournit alors
co € Fu+BIoY tel que lon ait ¢, = (0 —1)-c¢g, pour tout o € ¥k . Par ailleurs, comme
¢, est tué par p" — p?, on a "(cy) — pPco € K NBI® = F. D’aprés le lemme 10.9,
on peut trouver ¢; € F tel que p"(c1) — p®c; = " (co) — pPco et ¢ = cy — ¢; répond &
la question comme le montre le (i) du lemme 10.10.

Le (ii) se démontre de la méme maniére en considérant le cocycle comme étant &
valeurs dans BIO") [u] et en utilisant la proposition 10.8 au lieu de la proposition 10.7
et le (ii) du lemme 10.10 au lieu du (i) dudit lemme.
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