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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET 
REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM 

par 

Pierre Colmez 

Résumé. — La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine « de Rham implique 
potentiellement semi-stable » est maintenant un théorème : Berger a montré comment 
associer à une représentation de de Rham un module différentiel avec structure de 
Probenius sur l'anneau de Robba, ce qui permet de ramener cette conjecture à la 
conjecture de monodromie de Crew qui a ensuite été démontrée par André, Mebkhout 
et Kedlaya de manière indépendante. Dans cet article, nous donnons une nouvelle 
démonstration de la conjecture de Fontaine ne s'appuyant pas sur la théorie des 
équations différentielles p-adiques. 

Abstract (Finite-dimensional vector spaces and de Rham representations). — The p-adic raon-
odromy conjecture of Fontaine "de Rham implies potentially semi-stable" is now a 
theorem : Berger showed how to attach to a de Rham representation a differential 
module with a Frobenius structure over the Robba ring, which reduced Fontaine's 
conjecture to Crew's monodromy conjecture proved afterwards, independently by 
André, Mebkhout and Kedlaya. In this paper, we give a new proof of Fontaine's 
conjecture which bypasses the theory of p-adic differential equations. 

Introduction 

0.1 . Notations. — Soient kp un corps parfait de caractéristique p, 0p = W(kp) 

l'anneau des vecteurs de Wit t à coefficients dans kp et F = ûp[^\ le corps des 

fractions de ûp, ce qui fait de F un corps complet pour la valuation p-adique vp 

(que l'on suppose normalisée par vp(p) = 1), d'anneau des entiers ûp et de corps 

résiduel kp. 

On se fixe une clôture algébrique F de F. La valuation vp s'étend de manière unique 

à F et on note C le complété de F pour la valuation vp. Si K C F est une extension 

algébrique de F , on note &K l'anneau des entiers de K et kx son corps résiduel. 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11S. 
Mots clefs. — p-adique, Banach, représentations, semi-stable, anneaux de Fontaine. 
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118 PIERRE COLMEZ 

On se fixe aussi un système (e^)neN d'éléments de F vérifiant<w= 1,w<<^ 1 

et (£(n+1))p = <;:ù^^si n G N. Ceci fait de <ww$^^une racine primitive pn-ième de l'unité. 

Si K est une extension finie de F, on note Kn le corps^wK(e^)jmetw<<l'extension 

cyclotomique de K réunion des Kn. On noteqs<le groupe de Galois Gal(F/K) et 

X :<ww_> Z* le caractère cyclotomique. Soit aus s iw<le noyau de la restriction de 

X à <SK de telle sorte que ^ = Gai (F/if et soit r x = ^KI^K = Gai ( l ^ / i f ) . 

Alors x se factorise à travers I V et l'image de I V par x est un sous-groupe ouvert 

dez; . 

0 . 2 . La conjecture de monodromie p-adique de Fontaine. — Soit K une 

extension finie de F et soit V une Q^-représentation de dimensionw<<d dewxc 'es t -à -

dire un Qp-espace vectoriel de dimension d muni d'un morphisme continu de groupes 

de <SK dans GL(V). Soient B+ris C B+ c B+R les anneaux introduits par Fon

taine [14, 1 5 , 17] pour classifier les (^-représentations de <SK venant de la géométrie, 

et soit t G B+is le « 2in p-adique de Fontaine ». Rappelons que V est de de Rham si 

B jR[ | ] 0QP V est isomorphe à (BjR[|])d en tant que ^ -modu le , ce qui équivaut à 

ce que le if-espace vectoriel T>dR(V) = (BjR[ | ] ®QP V)^K soit de dimension d. De 

même, V est semi-stable si B ^ [ | ] ®QP V est isomorphe à (B^[ | ] )d en tant quew<<< 

module. Une représentation semi-stable est a fortiori de de Rham ; réciproquement, 

une représentation de de Rham est semi-stable si et seulement si DdR(F) possède 

une base sur K constituée d'éléments de B ^ [ | ] <8>QP V. On dit que V est potentiel

lement semi-stable s'il existe une extension finie L de K telle que V soit semi-stable 

en tant que (^-représentation de^xwUne représentation potentiellement semi-stable 

est de de Rham (car BjR contient F) et notre but, dans cet article, est de donner une 

nouvelle démonstration du résultat suivant qui avait été conjecturé par Fontaine [18]. 

Théorème 0.1. — Toute représentation de de Rham de w<<m$est potentiellement semi-

stable. 

Les démonstrations existantes ^ de ce théorème passent par la théorie des équa

tions différentielles p-adiques. En utilisant la théorie des (<p, r)-modules [16, 6 ] , Ber

ger [4] a associé à une représentation de de Rham V un module différentiel Njig(F) 

avec structure de Frobenius sur l'anneau de Robba et a montré que V était semi-stable 

si et seulement si ce module était quasi-unipotent, réduisant ainsi la conjecture de Fon

taine à la conjecture de monodromie p-adique de Crew [13]. La conjecture de Crew 

a ensuite été démontrée de manière indépendante par André [1], par Mebkhout [25] 

et par Kedlaya [24] ; je renvoie à [10] pour plus de détails. Des trois démonstrations 

t1) Depuis la première version de cet article, Fontaine [20] a fabriqué une autre démonstration évitant 
le recours à la théorie des équations différentielles p-adiques ; un de ses ingrédients n'est pas sans 
rappeler les techniques du n° 3.3 de cet article. 

ASTÉRISQUE 319 



ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM 119 

de la conjecture de Crew à notre disposition, celle de Kedlaya est celle qui utilise 

le moins la théorie des équations différentielles p-adiques : elle repose à la place sur 

une classification à la Dieudonné-Manin des (̂ -modules sur l'anneau de Robba, ce 

qui lui permet par dévissage de se ramener au cas d'un module isocline traité par 

Tsuzuki [29, 8]. 

0.3. Principe de la démonstration. — Notre démonstration de la conjecture de 

Fontaine est parallèle à celle obtenue en combinant les travaux de Berger et Kedlaya, 

mais évite complètement la théorie des<<r)-modules et celle des équations différen

tielles p-adiques (il reste quand-même un fantôme de ces théories dans la démons

tration de certains points). Elle a été obtenue en deux temps. Comme nous l'avons 

indiqué ci-dessus, le seul point où la théorie des équations différentielles p-adiques est 

utilisée dans les travaux de Kedlaya est à travers le théorème de Tsuzuki. Or celui-ci 

admet un équivalent (prop. 0.2 ci-dessous), dû à Sen [26], dans la théorie des repré

sentations galoisiennes (cf. [4, n° 5.6] pour l'équivalence des résultats de Sen et de 

Tsuzuki) ; avec ce fait en tête, il n'est pas très difficile de fabriquer une démonstra

tion de la conjecture de Fontaine ne faisant pas référence aux équations différentielles 

p-adiques, en faisant du mécano avec les arguments de Berger et Kedlaya (c'est cette 

démonstration qui apparaît en filigrane dans cette introduction). Par la suite, des 

questions provenant de la théorie des déformations de représentations galoisiennes [5] 

nous ont amené à essayer de rendre les ingrédients de la démonstration les plus directs 

possibles (et à expliciter comment les constantes se comportent dans une famille) dans 

l'espoir que ceux-ci s'adaptent à une démonstration « en famille ». 

Nous remplaçons le théorème de Dieudonné-Manin de Kedlaya par un résultat 

analogue (cf. prop 0.3) pour certains (^-modules sur l'anneau B^g = PlnçN^n(Bj.is), et 

utilisons cette décomposition pour une variante N^g (F ) du module N^ig(F) de Berger. 

Le théorème de Tsuzuki est remplacé par le résultat suivant de Sen [26] (bien antérieur 

à la définition de représentation semi-stable!), selon lequel une représentation de de 

Rham dont les poids de Hodge-Tate sont nuls (ce qui se traduit par l'existence d'un 

isomorphisme de ^-modules de BjR ®QP V sur (B~[~R)d) est potentiellement non 

ramifiée et donc, a fortiori, potentiellement semi-stable. 

Proposition 0.2. — Si V est une représentation de Hodge-Tate de &K, les deux condi

tions suivantes sont équivalentes : 

(i) Vinertie de agit à travers un quotient fini; 

(ii) les poids de Hodge-Tate de V sont tous nuls. 

Le dévissage permettant de se ramener au cas « isocline » est un peu plus délicat 

que dans le cas des équations différentielles p-adiques, et repose sur des calculs de co-

homologie galoisienne dans les anneaux de Fontaine et, plus précisément (cf. prop. 0.4 
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120 PIERRE COLMEZ 

ci-dessous) sur un énoncé du type « Hz = H}+ » pour les ^-modules 

<<<ù^$$ (B 
cris 

(p =p et U 
Ai,a 

$ :Bs+t) ,H A 

Les méthodes pour faire ces calculs, bien que relativement techniques, sont parfaite
ment huilées : elle remontent à l'article fondateur de Tate [28]. 

Signalons que Fontaine avait démontré [19] le théorème 0.1 ci-dessus (avant qu'il 
ne soit démontré en toute généralité) pour les représentations de dimension 2, par une 
méthode qui rappelle un peu celle décrite ci-dessus. 

L'analogue du théorème de Dieudonné-Manin auquel il a été fait allusion plus haut 

est le suivant 

Proposition 0.3. — Soit M un sous-B^R-réseau de (B~["R)d et soit Mrig = {x G 

(B^g)d, (pn(x) G M, quel que soit n G Z } . Alors MT[g est un H^-module libre de 

rang d, et il existe une base e\c<<, cwde Mrig sur B^g vérifiant : 

(i) il existe h G N et ai < • • • ̂  ad G N tels que <ph(ei) = paiei si 1 < i < d ; 

(ii) </?n(ei),..., (fn(ed) est une base de M sur BjR quel que soit n G N. 

Rappelons que l'on obtient B^ à partir de B+is en lui adjoignant un analogue 
p-adique u de logp. On a alors B^ = B*is[îz], et la dérivation N = — ̂  : B^ —• B^ 
commute à l'action de^wwLe résultat du type « H g = H^t » auquel il a été fait 
allusion ci-dessus est alors le suivant. (Le corps Eh apparaissant dans l'énoncé est 
l'extension non ramifiée de degré h de Qp.) 

Proposition 0.4. — Soient a et h des entiers ^ 1. 
(i) Soit a »-» ca un 1-cocycle continu à valeurs dans Uh,a tel que a i—• (p~n(ca) 

soit un cobord dans BjR, pour tout n G N . Alors, si a ^ h (resp. si a = h), il existe 
c G Uh,a (resp. c G E^Ku + Uh,a) tel que Von aitcG = (a — l)-c, quel que soit a G ^K-

(ii) Soit a H-> C(j un 1-cocycle continu à valeurs dans Ufh a tel que a »—• Nk(cp~n(ca)) 
soit un cobord dans B~f"R, pour tous fc,n G N. Alors il existe c G c<<wmtel que Von ait 

ca = (a — 1) • c, quel que soit a G ^K-

0.4. Démonstration de la conjecture de Fontaine. — Nous renvoyons aux 

n° 0.5 et n° 0.6 pour des commentaires sur la démonstration des propositions 0.3 

et 0.4; nous allons maintenant montrer comment on peut en déduire la conjecture 
de monodromie de Fontaine. (L'anneau B 

'log apparaissant ci-dessous est défini par 

B 
log 

< NnGN^n BÍ ; on a aussi B 
Jlog w< B 

rig 
< et on aurait pu définir les <SK-

modules Uh a et U'h a par Uha = (B xw 
P =P et TT 

Ai,a 
< (B 

log 
)<ph=pa.) 

Soit V une représentation de de Rham de WK, de dimension d, a poids de Hodge-
Tate ^ 0 (on peut s'y ramener en tordant par une puissance convenable du carac
tère cyclotomique). Soit NfR(F) = BtR (g)K U<m(V) ; l'hypothèse selon laquelle les 
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poids de Hodge-Tate de V sont ^ 0 implique que N^R(y) est un sous-BJR-réseau de 
g^e (fh(ei) = paiei 

Soit Ntg(F) = {x e Btg <g>Qp V | <p-n(x) G NJR(V), quel que soit n G Z} . La 

proposition 0.3 ci-dessus appliquée à M — NjR(F) nous fournit le résultat suivant : 

Proposition 0.5. — N^g(V) est un YX^ -module libre de rang d. Plus précisément, 

N^g(F) possède une base e i , . . . , e<j sur Bjg vérifiant : 

(i) il existe h G N et ai < • • • ̂  ad G N te/s g^e (fh(ei) = paiei si 1 < z < d ; 

(ii) ^?n(ei), . . . , ipn(ed) est une base de N~^R(V) sur BjR tf^eZ ç^e soit n G N. 

Comme N~["R(F) est isomorphe à (BjR)d en tant que ̂ -module, ia proposition 0.6 

ci-dessous montre qu'il existe une extension finie L de cw<telle que Bj£ ®g+ w<<^$g(V) 

contienne d éléments indépendants sur BjR, fixes par i^. Mais Bj£ <g)g+ N j (V") est 
rig 

inclus dans B^g(g)QP V, ce qui prouve que V est semi-stable en tant que représentation 

de II et donc aussi en tant que représentation de ce que l'on cherchait à démontrer. 

Proposition 0.6. — Soit Y un É^-module libre de rang d muni d'actions semi-

linéaires de (p et &K commutant entre elles. Si Y possède une base e i , . . . , CD sur B^g 

vérifiant : 

(i) il existe h G N et ai < • • • ̂  ad G N tels que tph(ei) = paiei si 1 ̂  i < d, 

(ii) /e BjR-modw/e engendré par ipn(ei),..., (pn(ed) est isomorphe à (B~|"R)d en tant 

que &K-module, quel que soit n G N, 

a/ors il existe une extension finie L de K et une base fi,..., fd de B; 
log w<< 

rig 

Y 

sur B^g vérifiant les conditions suivantes : 

(a) fi est fixe par le sous-groupe d'inertie II de WL-

(b) fi = ei + Y^Z\ otijej, avec aitj G Ufha._aj (et donc <ph(fi) = paiei) ; 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le cardinal r de l'en

semble { a i , . . . , O d } . Si r = 1 (i.e. si tous les a* sont égaux à un entier a), alors 

W = Ehei 0 • • • 0 EhCd est l'ensemble des x e Y vérifiant (ph(x) = pax ; c'est donc 

un ^-espace vectoriel de dimension d stable par ^K- D'autre part, le ^ -modu le 

BdR ®Qp W = ®i=oBdR ®Eh <P*(W) est isomorphe à (BjR)w, d'après la propriété 

(ii) de la base e i , . . . ,e^. Ceci signifie que W, vu comme Qp-représentation de Êf̂ , 

est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls ; on 

déduit du théorème de Sen (prop. 0.2) l'existence d'une extension finie L de K telle 

que les soient fixes par II, ce qui conclut l'étude du cas r = 1. 

Si r ^ 1, soit 5 le plus petit entier tel que as+i ^ ai, et soient Y' le sous-B^g-

module de Y engendré par e i , . . . , es et Y" = Y/Y'. Comme aj > as, pour tout 

j ^ s + 1, le E^-espace vectoriel engendré par e i , . . . , es est aussi l'espace Y^ =ï>ai. 
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On en déduit que Y' est stable par <p et WK, ce qui fait que Y' et Y" sont munis 
d'actions de (p et commutant entre elles. D'autre part, si n G N, on a la suite 

exacte 

0-^ B+R®g+ ^(wy')-Bww+R®g+ (̂Y)-B<www+Rww®s+ V * ( Y " ) - O 

rig rig rig 

de B dR' 
modules munis d'une action de &K- On en déduit la suite exacte 

B+R®g+ ^(y')-B+R®g+ ^(Y)-B+R®s+ V*(Y")-OB+R®g+ ^(y')-B+<<wwxxR 

rig rig rig 

et comme dimx((B+R<g)g+ (pn(Y))^K) = d, par hypothèse, et dim^ M^K ^ rgB+ dR 

si M est un-B^R-module libre de rang fini muni d'une action de on en déduit le fait 
que Y' (muni de la base ei , . . . , es) et Y" (muni de la base ës+i,..., ë ,̂ où e~j désigne 
l'image de ej dans Y") vérifient les conditions de la proposition. On peut appliquer 
les résultats obtenus pour r = 1 à Y' et l'hypothèse de récurrence à Y", ce qui nous 
fournit une extension finie L de K et des ctij G UJ^. , pour s + l^j<i^d, 
tels que II agisse trivialement sur gi = ei,..., gs = es et sur gi = ë{ + X}}=s+i ai,jëj, 
pour 5 + 1 ^ i ^ Soit gi = ei + J]}=l+i aMe.?' si s + 1 ^ i < d. Si a G I I et si 
i ^ s H- 1, alors (<r — 1) • gi G V', ce qui permet de l'écrire sous la forme Ylj=i Pi,j,aeji 
et comme Qi vérifie <ph(gi) = Paig%, l'application a Aj> est un 1-cocycle sur 7L à 

valeurs dans U h,ai —aj ' 
Soit Mn le sous-BdR-module engendré par (pn(ei),..., (fn(ed). Comme la matrice 

de passage de e i , . . . , à g\ + Nk(gi),..., </d + Nk(gd) est triangulaire supérieure 
avec des 1 sur la diagonale, les <pn(#i + Nk(gi)) forment une base de Mn sur BjR 
dans laquelle la matrice de a G Ji, est ( Q* ̂ ' " ^ ) , où £fc,n,a est celle des <pn(/?i,j,<7 + 
Nk(/3ijia)). L'hypothèse selon laquelle Mn est isomorphe à (BjR)d, en tant que WK-
module, se traduit donc par la nullité de l'image, dans i / 1 ^ , BjR), des cocycles 
a i-» (£n(/?i,j,<7 + Nk(/3ij^))1 pour s + l ^ z ^ d e t l ^ j ^ d , quels que soient n G Z 
et A; G N. On déduit de la proposition 0.4 l'existence de fcj G a. tel que l'on 
ait Aj,<7 = (1 — <T) - Pij, pour tout a G II- Il suffit alors de poser fi = gi si i ^ s et 
fi = g{ + ]Pj=1 /?î ei sis + l ^ i ^ d pour obtenir une base de B^g ®g+ y vérifiant 

rig 
les conditions souhaitées. Ceci permet de conclure. 

0.5. Remarques sur le théorème « de Dieudonné-Manin ». — Les travaux 

de Kedlaya et Berger utilisent l'anneau B*ig (que Kedlaya note r^con...) au lieu de 

l'anneau B^g ; cet anneau contient B^g et peut s'obtenir en localisant et complétant 

B^g. C'est un anneau de Bézout [tout idéal engendré par un nombre fini d'éléments est 
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principal (cf. [24, th. 3.20]) et tout sous-module fermé (2) d'un module libre est libre 

(la démonstration de [4, th. 4.10] pour l'anneau de Robba s'étend sans problème)]. 

Par ailleurs, tout (^-module Y de rang d sur B îg admet une base ei,xw<ù^^ vérifiant 

iph(ei) = paiei, où h est un entier > 1 et ai < • • • < G Z (théorème de Dieudonné-

Manin de Kedlaya [24, th. 4.16] ; ce théorème est loin d'être une évidence). Pour 

démontrer la proposition 0.3, on peut appliquer ce qui précède à Y = w<<n,®g+ M, 
rig 

et obtenir une base eiw<<m,e^ de Y sur Bjig ayant les propriétés voulues. Comme 

un élément x de B îg vérifiant iph(x) = Pax appartient à B^g (cf. [4, prop. 3.2] ou 

lemme 10.10), cette base est en fait constituée d'éléments de M. Pour démontrer que 

les e$ forment une base de M sur B^g, on utilise des résultats standard (du type 

« suites exactes fondamentales ») dans les anneaux de Fontaine (cf. lemme 3.25 et 

cor. 3.26). 

La démonstration de la proposition 0.3 que nous donnons dans le texte principal 

est totalement différente de celle esquissée ci-dessus : à la place du théorème de Ked

laya, nous utilisons la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension finie développée 

dans [9] pour construire la décomposition. Le principe de la démonstration est d'étu

dier les sous-E^-espaces vectoriels Wh,a — (Uh,a)d H Mr-lg de Mrig (où l'on a noté Eh 

l'extension non ramifiée de degré h de Qp) et, en particulier, de comprendre comment 

leur « dimension » varie avec a. C'est pour pouvoir parler de dimension que l'on a 

besoin « d'analytifier » la situation et de considérer XJh,a et Whta comme les C-points 

de E^-Espace Vectoriels Vh,a et Wh,a- L'étude de la ^-Dimension de Wh,a se fait 

par des arguments combinatoires qui reposent sur les ingrédients suivants : 

• la formule d i m ^ Wh,a — {da — £#(M),d) si a ^> 0 [£#(M) est la longueur du 
B+R-module (B+R)d/M] ; 

• une variante 0 —• th^h.a —> ̂ fc,a+i —» V1 —• 0 de la suite exacte fondamentale 

[th est « la » période d'un Lubin-Tate pour <Eĥ <et, siw<est un entier, Yd est l'Espace 

Vectoriel trivial de Dimension (d, 0)] ; 

• le fait que la Dimension (a, b) d'un sous-E^-Espace Vectoriel de Vd ne contenant 

pas de V1 vérifie a < 6 ; 

• le fait que BjR ne contient pas de V1 (cet énoncé est l'analogue analytique du 

fait que BjR ne contient pas de sous-anneau isomorphe à C stable par &K), ce qui 

permet de montrer que le sous-BjR-Module engendré par un E^-Espace Vectoriel de 

Dimension (a, b) est de rang ^ b. 

(2) B̂ ig est la limite inductive, pour r > 0, d'anneaux B̂ °'rJ de Fréchet, et on dit qu'un sous-module 
M de (Bjig)d est fermé si on peut l'écrire comme une limite inductive de Bl°'r]-modules Mr, où Mr 
est fermé dans (BÌ°>rì)d, pour r > 0 assez petit (muni de la topologie induite par celle de B ĝ, M 
serait dense s'il était de rang d). 
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124 PIERRE COLMEZ 

Le premier de ces ingrédients permet de minorer la Dimension de W ĵtt, alors que 
les trois autres permettent de majorer la différence entre la Dimension de Wh,a+i et 
celle de W/^, ce qui fournit suffisamment de contraintes pour tout déterminer. 

0.6. Remarques sur le théorème « Hg = H^t ». — L'espace Vh a de la propo
sition 0.4 est une extension de Bm = BjR/tmBjR (avec m = a) par une certaine 
Qp-représentationw<ax<<dex<ide^wwdimension finie. On peut étudier les ifz(%:,Bm) 
par dévissage en utilisant les résultats de Tate sur les H%(^Ki C(fe)) ; cela permet de 
ramener la démonstration de la proposition 0.4 à vérifier que l'on aw<<iï* (5^,sq< )̂ <̂= 
Hst(^K,Vh a)5 ce que Hyodo [23] a fait par des arguments de dimension dans le cas 
où le corps résiduel est fini. Malheureusement, pour prouver le théorème 0.1, on a 
besoin du résultat dans le cas où le corps résiduel est algébriquement clos et il nous 
faut nous rabattre sur les techniques introduites par Berger [3, n° IV.2] pour étendre 
le résultat de Hyodo au cas d'un corps résiduel parfait quelconque. Ceci nous oblige 
à étudier la cohomologie galoisienne de l'anneau Bl- (ou plutôt des anneauxx<<<^m 
dont B îg est la réunion) qui, chassé par la porte du théorème de Dieudonné-Manin, 
rentre donc par la fenêtre... 

On part d'un cocycle continu a i—• ca surx<<^à valeurs dans<<wwB̂°'r̂ , tel que, pour 
k assez grand, a h-> <p~k(ca) se trivialise dans BjR, et on lui fait subir le traitement 

suivant : 
• un peu de « descente presque etale » permet de descendre de 

w<<x 
a B |0,r] 

K c 
x<<,;:ù^$xw 

• des « traces de Tate normalisées » permettent de descendre de B 
w J à B 0,r 

wx qui 
est un anneau de fonctions analytiques (en 7r) sur une couronne ; 

• l'existence de fonctions analytiques prenant des valeurs données en des points 
donnés permet d'utiliser l'hypothèse de trivialité dans B JR pour annuler notre cocycle 
en « les racines de l'unité », ce qui permet de le rendre divisible par t = log(l + 7r) ; 

• finalement, on est ramené au problème de trouver une primitive analytique d'une 
fonction analytique sur une couronne, ce qui est possible sauf si le résidu de cette 
fonction analytique est non nul, auquel cas la primitive fait intervenir la fonction 
logarithme, ce qui explique l'apparition du u (et le passage de \Jh,a àw<<G) dans le 
cas général. 

0.7. Organisation de l'article. — L'article comporte deux parties totalement 
indépendantes : l'une regroupant les §§1-3, consacrée à la démonstration de la pro
position 0.3 et l'autre regroupant les §§4-10, aux calculs de cohomologie galoisienne 
dans les anneaux de Fontaine. 
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La partie consacrée aux anneaux de Fontaine est beaucoup plus longue que ce 

qu'elle pourrait être car, en vue d'applications aux familles de représentations p-

adiques, nous avons explicité la plupart des constantes implicites se trouvant dans 

les énoncés de la théorie des ((p, r)-modules. Une des raisons qui nous ont poussé à 

faire ceci (outre les applications sus-mentionnées) est que beaucoup des résultats de 

la théorie des ((p, T)-modules reposent sur le théorème de surconvergence de [6]. Mal

heureusement, l'article en question est entouré d'un flou topologique assez inquiétant 

et nous avons profité de l'occasion pour faire une mise au point (les techniques restent 

globalement inchangées, mais les énoncés sont précisés et renforcés ; ils sont utilisés 

dans [5] pour redémontrer la surconvergence des ((p, r)-modules, et généralisés aux 

((p, r)-modules sur une base dans [2]). 

0.8. Remerciements. — Des discussions avec Laurent Berger, lors d'un séjour au 

département de mathématiques de l'université de Harvard en octobre 2002, ont été le 

facteur déclenchant pour la rédaction de cet article. En particulier, la démonstration 

du théorème de Dieudonné-Manin via la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension 

finie a été obtenue au cours de ce séjour. 

Par ailleurs, la rédaction de cet article a bénéficié de la sérénité d'esprit procurée par 

la contemplation des couchers de soleil depuis le jardin de l'institut Tata de Bombay en 

novembre 2002 ; je voudrais en profiter pour remercier ces deux institutions, L. Berger 

et R. Sujatha de leur hospitalité, ainsi que le programme d'échanges franco-indien 
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1. Rappels et compléments sur les Espaces Vectoriels de Dimension finie 

L'objet de ce §, outre de rappeler certains faits de base concernant la théorie des 

Espaces Vectoriels de Dimension finie développée dans [9], est d'étendre, ce qui se 

fait sans douleur, ladite théorie aux ^-Espaces Vectoriels, si E est une extension finie 

de Qp 

1.1. Espaces Vectoriels de Dimension finie. — Pour nous, une C-algèbre de 

Banach A est une C-algèbre unitaire complète pour une norme || ||A vérifiant les 

conditions 

(i) ||cx||A = |c| • ||#||A si c G C et x G A, 

(ii) lk + Vh ^ sup(||x||A , \\y\\A) et ||xy||A < ||z||A • \\y\\A si x, y G A. 

Le Spectre Spec(A) de A est l'ensemble des morphismes continus s : A —• C de C-

algèbres et on dit que A est spectrale si ||#||A = supsGSpec(A) \s(x)\. (Comme il s'agit 

du spectre maximal, cet espace aurait aussi pu être noté Spm(A)...) 

Une C-algèbre de Banach A est dite connexe si elle ne possède pas d'idempotent 

autre que 0 et 1 ; elle est dite p-close si tout élément x e A vérifiant \\x — 1||A < 1 a 
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une racine p-ième dans A et elle est dite sympathique si elle est spectrale, connexe et p-

close. Toute algèbre de Banach spectrale et connexe possède une clôture sympathique 

A obtenue en rajoutant suffisamment de racines p-ièmes et en complétant [9, n° 5.5]. 

Un Espace Vectoriel W est un foncteur (covariant) de la catégorie des algèbres 

sympathiques dans celle des Qp-espaces vectoriels vérifiant la condition : pour toute 

algèbre sympathique A, l'application naturelle de W(A) dans le Qp-espace vectoriel des 

applications Spec(A) —> W(C) est injective. Ce procédé s'étend à d'autres catégories 

comme, par exemple, celle des anneaux [9, § 7]. Les exemples les plus simples de tels 

objets sont 

• les Qp-espaces vectoriels de dimension finie : si U est un Qp-espace vectoriel de 

dimension finie, on peut voir U comme un Espace Vectoriel en posant U(A) = £7, pour 

toute l'algèbre sympathique A, et en prenant l'identité pour tous les morphismes de 

transition ; 

• si d G N, l'Espace Vectoriel Va défini par Vd(A) = A , pour toute l'algèbre 

sympathique A, et le morphisme évident Af —> AîJ, si s : Ai —> A2 est un morphisme 

d'algèbres sympathiques. 

Un Espace Vectoriel W est dit de Dimension finie s'il admet une présentation de 
la forme 

0 V 

n U •Y - yd 

W 

• 0 

0 

où U et V sont les Espaces Vectoriels associés à des Qp-espaces vectoriels de dimension 

finie et les suites 

0- U Y yd 0 

0 V •Y > W 0 

sont des suites exactes d'Espaces Vectoriels. (On rappelle que, par définition, c'est 

le cas si et seulement si, pour toute algèbre sympathique, la suite exacte correspon

dante est exacte.) A un tel Espace Vectoriel, on peut associer sa dimension principale 

dimpr(W) = d G N, sa dimension résiduelle dimres(W) = dimQp U — dimQp V G Z et 

sa Dimension Dim(W) = (dimpr(W), dimres(W)) G N x Z. Un des principaux résultats 

[9, 571 de la théorie est le suivant : 

Proposition 1.1. — (i) Si W est un Espace Vectoriel de Dimension finie, sa Dimension 

ne dépend pas de la présentation choisie. 
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(ii) Si f : Wi —> W2 est un morphisme d'Espaces Vectoriels, et si Wi et W2 sont 

de Dimension finie, alors Ker / et Imf sont des Espaces Vectoriels de Dimension 

finie et on a Dim(Ker/) + Dim(Im/) = Dim(Wi). 

Remarque 1.2. — On peut reformuler cette proposition sous la forme : la catégorie des 

Espaces Vectoriels de Dimension finie est une catégorie additive munie de fonctions 

additives dimpr, dimres et Dim caractérisées par les formules 

(a) dimpr(Qp) = 0, dimres(Qp) = 1 et Dim(Qp) = (0,1) ; 

(b) d imp^V1) = 1, d i m ^ V 1 ) = 0 et D im^1) = (1,0). 

Plus généralement, si E est une extension finie de Qp contenue dans C, on définit 

un 2£-Espace Vectoriel comme un foncteur de la catégorie des algèbres sympathiques 

dans celle des i£-espaces vectoriels. Comme E est contenu dans C, l'Espace Vectoriel 

Yd est un ^-espace vectoriel. On dispose d'un morphisme naturel (oubli de la E-

structure) de la catégorie des i£-Espaces Vectoriels dans celle des Espaces Vectoriels 

et on dit qu'un E'-Espace Vectoriel est de Dimension finie s'il l'est en tant qu'Espace 

Vectoriel. La proposition 1.1 admet comme conséquence immédiate l'énoncé suivant : 

Proposition 1.3. — la catégorie des E-Espaces Vectoriels de Dimension finie est une 

catégorie additive munie de fonctions additives d imprj jE , d imreS5£; et D i m ^ caractéri

sées par la formules 

(a) dimpr,jE(E) = 0, dìmTeaìE(E) = 1 et DimE(E) = (0,1) ; 

(b) d i n v ^ V 1 ) = 1, d i m r e s ^ V 1 ) = 0 et D i m ^ V 1 ) = (1,0). 

Remarque 1.4. — (i) Si W est un ^-Espace Vectoriel de Dimension Dim^(W) = (a, 6), 

alors DimW = (a, [E : Qp] • b) ; 

(ii) Si W est un Espace Vectoriel, alors E ®Qp W est naturellement muni d'une 

structure de E-Espace Vectoriel et Dim^(£' <g>QP W) = ([E : Qp] • a, 6), si DimW = 

(a, b). 

1.2. Le corps des éléments additifs. — Soit C{X} la C-algèbre des séries / = 

Y2n=oanXni où an G C tend vers 0 quand n tend vers + 0 0 . Si on munit C{X} 

de la norme de Gauss | | / | | g = suPneN LAN|> al°rs C{X} devient une C-algèbre de 

Banach, spectrale, connexe, dont le spectre s'identifie naturellement à @c Si C{X} 

est la clôture sympathique de C{X}, alors la clôture intégrale C{X}^cx<<ù^de C{X} 

dans C{X} est dense dans C{X} par construction [9, n° 5.5] et est une extension 

étale galoisienne de C{X} dont on note Hc le groupe de Galois. Le groupe Hc est, 

par construction, un pro-^-groupe abélien (i.e. un Zp-module compact) ; son action 

sur C { X } ( ° ° ) s'étend, par continuité, à C{X}. D'autre part, on note T e l'ensemble 

des morphismes continus r : C{X} C{X} de C-algèbres, tels que r(X) — X G C. 
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On a alors r(X) — X G 6c, ce qui nous fournit une suite exacte 

1 w<< T e 6C 1 

de groupes topologiques, l'application de T e dans 6c étant donnée par r i-> x(r) = 

r(X) - X. 

On choisit une fois pour toutes sq G Spec(C{X}) vérifiant sq(X) = 0 [i.e. Sq est 

au-dessus de 0 G 6c = Spec(C{X})] . Alors r so ° t est une bijection de T e sur 

Spec (C{X}) . Si / G C{X}, on note / ( r ) [resp. / (0)] l'élément s0 o r ( / ) [resp. s0(/)] 

de C. On dit que / G C{X} est additif si l'on a f{<rr) = f(o~) -f / ( r ) quels que soient 

<7, r G T e , et on dit que / , additif, est de ran# r (resp. de ranp yïm) si U® — / ( H e ) 

est un Zp-module de rang r (resp. de rang fini). 

On note fé7 C C { X } l'ensemble des éléments additifs de rang fini. On dispose d'une 

iniection naturelle c »—> cX de C dans fé\ 

Si W est un Espace Vectoriel, £ G W ( C { X } ) est dit additif de rang r si : 

(a) £(ar) = ^(a) -h £{r) quels que soient <r, r G T e ; 
(b) £(H.c) est un Zp-module de rang r. 

Si W = V1, on retombe sur la notion précédente. Si W est un Espace Vectoriel de 

Dimension finie, et si £ G W(C{X}) est un élément additif de rang fini, on notevxxwle 

sous Qp-espace vectoriel de W(C) engendré par £(Tc)ww<et le sous-EspacewxVectoriel 

de W engendré par Le. L'Espace Vectorielx<<estw<appelé le sous-Espace Vectoriel de 

W engendré par £. 

Si / G fé7, on appelle Graphe de / le sous-Espace Vectoriel Lx, / de V2 engendré 

par l'élément additif (X,f) de Y2(C{X}). Le Qp-espace vectoriel Lx,/ = Lx , / (C) 

est le Qp-espace vectoriel engendré par le graphe T/ de / , où 

r , = {(sc o r ( X ) , se o r(/)) I r G T e } = {(x(r), /(r)), r G T c } 

On dispose de deux projection prx et pr2 de Lx, / sur Vi envoyant ( x ( r ) , / ( r ) ) sur 

x(r) et / ( r ) respectivement. Si g G fé\ il existe dansx<<hxj(C{X})<<un unique # additif 

vérifiant prj(^) = # et on définit le composé / • g de / et g par la formule naturelle 

/ • g = pr2(#). On a alors le résultat suivant [9, §6] : 

Proposition 1.5. — Muni des lois + et -, Vensemble ^ est un corps non commutatif 

de centre Qp, dont C est un sous-corps commutatif maximal. 

Il existe une (unique) famille (Xa)<aec<< d'éléments de C{X} vérifiant les propriétés 

suivantes : 
(i) Xa+(3 = XaX{3, si a, /? G C ; 

(ii) Xa = eaX G C{X}, si a G A = {x G C | vp(x) > i 
p-i J 

(iii) Xa(0) = 1, si a G C 
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De plus, si a G C, il existe Xa(r) € C* tel que l'on ait r(Xot) = Xa(T)lQ. L'ap

plication r —* Xcl(T) est un morphisme de groupes de T e dans C* et la restriction 

de Xol à Hc est à valeurs dans /jLpoo. Si a G a et si r G Hc, il existe un unique élément 

V>a(T) de Zp tel que l'on ait Xp~na(T) = ( e ^ ) ^ a ^ w < < quel que soit n G N. L'application 

T *-> ^ a W est un morphisme de groupes de Hc dans Zp. 

Si / G ^ , la restriction de / à Hc est un morphisme de groupes continu et, si 

Ai,x<m^ù Àr est une base de U® = / ( H c ) sur Zp, il existe a i , . . . , ar G a uniquement 

déterminés tels que la restriction de / à Hc soit égale à YA=IW<<LM^*L'image de 

X^=i ®w<<ai dans C 0zp ci = C(8)QpC ne dépend d'aucun des choix que l'on a faits, 

ce qui nous fournit une application naturelle 5 :x<<w—• C <S>q C. 

Remarque 1.6. — Il est assez malaisé de réconcilier la structure de corps de ^ avec la 

suite exacte de la proposition 1.7 ci-dessous, mais un calcul immédiat montre que, si 

/ G & vérifie 5(f) = <w L,t=l oti® ßi G C<g>QpC, et si c G C, alors 

S(c-f) = 
r 

¿=1 
cai ® Pi et S(f'c) = 

r 

i=l 
ai (g) cßi, 

C'est à partir de cette expression que l'on montre que C est un sous-corps commutatif 
maximal. 

L'application a ® (3 a/3 induit par linéarité une application Tr : C<S>qpC —> C. 

On a alors [9, §10] le résultat suivant. 

Proposition 1.7. — Les applications S et Tr définies ci-dessus donnent naissance à la 

suite exacte de C-espaces vectoriels (« à droite » et « à gauche ») 

0 C xw ô 
C®QpC 

Tr 
C 0 

Remarque 1.8. — Le rang de / se lit sur ô(f) comme le montre la construction de 

l'application S : si S(f) = Y^i=i ai ® A» oùw<< f3r forment une famille libre sur 

Qp et aucun des ai n'est nul, alors rg( / ) = r. En particulier, 

(a) / est de rang 0 si et seulement si / G C ; 

(b) / ne peut pas être de rang 1. 

1.3. Le commutant de E dans fé7. — Soi tw<C ^ le commutant de E ; c'est un 

sous-corps de ^ qui joue, pour les E-Espaces Vectoriels de Dimension finie, le rôle 

que jouew<<pour les Espaces Vectoriels de Dimension finie. Nous allons avoir besoin 

d'analyser sa structure d'un peu plus près. 

Lemme 1.9. — Si f Gxcc, les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

Vf e VE; 

(ii) 5(f • c) = S(c - f) quel que soit c e E. 
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Démonstration. — L'implication (i)=>(ii) est une évidence; montrons la réciproque. 

Si<<ce<soit<<u(c) — c • / — / • c. Par hypothèse, on a S(u(c)) = 0 et donc u(c) G C. 

D'autre part, on a 

u{cd) = cd-f — f-cd = cd'f — c-f-d + C'f'd — f-cd = C' u(d) + u(c) • d, 

et comme c, d, u(c) et u(d) sont des éléments de C et donc commutent deux à deux, 

l'application c i—• u(c) est une Qp-dérivation sur E ; elle est donc identiquement nulle, 

ce qui permet de conclure. 

Lemme 1,10. — Si f eff, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) / € % ; 
(ii) le Graphe Lx f de f est un sous-E-Espace Vectoriel de V2. 

Démonstration. — (i)=>(ii) : si / G ̂  et g G ̂ , alors Lx,/ contient l'élément (g, f - g) 

de tf2 C V2(C{X}). En particulier,<<si<<w/<<Gxwwsi c G E et si # = cX, alors Lx,/ 

contient (cX, / • c) = (cX, c/) = c(X, / ) . Comme (X, / ) engendre Lx,/, on en déduit 

l'inclusion cLx,/ C Lx,/ qui prouve que Lx,/ C V2 est stable par multiplication par 

<wun élément de E. 

(ii)=>(i) : si c G E, on a pr1(c(X,/)) = prx (cX,cf) = cX et, comme (cX,cf) est 

additif, on déduit de la formule définissant la multiplication dans<w(cf. prop. 1.5), 

que <wcf = pr2(cX, cf) = f • c, ce qui permet de conclure. 

Remarque 1.11. — Le lemme précédent montre que,^^si<w/Galors Uf=Qp <8>zp 

/ ( H c ) est un E'-espace vectoriel. On définit le E-rang TgE(f) de / comme la dimension 

de ce ^-espace vectoriel. 

Soit ei<<w^^ed une base de E sur Qp et soit e*x<<<,e^ la base de E duale de 

ei,x<<m pour la forme bilinéaire (x,y) H-• TrE/Qp(xy). L'élément $^f=1 e* (g)< <de 

E (g>Qp E c C<g>QpC correspond à l'identité de EndQp(£') = E* <g)qp E, si on utilise 

l'isomorphisme E* = E induit par la forme bilinéaire (x,y) \-> TrE/Qp(xy). En par

ticulier, cet élément ne dépend pas de la base <<ei<,w<<x<< , ; nous le noterons e#. Par 

ailleurs, si c G E, on a TrE/Qp(cx • y) = TrE/Qp(x • q/), ce qui se traduit par le fait 

que es commute à E (i.e. YA=\ ceï ® ei — ]C*=i eî ® e*c si c G -E). Ceci nous permet 

de définir une application C-linéaire LE ' C ®E C —> C®QPC par la formule 

B+R®g+ ^(y')-B+<wwm^$ 

¿=1 

ci 
-B+dww< 

Cette aDDlication est iniective comme on le voit en l'écrivant dans une base de C 

sur E. 

Proposition 1.12. — Si x E C®QPC, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) x commute à E ; 
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(ii) x est dans Vimage de ¿#. 

Démonstration. w< (U) =>(i) est une consequence du fait que e E commute a E. Pour la 

reciproque, choisissons une base (pj)jGj de C sur E, ce qui fait de (e¿Pj)i<^d,jEJ une 

base de C sur Qp. On peut alors écrire x de manière unique sous la forme qq^¿ <<^**® 

e¿/?j, où est un élément de C nul pour presque tout couple (z, j ) , et il s'agit de 

prouver que x<<^$ ne dépend pas de i. 
On a ce¿ = 

rfc = l 
<< Tf£;/Qp(ce¿e )̂efc et donc 

x • c = 

jejk=i 

d 

1=1 

< 

TrE/Qp(ceiet)e*Xi,j ®ekßj. 

Par ailleurs, 

c • x = 
jej k=i 

d 
cxkjew<<l ®ekßj, 

ce qui fait que x commute à E si et seulement si œ\xkj = Yli=i ^E/Qp(ceiek)e*jxi,j 

quels que soient l^k^detw<$ceE^xw. On peut en particulier appliquer cette identité à 

c = (e£)_1e* et obtenir e*Xkj =B+x<<<n ce qui permet de conclure. 

Corollaire 1.13. — // existe une unique application SE ' % —* C <S)E C rendant com

mutati/ le diagramme 

^E 
SE 

C®EC 

<xx 
S c®Qpc 

ss 

Démonstration. — La proposition 1.12 montre que l'image de % par S est incluse 

dans l'image de C <S>E C par LE ; l'injectivité de LE permet de conclure. 

Théorème 1.14. — Le diaaramme 

0 - C 

0 c 

-> 'io E 

< 

SE 

S 

C<g>EC 

s 

C®QPC 

Tr 

Tr 

C 

c 

0 

0 

est commutati/ et les lignes horizontales sont exactes. 

Démonstration. — Pour la commutativité du diagramme, la seule chose à vérifier est 

que l'on a Tr o LE = Tr, ce qui suit du lemme 1.15 ci-dessous. Maintenant, la ligne du 

bas est exacte d'après la proposition 1.7 ; l'exactitude de celle du haut s'en déduit par 

une chasse au diagramme sans difficulté, la surjectivité de Tr étant évidente. 
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Lemme 1.15. — Soient K un corps, P G K[X] un polynôme séparable de degré d et 

L = K[X]/P. Alors, si ei , . . . , e<i est une base de L sur K et si e* , . . . , e*d est la base 

de L sur K, duale de ei , . . . , xwpour la forme bilinéaire (x, y) i-> TrL/K(xy), on a 

d 

x<< 
eie* = 1. 

Démonstration. — Comme on l'a déjà vu, l'algèbre L étant étale sur K, l'élément 

J2i=i ei ® Ci de L <S>K L ne dépend pas du choix de la base e i , . . . , ; il en est donc 

a fortiori de même de Yli=ieiei- ^ar ailleurs, cette quantité ne change pas si on 

remplace K par une extension, ce qui permet de supposer que K contient toutes les 

racines de P et donc que L = Kd. On peut alors prendre pour CI l'idempotent de Kd 

projetant sur le z-ième facteur, auquel cas on a e* = et Ylt=i e*eT = Ylt=i e* = 1» 

ce qui permet de conclurew. 

Remarque 1.16. — Si / G % et si <5E(/) = X^=i a* ® A» ou A? • • • » A- forment une 

famille libre sur i£ et aucun des ai n'est nul, alors TGE(f) = r. En particulier, 

(a) rg^ ( / ) = 0 si et seulement si / G C ; 

fhï r(r„(f} + 1 miftl mift snît f Éww= 

2. Sous-Espaces Vectoriels des Anneaux de Fontaine 

Dans ce §, nous rappelons un certain nombre de résultats du §9 de [9] comme la 

définition des Espaces Vectoriels Bm et B^>a, et les complétons sur certains points. 

En particulier, les propositions 2.4 et 2.18, qui fournissent des conditions numériques 

sur les sous-Espaces Vectoriels de Vd et (BjR)d, joueront un rôle crucial dans la 

démonstration du théorème « de Dieudonné-Manin ». 

2.1. Sous-Espaces Vectoriels de Vd. — Dans tout ce qui suit, A désigne une al

gèbre sympathique « générique ». On définit l'Anneau A comme le foncteur en anneaux 

sur les algèbres sympathiques associant à A sa boule unité. On note B l'Anneau A[^] ; 

on a donc B(A) = A. On peut aussi voir B comme l'Espace Vectoriel V1 en oubliant 

la structure d'anneau. 

On dispose d'un foncteur naturel de la catégorie des C-espaces vectoriels de dimen

sion finie dans celle des E'-Espaces Vectoriels de Dimension finie, à savoir le foncteur 

W H B (g)c W. Ce foncteur est exact (évident) et, si W est de dimension d sur C, 

alors Dim^(B ®c W) = (d, 0). 

La plupart des résultat de ce n° sont des conséquences de l'énoncé suivant, qui 

découle de [9, prop. 7.13] appliqué à l'injection de W dans V1. 
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Proposition 2.1. — SiW est un sous-Espace Vectoriel de Y1 de Dimension finie, et si 

W / V 1 , alors W est un Qp-espace vectoriel de dimension finie. 

Lemme 2.2. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de Yd vérifiant dimpi.5JE;(W) = r, 

alors il existe une partie I à r éléments de { 1 , . . . , d} telle que la projection 717 de W 

sur Y1 donne naissance à la suite exacte 

0 A • • W Y1 •0 , 

où A est un E-espace vectoriel de dimension finie. 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant 

évident. Soit ni : Yd —• B l'application « 2-ième coordonnée ». Si r ^ 1, il existe 

i G { l , . . . , d } tel que dimpr>£(7ri(W)) ^ 1, ce qui signifie que 7^ est surjective 

(cf. prop. 2.1). L'Espace Vectoriel W' = W f l k e r ^ est un sous-E-Espace Vectoriel 

de y { 1 v , d } - { i } vérifiant dimpr)£;(W) = r — 1 ; on peut donc lui appliquer l'hypothèse 

de récurrence : il existe J C { 1 , . . . , d} — {i} de cardinal r — 1 telle que 7Tj donne 

naissance à la suite exacte 

0 A W • -> yj - • 0 , 

où A est un ^-espace vectoriel de dimension finie. Il suffit alors de prendre I = Ju{i} 

pour obtenir le résultat souhaité. 

Lemme 2.3. — SiW est un sous-E-Espace Vectoriel de Yd de Dimension (1,0), et si 

e est un élément non nul de de W(C) , alors W = B • e. 

Démonstration. — Soit S : W 0 B —• Yd l'application (x, b) 1—• x — be. Soit Y le noyau 

de ô. L'image de ô est un sous-i£-Espace Vectoriel de Yd contenant W. On en déduit 

que dimpr)#(Y) ^ dimprj£:(B) = 1. Par ailleurs, comme Y est inclus dans Vd+1 et 

ImS dans Vd, il résulte du lemme 2.2, que dimreSj£;(Y) ^ 0 et dimres,£;(Imô) ^ 0, et 

comme 

dimres,JE;(Y) + dimres5JE;(Im )̂ = dimres,JE;(W) -h dimreS5jE;(B) = 0, 

on en déduit que dimreS)£;(Y) = 0. Enfin, comme Y est non trivial puisqu'il contient 

(e, 1), on en déduit, en utilisant la prop. 2.1, que Dim£(Y) = (1,0). Considérons 

alors les projections naturelles de Y sur W et B. Leurs noyaux respectifs sont de 

dimensions résiduelles ^ 0 et, comme dimres>£(Y) = 0, les mêmes arguments que 

ci-dessus permettent de montrer que ces projections sont des isomorphismes. On en 

déduit le résultat. 

Proposition 2.4. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de Dimension finie de Yd, 

vérifiant dimpr?£(W) ^ dimres>£;(W), alors W contient un sous-Espace isomorphe 

à Y1. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



1 3 4 PIERRE C O L M E Z 

Démonstration. — Soient r = dimpr?£(W) et s = dimreS)£(W). D'après le lemme 2.2, 

quitte à renuméroter les coordonnées de Vd, on peut supposer que la projection de W 

sur Vr = Vr x {0}d_r, parallèlement à Yd~r = {0}r x Yd~r, est surjective ; le noyau A 

de cette projection est alors un sous-E-espace vectoriel de dimension de s de Yd~r. 

Si 1 < i < r, notons Ii G W(C{X}) le relèvement additif de ( 0 , . . . , X , . . . , 0) G 

Yr(C{X}), le X étant en i-ième position, et soit £{ G Yd~r(C{X}) l'image de £i par 

la projection de Yd sur Vd_r, parallèlement à Vr. On a SE{£ï) £ A f e C, ce qui 

permet, ayant choisi une base ai,..:,a3 de A sur E, d'écrire 5E{£%) sous la forme 

d~r = {0}r x Yd~r,r = }x Yd 
Comme s < r, il existe /?i, . . . , /?r G C non tous nuls, tels que YH=iaijPi — 0, 

si 2 < j < 5 . Soient alors 7 G W ( C { X } ) le relèvement additif de (faX,.. .,0rX) G 

Yr(C{X}), et 4 l'image de 7 dans Yd~r(C{X}). O n a ^ Y)? , £{ . pi et donc 

YH=iaijPi 
r 

i=l 

SE(£ì)'Pì = 

s 

7=1 

OLj <S> 

<r 

i=l 

xw<w =< ai (g) 
r 

i=l 

ww< 

En particulier, le E"-rang de £ est ^ 1 et donc est nul (cf. (b) de la rem. 1.16), ce qui 

se traduit par le fait que la projection de L^C W sur Bw<<p^$$ (3r) est injective et 

donc que Dimjc?(L^) = (1,0). Ceci permet de conclure. 

Proposition 2.5. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de Yd, alors il existe r ^ d 

et un sous-E-Espace Vectoriel Y de W ne contenant pas de sous-Espace de Dimension 

(1,0) tel que l'on ait W = Y 0 Vr. 

Démonstration. — Si W contient un sous-Espace de Dimension (1,0), alors il existe 

e G W(C) tel que W contienne B • e d'après le lemme 2.3. Comme le foncteur 

V y-+M <g>c V est exact, si X est un supplémentaire de C - e dans Cd et X = B <g>c X, 

alors X = Vd_1 et l'application (fr, x) be + x est un isomorphisme de B • e 0 (X fl W) 

sur W. Une récurrence immédiate permet d'en déduire la proposition. 

2.2. Les Anneaux de Fontaine. — Nous allons rappeler très rapidement la 

construction des anneaux de Fontaine vus comme Anneaux, c'est-à-dire comme 

foncteurs de la catégorie des algèbres sympathiques dans celle des anneaux ; le lecteur 

est invité à se reporter à [17] ou [9, §9] pour les détails. 

Soit a G 6c avec vp(à) = i 
p 

On définit l'Anneau R comme le foncteur 

A i • R(A) = {(xn)nGN, Xn e A(A)/aA(A) et xpn+1 = xn si n G N } . 

En particulier, R(A) D R(C) contient l'élément e formé à partir du système compatible 

de racines de l'unité que l'on s'est fixé. Si x = ( # n ) n e N € R(A) et si xn G A(A) a 
k 

pour image xn modulo a, alors la suite xvnJtk converge, quand k tend vers +oo, vers un 

élément x^ de A(A) qui ne dépend que de x. Ceci permet de mettre R(A) en bijection 
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avec l'ensemble des suites x = ( z ^ n E N , avec x^ G A(A) et (x^n^)p = x^ si 

n G N. 

L'anneau R est un Anneau parfait de caractéristique p et on définit l'Anneau Ainf 

comme le foncteur A i—> W(M(A)) associant à A l'anneau des vecteurs de Witt à coeffi

cients dans R(A). Si x G R(A), on note [x] G Ainf (A) son représentant de Teichmüller, 

et tout élément de Ainf(A) peut s'écrire de manière unique sous la forme Ylk^oPk[xk]i 

où (#fc)fcGN est une suite d'éléments de R(A). Le Probenius (p « élévation à la puis

sance p » sur R se relève en un morphisme d'Anneaux tp : Ainf —> Ajnf ; ce morphisme 

est biiectif. 

On définit 6 : Ainf -> A par la formule 0(^=opk[xk]) = T,t=oPkxk î c'est un 

morphisme d'Anneaux, qui est surjectif et dont le noyau est l'idéal principal engendré 

par u = 1 + k1/pl + • • • + [ÉVpIp-I. 

On note Binf l'Anneau Ainf [^] et on étend, par Qp-linéarité, (p en un isomorphisme 

d'Anneaux de Binf et 6 en un morphisme de d'Anneaux de Bjnf sur B. 

Si m G N, on note Bm l'Anneau Binf/u;mBinf ; on a donc Bi = B. On défi

nit l'Anneau BjR comme la limite projective des Bm. Par construction, 6 s'étend 

en un morphisme d'Anneaux de B~["R sur Bi = B, et on a Bm = BjR/u;mB~["R 

quel que soit m G N. On note VH la valuation sur BjR définie par VH(X) = m, 

s i s e u T B + R - u ^ B + R . 

On définit l'Anneau Amax comme le séparé complété de Ainf [^] pour la topologie 

p-adique et l'Anneau B+ax par B+ax = Amax[^]. L'identité de Ainf se prolonge en une 

injection continue de Amax et, par Qp-linéarité, de B+ax dans B~["R, qui permet de voir 

B+ax comme un sous-Anneau de BjR, ce que nous ferons. 

Le morphisme de Frobenius (p : Ainf —• Ainf se prolonge en un morphisme continu 

de Amax dans Amax et, par Qp-linéarité, en un morphisme de B+ax dans B+ax ; ce 

morphisme est injectif mais pas surjectif et on définit l'Anneau B^g comme l'intersec

tion des <£n(B+ax), pour n G N ; ceci fait de B^g un Anneau sur lequel <p est bijectif. 

Par ailleurs, comme B^g C B+ax, on considérera B̂ tg comme un sous-Anneau de BjR 

sans plus de commentaire. 

Les anneaux E+ = R(C), A+ = Ainf(C), B+ = Binf(C), Bm = Bm(C), B+R = 

B+R(C), B+ax = B+ax(C) et B+g = B+g(C) sont étudiés plus en détail au § 5. 

2.3. Sous-Espace Vectoriels de Bm.— On peut aussi voir Bm comme un Espace 

Vectoriel en oubliant la structure d'anneau. On montre [9, cor. 9.23] que cet Espace 

est de Dimension (m, 0) et on dispose de la suite exacte 

0 x<<<ù^$ Bm 
e 

B •0 , 
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qui montre que Bm admet unew<<filtration par les<ww= a;*Bm_i, vérifiant Wo = Bm, 

Wm = 0 et W . / W . + 1 ^ V1 si 0 < i < m - 1. 

Lemme 2.6. — Si W est un Espace Vectoriel admettant une filtration décroissante par 

des sous-Espaces Vectoriels Wif 0 ^ i ^ n - 1, avec W0 = W et Wi/Wi+1 ^ V1 si 

0 ^ i < n — 1 (W est donc de Dimension (n,0)) e£ 52 X es£ un sous-Espace Vectoriel 

de W, alors dimres X > 0. 

Démonstration. — Le résultat se démontre par récurrence sur n : il résulte de la 

prop. 2.1 que les seuls sous-Espaces Vectoriels de Dimension finie de V1 sont V1 et 

les sous-Qp-espaces vectoriels de dimension finie de V1(C) ; tous ces espaces ont une 

dimension résiduelle ^ 0. Pour passer de n — 1 à n, soit Xi = Wi D X. On dispose du 

diagramme commutatif 

0 

0 

<w 

Wi 

X 

• w 

X / X i 

V1 

0 

0 

dans lequel les lignes horizontales sont exactes et les flèches verticales sont injectives. 

La dimension résiduelle de X est donc la somme de celle de Xi (qui est ^ 0 grâce à 

l'hypothèse de récurrence) et de celle de X /Xi (qui est aussi positive puisque X / X i 

s'identifie à un sous-Espace Vectoriel de V1). Ceci permet de conclure. 

Corollaire 2.7. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de Bm, alors 

dimres(W) ^ 0. 

2.4. Sous-Espaces Vectoriels de Bjg. — Si h est un entier > 1, on note Eh 

l'extension non ramifiée de Qp, de degré /i; on a donc E\ = Qp. Soit th G B+ax 

« la » période d'une forme différentielle invariante d'un groupe de Lubin-Tate associé 

à l'uniformisante p de l'extension Eh- En particulier, t\ est, à multiplication près 

par un élément de Q*, le 2i7r p-adique t de Fontaine, u~lt est une unité de B^R, 

et th est caractérisé (cf. [12, lemme 6.4.] ou [9, prop. 9.10, lemmes 9.17 et 9.18]), à 

multiplication près par un élément de E%, par les propriétés : 

(i) <ph(th)=pth et (ii) vH(th) = l; 

et, de plus, th vérifie les propriétés 

(iii) vH(<Pj(th)) = 0 s i l ^ j ^ h - l e t t - 1 = ^ $ < w w t y ^ ^ if^th) e Q; ; 

(iv) th engendre l'idéal $l+^h = {x e B+ax, <¿>n/l(x) G ¿B+R pour tout n G N } 

de B+ax. 

La propriété (iv), qui est la plus délicate, est le point crucial pour démontrer l'exac

titude des « suites exactes fondamentales » (cf. [9, n° 9.7]) que nous utiliserons sous 

la forme de la proposition 2.10. 
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Lemme 2.8. — Si x^w< sm^$G vérifie ipnh(x) G £B~["R quel que soit n G Z, alors x est 

divisible par th dans xwwng 

Démonstration. — D'après la propriété (iv) de th, si n G N, on peut écrire (p nh(x) 

sous la forme thyn, avec yn G B+ax. On a alors thy0 = x = (pnh(thyn) = pnth(pnh(yn), 

ce qui prouve que yo appartient à <£nw (̂B+ax) quel que soit n G N ; on en déduit 

l'appartenance de yo à B^g, ce qui permet de conclure. 

Corollaire 2.9. — Soit n an une fonction de Z dans N, périodique de période h. 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes pour un élément x de w<<,;^$: 

(i) x est divisible par •h-i 
Lli=o if-ifa)** dans№+g; 

(ii) (pn(x) G tanB^R quel que soit n G Z . 

Démonstration. — L'implication (i)=>(ii) suit des propriétés (i) et (ii) de th et l'im

plication (ii)=^(i) se démontre par récurrence sur ÛQ H \-Q>h-i en utilisant le lemme 

précédent. 

Si a G N, on note U M le ^-Espace Vectoriel (№+ax)vH=PA = (B^lg)^h=pa. C'est 
un E^-Espace Vectoriel de Dimension Dim£h(U^) = (a, 1) (cf. [9, cor. 9.21]). 

Proposition 2.10. — Si a ^ b sont des entiers, alors Vinjection de B+ax dans B~["R 

induit la suite exacte 

0 th^h<w,b-a x<<< 
Ba 0. 

Corollaire 2.11. — Si b, ao,..., ar G N et si a — ao + • • • 4- ar, alors x i—• 
(x, <^(x),..., (pr(x)) induit la suite exacte 

n N U ^{th)^ uhib > uM+6 > eLiBai > o. 

Démonstration. — Récurrence sur r utilisant la proposition précédente. 

Corollaire 2.12. — Si b, aow<<$, a^-i £ N , si a = ao~\-ah<ww-i, et si x est un élément 

de ( N R = 0 ^ ~ 2 ( ^ ) ~ O i ) ^ > a + b tel Que P71^) ^ ®dR> Pour tout n G N , alors x G U ^ . 

Démonstration. — Soit y = ( N I = o ^ *(^)ai):rw<<propriété (iii) de th montre que 

l'image de ^(y) dans Ba. est nulle, ce qui permet d'utiliser le corollaire précédent 

pour conclure. 

2.5. Sous-Espaces Vectoriels de (BjR)d 

Lemme 2.13. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de Dimension finie de BjR? alors 

W fi tkM^R = 0 si k est assez grand. 
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Démonstration. — Soit Wfc = Wn*fcB+R. Comme n+!^fcB+R = 0, on a n ^ W f c ( C ) = 

0. Si DimWfc = (attife), la suite de terme général ak est décroissante, et donc sta-

tionnaire pour k ^ ko. Si ak0 ^ 0, alors Wfc0(C) est de dimension non dénombrable 

sur Qp. Par ailleurs, si k ^ ko, alors Wfc(C) est de codimension finie (sur Qp) dans 

Wfc0(C) et donc rifc f̂coWfc(C) est de codimension dénombrable (sur Qp) dans Wfc0(C). 

Comme njJ^Wj^C) = 0, cela conduit à une contradiction et donc ak = 0 si k ^ ko. 

La suite (Wk)k^k0 est donc une suite décroissante de Qp-espaces vectoriels de dimen

sion finie et, comme n£f^Wfc(C) = 0, on ax<<w= 0 si k est assez grand, ce qu'il fallait 

démontrer. 

Proposition 2.14. — B JR ne contient pas de sous-Espace Vectoriel isomorphe à V1. 

Démonstration. — Supposons le contraire. Soit W C B~["R isomorphe à V1. Quitte à 

rempacer W par t_ïW, on peut supposer que W n'est pas inclus dans le noyau de 

e : BdR ®i 
Soit W = WntBJR et W" = 0(W). Comme WnrBJR = 0 si / c > 0, l'application 

naturelle de W dans B& est injective si k ^> 0 et W s'identifie à un sous-Espace 

Vectoriel de £Bfc_i C Ifc ; en particulier, dimres(W/) ^ 0 (cf. lemme 2.6). Comme par 

ailleurs, W" est un sous-Espace Vectoriel de Bi, on a aussi dimres(W//) ^ 0. Comme 

par hypothèse, 

0 = dimres(W) = dimres(W/) + dimres(W"), 

cela implique dimres(W//) = 0, et comme W" est un sous-Espace Vectoriel non nul de 

B i = V 1 , o n a W" = Bi et 0 est un isomorphisme de W sur Bi. Soit<^w <Ew<W(C{X}) 

l'image inverse de X par 0 ; c'est un élément additif de rang 0 puisque 6 est un 

isomorphisme. 

Maintenant, U = Ui}i est une extension non triviale de Bi = V1 par Qp dans la 

catégorie des Espaces Vectoriels de Dimension finie (c'est même l'extension univer

selle [9, n° 10.4]) ; soit £v l'élément additif de V(C{X}) vérifiant 0(£v) = X. Comme 

U est une extension non triviale de Bi par Qp, cela implique que £u est de rang 1. 

On en déduit le fait que / = 0(£_1(^w — Aj)) est un élément de ^ de rang 1 (en effet, 

^w(Hc) = 0 puisque iyy est de rang 0, et donc / ( H c ) = t_14j(Hc) est un sous-Zp-

réseau de Qp), ce qui contredit le (b) de la remarque 1.8 et permet de conclure. 

Remarque 2.15. — Cet énoncé est l'analogue analytique du fait que B JR ne contient 

pas de sous-anneau isomorphe à C stable par Galois. 

Proposition 2.16. — Si W C B~jR est un sous-E-Espace Vectoriel non nul de Dimen

sion finie, alors dimreSjjE(W) ^ 1. 

Démonstration. —Soi tw<=w<W fl tkB^R et soit fco le plus grand entier k tel que 

W* 4 0 (cf. lemme 2.13). Alors Wkn s'injecte dans £fe°B+ /t*0+1B+ = V1, et comme 
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Wfc0 est un sous-Espace Vectoriel de B~["R, cette injection ne peut être un isomorphisme 

(lemme 2.14). On a donc dimpi.5JE;(Wfc0) = 0 et dimres,#(Wfc0) > 0. Par ailleurs, 

W/Wfcn s'injecte dans Bfcn et donc dimres £;(W/Wfco) ^ 0. On en déduit l'inégalité 

dimres,£;(W) = dimreS5jE;(Wfco) +dimres,£(W/Wfco) > 0, 

qui permet de conclure. 

Soit W un sous-Espace Vectoriel de (BjR)d. Soit B~|~R • W le sous-BjR-module de 

(BjR)d engendré par W = W(C) et soit BjR • W l'Espace Vectoriel engendré par 

B JR • W : par définition, si A est une algèbre sympathique, 

(BdR • W)(A) = ix e (BdR/(A))d> s(x) e BdR *W P°ur tout s e Spec(A)}. 

Lemme 2.17. — Si W est un sous-Espace Vectoriel de (BjR)d, alors BjR • W est un 

M^R-module libre de rang < d, et on a BjR • W = B~["R 0B+ BjR • W. 

Démonstration. — BjR étant un anneau de valuation discrète d'uniformisante t, on 

peut trouver une base ei,vxww de (BjR)d sur B^R, un entier r < d et des entiers 

ai < Û2 ^ • • * ̂  ar tels que taxe\,... ,tarer forment une base de B~["R • W sur BjR. 

Soit alors A une algèbre sympathique et x G (BjR(A))d. On peut écrire x de manière 

unique sous la forme x — y v7.=ih<w^ âvec Xi G BjR(A) si 1 ^ i < d. Maintenant, 

x G (BjR • W)(A) si et seulement si, quel que soit s G Spec(A), l'image de s(xi) est 

nulle dans B/- pour k ^ ai (resp. k G N) si i < r (resp. i ^ r + 1). Comme B& est 

un Espace Vectoriel, cela signifie que l'image de Xi est nulle dans Bfc(A) pour k < ai 

(resp. k G N) si i < r (resp. i ^ r + 1), et donc que Xi G £aiB~}"R(A) (resp. Xi = 0) si 

z ^ r (resp. 2 ̂  r + 1). Ceci permet de montrer que taiei,x<<^$, £ûrer forment une base 

de BtR • W sur BtR, et permet de conclure. 

Proposition 2.18. — Si W est un sous-E-Espace Vectoriel de (BjR)d; de Dimension 

D i m ^ W ) = (a, h), alors le rang de BjR -West^^^h^^. 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur d, le cas d = 1 cor

respondant à la proposition 2.16. Si z G N, soit W. = W n ((B+J* x { 0 } ^ ) - l e s x<v< 

pour 0 ^ i ^ d forment une suite croissante de ^-Espaces Vectoriels de Dimension 

finie. Soit i0 ^ 1 le plus petit i tel que W< ^ 0. Alors Wio (resp. W/Wio) s'identifie à 

un sous-E-Espace Vectoriel de BtR (resp. de (BtR)d_ï°) et on a 

rgB+ (BjR • W) = rg + (B+R • (W/Wi0)) + 1 < dimreS)j5(W/Wi0) + 1 

= dimreSijE(W) + 1 - dimreS;B(Wio), 

et comme dimreSj£(Wi0) ^ 1 d'après la proposition 2.16, cela permet de conclure. 
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3. Autour du théorème de Dieudonné-Manin 

3.1. Énoncé des résultats. — Si r = b 
k 

G Q, avec k ^ 1 et (ò, k) = 1, on note x< 

le Qp-espace vectoriel 0iez/fczQp * e>i muni de l'action du Probenius if donnée par 

<P(e.) = 
ei+i 

\pbe1 

si i ^ 0, 

si i = 0. 

Soit M un sous-Bj^-réseau ded~r = {0}r x Yd~ Comme BjR est de valuation discrète 

d'idéal maximal engendré par th, il existe des entiers a i , . . . , e t une base u\,...,Ud 

de (BjR)d sur B^R tels que t^ui,... ^t^ua soit une base de M sur BjR. On note 

tH\M) la quantité d 
di. 

Soit M = B~J"R ®b+ M le sous-BjR-réseau de (BjR)d engendré par M. 

Lemme 3.1. — (BjR)d/M est un Eh-Espace Vectoriel de dimension (£#(M),0), 

Démonstration. — On a (BjR)d/M = 0f=1Bai • Ui, ce qui permet de conclure. 

Soit Mrig le sous-B^-Module de (B+ig)d défini par 

Mrig = {x G (B+ )d, (pn(x) G M quel que soit n G Z } . 

Le résultat principal de ce § est le théorème suivant : 

Théorème 3.2. — Le M^ig-Module Mrig est un M^ig-module libre de rang d admettant 

une décomposition sous la forme ®ieiMi, où Mi = B^g ®QP D[r.y 

Remarque 3.3. — Les r̂ , comptés avec multiplicité dimQp D[r.], s'appellent les pentes 

de Mrig ; il y a donc d pentes. La décomposition ci-dessus n'a rien d'intrinsèque ; par 

contre la filtration (croissante) par les sous-Bjg-Modules Mrigjr = 0 r i ^ r ^ est, elle, 

parfaitement intrinsèque. 

Remarque 3.4. — Le théorème 3.2 admet comme corollaires faciles les corollaires 3.5 

et 3.7 ci-dessous, mais ce n'est pas dans cet ordre que l'on peut établir les résultats. 

Une des difficultés de la démonstration est que l'on ne sait pas à l'avance quels vont 

être les dénominateurs des pentes de Mrig, ce qui nous amène à commencer par dé

montrer le corollaire 3.7 en utilisant la théorie des Espaces Vectoriels de Dimension 

finie ; on en déduit le corollaire 3.5 par des arguments purement combinatoires. Enfin, 

le théorème 3.2 se déduit du corollaire 3.5 de manière assez classique. 

Si h > 1 et a G Z, soit 

W M = ^wx 0 —p 
rig 

= {x G (Uh a)d, <Pn(z) £ M quel que soit n G N } ; 

c'est un sous-^-Espace Vectoriel de (Uh,a)d dont on note (wh,a^h,a) la eh<<<^^ 

Dimension. Comme Vh,a = 0 si a < 0, on a Wh,a = Wh,a = 0 si a < 0. 
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Corollaire 3.5. — II existe des rationnels r\ =cw<^$ r<i = jf-, un entier ho ^ 1, mul

tiple de hivnlmô, hd, et une famille ei$$$,d'élémentsde(B+ax)<wd vérifiantxwphi(ei) = 

paiei, tels que, si h est un multiple de ho, alors 

W M w<<= ©?=1UM_fcri-ei. 

Lemme 3.6. — Sir = b 
k 

alors 

Dim£h((B+g®Qp D[r])*h=>') = 
[ka — hb, k) 

10 

si%>w<r<, 

sinon. 

Démonstration. — Si e est le p.g.c.d de k et h, l'application i i—• i + h est périodique 

de période - sur Z/kZ ; on en déduit un isomorphisme 

d~r = {0}r x Yd~r, 
UM_fcri-ei.wccw<^$ 

<ph=pa hh Ufeh. KA-HB ) 
e ' e 

\ e 

et le résultat. (L'isomorphisme en question est x\e\ + h xkek »—• ( # i , . . . , #e)-) 

Corollaire 3.7. — iZ ezzste des entiers y'h a, yh,a tels que l'on ait 

(i) 0 ^ yhta < y'ha et J2aez Vh,a = d '> 

(U) wh,a = Wh,a-1 +cwb 6* ™ M = ^ , a - l "f ̂ , a _ l + Vhw<<^a-^^l-

Démonstration. — Il résulte du lemme 3.6 que Dim^ W^a = ,R • < 2-(a — hri, 1) et 

donc que 

DimEhWh,a - Dim^Wfcïa_i = 

a-l 
H <vb, 

(a-hri,\) 

< w 2-1 
H 

(1,0) 

xw 

a-l <c ^hx< a 
q< 

a - / i r i , l ) q+ q(^5a_1,0); 

on en déduit le résultat en posant (yh,a,y'h a) = A-L 
H 

c<<qqx (a - hri31). 

3.2. Démonstration directe du corollaire 3.7. — On note M.h,a le sous-BjR-

Module BjR • Wh,a de (BjR)d engendré par W^ja, et mh,a son rang. On note aussi 

Wh,a et Mh,a respectivement les Qp-espaces vectoriels Wh,a(C) et M.hta(C). On a 

Mh,a = BjR • Wh,a, et donc, en particulier, Wh,a C Mh,a-

Lemme 3.8. — SiaeZ<<alors w<Wh,a H thM = thWh,a-i' 

Démonstration. — Soit x G Wh,a H thM. Alors t~^x G (^1U/l?a)d est tel que 

ipn(t^1x) G M C (BjR)d quel que soit n G N (il faut regarder séparément les cas 

« h divise n » et « h ne divise pas n » et utiliser les propriétés (ii) et (iii) de t^). D'après 

le corollaire 2.12, ceci implique que t~j^x G (^h,a-i)d ; on en déduit le résultat. 
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Lemme 3.9. — Si a G Z, on dispose de la suite exacte 

0 > thWh)a • М м П Wh,e+i > Mhìa/thMhìa > 0. 

Démonstration. — L'exactitude à gauche est une évidence et celle au milieu résulte 

du lemme 3.8. Pour montrer l'exactitude à droite, posons m = m^a et choisissons une 

base e i , . . . , em de M^>a sur BjR constituée d'éléments de Wh,a- Alors Mh,a fl Wh,a+i 

contient U^^ei 0 • • • © Vh,iem et l'exactitude à droite suit de ce que 6 : Vh,i —» Bi 

est surjective. 

Corollaire 3.10. — On a M.^a с M/^+ i pour tout a e Z, et т^а = d si a est assez 

grand 

Démonstration. — L'exactitude à droite de la suite du lemme 3.9 alliée à l'inclu

sion Wh,a C Mhia montre que Mh,a D Mh,a+i se surjecte sur Mh,a/thMh,a. L'anneau 

B~f"R étant de valuation discrète, cela implique que Mh,a rï Mh,a+i contient Mh,a ou, 

autrement dit, que Mh,a C M^a+i. On en déduit, en utilisant le lemme 2.17, l'in

clusion de Mh,a dans M^ja+i. D'autre part, M étant un sous-B^R-réseau de (BjR)d, 

il contient (tlBjR)d pour un certain z, ce qui fait que Wh,hi+a contient (tlVh,a)d [et 

donc rrih hi-Ln = dl, si a G N. Ceci permet de conclure. 

Lemme 3.11. — Si a est assez grand, alors w'ha = d et Wh,a = da — htn(M). 

Démonstration. — Si c G N, soit Dc = (B+R)d/(M + (t£BjR)d). Si b G N est tel que 

M contienne (tbhB^R)d et si c ^ 6, alors Dc = (BjR)d/M et x G M si et seulement si 

son image dans Dc est nulle. 

Soit alors a ^ hb. Écrivons a sous la forme a = aoH ha/i-i, avec a o , . . . , au-i ^ b. 

Il résulte de la discussion précédente que Wh,a est le noyau de l'application x i—» 

(x, <p(x),..., (ph~1(x)) de (Uh,a)d dans Œ^^1]^.. D'autre part, cette application est 

suriective d'après le corollaire 2.11 puisque Da, est un quotient de (Ba,)d ; on a donc 

DimEhÇWhta) = dDìmEh(Vhìa) -

h-i 

i=0 
DimEh{Bai), 

et on conclut en utilisant les formules (cf. lemme 3.1 pour la seconde) 

Dimsfc(UM) = (a , l ) et Dim^(DaJ = ( t# (M) ,0) . 

Lemme 3.12. — Le M^R-Module М / М ^ а est sans torsion. 

Démonstration. — On a M = B~["R <g)B+ M et Mhta = ®dR ®B+ Mh,a d'après le 

lemme 2.17. On en déduit l'égalité M/Mhia = B+R <g)B+ (M/Mh,a), et il suffit de 

montrer que M/Mh,a est sans torsion. Soient m = m^a et a i , . . . , am une base de 

Mhta sur BjR, constituée d'éléments de Wh,a- Six e M est tel que thx G Mh,a, on peut 

écrire thX, de manière unique, sous la forme X\OL\-\ h^mam avec xi,..., xm G B^R. 
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Comme в : U/j, i —* С est surjectif, il existe X{ GUM_fcri-ei. pour 1 ^ г < m, tel que 

Xi- Xi e thBjR. Si yi = th [Xi - Xi), on a 

x = xiai H h хташ = thx - th(yi<xi H ушаш), 

et comme y\a\ + • • • 4- î/mojm G M / ^ C M, on voit que x G t^M. Par ailleurs 

x G (U/^a+i)^ et ipn(t'^1x) G M quel que soit n G N. D'après le corollaire 2.12, ceci 

implique t~Zxx G<wwa, et donc x G t^M^ a, ce qui permet de conclure. 

Corollaire 3.13. — On a Mhia = M si a > 0. 

Démonstration. — D'après le corollaire 3.10, rgB+ M^a = d = rgB+ M si о > 0 
et donc M/M/^q est un BjR-Module de torsion ; le lemme précédent montre que ce 

Module est nul, ce qui permet de conclure. 

Comme M/Mh,a et M/M^a-i sont sans B "^-torsion, Mh,a-i admet des supplé

mentaires dans Mh,a- Soient M'h a un de ces supplémentaires, et Mfh a — B~["R ®B+ 

M'ha. On a donc M M = MM_i 0 M'M. Soit Y M = M'M n (WM + MM_i) . 

Lemme 3.14. — (i) Y ^ + M ^ - i contient Wh,a-

(ii) L'application naturelle de Yh,a dans M'h a/thM'h a est injective. 

Démonstration. — Il suffit d'écrire y G Wh,a sous la forme y\ +y2, avec y\ G M^ja_i 

et 2/2 £ M!h a car alors yi = y — y\ appartient à W^a + Mh,a-i, et donc aussi à Yh,a-

Pour démontrer le (ii), partons de y G W^>0 fl t^M^a. Il existe doncw<<m' G w<, 

m G M ^ ^ - i et w E Wh,a tels que l'on ait y = t^m! = m + w. D'après le lemme 3.9, 

il existe w' G Wh,a D M^.a-i et m\ G thM.h,a-i, tels que w' — m = t^mi, ce qui 

se traduit par th(mf + mi) = w + w'. On en déduit, en utilisant le lemme 3.8, que 

w + w' G thWhia-i, et comme W/^a_i C M^>a_i, cela implique y = thm' G Mfc>a-i, 

et donc y = 0 puisquewwx< a_i fl M', = 0. Ceci permet de conclure. 

Le lemme précédent permet, entre autre, de montrer que Y h,a est de Dimension 

finie; on note {yh.a^Vh a) sa ^-Dimension. 

Lemme 3.15. — Si a e Z, alors 

(i) rnh,a - ТПН,а-1 < y'hta-
(H) yhta < y'ha, Si y'ha ф 0. 

Démonstration. — Y^a + M/^a-i contient Wh,a et donc BjR • Yh,a + M^5a_i est égal à 
Mfc>a. On en déduit l'inégalité rgB+ ( B ^ - Y / ^ ) > mh,a-™<h,a-i- Comme par ailleurs, 
Yh,a C ww<, cette inégalité est une égalité et le (i) découle du corollaire 2.18. 

Quant au (ii), il découle du (i), grâce à la proposition 2.4, une fois que l'on a 
remarqué que Y / ^ , étant un sous-^-Espace Vectoriel de (BjR)d, ne contient pas de 
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V1 (prop. 2.14), et (lemme 3.14) que Yh,a s'identifie à un sous-E^-Espace Vectoriel 

de M'hìJthM'hta = YTnh^-mh^-1. 

Corollaire 3.16. — Si aeZ, alors mh,a - mhìa-i = Ун,а et wh,a = mh,a-

Démonstration. — On a wfhb = J2a^b Vh,a ^ Yla^b ™h,a-mh>a-i = mh,b- Par ailleurs, 
pour b ^> 0, on a w'h b = тн,ъ — d (cf. corollaire 3.10 et lemme 3.11). Toutes les 
inégalités dans la somme sont donc des égalités, ce qui permet de conclure. 

En regroupant les résultats obtenus dans le lemme 3.11 et les corollaires 3.13 et 3.16, 
on obtient le résultat suivant qui termine la démonstration du corollaire 3.7. 

Corollaire 3.17. — Les entiers w'h n. Wh a, у'ь a et yha vérifient les relations 
(i) aEZ Vhx = d: 
(ii) Vh,o Vh,a> Si Vh,a 
(iii) Wh,a - 4 , a - l = Vh,a et Wh,a " Wh,a-1 = Wh,a-1 + Уа,а-

3.3. Démonstration du corollaire 3.5. — Le principe de la démonstration est 
d'étudier ce qui se passe quand on remplace h par un multiple. 

Proposition 3.18. — Si h, к ^ 1 et a eZ, alors 

(i) Wfch,fea = Ekh ®Е„ Wh,a ; 

(И) Wkh,ka = kWk,a, ™kh,ka = Wh,a et mkh,ka = mhia-

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i). Soit ei,xww< une 

base de Ekh sur Eh. Comme <ph,... ,(pkh sont les éléments de Gsl(Ekh/Eh), la ma

trice de coefficients (^h(ei))i^ij^k est inversible. On peut donc trouver des éléments 
a i , . . . , ak de Ekh tels que l'on ait 4=1 

pkh ei)ai = 1 et 
x< 
,i=l r3n{ei)ai = 0 si 

UwM_fc<wri-ei. 
Un petit calcul montre alors que les applications (wi,..., Wk) >—» ^2i=1aiWi et 

w i—• (wi,..., Wk), avec Wi = ^TJj=\P~*a<p*h(xei), sont inverses l'une de l'autre et 

envoient respectivement (W/,)fl)* dans WkhM et Wkh,ka dans (Wh,a)k- Ceci permet 

de démontrer le (i) et termine la démonstration. 

Lemme 3.19. — Si a G Z , alors 

k-l 

i=0 

Vkh,ka—i Vh,a' 

Démonstration. — D'après le (iii) du cor. 3.17, on a 

k-i 

i=0 
УкНМ-i = mkh,ka - mkh,k(a-l) = mh,a ~ mhia-l = Vh,a' 

Lemme 3.20. — Si yh,a = 0 et si k(a — 1) < b ^ ka, alors ykh,b = 0. 
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Démonstration. — On a wkh,ka - Wfch,fc(a-i) = k(wh,a - u)h,a-i) = kw'h,a-n d'après 
le (ii) de la prop. 3.18 et le (iii) du cor. 3.17. Par ailleurs, d'après le (iii) du cor. 3.17, 

on a 

Wkh,ka~WkhMa-l) = 

k-1 

i=0 
(^U,ife(a-l)+i+2/fc/i,fc(a-l)+i+l) > kwkhM*-l) + 

k(a—l)<b^.ka 

ykh,b> 

On en déduit le résultat, en utilisant l'égalité w'h a_1 = w'kh h(a_D de la prop. 3.18, 

Lemme 3.21. — Si yh,a > 0 et si k = y'ha, alors 

k(a—l)<b^ka, ykh,b^0 
(Vkh,b ~ 1) < Vhta - 1 

Démonstration. — Notons que, d'après le lemme 3.15, k = y'ha > yn,a ^ 1 î en 

particulier, k > 2. On déduit du (ii) de la prop. 3.18 et du (iii) du cor. 3.17, que 

k(whta ~ Wh,a-l) = U>kh,ka ~ ^fch,ib(o-l) = *W*M(a-l) + 

k-1 

i=0 
(WkhM-i + V k - i ) c < < 

et donc x< 
a=0 (iy'kh.ka-i + Vkh,ka-i) est divisible par k. Comme par ailleurs, d'après 

le lemme 3.19, k-1 
ji=0 

y'kh,ka-i = *> 11 y a deUX CaS : 

• il existe 0 ^ i ^ A; — 1 tel que ykhika_i = k et ykhika_j = 0 si j / i Dans ce cas, on 

déduit du (ii) du cor. 3.17 que ykh,ka-j = 0, si j ^ i et que ykhM-j < v'khM-i = k est 

divisible par fc, et donc est nul ; on a donc J2k(a-i)<b^ka, y ^ ^ o ^ / i , * - 1 ) = 0 < x<p^^; 

• le cardinal r de l'ensemble des i G {0x<<p, k — 1} vérifiant ykh^ka_i ^ 0 est ^ 2, 

auquel cas on obtient, en utilisant le lemme 3.19, 

k(a— l)<b^.ka, ykh^O 
(y'kh.b ~ 1) < 

k(a-l)<b^ka 
ykh,b -r^y'h,a-2fq<^^, 

ce qui permet de conclure. 

Définissons le défaut de h comme la quantité A(h) — >^^wa,yh,a*0) « a - l ) Comme 

y'ha > yh,a, on a A(h) = 0 si et seulement si yh,a = 0 pour tout a, et donc si et 
seulement si Y^a est un ^-espace vectoriel de dimension finie quel que soit a G Z. 

Proposition 3.22 — Il existe h tel que A(h) = 0. 

Démonstration. — Soit h réalisant le minimum de A(h). Si A(/i) ^ 0, il existe a G N 

bel que yh,a ̂  0 et, si = y'h a, les lemmes 3.20 et 3.21 montrent que A(kh) < A(/i), 

ce qui conduit à une contradiction qui permet de conclure. 

Supposons dorénavant que A(h) = 0 et, si b G Z, soit e^j, pour 1 ^ j ^ y'h b une 

base de Y M sur Eh. Soit de plus / = UbeZ{(PJ), 1 < j < y'h J et, si i = (b,j) G / , 

soit ri = b 
h' 
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Proposition 3.23. — Sous les hypothèses ci-dessus, on a 

(i) (<pn(ei))iei est une base de M sur BjR quel que soit n E N ; 

(ii) W M = ®iei(Vh^^,a-hnx< • e»<<) l ^ $ s i a e Z . 

Démonstration. — Par construction, on a M/^a = 06^aB^R • Yh,a, ce qui montre que 

les e», avec<<^$$ engendrent M / ^ . En particulier, comme M^ja = M si a > 0 

(corollaire 3.13), les e», i G 2, engendrent un sous-réseau de (BjR)d et, comme \I\ = d 

((i) du corollaire 3.17), cela montre quew<lesvw<forment une base de M sur B~["R et donc 

aussi de M sur B~f"R. 

En particulier, les e», i G 2 forment une famille libre sur BjR et l'application 

naturelle (Biei(Ph,a-hri ' ei) —> W^?a est injective. Une récurrence immédiate sur a 

(utilisant le (ii) du corollaire 3.17) montrant que les 2^-Espaces Vectoriels Wh,a et 

®iei(^h,a-hn ' &i) ont la même dimension, cela prouve que cette application est un 

isomorphisme. 

Finalement, si n G N, on a 

W M = <pn(Vfhia) = ®iei(<pn(Vhta-hri) • <pn(ei)) = ei€j(UM-fcri • ¥>n(et)), 

ce qui montre que les y>n(e»), i G 2, engendrent le même sous-BjR-Module de (BjR)d 

que les a, i G 2, et termine la démonstration de la proposition. 

3.4. Démonstration du théorème 3.2 

Lemme 3.24. — On a 

^x<m 
n = tH(M). 

Démonstration. — D'après le (ii) de la proposition 3.23 et le lemme 3.11, on a 

^^x 

(a - for») = dimpr,^(W/l?a) = da - htH(M) 

si a est assez grand. Ceci permet de conclure. 

Choisissons une bijection I ~ { 1 , . . . , d} et, si 1 ^ i ^ d, soient a* i , . . . , a» d E B 
rig 

les coordonnées de e*. Soit A = (o>ij)i^ij^d E M^(B rig et soit S = det A. 

Lemme 3.25. — On a t~tH<<M^ E 25jj. 

Démonstration. — Comme iph(ei) = phri(ei), on a ô EUM_fcri-ei.w< ̂  = Uh,htH(M)- Par 
/¿=1 1 

ailleurs, <£n(ei),..., (pn(ed) forme une base de M sur BjR, on a v#(<£n(<5)) = tn(M) 

quel que soit n E N ; le corollaire 2.11 montre que ceci implique l'appartenance de 

(rfco ^~*(^)_tH^M^)^ à U^o = Eh, ce qui, compte tenu de la propriété (iii) de th, 
permet de conclure. 

Corollaire 3.26. — Les ê , i E I forment une base de Mrig sur ̂c< 
,n;:^$ 
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Démonstration. — Soit x G Mrie. D'après le lemme précédent, on peut écrire x sous 

la forme x = •iç-jXiCi, avec X{ e b; 
w<< 

1 
x 

c< B 
rig 

1 ^cw i 
vh-Hth) 

Par ailleurs, on 

a (fn(xi) G BjR pour tout n G N (puisque les (pn(ei), i G / , forment une base de 

M sur B~["R) ; on en déduit, utilisant le corollaire 2.12 (pour (N^=o iP~l(t>h)a)xi, avec 

a ^> 0), l'appartenance de Xi à B j , ce qui permet de conclure. 

Proposition 3.27. — Soit h un entier > 1, soit a e Z et soit e le p.g.c.d. de a et h. 

Soit Y un Eh-espace vectoriel de dimension finie muni d'une action semi-linéaire de (p 

telle que Von ait iph(x) = pax quel que soit x G Y. Alors 

(i) Si e ^ 1, et si Y' est le sous-Eh/e-espace vectoriel de Y des éléments vérifiant 

(ph/e(x) = palex, on a Y = Eh ®Eh/e Y'. 

(ii) Si a et h sont premiers entre eux, alors la dimension de Y sur Eh est un 

multiple th de h et il existe des éléments / i , . . . , / ^ de Y tels que les (fi(fi), pour 

l ^ i ^ t e t O ^ j ^ h x<<— 1, forment une base de Y sur Ehw<-

Démonstration. — Le (i) se démontre comme la proposition 3.19. Pour démontrer 

le (ii), introduisons l'algèbre Hh,a — Eh 0 Eh<p 0 • • • 0 Eh<ph~l avec les règles de 

commutation ipx • a = tpl(a) • (p* et la relation <ph = pa. C'est une algèbre à division 

de dimension h2 sur Qp et d'invariant ^ , et comme a et h sont premiers entre eux, 

cette algèbre est un corps (non commutatif). Par ailleurs, Y est naturellement un 

i^5a-module de type fini et, Hh,a étant un corps, c'est un if/^-module libre de rang 

fini. Il suffit de prendre pour / i , . . . , fn une base de Y sur Hh,a pour démontrer le (ii). 

Le théorème 3.2 se déduit de la proposition ci-dessus (et du corollaire 3.26) en 

faisant une récurrence sur le nombre de pentes. Si tous les r̂ , i G / , sont égaux à 

r — | , o n a Mrig = B+g ®EH Yh,a, où Yh,a est un ^-espace vectoriel de dimension 

finie auquel on peut appliquer la proposition 3.27. Soit e le p.g.c.d. de a et h. En 

utilisant le (i), on obtient un isomorphisme Y^a = Eh ®EH Y h « et en utilisant le 
- e'e 

(ii), on obtient une décomposition Y h a = ®{=iEh.e ®QP (QpM • fi) et QP[<p] - fi est 

isomorphe à D[h/a]i ce qui permet de conclure. 

Si le nombre de pentes est > 2, soit r = ^ la plus grande des pentes, soit e le p.g.c.d. 

de a et h, et soit J le sous-ensemble des i G / vérifiant n = r. On peut appliquer 

l'hypothèse de récurrence au sous-B^g-Module M' engendré par les e ,̂ i G /— J, et la 

proposition 3.27 à Wh a /(Wh a f lM') = Y h a . (Comme on n'a rien imposé à Y h a en 
e'e e'e e'e e'e 

ce qui concerne (p, il n'a aucune raison d'être stable sous l'action de ip et on ne peut pas 

lui appliquer directement la proposition 3.27, mais l'isomorphisme précédent permet 

de le faire.) Si / i , . . . , ft est une famille d'éléments de Y h a vérifiant les conclusions 
~ e'e 

de la proposition 3.27, et si /i? 1 < i ^ £, est un élément Wh a relevant /i? alors 
~ e'e 

QP[<p] ' fi est isomorphe à D[h/a]- On obtient alors une décomposition de Mrig sous la 
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forme voulue en écrivant Mrig sous la forme Mrig = M' 0 (EF=1 B+g ®Qp (Qp[<p] • /;)), 

et en utilisant la décomposition de Mf fournie par l'hypothèse de récurrence. 

4. Les anneaux de caractéristique p 

Ce § est consacré à des rappels sur la théorie du corps des normes de Fontaine et 

Wintenberger [21, 30]. Pour les applications aux familles de représentations p-adiques 

de ^K*, il s'avère utile de préciser comment les constantes dépendent de if, ce qui nous 

amène à entrouvrir la boite noire que cette théorie constitue d'habitude ; les rappels 

sont donc un peu longs... 

4.1. Rappels sur les corps locaux. — On note<wpour s<w^ —1, les sous-groupes 

d'inertie<wode en numérotation supérieure. En particulier, Wf1 = £fp ; le sous-groupe 

d'inertie Ip de £fp est égal £fp, pour tout s G] —1,0], et le sous-groupe d'inertie sauvage 

de & p est la réunion des £fp, avec s > 0. 

(s) J (s) 
Si s ^ —1, on note F l'intersection des F F, pour t > s. En particulier, F 

est l'extension maximale non-ramifiée (resp. modérément ramifiée) de F si s G [—1,0[ 

(resp. si s = 0). Si L C F est une extension de F, et s ^ —1, on note le sous-

corps L n F de L et on définit le conducteur c(L) G [—1,+co] de L comme la 

borne inférieure de l'ensemble des s tels que = L. On dit que L est profondément 

ramifiée si c(L) = +oo (ceci ne peut, bien évidemment, se produire que si L est une 

extension infinie de F). 
Lemme 4.1. — (i) c(L) = —1 si et seulement si L est une extension non ramifiée 

deF: 

(ii) c(L) = 0 si et seulement si L est une extension modérément ramifiée de F ; 

(iii) c(Fn) = n — 1 si n €N, et F^ = Fn si n — 1 ^ s < n ; 

(iv) c(L\L<2) = sup(c(Li), c(L2))7 si L\ et L2 sont deux extensions de F. 

Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents ; le troisième est un résultat 

standard, et l'inégalité c(LiL2) ^ sup(c(Li), c(L2)) est immédiate sur la définition du 

conducteur. Réciproquement, si s = sup(c(Li), c(L2)), on a L\ C F et L2 C F , 

et donc L1L2 F(s) et c(LiL2) ^ s. Ceci permet de conclure. 

Si K est une extension finie de F, notons ^K/F sa différente. La formule suivante 

nous sera très utile : 

Vp(0K/F) = 
+00 

1-1 
1 -

1 

[K : Ki*)} 
\ ds = 

w< 

t-1 
<vc 

^^ 

[K : Ri*)} 
ds. 

On en déduit en particulier la majoration VP(DK/F) ^ C{K) + 1- Soit no(K) le plus 

petit entier ^ c(K) + 1. 
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4.2. L'extension cyclotomique d'une extension finie de F 

Lemme 4.2. — Sin^ no(K), alors . 

(i) c(Kn) = n - 1 etTK contient 1 + pnZp ; 

(ii) Kn+i/Kn est une extension totalement ramifiée de degré p ; 

(iii) K^li = Kn^ quel que soit s < n0(K) — 1. 

Démonstration. — On a c(Kn) = sup(c(K), c(Fn)) = sup(c(if),n - 1 ) ; on en déduit 

le (i) et le (ii). Par ailleurs, Kns) =UM_fcri-ei. fl Kn, et donc q K ^ / K ^ est de degré p 

si K^l-i ^ Kns\ Ceci implique que l'on a Kn+i = K^^Kn, ce qui conduit à une 

contradiction car 

clKn+1) = n et ciw<K^Kn<) = sMc<<(Knh)AK<n)) < sup(s,n - 1 ) < n - 1 

si 5 < no(K) — 1 ^ n — 1. Ceci termine la démonstration. 

Corollaire 4.3. —<wSin> nn(K), alors 

(i) f(Kn+1/Fn+1) = f(Kn/Fn), 

(ii) e(tfn+1/Fn+1) = e(Kn/Fn) ; 

(iii) l'application naturelle de l'ensemble des plongements de Km dans F au-dessus 

de FQO dans celui des plongements de Kn dans F au-dessus de Fn est une bijection; en 

particulier, si K/L est galoisienne, alors Gal(Kn/Fn) = Gal^oo/Foo) = Jffp/^L-

Démonstration. — Tous ces points sont des conséquences immédiates du (ii) du lemme 

précédent. 

On note dK^ le degré de l'extension Koo/F^. On note eKoo (resp. fx^) la limite 

de la suite de terme général e(Kn/Fn) (resp. f(Kn/Fn)). 

Remarque 4.4. — (i) dx^ est aussi le degré de l'extension KN/FN si n ^ x<<UQ(K). 

(ii) Comme l'extension F^/FX<<est totalement ramifiée, JK^ est aussi le degré de 

l'extension F'/F, où F' est l'extension non ramifiée maximale de F contenue dang 

^x<<:^^ 

(iii) On a F' C Kn si n ^ n0(K). 

(iv) eKoofKoo =dKoo. 

Proposition 4.5. — La suite de terme généralpnvp('0Kn/Fn) est stationnaire pour n ^ 

n0(K) et on apnvp(dKn/Fn) q i 
p-i 

.pno(K) qUei qUe son n G N. 

Démonstration. — On part des formules 

M*KN/FN) = M*KN/F) ~ M*FN/F) = 

r+oo 

- 1 

1 

[Fn : F^} 
^^ 

1 

[Kn : Kn^] 
ds 
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et pn = P 
p-1 [Fn : F] Par ailleurs, F^s) = K{ns) n Fn et donc [Fn : Fis)} = [FnK{ns) : 

w<^ùù 
,;:^ùw< ce qui nous donne 

PnVp(dKn/Fn) = 
P 

w<< 

/• + 00 

J-l 
[Fn •• F] 1 -

1 

[ifn : Fnif£°] 
ds. 

Maintenant, si s ^ n0(if) — 1, on a i f (s) = i f et donc [Kn : FnKn^] = 1 puisque 

no (if) — 1 ^ c(if ), ce qui nous fournit la formule 

PnVp(i>Kn/Fj = 
P 

p-1 <wcv 

>n0(K)-l 
F^:F] 1 -

1 

[ifn : FnKn ] 
ds. 

Pour obtenir la majoration de la proposition, il suffit alors de majorer 1 — i 
[KN:FNKIS)] 

par 1 et d'utiliser la formule 

rn0(K)-l 

- 1 
f W : F) ds = 1 + {p - 1 ) + - - • + {p - l)pnx<<̂ $$ùùxw= f ^ " 1 . 

Il reste à montrer que la suite pnvpi^>Kri/Fri) est stationnaire pour n ^ no ( i f ) . 

Soient donc n ^ n0(if) et 5 < n0(if) — 1. On a Fn^ =UM_fcri-ei.UM_fcri-ei. = F^, où A; est le 

plus grand entier < s + 1 < n0(if), et donc [F^+i : F] = [F^ : F] quel que soit 

s G [—l,no(if) — 1] . Par ailleurs, l'extension Kn+i/Kn est de degré p et, comme 

K^+i = ifn^ est de conducteur < s ^ n — 1, l'extension Fn+iK^li/FnKn^ est non 

triviale et donc de degré p, elle aussi. On a donc [Kn+1 : F„+1/ f^1] = [X„ : FnK(ns)], 

ce qui permet de conclure. 

Lemme 4.6. — Si x e @Fn+x et a e Gal(Fn+i/Fn), alors vp(a(x) — x) ^ i 
v-1 

Démonstration. — x peut s'écrire sous la forme x = Y2ï=o #i(^n+1^)l> avec Xi G ûpn 

s i O ^ z ^ p — 1 . Par ailleurs, cr(e^n+1^) = i/^71-1-1), où ^a est une racine p-ième de 

l'unité, et donc a(x) — x = V^Zn xAe^^yiu1- — 1 ) . Le résultat suit de la minoration 

vp(u - 1 ) ^ 1 
p-1 

si vP = 1. 

Remarque4.7. — Une conséquence de la proposition 4.5 est que vp{pxn/Fn) tend 

vers 0 quand n tend vers +oo : l'extension K^/FOQ est presque étale. 

Notons a l'idéal des éléments de valuation ^ i 
p 

Lemme4.8. — Si n ^ n0(if) + 1 et si x e &Kn+1, alors NKn+1/Kn(x) — xp G a. 

Démonstration. — Soit e i , . . . , w w < w une base de ÛKn sur GEn ; c'est aussi une base de 

ifn+i sur Fn+i car Kn+i/Kn< et Fn+i/Fn sont de degré p. Soit e*,...w,ù^$$ la base de 

ifn sur Fn duale de e i , . . .w< pour la forme bilinéaire (x,y) i—> Trxn/Fn (#2/) qui est 

aussi la restriction à ifn de la forme bilinéaire (x,t/) i—» Trx /pn+1 (xy)- Les e* sont 

éléments de d - i 
x 'Fn et donc vérifient vp(e*) xc i 

x<w 
<^mm^^$$x<< x< 1 

P(P-1) On peut 
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alors écrire x G &Kn+1 sous la forme YA=I xieï-> avec xi = T^KN+1/Fn+1(xei) G ûFn+1. 

On a Gdi(Kn+i/Kn) = Gal(Fn+i/Fn) et, comme vJa[xi) - xi) ^ i 
p-i 

d'après le 

lemme 4.6, on obtient finalement, 

vp(a(x) - x) = vp 
d 

i=i 

(afa) - Xi)e* wx 
1 

p-q1 

1 

P{P - 1) 
qq 

1 

P 

quel que soit a G Gal(Kn+i/Kn). Comme Gal(Kn+i/Kn) est de cardinal p, cela 

permet de conclure. 

Corollaire 4.9. — Si n ^ n0(K) + 1 et si x G <^WN+1/A, alors xp G &KNL^ et le 

morphisme d'anneaux xcww<xp de ^>KN+1/A dans ÛKn/& ainsi défini est surjectif. 

Démonstration. — Soient u>n+i une uniformisante de Kn+i et un = N^n+1^n(o;n+i) ; 

c'est une uniformisante de Kn. D'après le lemme précédent, on a CJ^+1 = ujn dans 

0K<M xqc Tout élément de x de 0Kn+1 peut s'écrire de manière unique sous la forme 

x = +00< 
//qqC=U ' 

q[ûfelî où les ajt sont des éléments de fc^/ et fâ l Gvww<<est le représentant 

de Teichmüller de a^w< <et on a xp = +00 
<x 

w<< modulo p et donc, a fortiori, modulo A. 

On en déduit l'appartenance de xp à ÛKn/Q> et, utilisant le fait que kp> est parfait, la 

surjectivite de x 1—• xp. 

4.3. Le corps E et certains de ses sous-anneaux. — Soit 

É+ = {(xN)NEK,xn G ûc/a et xpnJrl = xn si n e N } . 

L'anneau ûc/a étant de caractéristique p, l'application a; \-> #p en est un morphisme 

et E4" est un anneau de caractéristique p sur lequel tfp agit naturellement (composante 

par composante). D'autre part, si (#n)neN G E+ et si xn est un relèvement quelconque 

de xn dans ^cs la suite de terme général xpn+k converge dans ûc vers une limite x^ 

qui ne dépend pas du choix des xn. Ceci permet de décrire E+ comme l'ensemble 

des suites x = (x^°\ ..q. ,x(n),.q.q. ) d'éléments de Ûc vérifiant (z(n+1))p = x(n). Soit 

i>e : E+ —* R l'application définie par v^,(x) = vp(x^). 

On peut voir e = ( l , e ^ \ . . . c w w : ; ^ $ c w w ; : ^ ) comme un élément de E+ et, si on pose 

7T = e — 1, ox<<;,:$$$$== p 
p-i-

Si K est une extension finie de F, soient 

Ê £ = {(zn)neN e E+, zn G û<Koo/a siwnexw N } , 

E £ = {(^n)nGN e E+, #n € &Kn/a si n est assez grand}. 

E^- contient e et 7r, ce qui nous permet de poser E = E+[7r 1], <= <Ejw<<[7r 1] et 

E x = Ej[7f_1] si K est une extension finie de F. 
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Proposition 4.10 ([21, 30]). — (i) É est un corps dont v& est une valuation pour la

quelle il est complet et dont le corps résiduel est kF. De plus Vaction naturelle de £fp 

sur E est continue. 

(ii) Eip = kpii^)) et, plus généralement, si K est une extension finie de F, et si 

F' est Vextension maximale non ramifiée de F contenue dans K^, alors E ^ , muni 

de v&, est un corps complet pour une valuation discrète, de corps résiduel kFf. 

(iii) Le sous-corps E = U X c ^ E K est une clôture separable de~EF stable par&p et, 

si K est une extension finie de F, alors Gal(E/Ex) = J#K ; en particulier, J#K agit 

continûment sur E muni de la topologie discrète. 

(iv) E est le complété de E pour la valuation v^, ; en particulier, E est algébrique

ment clos. De plus, E x = E ^ est le complété de la clôture radicielle de E ^ . 

Démonstration. — Ce théorème constitue un cas particulier de la théorie du corps des 

normes ; le point (ii) et une partie du (iii) sont démontrés dans le n° suivant et nous 

renvoyons à [30] pour le reste. 

4.4. L'anneau des normes 

Proposition 4.11. — L'anneau Ej- est un anneau de valuation discrète, complet, de 

corps résiduel kFt. De plus, si WK = (n:K,n)ne'N est une uniformisante de Ej-, et si 

n ^ no ( if) + 1, alors 7fK,n appartient à ^xn/<* et tout relèvement WK,U de WK,U dans 

&Kn est une uniformisante de Kn. 

Démonstration. — Par surjectivité de x \—> xp (cor. 4.9), on peut trouver une suite 

X = (ZJN) G E ^ , telle que, si n ^ no ( if) + 1, tJn soit l'image d'une uniformisante 

un de Kn dans ÛKn/a. On a alors ÛKn/a = kF>[X)/X&K^/P et E £ = \\mÛKn/a 

est donc isomorphe à /^ / [ [X] ] , l'application de fcp/[[.X]] dans @Knl& étant donnée 

par ^2t=Xoak^k l-)> Y?k=QKN~Lak ûn. En particulier, si i f = F, on peut prendre 

u;n = e(n) — 1, ce qui montre que l'on a E^ = kF((W)). 

Maintenant, si WK = (ÂXn)neN est une uniformisante quelconque de E ^ , on peut 

écrire WK SOUS la forme WK = Ylt=i akXk G fci?'[M]> avec «i 7̂  0. Si n ^ no ( if) + 

1, on a alors WK,U = ^2t=iak^n^ ce Qui ^ °XUE tout relèvement 7TX,n diffère de 

l'uniformisante Ylt^il^^n de Kn Par un élément de a et est une uniformisante 

de ifn. Ceci termine la démonstration de la proposition. 

Proposition 4.12. — Si K est une extension finie de F, alors E x est une extension 

separable de degréx<ww de F,F, d'indice d'inertie / x ^ et d'indice de ramification e x ^ • 

De plus, on a VE(^EK/EF) = \\mn^+00pnvP(DKn/Fn) w< i 
<bv 

v;,o^^ 

Démonstration. — S i < w w 1 , on a E x = E^/ = kFf((W)), et le résultat est évident. 

Nous supposerons donc dans ce qui suit q u e w w < ù 2 . Soit WK = (WK,n)neN une 

uniformisante de E x et, si n ^ n0(if ) + 1 , soit WK N un relèvement de 7fx,n dans ÛK„ • 
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Comme n ^ no(K) + 1 > no(K), l'extension Kn/Fn est totalement ramifiée de degré 

e = w<<,; le polynôme minimal Pn de iTK,n sur F'n est donc un polynôme d'Eisenstein 

de degré e que l'on peut mettre sous la forme Pn(X) = Xe + ae-\,nXe~x H h ao,n-

Soit S l'ensemble des plongements decvwaa dans F au-dessus F^ ; d'après le (iii) 

du cor. 4.3, c'est aussi l'ensemble des plongements de Kn dans F au-dessus F'n si 

n > n0(K) et on a Pn(X) = l\aes(X - (r(itK,n))-

Notons âi,n l'image de â n dans ûp^/a, et Pn le polynôme Xe -h ôe_i)nXe_1 + 

••• + ^O,n- On a aussi Pn(X) = ILRESC^ ~" A^K,n))\ on en déduit le fait que 

a* = (âi,n)n^n0(x) appartient à E j , et P(X) = Xe + ae_ile_1 + ••• + a0 = 

JIAG5(X — ( J ^ x ) ) G Ejv[X]. Par ailleurs, comme Pn est un polynôme d'Eisenstein, 

on a vp(ao,n) = vp(£̂ n̂  — 1 ) et donc v^(a0) — V-E(TT) ; le polynôme P est donc un 

polynôme d'Eisenstein, ce qui prouve que c'est le polynôme minimal de WK et que 

E# est une extension totalement ramifiée de degré de*$$w<<p/ ; l'extension E ^ / E p 

est donc une extension d'indice d'inertie [F' : F] = fx^, d'indice de ramification^cwww 

et de degré fKooeKoo = dKoo. 

Enfin, ona vE(P (TT/T)) = limn_>+00 pnvP(Pn(7rK,n)) = hmn^+oopnvp{0Kn/FJ. On 

déduit alors de la proposition 4.5 la non nullité de P'(JÏK) qui montre que l'extension 

EKT/EF est separable, et l'inégalité ^ E ( ^ E K / E F ) = VE(P'(KK)) wx< 1 
p-i 

w<<;, 
,;:^ùùù 

que l'on 

cherchait à établir. 

5. Les anneaux parfaits 

5.1. Le corps B et certains de ses sous-anneaux. — Soient A+ = W(E+) et 

A = W(E). Par construction, 

A/pA = Ê et A + / p A + = E+ 

et tout élément de A + (resp. A ) s'écrit de manière unique sous la forme Ylk^oPkixk]i 

où les Xh sont des éléments de E+ (resp. E), et \xk) désigne le représentant de 

Teichmüller de xk-

Ces anneaux sont naturellement munis de deux topologies : la topologie forte et 

la topologie faible. La topologie forte consiste à munir A (resp. A + ) de la topologie 

d'anneau la moins fine rendant continue la projection A —» E (resp. A+ —» E+), où 

l'on a muni E (resp. E+) de la topologie discrète. La topologie forte sur A ou A+ 

n'est donc rien d'autre que la topologie p-adique. 

La topologie faible sur A (resp. A + ) est la topologie d'anneau la moins fine rendant 

continue la projection A —> E (resp. A+ —• E+), où l'on a muni E (resp. E+) de la 

topologie induite par la valuation v&. De manière explicite, si k G N, soit Wk : A —> 

R U { + 0 0 } la fonction définie par Wk(x) = inf^fc VE(#Ì ) si x = J2t^o P*!^»] ^ Â. Les 

propriétés suivantes de Wk sont immédiates : 
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(i) wk(x) = + 0 0 si et seulement si a: G p f c + 1 À ; 

(ii) wk(x + y)^ inf(w f c(#), w f c(2/)) avec égalité si wk(x) ^ wk(y) ; 

(iii) wk{xy) ^ mU+j<^k(wi(x) + Wj(y)) ; 

(iv) wk((p(x)) = pwk(x) ; 

(v) wk(a(x)) = wk(x) si a e <SF. 

La topologie faible sur À ou À + est la topologie définie par la famille de semi-

valuations wk, pour A: G N (i.e. une suite xn a pour limite x si et seulement si, quel 

que soit k G N, wk(xn — x) tend vers + 0 0 quand n tend vers + 0 0 ) . 

Proposition 5.1. — (i) L'application (xk)kejsi *-> J2t^oPklxk] es^ u n homéomorphisme 

de ( E ) N (resp. ( E + ) N ) sur A (resp. A + ) pour les topologies faible et forte. 

(ii) A et A + sont séparés et complets pour les topologies forte et faible. 

Par fonctorialité des vecteurs de Witt, on peut relever (de manière unique) les 

actions de WF et cp sur E et E + , ce qui permet de munir les anneaux A et A + d'une 

action de & F et d'une action du Probenius ip commutant entre elles. De manière 

explicite, 

-4-00 

k=0 

Pk[xk\] 
+00 

k=0 

pk[<] et G 

+00 

k=0 

Pk[xk}) 
4-00 

k=0 

pk[a(xk)} siae&F. 

Proposition 5.2. — (p agit continûment sur A et A + munis des topologies forte ou 

faible, et Ion a 

A ^ = 1 = ( A + ) ^ = 1 = Z p . 

Démonstration. — La continuité de l'action de ip est immédiate et x = ^2k^pk[xk] 

est invariant par cp si et seulement si o n a x j = xkl et donc xk G F p , pour tout k, 

c'est-à-dire si et seulement si a: G W(FP) = Zp. 

Remarque 5.3. — Ni JifF ni, a fortiori, <&F n'agissent discrètement sur E ou E + , ce 

qui implique que ni J4?F ni £fp n'agissent continûment sur A, ou A + si on les munit de 

la topologie forte. Par contre, comme A et A + sont homéomorphes à E N et ( E + ) N 

respectivement, <$F agit continûment sur A et A + munis de la topologie faible. 

Si [K : F] < + 0 0 , soient AK = W(EK), A j = W ( É £ ) , Par construction, on a 

AK/pAK = EK et A + / p A + = E + . 

Les anneaux ÂK et ÂJ- sont des sous-anneaux fermés de A et A + respectivement 

que ce soit pour la topologie forte ou ou la topologie faible. D'autre part, on déduit 

du (iv) de la proposition 4.10 les égalités 

A * = A K et ( A + ) ^ = A + . 

ASTÉRISQUE 319 



ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM 155 

Soit B = A[^] (respcww=x<<Ax[^]) le corps des fractions de A (resp. A ^ ) et soient 

B+ = A+[^] et B j = Aj-[^]. Tout élément de B (resp. B+) s'écrit de manière unique 

sous la forme ^2kezPk[xk], où (xk)kez est une suite d'éléments de E (resp. E+) nuls 

pour k assez petit. Les actions de <p et Wp s'étendent par Qp-linéarité à B et B+ et 

l'on a 

B^=1 = (B+)*=1 = Qp, B-*5* = BK et ( B + ) ^ = B+. 

5.2. Le corps B' et certains de ses sous-anneaux. — Si r > 0, soit 

A(0'r] = x e A lim 
<xxx 

rwk(x) + k = +00 qd 

w<< X = 
+00 

k=0 

pk[xk] e A lim 
k—> — oo 

rvE(xk) + k = +00 

Six = xcc 
k=0 

pk[xk}eAs^ddr , posons i/°'r' (x) = inffcGN V^(xk)-\-k 
r 

= inffcçN Wk(X) + k 
r 

Proposition 5.4. — La fonction v(0,r> : A^°'rJ - 4 R U { + 0 0 } vérifie les propriétés sui

vantes : 

(i) v(0,rï(x) = +00 si et seulement si x = 0 ; 

(ii) v(°»rl(a;H-î/) ̂ inf(v^(a:),v(0'r](2/)sf<<)? <<siw< x.yeA^; 

(iii) ?/0'r](#2/) ^ v^0,r\x) + ^^°'r](2/); si x,y Esx<<^$$ 

(iv) u(°'r](pr) = v<°>r](a:) + 1 
r 

et v(°>rl([a]x) = vE(a) + ^(0'r](^), si a G E et sis 

x G A(°*sr] ; 

(v) î;(°'r](a(x)) = vx<^s(x) et v<°*̂ $̂r]((p(x)) = pv^r\x$)$ si a G <SF et x G A<0'rl. 

Démonstration. — Toutes ces propriétés sont des conséquences immédiates des pro

priétés de la fonction Wk-

Corollaire 5.5. — Si r > 0, alors A °̂'rJ est un sous-anneau de A stable sous l'ach 

de ^p et (p induit un isomorphisme d'anneaux de A^0'^ sur A^°'p rK 

Proposition 5.6. — A(0,rl est séparé et complet pour la topologie définie par v(0,rV 

Démonstration. — La séparation suit du (i) de la proposition 5.4. Maintenant, 

si (fli)ieN est une suite d'éléments de Â 0,r̂  tendant vers 0, alorsesw<)tend vers 0 

dans A (muni de la topologie faible) et la série(alox<<g7xr)) aï converge dans A vers une 

limite a vérifiant Wk(a) ^ inf^N Wk(cL%)* Comme limfc_>+ow<<<Wshipa+00^^sset 

lim;_++00(inffc€N Wk(o>i) + k) = +00, on en déduit le fait que Wk(a)+ k tend vers +00 

quand k tend vers +00, ce qui permet de conclure. 

Remarque 5.7. — Si x G A(0'r] et si x = xv 
/fc=0 

pk[xk] dans A, alors la série 
+ OC 
xx pk[xk] converge et a pour somme x dans A^°'rl 
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Proposition 5.8. — Soient r > 0 et C > — oo. Si (#n)nGN es^ une suite d'éléments de 

A tendant vers 0 dans A; et telle que Von ait v^0,r\xn) ^ C pour tout n G N, alors 

la suite (xn)nGN tend vers 0 dans A^0,s\ quel que soit s G]0,r[. 

Démonstration. — Si xn = ^2k=oPk[xn,k], les hypothèses se traduisent par 

(i) limn_++oc v^(xnik) = -hoo quel que soit k G N, 
(ii) inffcGN^E(Zn,/c) + 

r 
> C quel que soit n G N. 

On a donc, si 5 GjO,r[, 

inf 
fceN 

w<<m^$ + 
Jfe 

5 
^ inf C c<< 

r — s 

rs 
inf 

k^.ko 
(vE(Xn,k) + 

wxvn, 

r 

Choisissant ko pour rendre le second terme grand et utilisant le (i), on en tire le fait 

que inffcGN (^E(#n,fc) + f ) tend vers +oo quand n tend vers -hoo, ce qui permet de 

conclure. 

Lemme 5.9. — Si x = + OC 
sk=0 

c<<n,; est un élément de A^0,r\ les deux conditions 

suivantes sont équivalentes : 
(i) x est une unité de Vanneau des entiers de Â 0,r̂  ; 

(ii) ^E(^o) = 0 et rvftixk) + k > 0 si k > 1. 

Démonstration. — Si x = ^ + 00 
<k=0 

pk[xk] et y = k+oo 
^k=0 ok[yk] sont deux éléments de 

l'anneau des entiers de A °̂'r̂  vérifiant xy = 1, on a en particulier v^(xk) ^ k 
r ' 

vv(yk) > - k 
r 

quel que soit A; G N et xoyo = 1 ; on en déduit l'égalité V-E(XQ) = 0. 

Soit maintenant io (resp. jo) le plus grand entier i (resp. j ) tel que v^(xi) — ~~ 

(resp. VE(2/7) = " i ) - 0n a donc v^xiVi) > ~ 
;vw<< 

r 
si i + j ^ 20 H- jo et (i, j ) ^ 

(z0, jo) et vK(xiQyJQ) = -i0+k0 
r ce qui nous donne Win+jn(xy) = — io+kp 

r 
Comme par 

ailleurs, Wi0+j0(xy) = 0, on obtient IQ = JQ = 0, ce qui termine la demonstration de 
l'implication (i)=>(ii). 

Réciproquement, on peut écrire x sous la forme [#o](l—2/)> où y = — >-(-oo 
w< 

ok[x() 1xk] 

vérifie v^rHy) > 0 La série x<< 
in=C 

yn converge donc dans l'anneau des entiers de 

A ^ et x admet [x^1] •A+oo 
n=0 vn) comme inverse. 

Proposition 5.10. — Si r > 0, alors 

(i) ^T? aait continûment sur A °̂'r̂  muni de la tovoloaie faible. 

(ii) (p : A<0'r) -» A*0* ^ est continu. 

Démonstration. — Le (ii) est une évidence et comme v^0,r^(a(x)) = i/0,rJ(:r), il suffit 

de vérifier que si x = ^2t=%Pk[xk] est fixé, alors a t-> cr(x) est continue, et on peut se 

contenter de vérifier la continuité en a = 1. 

Commençons par considérer le cas où x = [a], avec a G E. Comme a —» a(a) est 

continue, il en est de même de a —> [cr(a)] vue comme fonction à valeurs dans A muni 

de la topologie faible, ce qui signifie que, quel que soit A: G N, Wk([o~(a)] — [a]) tend 
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vers +00 quand G tend vers 1. Comme par ailleurs, on a Wk([o-(a)] — [a]) > v^(a), on 

en déduit le fait que v^0,rU[a(a)] — [a]) tend vers +00 quand a tend vers 1. 

La cas général s'en déduit en remarquant que, si x = +00 
fc=0 Pk[xk], la fonction 

a —> G(X) est somme de la série de fonctions +00 
wcc 

UM_fcri-ei.UM_fcri-e qui converge 

uniformément dans À'0,rJ. 

Lemme 5.11. — Si x = xw 
,k=0 

Pk[xk] G A<°'r] vérifie vE(x0) = 0 il existe s GJO, r[ tel 

aue x soit une unité de Vanneau des entiers de A'0'SJ. 

Démonstration. — Comme VE(xk) -+ k 
r 

tend vers -f 00, il existe C ^ 0 tel que l'on ait 

VE(Xk) + k > -C quel que soit A; G N. Il suffit alors de choisir 5 de telle sorte que 

l'on ait 1 
s 

1 
r 

>c pour que vE(xk) + k 
s 

> vE{xk) + 
k 
r f kC > 0 si k ^ 1 et donc que 

x soit une unité de l'anneau des entiers de A^0'^ d'après le lemme 5.9. Ceci permet 

de conclure. 

Si r > 0, soit B̂ 0'7*] = A^°'rU-l ; c'est un sous-anneau de B. Finalement, soit B^ 

la limite inductive (ou réunion) des B^°'r^. On munit B^ de la topologie de la limite 

inductive, chaque B^0'^ = \Jn^p~nA^°ir^ étant lui-même muni de la topologie de la 

limite inductive. 

Proposition 5.12. — B^ est un sous-corps de B stable sous les actions de £fp et (p ; de 

plus, ces actions sont continues. 

Démonstration. — La seule chose qui ne résulte pas immédiatement de la propo

sition 5.10 est le fait que tout élément non nul de B* est inversible. Soit donc 

x = \ + OC 
sk=ko Pk[xk] G x<<x:ù 

vcwwv 
avec Xk0 0. On peut écrire x sous la forme p °[xk0]y 

avec y — \ + OC 
jk=0 

P [Vk] € A^°'rJ et yo = 1. D'après le lemme 5.11, il existe s G]0,r[ tel 

que y soit inversible dans A^U'SJ, ce qui permet de conclure. 

Si K est une extension finie de F', on définit un sous-corps BÎ>- de B^ et des sous-

anneaux Aj^ et B^î , pour r > 0 de B ^ par 

B+ =B*nBK Af ]=A^nAxvw<<<e t B f ] = B ^ n B K 

On a aussi B ^ = ( B ^ , A^'r] = (A^)^ <et B^'r] = ( B ^ ) ^ . 

5 . 3 . Les anneaux B+ax et B+g. — Soit a 1—• pa un morphisme de groupes de 

Q (muni de l'addition) dans F* (muni de la multiplication) tel que p1 = p. Soit 

p = (p,P1/pivw)eE+. 

On note Amax le séparé complété de A + [ ^ ] pour la topologie p-adique et on pose 

B+ax = Amax[^]. Le Frobenius (p sur A+ s'étend par continuité à Amax et B+ax ; il 
pst, inipptif mais n«.s hiiprt.if 
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On pose B^g = flnGN^n(B+ax). Par construction, B^g est un sous-anneau de 

B+ax sur lequel (p est bijectif. On peut aussi l'obtenir en complétant B+ pour la 

topologie de Fréchet définie par la famille de semi-valuations t^r'+0°], pour r G]0,1], 

avec(al<o<g<<7r)) = inffcGZ(* + vE(xk)) si x =J2t=k0Pk^ G § + . (En effet, si /c € Z, 

alors 7j[1'+°°](ar) ^ k si et seulement si x G pfcA+[^], et donc <£n(B+ax) est le complété 

de B+ pour la semi-valuation v^p n>+°°].) 

5.4. L'anneau B*. et ses sous-anneaux. — On étend ?/0'rJ à B̂ °'r̂  = A^°'rU-l 
ng LpJ 

en posant v^(x) = infk^ko(vE(xk)-\-^) six = E S 0 P f c [ ^ ] - On a alors v^^(pkx) = 

v(o>r](x) + k Si x G G(o,r] et k G Z. Si 0 < s ^ r et x = £^0Pfc[zfc] G B<0'rl, soit 

v[s'r](x) = min(v(0jS}(x),v(0,r}(x)). Remarquons que l'on a v^S:T\x) = v^0,r\x), quel 

que soit s G]0,r[, si x G A^0,r\ mais il n'y a pas de formule simple reliant v^s'r\pkx) 
kv^rHx) 

On note B̂ °'r̂  le complété de B °̂'rl pour la topologie (de Fréchet) induite par la 

famille de semi-valuations v^8,r\ pour 0 < s ^ r. Comme on a vB+ =B*nBK Af]= SI 

r ^ si > 0, il suffit de prendre une suite sn tendant vers 0 au lieu de tout s G]0, r[ 

pour définir la topologie de B̂ 0,rl ; en particulier, cette topologie est définie par une 

famille dénombrable de semi-valuations, ce qui implique que B 0̂'̂  est métrisable ; on 

peut donc définir sa topologie par les suites convergentes et une suite xn converge dans 

¿10,r] gj et seuiement5 quel que soit 5 G]0,r[, la suite v^s,r^(xn+i — xn) tend vers +oo 

quand n tend vers +oo. 
L'anneau B °̂'r] a été étudié en détail par Berger [4, §2] qui montre, en particulier 

les résultats suivants : 

Proposition 5.13. — (i) S°'r] contient B+ig et B ^ et tout élément de &°'rl peut 

s'écrire comme somme d'un élément de B^g et d'un élément de B̂ °'r̂  ; une telle 

écriture est unique à addition près d'un élément de B+g D B̂ °'r̂  = B + . 

(ii) Si K est une extension finie de F, alors B^'7^ est dense dans Bj£,r̂  = 
(B]0,r])^k 

5.5. Le logarithme et l'anneau Bj 

Lemme5.14. — (i) Six = <ccc 
^k=0 

pk[xk] est une unité de A+ vérifiant V^(XQ — 1) > 0, 

alors la série log x = r + OO 
¿71=1 

(~l)n": 
71 

(x- l)n converge dans B^g 

(ii) Si x = wxxw 
k=C 

pk\xk] est une unité de l'anneau des entiers de A'°'rJ vérifiant 

VE(X0 - 1) > 0, alors des serie ql og d -r + OO 
n=l 

(-ir-1 
n 

{x - iy converqe dans BJ0,rJ. 

Démonstration. — Nous ne démontrerons que le (ii), le (i) se démontrant exactement 

de la même manière. Soit a — v^,r\x — 1). Les hypothèses mises sur x se traduisent 
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par l'inégalité a > 0. Par ailleurs, comme x G A 0̂,r̂ , on a v^s,r\x — 1) = a quel que 

soit s el0,r[, et donc 

c<<l ( - L ) N - l 

n 
^^,;lppmv Z v[s'r] 

, ( _ L ) N - l . 

n 
+ nv^s'r\x - 1) = na -

vp(n) 

s 
tend vers +oo, quel que soit 5 G]0, r[, quand n tend vers +oo. Ceci permet de conclure. 

Par exemple, t = log [e] est un élément de B^g sur lequel £fp agit par multiplication 

par le caractère cyclotomique. On aimerait bien étendre cette application à (B^)*, 

mais pour cela, on est forcé d'étendre un peu l'anneau B^ en rajoutant un analogue 

p-adique u de log p. 

Si a G ^F, il existe c(a) G Zp tel que l'on ait a(p) = pec^ (a i—• c(a) est le cocycle 

à valeurs dans Zp(l) associé à p par la théorie de Kummer). Soit Bj"og = Bjig[u]. 

On munit B^g d'un opérateur « de monodromie » N = — ̂  et d'une action de ip 

(resp.w<<compatible avec celle existant sur B*ig, en posant <p(u) = pu (resp. a(u) = 

u + c(a)t). Les actions de (p et N commutent à celle de £fp et on a Nip = pcpN. 

Proposition 5.75. — Il existe une unique application log : (B*)* —> B Dlog vérifiant les 

propriétés suivantes : 

(i) logc<<wm̂ù= log x + log y; 

(ii) log a; = v + OO 
vw< 

xw;:^ù 
n 

(x - 1)" si la série converge] 

(iii) log [a] = 0 si a e k-p] 

(iv) logp = 0 et logfp] = u. 

De plus, on a </?(logx) = log (p(x) et cr(loga:) = log cr(:r) si aw<G Finalement, si 

x = Yli=knPk[xk] £ (Bf)*, avec xko ^ 0, alors JV(logx) = -vE(arfeo). 

Démonstration. — Si a G Q, on note pa l'élément (pa,pa/fp,... ) de É+. Tout élément 

de (B*)* peut alors s'écrire de manière unique sous la forme x = pk\pa][a]y, où A: G Z, 

a G Q, a e kp, et y = Ylt^oPk[yk] est un élément de AflB^ vérifiant ve(2/o — 1) > 0. 

D'après le lemme 5.11, il existe donc r > 0 tel que y soit une unité de l'anneau des 

entiers de A °̂'r ,̂ ce qui permet de définir loga? par la formule logx = au + logy. Le 

reste de la proposition est plus ou moins immédiat. 

On note Bj£g le sous-anneau B^g[ix] de BJ" ; il est stable par N, ipet^p, et on a 

S£g = nn"o^n(Bs+t), si B+ désigne l'un des anneaux B + a > ] ou B^[u]. 

Proposition 5.16. — Si K est une extension finie de F, alors (B\OG)^K = (B£g)^* = 

(Bt ) * * =KHFnr. 

Démonstration. — L'égalité {B\Q^KX<<= (B^g)^K correspond au cas particulier V = 

QP de la proposition 3.4 de [4], et l'égalité (B+g)^ = K D Fnr se déduit du résultat 

correspondant pour B^ (cf. [17] ou [11, rem. 5.14]). 
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5.6. L'anneau B~f"R 

Proposition5.17([14]). — L'application 6 : A+ —> &c, donnée par Y^n=oPn[xn] *-> 

^2n=OPNXH°\ est un morphisme surjectif d'anneaux dont le noyau est un idéal prin

cipal engendré par £ = \p] — p ou encore par u> = 7T 
w<,;:^^ 

= l + [£1/Pl + . . . + [£l/p]p-l. 

On prolonge 6 en un morphisme de B+ sur C Si m G N, on note Bm l'anneau 

B+/£mB+ que l'on munit d'une structure d'anneau de Banach p-adique en prenant 

l'image de A + comme anneau d'entiers. On a en particulier Bi = C. On note B~["R 

l'anneau limBm que l'on munit de la topologie (de Fréchet) de la limite projective. 

Par construction, 0 s'étend en un morphisme continu de BjR sur Bi = C. L'action 

de & p sur B+ s'étend par continuité en une action continue de £fp sur BjR. La série 

définissant t = logfd = foc 
xww 

w<<:; 
n 

-7TN converge dans B JR et t est un générateur de 

KEIO 

Lemme 5.18. — Si x = +oo 
rfc = 0 

(i) la série 4̂-00 
k=0 

p [xk] converge dans BtR ; 

(ii) la série s + OO 
fk=0 

pkx^ converge dans C ; 

(iii) k -h v-E(xk) tend vers -hoo quand k tend vers -hoo ; 

(iv) xeA^l 

Démonstration. — Les propriétés (iii) et (iv) sont équivalentes par définition de A 0̂,1̂  

et les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes par définition de ^E- L'implication 

(i)=^(ii) suit de la continuité de 0 : BjR —> C ; il ne reste donc plus que (iii)=^(i) 

à prouver. Si limfc^+00 k -h v^(xk) = +oo, la partie entière ak de k -h v^(xk) tend 

vers -hoo quand k tend vers -hoo et on peut écrire xk sous la forme p~k+akyk, avec 

yk G Ë+. On a alors 

Pk[xk] = 
r P 
K\p] k\P]ak[yki = (i + 

^wx< 
-k B+ =B*<< 

Mais (1 + 
w 
p 

-k x< 4-00 
,n=0 

r-k\ 
< n J 

p-nçn est dans l'image de p mÀ+ modulo w<c et 

(p + 0ak = <x 
n=0 

<x 
. n ) 

pak—ncn est dans l'image de pak mA~l~ modulo £m+1. On en 

déduit le fait que p^Xfc] est dans l'image de pak 2mA+ modulo £rn+1 et donc tend vers 

0 dans Bm. Comme ceci est vrai quel que soit m G N, cela implique la convergence 

de la serie -4-nn 
jk=0 

pk[xk] dans BjR, ce qui permet de conclure. 

Remarque 5.19. — Le morphisme de A 0̂,1̂  dans BjR défini ci-dessus s'étend 

par continuité en un morphisme de B̂ 0'1̂  dans BtR. De plus, la série log ̂  = 

<cbb 
J7\—\ 

r_l)n- 1 
n 

x 

p 
- 1 , n converge dans B~["R, ce qui nous fournit un morphisme na

turel d'anneaux de Bl0'1^] dans BjR qui commute à l'action de Wp- Ce morphisme 
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étant injectif (cf. [4, prop. 2.25]), nous considérerons B^0'1^] comme un sous-anneau 

de BtR sans plus de commentaires. 

6. Les anneaux imparfaits 

6.1. Les anneaux A , B,x<<lmet B # . — Soit n = [e] — 1. Comme les actions de (p 

et Sfp sur 7T sont données par les formules 

^(TT) = (1 + TT)P - 1 et g(n) = (1 + ir)x^9) - 1, 

l'anneau A t = ^ f [ M ] est stable par (p et £fp. 

Soit Ai? = ^ f [ M ] { ^ } l'adhérence de ^ f [ H ] [ ^ ] dans A pour la topologie forte (ou 

faible, cela revient au même car ^ f [ M ] est complet pour les deux). C'est l'anneau 

des séries de Laurent de la forme YlkezB+ =x< où ak G ûp et lim/c_>_00 vv[ak) = +oo 

et on a Ap/pAp = Ejt. Soit B ^ = Ap[^] C B le corps des fractions de A ^ ; les 

formules ci-dessus montrent que B f est stable par ÉFC» et ip. 

Si [K : F] < +oo, l'extension E^/E/r est finie et séparable et, comme B est 

absolument non ramifié et a comme corps résiduel E qui contient E# , il existe une 

unique extension (automatiquement non ramifiée)xwdecwwde^<wcorps résiduel ~EK 

contenue dans B. On note A ^ l'anneau de ses entiers. 

Comme E = U[K:F]<+oo'E'K est la clôture séparable de Ei?, l'extension maximale 

non ramifiée B^r de 15F dans B est aussi la réunion des B ^ , où K parcourt les 

extensions finies de F. On note B l'adhérence de BJf dans B pour la topologie forte ; 

son anneau des entiers A est donc le complété de l'anneau des entiers de BJf pour la 

topologie p-adique. 

Proposition 6.1. — (i) Si K est une extension finie de F, alors AK et B # sont stables 

par (p. 
(ii) Les sous-anneaux B et A de B sont stables sous Vaction de ^p et (p. 

(iii) J#F agit continuement sur B muni de la topologie forte. 

(iv) Si K est une extension finie de F, on a B^K = B # et A^K = AK-

Démonstration. — (i) Si x G Ej- est un élément primitif de l'extension séparable 

Ex/Ei? , il en est de même de xp. Maintenant, si x G AK a pour réduction x modulo 

p et si P G Ajr[X] est le polynôme minimal de x sur Bi?, le polynôme minimal de (p(x) 

sur Bi? est le polynôme (p(P) G Air[X] dont la réduction modulo p est le polynôme 

minimal de xp. Il résulte alors du lemme de Hensel que l'on a (p(x) G B # , ce qui 

montre que B # (et donc aussi A ^ ) est stable par (p. 

(ii) La stabilité de A et B par (p suit, par completion, de celle de A K et B K pour 

toute extension finie K de F. D'autre part, comme g G £fp est un isomorphisme de 
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B/?, l'unicité de B x montre que g induit un isomorphisme de B # sur Bp(x)> ce qui 

montre que B r̂ est stable par £fp ; il en est donc de même de B et A par completion. 

(iii) On a Gal(B^r/Bir) = Gal(E/Ei?) = Jt?F, ce qui montre que JZp agit continû

ment sur E = A/pA muni de la topologie discrète et donc continûment sur A (et sur 

B) muni de la topologie forte (p-adique). 

(iv) Si K est une extension finie de F, on a E^K = EK et donc (B£r)^K = B K , 

ce qui permet de déduire l'identité B^K =w<,;^^du théorème d'Ax-Sen-Tate. 

6.2. Les éléments 7r, TTK, 7rn et iTK,n 

Si K est une extension non ramifiée de F, on a AK = &K ®ÛF A-F- Dans le 

cas général, soit F' l'extension non ramifiée maximale de F contenue dans K^. Soit 

WK une uniformisante de E^, soit PK le polynôme minimal de WK sur Ejr/ et soit 

PK G A^,[X] dont la réduction modulo p est PK- D'après le lemme de Hensel, PK 

a une unique racine TTK dansx<<dont la réduction modulo p est WK et AK est un 

AX<<^Ù-module libre dont (1,7TK, . •. J71"^-1) est une base. 

Dans toute la suite de ce texte, on se fixe pour chaque extension finie K de F un 

élément TTK construit comme ci-dessus (en posant TTK = 7r si Ex/Ejr est non ramifiée). 

Lemme 6.2. — w0 ( 7T 
^w< = 0 et wk\ 7T 

[tt]. 
> —k, si k ^ 1. 

Démonstration. — On a n = [e] — 1 = [n] +p[ai] +p2[c*2] H , oùw<;:̂ $est un polynôme 

en ep — 1 à coefficients dans Z et sans terme constant, ce qui implique VE(C^) ^ 
v-UP -1) =< i 

wx<iw<< 
. Écrivant alors n sous la forme n = [7r](l+p[ai]+p2[a2]H ) , 

on a ^E(ÛI) = ^E(Û;I) — VE(TT) ^ — 1 et v&(ai) ^ — ̂ E(TT) ^ — i si z ^ 2, ce qu'il fallait 

démontrer. 

Corollaire 6.3. — Si r < 1, alorscw<<iplest une unité de l'anneau des entiers de A^0,r^ 

et log 7T G 
p-i 

w<<^$ù:c 

Lemme6.4. — W^K) ^ — (2fc — 1)^E(^EK/Ef) c<wpm^ùùù^e 5 0 ^ fc ^ 1. 

Démonstration. — Si 7rx =50^ fc ̂  1. Pnx<<̂ > montrons, par récurrence sur k, que l'on a 

v&(xk) ^ -(2fc - l)vB(P'K(WK)). Soitx<<=w<Yln=oPn[xn}- Par construction, P^(^fc) G 

pkJrlAK ; d'autre part, comme PK est à coefficients dans Ap, l'hypothèse de récur

rence implique que, si n ^ k + 1, alors 

Wn(PK(Zk)) > INF 
50^ fc ^ 1.50^ fc ^ 1. 

r 

<c 

-(2Ï,- - l)vE{P'K(WK)) 

^x<< sup 
l^fj ̂ fc,2iH hir=n 

(2n - R W P W T T J C ) ) > - (2n - 2 W P k 0 f j c ) ) , 
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car r ^ 2 puisque n ^ k + 1 et les ij ^ k. En particulier, Wk+i(PK(zk)) ^ 

-2kv^(P'K{WK)) et, si on note yk+i l'image de p~h~1PK(zk) modulo p, on a 

vE(i/fc+i) ^ — 2kvv(P'K(jrK))> La congruence50^ fc <ww^ 1. £ Pk+2AK nous fournit alors 

la formule 2/̂ +1 + ^(TfiO^fc+i = 0, qui permet de montrer l'inégalité voulue pour 

k + 1, et permet de conclure. 

Posons VK = 
(2^E(mEK/EF))-1 

1 

si E/f/E/r est ramifiée, 

si E^/E/r est non ramifiée 

Lemme 6.5. — Si r <TK, alors 7TK G A^'r^ et 

(i) JUL 
w< 

est une unité de Vanneau des entiers de A]̂ 'rJ ; 

(ii) 
<v,;: 

^,;:^$wx est une unité de Vanneau des entiers de A^'7^. 

Démonstration. — Le (i) a déjà été démontré au corollaire 6.3 dans le cas non ramifié 

et le cas ramifié suit du lemme 6.4. 

On déduit du lemme 6.4 l'inégalité Wk{P'K{^K)) ^ —(2A; — 1)^E(^EK/Ef) si A; ^ 1. 

On a donc 

w0 
x<w50^ fc ^ 
v,,;:^<<<<< 
<vbno^$ 

= 0 et wk 
x<aik^^ 

50^ fc ^ 1. 
n,;:^^^^^^ 

I > -
k 

^x<< 
si ^ 1 

ce qui permet de démontrer le (ii) et termine la démonstration. 

Si n G N, on pose 7rn = (f n(n) et -KK,U — <P n(^K)-

Proposition 6.6. — Si n ^ no{K) + 1, alors 0(7TK,n) est une uniformisante de Kn. 

Démonstration. — Si E k / E j ? est non ramifiée, on a Kn = F'n si n ^ no(K), et 

O^Kn) = 0(-Kn) = — 1 est une uniformisante de Kn. 

Si Ex/E/? est ramifiée, notons SK la quantité ^ E ^ E ^ / E f ) - On a 7Tx,n = \FK \ + 
,4-00 
k=l 

p [ak], avec VE(Q^) ^ -p n(2k — 1)SK- Comme p NÔK < 1 
PKP-1) 

d'après la 

proposition 4.12, la suite de terme général k — p n(2k — 1)8K est croissante pour 

k ^ 1, de minimum 1 — v uÔK > 1ccc _1 
P(P-I) b 1 

p ' 
et tend vers +00 quand A; tend 

vers +00. Ceci implique que la série définissant 0(-KKn) converge dans @c vers un 
— n 

élément ayant même image WK,n que irK dans ûc/d. D'après la proposition 4.12, il 

existe une uniformisante TTK n de &K n ayant aussi WK n comme image modulo a. Soit PK,U £ ^n[-^] l'image de (f u(PK) par 6. Alors PK,U admet 0(7TK,n) pour 

racine, et, comme vp(0(7TK,n) — ̂ K,n) ^ p", un développement de Taylor en 0(nK,n) 

nous fournit l'inégalité vP(PK,n(^K,n)) ^ inf(^ + vp(P^ (0(7r/rjn))), | ) . Par ailleurs, 

on a p " N ^ E B K ¨ % ̂  ^<<= p-nôK < 1 
' P(P-I) x<<n,;et^^ donc vP(Pj50^ fc ̂  1.50^ fcrn = p nSK < \. 

On déduit alors du lemme de Hensel l'existence d'une unique solution x dans Kn de 

l'équation PK,TI(X) = 0 vérifiant vp(x — 7TK,n) > vp{P,Kìn{^Kìn))ì et cette solution est 

donc 9(7TK,n), ce qui permet de conclure. 
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Corollaire 6.7. — WSin<^< n0(K) + 1, alors TTK^U € Ifn[[£]]. 

Démonstration. — Si Ex/Ej? est non ramifiée, on a nx = n et 

W<<.?/¨% 7rn =W<<?/ exp(p-nt) - 1 G Fn[[t]] C #„[[*]]. 

Si E ^ / E F est ramifiée, alors 7T/<:)N est une racine du polynôme ip~N(PK) qui est 

à coefficients dans (p~n(Ap,) C50^ fc ̂  1.H d'après ce qui précède, et comme 9(irK,n) 

est une racine simple de Q((p~N(PK)) appartenant à Kni le lemme de Hensel (dans 

Kn((t))) montre que (p~N(PK) a une unique solution dans -Kn[M] dont l'image par 0 

est 0(7TK,n) ; ceci permet de conclure. 

6.3. Le corpsS FB* et ses sous-anneaux 

On définit des sous-anneaux A^0,rl, B(°'rl, si r > 0 et B^ de B en posant 

A<0'r]=AnA<°'rl,N?./B(°'r]=BnB(°'r]VW<<etB<<WBt = B n B*, 

anneaux que l'on munit des topologies induites par les topologies respectives de A^ ,rJ, 

B(°'rl et B^. Si on utilise le fait que A (resp. B) est un sous-anneau (resp. un sous-

corps) de A (resp. B) , stable par £fp et (p, on obtient la proposition suivante. 

Proposition 6.8. — (i) B* est un corps stable par ̈ £X<et (p. 

(ii) Si r > 0, les anneaux A(°»rl et B ^ sont stables parWX<<et x £ A(°'rl (resp. 

x G B(°'rl) si et seulement si (p(x) G A(°'p"lrl (resp. (p(x) G B(0'p"lr]), 

Si K est une extension finie de F, on définit des anneaux A^'7^ = A n A^'7^ = 

(A(M)^W5 si r > 0 et B t = B f l E L = (Bt)-**. 

Soit fi = TT1K 1 si 1 ^ i ^ . Les fi forment une base de A # sur Ap' et on note 

(f*)i^i^eKoo â Dase de HHFsur A F' duale de (fi)i^i^eKoo pour la forme bilinéaire 

(s, y) >-> TK/F,(xy) = E f f 6 j f f , / ^ *0n/). 

Lemme 6.9. — Si 1 ^ i < e ^ , alors / * G P'KÌ^K) 1A^,[7TK]. 

Démonstration. — On a TK/F,(P'k(7TK)~ ^K) = 0 (resp. TKJF>(P'K(^K)r % ) = 1) 

si jW<./? — 2 (resp. si j./%¨£<— 1). Comme par ailleurs n3K est une combinaison 

linéaire à coefficients dans Ap, en les 7rJK, pour 0 < jW<<N?¨¨— 1, ceci permet de 

montrer que / * est de la forme P'K(7TK)~1Qi{nK), où Qi G A ^ , [ X ] est unitaire de 

degré eKoo - 1 - i. 

Corollaire 6.10. — Si r < rK, alors / * G A<°'rl et v^r\f*) > - ^ ( 0 E K / E F ) -

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du lemme 6.5. 

Corollaire 6.11. — (i) A^'r^ est un A^p^-module libre de rang [E^ : E^ ] , sir < r^. 

(ii) BJ^ est une extension de degré [E# : E/r] de BF. 
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Démonstration. — Si les¨¨XWpour 1 < i < fx^, forment une base de ûF1 sur 6F , alors 

les e^/j, pour 1 ^ i ^ fx^ et 1 ^ j ^ ex^, forment une base de A^'r^ sur A^?'r' et 

d e C < s u r B^ puisque l'on peut écrire x sous la forme x = Yfj=i Tx/F'(^Klx)f* > 

et décomposer TK / F'(^x1 x) dans la base des e*, 1 ^ i ^ fx^-

7. Anneaux imparfaits et séries de Laurent 

7.1. L'anneau Â CW<<— Il résulte de la proposition 4.10 que tout élément de E# 

peut s'écrire de manière unique sous la forme ^2tSc0 ak^x^ ou ^es ak sont des éléments 

de kp'- En relevant en caractéristique 0, on en déduit le résultat suivant. 

Proposition 7.1. — Tout élément de Ax peut s'écrire de manière unique sous la forme 

^2kez Uk^x* ou (ûk)kez est une suite d'éléments de &F' tendant vers 0 quand k tend 

vers —oc 

Démonstration. — Soit 5 : E ^ —> Ax la section de la réduction x X modulo p, 

donnée par la formule 

5 

k£Z 

Q>kKK 
kez 

¨W<<< 

Si x G A k , on définit par récurrence une suite (an)nGN d'éléments de A ^ en posant 

XQ = x et xn+i = p (xn — s(xn)). On a alors x = v + OO 
m=0 pns(xn). 

7.2. L'anneau A^'r] 

Lemme 7.2. — Si<xeEW<K et 0 < r < rK, alors s(x) G A ^ et v^(s(x<)<<)< = vB(x). 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du (i) du lemme 6.5. 

Lemme 7.3. — Si x G Ax et k G N, alors Wk / x—s(x) 
p 

^ m£(wk+i(x),wo(x) -
W<< 

rK 

Démonstration. — On&Wk+i{x — s(x)) > mî(wk+i(x),Vïï(x) — fc+i , d'après le lemme 

précédent, et le lemme suit de ce que WQ(X) = v&(x) et Wk(x) = Wk+\{px). 

Si x G Ax, définissons par récurrence, une suite (xn)nç:™ d'éléments de A ^ en 

posant XQ = x et xn+i — 
W<.?/¨%% 

p 

Lemme 7.4. — Si n G N, alors v^(xn) ^ mîo^i^n(wi(x) — n—i 
<X 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, Wk(xn+i) ^ m.î(wk+i{xn), wo{xn) — 
k±l\ Une récurrence immédiate (sur n) permet alors de montrer que l'on a, pour 

tout k G N. 

(xn ) > inf ( Wk+n M, inf Wi (x) 
0<z^n-l 

k + n — i 

rx 
Le lemme correspond à k = 0. 
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Si r > 0 et si L est une extension finie de F, notons «g^ ^ l'ensemble des séries 

de Laurent J2kez 

akTk à coefficients dans ÛL telles que vp(dk) + kr tende vers +00 

quand k tend vers —00. (on peut aussi voir «g^°'r' comme un réseau de l'anneau 

des fonctions analytiques bornées sur la couronne 0 < vp(T) < r). Si / G £/^°iT\ 

soit v^r\f) = inffcGz vp(cik) + ÀT ; l'application est une valuation sur j ^ 0 ' ^ pour 

laquelle cet anneau est complet (exercice facile). 
Proposition 7.5. — (i) Sir <rK, Vapplication f 1—• /(TTK) est un isomorphisme d'an 

neaux topologiques de ^?'™e(¥k)] sur A%'r], et on a v^(f(irK)) = ±v(rv*(WK»(f) 

(ii) L'application f 1—» J(T^K) est un isomorphisme sur B^'7^, de l'anneau de, 

fonctions analytiques bornées sur la couronne 0 < vp(T) ^ r, à coefficients dans F'. 

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence directe du (i). Soit / = X f̂cez akTk G 

^(o,r7jE(*-*:)] Qn peut? d'après le lemme 6.5, écrire a^^ sous la forme pVv^ah>i\j&K\u^ 

où u est une unité de l'anneau des entiers de A^,r\ Donc î/°'r'(afc7rk-) = ÀWE(7TK) + 
vv(ak) 

r 
ce qui permet de montrer que la série définissant /(TT^") converge dans A^' ^ 

et que « « ^ ( / ( T T * ) ) > i w ( " * ( - * » ( / ) . 

Réciproquement, soit x G A^-' J. Soit ( x „ ) „ € N la suite construite à partir de x 

comme au lemme 7.4, et soit / „ définie par /„(7r#) = s(xn), de telle sorte que x — 

ne^PnfnM:<<:- Alors / „ e Ta"ÛF,[[T}}, où an = W</.¨% 
fceakTk est, d'après le lemme 7.4, 

supérieur ou égal à i 
W<?.P 

fcez W<akTk + z — n 
rK 

On en déduit la minoration 

fcez akVv^ah>i\j&K\u^Vv^ah>i\j&K\u^wxx 
T^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), ^"^^(pVn) ^ r^0k 

inf 
<CV 

(wi(x) + 
i 

r} 
H- (n - i) 

X< 

< 
<< 

1 

rK 

Comme Wi(x) + ^ —» +oo, et £ — i 
7"K 

> 0 cela implique que v(™E(7rK))(pn/n) —> +oo, 

et comme Wi(x) + £ > ?/0'rJ(:r), pour tout i, on a ^ " ^ ^ ( p V n ) ^ r^0'rJ(x), poui 

tout n. On en déduit la convergence de la série ]ne^Pnfn dans fceWDDD<WWF' 3t, si / 
désigne la somme de cette série, la minoration v{<rv^K^{f) ^ rv^,r*(x). Ceci permet 

de conclure. 

7.3. L'anneau BJK'r . — Ce n° est adapté de [4, n° 4.1 et n° 4 . 5 ] . On définit l'anneau 

B^,r' comme l'adhérence de B '̂r^ dans Bj£'r' ; c'est aussi le complété de B '̂7^ pour la 

famille de semi-valuations v^s,r\ s G]0, r[ et la proposition 7.5 se traduit de la manière 

suivante. 

Proposition 7.6. — Sir < rK, l'application f i—• f{^K) induit un isomorphisme d'an

neaux de Fréchet de l'anneau des fonctions analytiques sur la couronne 0 < vp(T) ^ 

rvE^K) « à coefficients dans F' » sur Bj£'r'. 

Lemme 7.7. — Soit q = TT"1^^) . Si r < 1, alorsnx<v^x<<(^ - 1 ) = inf(CVN< p 
p-i 

W<<./¨£ 
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Démonstration. wx q 
p 

<w<< \P 
k=2 

wwx il) 7TK~\ ce qui permet d'utiliser la proposi

tion 7.5 pour obtenir 

v(0,r], w 
xw< 

- 1 < 
i 

r 
inf 

xw<w 
Vp P-1 

P. 

k 
<x,;xww 
w<<xn,; 

rp 

> - l > 

et le résultat (en regardant en k = 2 et k = p). 

Corollaire 7.8. — (i) Si i G N et alors<<$***))d^^ 
wwc 

P 
- r = inf! 

w<< 

v p-l 
<, 

xw 
1 

r 
(ii) Si i G N et r > s > 0, alorsw<<< v^s^ xw 

p - i ) ^wx inf vili 
wx 

xcw 1 
S 

(iii) Quand i tend vers H-oo, 
ww 

p 
tend vers 1 dans B ]0,r] 

F 
quel que soit r > 0. 

(iv) Quand i tend vers +oo, <xw 
<xx:! 

tend vers 1 dans B *]0,r] 
ww 

<www<<<w^^$$w<<w 

Démonstration. — Le (i) suit du lemme précédent et de la formulew<v^ir<\̂ ^<(pl(x))<= 

pLv^iP%r\w<x). Le (ii) est une conséquence du (i) et de la définition de v'5'rl. Le (iii) 

suit du (ii) et de la définition de la topologie de Bp' r ' , et le (iv) suit du (iii) et de la 

formule xvx 
xvw< 

wx + 00 
<wxx 

vn{q) 
p 

Lemme 7.9. — Si i G N , alors 

<9i w<< xbbw< pH 

(̂WW<TT)> 
wx 

e*1) - 1 

n 

si n = i. 

si n ^ i 

Démonstration. — Évident. 

Proposition 7.10. — Soient r > 0 et n ^ n0(K) + 1 vérifiant pnr ^ 1. tfz (xi)i^n est 

une suite d'éléments de K^, avec Xi G Ki pour tout i ^ n, alors il existe x G B^-'7^ 

tel que 6(ip~l(x)) = Xi pour tout i ^ n. 

Démonstration. — Soit (aj)^n une suite d'éléments de N tendant vers +co quand i 

tend vers -foo et telle que paiXi G pour tout i ^ n. Soit 

^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), P 

( E ( 0 _ uiP-i)^-1 

CLi 
x<<lm 

et soit Zi élément de l'anneau des entiers de Al5'r^ tel que 6 ^wxxw = Zi 'l'existence 

d'un tel ïi est assurée par le lemme 6.6). Comme <xc cw<<ù^^ 
P 

di xw ccx 
wx 

1 
S 

di 

(d'après la prop. 7.5) tend, quel que soit s G]0, r[, vers +oo quand i tend vers +oo, 

comme la suite de terme général pH 
<W7r) 

tend vers 1 et donc est bornée, et comme la 

suite de terme général z\ est bornée, la série 

+oo 

i=n 

w<vnn vH 

< (̂TT) 

w<ùw<w<x 

P 

ai ' Zi 
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converge dans BJ£'r' vers un élément x qui répond à la question comme on le voit en 

utilisant le lemme 7.9. 

Proposition 7.11. — Soient r > 0 et n > n0(K) + 1 vérifiant pnr > 1. Alors les 

conditions suivantes sont équivalentes pour un élément de B'£'r' : 

(i) 6(ip *(#)) = 0 quel que soit i ^ n ; 

(ii) x e t 
w<<^$$ 

TD 0,r 

Démonstration. — L'implication (ii)=>(i) est évidente. Pour démontrer l'autre impli

cation commençons par remarquer que la condition n ^ n$(K) + 1 implique que les 

7rJKi (resp. les 0(irKj)3), pour 0 < j ^ eKoo - 1, forment une base de ^ ( B 1 ^ 1 ) 

(resp. Ki) sur (f~'l(B)p,r^) (resp. F^), ce qui permet de se ramener au cas K = F'. 

Dans ce cas, on peut (prop. 7.6) écrire x sous la forme /(7r), où / est une fonction 

analytique sur la couronne 0 < vp(T) ^ r^rfy- La condition 0((p~l(x)) = 0 se traduit 

par l'annulation de (et donc aussi de / ) en e^' — 1 (et donc aussi en ses conju

gués) ; autrement dit, / est divisible par (T+i)pî-i 
(T+l)Pi-1-l' 

, quel que soit i ^ n. La fonction 

g = 
((T+l)*n * - ! ) / 

log(l+T) est donc holomorphe sur la couronne 0 < vp(T) ^ pr 
w<<n,; 

et on a 

x = t 
<̂ n_1(7r) 

cw<w ce qui permet de conclure. 

Corollaire 7.12. — Soient r > 0 etn ^ n0(K)-\-l vérifiantpnr ^ 1. Alors Vapplication 

x i—• (9(v>~'L(x)))i>n induit la suite exacte 

0 - t 
(̂ n-1(7r) 

•р]0,г] 
xwww^^ ->B]£r] 

lm^ù$$<< 
n,;:^^$<<< •O. 

8. Traces de Tate normalisées 

8.1. Sur KOQ. — C'est le cas considéré par Tate [28] ; la proposition 8.1 ci-dessous 

qui sert de modèle à tous les résultats de ce § est, avec la remarque 4.7, l'ingrédient 

permettant de calculer la cohomologie galoisienne de C. Soit n G N. Si x G ifoo? alors 

il existe k G N tel que x G Kn+k et i 
[KN+K:KN] 

(pVn) ^ ), x< ne dépend pas du choix 

de k ; on a donc construit de la sorte une application ifn-linéaire RK,U : ̂ oo —> KN. 

Proposition8.1. — (i) RK,U s'étend en une application Kn-linéaire continue de KOQ 

sur Kn et on a R^n(a;) si x Ci Kn. 

(ii) a o RKITL = R / c ,n si a <G <ëf/r-

(iii) limn_+00 RKAX)WM= <<X-

ASTÉRISQUE 319 



ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE ET REPRÉSENTATIONS DE DE RHAM 169 

8.2. Sur É i o — Soit / = p~°°Z fl [0,1[; c'est un système de représentants de 

Qp/Zp. Si m G N, soit Im = {i e I \ vp(i) > —m}, ce qui fait que / est la réunion 

croissante pour m G N des Jm. Soit aussi EK,™, = ^ ( E K ) ; c'est un sous-corps de 

E et E/F NO = UMCNEK- m est la clôture radicielle de E*-. 

Lemme 8.2. — S m G N, les e%, pour i G Im, forment une base de E j m sur E£. 

Démonstration. — 7r = e — 1 étant une uniformisante de E/?, tout élément de E ^ peut 

s'écrire de manière unique sous la forme 

+00 

n=0 
an7rn w< 

vrn-l 

r=0 
(e - l)>m(6r) , 

où les an sont des éléments de kp et br = X ] £ o (P~rn(a>r+kprn)nk• On en déduit le 

fait que les (e — l)r pour 0 ^ r ^ p171 — 1 forment une base de E ^ sur <^m(E£) et la 

matrice faisant passer de (e — l)r aux er étant triangulaire avec des 1 sur la diagonale, 

il en est de même des er pour 0 ^ r < pm — 1. Il n'y a plus qu'à appliquer < -̂m pour 

en déduire le lemme. 

Proposition 8.3. — Soient K une extension finie de F et CK = ^ E ( ^ E K / E F ) + ^E(TT)-

Alors, 

(i) tout element x de Ex,m s écrit de manière unique sous la forme x = 

J2iei slai(x), où a,i(x) G EIK si i e I, et on a Vencadrement 

vE(x) - cK < inf VE (a* 0*0) < VE(X): 
ieim 

(ii) tout élément x de ÈK s'écrit de manière unique sous la forme x = J2iej ^ ^ ( x ) , 

où (ai(x))iei est une suite d'éléments^^w<<<de tendant vers 0 suivant le filtre des 

complémentaires des parties finies, et on a l'encadrement 

VE(X) - cK < inf vnfaiix)) ^ vE(x). 
iei 

Démonstration. — Une base de E]£ m sur E J est aussi une base de Ep,m sur Ej? ; de 

plus, l'extension E i ^ / E j r est radicielle alors que l'extension E ^ / E ^ est séparable; 

une base de E/rm sur ~Ep est donc aussi une base de E^>m sur E # ; on en déduit 

l'existence et l'unicité de l'écriture. 

D'autre part, l'inégalité mîieirnv^(ai(x)) < VE(X) est une évidence. Dans le cas 

K = F, l'autre inégalité est une conséquence des deux remarques suivantes : 

(a) inf^/m VE(a,i(x)) ^ 0 si VE(X) ^ 0 (les e1 forment une base de E j m sur E j ) . 

(b) ai(7rkx) = Wkai(x) si k G Z (par unicité de l'écriture). 

Dans le cas général, soient d = dx^ et 5K = ^E($EK/Ef)? et soient ( e i , . . . , e^) une 

base de E j sur E j et ( e * , . . . , ej) la base de w<<sur E/? duale de ( e i , . . . , e^) pour la 

forme bilinéaire {x,y) 1-* TrEK/EF(cn/) ; les e* forment donc une base de 3^ /Ef sur 
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Ê p et, en particulier, on a v^e*) ^ — SK- Si m G N, alors ( e i , . . . , e<*) et ( e * , . . . , e^) 

sont aussi des bases de E i ^ / E ^ ™ duale l'une de l'autre pour la forme bilinéaire 

(x,y) -> TrR^ /Ep (xt/) ; on a donc, si x G E»-.m, 

x = 
w 

xw<< 

! TrEK)m/EF)m (xek) • e£ et a*(x) = 
d 

k=l 
ai№vK.rn/VF.Tn(xek)) ' ek, si * ̂  An, 

et comme Ve(TÏEk m/EF,m (are*)) > vE(x), on déduit le (i) du cas K = F. 

Maintenant, UmGN%,m est dense dans ÈK d'après le (iv) de la proposition 4.10 

et l'inégalité v^(ai(x)) > vE(x) — dCK montre quecw<s'étend par continuité en une 

application Fp-linéaire continue dew<vdansw<E^<, ce qui permet de déduire le (ii) du 

(i) par passage à la limite. 

Remarque 8.4. — Si K est une extension non ramifiée de F, le lemme 8.2 montre que 

l'on ai (x) G E ^ si x G E ^ m ; un passage à la limite montre que ceci reste vrai si 

x G E+ . 

8.3. Sur AK» — Si m G N , on note AK)TO le sous-anneau ip 171 (AK) de A . On a 

donc AK,m/pAK,rn = E/f>m. 

Proposition 8.5. — (i) Si K est une extension finie de F, alors 

(a) tout élément x de A ^ , ™ peut s'écrire de manière unique sous la forme 

X = Ei€/m[£1a*W^ 0Û ai(X) ^A^> sue Imi 
(b) tout élément x de AK peut s'écrire de manière unique sous la forme x = 

H2iei[£*]ai(x)> °ù (ai(x))i€i est une famille d'éléments de AK tendant vers 0 (pour 

la topologie faible) quand i tend vers l'infini. 

(ii) Si K est une extension non ramifiée de F et si x G A ^ 7 alors ai(x) G A ^ quel 

que soit i e I. 

Démonstration. — Les trois énoncés se démontrent de la même manière ; commençons 

par le (i) (b). Soit M le A^-module des familles (ai(x))iei d'éléments de AK ten

dant vers 0 quand i tend vers l'infini. Pour démontrer le (i), il s'agit de prouver que 

l'application (a^)^/ • ^2iei[£Î]ai est un isomorphisme de M sur A ^ , ce qu'il suffit 

de vérifier modulo p puisque les modules considérés sont sans p-torsion et complets 

pour la topologie p-adique. Le (i) de la proposition 8.3 permet donc de conclure. 

Le (i) (a) se démontre en remplaçant / par Im dans la démonstration ci-dessus et 

en utilisant le (i) de la proposition 8.3. Le (ii) se démontre en remplaçant AK par 

A ^ et en utilisant la remarque 8.4. 

Remarque 8.6. — L'unicité de la décomposition entraîne que les ai : AK —•> sont 

A#-linéaires. 
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Soit i\) = p~V_1 °TTB/^(B) 5 c'est un inverse à gauche de (p qui commute à l'action 

dex<<(car ip le fait) et, d'autre part, dans la base 1, [e],..., [sp~l] de A sur <^(A), cet 

opérateur est donné par la formule 

^"^^(pVn) ^ r^0'r<J(x), ^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), 

Si m G N, soit RK,m •^^ù—>x<<^^$l'application définie par 

(pVn) ^ r^0 ] [e^aiix). 

ieim 

Lemme 8.7. — Sin^ m et x G A^n, a/ors R^m(a;) = ip ™"ipn rn(pn(x). 

Démonstration. — Si j G Z et z G AK, alors ^n-m([^']<£n(z)) vaut [epm nj](^m(^) 

(resp. 0) si pn~m divise (resp. ne divise pas) j. On en déduit le résultat en utilisant 

le (i) (a) de la proposition 8.5. 

Proposition 8.8. — (i) limm_>+00 Rx,m(z) = x. 

(ii) Si m G N, a/ors Rx,m = <£~m ° Rx,o ° <£m-

(iii) RK,m est une section A K,m-linéaire continue de l'inclusion de A^m dans AK> 

(iv) Si a E £fp; a/ors G O RK,™ = Rĵ >rn o a. En particulier, RK,™, commute à 

l'action de TK-

Démonstration. — Le (i) est une conséquence immédiate du (i) (b) de la proposi

tion 8.5. Le (ii) et le (iv) découlent, par continuité, du lemme 8.7 et du fait que (p et 

tp commutentx<àx<<Finalement, RR,O=X<<estwA^w<-linéaire<wd'après la remarque 8.6 

et la AK m-linéarité de RK m découle de la w<A^-linéarité de R ^ o et du (ii). 

8.4. Sur Ai?'r . — Si K est une extension finie de F, si r > 0 et si m G N, soit 
A(o,r] A j f i m n A ^ ; on a aussi A ( M = „-»(A<°*-"rI)-

Lemme 8.9. —x<<̂ ùa G E vérifie v^(a) ^ — ^ E M * fl/ors on peut écrire [a] de manière 

unique sous la forme [a] = <xxb 
7̂1 = 0 

P 
x<n;: ßn} m a(n) est le plus petit entier ^ <cc 

p 
n 

et ßn G Ë+ quel que soit n G N. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que, si x = +oo 
vw<< pk[ak] G A et si 

b G N, alors 

v[o,i] [W]b 

P 
w<<x^$$ cw inf 

k^O 
>E(7f) + VE((*k+i) + k)^ bvB(n) - 1 + v[0>1](x). 

Maintenant, on obtient les (3n du lemme par récurrence, en posant x0 = ire[a], (3n = xn 

et 

<w:;!^$$ 
7J.a(n+l)-a(n) 

P 
(Xn - [ßn]) = 

7T 
cw< 

a{n+l)—a{n Ppja(n+l)-a(n) 

<vx 
x<v:;^^ùùù 
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On déduit de la remarque préliminaire l'inégalité 

v ^ O r n + i ) > (a(n + 1 ) - a(n))w(W) - 1 + v^x<<^^(xn) 

Par ailleurs, l'hypothèse ve(cï) ^ —iv^n) se traduit par v^°^(xo) > 0 ; on en déduit, 

par une récurrence immédiate, que v^0,1^(xn) > a(n)v^(W) — n, quel que soit n G N. 

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que a(n)v^(7r) — n = a(n) p 
vw<< 

— n > 0 et 

donc que v^,((3n) ̂  0. 

Si r < TK, soit CK(V) = CK + inf(0, P-l 
r 

~ p] . Remarquons que, si E^/E^p est 

ramifiée, on a TK < ti 
x<<< = vww<et cK(r) = cK 

Proposition 8.10. — Sir < rK et si x ec<<lm^ù, alors ai(x) G A '̂rJ quel que soit i e I 

et on a 

v(0'rl(ai(x)) ^ v^(x) -cK(r)vt<<tet lim v(°'r'(oi(x)) = +oo. 
—>oo 

Démonstration. — Si x = 0, il n'y a rien à démontrer ; nous supposerons donc x ^ 0. 

• Commençons par traiter le cas où E^/Ei? est non ramifiée et x = [a], a G E# 

est un représentant de Teichmuller. Soit l G Z le plus petit entier tel que — iv^ijr) ^ 

VE(OO- D'après le lemme 8.9, on peut écrire [a] sous la forme [a] = < 
,n=0 

<w< 
,;:^ù$ 

$c< 

où les 3n sont éléments de Ë"t (car fixes par J#K par unicité de l'écriture). On a donc 

a<(W) = x<< 
^n=0 

P 
x<<n,; w<<fli(L8n]) cd ai(wwx0n]) G A+ puisque E K / E F est non ramifiée 

(cf. (ii) de la prop. 8.5). Maintenant, on a, en écrivant n sous la forme n = pk + z, 

avec 0 ^ i ^ p —ff1 (et donc a(n) = (p — l)k + z), 

v(0,r) pn 
<v,;^ù 

ùcww 
n 

r 
< (l + a(n)): 

P 

p - l 
= pk 

vn 

\r 
- 1 + i 

<w1 

\r 
n p 

p - l 

Comme r < 1, la suite de terme général pk <v - 1 + i 1 
Kr 

P 
p-l 

tend vers +oo quand 

k tend vers -hoo e t O ^ z ^ p — 1 , et atteint son minimum inf(0 x<:;^ù 
r -p, pour k = 0 

et z = p — 1 ou k = i = 0, ce qui montre que la série <c 
71 = 0 

fw< 
7T£ + a(n) OI([/3„]) converge 

dans A(0,r] et que sa somme ffli([a]) vérifie 

v^(ai{[a})) > - ^ E ( T F ) + inf(0: 
p - l 

r 
- P) > v^'rH[a]) - vE(n) + inf(0, 

p - l 

r 
x<^^;: 

On en déduit le résultat dans le cas considéré. 

• Si E ^ / E F est non ramifiée, et si x = ^2tS)P ixk] dans AK, alors la série converge 

dans A(°'rl et on a ai(x) = J2k=oPkai([xk])i ce qui permet d'utiliser ce que l'on vient 

de démontrer et la convergence uniforme pour conclure. 

cnnDanscn;lebvxcasw<<vbgénéral,x<<onx<<a x<<ai(x) x<<;: ^^x< 
/7 = 1 

ai{TK/F,{-KÇ\))f* et 

v^r\TK/F,{^-lx)) > <v̂ <(c<<nh, ce qui permet d'utiliser le corollaire 6 .10 pour 

conclure. 
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Corollaire 8.11. — Sir > 0 et sip nr < rx, alors RK,U(X) € ^Kn> ^a su^e de terme 

général RK,U(x) tend vers x dans A^'7^ et on a v^0,r^(RK,n(x)) ^ v^'r\x) —p~NCK(r) 

si x e AyK J. 

Démonstration. — Si n ^ 0, on a RK,U(X) = (f N(RK,o((pn(x))). Comme (pn(x) G 

A °̂'p<ww comme R^,o = ^o, et comme p~nr < rx, la proposition 8.10 montre que 

l'on a RK,n(x) e AK,'n' et 

^ ( M ( K K , n W ) = p - V 0 ^ n ^ ( a o ^ " ^ ^ ( p V n ) ̂ ((pn 

> p"n( t ;<0*~nrV(s)) - cK(r)) > v^r<<<^^$\x)-p-ncK(r). 

Finalement, si p ™°r < TK et n ^ no, on a 

« - Rjf,n(a) = ^ - ^ ( ^ ( x ) - RK,n.no(<<^«(x))<<ù) =<ww^^<l^$ 

iei-in-n0 

[ei]ai(V>no(x))'). 

La convergence de R/<:,n(^) vers x est donc une conséquence de ce que, d'après la 

proposition 8.10, limi_>00i;(0'p"no^(ai(^no(x))) = +oo. 

8.5. Sur S]0,R] 

Proposition 8.12. — Sir > 0 et sip 71 r <rK, alors R#r,n : A^'7^ —> A^'^ s'étend par 

Qp-linéarité et continuité en une application RK,U • B^^ —• Bj£'^, la suite de terme 

général RK,TI(X) tend vers x dans BJX' , et on a v^S,R^(RK,n(x)) ^ v^s,r\x) — CK(T) si 

s G]0,r[ et x G x<<;:^^ 

Démonstration. — Comme v^,r\pkx) = v^0,r\x) + fc 
r 

on a v(°^(RK,n(x)) ^ 

v(o,r] ^ _p ncx(r) quels que soient r, n vérifiant p nr < rK et x G B ^ ^ . En particu

lier, sip_nr < rK, alors quel que soit 5 G]0,r[, on a,v^°^(RK,n(x)) ̂  Î / ° ' sJ— p~nCK(r), 

et donc 

^[s'rkRK,n(z))=^"^^(pVn) ̂  r^0'rJ(xm^x<<<<^^$ 

^min(^(°'r](x) -p-ncK(r),v(0's] - p - n c * ( r ) ) = z;[s'r](x) - p"ncK(r). 

Comme B^'7^ est dense dans Bj£'r' pour la topologie définie par les v^8iV\ s G]0,r[, 

cela montre que RK,U s'étend par continuité en une application RK,U • B^'r' —> B^'^' 

vérifiant l'inégalité v[s'r](R*:,n(z)) ̂  v^s^(x) - cK(r) si s G]0,r[ et x G B]^'r]. 

Il reste à montrer que RK,U(X) tend vers x dans B^'r', et il s'agit de montrer que, 

quels que soient s G]0,r[ et M > 0, il existe n0 G N tel que v^s,r^(x — RK,U(X)) ^ M 

si n ^ n0. Par densité, il existe y G B^'7^ tel que l'on ait v^s^(x — y) ^ M + cx( r ) . 
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Soit A; G N tel que z = pky G A ?̂'7̂ . D'après le corollaire 8 . 1 1 , il existe no G N tel 

que v(°>r](z — RK,TI(Z)) ^ M + ^ si n ^ no, et on a alors 

v{0'r](y - < R K M ) < < =v{0'r](z< - RK,n(w<z<)) w< 
k 

r 
x<<; 
n<<:;ù 

^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), ^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x k 

s 
> v ^ ( z - R K i n w < ( z ) ) - < 

k 

s 
w<;,:^ù 

et donc v^s'r\y — RK,n(y)) ^ M si n ^ n0. Pour conclure, il suffit alors d'écrire 

x - RK,TI(X) sous la forme (x ~ V) ~ RKAx ~y<w,;^$ + (yx<- RK,n(î/)). 

9. Action de YK 

9.1. Invariants 

Proposition 9.1. — Si 7 G YK est d'ordre infini, alors n;:^$$$1 = E ^ 1 = kpw,1 et 
A 7=1 _ T 7 = l _ /97=1 

Démonstration. — Soit K = k^V1. Si E^T1 ^ K, alors E ^ r 1 contient un élément x 

vérifiant VE(X) > 0. Il contient donc aussi le sous-corps K((X)) de E ^ , ce qui implique 

que EK est une extension finie de E ^ r 1 et que, si z G E # , l'ensemble des valeurs prises 

par 7fc(z), A: G Z , est fini (de cardinal ^ [ E ^ : E^T1]). Prendre z = e conduisant à 

une contradiction, c'est donc que E ^ r 1 = n. 

Maintenant, si z G E^T1, alors (pN(RK,n(z)) G E ^ r 1 quel que soit n G N . D'après ce 

qui précède, ceci implique RK,ti(Z) € K quel que soit n G N et z = limn^+00 RK^Z) € 

et donc E j r 1 = E ^ r 1 = K. 

On en déduit les égalités A j r 1 = A ^ r 1 = Û^T1 en réduisant modulo p, puis 

modulo p2 etc., ce qui permet de conclure. 

Ì.2. Le r^-module A^î'r'. — Soit 5K = ^ E ( ^ E K / E F ) -

Lemme 9.2. — Si 7 G I V vérifie 71(7) > no ( i f ) , a/ors 

^E(7(71"K) - TTK) = pn(7)^E(7r) - ÔK-

Démonstration. — Soit n = 72(7). Comme n ^ no ( i f ) , l'extension Kn+i/Kn est 

cyclique de degré p (lemme 4.2), et on a vp(DKn+1/0 = (p - l)vp(7(o;n+1) - o;n+i) 

quelle que soit l'uniformisante u;n+i de ifn+i- On peut en particulier prendre un 

relèvement 7^,71+1 de 7TK,ti+I pour cjn+i, ce qui nous donne, utilisant la formule 
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vp(^Kn/Fn) = P n&K de la proposition 4.12, 

VE(i(KK) - TTJÏ) =pn+1vP(l(^K,n+i) - ^K,n+\) 

=pn+l 1 

p - 1 
Vp(*Kn+1/Kn) 

=pn+1 
1 

p - 1 («P(3JCB+1/FN+1) + Vp(*Fn+1/Fn) - Vp(VKn/Fj) 

=pn+1 
1 

p - 1 
(l + (p-(B+1)-p-n)*A-) wc p" 

p 

p - 1 
-5K 

ce qui permet de conclure. 

Lemme 9.3. — Si m ^ 1 , si u G Z* et si r < p m, a/ors 
w<<;:^^ 

[7f]pm est une unité de 

l'anneau des entiers de A^°'r^. 

Démonstration. — On a 

\eYrnu - 1 

[7f]*>m 
= <pm 

(l + 7 r )u - l 

7T 

7T 

[Tf] 

et comme (l+7r)tt-l 
7T 

est une unité de Zp[[7r]] puisque w G Z* le lemme 6.2 permet de 

conclure. 

Lemme 9.4. — Si 7 G I V vérifie /1(7) ^ no ( i f ) , et sir < inf(rx,P n^), alors 

^"^^(pVn) ^ r^0'rJ(x), ^"^^(pVn) ^ < 

Démonstration. — Soit Q le polynôme obtenu en appliquant 7 aux coefficients de PK • 

On peut alors écrire Q — PK SOUS la forme (7(71-) — 7r)R, où R G A £ [ X ] . Comme w< 

est un polynôme d'Eisenstein, le coefficient constant de R est une unité de l'anneau 

des entiers de A j (sa réduction modulo p est de valuation 0) et R(^(-KK)) est une 

unité de l'anneau des entiers de A^'r^ si r < rK-

D'autre part, on a Q(/J(7TK)) = 0, ce que l'on peut traduire sous la forme 

(7(7r) - 7r)R(J(7ïK)) = -(L{nK) ~ 7TK) 
^PK(i(KK)) - PK(TTK) 

L(JKK) - 7TK 

Soit /3 = PK{I(^K))-PK{TVK) 
I{^K)—^K c'est un polynôme en 7TK et ^(TTK), à coefficients dans 

A j ; on a donc WK((3) ^ — (2k - 1)8K d'après le lemme 6.4. Comme n(J) ^ N0(K) 

et SK < ^zjPno^K\ le lemme 9.2 montre que VE(J(^K) — ̂ K)) > 8K ; on en dé

duit l'égalité Wo(/3) = VE(j8) = V^(P'K(WK)) = &K- Ceci implique (lemme 6.5) que 

[P'K^K)]~1PV<^^est, pour tout r < rj^, une unité de l'anneau des entiers de A^'r^, et 

donc que 7(71-^) <—w<<TTKW<<est, à multiplication près par une unité de l'anneau des en

tiers de A^ ' r ] , égal à [P'K^K)]'1^)W<<~W<TT)n,;^^Comme 7(71-) - TT = ^([ef^^ - 1 ) , où 

u — p~N(CI^(X(L) — 1 ) € Z*, le lemme 9.3 permet de conclure. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2008 



176 PIERRE COLMEZ 

Corollaire 9.5. — Si K est une extension finie de F, si 71(7) ^ no (if), si r < 
mî(rK,p~n^) et si x e A^,r\ alors 

v<°'r]((l - 7)(a0) ^ v^r\x) + pn(7)vE(7f) - cK. 

Démonstration. — D'après la proposition 7.5, on peut écrire x sous la forme /(71^), 
avec / (T) = En€Z«nTn et v^(x) = infn€Z (m;E(^) +2pZp 

r 
On a donc 

7(x) — x = 
+00 

fc=i 

+2pZp 

kl 
(7(7TK) - TTfc)* = 

+00 

k=i 

fik)M'7TKK 

k\ 

+2pZp 

7TK 
- 1 

,k 

Par ailleurs, w<+2pZp 
k\ 

cx m6Z 
w 
b 

+2pZp vérifie y(0,r] +2pZp +2pZp 
fc! >t>(0'rI (/(**)) 

On en déduit la minoration v^°ì'r^(/y(x)—x) ^ t;(0,rJ(:r)+v'0'rJ w<;,: 
TTK -1 et le lemme 9.4 

permet de conclure (en utilisant la majoration ÔK + ^(TÏK) ^ CK = ^ + ^E(TT)). 

9.3. Le IV-module ( A ^ V = ° . Les résultats qui suivent sont des raffinements 

de résultats de [22, 7] 

Proposition 9.6. — Sije r#—{1} vérifie x(7) £ l+2pZp et sir < inf(p 1r^,P n(7)), 
a/ors 1 — 7 admet un inverse sur (A^'r^=0 et il existe c(r, if, n(7)) te/ gîte l'on ait 

v<°'rl((l - 7)_1k,;:)^^^ v(0'r](*) " c(r,if,n(7)), 

sixG(A^r])^=°. 

Démonstration. — Commençons par remarquer que, si 7 G IV, si k G N et si (1 — /yk) 
est inversible, alors (1—7) est inversible d'inverse ( 1 + 7 + - • •+7fe"1)(l-7/c)~1. D'autre 
part, n ( 7 ^ _ 1 ^ n ) ^ n(7) -h n. Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer 
l'inversibilité de (1 — 7) et l'existence de c(r, if, n(7)) pour n(7) assez grand. 

Écrivons x{l) sous la forme l+p^u, avec m = n(7). Tout élément z de A^-0 s'écrit 

de manière unique sous la forme Y%=i[e]%<<oùw<<Zi = ai/p(if~1(z))G A^. La pro

position 8.10 montre que, si z G A^,r', alors <p(zi) G A^'r' et v^°^(ip(zi)) ^ v^°^(z)-
pcK(r). Comme 7r~pm (1 —[e]^^) est une unité de l'anneau des entiers de A^'r^ d'après 

le lemme 9.3, ceci nous permet de définir une bijection /7 : (A^'r^=0 —> (A^!'r')^=0 
par la formule 

/7 
p-i 

2=1 

+2pZp ^w<< 
p-i 

¿=1 

+2pZp 
+2pZp 
+2pZs<<p 

et on a v^°^(f7(z)) ^ v^'r\z) — pcx(r) — pmi;E(7r). Un petit calcul utilisant l'identité 
7(fe]i) = fel'fe]*™™ montre que l'on a 

s - / 7 ( ( l - 7 ) . z ) = 
0-1 

2=1 

w<< 
+2pZp +2pwxZp 

[E]-PMITI _ 1 
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Par ailleurs, comme z{ G A^0'^ et pr < rK, on a v^p^((l - 7)(2*)) > v(0jPr](^) + 
pmVE(7f) — CK d'après le corollaire 9.5, et donc 

«<0'P1(V>((1 - 7) • Zi)) = pv^((l - 7) • Zi) > v^(V(Zi))+pm+1vE(W)-^dqpcK 

> v(0'r\z) +pm+1vE(W)q - 2pcK(rq). 

On en tire l'inégalité 

VM(Z - /7((1 - 7) • Z)) >(Zi))+ww<pm+1vE(W)-pcKqq<ww +ww - pm)f^(7f) - 2pcx(r). 

Tout ceci permet de montrer que si (pm+1 — pm)v^(W) — 2pcx(r) > 0 et si y G 
(A^,r')^=0, l'application x 1—•+2pZp +2pZp = a: — /7((1 — 7) • x — y) est contractante sur 
(A^'r')^=0 ; elle y possède donc un unique point fixe z qui vérifie de plus, v^0,r^(z) ^ 

i/°'r](/7(y)) ^ v(^'r\y)—pcK—prnv^,{Tf). Ce point fixe est l'unique (car /7 est bijective) 
solution de l'équation (1 — 7) • z = y appartenant à (A^'r')^=0. 

Remarque 9.7. — L'inégalité (pm+1 — pm)W) - 2 p c x ( r ) 0 est équivalente à pm > 
2CK{T) ; on a donc démontré en passant que, si 71(7) ^ TIQ(K) et si pn^ > 2c#(r), on 
peut prendre c(r,K, 72(7)) = p ^ ^ E C ^ ) + pcir(r). 

9.4. Décomposition de T(0,R] — Si m > 1, soit R^m = Ric,m - R/r.m-i-

Lemme 9.8. — RK,m(x) e ^~m(AK~°) sim^l etxe AK. 

Démonstration. — On a R^m(a;) = Z^e/^ ai(̂ )[̂ ]? ou Im = ^ >̂ VPW = ~~ ml-
On conclut en remarquant que, si i G Im et j est le reste de la division de prni par p, 
on a j G { 1 , . . . ,p - 1} et ^ ( ^ ( x ) ^ ] ) G [epV(Ajc) c AP°' 

Soit v̂ (0,r] l'image de A^'7^ par 1 — R/c>n. 

Proposition 9.9. — Sir > 0, sip 71 r < inf (r^p1 nW), etsije IV vérifient) ^ n, 
alors 7 — 1 est inversible sur X^'^ , et il existe c'(r, K, /1(7)) £eZ g^e 

t;<°'rl((7- l ) "1^) ) > v{0'r]M - p -V( r , / f , n (7 ) ) , 

si x G Xftn- De plus, si /1(7) > no(if) e£ pn(7) > 2c^(r), on pe^£ prendre 

c,(r,X,n(7)) =pnW-1vB(7r) + 2cK(r). 

Démonstration. — Commençons par constater que 7 — 1 est injectif sur X^'^ d'après 

la proposition 9.1. Si x G X^'^, on a RK,H(X) = 0; on peut écrire x sous la forme 

x = .+00 w<<:ù R^.(z) , et on a î /° ' rJ(R^(x)) ^ ^ ^ ( x j - p 1 " ^ ^ ) d'après le corol

laire 8.11. 
D'autre part, ^ ( R j ^ x ) ) G (A<°'p v])V>=o d'après le lemme 9.8, et la proposi

tion 9.6 montre qu'il existe x<<G ( A ^ - ^ ) ^ 0 tel que l'on ait 

^(Rtf.iO*)) = (7 - 1)* et t ^ " ' ' ^ ) ^ p V ° ^ ( R ^ ( x ) ) - c(p-V,ir,n(7)). 
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On a alors v < 0 ' r ' ^ ^ v ^ Ç R ^ ^ x ) ) -p_ic(p-V,if,n(7))c<^$Comme, d'après la 

rem. 9.7, p~*c(p~V, if, n(7)) est majoré indépendamment de i (cf. rem. 9.7), et comme 

la suite de terme généralw<^$$2(x) tend vers 0 dans A^?'^, il en est de même de la suite 

de terme général <#~%{zi).L'élément z = ^ ï=n+i iP~l{zi) de A^'r^ vérifie (7 — 1)2 = x 

par construction et on a 

v^r\z) > inf 
vxw^$ 

(Zi))+pm+1vE(W) 
(Zi))+pm+1vE(W)-

xww:; 
^mù^:x x sup 

x<ww 
(p1_i<tt(r) + p - i c ( p - V ) X , n ( 7 ) ) ) . 

Ceci permet de conclure avec 

c'(r,K,n($j)) = supp^$sup 
(Zi))+pw<m+1 

p^ip$cKip-W$) + c(p-V,if,n$(7))). 

Le maximum est atteint pour n = 72(7) et i = n -h 1 (du moins si 71(7) ^ no (if ) et 

^^(7) > 2cx(r ) ; d'où la formule pour c'(r, if, n(7)) dans ce cas particulier). 

9.5. Décomposition de G]0,r] 
wx<^^ 

w<< Soit ^]0,r] 
c<ww 

l'image de G]0,r] 
vwwp^ù 

par 1 - RK,TI. On 

déduit de la proposition 9.9, par les mêmes arguments permettant de déduire la pro

position 8 .11 de la proposition 8.12, le résultat suivant : 

Proposition9.10. — Sir > 0, sip nr < rK, et si7 G TK vérifie n(7) ^ n, alors 7 — 1 

est inversible sw X lO.rl 
K,n et on a ^ ( ( 7 - l)"1 • x) ^ v^(x$$) - p-nd (r ,K,n( i ) )s<< si 

xex ]0,r] 
K,n 

et s G]0,r[. 

10. Cohomologie galoisienne des anneaux de Fontaine 

10.1. Descente presque étale 

Lemme 10.1. — Soit r > 0 et soient L C M deux extensions finies de F. Alors, quel 

que soit ô > 0, il existe a G A^'r^ vérifiant v^0,r\a) ^ —ô et X ^ g ^ l / ^ m a(a) = 1-

Démonstration. — Notons TM/L l'opérateur X ^ g j ^ l / ^ m 0"•> cet opérateur coïncide 

avec TV- ~ sur Em- L'extension Em/E^ étant séparable, il existe /3 G Em véri-

fiant TM/L((3) = 1 . On a aussi TM/L(</?~n(/3)) = 1 quel que soit n G N et, comme 

vn((p~n(f3)) = p~nvn(/3), on peut supposer vE(/3) > sup(-£, -S). 

On a alors TM/L([/?]) = 1 + Ek=iPklxk], avec vE{xk) ^VE(J3)<<ss>^^$<<< 

et donc TM/L ([/?]) est une unité de l'anneau des entiers de A^'^. L'élément 

a = (TM/L([/3]))-1[/?] vérifie, par construction, TM/L(a) = 1, et on a v^°^(a) = 

t/0'rl([/?]) = VE(/3) ^ —5, ce qui permet de conclure. 

Proposition 10.2. — 5z i f est une extension finie de F, alors H1(J#K, BJ°'rh = 0 
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Démonstration. — Soit a i -> ca un 1-cocycle continu sur JÏ?K, à valeurs dans B^0'7"]. 

Soit ( s n ) n e N une suite d'éléments de ]0, r] tendant vers 0 quand n tend vers + 0 0 . Nous 

allons construire par récurrence sur n ^ — 1 une suite d'éléments de B^°'r̂  vérifiant 

les conditions suivantes : 

(i) v^Sj,r\ca — (1 — a) • cn) ^ n quels que soient a Gvwwset j ^ n ; 

(ii) v[s^r]{cn - cn_i) ^ n - 2 s i j ^ n - l ; 

ceci permettra de conclure car, la condition (ii) ci-dessus assure que la suite de terme 

général cn converge dans &0,r^ vers une limite c G B^0'^, et la condition (i) nous 

donne v^Sj^(ca — (1 — a) • c) = + 0 0 quels que soient a G J^K et j G N. On a donc 

ca = (1 — a) • c, ce qui montre que le cocycle a 1—> ca est un cobord, ce que l'on 

cherchait à obtenir. 

Revenons à la construction des cn ; il n'y a rien à faire si n = —1. Supposons 

donc cn construit ; le cocycle a 1—> cn?a = ca — (1 — a) • cn vérifie donc la condition 

vfSj''r' ( c ^ ) ^ n quels que soientjiiâ qDSsDSGEet EE^ n. Soit L une extension finie de K telle 

que v^s^r\cn^) ^ n + 2 s i j ^ n + letcr^^SS^^^^(l'existence d'une telle extension est 

assurée par la continuité du cocycle a H-> cn,a). Soit a G A^0'^ vérifiant v^°'r^(a) ^ —1 

et TL/x(a) = 1 (l'existence d'un tel a est assurée par le lemme 10.1). Si S C J#K est 

un système de représentants de J4fk/<%L, soit es = Y2res T(a)cn,T- Soit S' un autre 

système de représentants de J4?K/J%L- Si 0*1,vw<tu sont les éléments de 5, on peut, 

quitte à renuméroter les éléments a[,^^., cr'd de S", trouver nxw^ù, G J^L tels que 

l'on ait a[ = GiTi si 1 ^ i ^ c/ ; on a alors 

w<<< 

d 

i=l 

(TiTi(a)cni(JiTi = 
< 

¿=1 

0~i{OL)cni(jiTi — 

< 
< 

<xx 
aAaMaAcn^.) + caii^^) = cs + 

d 

i=l 

(7i(acn>ri). 

On en déduit, en utilisant le fait que o m G ^ $ ù e t la définition de L, l'inégalité 

vfo>rl(c5 — C s " ) ^ n + 1 Si j ^ n + 1. 

Maintenant, un petit calcul montre que cn>(7 — (1 — cr)cs = cas — C 5 , et comme cr5 

est un système de représentants de<<J^K/J^L,<¨¨on voit que cn+i = cn + es répond à la 

question, quel que soit le choix de S. 

Corollaire 10.3. — Si r > 0, l'application d'inflation induit un isomorphisme de 
H\TK,B]£r]q)çççW<<sur ff^sqBlM). 

Démonstration. — Le terme suivant dans la suite exacte d'inflation-restriction est nul 

d'après la proposition 10.2. 
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10.2. Décomplétion 

Proposition 10.4. — Si n ^ n0(K) et p nr < TK, alors l'inclusion de B]0,r] dans 
G]0,r induit un isomorphisme de H1 <w R]0,r] sur ^(TK, 

G]0,r] 
K 

Démonstration. — On a p0O,r] <w< B]0,r] w<<<lk 
jkjkxcv et il s'agit de prouver que 

H^TK cvw = 0. Soit donc a i—> c«j un 1-cocycle continu sur I V à valeurs 

dans wwxn,;op et soit 7 G I V vérifiant 72(7) < n (l'existence d'un tel 7 est assuré par 

l'hypothèse n ^ n0(K) car I V contient l+pnZp d'après le lemme 4.2). Alors, d'après 

la proposition 9.9, il existe c G -XJ£'̂  tel que l'on ait c7 = (7 — 1) • c. Le cocycle 

CF 1-» = ca — (a — 1) • c est alors trivial sur le sous-groupe T de I V engendré 

topologiquement par T ; il provient donc par inflation d'un cocycle sur I V / r à valeurs 

dans (X^Kn)r, et ce dernier module est nul puisque 7 — 1 est inversible sur X^n\ 

Ceci permet de conclure. 

10.3. Cocycles se trivialisant dans BjR. — Les techniques de descente presque 

étale et de décomplétion ont été introduites par Tate [28] pour calculer la cohomologie 

galoisienne de C ; elles lui ont permis de démontrer : 

(i) ^(JPK, C) = 0 (et donc H\jeK, C(k)) = 0 quel que soit k G Z) ; 

(ii) l'application RK,U • Koo —* Kn induit un isomorphisme de if1 ( IV, KOQ(k)) sur 

if1 ( IV, Kn(k)) quels que soient n G N et k G Z ; 

(iii) i f ^ I V , Kn(k)) = 0 si k G Z — {0} et l'applicationw<< qui, à cwcG^^associe le 

cocycle a 1—> c logx (^ ) , induit un isomorphisme de K sur ^ ( r ^ , ^ ) . 

Par dévissage, on en déduit : 

(iv) £ R 1 ( J ^ , B + ) = 0 ; 

(v) 9 : (BdR)J*k -»• w<<<n; induit un isomorphisme de HX{TK, (BjR)^K) sur 
(Zi))+pm+1v(W) 

(vi) Rif,„ o 0 : (B+R) -^ -y Kn induit un isomorphisme de Hl(YK, (BjR)^K) sur 

tf1 ( ! * , # „ ) • 

Proposition 10.5. — Si r > 0 et si n ^ no(if) + 1 vérifie pnr > 1, l'application 

x h-> (</>_î(x))i^n de Bl0'r' dans R I O N ^ d n induit la suite exacte 

xwww^$ 
lmù:w<< 

ccwt 
' V?n-1(7T) b£-1) HHRIF .B1^1) 

(Zi))+pm+1vE(W)-pw<$ùù 
cc<<(Zi))+pm+1vE(W)-pcK 

0. 

Démonstration. — Si on utilise ce qui précède pour réécrire Y[i^n H1 {TK, (BjR)'*fif) 

sous la forme Yli^n i ï ^ I V . - K i ) , l'exactitude de la suite de la proposition s'obtient à 

partir de la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte 
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0 t 
w<<< 

R]0,r B]0,r] 
K 

xbbn,^$$ 
$$x<<io >0 

du corollaire 7.12. 

10.4. Cohomologie de £Bj£'r'. — Le calcul de la cohomologie de £Bj£,r' (ou plutôt 

de son image dans ^(YK, B^'7^)) est essentiellement dû à Berger [3, n°IV.2]. Nous 

le reproduisons ci-dessous pour la commodité du lecteur. 

Soitxww^^ le module des différentielles continues de Bj£'r' sur F' ; c'est un B^'7^-

module de rang 1 engendré par ditK, muni naturellement d'une action semi-linéaire 

de I V , 7 G YK agissant sur a • db par 7(0 • db) = 7(0) • ¿¿(7(6)). On dispose d'une 

application résidu Res : £îj£'r' —» F' envoyant (Y^kez ak'^K)(^7rK s u r c e t t e ap

plication ne dépend pas du choix de 7TK, ce qui permet de montrer qu'elle commute 

à l'action de YK ; elle ne dépend pas non plus du choix de K grâce au facteur de 

normalisation 1 
EKQO 

Notons d la dérivation (1 + 7r)̂ ^decvww=xw^F[M]-,nmùCette dérivation s'étend (de 

manière unique) en une dérivation continue de A^?'r' et B^'r' quels que soit r >w< 0. 

Par ailleurs, si K est une extension finie de F et r < rK, on a A^'r ' = A^?'r'[T^K] ET 

Bj£'r' = Bjj?'r'[7Ttf] si r < rK, et comme PfK[^K) est inversible dans A^'7^ si r < rK 

(cf. lemme 6.5), la dérivation d s'étend de manière unique en une dérivation de A^!'r' 

e tB£p] . 

Comme YK agit continûment sur WK, il existe un sous-groupe ouvert Y'K de YK tel 

que l'on ait VK{i(WK) — ^K) > VE(WK) si 7 G Y'K. On a alors V^°^(j(7TK) — KK) > 

V^^UTTK) quel que soit r €]0, 7\k-[> ce qui permet de montrer que, si 7 G Y'K, si 

x G O]0,r] 3t si r G]0,TK[, alors x<<:!^$ 
n 

tend vers 0 quand n tend vers +00. Ceci 

permet de définir l'opérateur log7 = +00 
$k 

(_l)n-l 
n 

(7 - 1)" sur RJ0,rJ la formule 

log 7 • x = limn_>+00p 71 yn -1) x montre que cet opérateur est une dérivation et 

un petit calcul montre que l'on a log7 = logx(7) tô. 

Si 7 G Y K vérifie 71(7) 7̂  -hoo, on définit l'opérateur u7 par la formule 

• 7 = 
1 

logx(7) 

log 7 

7 - 1 
kdd 

1 

logx(7) 
- + 

1 

logx(7) 

+00 

n=l 

( - 1 ) " 

n + 1 
( 7 - 1 ) " . 

On a (7 — 1) • D7 = td, ce qui va nous permettre d'inverser 7 — 1 sur les éléments 

divisibles par t. 

Proposition 10.6. — Si rK > r > s > 0, et si a 1—> ca est un 1-cocycle continu sur YK 

à valeurs dans tE^r\ alors il existe a G F unique et ne dépendant pas de s, tel que 

(7Hcff soit cohomologue dans Bj£'5' au cocycle a t—> (a — 1) • (alog7r). 
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Démonstration. — Si les cocycles G i-> (G — 1) • (alog7r) et G i-» (a — 1) • (Mog7r) sont 

cohomologues dans B^s\ c'est que (a-b) logn G BJ£'S' et donc que N((a — b) logn) = 
p(a—b) 

p-1 = 0. On en déduit l'unicité d'un a vérifiant les conclusions de la proposition. 

De plus, comme N(ca) = 0, on a 0 = N((G — 1) • (alog7r)) = w xv 
p-i 

(cr(a) — a) ; on en 
déduit l'appartenance de a à F (sous réserve de son existence). 

Il reste à prouver l'existence d'un a. En fait, nous allons prouver que, si 7 G I V — { 1 } 

est suffisamment proche de 1, alors a — 1 
logx(7) Res(u;7) convient, où u~ = t 1c~ dir 

1 + 7T 
G 

w<v;;pp!^$$wx 
x(alog7r))(alog7 Œ,kez CLk-n^d-KK, on a Res(u;7) = a_i 

wxxw 
et on peut aussi écrire w1 sous 

la forme 

o;7 = cb + alogx(7) 
dn 

7T 
avec z — a_i log 

7TEKO° K 

7T 
+ 

kez-{-i} 

aie 
k + 1 

7T 
K 
fe+1 

Comme n w< eKoo 
1K est une unité de l'anneau des entiers de Ar^ (cela découle 

du lemme 6.5), on a log 
TT"*00 1K 

7T 
G B]0,r] 

K d'après le lemme 5.14; par contre, 

Z)fcez-{-i} 1s 
k+1 

7 1 
.fe+1 
К n'appartient pas forcément à BJftr,rJ à cause des k + 1 en 

dénominateur, mais il appartient à BJX,Ŝ  quel que soit s G]0,r[; on en déduit 

l'appartenance de z à <bb;;^ù 

Par ailleurs, (7 — 1) • l og7r appartient à p»]0,s] quel que soit s G]0,r[ (et même 

quel que soit s > 0 car w<< 
<7T est une unité de ZpfMl) ; on en déduit, en revenant à 

la formule définissantxggEL, l'appartenance de (Oy — _i 
logx(7) ' 

log7T à BL'sJ et donc 

aussi celle de y = D7(2 + log x(7)0 log 7r) — alog7r à 13 A: Maintenant, la formule 

(7 — l)-Oy = td nous donne (7—l)-(?/+alog7r) = c7 ; on en déduit le fait que le cocycle 

G t-> c .̂ = ca — (G — 1) • (y + alog7r) est trivial sur le sous-groupe Tw<<pde engendré 

topologiquement par 7 ; il provient donc par inflation d'un cocycle sur TK/r à valeurs 

dans (B]£s] 0F'log7r)r = (F')r (cf. prop. 5.16). Comme HX(TK/T,{F')V) = 0 

(conséquence facile du théorème de Hilbert 90), on peut, quitte à modifier c'a par un 

cobord à valeurs dans (Ff)r C B '̂ŝ , se débrouiller pour que c'a = 0 quel que soit 

G G TK- Ceci permet de conclure. 

10.5. Un résultat du type « Hlg = H^t » pour B<°^ 

Proposition 10.7. — Soient r G]l,p[ et s G]l,r[. Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes pour un cocycle continu a 1—• ca sur<<^mùà valeurs dans B̂ °'r̂  ; 

(i) il existe a G F et b G B 0̂'̂  tels que Von ait ca = (G — 1) • (au + b), pour tout 

cnn,;:^ùùù 

(ii) quel que soit i G N , il existe Ci G B j R tel que Von ait ip l(ca) — (G — 1) • Çi, 

pour tout a Gx<<̂ $!• 
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Démonstration. — L'implication (i)=^(ii) est évidente (on prend Ci = (p~'i(au + b)). 

La démonstration de la réciproque va utiliser la plupart des résultats qui précèdent. 

Soit n > 1 tel que p~nr < r^. Quitte à remplacer le cocycle a \—> ca par un cocycle 

cohomologue, on peut supposer que notre cocycle provient par inflation d'un cocycle 

sur YK à valeurs dans B^'7^, d'après le corollaire 10.3 et la proposition 10.4. Le 

cocycle G i—> c .̂ = <pn(ca) est alors à valeurs dans B^'p r̂  et, par hypothèse, le 

cocycle G h-> (p~'l(c'(T) se trivialise dans (B^"R)^ quel que soit i > n. On peut donc, 

quitte à remplacer G \-+ c'a par un cocycle cohomologue, supposer qu'il est à valeurs 

dans t 
^N-1(7R; 

(aw<osg7r)) d'après la proposition 10.5. 

Maintenant, comme r < p, on a p nr < p1 71 et (fn 1(ir) est une unité de dd 
K 

(0,p~nr] 

(cela suit du corollaire 6.3). On a donc t 
w<<^$$ 

B]o x<ww 
cv wxn,l ,p~nr 

et, quitte a 

remplacer G I—> c'a par un cocycle cohomologue dans T>)0,p-ns] 
K on peut supposer 

que notre cocycle est de la forme G I—> (G — 1) • (alog7r), avec a G F, d'après la 

proposition 10.6. Appliquant ip~n au cocycle G I—• c'a, on voit que, quitte à remplacer 

notre cocycle initial par un cocycle cohomologue dans (p~n(W°>p n^) = B^0'^, on 

peut supposer que l'on a ca = (G — 1) • (alog7rn), ce qui permet de conclure puisque 

log7Tn = tp n(log?r) G 
1 

(p - l)pn_1 
w<<p^$ù 

d'après le corollaire 6.3 (on a pn > s par hypothèse). 

Proposition 10.8. — Soient r G]l,p[ et s G]l,r[. Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes pour un cocycle continu G I—> ca sur WK à valeurs dans B^°'r^ [u] : 

(i) il existe b G B^°'^[^] tel que l'on ait ca = (G — 1) • b, pour tout G G WK ; 

(ii) quel que soient k G N et i G N, il existe Ck,i G BjR tel que, pour tout G G WK, 

Von ait N^ip-^ca)) = (G - 1) • (cM). 

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur le plus petit entier k 

tel que 7Vfc+1ca = 0 pour tout G G WK (l'existence d'un tel k résultant de la compacité 

de WK)- Le cas k = 0 a été traité dans la proposition 10.7. Dans le cas général, si 

ca = CfcjawfcH hco,(7, on peut appliquer la proposition 10.7 au cocycle G \-> Nk(ca) = 

(—l)kk\ck,cr. Il existe donc, si r' G]s,r[, des éléments a^o G F et bk,o € B^0'7^ tels 

que l'on ait (—l)kk\ck a = (cr — 1) • (a& $u + bkQ) quel que soit G G WK, et on peut 

appliquer l'hypothèse de récurrence au cocycle G H* ca — (G — 1) ( « M 
UFE+1 

fc+1 
(alc<og7r) 
vbnm^ùù) 

ceci permet de conclure. 

10.6. Un résultat du type « H g = H^t » pour Uh,a et a. — Ce n° termine 

la démonstration de la proposition 0.4. 

Lemme 10.9. — Sih^l et a > 1, alors tph — pa : F —> F est bijectif. 
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Démonstration. — Il suffit de prouver que iph — pa : 6p —> ÛF est bijectif, et comme 

ûp est séparé et complet pour la topologie p-adique, il suffit de prouver le résultat 

modulo p, ce qui est évident car iph — pa coïncide avec x H-> xph et kp est parfait. 

Lemme 10.10. — Soit r > 0. 

(i) Six e BJ°'rJ vérifie <ph(x) = pax, alors x G Vh}a. 

(ii) Si x e Tv0>rì[u] vérifie (ph(x) = pax, alors x G^ $̂<a. 

Démonstration. — Écrivons x sous la forme a-W?, avec a G B 
rig 

et 6 = +00 
x<< Pk[xk] e 

B<°'rl. On a (ph(p) - pap = paa - iph(a) G B̂ [g n B^0^ = B+, et une récurrence 

immédiate montre que ceci implique v^(xk) ^ 0 quel que soit k > ko, et donc (3 G B+ 

et x G B j , ce qui démontre le (i). 

Pour démontrer le (ii), il suffit de constater que, si x = XQ + X\U-\ \-XkUk vérifie 

(ph(x) = pax, avec Xi G B 0̂'̂  si 0 < i ^ /c, alors iph(xi) = pa~%hXi, ce qui permet de 

se ramener au (i) pour conclure. 

Proposition 10.11. — Soient a et h des entiers ^ 1. 

(i) Soit G \-+ ca un 1-cocycle continu à valeurs dans U^a tel que, quel que soit 

n e N, il existe cn G B~["R tel que tp~ri(c(T) = (G — 1) • cn, pour tout G G &K- Alors, 

si a h (resp. si a = h) il existe c G \Jh,a (resp. c G F^Ku -f \Jh,a) tel que Von ait 

ca = (G — 1) • c, pour tout x<<G G<< 

(ii) Soit G i—> C(j un 1-cocycle continu à valeurs dansx<ai^ùtel que, quel que soient 

k G N et nxwG il existe Ck,n £ BjR tel que Nh((p~n(ca)) = (G — 1) • Cfc>n, pour tout 

G G ^K- Alors il existe c Gw<̂ ùùa tel que l'on ait ca = (G — 1) • c pour tout G G ̂ K-

Démonstration. — Pour démontrer le (i), choisissons r G]l,p[ et considérons notre 

cocycle comme étant à valeurs dans B^°'rK La proposition 10.7 nous fournit alors 

c0 G Fu + BÏ0'1} tel que l'on ait ca = (G — 1)-C0, pour tout G G ^K- Par ailleurs, comme 

ca est tué par ^ - p a , ona <ph(co) -pac0 e Kn B'0'1' = F. D'après le lemme 10.9, 

on peut trouver C\ G F tel que iph(ci) —paC\ = <ph(co) —paCo et c = c0 — ci répond à 

la question comme le montre le (i) du lemme 10.10. 

Le (ii) se démontre de la même manière en considérant le cocycle comme étant à 

valeurs dans B °̂'r̂ [̂ ] et en utilisant la proposition 10.8 au lieu de la proposition 10.7 

et le (ii) du lemme 10.10 au lieu du (i) dudit lemme. 
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