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Séminaire BOURBAKI 

59e année, 2006-2007, n° 976, p. 295 à 344 

Mars 2007 

VARIÉTÉS CARQUOIS DE N A K A J I M A 
[d'après Nakajima, Lusztig, Varagnolo, Vasserot, Crawley-Boevey, ...] 

par Olivier SCHIFFMANN 

1. INTRODUCTION 

Les variétés de Nakajima trouvent leurs origines au début des années 90 dans la 

construction d'espaces de modules de connexions anti-autoduales - les espaces de 

modules d'instantons - sur certaines classes de variétés réelles hyperkâhlériennes de 

dimension quatre - les espaces ALE - cf. [1], [40], [41]. Pour un bon choix de structure 

complexe dans la famille hyperkàhlérienne, ces espaces s'identifient à des espaces de 

modules de fibres holomorphes sur les résolutions minimales C2 / / T des singularités de 

Klein (ou plutôt sur leur compactification naturelle). Via la correspondance de McKay 

[19], elle-même basée sur une observation remarquable de McKay, ces derniers espaces 

de modules admettent une description explicite comme quotient hyperkâhlérien d'un 

certain espace de représentations d'un carquois de type affine {A^\ ou EQ1^^). 

Ce modèle explicite a permis à Nakajima de construire, sur l'homologie de ces 

« variétés de carquois », une action de l'algèbre de Kac-Moody affine g - de même 

type An \ Dn^ ou EQXJ 8 - par convolution par certaines correspondances bien choisies. 

On obtient ainsi une représentation intégrable de plus haut poids de g. Ce pont 

entre la géométrie des espaces de modules d'instantons d'un côté et la théorie des 

représentations des algèbres de Kac-Moody affines de l'autre est très utile pour les 

deux parties prenantes : il permet de relier les nombres de Betti à certains caractères 

de représentations de g, de construire des symétries relevant, au niveau des espaces de 

modules, l'action du groupe de Weyl, etc. ; il permet aussi de réaliser géométriquement 

certains invariants fins des représentations de g, comme le cristal de Kashiwara (cf. 

Section 6.). 

La définition de ces « variétés de carquois de Nakajima » se généralise sans 

difficulté à n'importe quel carquois Q. On obtient ainsi une famille de triplets 

(9Jl(v, w), 9Dîo(v, w), 7r) OÙ 3Jl(v,w) est une variété algébrique symplectique 
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296 O. SCHIFFMANN 

lisse, 9Jt0(v,w) est une variété algébrique affine (en général singulière) et où 

7r : 9Jt(v,w) —> 9Jïo(v,w) est un morphisme propre (cf. [60]). Ici v,w sont deux 

vecteurs de dimensions (arbitraires) pour Q. Les constructions géométriques de 

représentations mentionnées plus haut s'étendent aussi à ce cadre général [62] et on 

obtient ainsi des représentations d'algèbres de Kac-Moody (symétriques) arbitraires. 

Même si, comme expliqué plus haut, la motivation initiale est d'ordre purement 

géométrique (voire même de géométrie différentielle), ce travail trouve naturellement 

sa place dans la continuité de ceux de Ringel [71] et Lusztig [45] sur les groupes 

quantiques et les carquois. 

Il apparaît très clairement que le triplet (97t(w), 9Jt0(w), TT) (OÙ on a posé 9Jt(w) = 
|JV 9#(v, w) et 97l0(w) = |JV 2Jl0(v,w)) est un analogue de la désingularisation de 

Springer T*B —> J\f du cône nilpotent d'une algèbre de Lie simple C par le fibre 

cotangent de sa variété drapeaux B. La construction de Nakajima de représentations 

intégrables d'algèbres de Kac-Moody s'apparente ainsi à la construction de Springer 

de représentations de groupes de Weyl dans l'homologie des fibres de Springer. Par 

un théorème fameux dû à Kazhdan-Lusztig [38] et, indépendamment, à Ginzburg 

[16], on réalise la correspondance de Deligne-Langlands en construisant toutes les 

représentations irréductibles de dimension finie d'une algèbre de Hecke affine dans la 

if-théorie des fibres de Springer ; Nakajima a obtenu dans [64] un résultat similaire : 

les représentations irréductibles des algèbres affines quantiques se réalisent dans la if-

théorie des fibres de l'application n : 9Jl(w) —> 9Jto(w). On en déduit une formule de 

caractère pour ces représentations irréductibles faisant intervenir une nouvelle classe 

de polynômes, quelque peu semblables aux polynômes de Kazhdan-Lusztig. 

Il existe néanmoins quelques différences notables avec la désingularisation de Sprin­

ger. Par exemple, les variétés 97l(w) ont plusieurs composantes connexes (celles-ci sont 

reliées entre elles par la structure de cristal de Kashiwara). De plus, les variétés car­

quois sont définies pour toutes les algèbres de Kac-Moody alors que les constructions 

de variété drapeaux et de résolutions de Springer pour les groupes de Kac-Moody 

sont beaucoup plus délicates. Notons enfin qu'il existe un autre modèle géométrique 

pour les représentations d'une algèbre de Lie simple g, basé, lui, sur la grassmanienne 

affine Qr de g (cf. e.g. [54]). Le problème, qui nous paraît important, de comprendre 

le lien unissant ce modèle avec celui des variétés de Nakajima est encore largement 

ouvert (cf. [55] en type A). 

Le plan de cet exposé est le suivant. Les sections 2 et 3 sont consacrées au schéma 

de Hilbert de points sur C2 et aux espaces de modules de fibres équivariants sur P2, qui 

sont des exemples concrets de variétés de Nakajima (associées au carquois de type A^ 

et aux carquois affines respectivement) et dans lesquels la plupart des phénomènes 

sont déjà présents. Les variétés de Nakajima (pour un carquois général) sont définies 

dans la section 4. Les constructions de Nakajima de représentations en homologie et en 
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if-théorie sont le sujet des sections 5 et 7 respectivement. La section 6 est dédiée aux 

propriétés de fibrations des variétés carquois et à la structure de cristal de Kashiwara 

dont on peut munir l'ensemble de ses composantes irréductibles. La dernière section 

se veut un pointeur vers quelques-uns des développements plus récents ; le lecteur 

intéressé trouvera plus de détails dans les nombreux autres survols du sujet [65], 
[59], ... 

Remerciements.— L'auteur remercie chaleureusement P. Baumann, D. Hernandez, 

H. Nakajima et E. Vasserot pour leur aide dans la préparation de cet exposé. 

2. SCHÉMA DE HILBERT DE POINTS DE C2 

2.1. Définition 

Soit n > 1 un entier et soit ( C 2 ) ^ le schéma de Hilbert paramétrant les sous-

schémas de dimension zéro et de longueur n de C2. A un tel sous-schéma Z C C2, or 

peut associer son anneau de fonctions régulières Az et son idéal de définition Iz 

0 Iz ^ C[x, y] ^ Az ^ 0 

et, ensemblistement, on a 

( C 2 ) N = {/idéal de C[x, y] | dim C[x, y]/I = n } . 

On sait depuis Grothendieck que ( C 2 ) ^ peut être muni d'une structure de variété 
algébrique. De plus, ( C 2 ) ^ est lisse (car C2 est une surface, [13]), irréductible, de 
dimension 2n, et l'application de Hilbert-Chow 

7T : (C2)[n] -+ SnC2 

qui associe à un sous-schéma Z son support (compté avec multiplicité) est une réso­

lution de singularités. En d'autres termes, n est un morphisme propre qui se restreint 

en un isomorphisme 

w:ir-\S?ln)C*)^S?ln)C2 

OÙ 

on (r*2 
(ln ) (Zl,...,zn)eSnC2 Zi ^ Zj pour i ^ j 

est le lieu lisse de 5nC2. La fibre exceptionnelle la plus intéressante est ( C 2 ) ^ :— 

7r_1((0, 0 , . . . , 0)), appelée schéma de Hilbert ponctuel. 
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2.2. Description de (C2)[n] à l'aide de carquois 

Nous allons donner une interprétation algébrique du triplet ( ( C 2 ) ^ , 5nC2,7r) en 

termes d'espaces de modules de représentation d'un carquois très simple. A un idéal 

/ de C[x,y] de codimension n, associons le quadruplet (V, B\,B2,v) avec 

V = C[x,y]/I, 

v = leV, 

Bi G End(Vr), w i • xu, 

B2 e End(V),u i ^ yu. 

On voit aisément que 

i) [BuB2]=0, 

ii) le vecteur v engendre tout V sous l'action de B\ et B2. 

Inversement, tout quadruplet (V, Bi,B2,v) avec dim V = n satisfaisant à i) et ii) 

provient d'un unique idéal I C Clx.y] défini par 

I = {f(x,y) e C[x,y] | f(B1,B2)-v = 0 } . 

Enfin, deux quadruplets (V, Bi, B2,v) et (V, B[, B'2,v') déterminent le même idéal 
I si et seulement si il existe g : V ^> V pour lequel gv = v', gB\g~l = B[ et 
gB2g~x — B'2. En d'autres termes, et toujours ensemblistement, ( C 2 ) ^ s'identifie au 
quotient 

(2.1) (B1,B2,v) e (End Cn)2 x Cn 
f-Bi, Bol = 0 

v engendre Cn sous Bi, B2 
> /GLn(C). 

Exemple 2.1. Voyons comment la structure de ( C 2 ) ^ se reflète dans le modèle (2.1). 

Étant donné que B\ et B2 commutent, il sont simultanément trigonalisables. Soit 

E = ( e i , . . . , en) une base de trigonalisation ; notons A i , . . . , Àn, resp. / i i , . . . , fin, les 

coefficients diagonaux de Bi et B2 dans E. Si (Ai,/Xi) ^ (Aj,/ij) pour z 7̂  j , on voit 

facilement que B\ et JE?2 sont simultanément diagonalisables. Ceci correspond aux 

Doints de l'ouvert 

{Z = {Zl, • • • , zn} | m £ Zj pour iéJ}C (C2)l"l. 

En général, le morphisme de Hilbert-Chow associe à la GLn(C)-orbite du triplet 

(Z?i, B2, v) le point 

ir(GLn(C)-(Bl,B2,v)) ( (A1) /x i ) , . . . , (An, /x„))€5"C2. 
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Pour voir un exemple de phénomène qui apparaît lorsque B\ ou B2 ne sont pas 

diagonalisables, prenons n — 2, et 

B1 
A 

0 

a 
v B2 

u 
0 

B 

u 
(a,/?) ^ ( 0 , 0 ) . 

Comme v engendre C2 sous l'action de B\ et B2l on peut, à conjugaison près, supposer 

que v — e2. Dans ce cas, l'idéal correspondant 1^^ de C[x,y] est engendré par les 

éléments 

a(y - 11) - (3{x - A), (x - A)2, (y - fi)2. 

Notons que 1^ ne dépend que de (A,//) et du point (a : (3) G P1. On voit ainsi que, 

pour n = 2, le schéma de Hilbert (C2)^ est isomorphe à l'éclaté de S2C2 le long de 

la diagonale. • 

La théorie des représentations des carquois fournit le bon cadre à l'étude de varié­

tés telles que celle définie par (2.1). Rappelons brièvement qu'un carquois n'est rien 

d'autre qu'un graphe orienté fini Q = (/, où I désigne l'ensemble des sommets, 

celui des arêtes orientées et où est muni d'applications s : £1 —> I (source) et 
(but, « target ») . Une représentation V_ — (Vi,xa)ijCr de Q sur un corps k 

est la donnée de /c-espaces vectoriels de dimension finie Vi, i G I et d'applications 

^-linéaires xa : K(o-) —• ̂ (<r)> a ^ ^- ^es représentations de Q sur k forment une ca­

tégorie abélienne Repfc Q. On note d(V_) — (dim Vi)i G N7 le vecteur de dimension 

de V. 

Ainsi, la variété définie par (2.1) avant le quotient par GLn(C) s'identifie-t-elle à 
l'espace des représentations du carquois 

T0 

1 

1 2 

3 

2 

avec V\ — Cn, V2 = C, qui vérifient de plus 

i) [xux2] = 0. 

ii) Tout sous-espace S Ç V contenant Im X3 et stable par xi,x2 est égal à V. 

La même variété définie par (2.1) prise après le quotient par GLn(C) s'identifie à 

l'espace des représentations V_ de T0 de vecteur de dimension d = (n, 1) et vérifiant i) 

et ii), mais à isomorphisme près. 
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La théorie géométrique des invariants de Mumford [58] permet précisément de 

construire de tels espaces de modules. Rappelons-en rapidement les grandes lignes. 

Soit G un groupe algébrique réductif complexe et soit M une G-variété. Pour faire 

le quotient de M par G au sens de Mumford, considérons le fibre en droites trivial 

M x C muni de la G-linéarisation 

g • (x,z) = (g • x,x(9) 

où x : G —> C* est un caractère. Par définition, un point x G M est dit semi-stable 

si, pour tout l'adhérence de l'orbite G • (x, z) n'intersecte pas M x { 0 } . Notons 

Mss C M la sous-variété formée des points semi-stables. Un point x G M est dit 

stable si, pour tout z ^ 0, l'orbite G • (x, z) est une sous-variété fermée de M x C, 

et si le stabilisateur de x dans G est fini. On note Ms C M la sous-variété formée 

des points stables. La théorie de Mumford nous dit que MS,MSS sont des ouverts 

(éventuellement vides) et qu'il existe un quotient géométrique lisse Ms —> Ms/G. En 

ce qui concerne les points semistables on définit une relation d'équivalence sur Mss 

par x ~ y si G • x D G - y D Mss ^ 0 , et on a 

M8/ ~ = Proj 
l>0 

AG,x> 

où A = C[M] et où, pour l > 0, 

AG,xl {f €A\g-f = X(g)lf Pour tout g G G} 

est l'espace des semi-invariants relatifs au charactère x1 - On note M/XG cette variété 

algébrique (singulière en général). Il existe une immersion ouverte Ms/G C M/XG 
(ouvert des points stables). Enfin l'inclusion AG = AG>X° C 0 / > o AG'xl induit un 

morphisme propre nf : M /x G —• M // G. 
Appliquons cette technique à la sous-variété algébrique fermée M(n^ de 

Hom(C,Cn) x End(Cn)2 formée des représentations (xi,X2,x3) de T0 vérifiant i). Le 

groupe G = GLn(C) opère naturellement sur M<n \\. 

PROPOSITION 2.1. — Pour x — det, il existe des isomorphismes canoniques 

M(nil) /x G ~ (C2)W M(nil) / / G ~ 5"C2 

Vapplication irf s'identifie au morphisme de Hilbert-Chow n. De plus, ^ = 

Mf z.e. tout point semi-stable est stable. 

Preuve. — On doit montrer que x = (xi, x2l xs) est un point semi-stable de M(n;1) si 

et seulement si il vérifie la condition ii). Supposons que x ne satisfasse pas à ii) ; soit 

Sf un supplémentaire au sous-espace strict S C Cn engendré par Im x3 sous l'action 

de Xi,X2- En considérant l'action sur un point (x,z) G x ^* du sous-groupe 

ASTÉRISQUE 317 



(976) VARIÉTÉS CARQUOIS DE NAKAJIMA 301 

à un paramètre À : C* —» GLn(C),t i—> Ids © t~1Ids> on voit aisément (en faisant 
tendre t i—> 0) que x n'est pas semi-stable. Inversement, supposons que x = (xi, X2, #3) 
vérifie la condition ii). On va montrer que x est alors semi-stable, et même stable. Soit 
g G GLn(C) un élément du stabilisateur de x. Alors le noyau de g — Id contient Im x3 

et est stable par xi,X2- On en déduit que g = Id et donc que x est de stabilisateui 

trivial. Maintenant, si x n'est pas stable, alors il existe u n z ^ O pour lequel l'orbite 

GLn(C)-(x, z) n'est pas fermée. D'après le critère de Hilbert-Mumford, on peut trouvei 

un sous-groupe À : C* —» GLn(C) pour lequel lim X(t) • (x,z) existe et n'appartienl 

pas à GLn(C) • (x,z). Écrivons la décomposition de Cn comme À-module 

Cn 

mez 
Vm Ht)\vm tmid. 

Comme lim X(t) • (x,z) existe, on a Xi(ym) C ©/>m Vi et Im x3 C ©z>o^z- De la 

condition ii) on déduit donc que Cn = ©m>0 Vm- Mais en particulier det X(t) = tN 

pour un N > 0, ce qui contredit la convergence de X(t) • (x, z) — (X(t) • x, t~ z). Donc 

x est stable et la première égalité de l'énoncé est démontrée. Noter qu'on a par la 

même occasion démontré que M*n ^ = ^ . 

L'identification M(nj) // G ~ SnC2 ainsi que l'assertion concernant le morphisme 

de Hilbert-Chow sont évidentes (cf. Exemple 2.1). • 

En d'autres termes, on a réalisé ( C 2 ) ^ et 5nC2 de manière précise comme des es­
paces de modules de représentations du carquois T0 de dimension d= (n, 1), vérifiant 

la condition i). On va voir au paragraphe suivant que cette condition est elle-même 
très naturelle. A l'aide de la proposition 2.1, les propriétés du morphisme 7r (pro­
preté, désingularisation, ...) peuvent se voir comme des conséquences de la théorie 
géométrique des invariants. 

2.3. Structure symplectique de (C2)[nJ 

Par un théorème de Fujiki, le schéma de Hilbert de n points sur une surface 

symplectique complexe (X,LJ) est lui aussi muni d'une forme symplectique co^ (ob­

tenue par extension de la forme UJU définie sur l'ouvert X^\^ = { ( z i , . . . , zn) \ Z{ ^ Zj 

pour i ^ j}). Comme on va le voir, lorsque X = C2, cette structure symplectique 

admet elle aussi une interprétation naturelle en termes d'espaces de modules de re­

présentations de carquois. 

Pour cela, considérons le carquois 
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T = 

i 

2 

et notons -É7(n,i) = End(Cn) 0 Hom(C,Cn) l'espace des représentations de dimension 

(n, 1). Le groupe G = GLn(C) opère naturellement sur E^n^y On peut donner un 

sens à l'espace de module £(n,i) — E(n,i)/G mais l'objet qui nous intéresse ici est 

plutôt le « fibre cotangent » T*£(n ?1) de £(n,i)- Pour le définir, on considère le quotient 

symplectique, ou quotient de Marsden-Weinstein deT*E(n^ par G, construit de la 

manière suivante. L'espace 

E{nA) = End(Cn)2 0 Hom(C, Cn) 0 Hom(Cn, C) 

des représentations de dimension (n, 1) du carquois T double de T : 

T = 

1 

2 

dont nous noterons les éléments (Bi,B2,i, j) s'identifie, via la fonction trace 

(BuB2liJ)^Tr(B1B2 + ij), 

à T*E(n n et la forme symplectique canonique UJ s'y écrit 

(2.2) Lu((B1,B2,i,j),(B'1,B'2,i',j')) Tr(B1B2-B2B'1+ij' -i'j) 

L'application moment relative à l'action de G sur T*E(in^ se calcule facilement : 

M : £(n,i) ^ 0* = fll„(C)* ^ 8i„(c; 

(BuB2,i,j)^[BuB2]+ij. 

Par définition, le quotient symplectique de i2(n,i) Par G est le quotient de JJL" (0) 

par G. Là encore, on peut effectuer un tel quotient de deux manières : « à la Mum­

ford » //_1(0) jx G en choisissant un caractère \ G —> C*, ou de manière « algébro-

géométrique » brutale /i_1(0) / / G. 
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PROPOSITION 2 . 2 . — Pour x — det, on a canoniquement : 

M-l(0) /xG^M(nA) / X G ~ ( C 2 ) W , 

/ x - 1 ( 0 ) / / G ~ M ( n , 1 ) / / G ~ 5 " C 2 

et le morphisme naturel /x 1 (0)/x G -» p 1 (0) / / G est égal au morphisme de Hilbert-

Chow 7T. 

Preuve. — En utilisant la proposition 2 .1 , il suffit de montrer que, pour tout 

(J5i, B2,i,j) stable et vérifiant [Bi, B2] + ij = 0, on a j = 0. Ceci résulte d'un calcul 

direct (voir [63], Prop. 2 .8 . ) . • 

Ainsi, on peut interpréter ( C 2 ) ^ comme étant le fibre cotangent à l'espace des 

modules des représentations du carquois T de dimension (n, 1 ) (sans relations). 

COROLLAIRE 2 . 3 . — Le schéma de Hilbert ( C 2 ) ^ , équipé de la forme ( 2 . 2 ) , est une 

variété symplectique. 

On vérifie sans peine en utilisant la forme explicite ( 2 . 2 ) de UJ que le schéma de 

Hilbert ponctuel (C2){^ est une sous-variété coisotrope de ( C 2 ) ^ . De fait, 7r~1(Aa:) ~ 

( C 2 ) ^ x C (où Ax = {(z,... , z) | z G C C C2} est la diagonale de SnC C SnC2) est 

une sous-variété lagrangienne de ( C 2 ) ^ . 

2.4. Cohomologie de ( C 2 ) ^ 

La (co)homologie de ( C 2 ) ^ est connue depuis les travaux d'Ellingsrud et Str0mme 
[12]. Soit nn l'ensemble des partitions de l'entier n. La longueur d'une partition À 
est notée /(À). Notons H* (resp. H*) l'homologie de Borel-Moore et la cohomologie à 
coefficients rationnels. 

THÉORÈME 2.4 ([12]). — On a, pour tout 0 < i < n 

( 2 . 3 ) dim #2z((C2)[n],Q) = # { A G nn | /(A) = n-i], 

(2.4 d im#2 ï+1( (C2)^Q) = 0. 

Preuve (esquisse). — Considérons l'action du tore T = (C*)2 sur C2 définie par 

(ti,t2) • (x,y) = (tlX,t2y); soit p : T x (C2)N (C2)N l'action induite sur le 

schéma de Hilbert. Les points fixes de p correspondent aux idéaux / C C[x,y] de 

codimension n qui sont engendrés par des monômes. On montre que de tels idéaux 

sont en bijection naturelle avec les partitions À de n via la correspondance 

\ = ( A i , . . . , Ar) \-+ £A = (yXl,xyx*,...,xr-1yx*,xr). 
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Ces points fixes étant isolés, on en déduit une décomposition cellulaire « à la 
Bialynicki-Birula » de ( C 2 ) ^ : 

(2.5) (C2)W : 

xeun 
Cx, 

(2.6) Cx, Ç G ( C 2 ) ^ lim z • £ = £\ 

La relation (2.4) s'ensuit. Pour obtenir (2.3), il reste à voir que C\ ~ Cn+Al = 
(£n+i(x )? ce qUj découle d'un calcul précis de l'action de T sur l'espace tangent 

T5A(C2)H. 

En particulier, si on note Pt(X) — J2i>o dimHl(X, Q)tl le polynôme de Poincaré 
en cohomologie d'une variété algébrique X , on a 

Pt((C2)^) 

Aenn 

,2(n-Z(À)) 

et en formant la série génératrice, on obtient 

oo 

n=0 

qnPt((C2)W) 
OO 

1=1 

1 

1 -t2l~2ql 

En d'autres termes, il existe un isomorphisme d'espaces vectoriels bigradués 

(2.7) Q 

n>0 2<n 

#2*((C2)[n],Q) C[pi,p2, 

où on a posé deg(pi) = (2(z — l ) , i ) . L'espace de droite de (2.7) apparaît souvent en 
physique, notamment en théorie conforme des champs, sous le nom d'espace de Fock 

bosonique. Il est naturellement muni d'une action de l'algèbre de Heisenberg 

M = C[p±i,p±2, [Pi,Pj] = ^i+j,o, h3 £ Z! 

(cf. [31]). Nakajima [63] (voir aussi [21]) a construit géométriquement, à l'aide de 

correspondances bien choisies, une action de El dans 0 n > o ® î < n ^ 2 î ( ( ^ 2 ) ^ ) Q ) î et 

en particulier a défini un isomorphisme canonique ^ comme dans (2.7), respectant 

les structures de H-modules. 
Plus remarquable encore, et répondant à une question de Vaffa et Witten [75], 

Nakajima a étendu ce résultat à une surface quasiprojective lisse X arbitraire : l'espace 

0 n > o ®i<n H^ë(X^n\Q) s'identifie alors à l'espace de Fock de l'algèbre de Clifford-

Heisenberg modelée sur le super-espace vectoriel H*(X,Q) (voir [61]). Les nombres 

de Betti de X^ avaient été précédemment déterminés par Gôttsche ([20]). 

La théorie des variétés carquois de Nakajima, dont ( C 2 ) ^ peut être considéré 

comme un exemple quelque peu dégénéré, fournit de nombreuses autres constructions 

de telles représentations intéressantes d'origine géométrique. Avant de voir, dans la 

prochaine section, une autre classe d'exemples de variétés de carquois liées cette fois 
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aux espaces de modules de faisceaux sans torsion sur P , terminons par quelques 

remarques : 

Remarque 2.5. — i) Il existe un autre moyen, applicable lui aussi à toute surface 

quasiprojective lisse X , de calculer la cohomologie de X^n\ qui se base sur des tech­

niques de cohomologie d'intersection et sur le fait remarquable suivant : le morphisme 

de Hilbert-Chow tt : X™ SnX est « semi-small » au sens de Goresky-Macpherson. 

ii) La structure multiplicative de i^*((C2)^ , Q) s'exprime elle aussi de manière 

agréable via l'isomorphisme \I> de (2 .7 ) (voir [82], [43]). 

iii) La (co)homologie du schéma de Hilbert ponctuel est également bien comprise : 

( C 2 ) ^ est irréductible ([5]) et admet une décomposition cellulaire similaire à ( 2 . 5 ) . 

De fait, ( C 2 ) ^ est une rétraction par déformation de ( C 2 ) ^ . 

3. ESPACE DE MODULES DE FAISCEAUX SANS TORSION 
SUR P2 

Il y a (au moins) deux directions dans lesquelles on peut généraliser le problème 

de modules duquel ( C 2 ) ^ est la solution. D'une part, on peut interpréter ( C 2 ) ^ 

comme l'espace des modules des faisceaux cohérents de torsion sur C2, et considérer 

de manière plus générale les faisceaux cohérents de rang r. D'autre part, pour tout 

sous-groupe fini F C SL(2, C), on peut s'intéresser au schéma de Hilbert (C2){^ 

paramétrant les sous-schémas de longueur n de C2 qui sont T-invariants, ou plus 

généralement aux faisceaux cohérents de rang r sur C2 munis d'une T-structure. 

Comme on va le voir, il existe, dans ces deux situations aussi, une description de 

l'espace de module en question en termes de représentations de carquois. 

3.1. Faisceaux sans torsion de rang supérieur 

Plutôt que des faisceaux cohérents de rang r sur C2, il est préférable, du point de 
vue des espaces de modules, de considérer les faisceaux cohérents de rang r sur P2 
munis d'une trivialisation le long de la droite P^ C P2 à l'infini. 

THÉORÈME 3.1 ([70]). — L'espace des modules 97t(n, r) paramétrant les faisceaux 

sans torsion T sur P2 de rang r, vérifiant c2(T) — n et munis d'une trivialisation 

4> : ̂ (p^ — 0®i est isomorphe au quotient de l'espace des quadruplets 

(BuB2,Lj) GEnd(Cn)2 ) Hom(Cr, Cn) 0 Hom(Cn, Cr) 

vérifiant 

i) [BuB2]+ij = 0, 

ii) Im i engendre Cn sous l'action de B\ et B2, 
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par Vaction naturelle du groupe GLn(C). 

Preuve (esquisse). — On utilise la résolution (de Koszul) du faisceau structural de la 
diagonale A C P2 x P2 

(3.1) 

0 ^ A2 ( O p 2 ( - p Q ) C W - 1 ) ^ CF2XV2 ^ Oa ^ 0 , 

où Q est le « faisceau d'Euler » défini par la suite exacte canonique 

0 C M - 1 ) — - o®3 Q — - o . 

Tout faisceau cohérent T s'écrit 

(3.2) T= ( p i ) , ( p ^ ® O a ) 

où pi,p2 désignent les deux projections P2 x P2 —* P2. On peut développer (3.2) en 

tenant compte de (3.1) à l'aide d'une suite spectrale. Lorsque T est sans torsion, cette 

suite spectrale dégénère au rang deux et le rang un se réduit à 

(3.3) 

0P2(-l)®Jff1(Jr(-2)) a 0^®HL{F{-L)®Q) b Op2( l ) (g )^1(^ ( - l ) ) 

avec donc Ker a — Coker b = 0 et Ker 6/Im a ~ T. Le complexe (3.3) est appelé 
monade de Beilinson associée à T. Posons V = H1 (.F(—2)), V = H1 1)) et 
W = H1 (^( — 1) Cg> Q). De ci(T) = 0,c2(Jr) = n, on déduit en utilisant Riemann-
Roch que dim V = dim V = n et dim W = 2n -j- r. En prenant zq,zi,Z2 comme 
coordonnées homogènes sur P2, on peut écrire 

a — a0z0 + a\Z\ + a2̂ 2 b = b0z0 + bizi + b2z2 

avec ai G Hom(V, W) et bi G Hom(V^, V). A l'aide de l'isomorphisme (j) : .FiPi ~ Off 

on montre par une étude précise que b\a2 : V ^ V permet d'identifier V e tV, et 

que la suite 

a\ a<2 
W 

H. V ®v 

permet d'identifier WàV®V(BWo\iW = Ker b\ D Ker b2 et dim W = r. On peu 

ainsi se ramener, grâce à la relation ab — 0, à 

ai : 0 

0 
a2 

0 

- l v 

0 

b1 0 1v 0 b2 LV 0 0) 

et 

a0 
Si 
s2 

J 

60 •• -B2 Bi i 
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avec Bi G End(V), i G Hom(VF, V) et j G Hom(V, VF). De la relation a0b0 = 0 on 
tire la relation i) : [Bi,B2] -h ij = 0. Enfin, on montre que l'injectivité de a et la 
surjectivité de b sont équivalentes à la condition ii) de l'énoncé du théorème. 

De cette manière, on associe à (T', <fi) un quadruplet (B\, B2,i,j) défini à conjugai­

son près et vérifiant i) et ii). Il reste à remarquer que cette opération est inversible, 

et fonctorielle. • 

Remarque 3.2. — i) On retrouve, pour r = 1, la description de ( C 2 ) ^ de la sec­

tion 2.1. En effet, si T est un faisceau sans torsion de rang un, alors J7** est localement 

libre, trivial car ci(^7**) = 0, et le quotient J7**/J7 est de torsion. On obtient ainsi un 

isomorphisme 

9tt(n,l) ^ (C2)[N] (T. à>\ i—> T** IT. 

ii) Il existe, pour r > 1, un analogue du morphisme de Hilbert-Chow. Soit 

DJÏQeg(n,r) l'espace des modules des faisceaux localement libres T sur P2, vérifiant 

C2(F) = n et munis d'une trivialisation <j> : Tmi ~ O®^. Posons 
°° 00 

9Ko(n,r) 

0<fc<N 

Wlr0eg(n- k,r) x Sk(C2). 

L'application de Hilbert-Chow s'écrit alors (au niveau des points) 

7T : 97t(n,r) -* 9Jl0(rc,r) ^ (F*\6, sum>(T**lT\ 

C'est un morphisme propre (voir le théorème 3.5 pour une description de 9Jlo(n,r) et 

7r en termes de carquois). 

3.2. Faisceaux cohérents T-équi variant s 

Fixons à présent un sous-groupe fini T C ST(2,C), et considérons l'extension du 
théorème 3.1 au cadre T-équivariant. Il nous faut d'abord introduire quelques nota­
tions relatives à F. 

Soit { 5 ; | i G / } l'ensemble des représentations simples de T, et soit L la représen­

tation naturelle de T dans C2. Pour a G I on a une décomposition 

Sn®L 
bel 

g®Pab 

Comme T C SX(2 ,C) = 5 P ( 2 , C ) , L est autoduale d'où pab = pba. Le graphe de 

McKay de T est le graphe Gr d'ensemble de sommets / et dans lequel les sommets a 

et b sont reliés par pab arêtes (non orientées). McKay a fait l'observation remarquable 

suivante : l'application T 1—> Gr établit une bijection entre les sous-groupes finis non 

triviaux de SX(2,C) (pris à conjugaison près) et les diagrammes de Dynkin affines 

simplement lacés : 
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Groupe T 

Cyclique Cn+i 

Diédral T>2n 

Tétraédral 

Octaédral 

Icosaédral 

Graphe Gr Type 

u n 

DP 

E6(1) 

E™ 

4» 

On peut rajouter à ce tableau une ligne correspondant au cas dégénéré de T = {Id} : 

Trivial A{1) 

Considérons le carquois Tp dont l'ensemble des sommets est V = / x { 0 , 1 } , dans 

lequel pab arêtes orientées relient le sommet (a, 1) au sommet (6,1) et dans lequel 

les sommets (a, 1) et (a, 0) sont reliés par une paire d'arêtes d'orientation opposée. 

On notera Q l'ensemble des arêtes reliant des sommets (a,0), (b, 0) pour a,b e I. 

L'inversion du sens des flèches définit une involution (sans points fixes) h \-+ h de ft. 

Exemple 3.1. Si T est de type \ alors Tp est égal à : 
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Soit (v, w) G NJ x NJ = N7 un vecteur de dimension de TV, avec v = (va)aej, w = 

(wa)a£i- Posons Va = CVa et Wa = CWa. L'espace des représentations de Tp de 
rlimpnsinn (\r wr\ pst 

E-v w 

a€l 

Hom(K(/l),^(/i)) 
a€l 

\Hom(Wa,Va] 

a€l 

i H o m ( K , ^ A ) . 

Les éléments de Ewvv seront notés (Bh,ia> ja)h,a- Les groupes Gv = ILOE/ ^ ( ^ O ) Ê  

GW = TTog/ GX(WA) opèrent par conjugaison sur Ev^. 

Pour finir, on choisit une fonction e : Q —> { ± 1 } vérifiant e(/i) + e(/i) = 0. 

THÉORÈME 3.3 (Nakajima). — Soient V , W deux représentations de T de dimen­
sion finie. Posons v = (va)aej,w = (wa)aej avec 

va = dim Hom(5a, V), wn = dim Homf.S',,. W ) . 

L'espace des modules 97tr(v,w) paramétrant les faisceaux sans torsion T-équivariants 

T sur P2 satisfaisant iJ1(^r(—1)) ~ V, et munis d'une trivialisation T-équivariante 

<b : .FIÎPI — Om (G) W , est isomorphe au quotient de l'espace des représentations 

(Bh,iaJa)hia G EVjW de Tr vérifiant 

i) V a e / , 

a€l 
s{h)=a 

e(h)B-rBh + iaja - 0, 

ii) 0 a Im ia engendre @a Va sous l'action des opérateurs Bh (h G Q), 

par l'action du groupe Gv. 
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Preuve (esquisse). — La preuve, que l'on trouvera écrite dans [77], se base sur une 

version T-équivariante de la description de Beilinson de faisceaux cohérents sur P2 en 

termes de monades (cf. preuve du théorème 3.1). • 

Remarque 3.4- — La version T-équivariante du morphisme de Hilbert-Chow est la 

suivante. Soit 9#o're^(v, w) C OTr(v,w) la sous-variété paramétrant les faisceaux T 

localement libres ; posons 

a«o(v,w) 
0<k<n 

ajtf 'rea(v',w) x (s ( (v 'v ' ) (c2) ) r , 

avec /(v, v7) = J2a(va — VA)dini 5a. L'application de Hilbert-Chow s'écrit alors 

7T : OTr(v,w) OT^(v,w), (F, 6) i * (F**, à, suvviF**/?)). 

C'est un morphisme propre (ici aussi, une description de OTQ(v, w) et 7r en termes de 

carquois est donnée dans le théorème 3.5). 

3.3. Structure symplectique 

Tout comme ( C 2 ) ^ , les espaces 9Jt(n, r) et 9Jtr(v, w) possèdent une structure sym 

plectique naturelle, héritée de celle de P2. Et comme pour ( C 2 ) ^ , on peut interprète: 

les constructions de 9Jt(n,r) et 9Jtr(v,w) données au paragraphe précédent comm< 

des quotients symplectiques. 

Par simplicité, nous traiterons les cas T = {la1} et T ^ {la1} de manière simultanée 

en considérant que le graphe de McKay de {la1} est le carquois de type ^ Q ^ - Frx°ns 

donc un sous-groupe T de 5L(2,C). Soit Tr un carquois obtenu à partir du graphe 

Gr en orientant de manière arbitraire les arêtes, en rajoutant pour chaque sommet 

de Gr un autre sommet ainsi qu'une arête orientée du nouveau sommet vers l'ancien. 

Un exemple rendra la construction plus claire : si T est de type on peut prendre 

Tp comme suit : 

ASTÉRISQUE 317 



(976) VARIÉTÉS CARQUOIS DE NAKAJIMA 311 

Notons qu'il existe plusieurs choix pour Tr, et que le carquois Tr peut se voir 

comme le « double » (au niveau des arêtes) de Tr. Comme au paragraphe précédent, 

on notera If — I x {0 ,1} les sommets de Tp et O les arêtes de Tp qui proviennent de 

Gr, de sorte que f2 soit le double de fl. Pour tout vecteur de dimension (v, w) de Tp, 

on pose Va = O , Wa = CWa et on note 

-̂ v,w ~ 
a€l 

Kom(ysW,Vt{h))@ 

a<El 

iHom(Wa,Va) 

l'espace des représentations de Tp de dimension (v,w). Comme toujours, les groupes 

Gv = YlaGL(Va) et Gw = Y[aGL(Wa) opèrent sur i£v,w Conformément aux nota­

tions du paragraphe précédent nous écrirons (Bh,ia)h,a les éléments de Tv,w Enfin, 

on choisit l'application e : Q —» { ± 1 } de telle sorte que e(h) — 1 si h G O. 

Identifions T*.EV;W à i£v,w via l'accouplement 

((Bh,ia)h,a, (Bj-,Ja)h,a) : Tr 
a€l 

e(h)BhBL + 

a 

iaja 

La forme symplectique induite sur I£v,w s'écrit 

o; : ((Bh,ia,ja)hia, (B'h,iaJa)h,a) = Tr 

a€l 

: e(h)BTB'h + 
A 

j'aie, ^nJaj 
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L'action de Gw sur Ew w est symplectique, d'application moment 

fi : £v.w Sv — Sv 

(Bh,ia,ja)h,a I 

a hGVt 
\s(h)—a 

e{h)B^Bh + iaja 

En particulier, la condition i) du théorème 3.3 n'est rien d'autre que l'équation de 

moment tJ>((Bh,ia,ja)h,a) — 0- Le quotient symplectique de l'action de Gv sur i£v,w 
est par définition le quotient de /i_1(0) par Gv, quotient que l'on peut effectuer de 

deux manières : 

THÉORÈME 3.5. — Pour x = det : Gw - > C*, (ga)a H-> ]Jadet(ga), on a 

p-\0)/x G v ~ O T r ( v , w ) , 

/ / - 1 ( o ) / / G v ~ a n J ( v , w ) , 

e£ /e morphisme naturel \i 1 (0)/x Gv —> /i 1 (0) / / Gv coïncide avec le morphisme de 

Hilbert- Chow. 

Preuve (esquisse). — Pour montrer la première assertion, il faut vérifier que la condi­
tion de stabilité pour x — det coïncide avec la condition ii) du théorème 3.3. La 
démonstration est essentiellement la même que celle de la proposition 2.1. Pour les 
autres assertions, voir [77]. • 

COROLLAIRE 3.6. — Pour tout sous-groupe fini T C 5 L ( 2 , C ) , 97tr(v,w) est une 

variété symplectique. 

3.4. Résolutions de singularités de Klein 

Ceci correspond au cas r = 1 et T non trivial. 

THÉORÈME 3.7 (Kronheimer, Ginzburg-Kapranov, Ito-Nakamura) 

Soit T un sous-groupe non trivial de 5L(2,C), soit V la représentation régulière 

de T et W = C la représentation triviale. On pose v = (va)aej, w = (wa)aei où 

va = dim Hom(5a, V) , wa = dim Hom(5a, W ) . 

Alors 

(3.4) 9Jï£(v,w) ~ C2 II Y 

et 7T : mr (v, w) -> Ml (v, w) est la résolution minimale des singularités. 
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Preuve (esquisse). — Posons n — Il est facile de voir, en comparant les algèbres de 

fonctions, que (SnC2)r ~ C2//T. D'après la proposition 2.2, on a SnC2 ~ OT*/d}(n, 1). 

L'action d'un élément 7 = (? 5) de T sur ~ WiiId^(n, 1) s'écrivant 

7 • (B1,B2,iJ) •• (a7#i7 1 + C7#27 \ & 7 # i 7 1 + djB2j \ 7 .77 *) 

où T opère sur Cn par la représentation régulière et sur C par la représentation 

triviale, on montre que (9JtQ/c^(n, l))r ~ SOÎq (v, w) , d'où (3.4). Un raisonnement 

similaire montre que ( (C2)^) r - (07t^d>(n,l))r ~ <Hr(v,w). Comme ( C 2 ) ^ est 

lisse, il en va de même pour sa sous-variété de points fixes sous l'action du groupe 

fini T, et 9Jtr(v,w) est lisse. Comme toute T-orbite de C2 différente de {0} est libre, 

on a (SnC2)r H 5(nln)C2 = (SnC2)r\{n • 0} . Étant donné que tt : ( C 2 ) ^ - » SnC2 se 

restreint en un isomorphisme 7r_1 (S?ln)C2) ^ S?ln)C2, on a 

tt : tt-^SW^v, w) \ {n • 0}) - ^ ( v , w ) \ { n • 0} . 

Soit X la composante connexe de 9Jtr(v, w) contenant 7r_1(0Jlo (v, w ) \ { n - 0 } ) . D'après 

ce qui précède, n : X —> 9JIq(v,w) est une résolution des singularités. Comme X est 

symplectique par le corollaire 3.6, Kx = 0 et donc 7r est une (la) résolution minimale. 

Pour conclure, il reste juste à démontrer que X = 97îr(v,w), i.e. que 3Jl(v,w) est 

connexe. Mais si X' est une autre composante connexe, on a forcément X' C 7r_1(n-0) 

donc X' est coisotrope. Ceci contredit le fait que OTr(v,w) est symplectique. • 

Remarque 3.8. — i) Cette description des résolutions des singularités kleiniennes en 
termes de carquois est essentiellement due à Kronheimer [40] (redécouverte de façon 
indépendante plus tard par Ginzburg-Kapranov [17], et Ito-Nakamura [28]), et a en 
grande partie motivé le travail de Nakajima. Une interprétation des variétés 9Jlr(v, w) 
pour d'autres valeurs de v, w est donnée dans [41] : on obtient ainsi des espaces de 
modules de fibres vectoriels sur les résolutions minimales de singularités kleiniennes 
(les « espaces ALE ») . 

ii) Comme mentionné dans l'introduction, les variétés de carquois fournissent des 

morphismes 7r : 97l(v,w) —• 97to(v,w) très similaires à la résolution de Springer 

T*B —> M du cône nilpotent d'une algèbre de Lie semi-simple complexe. Le théo­

rème 3.7 illustre bien ce principe : un théorème fameux de Slodowy [74] dit que les 

singularités kleiniennes ainsi que leurs résolutions minimales se plongent dans la réso­

lution de Springer. Il existe même, en type A, des isomorphismes explicites entre les 

variétés carquois M(v , w) et Mq(v,w) et les « slices » de Slodowy et leur désingula­

risation (cf. [60] et [52]). 
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4. DÉFINITION DES VARIÉTÉS CARQUOIS 

Dans cette section, nous donnons la définition des variétés carquois de Nakajima 

en général ainsi que leurs premières propriétés géométriques. 

4.1. Définition 

Soit Q = (/, Q) un carquois fini, dont nous supposerons pour simplifier qu'il ne 

contient pas de lacets, c'est-à-dire de sommet relié à lui-même par une arête, et qu'il 

ne contient, plus généralement, pas de cycles orientés. Pour toute arête orientée /i, 
nous noterons h l'arête orientée opposée. 

Considérons le carquois double Q = (J, Q) où O = {h \ h G Cl} U {h \ h G ft}. On 

définit une fonction e : Q —> { ± 1 } par e(h) — 1 si h G Q et e(h) = — 1 si h G Q. 

Enfin, soit T le carquois d'ensemble de sommets V — I x {0 ,1} obtenu en dédou­

blant les sommets de Q et en rajoutant une paire d'arêtes d'orientations opposées 

reliant chaque sommet de Q à son double. Voici un exemple : 

Q = Q = 

T = 

Soit (v, w) G N1 x N7, v = (ua)a6/,w = (wa)aej un vecteur de dimension de T. Po­

sons Va — CVa, Wa — CWa. Comme précédemment, nous noterons (Bh,ia, Ja)hEQ ae/ 

les éléments de l'espace des représentations 

E v, W 
hEz 

Rom(Vs(h),Vt(h)) 

a 
Hom(Wa,V0) 

a 

Hom(Va,Hg 

de T de dimension (v, w). Les groupes Gw = \\a GL(Va) et Gw = f|a GL(Wa) opèrent 

sur Ev w. 
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Comme à la section précédente, i£v,w est naturellement muni d'une forme sym­

plectique : 

LO ! ((Bh,iaJa)hta, (Bh^aJa)h,a) = T 
a€l 

e(h)B^B'h + 

a 
la3a ~ ^aJa) 

et l'action de Gw sur 2£v,w est symplectique, d'application moment 

fi : i?v,w —* £fC — 0v 

i i ja)h,a 

a 
s(h)=a 

e(h)B-^Bh + iaja 

Les variétés carquois associées à Q et aux vecteurs de dimension v, w sont obtenues 

par quotient symplectique de i£v,w par Gv : 

DÉFINITION 4 . 1 . — Soient x = det 1 : GV —» C*, (ga) i-> f][det(ga) 1. On pose 

3Jt(v, w) = 2ttg(v, w) : = u - 1 ( 0 ) / x Gv, 

OT0(v, w) = 3rt£(v, w) := / i -^O) / / Gv, 

et on note 7r : 97l(v, w) —• 97lo(v, w) /e morphisme projectif naturel. 

PROPOSITION 4 . 2 . — Un point (Bh,ia,ja) de ^ _ 1 ( 0 ) est stable pour x = det~~ si et 
seulement si la condition suivante est satisfaite : tout sous-espace S C @a Va contenu 
dans Ker ja et invariant par les opérateurs Bh (pour h E 17) est trivial. 

Preuve. — Identique à celle de la proposition 2.1 

Remarque 4-3- — i) On a choisi, dans la définition de 97l(v, w) , le caractère x — det-1 

inverse à celui qui apparaît naturellement dans les sections 2 et 3. En particulier, 

les variétés OTr(v,w) sont différentes des variétés de carquois 9Jl^(v,w) associées à 

un carquois affine. Néanmoins, ici, le choix de la condition de stabilité n'a pas d'in­

fluence sur la topologie du quotient symplectique /i_1(0)/Gfv : les variétés 9Jtr(v, w) et 

971^(v, w) correspondent à deux structures complexes différentes sur le même espace 

(cf. Section 8). 

ii) Par définition, 9Jto(v, w) paramètre les Gv-orbites fermées dans /i_1(0). L'appli­

cation « de Hilbert-Chow » TT associe à une G^-orbite stable l'unique Gv-orbite fermée 

contenue dans son adhérence de Zariski. On trouvera dans [62] une caractérisation 

explicite de cette Gv-orbite fermée. 
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4.2. Propriétés géométriques de SDÎ(v,w) 

Pour a, b G 7, a 7̂  6, notons pa& le nombre d'arêtes reliant a k b dans Q. Soit 

C = (ca6)a,be/ la matrice symétrique I x I définie par 

(4.1) Cab = 2JA — pab — Pba. 

Si z = (za) G N7 et y = (?/a) G N7, on pose (z, y) = £ a za2/a. 

THÉORÈME 4.4. — 3DÎ(v, w) es£ tme variété symplectique lisse connexe et de dimen­

sion (v, 2w — C • v ) . 

Preuve. — Commençons par remarquer que toute Gv-orbite de \i (0)s est régulière : 

en effet, si (ga)a G StabGv(^/i, iaJa)h,a, alors le sous-espace 0 a Im (ga - Id) est 

invariant et contenu dans Ker @ a ja, donc trivial, et donc ga = Id pour tout a. 

Montrons maintenant que /i_1(0)s est lisse (alors que /i-1(0) ne l'est pas en général). 

Ceci est une conséquence du fait que la restriction de l'application moment JJL à /i-1 (0)s 

est une submersion : si £ G gv est orthogonal à Im d/j,(Bh,ia,ja)i alors Im £ est 2?^-

invariant et contenu dans Ker @ a ja, donc £ = 0. Enfin, on a 

dim OT(v, w) = dim JJL 1 (0)s — dim Gw — dim £;v w — 2dim Gv, 

d'où l'on déduit la formule de dimension. La démonstration de la connexité (voir 

[8]) est beaucoup plus subtile et repose (entre autre) sur l'existence de fondeurs de 

réflexion (cf. Section 8.2). • 

La variété affine 9Jto(v)w) es^ en général singulière (par exemple, si le carquois Q 

est un diagramme de Dynkin affine comme dans la section 2, 9Jto(v,w) est difféo-

morphe à un quotient C2/T). Le théorème 4.4 montre que lorsque celle-ci est non 

vide, SDÎ(v,w) est une désingularisation (crêpante) de 7r(9Jt(v,w)) Ç 3Jto(v,w). Un 

peu plus précisément, notons 9Jtoep(v,w) C 9Dîo(v,w) l'ouvert (éventuellement vide) 

formé des Gv-orbites fermées régulières (i.e. de stabilisateur trivial). Alors, de telles 

orbites sont toujours stables (cf. [60], Prop. 3.24.) et le morphisme 7r induit un iso-

morphisme 7r_1 (9Jloe^(v, w)) ~ DJl1^9(v, w) . On sait en outre que 9Jlo(v,w) est une 

variété irréductible normale (cf. [9]). 

La variété %Jl0(v, w) contient toujours un point 0 correspondant à Bh = ja — ia = 0 

pour tout h G ft et a G I. La fibre spéciale £(v, w) := 7r_1(0) joue un rôle crucial dans 

la théorie. Par construction, c'est une sous-variété projective coisotrope de 9Jl(v,w). 

Bien plus est vrai : 

THÉORÈME 4.5 ([60], Th. 5.8). — £ ( v , w ) est une sous-variété lagrangienne de 

9Jt(v, w) , homotope à 9DÎ(v, w ) . 

Preuve. — La démonstration du fait que £(v, w) est lagrangienne sera esquissée dans 

la section 6.4. En ce qui concerne la seconde assertion, voir [60], Section 5.4. • 
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Il existe sur 9Jl(v,w) et 97to(v,w) une action algébrique de C , analogue a celle 

définie sur le schéma de Hilbert ( C 2 ) ^ (voir Section 2.4.). Elle est simplement donnée 

Dar 

(4.2) z • (Bh,iaJa)h,a = {z^-<h^2Bh,ia,zja). 

Posons # ( v , w ) = 97t(v,w)c*. Il est facile de voir que 3D?o(v,w)c = { 0 } . Le mor­

phisme 7r étant C*-équivariant, on a # (v ,w) C £ ( v , w ) . La variété lisse ^(VjW) 
n'est en général pas de dimension zéro. Néanmoins, il existe une décomposition « à la 

Bialynicki-Birula » 

£ ( v , w ) 
i 

\x G OT(v,w) | lim z • x G $i 
zi—>oo 

où désignent les composantes connexes de # ( v , w ) . 

Terminons cette section sur les propriétés générales des variétés carquois par le cas 

le plus simple, celui des diagrammes de Dynkin de type fini. Pour v ' < v (i.e. v'a < va 

pour tout a), il existe un plongement canonique OTo(v/,w) 9Jto(v,w) induit par 

l'inclusion V' = C< ^ O = Va. 

THÉORÈME 4.6 ([62], Cor. 10.11.). — Soit Q un diagramme de Dynkin de type fini. 

Pour tout v, w G N7, on a 

OKo(v,w) 
v' < V 

9 0 ' , w ) , 

et l'application TT : SD?(v,w) —•> 9Jto(v,w) est une résolution des singularités « semi-

small » au sens de Goresky-MacPherson. 

4.3. Variété des triplets et correspondances de Hecke 

Soit c E I et soient vl5 V2,w des vecteurs de dimension satisfaisant v2 — vi = ec 

(on note (ea)a la base canonique de Z7). Considérons la sous-variété fermée 

Q3+(vi,v2,w) C 9Jt(vi,w) x 9Jt(v2,w) constituée des paires {(B\, i\, jl)h,a, 

(Bhii2aiJl)h,a) pour lesquelles il existe £a : ~ V2 pour a ^ c et £c : V} V2 

satisfaisant 

Bu êa = £a.Bu ê i1 =i2 3 a Ja £a 

pour tout a G I et h G Q. Intuitivement, 25+(vi,v2,w) paramétrise les paires de 

représentations les « plus proches » l'une de l'autre, i.e. reliées par une modification 

élémentaire. C'est l'analogue direct des correspondances de Hecke dans la théorie des 

formes automorphes sur les corps de fonctions. 

Munissons 97t(vi, w) x 9Jt(v2, w) de la forme symplectique (LUI, — UJ2), où CJI et cv2 

sont les formes symplectiques canoniques de 3DT(vi,w) et 9Jt(v2,w). 
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PROPOSITION 4.7 ([62], Thm. 5.7.). — La correspondance de Hecke 93+(vi,v2,w) 
est une sous-variété lagrangienne lisse de 9Jl(vi,w) x 3DÎ(v2,w). 

Lorsque vi — v2 = ec, on définit de même la correspondance de Hecke 

®~(vi, v2, w) C ATT(vi,w) x SDÎ(v2, w). 

Soient à présent vi,v2,w des vecteurs de dimension arbitraires. La variété des 

triplets (ou variété de Steinberg) est le produit fibre 

(4.3) }(vi, v2,w) := 9Jt(vi, w) 
2Tto(w) 

9Jt(v2,w). 

Noter que 9Jto(v',w) 9JÎ0(v,w) si v' < v; donc on peut considérer la limite 

inductive SDÎo(w) = U v ^ o ( v : w ) et (4.3) a bien un sens. On pose 

3(w) 

vi,v2 

3(vi, v2,w). 

Soit 9JÎq6^(W) = | Jv^oe^(v?w)- Si Q est de type fini, alors d'après le théorème 4.4 
on a 9JÏq6^(W) = 9Jto(w) mais en général VR7^9'(w) est un ouvert strict de 3D?o(w). On 
pose 

3rC*(v!,V2,w) AN(vi,w) 
sm(v2,w) 

sm(v2,w). 

THÉORÈME 4.8. — La sous-variété 3(vi, v2, w) est lagrangienne. 

Preuve. — Elle sera esquissée dans la section 6.4. 

Noter que lorsque v2 — vi = =bec la correspondance de Hecke Q5^(vi,v2,w) est 

une composante irréductible de 3re^(vi, v2, w). 

5. ALGÈBRE DE CONVOLUTION ET ALGÈBRES DE 
K A C - M O O D Y 

Dans cette section, nous décrivons le résultat principal de [62] : la réalisation dans 

la cohomologie des fibres du morphisme TT : 9Jl(v, w) —> 9Jt0(v,w) de représentations 

intégrables d'algèbres de Kac-Moody. On se fixe une fois pour toutes un carquois Q 

comme dans la Section 4.1. 

Commençons par un bref rappel concernant les algèbres de Kac-Moody (voir [30]). 
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5.1. Algèbres de Kac-Moody et représentations intégrables 

La matrice C associée à Q par ( 4 . 1 ) est une matrice de Cartan généralisée symé­

trique, i.e. on a caa = 2 pour tout a E I et cab — Cba G Z<o pour tout a ^ b. A 

une telle donnée correspond une algèbre de Lie de Kac-Moody Q — gc définie par 

générateurs et relations comme suit. 

DÉFINITION 5.1. — i) Soit C = (cab)ajbei une matrice de Cartan généralisée. Une 

réalisation de C est une paire d'espaces vectoriels ï),ï)* en dualité munis d'ensemble 

de vecteurs linéairement indépendants U = {aa \ a G 1} C f)*, IIV — {a^ \ a G / } C ï) 

tels que dim rj = 2\I\ — rang(C) et satisfaisant (a^,a^) = cab pour tout a,b. 

ii) L'algèbre de Kac-Moody g est la C-algèbre de Lie engendrée par des éléments 

{ea, fa I a G / } , h G h soumis aux relations suivantes : 

(5.1) 

[h, h'] = 0 

[h,eb] = ab(h)eb 

[h,fb] = -ab{h)fh 

\eajfb\ = àabha 

ad1-c^(ea)(eb)^0 

ad1-c^(fa)(fb) = 0 

pour tout a, 6 G / et h, h' G ï). 

Lorsque C est une matrice de Cartan usuelle, on retrouve la présentation de Serre 
des algèbres de Lie simples complexes ; dans tous les autres cas, g est de dimension 
infinie. Si C est associé à un diagrame de Dynkin affine de type X^1) (cf. Tableau 
section 3 .2 . ) , g est isomorphe à l'algèbre affine Qx — 9x ® C[£,£-1] 0 Ce. 

La structure des algèbres de Kac-Moody possède beaucoup de points communs 
avec celle des algèbres de Lie simples complexes. En particulier, g se décompose en 
espaces radiciels pour l'action adjointe de ï) 

9 = D 
sm(v2,w) 

0rv 

où a parcourt le système de racines À C (}* de g. 

Une représentation V de g est dite intégrable si, pour tout a G / , les opérateurs ea 

et fa sont localement nilpotents dans V. Les représentations de g qui sont intégrables 

et de plus haut poids sont bien connues. Posons 

P+ = { A e f , * | ( A , ^ ) G N>0 pour tout a G / } . 

Pour À G f)*, notons M(X) = U (g) ®u(b) le module de Verma de plus haut poids À ; 

soit L(X) son unique quotient irréductible. Alors L(X) est intégrable si et seulement 

si A G , et toute représentation intégrable de plus haut poids se décompose comme 
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une somme directe de modules L{\). De plus, le caractère de L(X) pour À G P+ est 
donné par la formule de caractère de Weyl-Kac : 

( 5 . 2 ) ch(Lx) ,wGWe(w)ew-A 

aEA 1 - e~a dim Qa 

où W est le groupe de Weyl de g et A+ est l'ensemble des racines positives. Il est 

commode d'introduire les poids fondamentaux Aa G P+, déterminés par les relations 

(Aa,a^) = Sab. Ceux-ci sont reliés aux racines simples par la matrice de Cartan : 

aa = J2bCabAb. 

Enfin, on note g' = [g, g] l'algèbre dérivée de g ; c'est la sous-algèbre engendrée par 

les éléments ea, fa, et ha = [ea, fa] pour tout a G I. 

5.2. Algèbre de convolution en homologie 

Pour X un espace topologique localement compact, on note Hi{X) = HfM(X) le 
i-ième groupe d'homologie de Borel-Moore (i.e. l'homologie singulière des chaînes lo­
calement finies) à coefficients rationnels. Rappelons que Hm{X) possède les propriétés 
suivantes : 

- Si / : X —> Y est une application continue propre, il existe une image direcl 
/. : H.(X) -* H.(Y). 

- Si X , Y sont des variétés algébriques complexes et si / : X —• Y est un morphisrr 
lisse de dimension n, il existe une image inverse /* : H9(X) —• H9+2n(Y)' 

- Si AT et y sont deux sous-variétés fermées d'une variété algébrique complexe il 
de dimension n, il existe un produit d'intersection (dépendant de M) 

H : Hi(X) 0 Hj(Y) Hi+J^2n{X n Y) 

Enfin, citons une propriété essentielle qui distingue l'homologie de Borel-Moore de sa 
singulière cousine : 

- Si X est une variété algébrique complexe de dimension n, alors 

Htop(X) ~-H2n(X) 

i 
[Xi], 

où X i , . . . ,Xr sont les composantes irréductibles de X de dimension n, et où 

[Xi] désigne la classe fondamentale de Xi. 

Les propriétés de Hm(X) énoncées ci-dessus permettent de définir, à la manière de 

Ginzburg (cf. [7]), une structure d'algèbre associative sur 

fftop(3(w)) 
Vi,V2 

HtOp0(vi, v2, w)) ; 

pour v i ,v2 ,v3 ,w des vecteurs de dimension, on considère le produit 

m = 9Jt(vi, w) x OT(v2, w) x 9Jt(v3, w) 
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muni des projections pij : Tl —» 97t(vi,w) x 9Jl(vj5 w) et on pose 

* : i^top(3(vi,v2,w)) <8)/rtoP(3(v2,v3,w)) #top(3(Vi, v3,w)) 

C (g) c' i-> (p is)* (K2C N P23c0 • 

5.3. Réalisation géométrique de U(gf) 

Pour a G / , considérons les éléments 

#a(w) 

Vl 

;[B+(v!,vi + ea,w)], 

F«(w) 
Vl 

; ( - l ) r (vl 'w)[«â(vi+ea,Vl,w))]; 

où r (v i ,w) | (dim OT(v1?w) - dim OT(vi + ea,w)) Enfin, désignons par 

[A(v,w)l la classe fondamentale de la diagonale de 3(v, v, w) dans Ht0p\5(y, v, w)) 
et posons pour a G / 

Ea(w) 

V 

;(ea,w-C-v)[A(v,w)]. 

Noter que les éléments Ea,Fa, Ha appartiennent à la complétion 

i W 3 ( w ) ) 
mEZ ,Vi — v2=v 

#toD(3(vi, Vo, W)) 

de Htop(3(w)), mais que la structure d'algèbre sur i/t0p(3(w)) se prolonge à 

/ W 3 ( w ) ) . 

Le résultat principal de [62] s'énonce comme suit : 

THÉORÈME 5.2 ([62], Thm. 9 .4 . ) . — Pour toutw G N7? il existe un morphisme d'al­

gèbre 

<& : £7(fl') - J W 3 ( w ) ) 
tel que $>(ea) = E«Mfa) = Fa et Q(ha) = Ha. 

Preuve (esquisse). — Il faut vérifier que Ea, Fa, Ha satisfont aux relations de la pré­

sentation de Serre (5.1). Les trois première relations de (5.1) sont conséquences des 

identités faciles 

[A(v,w)]*[A(v',w)] <W[A (v ,w)] , 

£7„*[A(v,w)] : [A(v-ea,w)]*£0, 

F„*[A(v,w)] [A(v + e„,w)] *Fa. 

Les deux dernières relations de (5.1) proviennent du fait que l'action adjointe des 
Ea et Fa est localement nilpotente (cf. [62], Lemma 9.3.). La principale difficulté 
dans la démonstration du théorème réside dans le calcul de [Ea,Fa], qui requiert 
une analyse fine des questions de transversalité pour certaines intersections dans les 
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produits triples 9Jt(vi, w) x 9JÎ(v2, w) x 2Jt(v3, w) (cf. [62], Lemma 9.8 et Appendix). 

5.4. Réalisation géométrique des représentations 

Il est maintenant facile de construire des représentations de U(q') : pour tout 

x G 9Jlo(w), l'algèbre i?top(3(w)) opère, toujours par convolution, sur l'espace 

Htop(VJl(\w)x) := 0v#toP(9tt(v,w):E) où on a posé 9Jl(v,w)x := t t -1^) C 2K(v,w). 

Cette action s'étend à iït0p(3(w)) et se relève donc en une action de U(gf). 

THÉORÈME 5.3 ([62], Thm. 10.2). — Soit x G 971^(v0,w). En tant que U(gf 

module, Htop(VJl(w)x) est isomorphe à L(AVo) où AVo := J2a waAa - J2avo,a^a-

Preuve (esquisse). — Posons Mx = @v Htop(9Jl(v, w)x). À l'aide d'un argument de 

stabilité, on vérifie que l'action de Ea et Fa dans Mx est localement nilpotente pour 

tout a G I, et donc que Mx est un U(g')-module intégrable. De plus, 9Jt(v0, w)x = 

par définition et 97l(v,w)x — 0 pour v < v0, donc [97t(v0, w)x] est un vecteur de 

plus haut poids de Mx, de poids ÀVo. Tout ^/(g^-module intégrable de plus haut 

poids ÀVo étant isomorphe à L(ÀVo), il ne reste plus qu'à voir que Mx est engendré 

par [0Jl(vo, w)x]. La démonstration de ce dernier point sera donnée dans la section 

suivante. • 

En particulier, le nombre de composantes irréductibles de dimension maximale de 
DJt^w)^ peut se déduire de la formule de caractère (5.2). Notons que 9Jl(v, w)0 
n'est rien d'autre que la sous-variété lagrangienne £(v, w) introduite au paragraphe 
précédent, et on a ainsi 

V 
•Htop(fl(v,w))~L 

a 
WaAa 

Notons aussi que 2JIq^(v0, w) = 0 si AVo £ P+ (cf. [62]). 

Remarque 5.4. — Les classes fondamentales des composantes irréductibles de 

[M(v,w)x] fournissent une base du module MX1 et donc une base de L(ÀVo). Cette 

base s'apparente aux bases « canoniques » et « semi-canoniques » définies par Lusztig 

dans [45], [51], mais le lien précis (s'il existe), entre toutes ces bases n'est pas encore 

compris. 

Concluons cette section par un résultat qui donne la structure exacte de l'algèbre 

HtoP{yeg'(w)), et qui montre que le noyau de l'application $ = <1>W devient de plus 

en plus petit à mesure que w grossit : 
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THÉORÈME 5.5 ([62], Thm. 10.15). — // existe un isomorphisme d'algèbres 

Htop(3re9M Endc(L(AV0)) 

où vq parcourt l'ensemble des vecteurs pour lesquels 9Jïoe5(v0,w) est non vide. 

6. STRUCTURE DE CRISTAL DE KASHIWARA 

6.1. Fibrations élémentaires 

Un trait caractéristique et essentiel des variétés 97t(v,w), ou plutôt des fibres de 

l'application de Hilbert-Chow TT : 3Dî(v,w) —-> 0Jlo(v5 w)? est l'existence d'un « dévis­

sage » par des fibrations en grassmaniennes. Soit (v ,w) un vecteur de dimension et 

soit c e / un sommet de Q. Considérons le fibre vectoriel tautologique de rang vc sur 

97t(v,w) défini par 
v = / / -vms v v . 

(Gv opère librement sur \i (0)s). Considérons aussi le complexe de fibres vectoriel! 

tautologiques 

Vc Bh + ic 
s(h)=c 

vt(h) e wc e{h)Bh+jc 

Notons Qc(v,w) l'homologie du milieu du complexe ci-dessus (c'est un faisceau ce 

hérent) 

Q (v, w) = Ker 

\t(h)=c 

e(h)Bh + ic /Im 

s{h)=c 

Bh + je 

Par construction, Qc(v,w) se restreint en un fibre vectoriel sur chacune des sous-

variétés localement fermées 

<mC;r(v,w) (BhiiaJa) | codimy 

t(h)=c 

Im Bh -h Im ic r 

de rang égal à 

dim Ker 

\t{h) = c 

e(h)Bh + ic dim Vc - r — 2vc + wc 
s(h) = c 

Vt(h\ 

(ec, w - C • v) + r. 

Bien sûr, si r + (ec, w — C • v) < 0, on a 9Jïc;r(v, w) = 0 . 

Soit p : 9Jlc;r(v,w) —• 97tc;o(v — rec,w) l'application naturelle qui consiste à rem­

placer Vc par Im(^t^)=c Bh + ic). D'après ce qui précède, Qc(v — rec, w) se restreint 
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en un fibre vectoriel de rang (ec,w — C • v) + 2r sur 97tc;o(v — rec,w). On a un 

morphisme surjectif naturel de corang r de fibres vectoriels sur 97tc;r(v,w) 

• P*Qc(v - rec, w) - » Qc(v, w 

Le résultat suivant, dont on peut tracer l'origine (sous une forme un peu différente) 

aux travaux de Lusztig [46], est à la base de nombreux arguments par récurrence dans 

la théorie des variétés carquois : 

PROPOSITION 6 . 1 . — Si r < — (ec,w — C • v ) , alors 97tc;r(v,w) est vide. Sinon 

l'application p : 97tc;r(v, w) - » 97tc;o(v — rec, w) s'identifie à la fibration Grr Qc(v — 

rec,w) en grassmanienne de r-plans dans Qc(v — rec,w). 

Preuve (esquisse). — L'identification 97Tc;r(v,w) —> Grr Qc(v — rec,w) est simple­

ment obtenue en associant à un point x de 97tc;r(v, w) le noyau de uc dans la fibre de 

P*Qc(v — rec, w) au point x. Inversement, un point de Grr QJy — rec, w) détermine, 

via son graphe, une unique application injective $^s(/i)=c ^ + .7c- On vérifie que le 

point (Bh,iai3a) de i?v,w correspondant est stable et que jj,((Bh,ia,ja)) = 0. • 

6.2. Opérateurs EC,FC 

On va maintenant utiliser les fibrations élémentaires introduites au dernier para­
graphe pour construire des applications entre les ensembles de composantes irréduc­
tibles de 97t(v,w) pour différentes valeurs de v. 

Soit x G 9jÏQeg(vo, w) ; notons, pour tout v > v0, 97t(v, w)x = 7r~1(x) C 97t(v, w) . 
Fixons v ; soit X une composante irréductible de 97l(v,w)x. Pour c G / , posons 

( 6 . 1 ) ec(X) = Minxcodimvc 

t(h)=c 

Im Bh + Im zc 

où (Bh,ia, ja)h,a parcourt X. Comme la fonction de gauche de ( 6 . 1 ) est semi-continue 

inférieurement, l'égalité dans ( 6 . 1 ) est atteinte sur une partie ouverte non vide de X. 

En d'autres termes, ec(X) est égal à l'unique entier r pour lequel X D 97tc;r(v,w) 

est un ouvert non vide de X. D'après la proposition 6.1 , il existe une fibration en 

erassmaniennes v : QJL.r.fv. w) —> QJL.nfv — re^.w). Il est facile de voir aue 7r o 

p = 7T. On en déduit que p(X fl 97tc.r(v,w)) est une composante irréductible de 

2ftc;o(v — ^ec,w), et donc que p(X H 97tc;r(v, w)) est une composante irréductible de 

97t(v — rec, w) (car 97tc;o(v — rec, w) est ouvert dans 971 (v — rec, w)) . On peut résumer 

ceci par le lemme suivant : 

LEMME 6 . 2 . — Lorsque r > —(ec,w — C • v ) , l'application X i—• p (X n 97tc;r(v, w)) 

induit une bijection \££ en^re l'ensemble des composantes irréductibles X de 97t(v, w)x 
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pour lesquelles ec(X) — r et les composantes irréductibles X' de 5Dî(v — rec, w)x pour 

lesquelles ec(Xf) = 0. 

On peut maintenant définir des opérateurs 

Ec '. X i * 

FC.X^ 

. o f W - U l ) s i r : = e c ( X ) > 0 

sinon 

^ + 1 o ( ^ ) - l ( X ) si r : = ec(X) > - ( ec , w - C • v) 

sinon. 

On a ec(£c(X)) - ec(X) - 1 et ec(Fc(X)) - ec(X) + 1. De plus, FC{X) = X' si e 

seulement si EC(X ) = X. 
On désignera encore par EC (resp. FC) l'endomorphisme de Htop(9Jl(w)x) défini par 

[X] » [EC{X)\ (resp. [X] h- [FC(X)})^ 

La propriété suivante montre que FC est une approximation « combinatoire » de FC 

(à un facteur de renormalisation près). Bien sûr, la même chose vaut pour EC. 

LEMME 6.3. — i) En posant r = ec(X), on a 

Fc.[X]e±(r + l)Fc([X}) 
ec{X')>r+l 

ax'\. 

ii) Si €r(X) = r > 0, on a 

FCEC\X] G ±r\x] -

ec{X')>r 

C\Xf}. 

Preuve (esquisse). — Les démonstrations des deux énoncés étant similaires, nous 

donnons juste la première. L'inclusion ouverte 

i : 9ÏÏc;<r(v, w) 
r' </' 

0Kc;r(v,w) <->S0l(v,w) 

induit un morphisme de restriction i* : Htop(9Jl(v, w)x) —> Htop(9Jl(v, w)x PI 

SDÎc;<r(v,w)), et il faut montrer que i*(Fc([X])) = ± ( r + l)i*(Fc([X])). Par défini­

tion, on a 

Fc([X]) ( p O . a t B - C v + e c V . w î l n b j ' W 

où pi,P2 désignent les deux projections de 9Jl(v + ec,w) x 9Jt(v, w) . En utilisant la 

proposition 6.1 et la définition de Fc, on voit que la restriction de p\ à 

Pi 1(PXc-,<r+i(v + ec, w ) ) (^c-(v + ec,v ,w)np2-1(X)) 

est une fibration en PR à support sur FC(X) fl 9Jtc;<r+i(v + ec,w). La relation i) 

s'ensuit (cf. [62], Lemma 10.1, pour le calcul explicite du signe). • 
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6.3. Cristaux de Kashiwara 

Motivé par ses travaux sur les base cristallines des représentations des algèbres 

enveloppantes quantiques, Kashiwara a introduit la notion remarquable de cristal 

abstrait pour une algèbre de Kac-Moody g, et introduit plusieurs catégories intéres­

santes de cristaux (de plus haut poids, intégrables, extrémaux, etc.), qui sont autant 

de pendants « combinatoires » aux catégories correspondantes de représentations de g. 

Rappelons-en succinctement la définition. Le lecteur intéressé est invité à consulter 

[27], [34] pour un traitement approfondi. 

DÉFINITION 6.4. — Un g-cristal est la donnée d'un ensemble B muni d'applications 

wt : B -> P, sc: B -» Z, <pc • B -> Z, (cel) 

où P = ®CZAC désigne le réseau des poids de g, et 

ëc : B - » B U { 0 } , fe:B^BU{0}, (cel) 

satisfaisant aux axiomes suivants 

i) <fc(b) = Ec(b) + {hClVUt(b)), 

ii) Si b e B et ëc(b) G B, alors wt(ëc(b)) wt(b) + ac, ec(ëc(b)) = ec(b) - 1 et 

¥c(ë~c{b)) = (pc(b) + 1, 

ni) Sib G B et fJb) G B alors ™t(fc(b)) wt(b) - ac, sc{fc{b)) = ec{b) + 1 et 

<Pc(fc(b)) = <fic(b) - 1, 

iv) Si 6, b' G B, on a ëc(b) b' si et seulement si fc(b') = b. 

Un cristal est dit de plus haut poids si il est engendré (sous l'action des opérateurs 

Ccjjc) Par des sommets 6 1 , . . . ,br satisfaisant ëc(bi) = 0 pour tout i et tout c G / . 

On définit la notion de morphisme entre deux g-cristaux, et on peut considérer la 

catégorie des g-cristaux de plus haut poids. On définit aussi la notion de produit 

tensoriel de deux cristaux. Notons qu'il existe plusieurs cristaux non isomorphes (et 

même intégrables en un sens évident) ayant le même plus haut poids. Néanmoins, 

Joseph a montré le théorème d'unicité remarquable suivant : on dira qu'une famille 

{B(X) | À G -P+} est close si elle est munie d'inclusions de cristaux i\^ : B(X -f- /i) —• 
B(\)®B(tJ.). 

THÉORÈME 6.5 (Joseph, [29]). — // existe une unique famille close {B(X) \X G P + } 

de g-cristaux. 

Le cristal B(X) peut se construire à partir d'une base cristalline pour la représen­

tation Lq(X) de l'algèbre enveloppante quantique Uq(g). Il « code » une information 

très fine sur L(X) (bien plus fine, par exemple, que le simple caractère ch(L(X)). 

Nous en venons au résultat principal de cette section : 
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THÉORÈME 6.6 (Saito [72]). — Soit x e 9nr0e9(v0: w) . L'ensemble 

B : = 
V>V() 

Irr(M(v,w)x) 

des composantes irréductibles de 9Jt(v, w)^ pour tout v, muni des applications 

wt: X e Jrr(3tt(v, w)x) i 

c 

(wcAc 

c 

[vcac, ec(X) = ec(X), 

ipc(X) = (ec,w-C-v)-ec(X) pour X G Irr(9Jl(v, w)x) 

et ëc(X) = £C(X), /C(X) = FC(X), est isomorphe au g-cristal B(X). 

Ce théorème remarquable donne un contenu géométrique à la notion de cristal. Un 

résultat similaire donnant une réalisation géométrique du cristal B(oo), basé sur des 

idées de Lusztig ([46]), avait été auparavant établi par Kashiwara-Saito [37]. 

Remarque. Il existe une autre réalisation géométrique des cristaux B(X), due à Bra-

vermann et Gaitsgory en termes de la géométrie des cycles de Mirkovic-Vilonen dans 

la grassmanienne affine (cf. [4], [54], [32]). Le lien unissant ces deux constructions 

Tune à l'autre, ainsi qu'à la troisième réalisation du même cristal à l'aide de la théorie 

des chemins de Littelmann [44] reste encore largement mystérieux. Pour couronner 

le tout, Nakajima a découvert une quatrième ( î) réalisation des mêmes cristaux en 

termes de modèle de monômes, motivée elle aussi (mais de manière quelque peu dif­

férente) par la géométrie des variétés de carquois (cf. [68], [36], [26]). 

6.4. Quelques esquisses de démonstration 

Pour finir cette section, illustrons l'utilité des fibrations élémentaires p : 
9ftc;r(v,w) —• 97îc;o(v — rec,w) en donnant les démonstrations des théorèmes 4.8 et 
5.3. 

Théorème 4-8. Commençons par montrer que dim(3(vi, v2, w)) = |(dim(9Jt(vi, w)) + 
dim(9Jt(v2, w))) . Il suffit de voir que la même chose est vraie pour l'ouvert 
3rep(vi, v2, w) . Pour cela, on fixe x £ 9JtQe^(v0,w) et on va montrer par récur­
rence sur v que la fibre y)X(v,vf)x := TT~1(X) C SPÎ(v, w) est pure de dimension 

(6.2) dim(9Jl(v,w)x) 
1 

2 
(dim(9Jl(v,w)) - dim(3Jl(v0, w))) . 

Soit X une composante irréductible de 97l(v,w)a;. Si v = vq, alors (6.2) est trivia­

lement vraie. Sinon, les points de X correspondent à des orbites contenant l'orbite 

de x dans leur adhérence, et de v > v0 on déduit que ec(X) > 0 pour au moins un 

c € I (cf. [62], Prop. 7.2). Mais alors X D ̂ Olc-€c{x)(v>w) est une fibration en grass-

maniennes sur la composante irréductible X' = Eecc(yX\x) de DDÎ(v — ec(X)eclw)x. 

Par hypothèse de récurrence, dim(X') est donnée par (6.2) ; un calcul direct permet 

maintenant de vérifier que (6.2) est vraie aussi pour X. 
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Enfin, pour montrer que 3 (v i , v2, w) est lagrangienne, on observe que la restriction 

de la forme symplectique uj à une composante irréductible XP\Djïc.ec(X)(v, w) satisfait 

uj(u,v) = Ld(p*u,p*v) et on raisonne comme plus haut par récurrence. • 

Noter que la démonstration ci-dessus s'adapte aisément au cas (plus facile) de la 

sous-variété £ ( v , w ) (Théorème 4.5.). 

Théorème 5.3 (suite et fin). - Il reste à voir que Mx est engendré par [971 (VQ, W ) X ] . 

Notons provisoirement M' le sous-module de Mx engendré par [97Î(VQ,W)x]. Pour 

toute composante irréductible Y de 97t(v,w)x et tout c G / , on a ec(Y) < (ec,v — 
v0). On va raisonner encore par récurrence. Soit X une composante irréductible de 

97t(v,w)x et supposons que [Y] G M' pour toute composante Y C 97t(v',w)x avec 

v ' < v ou v ' — v et ec(Y) > ec(X) > 0. D'après le lemme 6.3. ii), on a 

±ec(X)[X]eFc[Ec(X)] + 

ec(Y)>ec(X) 

C[Y] 

d'où on tire finalement [X] G M ' comme voulu. 

7. ALGÈBRE DE CONVOLUTION ET ALGÈBRE AFFINE 
QUANTIQUE 

Nous en arrivons à présent à la partie la plus difficile et la plus spectaculaire 
du travail de Nakajima sur les variétés carquois : la construction des algèbres affines 
quantiques et de leurs représentations de dimension finie dans la /^-théorie des variétés 
97l(v,w) ([64]). Même si certains des résultats présentés ci-dessous (mais pas tous) 
sont valables pour un carquois arbitraire, nous fixons pour simplifier une fois pour 
toutes un carquois de type fini Q — (/, Q). 

7.1. Algèbres affines quantiques 

Soit C = (cab)a^£i la matrice de Cartan associée, par (4.1), au carquois Q. Soit g 
l'algèbre de Lie simple complexe correspondante (qui est donc de type A, D ou E). 

Drinfeld et Jimbo ont défini, pour toute algèbre de Kac-Moody t, une algèbre 

enveloppante quantique Uq(t), déformation de l'algèbre de Hopf U(i). On s'intéresse 

ici à l'algèbre affine quantique (de niveau zéro) Uq(L$) où Lq = g (g) C[t,t-1]. La 

définition de Uq(Lg) dans la présentation dite « de Drinfeld » est la suivante : 

DÉFINITION 7.1. — Uq(Lg) est la C(q)-algèbre engendrée par des éléments ea,r,fa,r 

(a G / , r G Z) , qh (h G P*) et (a G / , m G Z \ { 0 } ) , soumis aux relations sui­

vantes : 

qhqh> = qh+h' [qh,ha,m]=0, \fia,mî ^6,n] 0, 
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qhfa,rq-h = q-(h^a)fa,r, qhfa,rq-h = q-(h^a)fa,r, 

(z - q±Cabw)iljsb{z)x±{w) : (qCabz-w)x±(w)fâ(z), (s G { + , - } ) , 

K W » Ï 6 O ) ] 
Ôab 

q-q 1 
q(w/2Y+a (w) q(w/2Y+a (w) 

(z-qc°"w)xt(z)xf(w) (qc°»z-w)x±(w)xt(z), 

1 — cab 

a k=0 

(-l)fc 1 - cab 
k 

Q 

Xa(Z<r(l)) x± (z<r(k))Xb(W)Xa(Zcr(k + l)) 'Xî(Za(r)) 

où, dans la dernière relation. r 

s 
Q 

est le coefficient q-binomial usuel et la somme porte 

sur toutes les permutations a dans le groupe symétrique 6 i _ C o b , et ou on a utilise les 

fonctions génératrices suivantes : 

5{z) 
OO 

r= — oo 

zr xa+(z) 
OO 

T— — OO 

— r 
Cn. r Z 

x-(z) 
OO 

V— — OO 
fa,rz 5 

y+a(z) = q±haexj. ±(q-q-1) 
oo 

m—1 

hk,±mZTrn 

Il est important de pouvoir spécialiser le paramètre de déformation q en une valeur 

e G C*. Pour cela, on considère la sous-C[<7, g_1]-algèbre U%(Lg) de Uq(Lg) engendrée 

par les puissances divisées 

P(n) 
eana,r 

nq! J a,r 
/ n 
a,r 

nq! 

pour a G / , r G Z et par les éléments pour h E P*. C'est une forme entière de 

Uq(Lg), i.e. on a Uq(Lg) = Uz(Lg) <g> C(ç). Pour tout e G C*, on peut maintenant 

poser Ue(Lg) := Uz(Lg) 0 C où C est un C[ç, ç-1]-module via q e. 

Notons U+(Lg) (resp. U~(Lg), resp. U®(Lg)) la sous-algèbre engendrée par les ea,r 

(resp. les fa r, resp. les qh et ha m). On a la décomposition triangulaire : 

( 7 . 1 ) Uq(Lg) = 17"(La) <g> t/°(L0) ® 
Un Uq(Lg)-module M est dit de /-plus haut poids (A, (tyf(z))a), avec A G P, 

(^a 0*0)a € C[bT]]7 si il existe un vecteur t; G M tel que U+(Lg) • v = 0, 

^-(Lfl).i; = Met 

^ • v = q{A'h)v, ^t(z)-v = ^t(z> (ael,he P*). 

En utilisant la décomposition ( 7 . 1 ) , on montre par des arguments standard qu'il 

existe, pour toute paire P = (A, (^f(z))a), un unique Uq(Lg)-module irréducible 

L(P) de /-plus haut poids égal à P. Notons qu'une représentation de /-plus haut 

poids, n'est pas en général de plus haut poids au sens classique des algèbres de Kac-

Moody. 
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Il existe, comme pour les représentations des algèbres de Lie simples, un critère 

pour déterminer lesquels des L(P) sont de dimension finie. 

THÉORÈME 7.2 (Drinfeld [11], Chari-Pressley [6]). — Soit P = (A,(V±(z))a) un 

l-poids. Le module simple L(P) est de dimension finie si et seulement si A G P+ et 

il existe des polynômes Pa(u) G C[w] (a G I) satisfaisant Pa(u) = 1 et tels que 

ya(z) qdeg Pa PaiQ-'/z) 

Pa{q/z) 

où ( )± désigne le développement en série en z~x et z respectivement. De plus, tout 

Uq(Lg)-module simple de dimension finie est conjugué (par un automorphisme de 

Uq(Lg)) à un unique L(P). 

Les polynômes Pa(u) ci-dessus s appellent les polynômes de Drinfeld de la représen­

tation L(P). Les représentations fondamentales L(Aao)s sont celles dont les polynômes 

de Drinfeld sont de la forme 

Pa(u) 
1 si a y£ ao 

1 — su si a = ao 

pour un ao G L et un 2 G C*. Il y a une version identique du théorème ci-dessus pour 

l'algèbre U€(Lg). 

Il existe de nombreuses conjectures concernant les caractères des représentations 
L(P) , le plus souvent inspirées par des problèmes de physique statistique ([22], [42], 
[39]...). De fait, l'algèbre affine quantique Uq(Lg) joue un rôle prépondérant dans de 
nombreux domaines de la physique (comme aussi la théorie conforme des champs,...). 
La théorie des représentations de dimension finie de Uq(Lg) est particulièrement riche 
(encore plus si q est spécialisé à une racine de l'unité), et distincte de la théorie des 
représentations de dimension finie de l'algèbre non déformée U(Lq). Elle concentre, 
depuis une quinzaine d'années, de nombreuses recherches (cf. [39], [6], [35], [25], 

[14],..)-

7.2. Algèbre de convolution en if-théorie équivariante 

Soit X une variété algébrique complexe quasi-projective sur laquelle opère un 

groupe réductif G. On note KG(X) le groupe de Grothendieck de la catégorie des 

faisceaux cohérents G-équivariants sur X. Si X = {pt}, on a KG(X) = R(G) l'anneau 

des représentations de G. En général, KG(X) est naturellement un ,R(G)-module. 

Les groupes KG(X) jouissent des propriétés de fonctorialité suivantes : 

- Si X est une G-variété lisse, et si X' C X est une sous-variété fermée, alors le 

groupe de Grothendieck KG(X : X') des G-faisceaux cohérents sur X à support 

dans X' est isomorphe à KG(X'). 
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- Si f : X —> Y est un morphisme propre G-équi variant, il existe une image directe 

U : KG{X) -+ KG(Y). 

- Si / : X —> Y est un morphisme lisse G-équivariant entre deux G-variétés lisses, 

si X' et Y' sont des sous-variétés fermées de X et Y (éventuellement singulières) 

et / : X' —> Y' une application telle que le diagramme 

X 
f 

Y 

X' 
f 

Y' 

soit cartésien, alors il existe une imase inverse 

/* : KG(Y) -+ KG(X) 

qui se restreint en 

f * : KG(Xf) ~KG(X: Xf) KG(Y : Y') ~ KG(Y'). 

Appliquons ces propriétés à la situation présente des variétés carquois. Pour v, w G 

N7, l'action du groupe Gw sur i£v,w induit une action de Gw sur 9Jt(v, w) et 9Jt0(v, w) . 

On définit une action de C* sur 9Jt(v, w) et 9Jl0(v,w) (différente de (4.2)) par la 

formule suivante : 

Z ' {Bh,ia->3a)h,a (zBhlzia,zja)h,a. 

L'action de Gw x C* sur 9DÎ(v,w) s'étend de façon évidente à 3 (v i ,v2 ,w) . Posons 

/ fG"xC*(3(w)) 
vi,v2 

7v-GwxC* (3(vi ,v2,w) 

On munit cet espace du produit associatif 

7 /GwXC* ;3(vi, v2, w)) Ĉ7wxC* (3(v2, v3, w ) 7/GwXC* (3(vi, v3,w; 

JH ® Cl p13 PÏo(FJT 
L 

ph([s\: 

où le produit tensoriel est pris dans le produit triple 30t(vi, w) x OT(v2, w) x OT(v3, w). 

Noter que 

Pi3 ( (3(vi ,v2 ,w) x Wl(v3,w)) W v ^ w ) x3 (v2 ,v3 ,w) ) ) 3(vi , v3, w) 

et que la définition ci-dessus a donc bien un sens. La projection Gw x C* —• C* induit 

une inclusion R(C*) i?(Gw x C*). On identifie l'anneau R(C*) àC[ç,g_1] en notant 

qn la classe du caractère Ln : z i—» zn. De cette manière, KGwXC (3(w)) est muni 

d'une structure de Cfg, ç_1]-module. 
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7.3. Réalisation géométrique de Uq{Lg) 

Dans [64], Nakajima a construit un morphisme d'algèbre 

* : Uq(Lg) - » #G»xC*(3(w)) ®C[,,,-] C(ç). 

De manière imprécise, ^ envoie les générateurs qh, ha^ra de la partie « Cartan » 

de Uq(Lg) sur les classes de faisceaux structuraux des diagonales A(3Dt(v,w)) C 
3(v, v, w) ; les générateurs ec^r et fCfT. sont envoyés sur les classes de certains fibres 

en droite tautologiques sur les correspondances de Hecke (v =p ec, v, w). Avant de 

pouvoir être plus précis, il nous faut introduire quelques notations supplémentaires. 

Si E est un fibre vectoriel et u une variable formelle, on pose 

[AUE] 
rang(E) 

z=0 

u'IA'E}. 

Pour tout v, w et c G / , le complexe t autologique 

Cc*(v,w) L-2 ® Zc 
J2B'h+•>'<= 

i -1 
s(h)—c 

vt(h)®wc 
e{h)Bh+ic 

Vc 

est Gw x C*-équivariant. Dans le complexe ci-dessus, posons 

C ; ( v , w ; : Cokei Bh 4- ?' C,;:(v,w) Zc [ -1 ] 

de sorte que, dans KGwXr(3tt(v, w)), on ait C*(v,w) = C'^(v, w) + C"'(v, w). On 
définit les matrices C1^ = (c^Ja^e/ par 

Cab = ^ - Pa6 C , = ônh — Dhn. 

Enfin, il existe sur 93+(vi, v2, w) un fibre en droites tautologique V_2,c/¥_i,c, et sur 

Q3~(vi,v2,w) un fibre en droites tautologique V_ltC/V_2tC-

On peut à présent définir les images de qh, /ic,m, ec,r et /c>r via les formules sui­

vantes : 

9fc 

V 

<h,w-Cv>f0 ] 

yc(z) •ang(Cj(v,w)] 
A_l7_C*(v,w 

A - g / z c ; ( v , w ; 

où A : 9DÎ(V,w) —> 3D?(v,w) x SDt(v,w) est la diagonale, 

fc,r 
v2 

(-1) (ec,C--v2) ( R ' M I , r-(ec,v2) det C'*(v2,w) 

fc,r 
V9 

(-1) fec,w — C+ -V2' '(9-Vi,c/Z2,c (ec,w-v2—C-v2) det C"*(v2,w): 

qui sont des faisceaux supportés sur Q3^(v2 =F ec, v2, w). 
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THÉORÈME 7.3 ([64], Thm. 9.4.1.). — Les formules ci-dessus définissent un mor­

phisme d'algèbre 

* : Ug(Lg) # G ~ x C * ( 3 ( w ) ) ®c[, , , - i] C(q). 

La démonstration (difficile) de ce théorème nécessite une analyse fine et très précise 

de la géométrie des correspondances de Hecke et de leur produit de convolution. 

Un résultat similaire, donnant une réalisation des algèbres affines quantiques, mais 

uniquement en type A, dans la if-théorie des variétés de Steinberg généralisées de 

GL(n), avait été démontré auparavant par Ginzburg et Vasserot [18], [81]. Notons 

que \[> n'est ni injectif, ni surjectif en général. 

Par abus de notations, on écrira ifGw xC* (3(w)) pour l'image de ifGwXC* (3(w)) 
dans KGwXC (3(w)) 0 C(g) - en d'autres termes, on ignorera, pour simplifier, les 

questions liées à la torsion dans les groupes de if-théorie. Avec cette convention, on a 

THÉORÈME 7.4 ([64], Thm. 12.2.1). — Le morphisme ^ se restreint en un mor­

phisme 
Uz{Lg) -+#Gwxc*(3(w))_ 

7.4. Réalisation de £/e(Lg)-modules de dimension finie 

Intéressons-nous maintenant aux c^(Lg)-modules. Bien sûr, dans un Uq(Lg)~ 

module irréductible de dimension finie, le centre opère par un caractère. Dans la 

réalisation if-théorique, ce centre est facile à déterminer : l'application 

P ' * P 
V 

,[OA(3(v,w))l 

définit un morphisme R(G^ x C * ) ^ Z(KGwXC* (3(w))) . Un caractère x : R(G„ x C*) 

—» C est donné par l'évaluation sur un élément semi-simple a = (s,e) de Gw x C*. 

Pour un tel a, on notera \a le caractère correspondant, et Ca le R(G^ x C*)-module 

de dimension un associé. Enfin, soit A = {an | n G Z } le sous-groupe abélien fermé de 

Gw x C* engendré par a. Géométriquement, la spécialisation de ifGwXC* (3(w)) au 

caractère central \a peut se faire en deux étapes : 

fl-G-*C-(3(w)) ^ A ( 3 ( w ) ) ^ ( 3 ( w ) ) ®R{A) Ca. 

Choisissons maintenant un point x G 9JÏçeg(VQ,W) fixe sous l'action de A. On pose 

fl-G-*C-(3(w)) 

V 

/ r A ( a K ( v , w ) œ ) , Mx,a KA(Wl(w)x)®R(A) Ca. 

L'algèbre de convolution i fA(3 ( w ) ) opère sur KA(M(w)x)1 l'algèbre i f A (3 (w) ) (g) Ca 

opère sur Mx^a et on en tire, via une action de Uz(Lg) sur Mxa. Comme l'élément 

central q opère dans Mx^a par e, cette dernière action se factorise par Ue(Lg). Le 
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module Mxa est appelé module standard. Enfin, SDÎ(v, w)x n'étant non vide que poui 

un nombre fini de valeurs de v, MX)tt est un L^(Lg)-module de dimension finie. 

THÉORÈME 7.5 ([64], Prop.13.3.1). — MX?A est un Ue(Lg)-module de plus haut poids 

égal à PX)Û := (AVo, (^t(z))a) où 

v̂0 
a 

waua 
a 

vaaa, 

ya=(z) . e(ea,AV0) Pa(e-l/z) 

Pa(e/z) 

avec Pa(u) = Xa(A_uC*|{x}). 

Le vecteur de plus haut poids de Mx^a est simplement [O^(V0)W)J = 

Comme corollaire immédiat, on voit que Mx^a admet le module simple L(PXjCL) comme 

(unique) quotient simple. On vérifie aussi que toute collection de polynômes de Drin­

feld peut s'obtenir comme Px,a pour un certain choix de x, a (on peut même prendre 

x = 0). L'analogie avec les modules de Verma n'aura certainement pas échappé au 

lecteur avisé. 

Faisant suite à [64], Varagnolo et Vasserot ont décrit précisément les modules 

standard, lorsque e n'est pas une racine de Vunité. De telles représentations sont 

égales à des produits tensoriels de C7e(Lg)-modules fondamentaux 

Mx,a = L(Ail)8l <g> • • • <g) L(Alri)Sn 

(les valeurs de ij, Sj se déduisent de a et x par des formules explicites). Nous renvoyons 

le lecteur à [78] pour un énoncé précis. En particulier, ceci détermine le caractère de 

Mx,a 

Les modules Mx^a ne sont pas tous distincts. Notons pz C Gv le stabilisateur de la 

Gv-orbite associé à un point z G 9Jlo(v, w) (pz est défini à conjugaison près). L'espace 

9Jto(v,w) entier se stratifié suivant ce stabilisateur 

(7.2) OT0(v,w) 
p 

OT0(v,w)(p). 

Par exemple, 9)to(v,w)(i) = OTQ6^(V,W) par définition. Les applications n : 

97t(v,w) —• OTo(V5W) sont topologiquement stratifiées par rapport à (7.2) (i.e. 

la fibration est localement triviale le long de chaque strate). Ceci implique que Mx^a 

et My^a sont isomorphes si x, y appartiennent à la même strate (c'est en fait une 

condition nécessaire et suffisante, cf. [64], Thm. 14.3.2.). 
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7.5. Polynômes de Nakajima et formules de multiplicités 

Les variétés 3(w) permettent de construire les modules standard de Ue(Lg). Qu'en 
est-il des [/€(Lg)-modules simples? Comme on l'a vu au paragraphe précédent, tout 
module simple L(P) peut s'obtenir comme quotient irréductible d'un certain mo­
dule standard MXiCL. On se trouve donc face au problème de calculer les multiplicités 
[MXjQ : L(P)]. La construction /^-théorique de Ue(Lg) permet justement de calculer 
ces multiplicités, via un yoga géométrique dû à Ginzburg [7], Chap.8 (voir aussi [38]) 
dont nous énonçons les grandes lignes. 

On fixe le couple x,a une fois pour toutes. On commence par se ramener à des 

algèbres de convolution en homologie (de Borel-Moore) via un caractère de Chern, de 

la façon suivante. La première étape est une localisation aux points fixes en i^-théorie ; 

le théorème de concentration de Thomason fournit un isomorphisme 

i* : KA(3(w))a ^ KA0(w)A)a 

où ( )a désigne la localisation par rapport à Xa1(0) dans R(A). On en déduit un 
isomorphisme 

i* : KA0(w))®Ca KA(3WA)®Ca. 

Comme A opère trivialement sur 3(w)A, on a KA(3(vs)A) ~ K(3(w)A) <g> R(A) d'oî 

on tire l'identification 

ev: KA(3(w)A)®Ca ^ KO(vs)A)®C 

Enfin, on considère l'application de Riemann-Roch 

RR = (1 Kl T d ^ ( W ) A ) U ch : K(3(w)A) ® C — tf.(3(w)A, C) 

où Td désigne la classe de Todd et où ch est le caractère de Chern (cf. [7], Chap. 5.11). 

L'application RR est un morphisme d'algèbres de convolution (cf. [7], Thm. 5.11.11). 

La composition de toutes ces applications fournit finalement un morphisme d'algèbre 

Ue(Lz)^H.&(w)A,C). 
Il existe une suite similaire d'applications 

Mx,a := KA(DJl(w)x) <g> Ca ^ KA(dJl(w)A) ca ^K(dJi(w)A)#.(att(w)£,c). 

Dans ce cas, l'application ch est un isomorphisme (ceci est loin d'être évident, voir 

[64], Section 7 ) . Finalement, comme le caractère de Chern commute à la convolution, 

on a le diagramme commutatif suivant : 

UALq) 

H.O(w)A,C) 

End(Mx,a) 

End(ff.(OR(w)£,C)). 
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On est maintenant amené à étudier la décomposition en facteurs simples du 

^ • ( 3 ( w ) ^ , C)-module Hm(DJÏ(w)A, C). On utilise là encore un résultat général de 

Ginzburg ([7], Thm. 8.6.7) qui fournit un isomorphisme d'algèbres (non graduées) 

H.OMAX) - EXTDb(mt0(w)A)(̂ !(C57îo(w)̂ 57r!(Cgn0(W)A). 

Le théorème de décomposition de Beilinson-Bernstein-Deligne nous permet d'écrire 

(7.3) T!Cmo(w)A 
4>,k 

Lo,koPq(k) 

pour un certain ensemble {P</>} de faisceaux pervers simples sur 9Jl0(w). On a donc, 

en posant = 0fc L^^ 

(7.4) H.OMAX) i HomfL^ Lœ) <g> Extfc(P^, P*). 

Comme on a supposé les P^ pervers et simples, on a Ext<O(P0,P^) = 0 et 

Ext0 ( P ^ P J = Cô+>". Ainsi (7.4) se simplifie 

# . ( 3 ( w ) A , C ) 

q 

End(L0) 

k>0,<f>,<p 

Hom(L^, Lin) Extfc(P0,P^). 

Comme Extfc(P0, P^) • Ext'(P^,Pr) C Extfe+z(P^, Pr), le radical de # . ( 3 ( w ) A , C ) 

est égal à 0fc>o ^ Hom(Z^, L^) (g) Ext/c(P^, P^), et il s'ensuit que est une 

collection complète de modules simples pour i7#(3(w)A, C). 

Notons i : {x} —» SOÎo(w) l'inclusion. En appliquant le foncteur H*(y—) à (7.3) on 

obtient 

i7*(i!7r!C97L(W)A) # . (an ( w ) £ , c ; 
q 

i>0 H\x(P<t>)' 

Cette égalité d'espaces vectoriels reste valable dans le groupe de Grothendieck des 

Pr.(3(w)A,C)-modules ([7], Section 8.6). 

Le théorème suivant de Nakajima apporte la dernière pierre à l'édifice : 

THÉORÈME 7.6 ([64], Thm. 14.3.2). — Supposons que e ne soit pas une racine de 

Vunité. Alors 

i) Les faisceaux pervers simples P^ apparaissant dans t h C ^ ^ A sont exactement 

les complexes de cohomologie d'intersection IC(S,C) où S parcourt l'ensemble 

des strates mr0e9(w)A(p) de 2K0(w)A. 

ii) Pour P<j> — IC(S,C), on a L^ = L(PX)tt) pour tout x e S. En particulier, le 

iï"»(3(w)A, C)-module simple L^ reste simple en tant que Ue(Lg)-module. 

Les polynômes de Drinfeld Px?a associés à un point x de 9Jl0(w)A sont définis dans 

le théorème 7.5. 

Comme corollaire immédiat, on a 
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COROLLAIRE 7 .7 . — Supposons que e ne soit pas une racine de Vunité. Alors 

(7.5) [MX<A : L(Py,a)} --

k 
> m Hfx(IC{SyX)) 

où Sy C 9JIq(w)a est la strate contenant y. 

Ce résultat est bien sûr à mettre en parallèle avec ceux obtenus par Ginzburg et 

Kazhdan-Lusztig pour les algèbres de Hecke affines [16], [38]. Les « polynômes de 

Nakajima » dim Hkx(IC(SyiC))tk apparaissant dans (7.5) s'apparentent aux po­

lynômes de Kazhdan-Lusztig. Il existe, comme pour ces derniers, un algorithme de 

calcul ([69]) et donc un algorithme permettant de déterminer les caractères de tous les 

£7e(L0)-modules simples (toujours lorsque e n'est pas une racine de l'unité). On trou­

vera dans [24] une extension, purement algébrique, de la construction des polynômes 

de Nakajima au cas général (g non simplement lacé). Enfin, notons que Varagnolo a 

obtenu, en remplaçant dans les constructions ci-dessus la iïT-théorie équivariante par la 

cohomologie équivariante, une approche géométrique à la théorie des représentations 

des Yangiens [76]. 

8. DÉVELOPPEMENTS 

Dans cette ultime section, nous mentionnons (trop) brièvement quelques autres 

aspects des variétés carquois de Nakajima, ainsi que quelques développements plus 

récents. 

8.1. Structure hyperkâhlérienne.— Les variétés carquois 97t(v,w) s'inscrivent natu­

rellement dans une famille hyperkâhlérienne de variétés complexes 9Jl^(v,w) pour 

£ G M7 0 C7, obtenues par réduction hyperkâhlérienne de l'action de Uw = Yli U(vi) 

sur l'espace £̂ v,w où les espaces V, W sont maintenant munis d'une structure hermi-

tienne. Les variétés 971^(v,w) sont lisses pour des valeurs génériques de £. Ce point 

de vue est essentiel dans les démonstrations de plusieurs propriétés fines des variétés 

97t(v,w). Lorsque le carquois est de type affine, les variétés 971^(v,w) ont, comme 

97t(v, w) , des interprétations en géométrie (espaces de connexions anti-autoduales sur 

les espaces ALE [41], [1]), ou en géométrie non commutative (espaces de modules de 

faisceaux cohérents sur des plans projectifs non commutatifs [2], [15]). 

8.2. Fondeurs de réflexion et représentation du groupe de Weyl.— En s'inspirant des 

foncteurs de réflexion de Bernstein-Gelfand-Ponomarev dans la théorie des représen­

tations des carquois, Nakajima a construit dans [67] pour des valeurs génériques du 

paramètre £ des isométries hyperkàhlériennes 

(8.1) 5C :lW€(v,w) ^OT5c.4(Sc*v,w) (c € / ) , 
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où Sc * v est défini afin que sc • (]£ waAa - J2vaaa) = Y^wa^a ~ J2(Sa * v)aaa, 

et ou sa est la reflexion simple du groupe de Weyl W du carquois Q. 11 a de plus 

montré que ces isométries engendrent une action de W sur Vensemble des variétés 

carquois SDÎ^(v,w) (noter que cette action transforme le paramètre £ correspondant 

à la structure hyperkâhlérienne). En conséquence, on obtient par monodromie dans 

l'espace des paramètres génériques £ une représentation de VF à valeur dans l'ho­
mologie iïT#(9K(v, w)) lorsque ^u>aAa — ^vaaa = 0 (pour n'importe quelle valeur 

générique ae ç j . u est un analogue ae la construction des représentations ae springer 

des groupes de Weyl due à Slodowy [74]. Une version équivalente des transformations 

(8.1) a été donnée par Lusztig [49], voir aussi [10]. Le lecteur trouvera dans [15] une 

interprétation de (8.1) en termes d'équivalence de catégories dérivées. 

8.3. Nombres de Betti des variété carquois.— Les résultats de la section 5 donnent 

les dimensions des espaces Htop(£{v, w)) = iJm^(9Jt(v, w)) pour tout carquois Q et 

tous vecteurs v,w. Nakajima a donné dans [69] un algorithme récursif (basé sur la 

réduction aux points fixes sous l'action d'un tore) pour calculer les nombres de Betti 

de SDÎ(v, w) et 9Jt(v,w)A. Cet algorithme fait simultanément intervenir les variétés 

carquois pour beaucoup de carquois différents et est difficile à mettre en pratique. 
Tamasz Hausel a récemment obtenu une formule pour les nombres de Betti des 

9Jl(v,w), basée sur un comptage de points sur les corps finis et sur le fait que la 
structure de Hodge mixte est pure. Ceci fournit, dans le cas d'un carquois arbitraire, 
une formule close (mais assez complexe) pour le polynôme de Poincaré des variétés 
9Jl(v,w) ([23]). On trouvera dans [57] un résultat similaire obtenu par une autre 
approche, purement algébrique. Pour un carquois de type fini, Lusztig a aussi donné 
une expression conjecturale des nombres de Betti de £(v,w) (cf. [48]), inspirée des 
formules « fermioniques » de la théorie des représentations des algèbres affines quan-
tiques. Un résultat proche de cette conjecture a été récemment démontré (pour un 
carquois arbitraire) par Mozgovoy [56]. 
La structure d'algèbre (donnée par le cup produit) sur #*(3DÎ(v, w) est, quant à elle, 
encore largement méconnue. 

8.4. Produit tensoriel.— Nakajima [66], Malkin [53] et Varagnolo-Vasserot [80] 

ont (simultanément (!)) défini une sous-variété lagrangienne £(wi, w2, . . . , wr) de 

l ( ^ W i ) contenant £ ( X ] i w 0 ê  satisfaisant 

Htop(i!(wi, w2, . . . , wr)) ~ L(AWl) 0 • • • 0 L(AWr), 

où on a posé Aw = ^2awaAa. La même chose reste vraie au niveau des cristaux de 

Kashiwara et, lorsque Q est de type fini, on a aussi un résultat similaire pour les 

groupes de if-théorie. Une conséquence intéressante de ces constructions est l'exis­

tence d'une « variété de multiplicités », dont l'homologie est donnée par les coefficients 

de Littlewood-Richardson généralisés (voir [53]). 
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8.5. Bases canoniques en K-théorie.— On suppose ici le carquois Q de type fini. Lusz-

tig [50] a conjecturé, et Varagnolo-Vasserot [79] ont démontré, l'existence de certaines 

bases « canoniques » dans les groupes de if-théorie KTwX<c (£(w)) et KTwXC (OT(w)). 
Ces bases sont déterminées par une propriété métrique et une propriété d'invariance 

par rapport à une certaine involution, propriétés semblables à celles qui caractérisent 

les (traces des) faisceaux pervers parmi les faisceaux constructibles. 

La motivation principale provient ici de l'analogie avec le cas des algèbres de Hecke 

affines : Lusztig a défini dans les groupes KTxC* (B) et KTxC* (T*B) des bases ca­

noniques dont les coefficients matriciaux (les « polynômes de Kazhdan-Lusztig pério­

diques ») jouent un rôle crucial dans la théorie des représentations des algèbres de 

Lie réductives sur un corps algébriquement clos de caractéristique positive (voir [47], 
[3])-
8.6. Analogue global des variétés de carquois.— Les catégories Rep^. Q sont des 

exemples de catégories abéliennes de dimension homologique égale à un. Une autre 

grande classe de telles catégories est fournie par les catégories Cohpar(X) de fais­

ceaux cohérents (éventuellement paraboliques) sur une courbe projective lisse X. Un 

analogue naturel, dans ce cadre global, des variétés 97t(v,w) est l'espace des mo­

dules des fibres de Higgs paraboliques Myy,)x ; l'analogue correspondant du mor­

phisme 7r : 97î(v,w) —> 97î0(v,w) est donné par la fibration de Hitchin fi : .ffyy.>x —• 

0 ^ H°(K—i • D)). En particulier, la variété lagrangienne £(v,w) = 7r_1(0) est à 

relier au cône global nilpotent A = /i-1(0). Les constructions géométriques des sec­

tions 5, 6 et 7 n'ont, pour l'instant, pas d'analogue global, bien que [33], [73] suggèrent 

(au moins pour X = P1) un lien avec des algèbres de lacets d'algèbres de Kac-Moody. 
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