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COMPACTIFICATION DES CHAMPS DE CHTOUCAS
ET THEORIE GEOMETRIQUE DES INVARIANTS

Tuan Ngo Dac

Résumé. — Dans la preuve de Drinfeld et Lafforgue de la correspondance de Lan-
glands pour GL.. sur les corps de fonctions, I’étape la plus difficile consiste & construire
des compactifications des espaces de module (ou plutét des champs) de chtoucas de
Drinfeld. Pour vérifier la propreté, Lafforgue a utilisé la réduction semistable a la
Langton et une analyse détaillée des propriétés modulaires qui définissent les com-
pactifications. Si l’on espére démontrer la correspondance de Langlands sur les corps
de fonctions pour d’autres groupes réductifs, une des questions naturelles est de gé-
néraliser les compactifications de Lafforgue dans le contexte d’un groupe réductif
arbitraire. Dans ce cas, ’approche de Lafforgue semble difficile & mettre en ceuvre.

Ce texte présente une fagon de construire des compactifications des champs de
chtoucas a modifications multiples qui généralisent celle des champs de chtoucas de
Drinfeld. Notre approche repose sur une méthode plus générale : la théorie géomé-
trique des invariants. Dans le cas des champs de chtoucas de Drinfeld, nous retrouvons
les compactifications de Lafforgue et découvrons de nouvelles compactifications, entre
autres des compactifications qui sont duales de celles de Lafforgue. De plus, notre
méthode est susceptible de produire des compactifications des champs de G-chtoucas
pour un groupe réductif quelconque G.

Abstract (Compactification of the stacks of shtukas and geometric invariant theory)

In the proof of Drinfeld and Lafforgue of the Langlands correspondence for GL,
over function fields, the most difficult part is to construct compactifications of moduli
spaces (or stacks) classifying Drinfeld’s shtukas. If one hopes to prove the Langlands
correspondence over function fields for other reductive groups G, it is natural to
generalize the above constructions for the stacks of G-shtukas. However, the approach
of Lafforgue based on the semistable reduction due to Langton seems difficult to carry
out.

In this article, we use the geometric invariant theory to give a new method to
construct compactifications of moduli spaces of Drinfeld’s shtukas. This rediscovers
not only the compactications constructed by Drinfeld and Lafforgue, but also gives
rise to new families of compactications.

© Astérisque 313, SMF 2007
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INTRODUCTION

Champs de chtoucas de Drinfeld et leurs compactifications

Soit X une courbe algébrique projective, lisse et géométriquement connexe sur un
corps fini F, a g éléments. Soit k = I, une cloture algébrique de [, ; on notera

X———XX]FQIC.

D’aprés Drinfeld, un chtouca (& droite) de rang 7 et de degré d sur la courbe X
consiste en un fibré vectoriel £ de rang r et de degré d sur X et une modification de €
par son transformé de Frobenius (Idx x Frobg)*& = £7 :

Een &« &N 87,

telle que les quotients £'/E et £'/E" soient de longueur 1, et supportés par deux
points oo et 0 de X. On peut mettre les chtoucas de rang r et de degré d en famille
et définir leur champ classifiant Cht™%. Ce champ est algébrique au sens de Deligne-
Mumford et muni d’un morphisme naturel

(00,0) : Cht™? — X x X

qui est lisse de dimension relative 2r — 2.

Une des difficultés majeures dans les travaux de Drinfeld et Lafforgue réside dans
le fait que ce champ n’est pas de type fini et a fortiori n’est pas propre. Pour la
surmonter, d’abord (cf. [8]), & tout polygone p : [0,7] — R assez convexe qui joue le
role d’un parametre de troncature, Lafforgue associe un sous-champ ouvert de type fini
Cht™®? de Cht"™?, qui classifie les chtoucas de rang r et de degré d, dont le polygone
canonique de Harder-Narasimhan du fibré vectoriel sous-jacent £ est majoré par p.

Ensuite, dans [9], il propose une compactification Cht™%*? de cet ouvert qui est
défini comme solution d’un probleme de module. On introduit d’abord les pseudo-
homomorphismes complets — une notion qui généralise celle d’isomorphisme — et dé-
finit les chtoucas dégénérés. Essentiellement, un chtouca dégénéré de rang r et de
degré d sur la courbe X consiste en un fibré vectoriel £ de rang r et de degré d, une
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modification de £ par un fibré vectoriel £” de méme rang
8 PR 8/ - > g//

telle que les quotients £’ /€ et £’ /E" soient de longueur 1, et un pseudo-homomorphisme
complet

go‘ <5*//
qui vérifie certaines conditions supplémentaires.

On montre existence d’un champ algébrique au sens d’Artin ChtDegr’d classifiant
les chtoucas dégénérés de rang r et de degré d. Puis il définit le champ de chtoucas

itérés Cht™? en imposant une liste de conditions ouvertes. Il est muni encore d’un
morphisme vers X x X et d’un morphisme vers le champ A""!/G" 1. Ce dernier a
une stratification évidente indexée par les familles r = (r1,7r2,...,7r;) vérifiant 0 <

rn < 1o < -+ < 1, = r. Cette stratification induit une stratification {Cht:’d}r

sur Cht™? et chaque strate Chtz’d admet une description modulaire : elle classifie
essentiellement les familles de chtoucas de rang ri,79 — r1,...,7x — rx_1. La strate
ouverte qui correspond & la famille triviale (0 < r) est le champ Cht™?. Et le champ

Cht"™* vérifie la partie d’existence (mais non d’unicité) du critére valuatif de propreté.
Puis Lafforgue définit des conditions de troncature de type combinatoire pour obtenir

Cht"%? et analyse ces conditions sur les strates ChtZ’d. Par la réduction semistable a
la Langton, il prouve :

Théoréme (Lafforgue). — Supposons que le polygone p est assez conveze. Alors le mor-
phisme

Cht"*? — X x X
est propre.

Pour le prouver, il utilise le critere valuatif de propreté. Il se place sur la fibre géné-
rique du chtouca qu’il s’agit de faire dégénérer ; cette fibre a une structure de p-espace
et il définit la notion de p-réseau itéré dans un p-espace. Chaque tel réseau définit
un chtouca dégénéré. La réduction semistable a la Langton consiste & transformer un
réseau itéré en un autre et, par une série de telles transformations, Lafforgue réussit
a trouver un unique p-réseau itéré tel que le chtouca dégénéré associé est un chtouca
itéré et qu’il vérifie les conditions de troncature.

La théorie géométrique des invariants

On renvoie le lecteur au livre [13] pour plus de détails de cette théorie. Etant donné
un schéma quasi-projectif Y muni d’une action d’un groupe réductif G, la théorie
géométrique des invariants produit des ouverts U de Y invariants par ’action de G tels
que le quotient U//G existe. Le théoréme fondamental de cette théorie est le suivant.
Soit Y un schéma quasi-projectif muni d’une action d’un groupe réductif G. Supposons
que cette action se reléve en une linéarisation sur un fibré inversible ample £ de Y.

ASTERISQUE 313



NOTRE APPORT 9

On peut associer & cette linéarisation 'ouvert Y° des points stables et 'ouvert des
points semistables Y°° de Y :

Y CY®* CY.

Alors le quotient Y% //G existe; il est quasi-projectif. Les points géométriques du
quotient Y*//G sont en bijection avec les orbites de G dans Y°. De plus, si Y est
projectif, alors Y*°//G est projectif.

Si Y est projectif, il existe un critére numérique, dit de Hilbert-Mumford, pour
déterminer les ensembles des points stables et semistables. Soit A : G,,, — G un sous-
groupe & un parametre et soit  un point de Y ; comme Y est projective, donc propre,
on peut définir

Tg = th_l}% A(t)z.

Ce point zy est un point fixe de Y sous ’action du groupe multiplicatif G,, via A.
Cela implique que ’action de G,,, sur la fibre de £ en zy est donnée par un caractere

t—t", reZ.
On pose
ulz,A) = —r.

Le critere numérique de Hilbert-Mumford dit que = est semistable (resp. stable) si et
seulement si, pour tout sous-groupe & un parametre non trivial A, on a u(xz, ) > 0
(resp. p(x, A) > 0).

Récemment, Thaddeus, Dolgachev et Hu ont étudié comment varient les différents
quotients lorsque 'on fait varier la linéarisation. L’espace des linéarisations possibles
est divisé en un nombre fini de polyédres ou « chambres ». Le quotient ne change
pas a l'intérieur d’une chambre mais, lorsque ’on franchit un mur qui sépare deux
chambres, les quotients sont reliés par une transformation birationnelle qui, sous cer-
taines hypotheses supplémentaires, est un flip au sens de Mori, c’est-a-dire le composé
d’un éclatement et d’une contraction. On renvoie aux articles [2], [18], [20] pour plus
de détails. Il y a plusieurs applications de ce principe de variation des quotients, par
exemple, [16], [15].

Notre apport

Venons-en a notre contribution. Dans ce travail, nous commencgons par appliquer
la théorie géométrique des invariants pour trouver des compactifications des champs
de chtoucas de Drinfeld. Nous travaillons avec les champs ChtDegR’,d de chtoucas
dégénérés munis d’une structure de niveau en un sous-schéma fermé fini N de X.
Il est muni d’un morphisme représentable et fini sur ChtDeg™® x xxx (X — N)? et
d’une action du groupe fini GL,.(Oy); le quotient de son espace grossier associé par
ce groupe fini est I’espace grossier associé a ChtDeg"? x x « x(X — N)Z

Fixons un polygone pg assez convexe en fonction de X et de r. Nous in-
troduisons un champ Y qui est un PGLj, xG’ !-torseur au-dessus de l'ouvert

ChtDeg?\}d X yeera Vec" 4P de ChtDeg’;\’,d, ol h dépend du degré d. Nous construisons

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



10 INTRODUCTION

un morphisme quasi-projectif, PGLj, xG!!-équivariant 3 de ) vers un espace
projectif Z. Ce dernier est muni d’un fibré inversible ample £ qui est équivariant
par rapport & l'action de PGLj, mais admet plusieurs G’ !-linéarisations. Sur Z,
on a ainsi une famille de PGLj;, x G, !-linéarisations de £ indexée par les polygones
q:[0,r] — R, avec ¢(0) = ¢q(r) = 0.

Nous montrons d’abord (cf. théoréme 11.6.1) :

Théoréme A. — Soit p : [0,7] — R un polygone de troncature assez convexe en fonc-
tion de X et de r. On choisit un polygone q : [0,r] — R tel que, pour tout entier
0 < s <, onait p(s) < q(s) < p(s) + 1 et sur Z, on considére la linéarisation
associée a q.

Alors, pour un point géométrigue y de Y, dont le chtouca dégénéré sous-jacent est
de type 1, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ¥(y) est semistable (resp. stable) ;

ii) pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a l’inégalité

B4+ S (e +rgFe /F) —als7))  (resp. <),

deg F < =
r SET

ou £ est le fibré vectoriel sous-jacent au chtouca dégénéré défini par y.

La stratégie de la preuve est la suivante. Nous utilisons le critere numérique de
Hilbert-Mumford pour déterminer I’ensemble des points semistables et stables et puis
I’ensemble des points ¥~ 1(Z%) et »~1(Z?). Remarquons que ) admet une stratifica-
tion induite par celle de ChtDegr’d. Sur chaque strate, nous trouvons les conditions
de semistabilité ii) qui sont explicites et de type combinatoire. Notons aussi que la

——r,d,
condition combinatoire ii) définit un champ ouvert Cht ? de ChtDegT’d.

Puis nous montrons (cf. théoreme IV.4.1, corollaire IV.4.4) :

Théoréme B. — On conserve les notations du théoréme précédent. Supposons que q =
card(Fy) est assez grand par rapport a r. De plus, supposons que le polygone q vérifie
que Y~ (Z%%) = 7 1(Z°%). Alors le morphisme

2

Cht — X x X

est propre.

(Notons que nous pouvons supprimer I’hypothese sur ¢ = card(F,) pour r < 4.)

Pour le démontrer, nous modifions légerement ’espace projectif Z ainsi que le
morphisme ¢ : Y — Z. Nous prouvons une version analogue du théoréme A. Puis
nous utilisons le critere valuatif de propreté. Nous nous plagons sur la fibre générique
du chtouca sous-jacent. Contrairement a la preuve de Lafforgue ou l'on part d’un
(p-réseau itéré et le transforme en un autre pour que les conditions de troncature
soient vérifiées, le réseau nous est donné des le départ. Par conséquent, sur la fibre
spéciale, nous disposons d’'un « pré-chtouca dégénéré » qui vérifie les conditions de
semistabilité. Il s’agit de prouver qu’il est un chtouca dégénéré et qu’il vérifie les
conditions de troncatures. Par conséquent, la preuve est divisée en plusieurs étapes

ASTERISQUE 313
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(étapes a) — d)) : chaque étape correspond essentiellement & une condition dans la
liste. L’étape la plus longue et la plus difficile est I’étape c). Il s’agit de vérifier que le
réseau donné est un p-réseau itéré. Notons que la condition technique sur g n’apparait
que dans cette étape.

Puis dans le chapitre VI, nous montrons qu’avec différents choix du polygone ¢
qui vérifie I’hypotheése du théoreme précédent, nous trouvons les compactifications de
Lafforgue, ainsi que les compactifications dites duales. Il apparait d’autres compacti-
fications Eh_t’"’d"’ qui peuvent se voir comme des intermédiaires entre ces deux familles
de compactifications.

Dans le dernier chapitre, nous étendons notre méthode pour compactifier les
champs de chtoucas & modifications multiples considérés par Ngo Bao Chau [14] et
Y. Varshavsky [22]. Rappelons que le champ Cht" de chtoucas de Drinfeld de rang r
classifie les fibrés vectoriels de rang r sur la courbe X, qui sont reliés a leur transformé
de Frobenius par une modification élémentaire. Si ’on remplace la modification élé-
mentaire par une modification quelconque, on obtient une généralisation des champs
de chtoucas de Drinfeld, que 'on appelle les champs de chtoucas & modifications

multiples.
On note
Z:— = {()‘17)‘27"'7)\7') € ZT? )‘1 Z )\2 Z e Z A'r}-
A toute collection admissible A = (AL, A2%,...,A") d’éléments de Z, on associe le

champ algébrique de chtoucas & modifications multiples Cht’. Lorsque r > 2, il n’est
pas propre, ni méme de type fini, donc on a besoin aussi de le compactifier. Nous
introduisons la notion de chtouca dégénéré & modifications multiples qui généralise
celle de chtouca dégénéré (de Drinfeld). Le champ classifiant ces objets admet aussi
une stratification indexée par les familles r.

La méthode de Lafforgue ainsi que ses conditions de troncature sur chaque strate
semblent difficiles & généraliser. Par contre, notre méthode se généralise avec quelques
petites modifications. En particulier, nos conditions de semistabilité restent les mémes.

™

Ainsi nous obtenons différentes compactifications ChtDeg)\‘d‘q de Chtg indexées par
les polygones ¢ : [0,7] — R.

L’organisation de ce texte

Ce texte rassemble la these de 'auteur & I’Université de Paris 11 (chapitres I-VI)
et un travail ultérieur (chapitre VII). Ce texte est composée de sept chapitres : sauf le
premier chapitre qui est un résumé du probleme de compactification, les six chapitres
qui suivent sont consacrés a démontrer les résultats énoncés précédemment.

Le chapitre I consiste en une introduction au probleme de compactification des
champs de chtoucas. Il contient la définition des chtoucas de Drinfeld et de leurs
structures de niveau, les propriétés de leurs champs classifiants et le procédé de tron-
catures par le polygone canonique de Harder-Narasimhan. Puis il introduit le schéma
des pseudo-homomorphismes complets, la définition des chtoucas dégénérés et des
chtoucas itérés, de leurs champs classifiants et la description modulaire de leurs strates

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



12 INTRODUCTION

naturelles. Enfin, il analyse les conditions de troncature sur chaque strate et énonce
le théoreme de compactification de Lafforgue.

Les chapitres II et III appliquent la théorie géométrique des invariants (cf. théo-
reme I1.6.1). Il introduit d’abord le fourre-tout  muni d’un morphisme équivariant v
vers un espace projectif Z. Ce dernier est muni d’'une PGL;, x G"~!-linéarisation d’un
fibré inversible ample. Puis il applique le critére numérique de Hilbert-Mumford pour
déterminer les points semistables (resp. stables) et les points de ¢~ !(Z%) (resp.
de ¥~ 1(Z*)) et analyse en détails les conditions de semistabilité sur chaque strate.

Le chapitre IV et V donnent une démonstration du théoréeme B (cf. corollaire
IV.4.4). Il introduit un morphisme PGL;, xG7. '-équivariant du méme fourre-tout Y
dans un nouveau espace projectif Z (qui différe légérement de celui construit dans
le chapitre II). Cet espace Z est muni aussi d'une PGLj; xG7, !-linéarisation d’un
fibré inversible ample. Puis il détermine les points de ¢~ 1(Z°*) (resp. de 1~ 1(Z*)) et
analyse en détails les conditions de semistabilité sur chaque strate. Enfin, sous ’hy-
potheése que q est treés grand par rapport a r, il vérifie que le morphisme =1 (2%°) —
Z%% x (X — N)? est propre, ce qui permet de conclure.

Le chapitre VI analyse les différentes compactifications des champs de chtoucas
pour différents choix du polygone ¢. Parmi eux, nous retrouvons les compactifications
définies par Lafforgue, et nous découvrons les compactifications duales.

Le chapitre V étend la méthode précédente pour construire des compactifications
des champs de chtoucas a modifications multiples. Il contient la définition des chtoucas
a modifications multiples et de leurs structures de niveau, les propriétés de leurs
champs classifiants et le procédé de troncature par le polygone canonique de Harder-
Narasimhan. Puis il introduit la notion de chtouca dégénéré a modifications multiples
et de leurs champs classifiants. Enfin, il construit des compactifications en utilisant la
méthode développée dans les chapitres précédents.
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CHAPITRE 1

CHTOUCAS DE DRINFELD : RAPPELS

Ce chapitre consiste en une introduction au probleme de compactification des
champs (et des espaces de module) de chtoucas. On renvoie le lecteur aux articles
de Drinfeld [3], [4], et de Lafforgue [8], [9], [10] pour les démonstrations.

I.1. Notations

On fixe une fois pour toutes un entier r > 2. Une famille r est une suite croissante
d’entiers r = (ry,72,...,7k), avec 0 < 171 < 1y < --- < 1, = r. Soit s un entier, avec
1 < s < r; on notera s~ le plus grand élément ¢t € r U {0} tel que t < s et sT le plus
petit élément ¢t € r tel que t > s. On les appelle le prédécesseur et le successeur de s
dans r.

Fixons une fois pour toutes une courbe algébrique projective lisse géométriquement
connexe X sur un corps fini Fy & g éléments. On fixe aussi une cloture algébrique
k =T, de F,; on notera X le produit fibré

)?ZXX]FQk.

Tous les schémas et tous les champs considérés seront définis sur F,. Soient Y et Z
deux tels objets; Y x Z désignera le produit fibré Y Xgpecr, Z.

Soit S un schéma (sur SpecF,); on notera Frobg : S — S le morphisme de Fro-
benius sur S qui est l’identité sur l’ensemble sous-jacent et qui sur le faisceau de
structure Og est ’élévation a la puissance ¢q. Si £ est un fibré vectoriel sur le pro-
duit X x S; on notera £ le fibré vectoriel (Idx x Frobg)*& sur X x S.

I.2. Chtoucas de Drinfeld

1.2.1. Définition. — On note Vec” le champ algébrique classifiant les fibrés vecto-
riels de rang r sur la courbe X. Puis on définit :

Définition 1.2.1. — Le champ Hecke” associe a tout schéma S les données formées de
i) un fibré vectoriel £ de rang r sur X x S,
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ii) deuz morphismes oo : S — X et 0: 8 — X,

iii) une modification £ — &' «— E£" de € par deux fibrés vectoriels E' et £" de rang r
sur X x S, dont les conoyaux sont supportés par les graphes des morphismes co
et 0 respectivement et sont localement libres de rang 1 sur Og.

Le champ Hecke” est algébrique, muni d’un morphisme représentable et projectif
vers le champ Vec”

Hecke” — X? x Vec”, (£, — & « &")r— (0,0,8).
Drinfeld a défini (cf. [8, déf. 1.1]) :

Définition 1.2.2. — Soit S un schéma; on appelle chtouca & droite (resp. & gauche)
de rang v sur S la donnée formée de

i) un fibré vectoriel £ de rang r sur X x S ;

ii) deux morphismes co: S — X et0: S — X ;

iii) une modification £ — &' — E" (resp. £ — & — &") de £ par deux fibrés
vectoriels £ et £ de rang r sur X x S, dont les conoyauzx sont supportés par
les graphes des morphismes oo et 0 respectivement et sont localement libres de
rang 1 sur Og ;

iv) un isomorphisme (Idx x Frobg)*€ = £7 5 &£,

Dans la suite et sauf mention explicite du contraire, les chtoucas seront tous a

droite et on dira simplement chtouca pour chtouca a droite.

Le champ Cht" classifiant les chtoucas est un champ algébrique au sens de Deligne-
Mumford (cf. [8, section 1.2]); il s’inscrit dans un diagramme cartésien de champs

Cht” Vec”

! |

Hecke” —— Vec” x Vec',

dont les morphismes horizontaux sont

~

(S — & o & 8") — &, (8 — & — 8”) — (E,E"),

et dont les morphismes verticaux sont

~

(Em& — & & E)r— (E=E &), E— (E,E%).
En associant & un chtouca son pdle oo et son zéro 0, on définit un morphisme
(00,0) : Cht" — X x X
qui est lisse, purement de dimension relative 2r — 2 (cf. [8, section 1.2, th. 9]).
On décompose Cht” en
Cht” = J] Cht™?,
dez

ot le champ Cht"? classifie les chtoucas & = (€ — & « £ & £9) avec deg & = d.
Chaque sous-champ Cht™? a un nombre fini de composantes connexes et est locale-
ment de type fini puisque lisse sur X x X ; par contre, il n’est pas de type fini.
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1.2.2. Structures de niveau

Définition 1.2.3. — Soit N un niveau de X, autrement dit un sous-schéma fermé fini
de X et soit S un schéma. Une structure de niveau N d’un chtouca

E=(E—& —&"Z¢%
de rang r sur S, dont le zéro et le pole évitent le niveau N consiste en un isomorphisme
u : ngS —N—) OrNxSa
qui fait commuter le diagramme
Enxs — ENxs — Enxs — Efixs

| .|

' T
NxS NxS*

On notera Chtly le champ classifiant les chtoucas munis d’une structure de ni-
veau N ; le morphisme d’oubli de structure de niveau

Cht;, —— Cht” X xxx(X — N) x (X — N)
est représentable, fini, étale, galoisien de groupe de Galois GL,(Oxn) (cf. [8, section

1.3, prop. 5]).

1.2.3. Filtration de Harder-Narasimhan
Définition 1.2.4. — a) Appelons polygone une application
p:[0,r] — R
telle que p(0) = p(r) = 0 et p soit affine sur tout intervalle [i — 1,4, avec 1 < ¢ < r.

b) Un polygone p est dit rationnel si tous les nombres {p(i)}o<i<r sont rationnels.
c) Un polygone p est dit convexe si, pour tout entier ¢, avec 0 < i <7, on a

—p(i + 1)+ 2p(i) —p(i — 1) > 0.

d) Un polygone p est dit assez convexe par rapport a un réel u si tous les termes
—p(i— 1)+ 2p(i) — p(i + 1), avec 0 < i < T, sont assez grands par rapport a (.

e) Soit d un entier; un polygone p est dit entier par rapport a d si tous les termes
p(i) + id/r, avec 0 < i < r, sont entiers.

Remarquons que se donner un polygone p est équivalent a se donner une suite de
réels {p(7)}o<i<r. La définition suivante sera utilisée par la suite.

Définition 1.2.5. — Soient p, q deux polygones; on dit que q est compris strictement
entre p et p+ 1 et on notera q € |p,p + 1, si l'on a linégalité stricte

p(@) < q(i) <p(i) + 1,

pour tout entier ¢, avec 0 < i < r.

Rappelons maintenant la notion de fibré vectoriel semistable sur X .
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Définition 1.2.6. — Etant donné & un fibré vectoriel de rang r sur X, on appelle pente
de £ et on note u(€) le quotient deg £/ rg € ; puis on pose

pt (&) = sup {u(F) ; F est un sous-fibré mazimal non trivial de £},
p (&) =inf {u(€/F) ; F est un sous-fibré mazimal non trivial de £}.
Définition 1.2.7. — Awvec les notations ci-dessus, un fibré vectoriel £ de rang r sur X

est semistable (resp. stable) si, pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on
a Uinégalité p(F) < pu(E) (resp. u(F) < u(€)).

Dans [6], Harder et Narasimhan prouvent :

Proposition 1.2.8. — Soit £ un fibré vectoriel de rang v sur X ; il existe alors une
unique filtration de € par des sous-fibrés mazrimauz

0=8GC&E G- G&=E&
qui vérifie les conditions suivantes :
i) Les fibrés vectoriels £1,E2/E1, ..., Ex/Ek_1 sont semistables.

i) p(€1) > p(&/Er) > -+ > p(Ek/Ex-1).
On appelle la filtration canonique de Harder-Narasimhan de £.

On associe & cette filtration le polygone p : [0,7] — R, dont les seules ruptures de
pente sont en les entiers rg&; et qui, en ces entiers, vaut

On Uappelle le polygone canonique de Harder-Narasimhan associé a & et on le
note p(&) ; il vérifie les propriétés suivantes :

i) ¢l est conveze (cf. définition 1.2.4 ¢)) ;

ii) soit F un sous-fibré vectoriel de &€ ; alors

deg F < fdeg8+p(rgf)

Voici une conséquence immédiate de I'unicité de la filtration de Harder-Narasimhan

(cf. [6]).

Proposition 1.2.9. — Soit £ un fibré vectoriel de rang r sur X et soit F un sous-fibré
vectoriel mazimal non trivial de € avec p*(E/F) < u~(F). La filtration de Harder-
Narasimhan de € est alors un raffinement de la filtration 0 G F & £.

1.2.4. Troncature. — On sait (cf. section 1.2.1) que tout sous-champ Cht™¢, avec
d € Z, n’est pas de type fini; on va définir les différents ouverts de type fini de Cht™?
grace a la filtration de Harder-Narasimhan.

~

Définition 1.2.10. — Soit E= (E— & — &" « &%) un chtouca sur Spec k ; on appelle
sous-objet de € la donnée de deuz sous- -fibrés mazimauz vectoriels F,F' de £,&'" de
méme rang telle que les plongements £ — &' et £7 — &' envoient F, F° dans F'.
On associe a ce sous-objet son rang rg]-' =rgF et son degré deg]—' deg F.
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Soit 0 = ﬁ'o o) .7?1 [ Fr = £ une filtration de gpar des sous-objets; on peut
lui associer un polygone p : [0,7] — R, dont les seules ruptures de pente sont en les
entiers rg F; et qui, en ces entiers, vaut

~ - reF ~
p(rg F;) = deg F; — gr deg&.

On montre (cf. [8, section I1.2, th. 5]) que, parmi les polygones associés aux filtra-
tions de 5, il y a un polygone qui est plus grand que tous les autres; ce polygone est
appelé le polygone canonique de Harder-Narasimhan de S on le note p(é’) la filtration
la moins fine, qui le définit, est appelée la filtration canonique de Harder-Narasimhan
de E.

Lafforgue prouve (cf. [9, th. IL.8]) :

Proposition 1.2.11. — Soit p : [0,7] — R un polygone convexe; dans le champ Cht™?
il existe alors un unique ouvert Cht™%? tel qu’un point géométrique £ appartzenne a
cet ouvert si et seulement si le polygone canonique de Harder-Narasimhan associé a £
soit majoré par p. Le champ Cht"*? est de type fini. De plus, Cht™? est la réunion

filtrante des ouverts Cht™®P.

Le polygone canonique de Harder-Narasimhan de E est majoré a priori par ce-
lui de £. Sous certaines hypothéses, on prouve la réciproque (cf. [8, section II.2,
lemme 10]) :

Proposition 1.2.12. — Soit p : [0,7] — R un polygone assez convezxe en fonction de X

et de r; alors un point géométrique £ appartient & l’ouvert Cht™ 4P si et seulement
st le polygone canonique de Harder-Narasimhan du fibré vectoriel sous-jacent £ est
majoré par p.

I.3. Chtoucas dégénérés. Chtoucas itérés

I.3.1. Pseudo-homomorphismes complets. Homomorphismes complets. —
On considere le foncteur H qui 4 tout anneau A associe ’ensemble

8 S ™ T
II Hom(A A", AA") x Isom(A A", A A") x A" ;
1<s<r—1
il est représentable par un schéma que ’on note encore H. On note H” I’ouvert dense
de H défini en demandant que tous les morphismes u;, € Hom(A® A", \® A"), avec
1 < s < r, soient partout non-nuls. Puis on définit Q?r) comme le sous-schéma locale-
ment fermé de H" formé des uplets

(w1, U2y Uy, €y, 80, o b 1)
tels que
i) les {¢;}1<i<r—1 sont partout inversibles,
ii) wy est un isomorphisme,
iii) on a A*u; = Z‘i—lﬂg—Q cls_qug, pour 1 < s <.
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On note Q" (resp. ) Padhérence schématique de Qf,, dans H" (resp. H); on voit
bien que 2 N H" = Q7. Le schéma Q" (resp. 1) est appelé le schéma des homomor-
phismes complets de rang r (resp. le schéma des pseudo-homomorphismes complets
de rang ). Le schéma Q est exactement le semi-groupe de Vinberg de GL,, cf. [23]
et [1].

La proposition suivante est due & Lafforgue et Vinberg, cf. [23], [9, section 1a] et
[1, chap. 6] :

Proposition 1.3.1. — a) Le schéma des homomorphismes complets Q" (resp. le schéma
des pseudo-homomorphismes complets Q) contient GL,. xG"~1 comme ouvert dense
et il est muni de deuz actions a droite et a gauche de GL,. xGI 1.

b) Le schéma §2 est normal.

c) Le schéma Q7 est lisse et son bord est un diviseur & croisements normauz.

d) Les strates de bord Q] de Q" sont indexées par les familles r ; elles ont la
description modulaire suivante. Soit r=(ri,r2,...,Tx) une famille qui vérifie
O0<ri <reg<---<7rE=r; on note Q. le sous-schéma localement fermé défini
en demandant que €5 = 0 pour tout s € r et que les autres soient partout in-
versibles. Alors ce schéma représente le foncteur qui & tout anneau A associe
l’ensemble des uplets

(ul,uQ,. .- ,ur,él,. .. ,Em_l,f”H, NN ,£r2—17€r2+17 .. )
vérifiant les conditions suivantes :

i) les £; sont partout inversibles,

il) uy : A" — A" est un homomorphisme de rang partout égal a 1,

iii) ug : keru; — A"/Imwu; est un homomorphisme de rang partout égal a
T2 — T,

iv) ug : kerus — (A" /Imu;)/ Imus est un homomorphisme de rang partout
égal a r3 — 1o,

v) etc.

Comme GL, agit & droite et & gauche sur le schéma Q" (resp. 2), on peut parler
de la notion d’homomorphisme complet (resp. la notion de pseudo-homomorphisme
complet) F = G entre deux fibrés vectoriels F, G de rang r sur un schéma S.

Définition 1.3.2. — Soit S un schéma et soient (L;,%;)1<i<r—1 des couples ot L; est un
fibré inversible sur le schéma S et £; est une section globale de L; ; un homomorphisme
complet (resp. un pseudo-homomorphisme complet) de type (L;,4;)1<i<r—1

F=G

entre deuz fibrés vectoriels F, G de rang r sur S consiste en un ensemble d’homomor-
phismes

vérifiant les conditions suivantes :
i) Ona N°u; = éf_lég_Q s ls_qug, pour 1 < s <.
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ii) Pour un (et donc pour tout) choiz de trivialisations de F, G et des L; localement

sur S, la famille (uy,...,ur,01,...,4._1) appartient au schéma Q" (resp. §2).
Soit r = (71,72, ..., 7)) une famille ; un homomorphisme complet (resp. un pseudo-
homomorphisme complet) est dit de type r si l'on a
0, = {0 siser,
inversible si s ¢ 7.

On peut donc identifier les fibrés inversibles (L;),¢, munis d’une section globale
inversible £5 avec le couple (Og, 1) ; d’apres la proposition 1.3.1, cet homomorphisme
complet consiste en :

i) une filtration décroissante F 2 Fp, 2 - 2 Fe- 2 Fs 2 - 2 Fr, =0 (s €1)

de F par des sous-fibrés maximaux de corangs respectifs r1,...,57,,...,7Tk;
ii) une filtration croissante 0 G &, & -+ G &~ G &E G -G &, =& (ser)de &
par des sous-fibrés maximaux de rang r,...,87,S,..., T, respectivement;

iii) des isomorphismes
For/Fe@ QL — Es/Es—, sET.

€T
<8

(On renvoie le lecteur a la section 1.1 pour la notation s~ .)

1.3.2. Chtoucas dégénérés
Définition 1.3.3. — Le champ algébrique ChtDeg” de chtoucas dégénérés est le fonc-
teur qui & tout schéma S associe les données formées :

i) d’un fibré vectoriel £ de rang r sur X x S ;

ii) deux morphismes o0 : S — X et0:5 — X ;

iii) d’une modification € — &' «— &" de £ par deuzx fibrés vectoriels £’ et £ de
rang r sur X xS, dont les quotients E'/E et £'/E" sont supportés par les graphes
des morphismes oo et 0 respectivement et sont localement libres de rang 1 sur Og ;

iv) des couples (L£i,4;)1<i<r—1, 00 L; est un fibré inversible sur S et {; est une
section globale de L; ;

v) d’un pseudo-homomorphisme complet £7 = £ de type (,c,-,ei)?g;)_l, ce qui
veut dire, une famille d’homomorphismes

S . S .

U : /\Sa ® ® E;@Q(s"i) N /\S” ® ® E;@(S—Z), 1<s<r,
1<i<s 1<i<s
ou
S . S
us : NET® @ £?(Q—1)(S—z) — ANE", 1<s<r,
1<i<s
vérifiant les deur conditions suivantes :
a) pour un (et donc pour tout) choixz de trivialisations de £, £7 et des L;

localement sur X x S, la famille (uy,...,ur,, f‘f_l, ... ,Eﬁ:i) appartient au
schéma Q (cf. section 1.3.1);
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b) génériquement au-dessus de tout point géométrique de S, aucun u, qui
peut se voir sous la forme

33(/\5®®£1®(5_i))0—>/\8® ®£;®(5_i), 1<s<r,

1<i<s 1<i<s

n’est nilpotent.

Le champ ChtDeg" est algébrique au sens d’Artin et localement de type fini (cf. [9,
prop. 1.5]).

Soit d un entier et soit r une famille ; on notera ChtDeg" 4 le sous-champ de ChtDeg”
classifiant les chtoucas dégénérés Ede degré d, c’est-a-dire deg& = d; et ChtDegT 4 e
sous-champ de ChtDeg" classifiant les chtoucas dégénérés de degré d et de type 7.

1.3.3. Strates. Dégénérateurs. — On conserve les notations de la section précé-
dente. Soit £ un point géométrique de ChtDeg™? de type r = (r1, 72, .. ., 7%). Comme
tous les morphismes ug, avec 1 < s < r, ne sont pas nilpotents genemquement, ils ne
s’annulent pas génériquement. Il existe donc un ouvert non vide U de X tel qu’en tout
point géométrique de U, tous les homomorphismes u,, avec 1 < s < r, ne s’annulent
pas. Cela implique que la restriction du pseudo-homomorphisme complet £ = £”
a U est un homomorphisme complet. On dispose donc

> d’une filtration décroissante €7 = € 2 -+ 2 & 2 -+ 2 0 par des sous-fibrés

vectoriels maximaux de £7 de corangs r1,79,...,7Tk;
> d’une filtration croissante 0 & --- ¢ £/ ¢ --. ¢ £” par des sous-fibrés vectoriels
maximaux de £’ de rangs r1,72,...,7Tk;

> des isomorphismes sur l'ouvert U &, /€, — El/E! s €r,on s estle prédé-
cesseur de s dans r, (cf. section I.1).

Soit s un entier, avec 1 < s < r. La restriction de u, sur 'ouvert U est alors le
composé de trois morphismes :

> la restriction a U de la surjection

ANET—» @ det(E,- /&) @ N\ E,- JEo,
ter
t<s

> l’isomorphisme sur U
® det(&,- /&) @ N & [Eur =5 @ det(E]'/E11) @ NEL [EL-,
ter ter
t<s t<s
> la restriction a U de I'injection
Q det(E /€)@ NEL JEI. — NE.

ter
t<s
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Comme le morphisme u; : A°E° — A° E” est défini partout, le morphisme que
’on note wy,

_ _ s—s__ _ s—s

R det(&, /&) @ N\ Es-/E+ — @ det(E]/EIL) @ N EYL /EL-

ter ter

t<s t<s
est alors un plongement partout bien défini. Puis le morphisme ug est le composé de
la surjection précédente, de ce plongement et de l’injection précédente.

La filtration précédente de £” et les modifications & — & « £” induisent des

filtrations

0G CEGCCE 0C - CEC - CE

de £ et &' par des sous-fibrés vectoriels maximaux de rangs ri,72,..., k.

Comme génériquement, tous les morphismes us (1 < s < 7) ne sont jamais nil-
potents, £ N &, = 0 pour tout entier s € r, donc £ & &, est un sous-fibré vectoriel
de rang r de £ = £7. En particulier, les quotients £/E7 & &, (s € r) sont de torsion.

Définition 1.3.4. — Un point x de X est appelé dégénérateur du chtouca dégénéré g
si une des conditions suivantes est vérifiée :
a) il appartient au support de E/ET & Es pour un certain s € T ;
b) il appartient au support du plongement ws défini précédemment pour un certain
1<s<r.

En général, on ne peut rien dire sur le nombre de dégénérateurs d’un chtouca
dégénéré. Par contre, on prouve :

Proposition 1.3.5. — Soit € un chtouca dégénéré. Supposons que le polygone canonique
de Harder-Narasimhan du fibré vectoriel sous-jacent £ est majoré par un polygone po.
Alors le nombre de dégénérateurs de £ est borné par une fonction Deg(r,pg) qui ne
dépend que de r et de py.

Démonstration. — Soit s un entier, avec s € r. Le plongement
Wy 1 Q det(E- /&) © E- [Es —— Q det(E]'/EL) @ E/EL-
ter ter
t<s~ t<s~

est un plongement entre deux fibrés vectoriels de méme rang; on a ainsi deg E/ E <
deg£”, donc d < deg &, + deg&’. Comme deg&! < deg&, + 1, on en déduit que le
quotient £/E7 @ &, est de longueur au plus 1. On conclut alors que la réunion des
supports des £/E7 @ &, (s € 1) est pour cardinal majoré par r — 1.

Pour conclure, il suffit de prouver que la réunion des supports des plongements w;,
(1 < s < r) est pour cardinal majoré en fonction de r et pg. En effet, soit s un entier,
avec s € r; le cardinal du support du plongement w, ,; est borné par deg&, +
deg £ — d qui est majoré en fonction de pg. D’oti la conclusion. O
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Définition 1.3.6. — Avec les notations précédentes, si F est un sous-fibré vectoriel
de & (resp. £7), pour tout entier s € v, on définit F le sous-fibré vectoriel F° N &,
(resp. FNE;) de E=E°.

1.3.4. Chtoucas itérés. — Soit S un schéma et soit r = (1,72, ..., 7% ) une famille.
Soit £ un chtouca dégénéré sur S de rang r et de type r. Donc

0 siser,
by = -

inversible sis ¢ r.

On peut identifier les fibrés inversibles (Ls)¢, munis d’une section globale inver-
sible ¢, avec le couple (Og,1).

Définition 1.3.7. — Le champ Cht£ de chtoucas itérés de type r est le sous-champ
ouvert de ChtDeg, soumis auz conditions ouvertes suivantes :

a) Le pseudo-homomorphisme £7 = £ est un homomorphisme complet. D’aprés
la section 1.3.1, on dispose donc
> d’une filtration croissante 0 & &' G --- & & = &" de £ par des sous-
fibrés mazximauzx de rangs ry, ..., respectivement,
> d’une filtration décroissante € = D &, 2 -+ 2 &, = 0 de £ par des
sous-fibrés mazimaux de corangs ry,...,Tr respectivement,
> des isomorphismes E,- /€. @ Qier LB 2 gniel ser, ou& = E°.
i1<s
b) Si l'on note & = E!' pour tout s € r, alors tous les quotients £'/E! sont sans
torsion, donc localement libres sur X x S.
c) Pour tout s € r, le morphisme £ — £'/E est surjectif; alors le noyau & de ce
morphisme est localement libre sur X x S.
d) Pour toutse€r, ona&,— +&2 =&°.

Puis le champ Cht” de chtoucas itérés est 'unique sous-champ ouvert de ChtDeg’,
dont pour toute famille r, la trace dans ChtDeg, est Cht;. Soit r une famille; on

notera Cht:’d le sous-champ de la strate -C—h—t,’: classifiant les chtoucas itérés de type r,
dont deg & = d. N

Soit S un schéma et soit £ un chtouca itéré de type r = (r1,72,...,7%) sur S; on
lui associe de vrais chtoucas (dont certains sont des chtoucas & gauche) de la maniere
suivante (cf. [9, p. 1009-1010]).

> D’abord, pour s = r; = 0", on pose E,, = &,, et E, =& = £/ ; on montre
que Erl = (E,, — E] <« E7) est un chtouca & droite de rang r; dont le péle est

le pole oo du chtouca itéré £ En effet, le plongement E,, — E;l est le plongement
canonique; le plongement EY < E; est le composé

E? —— £ — £7JE, "o £ =€l =E..
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Ces plongements définissent bien un chtouca a droite E"Tl. De plus, on a un isomor-
phisme canonique E.. /E,, = £'/E, le pdle du chtouca E,, coincide donc avec le pole
du chtouca initial &.
> Pour tout s €r et s>mr = 0", on pose
E, =&/ @@Ly, E.=(E,-NEH QLI

i€ET i€r
1<s i<s

On prouve que E, = (E, < E, < E%) est un chtouca & gauche. En effet, le plonge-
ment E. — F est le composé

E;:(gs— mg:)®®£g;’(gs‘/8_8)®®£g

tET €T
1<s i<s
S (EEL) @ @ Li— (E/6-) @ @ Li = E,,
t€r i€Tr
i<s 1<s

et le plongement E. — E? est le composé

E;=(E-N&E)@ QL — (E7/8] ) ® Q L] = EY.

€T ier

1< i<s
Ces plongements définissent un chtouca a gauche E,. De plus, on peut montrer que
le pole de E; coincide avec le zéro de son prédécesseur E, - et que le zéro du dernier
chtouca FE,.- coincide avec le zéro 0 du chtouca itéré initial £. Les zéros et les poles des
chtoucas E; (s € r) autres que 0 et oo sont exactement les dégénérateurs du chtouca
itéré E.

1.3.5. Troncature. — Soit p : [0, 7] — R un polygone convexe et r = (r1,7r2,...,7%)
une famille. On considére un point géométrique du champ Cht!. ; d’apreés la section
1.3.4, on dispose : -

> d’une filtration décroissante £ = E 2 &, 2 - 2 &, = 0 de € par des sous-

fibrés maximaux de corangs r1,...,7 respectivement,
> d’une filtration croissante 0 & & & --- & &' = £” de £ par des sous-fibrés
maximaux de rangs ri,...,7; respectivement ; elle induit, via la modification £ —

&'« &”, deux filtrations de &£ et de £’ par des sous-fibrés maximaux
0% &, gge’rk =& et 0§€;1 (;C’;g;k :8/7
> des isomorphismes &,- /€, = E//EL, se€ET.
D’apres Lafforgue [9, déf. 1.8], on définit :
Définition 1.3.8. — i) Un sous-objet d’un chtouca itéré £ de type r consiste en deux
sous-fibrés F et F' de £ et £ ayant méme rang et tels que le plongement €& — &’

envoie F dans F' et que, pour tout s € r, le plongement E,- /€, = EVJEIL — EJ/E!
envoie FO N E,- /F°NE; dans F'NE/F' NE!_.
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ii) Un sous-objet (F,F’) est bon si F et F' sont mazimauz et s’il existe un entier
sertelque&- G FCE et&l ¢ F CE&.
iii) Un bon sous-objet est de type I si s =r; = 0" ou bien si
s>r; =0" et deg(F NE&,-) < deg(F/E-).
Un bon sous-objet est de type II si
s>r; =07 et deg(F7NE, ) =deg(F/E-).
Lafforgue prouve (cf. [9, prop.1.9]) :

Proposition 1.3.9. — 1l existe dans le champ Chtgd de chtoucas itérés de type r un

unique ouvert Chtf_.’d’p tel que, pour tout point géométrique de Chtgd, ce point soit
dans Cht’? si et seulement si :

> pour tout s € r, on ait linégalité
s
p(s) —1 < deg& — —deg& < p(s),
r

> pour tout bon sous-objet (F,F') de type I, on ait I'inégalité

f
deg F — rgr deg & < p(rg F),
> pour tout bon sous-objet (F,F') de type II, on ait l’inégalité

rgr]-“ deg & < p(rg F) — 1.

deg F —

Signalons une autre interprétation du champ Chtgd”’ (cf. [10, prop. I11.3]), & savoir :

Proposition 1.3.10. — Supposons que le polygone p soit assez convexe en fonction de
la courbe X et de r. On associe d tout entier 0 < s < r lunique nombre entier d(s)
tel que

p(s) — 1 < d(s) < p(s).
Alors un point géométrique € du champ Chtgd appartient a Chtgd’p si et seulement si :

b Pour s =ry = 07, le chtouca & droite E,, = (E,, — E, <« E7) défini dans la
section 1.8.4 a la propriété : soit F un sous-fibré mazimal de E,, = &, ; alors deg F
est majoré par

deg F < gd + d(rg F)

avec égalité si F = &, .

> Pour s € 7 et s > r1 = 07, le chtouca & gauche E, = (Ey <« E!. — E?)
défini dans la section 1.3.4 a la propriété : soit F un sous-fibré maximal non nul de
E. =& NE,- ; alors deg F est majoré par

deg F < rgT}-d-l-d(s_ +rgF)—d(s7)—1

avec égalité si F = EF NE,-.
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Puis Lafforgue prouve (cf. [9, cor. 1.11]) :

Proposition 1.3.11. — Soit p un polygone assez conveze en fonction de X et de r;

il existe alors un champ ouvert Cht™*? du champ Cht™?, dont la trace dans le sous-
champ localement fermé Chtgd est Chtz’d’p.

I.4. Le théoréme de compactification de Lafforgue
Le résultat principal de D’article [9] est le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.1 (cf. [9, th. 1.12]). — Soit p un polygone assez convezxe en fonction de
X et de r; le morphisme

Cht"%? — X x X

est alors propre.

On renvoie le lecteur aux articles [9], [7] pour une preuve complete de ce théoreme.
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CHAPITRE 1II

VARIATION DES QUOTIENTS

I1.1. La valuation standard
Soit A un anneau de valuation discrete sur I, ; on notera K son corps de fractions,

v sa valuation et o : K — K 1’élévation a la puissance q.

Définition I1.1.1. — On appelle valuation deg sur un K -espace vectoriel V de dimen-
sion r une application

deg: V — R U {o0}
qui satisfait les conditions suivantes :

i) Pour tous x ety dans V, deg(x + y) > min{deg(zx), deg(y)}.
ii) Pour tout a € K et pour tout z € V, deg(az) = v(a) + deg(x).

iii) Pour une (et donc pour toute) base {ej,eq,...,e.} de V, il existe une cons-
tante C' qui dépend de cette base telle que, pour tous a1, as,...,a, dans K, on ait
de (3 aies) < min {ofa)} + O
eg Z aie; ) < 1l’élilélr {v(ai)} +C
1<i<r

Le résultat suivant est classique (cf. [24]).

Proposition I1.1.2. — Soit deg une valuation sur un K -espace vectoriel V de dimen-
ston r ; il existe alors une base {e1,ea,...,e,.} de V et une suite de réels (c1,ca,...,cr)
telles que l’on ait

deg ( Z aiei) = 1111i21 {c; + v(a;)}.
1<i<r ==

Drinfeld montre (cf. [3]) :

Proposition I1.1.3. — Soit V un K -espace vectoriel de dimension r et soit ¢ : V9 — V
un isomorphisme linéaire, ou de fagon équivalente, o : V. — V wune application o-
linéaire injectif. Alors il existe une unique valuation deg,, sur V vérifiant que, pour
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toute € 'V,

deg,, (p(e)) = gdeg,(e).

Cette valuation sera appelée la valuation standard associée a .

Démonstration. — Soit deg une valuation quelconque sur V et soit {e1,...,e,} une
base de V' ; la définition d’une valuation entraine qu’il existe une constante C telle
que, pour tous les éléments a1, as,...,a,. de K, on ait I'inégalité
‘deg ( Z a;e;) — 1rélii£r {v(ai)}’ <C.
1<i<r ==

Prouvons d’abord 'unicité de la valuation standard si elle existe. Supposons qu’une
telle valuation deg, existe; l'inégalité précédente implique qu’il existe une cons-
tante C’ telle que, pour tout e dans V, on ait I'inégalité

|deg¢(e) — deg(e)| <.

Donc |deg,(¢"(e)) — deg(¢™(e))] < C’ pour tout entier positif n; comme

deg,(¢"(e)) = ¢" deg,(e), on en déduit
n !
deg(y (6))‘ <<
q

deg,(e) — p — VeeV, VneN.

On obtient ainsi

deg_(e) = lim M,

n— o0 q"

ce qui démontre ’'unicité de la valuation standard si elle existe.

Démontrons 'existence : on choisit une valuation quelconque deg sur V' ; la défini-
tion d’une valuation montre qu’il existe une constante Cj telle que, pour tout e € V,
on ait

| deg(p(e)) — gdeg(e)| < Co,

ce qui montre que la limite lim,, ., deg(¢™(e))/q™ existe. Posons

deg,_(¢) = lim Je8(#"()).
¥ n

n— o0 q

C’est une valuation sur V et on a la relation

_ deg(p" ! (e)) _ deg(¢" " (e))
deg, (¢(e)) = lim — = q lim — g = qdeg,(e),
ce qui acheve la démonstration de la proposition I1.1.3 O
Proposition I1.1.4. — Soit V un K -espace vectoriel de dimensionr et soit ¢ : V9 — V

un isomorphisme linéaire. Supposons que u : V. — K" un isomorphisme linéaire tel
que u® = u o . Alors, pour tout e dans V', on a la relation

deg,,(e) = degy (u(e)),

ot deg désigne la valuation canonique sur K".
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Démonstration. — Cette proposition résulte immédiatement de 'unicité de la valua-
tion standard (cf. proposition I1.1.3). O

I1.2. Structures de niveau

Fixons N un niveau de X, autrement dit un sous-schéma fermé fini de X ; le
champ C™" associe a tout schéma S le groupoide des familles formées :
i) d’un fibré vectoriel F de rang = sur N x S,
ii) des couples (L;,4;)1<i<r—1, o £; est un fibré inversible sur S et ¢; est une
section globale de L;,

iii) d’un pseudo-homomorphisme complet de type (L;, éi)?g(‘f;i)_l

7 = (IdN X FI‘Obs)*]: = F,
ce qui est équivalent & donner une famille d’homomorphismes
usn  (AFOQLECT)  AFo @@L, 1<s<r,
i<s i<s
qui satisfait les conditions définies dans la section 1.3.1.

On a les morphismes canoniques
ChtDeg"?% x x xx (X — N)? — C™N, Cht"? x xxx (X — N)? — "N,

Puis on considére le champ C défini au-dessus C™" en ajoutant un pseudo-
homomorphisme complet entre F et O}, ¢ de type (L;,4;)1<i<r—1, ce qui veut dire,
une famille d’homomorphismes

S . S
US,N:/\}—®®‘C1®(S_1)_’/\OZTV><57 Il<s<m,
1<s
qui satisfait les conditions de la définition 1.3.2 et on demande de plus qu’ils vérifient

VgnN =UsNOUs N, 1Ss<

Dans C™%, on note CgN I'ouvert dense dont toutes les sections globales ¢; (ou
on suppose 1 <17 <7 —1) sont inversibles. Il associe & tout schéma S le grou-
poide des fibrés vectoriels F de rang r sur N X S munis d’un isomorphisme
F° = (Idy x Frobg)*F 5 F. Alors ce champ est le quotient GLY /7/GLY de la
restriction a la Weil (}LiV de GL, a N par laction de lui-méme par conjugaison
tordue (u,g) — (g°) ' ouog (cf. [10, section IIL.3]).

Puis on considere le classifiant Cy; ,, = SpecF, = = GLY /GLY qui associe a tout
schéma S le group01de des fibrés vectoriels F de rang 7 sur N x S munls d’un iso-
morphisme F = O%, g. Puis on considére I'isogénie de Lang Cy 5 — cy

aLY — GLY, g o(g)tog.

On note C}, 'adhérence de Cy 4 dans C; l'action du groupe fini GL,(Op) sur Cy
s’étend en une action sur Cj.

Proposition I1.2.1. — Le morphisme C& — C™N est fini.
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Démonstration. — Puisque le morphisme Cy — C™" est affine, il suffit de vérifier
qu’il est propre. Une preuve de cette assertion se trouve dans [10, prop. II1.11]. Il s’agit
de vérifier le critere valuatif de propreté pour le morphisme C5, — C™" qui est de
type fini des schémas noethériens.

Soit A un anneau de valuation discrete sur F, et soit K son corps des fractions.
Rappelons qu’un point de C™" & valeurs dans S = Spec A consiste en :

i) un fibré vectoriel F de rang r sur N x Spec A,

ii) des couples (£;,¥¢;)1<i<r—1, dont £; est un fibré inversible sur Spec A et ¢; est
une section globale de L;,

iii) un pseudo-homomorphisme complet F° = F de type (L;, Ei)?g;i)_l, donc on
dispose d’une famille d’homomorphismes

Us N : (/\.7-"@ R LECTNT L ANFo@LECTY, 1<s<r

1<s 1<s

On suppose que la générisation de ce point est dans C;’N, autrement dit que sur
N x Spec K, tous les us y (1 < s < r) sont des isomorphismes et qu’elle se releve
dans C} . Ce relevement consiste en des isomorphismes

S S
®(s—1i)
vs N ANF O QL /\O}WVXSpech 1<s<m,
1<s
qui vérifient en particulier les relations
VgN =Us,NOUsN, 1<s<r

Il s’agit de prouver que les v, n sont bien définis en tant qu’homomorphismes sur
N x Spec A et que v, n est bien un isomorphisme.

Soit s un entier, avec 1 < s < r; on note encore u,, vy 'endomorphisme o-linéaire de
Iespace (A F @ Q),_, £l®(s_l)) ®4 K induit par us y. D’apres la proposition II.1.3,
il existe une unique valuation degu& ~ Qui vérifie

deg,.  (usn(e)) = gdeg, . (e),
pour tout e € (A*F @ ), ﬁfb(s_i)) ® 4 K. Puis la proposition I1.1.4 montre que,
pour tout e € (A* F @ ®),_ £z®(3_l)) ®a K, on a 'égalité
deguS’N(e) = deg, (vS,N(e)),
ou deg, désigne la valuation canonique sur A° OR xspec K

Comme ug n stabilise le réseau \° F @@
dans ce réseau,

i<s E;@(s_i), on en déduit que, pour tout e

deg,, ,(e) > 0.

D’ott degy(vs,n(€)) > 0, autrement dit tous les vy v (1 < s < 7) sont bien définis en
tant quhomomorphismes sur N x Spec A.

Reste & prouver que v, y est un isomorphisme. En effet, on prouve un résultat plus
fort qui sera utilisé dans la preuve du lemme I1.3.4. Soit s un entier, avec 1 < s < r,
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et soit N’ un sous-niveau de N. Supposons que la restriction us ny de us n au sous-
niveau N’ a la propriété suivante :

™) kerus v+ et (Imus n/)° sont en somme directe.

Alors, en tout point fermé x de N’ x Spec A, il existe un élément e du réseau A\° F, ®
(S E?(s_z) tel que deg,, , (e) = 0; donc degy(vs,n(€)) = deg, . (e) = 0, ce qui
implique qu’en ce point, la réduction de v, y ne s’annule pas. On conclut que la
restriction vs nv de vs N au sous-niveau N’ ne s’annule en aucun point géométrique
de N’ x Spec A.

Remarquons que u, n : (A" F @ Q),, LN LN F® Ricr £ est un
isomorphisme, donc vérifie la propriété (*). Ainsi v,y ne s’annule en aucun point
géométrique de N x Spec A, ce qui prouve bien que v, y est un isomorphisme, et
acheve la démonstration. |

Puis on note ChtDegg}d comme produit fibré de ChtDeg™® x x x x (X — N)? et de Ck
au-dessus de C™N :

ChtDegy? Ci

! l

ChtDeg™? x x xx (X — N)2 —— ¢V,

Le morphisme
ChtDegh? — ChtDeg™? x xx x (X — N)?

est représentable et fini; le champ ChtDeg?,d est muni d’une action du groupe fini
GL,.(On) et le quotient de ’espace grossier associé a ChtDegR’,d par ce groupe fini est
celui associé & ChtDeg™? x x x x (X — N)2.

I1.3. Construction du fourre-tout

I1.3.1. Notations. — Dauns la suite de ce chapitre, on fixe un polygone pg:[0,r] —>R
assez convexe en fonction de la courbe X et de r (cf. définition 1.2.4). On choisit un
entier positif € tres grand par rapport a pg, X et r. Puis on choisit un entier positif w
et un niveau N sans multiplicités de X qui vérifient les conditions suivantes :
a) Tout point géométrique = de N est supporté par un point fermé de corps rési-
duel Fjw.
b) Le terme |N| — Deg(r, po)w est trés grand par rapport a €, pg, X et r ou |N| est
la longueur de N, et la fonction Deg(r, po) est définie dans la proposition 1.3.5.
Ensuite, on choisit un entier ko assez négatif en fonction de |N|, €, pg, X et r et
aussi un entier positif d assez grand en fonction de kg, | V|, €, po, X et r. Enfin, posons
h=d+ (1 — g)r, ou g désigne le genre de la courbe X.

Remarque 11.3.1. — La condition b) intervient uniquement dans les derniéres lignes
de la preuve du lemme II1.3.11.
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I1.3.2. Lemmes préparatoires. — Avec ce choix des parameétres, on énonce
quelques lemmes préparatoires (cf. [10, lemmes V.6 et V.10]) qui vont nous servir
par la suite.

Lemme I1.3.2. — Soit £ un fibré vectoriel sur X de rang r, de degré d et de polygone
canonique de Harder-Narasimhan majoré par pg. Alors :

a) H'(X,E) =0 et & est engendré par ses sections globales H* (X, E), on a donc
dimH(X, &) = h.
b) Pour tout sous-fibré non nul F de £, dont le degré vérifie

deg F > ko + 2L deg €,
rg&

le polygone canonique de Harder-Narastmhan de F et deg F — (rg F/rg &) deg &
sont bornés par des constantes qui ne dépendent que de pg, r et kgy.

c) Sous les hypothéses précédentes, H' (X, F) = 0 et F est engendré par ses sec-
tions globales H*(X, F), on a donc l’égalité

dimH*(X,F) =deg F 4+ (1 — g)rg F.

Lemme I1.3.3. — a) Soit £ un fibré vectoriel sur X et soit F' un sous-espace vectoriel
de HY(X, E) engendrant £ génériquement. Alors le nombre de points x dans X (avec
multiplicités) tel que F' n’engendre pas &£, est majoré par deg&.

b) Sous les mémes hypothéses, on a l'inégalité

dimH?(X, &) < deg& +rgé&.

11.3.3. Espace de Gieseker. — Soit Picd(X) la composante de degré d du schéma
de Picard Pic(X) de X; on note

p: X x Pic*(X) — Pic*(X)

la projection naturelle et M le fibré inversible universel sur X x Pic?(X). L’espace
de Gieseker (cf. [5]) est défini comme

Zy = IP’( Hom(A Ol}iicd(x)’p*M))‘

Soit s un point géométrique de Pic?(X) et soit £ le fibré inversible correspondant
sur X ; la fibre de Z; en s est alors ’espace projectif

P(Hom ( A k", H*(X, £))).
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I1.3.4. Le fourre-tout. — Le champ A"~!/G7, ! associe & tout schéma S les fa-
milles de couples (£;,4;)i<i<r—1, o0 L£; est un fibré inversible sur S et £; est une
section globale de L;; on dispose alors un morphisme

ChtDegh — A" 1/G7 1.

On note Vec™? le champ classifiant les fibrés vectoriels sur la courbe X de rang r et
de degré d; Vec™%P° ouvert de Vec™?, qui classifie les fibrés vectoriels sur la courbe X
de rang r, de degré d, et dont le polygone canonique de Harder-Narasimhan est majoré
par le polygone pg (cf. section 1.2.3); on a ainsi un morphisme

ChtDegly? — Vec™

qui & tout chtouca dégénéré £ muni d’une structure de niveau N associe le fibré
vectoriel sous-jacent £.
Puis on considére Y le champ défini au-dessus de 'ouvert

ChtDegi? X yeer.a Vec4Po XAT_.I/G:;:lAT_l
de ChtDegR’,d X pr—1 /G;'H—IAT—l en ajoutant un homomorphisme surjectif (défini modulo
laction de G,,)
oh— ¢

pour lequel le morphisme induit H°(X,0%) — H°(X,€) est un isomorphisme; le
champ Y est un PGLj, xG’ !-torseur au-dessus du champ

d
ChtDegh® X yeera Vec4Po

Il résulte de la construction par Grothendieck des schémas de Hilbert que Y est un
schéma quasi-projectif.
Puis on note
s S T /S
2z =IP( @ @ Hom(/\kh,/\og)@) Y );
1<s<rzeN
et on définit Z comme 'espace produit

Z=Z()XZ:[.

Le groupe PGLj, xG7 ! x GL,.(Ox) agit de la maniere évidente sur Y et Z. L’action

du groupe multiplicatif G/, ! sur Z est comme suit. Ce groupe agit trivialement sur

. | ! ! .
Pespace Zy. Sur le facteur Z; de Z, soit m = (w{@jg‘,wgg 2 w30 /T)xeN un point

de l'espace vectoriel de dimension finie
S S
W= @ € Hom(AK,AOL".
1<s<rzeN

Le groupe G’ ! agit sur W de la maniére suivante :

1/2 .
(f = (51,62,. . ,67«_1);71') — 71'/ = (Wi%r!,ﬁéir/ g . ..,ﬂ':,%r!/")xe]v,
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N

ou

’ _ / _ p—1 / _ p—2p—1 / _pl—rpy2—r —1
T = T,z T2 o = gl 2,25 T3 o = el 62 T3,zs +++y Ty _gl EQ "'er—lﬂ-ﬁf‘

On va construire un morphisme PGLj, xG7 1 x GL,(Oy)-équivariant v : ) — Z.
Soit y un point géométrique de ) ; dans la donnée de y, on dispose :
i) d’un fibré vectoriel £ sur X de rang r et de degré d,
ii) d’'un morphisme surjectif O’;? — &£, pour lequel le morphisme induit
HY(X,0%) — H*(X, ) est un isomorphisme,
iii) d’un pseudo-homomorphisme complet au niveau N, qui consiste en des homo-
morphismes linéaires
S S
vsN : NEN — NOyF, 1<s<r.
Soit s un entier, avec 1 < s < 7 et soit & un point géométrique dans INV; on
notera vs 5 : A°E; — A° OL la restriction de vs v & .

On obtient un point géométrique z = ¢ (y) de Z & partir de cette donnée de la
maniere suivante :

i) Pour obtenir un élément 79 € Zp, on compose le morphisme induit
AK" = AHO(X,0h) = AHO(X, €)
avec le morphisme naturel
AH(X,€) — HO (X, A\ €).
ii) Soit s un entier, avec 1 < s < r et soit  un point dans N ; le composé
AR" = AHO(X,0%) = AHO(X,€) — A&, 5 AO;
définit un élément de m, , € Hom(A® k", A" OF).

Lemme I1.3.4. — Soit s un entier avec 1 < s < r. Alors, l’'élément suivant n’est pas
nul : s .

P 7o € @ Hom (AK". A OY).

TEN xEN
Démonstration. — On note N’ le plus grand sous-niveau de N qui ne contient aucun

dégénérateur du chtouca dégénéré associé au point y € Y. La proposition 1.3.5 et
I’hypothése sur le niveau N (cf. section I1.3.1) impliquent que N’ # &.

La restriction us ¢ (1 < s < 1) de us, v au sous-niveau NN vérifie la condition :
kerus nv et (Imug n/)? sont en somme directe. D’aprés la preuve de la proposition
11.2.1, la restriction ve - n’est nulle en aucun point géométrique, c’est-a-dire pour
tout € N’, vs, # 0. Donc 'élément @,y Ts2 € D, ey Hom(A" k", A* OL) n'est
pas nul, c.q.f.d O

Proposition I1.3.1. — Le morphisme ) : Y — Z est quasi-projectif.

Démonstration. — 1l résulte du fait que ) est un schéma quasi-projectif et que Z est
un schéma projectif, c.q.f.d. O
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I1.4. Les quotients par le groupe multiplicatif G7!

Comme le groupe multiplicatif G7. ! agit trivialement sur I’espace Zy, on a
Z//G:n_l = ZO x Zl//GTm_l .

Soit s un entier, avec 1 < s < r et soit Wy = @,y Hom(A" k", A\° O5)®""/*; alors
W =@, <., Ws et G agit sur W, via le caractére

(é'l, o ’gr—l) —s eclil(s) . ~£dr—1(3),

r—1

avec
1 /. . .

Z(i—-s) sil<i<s-—1,
0 sis<i<r-—1.

di(s) = {

L’action de G’ ! sur Z; = P(W) est induite par celle de G’,;! sur W ; elle four-
nit naturellement une G7; !-linéarisation A du fibré ample O(1). On peut fabriquer
d’autres linéarisations via les deux procédures suivantes :

a) Soit k un entier positif; la puissance symétrique de A induit une G7;!-

linéarisation A¥ du fibré ample O(k).

b) Soit d = (dy,ds, ..., d,—_1) une suite d’entiers positifs ou nuls; la multiplication

de \* avec le caractere

Gl = Gy, (01,82, b)) — €D g0

induit une G7, !-linéarisation A\%¥ du fibré ample O(k).

L’ensemble des points semistables, I’ensemble des points stables et le quotient de
la linéarisation A% ne dépendent que de la suite d/k = (di/k,d2/k,...,d-_1/k); on
peut alors parler de la Gr-!-linéarisation Ag du fibré ample O(1) associée a une suite
d = (d1,da,...,d._1) de rationnels positifs ou nuls.

Explicitement, le fibré ample O(1) de P(W) peut étre regardé comme

Y = {xlyj =T;Yi; (.’)317.'132,...)EW, (yl yz)EP(W)},

et le morphisme ¥ — P(W) est la projection naturelle. Alors la G’ !-linéarisation
naturelle Ay du fibré O(1) associée & une suite d = (di, ..., d,_1) de rationnels positifs
ou nuls correspond a 'action suivante de G ! sur Y :

((617527-"7€7‘—1)7(x17w2,"';y1 tY2 ”')) —_ (xll?x1277y;_ : y; : )7

ou
:1;2 — f;il(s)+d1 .o Eir—_ll (S)+d7‘_1.’Ei Si xX; S Wsa
y; _ 8(111 (s) .. E?r_vil(S)yi siy; € Ws.

Pour terminer cette section, on va définir quelques nouvelles notations qui seront
utilisées par la suite. Soit d = (dy,da, . ..,d,—1) une suite de rationnels ; on définit une
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suite a = (a1, ...,a,) de rationnels de somme >_._, @, = 1 de la fagon suivante :
a=1-> a,
2<s<r

2 r—1
Qg = F(dl —2ds +d3), ..., @p_1 = 5 (dy_o —2d,_1),

'S
Qy = _'dr—l-

r!

Observons que la suite o détermine la suite d; de plus, si tous les {a,}i1<s<, sont
strictement compris entre 0 et 1, alors les {d;}1<i<r—1 correspondants sont positifs.

Désormais, si @ = (a1,...,.) et d = (dy,...,d,_1) correspondent, on dira que la
Gr-l-linéarisation du fibré O(1) est associée & o au lieu de celle associée a d.

I1.5. Choix des parameétres

Soit @ = (g, - . ., @) une suite de rationnels positifs de somme 1 et soit s un entier,
avec 0 < s < r; on définit

S S
A = 3 Zage - e,
(A) Q(S) ate + tate rs
1<t<s s<t<r

(Rappelons que ’entier positif € est donné au début de ce chapitre (cf. section I1.8.1).)

Remarque 11.5.1. — a) On voit immédiatement que g(0) = g(r) = 0; on obtient alors
un polygone rationnel ¢ : [0,7] — R au sens de la définition 1.2.4.

b) Le polygone g détermine la suite a = (a1, ..., a,). En effet, pour tout entier s,
avec 1 < s <r,onaase/s =—q(s+1)+2q(s) — q(s — 1), ce qui détermine ay ; reste
a écrire

o =1— Z Q.
1<s<r

¢) En général, étant donné un polygone rationnel g, la suite de rationnels « associée
a q ne vérifie pas I'inégalité ay > 0 pour tout entier 1 < s < r.

On va prouver que, sous certaines conditions du polygone ¢, la suite a correspon-
dante est une suite de rationnels positifs.

Lemme I1.5.2. — Soit p est un polygone assez convezxe en fonction de X et de r, entier
par rapport a d et majoré par pg et soit ¢ un polygone rationnel, avec q¢ € |p,p + 1]
(¢f. définition 1.2.5). Alors la suite o associée & q est une suite de rationnels positifs.

Démonstration. — Puisque p est un polygone assez convexe en fonction de X et de r, g
l’est aussi, ce qui implique

aszg(—q(s—f—1)+2q(s)—q(s——1))>O, Vs, 1<s<r.

ASTERISQUE 313



11.6. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL 37

Puis comme le polygone p est majoré par py et r et pp sont négligables devant ¢,

est aussi positif, ce qui acheve la démonstration. O

I1.6. Enoncé du théoréme principal
On peut énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

Théoréme I1.6.1. — On utilise les notations des sections précédentes. Soient g, €1
deuzx entiers positifs tels que

=rle;.

€
TEo h—_e
Soit p un polygone assez convexe en fonction de X et de r, entier par rapport a d et
majoré par pg. On choisit un polygone rationnel q tel que q € |p,p + 1|, ce qui veut
dire, pour tout entier s, avec 0 < s <1, on a p(s) < q(s) < p(s) + 1.

Soit a = (a,...,qa,) la suite de rationnels positifs de somme 1 qui correspond
a q (cf. section IL.5); on considére la PGLy, xG" ! -linéarisation associée a o du fibré
O(e0) K O(g1) de Z .

Alors, pour un point géométrique y € Y, dont le chtouca dégénéré sous-jacent E est
de type r = (r1,7r2,...,7k), les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ¥ (y) est semistable (resp. stable).

ii) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a l’inégalité

(B) deg F < rgT]-"d + Z (¢(s™ +rgFs-/Fs) —q(s™)) (resp. <),
ser

ot les fibrés vectoriels Fy (s € v) sont définis dans la définition I.3.6.

La démonstration de ce théoréme sera présentée dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE II1

SEMISTABILITE

ITI.1. Introduction

Ce chapitre démontre le théoréme I1.6.1. La section III.2 utilise le critéere numérique
de Hilbert-Mumford pour déterminer les points semistables et stables de Z. Lorsque
I’on restreint aux points dans ()), le critére numérique se simplifie notablement
(cf. proposition II1.2.2).

Puis la section II1.3 donne une preuve du théoréme I1.6.1 : un point ¥ (y) de la strate
de Y indexée par une famille r est semistable si et seulement si le chtouca dégénéré
sous-jacent vérifie une condition de semistabilité explicite et de type combinatoire.
Le fait que 'on a « peu de dégénérateurs » joue un role important dans cette preuve.

La section I11.3.1 démontre I'implication : un point ¥ (y) de la strate de Y indexée
par une famille r est semistable implique que le chtouca dégénéré sous-jacent vérifie
une condition de semistabilité. La preuve se repose sur une majoration de certains en-
tiers ps » (x € N) qui interviennent dans le critére numérique (cf. proposition IT1.3.8).

La section I11.3.2 démontre I’implication réciproque : un point v (y) de la strate de Y
indexée par une famille r est semistable si le chtouca dégénéré sous-jacent vérifie une
condition de semistabilité. Il s’agit de montrer qu’au moins en un point x € N, l'inéga-
lité obtenue dans la proposition II1.3.8 devient une égalité (cf. proposition II11.3.10).

II1.2. Critére numérique de Hilbert-Mumford

I11.2.1. Critére numérique de Hilbert-Mumford pour un point général
de Z. — On considere la SLj, xG7, !-linéarisation du fibré O(go) ® O(e1) associée
a la suite a = (a1, @2, ...,a,). On note d = (dy,ds,...,d,_1) la suite de rationnels
associée a la suite o (cf. section I1.4).

Soit A : G,,, — SLj xG7 ! un sous-groupe a un parameétre non trivial ; il existe une
base {ey,e€a,...,en} qui diagonalise Vaction induite de G,, sur SL; en

/\(t)ez =t €;,
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oun = (ni,na,...,ny) est une suite (non nulle) décroissante d’entiers, dont la somme
vaut zéro et (my, mso, ..., m,._1) est une suite d’entiers telle que ’action induite de G,,,
sur G771 soit ¢ s (#7142, L. o),

Soit z un point géométrique de Z ; la donnée de z contient en particulier

i) un fibré inversible £ sur X,

ii) un homomorphisme linéaire mo : A" k" — H°(X, L),

iii) pour tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point z € N, un homomorphisme
linéaire 7, . : A" k" — A OL.

L’espace Hom(A" k", H°(X, L)) se décompose en

Hom (A k", H(X, £)) — €P Hom( /\ e, HO(X, L)),
[|=r
et le groupe G,, agit sur Hom(A,; e;, H°(X, £)) via le caractere t — t~ 2zicr ™,

L'espace W = @, <, D, ey Hom(A” k", A 05)®7/* se décompose en

W = @ @@Hom(Ae,,AOT)®7/S, Vs, 1 <s<r.

1<s<rz€eN |I;|=s
Le groupe multiplicatif G, agit sur @y Hom(A,;c; e, A’ Or)®r'/s via le caractere
t — t‘% 2iers Mit2li<i<r di(s)m

(Les entiers d;(s) sont définis dans la section II1.4.)

On définit :
po(z,m) —max{ Sng; Il =, 7r0(/\ e;) #0},
el
( ) —00 simge =0,
Ms,x\Z, L) = r .
s —S—' maxy, {Zieh ni; |Is| = s, 71'5’1(/\1-615 e;) # O} sims ., # 0,

,US(Z’ 2) = 2163'13{ {Us,w(zaﬂ)}y

W) = (em) + D S (= tmo— 5 dom,

1<t<s 1<t<r
Wz, ) = eomo(z,n) + 1 max {2, N}

Pour tout entier s, avec 1 < s < r, posons

WM, = > (s—t)my,

1<t<s—1
avec la convention M; = 0; on en déduit m; = hMs, mo = h(Ms — 2M3),

msz = h(M4 — 2M3 + MQ), ey My = h(Mr —2M,_1 + MT_Q),
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puis on obtient

1<t<r 2<t<r

Avec ces notations, on a alors

#(5N) = aleom) + 5 3 s = e — 3 demg

1<t<s 1<t<r

hr!
= ps(z,n) + —M Z —rat

2<t<lr
Le critere numérique de Hilbert-Mumford implique
Proposition I11.2.1. — Avec les notations ci-dessus, un point géométrique z € Z est

semistable (resp. stable) par rapport a la PGLy, x Gl 1-linéarisation associée a a du
fibré O(g9) B O(eq) si et seulement si

(©) p(z,X) = opo(z,m) + &1 max {u*(2,A)} 20 (resp. > 0),
SSSTr
pour tout sous-groupe a un parameétre non trivial \.

II1.2.2. Critére numérique de Mumford-Hilbert pour un point z = ¥(y)
de Z. = 1 (y) un point géométrique Z qui est I'image par 1 d’un point y
de YV; d’apres le lemme I1.3.4, toutes les applications @ .y Ts,z (1 < s < 7) ne s’an-
nulent pas, ce qui implique

ws(z, n)—r—'maxmax{an, |I| = s, wsx( /\ 61)7&0}

S
i€l

Déterminons maintenant la valeur minimale de la fonction
f(My=0,Ms,...,M,_;) = max {,us(z, )\)}

= max {us(z n) + ——M Z —atMt}

1<s<r
2<t<r

Posons

= max {mteom + 200}

Pour tout entier s, avec 2 < s < r, on a alors (hr!/s)M; < M — us(z,n) et, compte
tenu du fait M; =0,

M > pi(z,n) = pa(z,n) + hriM;y;

ces inégalités entrainent

hr!
Jmax {u(z,N)} = M — —t—atMt > M — Z ai(M — p(z,n))
ST 2<t<r 2<t<r
=M+ > owp(z,n) = Y aupa(z,n),
2<t<r 1<s<r
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et 1’égalité est atteinte si, pour tout 2 < s < r,
hr!
TMS = p1(z,n) — ps(z,n).

Le critére numérique de Hilbert-Mumford pour le point z = 1 (y) se simplifie nota-
blement.

Proposition I11.2.2. — Un point géométrique z = 1(y) est semistable (resp. stable)
par rapport d la PGLy, xG/!-linéarisation associée ¢ o du fibré O(eg) X O(e;1) si
et seulement si, pour tout sous-groupe a un paramétre non trivial X de SLy, on a
l’inégalité
(D) copo(z,m) + €1 Y aapa(z,m) >0 (resp. > 0),
1<s<r
ou de fagon équivalente,
50max{Zni s (=7, mo( A e) #O}
I 5 iel
el

oy
+€1Z p ine%cmla {an, | Is| = s, ws,z(_/}r ei)yéo}zo
1<s<r icl, AS¥

(resp. > 0).
Soit n = (n1,ns,...,ny) une famille décroissante d’entiers de somme 0; elle est
alors dans le cone engendré par les familles n, (1 <t < h)
Neg1 =MNg2 = --=n4s = h —1,
Nt t+1 = Npgr2 = 0 = Ny, p = —L.

Pour tout entier ¢, avec 0 < ¢t < h, on note F; le sous-espace vectoriel de k"
engendré par les vecteurs ej, ea, ..., e; et F; le sous-fibré maximal de £ engendré par
I'image de F, dans H° (X, ). On dispose ainsi de deux filtrations

0=FyGCF G -G Fh_GF,=k"
0=FoCF S - CFr1 CFr=¢.

Puis pour tout entier 0 < t < A, pour tout entier 1 < s < r et pour tout point z € N,
posons

—00 si Ts,x = 0,
maxr {{1,2,...,t} N L|; |Is| = s, ms2(Niep, €i) # 0} simsa #0;

ces entiers vérifient

ps,m(Ft) = {

ps,z(Ft) < min{s,rg F; }.

Plus généralement, soit F' un sous-espace vectoriel de HO()? , O%) et soit F le sous-
fibré maximal de £ engendré par F. Soit {e;}1<i<s une base de F'; on peut alors
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compléter cette base pour obtenir une base {e;}1<;<p de HO(X, O??) ; puis pour tout
entier 1 < s < r et pour tout point z € N, on définit

—00 si e e =0,
ps,m(F) = .
maxy {|[{1,2,...,f}NIL]; |Is| = s, 71'5,9;(/\%[3 e;) #0} simgy #0.

On vérifie sans difficultés que ces entiers ne dépendent pas de la base {e;}i1<i<y
choisie et satisfont les inégalités

psz(F) <min{s,rgF}, Vs, 1<s<r, VreN.

Lemme I11.2.3. — Soient s un entier, avec 1 < s < r, x un point de N, et F' & F’
deuz sous-espaces vectoriels emboités de k" = H*(X, Og‘?) On a alors

Ps,w(F) < Ps,w(Fl)-
Démonstration. — C’est évident. [l

Avec les notations que 'on vient de définir, on a les formules suivantes :
h
to(z,n,) = r(—; rg Fy — dimFt),
h .
Mo,z (2, ﬂft) =r! (;ps,x(Ft) — dim Ft) R

h .
s (2, ﬂt) = T!(g gleaﬁf{ps,m(Ft)} — dim Ft)-
La condition de semistablité (D) de la proposition II1.2.2 implique

0 < copo(z,m,) +e1 Y, asps(zm,)
1<s<r
h - h
= rso(; rg F; — dim Ft) +rle; Z o (; max {ps,m(Ft)} — dim Ft).
1<s<r

On remplace rege/(h — €) = rle; dans ’équation précédente et utilise le fait que
El<s<r as; = 1 pour obtenir

F,
(h — s)—rgft + 3 oy BXaen e B} g g o,

S
1<s<r

On peut énoncer :

Proposition 111.2.4. — Pour qu’un point géométrique z = 1(y) soit semistable (resp.
stable) par rapport a la PGL;, xGT~1-linéarisation associée a a du fibré O(eq)XO(e,),
il faut que tout sous-espace vectoriel non trivial F de H*(X, (’)%) vérifie

(E) (h—¢) rgrf + Z asemaxxENips’z(F)} —dimF >0 (resp. >0),
1<s<r

ou F désigne le sous-fibré maximal de £ engendré par F'.
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Plus généralement, si ’on écrit
n=> pn,
t

avec des pondérations {(8;} positives ou nulles de somme positive, on peut prouver
(cf. [5]) que Vexpression uo(z,n) est linéaire en fonction de n; on a donc

h .
po(z,n) = 7"(; Z Brrg Fe — Z Bt dim Ft)-
t t
Par contre, en général, les expressions ps (z,n) (avec 1 < s < r, r € N) ne sont pas
linéaires en fonction de n ; néanmoins, on prouve :

Lemme I11.2.5. — Ces fonctions sont concaves en fonction de n, autrement dit si
n = Zt Be n,, pour tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € N, on a alors

,Ufs,x(zv 7_1,) S Z IBt ”S,I(zv .T.Lt)'
t

Démonstration. — Fixons un entier s, avec 1 < s < r et un point x € N. Supposons
que, pour un certain sous-ensemble I de {1,2,...,h} de cardinal s,
775,1( /\ ei) # 07 et /J's,:l;(z7ﬂ) = Z n;.
iel, iel,

Comme 75.(N\;cy, €i) # 0, on en déduit ps . (z,n,) > >, 14 4. Ainsi

foa(zm) =D ni= B mi< D Bipax(zn,),

i€l i€l t

ce qui acheve la démonstration. (|

II1.3. Calculs des points semistables et des points stables
I11.3.1. Preuve du théoréme I1.6.1 : premiére partie. — On montre d’abord :

Proposition I11.3.1. — Soit y un point géométrique de Y, dont le chtouca dégénéré
sous-jacent € est de type r = (r1,72,...,7). Suppsosons que 1 (y) est semistable (resp.
stable) par rapport a la PGLy, xGI!-linéarisation associée a a du fibré O(go)RO(e1).
Alors, pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a U'inégalité

deg 7 < LA+ 3 (gls™ +rg P /T —a(s7)) (resp. <),

ser
ot les fibrés vectoriels Fy (s € ) sont définis dans la définition 1.5.6.
La preuve de cette proposition se trouve a la fin de cette section.

Lemme I11.3.2. — Rappelons (cf. section I1.5) que

t t
q(t) = Za55+ Z ;ase—;s, o<t<r.
1<s<t t<s<r
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On a alors
Z —C%emin{rgf/]-_'s+,rgf/]?s— +s—s"}

1<s<r
rg F

r

e+ > (¢(s™ +rgFo- /Fos) —a(sT)).

sEr

Démonstration. — Le terme libre dans I’expression » . (q(s™ +1g Fo-/F)—a(s7))
vaut B

(s trgFi JF S5 ) = S g B = f
_g(;(s +I‘gfs~/-7:s)—;s )— seZTTrgfs—/]'—s rrg]-—_
Soit s un entier, avec 1 < s < r; le coefficient de oz dans ’expression
Z (¢t~ +rg Fy- /Fi) — q(t7)).
ter
vaut
1 = F 1 — =
Z g(t_ +rgF-/Fr —t7 )+ ;(min{s‘ +rgFy-/For,8} — 3—)

ter

s~ 1 =, = =, = _
S = min{rg F/F+,rg F/Fs— +5— s }.
En combinant tous ces calculs, on obtient
rg F _ = —= _
E=c+ D (a(s™ +18 7, [For) —a(s))

s€r ase =, = =, =
= Z ——min { rg F/Fe+, 18 F/Fs- +5— 5"},
1<s<r 8
ce qu’on voulait. La démonstration est donc terminée. O

Soit € le chtouca dégénéré sous-jacent au point géométrique y € Y ; il est de type r;
ainsi on sait (cf. section 1.3.3) qu’il y a deux filtrations de £ et de £ = £ par des
sous-fibrés vectoriels maximaux

0G & G- a &, ER&E, 220,
et des isomorphismes en dehors des dégénérateurs
£, JE "L EVJEN, ser.

Soit s un entier, avec 1 < s < r; le morphisme u, : A°E — A°E” est alors le
composé de trois morphismes :

> la surjection A\°E - A" E/E, @ N> 6 )6 @ - @ N0 Es [ Est,

> Vinjection A" E/E, @ @ N T E JEr = NTEL @@ N EN /EN qui
est un isomorphisme en dehors des dégénérateurs et

Fr— . T on S—S o " S on

> linjection A" & @ --- @ N7 EL/EL — N E".
Par conséquent, la restriction u, n de us au niveau IV est le composé des restrictions
de ces trois morphismes & N. Puisqu’en dehors de 0 et co, on a I’isomorphisme £’ = &,
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on peut donc remplacer les £ par les & dans les formules ci-dessus. En particulier,
la restriction us y peut étre considérée comme un homomorphisme linéaire

S S
. o
us, N : NEF — NEx-
L’homomorphisme linéaire vs n : A° € v = N° O]rv vérifie
a —
Vg N = Us,N O Us N-

On a aussi deux applications naturelles
S S S S
Y ANKN — AE7, Y7 AKET— NEZ.

Soit z un point géométrique de N ; on notera Usy (resp. vs,) la restriction de
us, N (resp. vs,n) & x; puis on notera ¥, (resp. ¥2) le composé de 'application
(resp. ¥7) avec la projection £ — &, (resp. &% — £7). L’homomorphisme linéaire
Ts ozt kb — N’ O est alors le composé s z = Vs ¢ © Yy

On note o5 ; le composé

s
Os,x = Ug,x O¢g . kh R /\51

Soit F un sous-espace vectoriel de H(X, O%) et soit {e;}1<i<s une base de F;
on peut le compléter pour obtenir une base {e;}1<i<n de H°(X, O%) ; puis pour tout
entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € N, on définit

6s,z:(F‘) = InIa'X {|{1,2, .. 7f} m Isl 5 |Is| =S, Us,a:(/\iejs ei) 7‘4‘ O}
On vérifie sans difficulté que ces entiers ne dépendent pas de la base {e;}1<i<n choisie.

Lemme II1.3.3. — Pour tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € N, on a
l’inégalité

ps,m(F) < es,x(F)-

Démonstration. — Fixons un entier s, avec 1 < s < r et un point € N. D’apres
la définition de p; , (cf. section II1.2.2), il existe un ensemble Iy & s éléments de

{1,2,...,h} tel que ms o (A;c; i) # 0 et
pse(F) = [{1,2,..., f} NI

La condition s . (A;c;, €i) # 0 est équivalente & vs, © Yz (/s €)) # 0, donc
vg 2 07 (Nicr, €i) # 0; comme vJ , = vs 4 © Usz, ON obtient

Vs,x © Us,x © wg(/\iejs 6,‘) 7é 0,

donc us - 097 (N\;ep, €i) # 0, ce qui revient au méme, o5 . (/A;cr, €;) # 0. On en déduit

Os(F) > [{1,2,..., f} N I| = pso(F),

ce qui acheve la preuve. O
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Remarque I11.3.4. — On notera N’ le plus grand sous-niveau de N qui ne contient
aucun dégénérateur; alors toutes les restrictions us v (1 < s < 1) de us,ny au sous-
niveau N’ vérifient la condition : kerus n/ et (Imwus n/)? sont en somme directe.
D’apres la preuve de la proposition I1.2.1, toutes les restrictions v, n- ne sont nulles en
aucun point géométrique, c’est-a-dire pour tout x € N’ vs , # 0. De plus, d’apres [?,
section II1.3b], pour tout point z € N', us »(€) # 0 si et seulement si vs g 0us z(€) # 0.

Cette remarque combinée a la preuve du lemme I11.3.3 montre :

Lemme II1.3.5. — Avec les notations ci-dessus, pour tout entier 1 < s < r et pour
tout point x € N’, on a

Ps,z(F) = 93,-@ (F)

Dans la suite de cette section, si G est un fibré vectoriel sur X, G, désignera alors
le germe de G en un point € X ; en particulier, O, est le germe du fibré trivial Ox;
c’est un anneau de valuation discréte ; on notera v, sa valuation.

Soit F' un sous-espace vectoriel de k" et soit F le sous-fibré maximal de £ engendré
par F'; on notera M, le sous-O,-module de &, engendré par F. Pour tout entier s,
avec s € r, rappelons (cf. définition 1.3.6) que F, = F? N &, (avec la convention
F = F°); posons alors

0(s) =rg F/Fs.

Lemme II1.3.6. — Avec les notations ci-dessus, il existe

i) une base {e;}1<i<r de E comme Op-module,

ii) une base {f;} de M, comme Og-module et des éléments {a;} de O, ot les

indices i parcourent l’ensemble A = {s™ +j|ser,1<j<4l(s)—4L(s7)},

ces bases étant telles que :

> pour tout entier s, avec s € r, l'ensemble {e;}s<i<r forme une base de S_syz
comme Oy -module ;

> pour tout entier s, avec s € r et pour tout entier j, avec 1 < j < £(s) — £(s™),
Uélément fo—1; — as—4jes—1; soit dans le sous-module Es ;.

Démonstration. — On applique le théoreme des diviseurs élémentaires au sous-
module M, N gs_’w/Mm N 55@ du O, -module libre 5-3~,m/5_s,a: : il existe donc une
base {e;}s-11<ics de & /€, et des éléments {as—15}1<j<e(s)—es—) tels que
{as—yj€s— 15 1<j<e(s)—e(s-) forme une base de M, N Es- /M, N &, ;. Pour conclure,
il suffit de tout relever dans &;, c.q.f.d. O

Lemme I11.3.7. — Pour tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € N, on a
alors l'inégalité

05,o(F) < min { rg F/Fo+, g F/Fye- +5— 5 }.
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Démonstration. — Soit s entier, avec 1 < s < r et soit z un point de NV ; la discussion
suivant le lemme I11.3.2 et le lemme précédent entrainent immédiatement que

Ooa(F) < D (€(t) — £(t7)) +min {£(s+) — £(s7),s — s~ }

ter
t<s™
=min {£(s*),£(s7)+s— s} <min{rg F/Fes, g F/Fs- +5—5"},
ce qui acheve la démonstration. O
Proposition I11.3.8. — Pour tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € N,
on a alors
ps,z(F) < min{rg F/Fes,1g F/Fe- +s— s }.

Démonstration. — Elle résulte directement des lemmes I11.3.3 et I11.3.7. O

On est armé pour démontrer la proposition III1.3.1.

Preuve de la proposition II1.8.1. — Soit F un sous-fibré maximal de £. Si
rg F
d deg& + k
eg]: < I'gg eg + 05
le choix de kg (cf. section I1.3.1) implique
rg F _ = = _
deg F < rgg—gdegé'—l—Z(q(s +rgFs-/Fs) —q(s7)).

ser

Désormais, on peut supposer que deg F > (rg F/rg &) deg & + ko.
Le lemme I1.3.2 implique que H* (X,F) = 0 et que F est engendré par ses sections
globales F'. D’apres le théoreme de Riemann-Roch,

dim F =deg F + (1 — g)rg F.
Le lemme II1.3.2 et la proposition II1.3.8 impliquent

F — — =
Z assmaXxEN{ps’Z( )} < Z %s min { rg F/Fe+ , 18 F/Fs- + s — s}
1<s<r s 1<s<r §

B 3 (als +rg Fae [F) — als7)).

r
sET

Puisque 9 (y) est semistable, la proposition II1.2.4 est applicable ; on ’applique & F'
pour obtenir 'inégalité voulue

S, F .
0<(h— s)rgr}" + Z asemaXIENip =)} dim F
1<s<r

F = = _
< rgr d+z (¢(s™ +rgFe- /Fs) —q(s7)) — deg F.
sEr
La preuve est terminée. O
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I11.3.2. Preuve du théoréme 11.6.1 : deuxiéme partie. — Cette section est
consacrée 3 démontrer ’assertion réciproque de la proposition III1.3.1.

Proposition I11.3.9. — Soit y un point géométrigue de Y, dont le chtouca dégénéré
sous-jacent € est de type r. Supposons que tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £
vérifie
rg F _ = = —
deg F < =—d + Z (q(s™ +rg Fs-/Fs) —aq(s™)) (resp. <).
r seT
Alors le point ¥(y) est semistable (resp. stable).

Soit {F;}1<¢<n une filtration maximale croissante par des sous-espaces vectoriels
de H° (X, (9;—‘(—) ; on notera F; le sous-fibré maximal de £ engendré par F}y; on obtient
ainsi une filtration croissante

Fi1CF2C - C Fp.
Puis pour tout entier £, avec 1 < t < h, on a une filtration décroissante
Fo=F 2 2Fs=FN&E2-2F,=0
de F; par des sous-fibrés maximaux {ft,s}ser induite par la filtration

E=E"D--- & p--2& =0.

Proposition I11.3.10. — Avec les notations ci-dessus, on considére ’ensemble
—€
A:{t; dim F; > rgft}.
r
Alors, pour tout entier s, avec 1 < s <r, on a
h . = = = = _ .
ps(z,n) > r! (— Zﬁt min { rg F;/Fy s+, 18 Fi/Fps- +8— s } - Z,@t dlmFt).
5 tea ¢
Démonstration. — On note

B-—-{z’; dt e A tel que rgft=i}={i1<i2<-~<ig},
et pour tout élément i; € B, on pose
t; = min{t €A; rgF; =z'j}.

Soit s un entier, avec 1 < s < r; la filtration F, & Fy, & -+ & Fy, induit une
filtration

fh,s—/fths c ftz,s‘/ftz,s c..-C ftg,s—/fte,s

du fibré &,- /€, par des sous-fibrés vectoriels (pas nécéssairement maximaux) ; & son
tour, cette derniere filtration induit une filtration par des sous-fibrés maximaux de & :

Es C Ay s CAys T+ C Ay s CE,-,

telle que, pour tout entier ¢;, le sous-fibré .Atjvs/é_’s ait le méme rang que J?tj,s— /]?tj,S
et le contienne.
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A nouveau, si G est un fibré vectoriel sur X, alors G, désigne le germe de G en un
point z € X ; O, est ainsi le germe du fibré trivial Ox ; c’est un anneau de valuation
discréte et on note v, sa valuation.

On note aussi My, . le sous-O;-module de &, engendré par F}. ; on a ainsi une suite

croissante de sous-@,-modules de &,
Mtl,w c Mtz,:l? g e g Mt/g,$>

et pour tout entier s, avec s € r, une suite croissante de sous-O,-modules
(M, x NEg— 2)/(Myy x NEsz) T+ C (Mo NEs— )/ (Mpyo NEs 1)
de gsgw/c‘:'s,x ; enfin, posons
é(j»s) = rgAtj,s/gs-

Il existe alors une base {€,- 1 1,€,- ya,...,€s} de & ,/Es » comme O, -module telle
que, pour tout entier ¢;, ’ensemble {es- 1,€5-42,... ,€s—+4(j,s)} forme une base de

Ay, 5,0/ Es,c comme Oyz-module.
Puisque (M, » N fs;’m)/(Mtﬁx N f,_'s,m) est contenu dans At].,s,w/é_'s‘m et de méme
rang, il existe une base

{fs—+1,j7 fs‘+2,j7 R f3*+€(j73)7j}
de (M, . N gs:x)/(MtM N é_'s,w) comme O, -module de la forme
(=)

fs_+17.7‘ = a’s*-t—l,jes"-’-l + *€Cs— 42 + -4 *63—+g(]’1s),
f . = a(z) e + - 4+ ke .
s™+2,5 — s—+2,5957+2 s~ +4€(j,8)
f = a® e .
s—+£€(j5,8),7 — s—+£(j,s),j ¢~ +E€(F,s)»

ol tous les * et tous les éléments a,(f) sont dans O,.

On releve tout dans &, il existe donc une base {e1,ea,...,e.} de &, telle que

i) pour tout entier s, avec s € r, {€s+1,€s42,-- ., €.} forme une base de gs’m,

ii) pour tout entier 1 < j < £, il existe une base {fs—41,;,---, fs—+2(,s),5}ser
de M, ., avec

fo—415 = ag@ﬂ,jes—ﬂ tX€g—yo ke pe(js) (mod &; 2),

fs—+2,j = aiz-) 9 i€s—42 T Xes—y(js) (mod gs,z)’
+2,j

fS—+£(173),.7 = agzi)_:,_g(j’s))jes—-i-f(j,s) (mOd gs,z)a

ou tous les * et tous les éléments a?) sont dans O,.
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Lemme I11.3.11. — 11 existe un point x dans le sous-niveau N’ (défini dans la re-
marque I11.3.4) de N et ot on a

() () @) =
Z Z (Uw(as—+1,j) +oe(a, "y, )+ vz(as’H(j,S),j)) =0

1<j<t ser
Démonstration du lemme I11.3.11. — Pour tout entier t;, notons f;j le sous-fibré
de & engendré par le sous-espace vectoriel Fi, ; il est contenu dans ftj = Tt‘; et

de méme rang; son germe en x est My, , et le germe de J_:;j N gs‘/f_;j NE (ser)
en z est donc (M, ; N S_s—,w)/(Mtj,m N 5_5@). La somme

(x)
) =+ vz(as +2,j) + -+ vw(as +2(4, s),J)

est la longueur du quotient de Ay, s » /gs,x par le sous-module
(Mtj,z N gs_,af;)/(Mtj,z N gs,a:)-
On a donc

deg Ay, s/Es — deg(F,, NE,-)/(F,, NE)

> 3 (w(al, ) +va@l?, )+ (@l )
TzEN'

ce qui implique

Z deg A, /& — deg f;j

ser
= (deg Ay, o/E — deg(F;, NE,-)/(F, NE,))

sET

> Z Z (% a,- +1 )t e (air)+2 Gt Um(aiai)ﬂ(j,s),j))'

ser xeN’

Pour tout entier s, avec s € r, le polygone canonique de Harder-Narasimhan de £
est majoré par le polygone pg, donc

deg(‘Atj,S/gS) = deg Atj,s - deg g_s
<deg A;; s +deg& —d+1

I/\

d d
S18 Ay s +po(tg Asy o) + 18 & +po(rg &) —d+ 1

IN

d — —
r rg(]:tj,s—/]:tj,S) +p0(rgAtj,S) +po(rg &) + 1
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ce qui implique

> deg( Ay, +/E)

ser

d _ _
< Z (; rg(Fy, -/ Ftys) +0o(rg Ay, s) + po(rg &) + 1)

sET
d _
< - rg Fy, + Z (Po(rg A¢, s) + po(rg &) +1).
SET
D’autre part, comme F;; engendre F; génériquement, on sait (cf. lemme I1.3.3)
que
, . , d €
deg 7y > dim Fy, —rg Fy = p rg Fy, — (g + ;)rg]—'tj.

En combinant les trois inégalités, on obtient

Z Z (’Uz(a‘(;i)_}_l’j) + vm(a(sf)_’_zj) + e+ vr(aim_)ﬁ%(j,s)’j))

ser zeN’
< (g + ;) rg Fo, + > (po(rg Ar, ) + po(rg &) + 1).

ser
Supposons par ’absurde que, pour tout point x dans N’, on ait
33 (el )+ vaal ) H @l ) 2 1
1<j<e ser

On déduirait alors

Z Z Z (vz(aisf)ﬂqyj) + vz(ai{)Jrz’j) + -+ vz(aif)j%(jys)’j)) > |N'|.

zEN’ 1<j<f sEr
Les deux dernieres inégalités impliquaient

N < ST > Z(Uz(ag{)+1’j)+Uw(ai:i)+2yj)+~--+vw(ai{)+€(j’s)'j))

zeN'1<;<¢l s€r

Z [(g + ;) rg Fi, + Z (Po(rg Ay, ) + pPo(rg &) + 1)]-

1<j<e sEr

IN

Le terme a droite est borné par €, pg, X et r tandis que le terme a droite est minoré
par N — Deg(r,po)w (cf. proposition 1.3.5). Comme |N| — Deg(r, po)w est supposé
assez grand par rapport a €, pg, X et r (cf. section I1.3.1), on obtenait ainsi une
contradiction.

La preuve est donc achevée. O

Revenons 4 la démonstration de la proposition II1.3.10. On fixe un point x € N’
tel que

*) Z Z (vz(agf)ﬂ,j) + v (aigi)+2,j) + -t vz(aiﬁ)+e(j,s>,j)) =0.
1<j<€ sEr
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Pour un élément = dans le germe &,, on notera = son image dans la fibre de c‘j‘_ en x, que
I’on note encore &,. On définit une suite {g;}1<;<, d’éléments de la fibre £, comme
suit : soit ¢ un entier, avec 1 < i < r; on définit

fin sii—i™ <rg Ay i+ /Er,
gi = f” si I*g.,éltj_l,l~+/5,~4r <i—1 < rgAtj,ﬁ/fj’ﬁ et 3 >1,
éi,j si rgAtm+/§,-+ <i—1.

L’égalité (*) implique :
Corollaive I11.3.12. — Pour tout s € r, £, , désignera la fibre de &, en x. Alors, pour
tout entier s, avec 1 < s < r, "image du produit /\1955 gi par la projection
s _ T _ o s—s _
/\81———» /\gm/gh,fﬂ ®--® /\ 85*,9:/85'*,9:
n’est pas nulle.

On peut relever les éléments {g; }1<i<, en des éléments {h;}1<i<, de k" tels que,
pour tout entier i =t~ + kavect =iT et k < rg Atht/c‘ft, I’élément h; appartienne
a Fy,. Avec ce choix, la remarque I11.3.4 et le corollaire II1.3.12 entrainent que, pour
tout entier 1 < s <,

mew( A hi) #O.

1<i<s

Rappelons (cf. section I11.2.2) que

!
ety = T { S 1L =5, (A €) #0):

iel,
il en résulte
h _ _
ps(z,m) > 7'!<— Zﬁt min{rg F¢/Fe,s, v Ft/Fi s~ +8— 8"} — Zﬁt dim Ft)-
s
tcA t
La preuve de la proposition II1.3.10 est donc terminée. |

On est armé pour donner une preuve de la proposition II1.3.9.

Preuve de la proposition II1.3.9. — On conserve les notations utilisées précédem-
ment. D’aprés la proposition II1.2.2, pour que ¥(y) soit semistable (resp. stable),
il faut vérifier

coto(z,m) + €1 Y aapis(2,m) >0 (resp. > 0).

1<s<r
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En effet, la proposition I11.3.10 implique

copo(z,n) + €1 aspis(z,m)

1<s<r

2 Tso(—gZﬂtrg]:t —ZﬁtdimFt)
t t

+ Z r!asel(ﬁZﬂtmin{rgft/ft,s+7rgft/ft,s— +8—S__}
1<s<r $ teA
—Z,BtdimFt).
t

Pour conclure, il suffit de montrer que
h .
0 S 7'80(:; Z’Bt I'g]:t — ZﬂtdlmFt)
t t

+ Z r!asz-:l(ﬁ Zﬁtmin{rgft/ftyshrgft/‘ft,s— —l—s—s_}
1<s<r 8 teA
—Z,BtdlmFt).
t

En remplagant rege/(h —¢) = rle; dans la formule et utilisant le fait que
> 1<s<r @s = 1, Vinégalité ci-dessus est équivalente a

h—e¢
E i F<——E
. ,Btdlm t S r . Btrg]'—t

+ Z %Zﬂt min { rg Fy/Fy s+, 18 Ft/Ft,s- +5— 5 }.

1<s<r teA

Pour tout t ¢ A, par définition de ’ensemble A (cf. proposition II1.3.10), on a la
minoration (h — ¢)/rrg F; > dim Fy, d’ou
h—¢
r

Y BirgFi =D BidimF,.

tg A tg A
Pour tout t € A, comme F; engendre F; génériquement, d’apres le lemme 11.3.3,
dim F, < h°(X,F) < deg F; + rg Fy,

ce qui montre
d
deg Fy > dim Fy —rg 7y > —rg Fy — (g+ %) rg Fi;

le sous-fibré vectoriel F; satisfait donc ’hypotheése du lemme I1.3.2, car kg est choisi
trés négatif en fonction de €, pg, X et r (cf. section 11.3.1) ; le lemme I1.3.2 appliqué
4 F, montre que H' (X,F) = 0 et que F; est engendré par ses sections globales;
alors :

(X, F,) = deg Fy + (1 — g) rg F.
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On a donc
h — sE . = = = = -
SrgFt+ > i min{rg Fi/Fo v g Fe/Frm +5— 5}
r 1<s<r s
h _ = = _
= —rgF; + Z (¢(s™ +1g8Fs - /Fts) —a(s™)) (cf. lemme II11.3.2)
T ser
rg F _ = = —
= (1—g)rgFi+=td+ Y (als™ +r8Foe- /Fus) = a(s7)
sET
> (1 —g)rg Fy + deg F; = h°(X, F;) > dim F,.
D’ou
. h—c¢
ZﬂtdlmFt < ——Zﬂtrgft
r
teA teA
Q€ . = = = ;= —
+ Z 5 Zﬂtmln{rg]:t/ft,s*'argft/ft‘s* +s—s"}.
1<s<r teA

En résumé, on obtient ’inégalité

h —
S gidimF, < 53 girg F
t r t

+ > a;e > Bimin {rg i/ Fy ov 18 Fo/ Fo - +5— 5}

1<s<r teA

ce qu’on voulait. La preuve de la proposition II1.3.9 est achevée. 0
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CHAPITRE IV

COMPACTIFICATION DES CHAMPS DE
CHTOUCAS DE DRINFELD

IV.1. Notations

Dans ce chapitre, on fixe un polygone py assez convexe en fonction de la courbe X
et de r (cf. définition 1.2.4). On choisit un entier positif ¢ tres grand par rapport
a po, X et r. Puis on choisit un entier positif w et m niveaux {N;}1<i<m disjoints
sans multiplicités de méme longueur M tels que
a) Tout point géométrique x de [],.,;.,, IV; est supporté par un point fermé de
corps résiduel Fgu. o

b) M — Deg(r,po)w est assez grand par rapport a €, pp, X et 7 ou la fonction
Deg(r, po) est définie dans la proposition 1.3.5.

c) m est assez grand par rapport a €, pg, X et r.

On notera
N= ] ~.
1<i<m

Enfin, on choisit un entier d trés grand par rapport & m, M, w, €, po, X et r; on pose
h=d+ (1 —g)r, ol g est le genre de la courbe X.

IV.2. Construction du fourre-tout

IV.2.1. On reprend la méme construction du fourre-tout que celle du chapitre II
(cf. section I1.3.4) : Y est le champ défini au-dessus de 'ouvert

r,d,po r—1
ChtDegN X yecrd Ve X pr-1gr-1 A

de ChtDegN X pr=1/Grot A1 en ajoutant un homomorphisme surjectif O% — £ (dé-

fini modulo 'action de G,,) pour lequel le morphisme induit H°(X, oh) — H(X, &)

est un isomorphisme; il est un PGL;, xG’ !-torseur au-dessus du champ

ChtDegN X yeera Vech4Po;

il est un schéma quasi-projectif et muni d’une action naturelle du groupe PGL; xG7 1 x

L. (On).
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IV.2.2. La construction de ’espace projectif Z sera légérement modifiée : rappelons
(cf. section II.3.3) que Z; est espace de Gieseker ; puis on note

Z; = P( @ @ Hom(/s\kh,/s\(’);)@r!/s), 1<i<m,
1<s<rxz€N;
et on définit
Z=2x [] 2

1<i<m

cet espace projectif est muni aussi d’une action du groupe PGL, xG7 ! x GL.(On).
IV.2.3. On construit maintenant un morphisme % : Y — Z qui est PGL;, xG7; ! x
GL,(Op)-équivariant. Soit y un point géométrique de Y ; la donnée de y contient :

i) un fibré vectoriel £ sur X de rang r et de degré d,

i) un morphisme surjectif (9’;—{ — &, pour lequel le morphisme induit

H°(X,0%) — H°(X,€)
est un isomorphisme,

iii) un pseudo-homomorphisme complet au niveau N, qui consiste en des homo-
morphismes linéaires

S S
vs,N:/\EN—’/\O;“Va ].SSS’I‘.
Soit s un entier, avec 1 < s < r et soit  un point de N ; on notera
S S
Vs,x * /\gw I /\O;
la restriction de v, n a .

A partir de cette donnée, on obtient un point géométrique z = 1 (y) de Z de la
fagon suivante :

i) Pour obtenir un élément 7y de Zg, on compose le morphisme induit
AK" = ANH°(X,0%) = NH°(X,€)
avec le morphisme naturel A" H*(X,&) — HY(X, A" &).

ii) Pour tout entier s, avec 1 < s < r, pour tout entier i, avec 1 < ¢ < m et pour
tout point x € N, le composé

Taw s A" = AHO(X, O%) 5 HO(X,E) — A&, 25 A O

définit un élément de Hom(A® k", A° OT). L’hypothése sur N; (cf. section IV.1) et
le lemme I1.3.4 impliquent que 'élément P, ¢ y. 75,2 € B ey, Hom(A® k", \° OF)
est non nul.

Lemme IV.2.1. — Il existe un fibré inversible M relativement ample par rapport au
morphisme

Y — Zx (X —N)?,

wi est muni d’une PGL;, xG”~1-linéarisation.
q m
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Démonstration. — On note ), le champ qui a4 tout schéma S associe le groupoide
des familles constituées :

i) d’un fibré vectoriel £ sur X x S de rang r, de degré d vérifiant qu’en tout
point géométrique s € S, le polygone canonique de Harder-Narasimhan de £; est
majoré par pg,

ii) d’un morphisme surjectif OS‘(X s — & tel qu’en tout point géométrique s € S,
la restriction H° (Xs, (’)}S) — H° (X5, Es) soit un isomorphisme,

iii) d’une famille d’éléments {¢;},<i<,—1 de H’(S, Os),

iv) d’un pseudo-homomorphisme complet Enxs = Of g de type (Os, i) 1<s<r—1
(cf. définition 1.3.2), c’est-a-dire un ensemble d’homomorphismes linéaires

s s
’Us,N:/\gNXS_)/\OTNxS, 1_<_3ST7

vérifiant en particulier les conditions suivantes :
> ona A°viny = Kf_lﬁg_z o bsqvs N, 1<s<r,
> v, n est toujours un isomorphisme.

On note Y3 le champ qui & tout schéma S associe le groupoide des familles consti-

tuées :

i) d’un fibré vectoriel £ sur X x S de rang r, de degré d vérifiant qu’en tout
point géométrique s € S, le polygone canonique de Harder-Narasimhan de &, est
majoré par pg,

ii) d’un morphisme surjectif O% 5 — £ tel qu’en tout point géométrique s € S,
la restriction H? (X, Oﬁ‘(s) — H%(X,, &) soit un isomorphisme,

iii) d'une famille d’homomorphismes linéaires vs v : A’ Enxs — A° Oy g, avec
1 < s < r, vérifiant que v,  est toujours un isomorphisme.

On définit le champ Y; au-dessus de Y5 en ajoutant une modification £ «— &’ «— &

de & telle que les quotients £'/E et £ /E’ soient de longueur 1, et supportés par deux
points co et 0 dans X — N.

On note
Yo: Y — Vi, ¥1: V1 —Vax (X —N)?, wa:Yo — Vs

les morphismes canoniques. En imitant la construction du morphisme o : )Y — Z,
on obtient un morphisme %3 : V3 — Z. Tous les champs Y; (¢ = 1,2,3) sont munis
d’une action de PGLj, xG” ! et les morphismes ; (i = 0, 1,2, 3) sont PGL;, xG"1-
équivariants. De plus, on voit bien que le morphisme ) — Z x (X — N)? est le composé
de 9o, Y1, Y2 X id(x N2 et 13 X id(x_n)2-

On vérifie aisément que les morphismes d’oubli canoniques ¥y et 1o sont quasi-
affines. Pour conclure, il nous suffit de démontrer les lemmes IV.2.2 et IV.2.3.

Lemme IV.2.2. — 1 existe un fibré inversible relativement ample par rapport au mor-
phisme

P11 V1 — Vo x (X — N)?,

qui est muni d’une PGLy, xG7 ! -linéarisation.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



60 CHAPITRE 1V. COMPACTIFICATION DE CHTOUCAS DE DRINFELD

Preuve du lemme IV.2.2. — On a un diagramme cartésien :
Vi ! Hecke” X (x» x)(X — N)?

l !

Vo x (X — N)? Vec” x(X — N)Z2.

Comme Hecke” x (xx x)(X — N)? — Vec” x(X — N)? est un morphisme projectif,
il existe un fibré inversible A" qui est relativement ample par rapport a ce morphisme.
Alors le pull-back f*A est un fibré inversible relativement ample par rapport au
morphisme

Vi — Yo x (X = N)?,
et il est muni naturellement d’'une PGLj, xG’ !-linéarisation, c.q.f.d. O

Lemme IV.2.3. — Le morphisme 3 : Y3 — Z est quasi-affine.

- . ~ T . . N 7’

Preuve du lemme IV.2.3. — On considere le champ Vec qui associe a tout schéma .S
le groupoide des données constituées :

> d’un fibré vectoriel £ sur X x S de rang r, de degré d et de polygone canonique
de Harder-Narasimhan majoré par pg,

> d’un morphisme surjectif Of}(Xs — £ tel qu’en tout point géométrique s € S, la
restriction HY( X, O’)}S) — H(X,, &s) soit un isomorphisme.

0

On sait d’'une part que le morphisme naturel Vec — Z; est une immersion loca-

lement fermée, voir par exemple [?, prop. 7.1]. D’autre part, la partie discrete de Y3,

ce qui veut dire, la famille d’homomorphismes linéaires £ = OF; se plonge dans
I'espace

Z = {@21 € P(@ EB @ Hom(A kh./\O;)®r!/'g) ; zi F O}.
7 i 1<s<raxz€N;

Par conséquent, V3 — Zo x Z’ est quasi-affine. Rappelons que Z = Zy x [[, Z;; le

morphisme canonique Zy x Z’ — Z est affine car Z' — [[, Z; est affine. Etant le

composé de V3 — Zg x Z' et 2y x Z' — Z, 13 est donc quasi-affine, c.q.f.d. O
La preuve du lemme IV.2.1 est achevée. O
r—1

IV.3. Les quotients par le groupe multiplicatif G

m
Posons
: S S X
Wi= @ @ Hom(AK" AOHZ 1<i<m;
1<s<raz€eN;

laction de G, ! sur W; est décrite dans la section I1.4; celles-ci induisent donc une
action de Gt sur [T,,<,, Zi = [11<i<,n, P(W?); & son tour, la derniére action nous
fournit une G7. !-linéarisation A du fibré ample M = XK;<;<,,O(1). On peut fabriquer

d’autres linéarisations via les deux procédures suivantes :

ASTERISQUE 313



IV.4. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL. APPLICATION 61

a) Soit k un entier positif; la puissance symétrique de A induit une Gr-1-
linéarisation A\* du fibré ample M®*.

b) Soit d = (dy,da, ...,d,_1) une famille d’entiers positifs ou nuls; la multiplica-
tion de A\* avec le caractere
Gt = Gy (61, oy b)) s 09057 - 007

induit une G7"!-linéarisation /\’5 du fibré ample M®*,
L’ensemble des points semistables_, I’ensemble des points stables et le quotient de
la linéarisation A% ne dépendent que des nombres d/k = (dy/k,d2/k,...,dr_1/k); on
peut donc parler_de la G7~1-linéarisation du fibré ample M = K;<,<,, O(1) associée

a une suite de rationnels d = (dy,ds,...,d,_1).
Soit d = (di1,d2,...,d.—1) une suite de rationnels; on peut lui associer une suite
de rationnels a = (a1, as,...,a,) de somme 1 (cf. section I1.4); de plus, la suite a

détermine d.

Dans la suite de ce chapitre, si deux suites o et d correspondent, on dira que la
Gr!-linéarisation du fibré X;<;<,, O(1) est associée & a au lieu de celle associée a d.

IV.4. Enoncé du théoréme principal. Application
IV.4.1. On peut énoncer le théoreme principal de ce chapitre.
Théoréme IV.4.1. — a) Soient g, €1 deux nombres entiers positifs tels que

= rlmeq.

€
TED h—e
Soit p un polygone assez convexe en fonction de X et de r, entier par rapport a d (cf.
définition 1.2.4) et majoré par po. On choisit un polygone rationnel q tel que, pour
tout entier s, avec 0 < s < r, on ait p(s) < q(s) < p(s) + 1. Soit o = (1,...,q,)
la suite de rationnels positifs de somme 1 qui correspond a q (cf. section II.5). On
considére la PGLy, x G~ -linéarisation associée a o du fibré O(eo) X (M1 <i<mO(£1))
de Z. _

Alors, pour un point géométrique y € Y, dont le chtouca dégénéré sous-jacent € est
de type r = (r1,7r2,...,7k), les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ¥(y) est semistable (resp. stable).

ii) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a 'inégalité
rg F = = _
deg F < Bl Z (q(s™ +rgFs-/Fs) —q(s™)) (resp. <).
r poe
b) Supposons q est assez grand par rapport & r. Alors le morphisme suivant est
propre :
¢—1(Zss) _ (X _ N)2 x 2S5
La preuve de la premiere partie de ce théoreme se repose essentiellement sur celle

du théoreme I1.6.1 et elle se trouve plus loin dans ce chapitre. La deuxieme partie qui
est plus technique sera démontrée dans le chapitre suivant.
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IV.4.2. Donnons une application de ce théoreme. On conserve les notations et les
hypotheéses du théoreme 1V .4.1.

Proposition IV.4.2. — [l existe un sous-champ ouvert m’”d"’ dans le champ de chtou-
cas dégénérés tel qu’un point géométrique (€ — &' — E" <« £7) de type r appartienne
a ce sous-champ si et seulement si, pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de &,
on a l'inégalité

rg F _ = = _
deg F < B=d+ Y (a(s™ +rgFu /F) —als7)).
r sET
Hypothése IV.4.3. — Soit ¢ un polygone rationnel tel que, pour tout entier s, avec

0 < s < r, on ait p(s) < g(s) < p(s) + 1 et que les deux conditions suivantes soient
équivalentes :

i) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a 'inégalité
deg F < gd +> (a(s™ +rgFy- /Fs) —q(s7)).
s€r
ii) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a l'inégalité
deg 7 < BT 413" (als™ +ra P /F) — als7)).
ser

Soit ¢ un polygone rationnel qui vérifie I’hypothese précédente, le théoréeme 1V .4.1
entraine que ¥(y) est semistable si et seulement si ¥(y) est stable.

Corollaire IV.4.4. — On conserve les hypothéses du théoréeme IV.4.1. On suppose de
plus que le polygone q wvérifie ’hypothése IV.4.3. Alors le morphisme suivant est
propre :

Cht" " x xxx (X — N)2 — (X — N)2.

Démonstration. — D’apres le lemme 1V.2.1, il existe un fibré inversible M relative-
ment ample par rapport au morphisme

1Y — Z x (X — N)?,

qui est muni d’une PGL;, xG”!-linéarisation.

On note L le fibré inversible trés ample O(gp) X (K1<;<mO(€1)) sur Z. Pour un
entier positif ng assez grand, le fibré inversible 7 L™ ® M est ample sur Y. Puis il
existe une immersion

Y—P"

telle que P™ soit muni d’une action de PGLj;, xG’ ! qui étend celle de ) ; de plus, il
existe une PGLj,, x G’ !-linéarisation du fibré O(1) sur P" qui étend la linéarisation
de $7 L™ ® M. On considere I'immersion

Y—P"x Zx (X —N)=2
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On note Yy la fermeture de Y dans P? x Z x (X — N)2, ¢ le morphisme
yO—ﬁZX(X—N)zv

et M; image réciproque du fibré O(1) sur ).
Puisque ¢~ (Z°%) = ¢7 (2% x (X — N)2) — Z°° x (X — N)? est propre (cf.
théoréme IV.4.1 b)), 'immersion ouverte

Ut (27 ) (X = N)?) — g (27 x (X = N)?)

est propre. Comme ¥ ' (Z2°° x (X — N)?) est dense dans ¢5 ' (Z2°° x (X — N)?), on
obtient

P (2% x (X = N)?) =25 (2% x (X — N)?).
D’apres la proposition 5.1 de [?], pour n assez grand, on a
V* (5 L" @ M) C g (2% % (X = N)?) =41 ' (2% x (X = N)?),
V5oL @ Mi) D95 (2% x (X = N)?) =9 (27 x (X = N)?).
D’aprés le théoreme IV.4.1 a), 17 H(2% x (X — N)?) et o7 (2% x (X — N)?) sont
égaux, d’oul
V5L @ Ma) = V5* (Y5 L7 @ Ma) = ¢y (2% x (X — N)?).

Par conséquent, le quotient ;' (2% x (X — N)?)//PGLy, xG7; ! existe et il est

propre sur (X — N)2. Ce quotient n’est rien d’autre que la préimage de Cht"" dans

ChtDegR’,d; on obtient donc le résultat voulu en formant le quotient de ce dernier par
le groupe fini GL,.(Oy). La preuve est terminée. O

Corollaire IV.4.5. -—— On conserve les hypothéses du théoréme IV.4.1. On suppose de
plus que le polygone q vérifie U’hypothése IV.4.3. Alors le morphisme suivant est
propre :

r,d

Cht""? — X x X.

Démonstration. — 11 résulte du corollaire précédant en faisant varier le niveau NV,

c.q.f.d. 0

On renvoie le lecteur au chapitre VI pour des examples de tels polygones q.

IV.5. Semistabilité

Dans cette section, on donne une preuve de ’assertion a) du théoréme IV.4.1.
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IV.5.1. Critére numérique de Mumford-Hilbert pour un point géomé-
trique de Z, I. — On considére la SLj; xG7, !-linéarisation du fibré O(gy) X
(M1<i<mO(e1)) associée a la suite o = (a1, a2,...,0,). On notera (dy,dz,...,d._1)
la suite des rationnels positifs associée a la suite @ = (a1, g, . . ., ;) (cf. section 11.4).

Soit A : G,,, — SLj, xG7 ! un sous-groupe & un paramétre quelconque ; il existe une
base {e1,ea,...,en} qui diagonalise le sous-groupe & un parameétre induit G,,, — SLj
en

Alt)e; = t" ey,

oun = (ng,na,...,ny) est une suite décroissante d’entiers dont la somme vaut zéro
et une suite d’entiers (mi,ms,..., my_1) telle que 'action induite de G,, sur G7, !
s’écrive
m me -
t— (MR, T,

Soit z un point géométrique de Z ; dans la donnée de z, on a :
i) un fibré inversible £ sur X de degré d,

ii) un homomorphisme linéaire 7o : A" k" — H°(X, L),

iii) pour tout point z dans N, des homomorphismes linéaires

S S
Tox: NE" — NOL, 1<s<r

Avec ces notations, on définit

po(z, n)—max{an, I =, 7'['0(/\ ei)#()},

el

( ) —00 si g =0,
s, (2,m) = .
S, T\ <> %!maxl,,- {Ziels n; |ISI =S, 7TS,Q;(/\Z-61” 61)750} Sl Tg 7'507

:us,i(zaﬂ) = Héa'x {Ns,m(zvﬂ)},

wi(z, A) = ps,i(z, n)+— Z (s —t)m demt,

1<t<s—1 1<t<r—1
u(z, A) = eopo(z,n) + &1 Z maX{Mz (2,A)}-
1<i<m —

Comme dans la section II1.2.1, pour tout entier s, avec 1 < s < r, on pose

hAM, = Z (s — t)my,

1<t<s

avec la convention M; = 0; on sait (cf. section I11.2.1) que

Z dtmf = Z '}%'atMt

1<t<r—1 2<t<r
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Avec ces notations, on obtient

r!
/’l‘f('z? A) = /‘I’S,i(z’ﬂ) + _8— Z(s - t)mt - Z dtmt

1<t<s 1<t<r

hr! !
= sz, —M, — — i M.
ps,i(z,m) + 5 Z My
2<t<r

Le critére numérique de Hilbert-Mumford implique :

Proposition IV.5.1. — Awvec les notations ci-dessus, un point géométrique z de Z est
semistable (resp. stable) par rapport a la PGLy, xG7!-linéarisation associée ¢ o du
fibré O(ep) B (Ki<i<mO(e1)) st et seulement si on a

(F) (2, X) = eopo(z,n) + 611<Z< max {ui(z,0)} =20 (resp.>0),

pour tout sous-groupe & un parametre non trivial \.

IV.5.2. Critére numérique de Mumford-Hilbert pour un point général, II

Soit F un sous-espace vectoriel de k" et soit {fi}1<i<dim F une base quelconque
de F'; on peut compléter cette base pour obtenir une base {f; }1<i<n de k" ; puis pour
tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € N, on définit

po(F) :m?x{|{1,2,...,dimF}ﬂI| ; ) =, 7To(/\1fz') #0},
ic

si g, =0,
Ps,w(F) = . .
maxy, {|{1,2,...,dim F} N IL]|; |I| = s, mso(Njes. fi) #0}  simgq #0.

Ces entiers ne dépendent pas de la base { f;}1<i<n choisie et satisfont les inégalités
évidentes po(F') < 7 et

ps.z(F) < min{s,dim F}, Vs, 1<s<r Vze N.

Lemme IV.5.2. — Soient s un entier, avec 1 < s < r, x un point dans N, et F ¢ F’
deux sous-espaces vectoriels emboités de k. On a alors

pO(F) < pO(F,) et ps,z(F) < pS,a:(FI)~
Démonstration. — C’est évident. O

Soit n = (n1,n2,...,np) une suite décroissante d’entiers de somme 0 ; elle appar-
tient alors au coéne engendré par les familles n, (1 <t < h)

Ng1 =MNgo =" ""=MNgs=h—1, Ngtr1 = Ngsq2 =" =Ny p = —t.

n = Z/Btﬂt’
t

avec des pondérations {3} positives ou nulles de somme positive. En général, les
expressions po(z,n), ps(2,m) (1 < s <r, z € N) ne sont pas linéaires en fonction
de n ; néanmoins, elles sont concaves, (cf. lemme II1.2.5).

On peut donc écrire
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Grace a cette propriété, on prouve :

Proposition IV.5.3. — Pour qu’un point géométrique z de Z soit semistable (resp.
stable) par rapport & la PGLj xGT!-linéarisation associée ¢ o du fibré O(eo) X
(R1<i<mO(e1)), il faut que, pour toute filtration non triviale de k" par des sous-
espace vectoriel {F;}, pour toute suite {B:} de pondérations positives ou nulles de

somme posttive et pour toute suite de rationnels (M, = 0, M, ..., M,), on ait l’in-
égalité
: h—e¢ € F)+ M
ZﬂtdlmFt S ZﬁtﬂO(Ft)-F —_ max {Zt Btps,ac( t) 3}
r m - 1<s<r S
‘ ¢ lsism gen,
L € Z as M, (resp. <)
5 . .
2<s<r

En particulier, pour tout sous-espace vectoriel non trivial F de k" et pour toute suite
de rationnels (M; =0, Ms, ..., M,), on a l'inégalité

. h—¢ £ Ps z(F) + MS
& dimF <t £ (CEGREA
() Hn A= Tpo( )+m211§3§r S
1<ism TEN;
l —€ E @M, (resp. <)
; . .
2<s<r
Démonstration. — On choisit une base {e; }1<i<, de k" telle que chaque sous-espace

vectoriel F} soit engendré par les vecteurs {e; }1<i<dim r,. Puis on considere la famille
n =Y, Bin, associée aux pondérations {f;}. Enfin, on considére le sous-groupe & un
parametre X : G,, — GI! x SLj associé & la suite (M; = 0, Ma,...,M,), la base
{ei}1<i<r et la famille n. Si n = n,, on sait (cf. section I11.2.2) que

h . h )
to(z,m,) = r(;pg(Ft) — dim Ft), sz(2,m,) = r!(;psyz(Ft) — dim Ft).

La concativité des fonctions po et ps , implique

po(zm) < 3 Busoz,m,) < (232 Bupo(F) = 3 peaim ),
t t t

h .
foz(2,m) €D Bitaz(2,n,) < “(g > Bipsa(Fr) = Y Bidim Ft)~
t t t
Donc, pour tout entier i, avec 1 <7 < m, on a
h
) - 1= — i
proi(2,m) = max oo (z,m)} < 1 (2 ma { > Bupoa(F)} = 3 By dim F),

donc

i (2,m) < 7! (h max {Zt ﬁtps’””iFt) M }- Xt:ﬂt dmF) - 3 hT”atMt.
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On remplace ces inégalités dans la condition de semistabilité (F) de la proposi-
tion IV.5.1 pour obtenir

0 < copo(z,m) +e1 D max {pis(z M)}

1<i<m —

< reo (g- > Bipo(F) =Y B dim F,)
¢ t
+rleg z (h max { 2 gtps’xiFt) + M, } - Xt: B dim Ft)

< 1<s<r
1<iz=m TEN;

hr!
— meg Z —t—atMt.

2<t<lr

Enfin, compte tenu de la relation rege/(h — €) = r! me;, on obtient alors

S BedimF < 753" up0(F)
t t

n i max {Et ,Btps,x(Ft) + M, } e Z asM, ,
N 1<s<r S S
1<i<m zeN, 2<s<r
ce qui acheve la preuve. O

IV.5.3. Critére numérique de Mumford-Hilbert pour un point géomé-
trique z = ¢ (y) de Z. — Soit z = 9 (y) un point géométrique de Z, qui est I'image
d’un point géométrique y de Y ; la fonction po(z,n) est alors linéaire en fonction de n
et on a

h .
po(z,n,) = r(; rg F; — dim Ft),

ou F; désigne le sous-fibré maximal de £ engendré par F;. Si ’on écrit
n = Z /Btﬂt’
t

avec des pondérations positives ou nulles de somme positive, on a alors
h .
po(z,n) = 7’(; ;,ﬁt rg Fy — Xt: B¢ dim Ft).
La proposition IV.5.3 devient donc plus simple.
Proposition IV.5.4. — Pour qu’un point géométrique z = (y) soit semistable (resp.
stable) par rapport d la PGL), xG7!-linéarisation associée a o du fibré O(gq) K

(Mi1<i<mO(e1)), il faut que, pour toute filtration non triviale de k" par des sous-espace
vectoriel {F}, pour toute suite {8;} de pondérations positives ou nulles de somme
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positive et pour toute suite de rationnels (M, = 0, Ms, ..., M,), on ait ’inégalité
3 h—e 3 £ F))+ M,
Bydim F, < —— Birg Fy + — max {Zt Bips,z(Fr) + S}
T m - 1<s<r S
t t 1<i<m zEN;
as M,

— )

> 5 (resp. <),
2<s<r

ou F; désigne le sous-fibré mazimal de £ engendré par Fy. En particulier, pour tout
sous-espace vectoriel non trivial F de k", notons F le sous-fibré mazimal de £ en-
gendré par F' et pour toute suite de rationnels (M, = 0,Ms,...,M,), on a alors
linégalité

dimF <" S g S Y may [P T M
<s<r

T , s
1<i<m zEN,;
asM,
—€ - . <).
Z ; (resp. <)
2<s<r
IV.5.4. Calcul des points semistables et des points stables. — Dans cette

section, on va déterminer I’ensemble des points semistables et stables de type z = ¥ (y).
Soit y un point géométrique de Y, dont le chtouca dégénéré sous-jacent £ est de type

r = (ry,r2,...,7%); on dispose alors d’une filtration décroissante
E7=E286, 28,2 28, =0
de sous-fibrés maximaux de corangs ry,72,...,7x = r de £ Soit F un sous-fibré

vectoriel de £ et soit s un entier, avec s € r U 0; on rappelle (cf. définition 1.3.6)
que F, est le sous-fibré vectoriel 77 N &, de &£; en particulier, on notera F ou Fy le
fibré vectoriel F°.

Théoréme IV.5.5. — Soit y un point géométrique de Y, dont le chtouca itéré sous-
jacent £ est de type r. Alors le point géométrique ¢ (y) est semistable (resp. stable) par
rapport & la PGL;, x Gt -linéarisation associée & o du fibré O(eg) K (K1<;i<mO(£1))
st et seulement si, pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a l’inégalité

deg 7 < LA 1S (als™ 41 F /B —als))  (resp. <).

SET
Démonstration du théoréme IV.5.5. — On montre d’abord :
Proposition IV.5.6. — Soit y un point géométrique de Y, dont le chtouca dégénéré

sous-jacent £ est de type r. Supposons que P(y) soit semistable (resp. stable) par
rapport a la PGLy, xG! " -linéarisation associée a a du fibré O(eq) B (K1 <;<mO(e1)).
Alors pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a l'inégalité

LS > (a(s™ +18Fo- /Fa) —q(s7))  (resp. <).

r
ser

deg F <
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Démonstration. — Soit F un sous-fibré non trivial de £€. Si

deg F < 2L deg £ + ko,
rg &

le choix de kg (cf. section IV.1) implique

rg F _ = = _
deg F < e & deg5+z (¢(s™ +rg Fo- /Fs) —q(s7)).

seEr

On peut désormais supposer que deg F > (rg F/rg £)deg & + ko.
Le lemme I1.3.2 implique que H! (X,F) =0, et que F est engendré par ses sections
globales F'. D’apres le théoreme de Riemann-Roch,

dimF =degF + (1 —g)rg F.
Puisque ¥(y) est semistable, on peut appliquer la proposition IV.5.4 : pour toute

suite de rationnels (M, = 0, My, ..., M,), on a I'inégalité
h — € +(F)+ M <M,
dim F < Ergf—l—— max{&f—(—ﬁ——s}—sz @
r m_ 4= 1<s<r s
1<i<m zeN, 2<s<r

On sait (cf. proposition 111.3.8) que
Ps,z(F) < min { rg F/For v F/Fs +5— s‘},

d’ou
i max {ps,x(F)+Ms} _EZ asMs
m  “—~ 1<s<r s s
1<i<m zEN; 2<s<r
S £ max {min{rgf/fstargf/]?s‘ +8—“3_}+M8} —¢ Z asMs‘
1<s<r s
S 2<s<r
Le dernier terme est une fonction de (M; = 0, Ms,...,M,); on sait (cf. section

I11.2.2) qu’elle atteint la valeur minimum quand
M, = smin {rg F/F+,1} — min {rg F/For ,1g F/Fs- +s—s"}, 1<s<r,
et en ce point, elle vaut
Z N Emin{rgf/fs+,rgf/fs~ +s—s}

s
S

1<s<r

En combinant tous ces résultats et en tenant compte du lemme I11.3.2, on obtient

h;e re F + Z asgmln{rgf/fshrgf/fs- +s—s"}

deg F <
1<s<r $
rg F _ = = -
= —==d+ ) (a(s” +raFe /Fo) —a(s7)).
ser
La preuve est terminée. O

Pour terminer la preuve du théoréme IV.5.5, on démontre la réciproque.
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Proposition IV.5.7. — Soit y un point géométrique de Y, dont le chtouca dégénéré
sous-jacent £ est de type r. Supposons que, pour tout sous-fibré vectoriel non trivial
F de &£, on a linégalité

f —_ —
degF < E=d+ > (als™ +re - /F) —als7))  (resp. <).
sET
Alors le point ¢(y) est semistable (resp. stable) par rapport a la PGLy, xG71-liné-
arisation associ€ée a o du fibré O(go) K (KO(eq)).

Démonstration. — D’apres le critéere numérique de Hilbert-Mumford, on sait (cf. pro-
position IV.5.1) que le point z = ¥(y) est semistable (resp. stable) si et seulement si,
pour tout sous-groupe a un parametre non trivial A, on a
p(z, A) = eopo(z,m) + 611;; Jax {ni(z,n)} 20 (resp.>).
<i<m

Fixons un entier 7, avec 1 < i < m. Le théoreme 11.6.1 et la proposition 111.2.1
montrent déja que, si pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a 'inégalité

rg]:d+ Z (q(s“ +rg Fo- | Fs) — q(s_)) (resp. <),

r
ser

deg F <

on a alors

€0
-~ c K ) > .
ho(zn) +er max {uf(z,n)} 20 (resp. >),

pour tout sous-groupe a un parametre non trivial A. En sommant toutes ces inégalités,
on obtient 'inégalité voulue

1(2,A) = eopo(z,m) + 1 D max {pii(z,n)} 20 (resp. >).

1<i<m
La preuve est terminée. |
Le théoreme IV.5.5 est donc démontré. [
Démonstration du théoréme IV.4.1 a). — Cette assertion résulte directement du
théoreme IV.5.5 que 'on vient de démontrer et du théoreme VI.1.1, c.q.f.d. O
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CHAPITRE V

PROPRETE

Ce chapitre démontre la deuxieme partie du théoreme IV.4.1.

V.1. Préliminaires

On utilisera le critére valuatif de propreté pour un morphisme de type fini des
schémas noethériens. Soit A un anneau de valuation discréte sur F; ; on notera K son
corps des fractions, k son corps résiduel, 7 une uniformisante, et v sa valuation. On
se donne un diagramme commutatif

Spec K ——— ¢~ 1(Z%9)

! |

SpecA —— Z% x (X — N)?,

dont le chtouca itéré sous-jacent & la fleche Spec(K) — ¥~ 1(Z°°) est un chtouca; on
cherche alors & montrer qu’il existe un prolongement Spec(A) — 1~ 1(Z%%) tel que le
diagramme complété reste encore commutatif.

V.1.1. Notations. — On note
Xa=X xSpecA, Xg =X xSpecK, X, =X X Speck.

On notera aussi Ax 'anneau local du schéma X4 en le point générique de la fibre
spéciale X ; il est un anneau de valuation discréte, dont 7w est également une unifor-
misante. Soit F' le corps de fonctions de la courbe X ; alors le corps de fractions Kx
de Ax s’identifie au corps de fractions de F'®p, K et le corps résiduel de Ax s’identifie
au corps de fractions de F' ®p, k.

On notera aussi o les endomorphismes de Ax et Kx qui sont induits par
Idr x Froby et Idr x Frobg, respectivement.

V.1.2. La donnée générique. — La fleche Spec K — ¢~ !(Z°°) consiste en une
famille formée :
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i) d’un fibré vectoriel £ sur Xk de rang r, de degré d et de polygone canonique de
Harder-Narasimhan majoré par p,

ii) d’une modification £ — &’ «— &£” de &, dont le zéro 0 et le pdle oo évitent le
niveau N x Spec K,

iii) d’un morphisme surjectif O% — &, (défini modulo 'action de G,,(K)) pour
lequel le morphisme induit H°(X g, O}K) — H%( X, E) est un isomorphisme,
iv) des sections globales inversibles ¢4, 42, ..., ¢._1 de Ox,., c’est-a-dire des élé-

ments non nuls de K,

v) d’un isomorphisme u; : £7 = £”; on notera
. ¢co
Ui,N : ngSpecK — ENxSpec K

. . . N 3 . /7] ~
le composé de la restriction de u; a N x Spec K avec ’isomorphisme ngSpeC =
SNXSPQC K-

vi) d’un isomorphisme vy n : EnxSpec kK — OTNXSpecK qui vérifie la relation
”(17,N = vy, N O u1,N ; on notera

) ~
U1,N; - 8Ni><SpecK - ONixSpecK
(resp. V1, : ExxSpec K — O « spec i) 1a restriction de vy x au niveau N; (resp. x).

Rappelons (cf. section 1V.2.2) que Z est le produit de I'espace de Gieseker Z, et
les espaces projectifs Z; définis comme suit :

z=p( P P Hom(/s\kh,/s\O;)®”/S), 1<i<m.

1<s<rz€N;

Le composé Spec K — 3~ (£°%) — Z; donne un point de Z;(K), noté (ms ;)1 <s<r-
Explicitement, ’application linéaire TEN;

S }L S
Ts,x /\K —)/\O;XSpecK

est le composé de I’homomorphisme surjectif

S S S

/\Kh B /\HO(XK,S) —_— /\ga:xSpecK-
avec l'isomorphisme

—(5—1) —(s5—2 _ s s ~ 8
A (s )52 s >"‘€s_11 Avl,z ZAgszpecK —’/\O;xSpecK‘

On notera (75,2)1<s<, le relevement Spec A — Z; du point (7, 2)1<s<,r € Zi(K).
TEN; zEN;

V.1.3. On rappelle le lemme classique suivant (cf. [11]) :

Lemme V.1.1. — Le foncteur qui a tout fibré vectoriel sur X 4 associe d’une part sa
restriction a la fibre générique X et d’autre part sa fibre au-dessus de Spec Ax est
une équivalence de catégories, autrement dit, admet un foncteur quasi-inverse

(&, M) — E(M).

Avec ces notations, on notera EM la restriction de E(M) a la fibre spéciale X,.

ASTERISQUE 313



V.1. PRELIMINAIRES 73

Soit V la fibre générique de & ; elle est un K x-espace vectoriel de dimension r.
L’isomorphisme £7 5 &£” et la modification £ — &’ « £” induisent un homomor-
phisme o-linéaire injectif ¢ : V — V| autrement dit, pour tout élément v dans V et
pour tout élément t dans Kx,

p(tv) = o(t)e(v).
Soit M le réseau de V engendré par 'image de A" via I’application
Al s KM = HY (X, 0%, ) = H° (XK, E).

Puisque le morphisme (9’}(1( —» £ est défini modulo laction de G,,(K), aprés une
extension finie de K, on peut supposer que le réseau M est stable par ¢, autrement
dit ¢(M) C M et que la réduction

p:M/mTM — M/7mM

ne s’annule pas.

D’apres le lemme V.1.1, on peut donc associer a ce réseau M la donnée suivante :

i) un fibré vectoriel £(M) sur X 4 de rang r et de degré d,

ii) une modification E(M) — &' (M) «— E£"(M) de E(M), dont le zéro et le pdle
évitent N x Spec A,

iii) un morphisme O% — £(M) dont la restriction en la fibre spéciale X, est
génériquement surjective,

iv) des éléments non nuls ¢7,65,...,¢,._, de A,

v) d’une famille d’homomorphismes partout bien définis sur X 4

S 8
us : N(E(M))7 — NE'(M), 1<s<r,
qui restent non nuls apres réduction a X, et qui vérifient les conditions suivantes :

a) le morphisme u; : (E(M))? — E"”(M) étend l'isomorphisme u; : E7 = E”
donné plus haut ;

b) on a A°uy = £ DETD@=DE=2) @y, hour tout entier s, avec
l<s=<r;
¢) le morphisme u, est toujours un isomorphisme.

La restriction des homomorphismes {us}1<s<, au niveau N x Spec A induit une

famille d’homomorphismes linéaires
S S
us,N : NE(M))FxSpec a — NEM)Nxspeca, 1<s<rm,

qui vérifient

a) N°uin = ﬂll(q—l)(s—l)ﬁlz(q_l)(s_2) . éls(_ql_l)us,N, pour tout entier 1 < s < 7,

b) wu, ny est un isomorphisme.
Définition V.1.2. — On appellerar = (r1,72,...,7k) type du réseau M la famille d’en-
tiers telle que r, = r et pour tout 1 < s <r,

ser <= v()=0.
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Puis on dispose des filtrations (cf. [9, § 2b])
0=&"G &g g =€,
0=¢5'c--celcge =g,
0=5”§4 G- (;5”24 G- gg”q{w :8”M,

(M7 =& 228" 228" =0, ser,
de M gM gnM ot £ M par des sous-fibrés maximaux telles que I'on ait des isomor-
phismes
=M =M~
En)E —EIMEM, ser,
sur un ouvert non vide de la fibre spéciale X .

De plus, pour tout entier 1 < s < r, ces isomorphismes induisent des plongements
partout bien définis sur X, entre les fibrés vectoriels de méme rang

s _ _ s§—s _ _ s s—s"
NEY/E @ N EX/EN — NEM e N ELM/EM,
et la réduction de ’homomorphisme u, se décompose
/\s gM U /\S gnmM
/\s_ gM/g.:\f ®/\s—s‘g—sf\:[/g;\f . /\s‘ 8;’_M ®/\s—s_£ /+M/£S/)I_M

Pour terminer cette section, rappelons ce qu’est un réseau itéré (cf. (9, déf. 2.1]).

7
8

Définition V.1.3. — Un réseau M est dit réseau itéré si, pour tout entier s, avec s € r
et s#1r, on a

(M) nEY =o0.

V.1.4. Il nous faut montrer que la donnée associée au réseau M définit bien un
point y de ¥ ~1(Z°%) et que la fleche Spec A — 1~ 1(Z°°) fait commuter le diagramme
complété. La démonstration se divise donc en plusieurs étapes :

a) Montrer d’abord que le morphisme O% L€ (M) est surjectif en la fibre spé-
ciale X, et que ’application induite H (X, (’)}K) — H%(X,.,EM) est un isomor-
phisme.

b) Donner une description plus explicite du relévement

Spec K —— ngigm Z;

| |

Spec A HlSiSm Z;.
¢) Montrer que le réseau M est un réseau itéré au sens de la définition V.1.3.
d) Montrer que v(¢;) = v(£,), pour tout 1 < s <r — 1.
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V.2. Etape a

V.2.1. On consideére le diagramme
Spec K ——— ¢~ 1(2%9)
SpecA —— 2% x (X — N)2.
Le morphisme Spec K — Z; est le composé
AEK" = NHO (X, 0%, ) = ANB°(Xk,€) — H(Xk, \E).

Comme le morphisme O% . — E(M) est génériquement surjectif en la fibre spéciale,
le relevement Spec A — Z; est donc le composé

AA* = AHO(X 4, 0%,) — ANH® (X4, E(M)) — H® (X4, AE(M)).

On obtient ainsi la formule suivante pour le terme py défini dans la section IV.5.2.
Soit F un sous-espace vectoriel de x; on notera F le sous-fibré maximal de &M
engendré par I'image de F dans H°(X,., £M) via I’application

k" = H(X,, 0% ) — H°(X.,eM);
on a alors po(F') = rg F.

V.2.2. On sait que le morphisme Speck — Z se factorise & travers Z°°; on peut
donc appliquer la proposition IV.5.3; ainsi, pour tout sous-espace vectoriel F' de ",
on a l'inégalité :

h—¢ e F M. asM,
(*) dimF < po(F) + — max Bs_w(_)_Jf__f}_sz;_s.
T m - 1<s<r S S
1<i<m zEN; 2<s<r
Proposition V.2.1. — L’application suivante est bijective :

kh =HY(X,, 0% ) — H°(X,,&M).

Démonstration. — On commence par quelques lemmes préparatoires. Notons Fjy le
noyau de ’application

kM =H(X,, 0% ) — H°(X,,EM).

Lemme V.2.2. — On a la majoration dim Fy < €.
Démonstration du lemme V.2.2. — On applique l'inégalité (*) ci-dessus & Fj et a la
suite M; = My = --- = M, = 0. La formule de po implique que po(Fy) = 0. De plus,

on sait (cf. section IV.5.2) que, pour tout point z € N et pour tout entier 1 < s < r,
Ps,z(Fp) < s. On obtient ainsi la majoration

. € F
dim Fp < — max {_____ps,z( 0)} <e,
m - 1<s<r S
1<i<m TEN;

ce qui achéve la preuve du lemme V.2.2. O
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Lemme V.2.3. — Pour tout 1 < i < m, l’application suivante est surjective :
HO(X,,eM) — e}

Démonstration du lemme V.2.3. — On va prouver que H' (X, EM(—N;)) = 0. Sup-
posons par I'absurde que H'(X,.,EM(—N;)) # 0; la dualité de Serre implique qu’il
existe un morphisme non nul

EM(=N;) — Qx.,..
On note F = ker(EM(—N;) — Qx,_); alors la codimension de H°(X,,F) dans

H°(X,,EM) est majorée par g+7|N;| = g+rM. On note F la préimage de H°(X.,F)
dans k" via l’application

k" =H(X,, 0% ) — H(X,,EM).
Alors dim F' > h — (g +rM). En appliquant ’inégalité (*) au sous-espace vectoriel F',
et a My = My, =---= M, =0, on obtient

. h—E £ ps,w(FO)
dim F < po(F) + — > 123;2{—3—}'

r
1<i<m

TzEN;

On sait (cf. section IV.5.2) que po(F) < rgF = r — 1 et que, pour tout point z € NV
et pour tout entier 1 < s < r, p; . (F) < s. Le terme & droite est donc majoré par

h —

r

Par conséquent, on a l'inégalité h — (9 + rM) < dim F < (h—¢)/r(r — 1) + € ou

d<e+r(2¢g—1+rM);

E(r—1)+€.

c’est une contradiction car on a supposé (cf. section IV.1) que d est trés grand par
rapport a M, e, X et r. La preuve du lemme V.2.3 est achevée. O

La méme preuve prouve :
Lemme V.2.4. — On a
H' (X,.,EM) =0 et donc dimH°(X,,EM) = h.
De plus, le fibré vectoriel EM est engendré par ses sections globales.

Démonstration du lemme V.2.4. — Supposons d’abord que H'(X,.,EM) £ 0. Les ar-
guments utilisés dans la preuve du lemme V.2.3 impliquent d < & + r(2g — 1). C’est
une contradiction car on a supposé (cf. section IV.1) que d est trés grand par rapport
ae, X et r. Ainsi H'(X,,EM) = 0 et d’apres le théoréeme de Riemann-Roch, on a

dimH(X,,EM) = h.
De méme, on peut prouver que, pour tout point x de X,
H' (X, &M (-2)) = 0,

ce qui entraine que £M est engendré par ses sections globales et achéve la démonstra-
tion du lemme V.2.4. O
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Lemme V.2.5. — Soient N;,, Ni,,...,N;_,,
plication suivante est surjective :

HO(X,, EM) — &N 1w, 11 1IN

des niveaur contenus dans N. Alors ’ap-

let1

Démonstration du lemme V.2.5. — Supposons que 'application ci-dessus n’est pas
surjective. Les mémes arguments dans la preuve du lemme V.2.3 prouvent

d<e+7r(29g—1+(¢+1)rM),

c’est une contradiction car on a supposé (cf. section IV.1) que d est trés grand par
rapport & M, e, X et r. La preuve du lemme V.2.5 est terminée. O

Lemme V.2.6. — Sauf pour au plus € valeurs i dans {1,2,...,m}, application
kP = HO(X,Q,OS’(N) — E,]\‘,{
est surjective.

Démonstration du lemme V.2.6. — Cela résulte du lemme V.2.5 et du fait (cf. lemme
V.2.2) que 'image de H°(X,, O}K) dans H (X, £M) est de codimension au pluse. [

Revenons & la démonstration de la proposition V.2.1. Soit ¢ un entier, 1 < i < m,
tel que ’application

k= HO(XK, Oé}m) _— 51{‘,{

soit surjective. On va étudier les composantes (7 .)1<s<, (cf. section V.1.2). Pour
rEN;
tout entier 1 < s < r, génériquement, ’application 75, (x € N;) est le composé du
homomorphisme surjectif
S S S
/\Kh /\HO(XKvg) A8$XSpecK~

avec ’isomorphisme

e Aoy gt A Enxspec K —— AO;xSpecK’
Or le relevement
/\Ah - /\HO(XA7€(M)) - Ag(M)N,-XSpecA

est surjectif, ce qui implique que le relevement de 75 , se factorise a travers de

/\Ah - /\HO(XA7£(M)) — /\8$><SpeCA-

Cela montre bien que V'on a ps (Fp) = 0, pour tout entier 1 < s < r et pour tout
point x € N;.

Compte tenu de cette inégalité et du lemme V.2.6, I'inégalité (*) (cf. début de la
section V.2.2) entraine
£2

€
}§—><5=—‘
m m

i € Fy
dim Fy < — max {M
m - 1<s<r S

1<is<m rzEN;
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Comme m est tres grand par rapport a €, on conclut que dim F, = 0. L’application
linéaire
k" =H°(X,, 0% ) — H(X,, M)
est donc injective. Or on sait (cf. lemme V.2.4) que
dim H*(X,.,EM) = h,

ce qui montre que ’application précédente est en fait bijective et achéve la preuve de
la proposition V.2.1. d

V.3. Etape b

V.3.1. Dans cette section, on cherche a donner une description plus explicite des

applications (7s4)1<s<r (1 < ¢ < m). La discussion suivant le lemme V.2.6 montre
TEN;
que, pour tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € N;, 'application m, ,

est le composé de 'homorphisme surjectif

A A" 5 AH® (X4, E(M)) —> AE(M)awspeca

avec un homomorphisme linéaire

s s
Vg, - /\g(M)mxSpecA - /\O;xSpecA’

dont la réduction de (vs,z)1<s<» Ne s’annule pas.
TEN;

Remarque V.3.1. — Cela implique immeédiatement que, pour tout entier 1 < s < 7,
pour tout point x € N et pour tout sous-espace vectoriel F de k", on a 'inégalité

ps,x(F) < min{s,rg F},

o1 F désigne le sous-fibré maximal de £M engendré par F.

V.3.2. Il reste a déterminer comment construire ce dernier homomorphisme linéaire
S S
. s
(US@ . /\g(M)zXSpeCA /\OzXSpecA)ISSST'
zEN;
Fixons un entier 1 < s < r. Génériquement, on a une famille d’isomorphismes
linéaires
(s—1) )—(s—2) 1 A A 5
C(s—1) p—(s5— _ ) ~ -
el £2 "'es—l AUI,Ni . /\S(M)NiXSPGCK /\ON,-XSpeCK’
ou l'isomorphisme vy, s’inscrit dans le diagramme commutatif

U1, N;

E"(M)j‘VixSpecK - S(M)Nz xSpec K

o
vl,Nil ”LNz‘l

T r
ONiXSpecK OleSpecK'
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On considére maintenant ’application

ANuvin, i AN(EM)N, xspeca)’ — NE(M)N, xSpec A-

Génériquement, on a un diagramme commutatif

N? U1,N;
/\s S(M)?ViXSpecK /\S 8(M)N1-><SpecK
(A® vl,Ni)al AN 111,1\11.1
/\S O}‘V,‘xSpecK - /\S OrixSpecK;
on sait (cf. proposition I1.1.3) qu’il existe une valuation standard degps,, , sur

A E(M) N, xspec K telle que, pour tout e € A° E(M) N, xSpec K »

S
deg: u, , (Auvan,(e)) = gdegp- s, (€)-

De plus, si 'on note deg, la valuation canonique sur A* OXN, xSpec k> ON @ alors

deg/\s u1,N; (e) = dego(/\ V1,N; (6)),

pour tout e € A° E(M) N, xspec k (cf. proposition I1.1.4).
Puisque A°®u; n, stabilise le réseau A\° £(M)n, xSpec 4, application

s s s
/\Ul,Ni : /\S(M)NiXSPGCK - /\O‘Jr\lixSpecK

envoie le réseau \° £E(M)N, xspec 4 dans le réseau \° O} . spec 4 ; ON Peut donc écrire

s
(/\ vl,z)zENi = Wdeg(/\s ul’Ni)(v;,z)meNz y

ol on note

S
deg(Awiw) = min (. min - degpeu y, (€)),

et ot (vg, : N EM)zxspeca — N° O;xspecA)mGNi est une application non nulle
meéme apres réduction.

En résumé, on sait comment relever les différentes applications (A°v1z)zen,
(1 < s < r). Par conséquent, on doit savoir comment relever ’application

(El_(s_l) o 0 AT U1 2)1<o<r 5 en effet, il suffit d’écrire
zEN;

mdeg(A® u1,n;)

—(s—1) )—(s—2 - A
o7 D el (A vi)een, = T
1 s—

(U;,z)IENi .

Notons

M® = min
1<s<r

{deg(/\s ul,Ni) - v(ei‘—l te Ks—l) }
. .
Alors (v;@/ﬂ'SMi)lSSST est le relevement de (vs,¢)1<s<, (On s’autorise ici & considérer

TEN; TEN;
des extensions finies ramifiées de K).
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Remarque V.3.2. — La réduction de Papplication (v;’m/ﬂ'SMi)zeNi est non nulle si et
seulement si

deg(A®urn,) —v(i7" - bor) _ i {deg(/\tul,Ni)—v(é'i“l...gt_l)}.
S 1<t<r t

Cette remarque sera utilisée dans la preuve de 1’étape d.

V.4. Etape ¢ — Introduction

V.4.1. Le but des quatres sections qui suivent (cf. sections V.4—V.7) est de démontrer
la proposition suivante.

Proposition V.4.1. — Supposons que q est assez grand par rapport a r. Alors le ré-
seau M est un p-réseau itéré (cf. définition V.1.3).

V.4.2. Stratégie de la preuve. — On présente dans cette section la stratégie de
la preuve. La démonstration compléte se trouve dans les sections qui suivent.

Comme le morphisme Spec k — Z se factorise a travers 'ouvert Z%, la proposi-
tion IV.5.3 est applicable :

Pour toute filtration non triviale de k" par des sous-espaces vectoriels {F;}, pour
toute suite {8} de pondérations positives ou nulles de somme positive et pour toute
suste de rationnels (M; = 0, Mo, ..., M,), on ait l’inégalité

h —
Z,BtdimFt < TEZ,Btrg]:t
t t

_‘_i max {Zt:@tps,m(Ft)+Ms} _EZ aSMS7
- 1<s<r S
1<i<m ZEN; 2<s<r

ot on note Fy le sous-fibré mazimal de EM engendré par Fy.

On dispose de deux filtrations : une filtration croissante {£M}.c, de £M et une
filtration décroissante {gSM}SEr de &Y. On notera {E.}ser et {E }ser les sections
globales des fibrés {EM} e, et {gj\/]}ser, respectivement.

On applique la condition de semistabilité a la réunion de {Fs}sc,r et de {E}ser

avec les pondérations Bg, = ,BEQ = B (le fait que la réunion de deux filtrations n’est
pas une filtration n’est pas un probléme sérieux). Apres un petit calcul, on obtient

D Bd—1)<(d—¢e)> B

ter ter _
h I3 ZtET‘ 61& (ps,z(Et) + ps,m(Et)) + M, asMs
FES s (T ooy ot
m 1<s<r S S
z€EN; 2<s<r

Maintenant, supposons par ’absurde que M n’est pas un p-réseau itéré. Sous ’hy-
potheése que g est assez grand par rapport a r, on peut choisir des pondérations
entieres {Os}ser bornées en fonction de r, et un entier s;, € r avec la propriété
suivante : )
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Si N; est un niveau M-régulier (cf. définition V.5.3), pour tout point = de N; et
pour tout entier 1 < s < r, on a 'inégalité

(*) Zﬂt(ps,m(Et) +ps,z(Et)) < SZIBt7

ter ter

et de plus, pour s = s,,, on a 'inégalité plus stricte
» P Jo &

(**) Z,Bt (psjo,a:(Et) + ijO,a:(Et)) S Sjo Z,Bt -1

ter ter

Notons que la notion de niveau M -régulier remplace la condition que N; ne contient
aucun dégénérateur. On prouve que, sauf au plus un ensemble dont le cardinal est
borné en fonction de pg et de r, tous les niveaux N; sont M-réguliers.

En remplacant ces majorations dans la condition de semistabilité et en choisissant
un choix convenable des {M,}2<s<,, on en déduit

asj € 0] D ,T,E)
—assy = 1) 20(s5,) — alss, + 1) = T05 < 37 g,y AB0TE),
Jo ter

Le terme & droite est majoré en fonction de r car les pondérations (3 sont majorées
en fonctions de r et m est trés grand par rapport a g, pg et r. Comme p est assez
convexe par rapport a r, le terme a gauche est grand par rapport a r. On obtient ainsi
une contradiction, ce qui permet de conclure que M est un p-réseau itéré.

V.5. Etape ¢ — Préliminaires

V.5.1. On prouve d’abord que le polygone canonique de Harder-Narasimhan du
fibré €M est en fait majoré par p, donc par pqg.

Lemme V.5.1. — Le polygone canonique de Harder-Narasimhan de EM est majoré
par p, donc par pg.

Démonstration. — Soit F un sous-fibré maximal non trivial de EM et soit F' le sous-
espace de k" des sections globales de F; on applique la proposition IV.5.3 au sous-
espace vectoriel F' : pour tous les parametres (Ms, M3, ..., M,) (et M; = 0 toujours),
h—e € F M asM.
dimF < po(F) + = max {Piz(_)L_s}_SZ sMs
T m - 1<s<r S S
1<i<m zEN; 2<s<r

On sait (cf. section IV.5.2 et remarque V.3.1) que
1) pO(F) < I'gf,
ii) ps,»(F) < min{s,rg F} pour tout entier s, avec 1 < s < 7 et pour tout point
xz € N.

On en déduit

dim F <

h _Erg}'—i—s ax min{s,rg F} +Ms} . Z asMs
r 1sssr 8 2<s<r o
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On choisit My = s — min{s,rgF}, 1 < s < r, et on les remplace dans 'inégalité
ci-dessus pour obtenir (cf. définition de ¢(¢) dans la section I1.5)

. h—e¢ min{s,rgF} h
dim F < > a2l 2 .
imF < — rgF +e o . rrg}“—!—q(rg}")

D’autre part, la formule de Riemann-Roch implique

dim F = dim H°(X,, F)
> dim H°(X,,, F) — dim H (X,., F) = deg F + (1 — g) rg F.

On combine les deux inégalités et un petit calcul nous donne
d d
deg F < “1gF +q(1g F) = —rg F + p(rg F) + q(rg F) — p(rg F).

Comme (d/r)rg F+ p(rg F) est un entier et le terme ¢(rg F) — p(rg F) est strictement
compris entre 0 et 1, on déduit

d
deg F < ;rg]:—!—p(rg]-'),

ce qui montre bien que le polygone canonique de Harder-Narasimhan de £M est majoré
par p, donc par pg, c.q.f.d. O

Lemme V.5.2. — FEn tout point x de N sauf un sous-ensemble dont le cardinal est
magjoré en fonction de r et po, les applications

S M Yy
use: NE, — NEM, 1<s<r,
se décomposent en
s gM s oM
N & N &

l I

s gM gM s—s gM M ~ s s—8 oM
/\ ga: /85',x ® /\ gs‘,w/gs",x - /\ 8;\—{@ ® /\ gi\-{@/‘gs]\{,x

Démonstration. — 11 suffit de montrer qu’en dehors un ensemble dont le cardinal est
majoré en fonction de r et pg, les plongements (cf. section V.1.3)

NEVIEM @ M /EM « NEUM @ grM jgrM | s ey,

deviennent des isomorphismes. Comme les deux fibrés vectoriels de deux cotés ont
les mémes rangs, il suffit de montrer que la différence de leurs degrés est majorée en
fonction de r et pg, ce qui résulte directement du lemme précédent. La preuve est
donc terminée. O
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V.5.2. Niveaux M-réguliers
Définition V.5.3. — Un niveau N; (1 < i < m) est dit M-régulier si les conditions
suivantes sont vérifiées :
a) Tout point géométrique x € N,; admet les décompositions du lemme V.5.2.
M . .
b) Pour tout entier s € r, avec (EM)°NE, =0, N; ne contient aucun point dans
= =M
le support de E/(EMY @ &, .
Remarque V.5.4. — a) La condition « N; est M-régulier » remplace la condition « IN;
ne contient aucun dégénérateur ».

b) Les lemmes V.5.1 et V.5.2 entrainent que tout niveau /V; sauf un ensemble dont
le cardinal est majoré en fonction de pg et r est M-régulier.

V.5.3. Dans la suite de cette section V.5, fixons un niveau M-régulier IV; ; on consi-
dere application o-linéaire
UL,N; - g(M)NiXSPeCA I 8(M)7Vix8pecA - 8(M)Ni><Spec A

cette application s’inscrit dans le diagramme commutatif

U, N,
EM)N;xspeca ——— E(M)N, xSpec A
UIYNiJ, 'Ul,Nil
Frob

or. I
N,; xSpec A N; xSpec A*

On écrira £(M),, (respectivement £(M)y,, O, OY;.) au lieu de E(M )z xspec a4 (resp.
E(M) N, xSpec A» OF «spec A O?VixspecA) pour alléger les notations.
Quitte a4 remplacer A par une extension finie, il existe toujours des bases

{61,1:, €2,z - ,er,z} et {fl,:m f2,:c7 sy fr,m} de g(M)gg (1‘ € Nl) telles que

u1, N, (€1,2) = T f1,Frob(x)s

U1, N; (62,z) =72 f2,Frob(z') P

u1,N; (€rz) = T fr Frob(x)s
ou les entiers {n,} sont donnés par les formules

ny = 0,

ny = (g — Dv(&y),

ne = (q—1)v(lyly £ _y).
(Rappelons que les éléments ¢, € A (1 < s < r) sont donnés dans la section V.1.3.)

Remarque V.5.5. — a) Le fait que le réseau M est de type r = (ry1,72,...,7%) (cf.
définition V.1.2) implique

O:nlz...:nrl<n1_1+1=...=nr2<...
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b) Pour tout entier s € r, comme le niveau N; est M-régulier, on a la décomposition
du lemme V.5.2 en z, d’ou

> EM est engendré par fi., fou,...,fsw, les réductions modulo 7 de f) .,
f2,wa s 7fs,zv
=M , _ _ _ , .
> & , est engendré par €7, ,, €7, 5 4, -, €, ., les réductions modulo 7 de eZ,, .,

o [ea
€o g1 € g

V.5.4. On rappelle maintenant les notations et les résultats de la section V.3. Rap-

pelons qu’il existe une valuation standard deg A®up ., SUT N E(M) N, xSpec K Vérifiant

que, pour tout e € A*E(M) N, xSpec K »
deg/\s uL, N, ( /\ U1,N; (e)) = qdeg/\” U1, N, (e)s deg/\S U1, N, (e) = deg ( /\ V1,N; (e)) ’

N , . . 3 S ™ A ~ .
ou deg, désigne la Valuatloq canonique sur A ON, xSpec i - Grace a cette valuation, on
montre que I'application A\® v, y, envoie le réseau \° £(M)y, dans le réseau \° Of ;
on a ainsi le diagramme commutatif

s A v, N, s
N EM)n, ———— N EM)n,
/\S Ul,NiJ( /\‘S 1)1,1\!,‘,‘[
/\S Oyvl /\s Oer

Rappelons que vy 5 : E(M), — OF désigne la restriction de vy N, & £ X Spec A; on
peut écrire

Frob

8 el
(/\ Ul,z)xeNi = ﬂ_deg(/\ ul’Ni)(U;,x)zeN“
ou (v, : N°EM)y — A’ OL)zen, est une application non nulle apres réduction.
Pour tout point x € N;, on notera
S S
1_};,27 : /\811'\/[ - /\O;
la réduction de v ,. (Rappelons (cf. section V.3) que
S
de U1, N,;) = min min  degys e)).
g(/\ I,NZ) ceN, (ee/\5 £(M), gA Ul,Ni( )) )

Revenons a l’application vy, : £(M), — OL. D’apres le théoréeme des diviseurs
élémentaires, il existe une base {a; . }1<i<» de O et une suite croissante d’entiers
{mi z}1<i<r telles que {m™*a; ,}1<i<, soit une base de I'image vy ,(E(M),). On
notera {e;,x}lg@. la base de £(M), induite par {7 *a; » }1<i<r-

Proposition V.5.6. — Avec les notations précédentes, si un élément e de N\° E(M),

s’écrit sous la forme e = 37,1 _ a1\, €i, ar € A, alors

degps u, v, (€) = min {v(az) +> mm}

el
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En particulier, on a

min  degps e =M1+ Mo+ -+ M.
ce N E(M)s EA U1,Ni( ) 1,z 2,z s,z

Démonstration. — 1l résulte directement de la discussion qui précede et de 1’égalité

degp - win, (e) = deg, (/\ v1,N; (e)). O

V.5.5. Soit s un entier, avec 0 < s < r; on notera M , le sous-espace vectoriel
M 4 =/ =/ St : s
de £,;" engendré par €,y ,,€5,24,---, €, Introduisons encore une nouvelle notion.

Définition V.5.7. — Soit s un entier, avec 1 < s < r et soit x un point de N;. Soit F
un sous-espace vectoriel de 8315\4 et soit {€;}1<i<dim F une base de F'; on peut donc la
compléter en une base {e;}1<i<, de EM et on définit

0s,0(F) = mIax{}{l,...,dimF}ﬂIs| i | Ls| = s, 17;1( N\ e) # O};
s el

Cet entier est indépendant de la base choisie et vérifie
0s,z(F) < min{s, dim F'}.
L’intérét de cette notion réside dans la proposition suivante.

Proposition V.5.8. — Soit F un sous-fibré vectoriel de EM et soit F' l’espace des sec-
tions globales de F. Alors pour tout entier s, avec 1 < s < r et pour tout point x € Nj,

ps,x(F) < Qs,:c(]:m)~

Démonstration. — On sait (cf. section V.3) que ’homomorphisme linéaire A\° k" —
Or se décompose en deux morphismes : ’application surjective A° k" — €M et un
multiple de ;. Compte tenu des défintions des termes p; . et o5 . (cf. section IV.5.2
et définition V.5.7), on en déduit aussitét I'inégalité voulue, c.q.f.d. O

Si "7;,1 est ’application nulle ou, ce qui revient au méme,

i d s > d ),
ey QBN w1, () > deg( A v,

on a alors g, ,(F) = 0, pour tout sous-espace vectoriel F' de £M.
Dans le cas contraire v, , # 0, ce qui veut dire,

) dee . — deg(/ .
eeAI;nél(lM)x CEA* uy v, (€) cg(Aun.),

alors o (81 AN€2 A--- A &) # 0 si et seulement si, pour un (donc pour tout) choix de
relevements {e;}1<;<s dans A° E(M), de {& }1<i<s, On 2
S
deg/\s u1l, N, (61 JANRERIA 65) = deg(/\ ulvNi)'
On a ainsi la formule suivante pour g, , : pour tout sous-espace vectoriel F' de 8,13‘4 ,
0s,o(F) =min { dim F/F N M4+ 5, dimF/FN M, , +s—s "},
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> s~ est le plus grand entier t < s tel que my » < My41,2,
> s+ est le plus petit entier ¢t > s tel que My, < Myy1 4.

Remarque V.5.9. — a) Les entiers positifs m; , et les éléments e; , sont définis dans la
discussion précédant la proposition V.5.6. Les sous-espaces vectoriels Mg+ ,, M-
de £M sont définis dans la début de cette section.

b) Les entiers s~ —, sT+ dépendent du point z.

Proposition V.5.10. — Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de EM. Pour tout
entier 1 < s <r, on a alors

0s,:(FNG) + 052(F +G) < 05,2(F) + 0s,2(G).

Démonstration. — Fixons un entier s, avec 1 < s < r. Si 17;’@ est Papplication nulle,
tous les termes dans l’inégalité sont nuls, 'inégalité voulue est évidente. On peut

supposer donc que 7, . ne s’annule pas; en particulier, on a la formule explicite plus

haut. On distingue trois cas et démontre ’'inégalité voulue dans chaque cas.
Cas 1. — On suppose
dim F/FN Mg+ o >dimF/FONMg—— , +5—5
ce qui est équivalent a
dim F' N Ms——’w/FﬂMs—wr,z >s—s5

Le quotient F N M-~ ,/F N Mg++ , se plonge dans (F +G)NM,—- . /(F+G)N
Mgt g, Aot dim(F+G)NMy—— /(F+G)NMgis , >5—5" " ou

dim(F+G)/(F+G)NMgis , >dim(F +G)/(F+G) N My—— , +s—s
Par conséquent,
Oso(F)=dimF/FNMy—— , +5—5 ",
0s,2(F+G)=dim(F+G)/(F+G)NMy— ,+5—5
Si 052(G) =dimG/GN My~ , +s— 5", alors
0s,z(F) + 052(G) =dim F/FN My~ ,+5—5
+dimG/GNMg—- , +s5—8
>dim(F+G)/(F+G)NMg—— ,+s5s—5
+dim(FNG)/(FNG)NMg—— , +5—5
2 0s,2(F + G) + 05, (FNG).
Sinon, on doit avoir g, »(G) = dim G/G N Mg++ ,, alors
0s,2(F) — 0s,o(F+G)=dim(F+G)NM,— ,/FN M4 , —dim(F + G)/F
> dim(F +G) N Mg+ o /F N Mgi+ , —dim(F + G)/F
>dim(FNG)/(FNG)NMgt+ , —dimG/GN Mgis ,
2 0s,2(FNG) — 05,2(G),
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autrement dit,
05,2 (F) + 05,2(G) = 05,0 (F + G) + 05, (FNG).
Cas 2. — On suppose
dimG/GNMgi+ , >dimG/GN M- , +5—5
Un argument similaire montre aussi
002 (F) + 06.2(G) > 002(F + G) + 05,0 (F N G).
Cas 3. — Il nous reste a traiter le cas ou1 on a simutanément
dimF/FN Mgt , <dimF/FOM,;—— ,+5—5 ",
dimG/GNMgi+ , <dimG/GN Mg, +5—5
Cela implique g (F) = dim F/F N Mg++ , et 05,(G) = dimG/G N Mg++ 5, d’ota

0s,2(F) + 062(G) =dimF/FNMg++ , +dimG/G N Mgi+ 4
>dim(F+G)/(F+G) NMgit ., +dim(FNG)/(FNG) N Mgt
> 05,0 (F + Q) + 05,2 (FNG).

En résumé, dans tous les cas, on obtient ’inégalité voulue. La preuve de la propo-
sition V.5.10 est achevée. O

V.5.6.

Lemme V.5.11. — Supposons que
deg/\5 UI,N,L-( /\I ej,ﬂﬁ) = deg(/\ulyNi)a
JjE

pour un certain point x € N; et un certain ensemble I a s éléments. On a alors

s S
deg(Aui,n,) > =25
qg—1
Et puis pour tout point y € N;, on a l’inégalité
Serns
M1y + Moy + -+ Mgy > ___qJ_e_Ll_i
Démonstration. — Compte tenu du fait que deg(/A°u1,n,) est la valuation standard

pour A°ui n,, on a
S S
qdeg(Au1,n,) = gdegpsn, 4 ( /\1 ejw) = degpeu, . (Aurn (A €5))
Jj€ jel

=D nj+ degAsul,Ni(./\, Fiprob(s)) 2 D + deg(Au,,)-
JeE

Jjel JjelI

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007


http://K5.ll

88 CHAPITRE V. PROPRETE

On obtient ainsi deg(A° u1 n,) > > jerni/(g—1). La premiere assertion est donc
démontrée. Puis pour tout point y € N;, la proposition V.5.6 entraine

M1y + Moy + -+ ms,y = min  degyps (e) > de (/s\u )>M
Ly 2,y ¥ = A, A% uy v, \€) Z A€8 |
La preuve du lemme V.5.11 est donc terminée. |
Corollaire V.5.12. — On a toujours
S ny +ng + -+ ng
deg(/\ ul,Ni) = - :
qg—1
En particulier, pour tout point y € N;, on a toujours l’inégalité
ny+ng + -4 ng
Miy + Moy + -+ My 2 - : )
qg—1
Démonstration. — 1l existe toujours un point x € N; et un ensemble I & s éléments

tels que degp:, v (Ajer€jz) = deg(A” u1,n,). D’apres le lemme précédent, on a
e s titnet - +ns
g—1 - q—1

En particulier, pour tout point y € IN;, on a l'inégalité

S
deg(/\ ul,Ni) >

nytng+---+ns
qg—1
La preuve est terminée. O

My y + Moy + -+ Mgy > deg(A ul,Ni) >

Lemme V.5.13. — Supposons que
deg/\s u1,Nl( /\I fj,m) = deg(/\ U’LN:‘,)’
j€

pour un certain point x € N; et un certain ensemble I a s éléments. On a alors

Zje]nj .
q

deg(Auin,) < 1

Démonstration. — Compte tenu du fait que deg(A° u1,n,) est la valuation standard
pour A°wui n,, on a

> ny+deg(Auin,) = > n, + degps ul,Nl(‘/\I fia)
Jje

Jjel jel

s
= deg/\"' u1, N, ( /\ ulva‘,( '/\I ej,Frob*I(a:)))
JjE

= qdeg/\‘“ ”1~N1'( /\I ej,Frob_'(x)) > qdeg(/\ ul,Ni,)'
e

On obtient ainsi deg(A”u1,n,) < >°;c; /(g — 1). La preuve est terminée. O
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V.6. Etape ¢ — Début de la preuve

Supposons par ’absurde que le réseau M n’est pas un réseau itéré (cf. définition
V.1.3). Il existe donc un élément sg € r tel que

M . =M
(EMYT N E" =0, pour tout entier s € r, avec s < 59 et (é'sj‘ff)" Nné&y #0.

Soit IV; un réseau M-régulier. Rappelons (cf. remarque V.5.5) que, pour tout point
r € Ny, 5 est le sous-espace vectoriel de &M engendre par les réductions fi .,

fg,z, ceey fs,z et Ss - €st le sous-espace vectoriel de E engendre par les réductions
€711 2 €9422,- -+, .. Par abus de langage, on notera aussi ES le sous-espace de EM
engendré par les réductions €s41,zs Es2,25-++1Cr -

V.6.1. On conserve les notations des sections V.4 et V.5 ; en particulier, on travaille
toujours avec un niveau N; qui est M-régulier.

.. ) . =M
Proposition V.6.1. — Soit s un entier, avec s € r, tel que (EM)°NE, = 0. Pour tout
point x € N; :
a) On a
s E j S n j n + n + A + n
deg(Aul,Ni)z%J_gl——J et Mg+ Mog+ My = — 2_1 2.

=M
b) On a s = st* et M, = &, ,; autrement dit, il est le sous-espace vectoriel

engendré par €s41,z, €s42.x,- - -, Ero- De plus, pour tout sous-espace vectoriel F'
de EM | on a la formule

0s0(F) =dim F/FNEM

c) Sil'on écrit N\ <<, fie = 22 111=5 @1 Njer €500 ar € A, alors v(ag 2, «y) = 0.

Démonstration. — a) Soit deg la valuation canonique sur le réseau A®E(M)y, ;
d’apres la preuve de la proposition 11.1.3, pour tout e € A* E(M)n,, on a la formule
deg((A° u1,n,)"(€))

degp s () = lim FECA

Puisque (Sév[)"ﬁé'—M = 0 et N; est M-régulier (cf. définition V.5.3), les sous-espaces

vectoriels 8%\,2 et 8 N de &M ~N, ont pour 'intersection 0. Par conséquent, pour tout
entier n et pour tout point x € N,,

S
deg (A )"( A ein) = 35 @7 30 my,
1<;< 1<j<n 1<j<s

donc

j—1
degpsu, v, ( A\ €jx) = lim Ligizn @ Dagjea | Lazi=a"
AN W 1<j<s 5% n——+oo qm q—1
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On sait (cf. corollaire V.5.12) que deg(A° u1,n,) > > 1<j<sMj/(g —1). Compte tenu
du fait que deg(\° u1,n,) < degps (A1<j<s€jc)> on en déduit

U, N,
: Sisyess
1<j<s "%
(*) deg/\:3 u1,NV( /\ 6.7'»17) = deg(/\ ul,Ni) = I )
P 1K< g—1
ce qui montre déja la premiere assertion.

b) L’égalité (*) montre que o7, , # 0 : on peut donc appliquer la formule précédant
la remarque V.5.9 pour calculer g; ;.

La premiere assertion combinée au lemme V.5.11 implique que, pour tout point
x € N; et pour tout ensemble I a s éléments de {1,2,...,r}, avec I # {1,2,...,s},

on a l'inégalité degps .,  (A,cr€je) > deg(A® w1 n,), ce qui entraine g, (&, ,) = 0.
D’apres la formule explicite pour g; ., on a

min { dim &, 5 /Ery N Mt o, dim g /Ele AM—— p+s—s "} =0

. .M M . M .
ainsi & , = & , N My++ . Comme dim€&, , =7 —s > dimM, 4+ , =7 — st onen
4 3s M . o1z N .
déduit que s = sTF et &z = My++ 4, ce qui démontre la deuxiéme assertion.
c) Finalement, on a
8
deg/\s ul:Ni( /\ fj,w) = qug/\S ul,Ni( /\ ej,Frob_l(r::)) - E n; = deg(/\ ul,Ni)’
1<5<s 1<j<s 1<j<s

et la derniere assertion en résulte aussitot.

La preuve est donc achevée. [}
Corollaire V.6.2. — Soit s un entier, avec s € 1 et 1 < s < sg. Pour tout point
T € Nz N

a) On a

: Di<j<s M
deg(Aui,n,) = T*’_‘f—-—-

En particulier, miz + Moz + -+ Mgy = (N1 +n2+---+ns)/(g—1).

b) Pour tout sous-espace vectoriel F' de EM, on a la formule

0s,2(F) = min{dimF/Fﬁgsl\f’gg,dimF/FI"]gsl\:[’m +s—s"}.

Démonstration. — 1l résulte de la proposition V.6.1. O
Lemme V.6.3. — Soit s un entier dans r tel que (EM)* NE," = 0. Pour tout point
x € N;, on a alors
nS
ms,z S q— 1 :

=M .
Démonstration. — En effet, comme (EM)° NE, = 0, la proposition V.6.1 montre

ny+mng+---+ns

ml,w+m2,z+"'+ms,z=
qg—1
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Ainsi on a

Di<j<s Myt gt — s

S
< gdeg(Auin,) < qdegpsn, o ( N\ €j2)
1<5<

q—1 .
- Z nj +degpsy, o (A fiFrob())
1<5<s " 1<j<s
< Z n; + ZlSJSSU T _'__(i’ - So)nsz+1 7
1<j<s q

ce qui revient au méme,

> (g —ng) +a(ng —ng) < (5= s0)(apyy — 1),
so+1<j<s

ce qui implique

N+ —ns < (5 — 50)(Nsyy, — nsg)/q < r(nse,, — nsj)/q
ce qu’on voulait, c.q.f.d. O
Lemme V.6.8. — Pour tout entier 0 < j < ¢, on a alors

Msjin = Nyt < 7“2(715”] — nS(T)/q.

Démonstration. — Le choix des s; (cf. la discussion apres la définition V.6.5) montre
que tout entier s € r, avec s; < § < S;j41, n'est pas spécial et donc vérifie I’hypothese
du lemme V.6.7; on en déduit

My = Mgt = Z (ng+ —ns) < Z r(ne,., — nsg)/q < r*(ns,,, —nsg)/q,

ser ser
§;<8<S 41 5, <8<Sj+1
ce qui démontre le lemme. O
V.6.3.
Lemme V.6.9. — 1l existe des entiers non négatifs n, mg, ..., me tels que :

a) 0 <n < (2r2) < (2r2)", qui est donc borné en fonction de r ;
b) la suite {m;} est croissante, avec mg =0 et my =n;
¢) on a la majoration

Mg,y — N+ 1
Jj+1 s
max { n— ——= —m,j‘} <53
0<j<e Msppr — Mgt 2r
Démonstration. — Soit x un réel; on note [x] la partie entiere de x et {x} = x — [z].

r, —n
Sjr T Mt

Do<j<e, avec 0 < a < (2r2)f1: ils
)

On considere (2r?)¢ + 1 nombres ({a ,
77,‘.;‘{_*_1 —nﬁ(+

appartiennent tous au cube d’unité [0, 1]p+1. Donc au moins deux d’entre eux, disons
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94
Trsjpn T E Sj+1 2\6+1 ;
a —L0 et b 2 avec 0 < a < b < (2r°)f!, appartiennent au méme petit
Msppn "S(J,r Tspta s
cube [¢/(272), (¢ + 1)/(2r?)]*T! pour un certain entier 0 < ¢ < 2r2. On pose
Nsjpqg — N+ Nsiyqr — 7Z+
n=b-—a et mj:[ ’ s”]—[a - ] 0<y <Y,
Mspyr = Tt Miseyy = Mgt

ainsi on démontre déja toutes les assertions sauf 'assertion que m; = 0. Reste a la

prouver. En effet, le lemme V.6.8 appliquée & 7 = 0 montre

Mg, — N+
51 So < 7_
n q

n31/+1 s”

O

On choisit ¢ assez grand par rapport a r de telle sorte que ’on peut choisir m, = 0

c.q.f.d.
Dans la suite, on notera 3; = m; — mj _;, pour 1 < j < ¢; les entiers 3; sont

positifs ou nuls de somme n
Proposition V.6.10. — Soit N; un niveau M -régulier. Pour tout point x € N; et pour

tout entier s, avec 1 < s < r, on a alors
=M M
§ : ﬁJ (stl(gsj,m) + QS,I(‘SSJ,;E ) S s E /6]"
1<;<¢ 1<j<¢
Démonstration. — Remarquons que si v; , = 0, tous les termes a gauche sont nuls
© S # 0. On distingue quatre

I'inégalité est alors évidente. On peut donc supposer que ¥
cas : 1 <8< 809, S =Sp41, Se41 < S<1retsg<s<Spgq-
Cas1l:1<s < sg.

Soit j un entier, avec 1 < j < £; on applique le corollaire V.6.2 b) a s et a &

C Myt , = g_j\f, C M-, = E_j\_[I (cf. proposition

compte tenu du fait que &

V.6.1 b)) :
=M
QS»I(gs;,-,m) = O;

o)+ 0s,:(EMN ) < 5. On a alors

)<s > B

S Bi(osalEil )+ 0s(EM)
1<j<¢

1<j<e

de plus, gs, L(E M ) < s, ce qui entraine que o, ,(5

Cas 2 :8=8p41-
Soit 7 un entier, avec 1 < 7 < ¢; on dpphquo la proposition V.6.1 b) & s = sp4 et
=M
- gsj,;r :

compte tenu du fait que My, |, » = SS(H »
=M

. =M
a gs_,,:m
QS(/+1 » T (S.SJ .J/')

= Se41 — 853
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Ainsi on a

D oicics M + Mg+ — Mg s
e < gdeg(Aurw,) < gdegpoy, . (N €ja)
q— 1<j<s

= Z n; +degps o, o (A fjFroba))
1<j<s

1<j<s

Zlgjgso n; + (S - SO)nSE-H
n; +
Z J g—1

y

1<j<s

ce qui revient au méme,

Z (nj - nsj) + q(ns*L - ns) < (S - 30)(n5e+1 - nssf)a

so+1<j<s
ce qui implique

Mg+ —Ng < (3 - SO)(nSi+1 - nsé")/q < T’(TLS“A - nsg)/q

ce qu’on voulait, c.f.q.d. O
Lemme V.6.8. — Pour tout entier 0 < j < ¢, on a alors

TR O < 'rz(nspr1 — nsg)/q.
Démonstration. — Le choix des s; (cf. la discussion apres la définition V.6.5) montre

que tout entier s € 1, avec s; < s < 5,41, n’est pas spécial et donc vérifie I'’hypothese
du lemme V.6.7; on en déduit

Msjpr — ns;.'” = Z (ns+ - TLS) < Z 7'(77,5“_1 - nsa‘)/q < rz(nse-u - nsg')/q:

ser sET
55 <S<Sj+1 55 <8<$8j+1
ce qui démontre le lemme. O
V.6.3.
Lemme V.6.9. — Il existe des entiers non négatifs n, mg,...,my tels que :

a) 0<n < (2r2)f! < (2r2)", qui est donc borné en fonction de r;
b) la suite {m;} est croissante, avec mo =0 et my =n;
¢) on a la majoration

Ng - + 1

J+1 s

max {} _— —mj}} S ~2—-5
T

o<i<e Ulng, , —ng+

Démonstration. — Soit  un réel; on note [z] la partie entiére de = et {x} = = — [x].

On considere (272)° + 1 nombres ({a—JL_ﬁ})0<J<g, avec 0 < a < (2r?)“*1; ils
Se41

appartiennent tous au cube d’unité [0, 1]¢+1. Donc au moins deux d’entre eux, disons
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Msjp1 ~ N+ tsjta ”sg 2\¢+1 H e 1
—0_ et b avec 0 < a<b< (2r a, artiennent au meme petit
— — 2 _— —_—
n n 4 n n 4 ?
Se+1 59 Se+1 s

cube [c/(272), (c + 1)/(2r?)]**! pour un certain entier 0 < ¢ < 2r2. On pose

’“—_"i]_[a"_L;"_*] 0<j<e

n=b—-a et m;= [b
n3e+1-—nsg—

’I’LSH_1 — nsa\-

ainsi on démontre déja toutes les assertions sauf 'assertion que m; = 0. Reste a la
prouver. En effet, le lemme V.6.8 appliquée & 7 = 0 montre

Mgy — Mgt T
0 < —.
n55+1 - nsg‘ q

On choisit g assez grand par rapport a r de telle sorte que ’on peut choisir m; = 0,
c.f.q.d. O

Dans la suite, on notera 8; = m; — m;_;, pour 1 < j < £; les entiers 3; sont
positifs ou nuls de somme n.

Proposition V.6.10. — Soit N; un niveau M -régulier. Pour tout point x € N; et pour
tout entier s, avec 1 < s < r, on a alors

> Bi(0nn(Eln) + 00n (€M) <5 6.

1<j<? 1<j<¢

Démonstration. — Remarquons que si @;71 = 0, tous les termes a gauche sont nuls,
I’inégalité est alors évidente. On peut donc supposer que 7 , # 0. On distingue quatre
cas : 1 < s < 8p, 8= 8p41, Se+1 < S ret sp<s<Spy1-

Cas1l:1<s < sg.

. . . . . . M
Soit j un entier, avec 1 < j < £; on applique le corollaire V.6.2 b) & s et a Esj,m,
. =M =M =M .y

compte tenu du fait que 5sj,x C Mg+ o =&+, C M-, = &~ , (cf. proposition
V.6.1 b)) :

M
0s.2(&s; 2) = 05
M : - sM M
de plus, Qs,x(Ssj,w) < s, ce qui entraine que gs,z(é’sj‘x) + QS,Z(SSJ_@) < s. On a alors

=M
Y Bilesa(E )+ 00n(EX L)) 8D B
1<5<¢ 1<j<¢
Cas 2: s = Spyq1-
Soit j un entier, avec 1 < j < ¢; on applique la proposition V.6.1 b) & s = sp41 et

5 . =M M
a &, ., compte tenu du fait que M, , . =&, . CE& .

=M
QS@+1,$(£S_,~,1:) = S¢+1 — Sy
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. =M
de plus» Qse+1,z(8.£;[»,z) S dlmg.?f,z = Sj donc Q$£+1,1(gsj,a:) +Qse+1yz(8£f,z) S Se+1- On
a alors

=M
Z ﬂ] (Qse+1,$(gsj,:c) + QS@+1,.’1‘(8‘£JJ-,$)) S S[-{-l Z /3]
1<j<¢ 1<j<¢

Cas 3 :s¢41 <8<,
On utilise la formule précédant la remarque V.5.9 pour calculer p; .. Soit j un
entier, avec 1 < j < ¢; compte tenu du fait que My++ , C My~ , CT My, = =

—M M .
Espira C &, o> ON Obtient

=M
Qs,z(gsj,z) = 8= 5j;

. . R =M
de plus, Qs,x(gsﬂf,z) < dlmé’s"f,x = s;, ce qui entraine que Qsﬁm(gsj’m) + gs,z(gsf\;[ﬂ) < s.
On a alors

3 Bileenlal) + s (€M) <53 85
1<j<e 1<<e
Cas4:80 <8< Spy1-
Calculons d’abord gs,x(gtij/i) et stz(g%:), avect € r, 1 <t < s9. Compte tenu du
fait que Mg++ , C M- . T Mgy o = eM C gtlj/i et que gt]’\i N 5,5’”; = 0, on obtient

80,

=M
stz(gt,z) =s—1, QS,Z(S%) =t.

. M . =M
Calculons maintenant 0s,.(&;,,, .) €t 05,z (8;\:[“@)' Compte tenu du fait que &, | . =
—M .
M1 o C Mg o CTMy—— s et que &, |+ Ssﬁilw = &M on obtient
stx(é‘se+11$) = O’ g8>$(882+17$) =S
11 existe un ensemble I (resp. J) & s éléments de {1,2,...,r} vérifiant les conditions
suivantes :

i) Pour tout entier t € r, 'ensemble IN{t~ +1,t~ +2,...,t} (resp. JN{t™+1,t~ +
2,... ,t}) est pour cardinal Qs,:v(gt‘,:c) — Os,x (gt,z) (resp. Os,x (gt,z) - Qs,x(gt*,x))'
ii) degpsu, v, (Ajer€iz) = deg(/\® u1,n,) (respectivement deg - o, (Njer fiz) =
deg(A” u1,n,))-
M

Remarquons que g5 (&, = 0. Le lemme V.5.11 implique donc

e+1,1‘)
deg(A ulaN'i) = deg/\s ul’Ni ( /\I 6]71’)
Jje

> Zjel nj . Zter nt(gs,z(gt*,x) - Qs,m(“jt,m))

qg—1 g—1

Z ter n(t — t7) + ZOS]‘SE ns;? (Qs,z(gsj,:c) - 98,2(5914-1,1))
t<so

(A%

qg—1
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Remarquons que g, . (EM ) = s = 05 .(EM) et le lemme V.5.13 implique donc

Se41,T
deg(/\ ulyNi) = deg/\S w1l N, ( /\I fj,a:)
NS
< ZjEJ nj . Ztef nt(Qs,z(gt,m) - Qs,x(gt_,:c))

qg—1 qg—1
E ter ne(t —t7) + ZOSjSK Msj (stw(gsjﬁ—lyl') - Qs,m(gsj,w))

t<so

qg—1
En combinant ces deux inégalités, on déduit

Z ngj (Qs,z(gsj,z) Os m( ,+1,r) Z ns]+1 Os,x qu+l7 ) — Qs’a/‘(gsj’m)).

0<j<t 0<j<e

POSOI]S ag - Qs J(SSJ, ) - Qs,w(é_’sj-ﬁgl,z) et bj = QS,Z(SSJ+1,1E) - Qs,m('gsj,m) (O _<. J _<_ e)»
donc0<a; <r,0<b; <ret

Z a; = Qs,w(gsc.,z) - QS,z(é_'SiJrh-’E) = 8 — S0,
0<j<¢e

Z bj = Qs,;v(gsg+1,m) - Qs,z(gso,m) = 8§ — S0,

0sj<¢
ainsi Y o< @; = 2 p<;<¢ bj- On en déduit
Z (ngj” - nsar)aj < E (n5j+1 - nsg)bj7
o<j<t 0<j<e

ou, ce qui revient au méme,

—N_+ N, — N+
~5j+1 s J+1 E
0= > (bj—a) ——2+ > aj————"
0<j<¢ Mspyn sd 0<j<t Se41 s
On en déduit

Ng. — N _+ ury —n_+
j+1 s J+1 S
(bj —a;)m; > (b-—w)(m 40)—n a; ————L
J IO = 7 7 n —n_+ In —n_t
0<j<¢ 0<;j<¢ Set g 0<j<e Set1 o

D’apres les choix de m; et n (cf. lemme V.6.9), le premier terme a droite est minoré
par

MNsjpr — Nt

2
> j R T 'S . 1
-2 'bj—“ﬂ')mf—"ﬁ =D 332 533
0<j<e St So 0<5<e

et d’apres le lemme V.6.8, le deuxiéme terme a droite est minoré par
2 4
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Le terme & droite est ainsi minoré par ——% —nrt/q > —1, car q est supposé assez
grand par rapport a r. Par conséquent,

Z (b] — aj)mj Z 0.

0<j<e

En rempla(;ant a; = Qs,w(gsj,x) - Qs,w(55j+1,z)7 bj = Qs,x(83j+l,z) - Qs,z(gsj,:v)7 /8_7' =
mj — m;_1 dans la formule, on obtient 'inégalité voulue

S Bilesw(EL) + 0sn(EM)))

1<5<e
M M M M
< mé(Qs,z(gsHl,z) + Qs,z(gsu.l,m)) - mO(Qs,I (gso,z:) =+ QS,w(gso,z))
= s(mg—mo) =5 »_ B,

1<j<¢
ce qui achéve la démonstration de la proposition V.6.10. O
Proposition V.6.11. — Soit N; un niveau M -régulier et soit jo un entier, avec

1< jo < ¢ etpy, >0. Pour tout point z € N;, et pour tout entier s, avec 1 < s <r,
on a alors une inégalité plus forte

=M
Z IBJ (QSjD,I(SSj,x) + Qsjo,m(gsl\f,x)) < Sj0 Z ﬁj - L
1<y<¢ 1<j<¢

Démonstration. — La proposition est évidente si ¥, _ = 0. On peut donc supposer
Sio p

,T
que ﬁ;jo,:c # 0. La proposition V.6.6 fournit la formule

0s,yx(F) = dim F/F N E. .

Alors :
. . . sM .
i) Pour 0 < j < jo, on a gsjwz(é'sj’x) =5, — S5 et Qs,-o,z(gé\f,x)) < dlmé'é‘]/f,’z = s,
ce qui implique
QS;‘(,@(Ssj,z) + Qsjoyx(gsj',.’t) < Sjo-
. . . M Mo —M M —M
ii) Pour j = jg,on a ng‘o»w(gsjo ) = 0; comme (8510) ﬁé'sjo # 0, €Sj0’zﬁ85jo,m #0
. M .. .
et donc 0, (€Y ,)) < dim&EM /€M . NE, . < sj, — 1, ce qui implique
Qsjoﬂx(gsj’o,fr) + QSjO,w(gst,:c) < Sjo — 1.
. . M .. .
iii) Pour jo < j < ¢, ona o, (&, ) =0et gsjo,m(ggx)) < sj,, ce qui implique

M M
ngo7z(gsj,a:) + Qsjo,Z(SSj,z) < Sjo-

Mettons ces inégalités ensemble pour obtenir I’'inégalité voulue

3 Bi(0ss 0 (Eata) + 06,0 (EM L)) < 850 D By — Bro < 850 D By — 1,

1<j<e 1<j<e 1< <e

ce qui acheve la preuve de la proposition V.6.11. O
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V.7. Etape c — Fin de la preuve

V.7.1. On commence par la définition suivante.

Définition V.7.1. — Soient Fi,...,F, et Gi1,...,Gy des sous-fibrés vectoriels maxi-
mauz de EM . L’écriture

Fir++Fa>2Gi+-+ G +C
signifiera :
i) deg(F1) + - - deg(Fa) < deg(Gh) + - - - + deg(Gy) + C,
i) rg(F1) + - +rg(Fa) =1g(G1) + -+ - +r28(G),

iii) en tout niveau N; sauf un ensemble dont le cardinal est majoré en fonction
de r et de pg, on a, pour tout entier 1 < s < r et pour tout point x € N;,

Qs,z(fl,w) + -+ Qs,z(]:a,m) Z Qs,w(gl,z) + -+ Qs,x(gb,r)-

Lemme V.7.2. — Soient F et G deux sous-fibrés mazimaux de EM tels que les entiers
deg F — (rg F/r)d et deg G — (rg G/r)d soient minorés en fonction de r et py. On a
alors ’écriture

F+G>FVG+FnNG,
ou FV G désigne la somme mazimalisée de F et G dans EM.

Démonstration. — 11 est évident que 'on a
rg 7 +1gG =rg(F VvV G) +rg(FNG),
deg F + deg G < deg(F Vv G) + deg(F N G).

Comme le polygone canonique de Harder-Narasimhan de £ est majoré par p,
donc par pg (cf. lemme V.5.1), 'hypothése du lemme entraine qu’en tout point x du
niveau N sauf un ensemble dont le cardinal est majoré en fonction de r et pg, on a
les relations suivantes dans €M :

Fo+ Gz =(FVG)a,xFz NGz = (FNG)s.
En un tel point, la proposition V.5.10 montre
0s,0(Fz) + 05,2(Gz) = 05,2(Fz + Go) + 05,2 ((FNG)2)
> 05,5 ((FVG)a) + 05 ((FNG)a),

pour tout entier 1 < s < r. La preuve est donc terminée. O

Proposition V.7.3. — On conserve les notations de la section précédente. On a alors
lécriture

SOBEM = ST BiEM + & +1).

1<y<¢ 1<j5<e
Démonstration. — On vérifie les conditions de la définition V.7.1. La condition i)

= M S

résulte de I'inégalité deg 83;[ +deg 83:[ = deg Eif,;M—l—kdeg g;lj > d—1. La condition ii)
est évidente. Finalement, iii) résulte de la remarque V.5.4 et la proposition V.6.10. O
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N

Revenons maintenant & la preuve de la proposition V.4.1. Observons que tous
. sM e N
les fibrés vectoriels {&, }1<j<e et {Sé‘;f}lgjse vérifient I’hypothése du lemme V.7.2.
En effet, pour tout entier 1 < 5 < r,

degf);‘;l +deg<§sﬂj >d-—1.

Puisque le polygone canonique de Harder-Narasimhan de £M est majoré par p, donc
par pg, on en déduit que deg 581‘;1 — (rg Eé‘;l/r)d et deg g;:[ — (rg gg/r)d sont minorés
en fonction de r et de pg.

Partant de la famille constituée de tous les fibrés vectoriels {gg h<j<e (ou ESAJ,/I est
compté G; fois) et {Ef;f ti<j<e (ou Sé‘;f est compté [, fois), on remplace deux fibrés
vectoriels par leur somme maximalisée et leur intersection autant de fois que nécessaire
pour obtenir une filtration croissante F; C --- C Fj de sous-fibrés maximaux de £ M.

avec k =233, .., 0.
D’apres le lemme V.7.2 et la proposition V.7.3, on a ’écriture
=M
DUBEM Z D GENHES A2 D Fi+ 3 B
1<5<e 1<j<e 1<<k 1<j<e

On notera Fj le sous-espace des sections globales de F; (1 < j < k). On applique
la condition de semistabilité de la proposition IV.5.3 a la filtration F; C --- C F, avec
des pondérations valant 1 partout; on obtient ainsi

Z deg F; < ? Z rg F;

1<j<k 1<j<k
I3 Zl<j<k ps,a(Fj) + M oy My
+ — max == —€ E .
m - 1<s<r S
1<i<m zEN; 2<t<r

Comme h =d+r(1 — g) et dim F; > deg F; + (1 — g) rg F;, on en déduit

(*) 3 deg 7 < ﬁ;—e S rgF

1<j<k 1<j<k
€ 2i<j<k Psa(Fy) + M ay M,
+— max == —€ E —_—
=2 1<s<r S t
1<i<m zEN; 2<t<r

Lécriture 3, o, B;EM > 30, Fj + > 1<,;<, 05 implique une minoration du

membre & gauche
D Bid—1)< Y deg .

1<j<¢ 1<j<k
L. sM . .
D’autre part, I'écriture >3-, 0;(EM + &) > 3, <, F; implique quen tout

niveau V; sauf un ensemble dont le cardinal est majoré en fonction de r et pg, on a

> Bi(0en(Elra) + 000(EM)) = D 00nl(Fia),

1<j<e 1< <k

pour tout point x € N; et pour tout entier 1 < s < r.
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Pour un tel point = qui est de plus dans un niveau M-régulier, on sait (cf. propo-
sition V.6.10) que

Z ps,z(Fj) < Z 0s,2(Fj ) (cf. proposition V.5.8)

1<j<k 1<j<k
< S B0 () + 00a(EM))
1<j<¢
< {ps=3213jgeﬂj si s # s,
a Psjo = Sjo 2151'52 Bi—1 sis=sj,.

Pour un point « quelconque, on a toujours
D pea(Fy) <sk=2s> B
1<j<k 1<j<e

On choisit maintenant M = sp; — ps, 1 < s < r. Compte tenu de ce choix et des
inégalité ci-dessus, I'inégalité (*) entraine que

S Bid-1) < d—¢ S Bir+e m%{ﬁﬂ}

1=t == Z ay M, +O(p0,r,€)
€ m

2<t<r

as. € O(pg,r1, €
— Z ﬂjd— Jo + (pO )’
1<j<¢ Sjo m
ce qui implique
Os;0 € Op,r,e O(pg, T, €

Sjo 1<J<e

Comme as; £/sj, = —q(sj, +1) + 2q(sj,) — q(sj, — 1) est assez grand par rapport
a r et que m est trés grand par rapport a €, pg et r, on obtient ainsi une contradiction.
La preuve de la proposition V.4.1 est donc achevée.

V.8. Etape d

D’apres I’étape c, le réseau M est un @-réseau itéré. On donne dans cette section
une preuve de la proposition suivante :

Proposition V.8.1. — Pour tout entier 1 < s <r — 1, on a les égalités
v(ls) = v(l).
Démonstration. — Comme M est un @-réseau itéré, en tout niveau M-régulier N;,

on sait (cf. corollaire V.6.2) que
niy+ - +ng

v ), Vi<s<r
q—]. 1 s—1

deg(Auin,) =
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Supposons qu’il existe un indice 1 < s < r tel que

WO BT ) (Tl A )
> min B
S 1<t<r t

D’aprés la remarque V.3.2, la réduction de (v;@/ﬂ'SMi)zeNi est nulle si IV; est un
niveau M-régulier, ce qui implique que, pour tout sous-espace vectoriel non nul F
de k" et pour tout € N;, on a

ps,z(F) = —o0.

Soit F un sous-espace vectoriel arbitraire de x" ; on applique & F' la proposition IV.5.3
pour obtenir

dim F' < h =

“Spu(F)+ S 3 Pl o 3 S,

1<i<m zEN; 2<t<r

On distingue deux cas : s =1 et s > 1.

> s = 1. — On choisit un entier 7" assez négatif et on pose My = tT — t, pour tout
entier 2 < t < r. Comme p, ,(F) <t, ona

{pt I(F) + M, } {T si le niveau N; est M -régulier,
1<t<'r -

1 sinon,
TEN;
d’ou
. h—¢ € Pt 7L(F)+Mt oy My
< = Ptnin 7 T 77t L ot
dim 7z pO(F) + m - 1<t<1 { } Z t
1<i<m N, 2<t<r
h — O(po,r
< €p0(F)+8(alT (po ) -1+ Z at)
2<t<r

On obtient une contradiction en faisant tendre 17" vers —oo car

O(po,?") 1 O(p03 ’I")
- ——2 2 ==-(—-q(2 2q(1) — q(0)) — ————= >0
o o (= a(2) +24(1) - 4(0)) >
puisque m est trés grand par rapport a €, po et r (cf. section IV.1).
> s > 1. — On choisit un entier T assez positif, on pose My = .-+ = M, 1 =
Mgy =---=M,=0et My =sT. Alors
{Pt z + M; } < 1 si le niveau IV; est M-régulier,
1<t<r T+ 1 sinon.
€N,
Donc
h — F M
dim F < 225 p0(F) + = {Ptr( ) + S s e
r m _“ 1<t<7 t
1<i<m zeN; 2<t<r
h—¢ 0] , T O )
<My a1 - Ofpo,7) _ (a. - M)T],
r m m
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On obtient une contradiction en faisant tendre T vers +oo car as — O(po,r)/m > 0.
En effet, si s # r, on utilise la formule

- OP0T) (s 1) + 20(5) - a(s - 1)

puisque m est trés grand par rapport a €, pg et r (cf. section IV.1). Si s = r, on utilise
la formule

o — O(po,7) _ _ 3 o O(po,T)

S

_ O(po,'f') >0
m

m 1<s<r—1 m
O(po,
=1- Z S(—Q(S+1)+2q(s)_q(3_1))__(P%Q
1<s<r—1

puisque € est trés grand par rapport a r et pg, et m est trés grand par rapport a e,
po et r (cf. section IV.1).
Par conséquent, pour tout entier 1 < s < r, on doit avoir
WO ) (BT /G )
= min .
s 1<t<r t

Pour s = 1, on a v(¢,* ' ---¢,_,/¢57 ... 4,_1)/s = 0, donc, pour tout 1 < s < r, on
obtient

v( Tl /T )
s
Cela implique v(¢s) = v(£,), pour tout entier 1 < s <r — 1. O

= 0.
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CHAPITRE VI

NOUVELLES COMPACTIFICATIONS
DES CHAMPS DE CHTOUCAS DE DRINFELD

Dans ce chapitre, on donne plusieurs examples des polygones rationnels g qui vé-
rifient I’hypothése IV.4.3 et en déduit de nouvelles compactifications des champs de
chtoucas de Drinfeld.

Fixons un entier d et un polygone p : [0,7] — R qui est assez convexe par rapport
a X et r et entier par rapport & d. On suppose que tous les polygones rationnels g
considérés dans ce chapitre vérifient p(s) < g(s) < p(s)+1, pour tout entier 0 < s < r.

VI1.1. Compactifications de Lafforgue

On considére un polygone rationnel g qui vérifient la condition suivante : pour tout

entier 0 < s < r, la suite g(s) — p(s) est strictement décroissante. On va montrer

,d,q

que g vérife I’hypothese IV.4.3 et la compactification Cht’ n’est rien d’autres que

la compactification Cht™®? définie par Lafforgue dans la section 1.3.5.

Théoréme VI.1.1. — Soit £ un chtouca dégénéré sur Speck de rang r, de degré d et
de type r. Alors les conditions susvantes sont équivalentes :

a) Tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £ vérifie l'inégalité

deg F < gd +> (a(s™ +r8Fo /Fo) —al(s7))-

ser
b) Tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £ vérifie l'inégalité stricte

rg F _ = = -
deg F < ==d+) (a(s™ +rgF,-/Fa) —a(s7)).
SET
c) Le chtouca dégénéré £ est en fait un chtouca itéré et appartient a Chtr’d’p, ce
qut veut dire :

i) Pour tout entier s, avec s € r, on a les égalités

deggs = rggsd+p(s)7 deggs = rggs

. " d—p(s) — 1.
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En particulier,

> pour tout entier s, avec s €r et s <r, on a & =&/,

> pour tout entier s, avec s € T, I’homomorphisme E! — £'/E est surjectif.
ii) Pour tout entier s, avec s €T, on a EZ + E, =€&°.
iii) Pour tout sous-fibré vectoriel F de E,,, on a l’inégalité

deg F < EC‘TF]jd+p(rg.7-').

iv) Pour tout entier s, avec s € T et s > ry et pour tout sous-fibré vectoriel
F non nul de E,- NEZ, on a l'inégalité

deg F < %fd—i-p(s_ +rgF)—p(s7)—1.

Démonstration. — On va montrer que b) = a) = c) = b).

Il est évident que b) = a).

Montrons maintenant que a) = c¢). On va appliquer la condition a) aux différents
sous-fibrés vectoriels de £.

> On applique a) & & ; on a alors

& _ o~ & ¢~ F -
deg&, < B0+ 3 (gt +18(E7 N E-)/(E7 N &) — (7))
ter
&
= B™d 4 g(s) (car g(0) = 0)
rg &

= ——d+p(s) +a(s) —p(s).
Comme (rg&s/r)d + p(s) est un entier et la différence g(s) — p(s) est strictement
comprise entre 0 et 1, on en déduit

rg &
r

deg &, < d + p(s).

> On applique a) & & ; on a alors

des €, < BEa LS (gt +ra(E. 0 £2)/(E N E)) — a(t7))
ter
=B g4(s) (car q(r) = 0)
rg £,

= —T—d—p(s) —1+4+p(s)+1—q(s).

Comme (rg&,/r)d — p(s) — 1 est un entier et la différence q(s) — p(s) est strictement

comprise entre 0 et 1, on en déduit

rg &,
r

deg &, <

d—p(s)— 1.
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On a donc deg&, > d —deg&; — 1 > r-grﬁd + p(s), ce qui implique
rg &,

8BS )4 p(s), degdl =
T T

deg & = d—p(s) — 1.

Comme deg &, +deg & = d— 1, € est un chtouca itéré (cf. [9, prop. 8, § 2]). Reste &

prouver qu’il appartient & Cht™%?. Soit s un entier, avec s € r et r; < s < r et soit F
un sous-fibré vectoriel non trivial de £,- N E7 ; observons que

— 0 siterett>s,
rg Fy = -
rgF siterett<s.
> On applique a) & F ; on a alors
rg F _ = = _
deg F < 2=d+ Y (at™ +rgFi /) —qt7))
ter
_rgF

d+q(s™ +rgF) —q(s7)

_rgF
T or

d+p(s™ +rgF)—p(s7)

+ (q(s™ +18F) —p(s™ +18F)) — (¢(s7) —p(s7)).

Comme (rg F/r)d+p(s~ +1g F)—p(s~) est un entier, et la suite g(¢t) —p(t) (1 <t <r)
est strictement décroissante, on en déduit

f'
deg F < Egr—d+p(s— +rgF)—p(s™)— 1.
Reste a prouver que tout sous-fibré vectoriel non trivial F de &,, vérifie
rg F
deg F < gTd + p(rg F).

Observons

— 0 siterett>nrg,
rg Fiy = .
rgF sit=0.

> On applique a) & F; on a alors

rg F -
deg F < 2=d+ ) (alt™ +18F /Fo) —qt7))
ter
f'
= r_gr_d +q(rg F)

rg F
- —g—r-—d—{-p(rg]:) + q(rg F) — p(rg F).

Comme (rg F/r)d + p(rg F) est un entier et la différence q(rg F) — p(rg F) est stric-
tement comprise entre 0 et 1, on en déduit

deg F < %{d—kp(rg}').
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106 CHAPITRE VI. NOUVELLES COMPACTIFICATIONS

Reste a montrer que ¢) = b). On va utiliser les notations et les résultats des sections
1.2.3 et 1.3. On commence par montrer les lemmes suivants.

Lemme VI.1.2. — Soit s un entier, avec s € T et s > r1 = 07. Alors la filtration de
Harder-Narasimhan de E,- est un raffinement de la filtration

0CE& NETCE, .
En particulier, soit F un sous-fibré vectoriel non nul de £,—, de rang
rg F < rg(€s- NET).

On a alors la majoration
f
deg F < %—d+p(s‘ +rgF)—p(s~)—1.

Démonstration du lemme VI.1.2. — Prouvons ce lemme par la récurrence descen-
dante. Pour s = r, la premiére assertion est évidente. La deuxieéme assertion résulte

du fait que £ appartient & Cht"%? (cf. condition c) iii) appliquée & s = r).
Supposons que 'on a montré ce lemme pour s € r. On va montrer ce lemme pour
s € r. Pour la premiere assertion, d’apres la proposition 1.2.9, il suffit de vérifier que

ut(Es JE NED) < pm (&, NET).
Rappelons (cf. section 1.3.4) que, pour s € r et s > r; = 07, on a un chtouca a

gauche E, = (&- /€, — Es- NET — (E-/Es)7). Comme £ appartient & Cht™%?,
tout sous-fibré non nul F de £- N E?Z vérifie

rg F
T

deg F < d+p(s™ +rgF)—p(s~)—1

avec égalité si F = E,- N &7 ; comme p est convexe, on a I’estimation
_ = d
po(E-NE) = — +p(s) —p(s —1).

Le fibré vectoriel &5 se plonge dans &,- /€,- NEJ et le quotient est de longueur 1;
cela entraine que pu* (€,- /Es- NET) < ut (&) + 1. L’hypothese de récurrence implique

pr(E)+1< C;l +p(s+1) —p(s),
donc
W (Een B NED) < Dt p(s 1) (o).
Puisque le polygone p est assez convexe en fonction de X et de r, on obtient
pt(€s-/Es- NET) < — +p(s+1) — p(s)

<

Sl

+p(s) —p(s —1) < pu~ (- NEYT).
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D’apres la proposition I.2.9,_1a filtration de Harder-Narasimhan de & est un raf-
finement de la filtration 0 & &,- NEJ C &;-. La deuxieme assertion résulte de la

premiere et du fait que £ appartient & Cht™P (cf. condition c).

La preuve du lemme VI.1.2 est ainsi achevée. O
Lemme VI.1.3. — Soit s un entier, avec s €T et s > 11, = 0" et soit F un sous-fibré
vectoriel de £, dont Fs =0 et Fs— # 0. On a alors

_ rg F._ _
deg F,- < & TS d+p(s~ +rgFs-) —p(s7) — 1.

Démonstration du lemme VI.1.8. — Puisque F,- est un sous-fibré de £ et que

lon a Fs- NE; = F, = 0, on en déduit
rgf - < rgg ‘/gs = I‘g(gs— NnE&EY).
Reste & appliquer le lemme VI.1.2 & F,- pour obtenir I'inégalité voulue, c.q.f.d. O

Revenons & la preuve du fait que ¢) = b). On consideére le quotient F; /F; :
i) Sit = 0%, ce quotient est un sous-fibré de &,- /& = E}, on a alors

deg F- | F: < %/_

d+p(rg Fe- | Fi) +

i) Siry =0t <t <r, ce quotient est un sous-fibré de &,- /& = E;; d’apres la
proposition 1.3.10, on a l’inégalité

— = _rgF-)F = =
deg Fi- [ F¢ < —g%d‘FP(t_ +rg F- /Fi) — p(t7).

i) Si t = r, ce quotient est un sous-fibré de &~ /& = E}; d’apres la proposi-
tion 1.3.10, et sauf si F;- = F; = 0, on a l'inégalité

rg ft—/ft

s

deg Fy— [ Fy < d+p(t~ +rgF,-/F) —pt~) — 1.

Posons
6(t) =q(t) —pt), 0<t<r

Les nombres {d(¢)}o<t<r sont compris entre 0 et 1; on a §(0) = d(r) = 0 et la suite
{6(t) }1<t<r est strictement décroissante.

Supposons que Fy = 0 # F,— pour un certain entier s, avec s € r et 7; = 07 < s.
Sirg F/F,, # 0, alors :

deg F =) degFy /F, = deg F/Fy + ), degFi /F, + deg F-

ter ter
t<s r<t<s
< (rgj:/ d+ p(rg F/Fr,) + )

rg Fy- | F _ — — _
v Y (BT pe e R /R - a)
ter
r1<€t_<s
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Fs- _ — _
+(Bmd+p(s™ +rg Fo) —p(sT) — 1)

(d’apres la discussion ci-dessus et le lemme VI1.1.3)

<BTar S (e e F /) - p(t0))

ter,t<s
< rg]:d + Z (¢t~ + g8 F- /Fe) —q(t))

= — 3 (B¢ +reF /T - 5(t7))
< rgfd"*‘ Z (q(t— + I‘gft—/]?t) - q(t_))a

r
ter

car

D (6 +rgF/F) —6(t7)) = D (507 +reFi- /F) — 6(t) +8(s + 18 F,)

ter ter

t<s t<s~
est une somme des termes positifs ou nuls, avec au moins un terme strictement positif :
pour les termes dans la somme, c’est grace & 'hypotheése que rg F/F,., # 0 et que 5(i)
est décroissante pour 1 < 3 < r; pour le dernier terme, c’est parce que §(i) > 0
pour 0 < i < r; de plus, au moins un terme est strictement positif car le sous-fibré
vectoriel F n’est pas trivial.

Si rg 7/ F,, =0, on a alors
deg F = Zdegftf/]?t = Z deg Fy- | Fe + deg Fo-

ter ter
ts; ri<t<s
rg Fi- | F, _ — = _
< 3 (g—;/—‘dﬂ)(t +rg Fo- [F) = p(t7))
ter T B
T1<t<s + (%d +p(s” +rgFs-) —p(s™) — 1)
(d’apres la discussion ci-dessus et le lemme VI1.1.3)
rg F _ = = -
- gr d+ > (p(t™ +rgF-/F) —p(t7)) —1
ter
r<t<s
rg F _ = = -
= gr d+ > (qt™ +rgFp- /Fi) — q(t™))
ter
= D0 (6t +rgF fF) —6(t7)) — 1
ter
T1<t_§3
rg F _ = = —
< gr d+ > (qg(t™ +rgFoe /i) —q(t7))
ter
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S (5t +rgF-/F) —6(t7)) + 1
m<t%s = Z (6t~ +rgF- /F) — 6(t) + (s~ +18Fs-) + (1 —6(r1))
ter
ri<t<s~

est une somme des termes positifs ou nuls, dont le dernier terme es strictement positif :
pour les termes dans la somme, c’est grace & ’hypothese que §(7) est décroissante pour
1 < i < r; pour avant-dernier terme, c’est parce que §(¢) > 0 pour 0 < ¢ < 7; et
pour le dernier terme, c’est parce que §(¢) < 1 pour 0 < ¢ < r.

Reste a considérer le cas F,., = 0. Il nous faut vérifier deg F < (rg F/r)d + q(rg F),
ce qui est évident car tout sous-fibré vectoriel F de &£ vérifie

F F
deg F < Egr—d—l—p(rg}") < r—gr—d+ q(rg F).
La preuve du théoreme VI.1.1 est terminée. O

Grace au théoréme VI.1.1 et au corollaire IV.4.4, on retrouve le théoréme de Laf-
forgue :
Corollaire VI.1.4. — Supposons que q est assez grand par rapport a r. Alors le mor-
phisme Cht"%*P — X x X est propre.

VI.2. Compactifications duales

VI.2.1. On étudie une autre classe de polygones rationnels g. On considére un po-
lygone rationnel g vérifie la condition suivante : pour tout entier 0 < s < 7, la suite
q(s) — p(s) est strictement croissante. On laisse au lecteur de vérifier ’analogue du
théoreme VI.1.1.

Théoréme VI.2.1. — Soit (€ — &' «— &" <= £7) un chtouca dégénéré géométrique de
type r. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a l'inégalité

deg F < gd +>  (a(s™ +rg Fo- /Fo) — a(s7)).
ser
b) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de £, on a l'inégalité
deg F < Egr—fd + Z (g(s™ + 18 Fs- /Fs) —q(s7)).
ser
c) Ona:

> deg F < (rg F/r)d + p(rg F), pour tout sous-fibré vectoriel F de £ ;
> pour tout s € T, les égalités

g, - 3
rgr d+p(s), degé&s = rgTS

deg & = d—p(s) = 1;
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en particulier, si s € r et s <r, on a & = &/, et pour tout s € r, ’homomor-
phisme E! — E'/E est surjectif;
> pour tout s € T, le fibré vectoriel E7. ® &, est mazimal dans & ;

> pour tout s € r et pour tout sous-fibré vectoriel E7 @ EsCFCE onales
inégalités deg F < (rg F/r)d + p(rg F —r + s) — p(s) — 1.

VI.2.2. Le théoreme VI.1.1 et le corollaire IV.4.4 impliquent

74,9

Théoréme VI1.2.2. — Si q assez grand par rapport a v, alors le champ Cht’ est
propre au-dessus de X x X. On l'appelle la compactification duale et on le note aussi
Cht:lfa,{)e'

Remarque V1.2.3. — a) On sait (cf. [8, chap. I1.1d] et [9]) que, sur les champs de chtou-
cas dégénérés de rang r, il y a un opérateur de passage aux duaux qui transforme un
chtouca a droite en un chtouca a gauche et un chtouca & gauche en un chtouca 4 droite.
Or la compactification introduite par Lafforgue n’est pas stable par cet opérateur deés
que r > 2. Plus précisément, la condition que, pour tout s € r, la somme £7 + E,-
soit égale & € n’est pas stable par dualité. La duale de cette condition est exactement
la condition que, pour tout s € r, le fibré £7 + &, soit maximal dans & Donc la
nouvelle compactification que 'on vient de définir est la compactification duale de
celle de Lafforgue.

b) Dans le cas » = 2, la compactification de Drinfeld est autoduale car les conditions
précédentes ne paraissent pas.

VI.2.3. On peut donner une description des différentes strates de la compactifica-

tion duale Chtgfa’fe qui est semblable a celle des champs de chtoucas itérés dans la

section 1.3.4.
Lo ;s sz r,d,p . » .
Soit £ un chtouca dégénéré de type r = (r1,72,...,7r) dans Cht 2], ; & partir de ce
chtouca itéré, on peut construire des vrais chtoucas (mais certains sont des chtoucas

a gauche).
D’abord, pour tout entier s € r, avec s < r, on note
By, =&/6-@Q@L;, E,=(E7/E0E)® Q LI

ISH €T
i<s 1<s

On peut montrer que Es = (Es — E. «— EYJ) est un chtouca & droite. En effet, le
plongement E, < E’ est le composé

Es = (58/88_) ® ® ‘Ci B (gs”/g.s”‘) ® ® ‘Ci

€T €T
1<s i<s
= (Es-/E)© QL] —— E; = (E7/E ®EL) © @ L],
i€r i€r
<8 1<s

ASTERISQUE 313



VI.3. D’AUTRES COMPACTIFICATIONS 111

Le plongement E! — E? est le plongement naturel

E] = (/€)@ QL — (E7/& @ EL) 0 Q L] =
€T €T
i<s i<s
Ces plongements définissent bien un chtouca a droite E,. De > plus, on peut montrer
que le pole de ET1 coincide avec le péle oo de Eetle pole de E coincide avec le zéro

de son prédécesseur E

Si s = r, on note E; = E/ETA et E, = £"/E/"_. Alors on montre que E, = (Es «—
E! — E7) est un chtouca & gauche de rang 71, dont le zéro est le zéro 0 du chtouca
dégénéré &. En effet, le plongement & JEI. — E'/El_ = E/E,- est le plongement
naturel. Le plongement £ /€ «— £7/E7_ est le composé

8”/8’1 _N_) g _ ;_)8‘7 __)80'/80

Ces plongements définissent bien un chtouca a gauche Er1 De plus, on peut montrer
que le zéro du chtouca E coincide avec le zéro du E.

VI1.3. D’autres compactifications

Dans cette section, on montre que, sous certaines conditions supplémentaires, le
polygone ¢ vérifie I’hypotheése IV.4.3.

Proposition VI.3.1. — Soit q : [0,7] — R un polygone rationnel qui vérifie la condi-
tion : pour toute famille r et pour tout {ds}ser tel que 0 < dy < s — s~ et
0<> ,c.ds <, le nombre

ST (8(s™ +ds) — 5(57))

ser
n’est pas un entier, ou d(t) = q(t) — p(t) pour 0 < t < r. Alors ce polygone vérifie
Uhypotheése IV .4.35.

Démonstration. — Soit F un sous-fibré vectoriel non trivial de £ tel qu’on ait 1'in-
égalité
rg F _ = = -
deg F < ==—d + > (q(s™ +rg Fo- /Fs) — q(s7)).
sEr
L’hypothese sur le polygone ¢ implique que le nombre
rg F _ = = _
—d+ Y (a(s™ +rgF /Fo) —a(s7)).

sET

n’est pas un entier. On a donc une inégalité stricte

f
deg F < g d+Z(q(s +1g Fo- /Fs) —q(s7)).
SET
Par conséquent, le polygone g vérifie I'hypothese IV.4.3, c.q.f.d. O
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112 CHAPITRE VI. NOUVELLES COMPACTIFICATIONS

Cette proposition combinée au corollaire IV.4.4 nous permet de construire d’autres
compactifications qui sont en quelque sorte des intermédiaires entre les compactifica-
tions de Lafforgue et les compactifications duales.

Théoréme VI1.3.1. Sous les hypothéses précédentes et supposons que q est assez
grand par rapport a r, alors le morphisme

——r,d

Cht™ ™ — X x X
est propre.

Remarque V1.3.2. — D’apres Dolgachev-Hu [2] et Thaddeus [20], I’espace des linéari-
sations possible est divisé en un nombre fini de chambres. A Yintérieur d’une chambre,
I’ensemble des points semistables et 1’ensemble des points stables sont égaux et le
quotient ne change pas. Les chambres sont séparés par des murs. Dans le cas général,
certains murs peuvent étre de codimensions 0, (cf. [17]).

Dans notre cas, la propriété ¥ (y) est semistable < (y) est stable implique que
I’ensemble des points semistables et ’ensemble des points stables sont égaux, au-
trement dit la linéarisation associée est dans une certaine chambre. Les murs sont
contenus dans ’ensemble des polygones ¢ qui ne vérifient pas les deux conditions du
théoreme VI1.3.1. En particulier, les murs sont tous de codimensions positives.
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CHAPITRE VII

COMPACTIFICATIONS DES CHAMPS DE CHTOUCAS
A MODIFICATIONS MULTIPLES

On étend notre méthode pour trouver des compactifications des champs de chtoucas
& modifications multiples considérés par Ngo Bao Chau [14] et Yakov Varshavsky [22].

VII.1. Chtoucas 4 modifications multiples

On rappelle la notion de chtouca & modifications multiples. On utilise les notations
dans l’article de Ngo Bao Chau [14]. On renvoie le lecteur & [14] et [22] pour les
démonstrations.

VII.1.1. Modifications des fibrés vectoriels. Modifications itérées

Définition VIL.1.1. — Soit T un sous-schéma fermé fini de X et soient £, £ deux
fibrés vectoriels de rang r sur la courbe X ; une T-modification de £ dans £’ est un
isomorphisme entre les fibrés vectoriels

Soit z un point géométrique dans T ; on note @, le complété de Ox en x et F,, son
corps des fractions. Etant donnée une modification

(Y23 gf_f —'\:—V g;?—T
entre deux fibrés vectoriels £ et £ de rang r sur X, on en déduit un isomorphisme
V 5 V'’ entre les fibres génériques de £ et de £, qui & son tour induit un isomor-
phisme V, = V/. Le complété de £ en x définit un réseau dans V,, celui de £’ en z
définit un réseau dans V. Si l’on identifie V, avec V,, d’apreés le théoréme des divi-
seurs €élémentaires, la position relative de ces deux réseaux est donnée par une suite
croissante d’entiers

On pose

inv(z) = Ag.
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On note
Z:_:{()\la)\27~"7A7’)€Zr; )‘1 ZAZZ"'ZAT}'

On peut donc associer a toute T-modification £ 7 — &% =+ une fonction

inv:|T| — Z%, z+— inv(z).
Sur Z7,, on définit un ordre partiel : A\ < X si et seulement si
/\1 S /\/17
A1+ A2 < AL+ )5,

At Xo 4 X SN E N A,
A+ Ao+ 4+ AN =]+ A+ -+ AL

Définition VII.1.2. — Etant donné un élément \ € Z', le champ Hecke) associe d
tout schéma S les données formées :

i) d’un points x de X d valeurs dans S,

ii) deux fibrés vectoriels £ et £ de rang r sur X x S,

iii) d’un isomorphisme ¢ : €| x x 5_graphe(z) — €' | X x S—graphe(z) t€l qu’en tout point

géométrique s de S, la x(s)-modification induite vérifie l’inégalité inv(z(s)) < A.

Proposition VII.1.3. — Le morphisme
Hecke, — X x Vec”

qui associe a (z,E,E', p) le couple (x,E) est un morphisme représentable et projectif.
En particulier, le champ Hecke) est algébrigue.

On aura besoin aussi des modifications itérées.

Définition VIL1.4. — Etant donnée une suite A = (\',...,A") € (27.)", le champ
Heckeg_ associe a tout schéma S les données :

i) de n points x1,x2,...,T, de X a valeurs dans S,

ii) de (n+ 1) fibrés vectoriels €y, &1,...,En de Tang r sur X x S,

iii) pour tout entier 1 < ¢ < n, d’un isomorphisme

@it Eim1|X xS—graphe(z;) — €i|X xS—graphe(z:)»

tel qu’en tout point géométrique s de S, la x;(s)-modification induite vérifie ’in-
égalité inv(z;(s)) < A\

On voit bien que ce champ est le produit fibré
Hecke_g\_ = Hecke)| Xvecr Hecke, Xvecr - -+ Xvecr Heckey .

La proposition VII.1.3 implique alors
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Proposition VII.1.5. — Le morphisme
Hecke), — X™ x Vec”
qui associe & (T1,.-.,Tn,E0y---,En,pi) la donnée (x1,x2,...,%n,E) est un mor-

phisme représentable et projectif. En particulier, le champ Heckeg est algébrique.

VIIL.1.2. Chtoucas & modifications multiples. — On dit que A = (A\},... ,\") €
(Z7.)"™ est admissible si si

BP IR

i=1 j=1
Dans la suite, nous fixons une suite admissible A = (A,...,A\") € (Z:L)n.
Définition VII.1.6. — Le champ Cht} associe a tout schéma S les données :
i) de n points r1,x2,...,T, de X d valeurs dans S,

ii) de (n + 1) fibrés vectoriels £y, &1,...,E, de rang r sur X x S,
iii) pour tout entier 1 < i < n, d’un isomorphisme
wi & | X x S—graphe(z;) — & | X x S—graphe(z;)»
tel qu’en tout point géométrique s de S, la x;(s)-modification induite vérifie ’in-
égalité inv(z;(s)) < A%,
iv) d’un isomorphisme (Idx x Frobg)*& = £§ — &E,.
Ce champ s’inscrit dans un diagramme cartésien de champs :
Cht] ———— Vec”
Hecke), —— Vec” x Vec”,
dont les morphismes horizontaux sont
(:El” . .,$n,(€0, LY 7871788 :’ gn) Lo 807 (3317 e 7xn780’ see 7811) — (807877.)1
et les morphismes verticaux sont
(T1y - Tny €0y ey Eny E§ = En) — (1, -+, Ty E0y -, ER),  Eo—> (E0,EF).

On montre que le champ Chtg de chtoucas a modifications multiples est algébrique
au sens de Deligne-Mumford.

Définition VII.1.7. — Le morphisme naturel Chtg — X est appelé morphisme ca-
ractéristique.
Si I'on note u = (1,0,...,0) et u¥ = (0,0,...,—1), alors le champ Cht{, ,v\ est le

champ Cht" de chtoucas de Drinfeld considéré par Drinfeld et Lafforgue (cf. chap. I).

Soit d un entier ; on notera Chtf\’d le sous-champ classifiant des chtoucas & modifi-
cations multiples A de rang r et de degré d, c’est-a-dire deg & = d.
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116 CHAPITRE VII. CHTOUCAS A MODIFICATIONS MULTIPLES

VII.1.3. Structures de niveau. Troncature

Définition VII.1.8. — Etant donné un sous-schéma fermé fini N de X, une structure
de niveau N sur un chtouca £ de rang r sur un schéma S, dont les points associés
T1,To,...,T, évitent N consiste en un isomorphisme

. ~
u: & |nxs — Onxs

qui fait commuter le diagramme

Eolnxs — E1Nxs — - — En|nxs — EJ INxs
ul u”l
™ ™
Ofxs Ofxs-

On introduit les conditions de troncature grice au polygone canonique de
Harder-Narasimhan qui généralisent celles des champs de chtoucas de Drinfeld (cf.
section 1.2.4).

Proposition VII.1.9. — Etant donné un polygone p : [0,7] — R assez convexe en fonc-
tion de la courbe X, de r, de n et de A, il existe dans le champ Cht;’d un unique

\

sous-champ ouvert Cht’;"d”’ tel qu’un point géométrique € appartienne & cet ouvert si
et seulement si le polygone canonique de Harder-Narasimhan du fibré vectoriel sous-
jacent £y soit majoré par p.

Le champ Chtg’d’p est de type fini, séparé mais il n’est pas propre. De plus, Chtg’d

r,d,p

est la réunion filtrante des ouverts Cht)

VII.2. Chtoucas dégénérés a modifications multiples

VII.2.1. Définition

Définition VII.2.1. — Le champ ChtDegg de chtoucas dégénérés a modifications mul-
tiples associe a tout schéma S les données :

i) de n points x1,x2,...,z, de X a valeurs dans S,

ii) de (n+ 1) fibrés vectoriels £y, &1, ...,E, de rang r sur X x S,

iii) pour tout entier 1 < i < n, d’un isomorphisme

2 gi—l IXXS—graphe(a:i) 82 | X x S—graphe(x;)»

tel qu’en tout point géométrique s de S, la z;(s)-modification induite vérifie l’in-
égalité inv(x;(s)) < A,

iv) d’un pseudo-homomorphisme complet £§ = &, de type (£i,€i)?g(3;i)_1, autre-
ment dit une famille d’homomorphismes

NES ®q(s—1) A ®(s—i) <s<
uS'A O®®£2 _)/\gn®®£1 9y ]._S_T',

1<i<s 1<i<s
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VIIL.2. CHTOUCAS DEGENERES A MODIFICATIONS MULTIPLES 117

ou
Uy /5\83 R K L',;@(q_l)(s“i) — /S\Sn, 1<s<r,
1<i<s

vérifiant les deux conditions suivantes :

> Pour un (et donc pour tout) choix de trivialisations de £5, €, et des L;
localement sur S, la famille (uy, ..., um, 0370, ... ,Eﬂ:i) appartient au schéma des
pseudo-homomorphismes complets Q (cf. section 1.8.1).

> Génériqguement au-dessus de tout point géométrique de S, chaque us qui
peut se voir sous la forme

Us : (/5\80® X cz@(s_i))a — A& @ ,C,@(s_i), 1<s<r,

1<i<s 1<i<s

n’est pas nilpotent.

On a la décomposition

ChtDeg} = ] [ ChtDeg}?,
deZ

ou le champ ChtDeg;’d classifie les chtoucas dégénérés a modifications multiples de
degré d, autrement dit deg &y = d.

Pour toute famille r, on dispose aussi de la notion de chtouca dégénéré a modifica-
tions multiples de type r. On notera ChtDegS’fi le sous-champ classifiant les chtoucas

dégénérés a modifications multiples de rang ;,_de degré d et de type r.

VII.2.2. Strates. Dégénérateurs. — On conserve les notations de la section pré-
cédente. Soit € un point géométrique de ChtDegg’d de typer = (r1,72,...,7%). Comme
tous les morphismes ug, avec 1 < s < 7, ne sont pas nilpotents génériquement, ils ne
s’annulent pas génériquement. Il existe donc un ouvert non vide U de X tel qu’en tout
point géométrique de U, tous les homomorphismes u,, avec 1 < s < r, ne s’annulent
pas. Cela implique que la restriction du pseudo-homomorphisme complet £ = &,
a U est un homomorphisme complet. On dispose :

> d’une filtration décroissante £ = & 2 --- 2 &.s 2 -+ 2 0 par des sous-fibrés
vectoriels maximaux de £ de corang r1,72,...,7k,

> d’une filtration croissante 0 & --- & &, s & - -+ & &, par des sous-fibrés vectoriels
maximaux de &, de rang ri,7r2,..., Tk,

> des isomorphismes sur 'ouvert U & ;- /&ys — En,s/Ens—> S € T, 0l s~ est le

prédécesseur de s dans r (cf. section I.1).

Soit s un entier, avec 1 < s < r. La restriction de ug sur 'ouvert U est alors le
composé de trois morphismes :

> la restriction a U de la surjection

s _ _ s—s _ —
NET—> Q det(&y 1 /Eo,t) @ N o5~/ €05+
ter
t<s
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> l’isomorphisme sur U

® det(go,r /go,t) ® /\ 8_0,3_ /‘§0,s+ — ® dEt‘(gn,t/gn,t“) ® 7\ g‘n,s"’ /811,5‘ 5
ter ter
t<s t<s

> la restriction & U de 'injection

8

® det(Eni/Eni-) ® N Enst/Ens— > NEn.
ter
t<s

Comme le morphisme us : A°EJ — A°E, est défini partout, le morphisme que
I’on note wy,

— — s—s_ _ s—s~
® det(go,t" /80,15) ® /\ gO,S‘ /“':"0,5+ - ® det(gn,t/gn,t_) ® /\ 5n,s+ /gn,s—
ter ter
t<s t<s

est alors un plongement partout bien défini. Puis le morphisme u, est le composé de
la surjection précédente, de ce plongement et de ’injection précédente.

La filtration de &, et les modifications &; --» &41 (0 < i < n — 1) induisent des
filtrations

0C - GC&EGC - C&

de &; par des sous-fibrés vectoriels maximaux de rang r1,72,..., 7.

Comme génériquement, les morphismes us; (1 < s < r) ne sont jamais nilpotents,
&5 s N &,s = 0 pour tout entier s € 7, donc £, @ &, est un sous-fibré vectoriel de
rang r de & = &£7.

Définition VII.2.2. — Un point x de X est un dégénérateur du chtouca dégénéré a
modifications multiples £ si une des conditions suivantes est vérifiée :
a) il appartient au support de E/EF , ® Eo,s pour un certain s € r ;

b) il appartient au support du plongement ws défini précédemment pour un certain
1<s<r.

On prouve aisément une version analogue de la proposition 1.3.5 :
Proposition VII.2.3. — Soit & un chtouca dégénéré a modifications multiples. Suppo-
sons que le polygone canonique de Harder-Narasimham du fibré vectoriel sous-jacent
& est majoré par un polygone pg. Alors le nombre de dégénérateurs de £ est borné par

une fonction Deg(A, n,r,po) qui ne dépend que de )\, de n, de r et de pg.

Définition VII1.2.4. — Avec ces notations, si F est un sous-fibré vectoriel de &, pour
tout entier s € r, on définit F, le sous-fibré vectoriel F° N &y s de & = £F .
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VII.3. Compactification des champs de chtoucas & modifications multiples

Notre construction est calquée avec quelques petites adaptations de celles des cha-
pitres précédents.

VII.3.1. Notations. — Dans ce chapitre, on fixe un polygone py assez convexe en
fonction de la courbe X et de r (cf. définition 1.2.4). On choisit un entier positif
tres grand par rapport a pg, X et r. Puis on choisit un entier positif w et m niveaux
{Ni}1<i<m disjoints sans multiplicités de méme longueur M tels que :
a) Tout point géométrique z de [[,.,;,, V; est supporté par un point fermé de
corps résiduel Fguw. -
b) M — Deg(A,n,r, po)w est assez grand par rapport a €, pg, X, r, n et A ou la
fonction Deg(A, n,r,po) est définie dans la proposition VII.2.3.
c) m est assez grand par rapport & €, pg, X, r, n et A.

N = ]_[ N;.

1<i<m

On notera

On choisit enfin un entier d treés grand par rapport a m, M, w, €, pg, X et r; on pose
h=d+ (1 — g)r, ou g est le genre de la courbe X.

VII1.3.2. Structures de niveau. — Rappelons qu’on a déja défini les champs
Cr et C™N dans la section I1.2. On note ChtDegg’(gV comme produit fibré de

ChtDeg? x xn (X — N)" et de Cj au-dessus de C™YV :
»d r
ChtDeg} Cyn

! |

ChtDegy? x xn (X — N)» —— ¢V,

Le morphisme
ChtDeg}% — ChtDeg(? x x» (X — N)"
est représentable et fini; le champ ChtDegf\’j\, est muni d’une action du groupe fini
GL,.(On) et le quotient de I’espace grossier associé a ChtDegg’i\, par ce groupe fini
est celui associé a ChtDegg’d X xn (X — N)™.
VII.3.3. On va construire le fourre-tout V) ; c’est le champ défini au-dessus de 'ou-
vert
ChtDegg’fN X yeerd VecdPo XAT_1/G:;1A’"_1
de ChtDegg’j\, X par—1 /G:"L—IAT_I en ajoutant un homomorphisme surjectif (défini mo-
dulo 'action de G,,)

ok — &,
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pour lequel le morphisme induit H(X, O%) — H%(X, &) est un isomorphisme. On
voit bien que le champ Y est un schéma quasi-projectif et, qu’il est un PGL;, xG” -
torseur au-dessus du champ

ChtDegf\"f\, X yeerd Vec PO

VII.3.4. On reprend ’espace projectif Z de la section IV.2.2. On peut définir de la
méme maniére un morphisme PGLy, fon‘l x GL,(On)-équivariant ¢ : Yy — Z qui
généralise le morphisme v : ) — Z du chapitre V1.

VII.3.5. On rappelle aussi qu’étant donnée une suite de rationnels positifs o =
(a1, s, ...,a,) de somme 1, on peut lui associer une PGLy, fon“l—linéarisation du
fibré O(gp) X (KO(e1)) de Z pour chaque couple d’entiers (g9, e1) (cf. section IV.3).

VII.3.6. Variations des quotients. — On peut énoncer le théoréme principal qui
généralise le lemme IV.2.1 et le théoreme 1V.4.1.

Théoréme VII.3.1. —  a) Il existe un fibré inversible M sur Yy relativement ample
par rapport a ¢ : Yy — Z ; il est muni d’'une PGLy, xG.~!-linéarisation.
b) Soient €9, €1 deux nombres entiers positifs tels que

TEQ =rlme;q.

h—c¢
Soit p un polygone assez convexe en fonction de X, r, n et A, entier par rapport
a d et majoré par pg. On choisit un polygone rationnel q : [0,7r] — R tel que
p(s) < q(s) < p(s) + 1 pour tout entier 0 < s < r. Soit &« = (a1,...,a,) la suite
de rationnels positifs de somme 1 associée a q; on considére la PGLj, xG7 -
linéarisation associée ¢ a du fibré O(gp) K (KO(e1)) de Z.

Alors, pour un point géométrique y de Yy, dont le chtouca dégénéré a mo-

difications multiples sous-jacent € = (Eo,...,En,E] = En) est de type T, les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) ¥(y) est semistable (resp. stable) ;
ii) pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de &, on a l'inégalité

d+ Z (q(s™ +1g8Fs- /Fs) —aq(s7)) (resp. <),
sEr

ou les fibrés Fy sont définis dans la définition VII.2.J.
c) Supposons que q est assez grand par rapport a r. Alors le morphisme

'l,b—l(Zss) N (X _ N)n % ZSS

rg F
r

deg F <

est propre.
Démonstration. — Compte tenu de la proposition VII.2.3 et de la discussion dans la
preuve du théoreme VIIL.3.1, la preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoreme
IvV.4.1. O
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VII.3.7. Différentes compactifications. — Sous certaines conditions supplé-
mentaires sur le polygone ¢, on peut démontrer une version plus forte du théoreme
VIL.3.1 b), c’est-a-dire ¢ (y) est semistable si et seulement si ¢ (y) est stable.

Théoréme VIL.3.2. — Soit p un polygone assez convexe en fonction de X, r, n et A,
entier par rapport a d. On choisit un polygone rationnel q : [0,7] — R qui vérifient les
conditions suivantes :

> pour tout entier 0 < s <1, on ap(s) < q(s) <p(s)+1;

> pour tout type 1 et pour tout uplet {ds}se, qui vérifie que 0 < ds < s — s et
que 0 < > . ds <7, le nombre 3 ., (6(s7 +ds) — d(s7)) n'est pas un entier, ou
o(t) = q(t) — p(t) pour 0 <t <r.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de &y, on a linégalité

deg F < %J—T—LH > (a(s™ +rgFo- /Fo) —a(s™))  (resp. <).

ser

ii) Pour tout sous-fibré vectoriel non trivial F de &, on a l'inégalité

deg F < rgT]:d-k Z (g(s™ +rgFs— /Fs) —q(s™)) (resp. <).

sSET
Démonstration. — La preuve suit de pres celle de la proposition VI1.3.1, c.q.f.d. O

La propriété 1 (y) est semistable < 1(y) est stable nous permet de déduire les
compactifications des champs de chtoucas a modifications multiples.

Théoréeme VII.3.3. — Soit p un polygone assez convexe en fonction de X, r, n et A,
entier par rapport a d et majoré par pg. On choisit un polygone rationnel g : [0,7] — R
qui vérifient les conditions suivantes :

> pour tout entier 0 < s <r, on a p(s) < q(s) <p(s)+1;

> pour tout type r et pout tout uplet {ds}ser qui vérifie que 0 < ds < s — s~ et
que 0 < > . ds <, le nombre 3 . (5(s™ +ds) — 8(s™)) nlest pas un entier, ot
5(t) = q(t) — p(t) pour 0 <t <r.

Alors :

a) Il existe dans le champ ChtDeggd un sous-champ ouvert ChtDegzd’q tel qu’un

ser

point géométrique £ de type r appartienne a cet ouvert si et seulement s’il vérifie
la condition suivante : pour tout sous-fibré vectoriel F de &y, on ait l'inégalité :

F - - = _
deg F < %d +3 (als™ +18(FTNE . /F7 N &) —alsT)).

SET

La strate ouwvert de ChtDegy™? qui correspond a la partition triviale (0 < r) est

r,d,p

exactement le champ de chtoucas a modifications multiples Cht
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122 CHAPITRE VII. CHTOUCAS A MODIFICATIONS MULTIPLES

b) De plus, si q est assez grand par rapport a r, le morphisme caractéristique
ChtDegy®? — X"

T

est propre. En particulier, le champ ChtDegA’d’q lui-méme est propre.

Dans le cas r = 2, on obtient le corollaire suivant qui était déja connu de Varshav-
sky [21] :

Corollaire VIL3.4. — Soit d un entier et p : [0,2] — R un polygone assez convexe
en fonction de X, r, n et A, entier par rapport a d. Alors il existe dans le champ
ChtDegi’d un sous-champ ouvert ChtDegi’d’p tel que :

> un point géométrique £ de type (0 < 2), autrement dit un chtouca & modifications

\

multiples appartienne a cet ouvert si et seulement si, pour tout sous-fibré vectoriel
tnversible F de &y, on ait l’inégalité :

deg F < g+p(1),

\

> un point géométrique E de type (0 < 1 < 2) appartienne a cet ouvert si et
seulement si les fibrés inversibles £p,1 (de &) et Eo1 (de EF ) vérifient les inégalités :

d - d
deg&p,1 < > +p(1), degép1 < 5 —p(1) —1.

La strate ouvert de ChtDegi’d’p qui correspond & la partition triviale (0 < 2) est

2,d,p

exactement le champ de chtoucas a modifications multiples Chty

De plus, le morphisme caractéristique

ChtDegi’d’p — X"

est propre. En particulier, le champ ChtDegi’d’p lui-méme est propre.
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