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SUR LES CARACTERES DES GROUPES REDUCTIFS
FINIS A CENTRE NON CONNEXE : APPLICATIONS
AUX GROUPES SPECIAUX LINEAIRES ET UNITAIRES

Cédric Bonnafé

Résumé. — Un premier but de cet article est de présenter une synthése des résultats
de plusieurs auteurs concernant les caractéres des groupes réductifs finis a centre non
connexe. Nous nous intéressons particuliérement aux problémes directement liés & la
non connexité du centre. Nous insistons notamment sur les caractéres de Gelfand-
Graev et les caractéres semisimples.

Un deuxiéme but est d’étudier 'influence de la non connexité du centre sur la
théorie des faisceaux-caractéres. Nous nous concentrons sur la famille des faisceaux-
caractéres dont le support rencontre la classe unipotente réguliére : ce sont les ana-
logues naturels des caractéres semisimples.

Le dernier but est ’application de ces résultats aux groupes réductifs finis de type
A, déployés ou non (comme par exemple les groupes spéciaux linéaires ou unitaires).
Lorsque le cardinal du corps fini de référence est assez grand, nous obtenons un para-
métrage des caractéres irréductibles, calculons explicitement le foncteur d’induction de
Lusztig dans la base des caractéres irréductibles, paramétrons les faisceaux-caractéres
et montrons que les fonctions caractéristiques de ces faisceaux-caractéres sont des
transformeées de Fourier des caractéres irréductibles (conjecture de Lusztig). Ces ré-
sultats permettent de construire un algorithme théorique pour calculer la table de
caractéres de ces groupes.

© Astérisque 306, SMF 2006



iv

Abstract (On the characters of finite reductive groups with disconnected center: appli-
cations to special linear and special unitary groups)

A first aim of this paper is to present an overview of results obtained by several
authors on the characters of finite reductive groups with non-connected centre. We
are particularly interested in problems directly linked to the non-connectedness of the
centre. We emphasise on Gelfand-Graev and semisimple characters.

A second aim is to study the influence of the non-connectedness of the centre on
the theory of character sheaves. We study more precisely the family of character
sheaves whose support meets the regular unipotent class: these are analogues of the
semisimple characters.

The last aim is the application of these results to finite reductive groups of type A,
split or not (as for instance the special linear or special unitary groups). Whenever
the cardinality of the finite field is large enough, we obtain a parametrization of
the irreducible characters, a parametrization of the character sheaves, and we show
that the characteristic functions of character sheaves are Fourier transforms of the
irreducible characters (Lusztig’s conjecture). This gives a theoretical algorithm for
computing the character table of these groups.
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INTRODUCTION

En 1907, Schur [Sch07] et Jordan [Jor07] déterminaient les tables de caractéres
du groupe général linéaire GL(2, q) et du groupe spécial linéaire SL(2, q). La table de
PSL(3,q) fut obtenue en 1921 par Brinkman [Bri21]. En 1951, Steinberg [Ste51b]
calculait la table de caractéres de GL(3,q) et GL(4,q), en utilisant entre autres des
constructions générales de représentations (que nous appelons de nos jours unipo-
tentes) de GL(n,q) (voir [Ste51al). Finalement, au prix d’un tour de force combi-
natoire remarquable, Green [Gre55] déterminait en 1955 la table de caracteres de
GL(n,q) (au moins algorithmiquement). Par contre, les progres concernant le groupe
spécial linéaire furent beaucoup plus longs. En 1971, Lehrer [Leh71] obtenait dans sa
these une partie de la table de caracteres de SL(4, q), celle correspondant aux séries
discretes. Le cas de SL(3, q) fut réglé en 1973 (voir [SF73] ou [Leh73]). Notons que
les travaux de Lehrer [Leh73] concernaient le groupe SL(n,q), pour n quelconque :
en particulier, méme si cela n’est pas explicitement écrit dans [Leh?73], cet article
contenait toutes les informations nécessaires pour compléter la table de caracteres de
SL(n,q) lorsque n est premier. Un des buts de notre article est de fournir un algo-
rithme théorique pour calculer la table de caracteres de SL(n,q) : cependant, nous
ne sommes capables de montrer la validité de cet algorithme que lorsque ¢ est assez
grand.

Plus généralement, si G est un groupe réductif connexe défini sur une cloture
algébrique F du corps fini & p éléments F), (p premier) et si F : G — G est une
isogénie dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius relatif & une Fg-
structure sur G (g = p’), le calcul de la table de caracteres du groupe fini G¥' (appelé
groupe réductif fini) est loin d’étre résolu en toute généralité. Rappelons quand méme
que le cas du groupe Sp(4,q) a été résolu, pour ¢ impair, par Srinivasan [Sri68]
en 1968. D’autres résultats ont été obtenus sur les petits groupes (groupes de Suzuki,
groupes de Ree...).



2 INTRODUCTION

Pourtant, en 1976, larticle fondateur de Deligne et Lusztig [DL76] permettait a
la théorie des caracteres des groupes réductifs finis de faire des progres considérables.
Leur idée, inspirée par des calculs de Drinfeld montrant que la série discrete de SL(2, q)
apparaissait dans la cohomologie ¢-adique de la variété définie par I'équation zy? —
yx? = 1, était d’utiliser la structure géométrique de G pour produire des variétés
sur lesquelles le groupe fini G agit et de récupérer ainsi des représentations de G*'
dans la cohomologie (-adique de ces variétés. Poursuivant dans cette voie, Lusztig
[Lus84a], apreés une série impressionnante d’articles, obtenait en 1984 le paramétrage
des caracteres irréductibles de GF' (dans I'esprit du programme de Langlands) lorsque
le centre de G est connexe. En plus de ce paramétrage, il obtenait une formule explicite
pour le degré de ces caracteres ainsi qu'un algorithme (théorique) permettant de
calculer les valeurs de ces caracteres en les éléments semi-simples.

Au cours de sa démarche, Lusztig introduisait une nouvelle base orthonormale de
Pespace des fonctions centrales, la base des caractéres fantdmes, obtenue a partir de
la base des caracteres irréductibles par une matrice diagonale par blocs, les blocs
étant des matrices de transformées de Fourier associées a des petits groupes finis
(dont la taille ne dépend pas de ¢). En 1984-1986, Lusztig (voir [Lus84b] et [Lus85])
développait une nouvelle théorie, la théorie des faisceaux-caractéres, dans le but de
comprendre 'intrusion de ces petits groupes finis et de ces caracteres fantomes. Un
faisceau-caractere est un faisceau pervers G-équivariant irréductible sur G satisfaisant
certaines conditions. Si A est un faisceau-caractere F-stable, on peut lui associer une
fonction centrale sur G, appelée fonction caractéristique de A cette fonction n’est
définie qu’a une constante multiplicative pres mais Lusztig a défini des normalisations
qui en font des fonctions de norme 1. De plus, Lusztig a montré que ces fonctions
caractéristiques de faisceaux-caracteres F-stables forment une base orthonormale de
Iespace des fonctions centrales. Il a fait la conjecture suivante :

Conjecture de Lusztig. — Si le centre de G est connexe, la matrice de passage entre
la base des caractéres fantomes et la base des fonctions caractéristiques de faisceauz-
caracteres F-stables sur G est diagonale.

En 1995, Shoji [Sho95] démontrait cette conjecture. D’autre part, Lusztig a aussi dé-
crit un algorithme théorique permettant de calculer les fonctions caractéristiques de
faisceaux-caracteres F-stables, méme lorsque le centre de G n’est pas connexe. Il re-
pose cependant sur la normalisation précise des fonctions notées Y; dans [Lus85, Par-
tie V, section 24.2]. Ces normalisations ont été obtenues récemment dans les groupes
de type A par T. Shoji [Sho05].

Il apparait ainsi au cours de 1'évolution de la théorie que la non-connexité du centre
de G entraine de nombreuses complications. Certaines sont techniques (comme par
exemple le paramétrage des classes de conjugaison), d’autres sont théoriques (comme
par exemple la non-connexité du centralisateur des éléments semi-simples du dual
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INTRODUCTION 3

de G ou I'augmentation significative du nombre de faisceaux-caractéres cuspidaux).
Cette non-connexité du centre explique les difficultés qui ont émaillé la recherche
d’une table de caracteres pour le groupe spécial linéaire.

Plusieurs auteurs ont étudié les groupes réductifs finis a centre non connexe
(Asai [Asa87], Lusztig [Lus88], Digne et Michel [DM90], Digne, Lehrer et Michel
[DLM92], [DLM97], Shoji [Sho98] ou l'auteur [Bon96], [Bon00a]|, [Bon00b]).
Le paramétrage des caracteres irréductibles a été achevé par Lusztig [Lus88] et
des nouvelles informations sur la table de caractéres du groupe G (par exemple la
valeur en les éléments unipotents réguliers [DLM92]) ont été obtenues.

Concernant ’analogue de la conjecture de Lusztig, un des premiers problemes vient
de ce qu’il n’y a pas de définition indiscutable de la notion de caractere fantome. On
peut alors considérer comme une réponse positive a la conjecture de Lusztig pour
les groupes a centre non connexe un théoréme qui montrerait que la base des fonc-
tions caractéristiques de faisceaux-caracteres F-stables est obtenue a partir de la base
des caracteres irréductibles par une matrice diagonale par blocs, les blocs étant des
matrices de transformées de Fourier associées a des petits groupes finis. Dans cette
acceptation, la conjecture de Lusztig a été démontrée pour les groupes spéciaux or-
thogonaux et symplectiques par Waldspurger [Wal04] lorsque ¢ est assez grand.

Shoji [Sho06] a démontré la conjecture de Lusztig pour le groupe SL(n, ¢) pour p >
3n et g une puissance quelconque de p. Il a aussi proposé une définition intéressante de
caractére fantome : un caractére fantome devrait étre la descente de Shintani de G
a GF d’un caractere irréductible F-stable de GF" (pour n suffisamment divisible).
Cette définition a le mérite d’étre correcte lorsque le centre de G est connexe et de
rendre vraie la conjecture de Lusztig pour le groupe spécial linéaire.

Un des buts du présent article est de démontrer la conjecture de Lusztig (sans
prendre la définition de Shoji de caractére fantome) pour le groupe spécial linéaire et le
groupe spécial unitaire lorsque p est quelconque et ¢ est assez grand. Plus précisément,
nous obtenons un paramétrage des caracteres de ces groupes réductifs finis et définis-
sons a priori, sans référence a la théorie des faisceaux-caracteres, des transformées de
Fourier naturelles de ces caracteres irréductibles (nous nous inspirons de [DM90, §5
et 6]). Nous montrons alors que la matrice de passage entre la base des transformées de
Fourier et la base des fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres F-stables est
diagonale et calculons explicitement les coefficients diagonaux. Dans l'optique d’ob-
tenir un algorithme pour calculer la table de caracteres de ces groupes, notre résultat
st satisfaisant. Il faut cependant étre réaliste : la mise en ceuvre de cet algorithme
nécessite encore un travail considérable. Le plus difficile en pratique (et le plus facile
en théorie) est de ramener cette question au probleme du calcul des valeurs des ca-
racteres en les éléments unipotents. Pour le groupe spécial linéaire, nous donnons un
algorithme précis pour le calcul de ces derniéres.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



4 INTRODUCTION

Une derniére remarque : notre résultat est valide pour tous les groupes de type
A, quel que soit I'endomorphisme de Frobenius considéré. Méme dans le cas déployé,
il s’applique aux groupes intermédiaires de la forme SL,/p,, ol d divise n : ces
groupes sont des extensions non triviales du groupe fini SL(n,q)/p(Fq) qui ne sont
pas contenues dans le travail de Shoji [Sho06].

Dans le cas du groupe spécial linéaire, il serait intéressant de relier plus finement
le paramétrage de Shoji et le notre pour déterminer la matrice de passage entre nos
transformées de Fourier et les caracteres fantomes de Shoji : lorsque ¢ est assez grand,
cette matrice de passage est diagonale mais nous n’en connaissons pas les coefficients.
Il serait aussi intéressant, dans le cas du groupe spécial unitaire, de savoir si nos
transformées de Fourier sont des caracteres fantdémes (& une constante pres) au sens

de Shoji.

Cet article a aussi un autre but : présenter une synthese des résultats sur les
groupes réductifs finis directement liés & la non connexité du centre. Notons Z(G) =
Z(G)/Z(G)° le groupe des composantes connexes du centre de G. Nous montrons
comment relier Z(G) au systéme de racines de G, étudions le morphisme Z(G) —
Z(L) (ou L est un sous-groupe de Levi de G) en lien avec les automorphismes du
diagramme de Dynkin affine, relions la structure de Z(G) avec la non-connexité du
centralisateur des éléments semi-simples du dual G* de G, étudions la distinction
qu’elle entraine entre séries de Lusztig géométriques et rationnelles, étudions 'action
de H'(F,Z(G)) sur les caracteres de GF & travers la théorie de Harish-Chandra,
calculons les composantes irréductibles des caracteres de Gelfand-Graev, étudions
laction de Z(G) (par conjugaison ou par translation) sur les faisceaux-caracteres,
avant d’appliquer tout ceci aux caracteres des groupes de type A. Parmi ces résul-
tats, beaucoup sont bien connus et dus & d’autres auteurs, mais nous avons souhaité
les présenter ensemble, notamment pour les relier entre eux et quelquefois pour en
améliorer légerement le degré de généralité.

Pour étudier les groupes & centre non connexe, nous reprenons une technique cou-
rante [DL76] : elle consiste & voir G comme un sous-groupe fermé distingué d’un
groupe G & centre connexe tel que é/ G soit abélien (c’est toujours possible; par
exemple, on peut plonger SL,, (F) dans GL,,(F)). La théorie de Clifford permet alors,
par restriction de GF a GF , d’utiliser ce que l'on sait de GF , par exemple par les
avantages liés a la connexité du centre de G.

Cet article est organisé comme suit. Dans le chapitre 1, nous introduisons les no-
tations générales, présentons le contexte et établissons quelques résultats prélimi-
naires. Dans le chapitre 2, nous montrons comment calculer Z(G) et Z(L) (pour un
sous-groupe de Levi L de G) de plusieurs maniéres. Nous rappelons les différentes
constructions d’un morphisme entre le groupe Ag-(s) des composantes connexes du
centralisateur d'un élément semi-simple s de G* et le groupe Z(G)" des caracteres
linéaires de Z(G). Nous y construisons une action de H'(F, Z(G)) sur les fonctions
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INTRODUCTION 5

centrales sur G¥. Nous rappelons aussi les notions de cuspidalité introduites dans
[Bon99b], [Bon00a], [Bon00b] et [Bon04b]. Un des buts du chapitre 3 est de dé-
montrer la disjonction des séries de Lusztig rationnelles. L’essentiel de cette preuve est
contenu dans [DM91] (et le résultat était déja connu de Lusztig [Lus77, 7.5.2]) mais
elle n’est nulle part écrite complétement. Dans le chapitre 4, nous étudions l’action de
H(F, Z(G)) & travers la théorie de Harish-Chandra. Nous ne pensons pas que ceci
soit traité ailleurs dans ce degré de généralité. Le chapitre 5, largement inspiré par
[Asa87], [DLM92], [DLM97] et [Bon96|, traite des éléments unipotents réguliers,
des caractéres de Gelfand-Graev, de leurs composantes irréductibles (les caractéres
dits réguliers) et de leur dual de Curtis (les caracteres dits semi-simples). Nous obte-
nons notamment une décomposition des caracteres semi-simples comme combinaison
linéaire d’induits de fonctions absolument cuspidales. Dans le chapitre 6, nous étu-
dions les différentes actions de Z(G) sur les faisceaux-caracteres. Tout d’abord, si
A est un faisceau-caractere, la G-équivariance de A induit une action de Z(G) sur
A via un caractere linéaire. De plus, via l'action par translation, Z(G) permute les
faisceaux-caracteres : nous déterminons l'action de cette permutation a travers le pro-
cédé d’induction & partir des faisceaux-caracteres cuspidaux. Pour finir, nous étudions
les faisceaux-caracteéres apparaissant dans 'induit de faisceaux-caracteres cuspidaux
dont le support rencontre la classe unipotente réguliere et décrivons leur fonction
caractéristique en termes d’induction de Lusztig.

Dans le chapitre 7, nous supposons que toutes les composantes quasi-simples de
G sont de type A et que G est muni d’un endomorphisme de Frobenius quelconque,
déployé ou non. Nous montrons comment les fonctions centrales introduites dans le
chapitre 5 permettent, lorsque ¢ est grand, de construire les caracteres irréductibles
comme combinaisons linéaires d’induits de fonctions caractéristiques de fonctions ab-
solument cuspidales. En utilisant le fait que le support de tout faisceau-caractere cus-
pidal sur G rencontre (& translation pres par Z(G)) la classe unipotente réguliere et les
formules de la derniere section du chapitre 6, nous obtenons la conjecture de Lusztig.
Donnons-en un énoncé sommaire : soit s un élément semi-simple de G*", soit W°(s)
le groupe de Weyl de C&. (s), soit Ag~(s) = Cg-(s)/C&.(s) (c’est un groupe abélien),
soit £(GF, (s)) la série de Lusztig géométrique de GI" associée a la classe de conjugai-
son de s dans G* et soit FCar(G, (s))? la série géométrique des faisceaux-caracteres
F-stables associée & s. Notons Z(G,s) l'ensemble des triplets (x,§,a) tels que x
parcourt un ensemble de représentants des Ag-(s)-orbites F™*-stables de caracteres
irréductibles de W°(s), ¢ € (Ag-(s,Xx)" )" et ¢ € HY(F*, Ag-(s,x)) (ot Ag-(s,X)
est le stabilisateur de y dans Ag~(s)). Notons ZV(G, s) I’ensemble des triplets (x, a, )
ol x parcourt un ensemble de représentants des Ag~(s)-orbites F*-stables de carac-
teres irréductibles de W°(s), a € Ag-(s,x)F et 7 € H' (F*, Ag-(s,x))". Si A est
un faisceau-caractere F-stable sur G, nous noterons X4 sa fonction caractéristique
(explicitement normalisée comme dans l'article).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



6 INTRODUCTION

Théoreme. — Supposons q assez grand. Alors il existe deuz bijections
I(G,s) — E(GF (s))
(x.&a) —  Ry(s)ea

N 7V(G,s) — FCar(G,(s))F
(X, a, T) | — Ax(s)a,‘r

telles que, si (x,a,7) € TV(G,s), alors

Cﬁ\(a‘r N7 N
XA (s)y, = Tt E(a)T(a) Ry (S)e ;s
x( )a, |AG*($X)| Z e ( ) ( ) X( )5
§€(Ag=(s.x)7 )

a€H' (F™,Agx(5,X))

0t G y,a,r €St une racine de l'unité explicitement déterminée.

Il est a noter que, comme conséquence des travaux effectués, on obtient une description
explicite du foncteur d’induction de Lusztig en termes du groupe de Weyl (lorsque ¢
est assez grand).

Dans le chapitre 8, nous étudions plus précisément le cas o G est un sous-groupe
de Levi d'un groupe déployé de type A. Nous obtenons par exemple, en utilisant
uniquement la théorie de Harish-Chandra, un paramétrage des caracteres irréductibles
de £(GY,(s)) par Z(G,s) dont nous montrons qu'il comcide avec le paramétrage
du théoreme précédent lorsque g est assez grand. Cela nous permet de retrouver,
comme cas particulier des théoremes du chapitre 7, le résultat de notre these [Bon96,
théoréme 16.2.1] sur le calcul de I'induction de Lusztig dans le groupe spécial linéaire.
Nous rappelons comment fonctionne la décomposition de Jordan. Nous donnons aussi,
comme application de ce travail, un algorithme permettant de calculer les valeurs des
caracteres irréductibles de SL(n,q) en les éléments unipotents : le cas o n = 4 est
traité completement.

Dans I'appendice A, nous rassemblons les résultats techniques sur les caracteéres
de produits en couronne que nous utilisons dans les deux derniers chapitres. Dans
I’appendice B, nous rappelons des résultats classiques sur les sommes de Gauss et
montrons comment ils permettent d’obtenir les valeurs des racines de 'unité (s y.a,7
intervenant dans 1’énoncé du théoreme précédent.

Remarque. — Cet article est largement inspiré de notre these [Bon96], notamment
des parties qui n’ont fait I'objet d’aucune publication. Outre le fait d’avoir pu traiter
depuis le cas du groupe spécial unitaire, nous avons aussi amélioré et enrichi le traite-
ment des parties communes. L’appendice A est essentiellement contenu dans [Bon96,
partie 1, chapitre I] : il est & noter que le corollaire 34.3, qui correspond & [Bon96,
proposition 1.9.1], est ici affublé d’une preuve correcte, contrairement & ce qui est
écrit dans [Bon96]! Le chapitre 3 est une version tres enrichie de [Bon96, §6]. Le
chapitre 4 correspond a [Bon96, §7] : remarquons que le groupe noté ici W F(I:, A)

et noté WGF(I:, X) dans [Bon96, §7.4] est défini ici de maniére intrinséque et non par
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un produit semi-direct peu canonique. Le chapitre 5 correspond & [Bon96, §12 et 13] :
ici, Pamélioration consiste a utiliser la version précisée du théoréme de Digne, Lehrer
et Michel sur la restriction de Lusztig des caracteres de Gelfand-Graev que l'auteur a
obtenue dans [Bon04a]. La section 8 correspond & [Bon96, §15 et 16] : compte tenu
de la remarque précédente, le résultat sur I'induction de Lusztig est ici plus précis. 1l
faut aussi noter que la convention dans le paramétrage des caracteres irréductibles de
G ayant été légerement modifiée, les formules obtenues ici se retrouvent allégées de
certains signes.

Domaine de validité. - L’hypothese sur g (« g assez grand ») est rendue nécessaire
par I'utilisation cruciale d’'un théoréme de Lusztig [Lus90, Théoreme 1.14], dont la
preuve présentée tout au long de [Lus90] n’est valide que lorsque p est presque bon
et ¢ est assez grand. Il serait possible d’obtenir une borne explicite a partir de cette
preuve. Cependant, G. Lusztig m’a dit récemment qu’il avait trouvé une preuve de
[Lus90, Théoreme 1.14] valide sans restriction sur ¢ et qu'il avait levé I'essentiel des
hypotheses sur p. Cela montrerait que le théoreme 14.11 sur la restriction de Deligne-
Lusztig des caractéres de Gelfand-Graev (et qui est démontré dans [Bon04a, partie II,
théoreme 15.2]) est valable sans d’autre hypothése que d’étre en bonne caractéristique.
En particulier, pour les groupes de type A, cela montrerait que tous les résultats des
chapitres 7 et 8 sont valides sans hypothese sur q.

Remerciements. — Je tiens a remercier tres chaleureusement Jean Michel pour
m’avoir lancé dans ce sujet lors de ma these, pour m’avoir initié¢ a la théorie des
faisceaux-caracteres et pour les innombrables et fructueuses discussions que nous
avons eues sur ce sujet depuis. Je remercie aussi le rapporteur pour les nombreuses,
et surtout pertinentes, remarques qu’il a faites sur la premiere version de ce texte.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES, NOTATIONS, DEFINITIONS

Dans la premiéere section de ce chapitre, nous introduisons les notations et conven-
tions générales valables dans tout cet article. Dans la deuxiéme section, nous intro-
duisons les objets que nous allons étudier (groupes réductifs finis) tout en établissant
quelques résultats préliminaires. La troisieme section est une collection de résultats

hétéroclites.

1. Notations générales

1.A. Notations usuelles. — Nous notons N = {0,1,2,3,...} I'ensemble des en-
tiers naturels et N* = N\ {0} = {1,2,3, ...} I'ensemble des entiers naturels non nuls.
Comme il est d'usage, Z, Q et R désignent respectivement ’anneau des entiers rela-
tifs, le corps des nombres rationnels et le corps des nombres réels. Si r est un nombre
premier, Z, désigne 'anneau des entiers r-adiques et nous notons Q, son corps des
fractions. Le corps résiduel de Z, est noté F,.. Si € Q, nous notons v, (z) € ZU{+oc}
sa valuation r-adique. Si z # 0, nous définissons x, = () et g, = xT,; L. Nous no-
tons Z¢y = {z € Q | v(z) > 0}. Pour finir, posons Z[1/r] = {ar® | a,b € Z}

1.B. Groupes, anneaux, corps. — Nous fixons dans cet article un nombre pre-
mier p. Soit F une cloture algébrique du corps fini a p éléments F,. Si ¢ est une
puissance de p, nous notons I, le sous-corps de F de cardinal ¢q. Par variété (ou
groupe algébrique), nous entendons une variété (respectivement un groupe algébrique)
sur [F. Si n € N*| nous posons

po(F) ={§ € F* [ " =1}

Alors |p, (F)| = ny .
Nous fixons aussi un nombre premier ¢ différent de p et nous notons Q, une cléture
algébrique du corps des nombres f-adiques Q. Nous fixons une fois pour toutes un
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automorphisme involutif Q, — Q,,  — Z tel que @ = w~! pour toute racine de
I'unité w dans @ex.

Si E est un ensemble et si ~ est une relation d’équivalence sur E, on notera £/~
I'ensemble des classes d’équivalence de ~ dans E et [E/~] un ensemble de représen-
tants de ces classes d’équivalence. Le lecteur pourra vérifier que, chaque fois que cette
notation sera employée (par exemple dans une somme et/ f (2)), le résultat sera
indépendant du choix des représentants. Si X est une partie de E, nous noterons 1x
(ou 1% 'l est nécessaire de préciser I'ensemble de référence) la fonction caractéris-
tique de X & valeurs dans Q,. Le cardinal de E sera noté |E| : c’est un élément de
NU {+o0}.

Soit G un groupe. Si X est un sous-ensemble de G, (X) désigne le sous-groupe de G
engendré par X, Ng(X) le normalisateur de X dans G et C:(X) le centralisateur de
X dans G. Si g € G, nous notons o(g) = |[(g)| son ordre. Nous notons Gy, 1'ensemble
des éléments de G d’ordre fini, G, I'ensemble des éléments de G d’ordre fini égal a
une puissance de p et G, I'ensemble des éléments de G d’ordre fini premier a p. Si
g € Giors, nOUS NOtons g, et g, les uniques éléments de G, et G, respectivement
tels que g = g9y = gp'gp : gp est appelé la p-partie de g tandis que g, est appelé la
p'-partie de g. Remarquons que o(g,) = o(g)p et 0(gp) = 0(9),-

Si A est un groupe agissant sur G et si ¢ € A, nous noterons H'(p, G) 'ensemble
des classes de @-conjugaison de G (deux éléments g et ¢’ de G sont dits ¢-conjugués
§'il existe # € G tel que ¢’ = 7 1gp(x)). En d’autres termes, H'(p, G) = HY(Z,Q),
ou le générateur 1 de Z agit sur G via . Si ¢ est d’ordre fini, on a en général
H'(¢,G) # H'({¢), G).

Exemple 1.1. — Supposons G abélien. Alors H'(¢,G) = G/Im(¢ — 1) olt on note
p—1:G — G, g— g 'o(g) : en particulier, H'(p, G) hérite naturellement d’une
structure de groupe. Si de plus G est fini, alors |G?| = |[H'(p, G)|.

Nous fixons une fois pour toutes un isomorphisme de groupes
. X
v:(Q/2),y — F
et un morphisme injectif de groupes
- X
1:Q/Z— Q.
On obtient alors un morphisme injectif
X - X
k:F* — Qy

défini par £ = jo2~ L. Pour finir ce paragraphe, nous définissons le morphisme surjectif
7:Q — F* comme étant la composition de ¢ avec le morphisme Q — Q/Z — (Q/Z),.
Notons que Ker7 = Z[1/p]. De méme, nous notons 7 : Q — @(,X le composé de 7 et
du morphisme canonique Q — Q/Z; on a Kerj = Z.
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1.C. Caracteres des groupes finis. — Si G est un groupe fini, nous notons Irr G
'ensemble de ses caracteres irréductibles sur Q, et G” le groupe de ses caracteres
linéaires & valeurs dans @, . On a G C IrrG; on a G* = Irr G si et seulement si
G est abélien. Si f : G — H est un morphisme de groupes finis, nous noterons
f:H" = G", 60— 0o f le morphisme dual de f.

Si G est un sous-groupe distingué d’'un groupe G et si o € C~v', nous noterons
Cent(G¢) le Q-espace vectoriel des fonctions G — Q, invariantes par G-conjugaison.
Nous définissons sur Cent(G¢) le produit scalaire

(Vag : Cent(Go) x Cent(Gp) —

geG
Si H est un sous-groupe de G et si ¢ € G est tel que 9°H = H, nous noterons
Indcd) : Cent(Hgp) — Cent(G¢) I'adjoint, pour les produits scalaires (,)pgep et
{, >G¢, de lapplication de restriction naturelle Resgﬁd) : Cent(G¢) — Cent(Hg¢). En
fait, si f € Cent(Hgg), on a

(1.2) (Inf72, o) = > fly 'agy).
y€[G/H]
y lwoyeHgo

On en déduit que
Indgw = Resc’w> o Indmd’> ]?,

ol f est I'extension par zéro de f & H{gd). Avec ces notations, Cent(G) est le Q-
espace vectoriel des fonctions centrales G — @, et Irr G en est une base orthonormale.
Nous identifions ZIrr G avec le groupe de Grothendieck de la catégorie des Q,G-
modules de type fini.

Si g € G, nous noterons 'yg; la fonction centrale sur G' définie par

si g et ¢’ ne sont pas conjugués dans G,

) = {|CG(J)I sinon.

En fait,
. S
=Y e
yelrr G
De plus, si g € H, alors
G
IndF; ’yg = 'yq

Pour finir cette sous-section, nous allons donner une formule permettant de calculer
I'induction Indgﬁ » dans un cas particulier. Supposons maintenant que G=G=H (9)
et ¢ = 1. En parficulier, H est distingué dans G. Pour tout caractere irréductible x de
H invariant par G (c¢’est-a-dire par g), on fixe une extension Y de x & G (I'existence
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de X est assurée par la cyclicité de G/H). On note X, la restriction de ¥ & Hg. Alors
(Xg)xe(ur 7)o €st une base orthonormale de Cent(Hg) et

(1.3) mdf, %= > &@7'Xe).
Ee(G/H)N

Ici, un caractére linéaire de G/H est aussi vu comme un caractére linéaire de G.

Démonstration de (1.3). — Posons v = Indf,g Xg €t Y = Dec(c/mn gt (X ®€).
D’apres 1.2, on a, pour x € G,

Il

> Xy lay)
y€[G/H]
y 'zyc€Hg

= > X
y€[G/H]
y~'zyeHg

{|G/H|)Z(J:) size Hyg

0 sinon.

v(z)

D’autre part,

V) = X@)( Y. &g é@)
Ee(G/H)N
_ {|G/H|>z(x) siz e Hg

0 sinon. [

1.D. Groupes algébriques. — Si H est un groupe algébrique linéaire, nous notons
H° sa composante connexe contenant 1’élément neutre, Hyy; sa sous-variété fermée
formée des éléments unipotents, Hge, ensemble de ses éléments semi-simples, Z(H)
son centre, D(H) son groupe dérivé et R, (H) son radical unipotent. Nous posons
Z(H) = Z(H)/Z(H)°. Nous notons rg(H) le rang de H c’est-a-dire la dimension
d’un de ses tores maximaux. Nous posons rg.,(H) = rg(D(H)). Si h € H, nous
posons Cgy(h) = Cu(h)° et Au(h) = Cu(h)/Cg(h). Remarquons que Hger, = Hyy et
que Hyyi = H,,.

Nous appellerons complément de Levi de H tout sous-groupe fermé L de H tel
que H = L x R,(H) (il est & noter qu’il n’existe pas toujours de complément de
Levi). Nous appellerons sous-groupe de Levi de H tout complément de Levi d'un
sous-groupe parabolique de H. Si T est un tore de H, nous appellerons groupe de
Weyl de H relativement ¢ T le groupe Ny (T)/Cu(T).

Si F : H — H est une isogénie dont une puissance F est un endomorphisme de
Frobenius pour une structure rationnelle sur H, on a, d’apres le théoréme de Lang,
H'(F,H) = H'(F,H/H?°). D’autre part, si h € H, nous noterons, pour alléger les
notations lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur F', 'y,fl la fonction centrale ’y,le. Si de
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plus H est abélien et si n est un entier naturel non nul, nous notons Ng»,p : H — H,
t > tF(t)... F"~1(t) Papplication norme.

1.E. Caractéres rationnels et sous-groupes a un parameétre. — Soit H un
groupe algébrique linéaire. Nous notons X (H) le groupe (abélien, noté additivement)
des caracteres rationnels H — F* et Y (H) ’ensemble des sous-groupes a un parametre
F* — H. On a bien sir Y(H) = Y(H°). Si 7 : H — H’ est un morphisme de groupes
algébriques, nous posons 7x : X(H') — X(H), z +— zom et ny : Y(H) - Y(H'),
y — moy. Remarquons que mx est un morphisme de groupes. Si F' : H — H est
I’isogénie précédente, les applications Fx et Fy seront notées par la méme lettre F.

Si H est commutatif, alors Y (H) est un groupe abélien (que nous noterons additi-
vement) : c’est un Z-module libre de rang rg(H) et nous définissons alors une forme
bilinéaire

MOa: XH)xYH) —Z
par la condition
2(y(¢)) = £

pour tous ¢ € X(H), y € Y(H) et £ € F*. Cette forme bilinéaire est étendue par
linéarité en une forme bilinéaire

(X(H)®zQ) x (Y(H) ®2Q) — Q
que l'on notera encore (, ) par abus de notation. Cette derniere forme bilinéaire est
non dégénérée.
Si 7 : H — H’ est un morphisme de groupes algébriques commutatifs, alors 7wy est

un morphisme de groupes et mx et my sont adjoints par rapport & (,)m et {, ). En
d’autres termes,

(mx(z),y)u = (z, 7y ()1
pour tous z € X(H’) et y € Y (H). Nous définissons par ailleurs le morphisme
’i'H : Y(H) Rz Q — H
yzr > y@lr)).
Soient z € X(H) et y € Y(H) ®z Q. Alors
(1.4) z(m(y)) =W(z, y)n).
Démonstration de (1.4). — Ecrivons y = ¢/ @z r avec y’ € Y (H) et r € Q. Alors
z(m(y) = 2(y'((r)))
(«,-)(Zvy,)H
r(z,y' )m)
((z,y)m), O

= 1

I

I
-

ce qui est le résultat annoncé.
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Remarque. — Si H est un tore, alors (, )i est une dualité parfaite et 7pg est surjective
(en effet, I'application Y (H) @z F*, y ® £ — y(&) est un isomorphisme de groupes).

Si A est un groupe agissant sur le groupe commutatif H, nous définissons une
action de A sur les Z-modules X (H) et Y (H) par les formules suivantes :

Ax X(H) — X (H)
(o,x) — ox'(z)=zo00!
AxY(H) — Y (H)

et
(o,y) = oy(y) =ooy.

Il est alors facile de vérifier que
(o(2),0(y))u = (z.y)n
pour tous z € X(H), y € Y(H) et 0 € A.
1.F. Groupes diagonalisables. — Nous terminons cette section en rappelant
quelques faits élémentaires sur les groupes diagonalisables. Premierement, si D’ est

un sous-groupe fermé d’un groupe diagonalisable D (en particulier, D’ est aussi un
groupe diagonalisable), alors la suite de Z-modules

(1.5) 0— X(D/D') — X(D) — X(D') —0

induite par inclusion D’ < D est exacte. Si X’ est un sous-groupe de X (D) tel que
(*) D'={deD |V yeX' x(d=1},

alors I'application naturelle X (D) — X (D’) induit un isomorphisme de groupes
(1.6) X(D') ~ (X(D)/X")/(X(D)/X"),.

Puisque X (D’/D’°) ~ X (D')(ors, on déduit de 1.6 un isomorphisme de groupes abé-
liens finis
(1.7) X(D'/D") = (X(D)/X')y.
Nous supposons maintenant, et ce jusqu'a la fin de cette sous-section, que D est
conneze (¢est-a-dire que D est un tore) et que D’ est fini. Tout d’abord, 'application
X(D/) - D//\

x — KO

(1.8)

est un isomorphisme de groupes abéliens finis. L’isomorphisme 1.6 montre que X' est
d’indice fini dans X (D). Posons maintenant
YV ={yeVYD)®,Q|VreX (ryp€Z}

Alors Y’ contient V(D) et la restriction de ip & Y’ a pour image D’ et induit un
isomorphisme de groupes abéliens finis

(1.9) (Y'/Y(D)), ~D'.
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Démonstration de (1.9). — D’apreés (x) et 1.4, on a ip(Y')CD’. D’autre part,
d’apres [Boub2, §4, n° 8], I'application

XD)/X'xY'/Y(D) — Q,

(x—l—X’,y—}—Y(D)) — j(<$7y>D)

est une dualité parfaite. Cela montre que 7p(Y’) = D’ et que l'on a bien un isomor-
phisme (Y'/Y (D)), ~ D’ (toujours grace a 1.4). d

X

Lemme 1.10. — Soit y € Y(D) et soit n € Z, premier a p, tels que y(i(1/n)) = 1.
Alors il existe yo € Y(D) tel que y = nyo.

Démonstration. — On a |u,,(F)| = n car n est premier a p. De plus, p,,(F) C Kery par

hypothése. Donc y induit un morphisme de groupes algébriques g : F*/u, (F) — D.
Mais Papplication F* — F*, £ — £™ est séparable car p ne divise pas n. Donc elle

induit un isomorphisme de groupes algébriques a : F* /., (F) — F*. Soit yg = goa L.

Alors yo € Y(D) et y = nyo par construction. |

Proposition 1.11. — Soient T et T’ deux tores et soit 7 : T — T’ un morphisme de
groupes algébriques de noyau fini. Alors le morphisme wy : Y (T) — Y(T') est injectif
et on a un isomorphisme naturel

(Y(T")/Imny ), ~ Kerm.

Démonstration. — Soit y € Kermy. Alors 'image de y est contenue dans Ker 7 mais
est aussi connexe et contient 1. Donc y = 0 car Ker 7 est fini : 'injectivité de 7y est
prouvée.

Notons Y le sous-groupe de Y (T’) formé des éléments 3y’ € Y (T') tels que ny’ €
Im 7y pour un n € Z premier a p. Alors Im my CY” et, par construction, Y'/Immy =
(Y(T")/ Im 7y ).

Soit ¢’ € Y et soit n € Z, non divisible par p, tels que ny’ € Im 7y . Soit y 'unique
élément de Y (T) tel que 7y (y) = ny’. On pose

oy fi(2)) e

Alors m(o(y)) = (ny')(@(1/n)) = 1 donc o(y’) € Kerm. 1l est facile de vérifier que
I’application
0:Y — Kerm
est bien définie et est un morphisme de groupes.
Il est aussi facile de voir que Im 7y C Kero. Réciproquement, soit iy € Kero.
Soient n € Z, premier & p, et y € Y(T) tels que ny’ = my (y). Alors

(L)) -1

D’apres le lemme 1.10, il existe yo € Y(T) tel que y = nyo. En particulier, 3’ = 7y (yo)
donc Ker o C Im 7y . Cela montre que Kero = Im 7y .
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Il reste a prouver que o est surjectif. Soit t € Ker 7 et soit n 'ordre de ¢t. Alors n
est premier a p et, puisque T est connexe, il existe y € Y(T) tel que ¢ = y(i(1/n))
(voir par exemple [DM91, Proposition 0.20]). Alors wy (y)(7(1/n)) = 1 donc, d’apres
le lemme 1.10, il existe y' € Y/(T') tel que ny’ = my(y). Alors ¢’ € Y' et o(y/) =t
par construction. O

1.G. Dualité entre tores. — Soient T et T* deux tores. On suppose qu'ils sont
munis respectivement d’isogénies F' et F* dont une puissance est un endomorphisme
de Frobenius. Nous dirons que (T, F') et (T*, F*) sont duauz (ou simplement que T et
T* sont duauz) s'il existe un isomorphisme v : X (T) — Y (T*) tel que F*ov = voF.
Bien siir, la relation de dualité est symétrique car, en utilisant les dualités parfaites
données par (,)T et (,)r~, le morphisme adjoint v* : X(T*) — Y(T) de v est un
isomorphisme.

Supposons donc que (T, F) et (T*, F*) sont duaux et soit v : X(T) — Y (T*) un
isomorphisme tel que F* ov = v o F. Nous identifierons X (T) et Y(T*) via v et nous
identifierons X (T*) et Y (T) via v*. On a une suite exacte

1—TF ol .

De plus, le morphisme F'— 1 : T — T est étale, donc induit un isomorphisme entre
T et T/TF. D’apres 1.5, on obtient alors une suite exacte

(1.12) 0 — X(T) == X(T) — X (TF) — 0.

Par dualité, on obtient une suite exacte

(1.13) 0— v(T*) "=y (T — X(TF) — 0.

Soit maintenant n un entier naturel non nul tel que F™ soit un endomorphisme de
Frobenius déployé pour une structure sur un corps fini a ¢ éléments. L’application
T T e Npnp-(t) est surjective. De plus I'application Y (T*) — T
y — y(@(1/(g — 1))) est surjective. 1l est alors facile de vérifier que I'on a une suite
exacte

(1.14) 0— V(T "=y () Lo F 0,

olt f:Y(T*) = T, y — Npwn/p-(y(@(1/(g — 1)))). Il est & noter que 'application
f ne dépend pas du choix de n. La comparaison des suites exactes 1.13 et 1.14 et
I'isomorphisme 1.8 fournit un isomorphisme T*F" ~ (TF)N. Cet isomorphisme ne
dépend que du choix de 2 et 3.

Nous allons I'expliciter. Soit s € T*F". Notons § le caractere linéaire de TF défini
par s via I'isomorphisme précédent. Pour calculer §, il faut tout d’abord trouver un
élément y € Y/(T*) ~ X(T) tel que s = Npen/p+(y(2(1/(q — 1)))). Alors

(1.15) § = roRestry.
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2. Le contexte

2.A. Le probleme. — Nous nous intéressons dans cet article a la théorie des carac-
teres d'un groupe fini de la forme G¥ (paramétrage des caracteéres, table de caractéres,
théorie de Deligne-Lusztig, théorie de Harish-Chandra, conjecture de Lusztig sur les
faisceaux-caractéres...), o G est un groupe réductif connexe et F': G — G est une
isogénie telle que F est I'endomorphisme de Frobenius de G relatif & une structure
rationnelle sur G.

Nous nous concentrons plus particulierement sur les problemes reliés a la non
connexité du centre de G. En d’autres termes, nous essayons de résoudre les questions
concernant les groupes a centre non connexe en supposant que la méme question est
résolue pour les groupes a centre connexe. La stratégie habituelle est la suivante. Il
est possible [DL76] de construire un groupe réductif connexe G (muni lui aussi d’une
isogénie encore notée F') dont G est un sous-groupe fermé F-stable contenant D(G).
L’étude précise du foncteur de restriction ResG r fournit alors des éléments de réponse
(théorie de Clifford).

Remarque. — 11 n’est pas déraisonnable de supposer que beaucoup de choses sont
connues pour les groupes a centre connexe. Par exemple, la conjecture de Lusztig sur
les faisceaux-caracteres a été résolue par T. Shoji [Sho95].

C’est d’autant moins déraisonnable que notre but est d’étudier le groupe spécial
linéaire. En effet, ce groupe est inclus dans le groupe général linéaire et pratiquement
tout ce qui concerne la table de caracteres de ce dernier est connu (aussi bien du
point de vue élémentaire de J.A. Green [Gre55], que du point de vue de la théorie
de Deligne-Lusztig [LS77], voire méme du point de vue de la théorie des faisceaux-
caracteres : le lien entre ces trois théories est lui aussi bien compris).

2.B. Plongements. — Comme expliqué ci-dessus, I'un des buts de cet article est
d’étudier les foncteurs de restriction entre groupes de méme > type. Pour cela, nous
fixons un groupe réductif connexe G muni d’une isogénie F' : G — G telle que F9 est
un endomorphisme de Frobenius de G relatif & une structure sur le corps fini F, (ici,
4 est un entier naturel non nul et ¢ est une puissance de p fixés une fois pour toutes :
bien qu’ils ne soient pas uniquement déterminés par la donnée de (G, F'), le nombre
réel positif ¢'/® lest).

Nous fixons aussi un sous-groupe fermé connexe F-stable G de G. Tout au long
de cet article, nous supposerons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(1) Le centre de G est connexe;

(2) Le groupe G contient le groupe dérivé de G.

Remarque 2.1. — Puisque tout groupe réductif peut-étre plongé dans un groupe a
centre connexe de méme type [DL76], les résultats que nous allons démontrer concer-
nant le groupe G seront vrais pour tous les groupes réductifs connexes.
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Il résulte de ces hypotheses que Z(G) = Z(é) NG et G = G.Z(é). De plus,
D(G) = D(G). Nous notons
1:G—G
I'inclusion canonique.
Nous fixons aussi dans cet article un sous-groupe de Borel F-stable Bo de G ainsi
qu’un tore maximal F-stable TO de Bo Nous notons Uy le radical unipotent de Bo
On pose

By=ByNG et To=ToNG.

Alors By est un sous-groupe de Borel F-stable de G, T est un tore maximal F-stable
de By et Ug est le radical unipotent de By.

2.C. Systeéme de racines. — Nous notons Wy le groupe de Weyl de G relative-
ment a To; remarquons que Wy est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl
de G relativement & Ty. Nous notons ®( (respectivement 50) le systeme de ra-
cines de G (respectivement G) relativement a T (respectivement To) Le morphisme
ix : X(To) — X(TO) associé a i induit une bijection entre ®g et <I>0 Nous notons
Ag (respectivement Ap) la base de @ (respectivement ®) associée a By (respective-
ment BO) Si a € ®p, nous notons U, le sous-groupe unipotent de dimension 1 de G
normalisé par T et associé a .

Soit ¢g : X (To) ®z R — X(Ty) ®z R 'automorphisme d’ordre fini égal a g OF.
Puisqu’il est d’ordre fini, on a det ¢g € {1, —1}. Nous poserons

G = (Ml)rnget (ZSU et NG = €p(G)-

D’autre part, ¢¢ normalise Wy et induit sur Wy le méme automorphisme que celui
induit par F. Nous noterons aussi ¢g : Y (Tp) @z R — Y(TO) ®7 R I'automorphisme
d’ordre fini égal a ¢ ~1/3F_ Pour finir, nous noterons gbo Oy — P la bl](‘CthIl telle
que, pour toute racine a € P, il existe un entier naturel J,, tel que F(a) = ple aﬁo(a)
(si w est une orbite sous 'action de ¢0, alors Y 0o > 0). Bien str, ¢0 stabilise Ag

et O

acw

Si I est une partie de Ay, nous noterons ®; le sous-systeme de @ de base I, Wy
le groupe de Weyl de @, w; son élément de plus grande longueur, P le sous-groupe
parabolique BoW;Bgy de G, U; son radical unipotent et L; le complément de Levi
de Py contenant Ty. Alors Py (ou Ly) est F-stable si et seulement si 50(1) =1

2.D. Dualité. — Nous fixons un triplet (é*,’i‘g,F*) dual de (é,i‘mF) au sens
de [DM91, définition 13.10]. Nous fixons aussi un triplet (G*,T§, F*) dual de
(G, Ty, F'). Le morphisme ¢ induit un morphisme i* : G* — G* commutant avec F*
et tel que 1*(%6) = T{. Il faut cependant faire attention : ¢* n’est pas uniquement
déterminé par 4. Il n’est défini qu’a composition prés par un automorphisme intérieur
induit par un élément de TSF ". Notons que i* est surjectif.
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2.E. Un résultat a la Borel-Tits. — Borel et Tits ont montré, pour un groupe
réductif défini sur un corps quelconque K, que tout K-complément de Levi d’un
K-sous-groupe parabolique est le centralisateur d’'un K-tore déployé [BT65, théo-
reme 4.15].

Ici, F' ne définit pas forcément une structure sur un corps fini, mais il est tout
de méme possible de donner une caractérisation similaire des compléments de Levi
F-stables de sous-groupes paraboliques F-stables. Un sous-groupe de Levi F-stable
de G est dit G-déployé (ou (G, F)-déployé s’il peut y avoir ambiguité sur 'isogénie)
s'il existe un sous-groupe parabolique F-stable de G dont c’est un complément de
Levi.

Soit T un tore maximal F-stable de G et soit L un sous-groupe de Levi F-stable
de G contenant T. On note ® et @, les systemes de racines respectifs de G et L
relativement a T.

Proposition 2.2. — Awvec les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) L est G-déployé.

(2) Ona

O = {a €|V eKer(F — ¢/ Y(Z(L)°) ®z Q(¢"/%)), (o, v)T = 0}.
(3) Il existe un sous-@(ql/‘;)-espace vectoriel E de Ker(F—q1/5, Y(T)®z Q(ql/‘s))
tel que
O, ={ae€®|VYweE, (a,v)r =0}.
(4) Il existe v € Ker(F — ¢'/°, Y (T) @7 Q(¢'/%)) tel que
O, ={ae€®|{a,v)r =0}
Remarque. — Lorsque F' est un endomorphisme de Frobenius (par exemple lorsque

0 = 1), alors la proposition précédente est une conséquence immédiate du théoréme
de Borel-Tits.

Démonstration. — 11 est clair que (4) = (3). Le fait que (3) = (4) résulte de la
finitude de ® et du fait que Q(q'/?) est un corps infini.

Montrons maintenant que (4) = (1). Notons ¢ : ® — ® la bijection telle que F(a)
soit un multiple positif de ¢(a) pour tout a € ®. Posons
U ={a€®|(av)r >0}

Alors 5(\11) = U. De plus, VU est close, VN -0 = &y, et VU —¥ = ®. Donc il existe
un sous-groupe parabolique P de G dont L est un complément de Levi et dont ¥ est
le « systeme de racines » relativement a T. Puisque ¢(¥) = ¥, P est F-stable.

Montrons maintenant que (1) = (4). Soit P un sous-groupe parabolique F-stable
de G dont L est un complément de Levi. Fixons un entier naturel non nul n tel que

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



20 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES, NOTATIONS, DEFINITIONS

F™(t) = t4" pour tout t € T. Notons u I’'endomorphisme de Y (Z(L)°) ®z Q(q'/?)
égal & ZZi_ol q"/SFno=1=F_ Alors po (F — q'/%) =0 et

() Y(Z(L)°) 82 Q(g"/?) = Ker(F — ¢/%) & Ker .

Notons ¥ le « systéme de racines » de P relativement a T. Alors il existe A € Y(Z(L)°)

tel que
U={ae®|{a, N >0}

Ecrivons A = vy + vy, oft v; et vy appartiennent & Y (Z(L)°) ®z Q(q'/%) et vérifient
F(v1) = ¢"/%v; et p(ve) = 0 (voir ()). Posons

U ={a€d|(av)T =0}

Nous allons montrer que ¥ = ¥’. Soit a € V. Puisque ¥ est g—stable, on a, pour tout
ke N, (FF(a), \)1 = (o, FE(\))T > 0. Par conséquent (o, u(A))r = 0 ou, en d’autres
termes, (a,ndvy)T > 0. Donc a € ¥'. Réciproquement, soit o € ¥’. Supposons que
(a, A)r < 0. Alors, puisque ® \ U est (Z—stable7 on obtient comme précédemment que
(a, (N))1 (0, c’est-a-dire (o, ndévi)T < 0.

Puisque (3) = (1), on en déduit que (2) = (1). Pour finir, montrons que (1) =
(2). Notons

' = {ae®|VveKer(F - q¢"/° Y(Z(L)°) @2 Q¢"'?)), (a,v)r = 0}
et soit vy € Ker(F — ¢/, Y(T) ® Q(¢'/?)) tel que
o ={a e | (a,v)T =0}.
Alors vg € Ker(F — ¢'/%,Y(Z(L)°) ® Q(¢*/%)) et donc & C &y, C ®'. O

Corollaire 2.3. — Notons £ [’ensemble des sous-espaces wvectoriels de Ker(F —
q"/%, Y (T)®2Q(¢'/?)) et L I’ensemble des sous-groupes de Levi F-stables G-déployés
de G contenant T. Si E € &, notons Lg le sous-groupe de Levi F-stable de G dont
le systéme de racines relativement a T est
{a € ®|VveE, (av) =0}
, o

Alors Uapplication £ —
E — LE
est une surjection décroissante.
Remarque 2.4. — Soient Py et Py deux sous-groupes paraboliques F-stables de G
contenant T et soient L; et Ly les compléments de Levi respectifs de Py et Pa
contenant T (ils sont donc F-stables). Notons U; et Uy les radicaux unipotents
respectifs de Py et Py. Alors, d’apres par exemple [DM91, proposition 2.1], Ly N Ly
est un complément de Levi F-stable du sous-groupe parabolique F-stable (P;NP3).U;
de G. Cela montre qu'il existe un sous-groupe de Levi F-stable G-déployé minimal
contenant T.

Cela aurait pu se voir grace au corollaire 2.3 dont nous reprenons les notations :
ce sous-groupe de Levi F-stable G-déployé minimal est Lge,(p_q1/6)-
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2.F. Quelques proprletes du morphisme i*. — Soit T un tore maximal F-
stable de G et soit T* un tore maximal F*-stable de G* dual de T. On pose
T=TNG et T =j*(T*).

Alors, d’apres 1.5, on a une suite exacte
0 — X(T/T) — X(T) — X(T) — 0.
Tous les groupes impliqués dans cette suite exacte sont sans torsion donc, par dualité,
on obtient que la suite
0 — X(T*) — X(T*) — Hom(X(T/T),Z) — 0
est exacte. Ici, I'application X (T*) — X (T*) est induite par le morphisme 7* : T —
T*. En utilisant & nouveau 1.5, on obtient un isomorphisme de groupes
Hom(X (T/T),Z) ~ X (Keri*).
Cela prouve la proposition suivante :

Proposition 2.5. — Le groupe Keri* est un tore central F*-stable de G* qui est dual
de T/T. De plus, cette dualité est compatible avec les isogénies F' et F™*.

Corollaire 2.6. — Les tores é/G et Keri* sont duauzx et cette dualité est compatible
avec les isogénies F' et F™*.

Démonstration. — En effet, 'injection T — G induit un isomorphisme de groupes
algébriques T/T ~ G/G. d

Si z € (Keri*)F"| nous notons 2G le caractere lindaire de éF/GF défini par la
dualité du corollaire 2.6. Nous identifions 2% avec le caractere linéaire de G qu’il

induit.
Corollaire 2.7. — Le morphisme i* : G*F" — G*F" est surjectif.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la connexité de Ker:* et du
théoreme de Lang. O

2.G. Action de Z(G)¥ sur Cent(GF). — Si z € Z(G)F et si v € Cent GF', on
pose
tSy: GF — @
g — 7(z9)
Alors tSv € Cent GF et 'application
tS : Cent GF' — Cent G¥

est une isométrie. D’autre part, 'application

t%: Z(G)" — GLg, (Cent G")
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est un morphisme de groupes, ¢’est-a-dire que I'on a défini ainsi une action de Z(G)”
par isométries sur Cent G¥.

3. Fourre-tout

3.A. Morphismes isotypiques. — Un morphisme 7 : G — G entre groupes

réductifs est dit isotypique si Kerm est central et w(G) contient le groupe dérivé
de G.

Exemple 3.1. — Les morphismes i et i* sont isotypiques.

3.B. Sous-groupes de Levi auto-opposés. — Soit L un sous-groupe de Levi
de G. On dit que L est (G-)auto-opposé si, pour tout sous-groupe de Levi M de G
contenant L strictement, on a [Ny (L) /L| > 2. D’apres [How80], L est G-auto-opposé
si et seulement si tous les sous-groupes paraboliques de G dont L est un complément
de Levi sont conjugués.

Le groupe G est dit universellement auto-opposé si, pour tout morphisme isotypique
7:G— G et pour tout groupe réductif I’ dont G est un sous-groupe de Levi, G est
f‘-auto-opposé.

Exemples 3.2

(a) S'il existe une classe unipotente de G supportant un systeme local cuspidal (au
sens de [Lus84b, introduction]), alors G est universellement auto-opposé [Lus84b,
théoréme 9.2].

(b) Comme nous le verrons dans la proposition 7.1 (b), un groupe cuspidal (voir
87 pour la définition) est universellement auto-opposé.

Soit maintenant I une partie de Ag. Alors I est dite (W-)auto-opposée si Ly est
G-auto-opposé. Posons
W{I)={weW|wdl)=1I},
Wi ={weW |wl)cAy}
et W = ﬂ w(l).
weW!
I est clair que W (1) C W et il est bien connu que Ny (W;) = W (I)x W;. La deuxieme
définition de sous-groupe de Levi auto-opposé montre que I est W-auto-opposée si et
seulement si W(I) = W/, c'est-a-dire si et seulement si [ = (1),
Définissons une suite décroissante (1)), e de parties de Ag par récurrence de la
facon suivante :

19 =7
{ I+ = (1)) pour tout n € N.
Posons 1() = N, cnI™ . Alors 1(°°) est la plus grande partie W-auto-opposée de A
contenue dans I.
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3.C. Centralisateurs de sous-tores de G. — Le résultat suivant est une géné-
ralisation de [Bon99a, corollaire 4.2.3] :

Lemme 3.3. — Soit B un sous-groupe de Borel de G et soit T un tore mazimal de
B. Notons L un complément de Levi d’un sous-groupe parabolique P de G tels que
TCL et BCP. Soit ®* (respectivement ®7 ) le systéme de racines positives de G
(respectivement L) relativement a T associé ¢ B. Soit A un sous-groupe de Aut(T)
stabilisant ® et ®y, et notons Wy, le groupe de Weyl de L relativement ¢ T. Alors

Ca ((TWL >qA)O) =L.
Remarque. — Gardons les notations du lemme 3.3. Alors Wi, est un sous-groupe de
Aut(T) normalisé par A et Wi, N A = {1} car A stabilise ®* : le produit semi-direct
Wi, x A est donc bien défini. De plus, (TWr)° = Z(L)° et ce dernier tore est stable
sous 'action de A. Le lemme 3.3 dit donc que
(3.4) Ce((Z(L)*°) =L. o
Démonstration. — Le groupe (TWr*4)° est un sous-tore de G donc M =
Ca((TWL*4)°) est un sous-groupe de Levi de G. De plus, LCM par la remarque

précédente.
Soit o € ®T une racine de M relativement & T. Alors, d’apres [Bon99a, Proposi-

Z g(a) =0.

tion 4.2.1], on a

gEAX WL
Soit
B= > wa).
weWry,

Supposons que w(«) soit positive pour tout w € Wy,. Alors 3 est une somme de

> a@)=0

acA
ce qui contredit le fait que A stabilise ®*. Donc il existe w € Wy, tel que w(«) n’est
pas positive. Par conséquent, oo € &, car TCL et BCP. O

racines positives et

3.D. Centralisateur d’éléments semi-simples. — Nous rappelons ici le théo-
réme de Steinberg [Ste68, théoreme 8.1] :

Théoréme 3.5 (Steinberg). — Si § € G* est semi-simple, alors C =.(8) est conneze.

Remarque. — Le théoreme de Steinberg nécessite I’hypothese de connexité du centre
de G. Il n’y a pas de résultat analogue pour le groupe G*.
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CHAPITRE 2

LE GROUPE Z(G)

Nous étudions ici en détails le groupe des composantes du centre Z(G). Les résul-
tats de ce chapitre sont pour la plupart classiques, sauf les propositions 5.4 et 8.10.
Dans la section 4, nous étudions le morphisme surjectif Z(G) — Z(L) lorsque L est
un sous-groupe de Levi de G. Dans la section 5, nous montrons comment calculer
le groupe Z(G) et le noyau du morphisme précédent en termes du diagramme de
Dynkin affine, du moins lorsque G est simplement connexe. La section 6 est consa-
crée aux multiples réalisations du groupe H'(F, Z(G)) ainsi qu’a ses liens avec les
éléments semi-simples de G*. Dans la section 7, nous rappelons les différentes notions
de cuspidalités introduites par Vauteur ([Bon99b], [Bon00a] et [Bon04b]).

Notations

Nous fixons dans ce chapitre un tore maximal F-stable T de G et nous posons
T = T N G. Nous notons W le groupe de Weyl de G relativement a T'; ; Temarquons
que W est canoniquement 1somorphe au groupe de Weyl de G relativement & T.
Nous notons ® (respectivement ®) le systéme de racines de G (respectivement G)
relativement & T (respectivement T). Le morphisme ix : X('T) — X(T) associé a i
induit une bijection entre ® et 3.

Nous fixons aussi un sous- groupe de Borel B de G contenant T et nous posons
B = BN G. Il est & noter que B n'est pas nécessairement F-stable. Nous notons A
(respectivement A) la base de ® (respectivement @) associée & B (respectivement B).
Alors A est une base du Q-espace vectoriel X (T/Z(G)°)®zQ : nous notons (wy )aea
la base de Y (T/Z(G)°) ®z Q duale de A (pour la dualité induite par (, )r/z(G)°)-

Si I est une partie de A, nous notons ®; le sous-systéme de racines parabolique
ayant & comme base et nous notons Wy le groupe de Weyl de ®;. Nous posons
P; = BW;B et nous notons L; 'unique sous-groupe de Levi de P; contenant T.
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Alors @ est le systeme de racines de L; relativement & T et Wy est le groupe de
Weyl de L; relativement a T.

4. Calcul de Z(G)

4.A. Le groupe Z(G) et le systéme de racines de G. — Calculer Z(G) et
calculer X(Z(G)) ~ Z(G)”" sont des problemes équivalents. Puisque

Z(G)={teT|Vaed, at)=1},
on a, d’apres 1.7 et 1.9 :

Proposition 4.1. — Le morphisme canonique X(T) — X(Z(G)) induit un isomor-
phisme de groupes abéliens

X(2(G)) = (X(T)/{(®))p-

De plus, it /7y induit un isomorphisme

(@ zwi/y(1/2(@))) ~2(G)

acA
4.B. Sous-groupes de Levi. — Soit L un sous-groupe de Levi de G. Alors :

Proposition 4.2. — Le morphisme Z(G) — Z(L) induit par Uinclusion Z(G) — Z(L)
est surjectif.

Démonstration. On peut supposer (et nous le ferons) que L = L; pour une partie [
de A. Alors (@) est un facteur direct de (®), done (X (T)/(®))y — (X(T)/(P)), est
injectif. Donc, d’apres la proposition 4.1, le morphisme naturel X (Z(L)) — X(Z2(G))
est injectif. O

Corollaire 4.3. Le groupe Ng (L) agit trivialement sur Z(L).
Corollaire 4.4. — Soit L un sous-groupe de Levi de G. Alors Z(Ii) est conneze.

Le morphisme surjectif Z(G) — Z(L) sera noté A (ou bien hy, lorsqu’il n'y a
pas d’ambiguité). Son morphisme dual sera noté hy, : Z(L)" — Z(G)". Une fois
que Z(G) est déterminé, le calcul de Z(L) est équivalent au calcul de Ker hy,. La
proposition suivante complete la proposition 4.1.

Proposition 4.5 (Digne-Lehrer-Michel). Soit I une partie de A. Alors Ker hy,, est

engendré par (it z(G)e (@,]))acan:-

Démonstration. En remplagant G par G/Z(G)° si c’est nécessaire, on peut sup-
poser que Z(G)° = 1. Soit X; = X(T) N ((®;) ®z Q). Alors X; = X(T/Z(L;)°).
Mais, si « € A\ [ et si z € X, alors (z,w) )1 = 0. Donc it(w,) € Kerhy,.
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Réciproquement, soit z € Kerhr, = Z(L;)° N Z(G). 11 existe donc y €
Y(Z(L;)°) ®z Q tel que z = %p(y). Mais, (@) )aea\s est une base du Q-espace
vectoriel Y (Z(L;)°) ®z Q. Donc

- X
aeAN\T

avec 7o, € Q (pour tout @ € A\ I). Si on pose

y' = Z (ra)y@a,

a€A\T

alors z = 7(y’). Mais, puisque z € Z(G), on a, pour tout & € A\ I, (a,y’) = (ra)p €
Z[1/p]. Donc (r4)y € Z, ce qui montre que

o= T A

aeA\I

Cela termine la preuve de la proposition 4.5. O

La proposition 4.5 entraine le résultat suivant (dont une preuve différente peut
étre trouvée par exemple dans [Bon04b, proposition 2.4]).

Corollaire 4.6. — Soient I et J deux parties de A. Alors
Kerhy,., = (Kerhy,).(Kerhyr,).

Corollaire 4.7 . Soit I une partie de A. Alors Ker hy,, = Ker hL,(x> .

/7 . . .
4.C. Les groupes Z(G) et Ker’ i*. — Dans cette sous-section, nous construisons

un isomorphisme entre les groupes Ker’'i* et Z(G)", on Ker'i* = Keri* N D(G*).
Pour cela, remarquons tout d’abord que
X(T/Z(G)) ~ ((®) @z Z[1/p]) N X(T).
Identifions iy : X(T/Z(G)) — X(T) et i} : Y(T* N D(G*)) — Y(T*). Alors
limage de iy contient (®) et est contenue dans ((®) ®z Z[1/p]) N X(T). D’apres la
proposition 1.11, on obtient alors un isomorphisme de groupes abéliens finis
(X(T)/(®)), ~ Ker'i*,

ce qui, en composant avec 'isomorphisme de la proposition 4.1, fournit un isomor-

phisme , .
X(Z2(G)) ~ Ker'i*.

Grace a I'isomorphisme 1.8, on obtient finalement un isomorphisme

(4.8) w: Ker'i* — Z(G)".

Cet isomorphisme peut étre décrit de la facon suivante. Soit a € Ker’ i* et soit n € Z,
premier a p, tel que a” = 1. Alors il existe T € X(T/Z(G)) ~ Y (T*ND(G*)) tel que
Z(1(1/n)) = a et il existe x € X(T) tel que ix(T) = nx. En fait, x € X(T/Z(G)°) et

T/Z(G)°

(4.9) w(a) =ko Resz(q)
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Le résultat suivant est immédiat :

Lemme 4.10. — L’isomorphisme w ne dépend pas du choix de T et T* (il dépend
uniquement du choix de 1 et j). De plus, wo F* = Fow.

Les groupes (Z(G)")f et H!(F,Z(G))" sont canoniquement isomorphes. De
méme, les groupes H!(F,Z(G)") et (Z(G)F)" sont canoniquement isomorphes.
Donc, grace a w, nous pouvons construire des isomorphismes de groupes
WO (Ker' i*)F" — HY(F, Z(G))"

(4.11) w't HY(F* Ker' i*) — (Z2(G)F).

Par dualité, nous obtenons des isomorphismes
O Z(G) — (Ker’ )"
:HY(F Z(G)) — ((Ker' "))

(4.12) o
ol Z(G)F — HY(F* Ker' i*)".

Tous ces isomorphismes ne dépendent pas du choix de T et T*.

0

Remarque. — Une autre description de 'isomorphisme w” sera donnée dans la sec-

tion 6 (voir diagramme 6.4).

Remarque 4.13. — Soit L un sous-groupe de Levi de G et soit L* un sous-groupe
de Levi de G* dual de L. Soient L = L.Z(G) et L* = i*~1(L*). Notons Kerp, i* =
D(L*) N Keri* et wy, : Ker}, i* — Z(L)" lisomorphisme analogue de w obtenu en
remplacant G par L. Alors le diagramme

Ker) i* ——% 4 Z(L)"

hy,

Ker' i* —2—— Z(G)"

est commutatif. L’application verticale de gauche est bien siir 'inclusion canonique.

5. Groupes simplement connexes

Nous supposons dans cette section, et uniquement dans cette section, que G est
semi-simple, quasi-simple et simplement connexe et que p ne divise pas le cardinal de
X(T)/(®). Dans ce cas, le calcul du groupe Z(G) en termes des poids minuscules
est fait dans [Bou68, chapitre VI, §2, corollaire de la proposition 5]. Le calcul du
groupe Z(L) peut alors étre effectué grace a la proposition 4.5. En revanche, la
proposition 5.4 nous semble nouvelle : elle contient une description de Ker hy,, lorsque
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I est auto-opposée en termes du groupe d’automorphismes du diagramme de Dynkin
affine de G.

5.A. Poids minuscules. — Notons & la plus grande racine de A (elle est bien
définie car, puisque G est quasi-simple, ® est irréductible). Posons

AM = AU {-a)
et wet — W i Y(T).

Puisque G est simplement connexe, W est le groupe de Weyl affine de ®. On définit
Auty (A = {w e W | w(A>T) = A?T}

Alors Auty (A) est le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin affine
de G induits par un élément de W. Pour finir, nous aurons besoin des notations
suivantes :

Aminus = {a €A | <a’w<\1/>T = 1}
et AM = Apinus U {—3}.

minus

Posons conventionnellement " =0

Proposition 5.1. — Supposons G semi-simple, simplement conneze et quasi-simple.
Alors Uapplication A~ — Z(G), a — (w)) est bijective.

Démonstration. — Voir [Bou68, chapitre VI, §2, corollaire de la proposition 5. O

5.B. Automorphismes du diagramme de Dynkin affine. — Notons Cj 'al-
cove
Co={yeY(T)®zR| (Ya €A, (ay)r >0) et (-G, y)r <1}

Soit z € Z(G). Soit y € Y(T) ®z Z, tel que ir(y) = z. Puisque (o, y)T € Z pour
tout a € ®, il existe un unique w € W tel que w(Cy) = y + Cy. Nous notons w, la
projection de w sur W. Alors w, ne dépend que de z et non du choix de y.

Nous allons maintenant rappeler la formule explicite de wi.(wv) pour a € A
Rappelons que, si I C Ag, alors w; désigne I’élément de plus grande longueur de Wy.
Si o € A* nous notons w, = WAWA\{a} (remarquons que w_g = 1). Alors on a,

pour tout o € 5,
(5.2) Wiy (wy) = Wa

(voir [Bou68, chapitre VI, §2, proposition 6]).
La proposition suivante est démontrée dans [Bou68, §2.3]

Proposition 5.3. — Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement conneze.
Alors Uapplication Z(G) — Auty (A*F), 2 — w, est bien définie; c’est un isomor-
phisme de groupes.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



30 CHAPITRE 2. LE GROUPE Z(G)

Compte tenu du corollaire 4.7, on peut, pour calculer Ker hy,,, se ramener au cas
ol [ est auto-opposée. Dans ce cas, la proposition suivante en fournit une description
en termes du groupe d’automorphismes du diagramme de Dynkin affine de G.

Proposition 5.4. — Supposons G semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Si
I est une partie auto-opposée de A, alors
Kerhy, = {z € 2(G) |w.(I) =1}.

Démonstration. — Soit a € A. Compte tenu de 5.2 et de la proposition 4.5, il suffit
de montrer que wqo(I) = I si et seulement si « € A\ I. Tout d’abord, si a« € A\ I,

alors wa\{a}(I) = —1 et wa(l) = —1I car I est auto-opposée. Donc wq(I) = 1.
Réciproquement, si o € I, alors wayjay(a) € @1 et donc we(a) € 7. Par suite,
we () € I, ce qui montre que wqy (1) # 1. d

6. Le groupe H'(F, Z(G))
6.A. Morphisme vers Out(G¥). — Commencons par un rappel élémentaire :
Lemme 6.1. — On a Cg(GF) =Z(G).

Démonstration. Nous verrons dans §14.A qu’il existe un élément unipotent u €
Bl tel que Cg(u) = Z(G).Cy, (u). Donc Ca(GF)CCq(u) = Z(G).Cy,(u) Si on
note wy un élément de Ngr(Ty) représentant 1'élément de plus grande longueur
de Wy, alors Cq(GF) C Cq(wouwy ') = Z(G)."Cy, (u). Donc Cq(GF)c Cq(u) N
Ca(wouwy ') = Z(G). D’autre part, il est clair que Z(G) € Cg(GF). D’ont le résultat.

O

Remarque 6.2. Le lemme 6.1 montre en particulier que le centre de G est Z(G)F".

Nous notons Aut(G, F') le groupe des automorphismes de G commutant avec
F. Alors le groupe Int(G!) des automorphismes de G induits par la conjugaison
par un élément de G* est un sous-groupe distingué de Aut(G, F). D’apres la re-
marque 6.2, le groupe Int(GF) est isomorphe au groupe des automorphismes inté-
rieurs de G¥'| ce qui justifie la notation utilisée. Nous notons Out(G, F') le groupe
quotient Aut(G, F)/ Int(GT"). On a un morphisme canonique Out(G, F) — Out(GF).

Siz € HY(F, Z(G)), nous notons g, un élément de G tel que g, * F(g.) appartient &
Z(G) et représente z. Alors 'automorphisme intérieur int g, appartient a Aut(G, F').
On note 7& son image dans Out(GF).

Proposition 6.3. — L application 7¢ : H'(F, Z(G)) — Out(GF), z — 18 est bien

définie : ¢’est un morphisme injectif de groupes.

Démonstration. — Soient z € HY(F, Z(G)) et soient g et h deux éléments de G tels
que h™'F(h) et g~'F(g) appartiennent a Z(G) et représentent z. Alors il existe
r € Z(G) tel que a7 F(z)h 'F(h) = g 'F(g). Puisque = est central dans G,
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on a F(gh™'z™') = gh~'z7!. Posons y = gh 'z~ Alors y € GF et intg =
int(y) oint(hx) = int(y) oint(h). Donc l'image de int g dans Out(G, F) coincide avec
I'image de int k. Cela montre que 7€ est bien définie.

Montrons maintenant que c’est un morphisme de groupes. Soient z et 2’ deux
éléments de H'(F, Z(G)) et soient g et g’ deux éléments de G tels que g~ F(g) et
g~ 1F(g’) appartiennent & Z(G) et représentent respectivement z et z’. Alors, si on
posea = (99') ' F(gg'),onaa =g g7 F(9)F(¢') = g~ ' F(g')g~ ' F(g) car g~ F(g)
est central. Donc a€Z(G)eta rcprésente zz'. Mais int(gg’) = int(g) oint(¢’), donc

G G

78, = 78 07§, Par conséquent, 7G est bien un morphisme de groupes.

Pour finir, montrons que 7¢ est injectif. Soit z € H!(F, Z(G)) et soit g € G tel
que g~'F(g) appartienne & Z(G) et représente z. Supposons que int(g) induit un
automorphisme intérieur de G¥'. Alors il existe h € G¥' tel que hlg € Cg(GF) =
Z(G) (voir lemme 6.1). Donc, si on pose a = h™lg, alors g~ F(g) = (ha) ' F(ha)
a~'F(a) car F(h) = h. Donc z = 1.

Ol

Remarque. — Le morphisme de groupes Out(G, F) — Out(G!') est en général non
injectif. Par exemple, si G est un tore, si § = 1, et si G est déployé sur F,, alors tout
automorphisme de G commute avec F', donc Out(G, F') = Aut(G) car G est abélien.
Mais, si n = dim G, on a Aut(G) ~ GL,(Z) et Aut(GF) ~ GL,(Z/(q — 1)Z), donc
le morphisme Aut(G) — Aut(G*) a un noyau infini lorsque n > 2.

Le groupe Out(GF) agit sur Cent G et Irr GI" de la fagon suivante : si 7 €
Out(GF) et si y appartient & Cent G ou Irr G, on pose 7(x) = x o7 !
automorphisme de G représentant 7. Cela nous définit donc, & travers le morphisme
7G| une action de H(F, Z(G)) sur Cent G et Irr G, Si V' est un sous-espace de
Cent(G*) stable sous I’action de H'(F, Z(G)) et si ¢ € H'(F, Z(G))", nous noterons
Ve la composante (-isotypique de V. On a donc Ve =V N Cent(GT),.

,ou T est un

6.B. Le groupe GF/GF.Z(G)F. — Soit L un sous-groupe de Levi de G. On
suppose ici que L est F-stable. On pose L =GnN L. Alors L est un sous- groupe de
Levi F-stable de G. Le morphisme de groupes hi : H'(F, Z(G)) — H(F, Z(L))
induit par hr, est surjectif. S’il y a ambiguité, nous le noterons hg’l

Soit I € L¥. Alors il existe | € Let 7 € Z(G) tels que [ = IZ. Puiqque F(l~) ,
on en déduit que ["'F(l) = F(2)7'z. Donc [7'F(l) € Z(G). On note o (l) sa classe
dans H'(F, Z(G)). Il est facile de vérifier que o (I~) ne dépend que de I et non du
choix de [ et Z. Il est tout aussi immédiat que O‘ICJ; induit un isomorphisme de groupes
(toujours noté o)

L7 /LF.Z(G)F = HY(F, Z(G)).
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D’autre part, on a un morphisme canonique
L7 /LF Z(G)F — Out(LF)
et un simple calcul montre que le diagramme

O’G
LF /LF Z(G)F ————— H'(F, 2(G))

Out(LF) P H'(F,2(L))

est commutatif. Lorsque L = G, I'isomorphisme 05’ sera noté og. De plus, I'isomor-
phisme dual de o sera noté 65 : HY(F, Z(G))" — (L¥/LF.Z(G)F)" (ou é¢ si
L=G).

En utilisant Pisomorphisme w® : (Ker’i*)¥" =% HY(F, Z(G))" (voir 4.11), on

obtient un diagramme commutatif :

(Ker' i*)F" ———— (Keri*)F"

/

(6.4) HY(F 2(G))" ~

(LF/LF.Z(G)F)N ————— (LF/LF)".

Démonstration de (6.4). — Soit T un tore maximal F-stable de L. Soit T* un tore
maximal F*-stable de G dual de T. Posons T = TN G et T* = ¢*(T*). Puisque
LY /LY ~ TF/TF il suffit de montrer la commutativité du diagramme 6.4 lorsque

L =T, ce que nous supposerons dorénavant.
Soit n € N*. Notons w? : (Ker’ i*)F™" — H'(F", 2(G))" induit par w. Notons

*T0

B+ (Ker! %) — (T
le morphisme composé (Ker’ i*)F™" — (Keri*)F™" 5 (TF" )" et

Yo HYE™, Z(G))N — (TF)"
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le morphisme composé H(F", Z(G))" — (TF"/TF" Z(G)F" )" — (TF") . 1l s’agit
de montrer que 7; o w{ = 3;. Mais, le diagramme

(Ker i*)F”
H'(F,2(G))" z j (TF)"
(Ker i*)F™" an/p
Hl(Fn TF"

est commutatif. Ici, toutes les applications verticales sont injectives. En particulier,
cela montre qu'il suffit de montrer que v, ow? = 3, et donc que 'on peut remplacer F
par n’importe laquelle de ses puissances. Par exemple, et c’est ce que nous ferons par la
suite, nous pouvons supposer que F' est un endomorphisme de Frobenius déploy¢ de T
(sur un corps fini & ¢ éléments) et que F agit trivialement sur Z(G). En particulier,
F* est un endomorphisme de Frobenius déployé de T* et F* agit trivialement sur
Ker’ i*

Soit a € Ker’ = = (Ker' i*)F" et soit t € TF. Puisque F* est déployé, il existe
7 € Y(T* N D(G*)) ~ X(T/Z(G))C X(T) tel que a = y(i(1/(q — 1))). Soit alors
y € Y(T*) ~ X(T) tel que ix(y) = (¢ — 1)y. Soient maintenant t € T et z € Z(G)
tels que ¢ = t2. Posons z = t ' F(t) € Z(G). D’apres 1.15 et 4.9, il suffit de montrer
que J(t) = y(z). Mais,

y(z) =yt ' F@) =yt ") = (¢ — Dy)(t) = ix(@)(t) = y(t).
Cela montre le résultat car tZ(é) = fZ(é) ety e X(’T/Z(é)) a

7. Cuspidalité

7.A. Définition et premiéres propriétés. — Le groupe réductif G est dit cus-
pidal si, pour tout sous-groupe de Levi L propre de G, on a Kerh& # {1} (voir
[Bon99b, §1] ou [Bon04b, §2.C]). Nous rappelons ici quelques propriétés des groupes
cuspidaux dont le lecteur pourra trouver une preuve dans [Bon04b, propositions 2.12
et 2.18 et remarque 2.14].

Proposition 7.1. Supposons que G est cuspidal. Alors :
(a) Sit: G — G est un morphisme isotypique, alors G est cuspidal.
(b) Le groupe G est universellement auto-opposé.
(¢) Toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A.
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7.B. Sous-groupes de Levi cuspidaux. — Si K est un sous-groupe de Z(G),
nous notons £(K) (ou L&(K) ¢'il y a ambiguité) 'ensemble des sous-groupes de
Levi de G tels que Ker hy, C K. Nous notons L, (K) (ou L',gin(K)) I’ensemble des
éléments minimaux pour 'inclusion de £(K'). La preuve de la proposition suivante
peut étre trouvée dans [Bon04b, lemme 2.16] :

Proposition 7.2. — Si K est un sous-groupe de Z(G), alors Luyin(K) est une seule
classe de conjugaison de sous-groupes de G. De plus, ses éléments sont cuspidauzr.

Il est facile, en utilisant entre autres la proposition 5.4, de classifier les groupes
Lnin(K) lorsque G est semi-simple, quasi-simple et simplement connexe. Cette classi-
fication est faite dans [Bon04b, table 2.17]. Nous la rappelons dans la table 7.3 (cette
table ne contient pas les groupes Lin(Z(G)) car ce sont les tores maximaux de G).
Pour pouvoir lire cette table, il convient de signaler que les copoids fondamentaux
en type Ds, sont numérotés comme dans [Bou68, planches]). D’autre part, dans le
diagramme du couple (G, L), le sous-groupe de Levi L est représenté par les points
noirs. La classification dans le cas général découle de [Bon04b, §2.B].

7.C. Caractéres linéaires cuspidaux. — Un caractere lindaire ¢ : Z(G) — @éx
est dit cuspidal si, pour tout sous-groupe de Levi propre L de G, on a Ker hy, ¢ Ker .

Nous noterons ZZ2

(G) l'ensemble des caracteres linéaires cuspidaux de Z(G). Si
ZLJ(G) # @, alors G est cuspidal. En particulier, toutes ses composantes quasi-
simples sont de type A (voir proposition 7.1 (c¢)).

8. Eléments semi-simples et non connexité du centre

Hypothese. — Nous fizons dans cette section un élément semi-simple s € G*f" . Nous
fizons aussi un élément semi-simple 5 € G*I™ tel que i*(3) = s.

L’existence de s est assurée par le corollaire 2.7.

8.A. Centralisateur de s. — Soit B} un sous-groupe de Borel F*-stable de
C&.(s) et soit T7 un tore maximal F*-stable de B]. On note W (respectivement
W (s), respectivement W°(s)) le groupe de Weyl de G* (respectivement Cg(s), res-
pectivement Cg. (s)) relativement a T7.
Alors Wi(s)={we W |w(s)=s}

et W°(s) est un sous-groupe distingué de W(s). De plus, W(s)/W?°(s) est canoni-
quement isomorphe a Ag-(s). Soit A(s) = {w € W(s) | “B} = Bj}. Alors A(s)
est un sous-groupe F*-stable de W (s) et W(s) = W°(s) x A(s). Donc A(s) est ca-
noniquement isomorphe & Ag-(s). Nous identifierons par la suite Ag«(s) avec A(s),
de sorte que

(8.1) W(s) = W°(s) x Ag-(s).
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Type Type de
Z(G K . Z(L Diagramme de (G,L
de G ( ) L € Emin(h) ( ) & ( )
Hri1/d
A, [T ound|r+1 | Agq X X A4y ey At ‘—o—E}—o o 0— Aaa
etptd L fois
|
By qq Yo 1 Ay x - x Ay o 000 - -O=xe
p 7$ 2 r+1 fois
By, o 1 Ay x o x Ay ™ 00— O - e=x0
— ————
D 7& 2 r fois
C. 7 1 Ay o O—0— -+ —O—O===e
p#2 (grande racine)
/o
1 Ap x - x Ay X As gy o—o—o——o—o—o\
N .
D’Zl'~{ 1 Iy r—1 fois
.
p#2 Ho A1 x Ay My | o—o0— - —0—
\o
/o
1 Ay x - x Ay o X by | @&—0—@—0- —o—o\
—_————
r+1 fois hd
/o
Dy, <TT(w¥r—1)> Ay xox Ay [ *—0—e—0 - «o—o\
N——— ———
Ho X o r fois 4
/o
p#2 (T (@) Ay XX Ay Lo o—o—e—0 - —(
; o
r fois
/o
(tx(@y)) A x Ay o OO e —0 o
.
Eg I 1 Ay x Ay e — o O o —o
p#3 <L
FEr o 1 A x Ay x Ay o O—O—I—Q—O—O
p#2
Table 7.3

35
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Soit ®; (respectivement ®;) le systeéme de racines de G* (respectivement Cg&. (s))
relativement a T3. Alors
O, ={aed |as) =1}

Pour tout w € W (s), l'automorphisme ¢~'/?wF* de X (T}) ®z R est d’ordre fini o,,.
Soit N le plus petit commun multiple de (0w)wew(s)- On notera ¢; un générateur
d’un groupe cyclique (¢;) d’ordre N et nous ferons agir ¢; sur X (T1)* ®z R comme
q Y/OF*. Ainsi, ¢; normalise W (s) et, si w € W (s), on a ¢ywep;* = F*(w). On peut
donc définir le produit semi-direct W(s) x (¢1).

Le but de cette sous-section est de relier le groupe Ag~(s) aux groupes Ker’i*,
Z(G)" et (GF/GF). Tout d’abord, considérons 'application

vs: Cg+(s) — Ker' i*
g — (53] =gsg 5
o1, pour tout g € Cg-(s), § désigne un élément de G* tel que i*(g) = g. Alors ¢4(g)
ne dépend ni du choix de g ni du choix de 5. Puisque Ker’i* est central, ¢, est un
morphisme de groupes et le noyau de ¢, est i*(Cg. (5)). Mais, d’apres le théoreme 3.5
et par exemple [DM91, Proposition 2.3], on a i*(Cg.(5)) = C&.(s) donc ¢, induit
un morphisme injectif de groupes encore noté

(8.2) s+ Ag~(s) — Ker'i*.
Ce morphisme commute a 'action de F*. Comme conséquence, on obtient le

Lemme 8.3. — Le groupe Ag-(s) est abélien et, via g,
Ag-(s) ~ {z € Keri* | § et 32 sont conjugués dans G*}.

2 . . . . . ~ / .
Par dualité, ¢, induit un morphisme surjectif ¢5 : (Ker' i*)* — Ag~(s)" et, par
composition avec les isomorphismes w, w®, w!, &, V¥ et !, on obtient des morphismes

wy : Ag- ()= Z(G)",

wy : Ag-(s)7 ——H'(F, Z(G))",
wy  HY(F*, Ag-(s)) — (2(G)")",
&y 1 Z(G)—»Ag-(s)",

W0 HY(F, 2(G))—»(Ag-(s)F )",

S

ol Z2(G)F — HY(F*, Ag-(s))".

Les morphismes w, et w’ sont injectifs tandis que les morphismes w; et &Y sont

1

surjectifs. On ne peut cependant rien dire en général concernant les morphismes w;

~1
et wg.
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8.B. Sous-groupes de Levi. — Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et
soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. Supposons que s € L*F". Le
morphisme injectif Cg- (s) < Cg=«(s) induit un morphisme injectif Ap-(s) — Ag-(s).
En effet, le noyau du morphisme naturel Cp«(s) — Ag-(s) est C&.(s) N L*. Mais,
puisque L* = Cg-(Z(L*)°), on a Cg.(s)NL* = Ccq,, (5)(Z(L")°). Le résultat découle
alors de ce que le centralisateur d’un tore dans un groupe connexe est connexe [Bor91,
corollaire 11.12]. Il est d’autre part facile de voir que le diagramme

Ap-(s) — Z(L)"

|

Ag-(s) — 2(G)",

est commutatif. De plus, toutes les applications sont injectives. En effet, 'injectivité
de I'application verticale de droite résulte de la proposition 4.2 et l'injectivité de
Pautre application verticale a été discutée ci-dessus.
En prenant les points fixes sous F' et F* et en dualisant, on obtient un autre
diagramme commutatif
L:IO
H'(F,2(G)) — (Ag-(s)"" )"

(8.6) hi, l lRes

HY(F, 2(L)) —— (Ap-(s)7 ).
wL,s

8.C. Centralisateurs de sous-tores. — Fixons maintenant un groupe fini H

d’automorphismes de X (T%) ®z R tel que, si h € H et a € Py, alors h(a) soit

un multiple réel d’une racine de ®,. Cela définit une action de H par permutation

sur les racines que nous noterons h * « : elle est définie ainsi

hxa € & NRIA(e).

Notons Y le R-espace vectoriel des points fixes de H dans son action sur Y (T})®zR.
Posons

Oy ={acd |Vve yH, (o, v)1; = 0}.
Alors @ est le systeme de racines relativement a T} d’un sous-groupe de Levi L* de
G*. Soit L le sous-groupe de Levi de G dont le systeme de coracines est ® . Nous
noterons Wi, le groupe de Weyl de L* relativement & T*, Wy, (s) le centralisateur de
s dans Wy, W (s) le groupe de Weyl de C§. (s) relativement & T7. Alors

Proposition 8.7. — Supposons que H stabilise ®F (pour laction x). Alors :
(a) Cp.(s) =Ty, cest-a-dire WY (s) = 1.
(b) WL(S)H C Ag- (S)H.
(c) WL(s)H commute avec W°(s)H.
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Démonstration
(a) Soit a € @y NPT et soit y € Y(TF). Alors (o, 3,y h(y))1: = 0 par définition

de @ . Mais,
(o S b0}y, = (i),
heH ! heH !

Donc, h(a) = 0, ce qui est impossible car H stabilise ® (dans son action ).

heH s
Donc &y NP, = &, ce qui montre (a).

Avant de continuer, introduisons quelques notations. Il existe v € Y(T7) tel que
(a,v)T; > 0 pour tout a € @} Posons vg = 3, i h(v). Alors vy € Y et (a, vo)r; >
0 pour tout o € ®f car H stabilise ®F (via l'action *).

(b) Soit w € Wr(s) et soit a € ®F. Posons f(a) = Y onen h(a). Alors
(f(a),vo)= > 0. D’autre part, f(w(e)) = w(f(a)) et, puisque w(vg) = vy, on a

1
flw(a)),vo)r: > 0. Cela montre que (w(a), vg)r+ > 0 et donc que w(a) € ¢F. En
1 1 S
d’autres termes, w € Ag-(s).

(c) Dapres (b), le groupe Wr,(s)" normalise W°(s)" et Wy (s)! nWe°(s) = 1.

D’autre part WH normalise Wy, donc W (s)" normalise Wiy,(s). Dot (c). O

8.D. Eléments semi-simples cuspidaux. — Un ¢lément semi-simple s € G*
(respectivement s € G*I ) est dit géométriquement cuspidal (respectivement ration-
nellement cuspidal) 8’1l existe un élément a € Ag-(s) (respectivement a € Ag-(s)"")
tel que ws(a) € Z2

Hs(G). S'il est néeessaire de préciser le groupe ambiant, nous par-
lerons d’éléments géométriquement ou rationnellement G*-cuspidaux. La définition
précédente est la méme que [Bon00b, définition@1.4.1]. Nous commencons cette sous-

section par une caractérisation des éléments semi-simples géométriquement cuspidaux.

Proposition 8.8. Soit a € Ag-(s). Alors ws(a) € Z0

cus

(G) si et seulement si a &
A~ (8) pour tout sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant s (ot on rappelle
que Ap+(s) peut étre vu naturellement comme un sous-groupe de Ag-(s)).

Démonstration. S’il existe un sous-groupe de Levi propre L* de G* contenant
s tel que a € Ayp-(s), il résulte de la commutativité du diagramme 8.5 que ws(a)
n’appartient pas a 2/, (G).

Réciproquement, supposons que a ¢ Ap«(s) pour tout sous-groupe de Levi propre
» (G). Pour cela, compte

cus

L* de G* contenant s. Nous devons montrer que ws(a) € Z
tenu de [Bon00b, 1.4.6 et 1.4.7], nous pouvons supposer que G est semi-simple, sim-
plement connexe et quasi-simple. D’aprés [Bon05, proposition 3.14 (b)], a peut étre
vu comme un automorphisme du diagramme de Dynkin affine de G. L’hypothese
implique que a agit transitivement sur le diagramme de Dynkin affine (sinon a ap-
partient & un sous-groupe parabolique propre de W). Un examen de la classification
des systemes de racines montre que cela ne peut arriver que lorsque G est de type
A,. Dans ce cas, a est d’ordre n+ 1 et Z(G) est aussi d’ordre n + 1. Par conséquent,
ws(a) est injectif et le résultat est immédiat. d

ASTERISQUE 306



8. ELEMENTS SEMI-SIMPLES ET NON CONNEXITE DU CENTRE 39

Nous rappelons certaines des propriétés des éléments semi-simples cuspidaux dé-
montrées dans [Bon0O0b, §1.4]. Rappelons que s est dit isolé (respectivement quasi-
is0lé) si Cg.(s) (respectivement Cg~(s)) n’est contenu dans aucun sous-groupe de
Levi propre de G*.

Proposition 8.9. — Soit s un élément semi-simple géométriquement cuspidal de G*.
Alors :

(a) Toutes les composantes quasi-simples de G* sont de type A.

(b) SiL* est un sous-groupe de Levi propre de G* contenant s, alors le morphisme
injectif Ap-(s) — Ag+(s) n’est pas surjectif.

(c) Si s € G*I'" est de plus rationnellement cuspidal, alors si L* est un sous-
groupe de Levi F*-stable propre de G* contenant s, alors le morphisme injectif
Ap-(s)F" — Ag-(s)F" nlest pas surjectif.

(d) s est quasi-isolé et régulier.

(e) L’application ws : Ag~(s) — Z(G)" est un isomorphisme.

Démonstration. — (a) découle de la proposition 7.1 (c). (b) découle de la commuta-
tivité du diagramme 8.5. (¢) découle de la proposition 8.8. Le fait que s est quasi-isolé
découle de (b). La preuve de la régularité de s est faite dans [Bon00a, lemme 3.2.9].
D’ou (d). Pour (e), voir [Bon00b, proposition 1.4.9]. O

Fixons maintenant a € Ag-(s) et posons
L;. = Ce-((T])")°).
C’est un sous-groupe de Levi de G* contenant T7. Soit Lg , un sous-groupe de Levi

de G dual de L} ,. Notons que a € Ap+ (s).

Proposition 8.10. — Si a € Ag-(s), alors wy,, , s(a) € Z[,

SsLs.q). Done s est géomé-

triquement cuspidal dans L} .

Démonstration. Pour montrer la proposition 8.10, on peut travailler dans Ly 4,
c’est-a-dire que 'on peut supposer que L, , = G. L’hypothese signifie donc que

((T1)*)° = Z(G*)°, c’est-a-dire que a est un élément cuspidal [GP0O, définition 3.1.1]

de W. Par suite, si M est un sous-groupe de Levi propre de G contenant T et si

M* est un sous-groupe de Levi de G* contenant T7 dual de M, alors a ¢ Wp(s). La

proposition 8.8 montre alors que wy(a) € Z5(G). d

Corollaire 8.11. -— Soit a € Ag+(s). Alors :
(a) Cp. (s)=T1, c'est-d-dire W (s) =1.

(b) Wi, (5)" C Ag-(s).

(c¢) Wi, ,(5)* commute avec W°(s)®.

(d) Nw(Wy,_,)=WeWy,,.

(C) NW(S)(WL‘\..,,) = W(S)"’.
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Démonstration. — Le groupe (a) stabilise ®F. Par conséquent, (a), (b) et (c) dé-
coulent de la proposition 8.7. Montrons (d). Soit w € Ny (WLy, ). Par construction,
a est un élément cuspidal [GP00, définition 3.1.1] de Wy, . Par suite, waw ™1 € Wy,
et est conjugué a a sous W. Donc, d’apres [GPO0O, théoreme 3.2.11}, il existe z € Wy, ,
tel que waw™! = zar~'. Donc w € W Wy,_,. Cela montre que Ny (W, ,) C
W Wy, .. L’inclusion réciproque est immédiate.

Montrons pour finir (e). Soit w € W(s) normalisant Wy, ,. Quitte & multiplier w
par un élément de Ag~(s) (et en utilisant (d)), on peut supposer que w € W°(s).
D’apres (d), on a awa™'w™! € Wy, . Mais, d’autre part, awa™'w™! € W°(s). Donc,
d’apres (a), awa tw™! = 1. O

Remarque. — A ce jour, la preuve de [GPO0O, théoréme 3.2.11] nécessite la classifi-
cation des groupes de Coxeter finis et de leurs classes cuspidales. 11 faut noter que
l'analogue de [GPOO, théoréme 3.2.11] est faux en général pour les groupes de ré-
flexions complexes.
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CHAPITRE 3

INDUCTION ET RESTRICTION DE LUSZTIG, SERIES
DE LUSZTIG

Nous rappelons ici la construction de 'induction et de la restriction de Lusztig
ainsi que la définition de séries de Lusztig géométriques et rationnelles. Un des buts
de ce chapitre est de fournir une preuve complete de la disjonction des séries de
Lusztig rationnelles (en partant de la disjonction des séries géométriques des groupes
a centre connexe). Cette preuve est pratiquement enticrement contenue dans [DM91,
chapitre 14] mais elle n’est pas tout-a-fait complete. Dans la section 9 nous rappelons
quelques propriétés de la dualité entre caracteres linéaires d’un tore et éléments semi-
simples du dual. Nous reprenons notamment un lemme d’Asai [Asa87, théoréme 2.1.1]
sur les caracteres centraux associés a des éléments semi-simples géométriquement
mais non rationnellement conjugués. Dans la section 10, nous étudions les actions du
centre sur les applications de Lusztig. Nous rappelons aussi dans quels cas la formule
de Mackey est connue. La section 11 est consacrée a la disjonction des séries de
Lusztig ainsi qu’a quelques-unes de leurs propriétés (caractere central, compatibilité
a I'induction de Lusztig...).

9. Caracteres linéaires de tores maximaux

9.A. Dualité. — Soit V(G, F') I'ensemble des couples (T, 0) ou T est un tore maxi-
mal F-stable de G et § : T — @ZX est un caractere linéaire. Soit V*(G, F') 'en-
semble des couples (T*,s) ot T* est un tore maximal F*-stable de G* et s € T*".
Le choix des morphismes ¢ et 7 définis dans §1.B induit une bijection [DL76, 5.21.5]

(9.1) V(G,F)/GF — V*(G,F)/G*F".
Si(T,0) € V(G, F) et (T*,s) € V*(G, F), nous écrivons (T, ) S5 (T*, s) pour dire

que (T, ) et (T*,s) sont associés par la bijection 9.1.

Lemme9.2. — Soient (T,0) € V(G,F), (T*,3) € V*(G,F) et z € (Keri*)F".
Voyons 2 comme un caractére linéaire de TF par restriction depuis GE. Alors

(T, 6) S5 (T*,3) si et seulement si (T, 526) S5 (T*,5z).

Démonstration. — Claire. O
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9.B. Restriction. — Si (T, ) € V(G, F), nous posons
9”1‘e5G(T 0) = (TNG, ReSTFOGF

De méme, si ('i‘*, s) € V*(G, F’), nous posons
“ResS (T*,3) = (i*(T*),i*(3)) € V*(G, F).

Le lemme suivant se démontre en revenant a la définition de la dualité entre les tores.

) e V(G,F).

Lemme9.3. — On a:
(a) Soient (T, 5) (T* ‘) deux éléments de V(G F) et V*(G ') respectivement.
On suppose que (T, 0) (T*, s). Alors %esG(T 0) R *%esG(T* S).
(b) Soient (T,0) et (T*,s) deux éléments de V(G, F) et V*(G, F') respectivement.
On suppose que (T,0) &, (T*,s). On pose

T=T.2Z(G) et T =i 1(T")

et soit 5 un élément semi-simple de G*F™ tel que i*(3) = s (Un tel élément s
existe d’ apws’ le corollaire 2.7). Alors il existe une extension 0 de 6 a TF telle
que (T, 9) (T*, 3).

9.C. Conjugaison géométrique et rationnelle. — La définition suivante a été
posée par Deligne et Lusztig [DL76, définition 5.5].

Définition 9.4. Soient (T1,01) et (T2,02) deur élément de V(G,F) et soient
(T7,s81) et (T3, s2) deux éléments de V*(G, F) tels que (T, 0%) S, (T5, sk) pour
tout k € {1,2}. On dit que (T1,01) et (T3, 02) sont géométriquement conjugués
(respectivement sont dans la méme série rationnelle) si s, et sy sont géomé-
triquement conjugués (respectivement rationnellement conjugués), c’est-a-dire si ils
sont conjugués dans G* (respectivement G*' ).

Soit s un élément semi-simple de G*¥". Nous noterons (s), ou (s)g- s'il y a am-
biguité, la classe de conjugaison géométrique de s. De méme, nous noterons [s], ou
[s]g«r=, la classe de conjugaison rationnelle de s. Soit V*(G, F, (s)) (respectivement
V*(G, F,[s])) 'ensemble des couples (T*,s") € V*(G, F) tels que s est géométri-
quement (respectivement rationnellement) conjugué a s. Par dualité, nous notons
V(G, F,(s)) (respectivement V(G, F,[s])) 'ensemble des couples (T,0) € V(G, F)
associés aux couples appartenant & V*(G, F, (s)) (respectivement V*(G, F, [s])) par
la bijection 9.1. Rappelons la caractérisation suivante [DL76, proposition 5.4] de la
conjugaison géométrique des couples de V(G, F') :

Lemme 9.5 (Deligne-Lusztig). Soient (T1,01) et (To,02) deux éléments de
V(G,F). Alors (T1,01) et (Tq,02) sont géométriguement conjugués si et seule-

ment si il existe un entier natuml non nuln et un élément g € GF" tel que Ty = 9T

ot g
¢ 020 Npnjp = 961 0 Npn /)

ou Npn/p T — T, t— tF(t)... F""Y(t) est la norme de F" a F (k=1 ou 2).
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Nous allons maintenant utiliser le groupe G (et le fait que son centre est connexe)
pour donner une autre définition des séries rationnelles. Tout d’abord, notons que
les séries géométriques et rationnelles coincident dans G & cause du théoreme de
Steinberg (voir théoreme 3.5) :

Proposition 9.6. — Deuz éléments semi-simples de G*I'" sont géométriquement
conjugués si et seulement si ils sont rationnellement conjugués.

Corollaire 9.7. — Soit s € GF*" un élément semi-simple et soit s = i*(3). Si (T,0) €
V(G, F.(3)), alors ResS(T.0) € V(G, F,[s]).

Corollaire 9.8. Soient (’i‘lgl) et (’i‘g, (72) deuz éléments de V(é, F). Alors (’i‘l,gl)
et (T27 92) sont géométriqguement conjugués si et seulement si ils appartiennent a la
meéme série rationnelle.

La prochaine proposition fournit, en termes du groupe G, un outil pratique pour
déterminer si deux éléments semi-simples de G*f" sont rationnellement conjugués.

Proposition 9.9. Soient s, et sy deux éléments semi-simples de G*F" . Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
(1) s1 et s2 sont rationnellement conjugués ;
(2) 1l existe des éléments semi-simples rationnellement conjugués s, et so dans
G tels que i*(8;) = s; pour tout i € {1,2};
(3 ) Il existe des éléments semi-simples géométriquement conjugués s, et So dans
G*F" tels que i*(5;) = s; pour tout i € {1,2}.

Démonstration. — D’apres la proposition 9.6, (2) et (3) sont équivalents. Il est par
ailleurs clair que (2) implique (1). Il nous reste done & démontrer que (1) implique
(2). B
Supposons done qu’il existe g € G*F tel que s, = gs1¢~ L. Puisque i* : G**" —
G*" est surjective (voir corollaire 2. 7), il existe 57 € G*F et g € G tels que
i*(s1) = s1 et i*(g) = g. Posons maintenant s; = ¢s;g7'. Alors 51 et 53 sont des
éléments semi-simples rationnellement conjugués de G*F" et i*(sk) = s, pour tout
ke {1,2}. O

Corollaire 9.10. Soient (T1,01) et (Ty,0y) deux éléments de V(G, F). Soit T, =
T;\“.Z(é) (pour k € {1,2}). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (Ty,6y) et (T2,602) appartiennent a la méme série rationnelle ;
(2) Il existe des extensions 9[ et 92 de 0, et O respectivement (a TP et T res-
pectivement) telles que (T1,91) et (T2,92) sont géométriquement conjugués.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 9.9 et du
lemme 9.3 (b). O
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9.D. Caractéres centraux. — La proposition suivante explique comment varient
F

les caracteéres linéaires ReS;(G)p # lorsque (T, ) parcourt une série géométrique ou

rationnelle.

Proposition 9.11. — Soient (T1,0;) et (T2,02) deux éléments de V(G, F).
(a) Si(T1,601) et (T3,02) sont géométriquement conjugués, alors

T
ResZ(G)OF 01 = Res:? 0.

Z(G)OF
(b) Si (T1,61) et (To,02) appartiennent a la méme série rationnelle, alors

Rebz(G)F 01 = Res (G)FQ

Démonstration. — (a) Si (T, 61) et (T2, 02) sont géométriquement conjugués, alors,
d’apres le lemme 9.5, il existe un entier naturel non nul n et un élément g € GF" tel
que To = 9T et
20 Npn/p =901 0 Npnyp).
Soit z € Z(G)°F. Puisque le groupe Z(G)° est connexe, il existe 2/ € Z(G)°F" tel
que Npn/p(2') = 2. Donc
02(2) = O2(Npn jp(2")) = 01 (Npnyp (971 2'g)) = O1(Npnyp(2)) = 61(2)

car 2z’ est central. Cela montre (a).

(b) Si (T1,61) et (T2, 02) appartiennent a la méme série rationnelle, alors, d’apres
le corollaire 9.10, il existe (Tl, 91) et (T2,92) dans V(G F) tels que

mesG(Tk, Hk) = (’I‘/67 ek)

(k € {1,2}) et tels que (T1,91) et (T2,02) sont géométriquement conjugués. Par

conséquent, d’apres (a) (appliqué au groupe G) et puisque Z(G) est connexe, on a

Resii. 4, =R 7,
,esz(é)P ("SZ(G)P .

Donc (b) découle de ce que Z(G) = Z(G)NG. O
Si s est un élément semi-simple de G*F", nous notons § : Z(G)F" — @; le caractere

linéaire défini par

(9.12) §=Resygyr 0

pour tout (T,0) € V(G, F, [s]) ; § est bien défini d’apres la proposition 9.11 (b). Nous

notons d’autre part §° la restriction de § & Z(G)°F ; le caractere linéaire §° peut aussi

étre défini par 1'égalité

(9.13) §° = R,esg(pc)op 0

pour tout (T, 8) € V(G, F, (s)) (v01r proposition 9.11 (a)).

(s
Soit maintenant o € H(F*, Ag~(s)). Si go € G* est tel que g, ' F(ga) € Ca+(s)
et représente «, alors s, = ¢ asgal € G est géométriquement conjugué a s et
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[sa] ne dépend que de « et non pas du choix de g4. De plus, (Sa)acH! (F*,Ag-(s)) €St
une famille de représentants des classes de G*I""-conjugaison contenues dans (s)&-.
D’autre part, d’apres la proposition 9.11 (a), 8,5~ ! est un caracteére linéaire du groupe
Z(G)F. 1l est donné par la formule suivante :

Lemme 9.14 (Asai). — Sia € HY(F*, Ag-(s)), alors 3,87 = wl(a).
Rappel. — Le morphisme w! : HY(F*, Ag-(s)) — (Z(G)F)" a été défini en §8.A.

Démonstration. — Le lemme 9.14 est démontré dans [Asa87, théoréme 2.1.1] lorsque
F' agit trivialement sur le groupe Z(G) (et lorsque F' est un endomorphisme de Fro-
benius). L’essentiel de sa preuve s’applique ici encore mais nous préférons la rappeler
dans ce cadre légerement plus général.

Soit T* un tore maximal F**-stable de G* contenant 3 et soit T un tore maximal F-
stable de G dual de T*. Posons T = TNG et T* = i*(T*). Soit a € HY(F*, Ag~(s))
et soit a un élément de Cg-(s) représentant a. On peut supposer que a normalise
T* et que g;'F(gn) = a. Alors s, peut étre vu comme un élément de T* : plus
précisément, s, € T* ",

Choisissons un entier naturel non nul n (multiple de §) tel que F™ soit un endomor-
phisme de Frobenius déployé de T (sur le corps fini Fyn/s) et tel que (aF™)" = F*"
sur T*. On note encore par a I'élément de Ng(T) correspondant & a € Ng- (T*).

Il existe & € Y/(T*) = X(T) tel que

5= an/p(f)(z(w%l)).

On pose z = Resk Z. Alors

s = NF"/F(I)<7<Q—N/—51—__]T)>.

D’autre part, il existe z, € Y (T*) = X(T) tel que

5= NF,L/ap(xa)(z(q—n/—;-_—l-)).

Alors § =k o Res;p retSy,=kKoO Res;p Ty
Soit z € Z(G)F. Alors il existe t € T tel que t ' F™(t) = z. On pose u = F(t).
Puisque F(z) = z on a u='F™(u) = z. Soit t; = t~1F(t) et t, = t~'2F(t). Alors
Npnyp(t1) = Npnjap(ta) = 2, t1 € TF" et t, € T = TF" En particulier,
S(Z) = NF"/F(x)(tl) et §Q(Z) = an/ap(l’a)(ta).
Mais,

Ngn () (7((171/61—_1)) = NF'»/aF(CEa)@(W%l))

Resgrn Npnyp(z) = Resgrn Npn jar (Ta)-

donc
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Par conséquent, on a
Sa(2)5(z)71 = NFV,I/Fu)(tatf)
= Npwp(r)(aua™ u™")
(“Npnyp(@) = Npnyp(2)) ().

D’autre part,

psa) = asa'5 1 = (“Npn)p(7) — NF"V/F(@)@(W;_—J)

donc, d’apres 4.9, on a

wa)(z) = wi(@)(u P (u)
= w{((y)(u"“/&—l)
= ("“Npn/p(T) = Npnyp(2))(u),
ce qui est le résultat attendu. O

10. Induction et restriction de Lusztig

10.A. Définitions. — Soit P un sous-groupe parabolique de G et supposons que P
possede un complément de Levi F-stable L. Soit U le radical unipotent de P. Posons,
suivant Lusztig [Lus76],
YS={9eG|g 'F(y) € U}
Alors GT' agit sur Y8 par translations 4 gauche tandis que LT agit par translations
a droite. Par conséquent,
HIYG) = Y (-D)PHEYE. Q)
k>0
est un Gf-module-L¥" virtuel et

HI(YG)

> () HKYE. Q)Y
k>0
est un L¥-module-G¥" virtuel. Nous noterons
R p: ZIrLF — ZIr GV
A | — H(*(YS) ®@/LF A
ot ‘RE.p: ZInGF — ZIrr LY
I HA(YS)ogerT

les applications d’induction et de restriction de Lusztig respectivement. Elles
s’étendent naturellement par lindarité en applications entre espaces de fonctions
centrales

RE_ p : Cent(LY) — Cent(G")

‘Lcp - Le

et “RE_p : Cent(GF) — Cent(L").
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Ces deux applications sont adjointes 'une de 'autre par rapport aux produits scalaires

<7>LF et (7 >GF‘

Exemple 10.1 (Induction de Harish-Chandra). — Si P est F-stable, alors U agit par
translation a droite sur YG et Y& /U ~ G /U¥. Par conséquent,

si k #2dimU

HE(YG) ~ §
c(Yy) {QK[GF/UF] si k =2dimU.

Par suite, RECP est le reflet, sur les groupes de Grothendieck, d’un vrai foncteur
entre les catégories de modules, foncteur qui sera toujours noté RECP’ De meéme
pour *RS - p- Ces deux foncteurs sont appelés respectivement induction et restriction
de Harish-Chandra. Pratiquement toutes les formules démontrées dans ce chapitre au
sujet des applications de Lusztig ont un sens en termes de modules lorsque 'on est
en présence d’induction ou de restriction de Harish-Chandra (voir par exemple 10.4,
10.5, propositions 10.10 et 10.11...).

10.B. Actions de Z(G)¥ et H'(F, Z(G)). — L’action de Z(G)® par translation
a gauche (ou a droite) sur YS’ commute aux actions de G et LY. Par conséquent,
si z € Z(G)F, alors on a

(10.2) tSoRE _p=RE pott
et
(10.3) tYo*RE _p = "RE_potS.

Posons L = L.Z(é). Soit @ € HY(F,Z2(G)) et soit l, € LF tel que o (a) =
I, L* ‘Z(G)F. Alors la conjugaison par [, induit un automorphisme de YS , ce qui
implique que

(10.4) To oREcp=Rpcpo Tl];t(a)
et
(10.5) T,{j‘i(a) o *RIG.CP = *RI?CP o078,

Exemple 10.6. — Soient (1, € HY(F,Z(L))" et ( € HY(F,Z(G))" et soient \ €
Cent(L) ¢, et v € Cent(GF).. Alors, d’apres 10.4, on a

RE_pAe Cont(GF)CLohlL.
D’autre part, si ¢ = (g, o hi,, alors, d’aprés 10.5, on a
*RE . p7y € Cent(L), .

Si Ker( ¢ Ker hy,, alors
RE.py=0. O
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10.C. Restriction de G a G. — Notons P I'unique sous-groupe parabolique de
G tel que P=PNGetsoit LI unique complément de Levi de P tel que L = LNG.
Alors L est F-stable et U est le radical unipotent de P. De plus (voir par exemple
[Bon00a, lemme 2.1.2 (b)]),

(10.7) YS = GF xgr Y& = YE xpr L.

Par suite, on a, pour tout k£ € N, un isomorphisme de GF-modules-LF
(10.8) HE(YS) ~ QG @, qr HE(YS)

ainsi qu'un isomorphisme de G¥' ~modules-L¥

(10.9) HE(YS) ~ HE(YS) ®g,r QL

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 10.10. — On a :

TF
(a) IndGb oRf p = R~ = OIndfF,
» .
(a*) ReSLFO*RSCp = *RLCp oRcng,
.
(b) IndLr o*RE_p = *RG 5 0Indgr,
.
(b*) RHGPoRLCP—RLCpoRes{n
Démonstration. — Nous démontrerons ici seulement la formule (a), les autres décou-

lant d’arguments similaires. Notons aussi que (a*) et (b*) sont des formules adjointes

de (a) et (b). Soit A un L¥-module. Alors, d’apres 10.8, on a des isomorphismes de
G -modules

~F . — ~r .
Indgr (Hy (YG) ©g,r A) = QG" &g qr (HH(YS) @g,ur )

~ HHYS) @g,ur A
> (HEYS) 95 pr QLF) ®g,pr A
~ HNYS) g v (QLF 85,10 A)
~ Hf(YS) 7, ir IHdLr A
et (a) en résulte. O
Nous rappelons aussi la
Proposition 10.11. — Soit 7 : LF /LF — Q,” un caractére linéaire. Alors T peut étre

vu comme un caractére linéaire de G /GF ~ L¥ /LY et, en utilisant cette identifica-
tion, on a

i\ ass(LF . pG (X G
(a) Si X\ € Class(L"), alors Ricﬁ()\@w) RLCp(/\) ®T.

(b) Si 7 € Class(GF), alors *Rfc,;cﬁﬁ ®T)= *RSCP( ) ®T.
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10.D. Dualité d’Alvis-Curtis. — Notons P(A() 'ensemble des parties de Ag.
Alors ¢g agit sur P(Ag) et on note P(Ag)? I'ensemble des parties ¢o-stables de Ag.
Avec ces notations, on peut définir

— G * G
Dg = § : Ui RLI cp; © RLI CPr:
I€P(Ag)%o

Alors Dg : ZIrr GF — ZIrr GF est une involution isométrique [DM91, proposi-
tion 8.10 et corollaire 8.14] appelée dualité d’Alvis-Curtis. Elle s’étend en une appli-
cation linéaire Cent(GF) — Cent(G¥') toujours noté Dg.

10.E. Formule de Mackey. — Soit Q un sous-groupe parabolique de G et soit
M un sous-groupe de Levi F-stable de Q. Notons Sg (L, M) ensemble des g € G tels
que LN 9M contient un tore maximal de G. Nous noterons AE‘C p.M c  ['application
linéaire Cent(MF) — Cent(L¥') définie par

G _ «pG G
Afcpmcq = RicpoRycq—

Rfer cLnQ © *REIP)/IHM cPn9M © (ad g)mr-
g€[LF\Sc (L,M)F /M¥]
Ici, (ad g)mr : Cent(MF) — Cent(9MT") est application induite par la conjugaison
par g. Nous dirons que « la formule de Mackey a lieu dans G » si, pour tout sous-
groupe réductif connexe G’ de G de méme rang, pour tous sous-groupes paraboliques
P’ et Q' de G’ et pour tous compléments de Levi F-stables L' et M’ de P’ et Q'
respectivement, on a Af,/c p v c @ = 0. Il est conjecturé que la formule de Mackey
est valide sans hypothese. Pour 'instant, elle n’est connue que dans les cas suivants :

Théoreme 10.12 (Formule de Mackey). — On a :
(a) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite.
(al) P et Q sont F-stables.
(a2) L ou M est un tore mazimal de G.
Alors ASC pMcq =0
(b) Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite.
(bl) 6 =1¢etq#2.
(b2) 6 =1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type Eg, E;
ou Eg.
(b3) § =2 et G est de type By, Go ou Fy.
Alors la formule de Mackey a lieu dans G.

Démonstration. — (al) est di & Deligne [LS79, théoréme 2.5], (a2) est dit & Deligne
et Lusztig [DL83, théoreme 7] et (bl) et (b2) et (b3) seront montrés dans [BM]. O

De méme que pour le théoreme 10.12, il est conjecturé que le corollaire suivant
reste vrai sans hypothese.
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Corollaire 10.13. — Soit Py un sous-groupe parabolique de G dont L est un complé-
ment de Levi. Supposons 'une des conditions suivantes vérifiées :

(1) L est un tore mazimal de G.

(2) P et Py sont F-stables.

3) d=1etqg+#2.

(4) 0 =1 et G ne contient pas de composante quasi-simple de type Fg, E7 ou Eg.
(5) 0 =2 et G est de type Ba, Go ou Fy.

G G
AZOTS RLCP = RLCP()?
G G
DgoRycp =éceLRrcpo D
et Dyo*Rfcp =cgeL R p o Dg.

Notation. — Si ) est un caracteére virtuel de LT, nous noterons Wgr (L, A) le groupe
Ngr (L, \)/LE et £(GF, L, \) I'ensemble des caracteres irréductibles de G¥' apparais-
sant dans le caractere virtuel RSCp/\. A priori, cet ensemble pourrait dépendre du
choix de P. Bien sur, il n’en dépend pas si I'une des hypotheses du corollaire 10.13 est
satisfaite. Dans la suite, nous n’emploierons cette notation que lorsque cet ensemble
ne dépend pas du choix de P ou bien lorsque le choix du sous-groupe parabolique sera
éclairé par le contexte.

Si T est un tore maximal F-stable de G et si B est un sous-groupe de Borel
contenant T, nous noterons R% et *R% les applications Rch et *Rch. Si la
formule de Mackey a lieu dans G, nous noterons Rf et *Rf* les applications RY - p
et *REC P

10.F. Fonctions absolument cuspidales. — Une fonction centrale v : GF — @,
est dite absolument cuspidale si, pour tout sous-groupe de Levi F-stable propre de G
et pour tout sous-groupe parabolique P de G dont L est un complément de Levi, on
a *RE - py = 0 (voir [Bon00a, définition du §3.1] ou [Bon00b, §4.2]). Nous noterons
Cus(GT) le Qg-espace vectoriel des fonctions absolument cuspidales sur GF'. D’apres
10.2 et 10.4, Cus(G'") est stable sous les actions des groupes Z(G)¥ et H'(F, Z(G)).
Si la formule de Mackey a lieu dans G, alors
(10.14) Cent(G!') = D RS Cus(L).

Le[L£(2(G)F/GF]
Rappelons que £(Z(G)) est 'ensemble des sous-groupes de Levi de G (voir §7.B);
L(Z(G))F est alors 'ensemble des sous-groupe de Levi F-stables de G, sur lequel
le groupe G agit par conjugaison. Remarquons que, d’aprées 10.4, Paction de
H'(F, Z(G)) sur Cent(GF) stabilise Cus(GT").

Exemple 10.15. — Soit ¢ € Z[,(G) et supposons que ( est F-stable. Soit

v € Cent(GF )¢. Alors, d’apres I'exemple 10.6, v est absolument cuspidale.
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11. Séries de Lusztig géométriques et rationnelles

11.A. Définitions. — Si (T, 0) S, (T*, s), nous noterons RE. (s) le caractere (vir-
tuel) de Deligne-Lusztig RS (6). Fixons un élément semi-simple s € G*£*. Nous appel-
lerons série de Lusztig géométrique (respectivement rationnelle) associée a s et nous
noterons £(GF, (s)) (respectivement £(GT [s])) I'ensemble des caractéres irréduc-
tibles de G'' apparaissant dans un RS (6), ou (T,0) € V(G, F, (s)) (respectivement
(T,0) € V(G, F,[s])). En d’autres termes,

G = U &@nTe
(T,0)EV(G,F\(s))

et E(GF[4]) = U E(GT,T,0).
(T,0)eV(G,F,[s])

Remarques 11.1
(a) Il est clair que V(G, F, (s)) = Uy c () V(G, F} [t]), donc

EGF . (o) = |J @[

[t]C(s)

(b) Si s est un élément semi-simple de G, alors, d’apres le corollaire 9.8, on a
E(GF,(3)) = £(G", [3)).

(c) Les séries de Lusztig géométriques ou rationnelles sont stables sous 1'action de
HY(F,2(G)). Eneffet, sia € HY(F, Z(G)) et si (T, 0) € V(G, F), alors 7& (R$ (0)) =
RS (0) d’aprés la formule 10.4.

(d) Si vy € E(GF, (s)) (respectivement v € E(GF,[s])) et si z € Z(G)°F" (respecti-
vement z € Z(G)), alors

t8y =5 (2)

(respectivement tSy =35(z)y ).

En effet, soit v € Irr G et notons A le caractere linéaire de Z(G)¥ tel que tSv =
A(z)y pour tout z € Z(G)F. D’apres les formules 10.2 et 9.12, on a tSRS(0) =
3(2)R$ () pour tout (T,0) € V(G, F,[s]). Donc, si A # §, v et R$(6) sont orthogo-

naux.

11.B. Partition en séries géométriques. — La preuve du théoréme suivant est
due & Deligne et Lusztig [DL76, théoreme 6.2].
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Théoreme 11.2 (Deligne-Lusztig). — On a :

(a) Soit s un élément semi-simple de G*F" | soit (T,6) € V(G, F,(s)), soit U le
radical unipotent d’un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier
naturel. Alors toute composante irréductible de Hf(YS’) ®g,TF 0 appartient a la

série de Lusztig géométrique E(GT, (s)).
(b) On a

Irr GF = Hé’(GF,(s)),
(s)
ot (8) parcourt l'ensemble des classes de conjugaison géométriques d’éléments
semi-simples de G*F™

Le théoreme 11.2 combiné au corollaire 9.8 fournit immédiatement le corollaire
suivant.

Corollaire 11.3. — Tt G¥ = [[ 5 £(G*, [3]).

Si s est un élément semi-simple de G*¥”| nous noterons Cent (G, (s)) le sous-Q,-
espace vectoriel de Cent(GF') engendré par £(GT, (s)). Le théoreme 11.2 (b) montre
que

(11.4) Cent(GF) = éCent(GF, (s)).
(s)

11.C. Partition en séries rationnelles. — Dans cette sous-section, nous mon-
trons qu’il est possible de remplacer « série géométrique » par « série rationnelle » dans
I’énoncé du théoreme de Deligne-Lusztig précédent. Ce résultat est bien connu : il était
annoncé dans [Lus77, 7.5.2] et Lusztig y donnait une indication pour la preuve. Une
esquisse presque compléte peut aussi étre trouvée dans [DM91, 14.50]. La preuve
(compléte) que nous donnons ici ne prétend a aucune originalité : il s’agit juste de
suivre les indications des précédents auteurs. Nous ’avons incluse car elle s’inscrit
bien dans le cadre des méthodes qui seront développées tout au long de cet article.
Nous commencons par des rappels élémentaires.

Proposition 11.5. — Soient (T*,3) € V*(G,F) et z € (Keri*)F". Posons (T,s) =
*ResS (T, 3). Alors
N
(a) Resr RS, (3) = RE.(s).
G (7)) — pG (3):C

(b) R;f*(sz) = er*(gz :
Démonstration. — (a) résulte du lemme 9.3 et de la proposition 10.10 tandis que
(b) découle du lemme 10.11 et de la proposition 9.2. O
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Corollaire 11.6. — Soit § un élément semi-simple de G*F" et soit z € (Keri*)F”
Alors Uapplication
EGF,[) — &G, [5)
gl — vz

est bijective.

Les liens entre les séries rationnelles de G et les séries géométriques (ou ration-
nelles) de G sont donnés par la proposition suivante.

Proposition 11.7. — Soit s un élément semi-simple de G*F" et soit s = i*(3). Alors :
(a) Si75 € E(GF,[3)) et siv est une composante irréductible de la restriction de
a G, alors v € E(GF, [¢]).
(b) Soity € E(GF,[s)). Alors il eziste ¥ € E(GF,[3)) tel que y est une composante
irréductible de la restriction de ¥ a GF.

Démonstration
(a) Soit W' le groupe de Weyl de G relatif & Ty. Pour tout w € W, nous choisissons
un tore maximal F-stable T de G de type w par rapport a To On pose aussi

M = Riw(lii)(l)

ol 15, est le caractere trivial de 'i“f; Alors, d’apres [Lus78, corollaire 2.11], on a

Z 1)y = |W| Z (nw Z RGw N)

Felrr GF wew GE(TII;)

En projetant orthogonalement cette égalité sur Q,& (ép ,[8]) (voir corollaire 11.3),

on obtient
Y owiemE (e Z 80)
weaGF,m) wew e(T)
(Tw,0)€V(G,F,[3))

Donc, si 7 € 5(C-‘1F, [s]) et si 7 est une composante irréductible de la restriction de
5 a GF, alors la positivité des coefficients du membre de gauche de la précédente
égalité montre qu’il ex1ste (T 0) € V(G,F, [s]) tel que 7 soit une composante du
caractere virtuel ResGF RG(Q) Il résulte du corollaire 9.7 et de la proposition 11.5
que v € £(GF[s]). Cela montre (a).

(b) Soit v € £(GF, [s]). Alors il existe un tore maximal F*-stable T* de G* conte-
nant s tel que 7 est une composante irréductible de RS.(s). Soit T* = i*~1(T*).
Alors, d’apres la proposition 11.5, v est une composante irréductible de la restriction
de RG _(5) A GF'. En particulier, il existe une composante irréductible 5 de RG (3) telle

que v bOlt une composante irréductible de la restriction de ¥ & G¥'. Mais 7 € 5 GF ,[8])
par définition, donc (b) est démontré. O
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Théoreme 11.8 (Lusztig). — On a :

(a) Soit s un élément semi-simple de G*F'" | soit (T,0) € V(G,F,[s]), soit U le
radical unipotent d’un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit k un entier
naturel. Alors toute composante irréductible du G¥-module H¥(Y§) @g,r 0
appartient o £(GY,[s]).

(b) On a

Irr G = HS (GF,[:

ot [s] parcourt les classes de conjugaison rationnelles d’éléments semi-simples
de G*F.

Démonstration
(a) Soit T = T.Z et soit v une composante irréductible de H*(YS) @g,rr 0. Alors

G" ~F
Indgr v est un sous-G*-module of
CF X 3 - FF
dgr H (YG) @g, e 0 = HE(YG) ©g, 420 Indr 0

(voir I'isomorphisme 10.8) donc il existe une extension 0 de 0 3 TFet une composante
irréductible 5 du GF-module HE (YG) g, 5r 0 tels que 7 soit une composante irré-
ductible de la restriction de ¥ & G¥'. D’apres le corollaire 9.7, on a (T, 0) ev G‘:F7 [t)
pour un élément semi-simple ¢ de G* tel que i*(t) = s. Donc, par le théoreme 11.2
(a), 7 € E(GF,[t]). Il résulte alors de la proposition 11.7 (a) que v € (G, [5]).

(b) Soient s; et sy deux éléments semi-simples de G*F" tels que £(GF,[s;]) et

E(GT,[s2]) ont un élément en commun, disons v. Pour k = 1 ou 2, soit (T, 0k) €

V(G, F. [s]) tel que 7 soit une composante irréductible de RE, (Qk) Soit Uy le radical
unipotent d’un sous-groupe de Borel de G contenant T et soit Tk le tore maximal
F-stable de G contenant Tj. Alors il existe un entier naturel ny tel que v soit une
composante irréductible de H'* (YG ) &g, TF 0. Si 4 est une composante irréduc-
tible de IndGl v, alors, gmce aux isomorphismes 10.8 et 10.9, il existe un caractere
linéaire Gk Tk — Q[ tel que ’y est une composante irréductible du GF-module
Hw (YG ) ©g, Tr 0. Mais (Ty,0;) € V(G,F,[5]) pour un élément semi-simple

5k € G tel que i*(55) = sx. Donc 7 € E(GF,[31]) N E(GF, [32]). Par conséquent,
d’apres le corollaire 11.3 et le théoreme 11.2 (a) appliqué & GF', on obtient que s,
et 35 sont conjugués sous G*F" . Cela implique que [s1] = [s2]- O

Si s est un élément semi-simple de G*F"| nous noterons Cent(GF, [s]) le sous-Q,-
espace vectoriel de Cent(G!") engendré par E(GP ,[s]). Le théoreme 11.2 (b) montre
que

(11.9) Cent(GF) = é_}Cent(GF. [s]).
[s]
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11.D. Induction de Lusztig et séries de Lusztig rationnelles. — Soit P un
sous-groupe parabolique de G et supposons que P admet un sous-groupe de Levi F-
stable L. Soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. Alors le foncteur
de Lusztig RE’ c p Préserve les séries de Lusztig :

Théoréme 11.10 (Lusztig). — Soient s € Ll X € E(LF | [s]p.r+) ety € E(GF,L, ).
Alors v € E(GF | [s]gr-).

Démonstration. — Soit (T,0) € V(L, F, [s]+r~) tel que A est une composante irré-
ductible de R%(6). Notons qu'alors (T, 0) € V(G, F, [s]g.#+ ). Soit B un sous-groupe
de Borel de L contenant T. Nous notons V et U les radicaux unipotents de B et
P respectivement. Alors il existe un entier naturel k tel que 7 soit une composante
irréductible du G¥-module H*(Y&) ®g,Lr A et il existe un entier k" such that A soit
une composante irréductible du L¥-module H¥ (YL) @g,r 0 Par suite, 7 est une

composante irréductible du G -module

HE(YS) @ e (HY (YY) @, pe 0) = (HE(YS) 05,10 HE (YY) g0 0.
Mais, par la formule de Kiinneth et d’apres [DM91, preuve de 11.5], H*(Y§) ®g,LF
HY (YY) est un sous-GF-module-TF de HF (Y$y), donc v est une composante

irréductible de H¥ (YSy) ®g,rr 0, ce qui montre que vy € E(GF | [s]g-r-) d’apres
le théoreme 11.8 (a). O

Corollaire 11.11. — Soit s un élément semi-simple de G*F | soit v € E(GF, [s]ger+)
et soit X\ une composante irréductible de *RE - pvy. Alors A € E(LY, [t]p.r+) pour un
élément semi-simple t € L*F" qui est G*F" -conjugué a s.

11.E. Stabilisateurs de caractéres irréductibles de GF'. — Le résultat suivant
a été montré par Lusztig [Lus88, proposition 10]. Pour cela, il a tout d’abord réduit
le probleme au cas ou G est quasi-simple. Puisque ce résultat est évident lorsque
éF/GF.Z(é)F est cyclique, il ne lui restait a traiter que le cas des groupes de type
Dy,,. Un délicat argument de comptage lui a alors permis de conclure (cet argument
est détaillé dans [CEO04, chapitre 16]). Il serait plus satisfaisant d’avoir une preuve
plus directe, mais nous en sommes incapables.

Théoréme 11.12 (Lusztig). — Soit 5 un caractére irréductible de G, Alors la restric-
tion dey a G est sans multiplicité.

Question. — Le groupe GF/GF est un p/-groupe et, si s est un p/-"élément de G¥
alors GF = Car (5).GT car, s étant semi-simple, il est contenu dans un tore maximal.
Il est alors naturel de se poser la question suivante :

Soit G un groupe fini et soit N un sous-groupe distingué de G. On suppose que G/N
est un p'-groupe et que G = Cg(g)N pour tout p'-élément g € G. Est-ce que la
restriction a N d’un caractére irréductible de G est toujours sans multiplicité ¢
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D’apres ce qui précede, une réponse positive a cette question fournirait une preuve
du théoreme 11.12 qui n’utilise pas la classification des groupes réductifs finis.

Le morphisme &% o og' : GF/GF.Z(G)F — (Ag-(s)F")" est surjectif. Nous note-
rons éF(s) le sous-groupe de G¥ tel que éF/éF(s) soit isomorphe a (Ag-(s)F )"
via ce morphisme. Bien stir, GF (s) contient GF.Z(G)F .

Corollaire 11.13. — Soient s un élément semi-simple de G*~ et v € E(GF,[s]).
Soit GF(7) le stabilisateur de v dans GT. Alors GF () contient GF (s). En d’autres
termes, GF (s) (ou Ker@?) agit trivialement sur E(GF,[s]).
Démonstration. — Soit s un élément semi-simple de G*F" tel que s = i*(3). D’apres
le théoréme 11.12 et la proposition 11.7 (b), il existe ¥ € €(éF, (s]) tel que
GF ~

(Resgrd,7)qr = 1.
Done, par la théorie de Clifford et en utilisant l'isomorphisme (Keri*)® o~
(GF/GF)", il suffit de montrer I'assertion suivante :

Si z € (Keri*)¥" wérifie ¥ ® 2 =7, alors z € Im ¢,.

Soit donc z € (Keri*)F™ tel que ¥y ® 2 = 7. Alors 7 € 5(&F', [s]) N S(éF,[gz])
d’apres le corollaire 11.6. Donc s et sz sont G*F "_conjugués ce qui montre que z
appartient & l'image de ¢, (voir lemme 8.3). O

Sia € Ag-(s)"", rappelons que w?(a) est un caractere linéaire de H'(F, Z(G));
posons

CCHt(GF, (s),a) ={v € Cent(GF, () |V ze Hl(Fv Z(G)), TzG’Y = wg(a)(z)')/}

et Cent(GF,[s],a) = {y € Cent(GT,[s]) |V z € H'(F, 2(G)), 787 = w(a)(2)7}.

Le corollaire 11.13 montre que

(11.14) Cent(GF, (s)) = é Cent(GF, (s),a)
a€Agx(s)F”

et

(11.15) Cent(G*, [s]) = é Cent(GF, [s],a).

(LEAG* (S)F*
Nous verrons plus tard que, si a € Ag-(s)F, alors Cent(G*',[s],a) # @ (voir 17.2).
11.F. Fonctions absolument cuspidales. — Posons Cus(G*', (s)) = Cus(Gf)n
Cent(GF, (s)) et Cus(GF, [s]) = Cus(GF)NCent(GF, [s]). Sia € Ag-(s)F", nous po-
serons Cus(GF, (s),a) = Cus(GF)NCent(GF, (s),a) et Cus(GF, [s],a) = Cus(GF)N
Cent(GTF, [s],a). On a alors, d’aprés le théoréme 11.10,

(11.16) Cus(GF) = éCus(GF, (s)) = éCuS(GF, [s]).
(s) [s]
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De plus, puisque Cus(G!"), Cent(GF, (s)) et Cent(GF,[s]) sont stables par I’action
de HY(F, Z(Q)), il résulte de 11.14 et 11.15

(11.17) Cus(GF, (s)) = é Cus(GF, (s),0)
a€Ag+(s)F”"

et

(11.18) Cus(GF,[s]) = é Cus(GT, [s],a).

a€Ag~(s)F”
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CHAPITRE 4

THEORIE DE HARISH-CHANDRA

Rappelons qu'un caractere irréductible v de G est dit cuspidal si, pour tout sous-
groupe parabolique F-stable P propre de G et pour tout complément de Levi F-stable
L de P,ona *RE_py=0.

Dans ce chapitre, nous fixons un complément de Levi F-stable L d’un sous- groupe
parabolique F-stable P de G et un caractere irréductible Luspldal X de LT, Llen-
semble S(GF L )\) est appele seme de Harish-Chandra de G. Notons L = L N G,
P=PnNG et posons A = ResLF X. Soit U le radical unipotent de P (c’est aussi celui
de P). D’apres la proposition 12.1 ci-dessous, toutes les composantes irréductibles de
A sont cuspidales. Dans la section 12, nous montrons que ces composantes irréduc-
tibles ne sont pas conjuguées sous Ngr (L), c’est-a-dire qu’elles définissent des séries
de Harish-Chandra différentes. L’ingrédient principal est un théoreme de M. Geck
[Gec93, page 400]. Nous introduisons aussi une extension centrale W’(’;F(E,X) de
Wear (I:, X) Dans la section 13, nous montrons que les caracteres irréductibles de cette
extension centrale parameétrent la réunion de séries de Harish-Chandra £(GF L, \)
et nous ¢étudions les propriétés de ce paramétrage.

12. Autour d’un théoréme de M. Geck

12.A. Rappels. — Les faits suivants se déduisent immédiatement des propositions
10.10 et 10.11.

Proposition 12.1. Soit v € Irr GF , soit v une composante irréductible de la restric-
tion de 5 a GF et soit 7 € (GF /GF). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) ¥ est cuspidal.
(2) Y& T est cuspidal.
(3) v est cuspidal.
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12.B. Notations. — Nous fixons une composante irréductible A; de A. Pour tout
x € L¥/L¥()\;), nous notons A, = *\;. Alors, d’apres le théoréme de Lusztig 11.12,

on a
=Y = Yo

zeLF/LF (A\) zeLF /LF (A1)
Puisque le groupe L¥/LF est abélien, on a L¥()\,) = LF(\;) pour tout z €
LE/LF ().

Nous notons A+ (respectivement Af, z € L7 /L¥ (1)) le caractere irréductible de
pPr (respectivement P¥") obtenu en composant le caractere A (respectivement A,)
avec le morphisme surjectif PF — LF (respectivement P — Lf'). Nous fixons un
P¥-module M ayant At comme caractere. Nous notons M la restriction de M a PF
et M, le sous-PF-module irréductible de M ayant A} comme caractere. Alors

mdS, M = {J: G¥ — M |vy e P, Vg e G, flyg) = y.f(9)},

F
IndSr M = {f:GF — M |Vy e P¥, Vg e G, f(yg) =y.f(9)}

F F
et des descriptions similaires sont valides pour IndgF M,:sige GFet fe Indgp M,

alors g.f est la fonction G — M, h +— f(hg) (I'action de GF sur indg:j M se décrit
de méme). Alors

(12.2) mdSr M= @  IndSr M,
zeLF /LF (\)

Le GF-module Indg’::lf\z a pour caractere R§C~X. De méme, les GF-modules

Indgff M et Indgﬁ M, ont pour caractéres RY - pA et RE - pA, respectivement.

Soit f € Indpp M. Notons f la fonction GF — M = M définie comme suit. Soit
g€ GF. Alors il existe 7 € PF et g € GI tels que § = Zg. On pose f( ) =1z.f(g9) :
remarquons que f( ) ne dépend pas du choix de T € PF et g € GF tels que § = Zg.
Alors la restriction de f‘a GT est égale & f et il est facile de vérifier que I’application

Indgzj M — Resgi Indg: M
f — f
est un isomorphisme de G¥-modules.

Le groupe Wép(f;,X) est naturellement isomorphe a WGF(E, X) = NGF(E, X)/LF.
En général, nous nous réfererons a ce dernier car il est plus adapté a notre situation.

(12.3)

Par exemple, il est naturellement un sous-groupe de Wgr (L, ).

12.C. Un théoréme de M. Geck. — Dans [Gec93, corollaire 2], Geck énonce le
résultat suivant : le caractére RE - p(A1) a une composante irréductible de multipli-
cité 1. Cependant, pour 'obtenir, il a en fait démontré le résultat plus fort suivant
[Gec93, page 400] :
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Théoréme 12.4 (Geck). — Le caractére RS - pA a une composante irréductible de mul-
tiplicité 1.

Esquisse de la preuve de Geck. — Soient 7 et ' deux composantes irréductibles de
Rg’c ISX dont la restriction & G ont une composante irréductible commune. Alors,
par la théorie de Clifford et par le théoreme 11.12, ces deux restrictions coincident.
En particulier, ¥(1) = 4'(1). Pour prouver le théoréme 12.4, il est donc suffisant de
montrer qu’il existe une composante irréductible 7y de RSC 15}:, apparaissant avec la
multiplicité 1 et telle que ¥(1) # ¥'(1) pour toute autre composante irréductible 7' de
RSC ﬁX. En fait, Geck montre que le degré générique de la signature de l'algebre de
Hecke associée a la donnée ((N}, f;, X) a une valuation supérieure a celle des degrés géné-
riques des autres caracteéres irréductibles de lalgebre de Hecke [Gec93, théoréeme 1],
ce qui permet de conclure. O

Remarque. — Lusztig [Lus84a] a montré que Rgc fj possede une composante irré-
ductible de multiplicité 1. Donc le théoreme de Geck généralise celui de Lusztig. Mais
il faut bien noter que la preuve de Geck utilise le résultat de Lusztig.

Cette version plus forte 12.4 du théoreme de Geck est nécessaire pour montrer le
résultat (treés utile) suivant :

Corollaire 12.5

a) Pour tout x € LF JLF () , le caractére RS - p )\, posséde une composante ir-
LCP
réductible de multiplicité 1.

(b) Six ety sont deuz éléments distincts de EF/iF(Al), alors les caractéres cus-
pidauz Ay et Ay ne sont pas conjugués sous Ngr(L). De facon équivalente,

(RIC,;C P/\mv REC P/\y>GF =0.
(c) On a Wgr(L,A) = Wgr (L, Ay) pour tout z € LF /LF ().

(d) Sz'zf est une composante irréductible de RS - p, alors GF(v) est contenu dans
GF.LE(\).

Démonstration. — L’assertion (a) résulte du théoréme 12.4 et de 1'égalité :
RSC pA = Z IRSC pAL.
z€LF /LF (\)
En fait, (a) est I’énoncé original de Geck [Gec93, corollaire 2].

Prouvons maintenant (b) et (c). Les groupes Ngr(L) et L agissent sur Irr L¥
et ces deux actions commutent. Donc, si x et y appartiennent a L /iF (A1) et si
n € Ngr(L) est tel que "\, = Ay, alors n € Ngr (L, X). Par conséquent, prouver (b)
et (c) est équivalent & prouver que Ngr(L,A) agit trivialement sur E = {\; | z €
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LY /LF(A1)}. Puisque les actions de Ngr (L, A) et LY sur E commutent, toutes les
orbites de Ngr (L, ) sur E ont le méme cardinal, disons n. Mais alors n divise la mul-
tiplicité de toute composante irréductible de RSC pA. Donc, d’apres le théoreme 12.4,
n =1 et (b) et (c) en résultent.

(d) Soit g € GF tel que 9y = ~. On peut supposer que g € L’. Par hypothese, il
existe x € iF/iF()\l) tel que 7 est une composante irréductible de RSCP)‘I' Mais
9~ = 7 donc v est aussi une composante irréductible de RS cp?Az. Donc, d’apres (b),
g e LE(A,) = LF(\). O

12.D. Une extension centrale de Wgr (L, A). — Posons

Wer (L, A) = {(w,0) € Wgr (L) x (LF/LF)N | “X = XA 6}

Notons qu’en fait W, » (I:, X) CWar(L,\)x (EF/LF)". Nous identifierons Wgr (L, X)
avec le sous-groupe ng(f,,X) x {1} de W(’;,(i,X) De méme, nous identifierons
(I:F/I:F()\l))/\ avec le sous-groupe {1} x (IjF/I:F(/\l))’\ de Wé,(E,X) La premiere
projection

LoD ) — Wgr(L,\)
(w,ﬂ) — w

est surjective (d’apres le théoreme 11.12 et la théorie de Clifford) et son noyau est égal
a (L¥/LF(A))". De plus, (L /L¥(A1))" est central dans W, (L, A). La deuxieme
projection

Wie(LA) — (LF/LF)
(w, 0) — 0

n’est pas surjective en général et son noyau est WGF(E, X) Nous notons L (G, \1)
le sous-groupe de L7 contenant LF tel que 'image de cette deuxieme projection soit
(L¥ /L (G, \))". En fait, le groupe LY (G, ;) est contenu dans EF()\l). On a des
isomorphismes canoniques

(12.6) Wer (L A)/War (LX) ~ (LF /LF (G, A )"
et
(12.7) Wear (L, A)/Wear (L, A) ~ (L (A\)/LY (G, \))".

Résumons tout ceci dans le diagramme suivant, dans lequel toutes les suites horizon-
tales ou verticales sont exactes et tous les carrés sont commutatifs :
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WGF(f‘7 X) _— WGF (L’ )\)

1 —— (LF JLF(A) ——— Wp (L A) —————— War (L)) ———— 1

1 —— (LF/LF (\)) — (LF/LF(G, A1) — (LF (\)/LF (G, A)N —— 1

Remarque 12.8. — Les isomorphismes 12.6 et 12.7 entrainent que les groupes
or (L, A)/War(L,A) et Wgr (L, \)/Wgr(L, \) sont abéliens.
Proposition 12.9. — On a :
(a) (LF/LF(G, )" = {0 € (LF/LP)™ | (RE_ N @60 = RS _
(b) Siy € E(GF L, N), alors GF(7) contient GF . LF (G, \y).

sA)-

Démonstration N
(a) Soit 6 € (LF/LF(G,\))". Alors il existe w € Wgr(L) tel que (w,0) €
Wéip(L,/\). Par conséquent, Y\ = A ® #. Donc, d’apres la proposition 10.11, on a
G Vg — PG Y Dioa . TF /7 F\A 4. G Y\op—
(R;Ec fl)\)®9 = RY _ 5 A Réciproquement, soit 0 € (L~ /L ~) tel que ER]: 913)\)@)() =
G o dPanres 1- Sy G _ pG .
?E cf’/\' Alors, d’apres la proposition 10.11, on a RE c 13(/\ ®0) = RE c f’/\' De plus,
A et A® 0 sont cuspidaux d’apres la proposition 12.1. Donc il existe w € Wgr (L) tel
que YA = A® 6. En d’autres termes, (w, ) € W, (L, A) donc 6 € (L /L¥ (G, \1))".

(b) Soit 4 une composante irréductible de RS’C ISX telle que 7y soit une composante
irréductible de la restriction de ¥ & G'. D’apres le théoreme 11.12 et la théorie de
Clifford, (b) est équivalent & I'énoncé suivant : si 6 € (LF /L) est tel que & 60 = 7,
alors 0 € (L¥ JLF (G, A\1))". Mais, si y®6 = 7, alors 5 est une composante irréductible
de RI:C:;C 15} ainsi que de Rgcﬁ(x ® 0). Par suite, RS‘CﬁX = Rgcﬁ(x ® 6) et donc
0 € (LF /LY (G, \))" d’apres (a). d
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Corollaire 12.10. — Si vy € £(GF L, ), alors GF LF (G, ) C GF(7) c GF.LF()\).

13. Algebres d’endomorphismes

13.A. Description. — Nous noterons dans ce chapitre H I’algebre d’endomor-
~ S F o~

phismes du G¥-module Indg’F M et H lalgebre d’endomorphismes du GF-module

Indgpp M. Alors H est, via l'isomorphisme 12.3, une sous-algebre de H. Pour tout x €

L?/LF(\;), nous notons H, l'algtbre d’endomorphismes du G¥-module Indgg M,.
Alors, d’apres le corollaire 12.5 (b), on a

H= J] *H.

z€LF /LF(\;)

et donc IrrH = H Irr H,.
z€LF /LF (A1)

Cela nous donne un morphisme d’algébres H — H, pour tout 2 € L¥ /LF (Ay).

D’aprés [HL80, lemme 6.5] et d’apres le corollaire 12.5, le caractére irréductible
A1 de LT s’étend en en un caractere irréductible vy de Ngr (L, \).

Lemme 13.1. — Avec les notatz’onszrécédEntes, on a :
(a) Le stabilisateur de vy dans LY est L (G, \y).
(b) Le stabilisateur, dans LY, de la restriction de v; @ Ngr (L, \) est LF()\;).

Démonstration. — Soit N = Ngr (L, A).L¥. Alors, d’apreés la formule de Mackey, on
a
= Indif /\1.

N N
ReSiF IndNGF (E,X) 141

. _
Le caractére Indpr A; est sans multiplicité, donc le caractere Ind% (B3
G ’

multiplicité. Soit 7 une de ses composantes irréductibles telle que Resfl\f FrUa X comme
composante irréductible. Alors

V1 est sans

Resg S Z AT
TELF(A)/LF (G A1)
ott, pour chaque 7 € (L (A\;)/LF (G, A\;))", 7 désigne une extension de 7 & L¥ : alors
le caractére A ® 7 ne dépend que de 7 et non du choix de 7. Cette décomposition a
lieu car D'orbite de X sous cette action de N est {A®7 | 7 € (LF (\)/LF (G, A1)}
Soit § un caractere linéaire de I~_.F/LF o~ N/NGF(E,X). Alors, par la théorie de
Clifford, I’énoncé (a) du lemme 13.1 est équivalent & I’assertion suivante :

(*) U®0 =70 siet seulement si L (G, A\;) C Ker.
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Montrons (*). Supposons tout d’abord que 7 ® § = v. Alors
(ResY. ) @0 = ResY.(7©0)
= Resg PV
ce qui implique que EF(G, A1) C Keré. -
Réciproquement, supposons que LF (G, M) C KerH Alors Res (U®0) Res?

donc 7 ® 6 est une composante irréductible de Indy, or (L) V1 et Res ~(V®0) a
comme composante irréductible. Ceci implique que v ® 8 =v.Dou (d)

(b) découle d’un argument similaire.

Pour tout z € L / L7 (), nous choisissons un représentant 7 de = dans L7 Alors
Ty, est une extension de A\, & Ngr (L, \). Nous posons

V= Z 1.
zeLF /LF ()

Alors v est une extension de Aa Ngr (L, A). Pour chaque z € L¥/LF()\;), nous notons
11z la restriction de *vy & Ngr (L, ).

Remarque 13.2. — Soit € L¥ /LF(\y). Alors, si L¥ (G, A;) # LF()\y), le caractére
Zp; depend du choix de Z d’apres le lemme 13.1 (a), tandis que le caractére p, n'en
dépend pas d’apres le lemme 13.1 (b). Ceci justifie la notation.

Posons
- T
zELF JLF (\y)

de sorte que p est la restriction de v a ng(f, X) Par la formule de Mackey, on a

L. LA LF
Res Gl' ( )I d GFEE X; M1 = IIld%F )\1
donc il existe une unique composante irréductible i de Ind GF(~ ~) 11 telle que
PN

RcsicF(L N g n= A

D’apres le lemme 13.1 (b), on a
5 Nar(L)) ~

(13.3) w= R%NGF(E,X)
Fixons une représentation o : Ngp (I: X) — GL(M ) ayant pour caractere ji et une

représentation o : NGr(L A) — GL(M ) ayant pour caractere v étendant toutes deux
les representations de LF et LF sur M et M respectivement. Alors

Ngr(L,A) Ngr(LA) ~

(13.4) ReSNGF(E.X) o =Res " &%

d’apres 13.3. Pour tout z € LF / L¥ (A1), notons o, la restriction de o au sous-espace
M, de M.
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Pour tout w € Wgr (L, A), nous notons w un representant de w dans Ngr (L, \)
F
et nous définissons, pour tous f € Indgp M, et g€ GF,

Tu(f)g) = D o1(w)f(i ug).
ueUF
Alors, d’apres [HL8O, proposition 3.9], (T )wc Wer (L)) st une base de H;. De méme,
nous définissons, pour tous w € WGF(I:, X)7 fe Indg; M et ge (~}F,
TuD@ = 3 5 i ug).
ueUF
Alors, encore d’apres [HL80, proposition 3.9], (fmwewcp(i}) est une base de H.

D’apres [HL8O, corollaire 5.4], il existe des isomorphismes de Q,-algebres

(13.5) Hi =~ Q[War (L, N)]
et
(13.6) H o~ Q[Wer (L, A)].

De plus, I'image de Ty, dans H; est Ty, d’apres 13.4 donce, par un argument de défor-
mation, les isomorphismes ci-dessus peuvent étre choisis de sorte que le diagramme

H————— Q[War(L,N)

w0

~ _
Hy ———— Q,[War (L, A)]

soit commutatif. Nous ferons bien str ce choix-la par la suite.

Remarque 13.8. — Une fois choisie une racine carrée de ¢ dans QQ, et une fois choisis

vy et v, alors les bijections entre ensembles de caracteres irréductibles induites par les

isomorphismes 13.5 et 13.6 sont uniquement déterminées (voir [HL83, théoréme 4.8]
et [BC72, théoreme 2.9]).

13.B. Paramétrage des caracteres dans une série de Harish-Chandra. —
D’apres le corollaire 12.5 (b), on a
gGh L= J[  &GNLA).
«€LF /LF (A1)

Les isomorphismes 13.5 et 13.6 induisent des bijections

Irr Wer (L)) — &GP L,\)

n [T R,
It Wer (L) — E(GF.L))

et ~
X — Ry.
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Théoréme 13.9. — Avec les notations ci-dessus, on a :

(a) RE_pAi = > n()R,.
n€lr Wg r (L,AN)
(b) Soit n € Ir Wgr(L,A) et x € Irr Wgr(L, )\). Alors

G p _ (L
<R.,7,R66GF RX>GF = <R G (L )\) 7X>W - (E,X)
(c) Soit I € LE¥(X\y) et soit € le caractére linéaire de Wgr (L, \) associé a | via
lisomorphisme 12.7. Soit n un caractére irréductible de Wgr (L, X). Alors
Ry = Ryge.

Démonstration. — L’assertion (a) est immédiate. Montrons maintenant (b). Faisons
ici agir G¥' et G a droite sur M et M respectivement. Soient V; (respectivement
Vx) un Hi-module (respectivement H- module) irréductible ayant pour caractere n
(respectivement x) a travers les 1somorphlsmes 13.5 et 13.6. On voit V;, comme un
H-module. Posons M, = M* @3V, et ]\[ = M* @ V Alors M, (respectivement
]\’[x) est un G-module (respectivement GF -module) a droite irréductible ayant pour
caractere R, (respectivement ﬁx) On a

<R,], Resg: ﬁX>GF = dim@ Homgr (M,,, Rcsgi ]fo)
N
= dimg, M; ®g,gr ResGr M,
~F —~— ~
= dimg, V;y @3 (M &g, gr ResGr M*) @5 Vi,

Or, Rosgli M* = M* et M ®g,6F M* = H. Par conséquent,

<R ResGr R > = dimg V*onHosV,

ns WSGF L /qF , 'n OH H VX
dnn V Vx,'

La commutativité du diagramme 13.7 montre que ce dernier terme est égal a

Wer@LA) s
< R,(,bWGF (L3 Iz X>WG1«‘(L7>\)’

ce qui montre (b).

(c) Puisque | € L¥()\;), lautomorphisme &(I) de M stabilise M;. Soit f €
IIlde M;. Posons

wlf): GI' — My
g — a)(f( " al)).
Alors wi(f) € Indgg My et
wy Indg: M, — Indl();[j M,

est un isomorphisme dc Q,-espaces vectoriels. De plus, si g € G, alors 7' gl agit sur

IndP; M, comme w;” qwl
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Si e, désigne 'idempotent primitif central de H; associé a ), alors (c) est équivalent

a égalité
wlenwfl = enge-
Par définition, cela découle de 1’égalité suivante, que nous allons démontrer par la
suite :
wlTwwfl =1, (1) 'T,

pour tout w € Wgr (L, ), o 7, est le caractere linéaire de iF(Al) associé a [ par
I'isomorphisme

Wear (L, A)/War (LX) ~ (LF(A\)/LE (G, A1),
Donc soient f € Indg'g M; et g € GF. Alors

(WiTww;  f)(9) () (Tuww; ' f)(I7 " gl)
> G(1or (). (w ) ul " gl)

ueUF

= Y (Mo ()a () f (b ul " g)

uweUF

= ) aWor(w)a() " . f (i~ 1 ug)

uweUF

= > o (@)F() " f (i i ug)

uweUF

= Za(z)al(w)a(zrlal(lw*rlw).f(w—lug)
ueUr

= (Do (w)a(l) oy (lw™ 17 d)oy (W) T (Tw £)(g).

D’apres 13.4, on a oy (I~ ) = a(1)a (w1~ ). Donc
(@ Tww; ' f)9) = G(W)or (w)or (b1 b)ory () (T £)(9)-
De plus, par définition de 7, la représentation
LY (\) — GL(M,)
l — o (w)oy (b Ha)o () !

admet le méme caractere que la représentation

LF()\l) R GL(Ml)
l — (D)o (l)

et leur restriction & L est égale & o1. Donc

o1 (w)o (W H)oy () ™! = 7, (1) (1)

pour tout [ € L¥(A;). D’ot le résultat. O
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Remarque 13.10. — Une fois choisi 'isomorphisme d’algébres H =~ @Z[ng(f,,X)],
Iisomorphisme H; ~ Q,[Wgr (L, \)] est déterminé & un caractére linéaire pres de
War(L,\)/Wgr (L /\) c’est-a-dire, d’apres le théoréme 13.9 (c), & conjugaison pres
par un élément de L ();).

13.C. Paramétrage de £ (GF,L,\). — Soit maintenant n un caractére irréduc-
tible de W, (L, \). Alors la restriction de n au sous-groupe central (L¥ /LF (A1) de
Wg +(L,\) est un multiple d'un caractére linéaire de (LF /LF (A1), Donc 7 definit
un élément z,, de L¥/LF();). Choisissons un relevé #, de z, dans LF/LF(G,\)
et soit &, le caractere linéaire de W(’;F(E,X) associé a 7z, par l'isomorphisme
( éF(E,X)/ng(i,X))A ~ LF/LF(G, \1). Alors n ® €, est un caractere irréduc-
tible de W4 (L, A) et (L¥/LF(A\1))" est contenu dans son noyau. Donc il peut étre
vu comme un caractere irréductible de Wgr (L, A). On définit alors

(13.11) Ry =""R, g1

Remarquons que R,, ne dépend pas du choix du représentant z, de x, (voir théo-
réme 13.9 (¢)). De plus, si 1 contient (I:F/I:F()\l))A dans son noyau, alors 7 peut
étre vu comme un caractere irréductible de Wgr (L, ) et le caractere R,, défini par
13.11 coincide avec le caractere R, défini au début de la sous-section 13.B. S’il y
a ambiguité, ce caractere irréductible sera noté RnG. Le théoréme suivant est une
conséquence de cette discussion :

Théoréeme 13.12
(a) L’application

est bijective.
(b) On a
Rfcprd= >, ()R,
nemw&F(i,X)
(¢) Soit n et x deux caractéres irréductibles de W(’;p(f;,X) et Wgr (E,X) respecti-
vement. Alors
(LX)
r 20 T X W @)
(d) Soit n € Iy W, (L, X). Alors R, € E(GF L, A, )
(e) Soient | € LF et n € IrrWGF(L /\) Notons & le caractére linéaire de
KV&F~(L,)\) associé & | wia [lisomorphisme (Wé,;(L,)\)/ng(f.,X))A ~
LT /L¥(G, \)) induit par 12.6. Alors

l
Ry = Ryge,

(R ResGr Ry ) r = <Reb
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Corollaire 13.13. — Soit n un caractere irréductible de W, (IZ,X) Alors

(a) La restriction de n a ng(L /\) est sans multiplicité.
(b) Soit LF le sous-groupe de LF contenant LF(G A1) tel que

L /LF(G ) = {€ € (WGr (L A)/War (L) [ n©€ = n}.

(Rappelons que l'on a un isomorphisme (Wék(f’, X)/ng(i,X))/\ ~ f;F/f,F(G, A1).)

Alors
~a FTF
G"(R,)=G"L].
Démonstration. — L’assertion (a) résulte du théoreme 13.12 (¢) et du théo-
reme 11.12. L’assertion (b) découle du théoreme 13.12 (d). O

Remarques 13.14

(a) Gardons les notations du corollaire 13.13 (b). Le sous- groupe (LF/LP( 1))" est
central donc tout caractere linéaire £ de W, (L, \)/War (L, \) vérifiant n@& = 1 doit
contenir ce sous-groupe dans son noyau. Don(, LF(G7 A1) C Lﬁ CLF(/\I) (comparer
avec le corollaire 12.10).

(b) Comme dans la remarque suivant le théoreme 13.9, le paramétrage de
E(GF L, \) donné dans le théoreme 13.12 (a) est bien défini a tensorisation
pres par un caractere lindaire de W( (Ij,X)/ W’(;p(E,X) (une fois l'isomorphisme
H o~ Q[Wgr (fJ X)] choisi) donc il est bien défini & conjugaison pres par un élément de
L. Pour fixer précisément ce paramétrage, il faut choisir une composante irréductible
de la restriction de Ry & G et associer & cette composante irréductible le caractere
trivial de W, F(Ij,}v\) : c’est équivalent a choisir une extension vy de la composante
irréductible py de la restriction de v a NGy(I:, X) telle que R,QSSPGF(L')\) = Ar.
13.D. Action de Hl(F Z(G)). — Soit z € HY(F, Z(G)). Notons £. le caractere
linéaire du groupe W(, (L, )\) /War (L )\) image de z par la suite de morphismes

HY(F.2(G)) = L /LY Z(G)F — L /L (G, \)) == (Whr (L, \)/Wegr (L, M),
Ici, le dernier isomorphisme est le dual de 12.6. On peut voir £, comme un caractere
linéaire de W, (L, A). La proposition suivante est immédiate.

Proposition 13.15. Soient z € HY(F,Z(G)) et n € Irr W(’;,(f,X) Alors T8 R, =
R’/E: :

13.E. Induction de Harish-Chandra. — Pour une preuve de I'analogue du théo-
réme suivant pour la série de Harish-Chandra (G, L, A1), voir [HL83]. Le théoreme
ci-dessous en découle facilement.
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Théoréme 13.16. — Soit M un sous-groupe de Levi F-stable de G tel que LC M. On
choisit une bijection
It Wigr (LX) — E(MF,L,A)
n — R%/I
telle que (RSICQRIIVI,R?)GF # 0. Alors
el M pG _ W,k (LX) o
(RrtcQlty’ RS )gr = <IndW&F(g,x) 777<>W'GF<L,A)

pour tous caractéres irréductibles n et ¢ de WllvlF(f‘? X) et W(';F(I:,X) respectivement.

Remarque 13.17. — Apres avoir choisi une racine carrée de ¢, choisir une bijection
It Wi (LX) — EMFLN)
n — Rg/l

est équivalent & choisir une extension v] de A\; & Nygr (L, \) (voir [HL83, théoréme 4.8]
et [BC72, théoreme 2.9]). Si nous demandons & cette bijection de vérifier

(Rypc Y R )ar #0,

alors nous devons choisir pour v} la restriction de v et, pour la racine carrée de g, la
méme que celle choisie pour le groupe G*'.
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CHAPITRE 5

AUTOUR DES CARACTERES DE GELFAND-GRAEV

Le but de ce chapitre est d’étudier les caracteres de Gelfand-Graev ainsi que leurs
composantes irréductibles, appelés caractéres réguliers. Dans les groupes a centre non
connexe, il peut y avoir plusieurs caracteéres de Gelfand-Graev (ils sont paramétrés
par H'(F, Z(G))) et ce ne sont pas forcément des fonctions uniformes, contrairement
a ce qui se passe dans les groupes a centre connexe [DL76, §10]. Dans la section 14,
nous rappelons la définition et les premieres propriétés de ces caracteres, comme les
résultats de Digne, Lehrer et Michel [DLM97] ou lauteur [Bon04a, partie II] sur la
restriction de Lusztig. Dans la section 15, nous rappelons comment sont paramétrés
les caracteres réguliers ou semi-simples (un caractére semi-simple est, au signe pres, le
dual d’Alvis-Curtis d'un caractere régulier). La section 16 est consacrée a 'étude des
séries de Harish-Chandra au-dessus d’un caractere semi-simple cuspidal en adaptant
I’étude faite au chapitre précédent a ce cas particulier. Dans la derniere section de ce
chapitre, nous étudions les combinaisons linéaires d’induits de Lusztig de caractéres
semi-simples.

14. Caractéres de Gelfand-Graev

14.A. Eléments unipotents réguliers. — Si g € G, alors dim Cg(g) > dim Ty.
Un élément g de G est dit régulier si dim Cg(g) = dim Ty. L’ensemble des éléments
réguliers de G forme un ouvert dense de G (voir [Ste65, théoreme 1.3 (a)]).

Concentrons-nous maintenant sur les éléments unipotents réguliers. Tout d’abord, il
existe des éléments unipotents réguliers [Ste65, théoreme 3.1]. Ils sont tous conjugués
dans G [Ste65, théoreme 3.3] : notons ufig la classe de conjugaison des éléments
unipotents réguliers de G. Un élément unipotent u de G est régulier si et seulement
si il est contenu dans un seul sous-groupe de Borel [Ste65, corollaire 3.12 (b)]. Un
élément unipotent u € Uy est régulier si et seulement si u € U; pour toute partie non
vide I de Ay [Ste65, lemme 3.2]. Notons Ug ¢, 1'ensemble des éléments unipotents
réguliers de Uy : c’est un ouvert dense de Ug.
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Soit Uy = Hae<1> Ao U,, ou @g est le systeme de racines positives de ®q associé
a Ag. Alors Uy est le groupe dérivé de Ugy. De plus, 'action de U; par translation
(a droite ou a gauche) sur Ug stabilise Ug rég. Il est de plus clair que Tq agit tran-
sitivement sur Up ¢e/U;. En particulier, (Ug ee/U1)" = U} reg/Uf est non vide.
D’autre part, le stabilisateur de tout élément de Ug,¢g/U1 dans Ty est Z(G). Ce
/U7

dernier étant connexe, on en déduit que TO agit transitivement sur UZ rég

Proposition 14.1. — Soit u € Ug sy Alors :
(a) Ca(u) =Z(G).Cy,(u).
(b) Sip est bon pour G, alors Cy,(u) est connexe.
(c) L’application Uy — uUyq, x — zuz~ ! est surjective.
(d) Siu est un autre élément de Ug yég, alors il existe b € By tel que v’ = bub~!.
(e) By est lunique sous-groupe de Borel de G contenant u.

Démonstration. — L’assertion (a) découle du fait que le stabilisateur, dans Ty, d'un
élément de Uoﬁl«ég/Ul est égal & Z(G). Pour (b), voir [SS70, 3.7]. Montrons mainte-
nant (c). Soit f : Uy — uUy, z + zuz~'. Cest un morphisme de variété. L'image
de f est une orbite sous l'action d'un groupe unipotent, donc c’est une sous-variété
fermée de wU;. De plus, la dimension des fibres de f est toujours égale a

dim Cy, (u) = dim Cg(u) — dimZ(G) = |Ay|.
Par conséquent, la dimension de 'image de f est

dim Uy — dim Cy, (u) = |®§ | — |Ag| = dim Uy.
Puisque ©wU; est irréductible, 'image de f est bien «Uj. (d) découle de (¢) et du fait
que Ty agit transitivement sur Ug e5/U;. (€) est clair. |

14.B. Caractéres réguliers de UY'. — Un caractere linéaire ¢ : Ul" — @Z est
dit régulier s'il contient UI" dans son noyau et si Resg‘j 1) # 1 pour toute partie stricte
¢po-stable I de Ag (le lecteur peut aisément vérifier q{m cette définition coincide avec
[DLM92, définition 2.3]). Rappelons que U; désigne le radical unipotent de Pj.
Notons (UE)A

Fixons maintenant et ce jusqu'a la fin de cet article un caractere hnéairo non trivial

rsg 1'ensemble des caracteres linéaires réguliers de uy

1 F p — @e . Sin est un entier naturel non nul, nous noterons y,, : F pn Q[
Xl(TI'F . /m, (). Avec ces choix, on obtient [DLM97, §2] une dI)pllCdthIl 1)1.]u tive
(U
tivement sur I'ensemble des caracteres réguliers de UZ et que le stabilisateur d'un ca-
ractere régulier dans Tf est Z(G). Par conséquent, T{;/T{)'W.Z(G)I‘w ~ HY(F, Z(Q))
agit librement sur I'ensemble des T{ -orbites dans (Up)/y

~

3 F , e ate 1o o s TF et frangi
T() -équivariante U} /Ul — Cela montre que le groupe Tj agit transi

rég"

I(‘
N GF
On appelle caractére de Gelfand-Graev de G tout caractere de la forme Indgr v,
0
oft 1 est un caractere régulier de UL Notons Uniyee (GF') Uensemble des classes de
GF-conjugaison d’éléments unipotents réguliers de G et GG(GT) I'ensemble des
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caracteres de Gelfand-Graev de G¥. La derniére remarque du précédent paragraphe
montre que H'(F, Z(G)) agit transitivement sur GG(G'') (en particulier, il n'y a
qu'un caractere de Gelfand-Graev dans GF ).

Si [u] € Uniwg(GF), alors [u] N UE est contenu dans U 4, et son image dans
Ug rég/Uf est une T} -orbite. On peut donc lui associer un caractere de Gelfand-
Graev I'G : I’application

Uniwee(GF) —  GG(GT)
M — IS

est surjective et H'(F, Z(G))-équivariante. Nous verrons plus tard qu'elle est bijec-
tive.

Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous firons un élément unipotent
"

régulier u € U régs MOUS notons Y le caractere régulier de Ug associé et nous posons

ré = Indgg .

Une fois fixé 1, Pensemble des T -orbites de caracteres réguliers de UL est en
bijection naturelle avec TS/TgZ(é)F ~ HY(F,Z(G)). Soient z € H'(F, Z(G)) et
t. € ’I‘{ tels que U%(fZTg.Z(é)F) = z. Posons . = ¢ o (adt.)"!. Alors {¢. | z €
HY(F,Z(G))} est un ensemble de représentants des TE -orbites de caracteres linéaires
réguliers de UL On définit alors

G _ Gt
(14.2) r;y= IndUg V..
Remarquons que I'S ne dépend que de z et que
(14.3) 'S =1%o (adt.) ! =7°1C,
Donc les caracteres de Gelfand-Graev de G sont les I'S on z parcourt H'(F, Z(G)).
14.C. Restriction de Harish-Chandra. — Le théorcme suivant a été montré

par Digne, Lehrer et Michel [DLM92, théoreme 2.9] (voir aussi [Asa87, preuve du
lemme 3.6.1] pour un énoncé moins fort).

Théoreme 14.4 (Digne-Lehrer-Michel). — Soit P un sous-groupe parabolique F'-stable
de G et soit L un complément de Levi F-stable de P. Alors *RE’C PFG est un caractére
de Gelfand-Graev de L. Plus précisément, si Bo CP et To CL, alors la restriction
de v a UE NLEY est un caractére régulier de UL N LY et

* G G _ 1 L” Uy
RL C PF —_— IIldU(r)?mLF(Reb ‘II‘QLF (,/})-

U
Notation. Sous les hypotheses et notations du théoréme 14.4, on pose
(14.5) It = "R pI'C.
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Remarquons que I'V' ne dépend pas de P. Si on pose I'V = 7LTL pour tout z €
H'(F,Z(L)), alors, d’apreés 10.4, on a

(14.6) T (o) = "REcpl'$
pour tout z € H'(F,Z(G)).

14.D. Dualité d’Alvis-Curtis. — Les résultats de cette section sont diis eux aussi
a Digne, Lehrer et Michel.

Théoreme 14.7 (Digne-Lehrer-Michel). — On a :
(a) Sige G est tel que DgT'C(g) # 0, alors g est un élément unipotent régulier.
(b) Siz et 2" sont deuz éléments de H'(F, Z(Q)), alors

(DTS, IS gr =1G|Z(G)"|0: 2.
Démonstration. — voir [DLM92, théoréme 2.12 (i) et (ii)]. d0

Corollaire 14.8 (Digne-Lehrer-Michel). — La famille (I'S), ¢ HI(F,2(G)) est libre. En
particulier, si z et z' sont deux éléments distincts de H'(F, Z(G)), alors TS #TSG.

14.E. Restriction de Lusztig. — Nous fixons dans cette sous-section un sous-
groupe de Levi F-stable L de G.

Hypotheése. — Nous supposerons dans cette sous-section, et seulement dans cette sous-
section, que p est un bon nombre premier pour G.

Dans [Bon99b, §2], I'auteur a défini une application
resS : Unipeg(GF) — Uniyeg (LY.
Rappelons sa définition (pour la preuve des faits utilisés dans la discussion suivante,
nous nous référons & [Bon99b)).

Tout d’abord, si L est un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabo-
lique F-stable P de G, notons 7, c p : P — L la projection canonique et posons
pf : UIlirég(G’F) — Unirég(LF)
l9lar — mLcp(lgle NP).
Il est bien connu que p& est bien définie et ne dépend pas du choix du sous-groupe
parabolique F-stable ayant L comme sous-groupe de Levi [DLM92, proposition 5.3].
Revenons au cas général. Soit L; un sous-groupe de Levi F-stable L-déployé de L
minimal tel que 'application h’h soit un isomorphisme. Le groupe L; étant cuspidal, il
existe alors un sous-groupe de Levi F-stable G-déployé Ly qui lui est géométriquement
conjugué. Alors I’application
cL: Unigg(LE) —  Uniwg(Lf)
Ly —  [llgr NLY
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est bien définie et bijective. De plus, pﬁl est elle aussi bijective. On pose alors, comme
dans [Bon99b, page 279],
resf = (pr,)”" o cL o ph,-

Nous allons maintenant définir une autre application Unirég(GF ) — Unirég(LF ).
Notons g un élément de G tel que Ly = 9Ly. Puisque L; et Ly sont F-stables,
F(g)g~! appartient & Ng(L;). Notons wy, sa classe dans Wg(L1). Nous noterons ici
¢f : Wg(L1) — Z(L1) le morphisme de groupes noté wfhvl dans [Bon04a, partie [,
corollaire 3.8], out v; est un élément unipotent régulier de L;. Il est & noter que ce
morphisme a été calculé explicitement dans [Bon04a, partie II, table 1]. Identifions
Z(Ly) et Z(L) via hf et notons 21, V'image dans H'(F, Z(L)) de I'élément ¢ (wy)
de Z(L). On pose alors

dim& = TZI'L o resg .
Nous rappelons les propriétés des applications resS et dlmf.

Proposition 14.9. — On a :
(a) Les applications res& et dlm$ ne dépendent pas des choiz de Ly, Lo et g
effectués ci-dessus.
(b) Siz € HY(F,Z2(Q)), alors res® or& = T}E‘L(Z) oresP et dimg o 76 = T}{"L(z) o
dim§.
(c) Les applications resS et dlmf sont surjectives.
(d) Si M est un sous-groupe de Levi F-stable de L, alors res$y = reskyores® et
dim$; = dlmE; o dlm§.
Démonstration. — Les assertions (a), (b) et (c) sont évidentes. Le fait que res$; =
resky ores® est démontré dans [Bon04b, proposition 7.5 (c)]. Il suffit alors d’appliquer

[BonO4a, partie II, corollaire 2.4] pour obtenir que dlmyy = dlmk; o dimE. O

Notation. — Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous noterons, lorsque
p est bon pour G, up, un représentant de la classe de L¥ -conjugaison dlmf[u]gp.
D’autre part, nous noterons I'V le caractére de Gelfand-Graev de LY associé a [u]yr .

La conjecture suivante propose une généralisation du théoréeme de Digne-Lehrer-
Michel sur la restriction de Harish-Chandra d’un caractere de Gelfand-Graev.

Conjecture &. — Si L est un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabo-
lique P de G, alors *RE - pI'C = egerI'".

Conjecture &'. — Si L est un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabo-
lique P de G, alors *Rf - p7& =~ .

Rappelons que la notation & a été définie dans la sous-section 1.D : c’est la
fonction caractéristique de la classe de G¥-conjugaison de u. Nous dirons que « la
conjecture & (resp. &’) a lieu dans G » si, pour tout sous-groupe de Levi M de G,
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pour tout sous-groupe parabolique P de M et pour tout complément de Levi F-stable
L de P,ona *RM pT™M = eper TV (resp. *RE - pyM =L ).

Proposition 14.10. — Si la formule de Mackey a lieu dans G, alors la conjecture & a
lieu dans G si et seulement si la conjecture & a lieu dans G.

Démonstration. — Cela résulte facilement de [DLM97, propositions 2.1 et 2.5]. O

Lorsque le centre de G est connexe, ces conjectures ont été montrées par Digne-
Lehrer-Michel [DLM92, proposition 5.4] : en effet, dans ce cas, les fonctions centrales
I'G et v& sont des combinaisons linéaires explicites de caracteres de Deligne-Lusztig
RE(0), ou (T,0) € V(G, F). 1l suffit alors de calculer *RE_p, RE(0) : cela se fait en
utilisant la formule de Mackey qui est valable dans ce cas (voir théoréme 10.12 (a2)).

Lorsque le centre de G n’est pas connexe, ces conjectures ne sont démontrées qu’en
utilisant la théorie des faisceaux-caracteres, ce qui restreint leur domaine de validité
(notamment & cause de 'emploi de [Lus90, théoreme 1.14]).

Théoreme 14.11. — Si p est bon pour G, si F' est un F,-endomorphisme de Frobenius
de G et si q > q(G), ot qo(G) est un constante ne dépendant que de la donnée
radicielle associée a G, alors les conjectures & et &' ont lieu dans G.

Remarque. — Dans [DLM97, théoréme 3.7], Digne-Lehrer-Michel ont montré que
*RSCpFG est égal, au signe egeyp, pres, a un caractere de Gelfand-Graev de LT
En revanche, ils n’ont pas déterminé lequel. En étudiant plus précisément l'algebre
d’endomorphismes de l'induit d'un faisceau-caractere cuspidal supporté par la classe
unipotente régulicre [Bon04a] ct cn intégrant cette information supplémentaire dans
la preuve de Digne-Lehrer-Michel, nous avons obtenu le théoréme ci-dessus [Bon04a,
partie II, théoreme 15.2].

15. Caracteres réguliers et caractéres semi-simples

Dorénavant, et ce jusqu'a la fin de cet article, nous firons un élément semi-simple
s € G*" . Nous fizons aussi un élément semi-simple 5 € G*I" tel que i*(3) = s.

Nous reprenons les notations introduites dans la section 8 (T7, B}, @4, ¢;...). Pour
tout w € W°(s), nous choisissons un tore maximal F*-stable T}, de C&.(s) de type
w par rapport & T;. Notons ¢ : W — {1, —1} le caractere signature de W. Nous
noterons €, (respectivement £2) sa restriction & W (s) (respectivement We(s)). Alors,
siwe W°(s), onacp: = E(U))E(;a* (s) et donc, d’apres le corollaire 10.13,

(15.1) DGR'(I?:T( (S) = EGE(]&* (S)E(w)R%“ (S)
Exemple 15.2. — 1l se peut que la restriction du caractere signature & Ag-(s) soit non

triviale, comme le montre le cas o G = SLy(F), F': G — G est un endomorphisme
de Frobenius déployé et s est 'unique élément d’ordre 2 de T§.
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Soient, ’i“{ = i*71(T}). Alors W est canoniquement isomorphe au groupe de Weyl
de G* relativement & T? et, puisque Cx. (3) est connexe (voir théoreme 3.5), on a
W(5) = W°(5) et Ag.(5) = {1}. De plus, W(5) = W°(s) car W°(s) est le groupe
de Weyl du systéme de racines ®,. Pour tout w € W(3), on pose T%, = i*~1(T%).
D’apres la proposition 10.11 (a), on a, pour tout a € Ag-(s),

(15.3) RE. ()@ pu(a) = RS, (3)

1

atwa

car Spg(a) = asa~'. En particulier
S 1

(15.4) RS.

awa™

(5) = RE. (5).

1
D’apreés la formule de Mackey (théoréme 10.12 (a2)), on a, pour tous w, w’ € W°(s),
(15.5)

|Cyw ) (wer)]  si wpy et w'¢py sont conjugués sous W (s),
(RS, (), RE: (s))ar = { )

0 sinon.

15.A. Définition. — Un caractere irréductible de G est dit régulier (respecti-
vement semi-simple) s’il est une composante irréductible d’'un caractere de Gelfand-
Graev de G!" (respectivement du dual d’Alvis-Curtis d’un caractere de Gelfand-Graev
de GT). Nous allons dans cette section paramétrer les caractéres réguliers (et semi-
simples) de G appartenant & £(GF', [s]) ou £(GF, (s)). Nous allons aussi établir les

premiéres propriétés (action de G, restriction de Harish-Chandra...).

Posons
p :pG _ €G€Cé*(s) Z RG (S)
o We@l L,
(15.6)
EGECY,. (s)
; +G e G
=x8 = e RE. (s).
Xs = X ()] we;(s)é(w) T (5)
Remarquons que, d’apres 15.1,
(15.7) Xs = eaecy, (s)Da(ps).
Alors, d’apres le corollaire 11.5, on a
éF‘
ps = Resgr ps,
(15.8)
.
Xs = Rosgp X3-

D’apres la proposition 10.11, on a

PERZ = ps,
(15.9)
X582 = Xz

pour tout z € (Keri*)"",
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Théoréme 15.10 (Deligne-Lusztig). — On a :
(a) (x5, I%)gr = 1.
(b) ps et xz sont des caractéres irréductibles de GF et ils appartiennent a
E(GF,[3).

(c) Le caractére de Gelfand-Graev de Gl ala décomposition suivante :
ré=> x
(3]

Remarque. — Le théoréme précédent est démontré dans [DL76, théoréme 10.7]
lorsque F' est un endomorphisme de Frobenius. Dans le contexte légeérement plus
général dans lequel nous nous plagons, le résultat reste valide. En effet, d’apres
[DL76, page 161], il faut seulement utiliser le fait que la formule de Mackey a lieu
lorsque 1'un des deux sous-groupes de Levi est un tore (voir théoreme 10.12 (a2)).

Corollaire 15.11 (Asai). — On a :
(a) (x5 T%)qr = 1.
(b) ps et xs sont des caractéres de G sans multiplicité et toute composante irré-
ductible de ps ou xs appartient ¢ £(GF,[s]).
(¢) Si xs.1 est lunique composante irréductible commune a T'S et x4 (voir (a)),

FG = Z Xs,1-
[s]

Démonstration. — (a) résulte du théoreme 15.10 (a), de 15.8 et de la réciprocité de
Frobenius. (b) résulte du théoreme 15.10 (b), de (a), de 15.8 et de la proposition 11.7
(a). (¢) découle de (b) et du théoreme 15.10 (c). |

alors

On pose ps1 = caecy, (syDa(xs1) € E(GT,[s]). C’est une composante irréductible
de ps. S’il y a ambiguité, on notera PS] et XS] les caracteres irréductibles ps1 et xs.1
de G* respectivement.

Corollaire 15.12 (Digne-Lehrer-Michel). — Soit L un complément de Levi F-stable
d’un sous-groupe parabolique F-stable P de G. Notons L* un complément de Leuvi
F*-stable d’un sous-groupe parabolique F*-stable de G* dual de L. Alors

G G L
"Ry cppsi = Z P
[tlper+ Clslgar~
* G L
et RE PXs,1 = Z Xt,1-

(tlpp= Clslgure
Démonstration. — La deuxieme égalité résulte du théoreme 14.4, du corollaire 15.11
(c), et du corollaire 11.11. La premiere découle de la seconde et de la relation de
commutation entre I'induction de Harish-Chandra et la dualité d’Alvis-Curtis [DM91,
théoréme 8.11]. O

ASTERISQUE 306



15. CARACTERES REGULIERS ET CARACTERES SEMI-SIMPLES 81

Si € e (Ag-(s)F)", on pose
Ps,e = Tszs,l et Xs,& = TZGXS,17

ol z € H'(F, Z(G)) est tel que @%(z) = & (d’apres le corollaire 11.13, les caracteéres
Xs.¢e et pse ne dépendent que de £ et non du choix de z). S’il y a ambiguité, nous
noterons pS,g et XS& les caracteres irréductibles ps¢ et xs¢ de G respectivement
(€ € (Ag- ()" )M).

La proposition suivante décrit les caracteres réguliers ou semi-simples appartenant

a E(GE [s)).

Proposition 15.13 (Asai). — Le stabilisateur de ps1 (ou xs1) dans GF est égal a

Ps = Z Ps,¢

GF(s). Par conséquent,

§€(Agx(s)F")"
et Xs = Z X,

E€(Agx(s)F)7
Démonstration. — Seule la premiére assertion nécessite une preuve, la deuxieme ré-
sultant immédiatement de la premiere et du corollaire 15.11 (b). Mais, par la théorie
de Clifford, elle découle de la formule 15.3. O

Corollaire 15.14
(a) Size HY(F,Z(G)) et si £ € (Ag-(s)F )", alors

G
Tz Ps,& = Ps,g(2)

et X5 = Xs,600(2)-

(b) Xxs.¢ est une composante irréductible de I'S si et seulement si € = @0(z).
Corollaire 15.15 (Digne-Lehrer-Michel). — Soit L wun complément de Levi F-
stable d’un sous-groupe parabolique F-stable P de G. Soit L* un complément
de Levi F*-stable d’un sous-groupe parabolique F*-stable de G* dual de L. Soit
€ € (Ag-(8)F")". Pour tout t € L*" tel qu’il existe g € G** wvérifiant 95 = t, on
pose & = Resﬁf:((tt)):: 9¢ ; le caractére linéaire & ne dépend pas du choix de g. Alors

* G G L
Ry - PPs¢ = Z Pte,

[t]L*F‘* Cc [S]G*F*

* G G
et Ry - PXs¢ = Z X}:g,~
[t]L*F* - [Slg*F”‘
Démonstration. — Cela résulte du corollaire 15.12, de la commutativité du dia-
gramme 8.6 et de 10.5. O
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Proposition 15.16. — On a p, = X si et seulement si C&.(s) est un tore mazimal de
G*. Dans ce cas, il existe un caractére linéaire & d’ordre 1 ou 2 de Ag- (S)F* tel que,
pour tout £ € (Ag-(s)F")", on ait

Dapse = ececy, (s)Ps.ec. -

Démonstration. La premiere assertion est immédiate. Supposons donc que C&. (s)
est un tore maximal de G*. Notons & le caractere linéaire de Ag-(s)f tel que

Dapsy = eaecy, (s)Ps.c.-

Puisque 7€ o Dg = Dg o 7€ pour tout z € H'(F, Z(G)), on en déduit la formule
donnée dans la proposition 15.16. Pour finir, puisque Dg est une involution, on a
£ =1. O

Exemple 15.17. — Le caractere linéaire & de la proposition 15.16 peut étre non
trivial. En effet, supposons ici que G = SLy(F), que F est 'endomorphisme de
Frobenius déployé standard sur F, et que p (ou ¢) est impair. Notons s 'unique
élément de T§ d’ordre 2 et notons 6 l'unique caractére linéaire de T} d’ordre 2.
Alors ps = R%(()) et *R.(lz'o(ps,l) = 0 d’apres le corollaire 15.12. D’autre part,
Dg = (RSE’O ) *R%) —Idgz 1 gr- Done Dg(ps,1) = ps.e, ou € est I'unique caractere
non trivial de Ag-(s)f" ~ Z/27.

16. Caracteres semi-simples ou réguliers cuspidaux

Nous allons ici étudier les séries de Harish-Chandra associées & un caractere cuspidal
semi-simple (ou régulier).

16.A. Caractérisation de la cuspidalité. — Soit £ € (Ag-(s)F")". Si ps¢ est
cuspidal, alors Dgps.¢ = ngps,e et donc Dgps = ngps. En particulier, ps = xs. Donc
un caractere irréductible cuspidal est semi-simple si et seulement si il est régulier.
Dorénavant, nous fixons un couple (T1,61) € V(G, F) tel que (T, 6;) S (T},3) et
nous posons (T1,0;) = %esg(’fl,gl). Le lemme suivant précise quand est-ce qu'un
caractere semi-simple est cuspidal.

Lemme 16.1. — Soit € € (Ag-(s)"" ). Le caractére irréductible ps ¢ de G est cus-
pidal st et seulement si Cg&.(s) est un tore maximal F*-stable de G* qui n’est contenu
dans aucun sous-groupe de Levi F*-stable G*-déployé.

Démonstration. — Remarquons que, d’apres le corollaire 12.1, p, ¢ est cuspidal si et
seulement si le caractere irréductible p; de GT' Dest. Il est donc suffisant de montrer
le théoreme pour G.
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Si ps est cuspidal, alors Dg pz = ngps donc ps = xz. Cela montre que Cg. (5) est
un tore maximal de G* donc que Cg. (s) = T}. Dans ce cas,
ps = E(;Ei;R% (s)
donc Cg. () n’est contenu dans aucun complément de Levi F™-stable d'un sous-
groupe parabolique F*-stable propre de G*.
Réciproquement, supposons que Cg. () soit un tore maximal F*-stable de é*

qui n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi F*-stable G*-déployé. Alors pg
£&eT, RG (01) Soit L un complément de Levi F-stable d’un sous-groupe parabollque

F-stable propre P de G. Alors, d’apres la formule de Mackey (voir théoreme 10.12
(a2)), on a

«pG
RE - pl%, (91)
ce qui montre la cuspidalité de pz. O
16.B. Groupe d’inertie. — Notons L, (respectivement E:) le sous-groupe de Levi

F-stable (respectivement F™*-stable) G-déployé (respectivement G*-déployé) conte-
nant ’i‘l (rebpectivement ’i‘*) et minimal pour ces propriétés (v01r remarque 2.4).
Alors, Ly et L? sont duaux. On pose Ly = =L,NG et L= *(L¥). Soit Py un sous-
groupe parabolique F-stable de G dont L soit un complément de Levi. On pose Py
P,NG. En appliquant le corollaire 2.3 au groupe Cg. (), on obtient que C~* (s) = T*

Donc, d’apres le lemme 16.1, pg‘“ est un caractere irréductible cuspidal de Lﬁ . Donc,
d’apres le corollaire 12.1, les caracteres irréductibles P?g de LI sont cuspidaux pour
tout § € (Ar- (s)F")N. Le groupe W stabilise Ker(F* —¢'/%, Y(T}) @ Q(¢'/%)) donc
il normalise L*. On a en fait le résultat plus précis suivant :

Proposition 16.2. — Le groupe Wé,‘-(is,/)é“‘) est canoniquement isomorphe a
Wi(s)F".
Démonstration. — On a

Pkt = £RE (6).
Le groupe W (s )" est isomorphe & War(T1,01) et le groupe W (3)F" est isomorphe
a Wgr (T, 0, ). De plus, puisque C~* (s) = T ,ona Wpr(Ty,01) = {1}.

Le groupe Wgr (T1 ()1) normalise L. Soit w € Wear(Ty,01). Notons 7, le carac-

tere lindaire 6. 9 de TF/TF ~ LF/LF Alors

wpgs :,0;\ ®7—u)-
Donc, si on note w 'image de w dans Wc;p(f;)7 alors I'application

a: Wgr(Ty,0,) — W(’;F(fls,pg*)
w o (W0, Tw)

est un morphisme de groupes bien défini.
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Montrons d’abord que a est injective. Soit w € Wgr(T1,61) tel que a(w) =
Alors 7, = 1 donc w € Wgr (T, 01) Mais w = 1 donc w € WLf(Tl,Ol) c’est- a—dlre
w=1. N

Il reste & montrer que «a est surjective. Soit (w,7) € W(’;F(is,pg‘s). Notons w un
représentant de w dans Ngr(L,). On a

Ry (“61) = Ry (6@ 7)
donc il résulte de la formule de Mackey (théoreme 10.12 (2)) qu'il existe I € L tel
que (“’Tl, “’01) (lTl, (91 ® 7)). Soit 1y = [~1b. Alors 1wy € Ngr(T1,0;) et, sion
note w4 son image dans Wgr(T1,0;), alors (w4 ) = (w, 7). O

Soit Wi, (s) le groupe de Weyl de Cv: (s) relativement a T7. On a Wy, (s) = Ar:(s)
car C7. (s) = 1"(Cg. (8)) = T7. Donc Ag:(s) est un sous-groupe F*-stable de W(s).

Proposition 16.3
(a) Ap:(s)" F™ est contenu dans Ag~(s)F .
(b) AL*(s) F" est central dans W (s)F"
(c) G"(s) = G". LI(G,pyy).
(d) oS € E(GF L., pb).

Démonstration. — (a) découle de la proposition 8.7 (b). (b) résulte du fait que
Ag-(s) est abélien, de (a) et de la proposition 8.7 (c). Montrons (c). Reprenons les
notations de la preuve de la proposition 16.2 et voyons 7, comme un caractere linéaire
de G¥. Par définition de Lf(G,p£§)7 on a GF LF(G, pi“j) = NweWg r (T1,0,) Ker Ty

— G
Mais, par la commutativité du diagramme 6.4, 7, est égal & wQ(a,,) , ol a,, désigne
'image de w dans Ag-(s)F . Le résultat découle alors de la définition de G¥'(s).
(d) découle de ’égalité

<RG CP pL 7ps >GF - 17

qui a été montrée dans le corollaire 15.12. O

Remarque 16.4. — Le sous-groupe Ar,- (8)F" de W(s)F" ~ Wé;F(I:,p%) est isomorphe
au sous-groupe central (L /L (pz))" défini dans le §12.D.

16.C. La série £(G¥,L,, ple). — D’apres le théoréme 13.12 (a) et d’apres la
proposition 16.2 on obtient des bijections

MW E — &GP L, o)

(16.5)
X I R3]
et
(16.6) W)™ E(GF Lok

n — Rn[s]
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D’apres [Lus84a, chapitre 8], la bijection 16.5 est bien définie une fois fixée la conven-
tion suivante :

(16.7) R[] = p$

et, par la remarque 13.14 (b), la bijection 16.6 est bien définie une fois fixée la
convention suivante :

(16.8) Ry[s] = pdy.
Sl y a ambiguité, nous noterons RS [s] le caractere irréductible Ry[s] de G (1 €

Irr W (s)F") et par RXé (5] le caractere irréductible Ex 5] de GF (x e I, W(3)F").

Remarque 16.9. — D’apres le théoreme 11.10, on a

E(GF Ly, o) CE(GT, [3))

et E(GF Ly, p¥) C E(GF, [8]).
Grace aux théoremes 13.12 et 13.16, on obtient :

Théoreme 16.10
(a) Sin et x sont des caractéres irréductibles de W (s)F~ et W(3)F respectivement,
alors

I oF
(Ry[s], ResGr Ry[3))ar = <R€S%E§;F* X)W (z)F* -
(b) SinelrrW(s)F" et € e (Ag-(s)F)", alors
% Ry[s] = Rygels]-

(¢) Soit L un complément de Levi F'-stable d’un sous-groupe parabolique F'-stable P
de G contenant L. Fizxons un sous-groupe de Levi F*-stable L* d’un sous-groupe
parabolique F*-stable de G* contenant L et tel que la L -classe de conjugaison
de Ly soit associée a la L*F -classe de conjugaison de LY. Notons Wy (s) le
groupe de Weyl de Cy»(s) relativement a T5. Alors

W(s)F"
<RSC Per; [5]’ RCG [SDGF = <IndW£(l)F* n, C>W(s)‘M
pour tous caractéres irréductibles n et ¢ de Wi,(s)"" et W(s)F" respectivement.

Remarquons que l'assertion (c¢) du théoreme précédent 16.10 utilise le corol-
laire 15.12.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



86 CHAPITRE 5. AUTOUR DES CARACTERES DE GELFAND-GRAEV

17. Caracteres semi-simples et fonctions absolument cuspidales

17.A. Un exemple de fonction absolument cuspidale. — Si a € Ag-(s
on pose

b

)

. G -1
Psa = Psa = EGECS,. (s) > §la)™ pse.
£€(Ag~(s)7)"
I1 est facile de retrouver les caracteres irréductibles ps ¢ comme combinaisons linéaires
des ps.q. En effet, si € € (Ag-(s) )", on a

EGECe,, (s) )
(17.1) Ps,e = m E §(a)ps.a-
a€Ag-(s)F"

Par ailleurs, il résulte du corollaire 15.14 que
(17.2) ps.a € Cent(GF | [s], a).
Si a et b sont deux éléments de Ag-(s)F", un calcul élémentaire montre que
L |Ag-(s)F"| sia=0b,
(17.3) (Ps,as Psp)ar = { .
0 sinon.

D’apres 'exemple 10.6, on a :

Proposition 17.4. Siac Ag-(s)F est tel que ws(a) € 21

cus

(G), alors ps.q est une
fonction absolument cuspidale.

17.B. Restriction de Lusztig. — Nous travaillerons sous I'hypothese suivante :
Hypothese. Nous supposerons jusqu’a la fin de ce chapitre que p est bon pour G.

Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de Levi F*-
stable de G* dual de L. L’hypothese entraine que I’application res® entre ensemble de
classes unipotentes réguliéres est bien définie (voir §14.E). En particulier, le caractere
de Gelfand-Graev I'V est lui aussi bien défini. Nous allons ici donner une formule pour
la restriction de Lusztig des caracteres /’Sg‘

Proposition 17.5. — Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu
dans G. Soit € € (Ag-(s)" ). Pour tout t € L*F" tel qu’il existe g € G*F" wérifiant

Ag=()F \ L P .
9s = t, on pose & = Res’,© (t) 9¢ ; le caractere linéaire & ne dépend pas du choix

Ap« (t)F"
de g. Alors
G G __ L
"RE psTe = caeLecy,, (s) Z £ce, (1P,
[tlper= Clslger~
et "REXSe = caer > Xi'e,
[tlpwpx Clslgur~
Remarque 17.6. — La proposition 17.5 généralise le corollaire 15.15 tout comme le

théoreme 14.11 généralisait le théoreme 14.4.
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Corollaire 17.7. — Supposons que la formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu
dans G. Soit a € Ag-(s)" . Pour tout t € LI tel qu’il existe g € G*F" wvérifiant
95 = t, on note a; l'élément gag™" de AG*(t)F* s Uélément a; ne dépend pas du choiz

de g. Alors
. |Ag- ()"
RL ps a A— pt N
|Ap- (2)
[f’]L*F‘* C [S]G*F‘*
ar€ALs (H)F"
17.C. Combinaisons linéaires d’induits de caractéres semi-simples. — Soit

w € W(s). On fixe un élément g,, € G* tel que g, ' F(g.) normalise T} et représente
w. On pose alors T} = 9»TF et s, = guwsg, . D’apres le théoréeme de Lang, on peut
choisir g,, de sorte que s, = s4, ol a désigne la classe de w dans H!(F™*, Ag~(s)).
C’est ce que nous ferons dans la suite. Il est a noter que le couple (T7,, s, ) est bien
défini & G*F -conjugaison prés par w (et méme par la classe de w dans H'(F*, W (s)) :
en effet, le stabilisateur du couple (T7, s) dans G* est égal a I'image inverse de W (s)
dans Ng-(T7)).

Fixons maintenant a € Ag-(s)F . Alors le sous-groupe de Levi F*-stable L*

S,a

a été défini dans §8.D. Si w € W(s)*, on pose LI = 9vL* . Alors le couple
S,a,w s,a”

(L% 4.5 Sw) est bien défini a G*I"_conjugaison prés par w (et méme par la classe
de w dans H'(F*, W (s)®) : en effet, le stabilisateur du couple (L} ,,s) dans G* est

égal a 'image inverse de W (s)® dans Ng-(T7) d’apres le corollaire 8.11 (e)). De plus,
puisque a € Ay | (s)F" par construction, on en déduit que a € Av: u/(s)F* pour tout
w € W(s)* (a travers le morphisme injectif naturel Ap. (s) — Ag-(s)). Notons
que

(17.8) Civ (sw) =T,

s a,w

(voir corollaire 8.11 (a)). Notons Ly 4., un sous-groupe de Levi F-stable de G dual
de L}
(et méme par la classe de w dans H'(F*, W (s)%). Donc la fonction RS‘ p,“‘, Q" est

w

Alors le couple (Lg 4., s %" ) est bien défini & GF'-conjugaison pléq par w

s,a,w"

bien définie : nous la noterons R 4., Elle appartient & Q,&(GF, (s)). Si a désigne la
classe de w dans H'(F*, Ag-(s)), alors, d’apres le théoréme 11.10 et 17.2, on a

(17.9) Rs.amw € Cent(GF [s,],a).
Si f € Cent(W(s)%p1), on pose :

R(s,a); = ( > Fwé)Reaw
wGW(s)“
D’aprés 17.9, cela nous définit une application linéaire R(s,a) = R(s,a)®

Cent(W(s)%¢;) — Cent(GY, (s),a). S'il est nécessaire de préciser le groupe ambiant,

nous noterons RS, la fonction R 4.4 et R(s, a)? la fonction R(s,a);.

S,a,w
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Remarque 17.10. — Si 7 € H'(F*, Ag-(s)), nous identifierons 7 & une fonction cen-
trale sur W(s)%¢;, de la fagon suivante : si w € W (s)?, I'image de w¢, par cette
fonction centrale est égale & 7(w), ou w est 'image de w & travers la suite de mor-
phismes W (s)® — Ag-(s) — H'(F*, Ag-(s)). Avec cette notation, on a, pour tout
z € Z(G)F et pour tout f € Cent(W(s)%¢1),

tSR(s,a) 5 = 3(2)R(s,a) a1 ()

Ici, z désigne I'image de z dans Z(G)F. Pour montrer cela, il suffit de remarquer que,
d’apres le lemme 9.14 et d’apres la remarque 11.1 (d), on a

t?Rs,a,w = 5(z)w ( )(w)RS,a,w
pour tout w € W(s)®.

Proposition 17.11. — Supposons que la formule de Mackey a liew dans G. Soit a €
Ag-(s)F" et soient w et w' deuz éléments de W (s)*. Alors

|Cw (s)s (wo1)| st woy et w'gr sont conjugués sous W(s)?,

0 Stnon.

<Rs,a,wy Rs,a,u}’>GF = {

Démonstration. — D’apres la formule de Mackey, et compte tenu de la proposi-
tion 17.4, on a

<Rs,a,w7Rs,a,w'>GF = Z <p91:,c:1u npsmj’a‘;‘l>LF )
neNE LJLF o

w,w s,a,w

ou Ny w = {n € G| Lsqw = "Lg g }. D’autre part, on a une bijection naturelle

entre [NF ,/LE, ] et [NGEL/L:E" ] (ot bien sir N, = {n € G* | L}, , =
"L’; anw’ ,}) et, a travers cette bijection, on a
R R _ <~L5,a_“, Lg.q,w >
< 8,a.,W) s,a,w’)GF - ps“,,a 7Pnsw,n- LE, .
neW L /L)

En particulier, si les couples (L} , ., 5w) et (L nsyw'n~1) ne sont pas conjugués

s,a,w’
sous G*F7 (c'est-a-dire si we; et w'¢; ne sont pas conjugués sous W(s)?), alors
(Rs.a.ws Rs,a.w)ar = 0. Nous pouvons donc supposer maintenant que w = w’. On a,

dans ce cas,

= 'Ls, ,w 'Ls,u,m
<R3107W7Rs,a,w’>GF - Z <ps“,u(lzl ’pnsu,n_l,a>L_fa,w
nE[Ng.px (L% 4 ) /LIE",]

s,a, u} s,a.w
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. . L., . .
Soit maintenant n € Ng.r- (L}, ). Posons 3, = <psw,;w,pnsui‘nw " a>LF . Si 8y et

s,a,w

nsyn~! ne sont pas L*E _conjugués, alors 3, = 0. Si s, et ns,n~' sont L;IZ w"

s,a,w
conjugués, alors il existe un représentant de la classe de n dans Ng.r- (L%, ) /L5,

qui centralise s,, et alors 3, = |AL* (54)F"|. Par suite,

e
|
X|(NG*F* saw)mCG*(s ) )/CL:aw( )F*

= |(Nger (L3 4.0) N Car (50) ) /CE. | (s0)"|.

<Rs,a,w, Rs a,w’ )GF = IAL*

s,a,w

(8w

Or, Cp. (sw) = T}, et, d’apres le corollaire 8.11 (e), on a (NG*(L’;G) N
Ca-(s))/T; ~ W(s)*. D'ou le résultat. O

Corollaire 17.12. — Supposons que la formule de Mackey a lieu dans G. Alors l'ap-
plication R(s,a) : Cent(W (s)%¢;) — Cent(GF, (s),a) est une isométrie.

17.D. Induction de Lusztig. — Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G
et soit L* un sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. On suppose que L*
contient un élément s’ € L*F" géométriquement conjugué a s. Le but de cette section
est de décrire I'action de l'induction de Lusztig RE sur l'image de R(s’,a)¥, pour
a € Ap-(s')F". Le résultat décrit cette action en termes d’une induction tordue entre
les groupes Wp(s') et W(s). Avant d’exprimer ce résultat, nous avons besoin de
comparer ces deux groupes. On fixe un sous-groupe parabolique P* de G* dont L*
est un sous-groupe de Levi et on note V* le radical unipotent de P*.

Fixons tout d’abord un élément g € G* tel que gsg~! = s’. Soit B} un sous-groupe
de Borel F*-stable de CP.(s") et soit T§, un tore maximal F*-stable de Bj}. Alors
g_l(Bin* (s’)) est un sous-groupe de Borel de C&.(s) et -‘flT}: est un tore maximal
de gkl(Bin*(s')). Donc il existe h € C&.(s) tel que

(Tf, BLOv-(+))) = (T}, BY).

Notons que (gh)s(gh)~! = s'. Par suite, (gh) "' F*(gh) normalise T} et centralise s :
on note wy, sa classe dans W (s). Puisque le couple (T}, Bf,) est bien défini & conju-
gaison prés par un élément de Cf. (s')F", 'élément wy, est bien défini par le couple
(L*, s"). En particulier, si on identifie Ay« (s") avec le sous-groupe correspondant de
Ag-(s) (via la conjugaison par gh), alors wr, commute avec Ap«(s’). D’autre part,
via la conjugaison par gh, nous verrons Wy, (s') et WE(s') comme des sous-groupes
wr, F*-stables de W (s) et W°(s) respectivement.
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Proposition 17.13. — Soita € Ap-(s')Y et identifions a avec un élément de Ag~(s)""
comme ci-dessus. Alors le diagramme
, R(s',a)t
Cent(Wy(s')*wr,¢1) ————— Cent (L, (5), a)
W (s)® 1 G
Indyy, (oyewe, R
R(s,a)® ,
Cent(W (s)*¢1) ——————— Cent(G", (s),a)
est commutatif.
Démonstration. — Siw € Wi, (s')* (vu comme un sous-groupe de W(s)%), nous fixons

un élément 1, € L*¥" tel que l;lF *(l») appartienne au normalisateur de T, et repré-
sente (gh)w(gh)™'. On a T§ = (gh)Ti(gh)~" et remarquons que (l,gh) ' F*(l,gh)
normalise T7 et représente wwry,. La proposition découle alors facilement de cette
observation, de la transitivité de I'induction et de [Bon99a, lemme 3.1.1]. O

17.E. Transformés de Fourier de caractéres semi-simples. — Si A est
un groupe abélien fini et si ¢ est un automorphisme de A, on note M(A,¢) le
groupe (AP)N x H'(p,A). Son dual M(A, )" est égal & A¥ x H'(p, A)". Si
(a,7) € M(Ag-(s), F*)", on pose

N . 1 _
pmx=ﬂ%;:7r——ﬁ- > T(@)&(a) ™ ps, e
e ()] emia .
,C ax(s),F*)
Ici, nous avons identifié le groupe Ag-(sa) avec le groupe Ag-(s) (via la conjugaison
par I'élément g, tel que gosg;! = s,) : cette identification ne change pas I'action du
morphisme de Frobenius car Ag-(s) est abélien. Si (£, a) € M(Ag-(s), F'*), alors
1 _ .
(17.14) Psa6 = Th T ET Z () 1‘5(”‘)96»&?
[Ag- ()] e
(a,T)EM(Ag~(s),F*)
Proposition 17.15. — Soient (a,7) et (a/,7') deuzx éléments de M(Ag-(s), F*)".
Alors :
(a) ps.ar € Cent(GF, (s),a).

Z () Psy a-

(b) ﬁs,a,r YA
a7 (g o)

N . 1 si(a,7)=(d,7),
(C) <Ps,a,-r7ps,a’,r’>GF = .
0 sinon.
(d) Siz € Z(G)F, alors t8ps.ar = 8(2)Psare1(5)-
(e) Sila formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu dans G, alors

/33,(1,7' = R(S7 a’)‘r-
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Ici, T est vu comme la fonction centrale sur W(s)*¢1 qui envoie wey sur 7(w),
ot w désigne 'image de w dans H'(F*, Ag-(s)).
Démonstration. — (a), (b) et (c) sont évidents. (d) se montre de la méme maniére
que la premiere égalité de la remarque 17.10. Montrons (e). Tout d’abord, d’apres
(a) et le corollaire 17.12, on a (fs.q.7, fs.a,r)aF = (R(s.a)r,R(s,a);)gr = 1. Il nous
reste a montrer que

(*) (ps.ar R(s,a)r)gr = 1.

Soit w € W(s)® et notons « la classe de w dans H'(F*, Ag~(s)). Pour montrer (x),
il suffit de montrer que

(%x) <[)S,a,‘rvT(O‘)Rﬁ,“‘u,/)?,Z’,‘:iw>GF =1
Mais, d’apres (b), d’apres 17.9 et d’apres le théoreme 11.10, on a, par adjonction,
1

<ﬁs,a,raT(Q)ng.a‘“,/)ij;(:iw>GF = |AG*(9)P_W <T(a)*R&‘uv,nps(.,a,T(a)ﬁ?j;‘a"’>gp

Par suite, d’apres 17.3 et le corollaire 17.7, on a
1 [Ag- ()"

Ae s Tl RG jLs.aw .= 7 X Ap~ S —17
Par TORL. . P Ve = TGP * Tang, ()] B (30

ce qui montre (xx). O
Exemple 17.16. — Supposons dans cet exemple, et uniquement dans cet exemple, que

a = 1. Nous poserons alors R(s) = R(s,1). D’autre part, L}, ,, = T, Si 7 est un
caractere irréductible F*-stable de W (s) et si 1] est une extension de n & W (s) x {¢1),
alors R(s); est un caractére fantéme de G¥. Tous les caracteres fantomes de G ne
sont pas obtenus ainsi.

17.F. Séries rationnelles. — Nous allons maintenant construire une isométrie
Rls,a] de l'espace des fonctions centrales sur W°(s)%¢; invariantes par I'action de
Ag-(s)F" vers Cent(GF, [s],a). Si f € Cent(W°(s)%¢;), on pose
1

Z f(w¢l)Rs,a,w-

= F*
|AG (S) weWe(s)ae

Rls,aly = R][s, a]};

we(s)e|

D’apres 17.9, on a R .0 € Cent(GF [s], @) pour tout w € W°(s)?. On a donc défini
une application R[s,a] = R[s,a] : Cent(W°(s)%¢;) — Cent(G*,[s],a) dont il est
facile de vérifier que, si f € Cent(W°(s)%¢;) et b € Ag-(s)F", alors

(17.17) Rls,aly = R[s,aley.

En particulier, l'image de R[s,a] est égale & I'image de sa restriction a
* (s L * (S F*

(Cent(W°(.s)a¢1))AG )" Si f et g sont deux éléments de (Cent(Wo(s)a¢1))AG ()"

on pose
P (f, 9>W0(s)a¢>,

(f,9)s0a = W
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Alors (,)s,q est un produit scalaire sur (Cent(W"(s)“qﬁl))AG*(s)F*.
Proposition 17.18. — Soit a € Ag-(s)" . Alors Uapplication

R[s,a] : (Cent(W°(8)a¢1))AG*(S)F*—> Cent(GF, [s], a)
est une isométrie (pour les produits scalaires (,)s.q €t {,)aqr ).

Démonstration. — Si f € Cent(W (s)%¢1), on note Resg , f sarestriction a W°(s)%¢;.
Il est alors immédiat que Res; , f est stable sous I'action de Ag-(s)" " Cela nous

.
définit donc une application Res; , : Cent(W(s)*¢1) — (Cent(WO(s)”qﬁl))AG*(s) .

o
Réciproquement, si f € (Cent(Wo(S)adsl))AG*(S) , on pose, pour w € W°(s)% et
be Ag-(s),
-1 b= o LF*(e A
(Ext?., f)(wbgy) = flewe™ ¢1) S? c_1 (c) pour un c € Ag-(s), .
si b # ¢ ' F*(c) pour tout ¢ € Ag-(s).

Il est & noter que la premiere formule ne dépend pas du choix de ¢ car f est invariante
sous l'action de Ag«(s)" . Il est alors clair que Ext{, f € Cent(W(s)*¢1). On a

)F"
donc défini une application Extg , : (Cent(WO(s)agbl))AG*(&) — Cent(W(s)%¢1).
De plus,

(17.19) Res; , o Ext, , = Id(Cent(Wo(s)“d)l))AG*(’)F* .

D’autre part, Extg , est une isométrie (pour les produits scalaires (, )s.a et (,)w(s)ag,)
et le diagramme
- R[s,a
NF 9
(Cent(W°(s)2¢y)) ¢ ————— Cent(G", [s],a)

(1 7.20) EXtO

s,a

Cent(W(s)%¢1) Ris,a) Cent(GF, (s),a)

est commutatif. Les applications R(s,a), Ext; , et linjection Cent(GF, [s],a) —
Cent(GT', (s),a) étant des isométries, on en déduit que R[s, a] est une isométrie. [

Remarque 17.21. — 11 était possible de démontrer directement en utilisant la propo-
sition 17.11 que R[s, a] est une isométrie. Nous avons cependant voulu introduire les
applications Resj , et Extg , car elles nous seront utiles par la suite.

Proposition 17.22. — Si la formule de Mackey et la conjecture (&) ont lieu dans G,
alors 1
R = ————Psa-
[S,CL]l |AG*(S)F‘I'DS’

Ici, 1 est vu comme la fonction constante et égale a 1.
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Démonstration. — Notons 7[5 : Cent(G*) — Cent(G*,[s]) la projection orthogo-
nale. Alors le diagramme

R(s,a)
Cent(W(s)*¢1) Cent(GF, (s),a)
(17.23) Resg , Ts]
R[s,a

(Cent(W°(s)2y)) @ ————— Cent(GF [s], a)

est commutatif. D’ott R[s, a]; = 75 R(s,a)1. Le résultat découle alors de la proposi-
tion 17.15 (e). a

Nous concluons ce chapitre par un résultat décrivant I'induction de Lusztig a travers
les applications R|[s, a]. Soit donc L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un
sous-groupe de Levi F*-stable de G* dual de L. On suppose que s € L*F’ ", Reprenons
les notations de §17.D (en remplagant s’ par s), de sorte que W (s) est vu comme
un sous-groupe wr, F'*-stable de W(s). Remarquons aussi que, puisque s’ = s, on a
wr, € W°(s).

Proposition 17.24. — Supposons que a € Ayp-(s)F . Alors le diagramme suivant est
commutatif :
Ar(s)F | R]s, a]™
Cent (W (s)wr,¢1) AL ()7 [Rls,al Cent(L%, [s])
We(s)" $1 G
Indwg(s)awml Ry,
A~ (8)F 7 |R[s, a]®
Cent(W°(s)%¢) | (5)" [Rls.a] Cent(GF, [s]).
Démonstration. — Le méme argument que dans la preuve de la proposition 17.13
allié encore & [Bon99a, lemme 3.1.1] prouve immédiatement cette proposition. O
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CHAPITRE 6

FAISCEAUX-CARACTERES

L’objet de ce chapitre est 'étude de l'influence de la non connexité du centre
de G sur la théorie des faisceaux-caracteres. Le centre de G agit sur les faisceaux-
caracteres de deux fagons. La premiere est la trace de ’action par conjugaison : cette
action induit une action sur chaque faisceau-caractere par multiplication par un ca-
ractére linéaire de Z(G). Le calcul de ce caractére linéaire est classique mais nous
le rappelons ici (voir proposition 18.4). La deuxitme action est l’action par trans-
lation : le translaté d’un faisceau-caractere par un élément de Z(G) est encore un
faisceau-caractere. Cela induit une action de Z(G) par permutation de 'ensemble des
(classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteres. Nous étudions cette action a travers le
processus d’induction parabolique (voir théoreme 19.4). Nous en profitons pour tirer
quelques conséquences de ce théoréme sur le paramétrage ou sur les fonctions carac-
téristiques des faisceaux-caracteres. A partir de la section 21, nous nous consacrons
aux faisceaux-caracteres apparaissant dans 'induit d’un faisceau-caractére cuspidal
dont le support rencontre la classe unipotente réguliere. Nous y établissons un pa-
ramétrage de tels faisceaux-caracteéres séries par séries et obtenons une formule pour
leurs fonctions caractéristiques comme combinaisons linéaires d’induits de Lusztig de
caracteres semi-simples (voir théoréeme 22.5). Comme conséquence, nous obtenons
que la fonction caractéristique d’un faisceau-caractere, non nécessairement cuspidal,
dont le support rencontre la classe unipotente réguliere est une transformée de Fourier
de caracteres semi-simples (voir le corollaire 22.7).

18. Action de Z(G) sur les faisceaux-caractéres

Nous rappelons dans cette section comment sont construits les faisceaux-caracteres
avant d’étudier l'action de Z(QG).

18.A. Systeémes locaux kummeériens. — Fixons un sous-groupe de Borel B de
G ainsi qu'un tore maximal T de B. Soit U le radical unipotent de B. Nous fixons
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aussi un tore maximal T* de G* dual de T. Nous identifierons le groupe de Weyl
W de G relativement a T avec celui de G* relativement & T*. Nous ferons aussi
'identification X (T) = Y (T*).

Notons S(T) 'ensemble des classes d’isomorphie de systémes locaux kummériens
sur T. Le produit tensoriel munit S(T) d’une structure de groupe abélien. D’autre
part, le groupe W agit naturellement sur S(T). Le choix des applications 1, j et
k construites dans §1.B permet de construire un isomorphisme W-équivariant de
groupes abéliens T* ~ S(T), s — L,. Nous allons rappeler sa définition : si s € T*,
il existe x € X(T) = Y(T*) et n € N*, premier a p, tels que 71~ (xz/n) = s. On note
en : F* — F*, z — 2™ C’est un revétement étale galoisien de groupe pu,,(F). Nous
noterons X, le systeme local sur F* associé a ce revétement et au caractere linéaire
K, (F) — Q,". On a alors :

(18.1) Ly =a"X,.

Ici, z : T — F* est seulement vu comme un morphisme de variétés.

18.B. Faisceaux-caractéres. — Fixons maintenant un élément w de W et un
représentant @ de w dans Ng(T). Nous noterons my; : BwB — T l'unique application
telle que, si v et v’ appartiennent & U et ¢t € T, alors my(vwtv’) = t. Clest un
morphisme de variétés. Soient

Y. = {(9,hU) € G x G/U | h"'gh € BuB}

et Y., = {(9,hB) € G x G/B | h_'gh € BuB}.

Notons By : Y — ?w I’application canonique. Posons

Q- Y., e T
(9,hU) — my(h~'gh)

Yw * ?w — G

et
(9,hB) +— g.

Alors auy, Bw €t Y sont des morphismes de variétés bien définis. Nous avons donc
construit un diagramme

Qlyjy N Bw ~ Yw
T v, Y. G.

Le groupe T agit sur Yy, de la facon suivante : si t € T et si (g,hU) € Y., on pose
tx (g, hU) = (g, ht " 'U).

Alors (3, est une fibration principale de groupe T. D’autre part, le groupe T agit sur
T de la facon suivante : si t et ¢ appartiennent & T, on pose

twy t =w Hwt't™L.
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Alors il est facile de vérifier que «y, est T-équivariante. De plus, le groupe G agit
diagonalement sur Y, et Y, par conjugaison sur la premiére coordonnée et par
translation & gauche sur la deuxiéme, et il agit sur G par conjugaison. Les morphismes
Buw et vy sont alors G-équivariants.

Soit s € T* et supposons que w vérifie w(s) = s. Alors, d’aprés [Lus85, 2.2.2],
L est T-équivariant pour 'action *,,. En particulier, o, L, est un systeme local T-
équivariant sur Y ... Par suite, il existe un unique (& isomorphisme prés) systeme local
Ew s sur Yo, tel que o Eu, s > o, Lg. De plus, puisque o, L est G-équivariant, il en
est de méme de Lw’s. Posons :

I(w,s - KG ; = R(%u)!zw,b

w,s

On rappelle qu’un faisceau pervers irréductible A sur G est appelé un faisceau-
caractére s’il existe un triplet (s,w,7) ou s € T* et w € W vérifient w(s) = s et
i est un entier relatif tels que A soit une composante du faisceau pervers PH' (K, s).
Nous noterons FCar(G) 'ensemble des classes d’isomorphie de faisceaux-caracteres
sur G. Il est & noter que tout faisceau-caractere est G-équivariant pour 'action par
conjugaison.

Nous allons conclure cette sous-section par une construction explicite du systeme
local Z“,,s‘ Pour cela, écrivons s = i« (x/n) comme précédemment. Dire que w(s) = s
équivaut a dire que A = w(z/n) — x/n € X(T). En d’autres termes, w(z) —z = nA,
avec A € X (T). Soit By le fibré en droite associé & A (il est obtenu en quotientant par
B la variété G x [F, B agissant diagonalement sur G x F par translations a droite sur
la premiere coordonnée et par le caractere X sur la deuxieme). Si (g, z) € G x F, nous
noterons g * z sa classe dans B)y. Nous noterons B; le complémentaire de la section
nulle dans B). Posons alors

Yoon= {(g,hU,@) € G xG/UxF*|h~lghe BuB et 2" = x(ny(h™ 1gh))}

et \?w’w’n {(q7 hxyz) € G x B | h™'gh € BwB et 2" = x(my(h qh))}

Il est facile de voir que les variétés Yw zn et Yw z.n sont bien définies. Notons jw o
Yu, en — Y., (g,hU, z) (g,hU) et fw an Yw zn — Yw, (J,h x) z) — (g, hB).
Posons aussi &y pn : YU,,I,,L — F*, (g,hU,z) — z et [Juw,n : Yw,x,n — ?wmm
(g,hU, z) — (g, h xy z). Alors le diagramme

o Quzn . Buw,z,n ~
F w,T,mn Yw,z,n
> N rs
En fw,l’.n fw,:l:,n
T Oy N Buw ~ Yw
]FX Yw Y’w G
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est commutatif. De plus, les carrés sont cartésiens et les morphismes fwzn ct fw,z,n
sont des revétements galoisiens de groupe p,,(F). Le lemme suivant est alors immé-
diat :

Lemme 18.2. — L, s est le systeme local sur Y., associé au revétement étale fu om

\ . - X
et au caractére linéaire k= pw,,(F) — Q, .

Remarque 18.3. — Le groupe T agit sur wa’n commesuit :sit € Tetsi(g, hU,z) €
Y y.2,n, alors on pose

Yg,hU, 2) = (g,ht " U, \(t)2).

Il est alors facile de voir que fi . est T-équivariant et que Yo, 5 » est le quotient de
Y. ».n par cette action de T.

18.C. Action de Z(G). — Si A est un faisceau pervers irréductible G-équivariant
sur G, l'action par conjugaison de G sur lui-méme induit une action de Z(G) sur A.
Cette action se factorise par le groupe connexe Z(G)° et, puisque A est irréductible,
cette action est donnée par un caractere linéaire (4 : Z(G) — @[x. La proposition
suivante donne un moyen de calculer ce caractere linéaire lorsque A est un faisceau-
caractere :

Proposition 18.4. — Soit A un faisceau-caractére sur G. Soient s € T*, w € W et
i € Z tels que w(s) = s et A soit une composante irréductible de PH* (K, s). Notons

w [tmage de w dans Ag-~(s). Alors
CA = Wy (LD)

Démonstration. Pour cela, il suffit de calculer I'action de Z(G) sur Ew,s- En effet,
Paction de G sur Y, induit une action trivale de Z(G), donc Z(G) agit sur le systéme
local Ew,s par multiplication par un caractere linéaire, qui ne peut étre que (4.

On utilise pour cela la description de Zw,s donnée par le lemme 18.2 dont on
reprend les notations (x, n, A...). Le groupe G agit sur \7“],];,,,, comme suit : si v € G

et si (g,h*x2) € Yu.zn, ON pose

Mg, hxxz) = (vgy ' oyhoxa 2).

Alors fw‘,,,,n est G-équivariant et il suffit de regarder comment agit v € Z(G). On a,
siy € Z(G),
(g, hoxx z) = (g, h*a A(7)2).

Or, on a A(7)" = z(w™ 1 (y))x(y)~! = 1 car v est central, donc A\(y) € p,,(F). Par
suite, v agit sur £, s par multiplication par x(A(y)). Mais, par définition de ws, on a
K(A(Y)) = ws(w)(7), ot 7 désigne la classe de v dans Z(G) (voir 4.9). 0
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18.D. Séries géométriques. — Soit s un élément semi-simple de G*. Nous no-
terons FCar(G, (s)) I'ensemble des (classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteres A
sur G tels qu'il existe 1 € Z, ¢t € (s) N'T* et w € W tels que w(t) =t et A soit une
composante de PH (K, ).

1l résulte de [Lus85, proposition 11.2 (c¢)] que

(18.5) FCar(G) = [[ FCar(G, (s)).

(s)
Bien sir, les ensembles FCar(G) et FCar(G, (s)) ne dépendent pas des choix de T,
B et T*. Nous utiliserons a loisir cette souplesse en fonction des questions que nous
aborderons.

Si a € Ag~(s), notons FCar(G, (s),a) l'ensemble des (classes d’isomorphie de)
faisceaux-caracteres A sur G tels qu'il existe i € Z, t € (s) NT* et w € W tels que
w(t) = t, w ~ a et A soit une composante de PH*(K,, ;). Ici, la notation w ~ a signifie
que la classe w de w dans Ag-(t) ~ Ag-(s) est égale & a, 'isomorphisme entre Ag«(s)
et Ag~(t) étant induit par un élément conjuguant s en ¢. La proposition 18.4 montre

que

(18.6) FCar(G,(s)) = [ FCar(G,(s),a)
a€Ag+(s)

et que

(18.7) FCar(G, (s),a) = {A € FCar(G, (3)) | ¢4 = ws(a)}.

19. Action de Z(G) sur FCar(G)

Sis € T* et we W sont tels que w(s) = setsiz € Z(G), alors (tG)* Ky s ~ Ky s
Cela montre en particulier que, si A € FCar(G, (s)), alors

(19.1) (tS)* A € FCar(G, (s)).

De plus, si z € Z(G)°, alors (t$)*A ~ A. Cela nous définit donc une action de Z(G)
sur I'ensemble FCar(G) ainsi que sur toutes les séries géométriques FCar(G, (s)).

Le but de cette section est de décrire cette action via le processus d’induction des
faisceaux-caracteéres. Nous nous restreindrons aux faisceaux-caracteres apparaissant
dans l'induit de faisceaux-caracteres cuspidaux dont le support contient des éléments
unipotents. Nous aurons pour cela besoin d’introduire des notions développées dans
[Bon04a, partie I].

19.A. Notations. — Soit L un sous-groupe de Levi de G, soit C une classe uni-
potente et supposons que C supporte un systeme local cuspidal €. Soit £ un systeme
local kummérien sur Z(L)°. Posons F = LK &£. C'est un systéme local cuspidal sur
3 = Z(L)°C. Rappelons que 'existence d’un systeme local cuspidal supporté par
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C implique que Ng(L) stabilise C et £ et donc stabilise 3 et F (voir [Lus84b,
théoreme 9.2 (b)])

Soient Z(L) reg ={z € Z(L)° | C&(2) = L} et B¢y = Z(L);,,C. On note Ly la
restriction de £ a Z(L) et Freg la restriction de F & Xige. On a Frgg = Lrgg X E.
Posons Wg (L, £) = Nc;(L £)/L. Fixons maintenant v € C et notons ( le caractere
irréductible du groupe Ay (v) associé & sa représentation sur &£, par monodromie.
Fixons aussi z € X(Z(L)°) et n € N* | premier a p, tels que £ = z*X,,.

Siw € Wg(L), alors w € Wg (L, £) si et seulement si w(z/n) —z/n € X(Z(L)°).
Dans ce cas, nous notons w la restriction de w(x/n) — z/n a Z(G) N Z(L)°. Alors
il est facile de vérifier que w est trivial sur Z(G)°, c’est-a-dire que w € X (Kerhr,).
En composant avec s, nous verrons w comme un élément de (Ker hy,)" (voir 1.8).
L’application

we: Wg(L, L) — (Kerhp)"
w — w
est un morphisme de groupes ne dépendant que de £ et non pas du choix de z et n.
Nous noterons Wé (L, £) son noyau. Par dualité, on obtient une application surjective

wr : Kerhy, — (Wg(L,ﬁ)/Wé(L7£))A.

19.B. Induction. — Soit A = IC(Z, F)[dim X£]. C’est un faisceau-caracteére cus-
pidal sur L. Nous allons rappeler ici la construction du faisceau pervers induit de A.
Pour cela, posons

Y=Gx%uy Y=GxpZu et Y=|]gTeg"
geG
Ici, G x1, 3¢z désigne le quotient de G x 3¢, par I'action diagonale de L par trans-
lations a droite sur le premier facteur et par conjugalson sur le deuxiéme. Notons
Y — Y¢g la deuxieme projection, G : Y > Y la projection canonique et
Y —>YU application telle que mo 3(g,z) = grg~*.

Alors Y est une sous-variété localement fermée lisse de G, 7 est un revétement
étale galoisien de groupe Wg(L,X) et « et (3 sont des morphismes de variétés (voir
[Lus84b, §3] ou [Bon04a, §1]). Il existe alors un systeme local ﬁ(g sur Y tel que
o Freg /B*j::.rég. Par conséquent, m étant un revétement étale, 7r*.7:mg est un systeme
local sur Y. On a alors [Lus84b, proposition 4.5]

(19.2) Ind$ 4 = 1c(Y, W*ﬁrég)[dinlY].
19.C. Algébre d’endomorphismes. — Comme dans [Bon0O4a, §3], po-
sons Wg(L,v) = Ng(L,v)/Ci(v) et W&(L,v) = (Ng(L) N C&(v))/CE(v).

L’introduction du systéme local £ nous conduit a considérer les sous-groupes
Wa(L,v,L) = Ng(L,v,L)/Cy(v) et W&(L,v. L) = (Ng(L,£) N C&(v))/C.(v).
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Rappelons que Wg(L,v) = W&(L,v) x Ap(v) (voir [Bon04a, 5.3]). D’autre part,
AL (v) stabilise £, donc est contenu dans Wg (L, v, £). Par suite

(19.3) We(L,v, £) = W& (L, v, £) x AL(v).

Puisque W& (L,v) ~ Wg(L), on a W&(L,v,£) ~ Wg(L,L). Par suite, si w €
Wa (L, £), nous noterons w un représentant de w choisi dans Ng (L, £) N C& (v).

Notons A 1'algeébre d’endomorphismes du faisceau pervers semi-simple Inds A.
Nous allons construire, en suivant [Lus84b, proposition 3.5 et théoréme 9.2]
et [Bon0O4a, §5 et 6], un isomorphisme entre A et l'algebre de groupe de
We (L, L) ~ W&(L, £).

Soit w € W (L, £). Soit 7/, I'isomorphisme £ = (intw)*€ qui induit 'identité sur
&,. Soit oy, l'isomorphisme £ = (intw)*L qui induit I'identité sur £y. Alors 6/, =
0w X 7! est un isomorphisme F = (int«)*F. Il lui correspond [Lus84b, §3.4] un
automorphisme @/, de Ind§ A.

Dans [BonO4a, corollaires 6.2 et 6.7] a été construit un caractere linéaire ’Yﬁv,c :
0w = ¥y (W), et Oy =
7[?%4(’11))@;]. Compte tenu des choix qui ont été faits, 'application

0: We(L,L) — A

w — (_)w

W& (L,v) — {1,—1}. Nous noterons 7y, = YL u,¢(w)7,

w

est un isomorphisme d’algebres.

Si n est un caractére irréductible de Wg (L, £), nous noterons K, le faisceau-
caracteére, composant irréductible de Inds A, associé au caractere 7 grace a l'iso-
morphisme de Lusztig ©. En d’autres termes, Hom(Kn,IndS A) est un A-module
admettant 7 comme caractére. Notons que, si z € Z(G) N Z(L)°, alors (t¥)*A ~ A,
done (t8)* Indf A ~ Ind{ A. Par suite, on obtient une action de Ker hy, sur {K, |
n € Irr Wg (L, £)}, c’est-a-dire une action de Ker hy, sur Irr Wg (L, £). Nous pouvons
maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de cette section, a savoir la
description de cette action.

Théoreme 19.4. — Soient n € Ir W& (L, v, L) et soit z € Ker hy,. Notons z un repré-
sentant de z dans Z(G) N Z(L)°. Alors

(t?)*KU ~ Knuﬁ)@(z)~

Démonstration. — Nous reprenons ici les constructions de [Bon04a, §5 et 6], mais
nous devons tenir compte du systeme local £ (qui, dans [Bon0O4a], était supposé
constant). Il nous faut donc les modifier légerement en introduisant le revétement
étale de Z(L)° qui trivialise le systeme local L.
Soit
Zyy ={(2,6) € Z(L)° x F* | 2(z) = £"}.
Alors la permiere projection py : Z, — Z(L)° est un revétement étale de groupe
., (F) : le systeéme local £ est celui associé & ce revétement et au caractere x de p,, (F).
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[e]

Notons Z; ¢ 'image inverse de Z(L)rég dans Z, ,,. Posons

Y., = G/CL(v) X Ziy -
Comme dans [Bon04a, §3.A], posons
Y = G/C{(v) x Z(L)°

rég
et notons f: Y Y I’application naturelle. Soit f’L : {(;’” —Y I’application définie
par composition de Idgc¢ (v) ¥p1. Notons 7t =nwo f+.

Le groupe Wg(L,v, L) x w,(F) agit & droite sur ?;,L de la facon suivante : si
(w,&) € Wa (L, v, L)xp, (F) et si (¢Cs (v),2,&) € ?;n,
X(Z(L)°) et on pose

(9CL(v), 2.€) - (w,§) = (quCE (v), ™" 21b, Ay (2)EE).

Il est alors facile de vérifier, en utilisant [Bon04a, §3.A], que Wg (L, v, £) x u,, (F)
agit librement sur Y

onnote A, = w(z/n)—x/n €

!
xr,mn*

Fixons maintenant z € Ker hy, et notons 2z un représentant de z dans Z(L)°. Soit
z1 € Z(L)° tel que z]' = z. Alors l'application

ty Y’ — Y’

x.n x.n

(9CL(v), 2", 8) — (9CL(v), 22", 2(21)8)

est un automorphisme de variété vérifiant 7+ ot = tf’ o ™. Le théoreme 19.4 découle
immédiatement de ces remarques et du fait que, si w € W& (L, v, £), alors

t7 (1 (9Cs (v), 2, €) - w) = (guCE (v), 1~ 2", Aw (21 0™ 2 w)€)

et Koy (z, ' ziw) = we(w)(2) = Qe (2)(w). |

19.D. Un analogue du théoréme 13.12 pour les faisceaux-caractéres. —
Posons

W& (L, L) = {(w, n) € Wa(L, L) x Z(G)" | @z (w) = Resiiﬁk .

Alors Dapplication W (L, L) — WG(L, L), w +— (w,1) est un morphisme de
groupes injectif qui nous permettra d’identifier W(’;L (L, £) avec un sous-groupe
de WG(L,L). De plus, Papplication w, : WG(L.L) — Z(G)", (w,p) — p
est un morphisme de groupes dont le noyau est WE(L,E). Nous noterons
Wt 2(G) — (WE(L, L)/ W (L, £))" le morphisme dual.

D’autre part, application Z(L)" — WL, L), p — (1,4 0 hy,) est aussi un
morphisme injectif de groupes : nous identifierons Z(L)" avec le sous-groupe cor-
respondant de W (L, £). Alors l'application WG (L, £) — Wg(L, £), (w, i) — w est
surjective et son noyau est Z(L)". En d’autres termes,

(19.5) W&(L, L)/ Z(L)" ~ We(L. L).

ASTERISQUE 306



19. ACTION DE Z(G) SUR FCar(G) 103

Pour finir, notons que Z(L)" est central dans W{ (L, £). Résumons tout ceci dans le
diagramme suivant, dans lequel toutes les suites verticales ou horizontales sont exactes

et tous les carrés sont commutatifs :
1 1

W (L, L) =—==W{ (L, L)

| — s ZL) — s WAL, L) —— s W (L. L) —— 1
Wy wr

| — 20— 3 Z(G) —— 5 (Kerhy)» —— 1

Soit 1 un caractere irréductible de W (L, £). Notons z, I'élément de Z(L) (vu
comime un caractere linéaire de Z(L)") par lequel Z(L)" agit sur la représentation
de W§ (L, £) associée a 1. Notons z, un élément de Z(G) tel que hy(z,) = z,. Nous
verrons z, comme un caractere linéaire de Z(G)", c’est-a-dire comme un caractere
linéaire de W (L, £). Posons

(19.6) Ky = (t8) Kyor(z,)1-

Remarquons tout d’abord que cette notation a un sens. Premierement, 71&12(577 1) est
trivial sur Z(L)" donc peut étre vu comme un caractere irréductible de Wg (L, £)
d’apres 19.5. D’autre part, en vertu du théoréme 19.4, le membre de droite ne dépend
pas du choix de z,. On a donc montré le résultat suivant :

Proposition 19.7. — L’application n — K, est une bijection entre Irt W (L, L) et
Uensemble des composantes irréductibles de Indf(@zeg(L)(ti‘)*A). De plus
IndS( P (ti‘)*A) = fas) K?”(]).
z€Z(L) nelrr WG (L, L)

La proposition 19.7 suggere fortement qu’il doit exister un isomorphisme natu-
rel entre I'algebre d’endomorphismes du faisceau pervers Indg (@ze g(L)(ti‘)*A) et
l'algere de groupes de W (L, £). Nous allons ici le construire. Pour cela, posons
A =®.cz) (t%)*A et notons £’ le systéeme local EBZGZ(L)(&’)*E sur Z(L).
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Soit (w,p) € WE(L,L). On a construit un isomorphisme o, : £ (intw)*L.
Si z € Z(G) N Z(L)°, la preuve du théoreme 19.4 montre que laction de (0y,).
sur £, est we(w)(2)Idz, = u(z)Idz,. Par suite, il existe un unique isomorphisme
Owy » L5 (int ) L' tel que, pour tout z € Z(G), on ait (o). = p(z)Ide, . Par
tensorisation avec 7, on obtient un isomorphisme 6, , : F' = (intw)*F’, ou F' =
L'KRE.

A travers le diagramme d’induction, 0, , induit un automorphisme ©,,, du fais-
ceau pervers Indf A’. Si on note A’ I'algébre d’endomorphisme de Indg A’ alors :

Théoreme 19.8. — L’application
0: @gWé(L,E) — A

(w.p)  — O,

est un isomorphisme d’algebres. Si n est un caractére irréductible de W (L, L),
alors la composante irréductible de Indg A" associée a n a travers l'isomorphisme ©
est K.

20. Fonctions caractéristiques

Nous allons maintenant introduire dans ce chapitre 'isogénie F. Un faisceau per-
vers A sur G sera dit F-stable s’il est isomorphe & F*A. Nous noterons FCar(G)¥
Iensemble des (classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteres F-stables. Si A est un
faisceau pervers F-stable sur G et si ¢ : A = F* A est un isomorphisme, nous noterons
Xa,,: GF — Qy la fonction caractéristique de A, définie par

— E (e i
i€
pour tout g € G¥. Bien siir, X, 4, dépend de . Cependant, si A est irréductible,
alors ¢ est bien déterminée a un scalaire pres. En conséquence, la fonction X4 , est
bien déterminée par A a un scalaire pres.

20.A. Cas classique. — Reprenons les notations de la section précédente (L, L,
E,...). Supposons donc maintenant que L est F-stable, que T est F-stable, que F'(v) =
v et que F*F ~ F. Fixons un isomorphisme ¢ : F*F ~ F. Cet isomorphisme s’étend
en un isomorphisme p# : F*A = A. Soit g, un élément de G tel que g, F(g,) = w L.
Posons

L, =9L, wv, =9 GC,=9C, X,=9%
Lo=(adg, )L, E,=(adg,)E, Fu=(adg,)V'F et A, = (adg“_,])*A.

Alors F, = L, W &,. De plus, Ly, vy, Cyu, Tw, Luw, Ew, Fu et A, sont F-
stables et, suivant la construction de [Lus90, §9.3], on obtient un isomorphisme

O+ F*Fyy 5 Fup. 11 s'étend en un isomorphisme of : F* A, = A,,.
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Fixons maintenant un caractere F-stable 7 de Wg(L, £). On note ¢ 'automor-
phisme de Wg (L, £) induit par F. On choisit une extension 77 de n au produit semi-
direct Wg (L, £) x (¢). Ce choix d’une extension (ainsi que celui de ¢) détermine un
isomorphisme o5 : F*K, = K,. Il résulte de [Lus85, partie II, 10.4.5 and 10.6.1] et
[Lus90, proposition 9.2] que :

Théoreme 20.1 (Lusztig). — Supposons p presque bon pour G et q assez grand. Avec
les notations précédentes, on a

1
Xknos = T T2V (ow)RE, X, .0,
1P IWG(L7£)| ’ EWZ /( ) L. ¥
w c(L,L)
20.B. Translation par Z(G). — Nous allons étudier ici le comportement des

fonctions caractéristiques vis-a-vis de la translation par un élément du centre. Cela
sera fait en termes du paramétrage de la proposition 19.7.

Le systeme local £ étant F-stable, il en est de méme du systeme local £’ sur Z(L).
De méme, le systeme local F’ est F-stable. On fixe un isomorphisme ¢’ : F*F' ~ F’
étendant .

Soit (w, p) € W§&(L, £). Dans la sous-section 19.D, nous avons construit un isomor-
phisme 6, , : F’ 5 (int)* F’. Reprenons les notations de la précédente sous-section
et posons £/, = (int g, ')* L', Fl, = (int g,;*)*F et Al, = (int g;,')* A’. En suivant en-
core [Lus90, §9.3], on obtient un isomorphisme ¢/, , : F*F,, = F/ . Cet isomorphisme
s'étend en un isomorphisme @i : F* Al = Al

Fixons maintenant un caractere irréductible 7 de W (L, £). Alors K, est F-stable
si et seulement si 77 est F-stable. Notons 77 une extension de 1 au produit semi-direct
W& (L, £) 3 (¢), ou ¢ est 'automorphisme de W (L, £) induit par F. Comme dans le
cas classique, le choix de 77 détermine un isomorphisme o5 : F*K,, = K,. Le théoréme
suivant découle presque immédiatement du théoreme de Lusztig précédent.

Théoreme 20.2. — Supposons p presque bon pour G et q assez grand. On a
! ~ G
Yoo = gy, 2 I HORE Xy

(w,p)EWEL(L,L)

Démonstration. Notons z = z, € Z(L). Puisque 7 est F-stable, on a z € Z(L)F".
L’algebre d’endomorphisme du faisceau pervers Ind$ (t%)*A s'identifie, via la
construction précédente, a la sous-algebre de Q,W§ (L, £) égale a @ZWé(L,E)cZ,
ol e, est I'idempotent central ﬁL—)I ZTeZ(L)A 7(2)~ 7. 11 suffit alors d’appliquer le

P . C . N , N
théoreme de Lusztig en remarquant que la restriction de X',, % & 2z¥,, est égale &

(N1 w

—1
Fo 2 T Xy e, D

TeZ(L)N
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21. Eléments unipotents réguliers

Hypothese. — Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous supposerons que p
est bon pour G.

Nous nous intéressons ici aux faisceaux-caracteres apparaissant dans l'induit, a
partir d’un sous-groupe de Levi L de G, de faisceaux-caracteres cuspidaux dont le
support rencontre Z(L) reg- On rappelle que, puisque p est supposé bon pour G, le
groupe Ay, (uy,) est isomorphe a Z(L). Si¢ € Z(L)", nous noterons & le systeme local
reg tel que I'action de Z(L) sur la fibre en ug, € Ureg
le caractere €. Si z € Z(L), on notera 2 un représentant de z dans Z(L). En d’autres
termes, z = 2Z(L)°.

L-équivariant sur U% se fasse par

21.A. Cuspidalité. — Fixons un systeme local kummérien £ sur Z(G)°, un élé-
ment z € Z(G) et un caractere linéaire ¢ de Z(G). Posons F = ((tS)*L) K& : clest

un systeme local sur zugg = zZ(G)"Z/lgg

Proposition 21.1. — F est un systéme local cuspidal si et seulement si ¢ € Z[\ (G).

cus
Démonstration. — voir [Bon00b, proposition 1.2.2]. O

Soit FCar(g, (G) I'ensemble des (classes d’isomorphie de) faisceaux-caracteres cus-

pidaux dont le support rencontre Z(G)L{S;g Soit Cuség(G) un ensemble de repré-
sentants (modulo 'action naturelle de G) des triplets (s,a,7), ou s est un élément
semi-simple de G*, a € Ag-(s) est tel que ws(a) € ZL(G) et 7 € Ag-(s)". Nous
allons construire une bijection entre Cusys(G) et FCdr‘;gg(G)

Soit (s,a,7) € Cusgs(G). On peut supposer, et nous le ferons, que s € T*. Par
hypothese, I'élément s est géométriquement cuspidal et donc wg : Ag-(s) — Z(G)"
est un isomorphisme (voir proposition 7.1 (e)). En particulier, v, : Z(G) — Ag-(s)"
est aussi un isomorphisme. Posons z = @, '(7) et notons L, . la restriction de L4 &
271 = :71Z(G)°. Posons maintenant

J,:.s,(L,T:f,,(LT Eszgg

Notons que L, ~ (fG) L 1. Clest un systeme local G—équivariant irréductible cus-

pidal sur la variété lisse z 11/{3% =:71Z(G)° Llr% Posons
el —17/G ; 07/G
Agar = AS, . = 10(z7UE,., Fy 0.r) [dim Z(G)°US, ).

C’est un faisceau pervers G-équivariant irréductible sur G.

Lemme 21.2. — Soit (s,a,7) € Cuseg(G).
(a) CA.\A(IAT = wS((l/)'

(b) A - est Uextension par zéro du systéme local E 4 .
(c) As.ar € FCar(G,(s)).
(

d) As.ar est cuspidal.
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Remarque. — 11 est connu que le prolongement d’intersection d’un systeme local cus-
pidal est son extension par zéro (en bonne caractéristique), ce qui démontre (c). Nous
rappelons cependant ici un argument élémentaire s’appliquant dans ce cas.

Démonstration. — Soit (s,a,T) € Cus,se(G). Rappelons que 'existence de (s,a,7)
implique que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. Posons ¢ =
ws(a) et z = w71 (7).

(a) découle du fait que Z(G) agit sur & via le caractere linéaire ¢.

(b) Soit « un élément de 'adhérence de zu?ég n’appartenant pas a zuﬁg Puisque
toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A, ceci implique qu’il existe un
sous-groupe de Levi L propre de G contenant . En particulier, Z(L)° C C& (z). Donc
Z(G)NZ(L)° agit trivialement sur la fibre en x de A, , . Par suite, si cette fibre est
non nulle, la restriction de ¢ a Ker hy, est triviale, ce qui contredit la proposition 21.1.
Donc (As,a.7)z = 0.

(c) Rappelons que toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A.
La classification des éléments quasi-isolés réguliers [Bon05] montre que, quitte &
conjuguer le triplet (s, a,7), on peut supposer que s € T* et que a est un élément de
Coxeter standard de W. Nous allons calculer K, s dans ces conditions.

Tous les éléments de BaB sont réguliers et BaB rencontre toutes les classes de
conjugaison d’éléments réguliers [Ste65, remarque 8.8]. La proposition 18.4 et l'ar-

gument du (b) montre que le support de K, s est contenu dans Z( )uﬁg Notons

i Z(G)L{rc,jg — G, Y l'image inverse de Z(Gr)lzlf?jg dans Yo, v:Y — Z(G)Z/l,('zg la
restriction de v, et £ la restriction de Za,s a Y. On a alors

(%) Kys= i;R'ng‘

Fixons un élément unipotent régulier x € Ba N aB™ NU,¢,. Soit

v: G/ZL(G) xZ(G) — Y
(9Z(G),t) — (tgzg~', gB).

Nous allons montrer que ¢ est un molphmnc de variété bijectif purement 1nsopardblo
On a construit une action de G sur Ya Le groupe Z(G) agit aussi sur Y par
translation de la premiere coordonnée. Cette action conserve Y. Cela munit Y d'une
action de G x Z(G). On remarque alors que ¢ est G x Z(G) équivariant. Il suffit
donc de montrer que ¢ est bijectif. En effet, cela montre que la variété Y est une
orbite sous I'action d'un groupe algébrique, donc elle est lisse, donc elle est normale
et un morphisme bijectif entre variétés normales est purement inséparable [Bor91,
théoreme 18.2].

Soient (¢Z(G),t) et (¢'Z(G),t') deux éléments de G/Z(G) x Z(G) ayant méme
image par . Alors la partie semi-simple de tgxg~! coincide avec celle de t'g'zg’ !,
c’est-a-dire t = ¢'. On a par conséquent ¢g~'g’ € BN Cg(z). Mais, d’aprés [BonO4a,
corollaire 10.3], UNCg(z) = 1 donc la partie unipotente de ¢~ !¢’ est égale & 1. Donc,
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puisque z est un unipotent régulier, on en déduit que ¢Z(G) = ¢’Z(G), ce qui montre
Iinjectivité de .

Montrons maintenant la surjectivité de . Soit (g, hB) € Y. Alors, par définition,
il existe t € Z(G) et y € G tels que g = tyzy~'. Posons k = h~'y. Alors, par
hypothese, kzk~! € BaB nugg. Donc, d’apres [Bon04a, corollaire 10.3] et [Ste65,
théoréme 1.4], il existe b € B tel que kxk™! = bzb~!. En d’autres termes, yaxy~! =
hbxb~'h~1. Donc (g, hB) = @(hbZ(G), ).

Posons £/ = <p*£~‘ Puisque ¢ est bijectif et purement inséparable, on a cp*E’ =L
et donc

Ko =iRy(L,
ot v : G/Z(G) x Z(G) — Z(GWUE,, (9Z(G),t) — tgzg~'. Alors L' = £ K
(®.cz)Ls,2), ol £ est un systéme local G-équivariant irréductible sur G/Z(G).
Laction de Z(G) sur £ étant donnée par ¢, £’ est I'unique systéme local sur G/Z(G)
sur lequel Z(G) agit par (. Pour z € Z(G), notons i, : zugg — G. Notons
0:G/Z(G) — ugg, 9Z(G) — gvg~! et £ = R,E. Alors
Ka,s = @ Z‘z!(g X Es,z)’
2€Z(G)

Il nous reste & calculer £. En décomposant é en la suite de morphismes G/Z(G) LA
G/Cq(u) — U,eg, on est ramené au calcul de R(S!’g . Mais, puisque ¢’ est un morphisme
lisse dont les fibres sont isomorphes & Cy(u), qui est, comme variété algébrique, un
espace affine de dimension rg,. . (G), on a

&= SQ[_Q rgsem(G)]'
On en déduit que

(21.3) Kos= @ Asarlml,
TEAG*(s)"

pour un m € Z que je n’ai pas envie de calculer. Cela montre (c).

(d) est évident. |
Proposition 21.4. — L’application Cus,¢(G) — FCarygi(G), (s,a,7) +— Asar est
bijective. De plus, As q,r € FCar(G, (s)).

Démonstration. — Soit (s,a,7) € Cuswg(G). Le fait que A, , - est un faisceau-

gg est montré dans le lemme 21.2.

caractere cuspidal dont le support rencontre Z(G)U
Cela montre que 'application est bien définie.
Montrons qu'elle est surjective. Soit A € FCarjg;(G). D’apres [Lus85, §7], il
existe 2 € Z(G), un systéme local £ sur z = 2Z(G)° et ¢ € Z(G),, tel que
A= IC’(%,[: X F¢)[rg G]. Notons que (4 = C.
Soit s tel que A € FCar(G, (s)) (voir 18.5). Il existe w € W (T) tel que w(s) = set
A est une composante irréductible de PH* (K, s). Notons a la classe de w dans Ag-(s).

D’apres la proposition 18.4, on a ( = w,(a). Posons maintenant 7 = @s(z) € Ag~(s)".
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Puisque A € FCar(G, (s)), larestrictionde £; &4 Z(G)° est égale atiL, out; : G — G,
g — 2g est la translation par 2. Donc £, , = £, ce qui montre que A = Ag 4 -.
Montrons maintenant qu’elle est injective. Soient (s,a,7) et (s',a’,7') deux élé-
ments de Cusg(G) tels que As 4 - =~ Ay o D’apres 18.5 et le lemme 21.2 (c),
s et s’ sont conjugués sous G*. On peut donc supposer qu’ils sont égaux. De plus,
CAvar =Ca, ,, ., donc, d’apres la proposition 18.4, on a ws(a) = ws(a’). Donc a = o’
car w, est mJéC‘nif. Pour finir, les supports de A, , . et Asq . sont égaux, ce qui
implique que @; (1) = @7 1(7'), d’ott 'on déduit que 7 = 7' O

21.B. Induction. — Fixons un élément semi-simple s € T* et un élément a €
Ag-(s). Posons Ly, = Cg((T*)°). Alors, d’aprés la proposition 8.10, ws(a) €
zZh (L, ) Notons FC@rreg(G (s),a) 'ensemble des faisceaux-caracteres apparaissant

dans IndL (Breag. (o7 AS a.r)- Il est & noter que FCar,44 (G, (s), a) est contenu dans
FCar(G, (s ) a). Alors, d’apres la proposition 19.7, on a une bijection

(21.5) It W (Ls,a, Ls,0) — FCaryge(G, (), a),

ou L, désigne la restriction de L5 & Z(Ls,,)°. Si n est un caractere irréductible de
W (Ls,a, £s,q), nous noterons K (s, a), le faisceau-caracteére lui correspondant par la
bijection 21.5. Il nous reste a déterminer le groupe W('; (Ls,q, Ls,q). Cest fait dans la
proposition suivante (comparer avec la proposition 16.2).

Proposition 21.6. — Sis € T* eta € Ag~(s), alors W (Lo, Ls,0) est canoniquement
isomorphe a W (s)® =~ Ag-(s) x W°(s)?*. A travers cet isomorphisme, on a Arx (s) =~
Z(Lg,o)" et W(s)a/AL;vu(s) ~ Wa(Ls,a, Ls,a)-

Démonstration. — Soit w € W (s)®. Alors w normalise L, , et L, . Posons
N W(S)a — W(/;(Ls,aa Es,a)
w — (w, ws(w)),

ot w désigne la classe de w dans Wg (L, ) et @ la classe de w dans Ag«(s). Nous
allons montrer que N est un isomorphisme.

Le fait que I'application X est bien définie découle immédiatement de la construction
de ws et de la définition de W§(Ls,q, Ls,q). Soit w € W(s)* tel que R(w) = (1,1).
Alors w € Wi, ,(s)* = Av: (s) car s est géométriquement cuspidal dans L} , donc
régulier (voir les propositions 8.10 et 8.9). Mais alors ws(w) = 1 et donc w = 1
d’apres 'injectivité de ws. Cela montre l'injectivité de N.

Il nous reste a montrer la surjectivité. Soit (w,u) € W§(Ls,q, Ls,q). Soit w un
représentant de w dans W. Il résulte de 18.5 (appliqué au groupe L, ,) que 'on peut
supposer que w € W (s). Il est alors facile de vérifier que

(21.7) we. . (w) = Resp o) wg(ub).

Donc ResiﬁtGhL w ResKerh ws(w). Puisque Ap: (s) =~ Z(Lsq)", il existe a €

Ar: (8) tel que p = ws(w)ws(a) = ws(wa). Quitte a changer de représentant de
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w dans W (s), on peut donc supposer que w;(w) = p. Notons b la classe de w dans
Ag~(s). Alors w’ = b~ v € W°(s) et normalise Ly ,. Donc, d’apres le corollaire 8.11
(e), aw’ = w'a et donc aw = a. Par suite, w € W(s)* et X(w) = (w, u), ce qui
montre la surjectivité de N. O

22. Lien avec les caractéres semi-simples

Le but de cette section est de calculer les fonctions caractéristiques des faisceaux-
caracteres F-stables appartenant a FCarsg (G, (), @), ol s est un élément semi-simple
de G* et a € Ag-(s). Tout d’abord, remarquons que, si FCar(G, (s))¥ # @, alors
(s) est une classe de conjugaison F*-stable. Par conséquent, on peut supposer que
s € G*"" | ce qui sera fait par la suite. D’autre part, si FCar(G, (s),a)" # @, alors on
a, pour tout A € FCar(G, (s),a)", (4 = ws(a) € (Z(G)M)F'. Puisque w; est injectif,
cela implique que a € Ag-(s)"".

Par conséquent, nous ferons I’hypothese suivante :

Hypothése. — Dans cette section, nous firons un élément semi-simple s € G*" et un
élément a € Ag-(s)!" . Nous reprenons les notations des chapitres précédents (T7,
T,...) et nous supposons que T =T, et T* = T7.

Nous aurons d’autre part besoin de la notation suivante. Si ¢ € H'(F, Z(G))",
nous posons

G(G. Q) =ngg 2@ Nzt YT wa(tut ),

2€HY(F,2(G)) teTh /Z(G)F
Remarquons que G(G, () est égal a T]Gq'%rgmn(c) fois le scalaire noté o.-1 dans
[DLM97, §2]. En particulier [DLM97, proposition 2.5] :
Lemme 22.1. — Si ¢ € Z/,.(G) est F-stable, alors G(G,() est une racine quatrieme

cus

de 'unité.

Remarque 22.2. Le calcul de G(G, ¢) lorsque ¢ € 2/, (G) sera effectué dans 'ap-
pendice B (voir section 37).

22.A. Cas cuspidal. — Nous allons rappeler dans cette sous-section comment les

transformées de Fourier de caracteres semi-simples sont reliées aux fonctions caracté-
G

ristiques de faisceaux-caractéres cuspidaux dont le support rencontre Z(G)L{rég.

Supposons dans cette sous-section, et uniquement dans cette sous-section, que

ws(a) € 24,

cus

(G). Dans ce cas, on a

FCar(G, (s),a)" = {Aya- | 7€ H(F*, Ag-(s))"}.
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Posons Asa = @rc(ag-(s))r As,a,r- Alors Ag, est F-stable et il existe un unique

isomorphisme ¢, : F*Ag 4 5 A q tel que, pour tout z € Z(G)F, on ait

. 1,
((ps,a)zu = 8(2:)(]2 Brem (G) Id(As,a)z“ .

Si 7 € HY(F*, Ag~(s))", notons s, , la restriction de @5, en un isomorphisme
F*Ag o7~ As o 1l résulte de [Bon00b, théoreme 6.2.2] que

(22.3) XAc s ipoar = G(G,ws(a))ps,a,r-
22.B. Le résultat. — Revenons au cas général, c’est-a-dire ne supposons plus que
ws(a) € Z[,5(G). On note alors A , le faisceau pervers @, ¢(a, . (S))AAiZjLT sur Lg

et on note s o @ F*Ag, 5 As.o Iisomorphisme tel que, pour tout z € Z(Ls,a)p, on
ait

(Ps.a)zun,, = 8(2)g7 Ben o) Ty,
Site HI(F*,AL:,G(S))A, on note s, la restriction de s, en un isomorphisme
F*Af',‘;‘j‘,- = Af',‘:,j,“f. D’apres 22.3 appliquée a Lg 4, on a
(22.4) Xy oripnnr =G(Lsawr, . s(a)plss.

Soit n un caractere irréductible F*-stable de W(s)®. Soit 77 une extension de
n a W(s)* x (¢1). Le choix de cette extension fixe un isomorphisme ¢ 4 5
F*K(s,a), = K(s,a),.

Théoréme 22.5. Supposons que p est bon pour G et que q est assez grand. Soit n un
caractére irréductible F*-stable de W (s)®. Soit 17 une extension de np a W(s)® x (¢1).
Alors

R(s, (L)ﬁ = g(Ls,avst.n,s(u))XK(s,a),,,%.u.ﬁ'

Démonstration. — Soit w € W (s)*. Notons w un représentant de w dans Ng(T1).
Fixons g, € G tel que g,' F(g,) = w. On note w la classe de w dans W (s)/Ayp: _(s).
On peut choisir la famille (gu,)wew (s) de sorte que, si w € W(s) et b € Apx (s), on
ait 9vLg , = 9v*Lg .. Par suite, on peut poser

— G —
Lﬂ/ - ]'“Ls,a - L.s‘,a,w~

Posons X' = Z(L ,).C. Reprenons maintenant les hypotheéses et notations du théo-
reme 20.2 et supposons de plus que C soit la classe unipotente réguliere de Ly ,, que
L' soit égal a la restriction de L & Z(Lyq), que € = &, (a), que F' = L' KE et
que ¢’ = ;4. Posons alors
C, = 9C, 2;_} - ng/7
Ly =(adg," ) L', Ez=(adgy')'E, Fi=(adg,') F et Ay =(adg,’) Asa.
L’élément w définit quant & lui un isomorphisme ¢, : F* Ay = Ay qui, lui, dépend
de w et pas seulement de w.
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Compte tenu du théoréeme 20.2, il nous reste a montrer que

(*) Pyl a =G Lsas Wi, ,s(0)Xay g,
Rappelons que s, = w59, On pose T,, = 9Ty et Ls., = (adg,!)*Ls. En fait,
L' est la restriction de L., & Z(Ly). Par conséquent, on a, pour tous z € Z(Ly)F
et v € E’uf,

Xa o (27) = 8uw(2) X, pu (@)
D’autre part, l'action de Z(Lg) par conjugaison sur Fy, montre que, pour prouver
(x), il suffit de montrer que

(%) Xaw.pu (uL,) = g(LS,a’ WL, ,.s(a) )P{",ffu (uL,,)-

Mais, d’aprés le corollaire 37.5 (voir l'appendice B), on a G(L;,,wL, ,.s(a)) =
G(Lg,wr, s(a)). Donc il suffit de montrer, d’apres 22.4, que X4, o, (uL,) =

q2 "Ssen L ce qui découle de [BonO4a, théoréme 15.10]. ]

Nous allons nous intéresser maintenant aux faisceaux-caracteres dont le support
rencontre Z(G)ufgg. Soit K € FCar(G, (s)) dont le support rencontre Z(G)Llrcég.
Notons a I'unique élément de Ag-(s) tel que (x = wy(a) (voir la proposition 18.4).
Alors K est une composante irréductible de Indﬁﬂ As.q- Notons ng le caractere

irréductible de W(s)* correspondant.

Lemme 22.6. Soit z € Z(G) et supposons que le support de K contienne 2U sy.
Alors ng = ws(z).

Démonstration. — Quitte a translater K par un élément de Z(G) (c’est-a-dire,

d’apres le théoreme 19.4, & multiplier nx par un caractere linéaire de Ag-«(s)), on
G

rég*
[BonO4a, partie I}, on s’apergoit, en utilisant [Bon04a, corollaire 6.7], que l'on peut

peut supposer que le support de K contient U En utilisant les constructions de

supposer que £ = Q,. Dans ce cas, il découle de la définition de © et [BonO4a,
corollaire 6.2] que 7y = 1. |

Corollaire 22.7. — Soit K € FCar(G, (s))¥ dont le support rencontre zl/lgg, pour un
z € Z(G)F'. Posons 7 = &!(z) et notons T Uextension de 7 a Ag~(s) x (¢1) qui est
triviale sur (¢1). Alors

XK«%«.,,.% = g(Lsa "‘JL,\-.U,,S(a))fA)s(, a,T-

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théoreme 22.5, du lemme 22.6 et
de la proposition 17.15 (e). a
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GROUPES DE TYPE A

Hypotheése. — Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous supposerons que
toutes les composantes quasi-simples de G sont de type A. Nous supposerons aussi
que § = 1, c’est-a-dire que F' : G — G est un endomorphisme de Frobenius.

Rappelons que 'hypothese ci-dessus implique que la formule de Mackey a lieu dans
G (voir théoreme 10.12). Le but de ce chapitre est d’obtenir, lorsque g est assez
grand, un paramétrage des caractéres irréductibles de G (voir théoreme 23.9) et
de montrer que la conjecture de Lusztig a lieu (voir corollaire 24.11). Concernant
I’hypothese portant sur g, le lecteur peut se référer a la remarque intitulée « Domaine
de validité » a la fin de I'introduction.

23. Description de Cent(GF [s])

23.A. Structure de W(s) x (¢1). — Notons ici ®(y),..., ®(,y les composantes
irréductibles de ®, et posons <I>(J;) = o NPy et Ay = AN ®(;). Notons W, le
groupe de Weyl du systeme de racines ;). Alors W°(s) = W(y) x --- x W(,.

Chaque W(;) est isomorphe a un groupe symétrique et Ag-(s) permute les W;).
I1 est possible de choisir une famille d’isomorphismes W;) ~ &, (ol n; est un entier
naturel > 2) telle que Ag~(s) agisse seulement par permutation des composantes.
Une fois un tel choix d’isomorphismes effectué, il existe ws € W°(s) tel que wsF™* (ou
ws 1) agisse sur W°(s) seulement par permutation des composantes. Il n’est pas défini
de maniére unique car le centre de W°(s) n’est pas forcément trivial. Cependant, cette
non unicité ne peut se produire que lorsqu’il existe des i tels que n; = 2. Si n; = 2,
nous supposerons que la composante de ws dans W;) est égale & 1. Cela définit w,
de fagon unique. S’il est nécessaire de préciser, nous le noterons wg .

Lemme 23.1. — w, commute avec les éléments de Ag~(s).
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Démonstration. — Soit a € Ag~(s). Alors F*(a) € Ag-(s). D’autre part, [ws¢1, a]
agit sur W°(s) seulement par permutation des composantes. Donc [ws¢1, a]F*(a)a™*
agit seulement par permutation des composantes. Or, [wsd1,a]F*(a)a™! =
w, F@w € We(s). Par suite, wy 7 (Dw ! est central dans W°(s) et donc

égal & 1 compte tenu du choix précis fait pour wy. O

23.B. Fonctions absolument cuspidales. — Nous rappelons la description
de Vespace des fonctions absolument cuspidales dans notre cas [Bon00b, théo-
réeme 4.3.3] :

Théoreme 23.2. — Sia € Ag-(s)F", alors

@(ps,a Si ws(a) € Z(/:\us(G)7

0 sinon.

Cus(GT, [s],a) = {

Corollaire 23.3. — Soit a € Ag-(s)F". Alors Uapplication

o
R[s,a] : (Cent(Wo(s)‘%l))AG*(b) — Cent(GF', [s], a)
est une isométrie bijective (pour les produits scalaires (,)s o €t (,)aqr ).

Démonstration. — Le fait que R[s, a] est une isométrie a été montré dans la propo-
sition 17.18. Il nous reste & montrer la surjectivité de R[s, a]. Puisque la formule de
Mackey a lieu dans G (voir théoréeme 10.12), on a
Cent(GF,[s],a) = @ RE(Cus(L,[s],a)),
LeLsa
ou L, est I'ensemble des sous-groupes de Levi F-stables de G dont un dual L~
contient s et tels que a € Ap-(s)F . Mais, d’apres le théoréme 23.2, on a
Cent(GFv [5]7 a) = @ @KREP%(N
LELs acus '

(L). 11 suffit alors de
montrer que, si L* est un sous-groupe de Levi F*-stable de G* contenant s et vérifiant
que a € Ap-(s) et wr s(a) € Z4(L), alors L* est conjugué sous C&.(s) a un Ly 4
pour un w € W°(s). Reprenons les notations du §17.D (W (s), WL(s), Ar-(s) et
wy,). Alors wy, commute avec a et est le type du tore Cf.(s) (voir corollaire 8.11
(a)). Par suite, on peut supposer que Cy.(s) = T, . Puisque wy, s(a) € Z,,4(L), on a
L* = Cg-(((T5,)*)°), ce qui montre que L* est conjugué sous Cg. (s) & L q,we. O

olt L qcus est Uensemble des L € L, , tels que wr, s(a) € Z]

cus

23.C. Une autre isométrie. — Fixons encore a € Ac;*(S)F*. L’élément wg¢q
agit sur W°(s)® par permutation des composantes donc, d’apres 33.6, on a
une isométrie bijective naturelle entre Cent(W°(s)%¢1) = Cent(W°(s)*ws¢1) et
Cent(W°(s){®ws®1)), Cette isométrie commute & I'action de Ag-(s)’" . De méme, a

we F*

agissant par permutation des composantes de W°(s) , on a une isométrie bijective
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naturelle entre Cent(W°(s)(®®@s¢1)) et Cent(W°(s)”*F a) commutant & I'action de
Ag-(s)F". Nous noterons

Os.a - Cent(W°(s)**F " a) — Cent(W°(s)%¢1)

la composition de ces isométries. Posons alors R[s,a] = R[s,a] o 05,4. Notons que, si
be Ag-(s)F" et si f € Cent(W°(s)*sF" a), alors, d’aprés 17.17, on a

(23.4) R[s,alv; = Rl[s,aly.

L’application o, , se restreint en une isométrie bijective toujours notée
o\ Agx(s)F Ag-(s)F"
Osa: (Cent(Wo(s)“’“'F a)) e (Cent(Wo(s)“¢1)) G+ (9)

. . s WAgx ()T . .
a condition de munir (Cent(W°(s)*<*" a))"¢ 7 du produit scalaire (,)}, =
y . . F* Agx(s)F"
m*—l<,>wo(s)wsF*a. L’application R[s,a] : (Cent(W°(s)*=f" a))"¢ @
Cent(G*, [s], a) est alors une isométrie bijective (pour les produits scalaires (, ), , et
(,)gr ). Faisons l'identification isométrique canonique

* L * «(s)F"
Cent(W(s)"F )= @  (Cent(W°(s)" " a))*e"

a€Agx(s)F"
et, a travers cette identification, posons
R[s] = @  Rils,al
a€Agx(s)F"

On a alors :

Proposition 23.5. — L’application R[s] : Cent(W (s)”*") — Cent(GF,[s]) est une
isométrie bijective.

G

Si cela s’avere nécessaire, nous noterons o&,, Rl[s,a]® et R[s]¢ les applications

Os.a, R[s,a] et R][s].

23.D. Quelques propriétés de I’isométrie R[s]. — Nous allons commencer par
étudier I'action de H'(F, Z(G)) a travers cette isométrie. Si z € H'(F, Z(G)) et si
f € Cent(W (s)“sF"), alors

(23.6) 7 R(s]p = Rls] jonce)

ot ©%(2) est vu comme un caractere linéaire de W (s)"sF" = We(s)sF" x Ag-(s)".

Nous allons maintenant étudier un cas particulier d’induction de Lusztig. Un sous-
groupe de Levi L* de G* est dit (s, G*)-déployé s’il est F*-stable et s’il contient
T,.. Un sous-groupe de Levi L de G est dit (s, G)-déployé sil est F*-stable et s'il
contient T,,,. Nous allons ici calculer I'induction de Lusztig RS : Cent(L”,[s]) —
Cent(GT',[s]) lorsque L est (s, G)-déployé en utilisant les isométries R[s]¥ et R[s]S.
Mais avant cela, nous allons étudier quelques-unes des propriétés de ces sous-groupes
de Levi.
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Soit L un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé. Notons L* un sous-groupe de
Levi F*-stable de G* contenant T}, tel que le triplet (L*, T}, , F*) soit dual de
(L, Ty,, F). Par définition, L* est (s, G*)-déployé. Comme dans §17.D, définissons
un sous-groupe parabolique standard Wy (s) de W°(s) ainsi qu'un élément wy, de
W?(s). Notons wr, s I’élément de W (s) défini comme w,. Alors il est possible de
choisir wr, et wy, s tels que wy, = wr swr. Par suite WE(s)wppr = WE(s)wsdr et
Papplication R[s]™ est une isométrie Cent(Wy,(s)*sF ) = Cent(LF, [s]).

Proposition 23.7. — Soit L un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G. Alors le dia-
gramme

R][s)"

Cent (W, (s)¥sF") ————— Cent (L, [s])

Indw(s)l;j,bp* RS

s|G
Cent(W (s)wsF") ————[——]———> Cent(GF, [s])

est commutatif.

Démonstration. — Soit a € Ap-(s)F . Soit f une fonction centrale sur W (s)*s* a
invariante par I’action de Ap-(s)F . Notons f# son extension par 0 en une fonction
centrale sur Wy, (s)”s¥". Il nous suffit de montrer que

W(s)wsE™
RE RISy = (R[] o Indyy 000 ) (£#),

Posons I = Indw(‘z:;;»p* f#, 9= Ind%otgzsp f et notons g# l'extension de g par
0 en une fonction (pas forcément centrale) sur W(s)®“s*". Notons tout de méme que

g% est invariante par W°(s)*s¥ -conjugaison. On a alors

1 we F*
# _ Wi (s)
P = o

1 a
e, 2

a€Ag+(s)F"

et donc

Compte tenu de 23.4, on a donc

|Ag-(s)""
Rls|7 = Rls,a
[ ]I IAL* (S) l [ ]
Il nous suffit donc de montrer que
|Ag- (s = |Ar-(s)""|RE R[s, a]}.
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En d’autres termes, nous devons montrer que le diagramme

|AL- ()" |R]s, o)™

Cent(Wg(s)“sF a) Cent(LF, [s], a)
We(s)"s " a G
IndWIS (s)ywsF*q Ry
. |Ag~(s)F"|R[s,a]®
Cent(We°(s)wsF a)l ) 15.0] Cent(GF,[s], a),

est commutatif. Cela découle de la commutativité du diagramme 33.8 et de la pro-
position 17.24. O

Nous terminons par une formule exprimant R[s]; dans un cas particulier. Si £ est
un caractere linéaire de Ag-(s)¥", nous verrons ¢ comme une fonction centrale sur

W (s)“sF" comme dans la formule 23.6.

Proposition 23.8. — Supposons que la conjecture (&) a lieu dans G. Soit £ €
(Ag-(s)F)N. Alors
R[sle = ececy,. (s)Ps.e-

Démonstration. — Notons 1, la fonction sur W°(s)¥sF a constante et égale & 1.

Alors 05,4(15,4) est constante et égale a 1. Puisque £ = ZaGAgw(s)F* &(a)lsq, on a

Risle= Y &aR[s,dlo,.q,.):

a€Agx(s)F"

11 suffit alors d’utiliser 17.1 et la proposition 17.22. O

23.E. Caractéres irréductibles de G. — Nous allons montrer ici que, si 7 est
un caractere irréductible de W (s)¥sF" | alors £R][s], est un caractére irréductible de
GF'. Nous aurons cependant besoin de la conjecture (&) ce qui, & I'heure actuelle,
restreint le domaine de validité de ce résultat au cas ou g est grand. Sachant que c’est
une fonction centrale de norme 1, il suffit de montrer que c’est un caractére virtuel
de GF'. Pour cela, nous utiliserons le corollaire 34.3 ainsi que les propositions 23.7
et 23.8.

Théoréme 23.9. — Supposons que la conjecture (&) a liew dans G. Soit n €
Cent(W (s)¥<F"). Alors R[s],, € £E(GF,[s]) si et seulement sin € +Trr W (s)wsF".

Démonstration. — Nous allons commencer par montrer le lemme suivant :

Lemme 23.10. — Soit W1 un sous-groupe parabolique wsF*-stable de W°(s) et soit
A1 son normalisateur dans Ag-(s)F". Alors il existe un sous-groupe de Levi (s, G)-
déployé L de G tel que Wp,(s) = Wy x Aj.
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Démonstration. — On peut identifier le groupe Wi x A; & un sous-groupe F-stable
de Ng(T,.)/ Ty, . Posons alors

L = Cg((T})"4)°).

Alors L est F-stable et (s, G)-déployé. D’autre part, d’apres le lemme 3.3, on a
WE(s) = Wi. Il est de plus clair que Wry,(s) contient Wy x A;. Comme A; est le
normalisateur de W{ (s) = W7 dans Ag-(s), on en déduit que Wi(s) = Wy x 4;. O

Soit maintenant n € ZIrr W (s)¥+F". D’apres le lemme 23.10 et le corollaire 34.3, il
existe une famille (L;);cs de sous-groupes de Levi (s, G)-déployés de G, des caracteres
lindaires & de Wi, (s)"=F" triviaux sur Wg (s)“+¥” (i € S) et une famille d’entiers
relatifs (a;)ies tels que -
n= Z a; IdeLz (s)ws P &.

€S
D’apres les propositions 23.7 et 23.8, on a
G L,
R[S],l = Z aiELigCE* (S)RLz'ps,E,"
€S '
Par suite, R[s], est un caractére virtuel de G*'. Si 7 est de plus irréductible, R[s],, est
un caractere virtuel de norme 1 (voir proposition 23.5), donc c’est, au signe pres, un
caractere irréductible. O

Comme conséquence directe de la preuve du théoreme précédent, on obtient :

Corollaire 23.11. — Supposons que la conjecture () a lieu dans G. Notons S l'en-
semble des couples (L, p) ou L est un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G et
p € E(LY,[s]) est un caractére semi-simple. Soit v € Cent(GF,[s]). Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) 7 € ZE(GF, [s]).

(2) ¥ € X pesLBEp.

Corollaire 23.12. — Supposons que la conjecture (&) a lieu dans G. Notons R [’en-
semble des couples (L, x) ou L est un sous-groupe de Levi (s, G)-déployé de G et
x € E(LY,[s]) est un caractére régulier. Soit v € Cent(GY,[s]). Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) 7 € ZEGF, [s]).

(2) 7 € XLerZREX-

23.F. Signes. — Nous allons terminer cette section en expliquant comment dé-
terminer le signe intervenant dans le théoreme 23.9. Plus précisément, soit n €
Irr W (s)®s¥". D’aprés le théoreme 23.9, il existe un unique &, € {1,—1} tel que
£, R[s], soit un caractere irréductible de G*'. Pour calculer &,, nous rappelons la
construction des caractéres irréductibles de GF par Lusztig et Srinivasan [LS77]
dans le cadre de la théorie de Deligne-Lusztig. Si x est un caractere irréductible F*-
stable de W (3) = W°(3) = W°(s), nous noterons x son extension préférée (au sens
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de [Lus85, chapitre IV, §17]) au groupe W (s) x (¢1). Rappelons aussi que I'isométrie
R(3) : Cent(W (8)¢1) — Cent(GF, (3)) a été définie dans I'exemple 17.16.

Théoréme 23.13 (Lusztig-Srinivasan). — Si x est un caractére irréductible F*-stable
de W (8), alors la fonction centrale egec,, 5R(S)x est un caractére irréductible de

GF appartenant S(éF, (5)). De plus, Uapplication
(mW@E)™ — &GP )
X — 8@,506*(5)7?’(’;))2

est bijective.

Si x est un caractére irréductible de W°(s), nous noterons Ag- (s, x) son stabilisa-
teur. Notons Z(W°(s), Ag-(s), F*) 'ensemble des couples (x, £) ot x € (Trr W°(s))F"
et £ € (Ag-(5, ) ). Si (x, &) € Z(W°(s), Ag-(s), F*), on note x, le caractere ir-
réductible de W°(s)“s*" correspondant & x par la bijection 33.4 : alors Ag- (s, x)""
est le stabilisateur de y4 dans Ag-(s)F " Notons X lextension canonique de x4 a
We(s)wsF" x Ag-(s,x)¥" (voir proposition 33.1). Posons alors

W(s)"s F" -
Ny.e = In(lwg(s)wsp* ) A () F (Xo ®E).

Le groupe Ag-(s)F" agit sur Z(W°(s), Ag-~(s), F'*) par conjugaison sur la premiére
composante. D’apres 33.2, I'application
I(We(s). Ag-(s), F*) — TrrW(s)"s ™"

(23.14) (0.6) e

est surjective et ses fibres sont les orbites sous Ag-(s)f". Notons maintenant Y I'ex-
tension canonique de y & W°(s) % (wsp1) = W°(s) x (¢1).
Proposition 23.15. — Soit x un caractére irréductible F*-stable de W°(s). Alors
éF
Resgr R(s)x = Z R[sly, .-
E€(Agx (s, )F)n
Démonstration. On a .
h— IngW e
Z Mx.¢ = IndWo(s)w,\-F* Xo-
ge(Agx(s) )N
Cette fonction centrale est nulle en dehors de W°(s)“¥" et coincide avec
Z(LEAc*(s)I"* @y sur W(s)®sF" . Compte tenu de 23.4, on a

Y Rl = A ()7 ] x Rls, 1],
Ee(Ag=(s,x)F™ )N

Mais, par construction, R[s, 1]y, = R(s,1)y. Le résultat découle alors de la proposi-
tion 11.5 (a). O

D’apres [Lus85, chapitre IV, §17], il existe un unique €, € {1, =1} tel que ¥ = e, ¥
sur W°(s)¢1. Ce signe est déterminé & partir des deux exemples extrémes suivants :
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Exemple 23.16. — Si w, = 1, alors €, = 1 (voir corollaire 35.3).

Exemple 23.17. — Si C&.(s) est quasi-simple et si wy # 1, alors, d’apres [Lus85,
chapitre IV, §17.2 (a)], on a e, = (—1)2x, ol a, est le a-invariant attaché & x (voir
[Lus85, §16.2]).

Il résulte alors de la proposition 23.15 et du théoreme de Lusztig-Srinivasan que :

Corollaire 23.18. — 5i (x,§) € Z(W°(s), Ag-(s), I'"), alors ey = eGecy,. (s)Ex-

23.G. Restriction. — Nous allons terminer cette section par un résultat concer-
nant la restriction des caracteres de GF' & un sous-groupe du méme type. Soit donc G’
un sous-groupe réductif connexe F-stable de G contenant D(G). Notons j : G’ — G
I'injection canonique. Cette injection induit un morphisme surjectif j* : G* — G’*
commutant & laction de F* (ici, (G'*, F*) désigne un dual de (G',F)). Posons
s’ = j*(s). L’application j induit une injection W(s) — W(s') commutant avec
F* et telle que W°(s) = W°(s') (avec des notations évidentes). Il est alors facile de
vérifier que, si n € Cent(W (s)F"), alors

(23.19) ResSw R[s|S = R[s'|S

Indw(‘ch*

w(s) ™ n

24. Conjecture de Lusztig

Dorénavant, nous noterons £'(G¥, [s]) 'ensemble {e,R[s], | n € Trr W(s)¥sF"}.
Il est vraisemblable qu'en général £'(GF,[s]) = E£(GF,[s]). Cependant, nous ne
sommes pour l'instant capable de le prouver que lorsque g est assez grand (voir
le théoréeme 23.9). Nous travaillerons néanmoins avec cet ensemble. Nous posons

EN(GF, (s)) = HaeHl(F*,AG,, (s)) E'(GF, [sa]).

24.A. Familles. — Reprenons les notations précédant le lemme 9.14. Si o €
HY(F*, Ag-(s)), soit §(a) I'élément de Ag-(s) représenté par g;'F(g,). En fait,
'application § : H(F*, Ag(s)) — Ag-(s) est une section du morphisme canonique
Ag-(s) — HY(F*, Ag-(s)). Ce n’est en général pas un morphisme de groupes.

Le groupe W (s,) est naturellement isomorphe & W(s) (grace a la conjugaison par
Ja), mais nous devons le munir d’un automorphisme de Frobenius différent §(a)F™.
Par exemple, on a une application surjective (voir 23.14)

T(W°(s), Ag-(s), 6(a)F*) — Trr W (s)ws0(@F"
qui induit une application surjective
I(W°(s), Ag-(s), 0(a)F*) — E'(GF, [s4]).
On en déduit une troisieme application surjective

(24.1) H I(W°(s), Ag-(s),8(a) F*) — E'(GT, (s)).
Q€ HL(F* Agx(s))
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Les fibres de cette application sont des Ag-(s) -orbites (en effet, puisque Ag-(s) est
abélien, on a Ag-(s)*" = Ag-(s)F" pour tout a € Ag-(s)). Nous allons ici donner
une autre description de cette surjection en termes de familles.

Soit x un caractere irréductible de W°(s). S’il existe a« € HY(F*, Ag-(s)) tel que
X est §(a)F*-stable, alors Porbite de x sous Ag-(s) est F*-stable. Réciproquement,
si orbite de x sous Ag-(s) est F*-stable, alors il existe « € H'(F*, Ag~(s)) et
a € Ag-(s) tels que x = a”'6(e)F"(a)(F*\)  En particulier, *x est §(c)F*-stable.
Nous allons donc utiliser les Ag«(s)-orbites F*-stables de caracteres irréductibles
pour regrouper les éléments de £(GY', (s)) en familles. On note

Hox - Hl(F*aAG*(‘Sv)()) - Hl(F*vAG*(S))

le morphisme naturel de groupes.

Si x est un caractere irréductible de W°(s), nous noterons [x] son orbite sous
Ag+(8). On note Ag+(s)\ Irr W°(s) 'ensemble de ces orbites. Fixons un élément F™*-
stable [x] € Ag~(s)\Irr W°(s). Alors, d’apres le calcul précédent, on peut choisir
x de sorte que x soit &(ay )F*-stable pour un a, € H'(F*, Ag-(s)). Bien sur, le
couple (x,a,) n'est pas uniquement déterminé par [x]. De plus, 'élément o, n’est
pas forcément déterminé par le choix de ¥.

Soit maintenant (£, a) € M(Ag~(s,x), F*). Alors il existe a € Ag~(s) tel que

a™ 3 (py(a)ay)d(ay) T F(a) € Ag-(s,X)

et représente a. On pose alors

a

Xa = X
Le caractére xo est déterminé & Ag-(s)F -conjugaison prés et il est facile de vérifier
que X, est stable sous I'action de 6(uy (), )F*. On pose alors

(24.2) R(s, X, 0 )ae = £GECy,. (5)Ex RlSu (ayIng, ¢ € E(GT,(5))-

Alors la fonction centrale R(s, X, &ty)a,e dépend uniquement du choix du couple ¥,
ay et 0 (pour plus de précision, voir la remarque 24.7) : rappelons que c’est un
caractere irréductible, du moins lorsque ¢ est assez grand (voir le théoréme 23.9 et le
corollaire 23.18).

Proposition 24.3. — Soient (£, ) et (¢/,d') deuz éléments de M(Ag~(s,x), F*).
Alors R(S, X, 0y )a,e = R(8, X,y )ar ¢ si et seulement si (&, a) = (&', a').

Démonstration. — Soient (£, a) et (¢',a’) deux éléments de M(Ag-(s,x), F*)
tels que R(s,x,0y)ae = R(s,X,0y)ar,¢er. Alors, par construction, on sait que
piy (@) = py(a’), les caractéres Yo et Xos sont conjugués sous Ag«(s)F et & = ¢
(d’apres la proposition 23.15). Soient a et a’ deux éléments de Ag«(s) tels que
a0 (py(a)ay)d(ay) T F*(a) et @' '(py (o) )ay)d(ay) " F*(a’) appartiennent a
Ag+(s,Xx) et représentent o et o' respectivement. Alors, puisque y, = %x et
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Xor = ©x sont conjugués sous Ag-(s)"", il existe b € Ag-(s,x) et ¢ € Ag-(s)F tels
que @’ = abe. Cela montre que o = o', O

Si on note £(GF, (s), [x]) Vensemble {R(s, X, @y )as | (€,) € M(Ag-(s,X), F*)},
alors £(GF, (s), [x]) ne dépend que de [x] et non du choix de x et a,. On a alors

(24.4) E(GF (5)) = 11 £(G (). [x])
[x]e (AG* (s)\ Irr VVO(S)) F*

et la proposition 24.3 montre qu’il y a une bijection
(24.5) M(Ag-(5,x), F*) ———— E(G" (s),[x])

pour tout [x] € (Ag-(s)\Irr Wo(s))F*. Cette bijection dépend du choix de x, ay, 4.
Nous noterons Cent(G*', (s), [x]) le sous-Qy-espace vectoriel de Cent(G*, (s)) engen-
dré par £(GF, (s),[x]). On a, d’apres 24.4,
1
(24.6) Cent(GF, (s)) = &) Cent(GF, (s), [x])
e (Ags (\ Irr Wo(s))F

Remarque 24.7 . Nous allons montrer ici que la bijection 24.5 (que nous noterons ici
f) ne dépend « pas trop » du choix de la section d. Soit &' : HY(F*, Ag~(s)) — Ag-(s)
une autre section de l'application canonique Ag-~(s) — H'(F*, Ag-(s)). Pour tout
a € HYF*, Ag-(s)), il existe e, € Ag-(s) tel que §(a) = e 'd(a)F*(eq). 11
faut d’abord noter que e, n’est pas uniquement déterminé, mais que la classe
eaAg-(s)F" Test. Posons x' = ﬂ:xlx. Alors X' est &' (ay)F*-stable. Notons
s M(Ag-(s,x), F*) — E(GF (s),[x]) la bijection analogue de 24.5 obtenue
en partant du triplet (x’, vy, 6"). Nous allons montrer que

(%) f=1r.
Soit (o, &) € M(Ag- (s, x), F*). Choisissons un élément a dans Ag-(s) tel que
a "5 (py (@) )d(ay ) E (a) € Ag- (s, X).

-1 €a, a. Alors

i (@)

a1 (py (@) ay )0 () PFH (') € Ag (8, X).

Posons a’ = ¢

4 \
Posons comme précédemment y, = “x et x,, = “x’. Alors 1, ¢ est un caracteére
irréductible de W (s)wsd(x (@)™ of 7y, . est un caractere irréductible de

W(S)wsﬁ’(ux(a)ax)F* - ¢ W(s)"“s(s(/‘x(“‘x)a)F*(;"l

>
“py () oy TNCIETS

Pour montrer (*), il nous suffit de montrer que 7, ¢ = “xxn,, . Cela découle

€4

immédiatement du fait que xo = “#x@axyl .
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24.B. Transformation de Fourier. — Fixons x € Irr W°(s) dont la Ag-(s)-
orbite est F*-stable et soit «, un élément de H'(F*, Ag~(s)) tel que x soit §(cv, ) F™*-
stable. Si (&, @) € M(Ag~(s,X), F*), notons R(s, X, &ty )a.¢ la fonction centrale définie
précédemment grace a ce choix-ci via 24.2.

Si (a,7) € MY(Ag~(s, x), F*), posons

R 1

R(53X7ax)a,‘r = m f(a)AlT(a)R(&Xvax)a,g-

(€.0)EM(Ag- (s.).F)
Il découle immédiatement de cette définition que, si (§,a) € M(Ag- (s, x), F™*), alors
(24.8)
1 o
R(S, X, ax)u,ﬁ = A———F;_ z f((],)T(O() IR(Sa X7 a)()ll,T'
| G* (‘51 X) ‘ v . .
(a,7)EMV (Ag~(s,x),F*)

Notons par ailleurs que (R(s, X, @y )a,r)(a,7)e MY (Ag- (s,x),F*) €st une base orthonor-
male de Cent(GF, (s), [x]). La proposition suivante décrit action de H*(F, Z(G)) et
de Z(G)F sur Cent(GF, (s), [x]) dans cette base.

Proposition 24.9. — Soit (a,7) € MY (Ag-(s,x), F*). Alors :

(a) R(s,X,0y)ar € Cent(GF, (s),a).

(b) Soit z € Z(G)F. Notons 1. la restriction a H'(F*, Ag-(s,x)) du caractére
linéaire O}(2) de H'(F*, Ag-(s)), ot Z désigne la classe de z dans Z(G)¥.
Alors

tzGR<57 Xvax)a,r = <§ax (Z)R(?, Xvax)a,-rn~

Démonstration. — La premiere assertion découle immédiatement de la définition. La
deuxitme découle du lemme 9.14 et de la remarque 11.1 (d). O

24.C. Conjecture de Lusztig. — Fixons un caractére x de W°(s) et un élément
ay de HY(F*, Ag-(s)) tels que 3@y = y. Soit (a,7) € MY (Ag- (s, x), F*). No-
tons x, le caractére irréductible de W°(s)? associé a x par la bijection 33.4. Son
stabilisateur dans Ag-(s) % (¢1) est Ag~(s,x) % (6(ay)¢P1). On note X, I'extension
canonique de xq & W°(s)® X (Ag- (s, x) % (6(ay)¢1)). On note 7,, I'extension de 7 &
Ag-(8,X) ¥ (6(ay)1) telle que 7o (6(cry)¢1) = 1. Pour finir, on pose

Tx,a,r = Ind“:[‘//gzl(;a X Agx (S'X)(;a ® T)

. g™ () o) - o7
et Masar = Iy )0 (5.0 (5l 1) (Ko € Ta)-

Alors 1)y.q,- est un caractere F*-stable de W(s)* et 7)y o, a4, €St unc extension de
N, & W(s)* x (¢1).

Théoreme 24.10. — Awvec les notations précédentes, on a

R(Sv X5 O‘X)a,‘r = gGECé* (s)EXR(S’ (L)'T]x.nx a,T”
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Démonstration. — Quitte a changer d’élément semi-simple F*-stable dans (s), on
peut supposer que «, = 1 (rappelons qu’alors, puisqu’'on a choisi g1 = 1, on a
d(ay) = 1). D’autre part, d’aprés la remarque 24.7, nous pourrons supposer que
0(u1(a)) € Ag~(s,x) pour tout a € Ag-(s,x). Ici, p1 : Ag-(s) — HY(F*, Ag-(s))
est I'application canonique.

Soit & € Ag~ (s, x)- Notons & la classe de a dans H!(F*, Ag~ (s, x)). Alors il existe
b€ Ag-(s) tel que b~ 10 (1 (@) F*(b) = v et on pose xo = °x. Alors R[s,, (a)]n... «
dépend que de & et est égal & R[s, (a)]y,. .- Par suite, si on note xq,q le caractere
irréductible de W°(s)® associé & x, par la bijection 33.4, on a

ne

R(Svaax)a,r = m Z T(a)flR[sm(u),a];“'a.
aEAg~(s,x)
D’autre part, si w € W°(s)% on a Xaaolwd(pi(a))dr) = Xa(b"lwba) et
RE oa P = RE AR Par suite,
- 1 ~ .
Bls.x: @ar = [Wo(s)® % Ag- (5, X)] wewo(s)%;/‘c*(S’Xfxa®T1)(w¢1)Rﬁ,,,,,(,pfj;‘:‘;",
ce qui montre le résultat (voir aussi [Bon99a, lemme 3.1.1]). O

Le théoreme 24.10 et le théoreme 22.5 montrent la conjecture de Lusztig pour
tous les groupes de type A lorsque ¢ est assez grand :

Corollaire 24.11 (Conjecture de Lusztig en type A). — Awvec les notations précédentes,
on a

R(s, x, O‘x)arr = EGéecy,. (s)exg(Ls,av wL.;_a,S(a))‘lXK(S,a)T,X_(” x0T

25. Table de caractéres de GF

Le but de cette section est de décrire un algorithme théorique pour calculer la table
de caracteres de GI'. Comme d’habitude, la validité de cet algorithme n’est démontrée
que pour ¢ assez grand, mais il est vraisemblable qu’il s’applique en toute généralité.
Cet algorithme se présente en deux étapes. La premiere est une réduction du probleme
au calcul des valeurs des caracteres en les éléments unipotents. Cet aspect est théori-
quement tres facile mais il est tres difficile de le mettre en ceuvre concrétement (par
exemple par I’écriture d’un programme pour ordinateur). La deuxiéme étape consiste
a décrire les valeurs des caractéres en les éléments unipotents. Nous proposons une so-
lution sommaire & ce probléme, impliquant des résultats récents de T.Shoji [Sho05) :
le cas ot G = SL,,(F,) sera traité de fagon plus détaillée dans le chapitre suivant 8.

25.A. Réduction au cas unipotent. — Soit g € G. Posons t = gpr et u=gp:
alors t est la partie semisimple de g tandis que u en est la partie unipotente. Une des
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particularités des groupes de type A est que C&(t) est toujours un sous-groupe de
Levi (F-stable bien siir) de G. On a alors, d’aprés [DM91, exercice 12.22],
G C&(t) G
ch(t>(’YgG )= Yg -
Par suite, si v est un caracteére irréductible de G, on a

(25.1) ¥(9) = "REx (1y(1)(9)-

car y(g) = <'y,'ng)Gp. Or, déterminer I’application *Rg’&(t) (dans la base des carac-
teres irréductibles) est équivalent a déterminer l'application Rg&(t), ce qui a été fait
lorsque g est assez grand : il suffit de combiner la proposition 17.13 (ou la proposi-
tion 17.24) et le théoreme 23.9. Pour finir la réduction au cas unipotent, il suffit de
remarquer que, si A est un caractere irréductible de Cg(t)F, alors A(g) = wa(t)A(u),
oll wy est le caractere linéaire du centre de C&(s)F égal & A/A(1). Ce dernier peut
étre déterminé grace a la remarque 11.1 (d).

25.B. Valeurs en les éléments unipotents. — Nous allons commencer par ré-
duire la question de la valeur des caracteres irréductibles de G en les éléments unipo-
tents au cas oit GF = SL, (F,) ou GFI = SU,,(F,). Suivant les arguments de [Lus92,
0.1], le calcul de ces valeurs se ramene au cas ol le groupe dérivé de G est simplement
connexe. Par la formule 23.19, on se ramene au cas ou G est lui-méme semi-simple.
Par produits directs, on se rameéne au cas ou F' permute transitivement les compo-
santes quasi-simples de G, ce dernier cas se ramenant facilement (par une descente
des scalaires) au cas ou G est quasi-simple, semi-simple et simplement connexe.

Supposons donc jusqu’a la fin de cette section que G = SL,,(F) et que F: G —» G
est un endomorphisme de Frobenius sur F,. Compte tenu du corollaire 24.11, le
calcul des valeurs des caracteres irréductibles en les éléments unipotents est ramené au
calcul des valeurs des fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres en les éléments
unipotents. Ce calcul implique un algorithme effectif donné par G. Lusztig [Lus85,
partie V, théoréme 24.4] et la détermination précise de certaines normalisations pour
ces fonctions caractéristiques [Lus85, 24.2.2]. Cette derniére étape a été complétée
récemment par T. Shoji dans le cas on G = SL,(F,) ou SU,(F,) (voir [Sho05,
théoreme 3.4] pour le cas déployé et [Sho05, théoréme 4.4] pour le cas non déployé).
Nous proposons dans le chapitre 8 (voir théoréme 28.7) une preuve plus courte du
résultat de T. Shoji pour le cas déployé.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006






CHAPITRE 8

LE GROUPE SPECIAL LINEAIRE

Nous précisons dans ce chapitre, dans le cas du groupe spécial linéaire (ou de
groupes légerement plus généraux), quelques-uns des résultats obtenus dans le chapitre
précédent. Nous établissons aussi une décomposition de Jordan des caracteres et sa
compatibilité avec I'induction de Lusztig (voir le diagramme 27.1).

Hypothése. — Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, nous firons un groupe
a centre connexe Go de type A,_1 muni d’un endomorphisme de Frobenius déployé
F sur Fy et nous supposerons que G est un sous-groupe de Levi F-stable de G,.

Notons avant de commencer que I’hypotheése entraine que ws = 1 et donc que
£, = 1 pour tout caractere irréductible F*-stable x de W°(s) (voir exemple 23.16). En
d’autres termes, F** agit sur W°(s) (qui est un produit direct de groupes symétriques)
seulement par permutation des composantes.

Un autre but de ce chapitre est de décrire un algorithme permettant de calculer
les valeurs des caracteres irréductibles de SL,,(IF;) en les éléments unipotents. Les
résultats tels que nous les écrivons doivent permettre a un spécialiste d’écrire un
programme pour ordinateur capable de calculer ces valeurs particulieres : nous ne le
faisons pas (faute de compétence) mais il est possible de traiter a la main le cas ou
GlI = SL4(F,) et le cas oll n est premier et impair (dans ce dernier cas, nous n’ap-
portons rien de nouveau, les résultats étant essentiellement contenus dans [Leh73],
voire [DLM92]). Rappelons que le cas de SLy(F,) a été traité par Schur [Sch07] et
Jordan [Jor07].

26. Théorie de Harish-Chandra

Commencons par décrire les séries de Harish-Chandra contenues dans £(GT', [s]).

Proposition 26.1. — On a £(GY|[s]) = E(GT, Ly, p&).
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Démonstration. — D’aprés la proposition 23.5, on a |E(GF,[s])| = |t W (s)F"|.
D’apres 16.6, on a |E(GF Ly, pl)| = |[Ter W(s)F"|. Puisque £(GF, Ly, pb) est
contenu dans £(GF, [s]), on a en fait I'égalité de ces deux ensembles. O

D’apres la proposition 26.1 et d’apres 16.6, on obtient une bijection

IrW(s)" — &G, [s])
n — Rn[b]

En fait, cette bijection coincide avec celle obtenue via 'isométrie R[s], du moins
lorsque g est assez grand :

Théoréme 26.2. — Si la conjecture (&) a lieu dans G, alors Ry[s] = egece,, (5) R3],
pour tout n € Trr W (s)F"

Démonstration. — Soit Wi un sous-groupe parabolique standard F*-stable de W°(s)
et soit A; son normalisateur dans Ag-(s)f" . Alors, par le méme raisonnement que
dans la preuve du lemme 23.10, on a W) x A; = W (s) pour

L — CG((TYVJ x (A4 ><1<q/)1>))o).

Le groupe L est en fait G-déployé. Donc, compte tenu du corollaire 34.3, de la
proposition 23.7 et du théoreme 16.10 (c), il suffit de montrer le résultat lorsque
7 se factorise en un caractere linéaire de Ag- (s)F ", Cela découle alors de 16.7, du
théoreme 16.10 (b) et de la proposition 23.8. O

La preuve du théoreme 26.2 montre également la version suivante plus précise du
corollaire 23.11. Il n’y a pas besoin d’hypothese sur ¢ car on peut passer par la théorie
de Harish-Chandra et le théoreme 16.10 (c).

Corollaire 26.3. —- Notons Sy l'ensemble des couples (L, p) ou L est un sous-groupe
de Levi G-déployé de G dont un dual L* dans G* contient s et p € E(LF, [s]) est
un caractére semi-simple. Soit v € Cent(GF',[s]). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) 7 € ZEGT[s).

(2) 7 € Xiwppes, ZREp-

Corollaire 26.4. — Notons Rq ['ensemble des couples (L, x) ou L est un sous-groupe
de Levi G-déployé de G dont un dual L dans G* contient s et x € E(LY,[s]) est
un caractére régqulier. Soit v € Cent(GT,[s]). Alors les assertions swivantes sont
équivalentes :

(1) 7 € ZEGT.[s).

(2) 7€ S er, ZREX:
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27. Décomposition de Jordan

D’aprés [Bon99a, proposition 6.4.3], 'application ¢* induit une bijection entre
E@*1(Cq-(s))F",1) et E(Cg-(5)F",1). Par suite, d’aprés [Bon99a, 7.4.3], on a une
bijOCtiOIl Irr W(S)F* N E(CG* (S)F*, 1)

n — Rs’",
On obtient donc une bijection
Rgs: EGF [s])) — E(Ca-(s)F,1)
Ryls]  — Ry

appelée décomposition de Jordan des caracteres de GF'.

Soit L un sous-groupe de Levi F-stable de G et soit L* un sous-groupe de Levi
F*-stable de G* dual de L et contenant s. D’apres le théoreme 26.2, d’apres la
proposition 17.24 et d’aprés [Bon99a, théoréeme 7.6.1], le diagramme

Ny, o .
ZELF [s) ——— Z&(C- ()7 1)

Ca~(s)

27.1 G
( ) egeLlly £cg. ()€ () e ()

ZE(GF[s]) ———— ZE(Ca- ()7 1)

est commutatif lorsque la conjecture (&) a lieu dans G.

28. Normalisation des fonctions caractéristiques des faisceaux-caracteres

Le but de la fin de ce chapitre est de présenter un algorithme permettant de calculer
les valeurs des caracteres irréductibles de SLy, (Fy) en les éléments unipotents. Comme
cela est expliqué dans la section 25, le calcul de la table de caractéres du groupe
G! étudié dans ce chapitre se ramene (de facon tres indirecte) & ce cas. Une des
étapes essentielles est de déterminer les normalisations des fonctions caractéristiques
de faisceaux-caracteres définies par Lusztig [Lus85, partie V, §24] (voir §25.B). Cest
ce qui est fait dans cette section. Pour cela, nous nous placerons dans le cadre suivant :

Hypothese. Nous supposerons jusqu’a la fin de ce chapitre que G = GL,(F), que
G = SL,,(F) et que F' : G — G est l'endomorphisme de Frobenius déployé naturel de
G surF,.

On écrit ¢ = p" et p'/? désigne la racine carrée de p définie dans I'appendice B
(voir la fin de la section 36). Si e est un entier relatif, on posera ¢¢/? = (p!/?)7¢. Nous
identifions G* avec GL, (F) et G* avec PGL,, (F), I'endomorphisme de Frobenius F™*
émnﬁ I’endomorphisme de Frobenius déployé naturel. Nous prenons pour 'application

%

1" G* — G* la projection canonique.
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28.A. Préliminaires. — Soit By le sous-groupe de Borel F-stable de G formé des
matrices triangulaires supérieures et soit Ty le tore maximal F-stable de By formé
des matrices diagonales. Notons u,, I'élément unipotent régulier de G = SL,,(F,)
égal a

1 1 0 0
0 1 1

Up = -0 0 Tl
: 1
0 ... ... 0

Soit d,, = pged(n,q—1) et Z, = H'(F, Z(G)). Alors Z,, est cyclique d’ordre d,,. Nous
identifierons Wy et le groupe symétrique &,,. Soit P(n) 'ensemble des partitions de
n. St A= (A,...,\y) € P(n), soit A\* sa partition duale, soit by = >\ _, (i — 1)A;, soit
L) le sous-groupe de Levi F-stable déployé formé des matrices diagonales par blocs
de la forme diag(A;,...,A;), ou A; € GLy,(F) et soit &, le groupe de Weyl de Ly
relativement, a Tq. Soit Py le sous-groupe parabolique F-stable Bo& By de G : Ly
est un complément de Levi de P. On note V le radical unipotent de P . On pose
uy = diag(uy,,...,uy,). C’est un élément unipotent régulier F-stable de Ly et il est
facile de vérifier que uy = 7, cp, (un). Soit Zy = HY(F, Z(Ly)). On note d le plus
grand diviseur commun de Aj,..., A, et ¢ — 1. Alors dy divise d,, et Z) est cyclique
d’ordre dy. On note h} : Z,, — Z, le morphisme surjectif hi&- Si ¢ est un caractere
linéaire de Zy, on note o(¢) son ordre et E = ( o h}. Le groupe Z, s’identifie au
groupe H'(F, Ap, (uy)) = H'(F, Ag(uy)). Si z € 2y, on notera uy_ . un représentant
de la classe de conjugaison 71 [u ,\]L;u Ce représentant sera choisi dans UgNLy (c’est
possible). Pour simplifier, nous noterons 7, . la fonction centrale '}/,LG; - S Cest un
caractere linéaire de Zy, on pose

. 1 1
ANC = T z Tz-
YA |Z)\‘ ZGZZA C( ) A

Par suite,
(28.1) Az € Cent(G);.

Rappelons le résultat suivant :

Proposition 28.2. — On a :
(a) {ux | A € P(n)} est un ensemble de représentants des classes de conjugaison
unipotentes de G.
(b) Si A € P(n), alors dim Cg(uy) =n — 1+ 2by.
(c) {ux: | A € P(n) et z € Zx} est un ensemble de représentants des classes de
conjugaison unipotentes de G
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Si e est un diviseur de n, on note A(e) la partition (e,e,...,e) de n (ol e est
donc répété n/e fois). On pose L(e) = Ly, Gn(e) = Gy, Ple) = Py, ule) =
ey, V() = Ve, Z(e) = Zy), dle) = dye et hl(e) = h;(e). Remarquons
que d(e) = pged(e,q — 1). Soit W(e) le groupe Ng(L(e))/L(e), que l'on identifie &
Ne, (6(e))/6(e), qui lui-méme est identifié a &,,/.. Si A € P(n/e), on note el la
partition de n obtenue en multipliant toutes les parts de A par e et on note W, (e)
le groupe Ng,, (6(€))/S(e). Cest un sous-groupe de W(e). A travers l'identification
W(e) >~ G, /¢, le groupe Wi (e) s'identifie a &y. Si z € Z(e), on pose u(e). = tx(e),.-

28.B. Fonctions caractéristiques. — Supposons maintenant que e divise aussi
q — 1 (c’est-a-dire que e divise d,,). Remarquons qu’alors Z(e) ~ Z(L(e)). Soit ¢ un
caractere linéaire injectif de Z(e). Alors le systeme local & sur Uf;gj) = (u(e))r(e)
est cuspidal et F-stable. On fixe un isomorphisme p¢ : F*E: — & de sorte que son
action sur la fibre en u(e) soit I'identité. On note alors X (e) la fonction caractéristique

Xe.oc- On a, pour tout | € L(e)",

(28.3) X(e)e = {C(Z)_l si [lLeyr = [u(e)z]L(e)F,

0 si (Do) # UL,

reg
Si A € P(n/e), on note x» le caractere de W(e) ~ &,,/, associé¢ (voir appendice

A, section 34). Par la correspondance de Springer, x est associé au couple (uey, ()

é  pour donner

(notons que € est a priori un caractere de Z, mais il se factorise par h
un caractere linéaire de Z.) que nous noterons encore E ). Le choix particulier de
@¢ induit un choix bien défini (voir [Lus85, partie V, 24.2.2]) d’un isomorphisme
Perc - F’“K'e/\(~ = KeAf, ou Ke/\,f est 'extension perverse du systeme local 55
sur la classe de conjugaison de wuey : cet isomorphime agit sur la fibre en u.) par
multiplication par une racine de I'unité que nous noterons provisoirement 7, N (nous

montrerons dans le théoreme 28.7 que 7,y = = 1). Notons X, | ¢ (respectivement Y, =)

la fonction caractéristique Xy - respectivement Xg. , , .). Pour finir, on pose
ex,$Per GiPexc
Xg,\f _ qb(rx+(n—n/e)/2xﬁ)\yc’ ye)\,f — qb,;x+(nfn/(f)/2yc>\’c
et /-’f(e)c _ q(n_"/e)/2./¥(6)c.

Ces normalisations coincident avec celles de [DLM97, 1.5] d’apres la proposition 28.2
(b). Notons que bex = eby. Soit maintenant ¢, : W(e) — Z(e) le morphisme noté
4,95(8)#(6)7( dans [BonO4a, partie I, corollaire 3.8]. Il est possible d’en donner une
description explicite [Bon04a, partie II, table 1] :
(28.4) {51 e est impair, alors e, = 1;

si e est pair, alors €. est la signature de &, /..

Ici, la deuxieme assertion doit étre entendue comme suit : puisque e est pair, Z(e) est
cyclique d’ordre pair, et e, est I'unique morphisme non trivial &,,,. — Z(e).
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Soit w € W(e) ~ &,,/.. Nous allons choisir un représentant particulier de w dans
Ng(L(e)). Tout d’abord, quitte & multiplier par un élément de L(e), on peut choisir
un représentant qui centralise u(e). De plus, ce représentant peut étre choisi de sorte
que sa classe dans Ag(u(e)) >~ Ap(.)(u(e)) ~ Z(e) soit égale a e.(w). Nous noterons
i un tel représentant. Fixons maintenant g,, € G tel que g, F(g,) = 1. Posons

L(e,w) = 9L(e) et u(e,w) = gyule)g,".
Alors u(e,w) est un élément unipotent régulier de L(e,w)’ et on a
(28.5) dlmf(&w)[un]gp = [u(e, w)]L(e,w)r-

Size Z(e) ~ HY(F, Z(L(e,w))), on pose ule,w), = x,u(e,w)z; !, on z, € L(e,w)

est tel que xz;'F(x.) appartienne au centre de L(e,w) et représente z. Soit
X(e,w)c la fonction caractéristique du faisceau (adgy')*E: sur Ui(;’w) pour
un isomorphisme dont laction sur la fibre en wu(e,w) est l'identité. Posons
/’?(e,’w)c = q(”‘"’/“)/QX(e,u')(. Avec ces notations, le théoreme 20.1 implique

que (voir par exemple [DLM97, section 3]), si ¢ est assez grand, alors

~ 1 c ~
(28.6) X\c= T Z XA (W) RE o (X (e w)e).

weW(e)
28.C. Normalisation. — Le théoreme qui vient a été démontré par T. Shoji

[Sho05, théoreme 3.4]. Nous en proposons une preuve totalement différente. Notre
preuve a l'avantage d’étre plus courte que celle de T. Shoji (mais pas totalement
élémentaire, car elle repose sur le théoreme 14.11). Elle a 'inconvénient de ne s’ap-
pliquer qu’au groupe spécial linéaire, alors que les méthodes géométriques développées
par T. Shoji permettent (en rajoutant comme autre ingrédient la théorie des algebres
de Hecke graduées) de traiter le cas du groupe spécial unitaire [Sho05, théoréme 4.4]
ainsi que les autres groupes (T. Shoji annonce dans [Sho05, fin de I'introduction] que
ces autres cas seront traités dans la suite de [Sho05]).

Théoréme 28.7. Si e divise dy,, si ¢ est un caractére linéaire injectif de Z(e) et si
A€ P(n/e), alors nexc = 1. En d’autres termes,

X(f)\,C(“c/\) - y(f)\,(:(ue)\) = 1.

Démonstration. Avant de commencer la preuve proprement dite de ce théoreme,
remarquons que, d’apres 28.5, le théoreme 14.11 s’éerit ainsi dans ce cas particulier :
L(e,w)

D oo oo . . *pG o
(28.8) Siq est assez grand, alors "Ry, .y Yn = V(e ) -
La racine de I'unité 7.y ¢ est déterminée par I'action de F' sur un certain groupe de
cohomologie [Lus85, partie V, 24.2]. Si on remplace F' par F'", cette racine de I'unité
m

est remplacée par 7} .. Cela montre que I'on peut supposer que ¢ est assez grand.
Nous pouvons donc utiliser les formules 28.6 et 28.8.

ASTERISQUE 306



28. NORMALISATION DES FONCTIONS CARACTERISTIQUES 133

Soit v = RE%%I[X' Nous allons effectuer le produit scalaire de v avec les deux

membres de 28.6. Notons < l'ordre de dominance sur les partitions [GP0O0, défini-
tion 5.4.6] et < 'ordre de dominance strict. Rappelons que

(28.9) v siet seulement si (u,)g C ().
En particulier,
Xe)\,z = yc)\f_’" Z Z QpzVp,zs
plel z€2,

ou les a,, . appartiennent a Q,. D’autre part, si 1 € P(n) est tel que (up)gNuAVy #
@, alors A < p (d’aprés 28.9 et par exemple [DLM92, proposition 5.8]). Par suite,
d’aprés [DLM92, proposition 5.7 et lemme 5.12], on a
Y= ﬁ')/e)\,l + Z Z ﬁu,z’}ﬂu,u
n<lel z€Z,

ou 3 et les 3, . sont des nombres rationnels positifs ou nuls. On en déduit que

(Xn o Nar = B 5 ¥era)ar = Bneac.

En utilisant 28.6, on en déduit que

—bex

q A
Briexc = W > xaW)(RE o (X(w,e)), RE kM)gr.
weW (e)

Fixons w € W(e). Appliquons la formule de Mackey en remarquant que X (e, w) est
une fonction absolument cuspidale sur L(e,w)". Posons

Naw = {g € [Lle.w)"\Sa(L(e, w), Lex) T /LE] [ L(e, w) € 9Ly}
On a

G G . _ . * pgLexg™!  gLeag™!
<RL(w,e)(X(e> w)¢), RLC,\ 71121:: >GF’ = Z <X(€7 LU)(, Ri(e;:) ’Yg]u(‘:gg—l >L(c’w)F'
9EN X w

Or, d’apres le théoréme 14.4, on a *Riug_lfyn = ryﬁ‘fﬁgg:ll. En appliquant 28.8, on
obtient que
<RI(?'(e,w) (‘)((e’ U))C)7 RE,A ’Y’Ll;-,:(/(\ >GF = |N)\7w|'
Mais NV, est naturellement en bijection avec I'ensemble des @ € [W(e)/Wh(e)] tels
que z~'wz € Wy (e). Par conséquent, d’apreés 34.1, on a
1 w
e Y )Nl = Gon Indy ' Ty, o))wie) = 1.
T wew(e)
D’ou
Beac =g "
Puisque 3 est un nombre rationnel positif ou nul et puisque 7.y ¢ est une racine de
I'unité, la preuve du théoréme est complete. O
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29. Algorithme

29.A. Deux familles de polynémes. — Soit q une indéterminée. Notons Q =
(U (a))r,pep(n) la matrice & coefficients dans Q(q) définie par :

-1

by aw w

Quu(q) =g de)i(( T )X”(_zﬂ).
weS,, 914X (To)

C’est une matrice symétrique et, d’apres [Lus85, partie V, théoreme 24.8] et 28.9, il

existe un unique couple (P, A) de matrices a coefficients dans Q(q) telles que
A est diagonale ;

Pyx(q) =1 pour tout A € P(n);
Py(q)=0siAxApu;

tPAP = Q.

(E)

Il est & noter que, si on multiplie la matrice Q par un élément quelconque non nul
de Q(q), la variable P du couple de solution demeurera inchangée. Comme nous ne
nous intéressons qu’a elle, nous avons éliminé, dans la formule donnant 2, quelques
facteurs encombrant par rapport & la formule originale de Lusztig [Lus85, partie V,
24.7]. Toujours d’apres [Lus85, partie V, théoréme 24.8], les Py, sont des polynémes
en q a coefficients dans N et

(29.1) X1 (un) = Paulq)

pour tous A, p € P(n), c'est-a-dire que /\?ml(u,\) = " Py, (q) est la valeur en uy du
caractére unipotent de GLy, (IF,) (ou SL,,(IF,)) associé & x,. Nous donnons ici pour
information les matrices P obtenues pour n € {2,3,4} :

N[ 111] 21 3
Mp || 112

M| 1| q+1 ] 1
11 111

21 0 1 1
2 01

3 0 0 1

A\p | 1111 211 22 31 4

ity 1 |g®+q+1{a®>+1 |g®>+q+1 1

211 || 0 1 1 q+1 1
22 0 0 1 1 1
31 0 0 0 1 1
4 0 0 0 0 1
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Siw € &, notons pu(w) 'unique partition de n telle que w soit conjugué & un
élément de Coxeter de &,y : 'application g induit une bijection entre les classes de
conjugaison de G, et les partitions de n. Si A et u sont des partitions de n, on pose

Qrpl@) = > xu(w)q™ Pa(q),

veP(n)

o w € &, est tel que u(w) = p. Notons que Qr.(q) € Z[q] et que Qr.(q) est le
polynome noté Q5 dans [Gre55, définition 4.2].

Nous donnons la valeur de ces polynomes pour n € {2,3,4} (elle peuvent étre
trouvées a la fin de [Greb5]) :

A\p 111 21 3

A\p 11 2

11 | (@+1)(@®+aq+1) [ 1-q* | (@—1)(g° — 1)
11 ||q+1|1~q

21 2q +1 1 1-q
2 1 1
3 1 1 1
A\p 1111 211 22 31 4
i [[@EDHE DL g a2 g1y [@- D@+ D@ - D -a)(a+ 1)
(@ +q+1) (@+a+1) |(@ -1 (@®+q+1)
1 . .
211 (3q2(1;q)+ D -’ +q°+q+1 |[(I-q)(q®+1) | 1-q* [(q—1)(a® 1)
22 2+ (g+1) q+1 22 —q+1 1—q> 1-q
31 3qg+1 q+1 1—q 1 1—q
4 1 1 1 1 1

29.B. Les fonctions X,,.¢- — Il résulte du théoréme 28.7 et de [DLMO03, théo-
reme 8.1] que, si e divise d,,, si ¢ est un caractére linéaire injectif de Z(e), si A et u
sont des partitions de n/e et si z € Z,,, alors

(29.2) /’?(,’ltf(lue/\,z) _ g(z)—1qb“+(n—n/e)/2q(e—1)1u P/\“ (q)

Supposons maintenant que ¢ est assez grand. Nous allons déterminer, pour tout w €
S, /e, la fonction Rf(e‘w)/\’ (e, w)¢ intervenant dans la formule 28.6. Cette fonction ne
dépend que de la classe de conjugaison de w dans &,,/.. On a, d’apres 28.6 et 29.2 :

(29.3) (Rg(e,w)‘)?(e’ w)(:) (Uer.z) = g(z)—lq(ef1)bx+(n~n/e)/2QM‘(w) (Q).
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Une fois ces fonctions déterminées, nous allons donner les valeurs des racines de 'unité
G(L(e,w), (). Pour cela, il faut remarquer que G(L(e,w),{) = G(L(e),() d’apres le
corollaire 37.5. Posons

(g=1)(e—=2)

1 si e est impair,
Geq = . .
—Ap(—=1)" 3 si e est pair.

Ici, A, désigne la racine quatrieéme de 1'unité définie dans Pappendice B (voir 36.3).
Alors, d’apres 37.2 et la proposition 37.4, on a

(29.4) G(L(e,w). ) = (Geug)"'*.

29.C. Donnée semi-simple. — Notons ¢,, 1'élément de Coxeter (1,2,...,n) de
Wy. Soit A, le sous-groupe de Wy = G,, engendré par ¢,. Si d divise n, on note Ay
le sous-groupe de A,, d’ordre d. Avec les notations de §5.A; on a

Auty, (A7) = A,,.

Ici, nous voyons Wy comme le groupe de Weyl de T(. Ainsi, par la proposition 5.3,
(A,),y s'identifie avec Ker’i* qui, & travers I'isomorphisme w (voir 4.8), s’identifie &
Z(G)". Nous noterons encore w : (A4,), — Z(G)" cet isomorphisme.

Nous appellerons donnée semi-simple géométriqgue de G tout couple (d,v) ou d
est un diviseur de n premier & p et v est une partition de n/d. Si (d,v) est une
donnée semi-simple géométrique, nous noterons W°(d, v) le sous-groupe parabolique
,,,,,, n/d)y (G,L/d)d qui correspond, & travers cet isomorphisme, a (&,)¢. En
d’autres termes, W°(d,v) est égal & G, x -+ x G, vu comme sous-groupe de &,
de la fagon la plus naturelle. Il est immédiat que Ay normalise W°(d,v) et que Az N
We(d,v) =1 :on pose W(d,v) = Aqg x W°(d,v). L’action de Aq se fait simplement
par permutation cyclique des d facteurs &, de W°(d, v).

Nous allons montrer comment associer a une classe de conjugaison géométrique
d’éléments semi-simples de G* une unique donnée semi-simple géométrique. Soit s €
G*. Posons d = |Ag+(s)| : rappelons que d est premier a p (voir 8.2). Quitte a
conjuguer s, on peut choisir s € T§. D’apres [Bon05, proposition 3.14 (d)], ce choix
peut étre fait de sorte que Ag-(s) soit un sous-groupe de A,, (c’est donc A,). Par suite,

W°(s) est un sous-groupe parabolique de Wy normalisé par Ay : quitte a conjuguer
par un élément de Cyy,(Ag), on peut s’arranger pour que W°(s) soit égal & W°(d,v)
pour une partition v de n/d qui ne dépend que de la classe de conjugaison de s dans
G*. On a alors

(29.5) Ag-(s) = Ay, W°(s) =W°(d,v) et W(s)=W(d,v).

Nous appellerons donnée semi-simple rationnelle de G tout triplet (d,v,z), ou
(d,v) est une donnée semi-simple géométrique et x est un élément de Wy qui normalise

ASTERISQUE 306



29. ALGORITHME 137

We(d,v) et tel que zax~! = a? pour tout a € A,4. Dans ce cas, notons que z normalise
aussi Aqg et W(d,v).

Nous allons montrer comment associer a une classe de conjugaison rationnelle
d’éléments semi-simples de G* une donnée semi-simple rationnelle. Soit donc s €
G*I" et reprenons les notations de la section 8 (T§, W(s)...). Posons d = |Ag-(s)|.
D’apres 29.5, il existe une unique partition v de n/d et il existe ¢ € G* tels que
ITT = T§ et

Ag-(gsg™") = Aq, WO(gsg™ ') =W°(d,v) et Wi(gsg ') =W(d,v).

Notons w = g~ 'F(g). Alors w normalise T et wF(gsg ' )w™! = gsg~!. Soit x
l’élément de longueur minimale de wW°(d, A), ot w est la classe de w dans Wy. Alors,
quitte & remplacer g par gh, avec h € C&.(s), on peut supposer que w = z. On a
alors £F(gsg~1)z~! = gsg~! et, & travers la conjugaison par g, on a les identifications
suivantes :

(1) W(s) ~W(d,v), W°(s) > W°(d,v) et Ag+(s) ~ Aq4.
(2) F* s’identifie a la conjugaison par z.

L' = 4% pour tout a € Ay, comme attendu. Il est & noter

D’apres (2), on a donc zax™
que le triplet (d,v,z) n’est pas uniquement déterminé par la classe de conjugaison
rationnelle de s : seule la classe de Agz-conjugaison de z l'est. Remarquons d’autre

part que x est le type de T7 relativement & T§. par conséquent,
(29.6) eaecy,. (s) = €(7),

oue: Wy — {1, -1} est la signature.
D’apres (1), (2), 29.6 et le théoréme 26.2, on obtient une bijection, toujours notée
R[s] :
R[s]: IrrW(d,v)* — E(GH,[s])
n —  Ry[s] = e(x)R][s],.

Si 7 est une fonction centrale sur G, on note 4" 'extension par zéro de la restriction
de v aux éléments unipotents. Notre but est de décrire un algorithme permettant de
calculer R, [s]"™ pour tout n € Irr W(d,v)*. Cet algorithme montre en particulier
que ses valeurs sont des polynoémes en ¢'/? qui ne dépendent que de (d, A\, z) et de la
congruence de ¢ modulo 2d.

29.C.1. Les fonctions Ry . — Soit a € A% ~ Ag-(s)"". On note e, son ordre.
Notons que e, divise d et ¢ — 1. On a alors W°(d,v)® ~ (&,)%¢. Le groupe Ly,
est alors G-conjugué & L(e,). A travers cette conjugaison, We(d,v)* (qui normalise
L;,,) s’identifie & W°(d/eq,v) (remarquons que W°(d/e,, v) est bien un sous-groupe
de S (g/e,).(n/d) = Sn/e,)- Onnote z, I'élément de &,/ qui permute les composantes
irréductibles de W*°(d/eq, A) comme le fait F* sur W°(s)®. Ainsi, si w € W°(s)® ~
We(d,v)* ~ W°(d/eq, V), Ls,aw est alors GF-conjugué & L(eq, wz,). D’autre part,
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d’apres I'égalité (x+) dans la preuve du théoreme 22.5, (pra )™ est GF-conjuguée

a (gea.q)n/e/{/(em’wx)u(a). Par suite,

(29.7) Rl = Gew)"' B, ) X (€0 0)os(a).
29.C.2. Les fonctions R[&a];%“i. — Fixons maintenant un caractere irréductible -

stable x de W*°(d, »)*. On note X son extension canonique & W°(d, v)* x (). Il découle
de 29.7 que

(g(i“,q)"/Fﬂ ~ G v
(29.8) R[S (L];m = |A”§||Wo(d/€a, I/)I Z X(U)'Ta)RL(€<L.’11):IJ(L)X(€G7u}a;”’)w(u)'
‘ weWe(d/eq v)

29.C.3. Les fonctions R,[s]"™. — Reprenons les notations de §23.F. Soit (x,&) €
Z(We(d,v), Ag, x). Comme dans §23.F, soit

) W(d,v) .

Mx.e = IndWO(d V) x Ag(x)" (Xz ©8),
ol X, est défini comme Y4 I'était dans §23.F. Alors, d’apres le théoreme 26.2, on a

Rnxf[é] |Ad(X> | Z € (L S a’])?u‘
a€A (x)"

Ici, X, est un caractere irréductible de We(d, v)* x (z,). Par suite, d’apres 29.8, on a

_e(@) > <5(“)w(a)(Z)‘l(gea,q)"/e“

(29.9) Ry, [s](ux:) = [Aa(x)*| We(d/ea, v)]

ac€Aq(x)”
eald

q('nfn/eu)/Zq(el,~l)bx/vu Z %a(wgl?a )Q(,\/C”),“(u,w“)(q))

wEVVO(d/e,“u)

pour tout A € P(n) et z € 2.

30. Le cas ou n est premier et impair

Si n est premier mais ne divise pas g—1, alors H'(F, Z(G)) = 1 et tout caractére ir-
réductible de SL,, (F,) est alors la restriction d’un caractere irréductible de GL,, (IF,) :
le calcul de ses valeurs découle du travail de J.A. Green [Gre55]. Cela justifie de se
placer ici dans le cadre suivant :

Hypotheése. — Nous supposons dans cette section, et dans cette section seulement, que
n est premier et impair et qu’il divise ¢ — 1.

Notons que F agit alors trivialement sur Z(G), donc Z(G) ~ Z(G) ~ Z,. Si
s € GE alors |Ag-(s)] divise n. Si |Ag-(s)| = 1, alors tout caractére irréductible de
E(GF, (5)) est la restriction d'un caractere irréductible de G (voir corollaire 11.13),

donc le calcul de ses valeurs découle de [Greb5]. Le cas intéressant est donc le cas ot
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|Ag-(s)| = n. En fait, cette condition détermine complétement la classe de conjugai-
son géométrique de s (voir le lemme 30.1 (a) ci-dessous). Nous poserons donc par la
suite :
5 =diag(1,mn,n%,...,n" ) et s =1i"(3),

ou 1, = jJ(1/n) est une racine primitive n-eme de l'unité dans F. Puisque n divise
g—1,onamn, € Fjet doncs e é:éfn et s = G:E Soit e, = (1,2,...,n) € &, ~ Wy,
Alors Ag-(s) = (c,) et F* agit trivialement sur {(c,), d'on H'(F*, Ag-(s)) = (cn).
Si0<i<n-—1,onnote s; I'élément noté Sei dans 9.D. On a alors :

Lemme 30.1. — Awvec ces notations, on a :
(a) Sit e G* est tel que |Ag-(t)] = n, alors (s) = (t).
(b) {s:]0< i< n—1} est un ensemble de représentants des classes de conjugaison

rationnelles contenues dans (s).
(¢) Si0<i<n—1,alors C.(s;) est un tore mazimal de type cl,, €ce.(s) =1 et

((1_ 1)n—1 st1 =0,
M4+ qg+1 sinon.

Cae(5)F] = {

Soit maintenant z,, = diag(nn,...,n.) € Z(G)F. Alors HY(F, Z(G)) = Z, = (z,,).
S5i0<j<n-—1, on posera u, ; = u, .; pour simplifier et on notera &; le caractere

lindaire de Ag-(s) (ou Ag~(s;)) dont 'image par wy est 27. Pour finir, on pose p; ; =
psi¢;- On a alors

E(G",(5)) = E(G",(s),[1]) = {pi; |0 < j <n —1}.

Notons que

n—1
§ p7»] = p51'
Jj=0

Soit u un élément unipotent de G*. Alors |Ag (u)| divise n. Si |Ag(u)| = 1, alors
[ulgr = [u]gr et donc la formule précédente montre que
ps: ()

0; i (u) = ———=.
/,.}( ) n

Ce calcul se ramene donce au calcul de la valeur d'un caractere de G en u, ce qui
se déduit de [Greb5]. Le probleme intéressant est donc le calcul de p; ; en 1'élément
unipotent u, x. Le résultat, qui découle de [Leh73] (ou de [DLM97, théoreme 3.15
(iii)], de 37.4 et du lemme 30.1 (c)), est le suivant : si 0 < i,5,k < n — 1, alors

1— q(n—l)/2

_"_ q(nﬁl)/Q Sl J — k‘,
n

(30.2) pij(tnk) =
1— q(n—l)/2

sinon.
n
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31. Lecas oun—=4

Nous supposerons dans cette section que n = 4. Comme on a pu le voir dans
tout cet article, la difficulté du probleme du calcul de la table de caractéres de GF'
croit avec le nombre de diviseurs de | 24| = dy = pged(4,q — 1). Si dy = 1, cest-a-
dire si p = 2, alors tout caractere irréductible de G est restriction d’un caractere
irréductible de GF = GL4(F,), et donc la table de caracteres de GF découle des
travaux de Steinberg [Ste51b] ou Green [Gre55]. Le cas nouveau est donc celui ou
dy > 2, c’est-a-dire le cas ou ¢ (donc p) est impair.

Hypotheése. — Nous supposerons dans cette section que n = 4 et que q est impair.
On a alors
(31.1) (Q’l’q)‘1 =1 et (glq)Q - (_1)(q~1)/2'

Si de plus ¢ — 1 est divisible par 4, alors
(31.2) Gag = —A(=1)la=1/4,

Fixons un élément semi-simple s € G*F", une donnée semi-simple rationnelle (d,v, )
associée a s, un couple (x, &) € Z(W°(d, \), Aq, x), une partition A de 4 et un élément
z € Zy. Notre but est de donner une table des valeurs de R, . [s](uy,.). Nous ne
donnerons pas toutes les valeurs : nous nous restreindrons aux cas ou ces valeurs ne
se déduisent pas directement de la connaissance de la table de caracteres de GL4(Fy)
(voir [Ste51b] ou [Gre55]).

Tout d’abord, d’apres 23.6, on peut se ramener au cas ou & = 1, ce que nous
supposerons par la suite. De plus, si dy = 1, alors, d’aprés la proposition 23.15 et
d’apres 23.6, on a R, [s](ux) = e(x)R(8)5(ur)/|Aa(x)*], et donc nous n’étudierons
pas de cas. Par suite, nous supposerons que A = (2,2) ou A = (4).

Commencons par le cas o A = (4). On note ¢y le caractére linéaire d’ordre 2 de
Z4 et, si dg = 4, on note (4 un caracteére linéaire d’ordre 4 de Z4. Il résulte de la
formule 29.9 et de 31.1 et 31.2 que

(31.3)
0 si x # 1,
e(x) six=1et|A]]l =1,
e\x — : T

Roy 5] (1 2) = %(1 +(=1)726(2)) six =1et A =2,

A (=1)IDB2 (G (2) + Ga(2) 7)) six =1 et [Af| = 4.

Notons que le dernier cas ne peut se produire que lorsque dy = 4, c’est-a-dire lorsque
4 divise ¢ — 1.
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Etudions maintenant le cas ot A = (2,2). Si |Aq(x)*| = 1, alors, d’apres 23.15,
R, ,[s] est la restriction a GT d’un caractere irréductible de G, donc nous ne nous
intéresserons pas a ce cas. Supposons donc que |Ag(x)*| = 2. Notons a 'élément de
Ay d’ordre 2. Identifions le groupe Zop avec {1, —1}. Alors w(a) se factorise en un
caractere linéaire de Zoo et on a w(a)(z) = z. La formule 29.9 et la formule 31.1
montrent que

_ e(2) 1 -
(31.4) Ry, [s)(uzz,z) = [Aa(x)*| (<|Wo(d’ V)| wewzo(d’U)XI (wx)QZQ‘p(u)z)(Q))

(1) D/224? -
+W Z Na(W2a) Q11 pu(wza)(a))) -
’ weW?° (d/2,v)

A la fin de ce chapitre, nous donnons la table des valeurs du caractére Ry, [s](u)
en u € {1,ug21,u22,—1} en fonction de la donnée semi-simple rationnelle (d, v, z) as-
sociée a s et du caractére x € Irr W°(d, A). Nous nous sommes restreints aux cas
ou |A4(x)*] = 2. Dans cette table, lorsqu'une donnée semi-simple rationnelle est sur-
montée de I'exposant (), cela signifie qu'elle ne peut exister que lorsque ¢ = i mod 4.
D’autre part, nous avons posé, pour simplifier, e, = (—1)la=1/2,

32. Questions en suspens

1. Il serait intéressant d’étudier les questions abordées dans ce chapitre (séries de
Harish-Chandra, décomposition de Jordan, calcul de la table de caracteéres) dans le
cas des groupes de type A non nécessairement déployés. Concernant la question de la
décomposition de Jordan, il faudrait établir 'analogue de [Bon99a, bijection 7.4.3].
Pour la commutativité de ’analogue du diagramme 27.1, il suffirait d’établir le pen-
dant de [Bon99a, théoréeme 7.3.2].

2. A travers le théoreme 23.9, on obtient un paramétrage des caracteres irréductibles
de GT par les paires (x, &) en utilisant seulement un caractére de Gelfand-Graev de
GP'. Dans le cas déployé, un autre paramétrage par les paires (x, &) a été obtenu
par Shoji [Sho98] (ou encore [Bon00Db]) en utilisant les caracteéres de Gelfand-Graev
généralisés. 11 serait intéressant de relier ces deux paramétrages. Cela permettrait de
relier les transformées de Fourier introduites ici et les caractéres fantomes définis par
Shoji dans [Sho06).

3. Il doit étre possible de terminer le calcul complet de la table de caractéres de
SL4(F,).
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(d.v,x)

1

U22.1 U22.—1
« b . o B
@ L0 L D@+ D a1 (¢+1)° (=¢*+ 29+ 1)(g+ 1)
' 1 1 1
. 2 3 = 2 o _ 2
(4,1, (1.2,3,4))D) 1 (-1(¢"-1)(g" 1) (g=1)(1+q°) (=11 -q)
4 4 4
WL 3EaD | 1 (=D + 1) - 1) ¢ +3¢° —q+1 ¢ g
o ' 1 1 1
. 2 _ 3 _ 2 o _ 42
(4.1.(1.4,3,2))) 1 (g—=1(@ —1)(g"—1) (¢—D(L+4q°) (-1 —-q)
1 | 1
(1.(2.4)® L (¢" =D +q+1) ' +a’ —q-1 P+ g+t
s 12, 2 2 2
1 E)® | 1 (- D*@ +1D)(¢® +q+1) @+’ —q+1 ¢’ -3¢ +q-1
2 2 2
2.11,1) . (g+ D@+ D> +q+1) | 2¢> +3q+ 1 - = | 24 +3¢+1 . ¢ -
Y 2 2 2 2 2
TP g+ q+1 ; g+1 ;
1@ | o W -Dlg +arl) ~ e ~ )
. (=D + D@ +q+1) | 2¢° —q+1 @ —-q | 2¢° —q+1 ¢ -4
2,11, (1,2)(3.4 1 £, - &,
(2,11,(1,2)(3,4)) . e e
D202 4+ 1)(? 2 3 2 2 3 2
(2.11.(1,3)(2.4)) 1 (=D +)(¢" +q+1) | 2¢°—q+1 -4 +4q 2¢° —q+1 el +q
2 2 2 2 2
—D*g+ D> +q+1 —1 ‘ —1 .
21123 | 1 || W= 2)(" q+1) S S - )
2 2 B _ ‘
2,2,1) 11 (¢C+1)(¢" +q+1) qg+1 _1+s,,q2 g+1 1 Sa 2
b) 2 2 2 2
e P+ 1)@ +q+ 1) a*(1 + £49) (L —eq9)
2 2 2
. . (¢-D(¢" - 1) l—q l4eq l—q  l—g4 5
2,2,(1,3)(2,4 1X1 R SEELAS: S 1T Eq
(2,2,(1.3)(2,1)) : L+ 2EEy 4+ 125y
cRe g—1(¢" 1) a°(1 + £4q) a*(1—eqq)
2 2 2
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APPENDICE A

PRODUITS EN COURONNE

Nous allons rappeler dans cet appendice quelques faits sur les caracteres de produits
en couronne de groupe finis. Nous reprendrons essentiellement ce qui est fait dans
(Bon99a, §2].

Dans cet appendice, r, di,. .., d, désigneront des entiers naturels non nuls. On fixe
des groupes finis G,. .., G, et on pose

r

G =JJ(Gix - xGy).
i=1 d; fois
On fixe aussi un morphisme de groupes A — G4, X -+ X G4,.. Alors A agit sur G°
via ce morphisme par permutation des composantes et on pose
G =G xA.
33. Extension canonique
33.A. Définition. — Si x est un caractere irréductible de G°, on note A(x) son

stabilisateur dans A et G(x) son stabilisateur dans G. On a G(x) = G° x A(x). La
proposition suivante est classique et sa preuve peut par exemple étre trouvée dans
[Bon99a, Proposition 2.3.1] :

Proposition 33.1. — Soit x un caractere irréductible de G°. Alors il existe une unique
extension X de x a G(x) telle que Y(«) soit un entier naturel non nul pour tout
a € Ax).

Soit Z(G°, A) 'ensemble des couples (x, &) ot x € Irr G° et € € Irr A(x). Le groupe
A agit par conjugaison sur Z(G°, A) et, par la théorie de Clifford, I’application
I(G°,A) — IrrG

(x,&) Indg(x)(i@ﬁ)
induit une bijection entre Z(G°, A)/A et Irr G.

(33.2)
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Le caractere irréductible x de la proposition 33.1 sera appelé I’ extension canonique
de x & G(x). Soit a € A. Dans [Bon99a, 2.2|, 'auteur a construit une application
(33.3) a1 Goa —> G°°
induisant une bijection bien définie entre I'ensemble des classes de conjugaison de
G° % (a) contenues dans G°a et ’ensemble des classes de conjugaison de (G°)* ainsi
qu’une bijection
Irr G°)* Irr((G°)*

X E— Xa-
Si x € (Irr G°)%, nous noterons X, la restriction de X & G°a. Alors (Xa)ye(rGo)e
est une base orthonormale de Cent(G°a). Ces deux applications satisfont la propriété
suivante : si x est un caractere irréductible de G° et si a € A(x), alors

(33’5) )?(w) = Xa(ﬂ-a(lw))
pour tout w € G°a. Rappelons aussi que m,(a) = 1 donc X(a) = x,(1). D’autre part,
I'application 7, induit une application linéaire
(33.6) Tt Ccnt(('GO)“) —  Cent(G°a)
S —  fom,

et I’égalité 33.5 montre que c’est une isométrie.

Exemple 33.7. — Nous rappelons ici la définition de ces deux applications dans un cas
particulier dont le cas général peut aisément se déduire par produit direct. Supposons
que r = 1 et posons d = dy. Supposons aussi que “(wy, ..., wq) = (W4, W1, ..., W4—1).
Alors G >~ (G°)® et, via cet isomorphisme,

Ta(Wy, ..., W) =Wy ... Wy
et

IrGy, —  (IrrG°)®

—
d fois

est la bijection réciproque de la bijection 33.4.

33.B. Induction. — Fixons maintenant a € A et une famille (H;j)1 < i < r1 < j < dis
ou H;j est un sous-groupe de G;. On pose

T

H® = H(Hil X - X Hig,)

i=1
et on suppose que H° est a-stable. Alors la restriction de m, a H°a est 'analogue de
7 pour le groupe H° et on a encore une isométrie toujours notée m, :

Cent((H®)*) — Cent(H"a).
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D’autre part, il résulte de [Bon99a, lemme 3.2.1] que le diagramme

*

Cent((H°)*) —f—g——) Cent(H°a)

(33.8) Ind(57.), Tnd$.?

*

Cent((G°)*) ——£—> Cent(G°a)

est commutatif.

Proposition 33.9. — On a :
(a) Six e (IrrG°)?, alors

G =~ TG (o
mdGe,Xa = Y, &) G (X @)
Eelrr G(x)/G°
(b) L’application Indgoa a pour image l'espace des fonctions centrales sur G qui
s’annulent en dehors de G°[a], ou [a] est la classe de conjugaison de a dans A.

Démonstration. (a) Par la transitivité de U'induction, on peut supposer, et nous
le ferons, que G(x) = G. Notons A" = (a) et G' = G° x A’. Nous noterons Y’ la
restriction de ¥ & G'. D’aprés 1.3, on a
G < G “1/
dS., Xa = IndG,( 3 fa) 'R ®g)).
EGA/A
Par conséquent,
G = ~ A -
dS., %o = ¥ ® (IndA, ( 3 ¢l 15)).
e AN
Il ne reste donc plus qu’a montrer que

A _ S
mdg (Y €)= Y &k
EEAN gehr A
ce qui est évident.
’

(b) D’apres les formules données dans la preuve de 1.3, application Indgoa a pour
image ’espace des fonctions centrales sur G’ nulles en dehors de G°a. (b) en découle
car toute classe de conjugaison de G contenue dans G°[a] rencontre G°a. O

34. Produits en couronne de groupes symétriques

Nous ferons dans cette section 'hypothese suivante :

Hypothese. Jusqu’a la fin de cette section, nous fixons une famille d’entiers natu-
rels non nuls (ni)1 < i < » €t nous supposons que G; = S,,,, le groupe symétrique de

degreé n;.
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Si n est un entier naturel, nous notons P(n) I'ensemble des partitions de n. Notons
< Pordre de dominance sur P(n) (voir par exemple [GPO00, définition 5.4.6]) et <
lordre de dominance strict. Fixons un entier ¢ € {1,2,...,r}. Notons ¢; : G; —
{1, =1} la signature. Si A = (A, ..., \;) est une partition de n;, nous noterons G;  un
sous-groupe (parabolique) de G; isomorphe a Gy, x---x &y, (sous-groupe de Young).
Nous noterons A* la partition duale de A. Notons x, 'unique caractere irréductible
commun a Indg:‘A lg, , et €z®hldg:w la, . (voir [GPOO, théoréme 5.4.7]). Toujours
d’apres [GP0O, théoreme 5.4.7], on a

(34.1) Imd&' Ta, = xa+ Y BauXu
A<

Revenons a notre groupe G°. Nous noterons P l'ensemble des familles A =
(Nij)1 < i<l <j<d OU A est une partition de n;. Le groupe A agit naturellement
sur P par permutations. On définit 'ordre de dominance < sur P par produit direct

des ordres de dominance. Soit
”

G =[(Gin, x - xGinx)

i=1
et nous notons Ay le stabilisateur de A dans A, c’est-a-dire le normalisateur de G

dans A. On pose
Gx =G5 x Ax.

Nous noterons x le caractere irréductible de G° défini par
r . S
X = ®,’,:1(X)\,1 G 0 X, ).

11 est facile de vérifier que

A(xa) = Ax.
Notons PT T'ensemble des couples (X, €) tels que A € [P/A] et & € Irr Ax. Posons
maintenant

Yae = Indde o, (Xa @)
et e = In(lgA £.
Alors Papplication Pt — Z(G°, A), (X, €) — (xa.&) induit une bijection entre P* et
Z(G°, A)/A. Par conséquent, I'application
Pt — IrG
A& — Xae
est bijective.

Proposition 34.2. Si (X, &) € PT, alors

Mae=xiet D, AewmeXie

(w.gHePt
Adp

ot Bxepe €N
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Démonstration. — Tout d’abord, remarquons que, si le résultat de la proposition est
vrai lorsque A = Ay, alors il est vrai dans le cas général. Nous pouvons donc supposer,
et nous le ferons, que A = Aj.
Soit (p,€') € P tel que (TIxg, X, o) # 0. Alors
(ResSo Ty ¢, ResSe X:’E/>Go # 0.
Mais, par la formule de Mackey

Res&o [y ¢ = &(1) Z Indpol las,

a€[A/AAN]
et RGSGO Xu g = =£(1 Z Xop
(LG[A/A ]

Par suite, il existe a € A tel que (Indg lpo

2
que = “X ou que “A<p. Dans le pI‘(‘HllG‘I cas, on a alors A = p car A et g parcourent

,Xp)Ge # 0. D’apres 34.1, ceci implique
[P/A]. Il nous reste donc & montrer que, si & et £ sont deux caracteres irréductibles
de Ay, alors

1 sie=¢

0 sinon.

(%) (Ma g, Xxer)G = {

Puisque A = Ay, on a

G ~
(Mxe, Xaelc = (f, ¢ @ Resc, Xa)as
qu <|G° Zx,\ wa)>
aEA weG§
Il nous suffit donc de montrer que, pour tout a € Ay,
1 ~
(%%) —— Z Xa(wa) = 1.
IG}" welG's
T
mais,
1 G =~
|G | Z Xa(wa) = (laga Resge, XA)GSa

weGs

- G°a WG
= < Ind(;i(b 1(,’0)\(1 5 R,(,b(;oa XA>G0“

(Go)"
<I“d((:‘;)” Liagyas (XA)(1,>(GO)"
— ]‘7

I'avant-derniere égalité découlant de la commutativité du diagramme 33.8, la derniere
découlant de la formule 34.1 appliquée au groupe (G°)?. O

Les deux corollaires suivants découlent facilement (par une récurrence descendante
sur by) de la proposition 34.2.
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Corollaire 34.3. — ZIrrG = @  ZIlx..
(A )ePt

Corollaire 34.4. — Soit n € Cent(G). Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) ne ZIrr G.

(2) Pour tout (X, &) € P+, (Resg)\ n,8)G, € Z.

35. Extension canonique, extension préférée

Soit (W°, S) un groupe de Coxeter cristallographique fini. Notons Autcoxeter (W°, S)
le groupe des automorphismes o de W° tels que ¢(S) = S. Fixons un groupe fini A
et un morphisme de groupes A — Autcoxeter(W°,S). A travers ce morphisme, A agit
sur W¢ et on peut former le produit semi-direct W = W*° x A.

Soit x un caractere irréductible de W°. Si a € A(x), Lusztig [Lus85, chapitre IV,
§17] a défini une extension de x & W° x (a), appelée extension préférée dont une
des propriétés est que la représentation sous-jacente est définie sur Q. Nous voulons
montrer ici la proposition suivante :

Proposition 35.1. — Il existe une unique extension de x a W° x A(x) dont la restric-
tion & tout sous-groupe W° x {(a), ot a parcourt A(x), soit l’extension préférée de
Lusztig.

Démonstration. — L’unicité de D'extension vérifiant les conditions de 1’énoncé est
évidente. Montrons en l'existence. Tout d’abord, nous pouvons travailler a conjugaison
pres par un élément de A en raison du lemme suivant (dont la preuve est immédiate) :

Lemme 35.2. — Soient a et b deux éléments de A. Notons X [’extension préférée de
Lusztig a W° x {(a). Alors °X est extension préférée de Lusztig de ®x a W° x (bab™1).

Nous pouvons supposer, et nous le ferons, que A = Autcoxeter(W°,S) et que le
morphisme A — Autcoxeter(W°,S) est 'identité. Par produit direct, on peut aussi
supposer, et nous le ferons, que A(x) agit transitivement sur I’ensemble des com-
posantes irréductibles de W°. En d’autres termes, W° est un produit direct de d
copies d’un groupe de Coxeter cristallographique fini irréductible (W7,.51), on peut
écrire Y = x1 W --- X x4 ou, pour tout i, x; est un caractere irréductible de Wi,
A = (A% x &y, ot A] = Autcoxeter(Wr,51) et Uimage de A(x) dans G4 est un
sous-groupe transitif de &q.

Soit i € {1,2,...,d}. Puisque 'image de A(x) dans G4 est un sous-groupe transitif,
il existe 0 € &4 et (by,...,bq) € (A1)? tels que (1) =i et 0.(b1,...,bs) € A(x). En
particulier, ¥'y; = xi. Par conséquent, il existe (ay,...,aq) € (A;)? tels que, pour
tout 4, on ait x; = “'x1.

ASTERISQUE 306



35. EXTENSION CANONIQUE, EXTENSION PREFEREE 149

Notons 7 le cycle de longueur d égal a (1,2,...,d). Alors, quitte & remplacer x
par (¢1-aa)y (en utilisant le lemme 35.2), on peut supposer, et nous le ferons, que
X1 = - - = Xxa- En particulier, A(x) = 41 (x1)?% x Ga.

Supposons démontré le résultat lorsque d = 1. Notons alors X 'extension de x; a
W1 % A1(x1) telle que Reswi :éf)’“) X1 soit extension préférée de x1 a Wi »x A1(x1).
Alors Iextension canonique de Y1 ® --- ® x1 a4 W = (W) x A;)¢ x &4 vérifie les
conditions de 1’énoncé.

On est donc ramené au cas ou d = 1, c’est-a-dire au cas ou W° = W est irréduc-
tible. On peut méme supposer que A(x1) # 1. Dans ce cas, a part lorsque Wj est de
type Dy, A est cyclique d’ordre 2 et le résultat est évident. Supposons donc que W°
est de type Dy. Alors A ~ G3. Deux cas peuvent se produire :

e Si 3 ne divise pas |A(x)|, alors |A(x)| = 2 et le résultat est évident.

e Si 3 divise |A(x)|, alors, d’apres [Lus84a, proposition 3.2], A(x) = A et il existe
une extension X' de x & W° x A(x) dont la restriction & W° x (b) est I'extension
préférée de Lusztig lorsque b € A est d’ordre 3. Notons € le caractere signature de
A ~ G3. Il est alors clair que ¥’ ou X’ ®¢ satisfait aux conditions de la proposition. O

L’extension de x vérifiant les conditions de la proposition précédente sera appelée
I'extension préférée de x a W° x A(x).
Corollaire 35.3. — Si A agit sur W° seulement par permutation des composantes ir-

réductibles, alors 'extension préférée de x a W° x A(x) est l'extension canonique.

Corollaire 35.4. — Soit A’ un sous-groupe de A et posons W' = W° x A’. Soit
x € Irr W° et notons X (respectivement ') Uextension canonique de x a W(x) (res-
pectivement W' (x) ). Alors X' est la restriction de X.
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APPENDICE B

SOMMES DE GAUSS

Le but de cet appendice est de donner des formules pour les racines de 'unité
G(G,¢) lorsque ¢ € Z2.(G) est F-stable. D’apres [DLM97, proposition 2.4], G(G, ()
peut étre décrit par un produit de sommes de Gauss. Dans la section 36, nous rappe-
lons quelques propriétés générales des sommes de Gauss. Nous appliquons ces résultats
dans la section 37 pour calculer explicitement les racines de 'unité.

Notation. - Nous noterons r 'entier naturel non nul tel que g = p".

36. Sommes de Gauss

Un caractere additif x, : F, — @,;X non trivial a été fixé dans le §14.B. Si s € N*,
on rappelle que x, : Fp« — @[X est défini par x, = x1 o Try, out Tr, : F,« — I, est la

. . = X N T
trace. Si s € N* et si 0 : IF;( — @Q, est un caractere linéaire, nous noterons

Ga(0) = D 0(x)xs ()

ke
pa= o

la somme de Gauss associde. La premicre identité sur les sommes de Gauss est bien
connue : si # est non trivial, alors

(36.1) G(0)Gs(07") = p*O(—1).

Nous allons maintenant traiter un cas particulier intervenant dans le groupe spécial
unitaire (voir la preuve de la proposition 37.4). Il s’agit des sommes de Gauss de
la forme Go,.(0), ot § est un caractére linéaire non trivial de IFqX2 tel que #9+! =1
(rappelons que ¢ = p"). Tout d’abord, notons quun tel caractere est trivial sur F
(surjectivité de la norme). Il découle alors de la formule 36.1 que G(#) = £q. Nous
allons déterminer exactement le signe.
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Pour cela, notons Tr : Fp2 — F, la trace. Elle est surjective et Fy-linéaire. Donc
il existe £ € IF;Q tel que Tr§ = 0, de sorte que KerTr = F €. Si ¢ est pair, alors
Ker Tr = F, (donc on peut prendre £ = 1). Si ¢ est impair, ¢ est un élément de IF‘;(2
tel que £ appartient & F, mais n’est pas le carré d'un élément de F,. Alors, si 0 est
un caractere linéaire non trivial de ]F;(2 tel que #9T1 =1, on a

(36.2) Gar () = 0($)a.

Remarque. — On a toujours £2 € Fy, donc 6(&) € {1,~1}. De plus 6(&) ne dépend
pas du choix de §. Notons aussi que, si ¢ est pair, on a £ € F* donc 6(¢) = 1.

Preuve de 36.2. — Nous remercions J.L. Waldspurger pour nous avoir présenté la
formule 36.2 ainsi que 'argument suivant. Tout d’abord, puisque 6 est trivial sur Fx,

Gar (0 —q_l DD Olay)x(Tr(x)).

zEFX 2 yery;

Par un changement de variable évident, on obtient

Gor(0) = q_1 o> @)x(y Tr(x)
IGIF JGH‘
1
= — > 9<w>< > xf,-('yTr(a:))>
1 xé]F:z ’.l/€]1“,>,<
1
= j<(q—1) Z O(x) — Z 9(1))
a x€ fF‘(X._, NKer Tr ;ITE]F‘X‘Z
' Trw;fé()
1
= -3 ((] Z O(x) — Z 9(;1:))
1 TE F:Z NKerTr .1:6]17:2

Puisque 6 est non trivial, la deuxieme somme est nulle. Puisque KerTr = [F ¢ et
que 6 est trivial sur F7, la premiére somme vaut (¢ — 1)6(§). Au bilan, il nous reste

Gar(0) = 0(E)g- O

Nous terminons cette section par un cas particulier classique, dit a Gauss. Sup-
posons ici p impair. Soit L : IF; — {1,—1} le caractére de Legendre, c’est-a-dire
I'unique caractere d’ordre 2. La formule 36.1 montre que Ay = p~%/ 2G,(Ly) est une
racine quatricme de l'unité. Sa valeur dépend du choix de x; ainsi que du choix d’une
racine carrée de p dans Q,. Posons i = j(1/4) (rappelons que j : Q — @/X est le
morphisme de groupe de noyau Z défini dans la sous-section 1.B). Alors i est une
racine primitive quatricme de I'unité. Si p = 1mod4, on prend p'/? = G(L,). Si
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p = 3mod4, on prend p'/? = i~'G (Ly). Il résulte de 36.1 que p'/? est bien une
racine carrée de p. Alors, d’aprés [Gau02, VIL.356], on a

(=1)*"1 i p=1mod4,

(36.3) Ao =
(—=1)*7%* sip=3mod4.

Ayant fixé une racine carrée de p, nous poserons, pour tout s € Z, ¢/ = (p/?)"*.

37. Calcul de G(G,()

37.A. Propriétés générales. — Rappelons qu’il a été fixé un morphisme injectif
K FX — @;X qui fournit, par restriction a F;* un caractere linéaire que I'on notera
encore k. Avant d’exprimer G(G, () sous forme d'un produit de G;(k™), nous aurons
besoin de quelques notations. Notons (@) )aca, la Q-base de Y (To/Z(G)°) duale de
Ayp. Notons Ag/¢pg 'ensemble des orbites de ¢g dans Ag. Pour finir, si w € Ag/¢o,
notons a,, € w un représentant et r,, 'entier naturel non nul tel que F!«! (aw) =P ay,.
Soit ¢ € HY(F, Z(G))". Fixons ¢ € X(T/Z(G)°) tel que ¢ = ko Res?('éz)(c)o ¢.
Alors, d’apres [DLM97, proposition 2.4], on a (¢l — l)(f,w(vyw)vr” € 7Z pour tout
w € Ag/dy (car (F —1)(C) est trivial sur Z(G)) et
(37.1) G(G,() = ngg 2 Ben(@) H G, (kP D=,
weAy/Po
Il est immédiat que le membre de droite ne dépend pas du choix de &, ce qui est sou-
haitable. Nous allons maintenant rappeler quelques propriétés des nombres G(G, ().
Soit G un groupe réductif connexe muni dun endomorphisme de Frobenius F' :
G — G défini sur F, et soit 7 : G — Gun morphisme isotypique défini sur F,. Alors
7 induit un morphisme surjectif Z(G) — Z(G) et, sion note alors (=Come Z(G)A,
alors il découle facilement de 37.1 que

(37.2) G(G.() =G(G, ).

D’autre part, si G = Gg X -+ x Gg (k fois) et si F' permute transitivement les
composantes G, notons ¢y € H'(F*, Z(Gy)) le caractere correspondant & ¢. On a
alors, d'apres [DLM97, preuve de la proposition 2.5],

(37.3) G(G, () = G(Go, o).

Ici, G(Go, ¢p) est calculé en utilisant I'isogénie F*.

37.B. Cas cuspidal. — Nous supposons maintenant que ¢ € Z/.(G) et que ¢
est F-stable. Alors toutes les composantes irréductibles de G sont de type A. Par
suite, compte tenu de 37.2 et 37.3, il suffit de calculer G(G, {) lorsque G = SL,,(F)

et F=cFoF,., ol k € {0,1}, Fiat : G — G est 'endomorphisme de Frobenius
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déployé sur Fy et 0 : G — G, g — J'g7'J. Ici, J désigne la matrice monomiale dont
les coefficients sur la deuxieme diagonale sont tous égaux a 1.

Proposition 37.4. — Supposons que G = SL,,(F) et que F' = 0% 0 F.¢, ou d € {0,1}.
On pose ¢ = (—1)%. Soit ¢ € Z0\(G) et supposons que ( est F-stable. Alors ¢ est
d’ordre n, n divise ¢ — ¢, et :

1 st est impair,
G(G.Q) = la=e)(n—2) . .
(=17 % sin est pair.
Remarque. La formule de la proposition précédente est close grace a 36.3.
Démonstration. — Le fait que ¢ est d’ordre n découle de la table 7.3. Par conséquent,

¢ est injectif et F-stable, done F' agit trivialement sur Z(G). Par conséquent, n divise
q—¢ car F agit sur Z(G) par élévation a la puissance £¢. En particulier, n est premier
a p. Nous aurons besoin de quelques notations. On numérote les n — 1 racines simples
comime suit :

a Qs g1

O—O— o —0

Notons pour simplifier wjv = wxl pour 1 < j < n — 1. Il existe alors un entier k € Z
premier a n tel que, pour tout 1 < j < n — 1, on ait
) ki
C.@))r, = 7_1J mod Z.

e Commencons par étudier le cas déployé (c'est-a-dire d = 0, ou encore ¢ = 1).
Alors ¢ est identité et on a

n—1
Q(G,C) = (41)”71(1;%1_[ g’l((h./(qfl)/n)kj)
Jj=1
n—1
= (=0t TGy,
Jj=1

la derniere égalité découlant de ce que k est premier a n. Notons 7 le caractere linéaire
rla=1/m qe IF;< En regroupant j et n — j et en utilisant 36.1. on obtient :

. N1 . . .
p(=1)t+2H si n est impair,

9(G. Q) =

A (D)2 G est pair.

Si ¢ est pair, alors n est impair et x(—=1) = k(1) = 1, donc y(—1) = 1. ce qui
montre le résultat dans ce cas. Supposons maintenant ¢ impair. Alors r(—1) = —1
et y(—1) = (—~1)la=H/" Cela montre le résultat annoncé si n est pair. Lorsque n est

impair, alors (¢ — 1)/n est pair donc v(—1) = 1. comme attendu.
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e Etudions maintenant le cas ot d = 1, c’est-a-dire ¢ = —1. Alors ¢o(a;) = ap_j
pour tout 1 < j < n — 1. Deux cas se présentent :
(n—1)/2
n— 2 5 . . .
(fTl H Gor (k1971 KTy si m est impair,
_ Jj=1
G(G,() = (n—2)/2

n—2

“Ag™ H gg,,.((m(f‘”/”)’“j) sinon.
j=1

N

Notons « la restriction de KR@ =D/ y F;z. Alors 7 est non trivial et v4*! = 1 car
n divise ¢ + 1 = ¢ — ¢. Notons, comme dans la preuve de 36.2, £ un générateur du
noyau de la trace Tr : F» — F,. D’apres 36.2, on a

() = {7(5)1+2+"'+"21 si n est impair,
)

6(G.0) = —)\,"y(ﬁ)1+2+"'+£5_2 si n est pair.

Si g est pair, alors n est impair et y(§) = 1 car § € F; et 7 est trivial sur F.
Supposons maintenant que ¢ est impair. Lorsque n est impair, alors v(£)? = y(&)" = 1
(car €2 ¢ Fy et « est trivial sur F) et donc y(§) = 1, ce qui montre le résultat
attendu. Supposons maintenant n pair. Alors ¢ et k sont impairs et on peut prendre
¢ =€ o &) est un générateur de Fz. On a alors y(§) = ﬁ(&éqtl)ﬂ)’“(q“)/".

Or, 58(12_1)/2 = —1, donc (&) = (=1)katD/n — (_1)(a+1)/n(Cela termine la preuve
de la proposition. O

Corollaire 37.5. — Soit F' : G — G un endomorphisme de Frobenius de G sur F,.
Soit ¢ € Z[\J(G). On suppose que ¢ est F-stable et F'-stable. On note G'(G,()

Uanalogue de la constante G(G, () calculée en utilisant 'endomorphisme de Frobenius
F'. Alors

g'(G.¢) = G(G. Q).

Démonstration. — En utilisant 37.2, on se ramene au cas ou G est semi-simple et
simplement connexe, ce que nous supposerons par la suite. Par produit direct, on
peut méme supposer que G = SL,,(F)™, oll m est un entier naturel non nul. On
note G; la i-itme composante quasi-simple de G : on a donc G; ~ SL,(F). On
note o (respectivement ¢’) la permutation de E = {1,2,...,m} telle que F(G;) =
Go(i) (respectivement F'(G;) = G, (;)). Si n est impair, il résulte de 37.3 et de la
proposition 37.4 que G(G, () = G'(G, ) = 1. Nous supposerons donc que n est pair.

Siw € E/o (respectivement w € E/0’), on note e, (respectivement ¢’)) I’élément
de {1, -1} défini ainsi : fixons un représentant i,, de w et posons

i, déployé sur F o,

{1 si FI*l est un endomorphisme de Frobenius de G
Ew =

—1 sinon
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(respectivement
;)1 si F'l*l est un endomorphisme de Frobenius de G, déployé sur Fgol,
—1 sinon).

Il est & noter que £, ne dépend pas du choix de i,,. De plus, n divise ¢/“! —¢,,. D’apres
37.3 et la proposition 37.4, on a :

9.0 = I ((-Aw)=1)

w€eEFE /o

@“ —en)(n-2) )
8 .

D’apres 36.3, on a —A.s = (—A;)® pour tout entier naturel non nul s. Par conséquent,
si (nw)wer/o est une famille d’entiers relatifs impairs, on a

G(G, Q) = (~A)™(~1) % Do mela e,
Posons k = |E/o| et notons F/o = {wi,...,wr}. Nous allons maintenant
faire un choix particulier pour la famille (n)wep/o. Si i@ =1, posons ny,
Ewy - - Eu gt Flwisal - Alors > weE/o ne(gl —e,) =eq™ — 1, ot e = [Lock/ocw-

Par suite, n divise e¢™ — 1 et

eqm -1
Q(G,C) — (_)\T‘),’n((“l)n(; 2)) n
De méme, si on pose ¢’ = [[,cp/o &0, o a

elg™m -1
n

G'(G,¢) = ()" ((-1)*5)

Si n = 2, alors on a facilement que G(G,¢) = G'(G, ). Sin > 2, alors il nous suffit de
montrer que € = ¢’. Mais, n divise e¢™ — 1 et £’¢"™ — 1. Donc n divise € — ¢’. Comme
n > 2, on obtient que € = ¢’. O
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