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FONCTIONS ZÊTAS DES VARIÉTÉS DE SIEGEL 
DE DIMENSION TROIS 

par 

Gérard Laumon 

Résumé. — Ces notes reprennent pour l'essentiel le contenu de mon article « Sur 
la cohomologie à supports compacts des variétés de Shimura pour GSP(4)Q », en y 
remplaçant partout le système de coefficients constant par un système de coefficients 
arbitraire. 

Abstract (Zeta functions of Siegel threefolds). — In these notes I extend the results of 
my paper "Sur la cohomologie à supports compacts des variétés de Shimura pour 
GSP(4)Q" to the case of an arbitrary system of coefficients. 

Ces notes reprennent pour l'essentiel le contenu de mon article « Sur la cohomologie 

à supports compacts des variétés de Shimura pour GSP(4)Q » [0], en y remplaçant 
partout le système de coefficients constant par un système de coefficients arbitraire. Le 
résultat principal (24.1) est une expression spectrale pour la cohomologie à supports 
compacts des variétés de Siegel de dimension 3 à valeurs dans un tel système de 
coefficients, cette cohomologie étant considérée comme un module sur le produit de 
l'algèbre de Hecke de GSP(4)Q et du groupe de Galois Gal(Q/Q). Ce résultat dépend 
du « Lemme fondamental », plus précisément des hypothèses 15.1, 16.1 et 19.2. Ces 
hypothèses résultent probablement des travaux de Haies [Ha3], [Ha4] et Waldspurger 
[5], mais faute de référence précise je ne peux l'affirmer. Elles résultent aussi en grande 
partie de travaux non publiés de Schrôder et Weissauer [6] (par exemple, dans les 
prépublications « A spécial case of the fundamental lemma I, I I , I I I and I V » incluses 
dans [6], Weissauer démontre l'hypothèse 15.1 dans le cas où est régulier dans H 
et la caractéristique résiduelle est différente de 2, en utilisant les résultats de la thèse 
de Schrôder). 

Des résultats similaires aux nôtres, voire plus complets, ont été obtenus par Harder 
[Har] et Weissauer [6]. 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F46, 14F20, 14G10, 22E55. 
Mots clefs. — Fontions zétas, formule des traces d'Arthur-Selberg, variétés de Shimura. 
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2 G. LAUMON 

J'utilise librement la bibliographie de [0] (et sa numérotation). Quelques références 
plus récentes ([1] à [6]) ont été ajoutées à la fin de ces notes. 

Je remercie les organisateurs du Semestre Borel 2000 sur les formes automorphes de 
me permettre de publier ces notes. Je remercie aussi les organisateurs de la Conférence 
sur les formes automorphes à l'IAS de Princeton en avril 2001 de m'avoir donné 
l'occasion de faire un exposé sur ce sujet. 

PARTIE I 

LA GÉOMÉTRIE 

1. Le groupe algébrique GSp(4) 

Pour tout entier n ^ 1, on note In la matrice identité de taille n x n. 
Pour tout anneau (commutatif unitaire) R, on désigne par un indice R l'extension 

des scalaires à R. 
On considère le Z-module libre V = Z 4 et la forme alternée non dégénérée qui est 

définie par 

(v, w) = V1W4 + V2W3 — V3W2 — V4W1, Vv, w G V. 

et qui a pour matrice 

J = 0 s 
-Я о 

dans la base canonique de V où S = ( ? 0 ) • 
On munit l'anneau C — gl(4, Z) des matrices 4 x 4 à coefficients entiers de l'in-

volution * : C —» C qui est induite par cette forme alternée et qui est donc donnée 
par 

V = J xJ 

On note G = GSp(4) le schéma en groupes défini par 

G(R) = {x e CR I 3 c(x) G Rx tel que x*x = c(x)I4} 

= {x G GL(4, R) I 3 c(x) G Rx tel que *xJx = c(x)J} 

pour tout anneau R. Le multiplicateur c : G —» G m est un caractère algébrique dont 
le noyau est le schéma en groupes G\ — Sp(4). 

Si on écrit x — (c D) ^ ël(4, R) par blocs de taille 2 x 2, la relation \cJx — c(x)J 
équivaut aux relations 

nASC^'CSA, 
< lBSD - tDSB, 
[tASD-tCSB = c(x)S. 

ASTÉRISQUE 302 



FONCTIONS ZÊTAS DES VARIÉTÉS DE SIEGEL 3 

L'algèbre de Lie g = gsp(4) de G est la sous-algèbre de Lie de gl(4) formée des 
x G gl(4) pour lesquels il existe un scalaire c'{x) tel que 

W 4- Jx = c'(x)J, 

c'est-à-dire tel que 

tCS = SC, "BS = SB et "AS + SD = c'(x)S 

si on écrit x — {CD) P a r blocs de taille 2 x 2. La forme linéaire c1 : g —• G a est bien 
sûr la dérivée à l'origine du caractère algébrique c et son noyau est l'algèbre de Lie 
gi = sp(4) de Gi. 

Les schémas en groupes G\ et G sont de dimension 10 et 11 respectivement. 

2. Le demi-plan de Siegel 

Soit h : C = IR + zR —» Cr l'homomorphisme de R-algèbres (unitaires) défini par 

h(i) = J'1 = -J. 

C'est un *-homomorphisme : on a h(z)* — h(z) pour tout z G C. La forme R-
bilinéaire (v, h(i)w) — v\W\ +1>2^2 + ^3^3 + v±w± sur Vr = M 4 est à valeurs réelles et 
est symétrique et définie positive. 

On note simplement h~x l'inverse de la restriction de h à C x vue comme homomor-
phisme de R-schémas en groupes de la restriction à la Weil Resc/R(Gm 5c) dans Gr. 
On peut décomposer (Resc/R(Gm 5c))c en un produit de deux copies de G m , c in
dexées par les deux homomorphismes de R-algèbres de C dans lui-même (l'identité 
et la conjugaison complexe). On note \ih : Gm,c —> Gc la restriction de (h~1)c au 
facteur correspondant à l'identité de C. Concrètement, on a 

u1 (2) = 

z + 1 
2 1 2 

z + 1 
2 

L 2 

i ^ 1 

L 2 
z + 1 

2 1 2 
z+1 
2 

= Ig 

z 

z 
1 

V 

= Ig 

où 

Ig = 

( V2 ^/2 
1 j 
i 1  

\Í2 V2 
V2 1 

V2> 

Lemme 2.1. — Le couple {G, h l) vérifie les conditions de Dcligne-Shimura sui
vantes : 

(1) L'image par h-1 du sous-groupe « diagonal » Gmìu C Res<c/iR(Gmjc) es^ centrale 
dans Gr. 
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4 G. LAUMON 

(2) Considérons Vaction de Gm,c sur l'algèbre de Lie Qc Qui est composée du co-
caractère \±h et de Vaction adjointe de Gc- Ses poids dans X*(Gm^c) — Z sont — 1 
avec multiplicité 3, 0 avec multiplicité 5 et 1 avec multiplicité 3. 

(3) La forme réelle de G\^ obtenue en tordant par Vautomorphisme intérieur 
de conjugaison par h~1(i) est compacte. En d'autres termes, le sous-groupe 

{x G Ce I x*x = I4 et h^i^xhii) = x} C Gi(C) 

est compact. 

Démonstration. — La condition (1) est triviale. 
La condition (2) résulte de la remarque suivante : on a IqJIq1 — J et donc, pour 

tout z G C x , l'action adjointe de fih(z) sur $c e s t isomorphe à l'action par conjugaison 
de la matrice diagonale diag(z, z, 1,1) sur Les espaces propres pour cette dernière 
action sont 

{(g °) I lCS = SC} pour le poids - 1, 

{(0 D) I lAS + SD G CS} pour le poids 0 

et 

{ ( o f ) 1*05 = SB} pour le poids 1. 

Enfin, si on note U(4, M) est le groupe unitaire compact {x G GL(4, C) | txx — / 4 } , 
l'égalité 

{x e Cc\ x*x = / 4 et h 1(i)xh(i) — x} — {x G U(4,R) I Jx = x J } , 

entraîne la condition (3). 

Le groupe de Lie réel G (M) agit par conjugaison sur l'espace des *-homornorphismes 
de R-algèbres C —> Cr. Le fixateur de /i pour cette action est le sous-groupe 

^ = {xG G (M) I = x J} 

et la G(M)-orbite Xoo de h est donc isomorphe à G(R)/K/

OQ. 
Le groupe If^ est compact modulo son centre. Plus précisément, on a 

K'x = ЩКЖ с G(ffi) 

où 
Koo = {xe G (M) I lxx = I4} 

est un sous-groupe compact maximal de G(R). Ce dernier sous-groupe admet deux 
composantes connexes découpées par les deux valeurs possibles ±1 du multiplicateur c 
sur K^. 

Lemme 2.2. — La composante neutre Kioq C Ci (M) de Koo est isomorphe au groupe 
unitaire 

y(2,R) = { f f € G L ( 2 , C ) | t j 5 = M . 
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FONCTIONS ZÊTAS DES VARIÉTÉS DE SIEGEL 5 

Démonstration. — La matrice J définit une structure complexe sur le R-espace vec
toriel Vu- Plus précisément, l'isomorphisme de sur C 2 donné par 

( ^ 1 , ^ 2 , ^ 3 , ^ 4 ) (VA + iVA, Vo + ZV*) 

échange la multiplication à gauche par J sur la vecteur colonne ^1,^2,^3,^4) et la 
multiplication par i sur (y\ + iv^ V2 + W3). On a donc une identification de GL(2, C) 
au sous-groupe 

{x G GL(4,R) I xJx'1 = J} C GL(4,R) 

par laquelle l'anti-involution g 1-» g de GL(2, C) correspond à l'anti-involution x 1—• x. 
Il est clair que £7(2, M) C GL(2,C) correspond par cette identification au sous-groupe 

{x G GL(4,R) I xJx~l = J et xlx = h} C GL(4,R), 

c'est-à-dire au noyau de c : Koo {±1}. 

Il résulte du lemme 2.1 que le quotient = G(M.)/K/

OQ est un domaine hermitien 
symétrique. En fait, soit le demi-plan de Siegel 

H+ = ш е К 1 2 , с "(Sii) et lm(SQ) » 0} 

des matrices complexes Çt de taille 2 x 2 telles que SCl soit symétrique et ait une partie 
imaginaire définie positive, et soit 

H = H+U(-H+) Cgl(2,C). 

Alors, le groupe G (M) (resp. Gi(R)) agit à gauche sur H (resp. TL+) par 

(A B" 
\C DJ 

(An + B)(Cn + D)-1 

et le fixateur du point f2 = i\S G 7"£+ est exactement K'^ (resp. KijQO). On peut donc 
identifier X^ à 7i et le munir de la structure complexe induite par celle de gl(2, C). 

3. Variétés de Siegel de dimension 3 

On considère l'anneau topologique A = R x Af des adèles de Q. L'anneau topo
logique des adèles finis Af n'est autre que Q (g) Z où Z — lhn^ Z/NZ. On forme le 
groupe adélique G (A) = G(R) x G(Af) et on note K = G(Z) C G(Af) le sous-groupe 
compact ouvert maximal standard. On a évidemment K — Y[P Kp où p parcourt les 
nombres premiers et Kp = G(ZP). 

On fixe un entier TV > 3 et on note 

K(N) = Ker(G(Z) —> G (Z/NZ)) C K 

le noyau de la réduction modulo N. On a K(N) — Ylp K(N)P où K(N)P — 
Ker(G(Z p) —» G(ZP/NZP)) C Kp avec égalité pour tous les p qui ne divisent pas TV. 
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6 G. LAUMON 

L'application x y—> x(V) identifie le quotient discret G(Af)/K à l'ensemble des Z-
réseaux H C V&f qui sont autoduaux pour la forme symplectique V&f x Vi f —» Af in
duite par celle de V, c'est-à-dire à l'ensemble des familles indexées par les nombres pre
miers p de Zp-réseaux autoduaux Hp C Vqp telles que Hp — Vzp pour presque tout p. 
Cette identification se relève en une bijection du quotient G(A?)/K(N) sur l'ensemble 
des paires (H,rj) formées d'un Z-réseau autodual H C V&f et d'une structure de ni
veau TV principale sur H, c'est-à-dire d'un isomorphisme rj : V/NV H/NH 
compatible aux structures symplectiques à valeurs dans Z/WZ. 

Le groupe G(Q) agit proprement et librement sur la variété analytique complexe 
Xoo x (G(A{)/K(N)) et le quotient 

G(Q)\[X00 x (G(A,)/K(N))} 

est par définition la variété analytique complexe de Siegel de dimension 3 et de ni
veau N. 

Soit S un schéma. Pour tout schéma abélien A sur un schéma 5, on note SA G A(S) 
l'origine de A, a : AxsA—* A son morphisme d'addition et pr^ : AxsA —> A, ¿ = 1,2, 
les deux projections canoniques. On rappelle que le 5-schéma abélien A dual de A 
est le .S-schéma de modules des fibres en droites C sur A munis d'une rigidification 
eAC = Os et d'un isomorphisme 

pri С 0Ол.„л рг9 С —> а С 
compatible à la rigidification ci-dessus et qui fait du Gm-torseur associé à C une 
extension de A par G m , 5 . 

Si N est inversible sur 5, les ^-schémas en groupes A[N] et A[iV], noyaux de la 
multiplication par N dans A et A respectivement, sont finis étales et sont en dualité 
à valeurs dans le ^-schéma en groupes fini étale /UN,s des racines 7V-ième de l'unité, 
par l'accouplement de Weil 

A[N] xsA[N] —>LLN,S 

(si a G A[N] et C G Â[N], la fibre en a de £ ® N admet deux rigidifications qui diffèrent 
par une racine 7V-ième de l'unité). 

Soit toujours S un schéma sur lequel N est inversible. On note (V/NV) s le S-
schéma en groupes constant de valeur V/NV, muni de l'accouplement parfait (•, -)N • 
(V/NV)s x s (V'/NV)s —> (Z/WN)s induit par la forme alternée non dégénérée sur V. 
On considère alors l'ensemble 

SN(S) = {(A,\,(,V)} 

des classes d'isomorphie des quadruplets (A, A, 77) formés de : 

- un 5-schéma abélien A de dimension 2, 

une polarisation principale A, c'est-à-dire un isomorphisme À : A A de S-

schémas abéliens tel que À : A —> A soit égal à À, compte tenu de l'isomorphisme de 
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FONCTIONS ZÊTAS DES VARIÉTÉS DE SIEGEL 7 

bi-dualité A -^-> Â, et que, pour tout point géométrique s de 5, Às : As ^+ Âs soit 
une polarisation, 

- une racine primitive 7V-ième de l'unité £ sur S, ou ce qui revient au même un 
isomorphisme (Z/NZ)s —> UN, s, 

- une structure de niveau N principale 77, c'est-à-dire un isomorphisme de S-
schémas en groupes (V/NV)s —* A[N] qui échange l'accouplement parfait (-,•)# 
ci-dessus et l'accouplement parfait A[N] x A[N] —> (Z/NZ)s que l'on déduit de l'ac
couplement de Weil à l'aide de £ et de l'isomorphisme A[N] -̂ -» A[N] défini par la 
polarisation principale À. 

L'application S i-» SN(S) se prolonge de manière évidente en un foncteur SN sur 
la catégorie des Z[l/N]-schémas. 

Théorème 3.1 (Mumford, cf. [Fa-Ch]). — Le foncteur SN est représentable par un 
Z[l/N]-schéma quasi-projectif et lisse, purement de dimension 3, que l'on note encore 
SN. • 

Soit F = Q(e27r2/iV) C C l'extension abélienne de Q obtenue par adjonction d'une 
racine primitive iV-ième de l'unité ; on note O son anneau des entiers. Au dessus de 
l'anneau 0[1/N], on a une identification canonique du schéma en groupes fini étale 
JJLN des racines AT-ième de l'unité avec le schéma en groupes constant de valeur Z/NZ. 

On vérifie que le Z[l/N]-schéma SN est la restriction à la Weil 

SN = ^Z[i/N] Mn 
de 0[1/N] à Z[l/N] du O[1 /N]-schéma quasi-projectif et lisse A4N qui classifie les 
triplets (A, À, 77) où A, A et 77 sont comme ci-dessus pour £ = e271"2/̂ . 

A chaque ft G 7~̂ + on peut associer la surface abélienne complexe 

An = C2/(Z2 + SSÌZ2) 

et la polarisation principale de Açi induite par la forme hermitienne sur C2 de 
matrice Im(ST2)_1. On a 

MN] = ((^Z)2 + Sfi(ÌZ)2) / (Z2 + Sf2Z2) 

et on a donc une identification symplectique canonique de AnfiV] à (V/NV)s, c'est-
à-dire une structure de niveau N principale rjçi sur Aq. 

Proposition 3.2. — Si on pose 

T(N) = Ker(Gi(Z) —> d(Z/NZ)) C d(Z) C Gi(R), 

l'application ft ^ (Aq, \n,r]n) induit un isomorphisme de variétés analytiques com
plexes 

T(N)\H+ ^MN(C)an 

de but la variété analytique associée au C-schéma A4N,C déduit de A4N par l'extension 
des scalaires 0°->C. • 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



8 G. LAUMON 

Corollaire 3.3. — La variété analytique complexe <Sjv(C)an associée au C-schéma 
<SN,C déduit de SN par le changement de base Z[l/N] C est canoniquement 
isomorphe à la variété analytique de Siegel de dimension 3 et de niveau N, 
SN(C)™ G(Q)\[Xoc x (G(Aî)/K(N))}. 

Démonstration. — Soit G(Q) + le sous-groupe des x G G(Q) tels que c(x) > 0. On vé
rifie tout d'abord que G(Q)+ est le stabilisateur dans G(Q) de la composante connexe 

de H = Xqq et donc que 

G(Q)+\[H+ x (G(At)/K(N))] - G(Q)\[A"00 x (G(A()/K(N))}. 

Le théorème d'approximation forte pour Gi(Af) = Sp(4, Af) assure que l'application 

G(Q)+\G(Af)/K(N) —> Qx\Ax/c{K(N)) 9* ZX/{1 + NZ) 9é (Z/NZ)X 

induite par le multiplicateur c est bijective. (L'image par le multiplicateur c : G(Af) —> 
A* du sous-groupe compact ouvert K(N) C G(Af) n'est autre que 1 + NZ C Zx). 

Si l'on fixe pour chaque i G (Z/NZ)X un représentant xi G G(Af) de la double 
classe image inverse de i par l'application ci-dessus, on a donc 

G ( Q ) + \ [ W + x (G(A()/K(N))} u Ti(N)\H+, 
i<E(ZA/VZ)x 

où on a posé r,(A0 = G(Q)+ U xiK(N)x~1 = Gi(Q) U xгK(N)x-1. 
On conclut en remarquant que 

Gal(F/Q) 9* (Z/NZ)X. 

Le groupe fini K/K(N) agit sur le Z[l/iV]-schéma SN par 

(kK(N), (A, A, C, i;)) ^ (A A, C, V ° fc) 

où k est l'automorphisme de (V/ArV),sf induit par k E K. Si NF > 3 divise N, le 
quotient pour cette action de SN par le sous-groupe K(N')/K(N) C K/K(N) n'est 
autre que SN'W/N\. 

Pour chaque g G G(Af), on dispose d'une correspondance de Hecke 

SN{q) 

SN{q 

SN[l/NPg}-

SN{q 

SN 
SN[l/NPg] 

sur SN[l/NPg] = Z[l/NPg] ®Z[1/N] SN où 

- Pg est le produit des nombres premiers p ne divisant pas N et tels que gp £ Qx Kp, 
- si on note par Ng le plus petit entier > 0 multiple de NPg tel que KN C K(N) Pi 

g~xK(N)g (Ng a donc les mêmes facteurs premiers que NPg), Sjsi(g) est le quotient du 
schéma SNg par l'action du sous-groupe fini (K(N) f!g~lK(N)g)/K(Ng) C K/K(N). 

Plus précisément, supposons tout d'abord que # G gl(4,Z) Pi GSp(4, Af). Alors, 
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FONCTIONS ZÊTAS DES VARIÉTÉS DE SIEGEL 9 

- le morphisme fini étale c\(g) est induit par l'inclusion K(N)P\g~1 K(N)g C K(N) 
et envoie donc la classe d'un .S-point (A, A, Ç, rj) de SN9 sur le 5-point (Ai = A, Ai = 
A, £1 = CNg//Ni Vi) de «Siv[l/A^] où la structure de niveau TV principale 771 : (V/NV)s — 
((Ng/N)V/NgV)s ——-> .̂[̂ V"] est induite par la structure de niveau Ng principale 
V : (V/NGV) ^ A[Ng], 

- le morphisme fini étale C2(g) est induit par le plongement K(N) n g~lK(N)g ^ 
K(N), k 1—• gkg~x, et envoie donc la classe d'un ^-point (A, A, C, 77) de SN9 sur le 
.S-point (A2, A2,C2 = (Ng^N, V2) de «Sjvll/A/^] où 4̂2 est le quotient de A par le sous-
.S-schéma en groupes fini et plat de A\Nq] C A image par 77 du noyau du morphisme 

(V/NgV)s (V/NgV)s 

induit par l'endomorphisme g de V = Z4, et où A2 et 772 sont déduits de A et 77 de 
manière évidente. 

On remarque ensuite que, pour g — (1I4 central avec a G Zfl A*, on a Sj^(g) — SN 
et c(al±) est un automorphisme de SN-

Enfin, on écrit un élément général g sous la forme g = a~1go pour go G gl(4, Z) n 
GSp(4, Af) et a G Z n A* et on pose c(g) = c^ai^)-1 o c(#0)-

Par construction, la correspondance c(g) ne dépend que de la double classe de g 
dans K(N)\G(At)/K(N). 

4. Représentations de dimension finie de G et systèmes locaux 

Soient 

T= {t = diag(ti,í2í*3,Í4) I Í1Í4 =*2Í3 = c(t)} C G 

le tore maximal des matrices diagonales dans G et B = TÎ7 le sous-groupe de Borel des 
matrices triangulaires supérieures dans G. Si on note additivement le groupe X*(T) 
des caractères algébriques de T et a± et a2 les éléments de X*(T) définis par 

CYl(t) =h/t2 et a2(t) = t2/t3 = t22/c(t), 

l'ensemble R = R(G,T) C X*(T) des racines de T dans G est égal à 

R = {±ai , ±a2, ± (a i + a2) = (¿1/U)±x = (t2/t4)±1, ±(2c*i + a2) = ( t i / t ^ 1 } -

De plus, le sous-ensemble R+ = R(B, T) des racines positives relativement à B est 
égal à 

i?+ = {ai, a2, ai + a2, 2ai + a2} 

et l'ensemble A = A(B,T) des racines simples dans est égal à 

A = {ai, «2}. 

Le groupe de Weyl WG de (G, T) admet la présentation 

(l,ei,e2,cr I £? =^2 = "̂2 : 1, Ел So — eoe л , аел — Eoa) 
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10 G. LAUMON 

où 6\ = S2cn+a2i £2 = sa2, g = sai et exe^g = sai+a2 son^ ês réflexions associées 
aux racines 2ai -f «2, 0̂ 2, ol\ et ai + «2 respectivement. 

Les co-racines correspondant aux racines simples a\ et c\2 sont les co-caractères a\ 
et c4 G X*(T) = Hom(Gm,T) définis par 

G¿Y (и) = (и, U 1 ,U,U 1 et 0%(u) = (1,U,U \ 1). 

Considérons les Q-espaces vectoriels en dualité X * ( T ) Q = Q<g>X*(T) et X * ( T ) Q = 

Q 0 X * ( T ) et notons (•, •) : X * ( T ) Q x X * ( T ) Q -> Q l'accouplement de dualité. Le 
réseau des poids 

{/ iGX*(T)Q|( / i ,cv)GZ et i^a^eZ, Z = 1 , 2 } c X * ( T ) Q , 

X*(X)+ = 

où cv G X*(T) est défini par cv(u) = (1,1, tt, m), coïncide ici avec X*(T) et Vensemble 
des poids dominants est le sous-ensemble 

lveX*(T) I (ß,aV)>0, i = 1,2} 

de X*(T). 
Dans la suite, on identifie X*(T) au sous-groupe de Z 0 Z2 formé des p = po ® 

(/-¿1, /¿2) tels que /IQ = U\ + /¿2 (mod 2) en envoyant a sur le caractère 

diae; ¿i,¿2,¿3,¿4 i—> фУ^-^-^'Ч^К2. 
On a alors 

X*(X)+ = {Mo © (Mi, ^2) | Mi ^ ^2 ^ 0}. 
Les poids fondamentaux sont les caractères algébriques de T définis par ujq{î) = C(£), 

ujv(t)=tl et o;2(t)=*i*2. L'ensemble {cj0 = 20(O,O),CJI = le(l,0),w2 = 20(1,1)} est 
une base du Z-module X*(T) et A0^0 + Xilji + A2CJ2 = (2A0 + Ai + A2) 0 (Ax 0 A2, A2) G 
X*(T) est dominant si et seulement si Ai et A2 sont tous les deux ^ 0. 

Pour chaque fi G X*(T)+ il existe une (et une seule à isomorphisme près) repré
sentation algébrique irréductible de Gq de plus haut poids /2. De plus, toutes les 
représentations algébriques irréductibles de Gq sont de cette forme. La représentation 
contragrédiente de est isomorphe à V^V où on a posé /JV = (—/¿0) 0 (/¿1,^2) £ 
X * ( T ) + . La représentation V^0 est évidemment le caractère c, la représentation VLOl 
est la représentation standard Vq de dimension 4 et la représentation V^2 est la re
présentation de dimension 6 qui est la deuxième puissance extérieure / \ VQ de la 
représentation standard. On remarque que le déterminant /\4 VQ de la représentation 
standard n'est autre que le caractère c2 et que la puissance extérieure 3-ième /\3 VQ 
est canoniquement isomorphe à c 0 VQ . 

Soit W une représentation algébrique de dimension finie de Gq sur Q. On définit 
le système local de Q-espaces vectoriels Wan sur la variété analytique <Syv(C)an par 

G(Q)\([Xoc x (G(Af)/K(N))] x W) —• G(Q)\[XOG x (G(A{)/K(N))}. 

On remarque que, si W = Vq est la représentation standard de Gq = GSP(4)Q, la fibre 
en (A, A, C, 77) G <Syv(C) de VQ1 = Wan est le premier groupe d'homologie rationnelle 
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FONCTIONS ZÊTAS DES VARIÉTÉS DE SIEGEL 11 

Hi(A,Q) de A, et que, si W est obtenu en appliquant un foncteur polynomial à VQ 
(W = W = Sym* VQ, W = A7 VQ, ...), Wan est obtenu en appliquant le même 
foncteur polynomial à VQ1. 

Lemme 4.1. — Pour tout nombre premier £, il existe un Qi-faisceau lisse naturel Wt 
sur SN[l/£] = Z[l/N£] ®Z[I/TV] SN dont la restriction à SN(C)an est Q£ ®Q Wan. 

Si W = VQ, yVt = VQ£ a pour fibre en un point géométrique (A, À, £, v) de SN\1/(\ le 
module de Tate Qe<8>zeTt(A) et si W est obtenu en appliquant un foncteur polynomial 
à VQ, We est obtenu en appliquant le même foncteur polynomial à VQ£. • 

Pour tout g G G(Af), la correspondance de Hecke c(g) = (c\(g), 02(g)) : SN9 —• 
SN[1/N9] se relève canoniquement au Q^-faisceau lisse VVg au sens où on a un isomor
phisme canonique 

HUSN ®O,V.V ,)HUSN 

Tout comme c(g), ce relèvement de dépend que de la double classe K(N)gK(N). 

5. Le nombre de Lefschetz et la conjecture de Deligne 

On fixe dans la suite ¡1 G X*(T)+ et un nombre premier £, et on note £ le dual 
du Q^-faisceau lisse sur SN[1/£] correspondant à la représentation V ,̂ de sorte que 

£ correspond à la représentation contragrédiente V^ — V^y de V .̂ On fixe aussi 

une clôture algébrique Q de Q. On dispose alors des groupes de cohomologie ^-adique 

HUSN ® O , V . V , ) 

munis de l'action continue de Gal(Q/Q) par transport de structures. 
Pour tout g G G(Af), la correspondance de Hecke c(g) et son relèvement à dé

finissent des endomorphismes, que l'on notera encore c(g), des groupes de cohomologie 
ci-dessus puisque les morphîsmes de schémas c\(g),C2(g) sont finis étales. 

Soit 
Cc(G(Af)//K(N),Q) 

la Q-algèbre de Hecke des fonctions G(Af) —+ Q à support compact et bi-invariantes à 
droite et à gauche par K(N). Le produit de cette algèbre est le produit de convolution 
défini par la mesure de Haar sur G(Af) normalisée par vol if (TV) = 1. Chaque / G 
CC(G(A{)//K(N),Q) est une combinaison linéaire finie à coefficients rationnels de 
fonctions caractéristiques de doubles classes K(N)gK(N). On munit les groupes de 
cohomologie f-adique ci-dessus d'une structure de Gc(G(Af )//K(TV), Q)-module en 
faisant agir 

/ - z2adK(N)giK(N) 
i 

par l'endomorphisme J2iaicÌ9i)- L'action de Gal(Q/Q) est linéaire pour cette struc
ture de module et on peut donc voir les groupes de cohomologie H*(SN ® Q, V ^ ) 
comme des Gc(G(Af )//K(N), Q)[Gal(Q/Q)]-modules. 
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12 G. LAUMON 

Notre but est de calculer le Gc(G(Af)//K(N),Q)[Gal(Q/Q)]-module virtuel 

E 
г 

Tr^ x 7> H^ ® ^ Kl» 

Pour cela il suffit de déterminer la trace 

t r ( / x 7 ) = £ ( - l ) Tr(/x7,H!(5Jv®Q,V1Y/)) 

quels que soient / G CC(G(AÏ)//K(N), Q) et 7 G Gal(Q/Q). En utilisant le théorème 
de densité de Cebotarev, on voit qu'il suffit même de déterminer la trace 

tr(/ x $j) 

pour tout / , pour tous les nombres premiers p sauf éventuellement un nombre fini 
dépendant de / et pour tous les entiers j assez grands relativement aux choix de / et 
de p. Ici, <&p désigne un élément de Frobenius géométrique fixé arbitrairement dans 
Gal(Q/Q). 

Nous allons réinterpréter cette dernière trace comme un somme de termes locaux. 
Fixons un nombre premier p ne divisant pas le produit £N, une clôture algébrique Qp 
de Qp et un plongement de Q C Qp. Si ¥p est la clôture algébrique de ¥p qui est le 
corps résiduel de la clôture intégrale de 7LP dans Qp, on a des homomorphismes de 
groupes de Galois uniquement déterminés par ces choix 

Gal(Q/Q) Gal(Qp/Qp) Gal(Fp/Fp) 

et on peut prendre pour $p l'image par l'inclusion Gal(Qp/Qp) Gal(Q/Q) d'un 
relèvement arbitraire du générateur topologique Frobp : a y-* a1/,p de Gal(Fp/Fp). 

Pour chaque entier i, on a un morphisme Gal(Qp/Qp)-équivariant 

Tr^ x 7> H^ ® ^ Kl» Tr^ x 7> H^ ® Tr^ x 7> H^ ® ^ Kl» 

En utilisant l'existence de compactifications toroïdales relatives du morphisme struc
tural SN —> Spec(Z[l/AT]) (cf. [Fa-Ch]) et les résultats généraux de Grothendieck, on 
montre facilement que : 

Proposition 5.1. — Pour chaque entier i, le morphisme ci-dessus est un isomorphisme. 

L'isomorphisme Gal(Qp/Qp)-équivariant 

Tr^ x 7> H^ ® ^ Kl» Tr^ x 7> H^ ® ^ Kl» 

que l'on vient d'obtenir est aussi équivariant pour l'action de la sous-Q-algèbre 

Cc(G(Apf)//K(Nr,Q) 

de l'algèbre de Hecke Gc(G(Af)//K(N), Q) formée des / de la forme / = fplKp où 
fp : G(A^) —» Q est à support compact et bi-invariante à droite et à gauche par la 
composante K(N)P en dehors de p de K(N), et où \Kp ' G(QP) —> Q est la fonction 
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caractéristique de Kp. Plus précisément, pour tout g G G(AP) x {1} c G(Af), p ne 
divise pas Ng et c(g) induit une correspondance sur SN <8> Fp, notée encore 

c(g) = (ci(p),c2(p)) : SNG ® Fp (CSTV ®Fp) xFp (5TV <8>Fp), 

et on fait agir 

/P — a>ilK(N)PgiK(N)P 
i 

€Cc(G(Apf)//K(Nr,Q) 

sur H*(SN ® Fp, V ^ ) par l'endomorphisme ^ ¿ aic(di)- On a donc 

t r( /nXp x *¿) = TV(/P x Frob¿, ^ ( 5 Ì V ® Fp, V ^ ) ) 
2 

quels que soient /p G Cc(G(Apf)//K(N)P,Q) et j G Z. 
On cherche maintenant à appliquer la formule des points fixes de Grothendieck-

Lefschetz. Rappelons que l'automorphisme Frobp de HI(SN®^P, V ^ ) est aussi induit 
par l'endomorphisme de Frobenius Frob^^Fp du Fp-schéma SN <8> Fp et son relève
ment canonique à V ^ . Si g G G(AP) et si j est un entier ^ 1, l'endomorphisme 
^K{N)pGK{N)v x Frobp de HÇ(SN & F p , V ^ ) est donc aussi induit par la correspon
dance c?(g) — (c\(g), F rob^^p oc2(d)) et son relèvement naturel à £ 

Fixons provisoirement g G G(AP). Si j est assez grand relativement à g, plus 
précisément si 

p> > [K(Ng) : K(N)}, 

les points fixes 

F]x(¿{g)) = {xeSN(Fp)\c1(g) = Fiob3SN^¥p(c2(g)(x)) = x} 

sont isolés et transversaux d'après une remarque de Zink. Pour chaque x G Fix(cJ(#)), 
la correspondance cJ (g) induit un endomorphisme c^(g)x de la fibre (V^£)x de e 
en x. Le nombre de Lefschetz est alors par définition le nombre ^-adique 

Lef(C'te)) 1 
deg(ci (g)) E 

c6F¡x(C3(5)) 

IWc'ïoU.ÎV.Y.U 

Le théorème suivant est un cas particulier d'une conjecture de Deligne (prouvée en 
général par Fujiwara [1]) 

Théorème 5.2 (Pink [Pi]). — II existe un entier j (g) > [K(Ng) : K(N)] tel que, pour 
tout entier j ^ j(g), on ait la formule des points fixes 

E 
i 

-l)i'Tr(ci(g),HÍ(SN®Fp,VZte)) deg(ci ( 

Plus généralement, pour tout 

= E ai^K(N)PGIK(N)P eCc(G(Ap{)//K(N)P,Q) 
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14 G. LAUMON 

et pour tout entier j > supi{[K(Ngi) : K(N)]}, on définit le nombre de Lefschetz 
associé à fp et j par 

Lef(/P;j) = Lef(cJ'(s'i)). 
i 

Alors, le théorème de Pink admet la variante évidente suivante : II existe un entier 
j(fp) > 0 tel que, pour tout j ^ j(fp), le nombre de Lefschetz Lef(fp;j) soit défini et 
on ait la formule des points fixes 

tr(/"x^)=Lef(/P;j). 

PARTIE II 

LE COMPTAGE DES POINTS FIXES D'APRÈS KOTTWITZ 

On fixe un nombre premier p ne divisant pas £Nune fonction fp : G(AP) —-> Q 
invariante par translations à droite et à gauche par K(N)P et un entier j ^ j(fp)-

6. Les intégrales orbitales 0^(fp) et TOffa) 

Pour tout 7 6 G(AP), on définit l'intégrale orbitale 

O ? ( / B ) 
JG^AV)\G(AP{) ' • < » - , ™ > 5 3 

où Gj(Ap) est le centralisateur de 7 dans G(AP), où d #p est la mesure de Haar sur 
G(AP) qui donne le volume 1 à K(N)P et où dgp est une mesure de Haar arbitraire 
sur G7(Apf). 

On fixe une clôture algébrique Qp de Qp. Pour tout entier j ^ 1 on note simplement 
Qpj l'extension non ramifiée de degré j de Qp contenue dans Qp et ZpJ son anneau 
des entiers. On note a G Gal(Qpj/Qp) l'élément de Frobenius arithmétique. 

On considère le groupe p-adique G(Qpj ) et son sous-groupe compact maximal hy-
perspécial Kpj = G(Zpj). On munit G(Qpj) de la mesure de Haar dgj pour laquelle 
Kpj est de volume 1. L'algèbre de Hecke Cc(G(QpJ>)//Kp3) est la C-algèbre des fonc
tions / : G(Qpj) —> C invariantes par translations à droite et à gauche par Kpj et à 
support compact. On note encore a l'automorphisme de G(Qpj) obtenu en appliquant 
l'élément de Frobenius arithmétique aux entrées matricielles. 

L'isomorphisme de Satake, noté / 1—> / v , identifie l'algèbre de Hecke ci-dessus à la 
C-algèbre 

C[X+(T)]W 

où le groupe de Weyl W = NQ(T)/T agit de manière évidente. 
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Soit Vh G X*{T) le co-caractère u h-> d i a g ( ^ , 1 , 1 ) qui est conjugué dans Gc au 
co-caractère iih introduit dans la section 2. On définit la fonction 

<pj €Cc(G(QpJ)//Kp3) 

comme la fonction caractéristique de la double classe 

KpJvh(p)KpJ. 

Il est facile de voir que la transformée de Satake de ipj est 

KpJvh E 

vewG-vh 
и 

La norme d'un élément ô G G(Qnj ) est par définition l'élément 

Afj(5)=6a(ô)---*i-1(ô)eG(QpJ) 

et son a-centralisateur dans ResQ . /QP (Gqpj ) est un Qp-schéma en groupes G$ tel 
que 

GUQP) = € G(Qpi) I x-LS*(x) = S}. 

Pour S G G(Qpj) de norme Àfj(ô) semi-simple et toute mesure de Haar dg6a sur 
G^.(Qp), on définit l'intégrale orbitale tordue 

T O f ( ^ ) 
JGÎ(QP)\G(QPJ) 

<PÁ9j ' M f t ) ) ^ -

7. La constante c(7o;7, 

Appelons triplet admissible tout triplet (70; 7, (5) où 

- 70 est un élément semi-simple et G(M)-elliptique de G ( Q ) , 
- 7 est un élément de G(AP) dont chaque composante 7g est G(Qg)-conjugué à 70, 

où Qq est une clôture algébrique de Qq, 

- ô est un élément de G(Qpj) pour lequel c(S) G pZ^- et dont la norme Afj(S) est 

G(Qp)-conjugué à 70. 
Pour un tel triplet admissible, Kottwitz a défini (cf. [Kol]) une forme intérieure I 

du Q-schéma en groupes réductif /0 centralisateur de 7 dans GQ, ayant les propriétés 
suivantes : Iqq est isomorphe au centralisateur de jq pour tout nombre premier q ^ p, 
Iqp est isomorphe au cr-centralisateur de ô et IR/AG,R est isotrope sur R. 

Les mesures de Haar d gp sur G7(A^) et d g% sur G £ (Qp) induisent des mesures de 
Haar dip et dip sur I(A^) et I(QP) respectivement. 

La constante c(7o;7, S) est par définition le produit 

c(7o;7^) = Ker[ker1(Q,/0) ker1 (Q, G ) ] vol(/(Q)\/(Af ), d ip d ip) 

où 

ker^Q,-) = Ker [/^(Q,-) Я1(М , - )хП H4QV,A . 
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Bien entendu i71(Q, •) et H1(QV,-) sont les groupes de cohomologie galoisienne de 
degré 1 de Gal(Q/Q) et Gal(Qv/Qv) respectivement. 

8. La formule de Kottwitz pour le nombre de Lefschetz 

D'après la description adélique des Fp-points de SN due à Kottwitz [Kol], le 
nombre de Lefschetz est égal à 

(8.1) Lef(/P;j) E E 

A(7O;7,<5) = L 

c(7o; 7, S) Tr(7o, V») 0 ° ( / " ) TOG(^) 

OU 
- la première somme porte sur un système de représentants des G(Q)-classes de 

conjugaison d'éléments semi-simples 70 G G(Q) qui sont G (M)-elliptiques, 
- la seconde somme porte sur un système de représentants des classes d'équivalence 

de couples (7, ô) G G(Apf) x G(Qpj) pour lesquels le triplet (7057,^) est admissible; 
deux tels couples (7, 5) et (7/,£/) sont équivalents si et seulement si 7 et 7' sont 
conjugués dans G(AP) et ô et ô' sont a-conjugués dans G(Qp3), 

- a(7o;7,£) est l'invariant de Kottwitz; c'est un caractère du groupe fini abélien 

/C(/0/Q) = f|^o)GaI(Q"/Q") 
V 

où Z(IQ) est le centre du dual de Langlands de /0 (pour notre groupe G particulier, 
Gal(Q^/Qv) agit trivialement sur le centre Z(G) de G quel que soit la place v de Q) ; 
ce caractère est le produit des restrictions à JC(IQ/Q) de caractères 

aoo(7o)GX*(Z(/0)Gal(C/R)), ap(10;S)eX*(Z(î0f^>/^) 

et 
aJ10;lq)€X*(Z(îo)G^^) 

pour tous les nombres premiers q ^ p. 

PARTIE III 

STABILISATION DES TERMES ELLIPTIQUES 
D'APRÈS KOTTWITZ 

9. Expression stabilisée pour Lef(/P; j) 

L'expression (8.1) peut être stabilisée ([Ko2]) en 

(9.1) Lef(/P;j) STeG(/G) + t(G, H)c(A) STf •*(/") 
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pour certaines fonctions 

fH = f"h"b"(^),Tr^ et fH = f"h"b"(^), 

pour une constante 

L(G, H) = r{G)r{H)-11 Aut(tf, s, TyJ/^adiQ)!"1 

et pour une constante c(A) G Cx qui est le rapport entre le facteur de transfert global 
AA de Langlands et Shelstad et le produit des facteurs de transfert locaux 

П А , 

normalisés comme le fait Kottwitz pour v = oo et v — p, et par les structures entières 
de G et H sur Zg pour tout nombre premier v = q 7̂  p (Haies [Ha 1]). 

Nous allons rappeler dans la suite de cette partie III la définition des fonctions fG 
et fH et ainsi que des expressions STG(fG) et ST^'*(fH). Nous monterons de plus 
que, pour nos groupes et nos fonctions particulières, 

S T G ( / G ) = T G ( / G ) et STf '* ( / " ) = T f ( / " ) 

sont simplement les parties elliptiques des côtés géométriques des formules des traces 
pour (G,fG) et (H,fH) respectivement, et que 

¿(G, H) 1 
4 

et c(A) = - 1 , 

de sorte que nous aurons obtenu l'expression 

(9.2) Leî{fp;j)=T?{f°)--T?VH) 

pour le nombre de Lefschetz. 

10. Représentations de G (M) et la fonction 

On identifie le groupe dual G = GSpin(5,C) de C à GSp(4,C) C GL(4,C) par la 
représentation spinorielle. Le tore dual du tore maximal T C G est le tore complexe 

f = (CX)4 /{ (U , Î2 -1 ,U-1 ,^ ) I ûe Cx}. 

Le caractère \i = ßo(&(fii, /¿2) £ X*(T) définit par dualité un co-caractère /ï G X*(T), 

$(z) = (zMi^(Mo-Mi+M2)/25Z(/,o-m-M2)/25l) . {(Û,Û~\Û-\Û) I Î G Cx}. 

On a un plongement naturel 

i : T c—• G, t i—> diagli ¿o, UtzÁo.tA, tztd) 

d'image le tore maximal des matrices diagonales de G. Le composé de 1 et du co-
caractère ¡í de T est le co-caractère 

{¿ i > dÍag(t¿(-Mo+Ml+M2')/2, {¿(^°+^1_^2)/25 {£(MO-MI+^2)/2 g(Mo-Mi-M2)/2j 
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18 G. LAUMON 

Soient Wc et Wu les groupes de Weil des corps locaux C et R : on a Wc = Cx et 
WR — Wc U Wcr où r2 = - 1 G Wc et rzr~x — z pour tout z G Wc- Le L-groupe H} 
de est le produit direct G x W^. 

On considère le tore maximal M-elliptique 

IG = 

(xx 0 0 2/V 
0 x2 2/2 0 
0 -i/2 ^2 0 

V-2/i 0 0 xi, 

x2 + y\ = x2 -f 2/1 7̂  0 e G(C). 

On a les égalités 

laXTG{C)IG = T(C) 

/ ^ T g W / g = {* e T(C) I *3 = *2, *4 = *i} 

dans G(C) où on rappelle que 

IG = 

'75 0 0 75S 
0 7 1 7 5 0 
0 75 71 0 

^ 7 3 ° 0 7S> 

e G(C). 

Le L-groupe de TG est le produit semi-direct 

= f x WR 

où VKm agit sur T à travers son quotient W^/Wc = par 

T(£I, ¿2) ¿3) £4) — (*4;^3, ¿2, ¿1)-

On définit un plongement 
77 : *TG ^ ^ 

qui prolonge le plongement £ : T c—» Ó ci-dessus, en envoyant r sur 

7]{т) — J X Г 

et z G Cx - Wc C WR sur 

77(2:) = f z3 z z z3 \ 
J № ' R ' R ' R V x z ' 

(On remarque que l'image par t de l'élément ô G X*(T)Q qui correspond à la demi-
somme des racines positives ô = 0 0 (2,1) G X * ( T ) Q est égale (§, ^, — | , — §)•) 

Rappels 10.1. — Si 5 est le M-tore Gm5M, le L-groupe de S est le produit direct hS = 
Cx x WR et un paramètre de Langlands WR —> LS envoie nécessairement z G Cx = 
Wc C Wr sur |z|2A x z pour un nombre complexe À et r sur ( - l f x r pour /j G Z/2Z. 
La correspondance de Langlands associe à un tel paramètre le caractère S (M) = 
Mx —>• Cx, s h sgn(t)^|t|A. 
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Si S le R-tore elliptique S = Resc/R(Gm5c)5 le L-groupe de S est le produit semi-
direct LS = (Cx)2 x W r où W r agit sur (Cx)2 à travers son quotient W r / W C = 
{1,t} et r permute les deux facteurs. Un paramètre de Langlands W r —• LS envoie 
nécessairement z sur (z^lz]^^,z^\z\x~^) x z pour un entier /i et un nombre complexe 
A, et r sur (a, b) x r où a, 6 sont deux nombres complexes tels que afr = (— L'orbite 
d'un tel paramètre de Langlands pour l'action de S = (Cx)2 par automorphismes 
intérieurs est uniquement déterminée par les données de \i et À. (L'automorphisme 
intérieur Int((x, 2/)) envoie (a, b) x r sur (axy~x ,byx~x) x r.) La correspondance de 
Langlands associe à une telle orbite le caractère Cx = 5(C) —> Cx, s i—• sM|s|A~M. • 

Au poids dominant /J G X*(T)+ on associe le caractère 

Xu : TG№) Cx, 7 = / c d i a g ^ i , ^ , ^ , ^ ) ^ 1 ' c(7)(M0-Ml-M2)/2tMl¿M25 

où c(7) = |ti|2 = \t2\2- Le paramètre de Langlands W r —> T x W r = ^ de Xm envoie 
z G Cx = WC C WR sur 

(ZVI |̂ |(Mo-Mi-A*2)/2^ zM2 |̂ |(/i0-Mi-M2)/2^/X2 |^|(MO-/XI-/I2)/2^MI |^| (MO—MI — A¿2)/2\ x ^ 

et r sur 
( ( - I R , ( - L ) " M , L ) X R . 

On lui associe aussi le paramètre de Langlands 

</?M : W r — > LG = Ô x W r 

composé du paramètre précédent et du plongement rj : ; (p^ envoie donc z 

sur £^l+M2+3 

J2;|Mi+M2+3 

1^1^1-^2 + 1 

1^1^1-^2 + 1 
l*R 

2^1 -/-¿2 + 1 

2 Mi-W + l 
• l *R 

¿/¿1+^2+3 

|2;|Mi+M2+3 
(p^ 

et r sur 
diag((-l)^1+^2, (-1V*1, ( - l )^2,1)J x r. 

Ce dernier paramètre de Langlands est elliptique puisque le centralisateur S^^ de 
^U(WR) dans G est égal à 

{x G ¿(T) I x J = Jx} {(XI ,X2IX2 ,XI ) G(CX)4 |*2=*2} 

et donc que le quotient / Z ( G ) est fini d'ordre 2. 
Soient flG = NG(C)(TG(C))/TG(C) le groupe de Weyl de (G(C),TG(C)) et fîG(R) C 

nG le groupe de Weyl NG(M)(TG(R))/TG(R) de (G(R), TG(R)). La conjugaison par J^1 
identifie £7G au groupe de Weyl 

W = {l, Eu 62,(7,6162 £2^1, £10" = C£2, ^2^" £2^1, £10" = C£2, 

et Î1g,r au sous-groupe 
{l,eie2,(T,£IE2CR}. 

Pour tout cj G £2G il existe une (et une seule à isomorphisme près) représentation 
TT (̂UJ) de la série discrète (modulo le centre), c'est-à-dire essentiellement de carré 
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integrable, de G (M) ayant le même caractère central et le même caractère infinitésimal 
que la représentation de dimension finie de plus haut poids /I, et dont le caractère 
®7RM(U;) est donné sur l'ouvert 

ÎG,reg(M) {7 = IGdid,g(tut2,t2,t1)IG1 IGdid,g(tut2,t2,t1)IG1(^r^(7)) 

des éléments réguliers de TG (M) par la fonction 

_1 yno, E 
X/,(^r^(7) 

X/,(^r^(7)) 
D(uRu(<y)) 

où q(G) = 3 est la moitié de la dimension (réelle) de — G(R)/KfOQ et où D(j) = 
(1 — fj)(l — f¡-)(l — f^Xl — fj)- Bien entendu 7ï>(cj) ne dépend que de la classe de a; 
dans nG(R)\nGl et 

IGdid,g(tut2,t2,t1)IG1 

est le T-paquet de paramètre ipß (cf. [She 1]). Il est bien connu que, parmi les deux 
représentations de IIM, une et une seule, notée 71^, admet un modèle de Whittaker et 
l'autre, notée 7r^, est holomorphe. 

La distribution stable 

SO(/V - ®7RW + OTT« 

est donnée sur l'ouvert TG,reg(^) de TG(R) par la fonction 

7 ~ (-1)"^ Xu(w(7)) 
D(wM) - T ï ( 7 , ^ ) -

Fixons une mesure de Haar dg sur G (M) et une mesure de Haar da sur la com
posante neutre A G ( R ) ° = R + de A G ( R ) = RX OÙ Aq = Gm,Q est (le tore maximal 
Q-déployé dans) le centre de G. 

Considérons l'algèbre de convolution 7ï(G(R)) des fonctions lisses, à support com
pact modulo le centre, et qui sont i^oo-finies à gauche et à droite sur G(R) , et choi
sissons des pseudo-coefficients fnw et /^H pour 7r^ et 7r̂  dans 7ï(G(M)). On a donc 

fn^(ag) a^f^(g) et f^(ag) a»0Uu(g) 

quels que soient a G ̂ LG(^) et g G G(R) , et 

^(g-^GA 
JAG(R)°\Gres(R) 

^(g-^GAg 
d a 

1 SI 7T — 7T™ , 

0 sinon, 

et 

TR7R(.ARH) 
JAG(R)°\Greg(R) 

Lu(g-l)GJg) 
d a 

1 SÍ 7T = 7RFF, 

0 sinon, 

pour toute représentation tt de la série discrète de G (M) dont le caractère central est 
égal à a n aMo. 
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La fonction fG est par définition 

(10.2) FG 
J OC 

1 
~2 

;/„W + / „ H ) g w ( g ( r ) ) . 

Nous allons voir maintenant que cette fonction a les intégrales orbitales stables 
requises. Pour tout élément semi-simple de G (M), on dispose de sa classe de conju
gaison stable ; comme le groupe dérivé Gder = Sp(4) est simplement connexe, c'est 
simplement l'ensemble des 7' dans G(R) pour lesquels il existe g G G(C) tel que 
7' = g_17#. Cette classe de conjugaison stable est une réunion finie de classes de 
conjugaison dans G(R). Pour chaque 7' G G(R) stablement conjugué à 7, on note G1> 
son centralisateur dans GR ; c'est une forme intérieure de G7 et, en particulier, toute 
mesure de Haar d g1 sur G7 (R) induit une mesure de Haar d sur Gy (R). On note 
eoo(G7/) le signe de Kottwitz du groupe réductif connexe Gy. Rappelons que, pour 
tout groupe réductif 7 sur R, Kottwitz a posé 

eoo(/) = (-!)*'>-«('*) 

où 7* est la forme intérieure quasi-déployée de 7 sur R et où 2q(I) et 2q(I*) sont 
les dimensions (réelles) des espaces symétriques attachés aux revêtements simplement 
connexes des groupes dérivés 7der et (7*)der de 7 et 7* respectivement. 

Ayant fixé arbitrairement dg11 on dispose de l'intégrale orbitale stable 

SOG(/G) Y. eoo(G7/) 
GY(R)\G(R) 

1 / \ 9 
1 g)-A— 

dgY 
où Y parcourt un système de représentants des classes de conjugaison dans G(R) dans 
la classe de conjugaison stable de 7. 

Proposition 10.3. — Pour tout élément semi-simple W-elliptique 7 de G(R) on a 

soG(/G) eoo (/) 
voI(Ag№°\W),$Î) 

tr(7 ,K) 

où I est une forme intérieure de G7 telle que AG,R\I soit anisotrope sur R et où di 
est la mesure de Haar induite par d g1 sur 7(R). 

En outre, pour tout élément semi-simple non elliptique 7 de G CR) on a 

soG(/G) = 0. 

11. L'homomorphisme de changement de base bG 

Le morphisme de changement de base 

(11.1) bf :Cc(G(Qp3)//Kp3) CC(G(QP)//KP) 

est induit, via l'isomorphisme de Satake, par la multiplication par j dans X*(T). En 
particulier, on a 

vewG- p3i/2 E 
vewG-vh 

M 
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Pour tout élément semi-simple de G(QP), on dispose de sa classe de conjugaison 
stable; comme le groupe dérivé GdeT = Sp(4) est simplement connexe, c'est sim
plement l'ensemble des 7' dans G(QP) pour lesquels il existe g G G(Qp) tel que 
7' = g_17#. Cette classe de conjugaison stable est une réunion finie de classes de 
conjugaison dans G(QP). Pour chaque 7' G G(QP) stablement conjugué à 7, on note 
G y son centralisateur dans Gqp ; c'est une forme intérieure de G7 et, en particulier, 
toute mesure de Haar dg1 sur G1(QP) induit une mesure de Haar àg1> sur Gy(Qp). 
On note ep(G1') le signe de Kottwitz du groupe réductif connexe G1>. Rappelons que, 
pour tout groupe réductif connexe / sur Qpi Kottwitz a posé 

ep(J) = (-l)rp(J)-^(r) 

où /* est la forme intérieure quasi-déployée de / sur Qp et où rp(I) et rp(I*) sont les 
Qp-rangs des groupes dérivés Jder et (7*)der de / et J* respectivement. 

Ayant fixé arbitrairement dg7, on dispose de l'intégrale orbitale stable 

SO?(6? to) ) ep(GY) 
/Gy(Qp)\G(QP) 

^ ) ( < r V 5 ) - ^ -

où 7' parcourt un système de représentants des classes de conjugaison dans G(QP) 
dans la classe de conjugaison stable de 7 (d g est la mesure de Haar normalisée par 
vol(Kp,dg) = 1). 

Comme G est (quasi-)déployé et que Gder est simplement connexe, pour tout S dans 
G(Qpj) dont la norme Afj(S) est semi-simple, il existe 7 G G(QP) tel que 7 et Afj(S) 
sont conjugués dans G(Qp). La classe de conjugaison stable d'un tel 7 ne dépend que 
de la classe de a-conjugaison de ô dans G(Qpj ) et Ga6 est une forme intérieure de G1 
sur Qp. 

On a alors le cas particulier suivant du lemme fondamental pour le changement de 
base : 

Théorème 11.2 (Clozel [Cl], Labesse [Lab 1]). — Soit 7 un élément semi-simple de 
G(Qp). Alors 

SO?(6?fo)) , ] T e p ( ^ ) T O ^ ) 
ó 

où ô parcourt un système de représentants des classes de a-conjugaison d1 éléments de 
G(Qpj) dont la norme est conjuguée à 7 dans G(Qp) et où les mesures de Haar dg% 
sont induites par àg1. • 
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12. L'expression STf (fG) 

Le terme STG(fG) intervenant dans l'expression stabilisée pour Leî(fp:j) est la 
partie Q-elliptique de la formule des traces stable pour (G, fG = fœfpbG((fj)), c'est-
à-dire 

(12.1) ST? G) 
7 

| (G°\G7)(Q)|-1r(G)SO^(/G) 

où 7 parcourt un système de représentants des classes de conjugaison stable Q-
elliptiques semi-simples dans G(Q). 

Dans l'expression ci-dessus, r(G) est le nombre de Tamagawa de G, c'est-à-dire le 
volume 

r(G) = vol G(Q)AG(R)°\G(A) a#can 
da 

pour la mesure canonique d gcan sur G(A) et la mesure de Haar standard da = x~1 dx 
sur AG(R)° = Ce nombre intervient naturellement dans la formule ci-dessus à 
cause de la formule 

№/F)\ 
" r(/0)-

Par définition, on a 

SOG(/G) Y. 
'Y7 

e(Gy)0G( /G) , avec oGAfG) 
JGy(A)\G(A) 

fG(g-Wg) 
dg 

dgY 

où 7 = yyv)v parcourt un système de représentants des classes de G(A)-conjugaison 
d'éléments de G (A) dont chaque composante locale jfv est stablement conjuguée à 7 
dans G(QV), où 

Gy(A) S7i(Q«), 
OÙ 

e(Gy) = n 
V 

ev(G7/) G {±1} 

et où on a fixé les mesures de la façon suivante. La mesure dg sur G(A) est le produit 
d g = d g^ dgp dgp où d g^ est la mesure qui sert à définir la fonction , où dgp 
est la mesure sur G(AP) qui donne le volume 1 à K(N)P et où dgp est la mesure 
sur G(QP) qui donne le volume 1 à Kp. Les mesures dgy sont les mesures sur les 
centralisateurs Gy(A) des éléments 7' dans G(A) induites par la mesure canonique 
d#7,can sur G7(A). 

Lemme 12.2 (Kottwitz). — Pour notre groupe G — GSp(4) et notre fonction parti
culière fG, on a simplement 

STeG(/G) = TeG(/G) £ 
7 

r(G7)0G(/G) 

où 7 parcourt un système de représentants des classes de G {^-conjugaison d'éléments 
Q-elliptiques semi-simples dans G(Q). 
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Démonstration. — Comme G — GSp(4), le centralisateur G1 de tout élément semi-
simple 7 G G(Q) est connexe. 

Comme la fonction cuspidale est stable et que G) = {!}, on a 

o^K(fg) = o 

pour tout tore maximal T c GR, tout 7 G Treg(M) et tout K G /C(T/R) non trivial. 

13. Le groupe endoscopique 

A équivalence près G admet un et un seul triplet endoscopique elliptique non trivial 
(i7, s, 770)- Le groupe réductif H sur Q est égal à 

H = GL(1)\[GL(2) x GL(2)] 

où GL(1) est plongé dans GL(2) x GL(2) par z 1—> (zl2lz 1I2), et son groupe dual 
est le groupe réductif complexe 

H = {(91,92) e GL(2,C) x GL(2,C) | detpi = detg2}. 

L'élément s de G = GSp(4,C) est la matrice diagonale 

s = d i ag ( l , - 1 , -1 ,1 ) 

et l'isomorphisme 

% : H ^ G°s = Gs 

de H sur la composante neutre du centralisateur de s dans G est donné par 

n0 (ai V 
\Ci di, 

'a2 62N 
vc2 d2y 

/a i 0 0 &i> 
0 a2 62 0 
0 c2 d2 0 

\ci 0 0 di> 

Le L-groupe de H est le produit direct LH = H x WQ et on prolonge 770 en 

77 = 770 x Id : LH = H x WQ <—> G x WQ = LG. 

On note S le tore maximal Q-déployé 

5 = GL(1)\[52 x 52] 

de if où 5*2 est le tore maximal des matrices diagonales de GL(2). Ce tore est contenu 
dans le sous-groupe de Borei 

BH = GL(1)\[JB2 x B2] 

de H où B2 est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de 
GL(2). Si, pour i = 1, 2, on définit G X*(S) par 

A(diag(íi,í,1,)ídiag(^,ííi,)) = W ? 
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on a 
RH = R(H,S) = {±ß1,±ß2} 

RH+ = R(BH,S) = {ß1,ß2} 

et l'ensemble des racines simples AH = A(BH, S) est simplement {fa, fa}. Le groupe 
de Weyl WH de (H, S) admet la présentation 

WH = (<7i,a2 I a\ = a\ = 02 = o-2<Ji) 

où ai est la réflexion associée à la racine fa. 

14. La fonction f£ 

Le tore dual de S est 

§ = №,?{),&,%)) e (c- )2 x ( c - ) 2 1 = 

et on a un plongement naturel 

§ = №,?{),&,%)) e{),&,%) • (d iagfô^ 'Xdiag^B, ' ) ) . 

On note j : S T l'unique isomorphisme tel que 

• (diagfô^'Xdiag^ 

On a 

j(diag(ii,iï).diag(ii,^)) - (̂ 1̂ 25 1̂̂ 2 5 1̂ ¿I t2 ) 
et j induit le plongement 

RH^R 

qui envoie ±ßi sur ±(ai + a2) et ±ß2 sur ±ai, et le plongement 

WH <—> W 

qui envoie G\ sur a et a2 sur E\E2a. 
Soit un système de représentants des classes de if-conjugaison de paramètres 

de Langlands 
<PH : WR —• Lü" 

tels que 77 o soit G-conjugué au paramètre (p^ introduit précédemment. On peut 
prendre 

WccWR s 

où pH et y?^ envoient zeCx =WccWR sur 

diag |2|Ml+M2+3 
|̂ |Mi+M2+3 

—AÍI+aí2+3 

|2|Ml+M2+3 
, diag 

^•yUl-^2 + 

|Z|Ml-M2 + ] 

•̂yUl-̂ 2 + 1 

|2|Ml-M2 + l 
d"0 X2 

et 

(diag 
¿Mi —M2 + I 

JZ|M1-/X2 + 1 

£^1-/¿2+1 

|2|^1-M2 + 1 
,diag 

^Ml+M2+3 

|Z|Ml+M2+3 
kl"' 

^Ml+M2+3 

|z|Ati+M2+3 
b p xz 
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et T G Wr sur 
0^(_1)M2 + 1 

V - l 0 

0 ( - 1 ) ^ 

(̂_1)M2 + 1 Q 
x r 

et 
0 Í - I V A 

,(-l)^2+1 0 
( 0 (-1)^1+^2 

- 1 0 
x r 

respectivement (on rappelle que \i\ + /¿2 = Mo (mod 2 ) ) . 
Considérons le tore maximal elliptique 

^GL(2) 
f |~|2A 
M"11 I x2 + y V 0 C GL(2). 

Pour chaque entier n ^ 1, notons crn l'unique représentation irréductible essentiel
lement de carré integrable de GL(2,R) dont le caractère Ban est donné sur l'ouvert 
TGL(2),reg(^) des éléments réguliers de TGL(2)0&) PAR IA fonction lisse 

ex cos 6 sin 6\ 
- cos 6 sin 9 

(n-l)x 
cos 6 sin 6 

cos 6 sin 9 

On vérifie que crn a le même caractère central et le même caractère infinitésimal que la 
représentation irréductible de dimension finie Symn-1(C2) de GL(2,R). On en déduit 
que la représentation 

crn(A) = an x •= I det | an 

de R+\ GL(2, M) admet pour paramètre de Langlands 

WR > GL(2, C) x WR = L GL(2) 

z 1—> diag _f |~|2A+n-l 
M"11 

_£ |y|2A+n-l ^ 
M J 1 y 

X Z 

T 
0 1> 
0 1> x r 

pour tout entier et tout nombre complexe A. (La conjugaison par diag(l, ( — 1)M) G 
GL(2,C) ne change pas le paramètre.) 

Par suite, le L-paquet TL({pjf) (resp. TI(<pjf)) est constitué d'une et d'une seule 
classe d'isomorphie de représentations irréductibles de la série discrète, à savoir 

0>l+M2+3 ( flp—fli —¡¿2 ~2 N 
l 2 

( flp—fli —¡¿2 ~2 N 

(resp. 

7̂*1 -M2+1 V 2 ® 0>i+Ai2+3 / /XQ-^i-^2-2 > 
V 2 > 

Pour chaque entier n ^ 1, soit /n : GL(2,R) —> C un pseudo-coefficient pour la 
représentation irréductible <7n de la série discrète de GL(2, R). La fonction fn est lisse, 
à support compact modulo le centre Rx de GL(2,R) et SO(2, R)-finie à droite et à 
gauche, et la fonction 

9^fnW(g) : = | detg\xfn(g) 
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est un pseudo-coefficient de crn(M5 A). Avec ces notations, 

M^u ) = /mi+M2+3 V 2 ; ^// i l - /X2 + l 
^ M0-M1+M2 ^ 

(resp. 

^ = (-I)W)-M^)] //¿0-/iti— (-I)W)-M^)] //¿0-/iti—/x2-2> 
V 2 y 

est un pseudo-coefficient de l'unique représentation du L-paquet H((pjf) (resp. H((pjf)), 
et on peut prendre pour fonction le combinaison linéaire 

^ = ( - I ) W ) - M ^ ) ] -

(On vérifie que (/i/^s) = 1 et que detu;*(<^) = 1 et deta;*(<^) = —1 avec les 
notations de Kottwitz). 

15. La fonction hp 

Pour chaque nombre premier q ̂  p, soit Ag le facteur de transfert de Langlands et 
Shelstad pour (if, s,77) sur QQ normalisé par les structures entières de G et H sur Zg 
(Haies). 

La fonction hp : H(AP) —> C est n'importe quelle fonction à support compact telle 
que, pour tout 7// G H(Apf) semi-simple et (G, i7)-régulier, on ait 

Aq(7^,q,7g)e^ 
E 
7 

( n 
Aq(7^,q,7g)e^(G7g) 0?( /p) 

où 7 parcourt un système de représentants des classes de G(Ap)-conjugaison des 
éléments semi-simples de G(AP) qui proviennent de 7^ et où Glq est le centralisateur 
dans Gqq de la composante 7q de 7 en q. 

Bien sûr l'existence d'une telle fonction hp suppose que, pour tout nombre premier 
q p on dispose de l'hypothèse suivante, et donc du transfert d'après Waldspurger 
(cf. [5]). 

Hypothèse 15.1 (Lemme fondamental pour l'unité de l'algèbre de Hecke) 
Pour tout 7// G H(QQ) semi-simple et (G, H)-régulier, on a 

SO?h(1*H) E 
7 

A , ( 7 /F ,7 )E , (G7 )0? (LTF, ) 

où 7 parcourt un système de représentants des classes de (7(Qg)-conjugaison des 
éléments semi-simples de G(QQ) qui proviennent de 7//. • 

16. L'homomorphisme de changement de base 

Considérons le Qp-schéma en groupes 

Gj - ResQpj /Qp (GQpj ) 
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de L-groupe 
LGj =G3 xGal(QpJ/Qp), 

où le produit semi-direct est défini par la règle 

(QpJ/Qp) : (#2, • • -,9j,9i) • o-

pour a l'élément de Frobenius de Gal(Qpj/Qp). Choisissons arbitrairement des élé
ments s i , . . ., Sj dans le centralisateur {diag(a, a', a', a) | a, a' G C} de r)o(H) dans G 
de telle sorte que 

si • • • SJ; = S = diag(l, —1, —1,1). 
Alors la classe de G3-conjugaison de l'homomorphisme de L-groupes 

^ : L t f = tf xGal(Qp,/Qp) & xGal(QpJ/Qp) = LG 

qui envoie (/i, 1) sur ((rjo(h),. . . , rjo(h)), 1) et (1, a) sur ((SJL 1, S2 X,. . . , s • x), a) ne dé
pend pas des choix des s i , . . . , Sj et induit, via les isomorphismes de Satake 

Cc(G(Qp3)//Kp3) + C[X*(T)]W ^C[T/Wa] 

et 
CC(H(QP)//K») •C[X.(S)]W *<C[S/WH], 

l'homomorphisme d'algèbres de Hecke 

bf :Cc{G{Qp])//Kpi) CC(H{QP)//K?). 

Concrètement, compte tenu des plongements i : T ^ G et tH : S ^ H, 77 in
duit un homomorphisme .9 x Gal(Qp.,-/Qp) —• TJ x Gal(Qp.7-/Qp) qui, composé avec 
l'homomorphisme 

fj x Gal(QpJ/Qp) T x Gal(Qp,/Qp), j x Gal(QpJ/Qp j x Gal(QpJ/Qp 

dual du plongement diagonal de Tqp dans ResQ :̂/qp (TQPJ ), n'est autre que l'homo
morphisme 

SxGal(Qpi/Qp) >TxGal(Qp,/Qp) 

qui envoie (((tl7 f/), (r2, f2')), 1) sur la classe de {[t( jt2\ t2J, tx3,1), 1) et (l,cr) sur la 
classe de (( — 1, —1,1,1), a), et bj1 est induit par la restriction de ce dernier homomor
phisme h S x {a}. En particulier, on a 

6f to)V(ft,?/),(?!,?/)) =pVIH?> +??-?i -î^) (mod ( ? № - ? № ) ) • 

Hypothèse 16.1 (Lemme fondamental tordu). — Pour tout 7// G H(QP) semi-simple 
et (G, i7)-régulier, on a 

SO?„(6ffo)) 
s 

;ap(70; 5), S)Ap(7H,7o)eP(GJ) TOf (^-) 

où 70 est un élément fixé de G(QP) qui provient de et où la somme porte sur un 
ensemble de représentants des classes de cr-conjugaison d'éléments ô G G(QpJ) dont 
la norme Afj(S) est conjuguée à 70 sous G(Qp). 
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17. L'expression STf >*(fH) 

Le terme ST^:*(fH) intervenant dans l'expression stabilisée pour Lef(/P; j) est la 
partie Q-elliptique et (G, i7)-régulière de la formule des traces stable pour (iJ, fH = 
f£>hPbf((fj)), c'est-à-dire 

STf'*(/H) E 
7H 

|(//7°fí\ír7ií)(Q)|-1r(i/)S04(/íí) 

où 7if parcourt un système de représentants des classes de conjugaison stable semi-
simples, Q-elliptiques et (G, i7)-régulières dans H(Q). 

En fait, la théorie de l'endoscopie pour le Q-groupe réductif H est triviale. Plus 
précisément : 

Lemme 17.1. — Pour tout corps local ou global F de caractéristique nulle et pour tout 
7H G H (F) semi-simple, on a 

JC(H°JF) = {1}. 

Démonstration. — On a une suite exacte 

1 —> GL(1) H PGL(2) x PGL(2) —> 1 

et la théorie de l'endoscopie pour PGL(2) est triviale. 

On a donc 

STf'*(/") = Te*(/") J2\h°1H(Q)\h1H(Q)\-
1H 

J2\h°1H(Q)\h1H(Q)\ 

où 7H parcourt un système de représentants des classes de conjugaison semi-simples, 
Q-elliptiques et (G, H)-régulières dans H(Q). 

Soit k un corps caractéristique nulle. On vérifie facilement qu'un élément semi-
simple 

1H = kx • (71,72) e H{k) 
est (G, 77)-régulier si et seulement si 

H{k) et 
OL'{ a2 

où a-, OL'I sont les valeurs propres de 7̂  dans une clôture algébrique de k. On en déduit : 

Lemme 17.2. — On a 
o " ( / £ ) = c 

pour tout élément semi-simple 7^ G H (M) qui n'est pas (G, H)-régulier. 

Démonstration. — Cela résulte de la descente de Harish-Chandra si 7# n'est pas R-
elliptique. On peut donc supposer que 7^ = Rx • (71,72) est M-elliptique, c'est-à-dire 
que 71,72 sont M-elliptiques semi-simples dans GL(2,R). 
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Pour tout 7 G GL(2,R) qui est R-elliptique semi-simple, on a 

OF(2»( /N(A)) |det7|*Of(2>(/n) 

= - | D E T 7 | A T R ( 7 , S Y M N - 1 ( C 2 ) ) 

- l ^ l A ^ r 
a — a" 

-{a'a") 
-l^lA^r 

a' — a" 
où a', a" — a' G C sont les deux valeurs propres de 7. Par suite, 07H( /^) est égal 
au produit de 

l_M2+1)(a2/I1+M2+3 

(a2/I1+M2+3 
par la différence de 

(AÌAÌ')/la(«2"2/)"1(«i11~'Ia+1 - a"Ml_M2+1)(a2/I1+M2+3 

(AÌAÌ')/la(«2"2/)"1(«i11~'Ia+1 - a"Ml_M2+1)(a2/I1+M2+3+M2+3 

Mais, comme on suppose que 7# n'est pas (G, H) régulier, on a 

£2 
«2 

£2 
«2 31 £ 1 £2 

«2 
et cette différence est nulle. 

Par suite, on a simplement 

S T F * ( / " ) = T F (fH) -Y. 
1H 

\H°1H (Q)\\H7H(Q)I-1 T{H°H) 0 4 (fH) 

où 7// parcourt un système de représentants des classes de conjugaison Q-elliptiques 
semi-simples dans H(Q). 

PARTIE IV 

EXPRESSION SPECTRALE 

18. Un cas particulier de la formule des traces d'Arthur-Selberg 

Soient G un groupe réductif connexe sur Q et M0 un sous-groupe de Levi minimal 
de G. Pour simplifier, on suppose ici que G est déployé sur Q, c'est-à-dire que Mo = T 
est un tore maximal de G qui est déployé sur Q. Pour que le résultat principal de cette 
section ne soit pas vide, on suppose de plus que GR admet un tore maximal elliptique 
sur R. 

On utilise librement les notations d'Arthur ([Arl] à [Ar8]). En particulier, on a 
l'ensemble C des sous-groupes de Levi de G contenant T et, pour chaque M G £, 
l'ensemble V(M) des sous-groupes paraboliques P de G qui admettent M comme 
facteur de Levi. On note V la réunion disjointe des V{M) et pour chaque P G V, 
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P = MpNp son unique décomposition de Levi telle que Mp G C. Pour chaque 
M G £, on a aussi le tore (déployé) maximal AM contenu dans le centre de M et les 
R-espaces vectoriels 

aM = Homz(X*(M),R) et aM = Ker(aM —> aG) 

où la projection (-)G : ÛM —* &G est induite par la flèche de restriction X*(G) —> 
X*(M). 

La flèche de restriction X*(M) —• X*(AM) induit un isomorphisme 

R®X*(AM) AM 

et l'injection ac = Ë 0 X*(AG) ^ M ® X,(AM) — CL M scinde l'extension 0 —» AM —> 

ÛM —> ÛG —• 0. 
On fixe un sous-groupe compact maximal 

^max — J^J ^max,v — ^max,cx)^max,f 

de G ( A ) qui est admissible relativement à T. Pour chaque P G on a l'application 

Hp : G (A) —> aMp 

définie par Hp(g) = HMP(m) pour tout g = mnk G Mp(A)Np(A)Km8i^ = G (A) et 

EHMP (m)(x) u l x ( ^ ) k , VX G r ( M p ) , Vm G Mp(A). 

Pour tout ensemble fini S de places (resp. de nombres premiers), on a aussi la restric
tion 

Hp,s : G(Qs) —> aMF (resp. Hf,{ : G(Af ) —> aMp ) 

de HP à G(QS) (resp. G(Af )). 
Pour tout M G £, Arthur pose 

AM,G = HM,q{M{Qq)) c AM 

quel que soit le nombre premier q et 

а мл = rH &M,q ? 

et il définit 5 : A M f —* ÛM par 

S(X) = ^ X , . 

On fixe un caractère £ : ^4G(R)° —» CX et on note 7Y(G(R), £) l'espace des fonctions 
/oo : G ( R ) —>• C lisses, î maX5oo-finies à droite et à gauche, de ^4c(R)°-caractère £, 
c'est-à-dire telles que f00(^9) — £>(a)foo(g)j Va G AG(R)° , Vg G G ( R ) , et à support 
compact modulo AG(R)°-
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Le terme constant /00,P de foo G H (G le long d'un parabolique P = 
MpNp G V est la fonction f^p : M P ( R ) -» C définie par 

/oo,p(m) = ^p(R)(m)1/2 
^p(R)(m)1/ 

/oo(A: lmnk) d n d /c. 

Définition 18.1. — Une fonction /oc G 7^(G(M),£) est dite très cuspidale si elle est 
invariante par î maX)00-conjugaison et si, pour tout P G V1 P Ç G, on a 

/oo,p(m)=0, Vra G Mp(l). 

Pour tout M G £, on note I I2 (M(R) ,£ ) C NtemP(M(K), £) des systèmes de re
présentants des classes d'équivalence de représentations irréductibles de M (R) de 
^4.G(R)°-caractère £, c'est-à-dire dont la restriction du caractère central à t4C(R)° est 
égale à £, qui sont essentiellement de carré integrable et essentiellement tempérées 
respectivement. 

Une fonction très cuspidale G 7Y((7(R), £) est automatiquement cuspidale au 
sens où, pour tout P G ? , P Ç G, on a 

tr TToo(foo,p) 
IAG(R)°\Mp(R] 

fOoMm-1)e„(m)-^=0 

quel que soit TT^ G Ntemp(Mp(R), £). 
Une fonction cuspidale G W(G(R) ,£) est dite stable si de plus sa trace est 

supportée par la série discrète, c'est-à-dire si 

fOoMm-1)e„ 

pour tout TToo G NTEMP(G(M),0 \ N 2 ( C ( R ) , 0 , et si 

tl7rf00(foo)=tT7T^(f00) 

pour tous TTqo7 TToo G N2(G(R) ,£) qui sont dans un même paquet de Langlands. 
Arthur a introduit des distributions 

H(G(R),£) С, /«, •uïffTToo.X./oo), 

pour M G £ , 7TOO G Ntemp(^M(^)0\M(R)) et X G ÛM- Ces distributions sont très 
compliquées, mais leurs restrictions aux fonctions cuspidales stables peuvent se cal
culer à l'aide des formules de Harish-Chandra pour les caractères des séries discrètes. 

Plus précisément, pour tout M G C et tout G N2(AG(R)°\G'(R)) définissons le 
caractère tronqué $M(Poo) : M(R) n GreJR) PI G(R)1 -> C par 

$M(Ax>,7) 
l^G(7)l*EPOC(7) si 7 est R-elliptique dans M ( R ) , 

0 sinon, 

On rappelle qu'Arthur note GREG(R) l'ouvert des éléments réguliers de G(R) , G(R)1 = 

KerfiJc.oo : G (M) -+ aG) et 

DG(7) = det(l-Ad(7),№/37) 
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où 37 est l'algèbre de Lie du centralisateur de 7 dans MR. 

Proposition 18.2 (Arthur [Ar7]). — Soit /00 G H (G une fonction cuspidale dont 
la trace est supportée par n2((7(R), £). Alors, 

n2((j(M),£ 
seulement si TT^ G II2(AM(R)0\A^(R))- De plus, si tel est le cas, on a 

cDM(-Kooi -Y 
oc 

cDM(-Kooi X, AOO) TR a00(f00) 

où parcourt n2((j(M),£) et les expressions 

CDM(7loo,X, Goo) 

pour (TOO G IT^G^R), £) fixé et M, 7TOO et X variables sont uniquement déterminées 
par les relations de récurrence suivantes : 

(i) on a 

^ci^ooiXj (Too) si TTOO - <7oo(-0 := e-̂ HG.~(-))aoo, 
0 sinon, 

où le caractère £ : AG(R)° —• CX est vu comme un élément de (&G)C> 

(ii) pour tout M G C, M C G, tout 71 G M ( R ) 1 et fou* X G aM te/s ĝ e 71ex G 
GREG(R), on a 

E 
Lee 

MCLCG 

_-j\dim(ag) E 
Poo 

$L

M(plWex
 )cD?(poo,XL,aoo)=0 

/>OO parcourt ri2(^4JL(M)0\L(R)); où p^ est la représentation contragrédiente de 
poo et où on a décomposé X en XL + XL dans aM = &L © ctM. • 

D'après les formules de Harish-Chandra, une fois fixé un sous-groupe parabolique 
P G V(M) et donc une chambre de Weyl ouverte 

dp = {X G OM I Oi(X) > 0, Va racine de AM dans P} 

on peut écrire la restriction du caractère tronqué ^>M(POO,7) à l'ouvert 

{7 = ^ex° I 71 e M(R)1, XG = HM,oo(l) e a+ n a^} 

de M (M.) n Greg(ffi) n G(R)1, sous la forme d'une combinaison linéaire à support fini 

^(Poo,7\A)e-A(* E ^(Poo,7\A)e-A(*G>. 

Bien sûr, on peut dans ce qui précède remplacer (7 par un sous-groupe de Levi L G C 
contenant M. On en déduit qu'il existe des constantes 

^ ( C A , / ^ ) E Cd(f(lï,Ç)0, A, (TOO) tr O"OO(/OO) 
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où ctqo parcourt n 2 ( G ( R ) , £ ) , telles que 

c^(7r^,A,a00)e-A^) У, 
7r^,A,a00 

c^(7r^,A,a00)e-A^) 

quel que soit I G a t 

Remarque 18.3. — La somme ci-dessus est finie. En effet, pour chaque M G £ pour 
lequel c'est possible, choisissons un tore maximal R-elliptique TM de MJR de telle sorte 
que, pour tous M C L dans £, on ait TM = ^ M . E ^ M H TL) quand cela a un sens. 

Soit ÏM C ÎTIK l'algèbre de Lie de TM contenue dans celle de MR. Choisissons 
un élément x G G(C), qui commute à TM(C) fl TG(C), tel que xTG(C)x_1 = 
^ M ( C ) . La conjugaison par x induit un isomorphisme du groupe de Weyl fie — 
NG(c)(rG(C))/TG(C) sur le groupe de Weyl NG(C)(TM(C))/TM(C) et l'isomorphisme 
(tAf)£ (te)c dual de Ad(#) est équivariant pour les actions naturelles de ces 
groupes de Weyl. 

A chaque représentation irréductible admissible de G(R) est attaché un carac
tère infinitésimal Xa^ qui est une orbite dans (tG)£ sous l'action de QG- Pour tout 
M G £, on note encore xaoo C (tM)£ l'orbite sous N G ( C ) ( T M ( C ) ) / T M ( C ) correspon
dante. 

On a 

TM(R) = A M W ° ( T M ( M ) H ^max,oo) 

où T M ( R ) H î max,oo est un groupe de Lie compact. On a donc une décomposition de 
l'algèbre de Lie ÏM = a M © E^ PAR dualité une décomposition (ÏM)C = (AM)c © 
(^Mls)c- P°ur chaque représentation irréductible admissible 71"̂  de A M ( R ) ° \ M ( R ) , le 
caractère infinitésimal Xn'^ peut être vu comme une orbite dans (t^ls)J sous l'action 
du groupe de Weyl QM =°°NM(C)(TM(C))/TM(C) C NG(C)(TM(C))/TM(C). 

Avec ces notations, on vérifie que cc?p(7r00, A, a^) ^ 0 seulement si 

(A + X7T00)nXa00 ¥ ® 

dans (aM)^e(taMnt = (tM)c. 

On note C£°(G(Âf)) l'espace des fonctions / : G(Af) —» C localement constantes 
et à support compact. 

Le terme constant fp de / G G£°(G(Af)) le long d'un parabolique P G V est la 
fonction fp : Mp(Af) —» C définie par 

fp(ra) = (5PfAf)(m)1/2 
JVP(AF) /JVP(AF) 

/(/c lmnk)dndk. 

Définition 18.4. — Soit G G R+. Une fonction / G Gc°°(G(Af)) est dite fortement 
C-régulière si, pour tout P e ? . P Ç G, et tout m G MP(Af) tels que 

M ™ ) ^ 0, 
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on a 

K # M , F ( m ) ) | >C 

quel que soit la racine a de Am dans G. 

Le théorème suivant se déduit facilement de la formule des traces d'Arthur sous sa 
forme non invariante (cf. [Ar3] et [Ar6]). 

Théorème 18.5. — Soient f^ G H.(Gune fonction très cuspidale stable. Alors il 
existe une constante C G R + ne dépendant que du support de f^ et ayant la propriété 
suivante. Pour toute fonction f G C£°(G(Af)) qui est fortement C-régulière, on a 

J2 |G° (Q) \G7(Q) | -1 r (G°) O^/oo/) 

E 
Mec 

\WM\ 

\WG\ 
\WM\ 
\WG\ 

7r) y ^ ^ ^ o o ^ o o ) 
7T' 

- E 
Pev(M] 

E 
Ae(aM)¡ 

<(X)6a + 
e-A^»/M(7rF,A-) 

E 

<(X)6a + 

e -A^» /M(7rF ,A- ) 

où 7 parcourt un système de représentants des classes de G (Q)-conjugaison d'éléments 
Q-elliptiques semi-simples dans G(Q), où TT parcourt Ud[sc(AM(R)°\M (A) ) et TT'^ 
parcourt n 2 ( ^ 4 M ( R ) ° \ ^ ( R ) ) ; et où les notations sont explicitées ci-dessous. 

On a fixé arbitrairement une mesure de Haar d g sur G (A) et on a utilisé cette 
mesure dans les deux membres de la formule des traces ci-dessus. On a muni les 
A M ( R ) ° des mesures de Haar daM induites, via les isomorphismes H m oc, par les 
mesures de Lebesgue (convenablement normalisées) sur les R-espaces vectoriels cim-

L'intégrale orbitale 

0?(/oo/) 
JG1(h)\G(h\ 

(/oo/Xa-Sa) 
do 

i i?7,can 

est calculée pour la mesure canonique àgliCabn sur G1(A) et 

r(G°) = vol(^G(K)°G°(Q)\G°(A), ^2^L) 
1 1 1 da 

est le nombre de Tamagawa de la composante neutre du centralisateur de 7. 
On a noté WM le groupe de Weyl de (M, T). 
L'ensemble ndiSC(AAf ( R ) ° \ M ( A ) ) est un système de représentants des classes 

d'équivalence de représentations irréductibles unitaires de Am(R)°\M(A) qui inter
viennent discrètement, avec multiplicité (finie) m f̂sc(TT), dans L2(AM(R)°M(Q)\M(A)). 

Une représentation standard de A A / ( R ) ° \ M ( R ) est une induite parabolique (avec 
la normalisation unitaire) 

(/oo/Xa-Sa) 
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à partir d'une représentation irréductible <7oo,A de L(R) pour un sous-groupe de Levi 
L G £, L C M : la représentation (To^a = e^HLt00^a00 est obtenue par torsion d'une 
représentation G ^ ( ^ ( R ) 0 \ L ( R ) ) par un caractère non nécessairement unitaire 
A G (a^f )£, et l'induction est effectuée le long d'un sous-groupe parabolique PM de M 
qui admet L comme facteur de Levi. Deux telles représentations standard sont dites 
équivalentes si elles ont le même caractère ; ce caractère ne dépend pas de PM et on 
le note simplement 

WL, a A-

WL, a 

L'ensemble des classes d'équivalence des représentations standard de AM(R)°\M(R) 

dont le caractère infinitésimal est fixé est fini. Le caractère de toute représenta
tion irréductible admissible 7100 de v 4 M ( R ) ° \ M ( R ) s'écrit de manière unique comme 
une combinaison linéaire à coefficients entiers 

a^{7ï00,7ï'00) 

où TT^ parcourt un système de représentants des classes d'équivalence des représen
tations standard de A M ( R ) 0 \ M ( R ) ayant le même caractère infinitésimal que Tr^. 
Du fait de nos hypothèses de cuspidalité de et de régularité de / , dans la for
mule des traces ci-dessus seuls comptent les coefficients a^{7ï00,7ï'00) pour lesquels 
^ e n 2 ( 4 W ° W ( i ) ) . 

Pour toute représentation irréductible admissible 7Tf de M(Af) , on note ÎM(^Î) la 
représentation virtuelle de G(Af) associée à la représentation induite Xp(iTf) de la 
représentation TTf 0 ljv^(Af) de P(Af) à G (Ai) (avec la normalisation unitaire) pour 
n'importe quel parabolique P dans V(M), de sorte que 

TRZM(7Tf,/) = trZ£(7Tf,/) =tr7rf(/P) 

pour toute fonction lisse et à support compact / sur G(Af). Alors, pour tout X G AM,f, 
IM(^Î^X) est l'intégrale 

trù/(7Tf 
•*iali,t 

trù/(7Tf x,/)eA(A")dA 

OÙ 

7rfjA(m) = eA(^'f(m))7rf(m), Vra G M (Ai), 

et où d À est la mesure de Haar du groupe compact i&M,î = Y[q *AM/ H°M(AAF,G, 27rzZ) 
de volume total 1. 

Remarque 18.6. — En pratique, on dispose d'un nombre premier p. d'une fonction 
fp G C£°(G(Ai)) et d'une fonction fp : G(QP) —» C, invariante à gauche et à droite 
par le sous-groupe compact maximal hyperspécial Kma^p, dont la transformée de 
Satake s'écrit 

f E 
i/GSUPP(/?Y) 

avb\v\ 
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pour un sous-ensemble fini Supp(/^) de X*(T) et des coefficients aui b G Cx, et / est 
de la forme fpfpj où fpj : G(QP) —> C, elle aussi invariante à gauche et à droite par 
Kmax,P, a pour transformée de Satake 

JP,3 E 
*esupp(/v) 

E*esupp(/v) 

pour un entier j > 0 que l'on peut choisir aussi grand que l'on veut. On a 

UPÚ)M{Kp, Xp) E 
<̂ESupp(/p ) 

JVM logP=~XP 

UPÚ)M{Kp, 

pour toute représentation admissible irréductible non ramifiée TTP de M(Qp) de para
mètre de Langlands tnp G T. 

Pour tout ensemble fini de nombres premiers S et toute fonction fs G Cc(G(Af )), 
on pose 

C(/s) = sup {\a(H^c(m))\} 
P,A,M 

où P parcourt V \ {C}, <̂  parcourt l'ensemble des racines de AMP dans G et m 
parcourt le support de fp dans Mp (Af). 

Deux cas se présentent : 

- Soit, pour tout M G £, M C G, toute racine a de A M dans G et tout z/ G 
Supp(/^), on a q(z/M) / 0 où on rappelle que (-)M • <*T —• <*M est la projection 
canonique, et alors / est fortement C-régulière dès que 

^^_C±C{fP)__ 

infM,a,i/{|ûj(ï/M)| LOGP} 

où M parcourt C \ {G}, a parcourt l'ensemble des racines de AM dans G et z/ 
parcourt Supp(/p ). De plus, si tel est le cas, pour tout M e C, tout P G V(M) et 
tout A G (cim)O on a al°rs 

E 

S(X)Sa+ 

е - л ( 5 р о ) / м ( 7 Г ь Х ) = tr¿M(7rf А 1/Р) Y. ^A(Xp)(/p,,)m(ttP,XP) 

S(X)Sa+ 

= t r Z M « A , / P ) E j?^v^avVv{t«vy 
^Supp(/pv) 

si 7vp est non ramifié de paramètre de Langlands t7Tp G T, et on a 

E 
•̂ €oM,f 
S(X)ea+ 

e-A(sW)/M(^f ,X) = 0 

sinon. 
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- Soit il existe M G £, une racine a de A M dans G et v G Supp(/^) tels 
que a(i'Af) = 0- Dans ce cas, / n'est C-régulière pour aucun entier j . Cepen
dant, on peut choisir un nombre premier auxiliaire ç / p de telle sorte que 
fp = lxmax,q/9'p et remplacer la composante lxmax,q de fp en q par une fonction 
variable fq G Cc(G(Qq)//Km8i^q) aussi générale que l'on veut. La fonction fqfq,pfPj 
est alors fortement C-régulière dès que d'une part, pour tout M G £, M C G, et 
toute racine a de dans G telle que a(z/p M) = 0 pour l'un des z/p G Supp(/^), 

on a 

|aKjif) | log9 > C + C(/«-"), e Supp(/9V), 

et que d'autre part 

j > sup 
C + C(f^p) + \a(vQM)\\ogq 

\a(isPiM)\logp 

où M parcourt £ \ {G}, vp parcourt Supp(/^), a parcourt l'ensemble des racines de 
AM dans G telles que OL(VP,M) ^ 0 et vq parcourt Supp(/^). De plus, si tel est le cas, 
pour tout M G £, tout P G V(M) et tout A G (aM)o on a alors 

s(X)Ga+ 

|aKjif)|log9 

|aKjif)|log9 У, 

XQ ~~\-XV E CI P 

e-A^+x^fqM(nq,Xq)(fPiJ)M(wp, Xp) 

= triM(rr?,?,/«'p) E 
^6Supp(/v) 

A^+x^fqM(nq 
E 

XqejvM logp+aj 

(fPiJ)M(wp,(fPiJ) 

si 7rg et 7TP sont non ramifiés et si irp est de paramètre de Langlands tKp e T, et on a 

E 

s(X)Ga+ 

e-Ms(x))fM{7TuX) = 0 

sinon. 

Exemple 18.7. — Considérons le cas particulier où G = GL(2) avec son tore maxi
mal T des matrices diagonales, où la fonction très cuspidale est ( — 1) fois un 
pseudo-coefficient de la représentation de la série discrète an(m) de G (M) pour des 
entiers n ^ 1 et m, et où / G Cc(G(Af)) se décompose en fpfpj pour la fonction 
fv i € CC(G(QV)//G(ZV)) dont la transformée de Satake est donnée par 

fL=p>/2mo)] + mj)]). 

Bien entendu on a identifié X*(T) à Z2 de la manière évidente. 
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On suppose que, pour C G R + comme dans le théorème, la fonction / est fortement 
C-régulière, c'est-à-dire que 

C + C(/*>) 
logp 

où C(fp) = supt{\a(Hj,pour t parcourant le support dans T(ÁP{) du terme 
constant fjp et a est la racine simple a(diag(¿i,¿2)) = ¿i/¿2-

Pour toute représentation 7TCO de carré integrable de R * \ G ( R ) et tout (x,x) G 

&G C ar , on a 

ДМ7Гоо, (х,х),<тп(т)) 
e-2(m+^i)a: 

0 

SI 7TOO = <7N(—2-J, 

sinon, 

et, pour tout diagl i ,e2) G T(R)1 = {±1} x {±1} et tout (xi,x2) G aT, on a 

E 
^iagíexe^, 

$T(£I.oo X ^2.Ìo^dÌag(£1^2))C^T(6,oo X £2,00, fai, X2),CTn(m)) 

^ r K í ^ i ^ i a g í e x e ^ , ,2e-£1T£2))e-(m+V)(^i+^) 

où Çi>00 et £2,00 parcourent les caractères de R + \ R X tels que £1,0062,00 = sgnn 1. 
Or, on a évidemment 

2e-£1T£2))e-(m+V)(^i+^) = ^ ( ^ 1 ) ^ ( ^ 2 ) 

et la formule bien connue du caractère de la série discrète an(^21) sur T ( R ) se récrit 

Ф т К М Ц * ) , diagli e W « ) ) 
! 2£?- 1 e- n l* 

0 

si ex e2l 

sinon. 

Par suite, on a 

C£>T(6,oo X £2,00, (xi,x2), crn(m)) E-(M+IL2^)(A:I+X2)-F |XI-X2| 

et donc 

cdß(£i,oo x 62,00, (TO - ±m + n- h),(Tn(m)) = 1 

et 

c^§(Ci,oo x £2,00,(771 + 7 1 - | , m - \),an(m)) 1, 

pour chacun des deux couples (£1,00, £2,00) de caractères de R * \ R X tels que £1,00£2,00 — 
sgnn_1, où B et B sont les sous-groupes de Borel des matrices triangulaires supérieures 
et inférieures respectivement. 
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Le second membre de la formule des traces figurant dans le théorème est donc ici 
égal à 

- ^ t r < ( / " y / 2 ( ^ ( 7 r p y + Z2(7Tpy) 
7T 

5nil ]Ttr (x o det)?{rW'2Xp{py{p-3'2 +P3/2) 
X 

\ ^2 tr Mtif (m - \) x e2Am+n - è)> / p y m 6 , p ( p ) j 

- i ] T tr iT(er,f (m + n - 1 ) x ^>f (m - 1 ) , / p y m 6 , p ( p ) j 

ou 7T parcourt un système de représentants des classes d equivalence de representations 
automorphes cuspidales irréductibles de G (A) dont la composante archimédienne est 
crn (m) et dont la composante TVP en p est non ramifiée et de paramètre de Langlands 
{zi(7TP), 2̂ 2(7TP)}, où Sn^i = 1 si n = 1 et £n,i = 0 sinon, où la deuxième somme, qui 
n'intervient que si n — 1, porte sur les caractères x de QX\AX dont la composante 
archimédienne est a i—> am et qui sont non ramifiés en p, et où £1, £2 parcourent les 
caractères de R*QX\AX tels que £1,00^2,00 = sgnn_1 et qui sont non ramifiés en p. 

Comme 

tr ir(^>f (m + n - I) x £ f (m - | ) , /P) = trtT(£f (m - I) x ^ f (m + n - I), /*) 

les deux dernières sommes de l'expression ci-dessus sont égales. On peut récrire notre 
expression sous la forme 

- 5 > ^ ( / V / 2 ( * l ( T P ) J ' + *2(7TP)>') 
7T 

- ¿„,1 ] T tr(X o d e t ) ? ( / P ) X » J ( 1 + p3') 

У] trjr(x?.f xxP2.vfp)x2Ap)j 

XI,X2 

où 7r parcourt un système de représentants des classes d'équivalence de représentations 
automorphes cuspidales irréductibles de G (A) dont la composante archimédienne est 
an (m) et dont la composante TTP en p est non ramifiée et de paramètre de Langlands 
{ZI(TCP), ¿2(7^)}, ou â deuxième somme, qui n'intervient que si n = 1, porte toujours 
sur les caractères x de QX\AX dont la composante archimédienne est a 1—• a171 et qui 
sont non ramifiés en p, et où X15X2 parcourent maintenant les caractères de QX\AX 
tels que Xi,oo(«) = «m et X2,oc(«) = am+n_1 pour tout a G R£ et Xi,00X2,00 (a) = 
a2m+n-1 pour tout a G Rx, et qui sont non ramifiés en p. 

Pour éviter les demi-entiers, et donc des problèmes de rationalité, on préféré utiliser 
dans cette dernière expression l'induite non normalisée 

M€ÏÀm) x £?f(m + rc- !)) = îT(tf ( m - è ) x g | f ( m + n - è)) 
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19. Application à GSp(4) 

Nous allons appliquer les résultats de la section précédente à (G = GSp(4),/G) 
d'une part et (H,fH) d'autre part. 

Commençons par expliciter les R-espaces vectoriels ar et A^. On identifie ar à 

{X = (xi,X2ÌX3, X4) G R4 I X\ + X4 — X2 + X3} 

de telle sorte que I G Z4 C 1 corresponde au co-caractère u i—» (uXl, -uX2, uX3, i£X4) 
de T. On a donc 

AJ = { L G O T | X I T X 4 = x2 + X3 = 0} 

que l'on identifie à R par X = (xi, x2, —x2l —x\) H-> (xi, x2), et 

üG = {X G UT I X\ = x2 = xs = x4}. 

que l'on identifie à R par X = (x, x, x, x) ^ 2x. En résumé, on a 

aT = aG © AT = R © R2 

où + xi, ^ +X2,^f- — X2, — xi ) correspond à xo © (xi, x2). 
Dualement, on a l'identification évidente de à 

{X* = ( x ^ x ^ x ^ x ^ ) G R4}/{(x*,-x*,-x*,x*) I x* G R} 

et l'identification de à 

{A = A0 © (Ai, A2) G R © R2} 

qui prolonge celle de X*(T) considérée précédemment. Ces deux identifications sont 
reliées par les relations Aq = x\ + x\ + x\ + x\, \\ — x\ — x\ et A2 = x\ — x\. On a 

(A£)* = {A e A£ | A0=0} 

que l'on identifie à R2 par A (AI, A2), et 

aG = {A G A£ I Ai = A2 = 0} 

que l'on identifie à R par A 1—> Àq. En résumé, on a 

= aG © (A£)* = R © R2 

et l'accouplement de dualité entre et UT est donné par 

(A0 © (Ai, A2),x0 © (xi,x2)) = - y ^ + A1X1 + A2x2. 

On identifie as au quotient 

{Y = {y[,y'{,y'2,y'i) e K4}/{(y ,y , -y , -y ) I y e R} 

de manière évidente, et à ar en envoyant la classe de Y = (y[, y", y'2, y'2') sur X = 

(y'i + y'2, V'i + y'2, VÏ + y'2,y'i + y'2), c'est-à-dire 

X = (y'1+y'{+y'2 + y'{) 
(y\ - Vi +1Â- iti it, - v? -y'o + v'ii 

2 2 
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Dualement, on identifie 

= U = > 2/l > 2/2 ,2/2 ) ^ R I2 /1+2 /1 = 2/2 + 2/2 I 

à en envoyant la classe de X* = (X\, X\, X\, X%) sur 

Y — (XI + #2, ̂ 3 + 4̂> ^1 + X3I X2 + ^4)5 

et donc A = Àq © (Ai, A2) sur 

Y* -
f Aq + Ai + A2 Aq — Ai — A2 Aq + Ai — A2 Ag — Ai -f- A2 \ 

2 2 2 2 
Explicitons maintenant les ensembles de sous-groupes de Levi C pour G et H. On 

a £G = {G,Mi,M{,M2,M^,T} où 

Mi = MQ1 ( r 0 1 
\ V 0 A^V 

A G GL(2), A G GL(i; ^ GL(2) x GL(1), 

Mi = MQ1 

/ x 0 x (A 

0 x 0 x 
x 0 x 0 

\ 0 x 0 xy 

M2 = Ma2 
f/i 0 0 

0 A 0 
0 Q detÇA) 

/ i € G L ( l ) , A G G L ( 2 ) ^ GL(1) x GL(2) 

et 

M' = еалМ2з-} = 

(x 0 0 x \ 
0 x 0 0 
0 0 x 0 

Vx 0 0 x / 
(On a posé A* = StA~1S et, pour chaque w G V^G, w G Koo H G(Z) est la matrice 
de permutation représentant w.) 

Pour le sous-groupe de Levi Mi, on a 

ÛM! = {̂ 0 © (^1,^2) e aT \ XI = X2} 

et la projection CLT —» CIMI envoie x0 © (xi,x2) sur x0. © (Xl\X2, ^"j^2). De même, 
on a 

4 / ! = lAo ® (Ai, A2) G c£ | Ai = A2} 

et la projection —> a^fi envoie AO0(Ai, A2) sur A0©(Al+À2, Al +Al )• L'identification 
Mi = GL(2) x GL(1) induit les isomorphismes 

OMi <*GL(2) 0CIGL(1), %0 © 1 > (2x + X0) ©X0, 

et 
Xq — 2A 

»M! aGL(2) ® aGL(l)' A0 © (A, A) i > A © . 
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Pour le sous-groupe de Levi Mo, on a 

ÜM2 = {xo © O I , # 2 ) e aT \ x2 = 0} 

et la projection <XT —> CLM2 envoie XQ © (xi, x2) sur XQ © (xi, 0). De même, on a 

*M2 = {Ao 0 (Ai> A2) € aT I A2 = 0} 

et la projection AT —> A^2 envoie Ào © (Ai, À2) sur Ao © (Ai, 0). L'identification M2 = 
GL(1) x GL(2) induit les isomorphismes 

ÛM2 aGL(l) ® FTGL(2)J ̂ 0 © (X,0) 1—> (x + Y ) ©x0, 

et 

^M2 -^a&L(i )ECI¿L(2) , A 0 © ( A , 0 ) ^ - > A © - ^ — . 

O n a T = Li, L2, £} avec 

Li = = GL(1)\[GL(2) x S2] 

et 

L2 = LA=GL( l ) \ [S2xGL(2) ] . 

Compte tenu de l'identification de as à AT définie plus haut, on a 

ÛLX = { (y[ + y'{ + y'2+ y'i) (v\-y"+y'i-y'i y'\-y"-y'i+y2 N 
\ 2 ' 2 I Vi = y" \ = AM{ C aT 

et 

ÛL2 = j (2/i + y" + y'2 + y2] (y'-\-y"+y'i-Vï y'\-y\'.-y'i+y'í 
\ 2 ' 2 

I 2/2 2/2 } = aMi C aT, 

et donc dualement = a*M, et a^2 = . 

Lemme 19.1 (Labesse). — On peut choisir les fonctions cuspidales stables f^ et f^ 
de telle sorte qu'elles soient aussi très cuspidales. • 

On fixe maintenant un nombre premier q ^ p qui est à la fois bon pour K(N) (q ne 
divise pas N) et pour fp (fp = lKqfq,p), et on remplace fp par 

F = fqfq'p 

où fq est une fonction auxiliaire dans l'algèbre de Hecke Cc(G(Qq)//Kq) pour l'instant 
arbitraire. Bien entendu, cela nous conduit à remplacer hp par 

hp = bH(fq)hq>p 

où hq,p est un transfert ordinaire de fq,p pour le facteur de transfert FL^oo q p^v 
convenablement normalisé et où 

bH : Cc(G(Qq)//Kq) Cc{H{Qq)//K«) 

est l'homomorphisme de C-algèbres induit par l'isomorphisme j : S T. 
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Hypothèse 19.2 (Lemme fondamental). — Pour tout élément semi-simple et (G, H)-
régulier 7# G H(Qq), on a 

SO£,(fcH(/,)) ] T A 9 ( 7 H , 7 K ( G 7 ) 0 « ( / ? ) 

où 7 parcourt les classes de G (Q^)-conjugaison des éléments semi-simples de G(Qq) 
qui proviennent de JH-

Théorème 19.3. — Les fonctions très cuspidales stables f^ et f^, les nombres pre
miers q ^ p et les fonctions fq'p et hq'p étant fixées, il existe une constante D G Râ
telle que, pour toute fonction fq G Cc(G(Qq) // Kq) et tout entier j > 0 qui vérifient 

\a(p)\logq > D, V a G { ± a i , ± ( a i + a 2 ) } , V/i G Supp(/qv), 

et 

. D+ a (/x log g 
J > ] , 

logp 

VaeR, V/iGSupp(/qv), 

on ait les formules des traces suivantes : 

(a) la formule des traces 

TJfG) = Jg(fG) + № (fG) + hJ&MG) + ÏJ?UG) 

pour la fonction fG — f^fqfq,pbf((fj), dans laquelle le terme correspondant à M G 
CF s'écrit 

JMUG) > ™disc« \^ MÍ г л 

x E 
Pev(M) 

E 
(Ve(oM)c 

C D £ ( 7 4 , A , / £ ) T R I M « ' £ , . T ' p ) 

E 
PJ(A(^M) + |)I/(T7RJJ 

E 

Xq^jvM logp+a+ 

e-A(Xg) /g ,MK,^) 

07i 7T parcourt le sous-ensemble de I I d i s c ( ^ M ( ^ ) 0 \ ^ ( A ) ) formé des représentations 
non ramifiées en q et p, de paramètre de Langlands tnp G T en p, et où TT'r parcourt 
N2(^M(K)°\M(R)); 

(b) la formule des traces 

UfH) = JiïiF) + \Jl (fH) + \JtUH) + \J"UH) 
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pour la fonction fH = f^)bH(fq)hq,pbjï((pj), dans laquelle le terme correspondant à 
L G CH s'écrit 

Juif) = 1^гп^р)±^^ЛР^Р'оо) 

E 
Qev{L )M6(Q¿)* 

f^)bH(fq)hq,pbjï((pj),E-M( 

1^гп^р)±^^ЛР^Р'оо) E 
E-M(Y,)6H(/)I( 

E - M ( Y , ) 6 H ( / ) I ( Y ) 

où p parcourt les représentations dans IIdisc(^-L(R)0\^(A)) qui sont non rami
fiées en q et p, de paramètre de Langlands tp G T en p, où p'^ parcourt 
n2(-AL(R)°\L(IR)), où v parcourt le sous-ensemble de X*(S) formé des quatre 
co-caractères vfi(u) = (diag(u, 1), I2), Vi(u) = (diag(l, w),/2)* v'2(u) = (-¿2, diag(^, 1)) 
et h>2 (u) — (/2,diag(l,u)) modulo GL(1), et où e(is[) = e(v'{) — 1 et e(v'2) — £(v2) = 

- 1 . 

Comme est -invariante par conjugaison, on vérifie que 

^(/G) = ^2(/G); 

et 

^ ( / G ) = ^ 2 ( / G ) ; 

c'est ce qui nous a permis de remplacer Cr par {6?, Mi, M 2 , T} dans la somme sur 
les M du côté spectral de la formule des traces pour [G, fG). 

20. Les termes principaux 

On rappelle qu'on a fixé un poids dominant p, — po 0 (pi, p2) G X*(T)+ et que 

^(/G) = ^2(/G); 

où 7r^ et 7r̂  sont à isomorphisme près les deux seules représentations essentiellement 
de carré integrable de G (M) ayant le même caractère central et le même caractère 
infinitésimal que la représentation de dimension finie V^. 

Pour toute représentation irréductible admissible ir^ de G (M) considérons sa 
K^)-cohomologie à coefficients dans Fv, 

^(/G) = ^2(/G); 

munie de sa bi-graduation de fiodge naturelle 

Hn(&K,K'00;ir00<8>Vy)-. e 
p-\-q=n 

Hn(&K,K'00;ir00<8> 
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et la caractéristique d'Euler-Poincaré correspondante 

x(flR,^c»;7roo®v;v) £ ( - l ) n dimc # n(№, K'^ TTOO <g> V^). 
n 

Lemme20.1. — La fonction f^ est une fonction d'Euler-Poincaré pour V^, c'est-à-
dire vérifie la relation 

£(-l)n dimc # n(№, K'^ TTOO 

pour toute représentation admissible irréductible TTQQ de G (M), où 

4 = | « , ^ } | |7To(GSp(4,R)/Rx)|. 

D'après Vogan et Zuckerman, la liste complète des TTOQ (à isomorphisme près) 
ayant de la (g^, X^)-cohomologie non triviale à coefficients dans , et des espaces 
H P+-P5 TT oo ® Vu) non nuls correspondants est la suivante : 

w X H 
TT,, et 7T, avec 

|7To(GSp(4,R)/Rx)|. - ff3'1^, K^; ^ ® V;v) - if1'3^, AT^; < 

et 
|7To(GSp(4,R)/Rx)|. - i ï 0 - 3 ( f l R j ^ ; 7 r » ® y ; ) - C ; 

- si \i = /io © (/ii, /¿2 = 0)? une représentation 7r̂  pour laquelle 

tf2'°(№, tf^; ^ ® V^) H°>2{m, K'x; ^ ® - C 

- ff3'1^, K ^ ; ^ ® V;v) - i f 1 ' 3 ^ , AT^; < ® V^) - C ; 

- si fx = /̂ o © (MI,^2 = deux représentations 7R2'+ et 7r2'~ = (sgnoc)7r2'+, où 
sgn oc : GSp(4,M) —> Mx —> {±1}, pour lesquelles on a 

|7To(GSp(4,R)/Rx)|. ff3-3(0R,^;7r2-±®yAr)-C; 

- si /i = /¿0 ® (MI = 0, /x2 = 0), les représentations c+ = c^°/2 et = (sgn oc)cAXo//2 
pour lesquelles on a 

tf°'°(gR, K'^, c± ® О S Я 3 ' 3 ( 0 К , c± ® V^) - С 

H 1 - 1 ^ , I C ; 4 ® ^ V ) H2 '2(0R, < 0 O S C . 

Proposition 20.2. — Posons 

Ndi8C(G?(A),/xo) = K 0 = e^HG^n \ TT G Ndisc(AG(M)0\G(A))} 

et 

^disc(^o) = ^discM 
pour c/iaçwe TT G Ndisc(AG?(M)°\Gf(A)). 

ASTÉRISQUE 302 



FONCTIONS ZÊTAS DES VARIÉTÉS DE SIEGEL 47 

Le terme principal JG{fG) du côté spectral de la formule des traces pour (G,fG) 
est égal à 

1 
~ 2 E 

~ W H 

mgsc(7r) tr *f ( / V J ' / 2 ( * i M J ' + Z2(*py + z3(irpy + z4(irpy) 

+ E 
~ W 

mgsc(7T)tr^(np33/2(z1(7Tpy + z2(irpy + z3(irpy + z4(ttp)>) 

1 
+ 2 E 

~ W 

m^ÍTr) trTrf (/")p3^2(2l(Tp)¿ + 22(jfpy + z3(*py + z4(npy) 

E 
~ W 

m^ÍTr) trTrf (/")p3^2(2l(Tp)¿ + 22(jfpy + z3(*py + z4(npy 

o-ù TT parcourt le sous-ensemble de Udisc(G(A), /JLO) formé des représentations non ra
mifiées en p et où tn = diag(zi(7rp), 2:2(7rp), £3(7^), 24(7^)) G T est le paramètre de 
Langlands de 7rp. 

Dans l'expression ci-dessus, la seconde somme n'intervient que si ¿¿2 = 0; la troi
sième n'intervient que si \i\ — ¡12 et la dernière n'intervient que si /ii = ¡12 = 0. 

Bien sûr, la dernière somme dans l'expression ci-dessus peut se récrire 

X ^ t r ( x ° e ) 
Y 

(fp)p3j/2xP(py(p^ + p-j/2 + p3'2 + P3j/2) 

où x parcourt les caractères de Hecke de QX\AX qui sont non ramifiés en p et de 
composante archimédienne a 1—• a^0^2 o u a n sgn(a)aM°/2 (ce qui a un sens car on a 
¿¿0 = 0 (mod 2) dès que ii\ = 112 = 0). 

Démonstration. — Comme c<i§(7r00, A, / ^ ) = 0 pour A ^ /¿0 G C = (CLG)CI Ie terme 
principal JG(fG) du côté spectral de la formule des traces pour G est égal à 

^2 màisc 
7T 

Y(fp)p3j/2xP(py(p ^ § ( ^ 0 0 , ^ 0 , / ^ ) 
^2 màisc 7T 

P3j/2 

^§(^00,^0,/^ 

où TT parcourt le sous-ensemble de ndiSc(^G0&)o\G(A)) formé des représentations non 
ramifiées en p. 

Maintenant, par définition des constantes aG(7Voo, TT' ), l'expression 

J2 a™ (^00 , TT'OO YDG Woo > MO, fZ ) 

n'est autre la trace 

trTToc/xoC/S) 

puisque f^ est cuspidale stable, et on vérifie que VQ — 1 quel que soit v G VF6, • z^. 
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Par conséquent, on a encore 

JS(fG) U^iSC(G(A), po)det)f) E 
pj/2)) 

^(z'(pliPy 

où 7T parcourt le sous-ensemble de U^iSC(G(A), po) formé des représentations non 
ramifiées en p, d'où la conclusion compte tenu du lemme 20.1. • 

On vérifie de même que : 

Proposition 20.3. — Le terme principal J§(fH) du côté spectral de la formule des 
traces pour (H, fH) est égal à 

PI ,P2 

Uf ® Pif)(hp + h* o t)p3^(z'(pliPy + z"(phpy - z'(p2<py - z"{P2,py) 

- E tr (p? f ® (X2 o det)f)(hP + h" o i)p^/2(z'(phpy + z"(pltPy 

X2,P(py(p~3/2+pj/2)) 

où, dans la première somme, p\ et p2 parcourent un système de représentants des 
classes d'isomorphie de représentations automorphes cuspidales irréductibles de 
GL(2,A) qui sont non ramifiées en p et de composantes archimédiennes 

Pl,00 — ^1+^2+3 '/Ltp—/¿1—¿¿2—2 
< 2 

et P2,OO — ^I-M2 + l /^q-^1+M2 \ 

où la seconde somme n'intervient que dans la cas où pi = p2 et porte sur les p\ 
comme ci-dessus et sur les caractères \2 '• QX\AX —» C qui sont non ramifiés en p et 
de composante archimédienne a h-» aM°/2; où (V(pi,p), £"(pi,p)) et (zf(p2,p), z"(p2,p)) 
sont les paramètres de Langlands de p\:P et p2,p respectivement et où enfin i : H —» H 
est Vinvolution qui échanqe les deux facteurs GL(2). • 

21. Formules pour les caractères tronqués 

Pour calculer les caractères tronqués qui interviennent dans les formules de récur
rence pour les constantes cdp(irf001 A, f^) de la formule des traces d'Arthur, on peut 
utiliser les formules de Harish-Chandra pour le caractère d'une représentation de la 
série discrète d'un groupe réductif réel sur un tore maximal arbitraire. Malheureu
sement, ces formules font à leur tour intervenir des constantes qui sont difficiles à 
expliciter. 

On peut aussi utiliser le fait que le caractère de toute représentation ir
réductible admissible TToo de t 4 M ( ^ ) ° \ M ( R ) s'écrit de manière unique comme une 
combinaison linéaire à coefficients entiers 

222 E 
7Г' 

h-» aM°/2 
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où TT^ parcourt un système de représentants des classes d'équivalence des représen
tations standard de A M W ° \ M ( R ) ayant le même caractère infinitésimal que TTOO-

Une troisième possibilité est d'utiliser une formule de Goresky, Kottwitz et Mac-
Pherson ([3], [4]) que nous allons rappeler maintenant. 

Reprenons provisoirement les hypothèses et les notations générales de la section 18. 
En particulier, on a un groupe réductif connexe G sur Q , muni d'un tore maximal T 
déployé sur Q , et on suppose que Gu admet un tore maximal elliptique sur R. 

On fixe un sous-groupe de Borel B sur Q contenant T et on note U son radical 
unipotent. On note p la demi-somme des racines de T dans U. On note W le groupe de 
Weyl du couple (G, T). Pour chaque sous-groupe de Levi M G £, on note WM C W 
le groupe de Weyl du couple (M,T). 

Pour chaque M G £ et chaque p G X*(T) qui est dominant relativement à ^ f l M , 
on note V^1 la représentation algébrique irréductible (de dimension finie) de M de 
plus haut poids p relativement h B D M. Pour chaque p G X*(T) qui est dominant 
relativement à i?, on note pv G X*(T) le plus haut poids relativement à B de la 
représentation contragrédiente [VG)V de VG. 

Fixons p G X*(T) dominant relativement à B. Pour tous M G C et P — MNp G 
V(M), on peut former la cohomologie 

#>P,KGV)A 

de l'algèbre de Lie np de Np à valeurs dans V ^ . Cette cohomologie est bornée, de 
dimension finie et munie d'une action naturelle de M. Pour chaque À G X*(AM), on 
a un espace poids 

F(nP,tó )xc f f*(nP,tó) 

pour l'action de AM C M et la cohomologie est la somme directe de ces espaces poids. 
Fixons is G aT = R<g> X* (At) dont la restriction à Aq coïncide avec celle du carac

tère central de V ^ , c'est-à-dire avec — £ où £ = p\Ac, et définissons la cohomologie 
tronquée 

#>P,KGV)A#>P,K 
# > P , K G V ) A 

F(nP,tó)xcff*(nP,tó) 
où VM G a*M la restriction de v à AM- C'est une représentation algébrique graduée de 
M et on notera simplement H^f p la représentation algébrique virtuelle correspon
dante. 

Le théorème de Kostant dit que 

tf*(nP,KGv) 
w€[WM\W] 

H*(nP,V° 

où [VKM\Ty] C W est le système des représentants de Kostant des classes dans 
WM\W', c'est-à-dire le système des éléments qui sont de longueur £(w) (relative
ment à B) minimale dans leur classe, et où la graduation est donnée par la longueur 
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de ces représentants. (Bien sûr, w(pv -h p) — p est dominant relativement k B 0 M 
pour chaque représentant de Kostant w.) On a donc 

UPÚ) 
T. 

III (- \wM\w\ 

UPÚ)M{Kp,UP 

W(UV+P)M(X)>(V+P)M(X), VXeat 

Soit (H^v p ) v la représentation algébrique virtuelle contragrédiente de H^p. On 
peut voir (H^v P)

w comme une représentation virtuelle de M(R) et former l'induite 
virtuelle ordinaire 

xF(*P1/2®(^P)V), 

ou ce qui revient au même l'induite virtuelle normalisée (pour la normalisation uni
taire) 

x F ( * P 1 / 2 ® ( ^ P ) V ) , 

et la représentation virtuelle 

E ;-i)d™(^)ind^((^P)v) 

de G(R) . On note 0^" la distribution caractère de cette représentation virtuelle. On 
sait que la restriction à l'ouvert Greg (M) de G (M) de cette distribution est une fonction 
analytique réelle. 

Soit maintenant 1TM le paquet de Langlands de représentations de la série discrète 
de G(R) ayant les mêmes caractères central et infinitésimal que VI?. On pose 

e £ = (-i)*(G) E 6^ 

où q(G) est la moitié de la dimension réelle de AG(R)0\G(R)/lfmaXjOO. Harish-
Chandra a montré que la restriction à l'ouvert Greg(R) de G (M) de cette distribution 
est aussi une fonction analytique réelle. 

Théorème 21.1 (Goreskv, Kottwitz et MacPherson). — Pour 

"m = -£ ~ P e a? 

on a l'égalité de fonctions analytiques réelles 

"m = -£ ~ P 

sur Greg(R). 

Ce théorème permet de calculer explicitement 0^. En effet : 

- Soient cr une représentation admissible de M(R) et n = Tp{a) la représentation 
induite. La fonction 0^ : Greg(R) —> C est supportée sur les éléments qui sont conju
gués à un élément de M(R) et, pour tout tore maximal TM de MR, la restriction de 
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cette fonction à 2 ^ (R) n Greg(R) est donnée par 

ew(tG) E 
С̂к ti ¿Ai (R) WG(R) 

С^к ti ¿Ai (R) WG(R) 

С^к ti ¿Ai (R) WG(R) 

où fîG(H) = A^G(R)(TM(K))/TM(IR) est le groupe de Weyl de ( G R , T M ) et f2M(R) = 
NM{R)(TM(R))/TM№) est celui de (MR,TM). 

- Pour tout tore maximal TQ dans GR (non nécessairement elliptique) et tout 
g e G ( C ) tel que gToiQg'1 = T ( C ) , on a 

tr (7 ,^f ) E 
XM(^(7)) 

V7GTG(R)nGreg(M), 

où u parcourt ftG = 7VG(C)(TG(C))/TG(C), ^ ( f c ) - ^(gtcg'1) et D(tc) = 
NAEJR+(l — c*~1(gtGg~1)) est le dénominateur de Weyl. (Bien entendu, est 
l'ensemble des racines de T dans U.) 

22. Calcul des constantes cd${^Kjg) et ^ ( p ^ , M , / £ ) 

On rappelle qu'on a fixé 

M = Moe(/ii,/i2) eX*(T)+ C I © 1 2 = aG©(a!?)* = A£ 

et que 

f£> = -(/TTW "h AH) . 

Théorème22.1. — Sozenf M = Mi,M2 oiz T , TT^ g I I2 ( ,4M(R)0\M(R)) et X = 
x0e(xi,x2) G aG©a^ c aG©a!f = R © R 2 . 

(i) £z M = Mi = GL(2) x GL(1), X = x0 © (s, s) et TT'^ = x sgn° dans 
n2(AML(R)°\Mi(R)), identifié à I I 2 ( R * \ G L ( 2 , R ) ) x I I 2 ( R * \ R X ) ; on a 

e-^-(/xi+/X2+3)| 1 
" 2 

e-^-(/xi+/X2+3)|x| 

_e_i£Ç0_(^1_^2 + l)|a:| 
^ (Too = (T^-^ + l ( ^ V ^ ) ' 

^ <7oo = ^1+/x3+3 (~/£i±f±2). 

(ii) Si M = M2 = GL(1) x GL(2), X = x0 © (x,0) TT^ = sgna dans 
n 2 M M 2 № ) ° \ M 2 ( R ) ) ; identifié à I T 2 ( R X \ R X ) x n 2 ( R + \ G L ( 2 , R ) ) , on a 

cDM2(7T^Xjg) 

e-^-(/xi+2) |x | sz a -f /i2 = /i0 (mod 2) 

e¿ si croo = aM2+i 

-e-^¥a-(M2+i)|x| si a + //i + 1 = ¡IQ (mod 2) 

e¿ si (TOO = cr/il+2 (~Ml2ti). 
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(iii) Si M = T = G L ( 1 ) x G L ( 1 ) x G L ( 1 ) , X = x0 © (xux2) et TT^ = 

sgnai x sgna2 x sgn6 dans I I2( ,4T(R)0\T(R)) identifié à n 2 ( R X \ R X ) x n 2 ( R X \ R X ) x 

n 2 ( R Ï \ R X ) ; on a 

^(n'^Xjg) 
1 

2 
_^£o _(/il+2)|Xl|_(M2 + l)|:r2| + e-iiÇo-(M2 + l)|x1|-(Ax1+2)|x2|j 

1 
2 

_i£ÇO +(At2 + 1)(|Xl| + |a,2|)_ 1 (Ail+At2+3)(|xi-X2| + kl+X2|) 

+ e-̂ i-(Mi+2)(|xi| + |x2|) + i(Ail-M2 + l)(|a:i-x2| + |a:1+X2])j 

sz ai + a2 = //o (mod 2 ) . 

(iv) Dans tous les autres cas, on a 

cD%1(Tr'oo,Xjg)=0. 

On a bien sûr des résultats semblables à (i) et (ii) pour M = M[ et M = M ^ . 

Démonstration. — Le caractère central (resp. infinitésimal) commun à 7r^ et 7r^ est 
celui de V ,̂ c'est-à-dire t ^ t^° (resp. la P^G-orbite de po © (^î + 2,/x2 + 1 ) dans 
aT ~ aG ® (ar)* Puisque la demi-somme des racines positives relativement au sous-
groupe de Borei B des matrices triangulaires supérieures dans G est 0 0 ( 2 , 1 ) ) . 

Pour tout entier n ^ 1, le caractère central (resp. infinitésimal) de la représentation 
autoduale an (^j1) de la série discrète de RX \ GL(2, R ) est égal à t \—> sgn(t)n_1 (resp. 
{ ± ( § , - § ) } ) puisque celui de Sym71-1^2) est t ^ t71'1 (resp. {(n - 1, 0 ) , (0, n - 1 ) } ) 
et que la demi-somme des racines positives est égale à ( \ , — \ ). 

On en déduit que les fonctions X H-» ^ ^ ( T T ^ , X, / ^ ) sont des combinaisons li
néaires des exponentielles qui figurent dans les formules ci-dessus. On rappelle que 

c ^ ( 7 r ^ , A , / S ) # 0 

seulement si la restriction du caractère central de TT^ a coïncide avec le caractère 
central commun à 7r^ et 7r^ et si (A + XN^ ) H XN™ = (A + XN'^ ) H XTT̂  7^ 0 avec les 
notations de la section 18. 

Il reste donc à calculer les coefficients qui interviennent dans ces combinaisons 
linéaires. Pour cela on utilise les relations de récurrence de la section 1 8 et les résultats 
de la section précédente. Par exemple, pour M G {Mi,M2}, on a la relation de 
récurrence 

_i£ÇO +(At2 + 1)(|Xl| i(Ail-M2 + l)(|a:i-x2| + |a:1+X2])j 

où TT'^ parcourt un sous-ensemble fini de I I2 (^4M(R)0 \M(R)) , et les résultats de la 
section précédente permettent de calculer ^>M((7T^V)V, 71ex°) + $ M ( ( ^ ) V , ^e^). 

On montre de même : 
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Théorème22.2. — Soient L = L I , L2 ou S, p'^ e U2(AL(M)°\L(R)) et Y = y0 © 
(2/1,2/2) eaH®a% C a / / © a f = R 0 R 2 . 

(i) Si L = Li = GL(1)\[GL(2) x S2], Y = y0® (y, -y), p^ = x sgna2 x sgn^' 
dans N2(ALl(M)°\LI(R)) C II2(RX\GL(2,M)) x I12(RX\RX) x N2(Rx\Rx); le ca
ractère central de est égal à sgnMo et a!2 + a2 = po (mod 2), on a 

Vlip'^YJ*) 
e-^-(^l+M2+3)|ï/ | si g - a . 1 ^ 2 ~ ^ 1 

_e_iiimi_(Ml_M2+i)|y| 5¿aoo =aMl+M2+3(-ii1±f±2). 

(ii) Si L = L2 = GL(1)\[52 x GL(2)], Y = y0 © (y,?/), ¿ 4 = sgnai x sgn< X<T«, 

dansïl2(AL2(R)°\L2(R)) C N 2 ( R * \ R x ) x n 2 ( R * \ R x ) x I I 2 ( R ^ \ G L ( 2 , R ) ) , = 
ßo (mod 2) e£ te caractère central de a^, est égal à sgrî 10, on a 

^(p'^YJ*) 
_e_i£^o_(Ml+M2+3)|j/| a 0 0 = ( 7 / 1 1 _ , 2 + 1 № ) , 
e-^-(Mi-M2 + l)|2/| ^oo — 0ßl+ß2+s [-- 1 ) . 

(iii) Si L = S = GL(1 ) \ [S2 x S2], Y = y0® (yuy2), 

p'^ = Sgnai x sg^i' x sgna2 x sgna2 

dans N2(AJs(M)°\S(M)) C N2(Rx\Rx)4 et a[ + a'{ = a'2+ a'2f = /i0 (mod 2), on a 

_ e-i£¥û-è(Ml+M2+3)|î/i+î/2|-è(Ml-M2 + l)|2/l-3/2| 

^(p'^YJ*) -^^-§(/xi-/z2 + l)|2/i+2/2|-è(Mi+A*2+3)|yi-2/2 I 

_ e-i£¥u-è(Ml+M2+3)|î/i+î/2|-è(Ml-M2 + l)|2/l-3/2| 

fiv) Dans tous les autres cas, on a 
cD^(p'oo,Y,f») = 0. 

Maintenant, on vérifie que : 

Lemme 22.3. — Soient M G CP pour G = GSp(4) et TT^ une représentation irréduc
tible unitaire de AM(№)°\M(R). 

Si M — Mi = GL(2) x GL(1), on a 

^ ( ^ o o ^ N I ^ X S g n 0 ) 
1 SÍ TToo ̂  CTn(^) X Sgna, 
-1 si n = 1 et 7TQO = (sgnodet)6 x sgna, 

0 sinon, 

quels que soient l'entier n ^ 1 et a,b E Z/2Z. 
SiM = M2^ GL(1) x GL(2)7 on a 

A^ÍTTocSgn^ A N Í ^ ) ) 
1 SZTToo ̂ Sgna X d n ( ^ ) , 
- 1 si n — \ et TToo — sgna x(sgnodet)6, 
0 sinon, 

quels que soient l'entier n ^ 1 et a,b E Z/2Z. 
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Si M = T ^ GL(1) x GL(1) x GL(1), on a 

a^(7roo,sgnai x sgna2 x sgn6) 
I 1 si TÏOO — sgnai x sgnû2 x sgn6, 

0 sinon, 

quels que soient ai , a2, b G Z/2Z. 

De même, on a : 

Lemme 22.4. — Soient L G CH où H est le groupe endoscopique de GSp(4), et poo 
une représentation irréductible unitaire de Ac(R)°\L(R). 

SiL^Li^ GL(1)\[GL(2) x S2], on a 

^1(poo,CTn(VL) X Sgn^ X Sgna2) 

1 Si Poo = CTn( 12IL) X SgnA2 X SgnA2 , 

-1 si n — 1 et poo = (sgnodet)01 x sgnA2 x sgnA2, 

0 sinon, 

quels que soient Ventier n ^ 1 et ai , a2, a2, 6 G Z/2Z. 
SiL = L2 = GL(1)\[£2 x GL(2)], an a 

a^2(poo,sgnai xsgna" x c r n ( ^ ) ) 

1 Si Poo ̂  Sgn°i X Sgnai XCrn (^ ) , 

- 1 si n = 1 et poo — sgnai x sgnai x(sgnodet)a2, 

0 sinon, 

quels que soient l'entier n ^ 1 et ai , a", a2, 6 G Z/2Z. 
SiL = S^ GL(1)\[S2 x S2], on a 

a^(poo,sgnai x sgn0" x sgna2 x sgn"*) 

1 si poo = sgnai x sgnai x sgnA2 x sgnA2, 

0 sinon, 

quels que soient ai, a7/, a2, a2 G Z/2Z. 

On peut donc expliciter un peu plus les expressions JM(IG) ET JL(IH) de â 
section 19. 

Théorème 22.5 

(i) L'expression JM1(fG) se décompose en les trois sommes suivantes : 
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la somme 

E [ t r ¿ M l K ( / i i ± r t 2 ) x x f r ° - ^ 2 ~ 3 ) , P) 

x ^ 2 Xp(p)J 

4 ( E K x X„ X 9 ) q - ^ - ( ^ + 3 ) | * | ) 

x trzMl K ' p ( ^ + f + 3 ) x X ^ ( A T T = Ä ^ Ä A = A ) , / P ) 

x ^ ^ ( ¿ ' ( ^ F + z"(<7P)')XP(p)'" 

er parcourt un système de représentants des classes d'équivalence de repré
sentations automorphes cuspidales irréductibles de G L ( 2 , A) dont la composante 
à l'infini <TOO est isomorphe à a/Xl-/X2+i(^2^1 ) et qui sont non ramifiées en q 
et p, où x parcourt les caractères de MXQX\AX qui sont non ramifiés en q et p, 
et où Xq = XQ 0 (x, x) avec XQ G Z et x G 

- dans Ze cas /ii = ¿¿2 seulement, la somme 

- ] T [tr iMl ((C o de t )? (^±f±2) x ^ 0 - ^ - 3 ^ /p) 

. MO-MI-^ -
x 2 XP(P)-7 

((£ o det)^p(^1+f+3) x x?'P('10~'V,2~3).P('10~'V,2~3)UPÚ)M{K 

x tr ((£ o det)^p(^1+f+3) x x?'P('10~'V,2~3). /p) 

x ^ ' ^ ^ ( p ^ ' C p " 5 7 2 +P7'/2)XP(p)/ 

où £ et x parcourent les caractères de MXQX\AX qui sont non ramifiés en q et 
p, et où Xq = x0 0 (x, x) avec XQ E Z et x E hZ, 

- la somme 

E 'triMl ( a f ( M ± i ) x xPiC1°-^tl2-1)Jp) 

x xq,xq)q-^-^^\) 

+ ¿ ( E U P Ú ) M { K p , x x q , x q ) q - ^ - ^ ^ \ ) U P Ú ) 

x tr¿Ml ( a ^ p ( ^ - f + 1 ) x x?'Pr°^12Ht2~1),/P) 

x P ^ ^ V p ) ' + Z"(<7P)')XP(P)'L 
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où a parcourt un système de représentants des classes d'équivalence de repré
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante 
à l'infini O-QO est isomorphe à crAtl+/̂ 2+3( — ^1+^2+2) et qui sont non ramifiées en 
q et p, où x parcourt les caractères de RXQX\AX qui sont non ramifiés en q et 
p, et où Xq — XQ 0 (x,x) avec XQ G Z et x G | Z . 

(ii) L'expression JM2(fG) se décompose en les trois sommes suivantes : 

- la somme 

2 ^ t r z M 2 ( X f (Mi + 2 ) x of('t0-^-2),fP)pilia=^±1(z'(cTpy + z"(apy) 

où x parcourt les caractères de QX\AX de composante archimédienne sgn °̂~M2 
et qui sont non ramifiés en p et où a parcourt un système de représentants des 
classes d'équivalence de représentations automorphes cuspidales irréductibles de 
GL(2,A) dont la composante à l'infini est isomorphe à cr̂ 2+1(— ̂ r) et qui 
sont non ramifiées en p, 

- dans le cas où ¡12 — 0 seulement, la somme 

2 ^ t r z M 2 ( x ^ i + 2 ) x ( £ o d e ^ ( ^ r ^ ( 7 ) ) ( ^ r ^ ( 7 ) ) f ) ^ y p ) j H 2 + ^ 2 ) 

où x et £ parcourent les caractères de QX\AX de composantes archimédiennes 
sgnMo et 1 respectivement et qui sont non ramifiés en p, 

- la somme 

- 2 $ > z M 2 ( t f ( / * 2 + 1) x af(i^^),r)p>!i^^(z'(apy +z"{aPY)(^r^(7)) 

où x parcourt les caractères de QX\AX de composante archimédienne 
sgrr^O-^I-i e£ QU^ soni non ramifiés en p et où a parcourt un système de 
représentants des classes d'équivalence de représentations automorphes cuspi
dales irréductibles de GL(2, A) dont la composante à l'infini CFOQ est isomorphe 
à cr/xl+2(~ Ml2+1 ) et Qui sont non ramifiées en p. 

- L'expression J^{fG) est égale à la somme sur les caractères XiiX2,X de 
MXQX\AX tels que 

Xi, 00X2,00 = sgn^° 

et qui sont non ramifiés en q et p, de l'expression 
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- 4 t r z T ( x ? > i +2 ) x xlM + 1) x x ? ( M ^ ) j P ) ^ ^ X p ( i ) p 

+2 Í X^/T,Ç(XI,Ç X X2>g x Xg5X,)e-^-i^1+^+3)^1+^)-i^^2+1)l^-^l 

x t r z T ( x № i + 2) x x27(-^2 - 1 ) x x r r ' ^ 2 " 1 ) , / ^ ) 

xp7' 2 XI,P(P)jX2,P(P)jXP(P)J 

+2 Í X^/T,Ç(XI,Ç X X2>g x X g 5 X , ) e - ^ - i ^ 1 + ^ + 3 ) ^ 1 + ^ ) - i ^ ^ 2 + 1 ) l ^ - ^ l 

x t r¿r(XÍF ( / i2 + 1) x X^(Mi +2) x xr(M°~MVM2~3),/^) 

x PJ ̂  XI,P(P)jX2,P(P)-7XP(P)J 

o*à = XQ 0 (xi,x2) avec XQ,XI,X2 G Z. 

Démonstration. — Nous nous limiterons à Jjg- (fG), la preuve pour les autres termes 
étant du même type. 

Soit TT = a x x G Ildisc^M! (M)°\Mi(A)) qui est non ramifié en a et p. 
On remarque tout d'abord que, si cr^ = <7n(^p) pour un entier n ^ 1, alors a est 

nécessairement une représentation automorphe cuspidale de RX\GL(2, A), et que, si 
doc = (sgno det)6 pour b G Z/2Z, alors a est nécessairement de la forme \ o det pour 
un caractère Y de RXQX\AX. 

On remarque ensuite que WG • ̂  = {1 © (1, 1), 1 0 (1, - I ) , 1 0 ( - 1 , I ) , 1 0 
( — \ , — ^)} dans ar , que l'image de WG • vn par l'isomorphisme 

Q 0 (xi,x2) avec XQ,XI,X2 G ,XQ XQ 
> ( y + XI, —- + ¿c2) 0 ^0, 

où T2 est le tore maximal des matrices diagonales dans GL(2), est égale à {(1,1) 0 
1, (1, 0) 0 1, (0, 1) 0 1, (0, 0) 0 1}, et donc que 

¿r(XÍF(/i2 

[ z,(av)z"(o-v)xJp) si v= l e (1,1), 

Z'(VP)XP(p) si y = l e ( ì , - Ì ) , 

z"(o-p)xp(p) si u= 1 0 ( - 1 , 1 ) , 

.xP(p) si v = 1 0 ( - 1 , - 1 ) . 

où {^'((Jp), ^"(cTp)} sont les valeurs propres de Frobenius-Hecke de crp, et que 

¿r(XÍ 

1 0 (Ì , Ì) si v = 1 0 (1, 1), 

10(0,0) si i/ = i e ( | , 

10(0,0) sii/ = l © ( - l l ) , 
l 0 ( - i - | ) si i/ = 1 0 ( - 1 , - | ) , 

dans ÛMI 
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On remarque enfin que 

2MI(>f x Xf) = 2MlOfV x o;a,fXf) 

où crv est la représentation contragrédiente de a et uja est son caractère central. 

De façon similaire, on montre : 

Théorème 22.6 

(i) L'expression J^x(fH) se décompose en les trois sommes suivantes : 

- la somme 

E 
x triLl (a^if) x x^(i£°±i£i±i£i±3) xUPÚ)M{Kp,)UPÚ) 

x^7 2 

x triLl (a^if) x x^(i£°±i£i±i£i±3UPÚ)M{Kp,) 

x triLl (a^if) x x^(i£°±i£i±i£i±3) UPÚ)M{Kp,UPÚ)M{K 

x triLl (a^if) x x^(i£°±i£i±i£i±3) 

où a parcourt un système de représentants des classes d'équivalence de repré
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante 
à l'infini croo est isomorphe à <TMI-M2 + I ( ^ 2 ~ ^ ) et qui sont non ramifiées en q 
et p, où x' et x!' parcourent les caractères de RXQX\AX tels que uja — x'x" e^ 
qui sont non ramifiés en q et p, et où Yq — yo 0 (y, —y) avec yo E Z et y G | Z , 

- dans le cas où p,\ — \i2 seulement, la somme 

E 
i,x',x' 

2tr iLl((£odet) j?(f ) ^^L^^odet)^ ( X f / P ( ^ 0 " ^ 2 ~ ^ ~ 3 ) ^ P ) 

x ^ 2 Xr»J 

^ ^ L ^ ^ o d e t ) ^ x x ; x x : , ^ - ? - ( ^ - + 3 ) l ^ U P Ú ) M { K p , 

x t rzLl ( ( fode t )? (^ ) x x;q.p(^+^1+^+3) x x ^ p ( ^ ° - ^ 2 - 3 ) , ^ ) 

x ^ " ^ ^ ( p ) i ( p - j / 2 + ^ / 2 ) " 

0^ 6 X7 e£ x" parcourent les caractères de RXQX\AX tels que £2 = x 'x" et oui 
sont non ramifiés en q et p, et où Yq — yo 0 (y, —y) avec yo e Z et y e | Z . 
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- la somme 

E 
trzLl(af9'p(^) x x'«>P(m±Bip*±±)trzLl(af9'p(^) x x' 

XF7 2 Xp{p)3 

- ( £ x XI x & Y q ) q - ^ - ^ - " + » M ) 
y, 

x trzLl(af9'p(^) x x'«>P(m±Bip*±±) x x " 9 ^ 0 " ^ 2 " 1 ) , ) 

x trzLl(af9'p(^)x trzLl(a 

a parcourt un système de représentants des classes d'équivalence de repré
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante 
à l'infini (TOC est isomorphe à crMl+M2+3(— ^ I+^2+2) e^ ^ son^ non ramifiées en 
q et p, où x' et x" parcourent les caractères de MXQX\AX tels que cja = x'x" et 
qui sont non ramifiés en q et p, et où Yq = y0 0 (y, —y) avec yo e Z et y G \Z. 

(ii) La formule pour J^2(fH) se déduit de celle de JLX{ÎH) en remplaçant L\ par 
L2, (y,—y) par (y,y) et en permutant of(^) et (£odet)£(^) avec XfP(^) xXf/p(/^o-A). 

(iii) L'expression Js(fH) est égale à la somme sur les caractères xi?Xi 5X25X2 de 
RXQX\AX tels que 

Xi,ooXÏ,oo = X2,ooX2,oo = sg1^0 

et qui sont non ramifiés en q et p, de l'expression 

- 4 £ W x i . G X X'iq x X2,g x X^,YQ)E-^-I(MI+M2+3)(Y1+YA)-I(ML-MA+I)|Y1-YA| 

X^,YQ)E-^-I(MI+M2+3)(Y1+YA)-I(ML-MA+I)|Y1-YA 

x x 2 y ( ^ ° + ^ 2 + i ) x x 2 ; r r ~ ^ 2 ~ ^ f r ^ P ( ^ 0 + M 2 

•4 W x i , , x X R , G x X 2 , G x ^ , Y I ) C - ^ - I ( M I - M 2 + I ) ( Y I - Y 2 ) - I ( M I + M 2 + 3 ) | ! , 1 + Y 2 | P ( ^ 0 + M 

X tr2g(X/19FP(^0+M2+^+3) X ^ ( M O - M I - ^ - S ) 

X^,YQ)E-^-I(MI+M2+3)(Y1+YA)-I(ML-MA+I)(ML-MA+I)|Y1-YAP(^0+M2+^+3) 

ou r9 = 2/0 © (2/i,2/2j avec 2/0,2/1,2/2 G Z. 

23. Stabilisation des termes paraboliques 

Rappelons que le nombre de Lefschetz est égal à 

Lef(/P;j) = T f ( / G ) - l T e f f ( / « ) . 
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Ceci nous amène à considérer l'expression 

T e G ( / G ) - ! T f ( / " ) JG{fG)-\JiïUH)\ 

(23.1) + т 1 ( / с ) - 1 Ж ( 1 н ) + ^ п ) } ( / с ) - н 
(1н)+^п)} (fG) 

\ [ j ° U ° ) - \ j H { n ( ^ r ^ ( 7 ) ) 

pour fq et j convenablement choisis. 
On a regroupé les termes dans le membre de droite en tenant compte de l'endoscopie 

au niveau des sous-groupes de Levi. En effet 
- le groupe endoscopique de M\ (resp. M[) déduit de H par descente n'est autre 

que le sous-groupe de Levi L2 (resp. L\) de H, 
- il n'y a pas de groupe endoscopique de M2 déduit de H par descente, 
- le groupe endoscopique de T déduit de H par descente n'est autre que le sous-

groupe de Levi S de H. 

Lemme 23.2. — Si Von identifie L2 à M\ par 

TeG(/G)-!Tf(/") (a b) 
TeG(/G)-!Tf(/") (c d) 

(t'a t'b 0 0 
t'c t'd 0 0 
0 0 t"a -t"b 

\ 0 0 -t"c t"d 

alors on a 

TVILJX'F4'P(¥ +A) x X'^P(¥ - A ) x АГР(^)Л™) 

= ЫМЛ'ГЧХ"-1 odet)^(A) x X"Q'P{^ - A),/™) 
et 

ЬНШЬЛХА x X'Â x = UMA^Ìx"-1 odet)4 x x" X,) 

quelles que soient les représentations x", o~ telles que X'X" — 00<Y e^ quels que soient 
Л = A0 0 (Л, A) dans (aL2)c = (AMI)c et Yq = Xq E aL2,q = aMuq-

Si Г on identifie L\ à M[ par 

(Л Га b\ 
Kcd) diag(t',t")) 

(af 0 bt' 0 4 
0 at" 0 -bt" 

et' 0 dt' 0 
V 0 -et" 0 dt" , 

alors on a 
TVILJX'F4'P(¥ +A) x X'^P(¥ -ATVILJX= trtW^X"-1 odet) 

= t r t W ^ X " - 1 odet)R(A) xTVILJX'F4'P(¥ + - A), fq'p) 

et 
(bH(fq))b2(<?4 x Xq x Х£,П) = A . M i ^ J X " - 1 «det), x x%,Xq) 
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quelles que soient les représentations cr, x', x" telles que x 'x" — et quels que soient 
A = A0 0 (A, -A) dans (aLl)c = (AM{)£ et Yq = Xq e aLuq = A M ^ . 

Si l'on identifie S à T par 

DMGDT',, T'{), (T'2, t'2')) diag(íií'2, T[T'2', T'{T'2, T'{T'2') 

alors on a 

tr is(x'iY( An+A21+Az ) xx'ÍT( A"-A2'-A" ) x x'2qf ( Ao+A2'"A8 ) x x'2T( Ao"A2t+Aa 

An+A21+Az ) xx'ÍT( A"-A2'-A" ) x x'2qf ( Ao+A2'"A8 ) 

ET 

bH(fq)si(x'2xr\ x tó'xT1), x X; x X;',r9) = / „ . r M * " - 1 odet)9 x 

#ve/s que soient les caractères X15X15X25X2 ^ 5 oî/e X1X1 = X2X2 et quels que soient 
A = A0 0 (Ai, A2) dans (A5)c = (AT)£ ^ Yg = Xq € as,q = aT,q-

Démonstration. — Si L s'obtient par descente de M, on vérifie que les termes 
constants de hp le long de n'importe quel Q G V{L) et de fp le long de n'importe 
quel P G V{M) ont les mêmes intégrales orbitales (on utilise pour cela le fait que M 
n'a pas d'endoscopie et que l'on a normalisé convenablement le facteur de transfert). 
On conclut par un théorème d'Harish-Chandra. • 

On déduit de ce lemme que dans chacune des expressions 

j^(fG)-\(j^(fH) + JH2(fH)) 

et 
j^(fG)-\(j^(fH) 

les termes faisant intervenir les sommes sur Xq = Yq se simplifient et les autres se 
regroupent. Plus précisément, on obtient : 

Théorème 23.3. — L'expression T^(fG) — \ (fH) est la somme des quatre expres
sions suivantes : 

(1) l'expression J§(fG) ~ ^Sif11) QU^ est explicitée dans la section 20; 

(2) l'expression Jg^J0) - \{J^(fH) + JL2UH)) 9™ se décrit 

£ t r * M l K ( ^ ± f ± ¿ ) x X P ( , o - , l 2 - . 2 - 3 ) ? / P y ^ ^ X p ( p ) J ( ^ r ^ ( 7 ) ) ( ^ r ^ 

£tr*MlK(^±f±¿) x XP(,o-,l2-.2-3)?/Py^^Xp(p)J(^r^(7))(^r^(7))(^r^ 

£tr*MlK(^±f±¿) x XP(,o-,l2-.2-3)?/Py^^Xp(p)J£tr*MlK(^±f±¿) x XP((^r^(7)) 

OÙ 
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- o~ parcourt un système de représentants des classes d'équivalence de repré
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante 
archimédienne est isomorphe à aMl_M2+i(̂ 2~^1 ) dans la première somme 
et à (JMl+)U2+3(— ^1+^2+2 ) dans la troisième, et qui sont non ramifiées en p, 

- X parcourt les caractères de RXQX\AX qui sont non ramifiés en p, 
- la deuxième somme n'intervient que pour /11 = \±2 et porte en outre sur les 

caractères £ de RXQX\AX qui sont non ramifiés en p ; 

(3) l'expression J M 2 ^ G ) oû  es^ égale à 

£>*M2(x?(A*i +2) x (eodet)^^^),/^0^1^^^72 +PJ/2)*M2(x?((^r^(7) 

-£>*M2(x? (A* i +2 ) x ( e o d e t ) ^ ^ ^ ) , / ^ 0 ^ 1 ^ ^ ^ 7 2 +PJ/2)£>*M2(x?(A 

- 2 > ^ ( t f ( M 2 + 1) x ^ ( ä ä ^ 1 ) J p ) P j " ü ^ ( z ' ^ p y +z"(apy)*M2(x?(A 

OÙ 

- X parcourt les caractères de Q X \ A X de composante archimédienne sgn^ 0 - ^ 2 

dans les première et seconde sommes et s g n ^ 0 - ^ 1 - 1 dans la troisième, et qui sont 
non ramifiés en p, 

- a parcourt un système de représentants des classes d'équivalence de repré
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante 
archimédienne est isomorphe à o^+ i ( —^p) dans la première somme et 
cr/Lti+2(~ f J ' 1 ^ 1 ) dans la seconde, et qui sont non ramifiées en p, 

la seconde somme n'intervient que pour ¡12 = 0 et porte en outre sur les 
caractères £ de Q X \ A X de composante archimédienne triviale et qui sont non 
ramifiés en p ; 

(4) l'expression J Ê ( f G ) ~ hJ? i f H ) Qu^ $ e récrit 

(xîf(A»i + 2) 
tri T(xîf(A»i + 2) x x?f(A*2 + 1) x X

Pf MO-Ml -M2-3 
2 

(xîf(A»i + 2) x x?f(A*2 

o u Xii X2, X parcourent les caractères de R X Q X \ A X tels que Xi,00X2,00 — sgnM o et qui 
sont non ramifiés en p. • 

24. Le théorème principal 

Fixons dans toute la suite une clôture algébrique Q £ de Qf. 
Rappelons que, si x : Q X \ A X —> C x est un caractère (de Hecke) de composante 

à l'infini Xoo = sgnM | | A pour /i G Z/2Z et A G Z, la théorie du corps de classes 
abélien associe à x un corps de nombres E(x) C C tel que x(^f ) C -^(x) e t 5 pour 
chaque plongement de E(x) dans Q^, une représentation ^-adique V(x) de Gal(Q/Q), 
de dimension 1 sur Q £ , pure de poids — 2À et caractérisée par la propriété suivante : 
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(*) si x est non ramifié en un nombre premier p ^ £, il en est de même de V{x) et 
on a 

tT(H,V(x))=Xp(P)J, V j € Z . 

Par exemple, on a E(\ |) = Q et V(\ |) = Q^(l) puisque \p\p — p~1. Bien sûr, si xi et 
X2 sont deux caractères comme ci-dessus, E(xiX2) est contenu dans le corps composé 
E(xi)E(x2) C C et, pour tout plongement de E(xiX2) dans Q^, et donc aussi de 
E(xi) et E(X2), on a V{XiX2) = V{Xi) 0 ^ V(x2). 

Soit a une représentation automorphe cuspidale de GL(2, A) de composante à l'in
fini 

o-oo = cTn(A) = I det I an 

où n est un entier ^ 1, A £ Z et an est la représentation de la série discrète ayant les 
même caractères central et infinitésimal que la représentation Symn_1(C2). Eichler, 
Shimura et Deligne ont associé à a un corps de nombres E(o~) C C sur lequel G{ est 
défini, et pour tout plongement de E(a) dans Q^, une représentation ^-adique V(a) 
de Gal(Q/Q), de dimension 2 sur Q^, pure de poids 2 — n — 2A et caractérisée par la 
propriété suivante : 

(*) si a est non ramifiée en un nombre premier p 7̂  £, il en est de même de V(a) et 
on a 

tr(*>, V(a)) = p>/2{z'{apy + z"(apy), Vj G Z, 

où {z'(<jp), z"((jp)} est l'ensemble des valeurs propres de Frobenius-fïecke de ap. 
On vérifie que, si UJG : QX\AX —> Cx est le caractère central de cr, on a E(Lua) C E(a) 
et, pour tout plongement de El a) dans Q£ et donc aussi de EIUJ^), on a 

V(ua) = (A2V(a))(l). 

On vérifie aussi que, pour tout caractère x : QX\AX —» Cx du type considéré 
précédemment, on a E((x 0 det)a) C E(x)E(cr) C C et, pour tout plongement de 
E((x 0 det)a) dans Q£ et donc aussi de E(x) et E(<J), on a 

V( (xode t )a ) -V(x) 0 Q ^ ( a ) . 

En particulier, on a E(a(X)) = E(a) et V(a(X)) = V(a)(X) quel que soit l'entier A. 

Considérons maintenant le module virtuel 

WG = Y^Î-iyWXSN 0 Q, VI, <8>q£ Qe)] 

sur l'algèbre CC(G(AF)//K(N), Q)[Gal(Q/Q)]. 

Théorème 24.1. — // existe des modules virtuels explicites WM17 WM2 et WT sur cette 
même algèbre tels que, pour tout nombre premier p ne divisant pas £N, toute fonction 
fp e CC(G(AP{)//K(N)P,Q) et tout entier j > 0, on ait l'égalité 

t r ( / x * j , WG + WMl + WM2 + WT) = J§(fHfpbf(^)) - \J%{№bf(v3))-
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Démonstration. — Pour tout M G £ et tout M(Af )-module 7Tf, on note 

3 M fa) = Î M ^ / f ) 

le G(Af)-module virtuel associé à l'induite non normalisée <7pfa) = ^(^p^f)71"1 ) 
pour n'importe quel P G V{M), et on note 

^(^p^f)71"1 ) 

le Cc(G(Af)//K(N), Q)-module virtuel des vecteurs fixes sous K(N) correspondant. 
On définit les Cc(G(At)//K(N), Q)[Gal(Q/Q)]-modules virtuels WMl, WM? et WT 

par : 

F(x)(^f^) - £ F ( x ) ( ^ f ^ ) 0 jMl M / i 2 + 3) x Xf(^°^21^2 " 3))*W 
<̂ x 

h y - V ( X ) ( H 1 ± M ) ®xd^'T113 ~ V)o d e t ) f + 3) x xd^'T113 ~ V)K{N) 

_ F ( x ) ( ^ ' - ^ ° " 2 ) ® iM, (cxf (1 - №) x XfC^0"^1^2 - 2))KW 

où dans les première et troisième sommes a parcourt un système de représentants 
des classes d'équivalence de représentations automorphes cuspidales irréductibles de 
GL(2, A) de composante archimédienne crMl_M2+i et crm+M2+3 respectivement, où dans 
les trois sommes x parcourt les caractères de MXQX\AX, et où la seconde somme 
n'intervient que si /¿1 = /x2 et porte en outre sur les caractères £ de 1RÏQX\AX ; 

wM2 _ V{a){^-^-^) ® jM2(xi(Vi + 4) x2 - 2))KW a^"-^-^ -

®JM2(Xf(Mi +4) x (eodet)f(^ - 1 

®JM2(Xf(Mi +4 ) x ( e o d e t ) f ( ^ - 1 ) ) ™ 2 - 2))KW K(n) 

£ F(x)(^f^) 0 jMl M/i2 + 3) x Xf(^°^21^2 " 3))*W2 - 2))KW (K (N) 

où x parcourt les caractères de QX\AX de composante archimédienne sgn^0-^2 dans 
les deux premières sommes et sgn^0_m_1 dans la dernière, où dans les première et 
troisième sommes a parcourt un système de représentants des classes d'équivalence 
de représentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2,A) de composante 
archimédienne <rM2+i et o>1+2 respectivement, et où la seconde somme n'intervient 
que si ¡12 = 0 et porte en outre sur les caractères £ de RXQX\AX ; 

Xi,f( E 
Xi,X2,X 

y(x ) ( ^+^° )<8 jT(Xi , f (Mi+4) x X2,f(M2 + 2) x Xi^-T1"-*))K{N) 

où XiiX2iX parcourent les triplets de caractères de R+QX\AX tels que Xi,ooX2,oo = 
sgn^°. 
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Plus précisément, on introduit le corps de nombres E (Z C composé de tous les 
corps de nombres E(o~) C C et E{x) ^ ^ pour toutes les représentations a et tous les 
caractères x (ou £1X11X2) qui interviennent ci-dessus. Puis, pour chaque plongement 
de E1 et donc aussi des corps E(a) et E(x)i dans Q£ on définit WMX , WM2 ê  Wr Par 
les formules ci-dessus. 

Posons 

A(fq,j) : = tT(fqf«>p x <M, WG + WMl + WM2 + WT) 

A(fq,j) : = tT(fqf«>p x <M, WG + WMl +M, WG + WM 

D'après le théorème 23.3, on a l'égalité 

tr(fqf™ 

pour tous les fq G Cc{G{Qq)//Kq,Q) et j qui vérifient 

\a(p)\\ogq > D, Va G { ± a i , ± ( a i + OJ2)}, V/x G Supp(/gv), 

et 
. D + |a(/i)|logg 

logo 
Va G i?, V/iGSupp(/gv), 

où D > 0 est la constante du théorème 19.3. Plus précisément, on a 

tr(fqf™ x &v,WMl) G {±ai,±(ai + OJ2)}, V/xG {±ai,±(ai 

tr(/,/«'p x &p,WM2) = -Jg2(fG) 

et 
tr(/,/«-" x %, WT) = -J?UG) + hJg(fH). 

Or il est facile de donner un sens à A(fqij) pour fq G Cc(G(Qq)//Kq) et j > 0 
arbitraires, et de montrer qu'il existe une fonction c : (T/WG) x Cx —• C à support 
fini telle nue 

A ( / „ j ) = Çc(f,z)/ ,v(i)z^. 
F,* 

Il en résulte que A(fqij) est identiquement nulle. 
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