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FONCTIONS ZETAS DES VARIETES DE SIEGEL
DE DIMENSION TROIS

par

Gérard Laumon

Résumé. — Ces notes reprennent pour l’essentiel le contenu de mon article « Sur
la cohomologie & supports compacts des variétés de Shimura pour GSp(4)g », en y
remplacant partout le systeme de coefficients constant par un systeme de coefficients
arbitraire.

Abstract (Zeta functions of Siegel threefolds). — In these notes I extend the results of
my paper “Sur la cohomologie & supports compacts des variétés de Shimura pour
GSp(4)q” to the case of an arbitrary system of coefficients.

Ces notes reprennent pour 1’essentiel le contenu de mon article « Sur la cohomologie
& supports compacts des variétés de Shimura pour GSp(4)g » [0], en y remplacant
partout le systéme de coefficients constant par un systeme de coefficients arbitraire. Le
résultat principal (24.1) est une expression spectrale pour la cohomologie a supports
compacts des variétés de Siegel de dimension 3 a valeurs dans un tel systéme de
coefficients, cette cohomologie étant considérée comme un module sur le produit de
I'algebre de Hecke de GSp(4)g et du groupe de Galois Gal(Q/Q). Ce résultat dépend
du « Lemme fondamental », plus précisément des hypotheses 15.1, 16.1 et 19.2. Ces
hypotheses résultent probablement des travaux de Hales [Ha3], [Ha4] et Waldspurger
[5], mais faute de référence précise je ne peux l'affirmer. Elles résultent aussi en grande
partie de travaux non publiés de Schroder et Weissauer [6] (par exemple, dans les
prépublications « A special case of the fundamental lemma I, II, IIT and IV » incluses
dans [6], Weissauer démontre I’hypotheése 15.1 dans le cas olt vy est régulier dans H
et la caractéristique résiduelle est différente de 2, en utilisant les résultats de la these
de Schroder).

Des résultats similaires aux notres, voire plus complets, ont été obtenus par Harder
[Har] et Weissauer [6].

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F46, 14F20, 14G10, 22E55.
Mots clefs. — Fontions zétas, formule des traces d’Arthur-Selberg, variétés de Shimura.
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2 G. LAUMON

J'utilise librement la bibliographie de [0] (et sa numérotation). Quelques références
plus récentes ([1] & [6]) ont été ajoutées a la fin de ces notes.

Je remercie les organisateurs du Semestre Borel 2000 sur les formes automorphes de
me permettre de publier ces notes. Je remercie aussi les organisateurs de la Conférence

sur les formes automorphes & I'IAS de Princeton en avril 2001 de m’avoir donné
P'occasion de faire un exposé sur ce sujet.

PARTIE I
LA GEOMETRIE

1. Le groupe algébrique GSp(4)

Pour tout entier n > 1, on note I,, la matrice identité de taille n x n.

Pour tout anneau (commutatif unitaire) R, on désigne par un indice R l’extension
des scalaires a R.

On considéere le Z-module libre V = Z* et la forme alternée non dégénérée qui est
définie par

(v, w) = Vywy + Vows — V3w — Vawr, Yo, w € V.

0o S
J =
(o)
dans la base canonique de V ot S = (9 }).
On munit 'anneau C' = gl(4,Z) des matrices 4 x 4 a coefficients entiers de I'in-

volution * : C — C qui est induite par cette forme alternée et qui est donc donnée
par

et qui a pour matrice

x* = JwJh
On note G = GSp(4) le schéma en groupes défini par
G(R)={z € Cr |3 c(x) € R* tel que z*z = c(x)l4}
={z € GL(4,R) | 3 c(z) € R* tel que ‘zJx = c(x)J}
pour tout anneau R. Le multiplicateur ¢ : G — Gy, est un caractere algébrique dont
le noyau est le schéma en groupes G = Sp(4).
Si on écrit z = (A B) € gl(4, R) par blocs de taille 2 x 2, la relation zJz = c(z)J
équivaut aux relations
'ASC ='CSA,
'BSD ='DSB,
tASD —t*'CSB = ¢(z)S.
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FONCTIONS ZETAS DES VARIETES DE SIEGEL 3

L’algebre de Lie g = gsp(4) de G est la sous-algébre de Lie de gl(4) formée des
x € gl(4) pour lesquels il existe un scalaire ¢’(x) tel que

e J + Jz = ' (z)J,
c’est-a-dire tel que

'CS =SC, 'BS =SB et ‘AS+SD=((x)S

si on écrit z = (4 B) par blocs de taille 2 x 2. La forme linéaire ¢’ : g — G, est bien

str la dérivée a 'origine du caractére algébrique ¢ et son noyau est 'algebre de Lie
g1 = sp(4) de Gi.
Les schémas en groupes G; et G sont de dimension 10 et 11 respectivement.

2. Le demi-plan de Siegel
Soit h : C = R 4 iR — Cgr 'homomorphisme de R-algebres (unitaires) défini par
h(i)=J ' =—J.

C’est un *-homomorphisme : on a h(z)* = h(Z) pour tout z € C. La forme R-
bilinéaire (v, h(i)w) = viw; + vaws + v3ws + vawy sur Vg = R* est & valeurs réelles et
est symétrique et définie positive.

On note simplement h~! I'inverse de la restriction de h & C* vue comme homomor-
phisme de R-schémas en groupes de la restriction & la Weil Resc/r(Gm,c) dans Grg.
On peut décomposer (Resc/r(Gm,c))c en un produit de deux copies de G, ¢ in-
dexées par les deux homomorphismes de R-algebres de C dans lui-méme (I'identité
et la conjugaison complexe). On note py : Gm,c — Gc la restriction de (h=Y)¢c au
facteur correspondant & l'identité de C. Concrétement, on a

z;tl i251 2
z+1 cz—1
i z _
Nh(z) = '2—1 z-El = Ig IGl
—1%55 = 1
-1 +1
—i%5 5 1
ou
1 i
V2 . V2
1 4
Ig = VA
V2 V2 .
_i L
V2 V2
Lemme 2.1. — Le couple (G,h™') wérifie les conditions de Deligne-Shimura sui-
vantes :

(1) L’image par h=" du sous-groupe « diagonal » Gy g C Resc/r(Gm,c) est centrale
dans Gg.
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4 G. LAUMON

(2) Considérons laction de Gm ¢ sur Ualgébre de Lie gc qui est composée du co-
caractére up, et de [’action adjointe de Gc. Ses poids dans X*(Gm,c) = Z sont —1
avec multiplicité 3, 0 avec multiplicité 5 et 1 avec multiplicité 3.

(3) La forme réelle de G1 g obtenue en tordant Gy g par l'automorphisme intérieur
de conjugaison par h=1(i) est compacte. En d’autres termes, le sous-groupe

{xeCclarz=1 et h '(i)Th(i) =2} C G1(C)
est compact.
Démonstration. — La condition (1) est triviale.

La condition (2) résulte de la remarque suivante : on a IgJI5' = J et donc, pour
tout z € C*, I'action adjointe de pup(z) sur gc est isomorphe a ’action par conjugaison
de la matrice diagonale diag(z, z,1, 1) sur gc. Les espaces propres pour cette derniere
action sont

{(&9)|'CS = SC} pour le poids — 1,
{(43)|'AS+ SD € CS} pour le poids 0

et
{(35)|*BS =SB} pour le poids 1.

Enfin, si on note U(4,R) est le groupe unitaire compact {z € GL(4,C) | ‘Tz = I},

I’égalité
{zeCcla*z=1, et h7'(i)Th(i) =2} ={xr € U4,R)|JT =zJ},

entraine la condition (3). O

Le groupe de Lie réel G(R) agit par conjugaison sur I’espace des x-homomorphismes
de R-algebres C — Cgr. Le fixateur de h pour cette action est le sous-groupe

K, ={zeGR)|Jz=azJ}

et la G(R)-orbite X, de h est donc isomorphe & G(R)/K/_.
Le groupe K/ est compact modulo son centre. Plus précisément, on a

K, =RXK., C G(R)

Ko = {r € G(R) | 'vx = I}

est un sous-groupe compact maximal de G(R). Ce dernier sous-groupe admet deux
composantes connexes découpées par les deux valeurs possibles +£1 du multiplicateur ¢
sur Koo

Lemme 2.2. — La composante neutre K1 oo C G1(R) de K est isomorphe au groupe
unitaire
U(2,R) = {g € GL(2,C) | ‘gg = L2}
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FONCTIONS ZETAS DES VARIETES DE SIEGEL 5

Démonstration. — La matrice J définit une structure complexe sur le R-espace vec-
toriel V. Plus précisément, I'isomorphisme de Vg sur C? donné par
(v1,v2,v3,v4) — (V1 + iv4, V2 + iv3)

échange la multiplication & gauche par J sur la vecteur colonne (v, vs,v3,v4) €t la
multiplication par i sur (vy + tv4, v2 + tv3). On a donc une identification de GL(2, C)
au sous-groupe

{z € GL(4,R) | zJz~ ! = J} € GL(4,R)

par laquelle I’anti-involution g — ‘¢ de GL(2, C) correspond & ’anti-involution x +— *z.
Il est clair que U(2,R) C GL(2,C) correspond par cette identification au sous-groupe

{r € GL(4,R) |zJz ' =J et a'%% =1} C GL(4,R),

c’est-a-dire au noyau de ¢ : Koo — {£1}. a
Il résulte du lemme 2.1 que le quotient X, = G(R)/ K. est un domaine hermitien

symétrique. En fait, soit H le demi-plan de Siegel

He ={Qegl(2,C)]"(SN) =52 et Im(SN) > 0}
des matrices complexes 2 de taille 2 x 2 telles que S2 soit symétrique et ait une partie
imaginaire définie positive, et soit

H=HyU(—H;) Cgl(2,C).

Alors, le groupe G(R) (resp. G1(R)) agit a gauche sur H (resp. Hy) par

(é g) Q= (AQ + B)(CQ + D)~

et le fixateur du point 2 = ¢S € H, est exactement K. (resp. Ki,00). On peut donc
identifier X+, & H et le munir de la structure complexe induite par celle de gl(2, C).

3. Variétés de Siegel de dimension 3

On considére 'anneau topologique A = R x A des adeles de Q. L’anneau topo-
logique des adeles finis Ay n’est autre que Q ® ZonZ = !iLnN Z/NZ. On forme le
groupe adélique G(A) = G(R) x G(A¢) et on note K = G(Z) C G(A¢) le sous-groupe
compact ouvert maximal standard. On a évidemment K = Hp K, ol p parcourt les
nombres premiers et K, = G(Zy).

On fixe un entier N > 3 et on note
K(N) = Ker(G(Z) — G(Z/NZ)) C K

le noyau de la réduction modulo N. On a K(N) = [[,K(N), ot K(N), =
Ker(G(Zp) — G(Zp/NZy)) C K, avec égalité pour tous les p qui ne divisent pas N.
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6 G. LAUMON

L’application = — :c(V) identifie le quotient discret G(Af)/K a ’ensemble des Z-
réseaux H C Va, qui sont autoduaux pour la forme symplectique Vy, x Vo, — Ay in-
duite par celle de V', c’est-a-dire a I’ensemble des familles indexées par les nombres pre-
miers p de Zp-réseaux autoduaux H, C Vg, telles que H, = Vz, pour presque tout p.
Cette identification se releve en une bijection du quotient G(A¢)/K(N) sur 'ensemble
des paires (H 77) formées d’un Z-réseau autodual H C Va, et d’une structure de ni-
veau N principale sur H, c’est-a-dire d’un isomorphisme 7 : V/NV = H/NH
compatible aux structures symplectiques a valeurs dans Z/NZ.

Le groupe G(Q) agit proprement et librement sur la variété analytique complexe
Xoo X (G(Af)/K(N)) et le quotient

Q\[Xoo x (G(A1)/K(N))]
est par définition la variété analytique complexe de Siegel de dimension 3 et de mi-
veau IN.

Soit S un schéma. Pour tout schéma abélien A sur un schéma S, on note e4 € A(S)
lorigine de A, o : AxgA — A son morphisme d’addition et pr, : AxgA — A,i=1,2,
les deux projections canoniques. On rappelle que le S-schéma abélien A dual de A
est le S-schéma de modules des fibrés en droites £ sur A munis d’une rigidification
e4 L = Og et d’un isomorphisme

PrI L ®0auga P13 L — 0L

compatible & la rigidification ci-dessus et qui fait du Gp,-torseur associé a £ une
extension de A par Gu 5.

Si N est inversible sur S, les S-schémas en groupes A[N] et A[N], noyaux de la
multiplication par N dans A et A respectivement, sont finis étales et sont en dualité
a valeurs dans le S-schéma en groupes fini étale puy s des racines N-ieme de I'unité,
par ’accouplement de Weil

A[N] x5 AIN] — un,s
(sita€ A[N]et L € A[N], la fibre en a de L&Y admet deux rigidifications qui different
par une racine N-iéme de l'unité).

Soit toujours S un schéma sur lequel N est inversible. On note (V/NV)g le S-
schéma en groupes constant de valeur V/NV, muni de ’accouplement parfait (-, -)n
(V/INV)s xs(V/NV)s — (Z/NN)g induit par la forme alternée non dégénérée sur V.
On considere alors I'ensemble

SN(S) = {(A7 )\7 <7 77)}
des classes d’isomorphie des quadruplets (A, A, ¢, n) formés de :

un S-schéma abélien A de dimension 2,
une polarisation principale A, c’est-a-dire un isomorphisme A : A — A de S-

schémas abéliens tel que A:A — A soit égal & A, compte tenu de l'isomorphisme de

ASTERISQUE 302



FONCTIONS ZETAS DES VARIETES DE SIEGEL 7

bi-dualité A —> A, et que, pour tout point géométrique s de S, A, : A, — A, soit
une polarisation,

— une racine primitive N-iéme de 'unité ¢ sur S, ou ce qui revient au méme un
isomorphisme (Z/NZ)s — un,s,

— une structure de niveau N principale 71, c’est-a-dire un isomorphisme de S-
schémas en groupes (V/NV)s — A[N] qui échange I’accouplement parfait (-,-)n
ci-dessus et 1’accouplement parfait A[N] x A[N] — (Z/NZ)s que l'on déduit de l'ac-
couplement de Weil & I'aide de ¢ et de I'isomorphisme A[N] - A[N] défini par la
polarisation principale A.

L’application S — Sn(S) se prolonge de maniére évidente en un foncteur Sy sur
la catégorie des Z[1/N]-schémas.

Théoréme 3.1 Mumford, cf. [Fa-Ch]). — Le foncteur Sy est représentable par un
Z[1/N]-schéma quasi-projectif et lisse, purement de dimension 3, que l’on note encore
Sn. O

Soit F = Q(eQ’”/ N) c C l'extension abélienne de Q obtenue par adjonction d’une
racine primitive N-iéme de l'unité; on note O son anneau des entiers. Au dessus de
Panneau O[1/N], on a une identification canonique du schéma en groupes fini étale
pun des racines N-iéme de 'unité avec le schéma en groupes constant de valeur Z/NZ.

On vérifie que le Z[1/N]-schéma Sy est la restriction & la Weil

— O[1/N]
Sy = Resy [ /n) M
de O[1/N] & Z[1/N] du O[1/N]-schéma quasi-projectif et lisse My qui classifie les
triplets (A, A\, 1) ot 4, A et  sont comme ci-dessus pour ¢ = 2™/,
A chaque € H, on peut associer la surface abélienne complexe
Aq = C?/(Z* + SQZ?)
et la polarisation principale Aq de Aq induite par la forme hermitienne sur C? de
matrice Im(SQ)~1. On a
Ag[N] = ((%2)* + SQU%2Z)?) / (2* + SQZ?)
et on a donc une identification symplectique canonique de Aq[N] a (V/NV)s, c’est-

a-dire une structure de niveau N principale ng sur Ag.

Proposition 3.2. — Si on pose
I'(N) = Ker(G1(Z) — G1(Z/NZ)) C G1(Z) C G1(R),
Uapplication Q — (Aq, Aaq,nq) induit un isomorphisme de variétés analytiques com-
plexes
I(N)\Hy — My(C)™
de but la variété analytique associée au C-schéma My c déduit de My par Uextension
des scalaires O — C. O
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8 G. LAUMON

Corollaire 3.3. — La wvariété analytique complexe Sy(C)?*" associée au C-schéma
Snc déduit de Sy par le changement de base Z[1/N] — C est canoniquement
isomorphe a la variété analytique de Siegel de dimension 3 et de niveau N,

Sy (C)* = G(Q)\[Xoo x (G(Ag)/K(N))].
Démonstration. — Soit G(Q)+ le sous-groupe des z € G(Q) tels que ¢(x) > 0. On vé-
rifie tout d’abord que G(Q) est le stabilisateur dans G(Q) de la composante connexe
H4 de H = X et donc que

G(Q)+\[Hy x (G(Af)/K(N))] = GQ\[Xeo x (G(A1)/K(N))].

Le théoreme d’approximation forte pour G1(Af) = Sp(4, A¢) assure que I’application
GQ\GAN/K(N) — QY\AF/e(K(N)) = 2 /(1 + NZ) = (Z/NZ)*
induite par le multiplicateur c est bijective. (L’image par le multiplicateur ¢ : G(Af) —

AT du sous-groupe compact ouvert K(N) C G(A¢) n’est autre que 1+ NZ C Z*).

Si I'on fixe pour chaque i € (Z/NZ)* un représentant z; € G(A¢) de la double
classe image inverse de 7 par ’application ci-dessus, on a donc

G@\[He x (GAN/KWN)) =[] TaW)\He,
i€(Z/NZ)*
ot on a posé I'y(N) = G(Q)4 Uz K(N)z; ' = G1(Q) Uz, K(N)z;*.
On conclut en remarquant que
Gal(F/Q) &= (Z/NZ)*. O
Le groupe fini K/K(N) agit sur le Z[1/N]-schéma Sy par
(kK(N)’ (A, A, ¢m) — (A, A, ¢ no E)
ol k est 'automorphisme de (V/NV)s induit par k € K. Si N’ > 3 divise N, le
quotient pour cette action de Sy par le sous-groupe K(N')/K(N) C K/K(N) n’est

autre que Sy/[1/N].
Pour chaque g € G(A¢), on dispose d’une correspondance de Hecke

Sn(g)

)| w
SN[l/NPg] - Z(g)—> SN[I/NPg]

sur SN[]-/NPq] = Z[l/NPg] ®Z[1/N] Sy ol
— Py est le produit des nombres premiers p ne divisant pas NV et tels que g, ¢ Q;; Ky,
— si on note par Ny le plus petit entier > 0 multiple de N P, tel que Ky, C K(N)N
g 'K (N)g (Ng a donc les mémes facteurs premiers que N Py), Sn(g) est le quotient du
schéma Sy, par I'action du sous-groupe fini (K(N)Ng 'K (N)g)/K(N,) C K/K(N).
Plus précisément, supposons tout d’abord que g € gl(4, i) N GSp(4,A¢). Alors,
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FONCTIONS ZETAS DES VARIETES DE SIEGEL 9

— le morphisme fini étale ¢; (g) est induit par I'inclusion K (N)Ng~ 1K (N)g ¢ K(N
et envoie done la classe d'un S-point (A4, A, {,n) de Sy, sur le S-point (A1 = A4, A\; =
X\, G = ¢Ne/N my) de Sy[1/N,] ot la structure de niveau N principale n; : (V/NV)g =
((Ng/N)V/NgV)s — A[N] est induite par la structure de niveau N, principale
n: (V/NgV) — A[Ng],

~ le morphisme fini étale co(g) est induit par le plongement K(N)Ng 'K (N)g —
K(N), k — gkg™!, et envoie donc la classe d’un S-point (A4, X,{,n) de Sy, sur le
S-point (Ag, A2, 2 = ¢Ne/N n2) de SN[1/N,] out Az est le quotient de A par le sous-
S-schéma en groupes fini et plat de A[Ny] C A image par n du noyau du morphisme

(V/INgV)s — (V/NgV)s
induit par ’endomorphisme g de V=724 , et ol Ay et mo sont déduits de A et n de
maniere évidente.

On remarque ensuite que, pour g = aly central avec a € ZN AT, on a Sy(g) = Sy
et c(aly) est un automorphisme de Sy.

Enfin, on écrit un élément général g sous la forme g = a~1gg pour go € gl(4, 2) N
GSp(4,A¢) et a € ZNAY et on pose c(g) = c(als) ' o c(go).

Par construction, la correspondance c¢(g) ne dépend que de la double classe de g
dans K(N)\G(A¢)/K(N).

4. Représentations de dimension finie de G et systémes locaux

Soient
T = {t = diag(tl,tg,tg,t4) | t1ty = toty = C(t)} c@G

le tore maximal des matrices diagonales dans G et B = T'U le sous-groupe de Borel des
matrices triangulaires supérieures dans G. Si on note additivement le groupe X *(7T')
des caracteres algébriques de T' et o) et as les éléments de X*(T') définis par

ai(t) =t /ta et ao(t) =to/ts = t3/c(t),
lensemble R = R(G,T) C X*(T) des racines de T dans G est égal a
R = {xoq, tas, £(a; + az) = (t1/t3)F" = (t2/t)) T, £(201 + a2) = (t1/ta) '}
De plus, le sous-ensemble R = R(B,T) des racines positives relativement & B est
égal a
RT = {1, a2, a1 + 2,201 + as}
et I'ensemble A = A(B,T) des racines simples dans R est égal &
A ={ay, a2}
Le groupe de Weyl W& de (G, T) admet la présentation

2 2 2
(l,e1,60,0 | ef = ¢35 = 0° = 1,e160 = €361,081 = €20)
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10 G. LAUMON

Ol €1 = S2a;4az, €2 = Say, 0 = Sq; €t €120 = Su,+a, sont les réflexions associées
aux racines 2a; + ai, a2, a1 et a1 + ag respectivement.

Les co-racines correspondant aux racines simples a; et ag sont les co-caracteres oy
et ay € X, (T) = Hom(Gy,,T) définis par

1

af (u) = (u,u Y uut) et af(u) = (1,u,u"t,1).

Considérons les Q-espaces vectoriels en dualité X*(T)g = Q® X*(T) et X, (T)g =
Q ® X.(T) et notons (-,-) : X*(T)g x X«(T)g — Q l'accouplement de dualité. Le
réseau des poids

{pe X*(T)g | (uc"YEZ et (uo))€Z, i=12}C X*(T)g,

ou ¢¥ € X, (T) est défini par ¢¥(u) = (1,1, u,u), coincide ici avec X *(T) et I’ensemble
des poids dominants est le sous-ensemble

X*(X)+ ={pe X" (T)]| </“Lvoéz\'/> 20, i=1,2}

de X*(T).
Dans la suite, on identifie X*(T) au sous-groupe de Z @ Z? formé des pu = po @
(p1, p2) tels que pg = pq + p2 (mod 2) en envoyant p sur le caractére

diag(ty, ta, t3, ts) — c(t)Homm—H2)/2ghighe,

On a alors
X*(X)* = {0 ® (1, p2) | 1 = p2 = 0}.

Les poids fondamentaux sont les caracteres algébriques de T définis par wy(t) =c(¢),
w1 (t) =t et we(t) =t1t2. L’ensemble {wy = 2®(0,0),w; = 1PH(1,0),w2 = 2B (1,1)} est
une base du Z-module X*(T') et Aowo+ A1w1+Aows = (2A0+ A1 +X2) S (A1 + A2, A2) €
X*(T) est dominant si et seulement si A\; et Ay sont tous les deux > 0.

Pour chaque p € X*(T)7" il existe une (et une seule & isomorphisme prés) repré-
sentation algébrique irréductible V,, de Gg de plus haut poids p. De plus, toutes les
représentations algébriques irréductibles de Gg sont de cette forme. La représentation
contragrédiente V, de V), est isomorphe a Vv ot on a posé 1V = (—uo) ® (p1, p2) €
X*(T)". La représentation V,,, est évidemment le caractére ¢, la représentation V,,,
est la représentation standard Vg de dimension 4 et la représentation V,, est la re-
présentation de dimension 6 qui est la deuxiéme puissance extérieure /\2 Vo de la
représentation standard. On remarque que le déterminant /\4 Vg de la représentation
standard n’est autre que le caractére ¢? et que la puissance extérieure 3-ieme /\J Vo
est canoniquement isomorphe a ¢ ® Vg.

Soit W une représentation algébrique de dimension finie de Gg sur Q. On définit
)an

le systeme local de Q-espaces vectoriels W™ sur la variété analytique Sy (C
GO\ (Xoe x (G(A1)/K(N))] x W) — G(Q)\[Xoo x (G(A¢)/K(N))].

On remarque que, si W = Vg est la représentation standard de Gg = GSp(4)g, la fibre

en (A, A, ¢,n) € SN(C) de Vg" = W?" est le premier groupe d’homologie rationnelle

par
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H,(A,Q) de A, et que, si W est obtenu en appliquant un foncteur polynomial a Vg
W=V, W= Sym’ Vg, W = A’ Vg, ...), W?" est obtenu en appliquant le méme
foncteur polynomial a V3"

Lemme 4.1. — Pour tout nombre premier £, il existe un Qg-faisceau lisse naturel Wy
sur SN[1/€] = Z[1/N¥] @zp1/n) SN dont la restriction a Sy(C)*" est Qp ®g W".
SiW = Vi, We = Vg, a pour fibre en un point géométrique (A, X, ¢,n) de Sn[1/4] le
module de Tate Q¢ ®z, Te(A) et si W est obtenu en appliqguant un foncteur polynomial
a Vo, Wy est obtenu en appliquant le méme foncteur polynomial a Vy,. O

Pour tout g € G(A¢), la correspondance de Hecke c(g) = (c1(9),c2(9)) : Sn, —
Sn[1/Ng] se reléve canoniquement au Q-faisceau lisse W, au sens o1 on a un isomor-
phisme canonique

c2(9) We — c1(9) We.
Tout comme c¢(g), ce relevement de dépend que de la double classe K(N)gK (N).

5. Le nombre de Lefschetz et la conjecture de Deligne

On fixe dans la suite 4 € X*(T)* et un nombre premier ¢, et on note V/, le dual
du Qq-faisceau lisse sur Sy[1/€] correspondant & la représentation V,,, de sorte que
V;Y,e correspond a la reBrésentation contragrédiente Vuv = V,v de V,. On fixe aussi
une cloture algébrique Q de Q. On dispose alors des groupes de cohomologie ¢-adique

H;(SN ® @7 V;\l,/,ﬁ)
munis de I’action continue de Gal(Q/Q) par transport de structures.

Pour tout g € G(A¥), la correspondance de Hecke ¢(g) et son reléevement & V;” o dé-
finissent des endomorphismes, que ’on notera encore c(g), des groupes de cohomologie
ci-dessus puisque les morphismes de schémas ¢1(g), c2(g) sont finis étales.

Soit
la Q-algebre de Hecke des fonctions G(A¢) — Q & support compact et bi-invariantes &
droite et a gauche par K (N). Le produit de cette algebre est le produit de convolution
défini par la mesure de Haar sur G(A¢) normalisée par vol K(NN) = 1. Chaque f €
C.(G(A¢)//K(N),Q) est une combinaison linéaire finie & coefficients rationnels de
fonctions caractéristiques de doubles classes K(N)gK (N). On munit les groupes de
cohomologie f-adique ci-dessus d’une structure de C.(G(A¢)//K(N),Q)-module en
faisant agir

f= Z ail g (N)g K(N)

par I'endomorphisme Y, a;c(g;). L’action de Gal(Q/Q) est linéaire pour cette struc-
ture de module et on peut donc voir E;s groupes de cohomologie H:(Sy ® Q, Vi)
comme des C.(G(A¢)//K(N),Q)[Gal(Q/Q)]-modules.
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12 G. LAUMON

Notre but est de calculer le C.(G(A¢)//K(N),Q)[Gal(Q/Q)]-module virtuel
ST (1) HISN 2T VY ).

7

Pour cela il suffit de déterminer la trace

tr(f xv) = Z( 1! Tr(f x v, Hi(Sny @ Q, V) )

quels que soient f € C.(G(A¢)//K(N),Q) et v € Gal(Q/Q). En utilisant le théoreme
de densité de Cebotarev, on voit qu’il suffit méme de déterminer la trace
tr(f x (bf))

pour tout f, pour tous les nombres premiers p sauf éventuellement un nombre fini
dépendant de f et pour tous les entiers j assez grands relativement aux choix de f et
de p. Ici, ®, désigne un élément de Frobenius géométrique fixé arbitrairement dans
Gal(Q/Q).

Nous allons réinterpréter cette derniere trace comme un somme de termes locaux.
Fixons un nombre premier p ne divisant pas le produit ¢V, une cléture algébrique Q
de @, et un plongement de Qc Q Si ]F est la cloture algébrique de F), qui est le
corps résiduel de la cloture intégrale de Z, dans Qp, on a des homomorphismes de
groupes de Galois uniquement déterminés par ces choix

Gal(Q/Q) «— Gal(@Q,/Qy) — Gal(F,/F)

et on peut prendre pour ®, I'image par l'inclusion Gal(Q p/(@p) — Gal(Q/Q) d’un
relévement arbitraire du géneratour topologique Frob, : a +— a/? de Gal(F,/F)).
Pour chaque entier ¢, on a un morphisme Gal(@p/(@p)-équivariant

Hé(SN ®FP7VX,Z) I H(Z‘(SN ®@pv v;\z/,[) = HZ(SN ®@v V;Y,E)'
En utilisant I’existence de compactifications toroidales relatives du morphisme struc-

tural Sy — Spec(Z[1/N]) (¢f. [Fa-Ch]) et les résultats généraux de Grothendieck, on
montre facilement que :

Proposition 5.1. — Pour chaque entier i, le morphisme ci-dessus est un isomorphisme.
O

L’isomorphisme Gal(Q,/Q,)-équivariant
H Sy ®F,, V) ,) = H(SNn@Q,V),)
que ’on vient d’obtenir est aussi équivariant pour I'action de la sous-Q-algebre
Ce(G(AD)//K(N)", Q)
de 'algebre de Hecke Co(G(A¢)//K(N),Q) formée des f de la forme f = fPlg, ol

f? : G(A%) — Q est a support compact et bi-invariante & droite et & gauche par la
composante K(N)P en dehors de p de K(N), et ou 1k, : G(Qp) — Q est la fonction
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caractéristique de K. Plus précisément, pour tout g € G(A%) x {1} € G(Ay), p ne
divise pas Ny et ¢(g) induit une correspondance sur Sy ® Fp,, notée encore

c(g) = (c1(9), c2(9)) - SN, @ Fp — (Snv @ Fp) xF, (Snv @ Fp),
et on fait agir

fP= ZailK(N)PgiK(N)p € C.(G(AR)//K(N)?,Q)

sur Hi(Sy ®@ Fp, V;Y,Z) par I’endomorphisme _, a;c(g;). On a donc
tr(fPle, x ®3) = (=1)' Tr(f? x Frob), H{(Sny @ F,, V) ,))
i
quels que soient fP € C.(G(AR)//K(N)?,Q) et j € Z.

On cherche maintenant & appliquer la formule des points fixes de Grothendieck-
Lefschetz. Rappelons que 'automorphisme Frob, de H{(Sn ®Fp, V;” ¢) est aussi induit
par I’endomorphisme de Frobenius Frobs,gr, du Fp-schéma Sy ® F,, et son releve-
ment canonique a V;{)g. Si g € G(A%) et si j est un entier > 1, 'endomorphisme
L (N)yrgK (NP X Frobf, de H{(Sy @ F,, V;/’e) est donc aussi induit par la correspon-
dance ¢/(g) = (c1(g), Frong F, °C2(9)) et son relevement naturel & Vi

Fixons provisoirement g € G(Af). Si j est assez grand relativement & g, plus
précisément si

P’ > [K(Ng) : K(N)],
les points fixes

Fix(c'(g)) = {z € Sn, (Fy) | c1(9) = Frob} op (c2(9)(@)) = z}

sont isolés et transversaux d’apres une remarque de Zink. Pour chaque z € Fix(c/(g)),
la correspondance ¢/(g) induit un endomorphisme ¢7(g); de la fibre (VY ,), de V),
en z. Le nombre de Lefschetz est alors par définition le nombre ¢-adique

. 1 j v
Lef(c’ (g)) = m wEFixz(;j(g)) TI‘(CJ (g)a:a (VH,Z)I)'

Le théoreme suivant est un cas particulier d’une conjecture de Deligne (prouvée en
général par Fujiwara [1])
Théoréme 5.2 (Pink [Pi]). — Il existe un entier j(g) > [K(Ng) : K(N)] tel que, pour

tout entier j = j(g), on ait la formule des points fizes

D (1) (e (g), Hi(Sn @ Fyp, VY ) = Lef(c(g)). 0

i
Plus généralement, pour tout

7 =3 ail kg xy € Ce(G(AR) /K (N)P, Q)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



14 G. LAUMON

et pour tout entier j > sup,{[K(Ng,) : K(N)]}, on définit le nombre de Lefschetz
associé a fP et j par

Lef(fP;5) = Zaz Lef(c? (g:))-

Alors, le théoréme de Pink admet la varlante évidente suivante : Il existe un entier
J(fP) > 0 tel que, pour tout j = j(fP), le nombre de Lefschetz Lef(fP;j) soit défini et
on ait la formule des points fires

tr(fP x 'I>f,) = Lef(f?;j).

PARTIE 11
LE COMPTAGE DES POINTS FIXES D’APRES KOTTWITZ

On fixe un nombre premier p ne divisant pas N, une fonction f? : G(A}) — Q
invariante par translations & droite et & gauche par K(N)P et un entier j > j(fP).

6. Les intégrales orbitales OG(f”) et TO?(cpj)
Pour tout v € G(A%), on définit I'intégrale orbitale

g - [ 5799 5%
G~ (AP)\G(AP) g~
ol G (A%) est le centralisateur de v dans G(A%), ot d g? est la mesure de Haar sur
G(A%) qui donne le volume 1 & K(N)P et ol d gb est une mesure de Haar arbitraire
sur G (AR).

On fixe une cloéture algébrique Qp de Q. Pour tout entier j > 1 on note simplement
Qs l'extension non ramifiée de degré j de Q, contenue dans Qp et Zy,; son anneau
des entiers. On note o € Gal(Q,; /Q,) 'élément de Frobenius arithmétique.

On considére le groupe p-adique G(Q,;) et son sous-groupe compact maximal hy-
perspécial K,; = G(Z,;). On munit G(Q,;) de la mesure de Haar d g; pour laquelle
K, est de volume 1. L’algebre de Hecke Cc(G(Qpi)//Kpi) est la C-algebre des fonc-
tions f : G(Q,;) — C invariantes par translations a droite et a gauche par K,; et a
support compact. On note encore o I’automorphisme de G(Q,, ) obtenu en appliquant
I’élément de Frobenius arithmétique aux entrées matricielles.

L’isomorphisme de Satake, noté f — fV, identifie I’algébre de Hecke ci-dessus a la
C-algebre

Clx.()""

ol le groupe de Weyl W& = Ng(T)/T agit de maniére évidente.
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Soit vy, € X.(T) le co-caractere u — diag(u,u,1,1) qui est conjugué dans G¢ au
co-caractere pp, introduit dans la section 2. On définit la fonction
©; € Ce(G(Qus)// Kpi)
comme la fonction caractéristique de la double classe

Kpj l/h(p)Kpj.

11 est facile de voir que la transformée de Satake de ¢; est
o =02 Y .
vEWG . .uyp

La norme d’un élément § € G(Q,;) est par définition I’élément
N;j(8) =60(8) a7 () € G(Qp)
et son o-centralisateur dans Resq ; /q,(Gg,,) est un Qp-schéma en groupes G§ tel
que
2(Qy) = {2 € G(Q) | 7 1b0(x) = 6},
Pour 6 € G(Q,;) de norme N;(J) semi-simple et toute mesure de Haar dgd sur
G (Q,), on définit I'intégrale orbitale tordue

_ dg,
T0§(0) = | ei(a5 00(0,)) T2
G2 (Q\G(Q,)) 95

7. La constante c(vo;7,9)

Appelons triplet admissible tout triplet (yo;7,d) ol

— 7o est un élément semi-simple et G(R)-elliptique de G(Q),

— « est un élément de G(A%) dont chaque composante v, est G(Q,)-conjugué a 7o,
ou @q est une cloture algébrique de Q,

— 6 est un élément de G(Q,;) pour lequel ¢(6) € pZ;j et dont la norme N;(§) est
G(Q,)-conjugué a .

Pour un tel triplet admissible, Kottwitz a défini (c¢f. [Ko1]) une forme intérieure I
du Q-schéma en groupes réductif Iy centralisateur de v dans Gg, ayant les propriétés
suivantes : Ig, est isomorphe au centralisateur de -y, pour tout nombre premier g # p,
Iq, est isomorphe au o-centralisateur de ¢ et Ir/Ag,r est isotrope sur R.

Les mesures de Haar d gF sur G (A%) et d g7 sur G§(Q,) induisent des mesures de
Haar d4? et dip sur J(A%) et I(Q,) respectivement.

La constante ¢(vo;7,d) est par définition le produit

c(v0;7v,60) = Ker [kerl(Q, Iy) — ker' (Q, G)] vol(I(Q)\I(A¢),d P dip)

ker'(Q,-) = Ker [H}(Q,") — H'(R, ") x [T, H'(Qy, )]
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16 G. LAUMON

Bien entendu H(Q,-) et H'(Q,,") sont les groupes de cohomologie galoisienne de
degré 1 de Gal(Q/Q) et Gal(Q,/Q,) respectivement.

8. La formule de Kottwitz pour le nombre de Lefschetz

D’apres la description adélique des Fp-points de Sy due a Kottwitz [Kol], le
nombre de Lefschetz est égal a
(81)  Lef(f7j)=)_ c(7037,8) Tr(y0, Vi) OF () TOF (195)

Yo (7,9)
a(voiv,0)=1

ol

— la premiére somme porte sur un systeme de représentants des G(Q)-classes de
conjugaison d’éléments semi-simples 79 € G(Q) qui sont G(R)-elliptiques,

— la seconde somme porte sur un systeme de représentants des classes d’équivalence
de couples (v,9) € G(A%) x G(Q,;) pour lesquels le triplet (yo;7,d) est admissible;
deux tels couples (v,d) et (v/,8’) sont équivalents si et seulement si v et 7' sont
conjugués dans G(A%) et 6 et ¢’ sont o-conjugués dans G(Q,; ),

— a(v0;7,0) est invariant de Kottwitz; c’est un caractere du groupe fini abélien

IC(IU/Q) = ﬂ Z(E))Ga‘l(@v/Qﬂ)

ou Z(E)) est le centre du dual de Langlands de Iy (pour notre groupe G particulier,
Gal(Q,/Q,) agit trivialement sur le centre Z(G) de G quel que soit la place v de Q) ;
ce caractere est le produit des restrictions & K(Ip/Q) de caracteres

Qoo (0) € X (Z(To) SN C/R)) | ) (70:6) € X (Z(Io) @/ W))

et
g (705 7q) € X*(Z(1o)C(Qu/Qa))

pour tous les nombres premiers q # p.

PARTIE 111

STABILISATION DES TERMES ELLIPTIQUES
D’APRES KOTTWITZ

9. Expression stabilisée pour Lef(f?; )
L’expression (8.1) peut étre stabilisée ([Ko2]) en

(9.1) Lef(f7;7) = STE (f9) + u(G, H)e(A) ST (f1)
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pour certaines fonctions
FE =135 (0;) et = fERPb (0)),
pour une constante
UG, H) = 7(G)r(H) ™| Aut(H, s,1)/Haa(Q)]

et pour une constante ¢(A) € C* qui est le rapport entre le facteur de transfert global
A, de Langlands et Shelstad et le produit des facteurs de transfert locaux

112
v
normalisés comme le fait Kottwitz pour v = 0o et v = p, et par les structures entiéres
de G et H sur Z, pour tout nombre premier v = ¢ # p (Hales [Ha 1]).
Nous allons rappeler dans la suite de cette partie III la définition des fonctions f&

et fH et ainsi que des expressions STE( fE) et STf *(fH). Nous monterons de plus
que, pour nos groupes et nos fonctions particulieres,

STE(f9) =TS (f9) et STI*(f) =TI (f)
sont simplement les parties elliptiques des cotés géométriques des formules des traces
pour (G, f¢) et (H, f) respectivement, et que
WG, H) = % et c¢(A) = -1,
de sorte que nous aurons obtenu l’expression
92) Lef(77: ) = TE (/%) - 2 T2 (7

pour le nombre de Lefschetz.

10. Représentations de G(R) et la fonction f$

On identifie le groupe dual G = GSpin(5,C) de G a GSp(4,C) ¢ GL(4,C) par la
représentation spinorielle. Le tore dual du tore maximal T' C G est le tore complexe

T =(C*)*/{(@a ", a 'a) |aeC}.
Le caractere pu = po® (1, po) € X*(T') définit par dualité un co-caractere 1 € X, (f),
fi(z) = (2M, Zo—mth2)/2 o (mo—pa—p2)/2 D -{@a*ata)|aeCx).
On a un plongement naturel
00T —s @, t— diag(a?g,afg,?zﬂfgﬂ)
d’image le toreAmaximal des matrices diagonales de G. Le composé de ¢ et du co-
caractere & de T est le co-caractere

U — diag(a(/—t0+#l+ﬂ2)/2, a(ﬂo+#1—uz)/2’ ,l’z(uo—ul+;42)/27 a(/‘o—ﬂl_ﬂz)/2).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



18 G. LAUMON

Soient W et Wg les groupes de Weil des corps locaux C et R : on a W = C* et
Wg = WeUWer ou 12 = —1€ We et 7277 = Z pour tout z € We. Le L-groupe 'G
de G est le produit direct G x Wk.

On consideére le tore maximal R-elliptique

z; 0 0y

To={| o 2200 | |at+st=atrss A0t con
0 —yQCIIQO ‘
-y1 0 0 a2y

On a les égalités
I;'T(C)Ig = T(C)
U @]
IG'Tc(R)Ig = {t e T(C) |ty =12, ta =11}
dans G(C) ou on rappelle que

7
0
0

Sk o

Ig = € G(C).

Sk o
o o8k

\%00

Le L-groupe de T¢ est le produit semi-direct
IJTG = T\ X WR
ot Wg agit sur T & travers son quotient Wr/Wc = {1,7} par
T(/t\l7i\27’t\3’?4) - (?47?33i\272\1)'
On définit un plongement
n: IJI'G — LG
qui prolonge le plongement ¢ : TG ci-dessus, en envoyant 7 sur
n(r)y=J xr
et z€ C* = W¢ C Wg sur
) ( 2z z 7 ) §
nz) =\ —,—, —,—= z.
2137 |2] 2] |2]3
(On remarque que I'image par ¢ de I'élément 5 e X, (f )o qui correspond & la demi-
somme des racines positives § = 0@ (2,1) € X*(T)g est égale (2,1, -1, -3))
Rappels 10.1. — Si S est le R-tore Gy, g, le L-groupe de S est le produit direct Lg =
C* x Wg et un parametre de Langlands Wg — S envoie nécessairement z € CX =
We C Wk sur |2]?* x z pour un nombre complexe A et 7 sur (—1)* x 7 pour u € Z/2Z.

La correspondance de Langlands associe & un tel paramétre le caractere S(R) =
R* — C*, s+ sgn(t)*|t]*.
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Si S le R-tore elliptique S = Resc/g(Gm,c), le L-groupe de S est le produit semi-
direct 1S = (C*)? x Wg ou Wg agit sur (C*)? & travers son quotient Wg/W¢ =
{1,7} et 7 permute les deux facteurs. Un parametre de Langlands Wg — LS envoie
nécessairement z sur (z“|z|’\‘“, E"|z|/\‘“) X z pour un entier x4 et un nombre complexe
A, et 7 sur (a,b) X T oll a, b sont deux nombres complexes tels que ab = (—1)*. L’orbite
d’un tel parametre de Langlands pour l'action de S = (C*)? par automorphismes
intérieurs est uniquement déterminée par les données de p et A. (L’automorphisme
intérieur Int((z,y)) envoie (a,b) x 7 sur (azy~—!,byx~!) x 7.) La correspondance de
Langlands associe & une telle orbite le caractére C* = S(C) — C*, s~ st|s|*#. O

Au poids dominant p € X*(T)* on associe le caractére
Xu i Ta(R) — €, v = I diag(ty, t2, T2, 1) I c(y) o) 2 g g2,
ol c(y) = [t1]? = |t2|?. Le paramétre de Langlands Wg — T x Wg =T de Xu envoie
z€ C* =We C Wg sur
(Zlil|z|(#0—ll1—ﬂ2)/27ZH2|Z|(I‘U—#1—H‘2)/27E#2|Z|(#O—H1—H2)/2,EM1|Z|(#0—#1—H2)/2) X 2z
et 7 sur
(=1, (=1, 1,1) x 7.
On lui associe aussi le parametre de Langlands
cpu:WR——eLG=a><WR

composé du parametre précédent et du plongement 7 : X" — 'G'; ¢, envoie donc z
sur

( ph1tH2+3 gh1—p2+l ZH1—p2+1 FH1+p2+3 )
I/—Lo

w " I
|z'#1+u2+3|z| % |Z|u1—#2+1 |Z| %) |z|u1—u2+1 IZ| % lzlll1+/12+3|z

et 7 sur
diag((—1)*+#2 (=1)¥1, (=1)*2,1)J x 7.
Ce dernier parametre de Langlands est elliptique puisque le centralisateur S, de
¢ (Wr) dans G est égal a
{z € UT) | 2] = Ja} = {(21,22,02,21) € (C*)" | 2} = 23}
et donc que le quotient S, /Z(@') est fini d’ordre 2.

Soient ¢ = Ng(c)(Ta(C))/Tc(C) le groupe de Weyl de (G(C), Ta(C)) et Qgw) C
Q¢ le groupe de Weyl Ng(x) (T (R)) /T (R) de (G(R), T (R)). La conjugaison par I
identifie Q¢ au groupe de Weyl

WC ={1,e1,62,0,6169 = €261,610 = 0€2,690 = 0€1,€1690 = 0€163)}
et Qg r au sous-groupe
{1,e162,0,e1820}.

Pour tout w € Qg il existe une (et une seule & isomorphisme prés) représentation

mu(w) de la série discrete (modulo le centre), c’est-a-dire essentiellement de carré
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intégrable, de G(R) ayant le méme caractere central et le méme caractére infinitésimal
que la représentation de dimension finie V,, de plus haut poids p, et dont le caractere
O, (w) est donné sur P'ouvert

T reg(R) = {v = I diag(t1, t2, 2, T1)IG" | t1 # to, ty # T2, t1 #£ 1, to # Lo}

des éléments réguliers de T (R) par la fonction

y e (-1 Y Xu(wrw(7))

wnetinm Plwrw(7))
ol ¢(G) =3 est la moitié de la dimension (réelle) de Xoo = G(R)/K. et ou D(y) =
(1- :—;)(1 — %—:)(1 )(1 . Bien entendu 7, (w) ne depend que de la classe de w

dans Qgw)\Qg, et
I, = {m.(w) |w € Qam\Qa}
est le L-paquet de parametre ¢, (cf. [She 1]). Il est bien connu que, parmi les deux

représentations de IT,,, une et une seule, notée ﬁ:iv, admet un modele de Whittaker et

I’autre, notée 7r , est holomorphe.
La dlstrlbutlon stable

SOy, = Oxw + Oy

est donnée sur I'ouvert T reg(R) de Ti(R) par la fonction

S o

Fixons une mesure de Haar d g sur G(R) et une mesure de Haar da sur la com-
posante neutre Ag(R)? = RY de Ag(R) = R* ol Ag = Gm,g est (le tore maximal
Q-déployé dans) le centre de G.

Considérons 'algebre de convolution H(G(R)) des fonctions lisses, a support com-
pact modulo le centre, et qui sont K,.-finies a gauche et a droite sur G(R), et choi-
sissons des pseudo-coefficients frw et frun pour 7r et 71' dans H(G(R)). On a donc

frw(ag) = a* faw(g) et fan(ag) = a” fru(g)
quels que soient a € Ag(R) et g € G(R), et

_ dg 1 sim=aW,
tI‘T((fﬂ.w):/ fﬂx"(g 1)@77(9)(1_: . "
. A (R)O\Greg (R) a 0 sinon,

et

tI"}T(f,TLI) =/ fw},F(g_l)@ ( )d
AG (R)O\G o (R) a

pour toute représentation 7w de la série discrete de G(R) dont le caractere central est

dg 1 sinr= 71‘5,
0 sinon,

égal & a — a*o.
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La fonction f$ est par définition

(10.2) 1S = 5 (s + o) € HIG(R)).

Nous allons voir maintenant que cette fonction a les intégrales orbitales stables
requises. Pour tout élément semi-simple de G(R), on dispose de sa classe de conju-
gaison stable; comme le groupe dérivé G4er = Sp(4) est simplement connexe, c’est
simplement ’ensemble des +' dans G(R) pour lesquels il existe g € G(C) tel que
~' = g 1~g. Cette classe de conjugaison stable est une réunion finie de classes de
conjugaison dans G(R). Pour chaque v/ € G(R) stablement conjugué a v, on note G,/
son centralisateur dans G ; c’est une forme intérieure de G et, en particulier, toute
mesure de Haar d g, sur G,(R) induit une mesure de Haar d g,» sur G, (R). On note
€so(G47) le signe de Kottwitz du groupe réductif connexe G,.. Rappelons que, pour
tout groupe réductif I sur R, Kottwitz a posé

eoo(l) = (_1)q(1)—Q(1*)
ou I* est la forme intérieure quasi-déployée de I sur R et ou 2¢(I) et 2¢(I*) sont
les dimensions (réelles) des espaces symétriques attachés aux revétements simplement
connexes des groupes dérivés Ijer €t (I*)ger de I et I* respectivement.
Ayant fixé arbitrairement d g, on dispose de I'intégrale orbitale stable
dg
G(p _
S05(/2) = el Gor) | 7S 9oL

p” G, (R)\G(R)
o1 7/ parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaison dans G(R) dans
la classe de conjugaison stable de ~.

Proposition 10.3. — Pour tout élément semi-simple R-elliptique v de G(R) on a
eco(I)
vol(Ag (R)O\I(R), %)

ot I est une forme intérieure de G telle que Ag r\I soit anisotrope sur R et ot d¢

SOS(fL) =

tr(vy, Vi)

est la mesure de Haar induite par d g, sur I(R).
En outre, pour tout élément semi-simple non R-elliptique v de G(R) on a

SOS(fE) =o0. O

11. I’homomorphisme de changement de base bJG

Le morphisme de changement de base

(11.1) b5 Ce(G(Qpi) [/ Kpi) — Ce(G(Qyp) [/ Kp)

est induit, via I'isomorphisme de Satake, par la multiplication par j dans X.(T). En

particulier, on a
G j .
b7 () =p¥7% > [jvl.
veEWEC .uy,
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Pour tout élément semi-simple de G(Q,), on dispose de sa classe de conjugaison
stable; comme le groupe dérivé Gger = Sp(4) est simplement connexe, c’est sim-
plement l’ensemble des +' dans G(Q,) pour lesquels il existe g € G(@p) tel que
~' = g 14g. Cette classe de conjugaison stable est une réunion finie de classes de
conjugaison dans G(Qp). Pour chaque v € G(Q,) stablement conjugué a -y, on note
G, son centralisateur dans Gg, ; c’est une forme intérieure de G, et, en particulier,
toute mesure de Haar d g, sur G, (Qj) induit une mesure de Haar d g, sur G-/ (Qp).
On note e,(G) le signe de Kottwitz du groupe réductif connexe G,. Rappelons que,
pour tout groupe réductif connexe I sur Q,, Kottwitz a posé

ep(I) = (—1)TII(I)_TP([*)

ou I'* est la forme intérieure quasi-déployée de I sur Q, et ou 7,(I) et r,(I*) sont les
Qp-rangs des groupes dérivés Iger €t (I*)ger de I et I* respectivement.
Ayant fixé arbitrairement d g, on dispose de I'intégrale orbitale stable

. d
ST (e) = R en(Co) /| 1 o)™ 97

~/ (Qp)\G(Qp)

ol 7' parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaison dans G(Q,)
dans la classe de conjugaison stable de v (d g est la mesure de Haar normalisée par
vol(Kp,dg) =1).

Comme G est (quasi-)déployé et que Gqer est simplement connexe, pour tout § dans
G(Qpi) dont la norme Nj(6) est semi-simple, il existe v € G(Q)) tel que v et Nj(9)
sont conjugués dans G (@p) La classe de conjugaison stable d’un tel v ne dépend que
de la classe de o-conjugaison de ¢ dans G(Q,;) et G§ est une forme intérieure de G
sur Q.

On a alors le cas particulier suivant du lemme fondamental pour le changement de
base :

Théoréme 11.2 (Clozel [Cl], Labesse [Lab 1]). — Soit v un élément semi-simple de
G(Qyp). Alors

SO5 (65 (#5)) = Y _ ep(GF) TOF (9;)
s

ol § parcourt un systéme de représentants des classes de o-conjugaison d’éléments de
G(Qys) dont la norme est conjuguée a vy dans G(@p) et ot les mesures de Haar d g
sont induites par d g,. O
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12. L’expression ST (f%)

Le terme STY(f€) intervenant dans I’expression stabilisée pour Lef(f?;j) est la
partie Q-elliptique de la formule des traces stable pour (G, f€ = f< P65 (;)), c'est-
a-dire

(12.1) STS (f€) = Z [(GI\G)(Q)['7(G) SOS (£9)

ou v parcourt un systeme de representants des classes de conjugaison stable Q-
elliptiques semi-simples dans G(Q).

Dans ’expression ci-dessus, 7(G) est le nombre de Tamagawa de G, c’est-a-dire le
volume

7(G) = vol (G@)AG(R)O\G(A)’ _dgjn)

pour la mesure canonique d gean sur G(A) et la mesure de Haar standardda =z~ ! dz
sur Ag(R)? = RX. Ce nombre intervient naturellement dans la formule ci-dessus &
cause de la formule

T(G)

Par définition, on a

_ dg
S09(/%) = 3 e(Gy) 057, avee 05(4°) = [ 7o(g g =2
~7 G,\’/(A)\G(A) 9~
ol v/ = (v,)» parcourt un systéme de représentants des classes de G(A)-conjugaison
d’éléments de G(A) dont chaque composante locale v, est stablement conjuguée a
dans G(Q,), ou
/
Gy (A) = Hv Gy, (Qu),

ou

)= Hev(Gv,ﬁ) € {£1}

et olt on a fixé les mesures de la fagon suivante. La mesure d g sur G(A) est le produit
dg = dgeodgPdgy ott dgeo est la mesure qui sert & définir la fonction f<, ou d gP
est la mesure sur G(A%) qui donne le volume 1 & K(N)P et ot dg, est la mesure
sur G(Qp) qui donne le volume 1 & K. Les mesures d g,- sont les mesures sur les
centralisateurs G/ (A) des éléments 7' dans G(A) induites par la mesure canonique
d gy,can sur G,(A).

Lemme 12.2 (Kottwitz). — Pour notre groupe G = GSp(4) et notre fonction parti-
culiere f€, on a simplement
STS(f€) = TE(f9) =) 7(G,) 05 (f°)
Y

ou 7y parcourt un systéme de représentants des classes de G(Q)-conjugaison d’éléments
Q-elliptiques semi-simples dans G(Q).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



24 G. LAUMON

Démonstration. — Comme G = GSp(4), le centralisateur G, de tout élément semi-
simple v € G(Q) est connexe.
Comme la fonction cuspidale f$ est stable et que H'(R,G) = {1}, on a

0§ (1) =0

pour tout tore maximal T' C G, tout v € Treg(R) et tout x € K(T'/R) non trivial. O

13. Le groupe endoscopique H

A équivalence pres G admet un et un seul triplet endoscopique elliptique non trivial
(H, s,m9). Le groupe réductif H sur Q est égal a

H = GL(1)\[GL(2) x GL(2)]

ou GL(1) est plongé dans GL(2) x GL(2) par z — (zl2,2 'I3), et son groupe dual
est le groupe réductif complexe

H = {(5,2) € GL(2,C) x GL(2,C) | det §i = det Ja}.
L'élément s de G = GSp(4,C) est la matrice diagonale
s = diag(1l,—1,—-1,1)

et isomorphisme
No : H = @8 =G

de H sur la composante neutre du centralisateur de s dans G est donné par

al 00 bl
a1 b az bo 0 az b2 0
Mo * ) —
C1 d1 C2 dz 0 C2 d2 0
(&1 00 d1

Le L-groupe de H est le produit direct “H = H x Wy et on prolonge 79 en
n=mnox1d:"H=HxWg— G x Wg ="G.
On note S le tore maximal Q-déployé
S = GL(1)\[S2 x S2]

de H ol Sy est le tore maximal des matrices diagonales de GL(2). Ce tore est contenu
dans le sous-groupe de Borel

B = GL(1)\[B2 x By]

de H ou By est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures de
GL(2). Si, pour ¢ = 1,2, on définit 3; € X*(S) par

Bi(diag(ty, t7), diag(ts, 3)) = ti/t],

ASTERISQUE 302



FONCTIONS ZETAS DES VARIETES DE SIEGEL 25

on a
RH =R(H,S) = {£B1, £5:}
@]
RH+ = R(BH,S) = {1, 2}
et 'ensemble des racines simples A” = A(B¥, S) est simplement {3;,32}. Le groupe
de Weyl WH de (H,S) admet la présentation
WH = (01,00 | 0% = 02 = 1,0102 = 0201)

ol o; est la réflexion associée a la racine 3;.

14. La fonction ff

Le tore dual de S est
S = {(B, 1), (B 7)) € (C)? x (C)? | {F] = By}
et on a un plongement naturel
S e H, (0, 8), (8, 8) — (diag(@, 8), diag (8, £3))-
On note j : § — T 'unique isomorphisme tel que
mootoj=1.
On a
J(diag(th, ), diag(ts, t3)) = (thta, t1t5, 115, tt5)
et j induit le plongement
RH —— R
qui envoie £ sur +(a; + az2) et £02 sur a1, et le plongement
wWH— w
qui envoie oy sur o et o9 sur €1€20.
Soit, @f un systeme de représentants des classes de H-conjugaison de parametres
de Langlands
H . L
@ WR — H
tels que 1 o @ soit @-conjugué au parametre ¢, introduit précédemment. On peut
prendre
H H ~H
@, ={en o.}
ol Lpf et &f envoient z € C* = W C Wk sur

Zh1tpz+3 “ ZH1+tH2+3 " pH1—p2+1 u ZH1—p2+1 "
] [ o 0 1 0 0
<d1ag (|Z|u1+u2+3 |2, [2[piFra+s 2] ),d1ag <|Z|m—uz+1 |2, [2[pi—ha+1 |2l )) Xz
et

ZHI_H2+1 “ Eltl—uz+1 u Z/L1+#2+3 u EH1+H2+3 u
. 0 0 : 0 0
(dlag <|z|#1‘#2+1 |21, |z|#r—pat+l 2] ) » diag <|z|u1+u2+3 |21, |z|p1tpa+3 |2l )) Xz
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(% (e T
(o T ()

respectivement (on rappelle que p1 + po = po (mod 2)).
Considérons le tore maximal elliptique

TaLe) = {(fy z> | 2% + 12 # O} C GL(2).

Pour chaque entier n > 1, notons o, 'unique représentation irréductible essentiel-
lement de carré intégrable de GL(2,R) dont le caractere ©,,, est donné sur 'ouvert
TcL(2),reg(R) des éléments réguliers de T, (2)(R) par la fonction lisse

cosf sinf et — gmint
T (n—1)z
e i N R
—cosf sin @ ew — et

et 7 € WR sur

et

On vérifie que o, a le méme caractere central et le méme caractére infinitésimal que la
représentation irréductible de dimension finie Sym™~!(C?) de GL(2,R). On en déduit
que la représentation

on(N) = oy = | det|Poy,
de RY\ GL(2,R) admet pour parameétre de Langlands

Wr — GL(2,C) x Wg = ' GL(2)

=n
|Z|2)\+n—1) N

212/\+nv1, |z|n

n
z — diag (]—;—n

T ((—%" (1)) =T

pour tout entier p et tout nombre complexe A. (La conjugaison par diag(1l,(—1)*) €
GL(2,C) ne change pas le parametre.)

Par suite, le L-paquet II(p[f) (resp. TI($F)) est constitué d’une et d’une seule
classe d’isomorphie de représentations irréductibles de la série discrete, a savoir
(E()—le"EZ_z) (E()—g21+g2)

Oy +pa+3 @ Oy —pa+1

(resp.
Ho—p1tpz Bo—pi—p2—2
Opr—pat1 ( 2 ) ® Our+us+s ( 2 ))-
Pour chaque entier n > 1, soit f, : GL(2,R) — C un pseudo-coefficient pour la
représentation irréductible o,, de la série discrete de GL(2,R). La fonction f, est lisse,
4 support compact modulo le centre R* de GL(2,R) et SO(2,R)-finie & droite et &

gauche, et la fonction
g+ fa(M)(g) := | det g|* fulg)
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est un pseudo-coefficient de o, (u; A). Avec ces notations,
1 — 0 —2 —
h(SO;I;I) = f#1+ﬁ«2+3 (/—LO__H_IQ__HQ_) & f,ul—#2+1 (&H;_‘hﬂ)
(resp.
~H —p+ — iy —pup—2
WGE) = fur—pasr (B5E2) @ fouytuprs (H54222) )

est un pseudo-coefficient de 'unique représentation du L-paquet H(cpff ) (resp. II(QZ{;’ ),

et on peut prendre pour fonction fZ le combinaison linéaire
F2 = (1)°hef) — @)

(On vérifie que (pp,s) = 1 et que detw.(ff) = 1 et detw*(cﬁf) = —1 avec les
notations de Kottwitz).

15. La fonction AP

Pour chaque nombre premier ¢ # p, soit A, le facteur de transfert de Langlands et
Shelstad pour (H, s,n) sur Qg normalisé par les structures entieres de G et H sur Z,
(Hales).

La fonction h? : H(AR) — C est n’importe quelle fonction & support compact telle
que, pour tout vy € H(A%) semi-simple et (G, H)-régulier, on ait

oM (1) =3 (H Aqmq,vq)eq(caq)) 0% (s7)

Y qF#p

ol 7 parcourt un systéme de représentants des classes de G(A”)-conjugaison des
éléments semi-simples de G(A%) qui proviennent de vy et olt G, est le centralisateur
dans Ggq, de la composante v, de v en q.

Bien siar 'existence d’une telle fonction AP suppose que, pour tout nombre premier
q # p on dispose de ’hypothese suivante, et donc du transfert d’apres Waldspurger

(cf. []).

Hypothese 15.1 (Lemme fondamental pour I’unité de 1’algébre de Hecke)
Pour tout vy € H(Q,) semi-simple et (G, H)-régulier, on a

SO{r{H(le) = Z Aq(vH,7)eq(Gy) Og(qu)
¥

ou vy parcourt un systeme de représentants des classes de G(Qg)-conjugaison des
éléments semi-simples de G(Qy,) qui proviennent de ~vg. O

16. L’homomorphisme de changement de base bJH
Considérons le Q,-schéma en groupes

Gj = Resg,, /q,(Gg,,)
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de L-groupe
LG = G7 x Gal(Q,: /Qp),

ou le produit semi-direct est défini par la regle

g - (glv . 7§J) = (/g\Qv' . 7§j7.’q\1) c o
pour o I'élément de Frobenius de Gal(Q,;/Q)). Choisissons arbitrairement des élé-
ments s1,...,s; dans le centralisateur {diag(a,a’,a’,a) | a,a’ € C} de no(H) dans G
de telle sorte que
s1---s; = s =diag(l,—1,-1,1).
Alors la classe de G7 -conjugaison de 'homomorphisme de L-groupes
“H = H x Gal(Qy /Qp) — G7 x Gal(Qy /Qp) = -
qui envoie (h, 1) sur ((no(h), ..., no(h)),1) et (1,0) sur (Chr e sj_l), o) ne dé-
pend pas des choix des sq,...,s; et induit, via les isomorphismes de Satake
~ G -
CC(G(QPJ )//Kpj) — C[X. (T)]W = (C[T/WG]
et
~ H =~
Ce(H(Qp)// K3') = CLXL(S)™ 2= ClS/WH),

I’homomorphisme d’algebres de Hecke
bl Co(G(Qp ) /) Kp) — Ce(H(Qp)//K[T).
Concretement, compte tenu des plongements ¢ : T Get 15— ﬁ, 7 in-
duit un homomorphisme S x Gal(Q,;/Q,) — TI % Gal(Q,; /Qp) qui, composé avec
I’homomorphisme

T7 % Gal(Qp /Qp) — T x Gal(Qy /Qyp), (1, .-, 5),0%) — (B, 07),
dual du plongement diagonal de Ty, dans R,es@p.] /0, (Tt Q,; ), n’est autre que ’homo-
morphisme

5 x Gal(Q,, /Q,) — T x Gal(Qy /Qp)
qui envoie (((#),87), (h,14)),1) sur la classe de ((£7 /1y, 157, 177,1),1) et (1,0) sur la
classe de ((—=1,—-1,1,1),0), et bf est induit par la restriction de ce dernier homomor-
phisme & S x {c}. En particulier, on a

0 () (B 80). (1)) = P20 + 87 =8 = 27) (mod (F7) — 157)).
Hypothése 16.1 (Lemme fondamental tordu). — Pour tout vy € H(Q),) semi-simple

t (G, H)-régulier, on a

SO’IZ{ Z<ap (703 6), p(’YHv’YO)ep(Gé)TOo (¢5)

ol 7o est un élément fixé de G(@p) qui provient de vy et ol la somme porte sur un
ensemble de représentants des classes de o-conjugaison d’éléments § € G(Q,,) dont
la norme Nj(8) est conjuguée a vy sous G(Q,,).
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17. L’expression STH*(fH)
Le terme STH*(f#) intervenant dans I’expression stabilisée pour Lef(f?; ) est la

partie Q-elliptique et (G, H)-réguliere de la formule des traces stable pour (H, fH# =
fo’Zl”Lpb;H (¢j5)), c’est-a-dire

ST (1) Z|( 2\ ) Q' 7(H) SO (fF)

ol yy parcourt un systeme de représentants des classes de conjugaison stable semi-
simples, Q-elliptiques et (G, H)-régulieres dans H(Q).

En fait, la théorie de I'endoscopie pour le Q-groupe réductif H est triviale. Plus
précisément :

Lemme 17.1. — Pour tout corps local ou global F' de caractéristique nulle et pour tout
vyu € H(F') semi-simple, on a
HJ, /F)={1}.
Démonstration. — On a une suite exacte
1 — GL(1) — H — PGL(2) x PGL(2) — 1
et la théorie de ’endoscopie pour PGL(2) est triviale. O

On a donc

ST (£7) = T2(f") = 3 1HY, (@\H,, (@) 7(H3,) OFF, (£,

ou vy parcourt un systeme de représentants des classes de conjugaison semi-simples,
Q-elliptiques et (G, H)-régulieres dans H(Q).
Soit k& un corps caractéristique nulle. On vérifie facilement qu’un élément semi-
simple
Y =k - (n,72) € H(k)

est (G, H)-régulier si et seulement si

! /
a 2P}
7 7 et a 7é
a;g Qg i

ol o}, & sont les valeurs propres de «; dans une cloture algébrique de k. On en déduit :

Lemme 17.2. — On a
H
O’yH (fg) = O
pour tout élément semi-simple vy € H(R) qui n'est pas (G, H)-régulier.
Démonstration. — Cela résulte de la descente de Harish-Chandra si vy n’est pas R-

elliptique. On peut donc supposer que vy = R* - (71, v2) est R-elliptique, c’est-a-dire
que 71,72 sont R-elliptiques semi-simples dans GL(2, R).
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Pour tout v € GL(2,R) qui est R-elliptique semi-simple, on a
OSL(Z)(fn(/\)) = | det ,YI/\ OSL(Q)(fn)
—|dety|* tr(y, Sym™~'(C?))
/I

— _la/a//|/\a/7i —a

m /m
__(a/a//)ha o
o — o' - o — o

N . . . ; H H 4 A4
ot o,a” =@ € C sont les deux valeurs propres de 7. Par suite, O, (f5) est égal
au produit de

(o} oyl o= —12)/2

(@) = af)(ah — 3)

par la différence de
(0/10/1')”2(agag)_l(a'l“l—”z’q _ a'll“‘_“2+l)(a'2“’ +p2+3 agm +u2+3)
-—(a'lalll)_l(aéag)w (a/1u1+u-z+3 _ o/ll'“ +u2+3)(a/2u1—u2+1 _ alzlm—uzﬂ)_

Mais, comme on suppose que vy n’est pas (G, H) régulier, on a
of o o

1"

"
= %2
of ol of o

et cette différence est nulle. O

Par suite, on a simplement

STE= (1) =T () =D |HY, (Q)l|Hyy (@) 7 (HS, ) O (f7)

ol vy parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaison Q-elliptiques
semi-simples dans H(Q).

PARTIE IV
EXPRESSION SPECTRALE

18. Un cas particulier de la formule des traces d’Arthur-Selberg

Soient G un groupe réductif connexe sur Q et My un sous-groupe de Levi minimal
de G. Pour simplifier, on suppose ici que G est déployé sur Q, c’est-a-dire que My =T
est un tore maximal de G qui est déployé sur Q. Pour que le résultat principal de cette
section ne soit pas vide, on suppose de plus que Gg admet un tore maximal elliptique
sur R.

On utilise librement les notations d’Arthur ([Arl] & [Ar8]). En particulier, on a
I’ensemble £ des sous-groupes de Levi de G contenant T' et, pour chaque M € L,
lensemble P(M) des sous-groupes paraboliques P de G qui admettent M comme
facteur de Levi. On note P la réunion disjointe des P(M) et pour chaque P € P,
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P = MpNp son unique décomposition de Levi telle que Mp € L. Pour chaque
M € L, on a aussi le tore (déployé) maximal Aps contenu dans le centre de M et les
R-espaces vectoriels

ay = Homz(X*(M),R) et af;, = Ker(apy — ag)

ot la projection (‘)G : ap — ag est induite par la fleche de restriction X*(G) —
X*(M).
La fleche de restriction X*(M) — X*(Aps) induit un isomorphisme
R® X, (AM) = anr

et Dinjection ag = R ® X, (Ag) — R® X.(An) = ap scinde I'extension 0 — a§; —
ay — ag — 0.
On fixe un sous-groupe compact maximal

Kmax = I I Kmax,v = Kmax,ooKmax,f
v

de G(A) qui est admissible relativement & T'. Pour chaque P € P, on a I'application
Hp:G(A) — an,
définie par Hp(g) = Hps, (m) pour tout g = mnk € Mp(A)Np(A)Kmax = G(A) et
efmp (MO0 — H Ix(my)]w, VX € X*(Mp), Vm € Mp(A).

v
Pour tout ensemble fini S de places (resp. de nombres premiers), on a aussi la restric-
tion
Hps : G(Qs) — an, (resp. Hpp: G(AT) — anr, )
de Hp & G(Qs) (resp. G(A%)).
Pour tout M € £, Arthur pose

an,q = Harg(M(Qq)) C am

quel que soit le nombre premier g et
ar, e = @ aM,q,
q
et il définit s : apr ¢ — aps par
s(X) =) X,
q

On fixe un caractere £ : Ag(R)? — C* et on note H(G(R), &) I'espace des fonctions
foo : G(R) — C lisses, Kmax,oo-finies & droite et & gauche, de Ag(R)°-caractere €,
c’est-a-dire telles que foo(ag) = £(a)foo(g), Va € Ag(R)?,Vg € G(R), et & support
compact modulo A¢(R)°.
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Le terme constant foo,p de foo € H(G(R),&) le long d’un parabolique P =
MpNp € P est la fonction foo p : Mp(R) — C définie par

foo,p(m) = 5P(R)(m)1/2/ / foo (K7 'mnk)dndk.
Kinax.R NP(R)

Définition 18.1. — Une fonction foo € H(G(R), &) est dite trés cuspidale si elle est
invariante par Kax,oco-conjugaison et si, pour tout P € P, P C G, on a

foo,p(m) =0, Vi € Mp(R).

Pour tout M € L, on note IIx(M(R),§) C Hiemp(M(R), &) des systémes de re-
présentants des classes d’équivalence de représentations irréductibles de M (R) de
Ag(R)%-caractere &, c’est-a-dire dont la restriction du caractére central & Ag(R)° est
égale a £, qui sont essentiellement de carré intégrable et essentiellement tempérées
respectivement.

Une fonction tres cuspidale foo € H(G(R), &) est automatiquement cuspidale au
sens ou, pour tout P € P, P C G, on a

tr oo (foo,P) = / foo,p(m™ 1O (m)

Ac(R)ON\Mp®R) da

dm
=0

quel que soit Too € Iiemp(Mp(R),E).
Une fonction cuspidale foo € H(G(R),&) est dite stable si de plus sa trace est
supportée par la série discrete, c’est-a-dire si
t oo (foo) = 0
pour tout Too € Iliemp(G(R), &) \ II2(G(R).€), et si

tr 7wl (foo) = tr 7l (foo)

pour tous i, 7, € I2(G(R),£) qui sont dans un méme paquet de Langlands.

Arthur a introduit des distributions
H(G<R)7 g) - (C7 fOO | — CD?[(WOCM Xv foo)v
pour M € L, m € Htemp(AM(]R)O\JV[(]R)) et X € aps. Ces distributions sont tres
compliquées, mais leurs restrictions aux fonctions cuspidales stables peuvent se cal-
culer a l'aide des formules de Harish-Chandra pour les caracteres des séries discréetes.
Plus précisément, pour tout M € L et tout pe € Ix(Ag(R)°\G(R)) définissons le
caractere tronqué G (poo) : M(R) N Greg(R) N G(R)' — C par
G |D%(7)|20,_ () si~ est R-elliptique dans M (R),
P (poo.¥) = .
0 sinon,

On rappelle qu’Arthur note Gyeg(R) 'ouvert des éléments réguliers de G(R), G(R)! =
Ker(Hg,o0 : G(R) — ag) et

D% () = det(1 — Ad(v). gr/3+)
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oll 3, est l’algebre de Lie du centralisateur de v dans Mg.

Proposition 18.2 (Arthur [Ar7]). — Soit foo € H(G(R), &) une fonction cuspidale dont
la trace est supportée par llo(G(R),&). Alors,
D (Moo, X, foo) # 0
seulement si moo € Io(Ap (R)O\M(R)). De plus, si tel est le cas, on a
DYy (Toos X, foo) = Y D (Too, X, 000 ) trooo (foo)

ol 0o parcourt II2(G(R), ) et les expressions
CD%(”OO? X7 UOO)
pour oo € Ma(G(R),E) fizé et M, moo et X variables sont uniqguement déterminées
par les relations de récurrence suivantes :
(i) on a
—&(X) i = —¢&) = ¢~ §(Ha,o0 ()
e 8T oo = O =e : o
DE(Toos X, 0o0) = { e (=€) bl
0 sinon,

ou le caractére & : Ag(R)? — C* est vu comme un élément de (ag)E,
(i) pour tout M € L, M C G, tout v € M(R)! et tout X € ap tels que y'eX
Greg(R), on a

Z ( 1) dim(af) Z q)L poov’YleXL)cD]Cj(poo;XLvaoo) =0
LeLl
MCLCG
0l poo parcourt Mo (Ap(R)*\L(R)), ot pY, est la représentation contragrédiente de
Poo €t 0t on a décomposé X en Xp + XT dans ayr = ar, @ ak,. O
D’apres les formules de Harish-Chandra, une fois fixé un sous-groupe parabolique

P € P(M) et donc une chambre de Weyl ouverte

af ={X € ay | a(X) >0, Va racine de Ay; dans P},

on peut écrire la restriction du caractere tronqué ®§ S (oo, y) & Touvert
(v =7"eX? 7' € M(R)!, X% = Hpoo(7) € af N a§)}
de M(R) N Gyeg(R) N G(R)!, sous la forme d’une combinaison linéaire & support fini
~ G _ e}
(I)%f(poofylex )= Z ¢g(Poo=717A)e AXE),
Ae(a$))s

Bien stir, on peut dans ce qui précede remplacer G par un sous-groupe de Levi L € L
contenant M. On en déduit qu’il existe des constantes

A o) = S D) )
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oll oo parcourt Ilx(G(R), £), telles que

CD]\G/I(W/oo7X7O'oo) = Z Cdg(ﬂ'é)o,A,O'oo)e_A(X)
AE(IJM)E

; +
quel que soit X € a.

Remarque 18.3. — La somme ci-dessus est finie. En effet, pour chaque M € L pour
lequel c’est possible, choisissons un tore maximal R-elliptique Th; de My de telle sorte
que, pour tous M C L dans £, on ait Th = Ay r(Ta NTL) quand cela a un sens.

Soit tpr C mp l'algébre de Lie de Ths contenue dans celle de Mg. Choisissons
un élément z € G(C), qui commute & Tp(C) N Tg(C), tel que xTg(C)z~! =
Tr(C). La conjugaison par z induit un isomorphisme du groupe de Weyl Qg =
Ng(c)(Tc(C))/Ta(C) sur le groupe de Weyl N ¢y (Tar(C))/Tar(C) et I'isomorphisme
(tam)E — (tg)f dual de Ad(x) est équivariant pour les actions naturelles de ces
groupes de Weyl.

A chaque représentation irréductible admissible o de G(R) est attaché un carac-
tere infinitésimal x,._ qui est une orbite dans (tg)¢ sous 'action de 2¢. Pour tout
M € L, on note encore X, C (tar)¢ V'orbite sous Ng(c)(Ta (C))/Tar(C) correspon-
dante.

On a

Tr(R) = Apr(R)°(Tar(R) N Knax,00)
olt Tpr(R) N Kmax,c0 €st un groupe de Lie compact. On a donc une décomposition de
Palgebre de Lie tar = ap @ 39 et par dualité une décomposition (ta)e = (am)E @
(t37%)%. Pour chaque représentation irréductible admissible 7, de Ajs(R)°\M (R), le
caractére infinitésimal x~._ peut étre vu comme une orbite dans (37*)% sous I'action
du groupe de Weyl Q= Ny c)(Tm (C))/Tm(C) € Ng(c)(Tm(C))/Tar (C).
Avec ces notations, on vérifie que Cdg(ﬂ'oo, A, 000) # 0 seulement si

A+ Xr) N Xow #9
dans (ap)& @ (t?\?is)é = (tM)ZE O
On note C°(G(A¢)) 'espace des fonctions f : G(Af) — C localement constantes
et a support compact.

Le terme constant fp de f € C(G(A¢)) le long d'un parabolique P € P est la
fonction fp: Mp(A¢) — C définie par

fp(m) = (5p(A\f)('m,)1/2/ / f(k " Ymnk)dndk.
K Np(Ag)

max,f

Définition 18.4. — Soit C' € R,. Une fonction f € C(G(A¢)) est dite fortement
C-réguliére si, pour tout P € P. P C G, et tout m € Mp(Ay) tels que

fp(m) #0,
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on a
la(Hnt(m))| > C
quel que soit la racine a de Ap; dans G.

Le théoréme suivant se déduit facilement de la formule des traces d’Arthur sous sa
forme non invariante (cf. [Ar3] et [Ar6]).

Théoréme 18.5. — Soient foo € H(G(R), &) une fonction trés cuspidale stable. Alors il
existe une constante C € Ry ne dépendant que du support de fo et ayant la propriété
suivante. Pour toute fonction f € C°(G(At)) qui est fortement C-réguliere, on a

Z IGHQ\G(Q)| 7 7(GY) OF (f f)

Z |'WGI| Z dlSC ) Z G;gg(ﬂ'oo, Trl

MeLl
S A fe) 3D e MO fy (i, X)

PeP(M) Ae(anr) X€an s
s(X)eaf

ot 7y parcourt un systéeme de représentants des classes de G(Q)-conjugaison d’éléments
Q-elliptiques semi-simples dans G(Q), ot m parcourt Iaisc(An (R)°\M(A)) et 7/
parcourt Tla(Apn (R)°\M (R)), et o les notations sont explicitées ci-dessous.

On a fixé arbitrairement une mesure de Haar d g sur G(A) et on a utilisé cette
mesure dans les deux membres de la formule des traces ci-dessus. On a muni les
Apn(R)° des mesures de Haar days induites, via les isomorphismes Hyr 0, par les
mesures de Lebesgue (convenablement normalisées) sur les R-espaces vectoriels ayy.

L’intégrale orbitale

G _ —1
0% (foo f) = /G e DE0)

d Q'y can

est calculée pour la mesure canonique d g, can sur G (A) et
dg,
7(G2) = vol( A (R)° G QNG (), T:c2n)
est le nombre de Tamagawa de la composante neutre du centralisateur de ~.

On a noté W le groupe de Weyl de (M, T).

L’ensemble gisc(Anr(R)°\M(A)) est un systéme de représentants des classes
d’équivalence de représentations irréductibles unitaires de Aps(R)°\M(A) qui inter-
viennent discrétement, avec multiplicité (finie) mi?, (), dans L2(An (R)°M (Q)\ M (A)).

Une représentation standard de Ap;(R)?\M (R) est une induite parabolique (avec
la normalisation unitaire)

IIJ;IM (Too,0)
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a partir d’'une représentation irréductible o x de L(R) pour un sous-groupe de Levi
L e L, L C M :lareprésentation o\ = eMHL.( g est obtenue par torsion d’une
représentation oo, € Iz (Ar(R)?\L(R)) par un caractére non nécessairement unitaire
A € (a¥h)z, et I'induction est effectuée le long d’un sous-groupe parabolique PM de M
qui admet L comme facteur de Levi. Deux telles représentations standard sont dites
équivalentes si elles ont le méme caractére; ce caractére ne dépend pas de PM et on
le note simplement
(_)L,UDC‘)\.

L’ensemble des classes d’équivalence des représentations standard de Aps(R)\ M (R)
dont le caractere infinitésimal est fixé est fini. Le caractere ©,__ de toute représenta-
tion irréductible admissible 7o, de Apr(R)?\M(R) s'écrit de maniére unique comme
une combinaison linéaire a coefficients entiers

O, = Z all (oo, 7o) Omr_
e

ol 7., parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence des représen-
tations standard de Ap/(R)°\M(R) ayant le méme caractére infinitésimal que moo.
Du fait de nos hypotheses de cuspidalité de fo et de régularité de f, dans la for-

M(7oo, ) pour lesquels

mule des traces ci-dessus seuls comptent les coefficients a
TFéO S HQ(A[\{(R)O\]\[(R))

Pour toute représentation irréductible admissible 7y de M (A¢), on note iy (7g) la
représentation virtuelle de G(A¢) associée a la représentation induite Z& () de la
représentation m¢ ® 1n,.(a,) de P(Ag) & G(A¢) (avec la normalisation unitaire) pour
n’importe quel parabolique P dans P(M), de sorte que

tring (me, f) = tI‘Ig(Trf, f)y=trme(fp)
pour toute fonction lisse et & support compact f sur G(A¢). Alors, pour tout X € apysy,
Sy (e, X)) est Uintégrale
far(me. X) = / tring (me o, £)eN) d A

(LY
ol
mea(m) = A M) (), Y e M(Ag),
et ot d X est la mesure de Haar du groupe compact iay, ¢ = [, ia},/ Hom(ans,q, 2miZ)
de volume total 1.

Remarque 18.6. — En pratique, on dispose d'un nombre premier p, d'une fonction
fP € C(G(A¢)) et d’une fonction f, : G(Q,) — C, invariante a gauche et a droite
par le sous-groupe compact maximal hyperspécial Kpaxp, dont la transformée de

P 7\)/ = Z (lyb[U]

veSupp(fy)

Satake s’écrit
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pour un sous-ensemble fini Supp(f,) de X.(T') et des coefficients a,,b € C*, et f est
de la forme fPf, ; ot fp; : G(Qp) — C, elle aussi invariante & gauche et a droite par
Kiax,p, a pour transformée de Satake

f;r}/,j = Z al/bj[j ]

veSupp(fy)

our un entier 7 > 0 que 'on peut choisir aussi grand que ’on veut. On a
p J q p g q

(fp.g)na (mp, Xp) = Z aubil’(twp )j
veSupp(f))
Jjvm log p=—X,
pour toute représentation admissible irréductible non ramifiée 7, de M(Q,) de para-
metre de Langlands t., € T.
Pour tout ensemble fini de nombres premiers S et toute fonction f¥ € C.(G(AF)),
on pose

C(f%) = sup {|a(Hz;(m))[}

L,
ou P parcourt P \ {G}, o parcourt '’ensemble des racines de A, dans G et m
parcourt le support de f3 dans M p(A7).

Deux cas se présentent :

— Soit, pour tout M € L, M C G, toute racine o de Ay dans G et tout v €
Supp(fy), on a a(vy) # 0 ou on rappelle que (-)ar : ar — ap est la projection
canonique, et alors f est fortement C-réguliere des que

C+ C(fP)
infasa,v{la(var)|log p}
ot M parcourt £ ~ {G}, a parcourt l'ensemble des racines de Ay dans G et v
parcourt Supp(f,'). De plus, si tel est le cas, pour tout M € L, tout P € P(M) et
tout A € (ap)¢, on a alors

> e M (g, X) = tring (nF 5, fP) Z e M) (fy e (7, Xp)

XECI]\,[,f XPEuMyr,
s(X)ea; Xpea,*;
o v Ay . .
= trip(mf 5, fP) PAY) g b (L, )
E P
veSupp(f,)
—VMEG;

si mp est non ramifié de parametre de Langlands t,, € f, et on a

Y. e M fa(me X) =0

X€apn ¢
s(X)eak

sinon.
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— Soit il existe M € L, une racine a de Ay dans G et v € Supp(f)) tels
que a(vay) = 0. Dans ce cas, f n’est C-réguliere pour aucun entier j. Cepen-
dant, on peut choisir un nombre premier auxiliaire ¢ # p de telle sorte que
fP = 1k, f?P et remplacer la composante 1k, . de fP en g par une fonction
variable f; € C.(G(Qq)//Kmax,q) aussi générale que 1'on veut. La fonction f, f4? f, ;
est alors fortement C-réguliere dés que d’une part, pour tout M € £, M C G, et
toute racine o de Ay dans G telle que a(vp ar) = 0 pour I'un des v, € Supp(f,),
on a

la(vg,nm)|logq > C + C(f*F), Vv, € Supp(fy),

et que d’autre part

j> sup {C+C<fw>+la<uq,M>|1ogq}
la(vp,ar)|log p

M,vp,o,vq

ot M parcourt £~ {G}, v, parcourt Supp(f,), o parcourt I'ensemble des racines de
Ap dans G telles que a(vp,vr) # 0 et vy parcourt Supp(f(;’). De plus, si tel est le cas,
pour tout M € L, tout P € P(M) et tout A € (apr)g, on a alors

Z e_A(S(X))fM(ﬂ'f,X)

X€an ¢
s(X)Ga}',
: , ) —A(Xy4+X
= trip (R, f97) Z e NXaTXD) £ nr (7qs Xo) () a (Tpy Xp)
Xq€an g, Xp€anm,p
Xq+XpEa,+,
4D g, A j : -
:t”M(Wg,fl\)qu ") Z v’ (UM)aVbJV(tﬂ'p)J Z € A(XQ)fq,M(Wqu)
v€Supp(fy) Xq€anm,q

Xq€jvm log p+ap

si mq et 7, sont non ramifiés et si 7, est de parametre de Langlands t., € T', et on a

S e M fur(my, X) = 0

X€an s

s(X)eah
sinon. O
Exemple 18.7. — Considérons le cas particulier ol G = GL(2) avec son tore maxi-

mal T des matrices diagonales, ol la fonction trés cuspidale fo est (—1) fois un
pseudo-coefficient de la représentation de la série discréte o,(m) de G(R) pour des
entiers n > 1 et m, et ou f € C.(G(At)) se décompose en fPf,; pour la fonction
Ip.; € Co(G(Qp)//G(Zy)) dont la transformée de Satake est donnée par

=2, 0)] + (0, 5))).

Bien entendu on a identifié X, (7)) & Z? de la maniere évidente.
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On suppose que, pour C' € R comme dans le théoreme, la fonction f est fortement
C-réguliere, c’est-a-dire que
- C + C(fP)
logp

ot C(f?) = sup,{|a(H}(t))|} pour ¢ parcourant le support dans T'(A%) du terme
constant f7 et o est la racine simple a(diag(t1,t2)) = t1/t2.

Pour toute représentation 7., de carré intégrable de RX\G(R) et tout (z,x) €
ag Car,on a

. e—2(m+Izh)z o Too = o (152),
Dg(woo,(a:,a:),crn(m)) = { 2

0 sinon,
et, pour tout diag(ey,e2) € T(R)! = {£1} x {£1} et tout (z1,z2) € ar, on a

Z q)%(é';,éo X 52_;07 dia‘g(gh 52))0Dg(£1,00 X 52,007 ("Elv :E2)7 U"(m))
£1,00,82,00

= 0F (0n(152), diag(e1e ™7, eae™ 7 0 ))em (Mt ) (@i ta2)

ol §1,00 et &2, 0o parcourent les caractéres de RI\RX tels que &1,0082,00 = sgn™ L.
Or, on a évidemment

T/e— — . — _
(I>T(§1,éo X 52,éoadlag(5la52)) = 51,20(51)524;(52)
et la formule bien connue du caractére de la série discréte o, (152) sur T(R) se récrit

OF (on(152), diag(eret,e2e7t)) =

2" le It sig) = gy,
0 sinon.

Par suite, on a

n—1

°DF (€1,00 X €2,00, (T1,T2), 0n(m)) = e~ (MF 7 N@rtea) = gGlmr ol

et donc
A% (€1,00 X €200, (M — 3,m+n— 1), 0,(m)) = 1

et
Cd—g—(&,oo X €2,00, (M +n — %,m — %),O’n(m)) =1,

pour chacun des deux couples (&1 oo, £2,00) de caracteres de Ry \R* tels que &1, 002,00 =
sgn™~! ot B et B sont les sous-groupes de Borel des matrices triangulaires supérieures

et inférieures respectivement.
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Le second membre de la formule des traces figurant dans le théoreme est donc ici
égal a

=" e (S (2 (1) + za(mp))
+0n1 Y tr(x o det)?(f7)p! 2 x,(p) (p~3/% + p/?)

X

1 . .

— 5 D wir( (m — ) x & ((m+n — §), [P)p 62 ()
&1,82

2 Y i@ (0~ ) x & (m — 1), P ()
€1,62
ou 7 parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence de représentations
automorphes cuspidales irréductibles de G(A) dont la composante archimédienne est
on(m) et dont la composante 7, en p est non ramifiée et de parametre de Langlands
{z1(7p), z2(7p)}, OU bp,1 = 1 sin =1 et dp,1 = O sinon, ot la deuxiéme somme, qui
n’intervient que si n = 1, porte sur les caracteres x de Q*\A* dont la composante
archimédienne est a — a™ et qui sont non ramifiés en p, et ou &;,&> parcourent les
caractéres de RYQ*\A™ tels que &1,00€2,00 = sgn™ ! et qui sont non ramifiés en p.
Comme

trir (&) ((m +n —3) x & (m — 3), fP) = trig(&l (m — §) x & ((m +n - 3), fP)

les deux dernieres sommes de l'expression ci-dessus sont égales. On peut récrire notre
expression sous la forme

= teaP ()2 (2 (mp) + 22(mp)7)
+0na > tr(x o det)?(f7)x,(p)? (1 + p7)

X

= > twir(x e x x5 4 X2, (p)

X1,X2

ol 7 parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence de représentations
automorphes cuspidales irréductibles de G(A) dont la composante archimédienne est
on(m) et dont la composante 7, en p est non ramifiée et de parametre de Langlands
{z1(7p), 2z2(7p) }, ot la deuxieme somme, qui n’intervient que si n = 1, porte toujours
sur les caracteres x de Q*\A* dont la composante archimédienne est a — a™ et qui
sont non ramifiés en p, et olt 1, Y2 parcourent maintenant les caracteres de Q”\A*
tels que x1,00(a) = a™ et x2.00(a) = pour tout a € R} et X1,00X2,00(a) =
a?m =1 pour tout a € R*, et qui sont non ramifiés en p.

m+n—1

Pour éviter les demi-entiers, et donc des problemes de rationalité, on préféré utiliser
dans cette derniere expression l'induite non normalisée

7 (€7 s(m) x & ((m +n = 1)) = ir(&] ((m — 3) x & ((m +n — 3)). [
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19. Application & GSp(4)

Nous allons appliquer les résultats de la section précédente & (G = GSp(4), )
d’une part et (H, ff) d’autre part.
Commengons par expliciter les R-espaces vectoriels ar et ag. On identifie ar a

{X = (z1,22,23,24) € R* | 21 + 24 = 73 + x3}
de telle sorte que X € Z* C R* corresponde au co-caractére u — (u®, u®? u%3, u*)
de T. On a donc

agz{XGaTM‘l + x4 =22+ 23 =0}
que 'on identifie & R? par X = (z1, 22, —T2, —21) — (21, T2), et
aG:{XEaT]xl :x2:x3=x4}.
que l'on identifie & R par X = (z,z,z,z) — 2z. En résumé, on a
ar =ag©af =R@R?

ol (5 +xy, P + 2, 5 — 22, P — 1) correspond & xo @ (z1,x2).
Dualement, on a l'identification évidente de a} a

{X* = (2,23, 25,23) € R1}/{(a", —2", =", 2") | 2" € R}
et 'identification de a}. a
{AZ/\o@()\l,/\g) € R@Rz}

qui prolonge celle de X*(7T") considérée précédemment. Ces deux identifications sont
reliées par les relations A\g = 27 + 25 + 23 + 23, Ay = 2] —zj et \g =25 —25. On a

(af) = {A€a} | X =0}
que 'on identifie & R? par A — (A1, A2), et
ai, ={A€ap | A =X =0}
que l'on identifie & R par A — Ag. En résumé, on a
ap = ag; @ (af)" =R @ R?
et 'accouplement de dualité entre a} et ar est donné par

Aox
(Ao & (M5 A2), 20 @ (w1, 22)) = 02 O+ Mt + Ao

On identifie ag au quotient

{Y = (yllv ygv 7/27y/21) € R4}/{(y>yv —-Y, _y) | Yy € R}
de maniere évidente, et & ar en envoyant la classe de Y = (v}, v%, v5,v5) sur X =
Y1, Y1:Y2: Y2
YL+ ys Y+ yss Y+ syt +ys), clest-a-dire
Y1 2: Y1 25 Y1 2:Y1 T Y2
yi—yl +ys— s yi— Y — v +yé’>
2 ’ 2 '

X=(yi+yi/+y’2+yé’)®<
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Dualement, on identifie

/1% /1% / 1% 1%

ay ={V" = (" vl w5 ws™) ERY Lt +ui” =ui + 57}
& aj. en envoyant la classe de X* = (z7, x5, 23, x}) sur
Y = (@] + w3, 3 + 2, 21 + 23,05 + 73),
et donc A = Ao @ (A1, A2) sur

Y*z(/\0+>\1+)\2 Ao — A1 — A2 Ao+ AL — A )\0—/\1+/\2>
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 '
Explicitons maintenant les ensembles de sous-groupes de Levi £ pour G et H. On
a LG = {G, My, M|, M2, M}, T} on

My = M, = {(A 0 ) | aeaL), re GL(l)} ~ GL(2) x GL(1),

0 AA*
x 0 x0
M| = $0,My57) = 2 E 2 E ,
0 x 0 x
nw0 0
My = M, = 0A 0 u € GL(1), A e GL(2) ; 2 GL(1) x GL(2)
0 0 det(4)
m
et
x 0 0 x
. . 0x00
Mg =50, M253 =4 | 0 g« o
x 0 0 x
(On a posé A* = S*A71S et, pour chaque w € WY, 1w € Ko N G(Z) est la matrice

de permutation représentant w.)
Pour le sous-groupe de Levi M, on a

an, = {xo @ (z1,72) € ar | 21 = 22}
et la projection ar — ap, envoie zo @ (w1, x2) sur zo @ (B2, 21F22) De méme,
on a

ar, = { Ao @ (A1, A2) € aF | A1 = Ao}
et la projection aj. — aj, envoie A\g@ (A1, A2) sur Ao® (AatA2 A‘l;—’\L) L’identification
M; =2 GL(2) x GL(1) induit les isomorphismes

an, AN aGgL(2) @ acL(), Lo @ (z,2) — (2z + 20) ® o,

et
* ~ * * , )\0 - 2/\
i, — 8GL2) @ 0GLa)y Ao D (A A) = AD 5
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Pour le sous-groupe de Levi M3, on a
ap, = {zo ® (x1,22) € ar | z2 = 0}
et la projection ar — ayy, envoie xg B (z1,x2) sur o & (1,0). De méme, on a
ar, = {Ao ® (A1, A2) € ap | A2 = 0}
et la projection a} — aj,, envoie Ao @ (A1, A2) sur Ao @ (A1, 0). L'identification My =
GL(1) x GL(2) induit les isomorphismes
am, — acr() ® agL(2), To ® (z,0) — (z + $2—0) ® o,

et
Ao — A
5

a}(\/fz — aE}L(l) @ aaL(z)’ Ao D ()‘70) — A @
Ona Lf ={H, Ly, Ly, S} avec
Ly = Ly, = GL(D\[GL(2) x S|
et
Compte tenu de 'identification de ag & ar définie plus haut, on a
ar, = {(yi +yl st ys) @ <y1~y;’42—y;—y;" yi_y;l;yéﬂjﬁ) [y = yi’} =ay; Car

et

/ " ’ 1" ’ 7" 7 1"
. ’ " / " Yi—¥ tY—Ys Y1—Y) —Yot¥ys r__ .l
C‘Lz—{(yl+y1+312+yz)€9( o) ) 5 | ya = yg ¢ = anr, C ar,
* ok * %
et donc dualement a7 = apy et ap, = ajy, -

Lemme 19.1 (Labesse). — On peut choisir les fonctions cuspidales stables f$ et fI
de telle sorte qu’elles soient aussi trés cuspidales. O

On fixe maintenant un nombre premier ¢ # p qui est & la fois bon pour K (V) (g ne
divise pas V) et pour f? (fP = 1k, f??), et on remplace fP par

P = fuge

ou f, est une fonction auxiliaire dans 'algebre de Hecke C.(G(Qq)// K4) pour l'instant
arbitraire. Bien entendu, cela nous conduit a remplacer AP par

P = b7 (fy)ho?

ou h?P est un transfert ordinaire de f?P pour le facteur de transfert [], £00,q,p A,

convenablement normalisé et ou

b . Cc(G(Qq)//Kq) — Cc(H(Qq)//Kf)

est "homomorphisme de C-algebres induit par I’isomorphisme j : S — T.
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Hypotheése 19.2 (Lemme fondamental). — Pour tout élément semi-simple et (G, H)-
régulier vy € H(Q,), on a

SO’I}:IH (bH(fq)) = Z Ag(vm,7)eq(Gy) O»Cy:(fq)

ol «y parcourt les classes de G(Qq)-conjugaison des éléments semi-simples de G(Qq)
qui proviennent de v .

Théoréme 19.3. — Les fonctions trés cuspidales stables fS et fH, les nombres pre-
miers q # p et les fonctions fTP et h®P étant fizées, il existe une constante D € Ry
telle que, pour toute fonction fq € Co(G(Qq)//Ky) et tout entier j > 0 qui vérifient

la(p)logq > D, Ya € {£ay, +(a1 + a2)}, Vu € Supp(fy),

et
D 1
j> Mg_q Va € R, Ve Supp(f)),
logp
on ait les formules des traces suivantes :

(a) la formule des traces
Te(J9) = JEF) + 575, (F9) + 35, (F) + 378 (F9)

pour la fonction fG = fgquq'pbf(apj), dans laquelle le terme correspondant a M €
LE s’écrit

JAC/:[(}TG) = Z””disc Zaoo(ﬂ-OO7 oo)

Z Z ch A foo)tI‘ZM(T(mp fq»P)

PeP(M) A€(anm)p

~ Z pj(A(VM)‘F%)V(tﬂ_p)j Z e_A(Xq)fq,M(wq,Xq)

veWG .y Xg€am, q
Xq€jvm logp+a}t

ot 7 parcourt le sous-ensemble de Taise(Apr(R)P\M(A)) formé des représentations
non ramifiées en q et p, de paramétre de Langlands t., € T en p, et ot Ty parcourt
I (A (R)*\M (R)) ;

(b) la formule des traces

T.(F7) = JEG™) + SIE (F7) + LTE (F7) + 75 (f7)
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pour la fonction fH = TEOH (f)hPbH (@;), dans laquelle le terme correspondant
L e £H sécrit

TE) =" mbie(0) >~ ak(poos pl)
P P

X > > B (P M, FE) trin (pfy, )
QeP(L)Me(ar)s
(M(py )+ 2 i _
<3 e MDDy, )0 ST MO (£ (p,, V)
v quaL,q
Y,EjvL logp+a5

ou p parcourt les représentations dans Taisc(AL(R)°\L(A)) qui sont non rami-
fiées en q et p, de paramétre de Langlands t,, € T en p, ou pl, parcourt
I2(AL(R)°\L(R)), ot v parcourt le sous-ensemble de X.(S) formé des quatre
co-caractéres vi(u) = (diag(u, 1), I2), vi(u) = (diag(1,u), I), vh(u) = (I2,diag(u, 1))
et v (u) = (I, diag(1,u)) modulo GL(1), et ot e(vy) = e(v)) =1 et (V) = e(vy)
—1.

O

Comme f& est K-invariante par conjugaison, on vérifie que
T (F€) =I5, (F9)
et
T (F9) = T3, (7
c’est ce qui nous a permis de remplacer L& par {G, M; ,;/\/IQ,T} dans la somme sur
les M du coté spectral de la formule des traces pour (G, f).

20. Les termes principaux

On rappelle qu’on a fixé un poids dominant p = po ® (u1, p2) € X*(T)* et que
1
foGo = _E(fwxv + fw‘lll)

ou 7TXV et 7r}f sont a isomorphisme pres les deux seules représentations essentiellement
de carré intégrable de G(R) ayant le méme caractére central et le méme caractére
infinitésimal que la représentation de dimension finie V,,.

Pour toute représentation irréductible admissible 7o, de G(R) considérons sa
(gr, K7 )-cohomologie & coefficients dans V,,

H*(g]R» Kéov Too & Vy,v)v
munie de sa bi-graduation de Hodge naturelle

H (g8, Klimoe @ VY) = @) HP(gz, Klyimoe @ VY),
ptq=n
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et la caractéristique d’Euler-Poincaré correspondante

X(0k, Kloi oo ® V) = Y (—1)" dime H" (gr, Kbo; Too ® V,Y').

Lemme 20.1. — La fonction focc': est une fonction d’Euler-Poincaré pour V,, c’est-d-
dire vérifie la relation

1
b1 oo (F2) = X (00, Kl Too @ V)
pour toute représentation admissible irréductible 7o, de G(R), ot

4= [{m), m,}| x |mo(GSp(4,R)/R¥)|. U

wo

D’aprés Vogan et Zuckerman, la liste complete des 7o (& isomorphisme pres)
ayant de la (ggr, K/, )-cohomologie non triviale & coefficients dans V), et des espaces
HP(gg, K[,; Too ® V') non nuls correspondants est la suivante :

W H
T et T, avec

H2'1(9R,Kéo;7rxv QV,)) = Hl'Q(QR,Kéo;TrLN oV )=C
et
H*(gr, Kg;my @ V') = H* (g, Kiosmy ® V) 2 C;
~ sl = po ® (p1, p2 = 0), une représentation 7rL1L pour laquelle
H*(gr, Kigym, ® V,)) = H(gr, K;m, ® V) = C
= H* (gr, Kloim, @ V) = H (gr, Kl m, @ V') = C;

2,+

~si p = po & (1, p2 = p1), deux représentations 7

sgnoc: GSp(4,R) — R* — {£1}, pour lesquelles on a

et 757 = (sgnoc)r>t, on

H" (gg, Kl i m2E @ V)Y) = H¥3(gg, K ;m2% @ V) = C;
— sip = po® (u1 =0, up = 0), les représentations ¢} = cto/? et c, = (sgn oc)cHo/?
pour lesquelles on a
H*(gr, K. ;¢ @ V) = H>® (g, Kl ¢ ® V) = C

= H'gr, Klo;cf @ V)Y) = H*?(gr, K5 @ V,)) = C.

Proposition 20.2. — Posons
Maisc(G(A), pt0) = {mpe = eV | 7 € Maisc(Ac (R)*\G(A))}
et
M (o) = Msc(7)

pour chaque 7 € Haisc(Ac(R)°\G(A)).
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Le terme principal J& ( fG) du coté spectral de la formule des traces pour (G, fG)
est égal a

- Z Mae (1) tr7f ()% (21(mp)? + 22(mp) + 23(mp) + za(mp)?)

W H
wwEﬂ-” oo

+ Z Mise(T) tr 7?(fp)1’3j/2(zl (mp)? + 22(mp)? + 23(mp)” + 2a(7p)7)

1
Moo Eﬂ'ﬂ

+ % Z deisc(Tr) tr 7Tf(fp)p?’j/z(Zl (“p)j + 22(7rp)j + 23(7"p)j + Z4(”p)j)

T
ﬂmgwi‘i

> mGee(m) traf ()2 (21 (mp) + 2a(mp) + 23(mp) + 2a(mp)?)
wnch%

F

ot 7 parcourt le sous-ensemble de Igisc(G(A), o) formé des représentations non ra-
mifiées en p et ot tr, = diag(z1(mp), 22(7p), 23(7p), 24(7p)) € T est le paramétre de
Langlands de mp.

Dans lexpression ci-dessus, la seconde somme n’intervient que si us = 0, la troi-
sieme n’intervient que si p1 = po et la derniére n’intervient que si p1 = p2 = 0.

Bien siir, la derniére somme dans I'expression ci-dessus peut se récrire

Ztr (x 0 (I 2xp(p) (p~ % +p 7312 4 p/2 4 p?1/?)

ou x parcourt les caractéres de Hecke de Q*\A* qui sont non ramifiés en p et de
composante archimédienne a — a*°/2 ou a — sgn(a)a*°/? (ce qui a un sens car on a
wo =0 (mod 2) dés que p1 = po = 0).

Démonstration. — Comme °dS(mo0, A, f£) = 0 pour A # pg € C = (ag)E, le terme
principal JG ( fG) du c6té spectral de la formule des traces pour G est égal a

Z mdlsc(ﬂ-) ( Z Ao (71-00? dG(ﬂ-OOa Ho, fc)) tr T"{P,HO (fp) Z pj(uouc+3)/2l/(t”p )j
veW& .y,

olt  parcourt le sous-ensemble de ITgisc (A (R)°\G(A)) formé des représentations non
ramifiées en p.
Maintenant, par définition des constantes a$ (7eo, 7., ), I'expression

Za 7r007 dG( oov.u’Oa oo)

n’est autre la trace
G
tr WOO,#O (foo)

puisque f$ est cuspidale stable, et on vérifie que vg = 1 quel que soit v € W - 1,
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Par conséquent, on a encore

G(7C G 7 j j
JGEU) =Y me(m) rre (FE) raf (7)) D2 972 u(ts, )’
K VEWG'I/h
ou 7 parcourt le sous-ensemble de Ilgisc(G(A), po) formé des représentations non
ramifiées en p, d’ou la conclusion compte tenu du lemme 20.1. O

On vérifie de méme que :

Proposition 20.3. - Le terme principal JH(fH) du cété spectral de la formule des
traces pour (H, f) est égal a

- w (P'f,f ® ph () (h? + kP 0 )p* 2 (2 (prp) + 2" (p1p)! — 2 (p2,p) — Z”(pz,p)j)
P1,P2

+ 30t (07 ® (xz 0 de)?) (WP + WP 0 )™ 2(2 (1) + 2 (pr,p)!
P1,X2

— Xz (p) (P72 4 /%))
ou, dans la premiére somme, p1 et ps parcourent un systéme de représentants des

classes d’isomorphie de représentations automorphes cuspidales irréductibles de
GL(2,A) qui sont non ramifies en p et de composantes archimédiennes

(W_‘&Eﬂ—_?) et P2o0 = Oy ppt1 (,uo_—uu_z) ,

~J
Pl,o00 = Opy+pa+3 2

ou la seconde somme n’intervient que dans la cas ot pu1 = ps et porte sur les p;
comme ci-dessus et sur les caractéres x2 : Q*\A* — C qui sont non ramifiés en p et
de composante archimédienne a — at°/?, ot (2'(p1p), 2" (p1p)) et (2'(p2p), 2" (P2.p))
sont les paramétres de Langlands de p1, et pap respectivement et ou enfin v : H — H
est Uinvolution qui échange les deur facteurs GL(2). O

21. Formules pour les caractéres tronqués

Pour calculer les caracteéres tronqués qui interviennent dans les formules de récur-
rence pour les constantes °dG (., A, fx) de la formule des traces d’Arthur, on peut
utiliser les formules de Harish-Chandra pour le caractére d’une représentation de la
série discrete d’un groupe réductif réel sur un tore maximal arbitraire. Malheureu-
sement, ces formules font & leur tour intervenir des constantes qui sont difficiles a
expliciter.

On peut aussi utiliser le fait que le caractére ©, _ de toute représentation ir-
réductible admissible 7o, de Aar(R)°\M (R) s’écrit de maniére unique comme une
combinaison linéaire a coeflicients entiers

M /
Or, = 5 aoo(ﬂoo,ﬂ'oo)e)wlx
Tho
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ol 7. parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence des représen-
tations standard de Apr(R)%\ M (R) ayant le méme caractere infinitésimal que 7o..

Une troisieme possibilité est d’utiliser une formule de Goresky, Kottwitz et Mac-
Pherson ([3], [4]) que nous allons rappeler maintenant.

Reprenons provisoirement les hypotheses et les notations générales de la section 18.
En particulier, on a un groupe réductif connexe G sur QQ, muni d’un tore maximal T’
déployé sur Q, et on suppose que Ggr admet un tore maximal elliptique sur R.

On fixe un sous-groupe de Borel B sur Q contenant 7' et on note U son radical
unipotent. On note p la demi-somme des racines de T" dans U. On note W le groupe de
Weyl du couple (G, T). Pour chaque sous-groupe de Levi M € £, on note WM c W
le groupe de Weyl du couple (M, T).

Pour chaque M € L et chaque u € X*(T') qui est dominant relativement & B N M,
on note V.M la représentation algébrique irréductible (de dimension finie) de M de
plus haut poids p relativement & B N M. Pour chaque p € X*(T') qui est dominant
relativement & B, on note p¥ € X*(T) le plus haut poids relativement & B de la
représentation contragrédiente (VMG)V de VMG.

Fixons p € X*(T') dominant relativement & B. Pour tous M € L et P= MNp €
P(M), on peut former la cohomologie

H*(np, V)

de l'algebre de Lie np de Np a valeurs dans VHGV. Cette cohomologie est bornée, de
dimension finie et munie d’une action naturelle de M. Pour chaque A € X*(Ays), on
a un espace poids
H*(np, V&) C H*(np, V)

pour l'action de Ap; C M et la cohomologie est la somme directe de ces espaces poids.

Fixons v € aj; = R® X*(Ar) dont la restriction & Ag coincide avec celle du carac-
tere central de va, c’est-a-dire avec —§ ou £ = u|Ag, et définissons la cohomologie
tronquée

H*(np,V#Ci);l, = @ H*(nPaVHGV)A
AEXT(AM)INX)Zvm (X)), VXEa)

ol vy € ay, la restriction de v & Ajpy. Clest une représentation algébrique graduée de
M et on notera simplement H iv" p la représentation algébrique virtuelle correspon-

dante.
Le théoreme de Kostant dit que

* Gy M
H(np, Vi) = @ Vi(uy +0)-p
we[WM\W]

o [WM\W] C W est le systéme des représentants de Kostant des classes dans
WM\W, c'est-d-dire le systeme des éléments qui sont de longueur £(w) (relative-
ment & B) minimale dans leur classe, et ol la graduation est donnée par la longueur
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de ces représentants. (Bien sir, w(uY + p) — p est dominant relativement & B N M
pour chaque représentant de Kostant w.) On a donc

>vo ¢ M
H}LVV,P = Z (-1 (w)Vw(uV+p)—p'
we[WM\W]
w(p +p)ar (X)Z(v+p) M (X), VX €af
Soit (H EVV, p)V la représentation algébrique virtuelle contragrédiente de H fv", p- On
peut voir (H i\," p)Y comme une représentation virtuelle de M(R) et former 'induite

virtuelle ordinaire
G(R) v \V
Indp(R)((Hu/v,P) ),
ou ce qui revient au méme l'induite virtuelle normalisée (pour la normalisation uni-
taire)

Gs—1/2 >
18 (65" @ (HZY p)Y),
et la représentation virtuelle

dim(a$, G(R >v
> ()R nd T (Y p))
PeP

de G(R). On note @5" la distribution caractére de cette représentation virtuelle. On
sait que la restriction & l'ouvert Gee (R) de G(R) de cette distribution est une fonction
analytique réelle.

Soit maintenant II, le paquet de Langlands de représentations de la série discrete
de G(R) ayant les mémes caracteres central et infinitésimal que Vf. On pose

oL = (1)1 3" o,
mwell,

ot ¢(G) est la moitié de la dimension réelle de Ag(R)°\G(R)/Kmax,co- Harish-
Chandra a montré que la restriction & 'ouvert Grcg(R) de G(R) de cette distribution
est aussi une fonction analytique réelle.

Théoréeme 21.1 (Goresky, Kottwitz et MacPherson). — Pour
Um=—-€—p€Eap
on a l’égalité de fonctions analytiques réelles
L _ 92Vm
0, =03"
sur Greg(R). (]

Ce théoreme permet de calculer explicitement @}1. En effet :

— Soient o une représentation admissible de M (R) et 7 = Z§ (o) la représentation
induite. La fonction O : Greg(R) — C est supportée sur les éléments qui sont conju-
gués & un élément de M (R) et, pour tout tore maximal Thp; de Mg, la restriction de
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cette fonction a Th(R) N Greg(R) est donnée par

Ox(tc) = > O (watoug )

G —1
WIREQM(IR)\QG(]R) IDM (thGwR )|

ot Qgmr) = Now) (Tm(R))/Tu(R) est le groupe de Weyl de (Gr,Tar) et Qppwy =
NM(]R) (TM(R))/TM (R) est celui de (M]R, TM)

— Pour tout tore maximal T dans Ggr (non nécessairement elliptique) et tout
g € G(C) tel que gTg(C)g~! = T(C), on a

tr(’Ya VMG) = Z %7 V'Y S TG(R) M Greg(R)7

ot w parcourt Qg = Ngc)(Te(C))/Tc(C), xulte) = wlgtag™) et Dltc) =
[ocr+ (1 — @ *(gtcg™)) est le dénominateur de Weyl. (Bien entendu, R* est
Pensemble des racines de 1" dans U.)

22. Calcul des constantes “d(ml,, A, fS) et “df (pl,, M, fH)
On rappelle qu’on a fixé
p=po ® (1, 42) € X*(T)* CROR® = a; @ (af)" = a}
et que

foGo = _(fﬂx" +f7rff)'

Théoréme 22.1. — Soient M = My, My ou T, 7', € Ta(Ap(R)O\M(R)) et X =
xo B (z1,72) € ag ®af; Cag ®af = R P R2.

(i) i M = M; = GL(2) x GL(1), X = z0 ® (z,z) et 7y = 0o X sgn® dans
Ty (A, (R)O\M;(R)), identifié a Tp(R*\ GL(2,R)) x T2(RX\RX), on a

. kozo _ 3 . -
1 e 77~ (mtnatd)ia| 81 Too = Opy—ppt1 (uz_zﬂ%
cnG ! G
Dyt (Mo X, for) = =
M3 Toor 2 Joo 2 —BOZ0 (1 pp 1) |2 . patpa+2
— 2 H1—p2 81 Oco = Opy+ps+3 (_ 5 )

(i) i M = M, = GL(1) x GL(2), X = zo @ (x,0) et 7', = sgn® xos dans
I3 (Apg, (R)O\M(R)), identifié a I (RY\R*) x IIo(RX\ GL(2,R)), on a

e~ 5 —(n1+2)l| sia+pe =po (mod 2)

] — K2
DG, (nles X, £9) = e 51 0% = Tu 1 (=),
e —£00 (45 +1) 2]

—e sta+p +1=pp (mod2)

et 8t Ooo = Opy+2 (—%ﬂ)
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(i) $i M = T = GL(1) x GL(1) x GL(1), X = z¢ ® (z1,22) et T =
sgn® x sgn® x sgn® dans Il>(Ar(R)°\T'(R)) identifié a IIo(RY\R*) x IIo(RY\R*) x
M (RE\RX), on a

cDg(ﬂéo’X’ foCi) — %[ — 2070 —(py+2) |y [~ (p2+1)|z2| + e—ﬁp%l—(#2+1)|11|—(#1+2)|I2f]
+ 1[ EOE0 4 (po+ 1) (Jz1 |+ ]22)) — 5 (1 +u2+3) (|21 —z2 |+ |z 1 +22])
2

+ e~ M —(n ) (@l lzal)+ (e 1) (2 —aalHar )]

si a1 + az = pp (mod 2).
(iv) Dans tous les autres cas, on a

DSy (rle. X, £3) =
On a bien siir des résultats semblables & (i) et (ii) pour M = M/ et M = M.

Démonstration. — Le caractére central (resp. infinitésimal) commun & 7% et wil est
celui de V,,, c’est-a-dire ¢ — t“0 (resp. la W%-orbite de o & (1 + 2, u2 + 1) dans
ay = a @ (a$)* puisque la demi-somme des racines positives relativement au sous-
groupe de Borel B des matrices triangulaires supérieures dans G est 0 & (2,1)).

Pour tout entier n > 1, le caractére central (resp. infinitésimal) de la représentation
autoduale 0, (152) de la série discréte de R\ GL(2,R) est égal &t — sgn(t)"~! (resp.
{£(2,-2)}) puisque celui de Sym™ ' (C?) est ¢t — t"~! (resp. {(n—1,0),(0,n—1)})
et que la demi-somme des racines positives est égale & (3, — ).

On en déduit que les fonctions X + °D§; (7, X, f$) sont des combinaisons li-
néaires des exponentielles qui figurent dans les formules ci-dessus. On rappelle que

SR (e, A fS) # 0

seulement si la restriction du caractére central de m/, 5 coincide avec le caractere
central commun & mY% et T et si (A + Xz, ) NV Xrw = (A + Xar_ ) N Xan # & avec les
notations de la section 18.

Il reste donc a calculer les coefficients qui interviennent dans ces combinaisons
linéaires. Pour cela on utilise les relations de récurrence de la section 18 et les résultats
de la section précédente. Par exemple, pour M € {M;, Mz}, on a la relation de
récurrence

_ el €]
D O (W) DG (rle, X, [L) = e E @G (M), v e ) + @ ()Y v e )]
ol 7/, parcourt un sous-ensemble fini de IIz(An (R)?\M (R)), et les résultats de la

section précédente permettent de calculer QJGV[((WZV)V,'yleXG) + @g,((ﬂg)v,vlexc).
O

On montre de méme :
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Théoréme 22.2. — Soient L = Ly, Ly ou S, pl, € Ia(AL(R)\L(R)) et Y = yo @
(y1,92) Eag ®al Cag @af =R R2.

(i) Si L =Ly = GL(1)\[GL(2) x Sa], Y = 40 ® (¥, —¥), Pl = oo X 5g0%2 X sgn?
dans Mz(Ar, (R)°\L1(R)) C Ix(RX\ GL(2,R)) x IMa(RY\R*) x I (RX\R>), le ca-

ractére central de o, est égal a sgn*° et ah + af = po (mod 2), on a

o= B —(patp2+3)|yl o]

§1 Ooo = Tps—pa+1 ( 2

DI, (0o, Y, f2) =
Ll(poo foo) — e B — (1 —p2+ D)yl

81 Oco = Opytps+3 (_&i‘%ﬁ)

(i) $i L = Ly = GL(1)\[S2 x GL(2)], Y = 50 & (y,4), p\y = sgn% X sgn Xoee
dans TI3(Ap, (R)°\L2(R)) C I (RY\R*) x I (RX\R*) xIIo (R \ GL(2,R)), a} +a} =
o (mod 2) et le caractére central de oo est €gal a sgn*°, on a

_MQ2I§!-(N1+[42+3)lyl M) ,

—e Oco = Opy—pot1 ( 5

e~ B0 —(p1—p2+1)]y| M22H_+2) )

Oco = Opy+pa+3 (-
(iii) Si L =S = GL(1)\[S2 x S2], Y = 4o & (y1,¥y2),
Pro = sgna/1 X sgn“/{ X sgnal2 X sgn“g
dans I3(As(R)°\S(R)) C o (RX\R*)?* et af + af = ab + a¥ = po (mod 2), on a

: 0RO 1y —1 -
DH (LY, fH) = e 75— 2l —petDlyityzl— 3 (mtua+3)ly1 —vz|

e-&;g—%(M1+u2+3)iyl+y2l—%(m—u2+1)|yx—yzl.
(iv) Dans tous les autres cas, on a

D (., Y, f2) = 0. D
Maintenant, on vérifie que :

Lemme 22.3. — Soient M € L pour G = GSp(4) et T une représentation irréduc-
tible unitaire de Apnr(R)°\M (R).
St M = M; = GL(2) x GL(1), on a

1 st Woo%on(l_T") X sgn®,
all (Moo, 00 (152) x sgn®) = { —1 sin =1 et moo = (sgnodet)’ x sgn,
0 sinon,
quels que soient l'entier n > 1 et a,b € Z/27Z.
St M = My = GL(1) x GL(2), on a
1 §1 Too =2 5gN* X0 (152),
a2 (7, sgn® xon(352) =4 —1 sin=1 et To = sgn® x(sgnodet)?,

0 sinon,

quels que soient l’entier n > 1 et a,b € Z/27.
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SiM =T =GL(1) x GL(1) x GL(1), on a

1 80 Moo = sgn? x sgn®? x sgn®,

al (oo, 580" x 5gn?2 x sgn®) = ]
0 sinon,

quels que soient a1, as,b € Z/2Z. O

De méme, on a :

Lemme 22.4. — Soient L € LH ou H est le groupe endoscopique de GSp(4), et poo
une représentation irréductible unitaire de Arp(R)°\L(R).
Si L = L; 2 GL(1)\[GL(2) x S3], on a

_ ’ 7"
agol (poo» Un(l_g—n) X sgn?z X SgnGQ)
. — ! "
1 8ipoo = on(152) x sgn® x sgn®2,
. ’ "
=4 -1 sin=1 et poo = (sgnodet)® x sgn x sgnz,
0 sinon,

quels que soient l'entier n > 1 et a1,ah,ay,b € Z/27.
Si L = Lo =2 GL(1)\[S2 x GL(2)], on a

L a} a 1-n
a2 (Poo,sgn?t X sgnt xop(=5%))
. ’ " _
1 80 poc = 5gn™ X sgn™ Xop,(152),
. ’ 1"
=4 -1 sin=1 et po = sgn® x sgn® X (sgnodet)*2,

0 stnon,

quels que soient l’entier n > 1 et o}, a¥,a2,b € Z/2Z.
Si L =52 GL(1)\[S2 x S2], on a

’ " ! 1"
a3 (poo,sgn® X sgn® x sgn®? x sgn®?)

., ~ ’ 1" ’ "

1 80 poo = sgn® x sgn® x sgn x sgnz,
0 sinon,

quels que soient ay,a’,ah, al € Z/27. O

On peut donc expliciter un peu plus les expressions JAG/I(fG) et Jf(fH) de la
section 19.

Théoréeme 22.5

(i) L’expression J§ (f¢) se décompose en les trois sommes suivantes :
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— la somme
> [triMl (oP(Brtiatdy o yP(to=im—pa=3) Fp)
o, X

SHQ M1 —po ;
xp 2 xp(p)

1 o
+§<qu’M1(Uq X Xg» Xq)q e (/"1+M2+3)Iz|)
X‘?
X triM1 (ag?P(Hl_"FM) X Xq’p(l“’—_lﬂ%-‘ﬂ)’fp)

x P8 (2 (o) + 2 (o) )xp (D)

ou o parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence de repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante
a linfini 0o est isomorphe a op, ., +1(F25EY) et qui sont non ramifiées en q
et p, ot x parcourt les caractéres de RYQ*\A™ qui sont non ramifiés en q et p,
et ou Xq =z0 @ (z,z) avec xg € Z et x € %Z,

— dans le cas ot puy = po seulement, la somme

=D [trinn (€ o det)P (124222)  y(Uomiua=3), fi)
&.x

x p? T o ()

1 — #0To _ T
3 (20 faans (€ 0 det)y x xg, Xg)g~ 54~ tratlal)
Xq
% tr 7:M1 ((€ ° det)%?(g1+2g2+3) x X;”’(EO“EIJE?_S), fp)

< P g (Y (72 + 1) (p) |

ou & et x parcourent les caractéres de RYQ*\A> qui sont non ramifiés en q et
p, et ou Xg =20 ® (z,x) avec xg € Z et x € ;Z,

— la somme
_Z [triMl (Uf(m_—ém_Jr) % Xf(.uo_—ﬁﬁuz_—) fp)
g, X

ug—#1+#2+2 :
X p] Xp(p)?

QT (),
+§<qu,M1 (0g X Xq, Xq)q™ 2 (1 “2+1)|3[)
Xq
% t”Ml (of P(Hgatl) x x PP (Homttia=l) fr)

x5 (2 (0) + 2 (03) ) xn (p)’ |
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ot o parcourt un systéeme de représentants des classes d’équivalence de repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2,A) dont la composante
a Vinfini 0o est isomorphe a 0,41+u2+3(—‘u—lt2’i+—2) et qui sont non ramifiées en
q et p, ou x parcourt les caractéres de RYQ*\A* qui sont non ramifiés en q et
p, et ou Xq =x0 ® (x,x) avec xg € Z et x € %Z.

- 2 e od G (FG 5 ) . frnie @ ) . eayd .
(ii) L’expression Jyz,(f“) se décompose en les trois sommes suivantes :

~ la somme

23 tring (P (i +2) x o (Le=1=2) fP)pi 5 (2 (0)7 + 2 (0)7)
X0

ou x parcourt les caractéres de Q*\A* de composante archimédienne sgnto 2
et qui sont non ramifiés en p et ou o parcourt un systéme de représentants des
classes d’équivalence de représentations automorphes cuspidales irréductibles de
GL(2,A) dont la composante a l'infini 0 est isomorphe @ o,,+1(—5) et qui
sont non ramifiées en p,

— dans le cas ou pz = 0 seulement, la somme

—2 > tring, (xF (1 +2) x (Eodet)P (Homfa=2), fr)pi =5 ()T (p=3/2 + pi/2)
x,€

ou x et & parcourent les caractéres de Q*\A>* de composantes archimédiennes
sgnto et 1 respectivement et qui sont non ramifiés en p,
— la somme

. o — ~ o —pg+2 . .
=2 tring (X (u2 + 1) x of (Lo=42=2), f7)p 75 (2 (o) + 2 (0p))
g, X

ou x parcourt les caractéres de Q*\A* de composante archimédienne
sgn#o~mi—Ll et qui sont mon ramifiés en p et ou o parcourt un systéme de
représentants des classes d’équivalence de représentations automorphes cuspi-
dales irréductibles de GL(2,A) dont la composante & linfini oo est isomorphe
a am+2(—‘“—12ﬂ) et qui sont non ramifiées en p.

— L’expression qu(fc) est égale a la somme sur les caracteres X1, x2,X de
REQ*\A* tels que

X1,00X2,00 = sgnt®

et qui sont non ramifiés en q et p, de l'expression
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SHO T M1 T H2
2

—atrir (X% (1 +2) X xh (o + 1) x xF(Lemtt2=3)  fp)pi Xp(p)’

+2 ZfT q(Xl g X X2,q X Xq’Xq)e—“o—;’o—%(m—u2+l)(wl+xz)—%(u1+m+3)lxl—rzl
Xq

s trir (X TP (1 + 2) x X§F(—pa — 1) x x{ P (temttia=ly gap)

X 2 x1,p(P)? x2,p(P)? Xp(P)

2| 3 fralng  Xag X Xy Xg)e™ 5 AUt Dot =y et
Xq

x trip (XTF (u2 + 1) x x5 (1 +2) x x§P(Lo—tat2=3) fap)

X 7T X1 p(9) X2,p (D) Xp (D)

ot Xq = z0 ® (z1,22) avec xo, 1,22 € Z.

Démonstration. — Nous nous limiterons a Jﬁh (fG), la preuve pour les autres termes
étant du méme type.

Soit m = 0 x x € Igisc(Anr, (R)°\M1(A)) qui est non ramifié en q et p.
1= Z*) pour un entier n > 1, alors o est

On remarque tout d’abord que, si 0o, =2 oy (
nécessairement une représentation automorphe cuspidale de R\ GL(2,A), et que, si
0o = (sgnodet)® pour b € Z/27Z, alors o est nécessairement de la forme y o det pour
un caractére x de RIQ*\A*.

On remarque ensuite que W& - ={le (3310 G,—3)18 (3,31
(=3, 2)} dans ar, que 'image de WG vy, par l'isomorphisme
xo x
ar — ar, ® acr(y, To ® (z1,x2) —> (? + 21, 7 + z2) ® z0,

ou T3 est le tore maximal des matrices diagonales dans GL(2), est égale & {(1,1) &
1,(1,0)»1,(0,1) ® 1, (0,0) & 1}, et donc que

#(0p)2"(0p)xp(p) siv=1&(3,75),

I/(t ) _ Z/(O'p)Xp(p) siv = 1@(57_%)’

op X = .

» X Xp Z//(O'p)xp(p) siyv = 1@(_%’%)’
X»(P) siv=16(-%,-1),

ou {2'(0p),2"(0,)} sont les valeurs propres de Frobenius-Hecke de o, et que

169(2»2) Sil/zl@(%,%)7
e sv-1ed.-b),
M —

1 ® (0, 0) siv=16(-4,3),
( %) Siy:l@(_%v_%)7

dans apy, .
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On remarque enfin que

ingy (08 X X¢) = i, (0F X woeXr)

ol 0¥ est la représentation contragrédiente de o et w, est son caractére central. O
De fagon similaire, on montre :

Théoréme 22.6

(i) L’expression J 1{11 (fH) se décompose en les trois sommes suivantes :
— la somme

S [ 2trin, (oF (B) x xiP(Eotiagatd) P (Hotata=h) Fr)
a?X’?X“
SpQT Ml B
v’

2 xn(p)!

+(ZEQ,L1(OQ X Xq X Xg,)/q)q—““;’” —(m+uz+3)ly|)
Yq

X trip, (U?,p(%) % X;q,p(,t_t(]+g1;gz+3) % X;/q,p(go—g12—e2—3)7 hq,p)
. po+3 . .
x 5 (2 (o)) + 2" ()]
o o parcourt un systéeme de représentants des classes d’équivalence de repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante
a linfini 0o est isomorphe @ o, —u,+1(F255) et qui sont non ramifiées en q
et p, ou X' et X" parcourent les caractéres de RXQ*\A* tels que w, = x'x" et

qui sont non ramifiés en q et p, et ot Yy = yo ® (y, —y) avec yo € Z et y € %Z,
— dans le cas ou 1 = po seulement, la somme

S [2trin, ((€ o det)f(Ap) x P (Hotiagtd) P (ramiizin=?) )
&x"x"

oy =iz .
xp' T2 xp ()

_(Z%q,h((f odet)y x X:; X XZan)e_&%m_(#ﬁPﬁB)lyl)
Yq

X trz‘Ll((fodet)’f’(%) x X’fqvp(yo_tm_;M) % X;’q,p(t&:%:lﬁ)’}z%?)

x P 6 () (0792 + 12

ou &, X' et X" parcourent les caractéres de RXQ*\A* tels que £ =x'x" et qui
sont non ramifiés en q et p, et ou Yq = yo B (y, —y) avec yo €Z et y € %Z.
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— la somme
‘ 3 B L~
Z 2trip, (0?(%) x X;P(EOJ!‘Elz gz—H) x X;IP(EO &1;’&2 1)’hp)
U)X"X”

Bo—pyFppt? .
x p’ Xp ()’

_ HQovo _ _
—(E g1, (0q X Xy X X, Yy)g~ "2 —(m u2+1)|y|)
trig, (o7 (4) % PP (BEAREEL) (AP (masittua=l), o)

xp U (2 (o) +2"(0,))]

ot o parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence de repré-

sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2,A) dont la composante

a linfini 0o est isomorphe a 0u1+uz+3(—}ﬂi2L+2) et qui sont non ramifiées en
1 1

q etp, ou X' et X" parcourent les caractéres de RTQ*\A* tels que w, = x'x
qui sont non ramifiés en q et p, et ou Yy = yo ® (y, —y) avec yo € Z et y € %Z.

(ii) La formule pour Jf. (fH) se déduit de celle de JH (fH) en remplagant L, par
Lo, (y, —y) par (y,y) et en permutant of (5 et (Eodet)f (&) avee x{ (A)xx¢" (po—A).

(iii) L’expression J& (fH) est égale a la somme sur les caractéres x4, X1, x5, X4 de
RYQ*\AX tels que

’ " o " _
X1,00X1,00 = X2,00X2,00 = 58N
et qui sont non ramifiés en q et p, de l’expression

/ " / 7 — 200 _ L (14 pa+3) (y1+y2)— 3 (1 —p2+1
—4 E hS,q(Xl,qXXl,qXXQ,qXqu’Y:z)e 3 (m1+p2+3) (y1+y2) — 5 (u1 —pz+1)|y1 —y2|

X tr ZS(X (go+g1+gz+3) % X//q,P(go—Ml—HQ 3)
P (potpn —p WD (o — i1 +pio— PR T ;
X X (HOHRIEL) o xGP (Hemtutite =) par)pi SRR (p)]
+4 Zhqu X1 qa X X7 q X X2q X X2q7Y )e_JzTﬂ—‘(Ml n2+1)(y1—y2) =5 (1+u2+3) y1+yz|
Yq
. , 3 , — 1 —p2—3
xtrzg(x’l‘ffp(m’ﬂﬁ&) XX'I’?fP(H_H__&_o s )
— —_ s — Ho— u1+ug+2 .
XX’IIP(H() E12+&2 1) X ”‘1P(yo+g1 pe+1 ) h(IP)pJ /I,P( )J
0 Yy = yo @ (y1,y2) avee yo,y1.y2 € Z.

23. Stabilisation des termes paraboliques
Rappelons que le nombre de Lefschetz est égal &

Lef(f%;5) = T (f9) = $ TI (fH).
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Ceci nous amene a considérer ’expression

TS (F9) = $TH(FH) = [I§ (F9) - $TH(F1)]
+ LG, (FO) = LE (71 + TE (F1)))
+ 557, (f9)
+ LI (FC) — $ITH(FT)).

pour f, et j convenablement choisis.

(23.1)

On a regroupé les termes dans le membre de droite en tenant compte de I’endoscopie
au niveau des sous-groupes de Levi. En effet

— le groupe endoscopique de M; (resp. M) déduit de H par descente n’est autre
que le sous-groupe de Levi Ly (resp. L) de H,

— il n’y a pas de groupe endoscopique de My déduit de H par descente,

- le groupe endoscopique de T' déduit de H par descente n’est autre que le sous-
groupe de Levi S de H.

Lemme 23.2. — Si l'on identifie Ly a My par
t'at’'b 0 0

ab ) tet'd 0 0

cd 0 0 ta —t"b ]’
0 0 —t'c t'd

(diag(t',t"), A = (

alors on a

tri ( '9;P ( Ag A "GP Ae ) 9P (20 hap

Lo\ Xs (2 )XXf (2 )X(ff(z)v )
= tria, (0fP(X" "  odet)PP(N) x x{ TP (22 — N), fOP)
et
bH(fq)Lz (X:I X X;/ X 04, Yq) = fqm, (O'q(X”_1 odet), x XZﬁXq)
quelles que soient les représentations X', X", o telles que X' X" = wo et quels que sotent
A=X & (NA) dans (ap,)¢ = (an g et Yy = Xg € ap, g = aar g
Si l'on identifie Ly a M| par

at 0 b’ O
) NP 0 at’" 0 —bt"
(4= (c d> HAiag(C D) = g a0 |

0 —ct” 0 dt”
alors on a
iz, (o7 (3) x (3 N) x (TP — M), he)

= triagg(of P(X"7 o det) PP (A) X x{P (3 = N), fO)

(bH(fq))Lz(Uq X X:I X ngyq) = fq,]\[{ (O-q(X”—I ° det)q X X:I/vXq)
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quelles que soient les représentations o, x’, X" telles que X' X" = w, et quels que soient
A=\ ® (/\, —-/\) dans (C(Ll)(?: = (uMi )(?: et YZI = Xq €ar, q = ang,q-
Si l'on identifie S a T par
diag((t1,t7), (5, 15)) — diag(t1ts, t1t5, t1t5, 115
alors on a
tris (X)1F (AeE5EA2 ) s x [P (2e=3i=22 ) x x TP (Ratqi=Aa ) x 4P (Je=qidaz) par)
= trir((xaxy ™ HF (M) x (EXTTHE (2) x X[§7(2e=5=22), f77)
et
bH(fq)S((XIQX/{_l)q X (X'z'X'f_l)q X X; X ng Y,) = fq,T(O'q(XN_1 odet)q x XZ»Xq)
quels que soient les caractéres X'y, X7, X5, X5 tels que X1xY = xhx5 et quels que soient
1o X1 X2 X2 1X1 2X2

A =X ® (A1, A2) dans (as)(’{: = (aT)[{: et Yy, =X, €agq=o0arg.

Démonstration. — Si L s’obtient par descente de M, on vérifie que les termes
constants de hP le long de n’importe quel @ € P(L) et de f” le long de n’importe
quel P € P(M) ont les mémes intégrales orbitales (on utilise pour cela le fait que M
n’a pas d’endoscopie et que ’on a normalisé convenablement le facteur de transfert).
On conclut par un théoreme d’Harish-Chandra. O

On déduit de ce lemme que dans chacune des expressions
Tin (F9) = 1 UE ™) + TE, (7))
et
TR (€)= 375 (7"

les termes faisant intervenir les sommes sur X, = Y, se simplifient et les autres se
regroupent. Plus précisément, on obtient :
Théoreme 23.3. — L’expression Tf(fG) -1 TH(fHY est la somme des quatre expres-
stons suivantes :

(1) Vexpression Jg(ff) — %JI{}{(]?H) qui est explicitée dans la section 20 ;

(2) Uexpression Jg (f¢) — 3(JH (7)) + Jg(f”)) qui se récrit

Y tring (of (MRS sy (Homtipa=l) f) i SEEE L ()i
T, X

, : W0 —p1—pa—3\ Fp),.jROHIZ#2 j
_ Ztrll\h ((§ odet)?(#1+gz+3) % Xf(/ 0 u12J 2 3),fp)p] Qi1 — k2 Xp(p)]
§x
) . o o ~ g —pytprg+2 .
—Zt”Ml (Uf(&gz_ﬂ) % Xf(&_%tu_z_l)’fp)pa—(’—l—z——z Xp(p)?

g, X

o
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— o parcourt un systeme de représentants des classes d’équivalence de repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2,A) dont la composante
archimédienne o, est isomorphe & 0, i, +1(F25#) dans la premiére somme
et a Uul+”2+3(——f£’2‘2—+2) dans la troisiéme, et qui sont non ramifiées en p,

— X parcourt les caractéres de RYQ*\A* qui sont non ramifiés en p,

— la deuziéme somme n’intervient que pour u1 = s et porte en outre sur les
caractéres § de RTQ*\A™ qui sont non ramifiés en p ;

(3) Vexpression J§; (f) qui est égale &

D trias, (xF (i +2) x of (0=1=2), fP)p 8 (07 + 2 (0, )7)
X,0

= tring, (F (i1 +2) x (€ o det)P (Lo=1=2) fP)pi 5 g ()i (p3/2 4 pi/?)
X,€

" tring (3 (2 + 1) x o (Ke=tia=L) FP)pi*=2 (2 ()0 + 2" (0,)7)
g, X

~ x parcourt les caractéres de Q*\A™ de composante archimédienne sgn+o ~H2
dans les premiére et seconde sommes et sgn*o 1 =1 dans la troisiéme, et qui sont
non ramifiés en p,

o parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence de repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2, A) dont la composante
archimédienne o est isomorphe d o,,11(—5) dans la premiére somme et
JH1+2(—”—12¢1-) dans la seconde, et qui sont non ramifiées en p,

la seconde somme n’intervient que pour pus = 0 et porte en outre sur les
caractéres € de Q*\A* de composante archimédienne triviale et qui sont mon
ramifiés en p;

(4) Uexpression Jg(fG) - %Jg(fH) qui se récrit

= 7 trin (8 (pa +2) x X (pa + 1) x P (Hemtp2=3) fr)ps
X1:.X2,X

[
2

: Xp (p)j

ol X1, X2, X parcourent les caractéres de REQ*\A™ tels que X1,00X2,00 = SENH° et qui
sont non ramifiés en p. O

24. Le théoréme principal

Fixons dans toute la suite une cloture algébrique Q, de Q.

Rappelons que, si x : Q*\A* — C* est un caractere (de Hecke) de composante
a linfini oo = sgn || pour u € Z/2Z et A € Z, la théorie du corps de classes
abélien associe & x un corps de nombres E(x) C C tel que x(A}) C F(x) et, pour
chaque plongement de E(x) dans Q,, une représentation £-adique V(x) de Gal(Q/Q),
de dimension 1 sur Q,, pure de poids —2) et caractérisée par la propriété suivante :
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() si x est non ramifié en un nombre premier p # ¢, il en est de méme de V(x) et
on a

tr(q’fﬂ Vx) = Xp(p)]7 Vj€Z.
Par exemple, on a E(||) = Q et V(||) = Q,(1) puisque |p|, = p~*. Bien sir, si x1 et
X2 sont deux caractéres comme ci-dessus, E(x1xz2) est contenu dans le corps composé
E(x1)E(x2) C C et, pour tout plongement de E(x1x2) dans Q,, et donc aussi de

E(x1) et E(xz2), on a V(xixz) = V(x1) ®g, V(x2)-
Soit o une représentation automorphe cuspidale de GL(2, A) de composante a I'in-

fini
Ooo = 0n(N) = | det | o,

ou n est un entier > 1, A € Z et o, est la représentation de la série discrete ayant les
méme caracteres central et infinitésimal que la représentation Sym"“l((C2). Eichler,
Shimura et Deligne ont associé & o un corps de nombres F (o) C C sur lequel oy est
défini, et pour tout plongement de E(c) dans Q,, une représentation ¢-adique V(o)
de Gal(Q/Q), de dimension 2 sur @,, pure de poids 2 — n — 2\ et caractérisée par la
propriété suivante :
(%) si o est non ramifiée en un nombre premier p # ¢, il en est de méme de V(o) et
on a

tr(®3, V() = /2 (' ()’ + 2"(0p)"), Vj € Z,
ou {#'(0p), 2" (0p)} est I'ensemble des valeurs propres de Frobenius-Hecke de op.
On vérifie que, si w, : Q*\AX — C* est le caractere central de o, on a F(w,) C E(0)
et, pour tout plongement de E(c) dans @, et donc aussi de F(w,), on a

V(ws) = (A?V(0))(1).

On vérifie aussi que, pour tout caracteére x : Q*\A* — C* du type considéré
précédemment, on a E((x o det)o) C E(x)E(c) C C et, pour tout plongement de
E((x o det)o) dans Q, et donc aussi de E(x) et E(c), on a

V((x odet)o) = V(x) ®g, V(0).
En particulier, on a E(o(\)) = E(0) et V(o(N\)) = V(o)(A) quel que soit entier A.
Considérons maintenant le module virtuel

Wa = Z(—l)i[Hci(SN ®Q, VY, ®q, Qo)

sur algebre Co(G(Af)//K(N), Q)[Gal(@/Q)].

Théoreme 24.1. — i existe des modules virtuels explicites Wy, , W, et W sur cette

méme algébre tels que, pour tout nombre premier p ne divisant pas £N, toute fonction
fP e C(G(AR)//K(N)P,Q) et tout entier j > 0, on ait I’égalité

tr(f x @), We + War, + War, + Wr) = JE(FE 765 (05) — §TH (FERPBE ().
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Démonstration. — Pour tout M € £ et tout M (A)-module 7¢, on note
Jm(me) = iM((S;(l,(?)?Tf)
le G(A¢)-module virtuel associé & I'induite non normalisée Jp(ms) = Ip(éP(Af>7Tf)
pour n’importe quel P € P(M), et on note
Jaa () KV

le C.(G(A¢)//K(N),Q)-module virtuel des vecteurs fixes sous K (IN) correspondant.
On définit les C.(G(At)//K(N),Q)[Gal(Q/Q)]-modules virtuels Wz, , Wy, et Wr
par :

War, == ZV (=) @ g, (01 (2 + 3) x xr(Ho=lg=t2 — 3))K ()

+ZV BER) @ g, ((§ 0 det)(H5E2 + 3) x yp(He=ig=ke — 3))K(N)
+ ZV Ln_—uz_—/ig_z) ® jur, (os(1 — p2) x Xf(yo_—m 2))K(N)
a,X

ol dans les premiere et troisieme sommes o parcourt un systéme de représentants
des classes d’équivalence de représentations automorphes cuspidales irréductibles de
GL(2, A) de composante archimédienne o,,, —, +1 €t 0y, 4, +3 Tespectivement, olt dans
les trois sommes x parcourt les caractéres de REQ*\A*, et ol la seconde somme
n’intervient que si p; = po et porte en outre sur les caractéres & de RYQ*\A* ;

= - ZV BBl ) @ g, (Xs (1 + 4) % o (Be=lg=t2 — 1))K(V)

+Z (V(&) + V(§)(—1))(15£2)

® Jar, (X (1 +4) x (€ odet)s (Hﬂ_—lil_ _ 1))K(N)

+ ) V(o)) @ jg, (xi(pz + 3) x o (Le=ig=tz — 1)KV

oll x parcourt les caracteres de Q*\A* de composante archimédienne sgn*°~#2 dans
les deux premieres sommes et sgn“°~#1~! dans la derniére, ot dans les premiere et
troisieme sommes ¢ parcourt un systéme de représentants des classes d’équivalence
de représentations automorphes cuspidales irréductibles de GL(2,A) de composante
archimédienne 0,41 et 0,,+2 respectivement, et ou la seconde somme n’intervient
que si pp = 0 et porte en outre sur les caractéres € de R*Q*\A* ;

Wr = Y V() (B2 @ jr (X e (1 +4) X X2,8 (2 +2) x xp(Lo=igi=tz — 3))K(V)
X1,X2:X

oll X1, X2, X parcourent les triplets de caractéres de RTQ*\A* tels que x1,00X2,00 =
sgnto.
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Plus précisément, on introduit le corps de nombres E C C composé de tous les
corps de nombres E(c) C C et E(x) C C pour toutes les représentations o et tous les
caracteres x (ou &, x1, x2) qui interviennent ci-dessus. Puis, pour chaque plongement
de E, et donc aussi des corps E(0) et E(x), dans Q, on définit Wy, , Wiy, et Wr par
les formules ci-dessus.

Posons

A(fq,7) = tr(fof?P x @], We + War, + War, + Wr)
— G SL L f P85 (0) = 3T (FEVH (F)h P ().
D’apres le théoreme 23.3, on a 'égalité
A(fq:4) =0
pour tous les f, € C.(G(Qg)// K4, Q) et j qui vérifient
lo(p)|logq > D, Ya € {#a1, (a1 + az)}, Vi € Supp(f,),
et

D )] 1
o Dtlatwlloed gy e Supp(£Y),
logp ’

ou D > 0 est la constante du théoreme 19.3. Plus précisément, on a
tr(fof 1P x @ War,) = =I5, (f9) + 3 (JE () + TE(F),

t(faf 7 x ), War,) = —Ji, (F°)
ct
(fof P x @, Wr) = —JF (FO) + 5TH ().
Or il est facile de donner un sens a A(fy, ) pour f; € Co(G(Qq)//Ky) et j >0
arbitraires, et de montrer qu’il existe une fonction c : (ZA“ JWE) x C* — C a support
fini telle que

Alfq:d) = D elt, 2)fy (1)

%,z
Il en résulte que A(f,, ) est identiquement nulle. O
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