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SYSTÈMES DE TAYLOR-WILES POUR GSp4 

par 

Alain Genestier & Jacques Tilouine 

Résumé. — Dans cet article, nous mettons en œuvre la méthode des systèmes de 
Taylor-Wiles dans le cas du groupe GSp4. Nous démontrons ainsi que certaines re
présentations galoisiennes symplectiques p de rang quatre à valeurs p-adiques, de 
poids de Hodge-Tate réguliers et p-petits, proviennent de formes modulaires de Siegel 
cuspidales propres cohomologiques. On doit supposer pour cela un certain nombre 
d'hypothèses. Elles concernent la modularité de la représentation résiduelle p = p 
(mod p), la grande taille de son image, le caractère ordinaire ou cristallin de la re
présentation p en p, et, si l'on inclut un conducteur auxiliaire, des conditions de 
minimalité aux premiers divisant le conducteur, qui généralisent celles introduites 
par Wiles pour GL2. Nos hypothèses sont naturelles mais certaines (principalement 
la modularité résiduelle) semblent difficiles à vérifier. 

Abstract (Taylor-Wiles systems for GSp4). — In this paper, we apply the method of 
Taylor-Wiles systems in the case of the group GSp4. We thus show that certain 
symplectic rank four Galois representations p with p-adic values and p-small regular 
Hodge-Tate weights, do come from cohomological cuspidal Siegel eigenforms. For this 
purpose, one needs to assume certain assumptions. They deal with the residual mod
ularity of p = p (mod p), the large size of its image, the ordinarity or crystallineness 
of p at p, and, if one includes an auxiliary conductor, some minimality conditions for 
p at primes dividing the conductor, which generalize those introduced by Wiles for 
GL2. Our assumptions are natural, but some (mainly the residual modularity) are 
difficult to verify. 

1. In t roduct ion 

Soit r = Gal(Q/Q). Le but de ce travail est d'établir, sous un certain nombre 
d'hypothèses, que les représentations galoisiennes p' : Y —> GSp 4 (Z p ) congrues à une 
représentation provenant d'une forme modulaire de Siegel cohomologique, proviennent 

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F32, 11F46, 11F80, 11G18, 11R34, 11R39. 
Mots clefs. — Représentations galoisiennes, variétés de Siegel, mauvaise réduction, cycles évanescents, 
niveau parahorique, relations d'Eichler-Shimura, formes modulaires de Siegel. 
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178 A. GENESTIER & J. TILOUINE 

elles-même de telles formes de Siegel. Notre approche suit de près celle de Harris-
Taylor [24] elle-même inspirée de [65] et [57]. Plusieurs étapes de ce travail valent pour 
le groupe GSp20, g ^ 2. Nous essaierons de garder cette généralité dans les sections qui 
le permettent ; ce sont celles qui (voir Sect. 4) traitent de la cohomologie des variétés 
de Siegel. Par contre, pour les propriétés locales des représentations galoisiennes et 
de la cohomologie galoisienne, nous nous limiterons à g = 2. Soit TT — TTN <8> KN une 
représentation cuspidale cohomologique de G — GSp4 de niveau N {Le. telle que TTN 
soit non ramifiée) ; soit p un nombre premier et un plongement iv : Q —» Qp On 
peut associer à TT et ip une représentation galoisienne p-adique (voir [33], [34], [56] 
et [63]). Plus précisément, il existe un corps p-adique F contenant les valeurs propres 
des opérateurs de Hecke sur TT et un homomorphisme continu 

P7r : r — GL4(F) 

non ramifié hors de Np et tel que pour tout premier £ ne divisant pas Np, le polynôme 
caractéristique du Frobenius géométrique en £ est égal au polynôme de Hecke (unitaire 
et de degré 4) P7T^{X) = det{X • I4 — tn^) où désigne le paramètre de Hecke de 
ne (qui est le produit du paramètre de Satake par Supposons que p ne divise 
pas TV, que p — 1 soit plus grand que le poids motivique wn de TT et que TT soit ordinaire 
en p (on dira aussi, plus correctement, que TTP est ordinaire pour tp). Soit O l'anneau 
de valuation de F, zu une uniformisante de O, k son corps résiduel. 

On sait que pn — si elle est semi-simple, a fortiori, irréductible — est autoduale à 
un facteur de similitude près (c'est en effet le cas pour les paramètres de Hecke) ; elle 
respecte donc, à un scalaire près, une forme bilinéaire non dégénérée ; on conjecture 
que cette forme est symplectique. Nous aurons besoin dans ce travail d'une hypothèse 
(RLI2) de grande image pour la représentation résiduelle p — pn (mod w) (Sect. 2.2) ; 
cette hypothèse entraînera que ~p est à valeurs dans G {h) et que pn est à valeurs dans 
G{0). 

La représentation p est cristalline en p au sens de Font aine-Laffaille [15] ; on la 
suppose minimale aux places de ramification, et ordinaire en p (voir Section 2). En 
fait, E. Urban a démontré pour g = 2 (voir [61]) que la condition d'ordinarité de p^ 
et donc de ~p est satisfaite si TTP est ordinaire et TTOQ est stable. Cette dernière condition 
est remplie pour TT {cf. Th. 3.4.3 ci-dessous). 

Le théorème principal de ce travail (voir Th. 2.2.7) affirme que l'anneau de défor
mations minimales de p s'identifie à une algèbre de Hecke localisée en l'idéal maximal 
associé à TT et p et qu'un groupe de cohomologie de la variété de Siegel localisé en ce 
même idéal maximal est libre sur cette algèbre de Hecke. Pour le montrer, on introduit 
un système de Taylor-Wiles et on vérifie les conditions posées -indépendamment, par 
Diamond et Fujiwara. On utilise le résultat principal de [36] sur l'absence de torsion 
de la cohomologie à coefficients dans O, localisée en un idéal maximal non-Eisenstein 
de l'algèbre de Hecke. Notre construction d'un système de Taylor-Wiles suit de près 
celle de [24]. Cependant plusieurs différences substantielles sont à noter. D'abord, 
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dans notre cas comme dans le travail original de Wiles [65], les variétés de Shimura 
considérées ne sont pas propres. Les cas traités dans [24] concernent des variétés de 
Shimura propres. Les difficultés causées par le bord sont résolues dans la section 7 
de la manière suivante. Le problème de changement de base pour les cycles proches 
est en fait local : il s'agit de montrer qu'un morphisme de complexes de faisceaux est 
un quasi-isomorphisme. On utilise alors un Théorème de Berkovich pour se ramener 
à des schémas formels et on généralise la description des cartes formelles de la com-
pactification toroïdale arithmétique de [13] de la variété de Siegel du cas de bonne 
réduction au cas de mauvaise réduction pour le parahorique de Klingen IL Un lemme 
dont la preuve nous a été communiquée par G. Laumon permet alors de conclure. 

Une autre différence tient au choix du niveau auxiliaire. Dans le présent travail, il 
est essentiellement de nature parahorique (à l'exception du cas S± si p ne divise pas 
£4 - 1), voir Sect.2.2. 

La vérification des propriétés locales de la représentation galoisienne « modulaire 
universelle » en chaque nombre premier de Taylor-Wiles q occupe une grande partie 
de ce travail (Sect. 6-9). Suivant l'approche de [25], elle repose sur une «relation 
d'Eichler-Shimura » qui décrit l'action du groupe de décomposition Dq en q sur la 
X-partie i/*'0=x je ja cohomologie de la variété de Siegel Xi(q) de niveau q (de type 
parahorique de Klingen), pour tout caractère non trivial \ '• (Z/pZ)x —• Ox et où 
(a) désigne l'opérateur diamant de a G (Z/gZ)x. Plus précisément, on a H9,^=x = 
He 0 Hm où He et H m sont des espaces stables par Dq donnés par la cohomologie 
des composantes irréductibles Xe et Xm de la fibre spéciale de la mauvaise réduction 
de X\(g) {cf. Prop. 7.2.2). L'action du sous-groupe d'inertie Iq est triviale sur He et 
donnée par x sur Hm. La relation d'Eichler-Shimura s'énonce alors : P^(Frg) = 0 sur 
He, et PJn(Frq) = 0 sur x_1 ® Hm. Les polynômes P^ et P™ se définissent à l'aide 
de « transformations de Satake parahoriques » (voir section 3). 

Les calculs de cohomologie galoisienne locale et globale (Section 10), dont le but est 
de vérifier les conditions de contrôle (CR) et (CG) de Sect. 5.1, doivent être modifiés 
pour tenir compte de l'autodualité symplectique. 

La condition de contrôle des modules MQ avec action fidèle des algèbres de Hecke 
est vérifiée dans la Section 11. L'argument (Prop. 11.1.2) utilise de façon essentielle 
l'absence de torsion démontrée dans [36] et les calculs algébriques sur les algèbres de 
Hecke parahoriques établis dans la Section 3. 

Nous donnons dans la Section 12 une application de notre résultat au calcul de 
l'ordre du groupe de Selmer de la représentation adjointe d'une forme de Siegel / 
propre nouvelle (au sens de [49]) de multiplicité un, en termes de produits de Petersson 
et d'une période, dans l'esprit d'une formule de Bloch-Kato pour ce motif. Le lien 
explicite avec une telle formule reste cependant à préciser (voir Sect. 12, remarque 
finale). Des calculs de Yoshida [68] et un travail récent d'Ichino [29] prédisent la 
forme de la période de Deligne pour la valeur critique en s = 1 de la fonction L du 
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motif adjoint de / en termes du carré de Petersson d'une forme non holomorphe /Whltt 
de même système de valeurs propres de Hecke que / . Ceci fournit un lien conjectural 
entre les périodes que nous obtenons et les carrés de Petersson pour / et JWhltt. 

D'autre part, notre théorème fournit un outil qui devrait permettre de répondre 
dans certains cas — sous l'hypothèse que pour un certain nombre premier p, la repré
sentation galoisienne p-adique de ce motif est congrue modulo p à celle d'une forme 
de Siegel — à la question (formulée en termes un peu vagues) : un motif défini sur Q 
symplectique de rang 4 de type de Hodge adéquat provient-il d'une forme de Siegel 
de genre 2 ? 

L'un de nous reviendra sur ces applications dans un travail ultérieur. 

Les auteurs souhaitent témoigner leur reconnaissance à M. Harris et R. Taylor qui 
leur ont généreusement communiqué leur preprint [24], ainsi qu'à G. Laumon qui a 
fourni la démonstration du Lemme 7.1.4. Des échanges avec A. Abbès, M. Dimitrov, 
H. Hida, A. Mokrane et F. Oort ont également été très utiles. Le premier auteur re
mercie l'IHES, où il a séjourné deux ans pendant lesquels une partie appréciable de sa 
contribution a été rédigée, ainsi que le Fields Institute et le TIFR. Le second auteur 
remercie les Universités de Muenster, Rome Tor Vergata, UCLA et le Harish-Chandra 
Institute. Tous deux ont apprécié les excellentes conditions de travail dont ils ont bé
néficié dans ces institutions. 

Enfin, la lecture détaillée et critique du texte par le rapporteur a été fort utile ; 
nous l'en remercions. Les erreurs et obscurités restantes sont bien sûr de la seule 
responsabilité des auteurs. 
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2. Nota t ions , Hypothèses et Théorème 

2.1 . Nota t ions . — Soit 

G = GSp2g = {X G GL2g ; lXJX = v • J} 

le schéma en groupes réductif défini sur Z par la matrice antisymétrique 2g x 2g 
J — ( -°s o) donnée par blocs g x g, où s est antidiagonale de coefficients non nuls 
égaux à 1 ; v = i^(X) G Gm est le facteur de la similitude symplectique X. Le sous-
groupe de Borel standard B, resp. son radical unipotent TV, resp. le tore maximal 
standard T de G consiste en les matrices triangulaires supérieures, resp. unipotentes 
supérieures, resp. diagonales de G. On note 

T 3 t — diag(¿s,.. . , ¿i, v • tx 1,..., v • tg x) 

Soit { a i , . . . , ag} le système de racines simples associées à (G, B, T) où a± désigne la 
première racine courte et ag la racine longue. Soit WG le groupe de Weyl de G ; on 
note si G WQ la réflexion associée à la racine simple o^. On note Pi le parabolique 
maximal standard (i.e. contenant B) associé à la racine simple ai. P\ s'appelle le 
parabolique de Klingen et Pg le parabolique de Siegel. Pour toute matrice A G GL^ 
on note A' = stA~ls. On a 

Pi = 
/* * * 
0 GSp2g_2 * 

KO 0 * 

G G P9-
(A * ' 
{0 vA! 

G G ; A G GLg,u G Gm 

La décomposition de Levi standard de Pi est notée Pi = MiUi ; on a Mi = 
GLi x GSp2g_2i (on identifie GSp0 et Gm). Le parabolique maximal de Siegel stan
dard est associé à la racine longue. Son Levi standard est isomorphe à Gm x GLg. 
Les algèbres de Lie des groupes G,B,N,T sont notées g, b, n, t. On note n~ l'algèbre 
nilpotente opposée à n. On a 

a = n © t 0 n . 
Pour tout poids dominant À pour (G, B, T), on note À* son dual (i.e. le poids dominant 
associé à la représentation de Weyl duale). Soit <ï>+ l'ensemble des racines positives; 
on pose p — ^ • ̂ 2aG^+ a. Tout caractère À de T est donné par un (g + l)-uplet 
(ag,..., ai; c) G Z^+1, où c = ag + • • • + a\ (mod 2) via 

\(t) = ta^ ...tl1 Ve-*)/2 

Ici et dans la suite, s désigne le degré |À| = ag-\ h ai de la partie semi-simple de À. 
Le caractère est dominant si ag ^ • • • ̂  ai ^ 0. Soit d = \p\ — g (g + l ) /2. On pose 

w —\X-\-p\—d + s 
9 

Y^(ai + i) 
i=i 

Soit Coo le composé du compact maximal standard et du centre de GQO = G (M). 
Soit A = Af x Qoo l'anneau des adèles rationnelles; on décompose le groupe des 
A-points de G en G (A) = Gf x G ^ . Pour tout sous-groupe ouvert compact net L 
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de Gconsidérons la variété de Siegel adélique SL = G(Q)\G(A)/LCf00 ; c'est une 
variété complexe lisse de dimension d. Si L C L ' sont deux sous-groupes ouverts 
compacts de G(Z), on a un morphisme de transition <$>L,L' : SL —• Si/ qui est fini. 

Soit .S = limS^ la provariété associée au système filtrant (SL,4>L,L')- Soit À un 
poids dominant de G et V\/z une structure entière de la représentation de Weyl 
associée. Soit p premier, p — 1 > d + s, p premier à N. Pour tout module A sur Q ou 
Zp, et pour tout sous-groupe compact ouvert net L non ramifié en p de G(Z), on note 
V\(A) le système local sur SL associé k V\ <8> A. 

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(Z), non ramifié en p, non nécessaire
ment net. Soit 7T = 7T/ <S> 7TOO une représentation cuspidale telle que 7rx 7̂  0 et que TT^ 
soit dans la série discrète de paramètre de Harish-Chandra À* + p. TT intervient donc 
dans HD(S,V\(C))K. On se permet de noter HD(SK,V\(C)) cet espace d'invariants 
(notation cohérente avec le cas où K est net). Soit E le corps de nombres engendré 
par les valeurs propres des opérateurs de Hecke hors de N. On fixe un plongement 
p-adique iv de Q et un corps p-adique F contenant tp(E). On suppose tt unitaire, le 
paramètre central c de À satisfait donc c — s. 

Le poids de Deligne du système local V\(F) est égal à c = s et celui de la re
présentation F-rationnelle Wn — Homnecke (n^, HD(SK,V\(F))) est w = c? + s. Par 
exemple, si g = 2, on a : 

w = ai + ü2 + 3. 

On peut en outre montrer que est Irrationnelle et pure de poids w. On suppose 
que la représentation p-adique p^ associée à TT est définie sur F. Soit O l'anneau des 
entiers de F ; vu une uniformisante de O et k = O/VJO son corps résiduel. 

Dans [36] pour g quelconque, est formulée une l'hypothèse de grande image rési
duelle notée (RLI) pour pn. On suppose pour le reste de cette section que g = 2. Fixons 
un (9-réseau stable de pn et formons la représentation résiduelle ~p — pn (mod vo). 
Dans cet article, nous formulons et utilisons une version plus forte (RLI2) de l'hypo
thèse (RLI) (qui s'avère nécessaire pour certains calculs galoisiens du présent travail) : 

Soit H le sous-groupe réductif de G = GSp4 sur Z égal au normalisateur dans G de 
(GL2 x GL2)0, ou à G tout entier. Noter que H n'est pas nécessairement connexe. On 
note H° sa composante neutre. Soit k' le sous-corps de k engendré par les réductions 
mod. vu des valeurs propres des opérateurs de Hecke non ramifiés agissant sur TT. Soit 
H' = {h € H(k') ; u(h) G Im v o p}. Notre hypothèse est alors 

(RLI2) 1 т р - Я / dansGffc') 

et p(IP) C H°(kf). 

Remarques 
(1) Cette hypothèse entraîne que p^ est symplectique (voir Lemme 4.2.4 du texte) ; 

on peut alors former v o p^. Le caractère central de TT s'exprime comme une puissance 
du module par un caractère de Dirichlet tjn de (Z/7VZ)X. Si l'on note encore cjn son 
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avatar galoisien donné par ^ (Fr^ ) = un(£), et Xp le caractère cyclotomique p-adique, 
on a la formule : 

V°PlV=Xp ^7T-
(2) Un résultat récent de D. Ramakrishnan [44] entraîne que pour g = 2, la repré

sentation pn est absolument irréductible pourvu que (p + l ) /2 > wn — w. 
(3) Soit UJ : T —> F* le caractère cyclotomique modulo p. Comme v o p = cj-™ • ô;^, 

on voit que l'image de v o p contient le sous-groupe ¥pw des puissances t/;-ièmes dans 
F*. On le voit en appliquant le théorème de la progression arithmétique : soit r un 
nombre premier représentant un élément quelconque de F* et congru à 1 mod. N. On 
a^-™(Frr) - ^ ( F r ^ = rw. 

En particulier, si p — 1 > w, o n a i y o p ^ 1. 

2.2. Conditions locales, énoncé du Théorème. — Soit \v : F —* %p le carac
tère cyclotomique p-adique. Soit A une (9-algèbre. 

Définition 2.2.1. — On dit qu'une représentation p : F —> G (A) est ordinaire en p 
de poids i = (¿0, i\, ¿2, ¿3) avec ¿0 ^ ¿1 ^ i2 ^ ¿3 (entiers de Z) s'il existe une base 
symplectique dans laquelle 

Xp12 
Xpl° * * * ' 

0 x-*1 * * 
0 0 Xp12 * 
0 0 0 x r 3 ^ 

Soit 11^ = (0, ai + 1,̂ 2 + 2, ai + a2 + 3). On s'intéressera dans ce texte à des 
représentations ordinaires de poids i — li^. 

Soit Dp un groupe de décomposition en p. Pour toute a G Ox , soit £(a) : Dp —> (9X 
le caractère non ramifié d'un groupe de décomposition en p appliquant un Frobenius 
géométrique Frp sur a. Eric Urban a montré [61] le résultat suivant. Soit TT une repré
sentation cuspidale cohomologique de poids a2 ^ ai ^ 0 non ramifiée en p et ordinaire 
en p au sens automorphe, c'est-à-dire que ses paramètres de Hecke ap, (3p,^p,ôp ont 
pour valuations p-adiques respectives 0, ai -h 1, a2 + 2, w. Alors, la restriction de pn 
à Dp est conjuguée à : 

ap 

0 
0 
0 

ap-ai-1Pp)Xpai~1 
0 
0 

ap~a2-zip)Xpa2-
0 ap~a2-zip 

On introduit la condition suivante qui jouera un rôle dans un corollaire du théorème 
principal. 

(ORR) On dit que (TT,p) satisfait la condition d'ordinarité régulière résiduelle si TT est 
non ramifiée ordinaire en p et que l'on a soit a2 > ai > 0, soit ai = 0 et ap ^ P~lf3p 
(mod tu), soit a2 = ai et /3P ^ p_17P (mod paiJrlw). 
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Remarque. — Notons qu'il résulte de [49] Table 2, que si TT est non ramifiée ordinaire 
en p, 7r est ordinaire régulière en p ; c'est-à dire qu'on a 
(OR) soit d2 > ai > 0, soit ai = 0 et ap ^ P~1(3P, soit a2 — ai et (3P ^ p_17P. 

Soit 5 l'ensemble des facteurs premiers de N. 

Définition 2.2.2. — On dira que la représentation p : Y —> G(k) est S'-bien ramifiée, si 
l'on a une partition S = Si U 52 U Ss en sous-ensembles tels que 

(1) Si £ G 5i, p restreinte à 7̂  est absolument irréductible; 
(2) Si £ G 52, est de type UN2,2 ou PR2 : 

~ UN2,2 (unipotent à deux blocs de Jordan) : l'image de 1% par p est engendrée 
par un conjugué de 

e2 

1 1 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 - 1 
0 0 0 1 

- PR2 (le cas peu ramifié) 

P\it = 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 x 0 
0 0 0 x 

où x est un caractère non trivial de Gal(Q((^)/Q) et où le plan fixé par l'inertie 
et celui qui est x~variant sont totalement isotropes. 

(3) Si £ G 53, l'image de U par p est engendrée par un conjugué de l'unipotent 
régulier standard 

s = 

1 1 0 0 
0 1 1 0 
0 0 1 - 1 
0 0 0 1 

Remarque 2.2.3 

(1) Noter que la matrice £2 est conjuguée dans G à 

e'2 = 

1 0 0 1 N 
0 1 1 0 
0 0 1 0 

. 0 0 0 1 , 
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En fait il y a deux classes de conjugaison de matrices unipotentes d'ordre 2 dans 
G(Qp) : celle de s2 et celle de 

^2 = 

1 
1 1 
0 1 

1 , 

(2) On pourrait introduire l'ensemble S4 des premiers £ pour lesquels l'image de 
l'inertie est de type UNi52,i (unipotente avec trois blocs de Jordan) c'est-à-dire que 
l'image de le par p est engendrée par un conjugué de 

^2 = 

1 0 0 0 
0 1 1 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

Cependant nous ne sommes pour le moment pas en mesure de montrer que les formes 
nouvelles pour le parahorique de Siegel en £ ont cette propriété, bien que cela soit 
prédit par la compatibilité des correspondances de Langlands locales et globales. C'est 
pourquoi nous ne considérons pas ce cas dans ce travail. 

On suppose désormais que la représentation pn est S'-bien ramifiée. 

Définition 2.2.4. — On dira qu'une déformation 5-ramifiée p : Y —* G (A) de pn est 
^-minimale si 

(1) Pour tout £ de Si, p restreinte à le est géométriquement irréductible 
(2) Pour tout £ de 62, p{h) est unipotent d'ordre deux ou 

^2 = 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 x 0 
0 0 0 x 

pour un caractère x non trivial de Gal(Q^(C)/Q£). 
(3) Pour tout £ de £3, l'image de le par p est engendrée par un conjugué de l'uni-

potent régulier standard e 

La compatibilité conjecturale de la correspondance de Langlands globale et de la 
correspondance locale en £ entraîne que les types Si ci-dessus pour la restriction à 
Il de la représentation galoisienne p-adique pn restreinte sont déterminés par la £-
composante TT£ de TT. La liste complète des possibilités pour ire admettant un vecteur 
fixe par un sous-groupe parahorique, et la représentation du groupe de Weil-Deligne 
associée est donnée dans [49] (Table 3). On extrait de cette liste l'information suivante. 
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Conjecture 

(1) Si 7T£ et son changement de base à GL4 restent supercuspidales pour tout chan
gement de base à une extension non ramifiée de Qe, pn est de type 1 en L 

(2) Si 7T£ a une unique droite fixe par le parahorique de Klingen, p^ est de type 
UN2,2 en £ si 7T£ a un vecteur x-ProPre pour un caractère \ non trivial de (Z/^Z)X ; 
TTZ(X)V = x(an(x)) " v> pour tout x G GÇZe) tel que 

x = 

an(x) * * * 
0 * * * 
0 * * * 
0 0 0 * 

(mod £), 

alors pn est de type PR2 en £ pour l'avatar galoisien de x (normalisé par x(Frg) = 
x(q~1) pour tout premier q ^ £). 

(3) Si iï£ est de Steinberg i.e. possède un vecteur fixe par VIwahori et par aucun 
parahorique contenant strictement I, pn est de type 3 en £. 

(4) Si 7T£ a une unique droite fixe par le parahorique de Siegel, pn est de type UNis2,i 
en £. 

Le théorème suivant donne quelques informations sur cette conjecture ; il ne sera 
pas utilisé dans le texte. 

Théorème 2.2.5. — Pour toute représentation cuspidale cohomologique TT telle que sa 
représentation galoisienne associée pn soit irréductible (et symplectique), on a les faits 
suivants : 

(1) Si àmnxY = 1, II désignant le parahorique de Klingen ou celui de Siegel, alors 
Pn(h) est unipotent d'ordre au plus 2. 

(2) Si 7T£ possède un vecteur x-vanant pour le parahorique de Klingen (x non 
trivial), alors pn est de type PR2 en £. 

Esquisse de démonstration. — La démonstration du point (1) du Théorème est don
née pour le parahorique de Klingen en 9.2.2, comme conséquence immédiate de l'ana
lyse de la section 6.4 ; pour le parahorique de Siegel, on obtient d'abord que l'inertie est 
unipotente d'ordre au plus trois comme corollaire de l'analyse donnée dans l'appen
dice ; on en déduit qu'elle est d'ordre au plus deux par la condition de symplecticité. 

Le point (2) résulte facilement de la Prop. 7.2.3. • 

Remarques 

(1) L'un de nous a établi [19] que lorsque est de Steinberg, pn est de type S3 
en L 

(2) Étant donnée une représentation cuspidale ix' de représentation galoisienne 
associée pn/, dans le cas (1) du Théorème, la question de discerner entre les deux 
classes de conjugaison d'unipotents d'ordre 2 e2 et 772 dans G(Qp) est délicate du 

ASTÉRISQUE 302 



SYSTÈMES DE TAYLOR-WILES POUR GSp4 187 

point de vue géométrique, mais devient triviale si on suppose que pnt est congrue à pn 
supposée bien /S-ramifiée. 

(3) Dans un travail en préparation, on espère montrer que pour le parahorique 
de Klingen II en £, et une forme TT' cuspidale cohomologique II-nouvelle en £ (i.e. de 
type Illa au sens de R. Schmidt [49]) et de représentation galoisienne irréductible 
symplectique, l'image de l'inertie est engendrée par e2. 

Pour tout nombre premier £, notons 

II = LIM resp. II+ = 11+£ = {x G II ; ai,i(x) = 1 (mod £)}, resp. I = I£, 

le parahorique de Klingen, resp. le parahorique de Klingen strict, resp. le sous-groupe 
d'Iwahori de G(Ze). 

On a fixé un sous-groupe de niveau tel que TTK ^ 0. On décompose K en Ks1 x 

KUN2,2 x KPR2 x Ksz x Ks. On pose la 

Définition 2.2.6. — On dit que (TT,p) est .S-bon si : 

- pour tout £ de type UN2,2, Kg — II = IIi ^ et d i m ^ = 1, 
- pour tout £ de type PR2, Ki = 1 1 ^ et TT£ possède un vecteur non nul variant 

(X ^ 1) par n = IIM, 
- pour tout £ de S3, Ki = Ig et dim = 1. 

Remarque. — Notons qu'on ne pose aucune condition pour £ G S±. 

On se propose de démontrer le théorème suivant 

Théorème 2.2.7. — Soit M un motif défini sur Q, symplectique de rang 4 sur un corps 
de nombres E, de poids de Hodge 0, ai + 1, a2 -h 2, ai + a2 + 3 pour chaque plongement 
E t—* C (a2 ^ a\ ^ 0). Soit S = Ram(M). Soit p un idéal premier de Q au-dessus 
d'un nombre premier p rationnel tel que 

- p — 1 > max(4, w) 
-Ma bonne réduction en p et est ordinaire en p de poids IT^ 

Soit p = pM,p la réalisation p-adique de M ; elle est en particulier cristalline en p. 
On suppose en outre 

- ~p — p mod. p satisfait (RLI2). 
- p est S-bien ramifiée et p est S-minimale pour~p, 
- Pour chaque premier £ G Si, on suppose de plus que p ne divise pas £4 — 1, 
- il existe une forme de Siegel TT de poids cohomologique (a2,ai;a2 + ai), telle 

que le couple (7r,p) soit S-bon et tel que p coïncide avec la réduction modulo p de 
la représentation galoisienne pn associée à (TT,p) représentation de type minimal, 
associée à 

Alors, il existe une représentation cuspidale cohomologique TT' avec TT'^ dans le 
même paquet de Harish-Chandra que TT^ et un anneau de valuation discrète O C QP, 
tels que pM,p et p^i soient conjugués dans G(0) = GSp4((9). 
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Si on suppose de plus que (ir,p) satisfait (ORR), on peut supprimer l'hypothèse que 
le motif a bonne réduction en p à condition de supposer que sa réalisation p-adique p 
soit ordinaire en p (sans être nécessairement cristalline). 

Remarques 

(1) Soit A(M) = A1A2A3 le conducteur d'Artin de PM,P, décomposé en produit 
de ses facteurs premiers de type 1,2 et 3. L'hypothèse de minimalité entraîne que 
les facteurs premiers de A2 et A3 sont des premiers de ramification modérée ; plus 
précisément, la formule du conducteur d'Artin entraîne que A2, resp. A3 est le carré, 
resp. le cube d'un entier sans facteurs carrés. 

(2) Le couple (TT' ,p) où ix' désigne la représentation cuspidale fournie par le Théo
rème est 5-bon. 

Si m = 1, on peut aussi traiter le cas p = 5 et w — 3 et H' — G(k'). 
(3) Rappelons que l'hypothèse (ORR) est satisfaite par exemple si a2 > ai > 0 ; 

cependant, sous cette dernière condition, il résulte d'un théorème de B. Perrin-Riou 
[42] que la représentation ordinaire p\Dp est cristalline, et il n'y a rien de nouveau 
par rapport à l'énoncé principal. 

Pour démontrer le théorème, on va comparer, suivant une stratégie désormais clas
sique (cf. [65] et [57]), l'anneau R des déformations p-ordinaires (et cristallines, sauf 
dans le cas (ORR)) ^-minimales de p, de poids de Hodge fixés comme précédem
ment, avec une algèbre de Hecke localisée T (voir définition ci-dessous), et montrer 
que ces (9-algèbres locales sont canoniquement isomorphes d'intersection complète. 
On obtiendra également la liberté sur T d'un module de cohomologie de la variété de 
Siegel. 

3. Algèbres de Hecke et représentat ions induites 

3.1. Algèbres de Hecke parahor iques . — On utilise les notations de la section 
2.1. En particulier, on fixe le Borel triangulaire supérieur B = TN et on considère 
les paraboliques standards P\ = M\U\, Pg = MgUg et Pg — MgUg dits respective
ment de Klingen, de Siegel supérieur et de Siegel inférieur, ainsi que l'intersection 
Plg = px n Pg = Mi,gUi,g. On notera plus brièvement Mii9 = M et BM = B D M. 
Pour tout h ^ 1 soit Kh resp. le compact maximal hyperspécial standard de Gh 
resp. GL(/i). 

Soit q un nombre premier. Si L désigne le Levi standard d'un des paraboliques ci-
dessus, on note KL le compact maximal hyperspécial standard de L(QQ). Par exemple, 
KT = T(Zç). Les compacts hyperspéciaux standards correspondant à KMI, KM9 et 
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KM par les identifications 

Mi = GLi xGg-i, 

Mg = GLG x GLi, 

M = GLi x GL^_i x GLi, 

diag(a, A, v(A)a~l) \—> (a, A) 

à\&g(B,vslBs) i—> {B,v) 

diag(a, B', v'sftB'sf, v'cCx) i—> (a, v') 

sont alors respectivement Z* x Kg-\, K9 x Z* et Z* x Kp_i x Z*. 
Rappelons qu'on note <3>+, resp. <3>J l'ensemble des racines positives pour (G, B, T) 

resp. (L, BL, T), si L désigne le sous-groupe de Lévi de l'un des paraboliques ci-dessus. 
On note II C Kg et UM9 C KM9 les parahoriques associés à P\ et P\ n ; on 

note / C Kg le sous-groupe d'Iwahori. On note II+ C II et TYM C Ïï-MG les noyaux 
des morphismes composés 

n — P1(¥q) —> Mi(¥q) ~ Fx x ^ _ i ( F , ) Fx 

nM, - > ( P i n M , ) ( F , ) * M(¥q) ~ Fx x GLp_i(F9) x Fx Fx 

Les sous-groupes II+ C II et II ̂  C IIM9 sont appelés sous-groupe parahoriques 
stricts de II resp. HM9 • Soit 

D- ={xe M2gx2g(Zq) n T(QQ) ; pour a G - ordq(a{x)) < 0} 

(appelé semigroupe diagonal dilatant car pour d G D~, u i—» dud~1 dilate le radical 
unipotent Ui de P\). 

On introduit également 

DMGQ = {xe M2gx2g(Zq) n T(QQ) ; pour a G g - , ordg(a(x)) ^ 0} 

On pose V- = n • • n , ^ = n+ • D- • 11+, VMG = UMG • DMGQ • UMG et 

^+,Mg = '-̂ Mg '̂̂ -M^ ^es ensembles sont des semigroupes multiplicatifs, comme 
on le voit en utilisant la décomposition d'Iwahori : 

n = (Ui n u)KMl (Ui n n) = (u1 n il)kMi (c/i n n) 

nMe = (t/i,ff n nMg)^M(t/i,s nnMj) = n nMg)KM(ultg n n M j 

Lorsque J C GG(QQ) est un sous-groupe ouvert compact, on définit l'algèbre de Hecke 
(non commutative) 

Hj=Z[J\Gg(Qq)/J], 

la structure d'algèbre étant définie par 

JdJ • JdfJ 
d" 

c(Jd"J)Jd"J, 

où J d J d ' J = • JdnJ et, notant J d J = \JdiJ, Jd'J = J, et Jd!'J = [ J ^ J , l'en
tier c(Jd"J) est défini comme le nombre de couples (z, j ) tels que did!-J = d%J (il est 
indépendant de k et du choix des représentants di et d'-). Cette algèbre est isomorphe 
à l'algèbre de convolution des fonctions J-biinvariantes à valeurs entières, pour la 
mesure de Haar valant 1 sur J : (lJdJ • l J d , = fGg 1 Jdj(i)ljd>jd'"1-))^'. 
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On définit les algèbres de Hecke parahorique dilatante Hu resp. parahorique dila
tante stricte 7i7r+ comme les sous-algèbres 

H ¡ ¡ = Z [ n \ 2 ) - / n ] c H n 

H-+ = Z [ n + \ D - / n + ] C7ÍTI+. 

Il est facile de voir que s'identifie à la sous-algèbre Z [n+\D+/n+] de et que 
l'on a 7in+ = Z[Fgx]§zHn. Lorsque A G F*,on note (A) l'image de [A] (g> 1 dans H~+ ; 
si A est un relèvement de A dans Z*, (A) est simplement l'élément de associé à 
la (double-)classe Al^n^. 

Les algèbres et sont commutatives (voir la proposition 3.1.1 ci-dessous). 
On définit de même les algèbres parahorique dilatante resp. parahorique stricte 

dilatante 

HûUo = AnMaXD-/nMg) C HnMg 

HûUo = AnMaXD-/nMg) C HnMg 

Ces algèbres ont des propriétés analogues à celles de 7ï^+ et 7^^-
Pour tout groupe réductif connexe H muni d'un sous-groupe compact maximal 

hyperspécial fixé KH, on note = HKH l'algèbre de Hecke non ramifiée entière 
de H. 

On a des décompositions 

WE = WSLa®W0L9-i®WGL et WE = WSLa®W0L9-i®WGLa 

associées aux identifications M\ — GLi xGg-i et M = GLi x GL^_i x GLi. 
On considère maintenant les matrices diagonales suivantes. 

Pour i G {0, . . ., o}, on pose 

d\g) = diag(l¿, q • l2g-2i, q2 • it) e Gg{Qq) si 1 < i K g 

et 
4g)=QUg.. =dia,g(lg,q.lg) 

(matrices diagonales par blocs). 
- Pour i G { 0 , . . . , g}, on pose c¿ = diag(l¿, q • 1^_¿, ly-¿, q • U)- On a c0 = et 

c9 — a9 • 
- Finalement, on pose d[9~^ = diag(l¿,c • l^-i-¿) £ GL^_i(Qg) pour i = 

0 , . . . , o - l . 
On introduit alors les opérateurs de Hecke suivants. 

- u{q9} = n • d[9) - IleHñ, pour i = 0 , . . . ,0 

- u™i = nM, • c¿ • nMg G HñMfl, pour z = 0 , . . . , £ 

- T¿"1} = • • tfp-i G « g ^ pour z = 0 , . . . ,g - 1 

- r ^ - 1 = K^_! • • If^-l G WgLfl_1 , pour i = 1, . . . , 0 - 1 
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Rappelons ([51] Th. 1) que les algèbres de Hecke entières sont des algèbres de 
polynômes : 

« S L , = z[T0(r1),(r0(r1))±1]i=i,...ff-i 

HZ, = zpf1] ® z[T¿r1), (T,(f0-1))±1]i=1,...fl_1 

Pour GLi on allège les notations : /HQLI = Zp"^1]. À l'aide des identifications (2.1) 
on a donc 

HZ, = z p f 1 ] ® z[T¿r1), (T,(f0-1))±1]i=1,...fl_1 

HZ = zpr*1] ® zp1*1] ® z p ^ » - 1 , (T°0L»-1)±1]i=1,...9_1. 

Proposition 3.1.1 

(1) Les algèbres de Hecke dilatantes définies ci-dessus sont commutatives et sont 
isomorphes à des anneaux de polynômes à coefficients dans Z : 

- 7 i n = T C ( f / ^ ) ± 1 W , . . . , 9 
- HnMg = Z [ ^ , ( £ / ^ ) ± 1 , ( t / ^ ) ± 1 ] i = i , . . . . f l - 1 
- L'algèbre de Hecke Tí? est l'algèbre Z[X*(T)¡ du groupe X*(T) des coca-

ractères de T 

(2) Les applications 

resMi : HU —> /HKM1 • UdU i—> KMldKMl 

ET RESM : H-nMg 'rÍ'K M 1 H-M G OlU M G KMOIKM 

données par la restriction des fonctions à M\ resp. M sont des homomorphismes 
injectifs d'anneaux. L'image de est engendrée par 

( r , ® r j r 1 ) ) ± 1 , ® r j r 1 ) ) ± 1 ^ ( ( Щ Г 1 ) i = i , et = l, 
10 1® T*1 

10 1® T*1 (i = i , --- , g); 
celle de HUm est engendrée par 

= res^(CA7)(i = l,...)5-l 10 1® T*1 1 0 1® T*1 10 1® T*1, 

et ^((ЩГ1) = res^(CA7)(i = l , . . . ) 5 - l ) 

Remarque. — On établira plus loin la comparaison des homomorphismes de restric
tion res^ et res^ avec des transformations de Satake tordues. 

Démonstration 

(1) Le premier point résulte visiblement du deuxième. 
(2) Les morphismes res^- et res^ sont des morphismes d'anneaux : ceci est un cas 

particulier de la proposition II. 5 de [62]. 

Par ailleurs, on voit immédiatement que le morphisme res^7i est inject if, et que son 
image est engendrée par les doubles classes 

KMiq±1l2gKM1 et KMl diag ( 1, ~{g _ i, v (<YG _ i ) ) KMl, 
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OÙ7^_l G Gg-l(QQ) n M2g-2(%q) . Il résulte de [51], Th. 1 que la sous-algèbre 

Z[G9_1(Z,)\Grl(Q,)nM2j_2(Z,)/Gs_1)(Z,)] 

de 'H1Qg_l n'est autre que l'algèbre de polynômes Z[T^ 1 ]i=o,...,g-i, ce qui démontre 
la partie de l'énoncé qui concerne l'image de res^ . La description de l'image de res^-
se démontre de la même manière et sera laissée au lecteur. • 

De même que dans [62], chap. II, on note T l'homomorphisme inverse de resMi ; 
il réalise un isomorphisme d'anneaux de 

Im(res^ ) = Z[(T, ® T ^ " 1 ^ 1 , 1 ® T^, , , 

vers Hn. La source de ce morphisme est donc un sous-anneau de TCKMI 5 on a ^-KMI = 

M r e s ^ J K l ® ^ - 1 5 ) " 1 ] . 

Proposition 3.1.2 

(1) L'élément Uq,\ admet un inverse dans 7iu[q 1]-
(2) Le morphisme T~ se prolonge donc (de manière unique) en un morphisme 

T-:HKul = Z [ ( T , ® r , V ) ) ± M l ® T , ( , r ^ ^ ^ T - i ® í : ¡ ) ] , = 2 , . . . , 9 - « n [ f 1 ] . 

Démonstration. — Il suffit clairement de démontrer le premier point. Soit en G 
Kl ®z Q l'idempotent correspondant à Tïui de sorte que Hn (resp. Huiq^1]) s'iden
tifie au sous-anneau (non unitaire) euHi^u (resp. enH/[g-1]eri) de tti ®z Q (at
tention : l'idempotent en n'est pas dans 7tt, ni même dans 7ii[q~1]). Il résulte de 
([62], prop. IL 4, appliquée à la sous-algèbre de Tii 0z Q engendrée par les doubles 
classes des éléments dilatants vis-à-vis de U\) que en commute à l'opérateur de Hecke 
I diag(l, q,. . ., q, q2)I. Ce dernier admet un inverse dans 7i/[g-1] (cf. par exemple 
[22]). • 

Considérons les homomorphismes de Z[q ^-modules 

S„M* : Tulla" 1] — nIlMg[q-1] 

S£T : Hn[q-X] — nflq-1} 

SnMl • Пий"1} — ПмЛч'1} 
Snlg ••HnMg[q-1}-^ ЩПЧ-1} 

Sn" ^ П м Л ? " 1 ] — Им!?" 1] 
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définis respectivement par 

4>(mu)du r é(mu)du 

4>(mu)du 
JN 

(f>(tn)dn 

4>(mu)du 4>(mu)du 

(f)(tu)du 
JNdMg 

é(tn)dn 

JNdMg 
JUtHMg 

(f)(tu)du 

les mesures de Haar sur les groupes unipotents étant normalisées pour donner la 
masse 1 au sous-groupe des Zg-points. 

Ces applications seront appelées transformations de Satake tordues parahoriques. 

Variante. — On peut aussi intégrer &(ûm)dû~ (resp. <&(nt)dn,...) sur les sous-groupes 
unipotents UG, N, U±, N n MG et Ui Pi MG des paraboliques opposés, la mesure de 
Haar sur ces groupes unipotents U étant normalisée de telle sorte que la masse de 
U D n soit 1. Notons provisoirement 0pP§ ces variantes — nous verrons qu'on a en 
fait opp§ = S. Nous verrons (cf. la remarque à la fin du chapitre 8) que opp^n^ ê  
S^™9 s'introduisent tous deux naturellement en relation avec la réduction modulo q 
des correspondances de Hecke, sur les variétés de Siegel avec structures de niveau de 
type n en g. 

La proposition suivante est probablement bien connue. 

Proposition 3.1.3. — On a 

QKML _ QKML _ -
opp£n — £n — rebMi 

et opp£nMg " ^nMg — resM 

Remarque. — On peut rapprocher cette proposition du lemme 8.3.6. 

Démonstration. — Nous nous contenterons de vérifier que opp^n^ = Ml = resM > 
la vérification des deux autres formules étant analogue. 

Pour tout groupe algébrique H défini sur Zq, et pour tout r > 0, on note = 
Kev(H(Zq) H(Z/qrZ)). 

Soit d G D~. Utilisant la décomposition dTwahori n = KMXU^ et les inclu

sions U[0)d c du[0) et dU™ C U^d on a UdU = K MldK Miu[0) • 0n voit donc 

que MiJ7i D UdU = KMldKMlU[Q) (resP- H UdU = û[1]"kMldKMl), ce qui 

démontre les deux égalités. • 
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Considérons maintenant les transformations de Satake tordues sphériques : 

«Efe"1] «Efe"1] 
«Efe"1] «Efe"1] 

définie par les formules 

ug 
$>(mu)du JM1nug 

$>(mu)du et 51, (Ф m 
J MnN 

Q(tn)dn. 

On déduit facilement des propositions 3.1.1 et 3.1.3 la 

Proposition 3.1.4 

(1) On a un diagramme commutatif 

Efe"1] 

«Efe"1] «Efe"1] 

«Efe"1] «Efe"1] 

toutes les flèches étant données par les transformations de Satake tordues S adéquates 
(parahoriques pour les quatre flèches de gauche, et sphériques pour les deux flèches 
verticales de droite). 

(1') On a un diagramme commutatif similaire faisant intervenir des transforma
tions de Satake tordues opPS. 

(2) En particulier : 

(a) Wnlï"1] ^HZ [q-1] etH^lq-1] Wjp[q x] sont injectifs, 

(b) Hñiq-1} - n^lq-1} etn^lq-1} 7~ij? [q x] sont des morphismes 

d'algèbres, 
(c) les morphismes Frac(7Yn [g 1]) —> Frac(WnM [q x]) etFra,c(HUM [q ]) —• 

Frac(7Yj1r[g-1]) sont finis (î^ac désignant le corps des fractions). 
(3) Les morphismes S et oppS définis plus haut coïncident; ce sont tous des mor

phismes d'algèbres. • 

Remarques 

(1) Les transformations de Satake (sphériques) tordues S utilisées dans le chapitre 
VII de [13] sont plutôt données par des formules du type 5(3>)(ra) = JV Q>(um)du, 
où U est le radical unipotent d'un parabolique formé de matrices triangulaires supé
rieures. Elles se comparent à 0pp§ en faisant agir (sur la source et le but) la conjugaison 
par WQ = antidiag(—1, —1,1,1) (un relèvement dans NG9{T) de l'élément le plus long 
du groupe de Weyl). Les conventions de [13] seraient naturelles pour nous si nous 
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avions choisi au lieu de n le parahorique opposé H et au lieu de D~ le monoïde 
D+ = des éléments contractants du tore T. 

(2) Les formules que nous avons obtenues portent sur des Z[g-1]-algèbres. En fait, 
dans ce travail, nous fixerons un entier premier p. En revanche (cf. section 5) q ^ p 
sera un entier premier variable. Nous nous intéresserons alors aux algèbres de Hecke 
^Gg(Qq) (p)' (p)' • • * °b^enues après tensorisation par Z(p). 

Nous allons maintenant introduire deux polynômes de degré 2P_1 à coefficients dans 
Hn- En un sens que nous préciserons plus loin, le polynôme de Hecke est produit de 
ces deux facteurs. 

On munit HTT d'une action à droite de W = WQ de la manière suivante. Pour 
/ G H? (VU comme une fonction sur T(QQ) constante sur les classes tT(Zq)) et 
w G W, on pose 

fV(t) = S{t)~1'2S{wtiir1)1/2f{wtw''1) Mt G T(QQ) 

(où w est un relèvement de w dans (NGgT)(QQ)). Dans [13], une action analogue est 
appelée « action tordue » (cependant, comme nous l'avons déjà souligné, nos conven
tions diffèrent de celles de loc. cit., si bien que notre action ne coïncide pas avec la 
leur). 

Il résulte de [48] (et de la proposition 3.1.3) que les morphismes 

wewM\wMl PQ,Mi 

ET wewM\wMl -P™Mi 

sont injectifs et ont respectivement pour images les sous-algèbres formées des élément 
fixes par W et par Wm± via l'action tordue ci-dessus. 

Pour t G T(Q), notons [t] l'élément de HTT correspondant à la classe tT(Zq). Posons 
tq = d iag( l , . . . , 1, q,..., q) G T(QQ). Le stabilisateur de [tq] pour l'action tordue de 
W est WMG • 

Remarque. — L'élément [tq] n'est autre que §jim (U™99). L'élément UqJ G HM peut 
être considéré comme le Probenius (cf. [13], Ch. VII; les conventions de Faltings et 
Chai diffèrent cependant des nôtres, de sorte que le Probenius est représenté dans 
loc. cit. par l'élément Km9 diag(ç, . . . , g, 1 , . . . , 1)Km9 de HMg). 

On pose 

PQ(X) = n 
W€WMq\W 

( x - [ t , F ) E ( W F F E - W x ] . 

Soit wo l'élément le plus long de W. On rappelle que Wm9 est invariant par conjugaison 
par wq. On rappelle de plus qu'on a Wm = Wm„ H Wm, dans W. On pose 

PQ,Mi n 
wewM\wMl 

( X - [ t , F ) E ( W ? F [ g - i ] ) ^ i [ x ] 

-P™Mi P O 
wewM\wMl 

(X - la^o) e (N^IQ-1})^^ M. 
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Le quotient Wm9\W n'est autre que Wm\Wmx H Wm\Wm1 wo, de sorte que Pq est 
le produit des deux polynômes Pq^M1 et ?™Mi ' 

Les polynômes Pq, ÇqtMx e^ Ç™Mi son^ a^ors dans l'image de SjE pour le pre
mier et de 5 ^ pour les deux derniers. Notons Pq, P^Mi et leurs antécédents 
respectifs (dans /H1QG [q~X] pour le premier et dans /Hm1[(J~1} Pour les deux derniers). 
Le polynôme Pq est alors simplement le polynôme de Hecke (cf. [13], Ch. VII). Avec 
l'identification — %[Tq^1]®'HGg_1 introduite juste avant l'énoncé de la proposition 
3.1.1 et en notant Pqg~^ le polynôme de Hecke pour Gg-\ on a Pq^M1 ~ 1 ® 
de sorte que Pq,Mx es^ ^ coefficients dans l'image de r e s ^ . 

Notation 3.1.5. — On désignera par P^> = P* e H^q-^X] et PqZ) = P™ G 
^ n f e " 1 ] ^ ] les polynômes 

P«(X) = X2-J7«,2X et P? = T-{P£Ml) 

On désignera encore par le symbole Pq l'image de Pq G Hu [q x] [X] dans 1~tu+ [q 1] [X] 
(par l'injection ^ [#-1][^])-

Remarques 

(1) Considérons le plongement du corps des fractions dans celui de H m défini 
par la transformation de Satake tordue S, ainsi que son conjugué par wq. Les poly
nômes Pq et P™ sont alors les polynômes minimaux de IIm d iag( l , . . . , 1, ç , . . . , q)IIm 
vis à vis de ces deux plongements. 

(2) Le polynôme Pq est à coefficients dans 'Hnfe-1]^] alors que P™ est seulement 
à coefficients dans H^p-^q-^lX] C Huiq'^lX}. 

(3) Pour g = 2 on a 

Pq(X) = X4- Tq,2X3 + q(TqA + (q2 + 1)T9|0)X2 - q3Tq,2Tq,0X + g 6 ! ^ 

P«(X) = X2-J7«,2X + < ^ , i 

P™(X) = q^U-^P^U^X-1) =X2- q2U-}Uq,0Uq,2X + q5UqjUl0. 

(4) À l'aide de la théorie du centre de Bernstein (cf. [22]) et de la proposition 
II.4 de [62], on peut voir qu'il existe des polynômes Vq et V™ à coefficients dans 
H/ ®z Q, commutant à l'idempotent en, et tels que Vqeu = Pq et P™en = P™• Leur 
produit Vq est alors à coefficients dans le centre de Hi (S>z Q, et on a VqeK — Pq 
(où ex est l'idempotent associé au compact maximal K = GgÇLq)). En particulier, le 
produit PqP™ est à coefficients dans le centre de /Hu[q~1] et son produit par est 
simplement Pq. 

La proposition suivante nous sera utile dans la section 8. 

Proposition 3.1.6. — On a 

P™(X) = q^U-^P^U^X-1) =X2- q2U-} = X29_1Foe(^+1)/2C/q0X-1). 
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Démonstration. — Il suffit de vérifier la formule 

t£9(£)(gS(S+l)/2-<£)[gçl][gçl]_X)_ Wl*+W[qid2g]-t*X]-t*X) 

(on rappelle que d[g>) désigne diag(l,<7,... , g, q2)). Avec les notations introduites ci-
dessus (au début de (3.2) ; le lecteur vérifiera sans peine qu'il n'y a pas de cercle 
vicieux) on a 

^2S"1^,M1(^(9+1)/2[?Id2S]X-1) = n 
w£WM\WMl 

Wl*+W[qid2g]-t*X) 

£:{1,...,0}-{±1} 
£1=1 

(q9(9+D/2[qld2g]_q{e)t£_X) 

où l'on pose, pour raccourcir les formules, (e) = g(^^) H H ̂ p - -
Continuons le calcul : 

n 
e;£i = l 

{q9(g+l)/2[qld2g]_q(e)u_x) n 
s;ei = l 

t£9(£)(gS(S+l)/2-<£)[gçl]_X) 

n 
£;£i = l 

ts.q*>(qi-v[t_s\-X) 

n 
£_;ei = 1 

T T 
w£WM\WMl U>q 

(t* - X) 

(-1)2S n 
e;ei = l 

]-t*Xw£WM\WMl) 

Groupant (si, ^2, • • •, £#) et (ei, —£2, • • •, —£3) Par paires dans le produit, on obtient 
la formule annoncée. • 

3.2. Vecteurs fixes d'une représentation induite. — Soit x : T(Qq) —• Cx un 
caractère non ramifié du tore T. On considère l'induite parabolique lisse à droite (non 
normalisée) n = —9Ind(x) : 

VJT = {f : Gg(Qq) —> C ; / est localement constante 

et f(gtn) = X(t)f(g), y9 e Gg(Qq), t G T(Qq), n G N(Qq)}, 

munie de l'action naturelle à droite de Gg(Qq) (par translation à gauche). C'est aussi 
l'induite à droite normalisée —9 Ind(xo), où xo est le caractère x^-1^2> ou ^on rappelle 
que pour le groupe GSp2o, le caractère unimodulaire S de B vaut 

«(diagfr, ...,tg, vt-\ Wf1) = l(*î*f_1 • • • U2i/-9(s+1)/2|, 

en normalisant comme d'habitude la norme g-adique de telle sorte que \q\ = q 1. 
Pour e : { 1 , . . . , g} —» {±1}, notons 

te_ = d i a g ^ 1 " ^ , . . . , q1-^, q1^,..., q ^ ) G T(Qq). 
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Le paramètre de Satake de la représentation n = —9 Ind(xo) est alors la famille 
(sq,e — Xo(*e.))e- Nous appellerons paramètre de Hecke la famille (aq,e = q9^9+1^As§)Ê_ ; 

1— El 1 — Eg 
il résulte de l'égalité = q9~^~+'"+ 2 x(t§) que l'expression du paramètre de Hecke 
de 7r en fonction de x n'utilise pas de racine carrée de q. Pour g = 2, nous utiliserons 
la notation plus simple 

otq = ^,(1,1) = x(diag(l, 1, Qi q)) 

Pq = - i ) = 9X(diag(l, q, 1, g)) 

7G = = ç2x(diag(tf, 1, 1)) 

Sq = a9ï(_i _i) = g3x(diag(ç, 1,1)). 

Remarque. — On a alors 

X(5gf,(P„№)) L 

£:{l,...,g}-{±l} 
(X - a£] 

X(5gf,(P„№)) 
n 

e:{l,...,0}->{±l} 
£1=1 

(X - a£] 

X № ( P - ( X ) ) ) r 
£:{1,...,$}-{±1} 

£i=-l 

[X-a£). 

Considérons maintenant un opérateur de Hecke dilatant U G Hu. La proposition 
suivante exprime les valeurs propres pour l'action de U sur en fonction de x? a 
l'aide de la transformation de Satake tordue S^T. 

Choisissons une fois pour toutes des relèvements (encore notés w) des w G W dans 
NGg(zq)(T(Zq)) ; on vérifiera aisément que ces choix sont inoffensifs. Rappelons que 
l'application 

WML\W >—> U\Gg/B, WMlw .—• UwB 

est une bijection. Lorsque w G WMX\W, notons ew l'unique élément de V^1 supporté 
par UwB tel que ew(w) = 1. Les 2g éléments ew (w G WM±\W) forment une base de 
Vj1. Rappelons de plus que l'ordre de Bruhat sur W induit un ordre sur WMX\W (si 
w et wf sont des représentants de longueur minimale des classes et WM1WW' 

on a WMX W ^ M' si et seulement si w < w' ; dans le cas qui nous occupe ces 
représentants sont 

Wl = 1 < W2 = (12) < ••• <wg = (lg) 

< wg+i = (lg)w0 < < W2g-1 = (I2)w0 < w2g = W0, 

en identifiant W à &g OC {±1}^ et en notant wo = (—1, • • •, —1) l'élément le plus long 
de W) et que WM^W WM^WQ est une bijection décroissante vis à vis de cet ordre. 
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Introduisons une action à gauche (w, x) ™X de W sur l'ensemble des caractères 
de T en posant 

X(5gf,(P„№))^lnd(x) — |9IndPx)-
de sorte qu'il existe un opérateur d'entrelacement non nul 

^ l n d ( x ) — | 9 IndPx) -

Finalement, notons encore x C le morphisme d'algèbres induit par le 
caractère x-

Proposition 3.2.1. — Soit U = € 7^^ un opérateur de Hecke dilatant. 

(1) La matrice dans la base (ew)w£wMl\w d>e l'endomorphisme de Vj1 induit par 
U est trianqulaire supérieure : on a 

ew \ L : E c(J7,x,w,w')e«;'. 

(2) Le coefficient diagonal c(U, x-> w->w) es^ ^9°^ à 

c(J7,x,w,w')e«;'. ^y(S^(U)). 

Remarques 

(1) Un énoncé analogue vaut en fait pour tout groupe réductif déployé; on peut 
de plus remplacer C par une Z [g-1]-algèbre quelconque — par exemple WÇ f̂a"1]» le 
caractère x étant le caractère universel. 

(2) Si au lieu d'induire à partir du groupe de Borel B nous avions choisi d'induire 
à partir de B, les valeurs propres de U s'exprimeraient à l'aide de la transformation 
de Satake tordue S^T ; la matrice de l'endomorphisme associé à U serait triangulaire 
inférieure. 

(3) On a donc c(U, x> ww', wwr) = c(U, ™ x? w,w)- Bien entendu, le fait que x • w X 
permute les coefficients diagonaux peut s'obtenir sans calcul grâce à la théorie des 
opérateurs d'entrelacement. 

(4) On peut aussi démontrer une forme un tout petit peu moins précise de cette 
proposition en utilisant le module de Jacquet — le résultat obtenu est qu'il existe 
une base dans laquelle les matrices des opérateurs dilatants sont toutes triangulaires 
supérieures ; on n'obtient les coefficients diagonaux qu'à l'ordre près (plus précisément, 
modulo permutation par un élément de W). C'est la méthode suivie dans [24]. 

Démonstration. — Il suffit bien entendu de traiter le cas où l'opérateur U est associé 
à une double-classe UdU, d G D~. 

(1) La valeur en w' de la fonction ew\U est 

/ lndu{l)ew(iw')d-i. 
JGa 

Supposons que cette valeur est non nulle, et montrons qu'on a alors WM-^UJ' ^ WM^. 
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On a alors UdUw' D UwB ^ 0 et donc UwB C UdUw'B. L'élément d est 
dilatant et on a donc UdU = P1(Zq)dPi(Zq) C ILPi(Qg). On a donc en
core UwB C UPi(Qq)w,B. Il suffit donc de vérifier que l'on a P1(Qq)w'B C 

HWMIW,'^WM1W' 

Pour 7 G Gg(Qq), notons 7QG G (Gg/B)(Qq) le point 7#(Q<7) de la variété de 
drapeaux Gg/B. Utilisant la propreté de la variété de drapeaux, ce point se prolonge 
(de manière unique) en un point 7ZG G (Gg/B)(Zq), et induit donc par réduction 
modulo q un point G (Gg/B)(¥q). L'élément 7 appartient à Uw"B(Qq) si et 
seulement si 7f9 appartient à la cellule de Schubert (P\wn'B)(¥q). Par ailleurs, si 
7 £ -Pi(Qq)/w;/^(Qq)5 la cellule de Schubert P\w"B contenant 7fq est située dans 
l'adhérence de la cellule de Schubert P\w'B\ notant toujours WQ l'élément le plus 
long de W on a B = WQBW^1 et la cellule de Schubert P\W"WQB est donc contenue 
dans l'adhérence de PIW'WQB : on a donc WMXW" ^ WMXW' puisque la multiplication 
à droite par wo renverse l'ordre de Bruhat sur W M I \ W . 

(2) On vérifie facilement que la fonction ew admet la représentation intégrale sui
vante 

eu; (7) : 
JTxN 

1 IN™('jtn) dt dn 

(les mesures de Haar sur T et N étant respectivement choisies de telle sorte que 
volT(Zg) = 1 et vo\(w~1Uw Pi N) = 1 ; une formule de ce genre apparaît par exemple 
dans [6], paragraphe 3.3). On a 

/ ludu(l')lliw{ll) H = LND-in«;(7) 
JGg 

(la mesure de Haar sur Gg étant choisie de telle sorte que voin = 1) et donc 

(ew | LNDN)(7) 
JTxN 

X(t) 1lIid-iïiw('ytn)dtdn. 

On a alors 

C(LNDN,X, ™,W) 
JTxN 

x(t) lnd-mw(wtn) dt dn 

/ _x(i) 1lw-ind-iUw(tn)dt(M 
JTxN 

/ _ x(t)K-in<mw(nt) dt dn 
JTxN 

teT(Qq)/T(zq) 
_lw-iudUw(nt) dñ 

'N 
X(Í) 
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et la formule qu'on se propose de vérifier équivaut donc à 

¿ ( í ) - 1 / 2 « 5 ( u ; t u , - l ) l / 2 o p p ^ ( l n d n ) ( u , í W - l ) 
1 

vo^w^Uw Pi N) 
llw-in<mw(nt) dn 

(dans la mesure où le membre de gauche s'écrit lui aussi à l'aide d'une intégrale sur 
le groupe TV, mais avec une autre normalisation de la mesure de Haar, on abandonne 
la normalisation utilisée quelques lignes plus haut pour raccourcir les formules et on 
revient à celle de (3.1) : vol(II H N) = 1). 

Remarquons tout d'abord que les deux membres de l'égalité qu'on se propose 
de vérifier ne dépendent que de la classe de w dans WMX\W : pour le membre de 
droite ceci résulte simplement du fait que Uw' = U pour w' G WMX et pour celui 
de gauche ceci résulte de l'invariance (cf. 3.1) de opp!?nT(Indn) par opPS^TO-Udn) l_>> 
oppSnT (Indu)™' (wr G W M J . On peut donc se contenter de vérifier la formule en pre
nant pour w un représentant particulier de sa classe dans WM^W. NOUS choisirons 
pour w l'élément de longueur minimale dans la classe WMX W *> on vérifie aisément que 
c'est aussi l'unique élément de WMXUJ tel que wBw~x D M± C B. 

Écrivons wt = wtw~l et WN = wNw"1. On a alors 

1 

vo^w^Uw H N) 
L_lw-indnw(nt) an 
jn 

1 

vol(n D WN) J^n 
ludu(wnwt)dwn 

ludu(wnwt)dwn 
vol(II H WN) 

où dwn désigne une mesure de Haar sur WN. Les décompositions : 

n = (Ï7i n n) x KMl x (C/i H n) 

Ud^t'1 = (t/i f in) x (KMldKMxwt-x) x H ^ n n r r 1 

WN = (Û! H WN) x (M1 n WN) x (Ux H WN) 

entraînent 

n n WN = (C/i H n fi WN) x (KMl H WN) x f ^ f i n n WN) 

Tidl^t-1 H WN = (Ul fi n D WN) x (KMldKMlwt-1 0 WN) x (wt (Ui n n)™*"1 n WN) 

de sorte qu'on a 

voKTTdTT™*-1 nWN) 

vol(II H WN) 

vo\(KMldKMlwt-1nwN) 

vol(KMl H-iV) 

rol(™£ (t/i D n)^t_1 Pi WN) 

vol(ï/i H n H ™iV) 

On a Mi D ™iV = Mi H TV, de sorte que 

vo\(KMldKMlwt~1 DWN) 

vo\(KMin™N) 
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n'est autre que opï)S^T(ludn) (cf. 3.1.3 et le premier point de 3.1.4). Il reste donc 
uniquement à vérifier que 

vo\(wt (Ux H II)™*-1 H WN) 

vol(l/i H n H WN) 
5(T)-1^Ô(WTW-1)1^2. 

Remarquons qu'on a Ui D WN = N D WN puisque M\ D WN = M\ N N. Pour 
raccourcir les formules, on va maintenant munir les groupes unipotents qui vont suivre 
de la mesure de Haar telle que le volume du sous-groupe des points entiers soit 1. Le 
quotient des deux volumes considéré plus haut est alors 

vol(wt(NnwN)(Zq)wt-1) YOL(T(W 1N D N^Z^t'1): 

on a d'autre part 

Siwtw-1)1'2 

6(t)V2 

(vol(t(Nnw 1N)(ZQ)t-1)vol(t(Nnw "NMZ^t-1)) ' 

(vol(t(N H N^Z^t-1) vo\(t(N H v'1 N)(Zq)t-^)) 1 

vol(t(w NnNXZ^t'1) 

ce qui termine la démonstration de la proposition 3.2.1. 

On rappelle que dans la discussion précédant l'énoncé de la proposition 3.2.1, on a 
introduit une numérotation w± = 1 < • • • < W29-i — W2WQ < W2G = WQ des éléments 
de WMl\W. 

Corollaire 3.2.2. — Pour g = 2, les matrices (triangulaires supérieures) des endomor-
phismes (• | U\,q) et (• | U2,q) dans la base (ew.)i^i^4 ont respectivement pour éléments 
diagonaux 

q laq(3q, q Laqjqi q /3q6q, q ^q5q 

et aq+(3q, aq+7q, {3q+Sq, Jq + Ôq. 

Démonstration. — Comme dans 3.1, notons [t] l'élément de TL™ associé ht E T(QQ). 
On a 

SnT(Ui,q) = [diag(l,q,ç,ç2)] et S*T = [diag(l, 1, g, q)} + g[diag(l, g, 1, q)} 

(en utilisant les propositions 3.1.3 et 3.1.4, ceci se réduit à un calcul bien connu dans 
GL2). Le corollaire résulte immédiatement de ce calcul et de la proposition 3.2.1. • 

Rappelons : 

Q 

Proposition 3.2.3. — Pour g = 2, la représentation TT = —9 Ind^o ^st irréductible si 
et seulement si les quotients C'/C C C € {aq, (3q, 7G, ôq} sont tous différents de q±x. 
Lorsque c 'est le cas, 7TKG est une droite, engendrée par eWl + eW2 + eW3 + eW4. 

Démonstration. — Ceci résulte de ([47], Lemma 3.2). • 
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Les représentations que nous considérerons dans la section 11 seront des représen
tations à coefficients dans l'anneau d'entiers d'une extension finie de Qp, où p est un 
entier premier divisant q — 1, et seront telles que la condition ^ q±x(= 1) soit 
vérifiée modulo Vidéal maximal. Le corollaire suivant nous sera donc utile. 

G , 

Corollaire 3.2.4. — Pour g = 2, lorsque tt = —9 Ind%o ^t irréductible, lorsque de plus 
CYq(3q 0 {otq^q, Pqôq^qôq), l'endomorphisme de 7rn induit par 

Xq = (qUl,q - aq^q)(qUliq - ßqÖq)(qUliq - 1qÖq) 

réalise un isomorphisme de la droite ixKa des vecteurs sphériques de tt sur la 
droite (eWl), propre pour Vaction de sur laquelle qU\,q et U2,q ont respective
ment pour valeurs propres aqj3q et aq + f3q. L'isomorphisme inverse est donné par 
x [(a/3 - a7)(a/3 - /W)(a/3 - 7<5)]"V I £ 1 ^ 4 

4. Déformations de la représentation résiduelle 

4.1. L'anneau de déformations universelles. — On se limite au cas g = 2. 
Soit Xp : T —> Z* le caractère cyclotomique p-adique. Pour tout nombre premier £, 

soit Di resp. le un groupe de décomposition resp. son sous-groupe d'inertie, en £. 
On fixe un couple (tt,p) où tt est cuspidale cohomologique de poids (ai, a2\ a\+a2), 

ordinaire en p, telle que p — ~p^ satisfasse (RLI2) et soit 5-bien ramifiée. 
Soit CNLo la catégorie des (9-algèbres locales noethériennes complètes de corps 

résiduel k. 
Soit e G G (Zi) la matrice unipotente régulière standard. Pour tout £ G S2, fixons 

a e G le et g£ G G(k) tels que p(ae) = Ve^J1• 
Dans la suite de cette section, on pose pour abréger * = cris-ord ou ord Pour tout 

A G CNLo, soit E*(A) l'ensemble des homomorphismes continus p : Y —• G (A) tels 
que p mod = p (appelés déformations de p) et tels que 

- p est non ramifié hors de S U {p, 0 0 } 
- îs o p = v o pn 
- p est cristalline et ordinaire en p (pour * = cris-ord), resp. est ordinaire en p (si 

* = ord) de poids 11^ 
- si £ G Si, l'application de réduction mod. rru donne p(h) — ~p(h), 
- Pour tout £ G (UN2,2) U £3, il existe g G G (A) tel que p(o~e) = 9 • £* • (avec 

* = / , h , 0 ) . 
- Pour tout £ G PR2, p(Ie) possède un A-plan lagrangien fixe facteur direct. 

Remarque. — Si £ G PR2, et si p(Ie) possède un A-plan lagrangien fixe facteur di
rect, il y a automatiquement un A-plan lagrangien %-variant en somme directe où le 
caractère x désigne ici la restriction à le de v o pn). 
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Pour tout A G CNL0, soit Gi(A) = Kei(G(A) -> G(k)). On définit le foncteur 
covariant (pour * = cris-ord ou ord) sur CNLq à valeurs dans les ensembles qui 
associe à un objet A de CNLq l'ensemble T*(A) = E*(A)/Gi(A), des classes de 
conjugaison strictes [p] des éléments p de E*(A). 

L'espace tangent de T* est de dimension finie (on le calculera plus loin). Par le 
critère de (pro)représentabilité de Grothendieck, il suffit pour montrer que T* est 
représentable de vérifier que commute au produit fibre. C'est-à-dire que le mor-
phisme. 

h : T^Ax xAo A2) —> T+{Ai) Xjrm{Ao) F+(A2) 

associe a deux morphismes Ai —> AQ d anneaux locaux artmiens (i = 1,2) est un 
isomorphisme. On peut supposer que Ai —> AQ est surjective. L'injectivité résulte 
de l'hypothèse (RLI2). Pour la surjectivité, étant données p\ et p2 donnant la même 
classe dans T*(AQ), on peut après modification de p\ par conjugaison, former p$ = 
pi x P2 € T(A\ XA0A2) ; il reste à voir que cette représentation satisfait les conditions 
locales. En p, si * = ord ou cris-ord, comme les quatre poids sont distincts modulo 
p — 1, le normalisateur de la restriction à Ip d'un p G E(A) est le conjugué dans 
G (A) du groupe des ^4-points un sous-groupe de Borel de G. Ce groupe est lisse et 
la condition * est encore satisfaite par p%. Si les pi sont cristallines, la théorie de 
Fontaine-Laffaille montre, comme dans la thèse de Ramakrishna, que ps satisfait est 
encore cristalline. 

En £ G S2, sous l'hypothèse (PR2), pour x — v 0 Pn\Ie, et pour toute déformation 
p de p il ne peut y avoir au plus qu'un plan lagrangien fixe par l'inertie. Si £ est de 
type UN2,2 ou 53, le normalisateur de p3\Ie est un groupe lisse, et on conclut comme 
ci-dessus que ps satisfait la même condition en £. 

La surjectivité de h résulte de ces remarques. Les détails de ces vérifications figurent 
dans [59] Sect.6.1. 

Le foncteur T* est donc représenté par un couple universel (R*,p™). Notons que 
pn fournit un élément de T*(0) et par conséquent des homomorphismes R* —> O de 
O-algèbres locales. 

De plus, on a un homomorphisme canonique surjectif de O-algèbres locales ôrd • 
ROTd —> it!Cris,ord donné par le morphismes d'oubli "̂criŝ rd ^ ^ord-

4.2. Représentations symplectiques. — Soit V un espace de dimension finie sur 
un corps p-adique F. Soit p : T —> GL(V) une représentation autoduale : 

p ^ p* (g) v 

pour un caractère v de T. Soit L un réseau stable par p. 

Lemme 4.2.1 

(1) Si p est irréductible, son image est contenue dans le groupe des similitudes pour 
une forme ip, non dégénérée, orthogonale ou symplectique; 
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(2) De plus, si la représentation résiduelle p est irréductible, la réduction ipL (choi
sie non nulle) est non dégénérée (orthogonale ou symplectique) et (L,ip) est unimo-
dulaire. 

(3) Sous les hypothèses de (2) si de plus dimpV = 4, si p préserve une (autre) 
forme symplectique ip et si l'image de p contient le normalisateur N(i/>) dans Sp(ip) 
de SL(2) x SL(2), alors tp est symplectique et sa réduction est un multiple non nul 
de ip. 

Sans l'hypothèse supplémentaire sur l'image de p, il est facile de donner un contre-
exemple à la symplecticité de -0 : prendre Imp = 0(4) n GSp(4) (intersection de 
groupes standards) ; ce groupe agit irréductiblement sur V, et contient en fait le nor
malisateur du tore maximal standard de Sp(^). Cependant, on peut prendre pour ip la 
forme symétrique x\y^ + x^yx + #22/3+ #32/2 > et pour ip la forme symplectique standard 
#i2/4 - #42/1 + ^22/3 - x3y2. 

Démonstration 

(1) La condition d'autodualité entraîne qu'il existe une forme bilinéaire non dégé
nérée ip : V x V —> F telle que p agit sur V par i/j-similitudes. On peut supposer que Î/J 
est symétrique ou symplectique : En effet, l'une des deux composantes de ^ = i/;s +ipa 
est non nulle; elle doit en fait être non dégénérée car si par exemple ipa(v,w) = 0 
pour tout on a ipa(p(g)v, w) = 0 pour tout g et tout w, et par irréductibilité de p 
on trouve 0a = 0. 

(2) On ajuste pour que sa réduction ipL soit non nulle sur L/zuL ; par l'argument 
précédent (lemme de Schur) on voit que cette réduction est non dégénérée; ce qui 
entraîne que (L, est unimodulaire. 

(3) Fixons une base symplectique ( e i , . . . , e±) de (L/wL, ip) ; les poids du tore T(ip) 
agissant sur cette base sont, disons, t2, t f 1 , t2 Il est facile de voir que les seuls 
indices possibles pour ^ ( e * , ej) ^ 0 sont (1,4), (4,1), (2, 3) ou (3,2). Pour exclure le 
cas = ax (#i2/4 + #42/i +#22/3 + #32/2) , on utilise un élément unipotent de SL(2) x 
SL(2) ; il ne préserve tpL à homothéties près que si cette forme est symplectique. • 

4.3. L'homomorphisme R^T. — Soit K C G(Z) tel que KN = G(ZN) soit le 
compact maximal hyperspécial standard de G(QN). 

On fixe un sous-groupe de niveau K = KN X KN. Pour décrire K^, on fixe un 
sous-ensemble Si de l'ensemble des facteurs premiers de N. Pour ^ G Si, on ne met 
aucune condition sur le facteur Kt ; pour £ divisant N mais n'appartenant pas à Si, 
Ki est soit le parahorique de Klingen strict, soit le sous-groupe d'Iwahori en £. On 
suppose en outre que v(K) = Zx. 

Remarque. — En l'absence d'une démonstration du cas 4 de la Conjecture de com
patibilité précédant Th. 2.2.5, on ne peut inclure de premiers £ de type S4 dans le 
niveau. 
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Pour tout nombre premier £ ne divisant pas Nr, soit Ht = TLQ l'algèbre de Hecke 
sphérique de Gi = GSp(4, Qg) et soit 7iNp = л/»=1 ̂  ê produit tensoriel res
treint de ses composantes locales. 

Soit 7Г la représentation cuspidale de niveau К fixée au début de la Sect. 4.1 ; son 
type à l'infini 7Гоо est dans la série discrète de paramètre de Harish-Chandra A* + p ; 
soit p ne divisant pas N et p > wn en lequel n est ordinaire. On fixe un plongement 
p-adique tp : Q —> Qp. 

Soit 0n : 7iNp Qp l'homomorphisme d'algèbre donné par l'action de Не sur la 
droite 7г^£ des vecteurs sphériques de тг£ pour chaque £ ne divisant pas Np. 

Soit О un anneau de valuation discrète dans Qp, fini et plat sur Zp contenant les 
valeurs de l'homomorphisme 6^ et sur lequel p^ est définie ; soit w une uniformisante 
et к son corps résiduel. On suppose que (RLI2) est satisfaite. On suppose que pour 
chaque premier £ de Si, la représentation résiduelle p^ est de type Si en £. On suppose 
également que (тт,р) est 5-bon et que p^ est 5-bien ramifiée. 

Soit HNp(0) = HNp ® О et soit вп : HNp{0) -> к la réduction de 6^ (8) Id© 
modulo zu. Soit m l'idéal maximal de HNp(0) noyau de 0n. 

Soit K(N) le groupe de congruences principal de niveau TV ; on a K(N) С К ; soit 
К = K/K(N). Comme on ne suppose pas que К est net, on doit prendre la précau
tion suivante. On définit la cohomologie H*(SK, V\((D)) comme l'hypercohomologie 
H'(K, KT(SK(N)I Par К (cf- aussi (6.1.2)). Lorsque К est net, on retrouve 
donc la cohomologie habituelle. 

Rappelons que pour tout 7 G G(ANP), on peut faire agir la classe double [K'yK] 
comme une correspondance algébrique de Hecke T x ( 7 ) . En fait, on définit la corres
pondance TK{N) agissant sur le couple (SK(N)I Va((9)), elle agit donc sur la cohomo
logie de niveau K(N), et on voit qu'elle préserve les if-invariants, définissant ainsi 
un endomorphisme TK(J) de H9(SK,V\(0)). Rappelons brièvement comment (voir 
Sect. 8.1.2 ci-dessous pour une définition géométrique des correspondances de Hecke). 

On pose K(N,ry) = K(N) П 7 K 7 - 1 . On a deux applications de dégénérescence 
• SK{N,I) —> &K{N) (г = 1,2). La première est induite par l'identité de G (A) et la 

seconde par la multiplication à droite par 7 sur G (A). On pose T^{N) — T^VI (AU 
niveau du système local, on utilise seulement l'identification 7г|У\(0) = 7Г*^/л(^))-

Les endomorphismes de H3(SK(N),V\((D)) ainsi définis commutent à l'action de К ; 
on peut donc les restreindre à H3(Sк, V\(0)). Notons qu'on définit a priori une anti
représentation de HNp sur H3(Sк-, V\(0)) (c'est-à-dire une action à droite), mais ceci 
n'a pas d'importance puisque cette algèbre de Hecke est commutative. 

Localisons maintenant H9(Sк, V\((D)) en l'idéal m de l'algèbre de Hecke. 

Proposition 4.3.1 

(1) H-(SK,Vx(0))m = H3(SK,Vx(0))m, 

(2) le O-module H3(SK, Vx(0))m est libre, 
(3) H3(SK, V\(0))m est le sous-module des K-invariants de H3(SK(N),Vx(0))m. 
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Démonstration. — Soit v ^ 3 un entier premier tel que l'ordre de GSp4(Fv) soit 
premier à p. Considérons alors le sous-groupe K' — K H K(v). 

C'est un sous-groupe net de GSp4(A/). Bien entendu, H9(SK, V\(0)) n'est autre 
que l'hypercohomologie H*(K/K', RT(SK{N), V\{0))) ; le groupe K/K' est d'ordre 
premier à p et sa cohomologie supérieure est donc nulle. On a donc H*(SK, V\{0)) = 
H'(SK,,VX(0))K/K'. 

Grâce à l'hypothèse (RLI2), on peut appliquer le résultat principal de [36] ; ainsi, 
H*(SK', V\(0))m et H'(SK(N)I V\(0))m satisfont les deux premières conditions de la 
proposition. Le sous-module des invariants par K/K' les satisfait donc aussi, et du 
fait que H9(SK{N), V\(0))m est concentrée en degré 3, la dernière condition est elle 
aussi satisfaite. • 

En fait, les opérateurs de Hecke en p agissent aussi sur la cohomologie (mais il faut 
utiliser un homomorphisme non trivial de faisceaux entre ir^VxiO) et 7r£V\((9), voir 
[60] Section 2). Soit e l'idempotent ordinaire associé aux opérateurs Tp^ et p~aiTPii 
(voir [60] Section 2) agissant sur H3(SK,V\(0)). 

Si l'ensemble PR2 des premiers £ divisant N de type 52 tels que l'image p^(It) 
soit finie est non vide, on note, pour chaque £ G PR2, Xi Ie caractère de (Z/£Z)X 
donnant cette ramification; soit x — ®ees2Xe Yleep^fà/^)* ~~̂  Soit B = 
0[H£ePR2(Z/'£%)*]. Pour tout ^-module F , soit Yx = Y®BlX °-

Définition 4.3.2. — On pose 

M = eH3(SK,Vx(0))miX 

et on définit T comme l'image de HNP dans Endo(M). 

Remarque. — La précaution consistant à prendre les covariants par le caractère x es^ 
innocente pour tout ce qui suit et ne jouera un rôle que dans 9.2.3. 

Par la technique des pseudo-représentations de R. Taylor [55] et par un théorème 
de L. Nyssen [40], on peut construire une représentation pT T —> GL4(T) telle que 
Pt mod îtit = p-

Lemme 4.3.3. — A conjugaison dans GL4(T) près, pT se factorise à travers G(T) C 
GL4(T). 

Démonstration. — Il suffit de vérifier l'autodualité de pt- On compare donc pT et 
Pt (g) v o pT. Grâce à l'hypothèse d'absolue irréductibilité de la représentation rési
duelle, on peut appliquer un théorème de Carayol [5] qui affirme que si deux repré
sentations sur T ont la même pseudo-représentation, et si leurs réductions mod. îtit 
sont absolument irréductibles et coïncident, alors elles sont conjuguées dans GL4(T). 
Ceci nous ramène à vérifier l'autodualité des représentations associées aux caractères 
Xnf : T <S> Q —* Qp. Si 7r' est une représentation (cuspidale) intervenant dans M, soit 
M(TT/) la composante Tr'-isotypique de M (pour l'action de l'algèbre de Hecke HB, 
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donc de l'algèbre T). En tant que représentation galoisienne, sa semi-simplification 
est isomorphe à p®,m (par irréductibilité de p^/). Noter qu'on devrait plutôt écrire 
M(7r/Np) au lieu de M(7r') puisqu'on forme en fait des paquets de représentations 
cuspidales 7r', indexés par les homomorphismes d'algèbre de T ® Q vers C, autrement 
dit, constitués des représentations nf dont la partie ir'Np hors de Np est fixée à iso-
morphisme près. Le cup-produit fournit une autodualité symplectique pour M(irf). 
On a donc une autodualité (pas forcément symplectique) pour p^>. On trouve donc 
une forme bilinéaire non dégénérée sur T4, et le Lemme 4.2.1 montre qu'elle doit être 
symplectique et unimodulaire. 

On montrera dans la section 9 que [px] G ̂ **(T) (pour * = cris-ord et ord). Par 
la propriété universelle de il en résulte l'existence d'un homomorphisme de O-
algèbres locales 

0* : P* —• T. 

Dans cette section on vérifie les propriétés de pT nécessaires pour assurer [pr\ £ 
^*(T) sauf celles concernant les premiers £ de 52 U £3 et le premier r. Ces dernières 
nécessiteront une étude géométrique détaillée de la variété de Siegel (voir Sect. 6,7,8 
ci-dessous). Admettant ces propriétés, on établit aussi dans la présente section la 
surjectivité de 0*. 

Proposition 4.3.4. — pt est non ramifiée hors de S U {p, 00} et on a 

(1) V O pT = XpW^7T = V°P<K 

(2) pt est cristalline en p, 
(3) p t est ordinaire en p de poids TLW. 

Démonstration 
(0) Par définition, les caractères de T <S> Q correspondent à des représentations 

automorphes TT' intervenant dans M. La réalisation étale Met de M est non ramifiée 
en tout £ ne divisant pas Np. 

(1) Comme T est réduite, le caractère vo pT est déterminé par ses ^'-composantes, 
données par les homomorphismes Xn'\T —> Qp. La ^-composante vaut v o p^, = 
X p ^ a v et o4 est 5-ramifié (voir par exemple la fin de la Section 1 et le début de la 
Section 2 de [56]). Le lemme 4.3.6 ci-dessous implique que = u^j pour £ e Si 
(sous l'hypothèse que p ne divise pas £4 — 1). Pour £ G 52 U £3, on remarque d'abord 
que le caractère u v est la partie finie du caractère central de 7r'. On montrera (voir 
9.2.3) que LJn^£ = uj^^ en établissant que les seules représentations nf qui peuvent 
intervenir dans M sont de type i en £ lorsque £ G Si pour i = 2, 3. Pour £ type PR2, 
on utilisera que M est constitué de vecteurs x-covariants pour (Z/Œ)x pour conclure 
que le caractère Xn',£ qui décrit pn'\h, n'est autre que x-

(2) Par Th. 6.2 de [13], Met est cristalline, et ses poids de Hodge-Tate sont dans 
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(3) Par définition, M est contenu dans la partie ordinaire du H3. On établit dans le 
théorème suivant que toutes les représentations n' intervenant dans M sont stables à 
l'infini. Par un théorème d'E. Urban [61] (et Section 7 de [60]), les représentations pn' 
associée aux 7r' intervenant dans M sont ordinaires en p avec les quatre exposants de 
l'énoncé. On a donc une filtration à quatre crans sur l'espace Vr de px <S> Q stable par 
Dp et avec action de Ip sur les gradués par \pl £ nw). On définit une filtration sur 
PT en posant Fila+b+3 Vr = Vr[x~a~b~3] (espace propre pour le caractère x~a~b~3) 5 
puis on remonte en posant Fila+2 VT/ Fila+6+3 VT = (VT/Fila+b+3 VT)[x~a~% etc. 
Comme les caractères sont distincts modulo max(T), ces gradués sont libres et la 
filtration ainsi construite redonne la filtration précédente après tensorisation par Q. 

On peut en fait déduire de l'ordinarité automorphe (et donc galoisienne) une consé
quence purement archimédienne. Rappelons qu'on suppose g = 2 et qu'on a donc 
H3(SK, Va(C)) = H3 (SK, V\(C)) pour tout niveau K et tout poids dominant A. 

Théorème 4.3.5 

(1) Toutes les représentations automorphes intervenant dans M sont stables à Vin-
fini. 

(2) Pour chaque TT' intervenant dans M, il existe un entier m^' tel que la TT'-
partie isotypique de M ®<Q) est de dimension Am^> sur le corps i*V égal à la TT'-partie 
isotypique deT<g>Q. En particulier, si mn> est indépendant de TT', égal à m, leT®Q-
module M 0 Q est libre de rang 4m. 

Remarque. — Il résultera du théorème principal de l'article que sous les hypothèses du 
théorème 1, M est libre sur T de rang 4m où m = mult(7r) • dimTrj^ = 1. Rappelons 
que si 7r est nouvelle pour KN, c'est-à-dire si dimTrj^ = 1, et qu'elle n'est ni CAP ni 
endoscopique, on conjecture que m = 1. 

Démonstration. — (1) Montrons la stabilité à l'infini d'une représentation cuspi
dale 7r; intervenant dans M. 

Par la Prop. 2.2.2 de [23] reliant la (q, i^oo)-cohomologie des représentations 
Ww.(\+p) 0 71-̂  du parabolique de Siegel, avec la cohomologie cohérente des faisceaux 
automorphes W^^+p) associés aux Ww.(\+py Le calcul de cette (q, ijf00)-cohomologie 
est détaillé dans le Th. 3.2.1 de [3]. Enfin, on invoque la décomposition de Hodge-
Tate de la composante -K,Np- isotypique M(7r/) de M en termes de ces groupes de 
cohomologie cohérente (Th. 6.2 de [13], Chap. VI). Ceci nous fournit une description 
analytique des nombres de Hodge associés respectivement au poids 11 ,̂ à savoir : 
m(7r}<g)7r£o1), m(7r}(g)7r̂ hitt), m(7r}(8)7r̂ hitt), m(7r'f ®7rx°l) multipliés par dim7r̂ XiV. 
On utilise la notation 7r̂ 01, resp. 7r̂ hltt pour les représentations de Harish-Chandra 
de caractère infinitésimal À + p (cf. [56]). 
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Par irréductibilité (résiduelle) des représentations galoisiennes p^>, ces quatre 
nombres doivent être tous égaux à la multiplicité de p^> dans M(ir')) ; en par
ticulier, ils sont non nuls. On conclut que le L-paquet à l'infini de chaque 7r' 
intervenant dans M comprend effectivement deux éléments : 7r̂ 01 et 7r^hltt, 
c'est-à-dire que tous les TT' intervenant dans M sont stables à l'infini. Posons 
mult(7r/) = mult(7r} <g tt^1) - mult(7r} <g 7r^hitt). 

(2) On a vu ci-dessus que pour tout -K', M(ir') = plx>®rn*' où =mult(7r/) dimTT;NKN . 
On voit donc que M(7r/) est localement libre de rang Am^ sur (T (g) Q)(7r/). On 

peut décomposer (M (g) (QL) comme T x T-module en 

(M®Qp) = ®FK.j®pn,<*?~' 
ir'f P 

où Fn'j désigne le corps de nombres engendré par les valeurs propres des opérateurs 
de Hecke hors de Np ; or l'algèbre de Hecke T® Q est semi-simple et se décompose en 

T ® Q ^ YlF*'f 
Tr'r 

Si donc pour tout 7r', on a = m = m*, on a M (g) Q = (T (g) Q)4m. • 

Étudions maintenant le comportement de pt en un premier £ E Si. Rappelons que 
l'on suppose pour un tel £ que p J(£4 — 1. 

Lemme 4.3.6. — Soit p une déformation de p sur un anneau de valuation discrète O' 
d'uniformisante w' (et corps résiduel k). Si £ G Si, p(Ie) est nécessairement fini 
d'ordre premier à p ; en particulier on a par réduction mod. vo' : 

P{h) ~ p(ie) 

Démonstration. — Soit p : T —> G(G') telle que p (mod wf) = p. Il suffit de montrer 
que p[Ii) est fini d'ordre premier à p. En effet, le groupe Q = Ker(G(Of) —> G (h)) 
est pro-p; on aura donc p(Ii) = ~p(h)- Soit Pi le pro-^-Sylow de It ; son image par p 
est finie. Soit A/Q^lod l'extension finie galoisienne définie par Ker p\Pe. Il existe une 
^-extension finie L de Q£r sauvagement ramifiée et telle que A = LQ™od. Il suffit de 
montrer que p(IL,I) est finie d'ordre premier à p, sachant que l'image de PL,Z par p 
est triviale. 

L'irréductibilité de p\Ie entraîne celle de p\Ii. 
Soit g un générateur topologique de Zp(l) C Ie/Pe = ILJ/PLJ- On va montrer que 

p(g) est unipotent. Si p(g) ^ 1, ceci fournira un sous-espace strict fixe par p(g) et ce 
sous-espace est stable par le, ce qui contredira l'irréductibilité. 

Si p(g) n'était pas unipotent, il posséderait une valeur propre a ^ 1 (racine de 
l'unité d'ordre une puissance de p). Par conjugaison par p(Pr^), les images de g et g£ 
ont les mêmes valeurs propres (dans un ensemble fini d'ordre au plus 4). Les égalités 
possibles conduisent facilement à l'égalité of- = a. Ceci entraîne p\£4 — 1 ce qui 
contredit l'hypothèse et achève la démonstration. • 
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Corollaire 4.3.7. — La déformation рт satisfait la condition locale en tout £ € S±. 

Démonstration. — Il suffit de vérifier la condition pour chaque représentation 7r' in
tervenant dans M. On applique le lemme précédent. • 

Proposition 4.3.8. — On a des homomorphismes canoniques d'algèbres locales фот^ '• 
Rord T et </>Cris,ord : î cris,ord —• T, donnés par les propriétés universelles de Rord 
resp. i?cris,orcb compatibles avec l'homomorphisme canonique фота Rord —> ^cris,ord 
donné par les fondeurs d'oubli. Tous ces homomorphismes sont surjectifs. 

Démonstration. — L'existence de ces diagrammes commutatifs est évidente par pro
priété universelle. Il suffit de vérifier que les opérateurs de Hecke pour £ premier 
à Np sont atteints. Soit 

Pe(X) = X4- Tei2X3 + £(TeA + (£2 + l)Tii0)X2 - £3T^2T£i0X + £6T20. 

par définition des représentations galoisiennes p^, on a 

det(X . Id - р г ( В Д = Р£(Х) et v о pT(Fv£) = £3T£i0 

En particulier, TrpT(Fr^) = Zi,2 et la (D-algèbre engendrée par les coïncide avec 
celle engendrée par les Tr f\l Pt(Ft^) et v o pT(Fr^) ; elle coïncide donc avec 6(R). • 

Le reste de cet article sera consacré à la vérification des conditions locales pour px 
et à la démonstration des théorèmes suivants. 

Théorème 4.3.9. — Les homomorphismes du diagramme précédent sont des isomor-
phismes : i2Cris,ord — T ; de plus, ces anneaux sont d'intersection complète, et M est 
libre de rang 4m comme T-module (m = mult(7r)). 

On peut également introduire le foncteur de déformations Tord défini par les mêmes 
conditions que en dehors de p, mais avec comme condition en p que p est ordinaire 
(pas nécessairement cristalline). Le foncteur T0xd est représentable par un anneau 
universel noté R0xd- On montre également dans le texte le théorème suivant. 

Théorème 4.3.10. — Sous les mêmes hypothèse que pour le théorème précédent, si on 
suppose de plus (ORR), on a canoniquement ROTd = ^cris,ord = T ; ces anneaux sont 
d'intersection complète, et M est libre de rang 4 comme T-module. 

Pour démontrer ces énoncés, on sait d'après Fujiwara et Diamond [12], [16] qu'il 
suffit de construire un STWC, système de Taylor-Wiles contrôlé (R*,Q,MQ)QGQ as
socié à (R*,M) pour * = cris-ord (et * = ord sous l'hypothèse (ORR)). 
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5. Systèmes de Taylor-Wiles 

5.1. Rappels. — Soit Q l'ensemble des ensembles finis Q de nombres premiers ne 
divisant pas Np et tels que : 
pour tout q G Q, q = 1 (mod p)N et Pn^q a quatre racines distinctes âq, (3q,^q = (3q 
et Sq = âqx dans k, telles que (âq(3q)2 / 1. 

En particulier, 0 G Q. Les nombres premiers q satisfaisant la condition ci-dessus 
seront appelés nombres premiers de Taylor-Wiles. 

Soit Aq le p-Sylow de (Z/qZ)x et (Z/qZ)^ son facteur d'ordre premier à p. Soit 
A q = rigeQ Aq et C?[Aq] son (9-algèbre de groupe. C'est une O-algèbre locale finie 
plate et d'intersection complète. Soit IQ son idéal d'augmentation. Il est engendré par 
les Sq — 1, (q G Q) où SQ désigne un générateur fixé du groupe cyclique Aq. 

On ordonne âq, ¡3 , 7 , ôq de sorte que 

4>(mu)du 

Un tel ordre est bien défini à action du groupe de Weyl de G près. On en fixe un 
une fois pour toute de sorte que les droites propres pour âq et (3q engendrent un plan 
isotrope et l'on note (f)q : Dq —• T(k) le caractère non ramifié tel que 

<t>q(Frq) = àia,g(aq,0q,jq,ôq) 

On va démontrer suivant la méthode du Lemme de l'appendice de [57] le 

Lemme 5.1.1. — Pour toute déformation p : T —» G (A) de p et pour tout q e Q, il 
existe g G G (A) tel que la restriction (f)q à Dq de g • p • g~1 soit à valeurs dans T(A) 
et se réduise sur (f> . En particulier la restriction de cf)q à l'inertie est de la forme 
diag(xi,X2,XX2~15XXR1) Gal(Qq(Cq)/Q9), où les caractères xi resp. xi correspondent 
aux droites sur lesquelles <t>(Frq) agit par cx(p) resp. j3(p) congrus à aq resp. (3q ; le plan 
qu 'elles engendrent est facteur direct dans AA et est isotrope. 

Démonstration. — On choisit une base symplectique qui diagonalise p(Prq) et qui 
relève une base symplectique diagonalisant ~p(¥vq) et telle que les vecteurs ~ë\ et e2 
correspondant aux valeurs propres âq et f3q engendrent un plan isotrope. Le plan 
engendré par (ei,e2) est alors isotrope et facteur direct dans A4. Soit D la matrice 
diagonale ainsi obtenue. Comme q = 1 (mod p), p\Dq se factorise par Z oc Zp(l). 
Soit r un générateur de Iq. On a (*) Yrq r Fr"1 = rq . On montre par approximations 
successives que p(r) est diagonal. Supposons que c'est vrai mod. m^. On peut écrire 

p(r) = d • exp(X) (mod m^+1) 

où d G G (A) est diagonale et X est dans l'algèbre de Lie de G sur k (l'exponentielle 
prenant ses valeurs dans (1 + M4(m^)) fl G (A). Notons que, comme q = 1 (mod p), 
d et X commutent. En appliquant p à la relation (*), on obtient donc 

exp(Ad(£>)(A0 = dq~x • exp(X) (mod m71/1) 
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Par hypothèse, pour toute racine a de G, a(D) ^ 1 ; cette égalité entraîne donc que X 
est diagonale et que p(r) est diagonale modulo tn^+1. • 

On va se limiter dans la suite aux déformations p de p qui satisfont la condition 
(Vq) en chaque q G Q : 

(Dq) La restriction de p à Iq fixe le plan V± (nécessairement isotrope) sur lequel les 
valeurs propres de Frq sont des éléments aq, (3q de A congrus à âq et (3q. 

On a alors une décomposition de l'espace V de la représentation p en sommes de 
quatre droites : 

v = va e vß e v1 e v8 

ces décompositions étant associées à un ordre fixé des valeurs propres de p(Frq) (pour 
un Frq quelconque fixé dans Dq) Les représentations de Dq sur les droites Va et Vp sont 
notées pa resp. pp. Elles sont non ramifiées. La représentation de Dq sur V2 = V10 Vs 
est notée p2 ; sa restriction à Iq est donnée par un caractère qu'on note Xq-

Pour tout Q G Q, on va définir une (9-algèbre locale i?*,Q, et un Jï* ̂ -module 
MQ (indépendant de * = ord ou cris-ord) de sorte que les conditions de Taylor-Wiles 
suivantes soient satisfaites : 

(TWO) Ä . ,0 = R* et M0 = M, 
(TW1) est une O [AQ]-algèbre locale noethérienne complète, 
(TW2) R*ÌQ/IQR*ÌQ = comme (9-algèbres locales, 
(TW3) MQ est un i?*5Q-module qui est libre de rang fini comme O [AQ]-module. 

Ces données satisferont de plus les conditions de contrôle suivantes. Elles concernent 
l'existence d'une suite de sous-ensembles Qm G Q tels que 

(CC) (contrôle de la croissance) Pour tout q G Qm, q = 1 (mod pm), 
(CR) (contrôle des relations) r = |Qm| est indépendant de m, 
(CG) (contrôle des générateurs) RQ^ est engendré par au plus r éléments, 
(CM) (contrôle des modules) MQ/IQMQ = M0 

Lorsque un tel système existe, on conclut que T — Im(Ä* —> Endo (M)) est iso
morphe à R, est d'intersection complète, et que M est libre sur T (nécessairement de 
rang 4m par le Théorème 2.2.5). 

5.2. L'anneau i2*,Q. — Pour chaque Q € Q, on considère un problème de défor
mations ^**,Q (* = cris ou ord) défini par les mêmes conditions que T* hors de Q, 
mais où l'on permet un certain type de ramification aux places de Q ; plus préci
sément, T*,Q(A), resp. .F*,ord,Q(̂ 4) (où * = cris-ord ou ord), désigne l'ensemble des 
classes d'équivalence stricte des déformations p de p qui satisfont les conditions (1)-
(5), resp. (l)-(6), où : 

(1) p est non ramifiée hors de TVpQoc, 
(2) v o p = (y o p^) • x où x est un caractère d'ordre fini non ramifié hors de 
(3) pour tout £ G S tel que ~p\I£ soit de type i G {1, 2,3}, p\Ig est de type z, 
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(4) pour tout q G Q, la restriction de p à Dq est de type Vq 
(5) p est cristalline en p (condition omise si * = ord) 
(6) p est ordinaire en p de poids 0, ai -h 1, a2 + 2, a\ + a2 + 3. 

En formant le produit tensoriel des caractères Xq fournis par la condition (Vq) 
pour chaque g G Q, on associe à une (classe d'équivalence stricte de) déformation 
p G ,F*5Q(A) un caractère 

XQ : Aq —• A-
En utilisant le critère de Schlessinger comme pour construire R représentant T, on 

montre 

Proposition 5.2.1. — Le foncteur T*,Q est représenté par un triplet universel 
( E? ^ ûniv ,univ\ 

On voit en particulier que 

(TW1) i?*,Q est un 0[AQ]-module via XQ et que R*,Q/IQR*,Q = R*. 

5.3. Le module MQ et l'algèbre T q . — Pour chaque Q G Q, on considère les 
sous-groupes de niveau 

KUQ) C Kn C Ko(Q) C K 

définis comme suit. 
Pour tout q E Q, soit Tlq resp. 11+, le parahorique de Klingen, resp. le parahorique 

de Klingen strict en q (notations de 3.1). On pose KQ{Q) = xIlgeQ ng et K\(Q) — 
x FL^n nj". Concrètement, on a : 

K1(Q) = {xeK;xq 
F 1 * * 

0 *2p-2 * 
^0 0 * 

(mod q)} 

On définit alors le groupe intermédiaire Ko par : 

KQ = {xeK0(Q)]xq 
u * * 
0 *2#-2 * 
0 0 * 

(mod q 

où u G ( Z / ç Z ) x ' ^ } 

L'homomorphisme x \-> a\^(x) (mod Q) induit des isomorphismes 

K0(Q)/K1(Q)^(Z/QZ) K0(Q)/KQ 9* AQ 

Les isomorphismes inverses sont notés 

<):(Z/QZ)> •tfo(Q)AMQ), AQ KO(Q)/KQ 

Pour tout a S (Z/çZ)x, (a) est appelé opérateur diamant de a. Au début de la 
section 3.1, on a défini le semi-groupe diagonal dilatant D~ et les semi-groupes T>~ = 
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UQD-UQ et X>-+ - n+D-n+. On pose DQ = UqeQ Dï> VQ = FI^gq T>~ et ZÇ|+ = 

Soit r un nombre premier ne divisant pas Np. Soient ar, /3r, jr et £r les paramètres 
de Hecke de 7rr. Par la classification des représentations induites paraboliques de 
niveau iwahorique de GSp(4, Qr) ([46], [47], [49]) on sait que ar/'(3r ^ r±1 et (3r/jr 7̂  
r±x. On fait l'hypothèse 

NR(r) r ^ 1 (mod p), les paramètres de Hecke ar, (3r, 7r et Sr sont dans O et les 
quotients ar/Pr et Pr/7r ne sont congrus à aucun des nombres 1, r±:L (mod w). 

L'existence d'un tel r résulte par le théorème de Cebotarev de l'hypothèse (RLI2) 
à condition que p > 5. On ordonne les paramètres de Hecke de sorte que ar et /3r 
soient les valeurs propres de p(Prr) sur un plan isotrope. 

Remarque. — Par la classification des induites paraboliques ayant un vecteur fixe par 
l'Iwahori, cette hypothèse entraîne que pour toute représentation TT' à valeurs propres 
dans O, congrue à 7r mod. p et telle que 7r'r ait un invariant par le parahorique de 
Klingen strict en r (i.e. TT^)11* ^ 0), on a en fait 7rfr sphérique en r. 

Pour tout nombre premier £ ne divisant pas NQr, soit H g — HQ l'algèbre de Hecke 
sphérique de G£ — GSp(4, Q£) ; soit 

HNQrP= ^ H£m 
£[NrpQ 

Pour £ = r ou £ e on considère l'algèbre de Hecke dilatante H , du parahorique 
ni,£ 

de Klingen strict n + r On introduit 

HNQvr = <g> Ht ® ® n~+ 
t\JNrpQ £\Qr 

Soit O l'anneau de valuation discrète fixé au début de Sect. 4.3, w une uniformisante 
et k son corps résiduel. 

Soit 0n : 7-CNrpQ —+ O l'homomorphisme d'algèbre donné par l'action de Ht sur la 
droite 7rf£ des vecteurs sphériques de irt pour chaque q ne divisant pas NrpQ. 

Soit nNprQ(0) = HNprQ <g> O et ^ : HNprQ(G) k la réduction de 0n <8> ldc 
modulo w. On considère les idéaux maximaux m^,r = Kertf^ dans HNrp®((D) et mQ,r 
l'idéal maximal de HqPr{0) engendré par mQ'r et (C7̂ ,i — ctt — Pt,£Ut,2 — <*ifii) pour 
tout £ divisant Qr. 

On fixe alors le groupe de niveau — KN X n+ x xKNr et on pose KQ^ = 

KQ nK(r). On fait agir HqPr par correspondances algébriques sur H3(SKQ^, V\(0)). 
Comme pour la définition du module M (Déf. 4.3.2), on considère l'idem

potent ordinaire e associé aux opérateurs Tv^\ et p~a2Tp^ agissant sur le module 
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H3(SK(r), V\(0)). Pour £ e PR2, et pour X ' (Z/£Z)X -+ Ox le caractère corres
pondant, on pose, pour tout 0[{Z/£Z)x]-module H : Hx = H ®x O le module des 
X-covariants de H. 

Définition 5.3.1. — On pose 

MQ = eH3(SKQ,r,Vx((D))mQ^x 

et on définit Tq comme l'image de liNPRQ dans Endo (Mq) 

Remarques 

(1) On verra (fin de la Section 11) que MQ et Tq ne dépendent pas de r. En 
particulier, on aura bien M0 = M. On note ttiq l'idéal maximal de Tq. 

(2) MQ est un TQ-module fidèle. 
(3) Rappelons que les racines aq, (3q, jq, Sq dans O du polynôme de Hecke Pn^q(X) 

de 7r en q sont les valeurs propres de p7r(Prq) et relèvent donc les valeurs propres 
qu'on a fixé pour chaque q. On suppose que aq, (3q, yq, Sq pris dans l'ordre, relèvent 
les racines âq, f3q, jq, ôq ordonnées comme précédemment. 

(4) Notons que la définition de l'action de A q a été donnée en termes de l'action 
du groupe d'inertie Iq sur les espaces de représentations galoisiennes. On montrera 
(Sect. 7, Th. 7.2.1) que la monodromie de Iq sur MQ est déterminée par les opérateurs 
diamants a \—> (o), Ag —>• KO(Q)/KQ. Il en résultera que l'action de A q sur TQ 
coïncide avec le caractère diamant () : A q —• TQ (action normale de KQ(Q)/KQ). 

En utilisant la Remarque 5 ci-dessus, on voit que la condition (TW3) résulte du 

Théorème 5.3.2 (Th. 4 de [36]). — MQ est un G[AQ]-module libre de rang fini. De 
plus, MQ coïncide avec les rriQ,r-localisations de 

- la cohomoloqie intérieure de degré médian 

H?(SKQ,r,Vx(0)) = Im(tfcd —+ Hd) 

- la cohomologie d'intersection en degré médian IHd(SKQ>r,V\(0)). 

Rappelons d'ailleurs l'énoncé de cuspidalité qu'on déduit ([36], Prop. (1) du Théo
rème précédent 

Corollaire. — Si g = 2 ou bien si À est régulier, Hf(SKQ,r,V\(F))mQr ne contient 
que des classes cuspidales. 

Pour établir un homomorphisme de (9-algèbres locales RQ —+ TQ, on doit 
construire une déformation de type TQ de p sur Tq. 

Proposition 5.3.3. — // existe une représentation PTQ : T —> GL4 (Tq) déformant p, à 
valeurs dans G, ordinaire en p, cristalline en p, telle que u o pTQ = v o pnÇ où £ est 
d'ordre fini et est Q-ramifié. 
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Démonstration. — La technique des pseudo-représentations de Taylor fournit à nou
veau, vu l'irréductibilité de p une représentation 

PTq : T —> GU(TQ) 

satisfaisant les conditions de l'énoncé. Comme sa réduction modulo xïiq prend ses 
valeurs dans G(k), on voit comme précédemment que Im PTQ C G(Tq). • 

L'objet des sections qui suivent est de vérifier que la représentation PTQ satisfait 
les conditions locales aux places £ divisant N et la condition T>q en chaque premier 
q G Q (en particulier la compatibilité de \Q avec l'action des diamants). 

6. Modèles entiers, modèles locaux 

Cette section est fortement inspirées de l'article [25], dont nous suivons l'approche 
autant que possible. La teneur des résultats est que les variétés étudiées se comportent 
exactement comme les courbes modulaires étudiées par Deligne-Rapoport dans [11] 
Chap. V. 

6.1. Bonne réduction 

6.1.1. Description modulaire de SK- — Soit K(N) le noyau de l'homomorphisme 
(pN de réduction modulo N : t/>N : G(Z) G (Z/NZ). Soit K C G(Z) un sous-
groupe compact ouvert contenant K(N) et tel que v(K) = Zx. Lorsque K est net, 
l'espace SK est une variété complexe ; sinon, il s'agit d'un espace analytique, quotient 
par un groupe fini d'une variété complexe. Donnons-en la description modulaire sur 
Z[l/N). Soit Est la forme symplectique standard sur Z?9 donnée par Est(u, v) — tuJv. 
Considérons le problème de modules 

X%(N) : (Z[l/JV]-Sch) —» (Ens), S {(A, A, 7?)}/ ~ 

associant à tout schéma S sur Z[l/N] l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets 
(Ag, \v) où 

- Ag est un schéma abélien sur S 
- À est une polarisation principale sur A 
- rj : (Z/NZ)29 -> A[N] est une similitude symplectique, (Z/NZ)29 étant muni 

de l'accouplement symplectique standard Est et A [N] de l'accouplement de Weil e\ : 
A[N] x A[N] -> pN). 

Ce problème est représentable [38] Th. 7.10 par un schéma X%(N) quasiprojectif lisse 
sur Z[l/N\. Nous noterons (Ag,\,r}) le triplet universel sur Xg(N). Lorsqu'aucune 
confusion n'est à craindre sur g (resp. sur N, resp. ni sur g ni sur N) nous noterons 
simplement X0(N) (resp. X%, resp. X0) le schéma X%(N) ; nous noterons aussi sim
plement A la variété abélienne universelle lorsqu'il ne sera pas nécessaire de préciser g. 
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Théorème 6.1.1. — On a un isomorphisme naturel de variétés analytiques 

SK{N) X%,(N)(C) 

Démonstration. — Voir Deligne [9] Sect. 1.11. 

Le groupe G(Z/NZ) opère sur le schéma X0(N). Soit K = </>N(K) c G(Z/NZ). 
Le schéma quotient XK = X0(N)/K est un schéma de modules grossier pour le 
problème de modules pour le faisceau sur le site fpqc sur Z[1/7V] associé au préfaisceau 
S i—> {(AA, rjK)/S}. En particulier, on a canoniquement 

SK ^ XK(C). 

6.1.2. Systèmes locaux. — Pour tout poids dominant À de (G,B,T), on a défini un 
faisceau constructible V\ sur l'espace analytique SK comme le faisceau des sections 
continues du morphisme 

GQ\GA X VX/K XCOO^SK 

donné par la première projection. Ce faisceau est localement constant si K est net. 
Les systèmes locaux VA de (2.1) proviennent en fait de systèmes locaux sur les 

modèles entiers XK de la manière suivante. On suppose que K est net et s'écrit sous 
la forme KPKP, où Kp c GSp2g(Zp) et Kp C GSp^A^00). On rappelle (cf. 2.1) 
qu'on a fixé une structure entière VA de la représentation de Weyl associée au poids 
dominant À. Lorsque n ^ 1 est un nombre entier, on dispose donc d'une représentation 
GSv2g(Z/pnZ) GL(Vx/pN^A). Notons Kp l'image de Kp dans GSp2p(Z/pnZ) et 
considérons le Z/pnZ-faisceau lisse 

Vz/pnz = V\,z/Pnz = XKp(pn)KP x V\/pnV\ 

au-dessus de XK X Z[l/Np] (on suppose pour simplifier que le groupe Kp(pn) = 
Ker(GSp2^(Zp —> GSp2p(Z/pnZ)) est inclus dans Kp, ce qui est de toute façon le cas 
si n est assez grand). Le faisceau VA ®Q QP sur SK est alors simplement induit par 
le système p-adique de faisceaux (pour la topologie étale) (lim^ V^z/p^z) ®zp Qp sur 
XK,C-

On définit la cohomologie H*(XK ® Q , V\,z/pnz) comme l'hypercohomologie 

H-(K,RT(XK(N) ® Q,^A,z/P^z). 

Remarque. — Lorsque K est net on a H*(XK®Q, V\,z/pnz) = H*(XK<S)Q, V\,z/Pnz)> 
En fait, le lecteur familier des champs algébriques reconnaîtra dans H* la cohomologie 
du champ quotient XKN/K. 
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6.2. Modèles entiers de S^0(Q), SKQ et S^^y — Soit N ^ 1 un entier et q 
un nombre premier ne divisant pas N. Dans cette section et la suivante, on fixe un 
sous-groupe compact ouvert net K de G(Z) de niveau N et tel que K = Kq x G(Zq). 
Rappelons qu'on note II resp. II+ le sous-groupe parahorique de Klingen, resp de 
Klingen strict en q (cf. Définition 2.2.6). On va décrire la mauvaise réduction en q 
des modèles entiers des variétés de Siegel associées aux groupes de niveau de type de 
Klingen en q, Ko(q),Kq,Ki(q) : 

K0(q) = {x G K ; xq G n } , Kc {x G K; xq G Iq} et Ki (q) = {x G K ; xq G 11+}. 

Considérons le problème de modules 

M(q,N):(Z[l/N]-Sch) (Ens), S*—{(A, A, # ) / s } / ~ 

où le membre de droite désigne l'ensemble des classes d'isomorphisme de quadruplets 
composés de 

- un schéma abélien A/S, 
- une polarisation principale À : A Af, 
- 77 : (Z/NZ)29 -> A[N] est une similitude symplectique ((Z/NZ)29 est muni de 

l'accouplement symplectique standard Est ; A[N] est muni de l'accouplement de Weil 
e\ : A[N] x A[N] - pN) 

- un sous-schéma en groupes fini et plat H C A [q] de rang q sur S. 

Théorème 6.2.1. — PourKq net, 

(1) le foncteur ]Ç^(q,N) est représentable par un schéma quasi-pro j ectif X$(q, N) 
surZ[l/N] ; on notera (A, \,rj, H) l'objet universel au-dessus de X^(q,N). 

(2) L'oubli de H induit un morphisme projectif 

7rO0:X9(q,N)-^X90(N). 

(3) On a un isomorphisme naturel de variétés analytiques 

SKo(q)-^X°(q,N)(C). 

Remarques 

(1) Bien que 710,0 soit génériquement fini étale (de fibre générique géométrique 
isomorphe à l'ensemble G/Pi(¥q) = P^_1(Fq) des droites de F ^ ) , il n'est pas vrai 
que ce morphisme soit fini dès que g > 1 (en particulier, il n'est pas plat). Nous 
reviendrons sur ce point. 

(2) Suivant Chai et Norman [7], on pourrait aussi considérer le problème 2Li(q, N) 
obtenu en considérant de plus un générateur de Drinfeld P de H, c'est-à-dire une 
section P de H —+ S telle que H = Y2aez/qz[aP] (au sens Katz-Mazur). Nous 
n'utiliserons pas directement ce problème de modules. 

(3) Nous suivrons la même convention que pour X%(N) : nous noterons par 
exemple XQ lorsque g,q,N sont tous les trois fixés sans ambiguïté par le contexte. 
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Démonstration. — On suit l'approche de de Jong [32]. On considère le foncteur 7TQ 0 
d'oubli du schéma en groupes H. Puisque X_0 est représentable par un schéma quasi-
projectif lisse, il suffit de montrer que pour tout triplet £ = (A, À, rj) le foncteur 
fibre 7£Q0 (£) est relativement représentable et projectif, ce qui résulte de la théorie du 
schéma de Hilbert. • 

On définit 

X°(q,N)Q^X$(q,N)q 

comme le complémentaire de la section nulle de HQ —> Xo{q)q. On note 7TIO,Q la 
projection. C'est un morphisme fini étale galoisien de groupe (Z/qZ)x. L'action de a 
est notée (a) ; sa description modulaire sur une section P de 7TIO,Q est (a)(P) — a - P. 

Soit X^(q, N)v le quotient de Xf(q, TV)*? Par le P-Sylow (Z/qZ)^ de (Z/qZ)x. On 
factorise 71-10,77 en 7TA,O,t7 °7TI,A,?7- Les deux morphismes sont finis galoisiens de groupes 
respectifs (Z/qZ)^ et Aq. 

Définition 6.2.2 

(1) On définit X^(q,N), resp. Xf(q,N), comme le schéma sur Z[l/M] normalisé 
de X°(q,N) dans XgA(q,N)Q resp. Xf(q,N)Q. 

(2) Le groupe (Z/qZ)x resp. Aq opère par automorphismes sur ces modèles entiers. 
On appelle ces automorphismes les correspondances diamant. 

Remarque 6.2.3. — On verra que les morphismes 7Ti5o et 7TA,O sont finis et plats (et 
on en donnera une description détaillée). 

Faits 

(1) On a un isomorphisme naturel de variétés analytiques 

SKl(q)^Xf(q,N)(C). 

(2) Soit Q un ensemble de premiers de type TW (cf. 5.1) et soit q G Q. On suppose 
que N est de la forme M Wq^t^Q ^ OU M est premier aux éléments de Q. Soit K' C 
G(Z) le groupe K,Q x KQ, où K'® est le sous-groupe de niveau M et où KF® = 
Kq Y[q9L£eQ K'n-> et K't est de l'un des trois types Io(£), h ou I\(£). La variété SK' est 
alors le quotient de *Ski(g) Par un groupe fini, de sorte que sa cohomologie rationnelle 
est facteur direct de celle de ^ . Pour vérifier la condition locale T>Q pour la partie 
de la cohomologie de SK' sur laquelle les opérateurs diamant agissent par un caractère 
X non trivial (nécessairement congru au caractère trivial modulo p), il suffira donc de 
le faire pour la partie correspondante de la cohomologie de (g). 

Notation 6.2.4. — Lorsque cela ne prêtera pas à confusion, on notera pour abréger : 
X0(q) = X$(q,N), XA(q) = X^(q,N) et X^q) = Xf(q,N) les schémas quasi-
projectifs sur Z[1/7V] définis ci-dessus. 
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6.3. Modèles locaux. — Pour étudier les singularités de Xo(q) en q, on utilise la 
théorie du modèle local (cf. [32] et [45]). On observe d'abord que pour toute base S, 
il est équivalent de se donner un couple (A, H) constitué d'un schéma abélien et 
d'un sous-schéma en groupes fini et plat de rang q de A[q] ou de se donner une 
isogénie AQ = A —• A\ — A/H de degré constant q au-dessus de S. On voit donc que 
Xo(q) classifie les isogénies AQ —•> A\ de rang q dont la source AQ est munie d'une 
polarisation principale Ao- Soit TÏI : Ai —» Xo(q) les projections universelles. On pose 
Mi = R^-ni^Ai/Xoiq) = 0,1). Ce sont deux modules localement libres de rang 2g 
sur Ox0(q) et on a un morphisme injectif <j> : Mi MQ donné par l'isogénie de rang 
q. Notons que MQ est muni d'une forme symplectique unimodulaire associée à la 
polarisation principale A. Par [32] Lemma 2.3, le conoyau Coker</> est libre de rang 1 
sur Ox0(q) ® Fq. On a donc un couple 

((ß: Mi • M0,q0) 

avec Coker^ libre de rang 1 sur 0Xo(q) ® Fq. On a par ailleurs un autre tel couple 
qu'on appelle le couple standard. On pose Sto = Sti = l?q9 et on munit St0 de 
la forme symplectique standard E8t. On considère la base canonique symplectique 
( e i , . . . , eg, ep+i , . . . , e2g) et le morphisme Zg-linéaire 0st : Sti —> Sto, e\ i—• qei, Cj i—>• 

(j ^ 1). On note encore </>8t le morphisme 

</>at (8) IdoXo(g) : Sti ®zqOXo{q) —> St0 ®z,0Xo(g) 

et l'on pose q0j8t = Est ®zq IdoXo(q) • 
Soit St. = (0st,9O,at)-
En suivant la preuve de [32] Prop. 3.6 (qui se simplifie en fait dans notre cas), on 

obtient 

Proposition 6.3.1. — Les objets (</>,qo) et St. sont localement isomorphes pour la to-
voloaie de Zariski : 

*: (<Mo) = St. 

Démonstration. — C'est un cas particulier de [45] Prop. A.21 (voir aussi [32]). • 

On introduit donc le Xo(ç)-schéma 7o(q) = Isomx0(g)(St., (</>, qo)). C'est un torseur 
sous le schéma en groupes parahorique de Klingen n = Stab(St.) défini sur Zq. C'est 
un Zq-schéma lisse tel que n(Zg) = II. Il est muni d'un morphisme 

n — > G 

qui est un isomorphisme en fibre générique. 

Remarque 6.3.2. — En fibre spéciale, ce morphisme fournit une suite exacte courte de 
schémas en groupes sur ¥q : 

0 > UX (g) Fq y II (8) Fq > Pi (g) Fq • 0 

où U\ est le radical unipotent du parabolique opposé du parabolique de Klingen Pi. 
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Sur le schéma To(q), on a une trivialisation universelle; mais on a également 
le pull-back à %(q) de l'objet universel (̂ 4o —> Ai,\,J]). La filtration de Hodge 
pour Ai (i = 0,1) fournit des sous-modules ^i*^\i/x0(q) C «M*- O*1 définit alors 
UJ% C Sti <S>zqOx0(q) comme le transport par la trivialisation universelle des inclusions 
ci-dessus. 

On définit le modèle local pour le parahorique de Klingen comme le Zg-schéma M 
représentant le foncteur M qui associe à toute Zg-algèbre R 

M(R) = {m = fa C St» ®zg#), <l>st(wi) C u>o} 

où uji est localement facteur direct et localement libre de rang g et UÛQ est un sous-
espace lagrangien pour q0. Il est facile de voir que M est un sous-schéma fermé de 
Gr2g,g x Gr2g,g. 

Les considérations précédentes fournissent un diagramme 

QO (q) 

X0(q) 

<. /o 

M 

Notons que les schémas Xo(q) et M sont de dimension relative d = g(g + l ) /2 . Comme 
dans [32], Prop. 4.5, on démontre que /o est lisse et on en déduit 

Proposition 6.3.3. — Soient s : Spec/c —> Xo(q) un point géométrique de Xo(q), t un 
point géométrique de T$(q) au-dessus de t et m — fo(t). Il existe des voisinages étales 
Vs —• Xo(q) x SpecW(¥q) et Vm M x Spec W(¥q) de s et m respectivement, et un 
isomorphisme de W(¥q)-schémas 

y s — v m • 

Soient Cg le Zq-schéma des sous-modules lagrangiens localement facteurs directs 
UJQ de Sto, V : M —> £g,m h-» uJo(m) le morphisme d'oubli de UÛ\ C Sti et C!g le sous-
schéma fermé de Cg formé des sous-espaces ouo contenant e\. Soit Cg l'éclatement de 
Cg le long de la fibre spéciale Cg ®¥q de C'g. Soit pr : Cg —> Cg la projection naturelle. 

Soit rj resp. s le point générique resp. fermé de Spec Zq. Commençons par remarquer 
qu'on a un isomorphisme canonique 

Prr1 ' £g,r, —• Mr, 

entre les fibres génériques des deux schémas. 

Proposition 6.3.4 

(1) L'isomorphisme pr^ : Cg^ —> se prolonge en un (unique) isomorphisme de 

Zq-schémas pr : Cg —• M ; on a pr = V o pr. 
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(2) M est régulier, propre plat semistable sur Zg ; sa fibre spéciale est union de 
deux composantes irréductibles lisses de dimension d à croisements normaux. 

En particulier, pour tout point fermé singulier m de la fibre spéciale de M, il 
existe un voisinage étale Vm M de m, une Xq-algèbre lisse S, un morphisme étale 
U —» Spec(5[^, v]/(uv — q)) et un isomorphisme de Zq-schémas Vm = U. 

Démonstration de la Proposition. — Soit U le plus grand ouvert de Cg au-dessus du
quel ce morphisme se prolonge en un isomorphisme. L'éclatement utilisé pour définir 
Cg est n-équivariant. Le schéma Cg hérite donc d'une action de II; l'ouvert U est 
stable par cette action. Il suffit donc de démontrer que pr^ se prolonge au-dessus d'un 
ouvert V dont les transformés sous l'action de L0(q) recouvrent Cg. 

Cg est un fermé de G^,^ = M^g=g/ GLg ; cet espace est recouvert par des cartes 
affines lii où / parcourt l'ensemble Vg des parties à g éléments de {1 , . . . , 2g} ; Ui est 
le lieu où le mineur g x g associé à / est inversible. Soit Ui —lAi D Cg. 

Considérons l'ouvert associé à J = {1 , . . . , : 

ü> S*)Ui)®Fq = sXs~1} 

(c'est-à-dire que X est symétrique par rapport à l'antidiagonale). Remarquons que 
les translatés par II de cet ouvert recouvrent Cg. 

On note vi,..., vg les vecteurs colonnes de ( ^ ). On écrit X = (xij)i^ij<^g- L'équa
tion du lieu (Cg C)Ui)®Fq dans Ui est q = xn = • • • = xg\ = 0. C'est donc un fermé 
lisse de la fibre spéciale. 

La description de l'éclatement de Cg au-dessus de Ui est 

£g\ui = {(x, [wo, wi, •. >,Wg]) € Ui x P | ;qvjj = XjiWo,xnWj = XjiWi} 

Si ouo G lii est donné par la matrice X, et si (UJ\,UJ§) est un point de M au-
dessus de o;0, on peut prendre pour base de LJI les vecteurs colonnes i>2,. . ., vg plus 
un vecteur (à homothétie près) de la forme t(wo, 0, . . . , w\,..., wg), proportionnel à 
t(q,0,...,x11,...1xgl). 

Cette dernière condition est précisément celle définissant l'éclatement. On a donc 
un isomorphisme au dessus de Ui : 

prj : (X, [w0iwu...,Wg]) i—• (wi,u;o). 

(2) Le lieu singulier de Cg est contenu dans le diviseur exceptionnel {wo = xn =0} ; 
par conséquent, les ouverts {wi ^ 0} (i = l,...,g) recouvrent ce lieu singulier. 
Plaçons-nous dans l'ouvert {̂ ¿0 ïh 0}. 

Posons Ui = Wi/wi0 pour tout i ^ io (y compris i — 0). Prenons pour coordonnées 
dans Ui x A9 : Ui (i ^ io), Xij (i ^ 2,j ^ 2) et XiQ\. On voit alors aisément que toutes 
les équations définissant Cg résultent de l'unique équation Xi0iUQ = q. 

Cg Pi {wi0 ̂  0} s'identifie donc à la quadrique Xi0\Uo = q ; son lieu singulier, donné 
par Xi0i = uq = 0, est donc lisse, isomorphe à Ad-1. 
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Les deux composantes irréductibles de la fibre spéciale de Cg sont la transformée 
stricte de la fibre spéciale de Cg et le diviseur exceptionnel, d'équations respectives 
dans {wi0 7̂  0} : = 0 resp. XiQ\ = 0. • 

6.4. Mauvaise réduction de Xo(q)- — Il résulte immédiatement des Prop. 6.3.3 
et 6.3.4 qu'on a 

Proposition 6.4.1. — Le modèle entier Xo(q) est régulier et plat sur Zg. Sa fibre 
spéciale est la réunion de diviseurs lisses à croisements normaux. En particu
lier, pour tout point fermé singulier s de la fibre spéciale de Xo(q)„ il existe un 
voisinage étale Vs —» Xo(q) de s, une Zq-algèbre lisse S, un morphisme étale 
U —• Spec(S[u,v]/(uv — q)) et un isomorphisme de Zq-schémas Vs = U. 

Il suffit en effet de vérifier cet énoncé après changement de base à W(¥q) et pour 
le modèle local au lieu de Xo(q) ; dans ce cas le schéma M <S> W(¥q) est de la forme 
voulue au voisinage d'un point m singulier. 

On va donner une description précise des composantes irréductibles de la fibre 
spéciale. On aura besoin pour cela de la densité du lieu ordinaire. 

Proposition 6.4.2. — Le lieu ordinaire est dense dans Xo(q)wq. 

Démonstration. — Une démonstration en termes du modèle local est donnée dans 
[39]. Une autre démonstration résulte de la théorie des déformations des groupes 
p-divisibles, cf. Section 8. Nous donnons une démonstration modulaire ci-dessous. 

Rappelons qu'on a montré que TTO0 : Xo(q) —• X0 est propre. On utilise deux 
ingrédients : 

- la stratification de X0$q par les polygones de Newton, étudiée par Oort et 
- la bijection de l'ensemble des sous-schémas connexes en groupes de rang q d'une 

variété abélienne A sur ¥q avec un fermé de P(Lie(A)). 

Par [41], il y a une stratification (Wa) de X0^q où a parcourt l'ensemble des po
lygones de Newton, c'est-à-dire l'ensemble des graphes de fonctions affines par mor
ceaux, convexes, telles que a(0) = 0 et a(2g) = g, symétriques (i.e. a(2g — x) = 
g — a(x), avec points de brisure à coordonnées entières (et donc à pentes rationnelles). 
Soit 

AA = {(x, y) G Q ; 0 < y < x ^ p, (x, y) au-dessus de a} 

Par définition, 

Wa = {£ = (A, \,rjq) e X0iVq,PN(Ç) au-dessus de a} 

À chaque fois, « au-dessus » est pris au sens large. Si a est au-dessus de /3, Wa C Wp. 
Le lieu ordinaire correspond à a = 0 sur [0, #]. Oort démontre que les Wa sont fermés 
et équidimensionnels de dimension 

dimWa = d(a) = #(Z2 H AA) 
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Le g-rang d'un polygone a est le plus grand entier r tel que a(r) = 0. Soit r < g; 
tout point de AA Pi Z2 de ç-rang au plus égal à r est au-dessus de a™ln défini par 
afin(r) = 0 et a™in(g) = 1. Par conséquent, on a d(a) ^ d(a™in) = + r. Soit 
X^ÉT-, resp. XQCOTI' le lieu de Xo(#) C^F^ où le schéma if est étale, resp. connexe. 

On pose 

*oi(Ort-=*o0(OnXoÄot-> 

^ i ( 0 c o n ' = ^ ( 0 n x 0 " c ° n -

On observe alors que pour tout point géométrique £ de X0 0 Fg de ç-rang 
rg(A^) = r, on a dim7ro~^(£) ^ # — r — 1 ; en effet, 7To~̂ (£) est réunion disjointe du 
schéma T\ des sous-schémas en groupes étales de rang q de Aç [q] et du schéma T2 des 
sous-schémas en groupes connexes de rang q de On a dimXi = 0, tandis que 
par le Th. 2 p. 146 de [37], T2 s'identifie à un fermé de l'espace projectif P(Lie(A^)nii) 
où Lie(^)nii est le plus grand sous-espace de Lie(Aç) sur lequel le morphisme de 
puissance q sur Lie(Aç) est nilpotent. On sait que dimLie(A^)nii ^ g — r par [37] 
Corollaire, fin de III. 14. 

Considérons une composante irréductible W de WA associée à un point générique ; 
le morphisme 7To0 : ^Q0(W) —* W est de type fini, on peut donc lui appliquer 
Cor. 5.6.7.1 de EGA IV (Publ. IHES 24,1965) : si / : X Y est localement de 
type fini et dim f~l(y) ^ n pour tout y G Y, alors 

dim X < dim Y -h n 

Ici, on trouve 

dimTT^W) < g-r-1- 9(9-1) 
2 

+ r = d-l<d 

Par la théorie du modèle local, toutes les composantes irréductibles de Xo(q)Yq 
sont de dimension d. 

Par conséquent pour toute telle composante (7, on a 

dimTT^W) < g 

où W parcourt l'ensemble des composantes irréductibles des WA de p-rang différent 
de g. 

On a donc C H ^(X^) / 0 . • 

Proposition 6.4.3. — La fibre spéciale de Xo(q) possède exactement deux composantes 
irréductibles 

XQ et X™, 

toutes deux lisses, définies respectivement comme les adhérences de Zariski du lieu 
^o'r6g (resP- X™'reg) où H est étale, resp. multiplicatif. En outre, le lieu singulier 
Xo(q)sing de la fibre spéciale est un diviseur lisse de la fibre spéciale, qui coïncide avec 
le lieu XQ OÙ H est additif. 
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Démonstration. — Soit Te (resp. Tm, Tm, Te'res et Tm'res) l'image réciproque dans 
T de XS (resp. X^,X^, X^reg et X™'reg). L'ouvert X^'reg de la fibre spéciale cor
respond au lieu où 0^ : LUI —* <̂o est un isomorphisme, donc Te est l'image réciproque 
de la transformée stricte de la fibre spéciale de C9 (qui est lisse). De même, X™'reg 
correspond au lieu où C o k e r ^ est de rang 1 (par dualité de Cartier). La condition 
« Coker (j)^ est de de rang 1 » équivaut à LUO 3 e\ et Tm est donc l'image réciproque du 
diviseur exceptionnel de C9. Le lieu singulier X0(ç)sing = XQ DX™ de la fibre spéciale 
est donc un diviseur lisse; soit s un point fermé géométrique de Xo(q)sing. Si Hs est 
multiplicatif ou étale, on a vu que s est lisse, donc Hs = aq est additif. 

Démontrons maintenant que XQ et X™ sont connexes, ce qui achèvera la démons
tration. Puisque le lieu ordinaire est dense dans la fibre spéciale, il suffit de démontrer 
que les lieux ordinaires Xo'ord et X™'ord sont connexes. 

Rappelons que surX0rd on dispose d'une suite exacte de groupes finis et plats 

0 — A[q]° — A[q]-^A[q]° — 0 

où A[q]° est connexe (et même multiplicatif) et A[q]e est étale et dual de Cartier de 
A [g]0. Le morphisme Xo'ord —• X0d est alors le composé 

-y-e,ord RYE, ord -yord 
A0 > ¿0 Y A0 

où ZQOT est le revêtement étale (de degré qq_^ ) de X0D dont la fibre en (A, À, rf) 
est l'ensemble des sous-groupes d'ordre q de A[q]e ; le morphisme A"o'ord —• ZQ°RD est 
radiciel de degré q9 — on a en fait XQ'OT = ZQ'OT Xx°rdi,Fr X0RD. La connexité de 
A"o'ord et celle de ZQ°VD sont donc équivalentes. Le morphisme X™'ord —• X0D est 
étale de degré 9~Y : Par dualité de Cartier, X™,ORD s'identifie au revêtement étale de 
X0D dont la fibre en (A, À,77) est l'ensemble des sous-groupes d'ordre q9"1 de A[g]e. 

Considérons le revêtement d'Igusa 

X(q)fgd = Isomxr((Z/qZy,A[q}e) = IsomXord (/x», A[q]°) 

de X^d ; ce revêtement est connexe puisque le morphisme 

T T I O T 1 ) — > G M Z / < z Z ) 

qui lui est associé est surjectif (cf. [13], Proposition V.7.1). On dispose de morphismes 
suriectifs (évidents) 

X(q)Zd — , Zne'ord 

et *(<?)ig —> *0 

et les buts de ces morphismes sont donc bien connexes. 
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6.5. Mauvaise réduction de X\(q). — Comme dans [24], on utilise la théorie de 
Oort-Tate [54] pour étudier X\(q) et le morphisme 7Tio > Xi(q) —• Xo(q) (cf. 6.2.4). 
Le théorème suivant résume les éléments de cette théorie qui nous seront utiles (et les 
reformule dans le langage des champs algébriques, alors que Oort et Tate utilisaient 
un langage plus classique). 

On commence par rappeler que Oort et Tate définissent une certaine unité (ex
plicite) vq de Aq = Z[£g_i, l/(q — 1)] Pi Zq (où Çq-i G Zq est une racine primitive 
(q — l)-ième de l'unité) et ils notent wq — vqq. 

Théorème 6.5.1 (Oort-Tate, [54]) 

(1) Le champ OT des schémas en groupes finis et plats de rang q est algébrique ; 
après changement de base deZ à Aq ce champ est le quotient de Spec Aq[x, y]/(xy—wq) 
par l'action de Gm définie par \(x,y) = (Xq~1x, \l~qy). 

(2) Le schéma en groupe universel au-dessus de OT\q est le schéma d'équation 
zq — xz = 0 ; sa section nulle a pour équation z = 0. 

(3) La dualité de Cartier agit sur OT\q en échangeant x et y. 

Considérons le morphisme 4> '• Xo(q) —> OT défini par le sous-schéma en groupes 
H C A fini et plat de rang q au-dessus de Xo(q). Les propriétés de Xi(q) que nous ob
tiendrons dans cette section seront des corollaires (faciles) de la proposition suivante. 

Proposition 6.5.2. — Le morphisme <fi est lisse. 

Démonstration. — Au-dessus de SpecZ[l/ç], OT coïncide avec le champ classifiant 
B(Z/qZ)x de (Z/qZ)x de sorte que la proposition à démontrer s'y réduit à la lis-
site de Xo(q)z[i/Mq] au-dessus de SpecZ[l/Mç]). Il suffit donc de démontrer que le 
morphisme Xo(q)zq —> 07%q est lisse. 

En fait, le seul problème est au voisinage du point x = y = 0. En effet le morphisme 
étale 

SpecZq—>SpecZq[x,x 1,y]/(xy-wq)—> OTZq[x 

défini (au niveau des algèbres) par x \—» 1,y t-> wq identifie l'ouvert OT%q\x~x\ à 
B(Z/#Z)^ de sorte qu'au-dessus de OTzq\x~x\ la proposition à démontrer se réduit 
à la lissité sur SpecZg de l'image réciproque Xo(q) — X™ de OTzq[x~1]. Cette lissité 
résulte de la semi-stabilité de Xo(q) et de la proposition 6.4.3. Symétriquement, au-
dessus de OTzgly-1] la proposition à démontrer se réduit à la lissité sur SpecZg de 
l'image réciproque Xo(q) — XQ de (97^[y-1]. 

Pour vérifier la lissité au voisinage du point x = y = 0 on considère le Gm-torseur 
Z = Xo(q)zq x<DTZq SpecZg[x, y]/(xy — wq) au-dessus de Xo(ç)zg- Il faut alors vérifier 
que le morphisme </) : Z —> SpecZq[x,y]/(xy — wq) est lisse au-dessus du point x = 
y = 0. Soient alors un point z G Z au-dessus de (0,0) et un voisinage étale U de z de 
la forme S[u, v]/(uv — q) où S est un Zg-schéma affine lisse et u = 0 (resp. v = 0) est 
une équation de l'image réciproque UM (resp. UE) de X™ (resp. XQ) dans U. D'après 
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la proposition 6.4.3, le réduit du schéma d'équation </>*(#) = 0 est C/m et le réduit du 
schéma d'équation (jf(y) = 0 est Ue. On a donc </>*(#) = a • u171 et 0*(y) = ¡3 • u171 
(avec a,/3 G r(C7, 0[/)x et m,m' G N). De l'égalité 4>*(x)(/)*(y) = wq — vquv il résulte 
que m = m7 = 1. La matrice carrée de rang 2 

fdx/du = a dx/dv = 0\ 

dy/du = 0 dy/dv = PJ 

extraite de la matrice jacobienne du morphisme </> au point z est inversible, et le 
morphisme <j> est donc bien lisse au point z, ce qui termine la démonstration. • 

Faisons maintenant agir Gm sur SpecZg[z, y]/(zq~1y — wq) de la manière suivante : 
\{z,y) = {\z,\1-<iy). 

Corollaire 6.5.3. — Le diagramme de champs naturel 

OTZp Spec ZJx , y, z]/(z9-1 -X,Xy - W^/Gm 

OTZp OTZp = SpecZq[x,y]/(xy - Wq)/Gm 

est 2-cartésien. En particulier 

(1) le morphisme 7Tio : X\(q) —> Xo(q) est fini et plat, de degré q — 1, 
(2) le schéma X\(q) est régulier ; sa fibre spéciale est réunion de deux composantes 

irréductibles Xf = TT^Q(XQ) et X™ = TT^01(XQ1) de dimension d, de réduits lisses, 
respectivement de multiplicité 1 et q — 1, et à croisements normaux; la restriction 
de 7Tio à Xf est étale au-dessus de Xo'reg, totalement ramifiée le long de XQ et la 
restriction de 7Tio à X™red induit un isomorphisme X™red —> X™, 

(3) le lieu singulier Xf = TT^(XQ) = Xf H XJ71 de X±(q) est de schéma réduit 
sous-jacent lisse et de codimension 1 dans la fibre spéciale. 

(4) Le même énoncé vaut pour X^(q), en remplaçant SpecZg[z, y]/(z9-1y—wq)/Gm 
par SpecZq[Z, y]/(Zpny— wq)/Gm avec q—l = m\-pn,p / m i , Vaction de Gm étant 
donnée par 

\(Z,y) = (\mZ,\1-iy). 

Les composantes irréductibles de X^(q)^q sont notées X^ et X%. La multiplicité 
de X% estpn. 

Démonstration. — Le seul point ne résultant pas directement de la proposition est 
l'irréductibilité de Xf. Ceci s'établit comme dans la démonstration de la proposition 
6.4.3 : l'ouvert Xf'reg = Tr^iX^) s'écrit aussi 

{{A, if, P ) ; (A if) G X0E'REG, O / P G i f} 

et l'ouvert X*[,ORD — (XQ0*6) X^'REG est donc le quotient du revêtement d'Igusa 
(connexe) X(a)?ld oar le sous-erouoe la: ae^ = e^\ de GLn(Z/aZ). • 
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En vue des calculs de cycles proches de la section suivante nous aurons besoin d'une 
variante concernant un modèle semi-stable de X\(q). 

Rappelons que le schéma en groupe de Oort-Tate associé au couple (x — wq,y = 1) 
n'est autre que fiq. L'anneau des entiers de Qq[C?] (oh Çq est une racine primitive 
g-ième de l'unité) est donc Oq — Zq[w\^q~1}. Considérons alors la normalisée X\(q) 
de XQ(q)Zq dans X,(ç)Qq[Cg]. 

Corollaire 6.5.4. — Le diaqramme de champs naturel 

XAq) -» Spec Oq[x, y, z, t\l(zq~x - x, tq~x -y,zt-WXqlq 1)/Grn 

xo(q)zq ^OTZq =SpecZq[x,y]/(xy-wq)/Gm 

est 2-cartésien. En particulier 

(1) le schéma X\(q) est semi-stable au-dessus de Spec(Dg ; sa fibre spéciale possède 
deux composantes irréductibles Xf et X™, lisses à croisements normaux et le lieu 
singulier Xf = Xf H X™ de cette fibre spéciale est lisse, 

(2) l'ouvert complémentaire de X™ (resp. de Xf) représente le foncteur 

IsomXo((?) (Z/qZ, H) (resp. IsomXo(<?) (fiq, H)), 

(3) la restriction à Xf de Vaction par fonctorialité (via les opérateurs diamant) de 
(Z/qZ)x sur X\(q) est triviale. 

Le même énoncé vaut mutatis mutandis pour la normalisation X&(q) de Xo(q) 
dans X&(q)rj. 

Démonstration. — Analogue à celle de l'énoncé pour X\(q). 

Dans la section sur les congruences d'Eichler-Shimura, nous aurons aussi besoin 
d'une variante concernant une forme tordue de Xi(q). Considérons la normalisée 
X^(q) de X0(q) dans X^(q)Q = IsomXo(q)Q (nq, H)^(de sorte que X^q) et X^(q) 
deviennent isomorphes au-dessus de Q[Cg] et que X\(q) est donc aussi un modèle 
semi-stable de X^(q) au-dessus de Spec(9g). 

Corollaire 6.5.5. — Le diagramme de champs naturel 

Xo(q)zq >SpecZq[x,y,t]/(tq 1 - y,xy - wq)/Gm 

Xo(q)zq OTZq = SpecZq[x,y]/(xy - wq)/Gm 

(où Gm agit sur SpecZ[x, t}/(xtq 1 —wq) par X(x,t) = (Xq lx,X xt)) est 2-cartésien. 
En particulier 

(1) le morphisme TT^Q : X^(q) —» Xo(q) est fini et plat, de degré q — 1, 
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(2) le schéma X^(q) est régulier; sa fibre spéciale est réunion de deux composantes 
irréductibles = 7T~Q(XQ) et X™ = TT^^X™) de dimension d, de réduits lisses, 
respectivement de multiplicité q — 1 et 1, et à croisements normaux ; la restriction de 
7rMo à X^VED induit un isomorphisme X^RED —• XQ et la restriction de 7rMo à X^RED 

est étale au-dessus de X™'reg7 totalement ramifiée le long de XQ, 
(3) le réduit de XfJ — TÏ~Q(XQ) est lisse. 

Démonstration. — Analogue à celle de l'énoncé pour X\(q). 

7. Cycles proches et monodromie 

7.1. Un changement de base non propre . — Soit S un trait hensélien de point 
générique n et de point fermé s. On choisit un point géométrique fj (resp. s) au-dessus 
de r] (resp. s). Lorsque X est un 5-schéma, on note R^C le complexe des cycles 
proches ([10], Exp. XIII) associé à un complexe C G T>bc(Xjj). 

Rappelons que lorsque X —» Y est un morphisme de type fini de S'-schémas on 
dispose de deux morphismes fonctoriels 

R^ oR/^ • Rfc o R^ et R^ oR/^ • Rfc Rfc o R^ 

échangés par la dualité de Poincaré. Le premier de ces morphismes — défini même 
lorsque le morphisme X —» Y n'est pas de type fini — est simplement le morphisme 
de changement de base par {5} c—> S (avec les notations de loc. cit.). Le deuxième 
se définit par dualité, en utilisant le fait que le foncteur cycles proches commute 
à la dualité ([30], théorème 4.2). Lorsque / est propre, il résulte du théorème de 
changement de base propre que ces deux morphisme sont des isomorphismes. 

Pour éviter de multiplier les indices, nous nous contenterons de noter R^ oR/ —> 
R / o R^ et R/i o R\I> —• R\I/ oR/i ces deux morphismes lorsqu'aucune confusion n'est 
à craindre. 

Nous allons maintenant étudier ces morphismes dans la situation suivante. Fixons 
une décomposition GLÊ/(Z)-admissible (cf. [13] IV.2) E = (^a)a- du cône Cg des 
matrices symétriques g x g réelles semi-définies positives de noyau Q-rationnel en 
cônes polyédraux rationnels a. A la donnée de E correspond une compactification 
toroïdale J s : X0 c—> X0 sur S — Spec Zq ; le complémentaire de X0 est un diviseur 
DE plat sur S — le lecteur qui le souhaiterait peut supposer que la décomposition E 
est lisse, de sorte que X0 est lisse et que est un diviseur à croisements normaux. 
Notons 7Ti50 le morphisme d'oubli X\ —» X0, et rappelons qu'on a défini (cf. 2.1 et 
6.1.2) un système local Vz/pnZ sur Xi(N)v. 

La suite de la section 7.1 sera consacrée à la démonstration de la proposition 
suivante. 
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Proposition 7.1.1. — Les morphismes naturels 

R^RJ^(7rh0,Vz/pnZ) RJS R*(7rh0*Vz/pnz) 

et J*\Ry(nh0*Vz/pnZ) - J^i(7rh0*Vz/pnZ) 

sont des isomorphismes. 

Appliquant le foncteur Rr(X^ ^, — ) et utilisant le théorème de changement de base 

propre (pour 7Ti50 et pour le morphisme structural de X0) on obtient le corollaire 
suivant, qui nous sera très utile. 
Corollaire 7.1.2. — Les morphismes naturels (et en particulier Gal(QQ/Qq)-équivariants) 

RF(Xiri, Vz/pnZ) - R^ JE!(7T10*Z/pnZ) 

ET RTc(Xhs,R*Vz/pnZ) Rrc(Xi5^, VZ/pnZ) 

sont des isomorphismes. 

Démonstration de la proposition. — Commençons par remarquer qu'il suffit de dé
montrer que les morphismes 

R^MJs(7ri,0*Z/pnZ) >MJE R^(7ri,0*Z/pnZ) 

et Js.R^(7ri 0.Z/pnZ) R^ JE!(7T10*Z/pnZ) 

sont des isomorphismes pour tout n G N. 
En effet, choisissons un multiple N' de N (par exemple pnN) tel que le système 

local Vz/pnZ soit trivial sur X(N'). Soit G le groupe de Galois du morphisme fini et 
génériquement étale X(Nf) —> Xi(N). On a alors 

yZ/pnZiX1(N)rf — Pr7V',Ar*(̂ Z/p^Z,X(A//)rr)G5 

puisque PTN, N est fini on a RlpTN^N^Z/pnZ = 0 pour i > 1 et puisque prN,^N^Z/pnZ 
est un G-module induit on a LP(G, prN, N^Z/pnZ)—0 pour i ^ 1. On a donc un 
isomorphisme canonique 

Vz/pnZtXiWrf - • Rr(C, Rpr^, M*(Vz/pnZ x(N')rr)) 

(où le membre de gauche est considéré comme un complexe concentré en degré zéro). 
Remarquons maintenant que le foncteur T(G, — ) commute aux images directes et 

réciproques. Le foncteur Rr(G, — ) commute donc aux images directes dérivées et aux 
images réciproques, et donc aussi au foncteur cycles proches. Remarquons aussi que 
Rpr̂ y, 7v*(—) commute aux cycles proches grâce au théorème de changement de base 
propre et commute tautologiquement aux foncteurs J? et RJE. 

Les morphismes figurant dans l'énoncé de la proposition (7.1.1) résultent alors 
simplement de l'application du foncteur RIYG, — ) aux morphismes 

R\£RJS(7Ti 0*prN'.N*Vz/vnZ.X(N')) > MJE Ry(7rli0*l>TNiiN*Vz/pnz,X(N')) 

et JS! R^(lTi,0*VTN^Niyz/prlZ^x(N')) > R^ J !(7Ti50*pr7V/ N*VZ/pnZ^X(N')), 
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lesquels s'obtiennent à leur tour en appliquant le foncteur Mpr^/ N aux morphismes 
(7.1.1) pour Xi(N'). Il suffit donc de démonter que ces derniers sont des isomor
phismes. 

Le théorème suivant, dû à Berkovich [2], nous permettra de réduire cette démons
tration à celle d'un énoncé concernant les « cartes locales formelles » de Faltings-Chai 
([13], IV 3). Rappelons que Berkovich associe à tout schéma formel (spécial : cf. loc. 
cit.) un foncteur cycles proches R^Ber- Soient X un .S-schéma localement de type 
fini et Y un sous-schéma fermé de sa fibre spéciale ; soient n un entier premier à la 
caractéristique résiduelle de S et C G D (̂X -̂, Z/nZ). Berkovich démontre alors le 

Théorème 7.1.3 ([2], theorem 3.1). — On a un isomorphisme canonique 

(R*C)|y ^R#Ber(C/y) 

En particulier, (R\£C)|y ne dépend que du complété de X le long de Y et de la 
restriction C/y de C à ce complété. 

5] 
Résumons maintenant les propriétés de la compactification toroïdale X0 que nous 

allons utiliser (cf. [13] IV, theorem 5.4 et theorem 6.6) ; les notations sont celles de 
[13], à ceci près que Faltings et Chai notent A.9iN la variété de Siegel X0(N). 

(1) Le schéma X0 est muni d'une stratification localement fermée 
VE -
^0 — D 

(2) Le complété de X0 le long de X% s'identifie au quotient par un certain 
groupe fini r^Tv de la « carte locale formelle » Sa,N ([13], IV 6.2.5) dont nous allons 
maintenant rappeler la construction. Soit a G Sjv et £ la « composante rationnelle du 
bord du domaine de Siegel Zg » associée à G — en termes plus terre à terre, la donnée 
de £ équivaut à celle d'un quotient libre X^ de X = J?9 ; nous noterons r le rang de 
Xç. La carte locale formelle «Ŝ jv admet alors la description suivante. 

Considérons le schéma abélien (de dimension relative r(g—r)) Homz(A^~1X ,̂ tAg-r) 
au-dessus de X0~r'. Soient c! : ~N~XX^ —• tAg-r le morphisme universel au-dessus 

de Homz(7V~1Xp, tAg-r) et c : Xç C N~lXç ^ tAg-r = Ag_r (cette dernière 
identification étant donnée par la polarisation principale sur Ag-r). Soit £ ,̂a/ le 
tore de groupe de caractères TV-1 Sym2(Xç). Il existe alors un unique JE^jv-torseur 
££;jv au-dessus de Homz(A^~1Xp, tAg-r) dont l'image directe par le caractère 
[/i (g) v\ G J V ^ S y m 2 ^ ) (/i G N~XX^ v G Xç) est (cf(p) x c(u))*V~}r (on note 
Vg-r —» i'Ag-r xxg-r Ag_r le Gm-torseur de Poincaré). A la donnée de a G est 
associé un cône polyédral rationnel a_ C Sym2(X^ ® R) (cf. [13] IV 6), et donc un 
plongement torique affine -E ĵv E^^(a). Ceci induit un plongement toroïdal 

EZ FAERT EZ QQQSSSFR 
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qui peut être vu comme un fibre en plongements toriques au-dessus de 

Homz(7V-1X,,M,_r) 

Lorsque r est une face de a notons E^^(a)r la E^jv-orbite de E^^(a) associée à r 

et S 5̂AT(CT)T = ££5JV x ^,AT(CT)t. En particulier, l'orbite E ,̂AR(cr)int a associée à 
l'intérieur de a est de dimension minimale et adhérente à toutes les autres orbites. 
Finalement, la carte locale formelle SAJN s'obtient en complétant E^^N(O~) le long de 

(3) L'isomorphisme 
—£.iv(0" )lntcr-

(3) L'isomorphisme 

([13] IV 6.6) £CR,A//RO-,A Xcdft 

¿2 
fait se correspondre les strates S^^K^inta/^a,N et X0a. Il fait aussi correspondre 
la frontière Ar, TV = (Ei£5IV(a Ar, TV = (Ei£5IV(a 

He S„ AT à la, frontière deX0/^ . 
/ ^ 0 ,(7 (4) L'image réciproque AA par SŒJN — 2?<t,JV —• X0 de la varieté abelienne univer

selle sur X0 s'obtient par la construction de Mumford généralisée ([13] III). 
Rappelons rapidement ce que cela signifie. Sur S* on dispose d'une extension 

0 —> Te —> G —• Ag_r —> 0 

(où Tç est le tore de groupe de caractères Xç) définie par c et d'un morphisme Xç —> G 
relevant c (on identifie tAg-r a -Ag—v a l'aide de la polarisation principale, cf. [13] 
IV 3). Sur la base SA,N ~ ^CR,7V, la construction de Mumford généralisée donne alors 
un sens au quotient rigide-analytique G/Xç (« rigide-analytique » est à prendre au 
sens de Bosch-Lùtkebohmert-Raynaud, cf. [4]) et ce quotient est une variété abelienne 
(rigide-analytique). D'après la construction de X0, cette variété abelienne n'est autre 
que Aa. 

En particulier, ceci induit sur le groupe au-dessus de SŒFN — DAJN une filtra
tion à trois crans : 

(Dévç) 0 C Tç[q] C G[q] C Aa[q] 

avec gr° = Xç/qXç (schéma constant sur SA,N — ^a,7V), gr1 = A^_r[g] et gr2 = Fil2 = 
Tç[q] (schéma de type multiplicatif déployé). 

Maintenant que nous avons fait ces rappels, nous allons étudier la restriction Xf de 
X\ au-dessus de — T>A,N • Pour avoir des notations plus homogènes, nous allons 
abandonner celles de Faitings-Chai et nous noterons plutôt X0 — Sa^ — Va^ et 

Notons encore H C Aa[q] l'image réciproque du sous-schéma en groupes H C A[q] 
universel au-dessus de X\. La filtration (Dévg) permet de décomposer X[ en trois 
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sous-schémas localement fermés disjoints 

xi = X['m U X?'mt и x^e 

définis par 

^cr,m ^cag multiplicatif) es^ \e \[eu où i7 C Tç[q], 

- X['int (cas intermédiaire) est celui où H C G[q] mais if ^ ^[ç]5 
- X[,e (cas constant) est celui où H <f_ G[q\. 

Nous allons voir que les trois sous-schémas localement fermés X°'* sont en fait ouverts 
(et fermés). De plus, pour chacun de ces ouverts, nous construirons un diagramme 
cartésien 

ya,* ç J ya,* ç J  

J(T 
ya,* ç J 37^* 
^0 * (PS que nous obtiendrons par completion à partir d'un diagramme cartésien 

~* C 1 Y g* (rr\ 

~* C 1 Y g* (rr 

dont les flèches horizontales seront des immersions fermées et dont les flèches verticales 
seront propres (on pourra donc considérer X^ comme une compactification partielle 
de Xi'*). Finalement, nous démontrerons que le morphisme naturel 

Jf, R^(Z/pnZ) —> Jf,(Z/pnZ) 

est un isomorphisme (pour tout n G Z). Grâce au théorème de comparaison de Berko-
vich — et au théorème de changement de base propre pour H| N 1(cr) —» ^^(a) — la 
proposition à démontrer en résultera (remarquer que par dualité de Poincaré, il suffit 
de démontrer que J\ R^(ixi,0*Z/pnZ) —> R^ Ji (771,0* Z/pnZ) est un isomorphisme; le 
théorème de comparaison de Berkovich s'applique directement à ce cas, alors que si 
on tentait de procéder de manière plus symétrique en appliquant de nouveau le théo
rème de comparaison à l'isomorphisme dual, il faudrait aussi établir que RJ(Z/pnZ) 
ne dépend que du complété). 

- Traitons d'abord le cas de X°,rn, qui est de loin le plus facile. Choisissant une 
base de Xç, on identifie Tç[q] à \irq et on a alors 

X^m = X°x Pr-1(Z/qZ) 
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où Pr l(Z/qZ) est le schéma constant égal à l'espace projectif de (Z/qZ)r. Il suffit 
donc de poser 

~™ , (a) = E* M (a) : Pr-1(Z/çZ) 
Le sous-schéma fermé X°,rn de X£, qui est encore de dimension relative g(g -h l)/2 
sur SpecZ, est donc aussi ouvert. 

- Le cas de X°,int est nettement plus intéressant. Remarquons que le composé 
H —> G[q] —> Ag-r[q] est injectif. Nous noterons encore H son image. La variété semi-
abélienne G' = G/H est une extension de A/H par Tç et l'extension 0 —> —> G —• 
A^_r —>• 0 s'en déduit en prenant l'image réciproque par Ag-r —> Ag-r/H. Il revient 
donc au même de se donner 

(1) une extension G de A5_r par Tç et un sous-schéma fini et plat H C G[q] 
tel que HnT^ = {0} ou 

(2) un sous-schéma fini et plat H C ^4p_r[g] et une extension G' de A/H 
par Tf. L'espace de modules pour les données du type (2) est le schéma abélien 
Hom^fX^, t(Ag-r/H))xg-r au-dessus de XQ~T. La composition avec le mor
phisme 1 (Ag-r/H) —» tAg-r et l'oubli de fournissent un morphisme 

Homz(^, t(Ag-r/H))xg-r —> Homz(^/ig-r)Xog-r —> Homz(^/A3-r)^-r 

qui en termes des données de type (1) s'interprète comme l'oubli de H G G[q]. 
Le schéma 

^Глг,!^) — r Ххд Штъ{Х^{Ад_г/Н))п Потг(Х(: *Ад-г)хд 

fournit alors le diagramme cartésien désiré. Le sous-schéma localement fermé 
X[,int de X°, qui est encore de dimension relative + l)/2 sur SpecZ, est 
donc aussi ouvert. 

- Finalement, le sous-schéma X[,e de X° est par définition un sous-schéma ouvert. 
Le schéma en groupes H C Aa[q] est étale au-dessus de X°'e. Il revient donc au même 
de se donner 

(1) une section de X°'e —» X&, ou 
(2) un point P G Aa[q] n'appartenant pas à G[q] C ^o-fe], ou 
(3) un réseau Xç C Yç C q~lX^ tel que soit d'indice q dans 1^, un géné

rateur y de Y^/Xç et un relèvement du morphisme X^ —• G en un morphisme 
^ G. 

Considérons le tore EYÇ,N dont le groupe de caractères est l'image de N~XY (g) X 
dans Sym2(X^ (g) Q) et le plongement torique affine EYÇ,N ^ EYÇ,N(O~) associé à la 
donnée du cône a_ C Sym2(X^ ®Q). L'isogénie de tores EY^,N —• ^£,iv se prolonge en 
un morphisme (fini et plat) EY,,N(O~) —> Ejsf^(a). On prendra alors 

EYÎÎN Tl 
Tl 

Tl X EYÎÎN(CT) 
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Remarquons que dans chacun de ces trois cas, le plongement toroïdal S | N x °-» 
EçN1(a) peut être vu comme un FIBRE en plongements toriques au-dessus d'une base B 
(qui est elle même un schéma abélien au-dessus d'un schéma modulaire Xjj~r). Le 
lemme suivant, dont la démonstration nous a été communiquée par G. Laumon, achève 
donc la preuve de la proposition 7.1.1. • 

Lemme 7.1.4. — Soient A = Z/_pnZ, S un trait strictement hensélien de caractéris
tique résiduelle première à p, de point fermé s et de point générique n, JE '• E E un 
plongement torique et B un S-schéma séparé de type fini. Notons Jx = JE XS Id# : 
X = E Xs B c—> X — E Xs B et Ax^ le faisceau constant sur XJJ. Le morphisme 
naturel 

RJxAxw —* RJX R^ Ax_ 

est un isomorphisme. Par dualité de Poincaré il en est de même du morphisme 

J x . R ^ A x ^ —> R # Jx\Ax^ 

Démonstration 

(1) Le cas particulier où B = S, où E est lisse sur S et où E C E est le complémen
taire d'un diviseur à croisements normaux est bien connu. Faute d'avoir trouvé une 
référence, rappelons qu'il se ramène au fait que le morphisme naturel Axs —> R^ Ax^ 
est un isomorphisme et au fait que la formation de RJxA-^r commute à tout chan
gement de base T S — ce dernier fait provient du calcul explicite de R* Jx*A^-
(cf. ([10] I 3.1.2); l'hypothèse de pureté sur laquelle se fonde ce calcul est vérifiée 
dans le cas qui nous occupe grâce au théorème de pureté relative ([1] XVI 3.7)). 

(2) Par la théorie des plongement toriques, E admet une « résolution » ET, i.e. un 
plongement torique JE E ^ ET, de but lisse sur S et muni d'un morphisme propre 
£^-équivariant pr : ET^ E tel que JE — pr o JE. Le cas particulier où B = S (mais où 
le plongement torique JE est quelconque) en résulte par le théorème de changement 
de base propre. 

(3) Le cas général s'en déduit par les formules de Kimneth pour les images directes 
([1], XVII 5) et pour les cycles proches ([10] XIII 2.1.4). En effet on a successivement 

MJX_AX_ = RJEWAE- ^ AB-

V№(RJEWATJ_ ABW) = R^ RJEWAEW ®S R^ ABîr 

Rtf RJElTAE- = RJEs R^ AElT (ÉTAPE 2) 

RJEs R t f A ^ E I , R^ABJÏ RJx. Aikr №s R^ ABJ 
Rtf AEw ®s R^ Ab_ = R^ AX7T. 

Remarques 
(1) Même lorsqu'on suppose que la décomposition E est lisse, le plongement torique 

EYÇ,N ^ EYÇ,N(O~) n'est en général pas lisse. Cette hypothèse n'apporterait donc 
aucune simplification à la démonstration. 
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(2) On peut probablement étendre la construction de Faltings-Chai ([13], IV) 
pour obtenir une compactification toroïdale : X\ <^-> X1 de X\. Les schémas X\ 
seraient alors des « cartes locales formelles » de cette compactification et les méthodes 
que nous venons d'employer fourniraient deux isomorphismes de changements de base 

RjfV -+ MJf R^ V et Jf, R# V -> R^ jf{V ; ceci donnerait une autre démons
tration du corollaire 7.1.2. L'approche que nous avons suivie ici (qui consiste en gros 
à projeter sur X0) évite de construire cette compactification. 

(3) Signalons à ce propos que si l'on souhaite de plus prolonger le morphisme 
£ 5] 

d'oubli X\ —» X0 en un morphisme X1 —• X0, il nous a semblé qu'il faudrait 
légèrement amender la méthode de ([13] IV. 4) en remplaçant le théorème d'approxi
mation d'Artin par un résultat plus fort : le théorème d'approximation cylindrique de 
Popescu-Spivakovsky (cf. [43], [52] et [58]). 

7.2. Monodromie. — Nous allons maintenant calculer les faisceaux R*\P(VA) (pour 
A = Z/pnZ, Zp et Qp) sur X\(N)f et l'action naturelle sur ceux ci du sous-groupe 
d'inertie IQ. Avant d'énoncer le résultat de ce calcul nous allons fixer quelques nota
tions. 

Rappelons qu'on note X\ la normalisée de X\ dans (Xi)qq^ (cf. 6.5.4). 
Faisons agir (Z/qZ)x sur SpecZq[z, t]/(zq~1tq~1 —wq) de la manière suivante : e G 

(Z/qZ)x agit par £ge0m : z i—» z, t H-» [e]t (où [•] désigne le caractère de Teichmùller). Il 
résulte de la proposition 6.5.4 que ceci définit encore (par produit cartésien) une action 
sur le Zç-schéma Xi, et que cette action n'est autre que l'action (Gal(Qg[Cg]/Qq)-semi-
linéaire) par fonctorialité de (Z/qZ)x = Gal(QQ[(Q]/QQ) sur le O^-schéma X\. Sur la 
branche Xf de la fibre spéciale de X\ cette action est triviale alors que sur la branche 
X™ elle coïncide avec l'action de (Z/qZ)x donnée par les opérateurs diamant. 

Notons finalement nj 1 le morphisme de Zg-schémas naturel X\ —+ X\ et ia l'im
mersion fermée X^- —* X^ . On a alors : 

Proposition 7.2.1. — On a des isomorphismes naturels 

K i F > ^vf, R°* V*> *'î * W ~ 1 ) —+ Rl* et (0) = R** VA (i Z 2) 

En particulier 

(1) le sous-groupe d'inertie IQ agit surK1^ VA à travers son quotient Gal(QQ[(Q]/QQ) 
= ( № ) * , 

(2) sur XI, R°\l/ VA n'est autre que la restriction de VA et IQ agit trivialement, 
(3) sur (X™)red = XQ1, R0^ VA n'est autre que (n^of )*V\ et l'action de IQ coïn

cide avec celle de (Z/qZ)x sur (TT^Q^ )*V/v Par ^es opérateurs diamant, 
(4) le faisceau R1 \I> VA est supporté par Xf = Xf D X™ et IQ y agit trivialement. 

Démonstration. — Le faisceau VA est lisse sur Xi(N) et on a donc R^VA) = R^A(g) 
VAf . Il suffit donc de vérifier l'énoncé dans le cas particulier où on a VA = A. Pour 
cela on va utiliser le modèle semi-stable X\. 
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Soit ia l'immersion fermée naturelle X% ^ XlW . Puisque le schéma X\ est Semilog ijr<? 
stable au-dessus de SpecOqi on dispose d'isomorphismes naturels (en particulier, 
commutant à tout changement de trait S' —> Sq — SpecOqi a fortiori l'action de 
Gal(Q/Q[C9]) sur les R^A est triviale) 

A —• R°^A, ^ A ( - l ) — > R ^ A et (0) - A'R1^ A > Rl^A (i ^ 2) 

(cf. [10] I 3.3, complété par [45], Satz 2.21 et 2.23). Appliquant le foncteur on 
trouve les isomorphismes qui figurent dans la proposition. 

Les précisions relatives à l'action du sous-groupe d'inertie IQ s'obtiennent en consi
dérant l'automorphisme de Rl^A induit par un élément a G IQ comme le composé 
(p oa o ip~1, où (p : R^^ ~A —> R^s^A est l'isomorphisme de changement de trait 
associé au morphisme S — Spec Oq —> S — SpecZg, rj — SpecQg = fj et a est l'au
tomorphisme de changement de trait de R ^ ~ A associé à l'automorphisme de (S,rj) 
induit par cr. • 

Soit x '• (^/9^)x —> Qp un caractère non trivial de (Z/qZ)x. Considérons le Qp-
faisceau lisse 7Ti0*V̂  sur Xo(N)Q et posons WX = Homz/gZx (x, ttio^VQJ. 

Considérons de même le Qp-faisceau lisse ttj0^VQ sur l'ouvert Xo(N)^G = 
X0(7V)î'Jes U X0(N)^res de X0{N)¥q et notons Vx = Homz/9Zx (x^Jo^J. Notons 
par ailleurs jTeg (resp. je'reg, jm'reg) l'immersion ouverte X0(N)'^g ^ X0(N)f 
(resp. X0(Ny/eg ^ X0(N)¥q, X0(N)™fes ^ X0(N)fq). 

Proposition 7.2.2. — On a un isomorphisme naturel 

^A(-l) —>R^A > Rl^A (i ^ 2) 

et Rt:$fWx est nul pour i ^ 1. Sur j^,regijjx l'inertie agit trivialement alors que sur 
jln,regipx elle agit par le caractère x (composé avec le caractère cyclotomique). 

Démonstration. — On trouve cet isomorphisme en appliquant le foncteur 7Tio* à 
l'isomorphisme (7.2.1) puis en considérant de part et d'autres les composantes x~ 
isotypiques (il résulte de la proposition 6.6.4 (3) que la restriction à Xg(N)f = 
X0(N)f — X(5eg(Af)jpQ de la composante x-isotypique (̂ ïo*^%n)x est nulle). • 

Nous allons déduire de ce qui précède un énoncé de décomposition de la cohomologie 
qui nous sera utile pour vérifier la condition Vq de (5.1). 

Proposition 7.2.3. — On a 

HKX^N^V^y ^A(-l) —>R^A ® H i ( x ^ , R * v ^ r ^ A ( -

(avec * = 0 ou c) ; sur le premier de ces deux sous-espaces l'inertie agit triviale
ment alors que sur le deuxième elle agit via le caractère x (composé avec le caractère 
cyclotomique). 
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Démonstration. — En vertu du corollaire 7.1.2, la proposition résulte de la proposi
tion 7.2.2. • 

Dans la section 8, nous aurons aussi besoin de la proposition suivante qui, comme 
le lemme 7.2.2, se démontre en faisant appel à la proposition 6.6.4 (3). 

Proposition 7.2.4. — Le morphisme naturel 

^A(-l) —>R^A 

est un isomorphisme. 

8. Congruences d'Eichler-Shimura 

8.1. Quelques rappels sur les correspondances de Hecke 

8.1.1. Correspondances cohomologiques. — Soient 5 un schéma, X ^— C —g-+ Y 
deux morphismes de >S-schémas et T G D^(X, A), Ç G T)hc(Y, A) (où A est un anneau 
artinien de caractéristique résiduelle première à celles de S). Une correspondance 
cohomologique supportée par C de (X, T) vers (F, Q) est un morphisme c : g*Ç f\F 
(voir par exemple [31]). 

Remarque. — Dans la mesure où nous préférons noter X = C —» Y plutôt que 
Y <— C = X la correspondance associée à un morphisme X —> y , nous n'avons pas 
suivi la convention de [31] : nous en avons inversé le sens de lecture. 

Désignons respectivement par x : X —• S et y : Y —» S les morphismes structu
raux des S'-schémas X et Y. Utilisant les morphismes d'adjonction Q —• №gg*Ç et 
R/i f T —• .F on voit que lorsque g (resp. / ) est propre, la correspondance cohomolo
gique c induit un morphisme Rï/i Q —» Rxi F (resp. RyÇ —• RxJF). 

Ces deux morphismes sont échangés par dualité de la manière suivante. Soit De : 
f*Y)T —> #!DC7 la correspondance duale ([31] Exposé III, 5.1). Lorsque / est propre, 
le morphisme DMxJF = Kx\ DJF —» Ryj DÇ? = DRyÇ induit par De n'est autre que le 
dual du morphisme №yÇ RxjF induit par c. 

Nous allons maintenant voir que sous certaines hypothèses, une correspondance 
« géométrique » X C —9-+ Y se relève canoniquement en une correspondance 
cohomologique g*A —• flA sur le faisceau trivial. Commençons par remarquer que 
lorsque k est un corps algébriquement clos et C —> X est un morphisme de /c-schémas, 
si X est lisse sur k et si C et X ont tous deux même dimension, les morphismes 
A —>• /!A correspondent (par adjonction) aux morphismes H%d(C,A) —» A(—d). Le 
morphisme trace définit donc un tel morphisme. 

En particulier, lorsque X <— C —Y sont deux morphismes de /c-schémas, si 
X est lisse sur k et si C et X ont même dimension, on obtient une correspondance 
cohomologique naturelle g*A —>• /!A. Plus généralement, si T et Q sont des faisceaux 
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lisses de A-modules (pour la topologie étale) sur X et Y respectivement, pour définir 
une correspondance cohomologique g*Ç —• f\Fil suffit de définir un morphisme 
g*Ç —> f*T (on a un isomorphisme canonique f\F ~ /*^70a /!A). 

Correspondances de Hecke. — Soit ¿ un nombre premier; soit D¿ = G(Q¿) fl 
M29(Z¿) et iíT̂  C G(Z¿) la ^-composante du groupe de niveau K = Y\V premier^ ^x^-
On va associer à chaque double classe K^¿K¿ G K¿\D¿/K¿ une correspondance de 
XK dans elle même (cf. aussi [13], Ch. VII). On verra ensuite que ces correspondances 
se relèvent en des correspondances cohomologiques sur Vxtz/pnz ê  Que ceci définit 
une action à gauche « par correspondances cohomologiques » de l'algèbre de Hecke 
HK£ — %[Ke\ GSp2p(Q^)/^] sur V\^Z/pnZ. On obtiendra ainsi une action (à droite) 
de HKe sur H*(XK (g) Q, VXtZ/pnZ) et H*C(XK ® Q, VXiZ/pnZ). 

On suppose que le groupe K est net, contenu dans GSp2^(Z) et contenant K(N) = 
Ker(GSp2^(Z) -> G S p ^ Z / N Z ) ) ; on note alors K = K/K(N). On rappelle (cf. 6.1) 
que le Z[l/Ar]-schéma XK représente le foncteur associant à un Z[l/Af]-schéma S 
l'ensemble des classes d'isomorphie de triplets (A,\,rf)/S, où A/S est un schéma 
abélien de dimension relative g, À est une polarisation principale de A et rj est une 
section du faisceau associé au préfaisceau quotient Simili((Z/A^Z)2g, A[N])/K (où 
Simili désigne bien sûr le faisceau des similitudes symplectiques). 

On choisit une puissance £r de £ telle que le sous-groupe de congruence K(trN) 
soit contenu dans (K¿ D ^¿K^^1) xv^¿ KV. On considère alors le foncteur TK(^Î) 

associant à un Z[l/-W]-schéma S l'ensemble des classes d'isomorphie de septuplets 
(A0, A0, rj0,A!, Ai, 77!, p), où 

- (Al,Xl,r]l)eXK(S) 
- p : Ao —> Ai est une isogénie (de degré une puissance de £) vérifiant la condition 

suivante : 
(*) localement pour la topologie étale sur S, il existe des structures de niveau 
r\i : (Z/(£rN)Z)2g A[£rN] (similitudes symplectiques) relevant les structures 
de niveau rji (c'est-à-dire telles que l'image de la structure de niveau r\i dans 
SimiliS((Z/rA^Z)2^,^[rA^])/(K/X^iV) coïncide avec %) et telles que le diagramme 

(Z/(£rN)Z)2g -^-> A0[£rN] 

P 

(Z/(£rN)Z)2g —^ Ax[£rN] 

(où l'on note encore j£ l'endomorphisme de (Z/(£rN)Z)2g induit par (7^,Id) G 
M2g(Ze) x X\VZjtztM2g(Zv) ~ M29(Z)) soit commutatif — de manière imagée, les 
modules de Tate T^(Ai) sont mis en position relative K(j£,là)K par l'isogénie p. 

Ce foncteur est bien sûr représentable par un Z[1/£N]-schéma, que l'on no
tera encore T&-(7^). Ce schéma est muni de deux projections ti : TK(JI) —» 

XK, (A0, A0,r7n, Au Ài.tït.p) ^ (Ai, XurjA (¿ = 0,1). 
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Remarque. — Soit £d = \Z^g/^iZ^g\. L'entier d est alors divisible par g et le facteur 
de similitude de 7^ est ^(7^) = £d^9U£, où U£ G Zf est une unité. Il résulte alors de la 
condition (*) que p est de degré £d et que le diagramme 

An < Ал 

An < Ал Ar1 

An < Ал 
est commutât if. 

On suppose que £ / p. On va maintenant définir une correspondance cohomologique 
£ÏV\,z/p™z ~^ ^oK\,Z/V*z- En vertu de la construction de la fin de (8.1.1) (qui prend ici 
une forme très simple puisque le morphisme to est étale et qu'on a donc t0V\^z/pnz — 
tç)V\,z/pnz), il suffit de définir un morphisme t\V\^z/P™z —• ̂ o^A,z/pwz- Pour cela, on 
remarque que le diagramme 

Xkp{P™)Kp —> ХКр{ргг)КР 
—> ХКр{ргг)КР 

XK 
to 

TK(li) ti 
XK 

(où la notation Kp(pn) est celle de (6.1.2) et les flèches verticales sont les morphismes 
d'oubli du niveau) a ses deux carrés cartésiens. Considérant XKp{p^)kp comme un 
faisceau d'ensembles (pour la topologie étale) au dessus de XK, on a donc un iso
morphisme naturel (et Kp/ifp(pn)-équivariant) tQ(XKp(Pn)Kp) — ti(^Kp(pn)Kp)- Re~ 
venant à la définition (6.1.2) de V\ìz/pnZì on obtient alors le morphisme t\V\^/p^z ~> 
toV\,z/pnz annoncé. 

On obtient alors un morphisme de Z/pnZ-modules 

Z/pn%[GSp2g(Zi)\Dt/GSp2g(Z£)] Cott(VXÎZ/p^Z) 

où Corr(V^z/p^z) désigne la Z/pnZ-algèbre des correspondances cohomologiques 
de V\iz/pnz dans lui même. On vérifie que ce morphisme est en fait un mor
phisme de Z/pnZ-algèbres (ou, ce qui revient au même, que l'action des opéra
teurs de Hecke qu'on vient de définir provient d'une action à gauche du monoïde 
D£ sur la tour (XK,=KiKi,VXlz/p"ZtxK,)K't<zGSp2g(Qe))- L& correspondance asso
ciée a la double classe Kt diag(<£,..., £)K£ admet en fait un inverse, si bien que 
ce morphisme d'algèbres se prolonge naturellement à toute l'algèbre sphérique 
Ht ®z Z/pnZ = Z/p"Z[GSp2a(Z,)\ GSp29(Q,)/ GSp2s(Z,)]. 

Remarques 

(1) Il n'est pas difficile d'expliciter la correspondance associée à la double classe 
d'un élément 7^ n'appartenant pas nécessairement à M29(Zi) : il suffit pour cela 
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de remplacer l'isogénie p par une « quasi-isogénie », c'est-à-dire par un élément de 
Q ®z Hom(A0, Ai) admettant un inverse dans Q ®z Hom(Ai, A0) ; la formulation de 
la condition (*) est alors un peu plus compliquée. 

(2) Pour £ = p, on peut encore associer une correspondance cohomologique 
de V\,z/pnz dans lui même aux doubles classes des éléments du monoïde Dpl — 
{^PH~L E Dp}. 

Pour cela on a besoin de supposer que le module V\/zp qu'on a fixé (cf. 2.1 et 6.1.2) 
est tel que l'action de GSp2^(Zp) sur V\/zp s'étende en une action du monoïde Dp ; 
c'est en fait le cas si V\/Zp est le module de Weyl V(X)Zp-

Soit alors 7P G D^1 et considérons le morphisme t*V\^/Pnz ~^ to^x,Z/PNZ 
sur TKP(PN^KP(^P) obtenu en composant l'isomorphisme évident t\V\^/P^z — 
(Z/pnZ)TiCp(pT1)xP(7p) ~ toVx,z/pnz avec la multiplication par 7"1. Ce morphisme est 
i^p/Kp(pn)-équivariant, et induit donc un morphisme £*V\,z/pnz ~̂  toV\:Z/PNZ sur 
TK(IP) en passant au quotient par KP/Kp(pn). On peut vérifier que la correspon
dance cohomologique ainsi obtenue ne dépend que de la double classe Kp'jpKp et 
qu'on obtient ainsi des morphismes d'algèbres 

Z/p-Z[GSp2l7(Zp)\D-1/ GSp2,(Zp); CoTr(V\iZ/pnZ) 
et NP ®z QP = QP[GSp2g(Zp)\ GSP2,(Qp)/GSp2,(Zp)] Corr(yA,Qp). 

8.2. Énoncé du résultat ; quelques remarques. — Rappelons que dans la sec
tion 7.2, on a fixé un caractère non trivial x : (Z/çZ)x —»• Qp . 

Notons respectivement H\e et H\rn (avec * = 0,c) les groupes de cohomologie 
#:(xr>reg(A0Fg,R*%p)* et Hi(X™-Teg(N)fq,R*V^p)x (cf. Proposition 7.2.3). Re-
marquons que les opérateurs de Hecke agissent de manière Galois-équivariante et 
respectent donc les décompositions (7.2.3) : 

#:(XI(7V)q,Vq Y Y.j=o tiXJ e HGg^\X\ le P01^11HGg^ 

Notons Hg-i(X) = Y.j=o tiXJ e HGg^\X\ le P01̂ 11 ôme de Hecke définissant les 
relations d'Eichler-Shimura « usuelles » (cf. [13], Ch. VII) en la place g, pour la variété 
de Siegel X0~1(N). On rappelle qu'on note 

r-(tj 
E 
j=0 

r-(tj x 1)X> 

(cf. 3.1.5). 
L'objet de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant. 

Théorème 8.2.1. — Le Frobenius géométrique F satisfait respectivement sur FL\e et 
y-1 0 H* les équations 

Pqe(F) = 0, resp. P™(F)=0. 
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On peut réécrire cette dernière équation sous la forme 

Peq{V) = o 

où V = q9 
{g+i)/2T{g)F-i est le Verschiebung (cf. 3.1.6). 

Remarques 
(1) Dans le cas où g = 1, on a simplement Pq(X) = X — UQii (cf. 3.1). Dans ce 

cas on retrouve donc un résultat dû à A. Wiles [64] (avec une petite erreur, corrigée 
par Hida [27]). Harris et Taylor ont aussi obtenu un résultat analogue (cf. [25]) pour 
les variétés de Shimura unitaires de type ¿7(1, n — 1) en la place archimédienne. 

(2) Soit 7Tq une représentation lisse irréductible tempérée de GSp2g(Qq) possédant 
un vecteur non nul v tel que 7ïq(j)(v) — x(cl(7))v, V7 G KQ (OÙ l'on note cl(7) la 
classe de 7 dans KQ/K\ — (Z/qZ)x). Cette représentation est une série principale 
ramifiée (cf. [53], Sect. 7 ou [66], th. 1) et peut donc s'écrire 

Ind£9P29(Xl,---,X2s); 

où Xi\^q — Xi Xi > 1) sont non ramifiés et où la représentation induite 

Ind^^9~2(x25 • • • 5 X2g-i) est irréductible. 
Considérons alors le paramètre de Langlands o-(iïq) de irq : 

diag diag ( I I * ) 
iei 

où / parcourt l'ensemble des parties à g éléments de l'ensemble {1,. .., 2g} qui sont 
totalement isotropes, en ce sens que {ei}iEj engendre un sous-module isotrope de Z2g 
(ceci revient à dire que pour tout 1 ^ i ^ 2g, {i,2g — i} D I contient exactement un 
élément). 

Soit TT une représentation irréductible tempérée cuspidale non endoscopique de 
GSp2^(A) dont la partie finie 717 apparaît dans lim^ i7*(XK ®q Q, Vq). On devrait 
avoir 

UmWÜ+^iXK ®QQ,VQ)[nf] -
K 

m(7Tf)a(7rq)\ • \-9(9+i)/* 

(où 771(717) est un certain entier), d'après les propriétés attendues de la cohomologie 
des variétés de Siegel et des liens entre les correspondances de Langlands locale et 
globale. 

Cette égalité conjecturale équivaut à dire que les (777(717)-ièmes puissances des) 
polynômes figurant dans l'énoncé du théorème 8.2.1 sont en fait les polynômes ca
ractéristiques du Frobenius géométrique sur H^g+1^2[iTf] et x-1 ® H^+1^2[iïf] 
respectivement. Notre résultat est bien sûr moins précis, puisqu'il ne fournit dans 
cette situation que des polynômes annulâteurs du Frobenius. 

(3) Cependant, on peut dans notre cas récupérer l'information « manquante » re
lative aux multiplicités des caractères Y\ieiX%- En effet, nous avons supposé que les 
réductions modulo p des caractères Yliei "Xi son^ distinctes (cf. Sect. 5.1) si bien que 
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l'information sur les multiplicités peut se « lire » modulo p. Puisque la représentation 7r 
est congrue modulo p à une représentation (irréductible tempérée cuspidale non endo-
scopique, et cohomologique) non ramifiée en q de GSp4(A), on est alors ramené aux 
résultats de Laumon et Weissauer ([33], [34] et [63]). 

8.3. Démonstration du théorème 8.2.1. — Rappelons d'abord brièvement la 
méthode utilisée par Faltings et Chai ([13], Ch. VII) pour démontrer les congruences 
d'Eichler-Shimura « usuelles » (celles qui concernent le cas de bonne réduction). Les 
notations que nous allons utiliser ne sont pas celles de [13] : les conventions de 
notre article nous conduisent à désigner respectivement par p et q les entiers pre
miers £ et p de loc. cit. Nous supposerons pour simplifier que le système local V est 
trivial. 

La démonstration de ces auteurs s'appuie sur une étude détaillée de la réduction 
modulo q des opérateurs de Hecke de niveau puissance de q. Plus précisément, tout 
opérateur T G 7Y(GSp2c/(Qç)// GSp^Q^), Z) fournit un cycle T(T)q (de dimension 
g (g 4- l)/2) dans le produit X0IQ x X0^Q ; les deux projections prx 2 : T(T)Q —» X0JQ 
sont propres et ce cycle induit donc une correspondance cohomologique de X0,Q 
dans lui même. Considérons maintenant le cycle T(T)YQ C X0^q x X0^q obtenu 
en réduisant modulo q l'adhérence de Zariski Y(T) de T(T)Q dans X0 x% X0 (cette 
opération est la « réduction des cycles de Shimura », cf. [50]). Il résulte du fait que 
X0 admet une compactification lisse et des compatibilités reliant 

- le morphisme « classe de cycle » 
- la réduction des cycles 
- le morphisme de spécialisation en cohomologie étale 
- le produit d'intersection des cycles 
- le cup-produit en cohomologie étale 

que le diagramme 

RT(X^ Zp) y Rr(X^-,Zp 

RT(X^ Zp) y Rr(X^-, Zp) 

(dont les flèches verticales sont les isomorphismes de spécialisation et dont les hori
zontales sont respectivement les correspondances cohomologiques définies par T(T)Q 
et par r(T)Fq) est commutatif. Faltings et Chai déterminent alors précisément le cycle 
r(T)Fq et en déduisent que dans l'algèbre des correspondances sur la fibre spéciale de 
X0 on a 

r(Hg)Fq(F)=0 

où Hg est un certain polynôme explicite, dont les coefficients sont des opérateurs de 
Hecke. 
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Notre démonstration du théorème 8.2.1 reposera elle aussi sur une étude de la spé
cialisation des correspondances de Hecke dilatantes. Cependant, puisque le schéma 
X\(q) a mauvaise réduction en g, nous ne pourrons pas utiliser directement la réduc
tion des cycles de Shimura pour déterminer la spécialisation d'une telle correspon
dance. Au lieu de cette réduction des cycles nous utiliserons la notion, due à Fujiwara 
[17], de spécialisation d'une correspondance cohomologique. 

8.3.1. Spécialisation des correspondances cohomologiques. — Soit S un trait stric
tement hensélien, de point fermé s et de point générique 77. Soient X ^— C Y 
deux morphismes de .S-schémas, T G D^(A^, A), Q G D^(l^-, A) et c : g^Q —» f\^T 
une correspondance cohomologique. La spécialisa-tion de c est le morphisme sp(c) : 

R\I/ Q —» /] R\I/ T obtenu en composant 

- le morphisme (de changement de base par g) : gs Hw y —» HW g^y 
- le morphisme R\I/ c : R\I/ g^Ç —» R\I/ f-^T obtenu par fonctorialité de R\I/ 
- le morphisme R\I/ f^T —> /] R^ T obtenu par adjonction à partir du morphisme 

naturel R/s! R\I/ f^J7 —> R\I> Rf^ f\^T et du morphisme d'adjonction R/77-, f~T —» T. 
Cette définition (qui reprend celle figurant dans [14]) n'est en fait pas la défini

tion originale de Fujiwara. On peut démontrer que cette définition est équivalente à 
celle de Fujiwara ; dans la mesure où nous n'utiliserons pas cette équivalence, cette 
démonstration sera laissée au lecteur. 

Nous nous intéresserons à cette notion de spécialisation en raison de la proposition 
suivante. 

Proposition 8.3.1. — Supposons que g (resp. f) est propre. Le diagramme 

Rrc(Ys,RVÇ) >RTC(X^R^ J7) Rr(i%,£) R r ( x ^ ) 

resp. 

Rrc(>%,ç7) Rrc (Xjj, T) KT(Y8,RVg) >Rr(Xs,RV T) 

(dont la ligne supérieure (resp. inférieure) est définie par la correspondance spécia
lisée sp(c) et dont les flèches verticales sont les morphismes naturels 7.1) est alors 
commutatif. 

Démonstration. — On vérifie de manière purement formelle que sp(Dc) = D(sp(c)). 
Utilisant cette dualité et considérant la correspondance c comme composée des cor
respondances 

(x J—c - ^ U c, f-T - ^ U f-T) 

[C J^- c C, g*G —* f-T) 

et (x J—c -^U c, f-T -^U f-T) 
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il est facile de voir qu'il suffit de démontrer les deux cas particuliers suivants de la 
proposition : 

(a) lorsque g est propre, / = Id et T — g*Ç, le premier diagramme est commutât if 
(b) lorsque / = Id et T = g*G, le deuxième diagramme est commutatif. 
La démonstration du cas (b) ne repose que sur les propriétés formelles des mor

phismes d'adjonction et est laissée au lecteur (indication : commencer par démontrer 
que le morphisme 

R^G 
(x J— 

f-T -^U f-T) ^Rgs RVg^G 

est adjoint du morphisme g* R^ Q —• R\I/ g^Ç induit par le changement de base par g). 
Considérons maintenant un diagramme cartésien 

Cc >C 

9 9 

Y c >Y 

où C et F sont propres et jy : Y ^ Y est une immersion ouverte (puisque g est 
propre, un argument facile montre qu'il existe de tels diagrammes). Le cas (a) résulte 
alors du cas (b) (appliqué à (C —Y, j y \G) , de sorte que les morphismes — de 
changement de base — verticaux sont des isomorphismes) et de la commutativité du 
diagramme 

1Y\ R^ G > №gsjC\ R^ 9%Q 

R^jviG > №gs R^g^jviG 
déduit par adjonction du diagramme commutatif 

R^jviG > №gs R^jviG > №gs 

R^jviG •R*9Ïf3Y\G = R*jc\9ÏjG 

ce qui achève la démonstration. 

Nous allons maintenant effectuer un calcul local des spécialisations, qu'on pourra 
considérer comme une sorte de localisation de la réduction des cycles de Shimura. 

Commençons par rappeler que lorsque k est un corps algébriquement clos et 
C —» X est un morphisme de fc-schémas, si X est lisse sur k et si C et X ont tous 
deux même dimension, les morphismes Zp —>• f'7Lv correspondent (par adjonction) 
aux morphismes H^d(C,Zp) —» Zp(—d). Autrement dit, se donner un tel morphisme 
revient à se donner un élément Xz de Zp, pour toute composante irréductible Z de C. 
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Lorsqu'on suppose de plus que le morphisme / est fini et plat, et qu'on se restreint 
à l'ouvert de lissité U de C, la restriction à la composante connexe U D Z de U du 
morphisme Zp —» fl,Zp\u = Zp est simplement la multiplication par Xz-

En particulier, lorsque X <J— C —g-+ Y sont deux morphismes de /c-schémas, si X 
est lisse sur k et si C et X ont même dimension, on obtient une correspondance 
cohomologique naturelle g*Zp —* /!ZP, qui n'est autre que la correspondance coho
mologique 8.1.1 (prendre \ z = \ pour toute composante irréductible Z de C). Lorsque 
de plus le morphisme / est fini et plat, la fibre en un point géométrique x de X du 
morphisme f\g*Zp —» Zp associé par adjonction à cette correspondance cohomologique 
est simplement 

© Zp > Zp 
r\ 

(*c)c 1—y ^2m(c)tc 

où m(c) est la multiplicité de c. 
La proposition suivante résulte de ces considérations : remarquer que les mor

phismes Zp —> /jZp sont définis par leur restriction aux points génériques des compo
santes irréductibles de la fibre spéciale). 

Proposition 8.3.2. — Soient S un trait strictement hensélien et X <J— C —Y deux 
morphismes de S-schémas. Supposons que les S-schémas X et Y sont lisses, que le 
morphisme g est fini et plat en codimension (absolue) 2 et que C et X ont même 
dimension. La spécialisation de la correspondance naturelle g^Zp —>• f^Lv est le mor
phisme 

Zp = ^(R^ZP) /]Zp = /I(RtfZp) 

obtenu en prenant Xz égal à la multiplicité de Z, pour toute composante irréductible Z 
de la fibre spéciale Cs de C. 

Remarques 

(1) Dans le cas particulier où X et Y sont propres sur S et où C est un fermé de 
X Xs Y tel que la projection pry de C sur Y soit finie et plate en codimension 2, on 
retrouve un cas particulier de la réduction des cycles de Shimura. 

(2) Il est possible que cette proposition vaille sous des hypothèses moins restric
tives. Dans la mesure où les conditions énoncées ici seront satisfaites dans le cas 
particulier que nous avons en vue, nous n'avons pas cherché à approfondir cette ques
tion. 

8.3.2. Réduction du théorème 8.2.1 à deux égalités de cycles. — Le cadre dans lequel 
nous allons nous placer est le suivant. 

Soit X* l'une des trois variétés Xo, X\ ou X^ (les deux premières ont été définies 
en 6.2 ; cf. 6.6.5 pour X^). 
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Soit 7 G GSp2o(Qq) n M2g(Zq). On considère la correspondance de Hecke 

X* ® Q r(T*(7)) X* 0 Q. 

Soit i/ le facteur de similitude de 7. Dans la mesure où ^ (7 ) ne dépend que de la 
double classe Ki(q)^Ki(q) (et même, que de la double classe Ko(q)jK0(q) dans le 
cas de Xo) on peut supposer que v est une puissance de q ; nous allons faire cette 
hypothèse. 

Soit C®(v) le schéma classifiant les données (AQ, \Q,VO) (Ai, Ai, 771 ) à isomor
phisme près, où 

- (Ai, Xi,r]i) est un objet du problème de modules X0 (cf. 6.1) 
- p est une isogénie A0 —• Ai vérifiant les deux conditions suivantes 

(a) le morphisme composé 

(X* x X*). (X* x (X* x X*).~* C 1 Y g* (rr 

est la multiplication par v 
(b) le diagramme 

(Z/NZ)2g — ^ A0[N] 

Id 

(Z/NZ)2g —^ Ai[N] 

est commutatif. 
On pose 

C*(v) = C0 xx0xx0 (X* x X*). 
Le schéma r(T*(7)) définissant la correspondance de Hecke associée à 7 est alon 
naturellement un sous-schéma fermé de C*(v) <S>z[i/N] Q- Par abus de notation, or 
désignera encore par r(T*(7)) l'adhérence de Zariski de r(T*(7)) dans C*(z/). 

On dispose alors de correspondances 

(X* x X*).(X* x X*). 

au-dessus de Zq, auxquelles on va maintenant appliquer le formalisme du paragraphe 
précédent. On rappelle (cf. 7.2.2) que l'on a noté Wx la composante x-isotypique de la 
projection 7Tio*V̂  de VQ sur X0 ; on rappelle aussi que l'on suppose que le caractère 
X est non trivial. On considère alors la correspondance de Hecke Tq(7, Wx) (cf. 8.1.2) 
agissant sur le faisceau p-adique lisse Wx sur Xo. Sa correspondance spécialisée est 
une correspondance cohomologique 

(X* x X*).(X* x X*). 

et on peut alors reformuler le théorème 8.2.1 en termes d'égalités de correspondances 
cohomologiques agissant sur Wx de la manière suivante. 
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On considère la correspondance de Probenius : 

F : (1.)f, — r . (F) ^ - №)f, 
où le schéma r*(F) est le sous-schéma fermé de C*(q9)^q défini par les conditions 
suivantes 

- A\ — F*(Ao) (où F désigne bien sûr le Frobenius), 
- p est l'isogénie de Frobenius, 

et où les deux morphismes fo et /1 sont les restrictions à T*(F) de co et c±. Comme 
pour les correspondances de Hecke, l'isogénie de Frobenius induit un isomorphisme 

-• ^ib°°] et donc un morphisme f*V\ —> /QV\- En reprenant le calcul (7.2) de 
R\I> WXi on voit que la correspondance de Frobenius induit aussi une correspondance 
cohomologique de R\I> Wx dans lui même. Pour interpréter la deuxième égalité du 
théorème 8.2.1, on définit de manière analogue une correspondance Verschiebung 

V : (1,)f, Cd r.(V) C1 (1.)f, 

qui définit aussi une correspondance cohomologique de VA et R ^ Wchi dans eux-
mêmes. 

On rappelle (cf. [31], Exposé III, 5.2) qu'étant données deux correspondances co-
homologiques 

X C Cd F, cYTy —> cxTx 
et 

&r>(Tj)oF3 et sp^o^ cxT cxT 

on dispose d'une correspondance cohomologique composée (notée e = do c) 

X Cx E :=C xY D F, cYTy —> cxTxCo^-1)),, 

On considère maintenant les composées de correspondances 

&r>(Tj)oF3 et s p ^ o ^ ' 
(où Tj désigne la correspondance cohomologique agissant sur Wx associée à l'opérateur 
de Hecke T~(tj x 1) figurant dans l'énoncé du théorème 8.2.1). Les monômes en F 
de Hg-i(F) sont formés d'isogénies toutes de même degré (à savoir 29~1) (cf. [13], 
Ch. VII). La correspondance sp(Tj) est donc supportée par un sous-schéma fermé de 
Co(q9<^29 ~^)wg ^ les j-ièmes itérées FJ et V3 des correspondances de Frobenius et 
Verschiebung sont supportées par des sous-schémas fermés de Co(q9^)wq. Ces deux 
produits sont donc supportés par (Co(q9^9 xXo Co(q9J))^q. 

Considérant leur image directe ([31], Exposé III, 3.3) par le morphisme 

(CotfW- -») xXo CQ(cfi))¥q - C o ^ - 1 ) ) , , 

((v40, A0,77o) ^ (Ai, Ai, 771), (Ai, Ai, 771) Co^-1)),, 

(A0,A0,77o) ^ (A2,A2,r?2) 
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ces produits définissent des correspondances supportées par Co(q9(29 1̂ )fq- On peut 
donc considérer les sommes figurant dans l'énoncé du théorème 8.2.1 comme des 
sommes 

E 
3=0 

s p f f i ) o F et 
z-3 
E sp(Tj)oVJ 

de correspondances cohomologiques supportées par la fibre spéciale de Co(q9(29 X)) ; 
bien entendu il s'agit maintenant de démontrer que ces sommes s'annulent (ou, plus 
précisément, que les restrictions de la première somme au-dessus de XQ X XQ et de la 
deuxième somme au-dessus de X™ x X™ s'annulent, cf. 7.2). Le reste de ce paragraphe 
va être consacré à des réductions ramenant ces annulations à des annulations de cycles 
(de dimension g (g + l)/2) dans Co(q9^29 ))fq. 

Première réduction : élimination de la partie singulière. — Commençons par fixer 
quelques notations. Soient i et j deux symboles pouvant prendre l'une des six valeurs : 
e, m, (e,reg), (m, reg), reg et ord. Nous noterons : C0'1 = Cx ,xx , x AT*), C1'0 = 
C x ^ x j ^ (XI x X*) et C1^ = C x ^ x ^ (XI x Xi) pour tout schéma C au-dessus 
de X* x X*. 

Nous allons voir qu'il suffit de considérer les restrictions à r(T*(7))(e'reg)'(e'reg) et 
r(T*(7))(m'reg)'(m'reg) des correspondances spécialisées sp(T*(7)) associées aux opéra
teurs dilatants T*(7). 

Proposition 8.3.3. — Soit T*(7) un opérateur de Hecke dilatant. La correspondance 

x . 3 - r m w i — X * 

stabilise X*'reg à droite : on a 

C x^xj^ (XI x X*) et C1^ 

et elle stabilise X™'reg à gauche : on a 

stabilise X*'reg à dro 

Démonstration. — L'adhérence de T(Ti(7)) dans Ci(^(7)) est formée d'isogénies 
(AQ, XQ, T]Q, PQ) (Ai, Ai, 771, Pi) vérifiant en particulier p(Po) = P\. Le point PQ 
est donc non nul lorsque P\ est lui même non nul et(Ao, Ao, r\o, PQ) appartient alors 
à X ,̂reg. Les stabilités à droite de Xg'reg et X ,̂reg s'en déduisent en remarquant que 
les morphismes r(Ti(7)) -> T(T0(^)) et T(T^(j)) -> T(T0(^)) sont surjectifs. 

Considérons X™,reg comme le schéma (sur ¥q) classifiant les quintuplets 

(A,X,r],H, P*), 

où (A, A, rj, H) est un point de X0 et P* est un point non nul du dual de Car
tier H* de H. L'adhérence de r(TM(7)) dans CiJL(u(j)) est alors formée d'isogénies 
(AQ, X0,Ï]Q,HQ,P^) (Ai,\1,ni,Hi,Pï) vérifiant en particulier p*(Pf) = PQ ; on 
en déduit de même la stabilité à gauche de X™'reg. • 
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Remarque. — On a donc 

r(T*(7))(m'reg)'(e'reg) = 0 . 

En revanche r(T*(7))^e'reg^^m,reg^ est en général non vide — c'est déjà ce qui se passe 
pour le plus simple des cas non triviaux : celui des courbes modulaires (i.e. g = 1), 
munies de structures de niveau du type X* et de l'opérateur contractant T(diag(l, q)). 

Cependant, le long de r(T0(7))^e'reg^^m'reg^ la correspondance cohomologique 
sp(T0(7, Wx)) : tl~R}&(Wx) —* tlR^/(Wx) est équivariante sous l'action du groupe 
d'inertie. Elle est donc nulle si x est non trivial (cf. 7.2). 

Étendons un peu les notations de (6.6) et notons 

y-e,reg _ y ^0,Zg et ^0,Zg ye,reg 

de sorte que les schémas X^v^ et X™^z ont respectivement pour fibres spéciales 

-^C Fqg ê  X™^°qeë. Cette notation se combine avec celle introduite plus haut pour les 

correspondances : on note donc par exemple C®%e,reë^ = C* Xx*xX* (X* x X^'%ë) =^0,Zg 

Considérons les correspondances 

^0,Zg 

,e,reg 
l0 r(T0(7))^reg)'(e,reg) ,e,reg 

ye,reg 

et A0,Zq 
,m,re 

-r(T0(7))^m'res)'(m'reg) 
,m,reg 
1̂ ĵ -m,reg 

0,Zq 
En appliquant la proposition (8.3.3), on voit que les immersions ouvertes naturelles 

r(To(7))^'reg)'(e'reg) r(T0(7))?'(e'reg) 

et r(T0(7))i7'reë)'(m,reë) r ( ro(7)) t ' reg) '" 

sont des isomorphismes. Les morphismes ^'reg et £^'reg sont donc propres. 
Il résulte alors directement de la proposition 8.3.1 que l'endomorphisme de 
Hlce = i ^ (X^eg , R\I> Wx) induit par la correspondance cohomologique 

sp(r0(7, Wx))(e'reg)'(e'reg) : ^'reg* R # WA ^'reg! R^ Wx 

n'est autre que l'action naturelle de Tb(7, Wx) sur H%ce et que l'endomorphisme de 
= W(X™£eg, R\I> Wx) induit par la correspondance cohomologique 

sp(T0(7,̂ Y))(m'reg)'(m'reg) tm,reg* R^ ^ CREG! wx 

n'est autre que l'action naturelle de Tb(7, Wx) sur H^. 
Pour achever notre réduction à la partie régulière, il reste à exprimer l'action na

turelle de To(7, Wx) sur H\ et sur H1 (les deux cas restants) en termes de corres
pondances cohomologiques supportées par la partie régulière. Comme on va le voir, la 

r(T0(7))^reg) 
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correspondance spécialisée sp(T0(7, Wx)) se factorise en fait à travers sa partie régu
lière, de sorte que dans ces deux cas aussi il suffira de vérifier au-dessus de la partie 
régulière les annulations qu'on se propose de démontrer. 

Nous allons simplement considérer R\ (le raisonnement pour Hlcrn est analogue). 
Considérons la correspondance 

^0,Zg 
,e,reg 
z0 r(T0(7))£reg)" ^0, 

Le morphisme tQVeg est propre. Il résulte alors des propositions 7.2.4 et 8.3.1 que 
le morphisme Hl(X^g, R\I/ Wx) —> H%(X^~ , R\£ Wx) induit par la correspondance 
cohomologique 

sp(T0(7, Wx))(e'reg)'e : t\* R^ Wx —> ^'reg! R^ Wx 

n'est autre que l'action naturelle de To(7, Wx) sur H\. 
Considérons maintenant le diagramme cartésien 

r(To(7))ie'reg)'(e'res) -^r(T0(7))(e;res),e 

,e,reg J 

Y~e,reg 
0,Fq 

JX JX 

Le morphisme sp(T0(7, H/"x))(e'reg)'e : tf R^ Wx ig'reg' R^ Wx s'exprime comme le 
composé : 

du morphisme (7.2) £f* R^ Wx t\*jx\jx R^ wx> 
de l'isomorphisme de changement de base 

t?jx\fx R* wx -^r(T0(7))(e;res),e 

du morphisme 

-^r(T0(7))(e;res),e -^r(T0(7))(e;res),e 

obtenu à partir de la partie régulière jT\ j^V^Jx R^ Wx ~^ Jt1^^' ^ Wx du 
morphisme de spécialisation, 

- et finalement, du morphisme évident JtiJt1®^ 3*x Wx ~^ tQVeg' R^ Wx 
(ce morphisme s'interprète aussi comme un morphisme d'adjonction, puisqu'on a 

fitl^Tx wx = ^ t r s ! i x wx). 

Par conséquent, le morphisme de spécialisation sp(T0(7, Wx))(e'reg)'e se factorise en JXJX 
fait à travers sa partie régulière sp(7o(7, Wx))(e,reg^(e,reg\ comme on l'a annoncé plus 
haut. 
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Pour résumer cette première réduction, il suffit maintenant de vérifier l'annulation 
des correspondances cohomologiques 

2y-
( S Sp(T0(T-(tj x l),Wx))oF' 

(E,REG),(E,REG) 

et 
2g-. 

X 
sp(T0(T-(f,- x l),Wx))oVj 

(M,REG),(M,REG) 

Deuxième réduction : où Von passe de WXi\ au faisceau constant. — Cette réduction 
se fera en deux étapes. On verra d'abord que les deux égalités du théorème 8.2.1 
se ramènent respectivement à un énoncé où figurent les variétés X^,reg munies du 
faisceau VA et à un énoncé où figurent les variétés X™,REG munies du faisceau VA- Le 
passage du faisceau V\ au faisceau constant ne présentera ensuite pas de difficulté 
(on a déjà effectué une réduction analogue au début de la démonstration du théorème 
7.1.1) . 

Rappelons que le faisceau WX,A est la composante x_is°typique de 7Ti5o*V\. La 
correspondance cohomologique XQWXJ\ —>• t{0XOWXJ\ est par définition la partie 
équivariante de la correspondance t\Xo(iïi^V\) —> tç XO(TTI,O*V\) associée par image 
directe (cf. [31], Exposé III) au diagramme commutatif (d'oubli du niveau) 

(XQ)Q tq , x 
r(7i(7))Q 

tq (x) (XQ)Q 

7Tl,0 7Tl,0 X 7Tl,0 7Tl,0 

(XQ)Q 
(XQ)Q r(T0(7))Q 

tl,X0 
(xo)o 

et à la correspondance cohomologique t\ x V\ —> t0 XlV\ (cf. 8.1.2). Compte tenu de 
la compatibilité des spécialisations aux images directes par des morphismes propres 
(cf. [14]), la correspondance spécialisée 

sp(T0(7)) :t* RO<WX,X Sp(T0(T-(tjSp( 

n'est autre que la partie x équivariante de l'image directe, par les morphismes d'oubli 
7Ti o, de la correspondance spécialisée 

sp(T0(7)) :t*sp(T0(7)) :t* sp(T0(7)) :t* 

En particulier (puisque l'image directe par 7Ti7o de la correspondance de Frobenius 
est la correspondance de Frobenius), pour démontrer la première des identités du 
théorème 8.2.1, il suffit de démontrer que la restriction à X^e^ de la correspondance 

cohomologique (supportée par Xi^q C\(q9<29 l)wq Xi,wq) 

Ç s p ( r , - ) o ^ ' :clR^Vx 
7 

c0 R^Vx 

est nulle. 
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De même, pour démontrer la deuxième identité, il suffit de démontrer que la res
triction à X^reg de la correspondance cohomologique (supportée par XfJL^qXfJL^q 

Çsp(r,-)oW :c\R^Vx c\R^Vx 

Ç s p ( r , - ) o W :c\R^Vx c0 R*VX 

est nulle. 
Finalement, si N' est suffisamment divisible pour que le faisceau Vx^z/pnz s°it trivial 

sur Xi(Nf), il suffit de démontrer que les restrictions (à X^eë(Nf) et X™£eg(Nf) 
respectivement) des correspondances cohomologiques ;sp(Tj) o F3 et ^2jSp(Tj) ° 
Vj : cï R^ Z/pnZ c0 R^ Z/pnZ sont nulles. 

Nous verrons (cf. 8.3.4) que le lieu ordinaire est encore dense dans 

p^J'1^^(e,reg),(e,reg) ^ ^(T (-y))(m'reg)'(m'res). 

Les morphismes 

ê,reg . p / ^ / N\(e,reg),(e,reg) • Xe'reg 

et ^m,reg . p^j^^^(m,reg),(m,reg) ĵ m,reg 

sont donc finis et plats en codimension 2. Le long de X^'reg, le schéma X\ est lisse 
sur Zq et le long de X^,reg, le schéma X^ est lisse sur Zq (cf. 6.6). Appliquant la 
proposition 8.3.2, le théorème 8.2.1 se réduit donc à deux égalités de cycles. 

8.3.3. Fin de la démonstration. — Notons T(T3) = T(Tj)+ - T(Tj)- où les deux 
cycles T(T7)+ et T(T7)_ sont positifs. Nous voulons démontrer les égalités de cycles : 

(i) ^ p r ^ r C T j O + F , xXl¥q r(F*)) 
•Y. 

j 

Çsp(r,-)oW :c\R^Vx F (Fj) 

(2) Y . 
3 

pr^(T{Tj)+Vq xXittq T(V')) I 
3 

pr,,(r(T7-)-F„ xXlJ. r ( W ) ) 

où : 

- pour alléger on a respectivement omis les mentions (e, reg) et (m, reg) 
- les produits fibres du type T(Tj)+Fg Xx1Fq T(F3) sont à interpréter au sens des 

cycles (c'est-à-dire en ne retenant du produit fibre que le schéma réduit sous-jacent 
et sa multiplicité — on peut ici utiliser la notion « naïve » du produit de cycles et on 
n'a pas besoin de la « formule des Tor » de [50] : cf. la remarque suivant l'énoncé du 
corollaire 8.3.7). 

- la notation pr^ désigne respectivement les morphismes de composition des isogé
nies 

d ^ 2 ' - -'->)F, xXlF C1^)¥q W 2 9 )f. 

et d^2'- -'->)F, xXlF C1^)¥qd C1^)¥ CM92 )f. 
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Pour alléger la démonstration, nous nous concentrerons sur la première des deux 
égalités. Nous ne mentionnerons donc la deuxième égalité que lorsque les arguments 
diffèrent. 

Nous allons considérer un point de C\ (q92,9 ) à valeurs dans ¥q et démontrer (en 
utilisant la théorie des déformations) que les complétés en ce point des deux cycles de 
part et d'autre du signe d'égalité coïncident, ce qui entraînera le théorème. 

Il résulte de la proposition 8.3.3 (ou plus exactement, de sa démonstra
tion) que r(Ti(7))(e'reg)'(e'reg) est inclus dans le sous-schéma fermé C^(y(^)) de 
Ci(l/(7))(e,reg),(e,reg) formé deg isogénies Aq, 770, PQ) [AX, Ai, 7/1, P1 ) appli

quant Po sur P\ (qui induisent donc un isomorphisme de HQ sur H \ ) . 
Nous allons maintenant effectuer quelques rappels de théorie des déformations (voir 

le paragraphe 4 de [7] pour plus de détails). Lorsque G est un groupe g-divisible sur le 
spectre d'une algèbre artinienne R de corps résiduel algébriquement clos k, G admet 
une (unique) filtration 

(0) — G G G c G c G — G 

par des sous-groupes g-divisibles telle que 

(1) le groupe ç-divisible E — G/G1 soit étale, 
(2) le groupe g-divisible B = G1 /G2 soit connexe et n'ait pas de sous-groupe non 

trivial de type multiplicatif (ou, ce qui revient au même, soit connexe ainsi que son 
dual), 

(3) le groupe g-divisible T = G2 soit de type multiplicatif. 

Cette filtration est de formation compatible au changement de base (en particulier 
on a (Gt)k — (GkY)- Elle est de plus fonctorielle vis à vis des isogénies : si G —G' 
est une isogénie de groupes g-divisibles définie sur 5, on a p(G%) = G \ Finalement, si 
G est muni d'une polarisation principale, cette polarisation induit un isomorphisme 
T tE de T vers le dual de E ainsi qu'une polarisation principale de B. 

Chai et Norman ([7], theorem 4.4) relient la théorie des déformations du 
groupe G à celles des groupes H = G1, K — G/G2 et B = G1/G2 de la ma
nière suivante. Lorsque G est défini sur Fg, notons Defc le foncteur des défor
mations du groupe ç-divisible G ; on dispose alors d'un morphisme de foncteur 
Defc —> Def# XoefB Defx- Chai et Norman démontrent que ce morphisme est 
formellement lisse; puisque les morphismes Def# —> Def# et Defx —» Def# 
sont eux-mêmes formellement lisses ([7], 4.4) il en est alors de même du morphisme 
Def<3 —* Def#. Leur démonstration de la lissité formelle de Deîc —» Def# XoefB Def^ 
utilise la théorie des extensions panachées de Grothendieck ([21], exposé IX) 
(que Chai et Norman rebaptisent « mixed extensions »). Le point crucial est que 
Ext2(£^,T) = 0 (= Ext2((Q(?/Zg)jR, (pqoo)R)) pour toute algèbre artinienne R. La 
fibre de Defc —• Def# xoefB Def^ en un relèvement (H,K) de (H,K) sur R (tel 
que les images de H et K dans Defŷ  coïncident), qui s'identifie canoniquement à 
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l'ensemble des extensions panachées de K par H, est alors un torseur sous Ext1 (i?, T) 
— en général, l'ensemble des extensions panachées peut être vide lorsqu'une certaine 
obstruction c(H,K) e Ext2(£,T) est non nulle, cf. [21]. 

Cette construction de Chai et Norman s'adapte aussi pour traiter le cas des défor
mations de groupes g-divisibles munis de polarisations ([7], theorem 4.7). Dans ce cas, 
il faut remplacer le groupe Ext1(£^, T) = YLom(E(k) T'(k),pq^ (R) (où T' désigne 
le dual de T, qui n'est autre que E puisque G est polarisé) par celui des morphismes 
bilinéaires symétriques de E(k) dans pJq0o(R). 

Considérons maintenant un point p — (AQ, AO, r/o, Po) —^ (Ai, Ai, 771, Pi) G 
C^(1^(7))(Fq). Il résulte du théorème de Serre-Tate que le complété de C^(^(7)) en 
ce point s'identifie à la déformation universelle de la donnée 

(Go := A0[q°°l\0[q°*},P0) 
XfJL^q (GL :=A1[q00},X1[q^},P1), 

le problème de déformation étant bien sûr défini par des conditions analogues à celles 
qui définissent (u(^f)). 

Nous allons maintenant, en nous inspirant de la construction de [7] rappelée plus 
haut, relier ce problème de déformations à un autre problème de déformations faisant 
intervenir des isogénies (B0,po) -^-> (B[,pi) de groupes g-divisibles polarisés (de 
dimension g — 1 et hauteur 2g — 2) dépourvus de structures de niveau. A ce point de 
la démonstration, la construction que l'on utilise pour démontrer la seconde égalité 
du théorème 8.2.1 est légèrement différente et nous traiterons donc successivement les 
deux cas. 

Pour alléger, nous allons omettre la mention « [q°°] » dans les notations : par 
exemple, nous noterons simplement Aq la polarisation du groupe ^-divisible Go. A 
cause du conflit de notation (entre le sous groupe fini H et la notation H = G1 de 
[7]) on abandonne les notations H et K de [7] — on se contentera donc de noter 
respectivement G1 et G/G2 ces deux groupes g-divisibles. 

Pour l'égalité 8.3.3 (1). — Soit r la hauteur commune des groupes ç-divisibles étales 
EQ et Ei. On commence par choisir un sous-groupe (/-divisible, de hauteur r — 1, E" de 
Ei ne contenant pas l'image de Pi, de sorte que l'image de P\ dans le quotient E[ = 
Ei/Ei est non nulle. On considère ensuite l'image réciproque de E" par l'isogénie 
pE EQ —» Ei induite par p. Ce n'est pas un groupe q-divisible ; cependant on a une 

suite exacte T. — i/iri//\ R?" N 0 —> Ker pE —> pE (Ei ) —> Ex —> 0 

et lorsque n est assez grand, le sous-groupe EQ := qnp^(E") de EQ est donc un 
groupe g-divisible indépendant de n. On définit de la sorte des filtrat ions 

(o) = &;3 c n = g ? c g;1 c g;° = G 

où G^ est le noyau du morphisme composé Gi —• Ei —> Ei/E" = E[ et où le tore 
formel T[ est l'orthogonal de E" (on rappelle que le groupe étale Et et le tore formel 
Ti sont en dualité via la polarisation AA 
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Cette filtration est respectée par l'isogénie p et elle s'étend de manière canonique 
aux déformations de (Go, Ao,Po) — ( G \ , Xi, Pi). 

En notant B[ le quotient G'I/G'? et pi la polarisation principale de B[ induite par 
Àî5 on a donc construit des morphismes (dépendant du choix de E") : 

№)(Ai,Ai,77*,Pi) (X% 1)(ßJ,/Xi) 

de la déformation universelle (Xi)(Ai,Ai,r?i,pï) de ( G ^ A ^ P ^ ) vers celle 1)(J5̂ ,Mi) 
de (BLfii), et : 

Q + ( K 7 ) ) p >Cr1(i/(7))Pfll 

de la déformation universelle Ci(u(^))p de (Go,Ao,Po) (Gi,Ai,Pi) vers celle 

5 f ~ V ( 7 ) W de (So,Mo) ^ > 

Pot^r Végalité 8.3.3 (2). — On rappelle que X™,reg classifie les quintuplets 
(A, A, 77, P", P*), où (A, A, 77) est un objet de X01 où P C A [g] est un sous-groupe 
fini et plat d'ordre q et où P* est un point non nul du dual de Cartier de H (ou, ce 
qui revient au même, un isomorphisme H pq). De même, C+(v(^)) classifie les 
isogénies (A), A0,77,Po,P0*) (Mi^uriiiH^PÏ), où (Al,Xl,r]l, Hl1 P*) sont des 
objets de X™'reg et où p est une isogénie (telle que le morphisme composé 

А Р А л 2 ^ t . _ Х 'An An 

soit la multiplication par ^ ( 7 ) ) appliquant isomorphiquement Po sur H\ et telle que 
le dual de Cartier du morphisme pu • Po H\ envoie P * sur Pq . 

On choisit un sous-tore Tq de dimension 1 de TQ contenant Po- Son image T[ par 
l'isogénie pT TQ —>> Xi induite par p est un sous-tore de dimension 1 de T\ contenant 
P i . On définit de la sorte des filtrations 

(o) = g;3 c T! = g;2 c g;1 c g;° = g , 

où Gj1 est l'orthogonal de X/ (vis à vis de A^). 
Comme plus haut, ceci définit des morphismes (dépendant du choix de Xq) 

АРАл2^ t. _Х 'An An 
> (X0 ) ( B > 0 

et ^ + K 7 ) ) p — ^ _ 1 K 7 ) W ~ * C 1 

de déformations universelles. 

La proposition suivante est une étape importante dans la démonstration du théo
rème 8.2.1. 
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Proposition 8.3.4 

(a) Les diagrammes 

№)(Ao,Ào,77O,P0) (i/(7))p C + ( I / ( 7 ) ) P (̂ M)(̂ i,Ai,r?1,JF/1,P1*) 

et 

(^0 )(B¿,/x0 c l " 1 ( " W W 
C+(I/(7))P 

(X0 1){B[^1) 

(où les flèches verticales sont les morphismes qu 'on vient de construire et où les flèches 
horizontales sont les morphismes d'oubli évidents) sont cartésiens. 

(b) Les morphismes 

(^i)(Ai,Ai,r/i,pi) —> (X0 1)(B'i,tM) et (X^tA^Xi^i^H^p*) —> (X90 1)(B[,FM) 

sont formellement lisses ; les morphismes verticaux des deux diagrammes précédents 
sont donc formellement lisses. 

Remarque. — En particulier, il résulte de cette proposition et de la densité du lieu or
dinaire de C&~1(v('y)) (cf. [13], Ch. VII) que le lieu ordinaire est dense dans C^(y(^)) 
et C^(v(^)). Ceci justifie l'usage de la proposition 8.3.2 que nous avons fait à la fin 
du paragraphe 8.3.2. 

Démonstration. — Commençons par le point (a). Nous nous contenterons de 
démontrer que le premier diagramme est cartésien, la démonstration pour le 
deuxième diagramme étant strictement analogue. Supposons données une déforma
tion (AQ, XQ, rjo, Po) de (AQ, A0, /70, Po) et une déformation pg, : (B'0, po) (B[,p1) 
de PB' dont la source est l'image (B'0, po) de (Ao, Xo, rjo, PQ) par le morphisme 
)(B'no)' Nous allons voir que ceci définit une (et une seule) 
déformation p^ : (AQ, XQ, rjo, P0) —• (A1,X1,rj1,Pï) de p. 

En effet, tirons d'abord l'extension 0 —> TQ —» AQ1 —» Bf0 —• 0 par la duale tpg, = 
a g, : tB[ = B[ —• tB/0 = B'0 de l'isogénie pg,. On obtient ainsi une extension 
0 —» TQ = T[ —* Ai —> B[ —» 0 munie d'une isogénie cr̂ /i : A± —>• AQ1 dont le noyau 
est contenu dans A/[^(7)] . Il existe alors une isogénie : AQ1 —>• A± telle que 
p^/i o cr /̂i soit la multiplication par 1/(7) : 

0 > T¿ > AQ1 > B0 > 0 

0 > t¿ > Â'i1 > b[ > 0 

1/(7) PA'I PÈ' 

0 > TQ > Z1 > B'Q > 0 
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En poussant l'extension 0 —• AQ1 —• A0 —• E0 —> 0 par p ^ i , on obtient alors une 
extension 0 —• A'i ^ Ai ^ E'0 = E[ 0 munie d'une isogénie p^ : A0 —> Ai, qui 
sera la déformation recherchée. 

L'isogénie : AQ —» Ai peut aussi se construire en poussant d'abord l'extension 

0 —• P0 —> Ao/A02 —> E0 -* 0 par p^, (ce qui donne l'extension 0 —• P^ —• A i l X 2 —• 
E'Q — E[ —• 0, munie de l'isogénie P ^ / A ' 2 ) Pu*s en tirant l'extension 0 —> TQ = 

A02 —> —• AQ/XQ —» 0 par l'isogénie ^(7) o ( p ^ / ^ ) - 1 , ce qui montre que la 

polarisation principale Ai de Ai s'étend encore en une polarisation principale Ai de 

Ai pour laquelle l'isogénie p^ est une similitude de rapport ^(7). 

Finalement, 771 s'étend de manière évidente, et Pi est simplement l'image de Po 

(Pi est non nul, puisque E0 —» E[ est un isomorphisme). 
Le point (b) se démontre en faisant appel à la théorie des extensions panachées, 

comme la proposition 4.7 de [7]. • 

Nous allons maintenant déduire de la proposition 8.3.4 (et d'un lemme facile 
d'algèbre linéaire) une description des complétés r(Ti(7))p et T(Tp(j))p. Notons 
7 = diag(l, ô, v(5)) et Y(T^~l (8))Pb, le sous-schéma fermé de C%~1(v(5)) obtenu 
comme adhérence de Zariski du graphe de la correspondance de Hecke associée à 6 
(cette correspondance de Hecke relie donc les fibres génériques au sens de Raynaud 
de (XI"1) P^/A'2) Pu*s et (XI"1) P^/A'2) 

Proposition 8.3.5 

(1) Le morphisme T(Ti^y))p —• C9^1'(^(7)) se factorise à travers FÇT^1(Ô))Pb, et 
le diaaramme 

№)(Ao,A0,77o,Po: - C t M i ) ) 0 - r(Ti(7))p 

(X0 *)(£?£,/xo) -CtMi))0- • n n - \ ô ) ) P B I 

a ses carrés cartésiens. 
(2) Le morphisme T(Tp(^f))p —> C%~ (^(7)) se factorise à travers TiT^1'(Ô))PB, 

et le diagramme 

r(TM(7))p ' 
hn-\5))PBI hn-\5))PBI 

h n - \ 5 ) ) P B I 
hn-\5))PBI 

' (X0 1){B'1^1) 

a ses carrés cartésiens. 

Démonstration. — Le fait que la fibre générique de ces diagrammes est cartésienne 
résulte du lemme suivant — dont les parties (1) et (2) concernent respectivement les 
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deux parties de la proposition. La proposition en résulte alors, puisque l'adhérence de 
Zariski est de formation compatible au changement de base par le morphisme plat 

№)(A0,Ao,r7o,Po) (X0 1)(B/0^o) (resP" (Xi^)(A1,Xum,H1,P*) (X0 1)(B[^1))-

Lemme 8.3.6 

(1) Soit 

7 
1 0 0 

qC ö 0 
qc qL is(ö) 

eGSp2g(Qq)nM2g(Zq)1 

où c,C et L sont des matrices entières. La double classe K\^K\ ne dépend que de 
K%-HK%-\ 

(2) Soit 

7 = 
/IL c N 
OS C 

\0 0 v(5), 

EGSp29(Q,)nM29(Z,) 

La double classe K\^K\ ne dépend que de K90-lÔK90-1. 

Remarque. — On peut rapprocher ce lemme de la proposition 3.1.3. 

Démonstration. — Dans les deux cas, il suffit de démontrer que la double classe 
Ki^K\ n'est autre que K\ diag(l, ô, v(ô))Ki. 

Dans le premier cas, il résulte de l'identité 

( 1 0 0' 
qC 1 0 

V qc qLf 1 

/ 1 0 0 N 
0 £ 0 

\0 0 v{5)/ 

' 1 0 0 
qC Ö 0 

Kqc qL'ô u(ö), 

et du fait que ces matrices sont dans GSp25(Qg) que l'on a en fait déjà = 
K, diag(l,5,i/(5)). 

Dans le deuxième cas, on vérifie de la même manière que l'on a déjà jKi = 
diag(M,z/(£))ATi. • 

Nous allons maintenant énoncer un corollaire de la proposition 8.3.5 qui ramènera 
les égalités de cycles (1) et (2) que nous nous proposons de démontrer à des égalités 
de cycles supportés par le complété C0~1(q92Q )Pb,-

Soit Frob : A —• F* A l'isogénie de Frobenius (resp. Ver : F*A —» A le Verschie
bung). En considérant l'isogénie de Frobenius (resp. le Verschiebung) du groupe q-
divisible universel au-dessus de (X^^^ri.P) ®iq (resp. (X^^x^h^p*) 
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(X0)(Bf u) ̂ 'La ~^o) on obtient des immersions fermées : 

f(Fl){A^P] >C+(qJ)FrohJ ®Zq ¥q 

vi (Ver-3 ) cir1^)^ ®z, vq 

f(Fl){A^P] T(F()^A,x,rj,P) 

et T9 1(^0)(Fi'B',F3*M) cir1^)^ ®z, vq 

dont les quatre espaces sources sont respectivement le graphe T(F()^A,x,rj,P) de la 
j-ième puissance Fj du morphisme de Frobenius 

№,Fg)(A,A,77,P) (^l,Fq)(F*A,F*A,F*r7,F*P), 

le graphe r(V^)^/VerjN de la j-ième puissance V-7 de la correspondance Verschiebung 

(Xß1¥q)(v0(Ver) = (F*A,F*X,q-1F*r],F*H,F*P*)) vi (Ver) = (A,A,77,if,P*)) 

le graphe T5' 1(FÏ)(B> u) de la j-ième puissance FJdu morphisme de Frobenius 

^0,Fq)(F*B',F*p) (^0,Fq)(F*B',F*p) 

et le graphe T9 1'(V0)(Bf,p) de la j-ième puissance F-7 de la correspondance Verschie
bung" 

(X0:Yq)(F*B',F*n) < (X0^q)(B',ß) 

Un raisonnement analogue à celui utilisé dans la démonstration de la proposition 8.3.4 
permet de vérifier que les diagrammes 

r ( ^ l )(A,A,rç,P) >^K7))p >^K7))^0,Fqp 
> ^ K 7 ) ) p 

et 

>^K7))p C90-\v(l))PB, V9 1(V0)(FJ*B>,FJ*ß) - ^ l ~ > ( 7 ) W ^ 0 , F q ) ( 

sont cartésiens. 
Considérons maintenant l'isogénie composée p o FrobJ (resp. p o Ver-7). La compo

sition des isogénies induit des morphismes : 

pr,- : C + H 7 ) ) , x(j?i)^(^)Frob, ^ ( ^ ) F r o b , * <^l+M7)9J)poFrob. 

(resp. pr - : G+(zv(7))p x(x ^(^)Frob,\^(^)Frob, <W)ver* > CAî(iy(7)aJ)poVer^) 

AM)(AliAl)ï?1)Hl)p*)^(^)Frob, C|( (<3"7)FrobJ O 0 \y\p)q" Jp R /oFrob^ 

et p*)r(v^)(Al5Al5r7l5i/l5p*)^(^)Frob, , £ f ~ V ) v e r < ? r > W ) p B , o V e r ^ 0 , F q ) ( F 

d'espaces de déformations. Le corollaire annoncé décrit les images des cycles 

r(v^)(Al5Al5r7l5i/l5p*) T(F1 )(A1,A1,r/,P1) 

ei V PV ///p (AM)(AliAl)ï?1)Hl)p*) r(v^)(Al5Al5r7l5i/l5p*) 
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par le premier (resp. le deuxième) de ces morphismes. Pour alléger les notations, nous 
allons omettre les indices des complétés. 

Corollaire 8.3.7 

(1) Le diagramme 

pri.(f(T1(7)) x o Y(F()\ Ct{v(lW) 

r(v^)(Al5Al5r7l5i/l5p*)r(v^)(Al5Al5r7 Ct{v(lW)v(lW) 

est cartésien. 
(2) Le diaqrararae 

pr^(f(T/i(7))xJ? f ( ^ ) ) v ( l Ct{v(lW) 

pr^(f(T/i(7))xJ? f(^))v(lW) v(lW)v( Ct{v(lW)v(lW) 

est cartésien. 

Remarque. — Les projections associées au morphisme de Frobenius et à la correspon
dance Verschiebung sont plates. On peut donc se contenter d'utiliser une définition 
naïve du produit de cycle pour composer ces correspondances avec la spécialisation 
des opérateurs de Hecke. 

Démonstration. — La formation de l'image directe commute avec le changement de 
base par le morphisme plat (Xi)(a0,à0,77o,Po) -> (^0_1)(^,mo) (resP- (Xß)(A2,\2,m,H2,p*) 
-+ {X90~\B'2^ on (A2,À2,772, # 2 , P2) = vïiVei*) et (£2,/i2) = ^ ' (Ver^) , de sorte 
que les j-ièmes puissances de Verschiebung s'écrivent Ai —» A2 et B[ —•> B2). • 

Remarquons maintenant qu'il résulte de la démonstration de Faltings et Chai ([13], 
Ch. VII) des congruences d'Eichler-Shimura que l'on a les égalités 

£ P 4 ; * f . № ) + f , x ^ j v(lW) Ep^.(r(t,)_F?x^f(^)Ep^.(r(t 

Ep^.(r(t,)_F?x^f(^)Ep^v(lW)v(lW) E p ^ . ( r ( t , ) _ F ? x ^ f ( ^ ) ) v ( l W ) 

(Pour les notations, cf. le début du paragraphe 8.3.3 et l'énoncé du théorème 8.2.1). 
Le théorème 8.2.1, qui résulte manifestement de ces deux égalités grâce au corollaire 
8.3.7, est donc démontré. 
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Remarques 

(1) Au lieu de nous ramener au résultat démontré par Faltings et Chai nous au
rions pu nous inspirer de leur démonstration et analyser la spécialisation des corres
pondances de Hecke contractantes sur Xi'ord et X™'ord. Au-dessus de X^ord cette 
spécialisation est visiblement donnée par la « transformation de Satake parahorique 
tordue » opp5nM9 de 3.1 (resp. au-dessus de X™'ord, par son analogue où on rem
place le parabolique de Siegel opposé Pg par Pg). La proposition 3.1.4 et le fait que 
la transformation de Satake parahorique tordue S^Ml n'est autre que la restriction 
resMi (= permettent de comprendre la relation entre les deux points de vue. 

(2) Alors que cette section était déjà écrite, nous sous sommes aperçus qu'on pou
vait en fait donner une description en termes de théorie des groupes de la partie 
ordinaire de la réduction modulo q des opérateurs de Hecke parahoriques Tb(7), en 
généralisant un peu le contexte de 3.2. 

Avant d'esquisser cette description, remarquons toutefois qu'elle ne permet pas 
directement de calculer l'action de To(j) sur B.*(XQ(N) 0q Q, V\) (ou, ce qui revient 
au même, sur la partie de R'(Xi(N) ®q Q, VA) sur laquelle (Z/qZ)x agit par le 
caractère trivial, contrairement au cas que nous avons étudié dans cette section). En 
effet : 

(a) on ne sait pas si le lieu ordinaire est dense dans la réduction modulo q du 
graphe de T0(7) 

(b) même si le point précédent admet une réponse positive, cela ne détermine 
a priori que la partie régulière de la spécialisation de la correspondance coho
mologique ; il est néanmoins peut être possible de déterminer la correspondance 
cohomologique tlgrlw R\I/ V\ —» t0g?lw R\I> V\ induite par sp(Xb(7)) sur le gradué 
gr^ Rvl/ V\ de R^ VA vis-à-vis de la filtration de monodromie W. 

Voici maintenant cette description. Considérons les vecteurs n-invariants de la 
représentation —9Indp, où p est une représentation de Mg(Qq) engendrée par ses 

Pg 
vecteurs HM9-invariants — le cas universel est celui où p est la représentation naturelle 
sur Zlq-^MgiQJ/ILM,]- On a 

Gg(Qq) = UPg(Qq) U (Uw0Pg(Qq)) 

et on a donc une graduation 

(^Indp)1 (^Indp)1 ' (^9glJ^P)uw0PG nPg,nW0Pg}). 

Considérons maintenant l'endomorphisme associé à l'opérateur de Hecke II7II comme 
une matrice-bloc, dont les coefficients sont des morphismes 

(S'Indi)!1 (^Indp)1 (Ì,j € {nPg,nW0Pg}). 
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Ces morphismes sont définis par des convolutions (par exemple, le « coin supérieur 
droit » est défini par la convolution par la fonction (woUj^g^Q1, ^Mg )-bi-invariante 

m i— IwoUjuium) du 

sur M g) ; les quatre ionctions ainsi obtenues déterminent les quatre parties 
r(To(7))2'J (h j £ {(e, ord), (m, ord)}) du lieu ordinaire de la réduction modulo q de 
T0(7). Lorsque 7 est dilatant, le premier point de 3.2.1 se généralise et la matrice de 
l'endomorphisme associé à 11711 est triangulaire supérieure. On retrouve ainsi le fait 
que r(T0(7))(m'ord)'(e'ord) est vide dans ce cas (cf. 8.3.3). 

9. Relat ion ent re R*,Q et TQ 

9.1. Vérification des conditions locales en SuQ. — Nous pouvons maintenant 
vérifier que la représentation PTQ satisfait les conditions en £ e S et en q e Q. 

9.2. Condit ions en £ G S 

9.2.1. £ G Si. — la condition pTQ(h) — ~p(h) résulte de l'hypothèse p Jf£4 — 1 par le 
Lemme 4.3.6. 

9.2.2. £ G UN2,2- — On a vu que SKQ 0 est à réduction semistable et que sa 
fibre spéciale possède deux composantes irréductibles. Utilisant la suite spectrale des 
cycles évanescents, il en résulte que l'opérateur de monodromie N sur H%(SKq,V) 
est de carré nul. Il en est donc de même pour celui associé à la représentation PTQ-
Cette matrice nilpotente d'ordre 2 est congrue à 

N2 

f 0 1 
0 0 

0 - 1 
0 0 , 

mod. 9JIQ. Soit gsp4 l'algèbre de Lie de G sur O. 

Lemme 9.2.1. — Si N est une matrice nilpotente d1 ordre 2, dans QSp4 congrue à 

N2 = 
' U 1 

0 0 
0 - 1 
0 0 

mod. DJIQ, il existe une matrice gz G G(TQ) telle que Ad(gi)(N) — N2 

Démonstration. — Soit VQ — TQ ; soit N l'endomorphisme de V — VQ 0TQ k ré
duction de l'endomorphisme N modulo WIQ. Soit (ëi) une base symplectique de V 
telle que N(ë2) = ë\ et 7V(ë4) = —ë3, et ë\ • ë4 = ë2 • ê3 = 1. Soit e2 relevant ë2, 
et e4 relevant ë4 de sorte que e2 • e4 — 0. Posons e\ = W(e2) et — —N(e4). On 
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voit que les a relèvent les ~ê~i et forment donc une base, a priori non nécessairement 
symplectique. Comme N2 = 0 et que l'anneau TQ est réduit, on voit aisément que 
N(ei) = 0 et N(es) = 0. De plus, comme TV G £jsp4, on a pour tout couple de vecteurs 
(ж, y) de VQ X • N(y) + N(x) • y = 0. On a donc e\ • e3 = 0. 

A priori, on sait seulement que e\ - — p G îtiq, es • e4 = p! G îtiq et que 
ei • e4 = и où гл = 1 (mod mg) car ëi.ë2 = 0 et ëi.ë4 = 1. On peut en fait supposer 
quitte à remplacer ei par u~xei (г = 1,2) que и — 1. On a alors в2 • ез = 1 car 
e2-N{e^) + N(e2) • e4 = 0. Cherchons Л G îtiq tels que = ei + Лез et e'2 = в2 — Ae4 
satisfassent e'x -e2 = - ез = 0 , e[ -e4 = 1, N(e'2) — e[, N(e[) — 0. Il suffit de résoudre 
p — 2X — X2p' = 0. Cette équation en Л possède une unique solution dans XXIQ. 

Il est immédiat que l'on a alors e'2 • e4 = 0, e'2 • es = 1, N(ef2) = e'l5 
A (̂e4) = e3, N(e[) = 0. Ainsi (ei, ег, ез, e4) est une base symplectique de Vq 
relevant {ëi, ë2, ёз, ë4} dans laquelle la matrice de TV est N2. • 

Remarque 9.2.2. — Le lemme précédent n'est pas vrai pour une déformation N dans 
asti, de 

N' = 
U 

0 1 
0 0 

0 
comme le montre l'exemple de la matrice 

N' = 
0 p 

0 1 
0 0 

0 

pour laquelle il n'existe pas de matrice ga G G(TQ) telle que Ad (5^) (AT) = A^. 

9.2.3. t G (PR2). — Comme TQ est réduite, pour étudier pTQ\h, on commence par 
étudier chaque composante irréductible du spectre de cette algèbre. Soit donc ix' une 
représentation intervenant dans cette algèbre. Elle possède un vecteur non nul fixe par 
le parahorique de Klingen strict. Si elle en possédait un aussi pour le parahorique de 
Klingen lui-même, pn'\Ie serait unipotente comme facteur direct de la cohomologie de 
la variété de Siegel de niveau parahorique. Ceci contredit la congruence p^i\Ii = p^h 
(mod p) et la non trivialité de x- C'est donc que TT' intervient dans la %-partie de la 
cohomologie pour un caractère non trivial de (Z/£Z)X. Par la Proposition 7.2.3, on 
sait donc que p^\li est somme de copies de 1 et de x? le caractère \ étant précisément 
celui de la définition 4.3.2 du module M. Comme le facteur de similitude vaut x sur h, 
on a nécessairement dim/^5 = 2 et d\mp^Vx = 2. 

Comme x / 1, on a PTQ — PTQ ® PTQTQ * ou XiTQ = v o pTQ\Ï£. Par l'analyse 

ci-dessus, on sait que pl^Q et pI^XT sont localement libres de rang 2; ils sont donc 

libres de rang 2. De plus, comme pIe est isotrope et que la forme symplectique sur TQ 
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relève celle sur p, on voit facilement que p!^Q est isotrope : on peut relever une base 

symplectique adaptée à la décomposition p = pIe © pIe'x en une base symplectique 

adaptée à ptq — p^Q © Ptq^Q • Ceci achève la démonstration. 

9.2.4- £ G S3. — Par [19], pTv'\h est unipotente ; comme l'image d'un générateur du 
groupe d'inertie modérée est congrue à un unipotent régulier, on construit facilement 
comme dans le cas UN2,2 ci-dessus une base symplectique de TQ dans laquelle sa 
matrice est l'unipotent régulier standard. 

9.2.5. £ — r. — Il s'agit de montrer que pxQ est non ramifiée en r. Pour cela, il suffit 
de montrer que p^i est non ramifiée en r pour chaque composante irréductible Fnt 
de TQ. Si 7r/nir'x 7̂  0 pour un caractère non trivial de (Z/rZ)x, l'argument de 9.2.3 
montre que p^,,x est de dimension 2, mais \ est non trivial mod. w car p ne divise pas 
r — 1. On trouve donc que la représentation résiduelle serait ramifiée en r ce qui est 
absurde. Enfin, si 7r^,nir 7̂  0 mais iï'r non sphérique, on applique la Proposition.3.2.3 
pour conclure que les valeurs propres de Ur,i et Ur^ sont données par des sommes 
de deux nombres dont l'un des quotients vaut r±l. Par réduction modulo vo, ceci 
contredit l'hypothèse N R ( r ) sur r. 

9.3. Condit ions en q E Q. — On procède comme dans le cas (PR2) : Si pour une 
composante ir' on a 7rqUl>q / 0 et si 7rq n'est pas sphérique, les valeurs propres de 
Uq,i sur 7rqUl<Q sont des sommes de deux paramètres de Hecke dont un quotient vaut 
q±x (cf. Proposition 3.2.3). Comme q = 1 (mod p), ceci contredit l'hypothèse que les 
paramètres de Hecke de 7rq sont deux à deux non congrus mod. vo. C'est donc que ir'q 
est soit sphérique, soit dans la x-Partie de la cohomologie pour un caractère x non 
trivial de Aq. Par symplecticité de la représentation galoisienne si irq est sphérique, 
resp. par symplecticité et par le Th. 8.2.1 si 7t'q est ramifiée, les valeurs propres a v , 
An', 7TT' et Sn' de p7r/(Frq) (pour un relèvement quelconque Frg dans Dq du Frobenius 
géométrique) sont congrues à celles de p mod. vo et le plan associé à a v , /3n/ est 
isotrope et non ramifié. 

Comme les valeurs propres de p(Frg) sont deux à deux distinctes, il existe des 
éléments a, 7 S de TQ et quatre modules Va, Vp, V1 et V ,̂ libres de rang 1 sur 
TQ tels que prQ = Va © Vp 0 V1 © Vs sur lesquels pxQ (Frg) agit par la valeur propre 
correspondante. Comme dans le cas PR2, on montre que le plan Va © Vp est isotrope. 
Il est non ramifié car ses localisations aux composantes n' le sont. 

9.4. L 'homomorphisme i?*,Q —> TQ. — On a vu (Prop. 5.3.3) que la représenta
tion pTQ satisfait les conditions 1, 2, 5 et 6 de Sect. 5.2. On vient de vérifier qu'elle 
satisfait aussi les conditions 3 et 4. Il existe donc des homomorphismes canoniques de 
(9-algèbres locales 0*5g : R*,Q —» TQ (* = cris-ord) tels que 0*5Q op^|gv soit conjugué 
à ptq dans G(TQ). 
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Proposition 9.4.1. — L'homomorphisme 4>*,Q est 0[AQ]-linéaire et est surjectif. De 
plus rhomomorphisme naturel ipQ : TQ —-> T est surjectif. 

Remarque. — On verra en fait que rhomomorphisme VOQ induit en fait un isomor
phisme de (9-algèbres TQ/IQTQ ^ T. 

Démonstration. — La Proposition 7.2.3 montre en fait que pour tout q e Q, le ca
ractère Xq '• Iq ~^ TQ associé à la restriction de pxQ à Iq est donné pour aa G 
Gal(Qg(Cq)/Qq), a dans le p-Sylow de (Z/qZ)x, par Xqiaa) = (a)- En effet, si n'q est 
de caractère central x non trivial sur le p-Sylow de (Z/qZ)x, le caractère décrivant la 
restriction de pnr à Iq est aa i—>• x{°)- Tandis que si -Kq est de caractère central trivial 
sur le p-Sylow de (Z/qZ)x, on a vu que ix'q est sphérique, et le caractère décrivant la 
restriction de p^> à Iq est donc trivial. 

La surjectivité de se montre comme dans la Proposition 4.3.8. Quant à celle 
de V̂Q elle sera établie si on montre que T est engendrée par les opérateurs de Hecke 
hors de NpQ. Ceci résulte par exemple du théorème de densité de Cebotarev et du 
fait que R et RQ sont engendrés par les traces {cf. Theorem 3 dans [40]) et de la 
commutativité du diagramme 

RQ >R 

TQ >T 

De manière plus directe, on peut utiliser le même argument que dans la démonstration 
de la Proposition 4.3.8. • 

10. Cohomologie galoisienne 

Dans cette section, on suppose g — 2. On note Q l'algèbre de Lie de G sur k. La 
représentation adjointe de ~p sur g est notée Ad(p). Soit 3 = k le centre de Q. La 
décomposition 

Q = 3 e QSS 

est stable par T. On note Ad (p) la restriction de Ad(p) à QSS. 

10.1. Groupe de Selmer. — Soit Q G Q. On identifie Q avec l'entier sans facteurs 
carrés produit des premiers g G Q. 

Pour * G {cris-ord, ord} et pour chaque premier £, on définit des sous-groupes 
L*,q^ C Hl^Qt, Ad(p)) comme suit : 

- pour £ ne divisant pas pQ, 

L*.0.e = HMQe,Ad(p)) = HHD,/h,A.à.{p)u\ 
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- pour q divisant Q, avec les notations de Sect. 5.1, on note pa la restriction de 
~p\Dq à la droite Vâq et ainsi de suite pour les autres racines /3q, 7 , ôq. On peut alors 
décomposer 

Hl(Qq, Ad(p)) = Hl(Qq, Ad(pJ ) © Hl(Qq, Ad(p/3)) 

© H1(Dq, Ad(p7)) © H\Dq, Ad(ps)) 

Pour c G iî/^r(Q^, Ad(p)), on note c = (ci, c2, d2, <̂ i) le quadruplet de ses composantes 
dans cette décomposition. On a alors : 

/̂*,Q,g = {c= (ci, c2, d2ldi) ; ci + = c2 + d2, d2 - di non ramifié} 

- pour £ — soit n resp. b l'algèbre de Lie des matrices nilpotentes resp. triangulaires 
supérieures de g. On voit aisément que l'ordinarité de p avec quatre poids dif
férents entraîne que H°(DP, g/b) = 0, et par conséquent que l'homomorphisme 
^(Dp.b) ^(Dp.g) est injectif. On identifie Hx(Dp,b) à son image dans 
H1(Dp,g). On définit Lord,Q,p comme le sous-module de H1(Dp,g) donné par 

Lovd,Q,p = Ker (H1 (Dp, b) H^Ip^/xv)) 

On observe que 
Lovd,Q,p = Ker (H1 (Dp 

classifie les extensions symplectiques de p\Dp par elle-même. Soit Hj(Qpig) le sous-
espace de H1(Qv,a) qui classifie les extensions cristallines symplectiques. On pose 

LCTÌs,Q,p = HJ(QpiQ) et -̂ cris,ord,Q,p — LCV[SQP Pi LOR^QP 

On définit le groupe de Selmer comme le sous-groupe de cohomologie galoisienne 
NpQ00-ramifiée des classes dont les restrictions en chaque £ sont dans les groupes 
locaux £*,q,£ 

HltQ(Q,Ad(p))- Ker [H\Q, Ad(p)) ®H\Qe,Ad(p))/L*,QA. 

Notons que 

Ad(p) s* Ad(p)v 

parce que, par dualité de Poincaré, on a 

pV <g> (v o p) ^ p. 

Soit i^QV(Q, Ad(p)v(l)) = H^QV(Q, Ad(p)(l)) le groupe de Selmer de la repré
sentation Ad(p)(l) défini par les conditions locales [c]t G L^Q£ pour tout £. L'or
thogonal L^Q T de LQ7£ dans H1(Q)£, Ad(p)(l)) est relatif à l'accouplement de dualité 
locale 

HHQcAdip)) x / f1(Q^Ad(p)( l ) ) H2{Quk®p,p) ^ k 
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10 .2 . Espace t a n g e n t de T*,Q. — Pour [p] G ^F*,Q(k[e]), on pose 

p(<r) = exp[£ • c{a)\p(a). 

On a c(ar) = c(a) -f- Ad p(a)c(r). On note [c] la classe de cohomologie de c. On a 

v o p — v o p • £ et £ = exp[£ • 0], pour un homomorphisme 0 : A q —• g. On a v o c = 0. 

En particulier, pour tout £ £ q est à valeurs dans le sous-espace Ad0 p = gss des 

éléments de trace nulle de Ad(p) = g. 

Proposition 10.2.1. — L'homomorphisme [p] \—> [c] défini ci-dessus établit un isomor

phisme de k-espaces vectoriels 

F.,Q(k[e]) = HltQ(Q,Ad(p)) 

Démonstration. — L'énoncé sans conditions locales est bien connu [35]. Il suffit d'étu

dier les restrictions [c]e de [c] pour les différents premiers £. Si £ ne divise pas NpQ, 

p et p sont non ramifies, donc également c ; si £ divise N', on doit vérifier que 

MteHUDe/^AdCp)1') 

c'est-à-dire, par inflation-restriction, que la restriction de c à Ig est un cobord. Si 

£ G S i , la condition p(h) = p(h) équivaut à c(Ie) = 0. 

Si £ G UN2,2U5f3, soit T£ un générateur du p-Sylow de l'inertie modérée. La condition 

[p] G ^,Q(k[s]) entraîne en particulier que p(rt) = gp(rg)g~1 pour un g G G(k[e]). 

En écrivant g = exp(^y) , on obtient c(jz) = Ad(p)( r^)y — Y. Ainsi, c restreint à Ig 

est un cobord. 

Si £ G PR2, il résulte du Lemme 5.1.1 que c(Ig) = 0. 

Si £ G Q, notons £ = q. Rappelons que pour q G Q, la restriction à Dq d 'une 

déformation p de p se décompose en 

P = pa e p/3 e V2 

Il existe AT G g tel que pour tout a G Dq, c(a) + Ad(p)(cr)A — X = ca(o~) + cp(a) + 

<i(cr) où ca G Z1(Dq, Ad(pa)) resp. cp G Z1(Dq, Ad(p^)) , sont non ramifiés tandis que 
d = diag(c/2, d\) G Z1(Dqi Ad(V2)) définit un élément d2 — d\ G H^r(Qq, k) ; on a de 
plus c\ + d\ = C2 + û?2 (par symplecticité). 

Enfin trai tons le cas £ = p ; on a noté que 

tf^Qp, Adp) 9* Ex t^ sympl (p ,p ) . 

Comme p est cristalline, [c] définit une extension symplectique cristalline, donc [c] G 

^ / ( Q p > 0 ) ; si de plus p est ordinaire, on voit qu 'à conjugaison dans G(k[e]) près, 

p\Dp prend ses valeurs dans B(k[s]) et a même diagonale que p ; pour simplifier les 

notations, ceci entraîne d'une part que [c] G H1(Dp,b) (identifié à un sous-groupe 

de H1 (Dp, g)) et d 'autre part que la restriction de c à l'inertie est à valeurs dans n. 

C'est-à-dire que [c] G Lp(ord, Q,p). 

Il est alors clair que si p est à la fois cristalline et ordinaire, [c] G Lp(cris, ord, Q). 
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Réciproquement, une classe [c] dans HQ(Q,Ad(p)) définit une déformation dans 
T+iCQ{k[e]). • 

Corollaire 10.2.2. — Soit 9JI*5q l'idéal maximal de R*,Q ; on a 

dimfc Wt*,Q/(WtîtQi VJ) = àiuik HltQ(Q, Ad(p)). 

À l'aide de la dualité globale de Poitou-Tate, nous allons établir 

Théorème 10.2.3. — Pour * = cris-ord, ou bien, si on suppose de plus (ORR), pour 
* = ord, le groupe de Selmer H\ Q(Q, Ad(p) est fini et on a Vinégalité 

â*mkm*a/(mî^w) ^ # Q + dim„ i^QV(Q,Ad(p)(l)) 

En particulier, si Hl QV (Q, Ad(p)(l)) — 0, la O-algèbre R*,Q peut être engendrée par 
#Q éléments. 

10.3. Caractéristique d'Euler-Poincaré. — Soit V la catégorie des k[T]-
modules (V,ip) où V est un k-vectoriel de dimension finie, t/j est une forme sym
plectique non dégénérée sur V', préservée à un scalaire près par l'action de T, 
et 

- V est de type * en p, de poids de Hodge-Tate dans 11^ 
- pour tout q G Q,comme Démodule, on a 

V = A® B 

où A est un .Dg-module non ramifié de dimension (dim/c V)/2, et la restriction de B 
à Iq est donnée par un caractère Xq de Aq 

- pour tout £ ^ Q U {p}, l'action de Ii est somme directe de copies de ~p(Ie). 

Cette catégorie additive est stable par sous-objets et quotients. 

Pour tout /c[r]-module V, on rappelle l'isomorphisme 

(Ext) tfA(r,Endfe(y))) E x 4 r ( y , y ) 

donné par [c] i—> E où E — V0 V muni de l'action de T : g-(v, v') — (g.v, g.v'+ cg-g.v). 
Si l'on suppose que V est muni de la forme symplectique ip, on munit V 0 V de la 
forme symplectique îp v définie par IPE((V,V'), (w,w')) — ^(v^wr) + ip(vf,w). Soit 
g C Endfc(y) l'algèbre de Lie de GSp(V0 C GLk(V). En utilisant I/J pour munir toute 
extension E de V par V d'une structure symplectique pour laquelle le sous-espace V 
est totalement isotrope, on voit que (Ext) induit un isomorphisme de k-vectoriels : 

Hl(T,5)^Extlkr^V,V). 

On peut alors appliquer une variante directe du Théorème 2.41 de [8] : 

HliQ(Q,Ad(p)) = HÌ>{Q,Ad{p)) 
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où le membre de droite est défini par le diagramme commutatif 

H^AdÇp)) ^ E x t ^ ( p , p ) 

^ ï Q ( Q , A d ( p ) ) i Ex tp (p ,p ) 

Le sous-groupe Ext^>(p, p) de Ext^(p , p) classifie les extensions symplectiques (pour 

une forme non dégénérée pour laquelle V est totalement isotrope) qui sont objets 

de V. 

On en déduit comme dans [8] Th. 2.19 la formule 

Théorème 10.3.1. — Soith0 = d i m # ° ( Q , Ad(p)), /i0'* = dim H°(Q, Ad(p( l ) ) , et pour 

tout t, h°£ = dim/e H°(D£, Ad(p)) . On a 

dim < Q ( Q , Ad(p)) - dim Hl:QV (Q, Ad(p( l ) ) ) = h° - /i0'* + ^ ( d i m f c L*,Q,£ - h?) 

10 . 4 . Calculs de c o h o m o l o g i e locale 

Proposition 10.4.1. — On a 

(1) ft2o = 5,LQ>oo = 0. 

(2) pour q G Q, dim Z/*,Q,G — = 1. 

(3) dim/c L*;Q;P — Zip ^ 4 * = cris-ord; ou bien * = ord sous la condition ( O R R ) 

(4) pour tout autre place £, dim*; LQ^ — h® = 0. 

Les termes globaux sont donnés par h° = 1 et h0'* = 0. 

Avant de donner la démonstration, montrons que ces calculs entraînent le Théorème 

4.3.9 : 

On a 

dim HltQ(Q, Ad()5)) - dimHliQV (Q, Ad(J5(l)) < # Q + 1 - C + LQlP - ^ # Q . 

Démonstration de la Proposition. — On a i / ° (R , Ad(p)) = (Ad(p))c=1 ; or 

J5(c) = 
1 2 

donc / 1 ^ = 5 et -L*,Q,CO = 0 car -1^. 

Pour g G Q, on a 

= { c = (c i ,C2 ,d2 ,d i ) G ^ r ( Q g , A d ( p a ) ) e ^ r ( Q „ Ad(p/3))©ff1(^g,Ad(p7)) 

e f f ^ . A d O ^ î c i + d i = c2 + d2,d2-d1 eH\DJIq,k)} 

et 

H°(Qq,Ad(p)) = {c= ( c i , cz .dz .d i ) e i ï 0 ( Q g , A d ( p a ) e A d ( p / 3 ) ) 

e i f ° (Q<„Ad(p7) © A d ( ^ ) ) ; c j + d i = c 2 + d2}. 
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Comme Dq-modules, on a Ad(pa) = Ad(p^) = • • • = k ; on a donc des isomorphismes 

H°(QQ, Ad(p)) *È H°(Dq/Iq, k)®2 © ff0(^, fc) 

par (ci, c2, ¿2 , di) i * (ci,d2 - di,(ii)) et 

LQ,q ~ Jf1 (D,/J„ © H\Dq, k) 

par l'application analogue (ci, C2, cfo, ¿ 1 ) (CI,G?2 — On fait ainsi apparaître 
dans l'expression de dim/c L*^Qiq — h® deux « différences de Herbrand » non ramifiées : 
leur contribution est nulle ; le troisième terme de la somme fournit la contribution 

h\k)-h°(k) 

qui vaut 1. 

Si £ divise TV, il y a trois cas à traiter. 

- Si £ G Si, par le lemme de Schur, la dimension de Hom^(p, p) vaut 1. Celle 
de Hx{Dilln, Ad(ph) = Hom(Z, k) vaut 1 ; donc dimk L*,Q,£ - h°£ = 0. Si £ est non 
ramifiée, le quotient de Herbrand donne encore dim/e L*,Q,£ — h® = 0. 

- Lorsque £ est de type Un2 ou bien si £ G Ss, le cocycle c associé à une déformation 
p sur A = k[s] est conjugué à un cocycle non ramifié. En effet, la p-partie du groupe 
d'inertie modérée est procyclique : 7j~mo = Zp. Soit r un générateur. Soit W le radical 
unipotent du Borel standard de C et n son algèbre de Lie. On a g = n~ 0 t 0 n. De 
plus, p(r) G N{A) et p(r) = p(r) • exp(£cT) pour un cr G n. Il existe XT G t tel que 

exp(£Xr)p(r) exp(—eXT) — p(r) • exp(£cr) 

Par conséquent, Q est strictement conjugué à un cocycle non ramifié en £ ; On a donc 
[c]i G H^r(Qe, Ad(p)) = LQJ pour un cT G n. 

- Dans le cas £ G PR2, le cocycle c est est encore conjugué à un cocycle non ramifié. 
En effet, le caractère xt associé à p\Ii se factorise par (Z/£Z)X ; comme p ne divise 
pas £ — 1, la réduction mod. m a = k • e induit une bijection pi-i(k[s\) = pe-i(k), par 
conséquent Q = 0. On a donc 

[c]teHl(Qe,Ad(p)) = LQ,t 

Pour le calcul du h° global, on utilise le fait que par l'hypothèse (RLI2), le groupe 
Im(p) contient, à conjugaison près, le tore semi-simple maximal et l'élément J (modulo 
le centre) On a g = gss 0 3 et $ss = ïss 0 n+ 0 n~. Par action adjointe, on voit que 
H°((J) oc Tss,gss) = 0, donc h° = 1. Pour le twist par le caractère cyclotomique, on 
a en outre H°(T, k(l)) = 0, donc /i0'* = 0. 

Traitons le cas où £ — p. On considère d'abord le cas * = cris-ord. Soit 
Repcris^0iP-i[(kT) la sous-catégorie de Rep(/cT) des représentations de T de di
mension finie sur k, qui sont cristallines de poids de Hodge-Tate contenus dans 
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[0,p — 1[. En notant g = End/c ^ V, on a un diagramme commutatif : 

Ex4ePcris^_ Ex4ePcris^_i[(fcr)^( 

H}{Qpg) -Ex4ePcris^_i[(fcr)^(y,V) 

La catégorie Repcrisj0,p-i[(^r) est équivalente à la catégorie abelienne des (j> 
modules filtrés admissibles MF/cj0p_1[ par le foncteur D de Fontaine-Laffaille (on 
sait maintenant que la condition de faible admissibilité suffit). En posant M — D(V). 
on a donc 

ExtRepcriMo,p_1[<0(kr; ( V , y ) ^ E x t W r n _ i r AM, M) 

On dit qu'un objet de M i ^ ^ p - i f est régulier si tous ses nombres de Hodge sont 
égaux à 1. L'objet M associé à p est régulier de dimension 4. l'analogue du lemme 
V.4.6 de [24] : 

Lemme 10.4.2. — On a 

dimk H}(QP, Ad(p)) - h°p(Ad(p)) = 4. 

Il en résulte immédiatement le 

Corollaire 10.4.3. — Pour * = cris-ord on a dim^ L*5QJP — h® = 4 et pour * = cris-ord 
on a dim/e £*,Q,P — /I£ ^ 4. 

Démonstration. — Observons que comme M est de poids < p — 1, on a 

Extà ,F |^(M,M) = E x t j ^ ^ (M,M). 

On peut réécrire le membre de gauche comme 

dim/e ExtLFl , (M, M) - dimfc HomM^ ^(M, M) 

Soil 

S: 0—> M E M—> 0 

une extension symplectique définissant un élément de ExtMFfe (M, M). Rappelons 
que, par définition, 7r est strictement compatible aux filtrations ; il admet donc une 
section s : M —• E qui est un morphisme de modules filtrés (d'image totalement 
isotrope pour I/JE)- L'ensemble de ces sections est un espace principal homogène sous 

Endfii>v,(M) = {X e Endfii(M) ; i/>(Xv,w) + i/>(v,Xw) = c(X)} 

où c(X) désigne une constante de k qui dépend de X. 
Pour chaque s, on a 

E = i(M) © s(M), et gr#£ = gr(z)(gr#M) © gr(s)(gr*M) 

On procède aux identifications 

s ( M ) ^ M , gr#M ^ gr(s)(gr*M) 
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Dans ces identifications, rhomomorphisme <f> s'écrit matriciellement 

0 = 
(<\>MV> 
\ 0 </>M 

pour un /i G Hom(gr*M, M) donné par 

/i = </)E O gr(s) - SO(j)M. 

Via le scindage canonique de la filtration de Hodge [67], on peut identifier 

(W) IWM • M 9* gr*M, IWE : £ ^ gr'E. 

Les endomorphismes 0M ° IW et <Pe ° IW sont symplectiques ; il en est donc « de 
même » pour \i : pour tout couple de vecteurs v,w € M, 

ip{p,(v), w) + %l){v, fi(w)) = c(/i) 

pour une constante c(/i) indépendante de v, w. On note End^(M, M) le /c-sous-espace 
de ces endomorphismes. 

Si l'on remplace s par s + a pour un a G Endfii?1/,(M), /i devient 

M + 0M o gr(a) -AO(j>M 

La flèche E ^ ¡1 établit donc un isomorphisme 

E x t ^ ^ f M , M) *é Hom^M, M)/{<t>M o gr(a) - a o 0M ; a G Homfiw(M, M)} 

De plus 

HomMFfe^(M, M) = {a G Homm^M, M) ; 0M ° gr(a) = a o 0M } 

d'où la suite exacte 

0 —> HomMFM (M, M) —> Homfi^(M, M) 

Horn^M, M) —» ExtMFfc (M, M) C 

où j(oj) = 0M ° gr(oj) — A o 0M. Donc 

dimfc Exiler (M, M) - dim/, RomMFkf%f) (M, M) 

dim/e Hom^fM, M) - dimk Homm ^(M, M). 

Par régularité de M = D(V), Homfii^M, M) est l'algèbre de Lie d'un sous-groupe 
de Borel de g, donc est de dimension 7. La différence vaut donc 11 — 7 = 4. • 

Il reste à traiter le cas £ = p et * = ord. 

Lemme 10.4.4. — Sous l'hypothèse (ORR); on a dim^ L0rd,Q,p — hp ^ 4. 
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Démonstration. — On rappelle que p est ordinaire avec poids distincts ; en effet, les 
éléments de 11^ = {0, a\ + 1, a2 + 2, ai + a2 + 3} (0 ^ ai ^ a2 et ai + a2 + 3 < p — 1) 
sont distincts et strictement plus petits que p — 1. Un calcul simple montre que ceci 
entraîne que H°(Ip, n) = 0. La dualité locale montre que H2(Dp, n) = 0 si et seulement 
si H°(Dpi nv(l)) = 0. Ceci aura bien lieu si la condition (ORR) est satisfaite. Une 
chasse au diagramme facile donne alors une suite exacte longue : 

0 _ > H°(DP, b) H°(DP, b/n) — H\Dp,n) — Lord,p —> H\DP/IP, b/n) 

On a donc dimfcL0rd,p - h°(Dp,b) ^ ^(Dp.n) - h°(Dpib/n) + / i 1 ^ / ^ , b/n). Or, 
on voit facilement que h°(Dpi b/n) = 3 = h}[DPIIp, b/n). On a donc dim/c Lord,p — 
h°(Dp,Q) < / ^ ( Z ^ n ) . /i^Dpjti) = dimn + h°(Dp,n) + h2(Dp,n). Les hypothèse 
entraînent h°(Dp, n) = h2(Dp, n) = 0. On trouve donc hl(Dp, n) = 4 et dim^ Lord,p — 
/i°(£>P)fl) < 4 . ' • 

10.5. Application du théorème de densi té de Cebotarev 

Théorème 10.5.1. — Soit r = dim/c i7^(Q, Ad(p(l)). Pour tout m^l, il existe Q m G Q 
tel que 

(1) #Qm = r; 
(2) Po^r £ô £ q G Qm, g = 1 (mod pm) ; 
(3) ^ m ( Q , A d ( / 5 ) ( l ) ) = 0 ; 
(4) p possède 4 valeurs propres distinctes dans k. 

Pour tout q G Qm; on distingue deux valeurs propres a — aq et (3 = [3q, les autres 
étant données par aqÔq = (3qjq = ûjn(q). 

Démonstration. — Nous suivons de près la démonstration de Wiles présentée dans 
[8] Th. 2.40 et sa généralisation dans [24] Theorem V.5.3. D'abord, on observe que 
pour a G Q, l'isomorphisme 

LQ,g - #nr(Q«>fc)œ2 ®H1(Dq,k) 

donné par (ci, c2, a^, di) i—• (ci, d2 — a7!, d\) induit un isomorphisme 

i 4 , - ^ r ( Q „ f c ( i ) ) œ 2 e o 

C'est-à-dire que LQ consiste en les classes non ramifiées de composante nulle sur 
Ad(p^)(l). De plus comme q = 1 (mod p), le £>q-module Ad(p5)(l) est trivial 

tf^(Q,Ad(p)(l)) = Ker[^(Q,Ad(p)( l ) ) — , 0 Hx(DqIIq, Ad(p(5)(l))] 

Donc, il suffit de trouver des ensembles Qm satisfaisant (2) et (4) et de sorte que 

/4 (Q,Ad(p) ( i ) ; e Hl(Dq/Iq,kà(ps){l)) 

soit injective. En observant que àivcik H1 (Dq/Iq, Ad(p^)(l)) = 1, on pourra ensuite 
faire chuter le cardinal d'unité en unité jusqu'à r. 
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Soit ip G H1(Q, Ad(p)(l)) ; il suffit de trouver q satisfaisant (2) et (4) de sorte 
que reSgl/0] G H1(Dq/Iq, Ad(p(5)(l)) soit v non trivial. Par le théorème de densité de 
Cebotarev, il suffit de trouver a G T tel que 

(1) a fixe Q(Cpm) 
(2) ~p(cr) a 4 valeurs propres distinctes dans k ; 
(3) il y a une valeur propre distinguée ô de p(cr) telle que ip(cr) £ Ad(pôY (1). 

où A d ^ ) ^ ! ) est le sous-espace de codimension 1 défini par les valeurs propres de 
p(o~) autres que S. 

Soit ip ^ 0. On procède comme dans [24] (V.3.5.3) (suivant [65] et [8]). Pour tout 
m ^ 0, soit Km = Q(Cpm) et Lm/i^m la sous-extension de Q/Kni fixée par le noyau 
de la représentation Ad(p) restreinte à TKRN-

On va d'abord voir que l'image de -0 dans HomGai(Lm/Q)(Ĵ LM5 Ad(p)(l)) par res
triction est non triviale. 

Par la suite d'inflation-restriction, il suffit de montrer que 

H1(Lm/Q,Ad(p)(l))=0. 

Pour cela, on considère la suite d'inflation-restriction relative à Q C L\ C Lm : 

0 — ^ ( L i / Q ^ A d C p a ) ) 1 ^ ) • HHLm/Q.Mmn)) 

H1(Lm/L1,Ad(p)(l))r 

Or, TL1 agit trivialement sur Ad(p)(l), donc 

H\Lm/Lu Ad(p)(l))r = Hom(Gal(Lm/Li), [Ad(p)(l)]r) 

On a 

[Ad(p)(l)]r = [Ad(p)(l)]Gal(Ll/Q) c [Ad(p)(l)]Gal(Ll/Lo) 

On va montrer que ce dernier espace est nul. La représentation de Gal(Li/Lo) sur 
Ad(p)(l) est somme de copies de pp et le groupe Gal(Li/L0) s'identifie à un sous-
groupe R de Gal(Q(/ip)/Q) par restriction. Il suffit de voir que R est non trivial. 
Rappelons que l'on a supposé Imp = H'. Soit Q(p) le corps fixé par le noyau de p. 
On a donc Gal(Q(p)/Q) = H''. On a le diagramme commutatif 

1 —> H1 —> H' -!U v(H') —• 1 

1 —> H1 HZ —> H' nz —> u(H' n z ) -> 1 

Par définition de la représentation adjointe, L0 est le sous-corps de Q(p) fixé par 
Z D Hf. Soit Q" le corps fixé par H1. Par notre hypothèse, deux cas sont possibles 
pour H'. 

- Si H' = G(kJ, H1 est le groupe dérivé de H', donc Q" = QabnQ(p) = Q(vop) ; 
on a Gal(Q"/Q) 9* v{H') et Q(Mp) n Q(p) = Q « ™ ) . 
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- si H' = (w) oc (GL(2) x GL(2))°(fc') avec w = où e = (_°io), alors 
H1 = (w) oc (H'.H'), et le plus grand quotient abélien de H' est (w) x v(H'). 
Soit Q'" le corps fixé par (H', H'). On a Q'" = Qab D Q(p), et c'est une extension 
quadratique de Q" = Q(^op) ; Rappelons que l'hypothèse sur l'image du sous-groupe 
d'inertie en p entraîne que w ^ p(IP), on a donc Q(pp) fl Q'" — Q(pP) H Q" et à 
nouveau, Q(/ip) H Q(p) = Q « ™ ) . 

Dans les deux cas, soit Qf = Q" D Q(Ad(p)) ; c'est le sous-corps de Q" fixé par 
y (H' H Z). Il est au plus quadratique sur Q. Les corps Ko et Q" sont disjoints sur 
et par conséquent on a une inclusion de Gal(Q(pp)/Q(pf'w) dans la restriction R de 
Gal(Li/Lo) à Q(pp)- Ce sous-groupe est non trivial car lu ^ 1 sur Kercj™ (puisque 
par hypothèse, w ^ 1 (mod p — 1)). Ceci achève la démonstration. 

On voit donc que la flèche d'inflation induit 

HALi/Q,Ad(p(l)Y^] iJ1(Lm/Q,Ad(p)(l); 

En outre, la suite d'inflation-restriction appliquée à Q C LQ C L \ donne 

0 —> HULo/Q), Ad(p(l)Gal(Ll/Lo) i/1(L1/Q,Ad(p)(l); 

- / ^ ( L i / L o , Ad(p)(l))Gal(L°/Q). 

Le membre de droite s'annule car [L± : Lo] est premier à p et le membre de gauche 
s'annule par le même argument que ci-dessus. 

On remarque alors que la restriction à r^m de p reste absolument irréductible. 
En effet, on vient de voir que sous l'hypothèse (RLI2), le plus grand quotient abélien 
p-ramifié de H' est donné par H' Aut(pfw) et on a il Q(p) = Q(pfw). Donc 
H1 C Gal(Km(p) / Km), et l'action de H1 est irréductible. Notons qu'on a aussi pour 
tout m ^ 1, Km H Lo = Q' et donc Gal(Lm/i^m) = Gal(Z/o/Q') par restriction. 

On est donc ramené, étant donné ijj non nul dans 

Hl0(Lm, Ad(p)(l)) C HomGal(WXm)(rLm,Ad(p)(l)) 

à trouver un idéal q de Km de degré 1 et satisfaisant 2 et 3 tel que resq('0) 7̂  0 dans 

Soit V^p = ip{TLm) le sous-Gal(Lm/i^m)-module image de ipLm- C'est un Fp-sous-
espace du k-vectoriel Ad(p). 

Sous-Lemme 10.5.2. — Sous l'hypothèse (RLI2), il existe s G Gal(Lo/Q') tel que p(s) 
possède 4 valeurs propres distinctes et que Ad(p)(s) admette la valeur propre 1 sur 
tout sous-espace irréductible de AdQô). 

En effet, si p ^ 7, on peut prendre s G H1 D T(kf)reg et si p = 5 (cas admis si 
H' G(k')' et w = 3) comme w = 3 est premier à 4 = 5 - 1, on a G(F5)' = G(F5) 
et on peut prendre s = diag(l, 3,4, 2) G T(k')' puisque 1 x 2 = 3 x 4 . Rappelons que 
la décomposition en sous-espaces if1-irréductibles de Ad(jô) = g est 

H1 (Gal(iqí;./Km,q),Ad(pa)). 

g = 1 e BSS 
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Comme l'action adjointe de T' = T(kr)' sur gss = 10 n © n fixe t, la valeur propre 1 
apparaît toujours dans les sous-représentations irréductibles. 

Soit <TO un relèvement de s à r^rn. On va chercher a G Txm satisfaisant la troisième 
condition sous la forme a = r o <jo pour un élément r G ^Lm (et pour une valeur 
propre S de p(o~)). Les valeurs propres de Ad(p){a) sont les quotients aiaj1 des 
valeurs propres de p(s). Soient Vij des vecteurs propres correspondants. 

L'espace des invariants de par s est non trivial ; c'est un facteur direct sur 
Fp. Son extension des scalaires à k est engendrée par des vecteurs vg — ai,№,i 
(£ = 1 , . . . r et pour chaque £, un au moins n'est pas nul). On a 

ip(a) = ^( r ) + ^Oo) 

on peut écrire vp(cro) = j bijVij et -0(r) = X^ ce(r)ve+vf où t/ est une combinaison 
linéaire des Vij avec i ^ j . Par conséquent, le coefficient de Vij dans V̂ (cr) vaut 

ip(a) 
E ^(r) + ^Oo) 

On voit facilement qu'on peut choisir les scalaires Q(T) de sorte qu'un bi(a) soit non 
nul. On prend ô = ai et a satisfait maintenant la condition 3. 

11. Fin de la démons t ra t ion du Théorème 2.2.7 

Il reste à vérifier la condition MQ/IQMQ = M comme (^-modules. Remarquons 
que si on établit l'existence d'un tel isomorphisme comme O-modules, compatible 
avec les opérateurs de Hecke hors de NpQr, on aura un isomorphisme de T-modules 
par la surjectivité de T q —> T . En effet, il résulte aisément du théorème de densité de 
Cebotarev appliqué à la représentation px que l'algèbre T est engendrée sur O par 
les opérateurs de Hecke hors de NpQr. 

Par dualité de Pontryagin, la condition à vérifier équivaut à 

H° ( A q , eH3(SKQtr 0 Q, Vx(F/0)mQti eH3(SK®Q,Vx(F/0)m 

Notons qu'on doit d'une part se débarrasser des premiers q G Q mais aussi de r. 
Heureusement la technique pour traiter ce dernier est exactement la même que pour 
les premiers q G Q. On traite d'abord la descente pour q G Q. 

11.1. Descente de SKQ R à SK{V) • — On pose XQ = SKQ^ et X — SK{R) et on note 
temporairement m l'idéal de 7iNpQ 0 7Yn+ engendré par (UTA — ar — f3r, rUr,2 — Cïrf3r) 
et KerOn. 

Considérons d'abord le morphisme galoisien XQ 0 Q —> X0(Q) 0 Q de groupe A q 
La suite spectrale de Hochschild-Serre 

E +j = Hi(&QiHl(XQ®Q,Vx{F/0)) Hi+j(X0(Q)®Q,Vx(F/O)) 
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est compatible aux operateurs de Hecke en dehors de NpQ ainsi qu aux operateurs 
en q e Q car ils commutent à l'action des éléments de A Q . Considérons l'idéal maxi
mal de corps résiduel k dans la (9-algèbre de Hecke hors de NpQ défini par les 
coefficients de Pg(X) — car(pvr(Fr^)) pour les polynômes de Hecke en £ ne divisant pas 
NpQ. Formons la suite spectrale obtenue par localisation de E^3 en cet idéal. 

Par le Th. 1 de [36], les seuls termes non nuls de cette suite sont les (eE^ )mQ. La 
suite dégénère donc en E2 et on a 

eH3(X0(Q)®Q,Vx(F/O))m H° (AQ, eH3(XQ ® Q, Vx(F/0))mQ) 

En particulier rhomomorphisme canonique 

i:H3(X®Q,Vx(F/0))m H3(X0(Q)®Q,Vx(F/O))mQ 

est injectif entre deux (9-modules divisibles de corang fini. 
Il reste à comparer eH3(X®Q, VX(F/Ü))m et eH3(X0(Q)®Q, Vx(F/ü))mQ. On a le 

Lemme 11.1.1. — Soit A une O-algèbre finie. Soit X un A-module de type fini et 
X* = Hom(X, F/O) son O-dual de Pontryagin. Soit m un idéal maximal de A. Alors, 
Xm resp. X^ est le plus grand O-sous-module de X resp. X* sur les éléments duquel 
tous les éléments de m sont topologiquement nilpotents, resp. nilpotents. 

Démonstration. — L'algèbre A est semilocale et O est hensélien, on peut donc dé
composer A en produit direct de ses localisées : A = Ami x • • • x Amr avec mi = m. 
De même, X — Xmi x • • • x Xmr. Soit X\ le plus grand sous-(9-module sur lequel 
m est topologiquement nilpotent. On a X\ C Xm. En effet, par le lemme chinois, 
pour tout i ^ 2, il existe p G mi tel que /2 0 ; [i agit donc par automorphisme 
sur Xm.. Réciproquement, montrons que pour tout N ^ 1, il existe M ^ 1 tel que 
xnMXm C pN • Xm. Pour tout N ^ 1, Am/pNAm est locale artinienne, il existe donc 
M ^ 1 tel que (m/pN • A)M = 0. Cet entier M convient. Pour le dual de Pontryagin, 
on voit que pour tout x* G il existe TV tel que pN • x* = 0 ; en choisissant M 
comme ci-dessus, on voit que mM • x* = 0 , ce qui montre la nilpotence locale de tous 
les éléments de m sur X^. Si ^ il existe i ^ 2 et x G Xmi tel que x*(x) ^ 0. 
En choisissant \i G m, \i £ on voit qu'aucune puissance de fi n'annule x*. • 

Rappelons que l'on a fixé des relèvements aq, /3q, 7g, 5q G O des racines de Pn,q 
dans k, racines (deux à deux distinctes) de P<x,q> Avec ces notations, on a défini l'idéal 
rriQ de sorte que la spécialisation de Pq1\x) modulo rriQ ait pour racines âq et f3q. 

Pour tout (9-module A, posons 

H(X, A)\ = eH3(X ® Q, Vx(A))m 

et H(X0(Q), A)\ = eH3(X0(Q) ® Q, Vx(A))mQ 

(nous utiliserons surtout cette notation pour A = F,0 ou F/O). 
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L'algèbre Hu (pour chaque q G Q fixé) agit par correspondances de Hecke sur 
H(XQ(Q), A)\. Par le lemme précédent et par définition de l'idéal îtiq, les opéra
teurs Uq,2 — (cYq + Pq) et qUQi2 ~ CïqPq agissent de façon localement nilpotente sur 
H(X0(Q),F/O)x. 

On est ainsi amené par le Cor. 3.2.4 à poser pour chaque q G Q : 

XQ = (qUqA - aq~/q)(qUqA • Ôqf3q)(qUqA - Ôqjq) 

et à modifier i de la manière suivante 

iq : x i—> i(x)\ II Xq. 

q£Q 
Cet homomorphisme de (9-modules divisibles est équivariant pour l'action de 

Gal(Q/Q) et pour l'action des correspondances de Hecke hors de NQ. On sera éga
lement amené à considérer pour tout (9-module B le morphisme Îq,b • H(X, B ) \ —» 
H(XQ(Q),B)\ défini de façon similaire. 

Proposition 11.1.2 

(1) L'image de IQ est contenue dans H(XQ(Q), F/G)\ 

(2) iQ : H(X,F/0)x H(X0{Q),F/O)x est bijectif. 

Démonstration. — Montrons d'abord l'inclusion ImiQ C H(X, F/0)\. 

Par le lemme précédent, il suffit pour cela de vérifier que pour tout q G les 
opérateurs qUq,2 — ctqPq et Uq,\ — aq — f3q (q G Q), agissent de façon localement 
nilpotente sur iQ (H(X,F/0))X. Mais d'une part, par [36], on a H(X0(Q), F / 0 ) \ = 
H(XQ(Q),0)\ (8) F/O. D'autre part, pour toute représentation ix' intervenant dans 
HçUsp(X, VA(C)), le Cor. 3.2.4 montre que pour tout q e Q, l'image de la droite des 
vecteurs sphériques de 7rq par 

Xn'^q = {qUq,l ~ Cïn>qj7r>q)(qUq,l - Sir'q,qP*'q,q)(<lUq,l ~ Ô^'q,q^'q,q) 

est contenue dans 

Ker(g[/q>l - Oi<K>qP<K',q) Cïn>qj7r>q)(qUq,l 

ces opérateurs agissant sur l'espace des invariants de n'q par le parahorique de Klin
gen en g; ceci entraîne que pour une telle représentation 7r', pour chaque a G Q, la 
composante yr'-isotypique de Xn^q (#c3usp(X, V\(Q))) dans H*usp(X0(Q),V\(Q)) est 
annulée par les opérateurs qUq,\ — OL^',qf3-K',Q et Uq^ — cx-n',q — Pu' ,q- Or, si TT' intervient 
dans le sous-espace H(XQ(Q),Q)\, ses paramètres de Hecke û ^ g , Pn^q, 1-K',q-> °~7rq,q 
sont congrus modulo l'idéal maximal de Zp (via le plongement ip qu'on a fixé) à aq, 
Pq, lq, ^q respectivement. On conclut que les opérateurs qUq^ — aqPq et Uq,2 — cxq — Pq 
(pour tout g G Q) sont localement nilpotents sur iq (H(X, F/0)\). 
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Surjectivité. — Comme H(Xq(Q), F/0)\ est divisible, c'est un quotient de 

H(Xo(Q), F)\ et il suffit donc de vérifier la surjectivité de îq,f-

On est ramené à montrer que pour toute représentation cuspidale 7r' intervenant 

dans H(Xo(Q), C ) A , la g-composante 7rq est une induite parabolique irréductible d 'un 

caractère non ramifié (on sait a priori qu'elle est quotient de Langlands d'une telle 

induite). On peut donner deux démonstrations de ce fait. L'une utilise la classification 

des représentations locales de G(QQ) possédant un vecteur fixe par un parahorique, 

faite dans [49]. 

Si (7rfq)Kq = 0 (mais bien sûr (7Tq)Uq 7̂  0 ) , on est dans l 'un des cas Ha, I l la , 

Va, Via du tableau 3 de [49]. Il résulte du Cor. 3 . 2 . 2 que le paramètre de Hecke 

diag(a7r/5g, P-K^q, 77r',ç, S^^q) de nq (bien défini modulo conjugaison par le groupe de 

Weyl) permet de calculer les valeurs propres des opérateurs de Hecke Uqj (i = 1, 2 ) : 

modulo action du groupe de Weyl, ces opérateurs agissant sur l'espace (Ind^ x)Uq 

admettent un vecteur propre commun de valeurs propres respectives an^q + Pir^q et 

ol^I Q^> Q. Par définition de la localisation en mg, ces valeurs propres fournissent une 

spécialisation P^\x) = (X — a^',q)(X — f3^^q) du polynôme Pq1\x) et les racines 

ûV,ç et i3n',q de PJj}\x) sont congrues à aq et (5q mod. p. Comme on a de plus 

an',qÔ7r',q = ftir',qlit>,q = q6^^ (q) (mod p), on a aussi 7 ^ = 7g (mod p) et S^iq = ôq 

(mod p) ; ceci entraîne que les quatre racines a v ^ , (3<ir',q, lnf,q et S<7r',q de jFV (X) sont 

distinctes modulo p. 

Un examen du tableau 1 de [49] donnant la liste des induites paraboliques iï'q telles 

que (7rq)Uq 7̂  0 montre que si irq n 'était pas elle-même irréductible (cas Ha, I l la , Va, 

Via du tableau 3 ) , on aurait anfiQ/'(3n>:Q = q±x ou /3n',qhix',q = q±x et donc comme 

q = 1 (mod p), les quatre racines ne pourraient être deux à deux distinctes mod. p. 

C'est donc que ir'q est dans la série principale non ramifiée de G(Qq). 

Par conséquent, si on étend les scalaires à Q, on peut décomposer 

H(X,Q)X © W ^ et H3(X,Vx(Q))mQ = © I I V . Q 

pour le même ensemble d'indices 7r' de représentations cuspidales de niveau divisant 

N, en ses ^-composantes isotypiques, telles que W^> ®QP =M^I (^7r,q)Ko^q 0 {^'q)Kq 0 

pn' et WK^Q ® QP = m^'ir', qK°(Q)9 0 (7rq)nq (g) pn, où est la multiplicité de irf et 

est donc indépendante du groupe de niveau considéré. La décomposition tensorielle de 

WN' 0 Q p est compatible à l'action de 7inq x Ga l (Q/Q) . On a vu Cor. 3 .2 .4 que l'opé

rateur XN^Q envoie surjectivement {irq)Kq sur la droite de {iï,q)Uq où Uq^ resp. qUQA 

agit par a v , ç + Pn^q, resp. ûv,gAr',g- Ceci montre que H(X0(Q)J F)\, c'est-à-dire le 

sous-espace de H3(X, V\(F))mQ sur lequel qUq^ — ctq(3q est topologiquement nilpotent, 

est dans l'image de H(X, F)\ par iq. 

L'autre démonstration, due à M.-F. Vignéras consiste à montrer une version mo

dulo p de l'irréductibilité de l'induite d 'un caractère lisse régulier modulo p en suivant 
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la démonstrat ion de Rodier où est déterminé le foncteur de Jacquet des représenta

tions non ramifiées. Le cas GLn est rédigé dans [62], section 6. 

L'injectivité de iq se démontre comme suit. 

On peut se contenter de trai ter le cas où Q est réduit à un singleton {q}. Consi

dérons le composé C = (x i-> [(aqf3q - aq~/q)(aqf3q - f3qôq){aqf3q - ^q5q)]~1{x | 

^ ^ • ^ ^ ^ n ) ) o iq. En raisonnant comme dans la démonstrat ion de la proposi

tion 4.3.1, on voit que l'image de ce morphisme est contenue dans celle du morphisme 

(injectif) i. On peut donc considérer C comme un endomorphisme de H(X, F/0)\. 

Nous allons voir que ce morphisme est l 'identité, ce qui entraînera bien sur l'injectivité 

de iq. Par le théorème principal de [36], le O-module H(X, F/0)\ est colibre, si bien 

qu'il suffit de vérifier que le composé 

Cp — (x I > [{pLqPq - aqJq)(aqflq - (3qÔq)(aq(3q -lqSq)}'1(x | E l < i < 4 ^ i 1 1 ) ) oiQ,F 

est l 'identité. Ceci résulte immédiatement du corollaire 3.2.4. • 

11 .2 . D e s c e n t e d e *Sfx(r) à SK* — On note maintenant m resp. m^) l'idéal maxi

mal de 7iNp resp. de /HNPr donné par K e r é ^ ; soit 

rri(r) = m + (£/"r,2 - ctr - /3r, rUr^i - ar/3r) 

l'idéal maximal de rriNPr (g) Hn+ . On considère le morphisme 

ir :eH3{SK,Vx{F/0))m >eH3(SK(rVVx(F/0))m(rV x i—> i(x)\Xr 

où i est l 'homomorphisme canonique 

eH3(SK,Vx(F/0))m > eH3(SK(r),Vx(F/0))m,,.} 

associé au morphisme SK{V) —• SK et Xr = (£/r,i — cxrir)(Ur^ — ôr/3r)(Ur,i — àrjr). 

Pour montrer que c'est un isomorphisme, il suffit de montrer le même énoncé en 

remplaçant K par le groupe de congruences principal K(N). On est donc ramené au 

cas d 'un groupe net. En effet l'injectivité s'ensuivra, et la surjectivité résultera alors 

de la surjectivité dans le cas net. Décrivons brièvement les étapes dans le cas net 

(tout-à-fait analogues à celles pour la descente d 'un premier q de Taylor-Wiles). 

On voit que i est injectif comme dans la section précédente par la suite spectrale de 

Hochschild-Serre localisée en m^r\ Puis on montre que ir prend bien ses valeurs dans 

H3(SK(V) -, V\(K/0))m{r) ; on montre ensuite la surjectivité de ir : on observe que pour 

toute forme automorphe irf intervenant dans la localisation de eH3(.Sx(r), V\(K/0)) 

en m(r), la r-composante TT^ satisfait 7r^n^ = 7r/rUlr car sinon il existerait,un caractère 

non trivial <j> de (Z / rZ)x et un vecteur non nul tels que g.v = <fi(g)v, et par le théorème 

7.3, la représentation pn' serait ramifiée en r ; comme r ^ 1 (mod p), cela entraînerait 

que ~p serait ramifiée en r. On conclut alors en utilisant le corollaire 3.2.4. Pour l'injecti

vité, il suffit de vérifier l'injectivité de ir^ : eH3(SK, V\(k))m —> eH3(SK{R), V\(k))m(r) 

V\(k) est un faisceau étale constructible défini sur Q, et par localisation en m^r^ de la 

suite spectrale de Hochschild-Serre, on voit encore que l 'homomorphisme canonique 
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ik eHs(SK,V\(k))m (SK(r),V\(k))m(r) est injectif. La démonstration de la 
proposition 11.1.2 s 'adapte immédiatement pour ir. 

On a ainsi vérifié toutes les conditions pour que les triplets (RQ, TQ, MQ)Q forment 
un système de Taylor-Wiles et il s'ensuit que (j> : R —» T est un isomorphisme, que T 
est d'intersection complète et que M est libre sur T. 

12. A p p l i c a t i o n au calcul de l 'ordre d u g r o u p e de Se lmer 

Supposons que TT soit nouvelle pour K (i.e. dimTrj^ = 1) et de multiplicité 1. 
On rappelle la définition de l'idéal de congruences arithmétique et du module de 

congruence cohomologique de TT pour O. Soit Tn l'image de T par la projection dans 
le produit cartésien des corps des coefficients des représentations TT' intervenant dans 
T et autres que TT. 

Soit T —» OxTn rhomomorphisme injectif d 'anneaux dont la première composante 
est 0n et la seconde est la surjection X —> T71". Soit ln resp. I71 les éléments unité 
des facteurs O resp. Tn. On introduit le module de congruences arithmétique C% = 
O 0 T Tn. C'est une O-algèbre de torsion de la forme O/rj^. On appelle 77̂  l'idéal de 
congruences. De même, on définit C£ = Coker(M —> l^M 0 l^M). Le (9-module C% 
est annulé par 77̂  et est donc un C^-module. Ce module n'est pas nécessairement libre 
a priori. 

Cependant, on déduit immédiatement de ce que M = eH3(Sx, V\(Q))m,x est libre 
de rang 4 sur T que C% est libre de rang 4 sur C". Soit 77̂  l'idéal de Fit t ing de C£. 
On a rjir^c = 77 .̂ En outre, rappelons que le groupe de Selmer Sel = Hj(Q, Ad°(p7T) (g) 
F/O) s ' interprète canoniquement comme le dual de Pontryagin Homo(nR/Q, F/O) 
du module de différentielles de Kàhler de R sur O (voir [28] Sect. 1). 

Comme T est d'intersection complète, le dual de Pontryagin de VtTj0 est isomorphe 
à O/T/V : 

Hom0(ÇlT/0, F/O) ^0/Vn. 

Comme R = T, on tire de ce qui précède que la longueur comme (9-module du 
groupe de Selmer Sel = Hj(Q, Ad°(p7T) g) F/O) est égale à la valuation de l'idéal de 
congruences arithmétique 77̂  (normalisée par o r d ^ t u ) = 1). 

Par ailleurs, pour le poids dominant À = (a2, a i ; a2 + a i ) de G l'image de la coho
mologie à support compact dans HS(SK, V\(C)) est pure de poids w = û2 + a i + 3 [13] 
Chapter VI Sect. 6 ; plus précisément, en notant H\ cette image, on a la décomposition 
de Hodge 

= H™>° © #,a2+2'ai+1 0 # « 1 + ^ 2 + 2 0 H0,w 

plus précisément, pour tout poids dominant p du sous groupe de Levi du parabo

lique de Siegel M2, soit W^ le prolongement canonique à SK du fibre automorphe 
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associé à la représentation de M2 de plus haut poids p et H* (SK ,W) l'image de 
H'(SK,W)(-D) dans H9(SK,W). On a alors avec 

H*v,o = Hf{SK, 1+aa)), 

/r!aa+2^+1=^(5K,W^aai_ai_2;ai+aa))î 

Яal + l,a2+2 _ TTI ( Q -\A-r \ 
, - iij KV(AI_L5_A2_3;ai+a2)j 

et /7, ' = (5K, W(_AI_35_A2_3;AI+A2)). 

Rappelons d'ailleurs que W 2̂>bljbl+b2) = W(_6l5_62;_6l_62). 
Fixons un plongement du corps p-adique F dans le corps des nombres complexes. 

Soit H\(G) = H3tl(XK ® Q, V\(G))/toTs le plus grand quotient libre du 0-module 
image de la cohomologie étale à support dans la cohomologie étale. On a bien sûr 
H\ = H\(0) 0 o C et M = eH\(0)m,x. Sous l'hypothèse, p - 1 > ai + a2 + 3 (en 
fait p > ai + a2 suffit), on a VA(0)V = V^(C?) 0 z/-ai-a2 (voir [36] Sect. 5.1) et on 
voit facilement comme dans [26] Prop. 2.4 (et Remarque 2.3 précédant la proposition) 
que le cup-produit induit une forme bilinéaire symplectique unimodulaire (et Galois 
équi variante) 

(, ) :#<((9) xHi(0) — 0 ( - ( a i + a 2 + 3) ) 

Posons Ai-rr = (M ®o F) H M ; c'est un sous-réseau du réseau — l^M du 
^-espace vectoriel de dimension 4 M7V(F) — Mn ®o F. La restriction du cup-produit 
au sous-module Ain de H\(0) n'est pas nécessairement unimodulaire. Soit dn G O 
son discriminant et soit A4* le réseau dual de M.^ dans M7T(F) ; on a oidp(dTC) — 
^e>(A1* /'A^TT) (̂ e> désigne la longueur des (9-modules finis). De plus l'unimodularité 
de (, ) sur H\(G) implique comme dans [26] Sect. 5 que A4* = Mn. Or, on voit 
aisément que par définition de rf^ on a o r d ^ ^ ) = io^M^/M^) ; par conséquent, on 
a une égalité d'idéaux principaux (77̂ ) = (d^). 

On peut par ailleurs exprimer dn en termes de formes modulaires comme suit (voir 
Sect. 6 de [26]). 

Les formes cuspidales n'interviennent que dans H\, et la décomposition de Hodge est 
fonctorielle, donc compatible aux opérateurs de Hecke. On a donc une décomposition 
de Hodge induite sur la composante 7r-isotypique complexe M ^ C ) — ®o C de 
M(C) = M ®a C : 

Mn ®o C = M™'0 © M£2+2'ai+1 © M^l+1'a2+2 © M?" 

Par la stabilité de n (cf. Th. 4.3.5), les deux premières composantes sont non nulles ; 
par conséquent tous ces espaces sont de dimension complexe 1. 

Soit / resp. / une base du (9-module libre de rang 1 

HHXK®0,W*aatai;ai+aa))[8„] resp. de H?(XK <g> 0,W^a2^ai_2-ai+a2))[61,} 

(pour l'existence de structures entières pour ces groupes de cohomologie, voir [36] 
Sect. 5.2). Soit (¿1 ,^2 , ¿3 ,^4) une (9-base de soit Un la matrice exprimant les 
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vecteurs de la base (/, / , / c , / c ) de M(C) (c désigne la conjugaison complexe) en 
fonction des SI. Soit Qn son déterminant. On a alors 

= det(№, S,)) = n~2 det«/ i , / , ) ) 

où l'on note FI les formes modulaires de la base ordonnée comme ci-dessus. C'est une 
base symplectique : {FI, FJ) = 0 à moins que = 5, et lorsque cela se produit on pose 
</, fc) = (/, / ) , </, T ) = (/, / ) ; on a alors </c, / ) = - ( / , / ) , et </<=, / ) = - ( / , / ) . 

Par compatibilité entre le cup-produit et le produit de Peterson, on se permet d'ap
peler (, ) le produit de Petersson. La formule exacte reliant cup-produit et produit 
de Peterson nécessite l'étude des homomorphismes d'Eichler-Shimura, nous ne sou
haitons pas la développer ici). On déduit immédiatement de ce qui précède la formule 

w = ( / , / )2 • ( />/ ) W 

Comme 77^ = 77̂ , on en déduit 

Théorème 12.0.1. - A multiplication par un élément de öx près, on a 

Card(Se/)2 = ( / , / ) • ( / , / № 

Le lien entre le membre de droite et le carré de la valeur en s — 1 de la fonction L 
adjointe de TT pourrait résulter d'une représentation intégrale de Rankin-Selberg pour 
cette fonction L de degré 10 ; il en existe une version due à D. Ginzburg [20] mais sous 
une forme trop peu précise pour l'application que nous avons en vue. La conjecture 
d'Ichino [29] et la formule ci-dessus suggèrent que 

L(Ad(/), l )2 / ( / , ff ~ (/, / ) • (/, / ) / O r 

où le symbole ~ signifie que le quotient des deux membres est algébrique. 

Appendice 

Dans cet appendice, nous construisons un modèle semi-stable, avec au plus trois 
branches de la fibre spéciale passant par un point, de de la variété de Siegel de rang 2 
avec structures de niveau de type parahorique de Siegel. L'existence de ce modèle est 
utilisée pour établir le point (1) du Th. 2.2.5 dans le cas du parahorique de Siegel. 

De même que dans [18], il suffit de construire une résolution semi-stable équiva
riante (avec au plus trois branches de la fibre spéciale passant par un point) du modèle 
local de Rapoport-Zink associé à cette variété de Siegel. Nous allons pour cela utiliser 
le procédé d'éclatement de loc cit., dont nous reprendrons le contexte et les notations 
— en particulier la signification de p diffère de celle qu'elle a dans le corps de l'ar
ticle et les paraboliques envisagés sont formés de matrices triangulaires inférieures 
par blocs. 

Soient Vo = C V2 = ®p~xl?v \ notons a0 l'inclusion naturelle V0 C V2 et 
Q12 le morphisme composé V2 P~1Vo = VQ. Les modules VQ et V2 sont tous deux 
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munis de formes symplectiques (, }o (induite par la matrice J) et (, )2 = p(, )o xz Q-
Rappelons que le modèle local M associé à la variété de Siegel de rang 2 avec structures 
de niveau de type parahorique de Siegel est le Zp-schéma M défini par 

M(P) = {(toi C Vi ®zp R)i=o,2 | est un sous P-module localement 

facteur direct de rang 2 et isotrope de Vi ®zp R et on a ® R(wi) C 0^+2} 

pour toute Zp-algèbre R (la dernière condition se lit en considérant {0, 2} comme une 
partie de Z/4Z). Soit V2 le schéma en groupe affine lisse sur Zp associé au parahorique 
de Siegel n2. La théorie du modèle local (cf. [45]) fournit alors un X^-torseur T au-
dessus de Xo muni d'un morphisme lisse et équivariant T —• M. 

Soit £ la grassmannienne des sous-espaces totalement isotropes de Vo- De de ma
nière analogue à [18] 2.2, lorsque (e^e^o = 0, nous notons C{ijy l'adhérence de 
l'orbite, sous le parabolique de Siegel, du sous-espace isotrope engendré par ei et ej. 

Nous allons éclater la grassmannienne £ le long de la sous-variété de Schubert 
£{3,4} de sa fibre spéciale, puis le long du transformé strict de la sous-variété de 
Schubert £{1,3} de sa fibre spéciale. De même que dans [18] nous verrons ensuite que 
le schéma £ qui en résulte est semi-stable (avec au plus trois branches passant par un 
point) et que l'identification naturelle des fibres génériques £ ®zp QP = M ®zp QP 
s'étend en un (unique) morphisme £ —> M, équivariant sous V2 — remarquons que 
du fait que les sous-variétés de Schubert £{3,4} et £{1,3} sont invariantes sous le 
parabolique de Siegel les éclatements utilisés pour construire £ sont X^-équivariants. 

Nous allons maintenant introduire un ouvert V2-saturant C° de C (ce qui signifie 
que ses translatés sous l'action de V2 recouvrent £) ; il suffira donc de travailler au-
dessus de £°. La « grosse cellule de Schubert opposée » £° s'identifie à l'espace affine 
A | de sorte qu'en considérant les points de A3 comme des matrices symétriques 
A — (aZj)i^ij^2 le sous-module totalement isotrope ujq C Vo®zpZp[(a*)] universel soit 
l'image de la matrice ( K ) (où K désigne la matrice ( ? J )). Via cette identification, les 
sous-variétés de Schubert £ |34} et £°1 3| ont respectivement pour équations A = 0 
e tde t ,4 = 0. 

Un calcul analogue (en plus simple) à ceux de [18], (3.3.0) et (3.3.2) identifie 
l'ouvert saturant £° = £ £° au quotient par <G ĵZ du sous-schéma localement 
fermé Xi de l'espace affine Ajp (de coordonnées Ào, Ai, Pi, (aj[l])i<^j^2, £[1]) obtenu 
en intersectant le fermé d'équations 

p = AqAiPi 

X1ô[l}=AL[l]A2[l}-(AL[l]F 

avec l'ouvert complémentaire des fermés d'équations respectives Ai Xi = aj[l] = 
a\[l] = a?,[l] — 0 et P\ — ô[l] — 0, l'action de sur X\ étant celle définie 
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par 

(A0, Ai), (A0, Ai, Pu K - [ l ] ) i ^ ^ 2 ^ [ l ] ) 

(AQLX0lA(AQLX0lA1iXuA0A1P1,(A0a)[l])1^J^2,Az0A1ô[l}). 

On vérifie aisément que ce schéma est semi-stable, et que sa fibre spéciale consiste en 
trois composantes irréductibles d'équations Ao = 0, Ai = 0 et P\ — 0. 

Il ne nous reste plus qu'à vérifier que le morphisme C 0zp QP —• M 0zp QP se 
prolonge. Pour cela, remarquons qu'en utilisant la base évidente de V2, le sous-module 
uj2 C V2 0 O^o est l'image de la matrice ( j 4 ) et ses coordonnées de Plùcker sont 

Q̂P F 
donc le produit par A0Ai du sextuplet 

(6[\],Pia\[l], -P1a12[l},P1a12[l},P1a2{l},\1P2). 

Pour obtenir le prolongement voulu, il suffit alors de vérifier que ce dernier sextuplet 
ne s'annule jamais sur T\. Ceci s'obtient en remarquant que lorsque ô[l] = 0 on a 
Pi 7̂  0 et que lorsque Ai = 0 l'un au moins des (a*-[l]) est non nul. 

De même que dans [18] 4, le quotient XQ = V2\T Xm£ est alors un modèle semi-
stable de Ao- En introduisant le champ quotient [7^2\M] et en remarquant que le 
p2-torseur T au-dessus de XQ n'est autre que XQ x^p2\M] M, on peut aussi considérer 
Aq comme le produit fibre XQ X^2\M\ [V2\£\-
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