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SUR LES REPRESENTATIONS p-ADIQUES ASSOCIEES
AUX REPRESENTATIONS CUSPIDALES DE GSp, /Q

par

Eric Urban

Résumé. — Soit 7 une représentation cuspidale cohomologique de GSp, /g qui est non
ramifiée en p. Nous démontrons que le polynéme caractéristique de ’automorphisme
de Frobenius agissant sur le ¢-module filtré de la représentation galoisienne p-adique
associée a 7 s’exprime en termes des parametres de Langlands de la composante locale
de 7w en p.

Abstract (On the p-adic Galois representations associated to the cuspidal representations
of GSpy /q)

Let m be a cohomological cuspidal representation of GSpy /g which is unramified
at p. We prove that the characteristic polynomial of the Frobenius automorphism
acting on the filtred p-module of the p-adic Galois representation associated to = is
expressed in terms of the Langlands parameters of the local component of 7 at p.

0. Introduction

Soit m = @, ™, une représentation cuspidale de GSp, ;g dont la composante ar-
chimédienne 7, appartient & la série discréte. Dans [W3] (voir aussi les travaux de
Harder et Laumon [H], [L96, LO05]), Weissauer a montré I'existence d’un systéme
compatible de représentations galoisiennes (de rang 4) {pnx.¢}¢ associé & m au sens que
pour tout p tel que 7, soit non ramifiée et différent de ¢, p,r ¢ est non ramifié en p et
le polynéme caractéristique de pr ¢(Frob,) est donné par

Qrp(X) = (X —ap)(X = Bp)(X —7p)(X = &p)
ol (o, Bp,Yp,dp) sont les parametres de Hecke de m,. Pour ¢ = p, on sait par un
théoréme de Faltings (cf. [F]) que la restriction de pr, & Go, = Gal(@p/Qp) est
cristalline. Soit Deyis(pr,p) = (V(pr,p) ® Beris)%% ol Beyis est Panneau des périodes
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152 E. URBAN

p-adiques de Fontaine. Ce dernier est muni d’une action de Gg, et du Frobenius
absolu ®..is. Comme ces actions commutent, on récupere une action linéaire de ®cis
sur Deis(pr,p). Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 1. — Soit p un nombre premier tel que w soit non-ramifiée en p. Alors le
polynéme caractéristique de ®eris agissant sur Deyis(pr,p) €st Qr p(X)

Le résultat analogue dans le cas de GL(2),q résulte de la construction du motif
associé a 7 et du théoreme de Katz-Messing. Par ailleurs, notre méthode permettrait
aussi de retrouver ce résultat sans construire le motif associé. Nous en déduirons
les corollaires ci-dessous dans les cas ordinaires. Nous renvoyons le lecteur a [TU]
et [U1] pour les définitions d’ordinarité (pour les représentations automorphes) que
nous utilisons dans les énoncés suivants qui sont les généralisations naturelles des
définitions classiques. Rappelons toutefois que ordinaire pour le parabolique de Siegel
signifie que 'opérateur de Hecke T'(p) « classique » opére par une unité p-adique. On
note A le caractére cyclotomique donnant I'action de Gg sur les racines de l'unité
une puissance de p.

Corollaire 1. — Soit ™ une représentation cuspidale cohomologique de GSpy ,q de
poids cohomologique (a,b;a + b) (cf. paragraphe 3.3) telle que ™ soit non ramifiée
en p.

(i) Sim est ordinaire en p pour le sous-groupe parabolique de Siegel alors

g1 X X X
0 x x X

~
Pmp‘GQ,, = 0 x x <

0 0 0N~ 03

avec €1 et €9 des caractéres non ramifiés.

(ii) Si 7 est stable a Uinfini et m est ordinaire pour le sous-groupe parabolique de
Klingen, Pn,plG@,, stabilise un plan.

(iii) Si 7 est stable a l'infini et w est ordinaire pour le sous-groupe de Borel.

€1 X x X

0 e N b1 x x
Prlca, = 0 0  egN—22 X

0 0 0 gy N o3

avec (g;)1<iga des caractéres non ramifiés.

Remarques

(i) L’importance de la stabilité dans cet énoncé vient du fait qu’elle est équivalente,
dans le cas non endoscopique, a ’apparition de tous les poids de Hodge-Tate possibles
pour la représentation pr ,; voir paragraphe 1 [Ta93] pour ce point. Voir également
section 2.3 de [MT].
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(ii) Si 7 est ordinaire pour le Borel et mo est générique, & partir des positions
respectives des polygones de Hodge et Newton, on voit que tous les poids de Hodge
(possibles) doivent intervenir et la représentation est nécessairement stable a 'infini;
lorsqu’elle n’est pas endoscopique.

(iii) Ces résultats sont utilisés dans [U2] pour démontrer une premiére divisibilité
vers la conjecture principale pour les représentations modulaires adjointes.

(iv) Par la théorie de [TU], on déduit que les représentations galoisiennes associées
aux familles de représentations ordinaires de [TU] sont ordinaires si au moins une
spécialisation de cette famille est stable a l'infini.

Si 7 est une représentation cuspidale (non cohomologique) dont la composante
Teo appartient a la limite de la série discrete holomorphe de parameétre de Harish-
Chandra sur le mur de la Chambre de Weyl correspondant a la racine longue, Taylor
a construit dans [Ta91] une représentation galoisienne associée & 7 et qui se trouve
étre de dimension 4 grace aux résultats de Laumon et Weissauer (cf. [U1]). Comme
la construction de Taylor utilise des congruences avec des formes holomorphes coho-
mologiques, la premiére partie du Corollaire 1 s’applique aussi a de telles formes. En
s’appuyant sur les constructions de [HST] et [Ta94], on en déduit le corollaire qui
suit par les arguments de [U1]. Cet énoncé était conjecturé dans loc. cit. ce qui en
rendait conditionnel le résultat principal.

Corollaire 2. — Soit o une représentation cuspidale cohomologique de GL(2),k
pour K un corps imaginaire quadratique sur Q de caractére central invariant par la
conjugaison compleze de K. Soit p un nombre premier décomposé dans K/Q. Alors
st o est ordinaire en une place non ramifié p divisant p, la représentation galoisienne
p-adique 0., associée a o restreinte a un sous-groupe de décomposition en p est
ordinazire.

La démonstration du théoreme s’articule comme suit. Dans le paragraphe 1, on
introduit la catégorie des systémes compatibles de représentations ¢-adiques C°°8",
constituée des systémes dont tous les sous-quotients ont bonne réduction hors d’un
ensemble fini de nombres premiers S avec des polyndmes caractéristiques étale et
cristallin égaux (cette propriété sera dite de Katz-Messing). Soit X une variété ouverte
munie d'une compactification lisse X ayant bonne réduction hors de S et de bord 9.X.
On montre que tout idempotent de ’algebre des correspondances sur X (& projections
propres) découpe un morceau dans la cohomologie de X vérifiant la propriété de Katz-
Messing pourvu que la cohomologie du bord 9X soit dans la catégorie C}g’gr. Dans
le paragraphe suivant, on vérifie que ce critere est satisfait dans le contexte qui nous
intéresse : c’est-a-dire que la cohomologie du bord de la compactification toroidale du
produit fibré de la surface abélienne universelle est un objet de C58". Au paragraphe 3,
on achéve la preuve du théoreme an appliquant le critére du paragraphe 1 et on
prouve les corollaires. En fait, on montre un résultat (voir Théoréme 4) sans utiliser
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154 E. URBAN

le théoreme de Weissauer. Ce dernier est utilisé dans [U2] pour donner une autre
preuve de l'existence de la représentation galoisienne p, , de dimension 4 dans le cas
ordinaire en utilisant le résultat publié [L96] de Laumon lorsque celui de Weissauer
ne l’était pas encore. Pour finir, notons que cette méthode permet de montrer des
résultats semblables pour les formes cuspidales pour certains groupes unitaires de
petit rang < 4.

Je remercie M. Harris de m’avoir signalé une erreur dans une version antérieure de
cette note. Je remercie également le rapporteur pour sa lecture attentive du manuscrit.

1. Systémes compatibles de représentations galoisiennes

1.1. Systémes. — Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques définitions clas-
siques et introduisons certaines catégories qu’il sera commode d’utiliser tout au long
du texte.

Pour tout corps k, on fixe £2° un cléture séparable de k et on pose G, = Gal(k*“/k).
Pour tout nombre premier p, on fixe un plongement de Q*¢ dans Q3¢ ce qui permet
d’identifier Gg, comme un sous-groupe de décomposition en p de Gg et on note
Frob, € Gg, un élément induisant le Frobenius géométrique sur F3°.

Un systeme de représentations ¢-adiques de G a coefficients dans un corps E est la
donnée d’un E-espace vectoriel M tel que pour tout nombre premier ¢, M; = M®gQy
est muni d’une action de Gg. Un morphisme f de N dans M, est la donnée d’un
morphisme de FE-espace vectoriel de N dans M tel que pour tout ¢, fr = f ® g, :
N¢ — M soit Gg-équivariant. Les systémes de représentations £-adiques & coefficients
dans F C Q forment ainsi une catégorie que ’on note Cg.

On définit de maniere évidente la somme, le produit tensoriel et le Hom interne
dans la catégorie Cg, de méme qu’on vérifie trivialement qu’elle est abélienne. On
appelle rang et on note rgM la dimension du FE-vectoriel sous-jacent. Pour toute
extension E’/F, on a un foncteur d’extension des scalaires évident M — M ® E’ de
Cg dans Cg.

Définition 1. — Soit M un objet de Cg et p un nombre premier, on dit que p est
un premier de bonne réduction si et seulement si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) Pour tout £ # p, la représentation de Gg sur My est non ramifiée en p.

(ii) La représentation M, (restreinte & Gg, ) est cristalline au sens de Fontaine.

Pour tout nombre premier p, soit Beis ’anneau de Fontaine sur Q,,. Rappelons qu’il
est muni d’une filtration, d’une action de G, et d’une action du Frobenius absolu
®,, qui commute & cette derniére. En particulier ce dernier opére sur

Dcris,p(M) = HO(GQ;M Beris ®Qp MP)
qui est libre de rang rgM sur Q, ® E lorsque M a bonne réduction en p.
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Définition 2. — Soit M un objet de Cg et p un premier de bonne réduction pour M.
On dit que M est compatible en p s’il vérifie les conditions suivantes :

— Pour tout ¢ # p, le polyndéme caractéristique de Frob, agissant sur M, a ses
coefficients dans E' et est indépendant de £. On le note Qg (M)

— Soit Qcris,p(M) € Qp ® E[X] le polyndéme caractéristique de ®, opérant sur
Deyrisp(M), alors on a : Qcris,p(IM) = Qét,p(M).

Soit S un ensemble fini de nombres premiers. La catégorie Cg est la sous-catégorie
pleine de Cg constituée des objets M ayant bonne réduction en tout nombre premier
hors de S. La catégorie Cg’c des systemes S-compatibles ayant bonne réduction hors
de S est la sous-catégorie pleine de Cg des systémes compatibles en tout p ¢ S. Ces
catégories sont évidemment stables par somme, produit tensoriel et Hom interne. C g
est stable par sous-objet et quotient. Par cela nous entendons : Soit M € Cg et N € Cp
tel qu’il existe un monomorphisme de N dans M, alors N € C5.

Soit ngr la sous-catégorie pleine de Cg constitué des objets M tels que pour toute
extension E'/E, M ® E’ a une suite de Jordan-Holder dont les quotients irréductibles
sont dans Cg’c. Insistons sur le fait qu’un élément de cette catégorie n’a pas nécessai-
rement bonne réduction hors de S (une extension de représentations non ramifiée en
p n’est pas non ramifiée en général).

Lemme 1

(i) Soit 0 - N — M — P — 0 une suite ezacte d’objets de C5. Si parmi N, M
et P, deux d’entre eur sont dans Cg’c (resp. Cf;’gr), il en est de méme du troisiéme.

(ii) Soit M un objet de Cg. Si M est dans Cy et C’g‘gr, il est aussi dans Cg’c.

(iii) Soit N — M — P une suite exacte d’objets de C. Si N et P sont dans Cg’gr,
alors il en est de méme de M. En particulier, Cg’gr est stable par sous-objet et est une
catégorie abélienne.

Démonstration. — La partie (i) est triviale. (ii) découle de (i) par dévissage. Pour la
partie (iii), on se ramene facilement & montrer que Cg’gr est stable par sous-objets :
Soit M un objet de Cg’gr et soit f : N < M un morphisme injectif dans la catégorie
Cg. Il s’agit de montrer que N appartient & Cg’gr. Nous le montrons par récurrence sur
la dimension de N. On peut supposer que E est assez gros pour que tous les quotients
dans la suite de Jordan-Holder de M soient absolument irréductibles. Soit N’ € N un
sous-objet irréductible de N. Son image f(IN’) dans M est un sous-objet irréductible
de M et en considérant la trace de f(IN') sur une filtration de M ayant des quotients
irréductibles dans Cg’c, on voit facilement que f(N’) est dans C}g‘c. En prenant le
quotient de part et d’autre on voit que N/N’ est un sous-objet de M/ f(N') et que ce
dernier est dans Cy®" par (i). Par récurrence on en déduit que N/N est dans coer,

A nouveau par (i), on en déduit que N est dans Cg’gr. O
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156 E. URBAN

1.2. Cohomologie. — Il est commode de définir une cohomologie dans Cg de la
maniere suivante. Soit X une variété sur Q, c’est-a-dire un schéma réduit et de type
fini sur Q. Soit F un faisceau constructible sur X (C) constitué de E-vectoriels. On dit
que F est admissible s’il existe un faisceau constructible Fz de groupes abéliens de
type fini sur le site analytique X ¢ tel que F est obtenu a partir de Fz apres extension
des scalaires & Q et tel que Fz ® Z/nZ se prolonge en un faisceau constructible sur
le site étale de X ,g. On note alors F le faisceau f-adique sur le site étale de X ,q
correspondant (i.e. Fy = lim (F®Z/{"Z))e @ Qe). Soit H" (X (C), F) la cohomologie
du faisceau F sur X(C). Il est bien connu qu’on a les isomorphismes (c¢f. SGA 4
Exp. XI) de comparaison Hf (X gee, Fy) = H*(X(C),F) ® Q¢. On peut donc voir
H*(X(C),F) comme un objet de Cg que 'on notera H*(X,F). Lorsque F est le
faisceau constant de fibres E, on note H*(X, F) ou H*(X) si aucune confusion n’est
possible. On définit similairement la cohomologie & support compact H} (X, F). On
vérifie aisément les points suivants.

Soit Y C X une sous-variété de X, c’est-a-dire un sous-schéma fermé et réduit
de X. On a la suite longue de cohomologie :

g1

M I HIX - ) — HIX) — HIY) —
Soit Y — X un morphisme entre schéma lisse et de type fini sur Q et F un faisceau
constructible admissible de E-vectoriels sur Y. Les faisceaux images directes supé-
rieures a support compact R?fiF sont admissibles et on a la suite spectrale de Leray
dans la catégorie Cp :

(2) HY(X, R1f1F) = HETU(Y, F)

Pour faciliter les références ultérieures, on énonce le lemme suivant qui est une consé-
quence facile du lemme 1 et de (1) et (2).

Lemme 2

(i) Soit X = Xo D X1 D - D X, D Xpy1 = @ une stratification par des sous-
schémas fermés de X. On suppose que pour tout r, HL(X, — X,11) est un objet de
Co® HL(X) est un objet de Cp®.

(ii) Soient Y — X un morphisme entre schéma lisses de type fini sur Q et F un
faisceau constructible admissible de E-vectoriels sur'Y. On suppose que HP(X, R1 fiF)
est dans la catégorie Cf;’g" pour tout p,q tels que p+ q = n, alors HX(Y, F) est dans
la catégorie .

1.3. Motifs. — On commence par fixer des notations et rappeler certains faits sur
les diverses théories cohomologiques et les isomorphismes de comparaisons. Pour toute
variété Y lisse sur un corps k supposé parfait s'il est de caractéristique positive, notons
Z*Y (resp. A*Y) le groupe des cycles sur Y (resp. 'anneau des cycles sur Y modulo
I’équivalence rationnelle). Supposons Y propre. On utilise les notations suivantes :
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~ Lorsque car(k) # ¢, Hf ,(Y) désigne la cohomologie étale ¢-adique de Y gac.

— Si k est de caractéristique 0, Hig (Y) est la cohomologie de de Rham de Y.

— Lorsque k C C, H}(Y) est la cohomologie de Betti de Y.

— Lorsque k est fini, HZ,(Y) = lim | H (Y/w, k) ® Q avec Wy, (k) 'anneau des
vecteurs de Witt de longueur n et HZ, (Y,w, x)) la cohomologie cristalline de Y
sur W, (k).

Pour ? = «ét, £ », « B », «dR, « cris », soit c%/ I’ homomorphisme « classe de cycles »
de A*Y dans H;(Y) (cf. SGA 41, [BO], [GM] pour les définitions et propriétés de ces
homomorphismes). Ces cohomologies sont des cohomologies de Weil au sens de [K].

Un cycle h € A”(Y x Y) opere sur la cohomologie HY via la classe ¢} *¥ (h) du

cycle h dans la cohomologie HZ"(Y x Y, E) via I'identification :

2r 2dimY
Y xY)=@HI(Y)QH (Y)= @ Hom(HI(Y),HI*"(y))
q=0 q=0

obtenue par la formule de Kiinneth et la dualité de Poincaré. Comme Y est lisse sur k,
I’action des correspondances sur la cohomologie définit un homomorphisme d’algébre

A*(Y X Y) — Endg(H:(Y))

la structure d’algebre sur A*(Y x Y') étant donnée par la composition des correspon-
dances (cf. [Fu2]). On note §¥ cet homomorphisme.
On rappelle que 'on a les homomorphismes de comparaison suivant :

- Betti-Etale. (SGA 4 Exp. XI) On suppose k C C. On a :
ape : Hp(Y) ® Qe = Hg, ,(Y)
— Etale-de Rham. ([F]) On suppose que k est une extension finie de Q.
apdr @ H ,(Y) ® Bar = Hig(Y) ® Bar
— Etale-Cristallin (¢f. [F]) Soit ) un schéma propre et lisse sur O une extension
finie de Z, de corps résiduel k. Soit Yy (resp. Y) la fibre spéciale (resp. générique)
de ).
QEC - Hgt,p(y) & Bcris = Hc*ris(YO) oy Bcris
- de Rham-Cristallin. (¢f. [BO]) Soient K = Frac(O) et Ky = Frac(W (k)) avec
les méme notations
agre © Hig(Y) = Hiio(Yo) @k, K
Ces isomorphismes sont compatibles avec 'isomorphisme de Kunneth, le pull-back, la
dualité de Poincaré et la formation des classes de cycles (¢f. loc. cit. dans chaque cas).
Par conséquent on a aussi compatibilité des homomorphismes d’anneaux 67 pour
? = B, ét,dR, cris avec les isomorphismes de comparaisons ci-dessus.

Pour tout schéma X, projectif de dimension d sur Q, on note Corrg(X), Palgebre
sur E engendrée par les correspondances sur X modulo ’équivalence homologique;;
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c’est-a-dire Corrp(X) = (A4(X x X)/Ker(cy )N A4(X x X)) ® E. La classe d'un
élément h € AY(X x X)® E dans Corrg(X) sera notée [h].

On considere la catégorie Mot des motifs (de Grothendieck) sur Q & coeflicients
dans E. Les objets sont des couples (X, [h]) ou X est une variété projective lisse sur Q
et [h] un idempotent de Corrg(X) (i.e. [h]? = [h]) . Un morphisme de (X, [A]) dans
(Y, [g]) est la donnée d’un cycle C de X xY de dimension dim X modulo I’équivalence
homologique tels que [g o C] = [C o h]. On dira qu'un motif M = (X, [h]) a bonne
réduction en p s’il en est de méme de la variété X. Rappelons comment on définit
les diverses réalisations de M par les diverses théories cohomologiques. Lorsque ? =
« B », «dR », «ét£», on pose Hi(M) = 0X (h)(Hi(X) ® E). 1l est & noter que 05 (h)
ne dépend que de la classe [h] modulo I’équivalence homologique car pour tout cycle
z € A*(X x X), homologiquement équivalent & zéro, on a cx *X(z) = 0 quelque soit
7?7 = B,dR,ét{. Cela résulte de la compatibilité des isomorphismes de comparaison
avec les applications classes de cycles. Soit p un nombre premier de bonne réduction
et soit X un modele lisse sur /Z, de X q,. On note Xy la fibre spéciale de X'. On sait
qu’on a un homomorphisme d’anneaux dit de spécialisation [Fu2, Section 20.3] :

Sp : A*((X X X)/Q ) —_— A*(Xo X X())
Alors, 60 (sp(h)) est bien définie et on pose H i (M) = 60 (sp(h))(Hi,(Xo0)Q E).

Cris
¢ (sp(h)) ne dépende que de la classe [h] vient du fait suivant : Si
z € A*(X x X) est homologiquement équivalent a zéro, comme on l’a remarqué

Le fait que 6%

cris

précédemment on a cdR )/%( ) = 0. D’aprés [GM, Thm B.3.1], on en déduit que
é‘::x‘) (sp(z)) = 0 et donc 629 (sp(z)) = 0. De la compatibilité des isomorphismes
de comparaison avec I'isomorphisme de Kiinneth, la dualité de Poincaré et classes de

cycle, on déduit des isomorphismes :

3) Hp(M) © Q¢ = Hg, ((M)
(4) H:c p(M) ® Beris = chs(M) ® Beris

Pour tout motif M = (X, h), on pose HI(M) = 6% (h)H!(X, E).

Théoréme 2 (Katz-Messing+Faltings). — Soit S 'ensemble des premiers de mauvaises
réductions pour M (i.e. pour X ). Alors pour tout q, le foncteur M — HI(M) prends
ses valeurs dans Cf:’c.

Démonstration. — C’est un fait bien connu et il résulte principalement du théoreme
de Katz-Messing (cf. [KM]) et du théoreme de comparaison entre cohomologie étale
p-adique et cohomologie cristalline de Faltings (cf. [F]). Expliquons toutefois comment
on passe des hypotheéses en caractéristique zéro a celles en caractéristique p du théo-
reme de Katz-Messing dans sa forme originale. On reprend les notations précédentes.
Par les théorémes de changement de bases propre et lisse ¢-adiques et la compati-

s g . PRI Xox X X
bilité des morphismes de spécialisations et de classes de cycle sp, Cét(,)éx O et ci?
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(¢f. SGA 6 Exp. 10 Appendice), on a un isomorphisme de Q-vectoriel
(5) Hg & o(M) = eet o(R)(H, ét, b o(X) @ E) = 0et % (sp(h))(H, e(XO) ® E).

De plus I'action de G, est non ramifiée sur le membre de gauche et I’action de Frob,
sur ce dernier est compatible avec celle du Frobenius absolu ® sur celui de droite. Soit
maintenant ®* le graphe du Frobenius absolu dans Xg x Xy. D’apres le théoréme de
Katz-Messing [KM, thm 2] appliqué au cycle ®* o sp(h) = sp(h) o ®*, on a :

(6) det(T-id —; 625, (h) - (HZ,,(Xo) ® E)) = det(T -id - 0%, (h) - (H{(Xo) ® E))

Y Y cris

En conjuguant (5), (6), (3) et (4), on obtient Qs p(HEH(M)) = Qeris,p(HE(M)) pour

tout nombre premier p de bonne réduction. O

1.4. Pseudo-motifs. — Dans le paragraphe précédent, on a défini une algebre
de correspondance pour une variété propre et lisse X opérant sur la cohomologie
de X. Lorsque X n’est plus propre, il faut faire une hypotheése de propreté sur les
correspondances.

Soient X; et Xo des variétés connexes de dimension d deﬁnles sur K un corps

algébriquement clos et munies de compactifications lisses X1 <2— X et Xy <= Xo.
Soit ¢ un nombre premier différent de la caractéristique de K.

Soit Z C X; x X3 une correspondance irréductible (i.e. une sous-variété fermée
irréductible de X; x Xp). Pour ¢ = 1,2, soit pr; la projection de X; x X3 sur le
i-eme facteur X;. On dit que la correspondance irréductible Z est propre si et seule-
ment si les projections pr;|z et pry|z sont propres. Plus généralement on dira qu’une
correspondance (i.e. € Z*X; x X3) est propre si chacun de ses constituants 1’est.

Soit Z C X; x X3 une correspondance irréductible propre. Comme la composée
Z <« X1 x X2 — X, est propre par hypothése, Pimmersion Z < X; x Xo est propre
et donc fermée. Cette procédure fait de toute correspondance propre de X; x X5 une
correspondance de X; x X . De méme, en utilisant la propreté de la seconde projection,
une correspondance propre de X; X X5 peut se voir comme une correspondance de
71 X Xz.

Pour toute correspondance propre Z = 3. a;Z;, posons |Z| = J, Z;. Si Z est pur
de codimension r, d’apres ce qui vient d’étre dit, on peut lui associer une classe de
cohomologie ¢-adique (cf. SGA 41) ¢(Z) = cX1XX2(Z) € H|Z|(X1 x X32,Qq(r)). Par

ailleurs, pour un tel Z on a
H (X1 x X2,Qe(r) = Hig (X1 x Xz, pr350Qe(r))
car |Z] C X1 x Xo.

Définition 3. — Pour toute correspondance propre Z de X; x X, on définit
la classe de cohomologique f-adique 6,(Z) de Z comme l'image de c,(Z) dans
H* (X1 x X2, pr3jfQe).
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On dira que deux correspondances propres Z et Z’ sont homologiquement équiva-
lente si elles induisent la méme classe. Etant donné les isomorphismes de comparaison
entre cohomologie étale et de Betti, cette notion d’équivalence homologique est indé-
pendante de ¢. On note Corry(X; x X3) I'espace vectoriel sur E des correspondances
propres modulo ’équivalence homologique. On a donc

0 : Corryy(Xy x Xp) —— H*(X1 x X2, pr3jiQe)
Par dualité de Poincaré et isomorphismes de Kiinneth, on a aussi :
H* (X1 x X2, pr5jiQe) = H(X1,Q¢) ® HZ(X2,Qr) = Hom(H; (X1, Qe), HS (X2, Qr))
Si X1 et X5 sont des variétés définies sur Q, on a donc un morphisme FE-linéaire :
0 : Corrg(X; x X2) — Hom(H.(X,, E),H (X2, E))
On vérifie facilement qu’une correspondance de codimension r induit un homomor-
phisme de degré 2(r — d) sur la cohomologie & support propre.

Variante. — On peut voir plus concréetement ’action des correspondances propres
sur la cohomologie de la fagon suivante :

Par propreté de pry|z, on peut définir pri : HI(X1,Q¢) — HI(Z,Q,) Par ailleurs,
pry : H1(X5,Q) — HY(Z,Qy) est toujours bien défini. Soit o« € HI(X1,Qy), 0(Z)-o €
H3(X2,Qy) est défini par :

Trx,(0(Z) - a U B) = Trz(pria U pr;/3)

pour tout 3 € H??~9(X,,Qe(d)) ou on a noté par Tryy : H2H(W,Qu(d)) — Q, le
morphisme trace pour W sur K purement de dimension d (c¢f. SGA 4 Exp. XVIII).
En notant pry, ’homomorphisme de H? (X x X2, pr5j?Qe) dans H* (X5, j2Q,) dual de
pr3 (i.e. tel que Trx, (prox(a)UB) = Try 5 (@Upr3(3)) pour tout B € H" (X2, Qy)),
la description précédente peut encore se récrire :

0(Z) - o = pry.(04(Z) Upri(a))

en voyant pri(a) cette fois comme limage de a par pri : HI(X:;,Q,) —
HI(X1 x X2, Q).

Soient X1, X2, X3 des variétés lisses sur Q munies de compactifications lisses
X1, X2,X3. On peut définir la composition de correspondances propres en utilisant
la théorie de l'intersection. Soient Z C X1 x Xo et W C X3 x X3 des correspondances
irréductibles propres et soit A la diagonale de Xa x Xo. Soit U = Zx WNX; x A x X3.
On peut définir le produit d’intersection (cf. [Fu2, Chap. 6))

(ZXW)~(X1 XAXX;;)EA*(U)

Comme Z — X; X Xg et W — X x X3 sont des immersions fermées, il en est de
méme de U — Z x W — X| x X3 x X x X3. Donc la projection sur les premiére et
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dernieére composantes pry, : U — X; X X3 est propre et on pose
ZoW =prj.((Zx W) (X1 x Ax X3)) € A"(pri4(U))

Cette correspondance n’est définie que modulo I’équivalence rationnelle dans pry,(U)
mais n’importe quel cycle dans cette classe d’équivalence rationnelle définit une cor-
respondance propre. Ceci résulte du :

Lemme 3. — Les projections pr; : U — X5 et pry : U — X3 sont propres.

Démonstration. — En effet, considérons le diagramme ci-dessous dans lequel toutes
les immersions sont fermées.

U(—)ZXX2X730X1XAX73
[
ZXXgﬂXleC——‘>X1XAC—>X1XX2XY2

l@) |

A X1 x Xo

La projection (3) est trivialement propre, il en est donc de méme de (2). (1) étant
propre, par composition avec Z — Xj, on en déduit que pr; : U — X, est propre.
Avec un argument semblable, on montre aussi que pr, : U — X3 est propre. O

Ceci entraine que Z o W est une correspondance propre dont la classe dans
H;r14*(U)(X1 X X3, Q) et donc dans H*(X; x X3, prﬁjf’Qg) est bien définie. Cette
construction définit un produit de composition

Corr (X, x X3) x Corrg (X2 x X3) — Corr% (X x X3)

Pour que ce produit soit bien défini, il faut en fait vérifier qu’il ne dépend que de
la classe de relation homologique des correspondances. Pour cela il suffit de voir que
I’homomorphisme induit par la classe de Z o W vaut 6(Z) o (W). Cela revient apres
un calcul classique a vérifier que :

ce((Zx W) (X1 x Ax X3)) =ci(Z2)@ce(W)Uce(X; x A x X3)

dans H{ (X x X2 x Xo x X3,Qy). Cela résulte du lemme suivant car X; x A X X3
est lisse.

Lemme 4. — Soient S et T deux sous-variétés irréductibles d’une variété X sur K.
Supposons S et X lisses. Alors

ce(S-T) = ce(S)Uce(T) € Hgnp(X,Qr)
via le morphisme U : H3(X,Q¢) ® Hp(X,Q¢) — Hgnr (X, Qy)

Démonstration. — Voir la discussion p. 248-249 de [FC]. |
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On fixe maintenant X une variété algébrique lisse sur Q pure de dimension d
muni d’une compactification projective lisse X < X de complémentaire un diviseur
a croisements normaux. On pose Corrg(X) = Corrg (X x X). D’apres la discussion
précédente appliquée & X = X; = Xy = X3, on voit que Corrg(X) est munie d’une
structure d’algebre pour la composition des correspondances et que le morphisme
E-linéaire

6% : Corr%(X) — Endg(HL (X, E))
est un homomorphisme d’algebres.
Proposition 1. — Soit S Uensemble des premiers de mauvaise réduction pour X . Soit

h un projecteur de Corr%(X). On suppose que pour i € {q — 1,q}, H(0X) est dans
la catégorie C}g’g' alors 0% (h) - HI(X, E) est dans la catégorie C5~¢.

Démonstration. — Ecrivons h sous la forme
() h=>Y [V

ol pour chaque 7, V; désigne une correspondance propre irréductible et soit h’' €
Corr(X) définie par b’ = 3, a;[V;], Vi désignant 'adhérence de V; dans X x X (bien

7

entendu, la définition de h’ dépend de la représentation (x) de h). Comme Corrg(X)
est de dimension finie, il existe un polynome P & coefficients dans E tel que h = P(h’)
est un idempotent dont I’ action sur la cohomologie de X induit une décomposition :

H"(X,E) = 6X(h)H"(X,E) & (id —6X (h))H* (X, E)
pour laquelle le premier facteur (resp. le second) est le sous-espace de H*(X) sur
lequel A’ opere de fagon inversible (resp. de fagon nilpotente).

Considérons maintenant le morphisme canonique j, : H3(X,E) — H*(X, E). Par le
lemme 5 ci-dessous, le diagramme suivant est commutatif :

H!(X,E)—— H'(X,E)
(7) 0X<h>j lﬁ(h')
H:(X,E) — H'(X,E)

Par conséquent, 'image de 8% (h)-H (X, E) par j est contenue dans 0% (h)- H*(X E).
De méme l'image de (id —6X(h)) - H:(X, E) par ji est contenue dans (id — —0%X(h)) -
H*(X, E). La suite exacte longue de restriction au bord
0 — HIY(0X,E) —/——— HI(X,E) — HY(X,E) — HY(0X,E)
induit donc la suite exacte :
0 — Im(69 1) N X (h) - HY(X, E) — 0% (h) - HY(X, E) — 6X(h) - HY(X, E)
— HY(0X,E)NIm(ry) — 0
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Par le théoreme 2, le troisieme terme de cette suite exacte est dans la catégorie Cg’c.

Im(6971) N6X(h) - HY(X, E) et HY(0X, E) NIm(r,) sont respectivement quotient
de H? (X, E) et sous-objet de HY(8X, E). Il sont donc dans C5". Mais ils sont
aussi respectivement sous-objet de HI(X, E) et quotient de H?(X, E). Ils sont donc
dans C3. Par le lemme 1(ii), ils sont donc dans C};’C.

Par ailleurs, comme 09X est un diviseur & croisement normaux dans X ayant bonne
réduction hors de S, on sait par un théoréme de Deligne (SGA 7 Exp. XIV lemme 2.11)
que HI(Xgsc, Q) est non ramifiée hors de S U {¢}. Par le théoréme de comparaison
de Faltings, on sait également que HZ (XQgc,Qp) est une représentation cristalline
de Gg, pour p ¢ S. Donc HY(X, E) et a fortiori §X (h) - HI(X, E) sont dans Cz. En
appliquant plusieurs fois, le lemme 1, on déduit aisément que §* (h)-H(X) appartient
a la catégorie C}g’c. En effet, par ce que 'on vient de dire, le noyau de la derniere fleche
(qui est le conoyau de la premiére) est donc dans la catégorie Cg’c. Puis que le conoyau
de la premiere fleche et Im(5971)N6X (h)-HI(X, E) sont dans C’g’c, il en est de méme
pour 6% (h) - HY(X, E). a

Lemme 5. — Soit Z irréductible et soit Z C X1 x X ladhérence de Zariski de Z dans

X1 % Xa. On note j2 : Z — Z. Soit HI(X;,Qy) 2 HI(X;,Qp) le morphisme cano-
nique induit par le morphisme de faisceau sur X; : j!i@g — Qq. Alors le diagramme
sutvant est commutatif :

-1
H(X1,Q0) —2 H*(X1, Q)

oz @

H? (X2, Q) —2 H* (X5, Q1)

W
. ) W . . .
Démonstration. — Pour tout W <— W purs de dimension d, on a le diagramme
commutatif suivant :

— _ _ Tre
HY(W, Q) © H>9(W, Qu(d)) —— H*(W,Qq(d) —— Q¢
] e 7] |
HI(W, Q) @ H**~ YW, Qq(d))) —— H24 (W, Qe(d)) —>Qe
Soit a € H(X1,Qy), alors pour tout 8 € H?*4~9(X,,Qy(d)), on a donc :
Try, (0(Z) - jla U B) = Trg(prizla Uprsf) = Trz(jZ pria U pry0)
= Trz(prja Uresz pr3fB) = Trz(prja U prjresx, 8)
E' vy, (0(2) - a Uresx, B) = Trx, (26(2) - a U §).

Dot j200(Z) = 6(Z) o j et le diagramme du lemme 5 est commutatif. |
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2. Cohomologie des variétés de Siegel et de leur compactifications

2.1. Rappels et préliminaires. — Soient ' = GSpy, /z et G' = Spy, jz son
groupe dérivé ; on note v le morphisme canonique de G dans G,,, dont G’ est le noyau.
Soient A I'anneau des adeéles sur Q dont on fixe une décomposition A =R x Ay. Soit
Ko le stabilisateur du morphisme de groupe défini sur R h: C* — G(R)

. zl, yl
h(x—i—zy):(_ylg a‘lg>'
g Tlg

Pour tout sous-groupe net ouvert compact U C G(Ay), on considére le modele cano-
nique My 7 /q défini sur Q de la variété de Shimura dont les points complexes sont
donnés par

My0(C) = GQ\G(A)/U. Ko

Soit Agu — Mgy la variété abélienne universelle de dimension relative g et soit
A;,U le produit fibré s-ieme de A,y avec elle-méme au dessus de My ;. Pour tout n
un entier naturel, soit U(n) le sous-groupe ouvert compact de G(Ay¢) constitué des
éléments entiers congrus a 1z, modulo n. On note My » 0 = My (n)/0-

Par les travaux de Ash, Mumford, Rapoport et Tai(cf. [AMRT]) et Pink [P], il
existe des compactifications toroidales projectives lisses Mg,n/@ et ;Fg,n/Q respecti-
vement de My, et A7 . Au début des années 90, Faltings et Chai en ont construit
des modeles lisses définis sur Z[1/n] et de complémentaire un diviseur & croisements
normaux relatif. De plus, ils montrent qu’il existe un schéma semi-abélien G, ,, défini
sur M, ,, prolongeant le schéma abélien universel A, .

Soit S, I’ensemble des nombres premiers divisant n. Le but de cette section est de
prouver le théoreme suivant :

Théoréme 3. — Soient s, g et n comme ci-dessus. On suppose que pour tout entier
r <g, H*(A;1], E) est un objet de Com®, alors il en est de méme de H*(OZZ’H)

Le corollaire ci-dessous donne le critere permettant d’appliquer la proposition 1
pour démontrer le Théoreme principal de cet article.

Corollaire 3. — Pour tout entier s, H*(OZ;") est dans Cor &'

Démonstration. — Il suffit de vérifier les hypotheses du théoreme dans le cas

g = 2. Soit Ay, A, M ,, la courbe elliptique universelle au dessus de la courbe
modulaire ouverte avec structure de niveau m. On a la suite spectrale de Leray
H' (M, ,, R’ f.Q) = H"" (A3 ,, Q) qui dégénere en Ey, de sorte que 'on a un filtra-
tion sur HP(Aj ,,) avec des quotients de la forme a H' (M, ,,, Sym?(R' f.Q)(i+q —p)).
Chacun de ces espaces a un gradué qui est une somme directe de réalisation de motif
de Scholl (¢f. [Sc]) (associé a des formes modulaires cuspidales donc de rang 2 et
irréductibles) et de motifs de rang 1 définis sur Q, d’ou le résultat. O
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2.2. GJ,-torseurs et plongements toriques. — On commence par le lemme élé-
mentaire suivant :

Lemme 6. — SoitY une variété sur Q et soit G un G}, -torseur surY pour la topologie

étale. Supposons que H:(Y) est dans Cg’gr, alors il en est de méme de H(G).

Démonstration. — On montre ce résultat par récurrence sur r. On fait agir de facon
évidente G7, sur G, x {0}, et on définit le produit contracté G’ = (Gl ' x{0})x®nG.
Alors G est un G,, torseur sur G’ dont on note f le morphisme structural.

Sous-lemme. — RIfiQ, = 0 pour q # 1,2, R* fiQ; = Q¢ et R2fiQ, = Qu(—1).

Démonstration du sous-lemme. — Posons G = A! x€m G en considérant G comme
un G,,-torseur sur G’ ; G est un fibré en droites sur G’ et le complémentaire de G dans
G est donné par la section zéro de G’ dans G. En d’autre terme on a le diagramme :

\ lﬂ/ '
moi moj
GI
On a la suite exacte longue correspondante de cohomologie étale ¢-adique :
(8) -+ — R (w0i)Q¢ — RY(m 0 j) Q¢ — RIMQ, — R(m 0 i)Qy

Comme un G,,-torseur est localement trivial pour la topologie étale, G est localement
isomorphe & A! au dessus de G’. Comme A! est acyclique, nous en déduisons que
RImQ, = 0 pour ¢ # 2. Par ailleurs, pour des raisons de dimension les foncteurs
images directes supérieures R? dans la suite exacte (8) sont nuls pour ¢ > 2 et sont
isomorphes au faisceau Q¢(—1) pour ¢ = 2 par dualité de Poincaré. On obtient donc
que R9(m o 3),Qy est trivial pour ¢ # 1,2 et on a R (7 0j)1Qp = Qg et R%(m05)1Qr =
Qe(-1). O

Pour terminer la preuve du lemme, notons que G’ est un G’ '-torseur sur X. On
en déduit donc par I’hypothese de récurrence que HE(G’, R? fiQ) est dans la catégorie
Cg’gr. On conclut en appliquant le lemme 2 (ii). O

On déduit de ce lemme un corollaire sur les plongements toriques. Soient T' = GJ,,,
M = X*(T) = Homgpa1(T,Gr) = Z" et N = X, (T) = Homgp-a1(Gyn, T') (le Z-dual
de M). Soit ¥ une décomposition en cdnes rationnels polyédraux (c¢f. [Ful] pour la
définition précise) d’'un cone fermé convexe C' de Ng = N ®z R. On note 7 < ¢ pour
dire que 7 est une face de ¢ (i.e. 7 C 7). Pour chaque o, on a un plongement torique
affine :

T = Spec(Z[N]) — Spec(Z[N Na"]) = T,
avec 0¥ = {n € Ng | n*(n) > 0Vn* € o}. Ces derniers se recollent en un plongement
T — T avec une action de T sur T% prolongeant celle sur 7. De plus, on a une
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stratification naturelle. Elle est donnée par la décomposition en T-orbites qui est
indexée sur les cones de la décomposition :

Tg=|_|ZU

oED

oll pour chaque o, Z, est localement fermée et Z, = Spec(Z[N N ot]) est un tore

. « r—di
isomorphe & G, im(e)

Soit H un groupe opérant linéairement sur N. Cette action se transporte en une action
sur Y et on suppose la condition d’admissibilité :

(F) ¥ admet un nombre fini d’orbites sous H.

Pour A un sous-ensemble de X stable pour l'action de H, posons Wa = | |,ca Zo C
Ts. Le corollaire s’énonce :

Corollaire 4. — On conserve les hypothéses et notations du lemme précédent. On
suppose que H*(Y, E) est dans la catégorie Cg’gr
H: (G xT (Wa/H)).

, alors il en est de méme pour

Démonstration. — Soit A,, C A le sous-ensemble des cones de dimension supérieure
ou égale & m contenus dans A. Rappelons d’abord (¢f. [Ful]) que pour o € X ’adhé-
rence de Z, est donnée par Z, = J,, , Z. Par conséquent X,,, = G xT (Wa,,/H) est
un sous-schémas fermé de Xo = G x7 (Wa /H) et lorsque m varie, on a une filtration
décroissante Xo D X1 D -+ D X,41 = &. De plus, pour tout m,

X — Xmy1 = || axtz,
TEAm—Am41)/H

est une réunion finie disjointe topologique de GJ ™-torseurs sur S. Par le lemme
précédent, H?(X,, — X,m+1) est donc dans la catégorie Cg’gr pour tout m. Par le
lemme 2.(i) on conclut que H(Xo) = H:(G xT (Wa/H)) est aussi dans Cg’gr. a

2.3. Compactifications toroidales. — Dans ce paragraphe, nous isolons les ré-
sultats de [FC] qui nous seront utiles. Afin de faciliter les références, on reprend les
notations et terminologies des chapitres IV et VI de loc. cit. a 'exception pres que
nous notons Mgy ,, le schéma de module des variétés abéliennes de dimension g muni
d’une structure principale de niveau n au lieu de Ay ,, comme dans loc. cit.

Afin d’utiliser les résultats du paragraphe précédents, nous allons dégager une
stratification du bord de Z;n par des G¢,-torseurs. Soit D,. le lieu des points de M ,,
au dessus desquels la variété semi-abélienne universelle G , est de rang torique r. On

pose
D, = U D;

gzizr
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Par la semi-continuité supérieure du rang torique, on voit que D, est un sous-schéma
fermé de My(n) (en fait, c’est 'adhérence de Zariski de D, mais on n’utilisera pas ce
point). On a M 4(n) = D1 et Dy = Mgy(n).

Pour tout Z-module libre de rang fini Y, on note Y* = Hom(Y,Z), Yr = Y ®z R,
B(Y) le réseau des formes bilinéaires symétriques entieres définies sur Y et S?(Y) le
carré symétrique de Y (isomorphe au Z-dual de B(Y)). Soit C(Y) (resp. C(Y)°) le
cone de B(Y )r des formes positives (resp. définies positives) dont le radical est défini
sur Q.

On pose X = Z9 et on munit X & X* de l'accouplement symplectique
(z+x',y+y') = v'(z)—'(y). On fixe ¥ = B(X) une décomposition GL(X )-admissible
lisse de C(X) en cones rationnels polyédraux (un éventail GL(X )-admissible) a la-
quelle est associée la compactification toroidale My . Soient X, un facteur direct
totalement isotrope de rang r de X @ X et E¢ = B(X¢) ®z Gy /z. L'éventail ¥ induit
un éventail ¢ de C(X¢) C B(X¢)r = X.(E¢)r auquel on associe un plongement to-
rique E¢ < E¢. Soit We la réunion des E¢-orbites correspondant aux cones contenus
dans C(X¢)° (i.e. We = | ,ec(x,)o Zo cf. notations du paragraphe 2.2).

Proposition 2. — D, est une réunion disjointe topologique de sous-variétés (non ca-
noniquement) isomorphes a

(9) e x 8 W/ GL(X¢)(n)

ot Z¢ est un E¢-torseur sur S¢ = Hom(X¢, Ag—rpn) = Af_p 0U Ag_rp désigne la
variété abélienne universelle de dimension relative g —r sur Mg_, n et GL(X¢)(n) =
Ker(GL(X¢) — GL(X¢/nXe)).

Démonstration. — C’est une conséquence de la construction de [FC]. Voir la discus-
sion précédant le Théoreme IV.6.7 et le Corollaire IV.6.10. O

Maintenant on décrit la stratification du bord de 62;,1. Soient ¥, un éventail
GL(X) x (X*)*-admissible lisse de

Co(X) ={(b;11,...,ls) € C(X) x (Xg)° Ker(l;) D rad(b)}

adaptée & X (cf. [FC| p.96 et p.195-96) et auquel est associé la compactification
toroidale Z;,n. Pour tout X¢ comme dans (9), on note £5(X¢) la décomposition induite
par X sur Cs(X¢). Soient Fy = (SQ(Xg) X Xg) ®z G et Fr — E le plongement
torique correspondant & ¥,(X¢). Soit u la projection canonique de B(X)g x (X3)® sur
B(X)g. Cette derniére induit un morphisme p¢ de B(X¢)r x (Xf ®@R)® sur B(X¢)r et
le morphisme canonique de F¢ dans E; se prolonge en un morphisme de plongements
toriques tel que le carré suivant soit commutatif.
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Fg—)Eg

|

Fe—— E¢
Soit A¢ I’ensemble des cones 7 de X,(X¢) tels qu'il existe o € 3(X¢) tel que ,ufs (ot) C
71, Alors on a :
(10) We xg, Fe= | 2
TEA:

Cela résulte du lemme suivant :

Lemme 7. — Soit ¢ un morphisme entre tores déployés Ty — Ta. Soient pour i = 1,2
X; = Homgpa1 (G, T3), £i un éventail de X; @ R et T; — T; le plongement torique
correspondant. Soit ¢* : X1 — Xo le morphisme induit par ¢, on suppose que pour
tout come o € X1, ¢'(0) est contenu dans un céne de Lo. Alors ¢ induit un carré
commutatif

Tl ——>Tl

||

T2 _——)TQ

de plus pour tout céne o € X3, on a

Tl— XTz ZU = U Z-,-
¢ (ot)Crt
Démonstration. — La premiére partie du lemme est triviale. Pour la seconde, on

remarque que ’action de T} sur T, laisse stable Ty X7, Z, et on observe la décompo-
sition de T} X, Z, en orbites sous 'action de T3. Si Z, est 'une d’elles, ¢ induit un
morphisme :

Spec(Z[Y; N 71]) — Spec(Z[Y; N o))
avec Y; = Homgp a1 (T, Gyn) = Homgz(X;,Z). On a donc ¢t(ot) c Tt O
Soit Tg = X¢ ®2 Gy, Il y a une variété semi-abélienne G¢ sur S¢ de partie abélienne
Ag—rnys. et de partie torique isomorphe a T¢ /g, i.e. telle qu'on ait la suite exacte :
0 — T — G — Ag—r,n/SE — 0

Ge¢ est universelle au sens que toute variété semi-abélienne de rang torique r est
un pull-back de G¢. On considere alors Z¢ = Gg X5, Z¢. C’est un Fg-torseur sur

Asrnyse(Z AT L aien)-
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Proposition 3. — 71;’” XAy D, est une réunion disjointe topologique de sous-variétés
non canoniquement) isomorphes a
q
(11) 2t x™ (|| 2-)/GL(Xe)(n) x n- X§
TGAg

Démonstration. — Cela résulte de la construction de A5, [FC, Ch VI] et de la dé-
composition (10). O

Corollaire 5. — Soit v > 1. Supposons que H* (AT ) est un objet de Cg"'gr. Alors
H;(A x77, . Dr) est dans la catégorie corer.

Démonstration. — Cela résulte de la Proposition précédente. 11 suffit d’appliquer le
corollaire 4 avec Wa = Wa, = UTGAE Z, Y = A5+T o), T =Fg = :,f+r(r+1)/2,
H = GL(X¢)(n) x n- X¢. O

La preuve du Theoreme 3 s’obtient en apphquant le lemme 2 & la stratification
A n X1 (n)Dl DA n X371 (n)DQ DA XMg(n)D O

3. Représentations cuspidales pour GSp,, /q

3.1. Rappels sur les correspondances de Hecke. — Soit v € M2gx2g(2) al
GSpyy(Ay). Soit Isog, ,, , /@ = Mg,n X Mgn/q la correspondance de Hecke classifiant
les isogénies ¢ : A — A’ entre variétés abéliennes (de caractéristique zéro) principale-
ment polarisées de dimension g telles que pour tout ¢, le morphisme entre les modules
de Tate ¢p : Ty(A) — Ty(A’) soit équivalent & v (i.e. dont la matrice dans des bases
symplectiques appartient & la classe double GSp,(Z;)y GSp,(Z¢) en prenant sur les
modules de Tate 'accouplement symplectique induit par ’accouplement de Weil et
la polarisation principale). La correspondance Isog, ,, ., peut se décrit aussi de la fa-
¢on suivante. Soit U = U(n). La multiplication & droite par 7, induit un morphisme
v : My \uyy-1(C) — My u(C) qui est en fait défini sur Q. Isog, , . est I'image dans
Mgy x My v g de Mg ynyuy-1 /0 Par id Xl

On définit également une correspondance Ry ,, . /g sur A; ,, /. L’homomorphisme
~f définit un morphisme qu’on note de la méme facon entre les produits fibrés des
variétés abéliennes universelles.

Y A0/ — Agy-1uy/0
Alors R ,, . /@ est défini comme I'image canonique de (1 x ’Vh)*AZ,UMUT'/Q dans
Ay, X A7 . Les correspondances que nous venons de définir sont propres au sens du
paragraphe 1. Soit Hy(n) lalgebre de Hecke abstraite engendrée sur Q par les classes
doubles U(n)yU(n) avec v € G(Ay). Il est facile de voir que U(n)yU(n) — Isog, ,, .,
(resp. U(n)yU(n) — R; , ) définit des homomorphismes d’algebre de Hy(n) dans
Corrg(Mg,n/q) (vesp. de Corrg(4j ,,/q))-
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Soit f¢ la projection canonique de A3 /M, Sur Mg, On a la suite spectrale de
Leray :

B = HP(Mg,ngee, Rf1Qe) = HIVI(A] , jgee, Qo)

Il est facile de vérifier que I'action de Isog, ,, ., sur les termes ED? de la suite spec-
trale induit une action sur son aboutissement qui coincide avec ’action de RS sur

g,n,y
HP+q(Ag n/@ac 3 Qe)

3.2. Découpage du poids. — Nous commencons par des préliminaires sur les
correspondances relatives. Soit 1" une variété définie sur Q et Y un T-schéma lisse de
type fini de dimension d tel que le morphisme structural Y 4,7 soit propre et plat.
Soit Z < Y une immersion fermée tel que Z,r soit plat de codimension r. On sait
qu’on peut définir la classe ¢} (Z) € HZ (Y, Q¢(r)). Par ailleurs, comme R?" f,Qq(r))
est le faisceau associé au préfaisceau V — H2?"(f~1(V),Q(r)), on a un morphisme
canonique de H?"(Y,Q¢(r) dans HO(T, R?" f,Qq(r)). On pose la définition suivante :

Définition 4. — La classe relative (& T') de Z dans Y, notée Ce (Z) est 'image de
ce(Z) par le morphisme canonique H2"(Y, Qq(r)) — HO(T, R?" £, Qq(r)).

Cette définition se justifie de la fagon suivante. Soit ¢ un point géométrique de T'.
On note Y; et Z; respectivement les fibres de Y et de Z au dessus de ¢t. On a le
diagramme commutatif :

HZT(Ya QZ(T)) —__> HZT )/MQZ T))

| |

HO(T, R £.Qu(r)) —2 B2 £.Qu(r)s
et on a
vi(ce(Z) = (e} T (2)) = ¢} (Zy)

Une correspondance relative irréductible sur Y, 7 est un sous-schéma fermé irréductible
Z,r plat sur T'de Y xr Y de codimension r. Comme Y est propre sur T', Y X7 Y —
Y X Y est une immersion fermée. Ainsi Z est aussi un sous-schéma fermé de Y x Y
dont il n’est pas difficile de voir que c’est une correspondance propre au sens du

paragraphe 1.4. De plus via sa classe relative cz/xTY/T(Z) et I'isomorphisme

HO(T, R (f % ).Qe) = Hom(R' f., R0~ )

la correspondance relative Y,z définit un homomorphisme R®f, — Re+20r=d) £ Par
ailleurs, comme Z est une correspondance propre de Y xY (au sens du paragraphe 1.4),
Z définit un morphisme 6,(Z) : H*(Y,Q;) — H*T2'=4)(Y,Q,). Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier le lemme suivant.
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Lemme 8. — Avec les notations précédentes, les morphismes définis ci-dessus in-
duisent un morphisme sur les suites spectrales de Leray :

HP(T, Rf.Q) — HP(T, R~ f,Q,)

qui induit le morphisme 0¢(Z) : HPTI(Y,Qp) — HPTIH2(r=d (Y, Qy) sur leur aboutis-
sements.

Nous sommes maintenant prét pour définir une correspondance relative dans le
produit fibré de la variété abélienne universelle permettant d’isoler les faisceaux (irré-
ductibles) localement constants de la variété de Siegel. On fixe A = (a1,...,a4;¢)
avec a;,c € Z. A détermine un poids dominant de G = GSpQg sia; =2---2ay>0et
a1+ - -+ ay = ¢ modulo 2 de la facon suivante. Soit 7' C G le tore diagonal. On pose

. —1 —1 _a a c—Y,.ai)/2
A(diag(zy,...,xg, 227 ", ..., 22, ")) = ] ---acgyz( 2 ad)/

Soit Ly la représentation irréductible de plus haut poids A. L, définit un systéme
local admissible Ly (au sens du paragraphe 1) sur My y.

Dans la suite, on suppose que ¢ = aj + - - - + a4, ce qui n’est pas restrictif quant an
résultat final (il suffira de faire une torsion a la Tate). Le but de cette section est de
démontrer la proposition suivante.

Proposition 4. — Pour tout U C G(Ay) ouvert compact, il existe une correspondance
propre ey € Corrg(uvAy) tel que ex - R*f°.Qp = Ly(Qy). i.e. exR'fiQe = Ly (Qy)
lorsque i = s et 0 sinon.

Démonstration. — Soit St = L(1,0,...0,1)(Q) la représentation standard de rang 2g de
GSpy,. On note (,) : St ® St — Q P'accouplement symplectique symplectique sur St.

Choisissons s = sy = Y., a;. Alors Ly est un facteur directe de ®°St en tant
que représentation algébrique de G. On va voir qu’il existe un idempotent E, €
End(A*(St®)) dont I'image est exactement Ly. Il est construit & partir des éléments
des types suivants :

(i) (Multiplications) Pour une famille de nombre entiers non nuls n = (ni,...,ns),
soit [n] = [n1] ® - - - ® [ns] € End(®® St) o [n;] désigne la multiplication par n; sur la
i-éme composante de ®° St.

(ii) (Permutations) Pour toute permutation o des entiers {1,..., g}, soit ¢, I'en-
domorphisme de St®" obtenu par permutation des composantes selon o.

(iii) (Contractions) La construction suivante est due & H. Weyl. Pour chaque paire
(p,q) d’entiers tels que p < g, on considére I'homomorphisme 1), , : ®° St — ®°72 St
défini par

U1®"‘®US'——>(Up,’Uq>v1®"'®@®"'®@®"'®US

et soit ¢p, 4 la fleche duale ®°~2 St — ®° St apres avoir identifié V et son dual via (, ).
Soit =3 Wpaet®=3 _ ¢pq OnaWod=g-id. Donce, =id—1/g- o ¥
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est un idempotent de End(®°® St) et

ey ®° St = Stls) = N Ker(vp,q)
p<q

On traite d’abord le cas A non trivial (i.e. A # (0,...,0;0)).

Choisissons n tel que les n; soient premiers entre eux deux a deux et posons s, =
_91_! >.[n7%]. le sous-espace propre (généralisé) de A* St* de s, pour la valeur propre
II;n; est ®° St. Il existe un polynéme P & coefficients rationnels tel que si e, = P(sp)
alors e, - A*(St®) = ®° St.

Puisque les permutation du (ii) commutent avec les contractions i, 4 et ¢p 4, elles
commutent avec e, . D’aprés Young, il existe un idempotent d) dans 'algebre du
groupe sur Q des endomorphismes de permutations (¢s)ses, tel que Ly = dy sté®)
(cf. [FH, Th 17.11]). Soit Ex = dj o e(s) © €[], c’est trivialement un idempotent de
End(A* St*) ayant pour image L.

Lorsque A est trivial, on prend s = 1 et on prend Ey = (2 — [2])/2. On vérifie
immédiatement que Ey - A*'St =Q = Lgsii=0et 0sii=1.

Passons maintenant & la construction de ey. On s’inspire de [FC, p.235]. On a
R* f5.Qe = AR (£:Qp)® et la fibre de R!(f.Q¢)® en un point géométrique x est cano-
niquement isomorphe au module de Tate Vy(A,) = Te(A2) @ Qe = St(Qy) de la variété
abélienne classifiée par z. Plus précisément, on a méme R!(f,.Q,) = St(Qy). D’apres
la discussion précédente, il suffit donc de construire des correspondances relatives de
Ag v /Mm,, qui induisent les homomorphismes du type (1), (ii) et (iii) ci-dessus sur la
fibre A°*V,(A.)%. On prend les correspondances suivantes :

(i)’ Soit Z, le graphe de l'isogénie de A;,U définie par la multiplication par n; sur
le i-éme facteur.

(ii)” Soit Z, le graphe de l'automorphisme de A7 ;; défini par permutation des
facteurs de A3 ;; suivant o.

(iii)” Soit P le fibré de Poincaré sur A;U et soit ¢;(P) sa classe de Chern dans
A (A2 ). Soit pr,, . = A3, — A2, la projection sur les composantes p et g. Soit
0: A;’U e A;,U X M
plat, on peut poser

U A;U le plongement diagonal. Comme ¢ est propre et pr,, , est

Apq = O« (Pr;,q c1(P))

C’est une correspondance de codimension dim(A; ;;) + 1; elle induit donc une action
de degré 2 sur la cohomologie. Par la formule de projection, on vérifie facilement que
Paction de A, , sur la fibre de A*V;(A;)® revient & prendre le cup-produit (dans les
facteurs p et ¢) avec la classe de Chern dans H?(A,; x Az, Q) du fibré de Poincaré
sur A, x A;. Comme cette classe correspond a la forme (,) : Vi(A;) ® Ve(4y) —
Q¢ induit par I'accouplement de Weil sur V;(A4, x A;) (cf. par exemple [M, lemma
16.7]), la restriction & ®°V;(A,) de cette action correspond donc & ’homomorphisme

Pp,q-
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Soit AP, C Aj v XM, v Ay le plongement diagonal de A;’_UQ sur les s — 2
composantes hors de p et g et soir Pry la projection de Ag; X, A sur le

premier facteur. On pose :
’ * -1
Bpq = Ag—qz - (Pr] (prp,q* C1 (P)Qg )
Cette correspondance est de codimension dim(Aj;;) — 1 et elle induit donc une
action de degré —2 sur la cohomologie. Comme c;(P)?9~! est dual de c;(P), on
voit, facilement que l'action de B, 4 sur ®°V;(A;) correspond & I’homomorphisme
Yr.g-

On peut maintenant composer ces correspondances et définir un idempotent ey
gréace a la discussion précédente. C’est une correspondance relative dans A7 ; X,
, .

Agu/Mgu. O
Remarque. — Voir lappendice 2 de [MT] pour une construction sur Z, de cette
correspondance.

3.3. Démonstration du théoréme 1. — Soit 7 une représentation cuspidale de

GSpy, /@ de poids cohomologique A. Soient S; I'ensemble des places de ramification
de 7 et E, le corps engendré par les valeurs propres des opérateurs de Hecke aux
places v ¢ S agissant sur 7V pour U minimal tel que 7V # 0. Soit

HZ(Mgv Ly) = li_r_?nHZ(Mg,w Ly)
et soit
Vi = Homga,)(ms, H: (Mg, LA(Ex)))
C’est un éléments de Cg, de dimension m(wy) la multiplicité de 7. Notre résultat
principal est le suivant :

Théoréme 4. — Soit 1 comme ci-dessus. Supposons que les hypothéses du théoréme 3
sont satisfaites pour g et pour tout n tel que 7™ £ 0. Alors V, est un objet de
Cg’;’c ayant bonne réduction aux places de non ramification de w.

Démonstration. — Pour tout entier n soit S, l’ensemble des premiers divisant n.
Nous montrons que V, ®g_ E est un objet de Cf;"_c pour tout n > 3 tel que 7 soit
de niveau n (i.e. tel que 7V(™ £ 0) et E un corps de nombres assez gros contenant 7
et dépendant de n.

Fixons un entier n tel que 7 soit de niveau n. Soit R I’ensemble des représentation
automorphes cohomologique 7’ de niveau n et de poids A intervenant dans A* St°
avec s = sy siA #0et s=1si A =0. Cet ensemble est fini; il existe donc un corps
de nombres E contenant E, et tel que 7’Y(™) ait une structure E-rationnelle quelque
soit m € R. De plus il existe hz, € Hqy(n) ®g E tel que pour toute représentation
n' € R, h, agisse par l'identité (resp. par zéro) sur 7'V(") si et seulement si 7/V(") 2
7V (resp. 7'V 2 V(M) Soit e,, 'image de hr, dans Corrp(AS,,). On pose

a,n
€r = €x-ex, € CorrE(A;,n); c’est un idempotent. En effet, e, commute avec ey
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puisque I'action de ey vaut I'identité ou 0 sur les sous-espaces stables par e,,. Par la
suite spectral de Leray, on a donc :

EP? = en HY (Mg p jgac, R1f;Qe) = e,,.H}:’*q(A;,n/@ac,Qg)

Par ailleurs, par la propriété vérifiée par ey, on a EY'? = 0 sauf si ¢ = s. Donc la suite
spectrale dégénere en Fs et on a :

en - (HEY* (A 1 jgue, Qo) ® E) = e - (HZ (Mg, jgue, R°f2Q) ® E)

avec m(ﬂ'?(")) la multiplicité de ﬂ';](n) dans HZ(Mgyn, LA(C)). Comme A7, admet

une compactification projective lisse et ayant bonne réduction en dehors des premiers

divisant n et dont la cohomologie du bord appartient a la catégorie an-gr d’apres

nos hypotheses et le théoréeme 3, on peut appliquer la Proposition 1 pour déduire que
er - HPT* (A7 ., E) est dans la catégorie Cy°. Le théoreéme résulte donc de (12). O

(12)

Corollaire 6. — Soit m une représentation cuspidale cohomologique irréductible de
GSp,4(A). Alors V. est dans la catégorie Cg’;_c.

Démonstration. — Cela résulte du théoreéme précédent et du corollaire 3. O

Remarque. — On n’utilise pas ici 'existence de p,. Dans [U2], on utilise ce résultat,
pour construire pr, lorsque m est ordinaire en p grice aux résultats de Laumon
[L96, L05] et Taylor [Ta93|.

Soit maintenant p, = {pr ¢}e le systéme de représentations ¢-adiques construit par
Weissauer. Par la construction de Weissauer (cf. [W1, W2, W3|), si m n’est ni CAP
ni endoscopique, on a pour tout £.

(13) ((Vw ®@Z)Ss)2 =M - Pre

Le Théoréme 1 de | ’introduction est donc prouvé. Les cas CAP et endoscopiques se
déduisent du résultat pour GL(2) connu par Scholl.

3.4. Démonstration des Corollaires. — Dans ce paragraphe, on admet que la
représentation galoisienne p, , existe. On conserve les notations de la section précé-
dente. On note 7y et moo respectivement les parties finie et archimédienne de 7. On
suppose que 7 est de poids cohomologique (a, b; —a — b). Les poids de Hodge-Tate de
la restriction de prp & Gg, sont contenus dans {0,b+ 1,a + 2,a + b + 3}; Soit 7/
(resp. 7)) la représentation holomorphe (resp. générique) dans le méme paquet local
que Too. Alors 7wy @ m (resp. mp @ 7' est automorphe si et seulement si 0,a+b+ 3

(resp. b+ 1,a + 2) sont des poids de Hodge-Tate pour pr, (cf. [Ta93]).

Démonstration du corollaire 1. — On suppose que 7 est stable & l'infini, donc tous
les poids de Hodge-Tate possibles apparaissent. On considere d’abord le cas ol 7 est
ordinaire en p pour le parabolique de Siegel. Par définition, les pentes du polygones
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de Newton de Qr ,(X) sont 0,t,a+b+3 —t,a+b+ 3 (cf. [TU]). Par le théoreme 1,
c’est aussi le polygone de Newton du polynoéme caractéristique du Frobenius cristallin
agissant sur Deis(pr,p). On voit que pour que le polygone de Hodge soit en dessous du
polygone de Newton, il est nécessaire que 0, a + b + 3 soient des poids de Hodge-Tate
de prp. Dans ce cas, les polygones de Hodge et Newton ont les sommets (1,0) et
(3,a+ b+ 3) en commun. D’ou la premiére partie du corollaire 1. La seconde partie
se démontre comme dans [TU] Prop. 7.1. d

Pour démontrer le corollaire 2, il suffit d’adapter la preuve du Théoréme 3.4.3 et
du corollaire 3.4.5 de [U1] dans lesquels on avait utilisé ’ordinarité du « Theta lift »
de o a GSp, pour le Borel. En fait, 'ordinarité pour le parabolique de Siegel suffit ;
elle entraine par la premiere partie du corollaire 1, I’existence d’une droite stable dans
Indg"i pe ®M; ici n est un caractere quadratique associé au « Theta lift » (¢f. loc. cit.)
construit dans [HST]. On en déduit facilement ordinarité de p, . O
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