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DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES
SUR DES CORPS LOCAUX

par

Juan Rivera-Letelier

Em homenagem a Jacob, na acasiao de seu seragésimo aniversdario.

Résumé. — Soit p > | un nombre premier, Q,, le corps des nombres p-adiques et soit
Cp la plus petite extension complete et algébriquement close de Qp. Ce travail est
consacré a I'étude de la dynamique des fonctions rationnelles sur la droite projective
P(Cp).

A chaque fonction rationnelle R € Cp(z) on associe son domaine de quasi-pértodicité,
qui est égal a 'intérieur de I'ensemble des points dans P(C,) qui sont récurrents par
R. On donne plusieurs caractérisations du domaine de quasi-périodicité et on décrit
sa dynamique locale et globale.

On montre que les composantes du domaine de quasi-périodicité (qui sont les ana-
logues p-adiques des disques des Siegel et des anneaux de Herman) sont des affinoides
ouverts (c’est-a-dire que leur géométrie est simple) et on décrit la dynamique sur une
composante donnée.

Jomme dans le cas complexe on a une partition de la droite P(C;) en I'ensemble de
Fatou et I’ensemble de Julia. Par analogie au cas complexe on fait la conjecture de
non-errance suivante : tout disque errant est attiré par un cycle attractif. On montre
que ceci a lieu si et seulement si tout point dans 'ensemble de Fatou est soit attiré
par un cycle attractif, soit rencontre le domaine de quasi-périodicité par itération
positive.

Introduction

Ce travail est essentiellement ma these de doctorat, laquelle a été soutenue a Orsay
pendant 'année 2000.

Soit p un nombre premier et @, le corps des nombres p-adiques. Ce travail est
consacré a I'étude de la dynamique des fonctions rationnelles a coefficients dans des
extensions de Q.

Classification mathématique par sujets (2000). — 32H50, 37F10, 14G20, 39B12.
Mots clefs. — Systemes dynamiques, théorie itérative, corps locaux, quasi-périodique.

Je remercie la Fundacion Andes, Beca Presidente de la Republica de Chile et la Fundacién Rivera
Letelier pour son soutien financier.
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148 J. RIVERA-LETELIER

Iy a des questions en théorie des nombres qui sont reliées aux systémes dynamiques
et les gens ont étudié, plus ou moins implicitement, des systémes dynamiques depuis
longtemps. Par exemple, la définition de la fraction continue d'un nombre réel est
reliée a I'itération de I'application de Gauss x — 1/x — [1/x]. Notamment on a la
relation suivante entre la théorie des courbes elliptiques et T'itération des fonctions
rationnelles. On considere une courbe elliptique

E:y*=a0"4+ar+b.

olt a et b appartiennent a un corps de nombres I\ (extension finie des rationnels).
Pour toute extension L de A I'ensemble E(L) de points dans £ a coordonnées dans
L a une structure de groupe abélien, avec O = (oc, ) comme élément neutre. Cette
structure est définie par,

(0. y0) + (r1 1) = (A =g — 21 AN — 2 — 1) + v)

ot A = (y1 —yo)/(r1 — ) sty # xp ot A= (Bud+a)/2y0 sty = 2y et v =
Yo — Arg = y1 — Ary. Géométriquement la somme de trois points est égal a O si et
seulement si les trois points sont colinéaires. On dit quun point de E est de torsion
s1l existe n > 1 tel que
mpPp=°rP+---+P=0.
n

Ceci a licu si et seulement si I est pré-périodique pour application de doublement
P — [2]P. c’est-a-dire qu'il existe k = 0 et [ > 1 tels que [2¥]P = 2] P. La premiere
coordonnée de application de doublement est donnée par
r) = 2ax] — 8bay + a?

A+ darg + 40

(2o y0)) =

qui ne dépend que de . On voit alors quun point (. y) de £ est un point de torsion
si et seulement si a est pré-périodique pour cette fonction rationnelle de degré 4. Ainsi
I'étude des points de torsion A -rationnels d'une courbe ellipticue est étroitement reliée
a I'étude des points pré-périodiques sur k' d'une fonction rationnelle.

Il v a beaucoup de résultats dans ce dernier contexte: on renvoie le lecteur aux
références de [MS2] et [Be]. Northcott a montré une propriété fondamentale :

Théoreme (Northcott [No]). Soit W un corps de nombres. Alors toute fonction ra-
tionnelle a cocfficients dans K. de degré au moins deux. a un nombre fini de points
pré-périodiques sur la droite projective P(I).

Ce théoreme vaut en dimension quelconque: voir aussi Lewis [Le]. On donne une
nouvelle démonstration de ce théoreme (en dimension 1) dans un cadre légerement
plus général (Section 4.5).

Morton et Silverman ont conjecturé qu'il existe une borne pour le nombre de points
pré-périodigques qui ne dépend que du degré de [ : Q] de A et du degré de la fonction
rationnelle ; voir [MS1].
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DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 149

Principe de Hasse. — Dans ce genre de probleme il y a un principe appelé principe
de Hasse. Hasse a montré le théoréme suivant ; voir e.g. [Cal.

Théoreme (Hasse). — La forme quadratique,
2 2 .2 »
ax] + agws + -+ ayx;, ouvar,....a, €Q,

a un zéro non-trivial sur Q" si et seulement s’il en a sur Q% pour toute valeur abso-
P
lue P, ot Qp dénote la complétion de Q par P.

Rappelons que une valeur absolue P sur un corps K est une fonction P: K — R
telle que P(x) = 0, P(z) = 0 si et seulement si @ = 0, Pxy) = Px)P(y) et
Pz +y) < P(x)+Ply), pour tout @, y € K.

L’importance de ce théoreme est que souvent il est plus facile de déterminer si une
forme quadratique a des zéros non-triviaux sur Q% que sur Q" car Qp est complet.

Le principe de Hasse consiste a : d’abord, traiter le probleme sur les différentes
complétions du corps de base et apres, essayer de recoller I'information. Mais on
n'a pas toujours une équivalence comme dans le théoreme de Hasse. Par exemple
I'équation (r? — 2)(2? — 17)(2? — 34) = 0 a une solution sur toute complétion de
@, mais n’a pas des solutions sur @Q. I en est de meéme pour la courbe elliptique
2y° = a1 — 17 voir [Cal.

Dynamique des fonctions rationnelles. —- Si 'on veut appliquer le principe de Hasse
pour étudier la dynamique d'une fonction rationnelle a coefficients dans un corps
de nombres, on doit étudier d’abord la dynamique des fonctions rationnelles sur les
différentes complétions du corps de base.

Il v a deux types de valeurs absolues : les non-archimédiennes qui satisfont I'inéga-
lité triangulaire forte : |r+y| < max{|x|. |y|}. et les archimédiennes qui ne la satisfont
pas. D’apres un théoreme de Orstrowski la complétion d'un corps de nombres par rap-
port & une valeur absolue archimédienne est isomorphe a C ou a R ; voir par exemple
[Ca].

Parfois il est plus facile d'étudier la dynamique d'une fonction rationnelle sur C
que sur R car on profite du fait que C est algébriquement clos. L'étude de la dyna-
mique d'une fonction rationnelle complexe est classique et elle a été initiée par Fatou
et Julia dans les années 1910. Depuis ces premiers travaux, et notamment dans les
vingt dernieres années, la dynamique des fonctions rationnelles complexes a connu
un grand développement, meéme si des questions fondamentales comme la densité de
I'hyperbolicité sont encore ouvertes.

L’étude de la dynamique des fonctions rationnelles sur des corps non-archimé-
diens est plus récente: voir [MS1]. [Hs| et [Be]. Ce travail est consacré a 1'étude de
la dynamique d'une fonction rationnelle dont les coefficients appartiennent a C,,, qui
est la plus petite extension complete et algébriquement close de @Q,,.
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150 J. RIVERA-LETELIER

Généralités sur le corps C,. — La norme p-adique sur Q, notée | - |,, est définie par
[p¥r/s|p, = p~", pour v € Z et pour tous les entiers r et s qui ne sont pas divisibles
par p. On note Q, la complétion de Q par la norme p-adique et on I'appelle le corps
des nombres p-adiques. On peut étendre | - |, & la cloture algébrique Q de Q. La
complétion de Q est le corps C,, qui est aussi algébriquement clos.

Comme p est fixe, on note |-|, simplement par |-|. Une boule fermée (resp. ouverte)
de C, est un ensemble de la forme B, (a)" = {z € C, | |z — a|] < r} (resp. B,(a) =
{zeCp|lz—a|l <r})oure|C,| ={lz| | 2z € C, —{0}}. Notons que tout
élément w € B (a) (resp. w € B,(a)) est un centre; B (w) = B} (a) (resp. B, (w) =
B,(a)) et si deux boules fermées (resp. ouvertes) s’intersectent, alors I'une est contenue
dans l'autre. Dans la droite projective on appelle boule fermée (resp. ouverte) le
complémentaire d'une boule ouverte (resp. fermée) de C,. La notion de boule de
P(C,,) est alors invariante par automorphismes projectifs.

Une propriété des fonctions rationnelles & coefficients dans C, qui simplifiera la
géométrie est que les fonctions rationnelles préservent les affinoides. Un affinoide fermé
(resp. owvert) connere est une intersection finie non-vide de boules fermées (resp.
ouvertes) de P(C,) et un affinoide fermé (resp. ouvert) est une union finie d’affinoides
fermés (resp. ouvertes) connexes. Alors I'image et la préimage d’un affinoide fermé
(resp. ouvert) par une fonction rationnelle est aussi un affinoide fermé (resp. ouvert)
(Proposition 2.6). Une union d’affinoides connexes fermés qui contient un point donné
est appelé un espace analytique connexe. Alors la classe des espaces analytiques, qui
sont les unions finies de espaces analytiques connexes, est aussi invariante par les
fonctions rationnelles.

On prendra cette notion pour définir une notion de composante connexe : la com-
posante analytique d’une partie ouverte X de P(C,) qui contient zy € X est 'union
de tous les espaces analytiques connexes qui contient zg et qui sont contenus dans X ;
voir [Be]. Notons qu'une composante analytique est un espace analytique connexe
non-vide.

Les fonctions holomorphes définies sur les affinoides fermés connexes sont les li-
mites uniformes de fonctions rationnelles sans poles sur 'affinoide. Une telle fonction
est constante ou a un nombre fini de zéros. Alors une fonction définie sur un es-
pace analytique est holomorphe si sa restriction a tout affinoide fermé connexe est
holomorphe; voir [FvP] et Sections 1.2 et 1.3.3.

Points périodiques. Rappelons que si zy est un point périodique de R de période
minimale & alors {zg, R(z0), ..., R¥"1(20)} est le cycle de 2o ; A = (R*)'(20) ne dépend
que du cycle et est appelé le multiplicateur du cycle. On considere la classification
suivante des points périodiques, en analogie avec le cas complexe.

« Si |A] < 1 on dit que zg est attractif. Si de plus A = 0, alors on dit que zy est
super-attractif.
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DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 151

« Si |A] = 1 on dit que zq est indifférent. Si A est une racine de I'unité on dit que zq
est parabolique ou indifférent rationnel. Sinon on dit que zq est indifférent irrationnel.

. Si |A] > 1 on dit que zy est répulsif.

Un théoréme de Fatou dit qu’une fonction rationnelle & coefficients complexes, de
degré au moins deux, est telle que tout cycle attractif ou parabolique attire au moins
un point critique ; voir [Fa]. Comme une fonction rationnelle R a au plus 2 deg(R) — 2
points critiques on a la propriété suivante.

Théoréme (Fatou [Fa]). — Soit R € C(z) une fonction rationnelle de degré au moins
deuz. Alors le nombre de cycles attractifs ou paraboliques de R est au plus 2 deg(R)—2.

Cette propriété est loin d’étre vraie dans le cas p-adique. Par exemple tous les
points périodiques du polynome 2P € Cp[z] sont attractifs. Mais on montre que si une
fonction rationnelle o coefficients dans C,, et degré d > 1, a plus de 3d — 3 cycles
attractifs, alors elle en a une infinité (Corollaire 4.9). On conjecture que pour une
telle fonction rationnelle, soit tout cycle attractif attire un point critique (et alors il
y a au plus 2d — 2 cycles attractifs), soit il y a une infinité de cycles attractifs, voir
Section 4.1.1.

D’autre part, notons que la notion de cycle super-attractif et cycle parabolique ne
dépend pas d’une valuation. On obtient alors le théoréme suivant par le principe de
Lefschetz.

Théoréme 1. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré d > 2. Alors le
nombre de cycles super-attractifs et paraboliques est au plus 2d — 2.

Dynamique au voisinage des points fizes (Sections 3.1 et 3.3). Comme dans le cas
complexe on peut décrire, dans la plupart des cas, la dynamique au voisinage d’un
point fixe a partir de son multiplicateur. Une des différences avec le cas complexe est
que, comme {|A] = 1} C C, est un ensemble ouvert, la condition d’avoir un point
fixe indifférent est ouverte. Par conséquent il n’y a pas d’analogie non-archimédienne
aux tres riches phénomenes liés a la bifurcation d’un point fixe indifférent, comme par
exemple I'implosion parabolique; voir [La].

En général la dynamique locale des points fixes est assez simple et en particulier la
dynamique au voisinage d'un point fixe qui n’est ni parabolique ni super-attractif est
localement linéarisable. Il y a aussi des formes locales canoniques pour les points fixes
paraboliques et super-attractifs. De plus, deux germes sont conjugués si et seulement
s'ils le sont formellement ; voir [HY], [Lul], [TVW], [AV] et Sections 3.1 et 3.3.1.
Les mémes assertions dans le cas complexe ne sont pas toujours vraies et sont reliées
a des problemes de petits diviseurs assez subtils; voir [Y], [Ecl] et [Vo].

Ensembles de Fatou et de Julia (Section 4.3). On peut définir les ensembles de
Fatou et de Julia comme dans le cas complexe, mais on remplace la normalité du
complexe par 'uniformité lipschitzienne.
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152 J. RIVERA-LETELIER

L’ensemble de Fatou d’une fonction rationnelle R € C,(z), noté F(R), est l'en-
semble de tous les points zg € P(C,) tels qu'il existe un voisinage U de zj tel que la
famille {R"|¢ }n>0 est uniformément lipschitzienne ; voir [Hs].

On a les propriétés usuelles : F(R) est ouvert, R™Y(F(R)) = F(R) et F(R") =
F(R), pour n > 1. Mais I’ensemble de Julia J(R) = P(C,) — F(R) n’est pas nécessai-
rement compact (rappelons que C,, n'est pas localement compact). De plus 'ensemble
de Julia peut étre vide (par exemple il n'est pas difficile de voir que J(2?) = &). On
a aussi propriété suivante.

Théoreme (Benedetto [Be]). — L’ensemble de Fatou d’une fonction rationnelle est
non-vide.

Dans le cas complexe on a au contraire : I'ensemble de Julia est non-vide et peut
étre égal a P(C). Comme conséquence de ce théoréme (et d'un théoréme de Hsia), on
obtient que 'ensemble de Julia est toujours d’intérieur vide.

Cas complexe. Dans le cas complexe I'étude de la dynamique de 'ensemble de
Fatou, est faite en étudiant les composantes connexes, car il n'est pas difficile de
voir que la fonction rationnelle envoie une composante connexe sur une composante
connexe. Fatou et Julia ont classifié les composantes connexes en trois types (voir par
exemple [CG]) :

. Composantes attractives. Ce sont les composantes connexes qui sont attirées par
un cycle, qui peut étre attractif ou parabolique.

o Préimages des composantes de quasi-périodicité. Cest-a-dire qu'il existe k& > 0
et une suite n; — oo telle que R"*H converge uniformément vers R* sur les parties
compactes de la composante en question. Dans ce cas, un itéré de la composante est
périodique pour R et peut étre, soit un disque appelé disque de Siegel, soit un anneau
appelé anneau de Herman.

« Composantes errantes. Ce sont les composantes qui ne sont pas pré-périodiques
pour la fonction rationnelle.

En 1985 Sullivan a montré que toutes les composantes connexes de 'ensemble de

Fatou sont pré-périodiques et par conséquent. il ne peut y avoir que des composantes
attractives ou des préimages des composantes de quasi-périodicité ; voir [Sul].
Sur la structure de l'ensemble de Fatou (Section 4.4). Dans le cas p-adique a
chaque fonction rationnelle R € C,(z) on associe son domaine de quasi-périodicité,
que 'on note E(R), qui est égal a 'intérieur de 'ensemble de points de P(C,,) qui sont
récurrents par R. On montre le théoreme suivant.

Théoreme de Classification. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Alors l'en-
semble de Fatou de R se décompose dans les ensembles disjoints suivants.

(1) Bassins d’attraction. (L’ensemble de points de P(C,) qui sont attirés par un
cycle attractif.)
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DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 153

(2) E'"(R) = U0 R(E(R)).

(3) L'union des disques errants qui ne sont pas attirés par un cycle attractif.

On dit quun disque D C P(C,,) est errant si pour tous k& > 1 > 0 on a R¥(D) N
R(D) = @. Par analogie au cas complexe on fait la conjecture suivante.

Conjecture de Non-Errance. Tout disque errant est attiré par un cycle attractif.

D apres le Théoreme de Classification la Conjecture de Non-Errance est équivalente

a la conjecture suivante.

Structure Conjecturale de ’Ensemble de Fatou. Tout point de l'ensemble de Fatou
appartient a E'(R) ou est attiré par un cycle attractif.

Benedetto a étudié les composantes analytiques de I'ensemble de Fatou et il a fait

une conjecture de non-errance dans ce contexte: voir [Be]. Cependant il arrive que
I'ensemble de Fatou soit égal a P(C),). meéme 57il y a plusieurs comportements attractifs
et quasi-périodigues: voir exemples 6.6 et 6.3.
Dynamique attractive (Section 4.1). — L'é¢tude des bassins d'attraction des cveles
attractifs peut ¢tre faite comme dans le cas complexe et ne présente pas de surprises.
Une fonction rationnelle envoie une composante analytique d'un bassin d'attraction
sur une composante analytique. De plus wn bassin d’attraction immédiat (¢ est-a-dire
une composante analytique du bassin qui contient un point du cvele) est soit un disque
rationnel ouvert : soit un ensemble qui ressemble au complémentaire d'un ensemble
de Cantor dans P(C,) (Théoreme 2).

Dynamique quasi-périodique (Section 4.2). Par analogic au cas complexe on définit
le domaine de quasi-périodicit¢ d'nne fonetion rationnelle £ € C,(2) conme

E(R) ={z € U ]ilexiste n; — > tel que R — id. sur un voisinage de zp}.
En particulier E(R) est ouvert et tout point dans () est récurrent par R. On
montre que E(R) est égal a l'intérieur de 'ensemble de points récuwrrents par R (Co-
rollaire 4.27). Une définition équivalente (Proposition 3.141) est :

1{./:/\‘ — 1 l
E(R)={z) e X |il existe b =k(z) =1 tel que {—1(}
nh nz=0

est nniformément convergent sur un voisinage de zy. quand [n], — 0}.

II n'est pas difficile de voir que R est injective swr E(R), R(E(R)) = E(R) et
E(R") = E(R). pour n = 1 (Proposition 3.9). En général E(R) n'est pas fermé: voir
excmple dans [R-LJ.

On peut décrire la dynamique locale sur le domaine de quasi-périodicité comme
suit 1 s0it 2o € E(R) n'est pas périodique et alors il existe un entier & > 1 tel que RY est
localement conjugué a la translation = — z + & (Proposition 3.16) ; soit z; € E(R) est
périodique et par conséquent R est localement linéarisable si zj n’est pas parabolique:
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154 J. RIVERA-LETELIER

sinon R est localement de la forme A\z(1 + 2" + a2?"), ot A est une racine de 1'unité,
n>1etaeCy; (Section 3.3.1).

Logarithme itératif (Section 3.2). — Pour montrer ces propriétés on considere la fonc-
tion R, définie au voisinage d'un point zo € £(R) par,
nk :
R, = lim u ou k = k(20),
In|,—0 nk

qui est appelé le logarithme itératif de R. Cette fonction a aussi été considérée par
Lubin dans [Lul] au voisinage des points fixes. Par définition R, est localement
holomorphe et on montre que R,(zy) = 0 si et seulement si 2y € E(R) est périodique
par R; voir aussi [Lul].

Ceci nous donne deux corollaires intéressants. Le premier est que les points pério-
diques indifférents sont isolés, ce qui n’était pas tellement clair; voir [Hs] et [Be].
L’autre corollaire est une nouvelle démonstration du théoreme de Northcott unidi-
mensionnel (Section 4). On peut aussi utiliser le logarithme itératif pour expliciter les
conjugaisons locales décrites dans la Section 3.3.1.

Composantes du domaine de quasi-périodicité (Section 5). — On montre qu’une fone-
tion rationnelle permute les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité
et on montre la propriété fondamentale suivante.

Théoréme 3. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et C'
1 g
une composante analytique de E(R). Alors C est un affinoide ouvert, c¢’est-a-dire :

C= P(Cp) - B() .-y B”,

oun =20 et By,...,B, sont des boules fermées.

>ar analogie avec le cas complexe on dit que C' est un disque de Siegel si n = 0
et on dit que C' est un n-anneau de Herman si n > 0 (on suppose que les boules
By, ..., B, sont disjointes).

On montre que pour tout affinoide ouvert il existe une fonction rationnelle telle
que chaque composante connexe de 'affinoide est une composante analytique de son
domaine de quasi-périodicité.

De plus on montre que pour tout n > 1 il existe une fonction rationnelle de degré 2
ayant un n-anneau de Herman. En revanche une fonction rationnelle complexe de
degré deux ne peut pas avoir un anneau de Herman; voir [Sh].

Itérés fractionnaires (Section 4.2). — Etant donnée une composante analytique C
de E(R), et quitte a remplacer R par un itéré, on a une action (w, z) — R°"(z) de
Zp ={w e Q, | |z], <1} sur C telle que R°' = R et telle que pour chaque w € Z,
I'application R°" : C' — C' est un automorphisime holomorphe de C' (Proposition 5.6).
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DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 155

En effet pour chaque affinoide fermé contenu dans C' on a que pour chaque w € C,,
de norme assez petite la série

" w(w — 1
ROIL :7—'()+1UT1+ ( 2 )

converge uniformément sur 'affinoide et on a R°" = R™, pour chaque entier n > 1,
S 9’ ’

Tyt

et on a
Ro(url-{—uu) — RO o Rowz,

quand Re(Witwz)  Rewr ot Rows gont définis. Par conséquent R, = lim,,_o (R°" — id)/w
et alors on peut considérer le logarithme itératif R, comme un champ de vecteurs tel
que le temps w du flot engendré par R, est R°".

Composantes et points périodiques (Section 5.2). — On obtient que chaque com-
posante analytique du domaine de quasi-périodicité contient une infinité de points
périodiques, mais chaque affinoide fermé contenu dans la composante rencontre au
plus un nombre fini d'eux. De plus, quitte a prendre un itéré, les périodes de ces
points périodiques sont de la forme p”, pour n > 0.

On montre ensuite qu’a chaque bout d'une composante analytique du domaine
de quasi-périodicité sont attachés une infinité de disques de Siegel (Section 5.3). Par
conséquent si R € C,(z) est une fonction rationnelle de degré au moins deux, alors
les affirmations suivantes sont équivalentes.

- R a un point périodique indifférent.

- R a une infinité de points périodiques indifférents.

- E(R) £ @.

~ Il y a une infinité de disques de Siegel.

Un exemple. — Un exemple intéressant est la fonction rationnelle
51 —bz
R(z) = X\22——=,
z—a
ot [A\| =1 et |a| = |b] <1 (exemple 5.15). La couronne

C={z€Cp|la] <|z| <b"}

est une composante analytique de E(R) et si [A—1] < 1 alors tous les points périodiques
de R sur C sont de période de la forme p”. De plus pour p > 2 on montre (& laide
d'un théoreme de Keating) que si R n'a pas de cycles paraboliques. alors pour tout
n 2 0, la fonction rationnelle R a exactement 2 cycles de période primitive p" dans C.

Sur la rectification des applications a allure polynomiale. On finit avec une re-
marque. Dans le complexe la théorie des applications quasi-conformes est un outil
tres utile. Notamment, la preuve du théoréeme de non-errance de Sullivan dépend de
facon essentielle de cette théorie; voir [Sul]. Une autre application est le théoréme de
rectification de Douady et Hubbard qui dit que toute application & allure polynomiale
est quasi-conformément conjuguée a un polynome; voir [DHJ.
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Il semble difficile qu’on puisse avoir un analogue du théoreme de rectification de
Douady et Hubbard. Par exemple soit i € Cy, la racine de 22 = —1 telle que |i —2| < 1.
et considérons le polynome

P(z)=—z+ (5+4):2 — (i +3)% € C5[2).

Alors (P.{]z] < 5}) est une application & allure polynomiale de degré 2 qui a 0
et 1 comme points fixes paraboliques, car P'(0) = —1 et P'(1) = —i. Mais par le
Théoreme 1. un polynome de degré 2 a au plus un cycle parabolique.

Organisation el remarques. — Ce travail est divisé en 6 sections. Souvent la démons-
tration la plus longue d'une (sous)section est a la fin de la section. Maintenant on
décrit brievement le contenu de chaque section.

La Section 1 contient les préliminaires. On considere d'abord les objets géomé-
triques avec leurs propriétés basiques (Section 1.2). A part ceux mentionnés dans
cette introduction on définit les bouts, les systémes projectifs et Iarbre associé a un
espace analyvtique connexe. La Section 1.3 contient des outils d analyse.

Dans la Section 2 on considere 'action d'une fonction rationnelle sur les diffé-
rents objets géométriques. On définit aussi la notion de composante d injectivité et
on montre que une composante d'injectivité est un affinoide ouvert (Proposition 2.9).
Ceci est le premier pas dans la démonstration du Théoreme 3.

La Section 3 est consacrée a la dynamique locale. Cette section ne dépend pas de la
Section 2. Dans les Sections 3.1 et 3.3 on déerit la dynamique au voisinage des points
fixes et dans la Section 3.2 on introduit le domaine de quasi-périodicité et on décrit
ses propriétés locales.

La Section 4 est consacrée a la dynamique des fonctions rationnelles. On commence
par le Théoreme 1 sur la borne du nombre de cycles super-attractifs et paraboliques.
Dans la Sections 4.1 on étudie les bassins d'attraction et dans la Section 4.2 on consi-
dere des propriétés globales du domaine de quasi-périodicité. Dans la Section 4.3 on
considere les ensembles de Fatou et de Julia avec leurs propriétés basiques. Dans
la Section 4.4 on montre le Théoreme de Classification et on énonce les conjectures
décrites dans cette introduction. Dans la Section 4.5 on considere la dynamique de
fonctions rationnelles dites simples. qui ont été introduites par Morton et Silverman
dans [MS2].

Dans la Section 5 on étudie les composantes analytiques du domaine de quasi-
périodicité. On montre le Théoreme 3 sur la géométrie des composantes analytiques
et dans la Section 5.1 on considere la dynamique sur une composante analytique
donnée. Dans la Section 5.2 on étudie les points périodiques dans une composante
donnée et dans la Section 5.3 on étudie la dynamique aux bouts des composantes
analytiques.

Dans la Section 6 on cousidere des exemples.
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1. Préliminaires

1.1. Généralités. — On note Z l'anneau des nombres entiers, Q le corps des
nombres rationnels. R le corps des nombres réels, C le corps des nombres complexes
et. si ¢ = 1 est une puissance d'un nombre premier, on note F, I'unique corps avec
q éléments. On appelle corps de nombres une extension finie de Q. Etant donné un
corps I\ on note K la cloture algébrique de K.

Un corps valué (K. |-]) est un corps A muni d’'une fonction |-|: A — R qui vérifie
les propriétés suivantes.
(i) x| = 0. pour tout x € K.
(ii) |r] = 0 si et seulement si = 0.
(iii) |ay| = || - ly|, pour tous @, y € I\
(i) o+ gl < o] + Iy

On dit que (K, |-]) est ultramétrique, ou non-archimédien, si de plus on a

. pour tous x. y € K.

(iv)" |+ y| < max{]e]. [y|}. pour tous x. y € K.

Si A est complet pour la distance induite par la valeur absolue |-, on dit que (K. ]-])

est complet. Le groupe || = {|o] | @ € K — {0} } s’appelle le groupe de valuation
de K. Si I est algébriquement clos. alors [K] est dense dans R.

Lorsque A est non-archimédien, l'ensemble O = {r € K | o] < 1} est un anneau
appelé Canneau de valuation de I ot Uidéal P = {x € K | |x] < 1} est appelé Uidéal
de valuation de IV ¢’est un idéal maximal de Ok . Alors N = On /Py est un corps,
qui est appelé le corps résiduel de K : pour + € Oy . on note r € K I'image de
dans K.

Etant donné un nombre premier p > 1 on considere la norme p-adique | - {, sur Q

Y. pour tout v € Z et tous les entiers r et s qui ne sout pas

définie par [p”r/s], = p~
divisibles par p. On note Q,, la complétion de @ par | -|,. qu'on appelle le corps de
nombres p-adiques. Alors (@[,. | -],) west pas complet. on note C,, sa complétion. qui
est algébriquenent close. Onnote D, = P = {z € C, | |z| < 1}.

Notons que F, est e corps résiduel de @, et que F,, est celui de @I, et C,,. De plus
log, |C,| = Q.

1.1.1. La droite projective et la métrique chordale. Etant donné corps I\ on
considere la droite projective de K notée P(K'), qui est I'ensemble des droites dans
K? = K x I passant par (0.0). On notera [x.y] € P(K). pour (r.y) € K2 —{0.0}.
le point correspondant a la droite {(Ar,Ay) | A € K}. Le groupe d’automorphismies
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de P(K) est isomorphe & GL(2,K)/K*, ot K* = K — {0}. En effet, & (¢}) €
GL(2,K)/K* on associe I'automorphisme

o([z,y]) = lax + by. cx + dy].

On identifie P(K') — [1, 0] avec K par Papplication [A, 1] — X et on note oo le point
[1,0]. Alors on a une identification naturelle P(K) = K U{oc}. On étend I’application
1€ 0k —TeKaP(K), par T = oo € P(K) pour tout x € P(K) — O.

Une coordonnée, ou plus précisément, une coordonnée globale w de P(K) est w €
GL(2, K)/K* et I'identification de P(K)—{w~!([1,0])} & K donnée par [x,y] — x1/y1
out [z1,y1] = w([z,y]). On dit qu’une coordonnée w est affine si w est représentée par
une matrice de la forme (¢%) € GL(2, K).

Si K est un corps valué ultramétrique, alors on considére, comme dans [Rul], la
distance chordale d sur P(K') donnée par

|:L'0;l/1 - 1?1?/0|

d([zo. yol, [r1.31]) =

max{|xol, |yo|} - max{|x1|, |y1]}
ou en coordonnées
|z0 — 21|
d(z0,21) =
(20.21) max{|zo], 1} - max{|z|, 1}’
ou | - | désigne la norme ultramétrique sur K correspondante; voir aussi [Ru2] et

[MS2]. Notons que la distance chordale coincide avec la distance induite par | - |
sur {|z| < 1}. De plus il est facile de voir que la distance chordale est invariante
par les automorphismes représentés par les matrices (f Z) € GL(2,0k) telles que
lad — be| = 1.

On peut considérer la distance chordale comme Panalogue de la distance sur P(C) =
C U {oo} que I'on obtient quand on identifie CU {oco} & {z € R? | |¢| = 1} par la
projection stéréographique et en considérant la distance sur {z € R? | || = 1} induite
par celle de R3.

1.1.2. Corps ultramétriques localement compacts. — On considére un corps valué
(K, |- |) ultramétrique et complet.

Proposition. — Le corps K est localement compact si et seulement si le groupe des
valuations est discret et le corps résiduel est fini.

Dans ce cas il existe 7 € Py tel que pour tout systeme de représentants A de K
et tout # € K — {0}, il existe N € Z et {a,},>n C A tels que,

x

€T = E a,7" avec ay # 0.

n=N

-

Par exemple @, est localement compact et on peut prendre 7 = p comme unifor-

On appelle m une uniformisante de (K,

misante et A = {0,1,....p — 1} comme systeéme des représentants de Q,, =IF,,.
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Il est facile de voir que toute extension finie de ), est complete et localement
compacte. D’autre part C, n’est pas localement compact, car son corps résiduel est
infini (et son groupe des valuations n’est pas discret).

1.2. Objets géométriques. — Dans cette section on introduit différents objets
géométriques et on montre les propriétés qui nous seront utiles dans la suite.

1.2.1. Boules, affinoides et espaces analytiques. — Etant donné z € C,etr>0o0n
pose

B.(x)={z€Cy||lz~x|<r} et Bfa)={z€C,||z—x|<r}.

Si r € |C,| on appelle B;f (x) (resp. B,(z)) boule fermée (resp. ouverte) de C,. Si
r & |C,| alors B,(x) = B, (x) et on appelle boule irrationnelle de C,,.

Une boule fermée (resp. ouverte, irrationnelle) de P(C,) est soit une boule fermée
(resp. ouverte, irrationnelle) de C,,, soit le complémentaire dans P(C,) d’une boule
ouverte (resp. fermée, irrationnelle) de C,,. La classe des boules fermées (resp. ouvertes,
irrationnelles) de C,, (resp. P(C,))) est invariante par changement de coordonnée affine
(resp. projectif).

Si By, Bi sont des boules fermées, ouvertes ou irrationnelles de C,p, alors
BynBy =9@. By C By ou By C By. Une boule fermée (ouverte, irrationnelle) est
topologiquement ouverte et fermée, donc la notion de boule ouverte et fermée n'est
pas topologique. On appelle une boule fermée (resp. ouverte) simplement boule (resp.
disque).

Un affinoide fermé (resp. ouvert) conneze est une intersection finie non-vide de
boules fermées (resp. ouvertes). Un affinoide fermé (resp. ouvert) est une union finie
d’affinoides connexes fermés (resp. ouverts). Alors P(C,,) est un affinoide fermé (resp.
ouvert) connexe, car c’est I'intersection vide de boules fermées (resp. ouvertes).

Une intersection ou une union finie d’affinoides fermés (resp. ouverts) est un affi-
noide fermé (resp. ouvert). Une intersection finie non-vide d’affinoides fermés (resp.
ouverts) connexes est un affinoide fermé (resp. ouvert) connexe. L'union de deux affi-
noides fermés (resp. ouverts) connexe dont U'intersection est non-vide est un affinoide
fermé (resp. ouvert) connexe. Le complémentaire d'un affinoide fermé (resp. ouvert)
est un affinoide ouvert (resp. fermé).

Proposition 1.1. Soit X = X1UXoU---UX,, ot les X; sont des affinoides connexes.
et soit v € X. L'union des affinoides connexes contenant x et contenus dans X est
un affinoide connere qui contient les X; qu’il rencontre. On l'appelle la composante
connexe de x dans X. X est 'union disjointe des ses composantes connexes.

Démonstration. - Soit J C {1.....n} 'ensemble des j tels qu'il existe un affinoide
connexe contenu dans X, contenant x et rencontrant X ;. Posons ¥ = U;X;. Soit Z
un affinoide connexe contenant x et contenu dans X ; si Z rencontre un Xj. on a
k€ .J:on conclut que Z C Y.
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Inversement, soit j € J; notons Y; un affinoide connexe contenu dans X conte-
nant x, et rencontrant X;, et posons Z; = Y; U X; : c¢’est a nouveau un affinoide
connexe contenant x et contenu dans X, et c’est aussi le cas pour Z := U;Z;. On a
donc Y =U;X; CU,;Z; C Z mals aussi Z C Y d’apres ci-dessus, done Z est le plus
grand affinoide connexe contenant x et contenu dans X. O

Un espace analytique connexe est une union croissante d’affinoides connexes. Les
unions (finies ou infinies) d’affinoides connexes contenant un méme point sont des
espaces analytiques connexes. Un espace analytique est une union finie d’espaces ana-
lytiques connexes. Les affinoides fermés et ouverts sont des espaces analytiques: ¢’est
aussi le cas du complémentaire d'un ensemble compact dans un espace analytique.
Les espaces analytiques sont les domaines des fonctions holomorphes: voir Section 1.3
et [FvP].

Suivant Benedetto on appelle composante analytique d'une partie ouverte X de
P(C,) qui contient & € X. 'inion de tous les espaces analytiques connexes contenus
dans X et contenant x; voir [Be]. Une composante analytique est alors un espace
analyvtique connexe non-vide.

Une couronne C' C P(C,,) est un ensemble qui apres changement de coordonnée
approprié, est de la forme

C(I)={:€C,|

eI},

ou I C (0,4~) est un intervalle non-vide. Si I'intervalle I est ouvert, alors on dit
que (' est une couronne ouverte ou simplement couronne quand il est clair qu'il s’agit
d'une couronne ouverte.

De fagon équivalente une couronne ouverte est un ensemble de la forme P(C)) —
By U By. ou By et By sont des ensembles disjoints qui sont des points. des boules
fermées ou des boules irrationnelles, qu'on appelle composantes de P(C,) — . On
appelle

mod(C') = mod(C'(1)) = log, 1| € (0.x]
le module de C'. Les couronnes sont des espaces analytiques connexes.
1.2.2. Bouts et systemes projectifs
Définition 1.2. Soit B une boule fermée de P(C,). Une chaine évanescente associée
a B est une suite déeroissante {A4;},>1 de couronnes ouvertes de la forme P(C,,) —
B U B;, vérifiant NA; = &.

On considere la relation d’équivalence ~ entre chaines évanescentes définie par :
{A;}isi ~ {;1,-},'21 si et seulement si. pour tout n > 1 il existe m tel que A,, C A,
ot /I,,, C A,,. Notons que deux chaines évanescentes sont équivalentes si et seulement
s'ils ont la meéme boule associée.

Un bout est une classe d’équivalence de chaines évanescentes par la relation d’équi-
valence ~. Notons que 'on a des bijections naturelles entre les bouts, les boules fermées
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et les boules ouvertes. Etant donné un bout P, on note Bp (resp. Dp) la boule (resp.
le disque) associée a P.

On dit qu'un bout P est inclus dans un ensemble X et on note P < X. si pour
toute chaine évanescente {A;};>, qui représente P il existe n > 1 tel que A4,, € X. Un
bout d'un espace analytique X est un bout P < X tel que P £ Y pout tout affinoide
fermé Y C X. L'ensemble 7 des bouts d’'un affinoide ouvert connexe X est fini. les
boules Bp, pour P € 7. sont disjointes et on a X =P(C,,) — UrBp.

Etant donné un bout P considérons une coordonnée w telle que Dp = {|w| < 1}.
Pour £ € ]P’(@,)) soit P(€) le bout tel que Dpey = {w | w = &}. On appelle
S = {p(f)}n‘»‘«i‘,,,) le systéeme projectif de bouts associé a P ou simplement un sys-
teme projectif. On dit que la coordonnée w est compatible avec P ou S. Chaque boule
ou disque est associé alors a un unique systeme projectif. Notons que le paramétrage
P (&) dépend aussi de la coordonnée w. A chaque coordonnée w correspond un unique
systeme projectif canonique = celui associé a {Jw| < 1},

Etant donné un espace analytique connexe X on dit que S est inclus dans X, et on
note S < X, si X n'est pas contenu dans un disque associé a S. De facon équivalente
S < X si et seulement 5%l existe Py. P € S distinets. tels que Py. Pp < X. Dans ce
cas I'ensemble des bouts P € S tels que Dp ¢ X est fini.

L'ensemble de tous les systemes projectifs de P(C))) est appelé Uespace hyperbolique
p-adique. que Ton note H,: voir remarque ci-dessous. Etant donnés Sy et S € H,,
distinets il existe un unique P; € S; tel que S1—; < Dp,. pour ¢ = 0.1: on pose
C(8).81) = Dp, N Dp,. Si 2.z € P(C)) sont distinets on définit les couronnes
Clzo.21) =P(C,) = {z0. 21} et C(Sy,21) = Dp — {z1}. ot P € S est le bout tel que
21 € Dp. Powr §). 8 € H, UP(C,)) on pose.

(S().S]) = {S S HI‘ - {S“.S|} | (V(S().S) N (‘(851) = Qj}
(S0, S1) = {So} U (Sy.Si1) et [Sy.S1] = [Sy-Si) UA{S1}. Chaque triplet Sy. S, S €
H, UP(C,)) détermine S € H, UP(C)) tel que [S;. SN [Si. 8] = [Si. Sl ou {i. j.k} =
{1.2.3}. 51 Sy. S) et S sont distinets. alors § € H,,.

On dit qu'un systeme projectit S est entre Sy et S si S € (S). Sy). De plus on dit
que quun ensemble A C H, UP(C,) st convexe si pour tous §y.S; € A distinets
on a (Sy.S)) € A Pour T C H, UP(C,) I'ensemble [T] = U7z [Sy. S1] est la cloture
convere de T. On pose (7) = Uz (S).Sy) qui est aussi un ensemble convexe.

Pour §. & € H, UP(C,,) différents. la formule

d(Sy.81) = mod(C'(Sy. 81)) € log, IC,| = Q.

définit une distance sur H,. Alors (8).81) € H, est isométrique a l'intervalle
(0.d(8).81)) N Q C R si S ou §; n'appartient pas a P(C,) et est isométrique a
Q C R sinon.

Remarque. La complétion H,, de (H,,. d) est un espace métrique géodésigue au sens
que pour tous Sy, S € H, il existe un sous-ensemble [Sy. S)] de H,, isométrique a
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l'intervalle [0, d(Sy, S1)] € R, ayant Sy et S; comme extrémités; voir [GH] p. 16. Si
Sy, S1 € H, alors [Sy, S1] est la complétion de [Sy, S| C H,,.

Le segment géodésique [Sy, S1] est uniquement déterminé par Sy et S;. On a aussi
que ﬂp est un arbre réel au sens que si deux segments géodésiques ont exactement une
extrémité en commun, leur réunion est un segment géodésique ; voir [GH] p. 31. Par
conséquent ﬁp est O-hyperbolique au sens de Gromov. Le bord a I'infini axﬁ,) (défini
comme dans [GH]) est égal au bord a I'infini de H, et est canoniquement identifié &
P(C,).

La distance sur 0H, = P(C,) relative & S € H,, induite par la distance d est
définie par

d(S.8")
b

ds(z0,21) =p~ pour zg, z1 € P(C,) avec zy # z1,

ou &' € H, est déterminé par [S,S’] =[S, 20) N[S, z1) ; voir [GH]. Il est facile de voir

que la distance ds coincide avec la distance chordale, dans une coordonnée compatible
avec S.

1.2.3. Arbres affines. Fixons un espace analytique connexe X C IP(C,). On va as-
socier & X un arbre Ax et une partition canonique de X. Cet arbre est une adaptation
de Parbre défini par Motzkin en [Mo] pour les quasiconnexes; voir aussi [GvP].
Etant donné un systeme projectif S < X on pose
ns=#{P eS| DpNX =0} et
ms=#{PeS|DpNX#et Dp ¢ X}
qui sont finis. Alors S est un point (resp. sommet) de Ax si et seulement si mg > 2
ou ng > 0 (resp. mg = 3 ou ng > 0). Dans ce cas on associe a S I'affinoide fermé
connexe,
Xs = HD(C],) — Upes. D,pq)(D'p c X.
La projection mx : X — Ax est définie par '71",_(1 (S) = Xs.
Les arétes de Ay C H, sont les sous-ensembles convexes de Ax qui ne contiennent
pas de sommet, maximaux pour ces propriétés. Si I est une aréte de Ax alors,

X7 =UserXs C X,

est une couronne ouverte. Les deux composantes de P(C,,) — X rencontrent P(C),) — X
et la couronne X; est maximale pour ces propriétés. Un sommet S de Ay est une
extrémité de I si 'une des composantes de P(C,) — X est une boule fermée ayant S
comme systeme projectif associé.

On a la partition canonique,

X = (US sommet de Ax XS) U <|_I1 arcte de Ay Xf) :

Si S est un sommet de Ay, alors tout bout P € S tel que DpNX # @ et Dp ¢ X
est un bout d'une couronne associée a une aréte de Ay dont S est une extrémité (il
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v a donc mg arétes dont S est extrémité). Il peut y avoir des sommets S de Ax qui
ne sont pas des points de ramification, dans ce cas ng > 0.

Si B C Ax est convexe, alors Y = 7r)_(1 (B) est un espace analytique connexe et on a
Ay = B et Ys = X pour tout point S de Ay .

La complétion Ax de (Ax,d) est un arbre; on note A% le plus petit connexe dans
Ax contenant Ayx qui est aussi égal a la cloture convexe de Ax dans Ay C Ep.

Exemple 1.3

(i) Ax = @ si et seulement si X est une boule ouverte ou une boule irrationnelle
ou le complémentaire d'un point ou P(C,).

(ii) X est une couronne ouverte si et seulement si Ax n’a pas de sommets et a
une seule aréte; Ay (resp. A% ) est alors isométrique a un segment de Q (resp. R) de
longueur mod(X).

(i) Ax est réduit & un sommet S si et seulement si X = Xs = P(C)) — UrDp
out T est un partie finie non-vide de S (on a #7 = ng). Par exemple ns = 1 si et
seulement si X est une boule fermée et ng = 2 si et seulement si X est une spheére;
c’est-a-dire X = {z | |z| = 1} pour un certain choix de coordonnée.

(iv) Pour tout ensemble fini 7 C P(C,) on a Apc,)-7 = (7) C H,; voir Sec-
tion 1.2.2.

(v) Ax est un arbre fini, ¢’est-a-dire Ax a un nombre fini de sommets (et donc un
nombre fini d’arétes) si et seulement si P(C,) — X = Ul B;, ou les B; sont disjoints
et chaque B; est soit un point, soit une boule, ouverte, fermée ou irrationnelle.

Dans ce cas il existe une immersion tres élégante de Ay dans Q" C R" due a Yoc-
coz : on suppose que oo € By et pour chaque B; on choisit z; € B;. Alorsi: Axy — Q"
est déterminée par,

iomx : X — (log, |z — 21],...,log, |z — 2,|) € Q" C R".

La restriction de i & chaque aréte est une isométrie sur son image, ou 'on considere
R™ avec la norme du maximum.

(vi) X # P(C,) est un affinoide fermé si et seulement si Ay est fini et A% est
compact ; ceci est équivalente a que Ax soit la cloture convexe dans H, d’un ensemble
fini. X est un affinoide ouvert si et seulement s'il existe un ensemble fini 7 C H,, tel
que Ax = (7) C H,,; voir Section 1.2.2.

(vii) L’arbre de X, = C,, — Og, . Le systéme projectif canonique S est un sommet
de Ay, , sauf si p = 2. A cause de cela on considere d’abord le cas p > 2; voir figure 1.

Les sommets de Ay, , différents de S, sont les systemes projectifs Sy, 4, , Ol a; €
{0,1,...,p — 1}, associés aux boules

_B(m,,.a“ = {|Z — (a() + -+ anp")l < p_("-'-l)}
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Son_
SQ;,,;,,,’,,/ - ,S,“l“
:S()'(lj‘—l)
Sio_
S - S
S. i L
Sip-1)
S(g:fl)O
S(z>f1)l

S, :
ro Sip-1)p-1)

FIGURE 1. Arbre de C, — Og

\po

pour p > 2.

de telle sorte que Suy. 4, ., €st 1ié & Suy. 4, _,a, par aréte associée a
{p—(n+1) < |p _ (aO N a’"p'n)| < p—-'n,}‘

De plus S est lié a S,,,, pour ag € {0,...,p—1}. Notons que toutes les arétes de Ax,
sont de longueur 1.

«Spo() S S100
s : Soo 10 S
001 - 101
o So S, A8
S B S
010 Sy, Su 110
So11 : Sin1

FIGURE 2. Arbre de C2 — Og,.

Supposons p = 2. Considérons le systeme projectif S; associé a la boule B; =
{l]z —i] < —%—}, pour ¢ = 0, 1. Alors Sy et S; sont des sommets de Ay, et la couronne
P(C,) — By U By est associée a une aréte de longueur 2 qui joint Sy a S1. Les autres
arétes sont de longueur 1. En général les sommets de Ax, sont les systemes projectifs
Supay..a,, 00 a; € {0,1}, associés aux boules

_ 1 n —(n+1
Bm.al.“u,, - {|Z - (a() + (112 + ot (),,,,,2 )| g 2 ( )}a
de telle fagon que S, 4, _, est 1ié & Suy.. .4, _,a, Par l'aréte associée a

{2700 < 2~ (ag + -+ an2") < 277},
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1.3. Analyse ultramétrique. — Dans cette section on considere les outils d’ana-
lyse qu’on va utiliser dans ce travail. Pour des références on renvoie le lecteur a [Cal,
[Ro] et [FvP].

1.5.1. Séries convergentes. — Une série
f(z)=ao+arz+--- € Cu((2)),

est convergente sur {|z| < r} si et seulement si limsup,_,__ |ax|"/%r < 1. Sir € |C,)|
alors f est convergente sur {|z| < r} si et seulement si limy_ o |agx|r* = 0.

Une fonction rationnelle R € Cp(z) admet un développement en série en chaque
point zy, qui n’est pas un pole. Le rayon de convergence est égal a la plus petite
distance entre zg et un pole.

On note H(B) lanneau des séries convergentes sur B = {|z| < r ou {
munit H(B) de la norme uniforme || - ||g. Si B = {|z| < r} alors

<r}. On

A
~

11l = sup Jaifr,

120

etona |l fgllz = [flslglls et If +gllz < max{|[f| 5, gl 5}, pour tous f, g € H(B).

Donc (H(B), || - ||g) est un anneau valué, ultramétrique et complet.
Principe du Maximum. — Soit B = {|z — a| < r} avec r € |Cp|. Alors pour tout
f€H(B) ona

sup [f(2)] = fllz = sup |f(2)].

B |z—al=r
Lemme de Hensel. — Soit f € Oc,[[z]] une série convergente sur {|z| < 1} a coeffi-
cients entiers. S'il existe 2 tel que | f(z0)| < |f'(20)|? alors il existe un unique zéro w

de f tel que |w — 29] < |f(20)|/]f (20)]-

Pour w € C,, consideére la translation T3,(z) = z — w. Notons que T, préserve la
distance sur C, induite par la norme | -| et T}, = 1. De plus T, (B, (0)) = B,(0) pour
chaque r > |w|.

Lemme de Schwarz. — Considérons une série f € H(B,(0)) de la forme f(2z) = z(ao+
arz + - --). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) |f(2)] < |z] pour tout z € B,(0). En particulier |f'(0)] < 1.

(ii) |a;| <777, pouri > 0.

(iii) f(B,(0)) C B,(0).
Considérons maintenant une série f € H(B,(0)) telle que f(B,(0)) C B,(0). Alors
[f(z0) = f(z1)] < et |f'(2)] < 1 pour tous z9, 21 et z € B,(0). De plus les

propriétés suivantes sont équivalentes.

Z0 — 21

(iv) f: B.(0) — B,(0) est un automorphisme.

(v) Il existe z € B,(0) tel que |f'(z)] = 1.

(v)" |f(2)] = 1 pout tout z € B,.(0).

(vi) Il existe zo, z1 € B(0) différents tels que |f(z0) — f(21)| = |20 — 21]-
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(vi)> Pour tous zg,z1 € B, (0) on a|f(z0) — f(z1)| = |20 — 21].
Le corollaire suivant est immeédiat.

Corollaire 1.4. — Si f € H(B,(0)) alors pour tous x, y € B,.(0),

v

|z —

[f(z) = f(y)] <

- B,.(0)-

En particulier notons que si || f|| g, ) < r, alors B,.(0) contient un unique point fixe
de f.

Démonstration du Lemme de Schwarz. — Clairement (ii) = (i) = (iii). Supposons
(iii). Par le Principe du Maximum pour tout 79 € |Cp,| N (0,r) on a
f(z)

|ai|ri < sup
[z|=70

r .
< o pour ¢ > 1.

z 0

Donc |a;| < =%, pour i > 1, et (iii) = (ii).

Soit f € H(B,(0)) une série telle que f(B,(0)) C B,.(0). Notons que pour chaque
w € Br(0) on a Ty o foT_,(0) =0. Donc par (i) on a |f(z0) — f(21)| < |20 — 21
et |f'(2)| < 1 pour tous zg, 21 et z € B,(0).

Evidemment (vi)) = (vi) et (vi)’ = (v)’ = (v). Supposons f(0) = 0. Alors par
(ii) on a | f(z) — f'(0)z] < |z| et | f'(2) — f(0)] < 1 pour tout z € B,(0) — {0}. Donc
(vi) = (v) = (v).

Supposons (iv). Fixons w € B,(0) et soit g = Ty o f 0 T—y,, de telle facon que
g(0) = 0. Donc par (i) appliqué & g et & g=' on a |¢’(0)] = 1 et |g(2)] = |z| pour tout
z € B,(0). Donc (iv) = (v)' et (iv) = (vi)".

Il suffit de montrer (v) = (iv). Supposons alors (v) et on peut supposer de plus
f(0) =0. Alors f(2) = z(ap + a1z + ) olt |ag| = 1 et on a |a;| < r~*, pour i > 0,
par (ii).

On définit par induction b; € C,, pour i = 0, tel que |b;| < 77° et tel que

S B =214+t ),
0<j<i
On pose by = al"1 et supposons b; déja définie. Alors notons que ¢; 11 comme plus haut
satisfait ¢,y 1| < 770D, Done by = c,-+1a['("'+l) satisfait les hypotheses d’induction.
Par conséquent la série z(by + bz + ---) € H(B,(0)) est I'inverse de f et donc f est
un automorphisme de B,.(0). O

1.3.2. Degré de Weierstrass, polygone de Newton et fonction de wvaluation. — On
considere Oc, [[2]], 'anneau des séries a coefficients dans Oc,. Pour une telle série
f(z) =ao+aiz+--- € Oc,|[2]], le plus petit entier d > 0 tel que |aq| = 1 est appelé
le degré de Weierstrass de f que I'on note wideg(f). Si wideg(f) est fini alors il est
égal au nombre de zéros de f dans {|z| < 1}, comptés avec multiplicité.
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Plus généralement considérons
f(z)=ao+a1z+ - € C,((2)), avec ag # 0.
Le polygone de Newton de f, que I'on note P(f), est 'enveloppe convexe dans R? des
points (j,log, |a;]), pour a; # 0, et de {(0,t) | t < log, |ao|}. Soient (i;,log, |ai,|),
pour j > 0, les sommets de P(f) (on peut avoir un nombre fini ou infini des sommets).
Comme ag # 0 on a 19 = 0.

Proposition. — Soit m > 1 tel que ig < i1 < -+ < 1y, sont définis. Pour 1 <k <m
on pose
1/(ik—ik—1)
(07
e = (l Tk 1‘) €|(Cp|-
|aik'
Alors r1 < -+ < Ty, [ est convergente sur {|z| < rm} et f a ix — ix—1 2€ros

de norme 1y, comptés avec multiplicité, et ces zéros sont tous les zéros de f dans
{re—1 < |2] < i}

En particulier notons que si f est une série convergente dans B,.(0), alors f(B,(0))
est de la forme B,(f(0)) et il existe d € {1,2,...} U {00} tel que pour tout w €
f(B(0)), la série f —w a d zéros de f dans B,.(0), comptés avec multiplicité. On dit
alors que f: B,.(0) — f(B,(0)) est de degré d.

Etant donné un polynoéme P € C,[z], y € C, et r € |C,| on définit

PL) = sup [P

lo—y|=r
Soit R = P/Q € Cp(z), avec P, Q € Cp[z]. On définit,
|Ply

IRIL/ IQ|I/ ’
qui s’étend en une fonction continue définie sur [0, co), monomiale par morceaux. On
appelle |R|, la fonction de valuation de R en y. Notons que siy, z € Cp et r > |y — 2|
alors |R|,(r) = |R|:(r). Si R n’a pas ni zéros ni poles dans {z | |z — y| = r} alors
|R|,(r) = |R(x)] pour tout z tel que |x —y| = r.

Le graphe de I'application log, r ~ log,,(|R[,(r)) est appelé le polygone de valuation
de R en y. La pente du polygone & gauche (resp. a droite) du point d’abscisse log,, 7
représente la différence entre le nombre de zéros et de poles de R dans B,.(y) (resp.
B (y)). Donc le changement de pente au point d’abscisse log,, 7 représente la différence
entre le nombre de zéros et les poles situées sur B (y) — B,(y). En particulier le
polygone de valuation d’un polynéme est convexe.

1.8.3. Fonctions holomorphes. — Comme dans le cas complexe on dit qu'une fonction
est analytique si elle a un développement en série en chaque point. Cette notion est
trop général : la fonction qui vaut 1 sur {|z] < 1} et 0 dans le complémentaire
est analytique dans ce sens. C’est pour cette raison qui on considére la notion plus
restreinte de fonction holomorphe définie sur un espace analytique.
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Une fonction holomorphe définie sur un affinoide fermé X est la limite uniforme
de fonctions rationnelles sans poles dans X. Les fonctions holomorphes définies sur
un espace analytique X C P(C,)) sont les fonctions dont la restriction a tout affinoide
fermé contenu dans X est holomorphe.

On note H(X) 'anneau des fonctions holomorphes définies sur X. Si X est une
boule fermée alors H(X) coincide avec la définition de la Section 1.3.1. On munit
‘H(X) de la norme ultramétrique

Ifllx = sup [f(x)].
reX

Si X est un espace analytique connexe différent de P(C,), alors on dit qu’'une
fonction définie sur X est méromorphe si elle est de la forme [f, g] ou f,g € H(X)
n’ont pas de zéros en commun. Un affinoide fermé Y C X rencontre au plus un nombre
fini de zéros et de podles d'une fonction méromorphe non identiquement nulle.

Soit X C P(C,) un espace analytique connexe et zp € X. Etant donnée f € M(X)
considérons une coordonnée telle que zp = 0. Alors f est de la forme

f(z) = agz + agp 2+ avecd € Z et ag # 0.

L’entier d ne dépend pas du choix de la coordonnée. On 'appelle I'ordre de f en zq
et on note ordy(zp).

2. Propriétés des fonctions rationnelles

Dans cette section on étudie 'action des fonctions rationnelles sur des objets géo-
métriques. On fixe pour toute cette section une fonction rationnelle R € C,(z) non-
constante.

On commence par les propriétés élémentaires des fonctions rationnelles. Etant
donné un point w € P(C,,) le degré local de R en w, que I'on note degp(w), est définit
comme suit. On considére des coordonnées telles que w = 0 et R(0) = 0. Alors R est
localement de la forme aqz?+ --- ottd > 1 et ag # 0; on défini degp(w) = d. Il n’est
pas difficile de voir que degp(w) ne dépend pas du choix des coordonnées.

Pour tout w € P(C,) on a

Y degp(z) = deg(R)
R(z)=w

et pour tout @ € Cp(2) on a deggor(w) = degq(R(w)) - degp(w).

Les points critiques de R € C,(z) sont les points w € P(C,,) tels que degpg(w) > 1.
Alors la multiplicité de w comme point critique de R est degp(w) — 1. Une fonction
rationnelle R a 2 deg(R) — 2 points critiques comptés avec multiplicité. C’est-a-dire

Z (degp(w) — 1) = 2deg(R) — 2.
wel(C,)
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Etant donnés X, Y C P(C,) tels que R(X) C Y, on dit que R : X — Y est de
degré d > 1 si tout point dans Y a exactement d préimages dans X, comptées avec
multiplicité ; de facon équivalente, pour tout y € Y on a

> deggply) =d.

r€X, R(x)=y

2.1. Fonctions rationnelles et bouts. — Dans cette section on décrit 'action
d’une fonction rationnelle sur les bouts.

Lemme 2.1. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Alors on « les propriétés
sutvantes.

(i) Si{Ai}i>1 est une chaine évanescente alors { R(A;)}i=n est une chaine évanes-
cente, pour n assez grand.

(ii) Si {Ai}iz1 et {A,'}i,;l sont deur chaines évanescentes équivalentes alors
{R(Ai)}isn et {R(Zl,;)},;,, sont équivalentes, pour n assez grand. On définit ainsi
Uimage R(P) d’un bout P par R.

(iii) Soit P un bout. Alors il existe d > 1 tel que pour tout représentant {A;}i>1
de P et pour tout i assez grand R : A; — R(A;) est de degré d. On note d = degp(P)
et on Uappelle degré local de R en P.

(iv) Soit P un bout. Alors il existe N > 0 tel que chaque point y € P(C,) a N
préimages de R dans Dp siy & Drepy, et N +degg(P) siy € Dpep).

La démonstration de ce lemme est a la fin de cette section. Notons que pour R, Q €
Cp(2) on a degpoq(P) = degpr(Q(P)) - degq (P).

Corollaire 2.2. — Soit P un bout et R € Cp,(z) une fonction rationnelle. Alors
R(Dp) =P(Cy) ou R: Dp — Dpg(p) est de degré degr(P).

Démonstration. — Soit N = 0 comme en (iv) du lemme. Si deg,(P) + N < deg(R)
alors R(Dp) = P(C). Mais si deg(P) + N = deg(R) alors R: Dp — Dpp) est de
degré deg(P). O

Lemme 2.3. — Considérons des fonctions rationnelles R, Q € Cp,(2) et un bout P tel
que la boule fermée Bpipy soit de la forme {|z — zo| < r}. Soit {A, },>1 une chaine
évanescente définissant P. Supposons qu'il existe ng tel que |Q(z) — R(2)| < r pour
2 € Ay Alors Q(P) = R(P) et deg,(P) = degp(P).

Démonstration. — Par un changement de coordonnée projectif au départ et affine &
'arrivée, on se rameéne & Bp = Bprp) = {|z| < 1} et r = 1. Soit d = deg(P). Par le
lemme précédent on peut supposer que

R:A,, ={l<|z]<r} — {1<|z|<rd

est de degré d. Alors pour tout z; € A,, on a |R(z1)| = |z1|¢ et I'image du disque
D., = {|]z = zi| < |z1|} par R est le disque {|z — R(z1)] < |R(z1)|}. Donc on a
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Q(D.,) = R(D.,); on conclut que @ : A, — R(A,) est de degré d pour n assez
grand. Par conséquent Q(P) = R(P) et deg(P) = d = degp(P). O

Démonstration du Lemme 2.1

(i) Il est facile de voir que cette propriété est vraie pour les automorphismes de
P(C,), donc on peut faire des changements de coordonnée. Apres changement de
coordonnée on peut supposer que le disque associé a {4;};>1 est {|z| < 1}. Alors
pour i assez grand A; = {r; < |z| < 1}, o r; — 1 quand i — oo.

Btant donné P(z) =ao+aiz+ -+ a2* € C,[z], soit n(P) le plus petit entier
qui maximise |a,| et on pose Tp(z) = P(z) — a,2™. Aprés changement de coordonnée
a Darrivée on suppose que R = P/Q avec P(z) = 2"F) 4+ Tp(z2) € Cplz] et Q(z) =
M@ 4T (z) € Cplz]. Quitte a changer R par R—1 on peut supposer que n(P) # n(Q)
et quitte & changer R par 1/R on peut supposer que n(P) > n(Q).

Alors pour w € B;(0) le polynéme

Pw(‘z) = P(Z) - wQ(z) =co+crz4 42",

est a coefficients entiers et |c,(p)| = 1.

On choisit 7 € (0,1) tel que si r < |w| < 1 alors |c,g)| = |wl|, |ai] < |w
pour n(Q) < i< n(P) et |¢j|rl < |(:,L(Q)[7"Z)(Q) pour 0 < j < n(Q), ol rp =
Jw| M/ (M(P)=1(@) " Par conséquent (n(Q),log, lw|) et (n(P),0) sont des sommets
consécutifs du polygone de Newton de P,. Par la proposition de la Section 1.3.2 P,
an(P) —n(Q) zéros dans {|z] = ry}, comptés avec multiplicité. C’est-a-dire que R a
n(P) — n(Q) préimages de w dans {|z| = r, }, comptées avec multiplicité. Donc,

R: {rt/(nP)=n(@) <2 < 1} — {r < |2] < 1},

est de degré d = n(P) — n(Q).

(ii) Ceci résulte immédiatement de la définition de chaine évanescente.

(iii) Ceci a été montré dans (i).

(iv) Posons d = deg(P). Apres changements de coordonnée on peut supposer que
Dp = Dgpy = {|z| < 1}. Par (i) il existe ro € (0,1) tel que R : {ro < |z] < 1} —
{rd < |z| < 1} est de degré degp(P). En particulier |R(z)| = |z|? pour ry < |2] < 1.
Soit N le nombre de poles de R dans {|z| < 1}. Alors R a N +d zéros dans {|z| < 1};
voir polygone de valuation dans la Section 1.3.2.

Considérons y € {|z| < 1}. Alors |R(2) — y| = |2|* pour max{ro, |y|} < |z| < 1.
Donc R —y a N + d zéros dans {|z| < 1}.

Considérons maintenant y ¢ {|z| > 1}. Alors |yR(z2)/(R(2) —y)| = |R(2)| pour
ro < |z| < 1. Comme la fonction rationnelle yR/(R — y) a les mémes zéros que R sur
{|z| < 1}, on conclut que yR/(R —y) a N pdles dans {|z| < 1}. O

2.1.1. Théoréme des résidus pour les fonctions rationnelles. — Soit R € Cp(z) une
fonction rationnelle. Etant donné un bout P soit ordg(P) défini comme suit.

« ordg(P) = degr(P) si Dp(p) est de la forme {|z| < r}.
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« ordg(P) = —degr(P) si Dg(p) est de la forme {|z| > r} U {oc}.

« ordg(P) =0si Dp C C, — {0} ou Bp C C,, — {0}.
Par (iv) du Lemme 2.1 on a que ordr(P) est égal & la différence entre les zéros et
les poles de R sur Dp. On considere une version du Théoreme des Résidus pour les
fonctions rationnelles; voir [FvP].

Théoréme des Résidus. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Soit X un affi-
noide ouvert connexe avec bouts Py, ..., Py. Alors

Zordn(z) = Z ordg(P;).
X Iigk
Démonstration. — Soient Z et P le nombre de zéros et de poles de R sur X respec-
tivement (comptés avec multiplicité). Alors Yy ordp(z) = Z — P.
Soient Z; et P; les nombres de zéros et de pdles de R sur Bp, = P(C,,) — Dp,,
respectivement. Par la remarque plus haut on a ordg(P;) = P, — Z,.
Notons que deg(R) = Z+ Z1+ -+ Z;, = P+ P, +--- + P. Par conséquent on a

O=Z+Zi+ +Zk—(P+Pi+-+P)=> ordp(z) = Y ordp(P). O
X

1<i<k

2.2. Fonctions rationnelles et systémes projectifs

Proposition 2.4. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et Sy un systéme projectif.
Alos on a les propriétés suivantes.
(i) 1l existe un systéme projectif Sy tel que si P € Sy alors R(P) € Sy.
(ii) Considérons des paramétrages S; = {Pi(§)}¢epc y» pouri = 0.1. Alors il existe
»

une fonction rationnelle R € @,)(z) telle que pour tout & € ]P’(((NZP) on a

R(Py(€)) = P1(R(€)) et degp(P(€)) = deg(€).
Donc pour tout Py € §1 on a

Z degp(Py) = deg(R).
Po€So.R(Po)=P:
(iii) Il existe un sous-ensemble fini T C Sy tel que R(Dp) = P(C,) pour tout
P €T ettel que R: Dp — Dp(py est de degré degr(P) pour tout P € Sy — T ; dans
ce dernier cas R(Dp) = Dpp).

La démonstration de cette proposition est a la fin de cette section.

On note degr(Sy) le degré de R, qui ne dépend pas du choix des coordonnées.
Par (iii) du Lemme 2.1 et par (iii) de la Proposition 2.4, I'application degy : H, —
{1,2,...} est semi-continue supérieurement et en particulier la condition deg;(S) = 1
est ouverte; donc si deg,(S) = 1 alors R : H,, — H, est une isométrie au voisinage
de S.
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On pose R™Y0)U R7Y (<) = {ay.....a,} et aprés changement de coordonnée on
suppose que ap = oc. On considere 'application,

I:X=C,~{ai....,an} — (log, |z —ail..... log, |z —a,|) € Q" CR".

Alors log,, |[R| : X — Q C R se factorise comme log , |R| = Lol ot L : Q" — Q est un
fonctionnelle linéaire a coefficients entiers. De plus I se factorise comme [ = i oy
ot i : Ax — Q" est une immersion de telle facon que Xs = {z | I(z) = i(S)}
pour chaque point § € Ay : voir Section 1.2.3. La restriction de ¢ & chaque aréte est
une isométrie avec son image et i s'étend & une immersion propre i% : Aﬂi\ — R".
L’application Loi® : A% — R est aussi propre.

Lemme 2.5. —— Soit 8" (resp. P") un systéeme projectif (resp. bout). L’ensemble
R=YSY) (resp. R=Y(P")) des systémes projectifs S (resp. bouts P) tels que R(S) = S
(resp. R(P) = P") est fini et on a

Z degn(S)('resp. Z (logn(’P)):deg(R).

R(S)=80 R(P)=P°
Démonstration. — Apres changement de coordonée a 'arrivée on peut supposer que
PV est le bout associé a {|z| < 1}. Soient {ag.ay,...,a,}, X, I, i,... comme plus

haut.
Considérons une suite {w, },>0 C Bi(0) telle que

wy,| — 1 et soit z, tel que
R(z,) = w,. Comme L o i® est propre, quitte a prendre une sous-suite on peut
supposer que 7y (z,) € Ax converge vers S € A"i\

On montre d’abord que & € Ayx. Si § n'est pas un sommet de Ay, alors S est
contenu dans une aréte I® de A%, Comme i*(I®) est un segment dans R” avec
extrémités dans Q" et Loi™(S) =1, ona S € Ax.

Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que wx (z,) € (7x(z9).S), pour
n > 0. Par conséquent le bout P ayant {C'(7x(z,).S)}n>0 comme représentant est
tel que R(P) = P". De plus, pour tout n assez grand deg ,(P) est égal au nombre de
préimages de w, dans C(mx(z9).S), comptées avec multiplicité.

Si I'on considere tous les bouts Py, ..., P, obtenus de cette maniere on a pour n
assez grand,

Z degp(P;) = # préimages de w,, = deg(R).
En particulier [?‘1(73) = {Py...., P }. Alors les affirmations sur les systémes pro-
jectifs suivent de la Proposition 2.4. O

Démonstration de la Proposition 2.J

(i) et (ii). Il est facile de vérifier ces propriétés pour les automorphismes de P(C,).
Donc on peut faire des changement de coordonnée.

Etant donné un polynéme P € C,[z] et n > 0 on note a, (P) le coefficient de 2".
De plus on note n(P) = 0 (resp. m(P) > 0) le plus petit (resp. le plus grand) entier
a;(P)

qui maximise , pour 0 < i < deg(P) (voir démonstration de (i) du Lemme 2.1).
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Apreés changement des coordonnées on suppose que Sy est le systéme projectif
canonique. Considérons le paramétrage {P(&)}P(@p) de Sy.

On pose R = P/Q ou P,Q € C,[z]. Comme dans dans la démonstration de (i) du
Lemme 2.1 on peut supposer m(P) > m(Q) et de plus |a,,p)(P)| = |ay0)(Q)] = 1.
Alors R(P(x)) = P(s0) = P(R(0)) et degp(P(c0)) = m(P) —m(Q) = deg (00),
ol R est la réduction de R.

On montrera §; = Sp. Soit £ € (ﬁp et soit ¢ € {|z] < 1} tel que E: £. Posons
Te(z) = z—C et notons que T¢ (P(€)) = P(0). De plus m(PoTy) = m(P) et m(QoT,) =
m(Q).

Sin(PoT)>n(QoT;) alors

R(P(C)) = RoT:(P(0)) = P(0) = P(R(())

et degp(P(§)) =n(PoT;) —n(QoT¢) = degp(§). Donc (i) et (ii) sont vérifiés dans
ce cas. Le cas n(P o T¢) < n(Q oTy) est similaire.

Supposons n = n(P o T¢) =n(Q o T¢) et posons b = a, (P oTy) et ¢ = a,(QoT¢).
Alors

R(¢) =
car m(Qo1¢) > m(QoT;) et |a,(QoT¢)| = |am(PoT,)| = 1. Par conséquent

m‘elcﬂ

n(PoT; — EQOTC) >n(QoTy) et |ay(PoT; — gQOTCH =1

(R oT: — g)(P(O)) = P(0) et

b
degror, 1) (P(0) = n(PoTc = 2QoTc) = n(Qo T¢) = deg (€).

Donc R(P(§)) = P(b/c) = P(R(E)).

(iii) Soit P € Sy. Par le Corollaire 2.2 on a R(Dp) = P(C,) ou R: Dp — Dpp
est de degré degp(P). Comme les ensembles Dp, pour P € Sy, sont disjoints deux a
deux I'ensemble 7 C Sy des bouts tels que R(Dp) = P(C,) est fini. O

2.3. Fonctions rationnelles et espaces analytiques. — La propriété suivante
des fonctions rationnelles simplifiera I’étude de la dynamique; voir aussi [Be].

Proposition 2.6. Soit C la classe des affinoides fermés connexes, des affinoides ou-
verts connezes ou des espaces analytiques connexes. St R € C,(z) est une fonction
rationnelle de degré au moins deur, alors R(X) € C pour tout X € C et il existe
Xy,.... X, € C disjoints deux a deux tels que

RYX)=X,U---UX,.

De plus R : X; — X est de degré d;, ou les d; sont entiers positifs et vérifient
di 4+ -+ d, = deg(R).

En particulier pour » € |C,| I'ensemble {z € C, | |R(2)| < 7} (resp. {z € C,, |
[R(z)] < r}) est un affinoide fermé (resp. ouvert).
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La démonstration de cette proposition dépend du lemme suivant.

Lemme 2.7. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Considérons ro, r1 € |C,|
avec Ty = 19, tels que |Rlg = 1 sur [ro, 1] et |Rlo = ait® sur (ro —e,7m0) et [r1, 71 +€)
pour i = 0,1 respectivement, avec dy et dy # 0. Alors

R({ro < lz[ <m}) =P(Cy), {Iz[ = 1}, {|z] < 1} ou {|2] = 1} U {oo}.

Démonstration. — On suppose d’abord que g = 1 = r. Aprés changement de coor-
donnée on suppose r = 1. Soit § = {P(&)} ¢et, le systeme projectif canonique. Par
hypotheése R(P(0)), R(P(o0)) € {P(0),P(c0)}. Donc pour tout £ € @p — {0} il existe
¢ € C, — {0} tel que R(P(C)) = P(£). Alors le lemme suit, du Corollaire 2.2 dans ce
cas.

Supposons maintenant r; > 7. On pose R = P/Q avec P(z) = ag + - -+ + apz* €
Cplzl et Q(z) =bo+--- + bzt € Cplz).

Comme dy # 0 (resp. dy #0) P ou @ a un zéro dans {|z| = ro} (resp. {|z| =r1});
voir polygéne de valuation dans la Section 1.3.2.

Par la proposition dans la Section 1.3.2; si P a un zéro dans {|z] = ro} (resp.
{|]z] = r1}) alors il existe ig < i1 (resp. i, < im+1) tels que

(i(), logp la’iu |) et (7’1 ) 1ng |ai1 l)

(resp. (im,log, |ai,|) et (im+1,108, |ai,, )
sont des sommets consecutifs du polygone de Newton P(P) de P tels que ré" la;,| =

o mer
=T |a1,

i | (vesp. 3" as, )

Comme |R|o = 1 sur [rg, r1] le point py = (j1,log, |bj,]) (resp. pm = (jm,log,, b;,.1))
est aussi un sommet de P(Q) et on définit jo = j1 =41 (resp. jm+1 = Jm = tm)-

Si P n’a pas de zéros dans {|z| = ro} (resp. {|z| = r1}) alors ) en a un et on
définit jo < 71 (resp. jm < jm+1) de fagon analogue et on pose ip = i3 = j; et
T+l = m = Jm-

Donc i1 = j1, tm = Jm, %o # Jo et imq1 7é Jm+1. Soit po (I'QSD p'rn+1) égal a
(10, 10g,, |aiy|) (resp. (imt1,log, lai,, 1) siio < jo (vesp. im > jm+1) ou (jo,log, [bj,|)
(resp. (jm+1,log, [bj,, 1)) sinon.

Alors P(P) U P(Q) est au dessous des droites qui passent par py et p; et par
P €t Pmy1. On choisit Iindice m > 0 de telle fagcon que p, = (in,log, |a;,|), pour
1 < n < m, soient tous les sommets de P(P) avec iy < iy < -+ < iy,. Comme |R|y =1
sur [ro,71] les points po, ..., pm, sont tous les sommets de P((QQ)) avec abscisse entre
J1 =11 €t jim = lm.

Considérons w € C,, et soit P, = P —w@Q. Si |w| = 1 alors py et p,,41 sont des
sommets de P(P,) et P(P,) est au dessous des droites qui pasent par py et p; et par
P €t Pma1. Par la proposition de la Section 1.3.2 P, a un zéro dans {ro < |2| <}
Par conséquent {|z| = 1} C R({ro < |z] < r1}).
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Supposons |w| < 1, le cas w € {|z] > 1}U{oo} étant analogue. Les points py, ..., pm
sont tous les sommets de P(P,,) avec abscisse en [ig, ;). De plus P(P,,) est au dessous
des droites qui passent par pg et p; et par p,, et p,,+1. Par la proposition de la
Section 1.3.2 le polynéme P,, a un zéro dans {ro < |z| < 71} si et seulement si
19 < im41. Dong,

soit {|z| <1} C R({so < |z| < 51}, soit {|z] <1} NR{so < |z| < s1})=2. O
Corollaire 2.8. — Soient ro, ry € |C,| avec ro < r1 (resp. ro < 11) et on pose C =
{ro < |z| < r1} (resp. {ro < |z| < r1}). Alors R(C) est égal a P(C,), une boule
ouverte (resp. fermée) ou aprés changement de coordonnée {sy < |z| < s1} (resp.
{so <[zl < s1}).

Démonstration. — Apres changement de coordonnée on peut supposer que R est tel
que |R|o(t) = apt? sur [ro,m0 +¢) (resp. sur (rg —e,70]) et tel que |R|o(t) = ait? sur
(r1 —e,m1] (resp. sur [r1,r1 + €), pour ¢ = 0, 1 respectivement, avec dy et d; # 0.

Par le lemme précédent
{z€Cy |1zl € [Rlo((ro,m1))} € R(C)
(resp. {z € Cy | |2| € |Rlo([ro, m1])} € R(C)).

De plus si R a un zéro et un pole dans C alors R(C') = P(C,). Si R n’a pas de poles,
alors |R]p est convexe sur (rg,ry) et

R(C)  {lz] < max{[R|o(ro), [Rlo(r1)}}

(resp. C {|z| < max{|R|o(ro), [Rlo(r1)}})
avec égalité si R a un zéro dans C. Si de plus R n’a pas de zéros dans C

R(C) = {min{|R|o(ro), [Rlo(r1)} < [2] < max{|R|o(r0), [R]o(r1)}}

(resp. {min{|Ro(s0). [Rlo(s1)} < [2] < max{|R[o(s0), [Rlo(s1)}})-
Le cas oli R n’a pas des zéros dans C' est similaire. O

Démonstration de la Proposition 2.6. — On va montrer d’abord que les classes en
considération sont invariantes. Soit X un affinoide fermé connexe. Si X = P(C,)) on a
R(X) = P(C,), donc on suppose X # P(C,). Par conséquent Ax # @ et X a une
décomposition canonique,

X = <US sommet de Ax XS) U ('—'1 aréte de Ay XI) ’

donnée dans la Section 1.2.3.

Etant donnée une aréte I de Ax avec extrémités Sy et Sy, considérons I'affinoide
fermé connexe X 1 = Xs,UX1UXs, . Notons que si I et I; ont une extrémité commune
alors X7, N Xy, # @.

Par la Proposition 2.4 on peut montrer (comme dans le corollaire du Lemme 2.7)
que si I est une aréte de Ax avec extrémités Sy et Sy alors R()A( 1) est un affinoide
fermé connexe. Donc R(X) = UX est un affinoide fermé connexe.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003


file:///R/oin)}}

176 J. RIVERA-LETELIER

Ceci montre aussi que si X est un espace analytique connexe, alors R(X) est aussi
un espace analytique connexe. Pour le cas d’affinoides ouverts connexes, pour chaque
sommet S de Ax on considere I’affinoide ouvert connexe X s = XsU(UX), ot I'union
porte sur toutes les arétes I de Ay ayant S comme extrémité. Alors on procede comme
dans le cas des affinoides fermés connexes.

(1) Considérons un affinoide fermé connexe, le cas des affinoides ouverts connexes
étant similaire. Soit P l'ensemble fini des bouts P tels que R(P) est un bout de
P(C,) — X et pour y € R~'(X) soit Y, Paffinoide fermé connexe

Y, = Npep yenp Bp.

Par (iv) du Lemme 2.1 pour chaque P € P il existe dp > 0 tel que tout x € Br(p) a
dp préimages dans Dp.
Donc pour tout y € R™'(X) un point « € X = NpepBr(p) a

d, = deg(R) — Z dp

PeEP,yeBp

préimages par R dans Y, et par conséquent R : Y, — X est de degré d,,.

Soit x € X et soient y,z € R™'(z) tels que Y, NY, # @. Alors Y, = Y., car sinon
il existe un bout P de P(C,) — Y, tel que P < Y. ou vice-versa. Mais dans ce cas
R(P) < X, ce qui n’est pas possible car par définition R(P) est un bout de P(C,,) — X.

Par conséquent si I'on considere la décomposition Y1U---UY,, de Y = Uyep-1(, Y,
en affinoides fermés connexes disjoints deux & deux (donnée par la Proposition 1.1)
il existe des entiers d; > 1, tels que R : Y; — X est de degré d;, pour 1 < i < n.
Donc dy + -+ +d, = deg(R) car R"'(z) C Y =Y, U---UY,, et par conséquent
R YX)=YiU---1Y,.

(2) Soit X =U;>1X; € C un espace analytique connexe ott {X;};>1 est une suite
croissante d’affinoides fermés connexes. On a montré que R”I(X ;) est un affinoide
fermé. Soit n; > 1 le nombre de composantes connexes de X;. Alors notons que
n;41 < nyg, pour i > 1. En effet si

RYX)=Y U - UY, et RYXip) =210 UZ,,,,
sont les décompositions en composantes connexes alors
TU-UY,, =R X)) CR Y (X)) =210 U2y,

et Z;N R Y(X) # @ pour tout 1 < j < nyy1. Done niy1 < ny. Par conséquent pour i
assez grand n; = n ne dépend pas de i. Alors on peut supposer que Y} C YAf+l,
pour 1 < k < n. De plus il existe dy,...,d, > 1 tels que dy + -+ + d,, = deg(R) et
R:Y) — X; est de degré dj;, pour 1 < k < n.

Donc Yj, = U;js1 Y} est un espace analytique connexe, R : Y, — Y est de degré dy,
et REY(Y)=Y,U---LUY,. O
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2.4. Composante d’injectivité. — Le but de cette section est de montrer le ré-
sultat suivant, qui est le premier pas dans la démonstration du Théoreme 3; voir
Section 5.

Proposition 2.9. — Soit R € C,,(2) une fonction rationnelle et @ € P(C,,) non-critique.
Alors il existe un affinoide ouvert I(x) qui contient x, tel que R est injective sur I(x)
et tel que, pour tout espace analytique connexe X qui contient x sur lequel R est
injective, on a X C I(x).

Définition 2.10. — Soient R et @ comme dans la proposition. Alors on appelle I(x) la
composante d’'injectivité de x pour R.

La démonstration de la Proposition 2.9 dépend de quelques lemmes.

Lemme 2.11. — Supposons que la fontion rationnelle R € C,(z) est injective sur
lespace analytique connexe X. Alors pour tout systeme projectif S < X on a
ngR(S) == 1.

Démonstration. — Si degp(S) > 1 alors il y a deux cas.

Soit degp(P) > 1 pour tout P € S : alors, si P € S est tel que Dp C X5, R n'est
pas injective sur Dp.

Soit on peut trouver Py, P; € S distincts tels que Dp,, Dp, C Xs et R(Py) =
R(Py); on peut alors choisir xy € Dp, et 21 € Dp, tels que R(zy) = R(xy). O

Lemme 2.12. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Pour ro,m € R soit
C(ro.m) = {ro < |z| < ri} et pour r € |Cp| soit S, le systéme projectif associé a
{lzl < r}.

(i) Pour chaque r € R — Q il existe d > 1 et ro, r1 > 0 avec r € (rg,r1), tels que
C = R(C(ro,r1)) est une couronne et R : C(rqg,r1) — C est de degré d. On a alors
mod(C) = d - mod(C(ry,r1)).

(i) Supposons que degp(S,) = d = 1 pour tout r € |Cp| dans Uintervalle (ro,ry).
Alors il existe une coordonnée a Uarrivée tel que |R|o(t) = t* sur [ro,ri]. Si R
est injective sur C'(ro,r1) alors |R(z)| = |z| pour ry <
R(C(’I’(),T'])) = C(’I'().T’]).

< rp et en particulier

Corollaire 2.13. — Si C est une couronne ouverte et R € C,(2) est injective sur C,
alors R(C) est aussi une couronne, mod(R(C)) = mod(C) et R induit une isométrie
entre Ac et Ap(c).

Démonstration. — On suppose C' = C(rg,r1). Par le Lemme 2.11 on a deg,(S,) =1
pour tout r € (rg,r;) et par (ii) du lemme on peut supposer que |R(z)| = |z| pour
ro < |z] <. Done R(C) = C et R(S,) =S, pour tout r € (rg,ry). O
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Démonstration du Lemme 2.12

(i) Etant donné P(z) = ag + -+ + a,2" € C,[z] soit n(P) le plus petit entier
qui maximise 7'7¢|a;|. Alors on procede comme dans la démonstration de (i) du
Lemme 2.1.

(ii) Par (iii) du Lemme 2.1 et par (i), pour tout = € (rg,r1) il existe un voisinage
U, = (sy,t,) ot R est telle que

A(R(S.), R(S,)) = d - d(Su,S,) = du— v,

pour tout u,v € U,. On peut aussi choisir U,, (resp. U,,) de la forme (ro,79 + €)
(resp. (r; —€,71)). Donc on peut trouver un nombre fini de U, qui recouvrent (s, t).

Soient u < v < w tels que u € Uy, v € Usy NU,, et w € U,,. Soit S le systeme
projectif tel que

[R(S.), R(S.)] N [R(S,), R(S..)] = [R(S,). ]

voir Section 1.2.2. Comme v € Uy, N Uy, on a § = R(S,), cest-a-dire R(S,) €
(R(S4), R(Sw)). Donc pour tous u < v dans (rg,71) on a d(R(Sy), R(S,)) = d-|u—v|.
Alors aprés changement de coordonnée a l'arrivée on a |R|o(r) = r? sur [r, 7).

Si R est injective sur C(rg,rq) soir 7 € (r9,71) et P € S, tel que Dp C {|z| = r}.
Par (iv) du Lemme 2.1 on a R(Dp) = Dpp). Comme R fixe les bouts associés a
{lz1 < 7} et {2 < 7} ona R({|2] = r}) = {I2| = 7. D

Lemme 2.14. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et soit X un espace analy-
tique connexe tel que Ax # @. Alors R est injective sur X si et seulement si R est
injective sur chaque Xs, pour S € Ax.

Démonstration. — Supposons que R est injective sur chaque Xs, pour § € Ax. Si
X est une couronne ouverte alors, par (ii) du Lemme 2.12; on peut supposer que
X = {s < |z] < t} et |R|p = id sur [s,t]. Par hypothese R est injective sur chaque
{Iz] = r}, pour r € (s,t). Donc R({|z| = r}) = {|z] = r} et par conséquent R est
injective sur X.

Dans le cas général soient SU, S' € Ax. Alors il suffit de montrer que R(Xg0) N
R(Xs1) = 2. Quitte & remplacer X par Use(so,s1]Xs on peut supposer que S et S*
sont des sommets de Ayx. Soient Sy = S°,S1,..., Sk = St tous les sommets de Ax
contenus dans [S’, S1].

On va trouver inductivement des coordonnées w; a l'arrivée, telles que R est
l'identité sur [Sp,S;], pour 0 < i < k. On peut choisir wy sans probleme. Suppo-
sons que w; est déja définie. Comme on a vérifié le lemme pour les couronnes on a
R(C(8i,Si+1)) = C(R(S:), R(Si41)). Comme degp(S;) =1 ona C(R(S;-1), R(Si)) N
C(R(S;), R(Si+1)) = &, donc on peut trouver une coordonnée w;y; qui coincides
avec w; sur (Sp,S;) et telle que (R(S;), R(Si+1)) soit égal & (S;,S;4+1) dans cette
coordonnée.
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On fixe la coordonnée wy, & l'arrivée. Alors R(Xs,) et R(Xs, ) sont contenus dans de
composantes différentes de P(C,) — C(Sy, S). Par conséquent R(Xso) N R(Xg1) = @.
O

Démonstration de la Proposition 2.9. — Fixons une coordonnée telle que R(z) = 0
et soit X = P(C,) — R™1(0) U R~!(c0). Comme z n’est pas un point critique R est
injective sur un disque D, contenant z et tel que D, N (R™1(0) U R™()) = {z}.
Alors le systeme projectif S, associé & D, est un point de Ax et degp(S) = 1 pour
tout S € (z,S,] C Ax.

Soit B C Ax le plus grand convexe qui contient S, et tel que degr(S) = 1 pour
tout S € B. Comme la condition degp(S) = 1 est ouverte B est ouverte. Par (i) du
Lemme 2.12 on peut écrir 73 (B) = I(2)N X, olt I(z) est un affinoide ouvert connexe.

Si S est un point de Ax et P € S est tel que Dp C Xs C X alors R(Dp) C
C, — {0}. Par (iv) du Lemme 2.1 R : Dp — Dpp) est de degré degy(P). Comme
degr(S) = 1, R est injective sur Xg. Par le Lemme 2.14 R est injective sur W;(I(B) =
I(x) N X et par conséquent R est injective sur I(x).

Si Y est un espace analytique connexe alors mx (Y N X) est convexe. Donc si Y
contient = et n’est pas contenu dans I(z), alors mx (Y N X) ¢ B. Par maximalité de
B il existe S € mx (Y N X) tel que degp(S) > 1. Comme z € Y et Y rencontre Xs
on a8 <Y. Parle Lemme 2.11 R n’est pas injective sur Y. O

2.5. Invariance des arbres. — Le but de cette section est de montrer la proposi-
tion suivante qu’est un cas particulier d'un théoréme de Motzkin ; voir [Mo].

Proposition 2.15. — Soit X un espace analytique connexe et R € C,(z) une fonction
rationnelle injective sur X .

(i) SiS < X est un systeme projectif, alors R(S) <Y = R(X).

(ii) Soit P < X un bout. Alors R : Dp N X — DgrpyNY est de degré 1. En
particulier, si Dp C X alors R(Dp) = Dpp).

(iil) Le systéme projectif S < X est un point (resp. sommet) de Ax si et seulement
st R(S) est un point (resp. sommet) de Ay .

(iv) R induit une isométrie de Ax sur Ay .

Corollaire 2.16. Soit X un affinoide ouvert connexe et R € C,(z) une fonction
rationnelle telle que R : X — X est de degré 1. Alors il existe n tel que R" induit
lidentité sur Ax.

Démonstration. Soit n tel que les bouts de X soient fixes par R. Si Ay = @ alors
il n’y a rien a montrer; donc on suppose que Ax # @ et par conséquent X a au
moins deux bouts. Donc pour tout point S de Ay il existe des systemes projectifs S

et Sy associés a des bouts de X tels que § < (Sp, S1). Notons que R"(S;) = S;, pour
i =0,1. Comme R induit une isométrie sur Ax on a

d(S,S;) = d(R"(S), B"(S;)) = d(R"(5), R(S:)),
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pour i = 0,1. Donc R(S) = S. O

Démonstration de la Propostion 2.15

(i) D’apres (iii) de la Proposition 2.4, sauf pour un nombre fini de bouts P € S
on a R(Dp) = Dpepy. Donc § < X impliques R(S) < Y.

(ii) Comme R est injective sur X il existe une composante d’injectivité I de R qui
contient X. Rappelons que I est un affinoide ouvert connexe. Soit Z la composante
connexe de R™'(Dpp)) ayant P comme bout. Si Q@ # P est un bout de Z alors
Q £ I et comme [ est un affinoide ouvert connexe, Bo NI = &. Par conséquent
DpnNX CDpNICZet RIDpNX)C R(Z) = Dpepy. Si X C Dp le résultat est
clair, donc on suppose que X ¢ Dp. Par conséquent, si S est le systeme projectif
associé a P, alors & < X et par le Lemme 2.11 on a deg,(S) = 1. Dong,

R(X — Dp) CUges Py R(X N Dg) CUges (pyDrig) = P(C)) — Dgep).

et par conséquent 1 X N Dp — Y N Dpepy est de degré 1.
(iii) D’apres (i) S < X implique R(S) < Y. Dans ce cas on a d’apres (ii)

H{PeSIDpNX =0} =#{Q € RS)|DoNY = 2} et
H{PESIDPNX 42, Dp ¢ X} =#{Qc R(S)|Do #2.Do ¢ X}

Done S est un point (resp. sommet) de Ay si et seulement si R(S) est un point (resp.

sommet) de Ay. Par (ii) pour tout bout P < X on a Dp C X si et seulement si
Dppy €Y. Comme degr(S) =1 ona R(Xs) = Yis).

(iv) Soient SV, S' € Ax et soient Sy.....Si les sommets de Ax dans (S°.S')

tels que les (S;,S;y1) sont disjoints, pour 0 < i < k, ot Sy = S” et Sp1 = St On

0), R(Si)) = d(Sy.Si). Par (iil) et par le

= (S,‘.S,’+1) et R([,) = (1{(8,), R(S,Jrl))

Comme R est injective sur X, R est injective sur Ax et par conséquent les

R(I;) sont disjoints. Comme d(R(S;), R(Si41)) = d(S;.Si+1) on a d(R(Sy), R(Sy)) =

(1(5().8#). O

va montrer par induction dans i que d(R(S,
Lemme 2.11, R induit une isométrie entre I;

3. Dynamique locale

Soit U un ouvert de C, et f : U — C, une application. Un point zy € U est
périodique sl existe k > 1 tel que z,.. ‘.fk_'(:(,) € U et f¥(zy) = z9. On appelle
k période de a; si k est le plus petit entier avec cette propriété, alors k est appelé la
période primitive de z et on dit que {zo, f(20), ..., " Yz0) ) est le eycle de 2. Quand
f est analytique au voisinage du cycle de zg, la dérivée (f¥)(z0) = (f*)'(f7(z0)) est
appelé le multiplicateur du cycle correspondant.

Le multiplicateur est invariant par conjugaison analytique et sa nature donne une
certaine information sur la dynamique de f au voisinage du cycle. On considere la
classification suivante des points périodiques, en analogie avec le cas complexe.
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D¢éfinition 3.1. — Soit zy un point périodique et A son multiplicateur.

« Si JA| < 1 on dit que zy est attractif. Si de plus A = 0, alors on dit que zy est
super-attractif.

« Si [A| = 1 ondit que zq est indifférent. Si A est une racine de I'unité on dit que zg
est parabolique ou indifférent rationnel. Sinon on dit que zy est indifférent irrationel.

« Si|A| > 1 on dit que z est répulsif.

Dans les Sections 3.1 et 3.3 on considere la dynamique locale des points périodiques,
selon la classification précédente. Dans la Section 3.2 on considere la dynamique ‘quasi-
périodique’.

3.1. Points périodiques attractifs. — Dans cette section on considere la dy-
namique au voisinage des points périodiques attractifs. On peut étendre la plupart
des propriétés aux points périodiques répulsifs en considérant que, si zg est un point
périodique répulsif pour f, alors zy est un point périodique attractif pour f=!.

Si zp € U un point périodique attractif de f. Alors on dit que

Wi(zo) ={z € U |d(f"(2), ["(20)) — 0 quand n — oo}

est le bassin d’attraction de zy et que U, > W'f*(f"’(zu)) est le bassin d’attraction du
cycle de z. Notons que W4(zp) est ouvert et invariant par ¥, ol k est la période
de zy.

On considere l'ensemble A(C,,) des séries a coefficients sur C,, convergentes au
voisinage de 0 qui sont de la forme

f(z) =X+ ar2? +agz’ + -,

avec |[A| < 1. Pour une telle série, différente de Az, on définit

-1
r(f) = <sup(ak|l“'> .

Il n’est pas difficile de voir que f est convergente sur B, (0) et que 7(f) < oc.
Proposition 3.2. — Soit [ € A(C,) une série différente de Az. Alors on a les propriétés
sutvantes.
(i) Pour [z] <r(f) on a|f(2)| < |z[max{[A. |z]/r(f)}. Donc B, (0) C W;(0).
(ii) r(f) =sup{r > 0| f est convergente sur B,-(0) et f(B,(0)) C B.(0)}.

<~

P
<

Démonstration
(i) On pose f(z) = Az +a;22+ - . Pour |z| < r(f) on a

FEI= 2l At @z + a2z + -] < max{ AL 21/r(1)},

car |ap|Mr(f) < 1.
(ii) Si f est convergente sur B,.(0) avec r > r(f), alors

1 1/k

lim sup Jag % <t < r(f)7" = sup Jap]VF,
k21

k>1
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donc il existe k tel que r(f) = |ay|'/*. Si s € |C,| N (r(f),7) on a

uan:«»=s-max{|x|,|al|<r<f>>‘ (5 )}/Isl( (3)) >s. O

Notons que par (ii) on a f(B,5)(0)) C B,)(0) et r(f") > r(f) pour tout entier
n>1.

Proposition 3.3. — Considérons une série f € A(C,).

(i) Si A= f(0) # 0 alors {A\""f"},,>1 converge uniformément vers une fonction
¢ € H(By(5(0)) sur B (0), pour tout r < r(f). Donc g o f = Ap. De plus, si
f(Br()(0)) = By(5)(0), alors ¢ : B.()(0) — C,, est surjective.

(ii) Si f'(0) = 0 alors il existe une série v convergente au voisinage de 0, telle que
pof=up ond= degf(O).

La démonstration de cette proposition est a la fin de cette section. Le résultat sur
la linéarisation est un cas particulier d’un théoréme en [HY] et est aussi montré dans
[Lul]. En considérant (i) de la proposition précédente on fait la définition suivante.

Définition 3.4. — Soit f € A(C,). Si f(B,(5)(0)) = By(5)(0) alors on dit que B,.(5)(0)
est le bassin d’attraction immédiat de 0 pour f.

En général f peut étre injective sur B, (5)(0), par exemple f(z) = pz/(1 - z2).
D’autre part on a les propriétés suivantes.

Proposition 3.5. — Soit f € A(C,) une série différente de \z.

(1) Sir(f) € |Cy| alors r(f) est le rayon de convergence de f et f : B4 (0) —
B,(5)(0) est de degré infini.

(2) Sir(f) est strictement inférieur au rayon de convergence de f, on ar(f) € |C,]
et B,(5)(0) est le bassin d’attraction immédiat de 0.

(3) Sir(f) =1 et B1(0) est le bassin d’attraction immédiat de 0, alors f : B1(0) —
B1(0) est de degré d, ot d = wideg(f) € {2,3,...} U {oo}. Si de plus le rayon de
convergence de f est plus grand que 1, on a d < 0o.

Démonstration
(1) Si r(f) ¢ |C,| alors il existe k; — oo tel que |ax, |'/** — r(f), par conséquent
7(f) est le rayon de convergence de f et f: B, (5(0) — B,(5)(0) est de degré infini.
(2) Si le rayon de convergence est strictement plus grand que r(f) alors il existe k
tel que 7(f) = |ax|'/* € |C,|. Donc

1115, 00 = r(f) max{[Al, laxl(r(£)*} = 7(f) et f(B,(5)(0) = Br(p)(0).

(3) Dans ce cas pour tout zo € B1(0) on a d = wideg(f — 29) = wideg(f), donc
f: B1(0) — B1(0) est de degré d. Si le rayon de convergence est plus grand que 1
on a |ag| < 1 pour tout k grand, donc d = wideg(f) < oc. O
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Si B,.(5)(0) est le bassin d’attraction immédiat de f on a par la proposition précé-
dente d > 1. En général d peut étre infini, mais si par exemple f est a coeflicients sur
un corps a valuation discrete, alors d < oo.

Exemple 3.6. — On considere la fonction rationnelle f € C,(z) définie par f(z) =
A22/(z + 1), avec |A| € (0,1), qui est conjugué au polynéme A~1(22+z). Onar(f) =1,
mais f(B1(0)) # B1(0). De plus il n’est pas difficile de voir que pour tout disque
D c P(C,) qui contient 0 on a f(D) # D.

Démonstration de la Proposition 3.3

(i) Soit © > 0 tel que |f(z)| = [Az| pour |z] < r; on pose f(z) = Az(1+ g(z)) avec
9(0) = 0. Soit C' > 0 tel que [g(z)| < Cz|, pour 2] < 7. Donc [[go f"|[ g+ o) < CIAI"r
et

Pn(2) = A" fM(2) = 2(L+g(2)) (1 + g o f(2)) - (L+go f171(2)),
converge uniformément sur B (0) vers une fonction ¢ € H(B;}(0)). Comme pour
tout n > 0 on a App41 = @, o f, on conclut que o f = Ap.

Montrons que ¢ € H(B,(5(0)). En effet soit s < r(f). Il existe n > 1 tel que
f™(B(0)) ¢ B.(0), d’apres (i) de la Proposition 3.2. La fonction \'¢ = ¢ o f"
appartient donc a H(BJF(0)) et coincide avec ¢ dans H(B;F(0)). On obtient ainsi que
© € H(B,(5)(0)).

L’image de ¢ contient une boule B;(0). L'équation fonctionnelle montre alors, si
f(Br()(0)) = B,(5)(0), que cette image contient la boule B|y-«,(0) pour tout n > 0.

(ii) Aprés conjugaison par Az on peut supposer que f(z) = 2%+ -+ on d =
deg;(0) > 1. On pose f(z) = 2414 g(z)) avec g(0) = 0. On considere r > 0 et C > 0
tels que [|gll 5+ < Ct <1, pour t € (0,7). En particulier on a |f(2)] = |2|* pour
0 < |2| < 7. Notons que si t < p~%/®=1) alors [In(1 + 2)| = |z|. On suppose que
Cd"trd" < p=V/r=1 pour tout n > 1. Donc sit € (0,7) et n >0 on a

< d'n,+1|go f”|()(t) < (l”+1C'td" < Cvd'n,—l—l,,,d"' < p~1/(p—l)’

1
——=In(l+gof")
H dn! B (0)

et lim,, o | ﬁ In(l+go f”)”u;*(u) =0 pour t € (0,r) fixé. Par conséquent

1 n
h=>" Torr In(1+ g0 f") € H(B,(0)),
n=0

satisfait d-h = In(14g)+ho f. Comme ||h| g, ) < p~"/@~Donap(z) = zexp(h(z)) €
H(B,(0)) et

p(2) = (zexp(hns1(2))! = f(2) exp(hy 0 f(2)) = ¢ o f(2). O
3.2. Dynamique quasi-périodique et logarithme itératif. — Dans cette sec-

tion on considere les aspects locaux de la dynamique quasi-périodique d’un systéme
dynamique donné.
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A chaque systeme dynamique (f,U) on associe son domaine de quasi-périodicité,
que l'on note (f). Dans cette section on s’intéresse aux aspects locaux de la dy-
namique de f sur £(f). Par conséquent on n’utilise que des propriétés élémentaires
d’analyse et plus concretement les outils de la Section 1.3.1. Des aspects globaux de
la dynamique sur le domaine de quasi-périodicité sont étudiés dans les Sections 4.2
et 5.

Un des modeles de la dynamique quasi-périodique est la translation z — 2z + 1.
Supposons donc que f est localement conjugué & z — z + 1; c’est-a-dire qu’il existe
une fonction analytique h au voisinage d’un point zg telle que h'(zy) # 0 et ho f(z) =

h(z)+ 1. Alors notons que
f(z) = =2 h='(h(z) +n) — h~1(h(2)) 1

lim ———— = lim = .
[n]p—0 n [nlp—0 n h'(z)

Ceci explique la définition suivante.

Définition 3.7. — On appelle

nk __ 1
E(f)={z0 €U ilexiste k = k(z) > 1. tel que {f—lL}
nk n=0

est uniformément convergente sur un voisinage de z,, quand |n| p 0}

le domaine de quasi-périodicité de f. De plus la fonction f, : £(f) — C,, définie par

. f™%(20) — 20
z0) = lim ————t——
f+(20) 1] —0 nk '

pour zp € E(f), est appelé le logarithme itératif de f.

Ainsi définie f, est une fonction analytique ; voir aussi Corollaire 4.17. Notons que la
définition de f, ressemble a la définition du nombre de rotation d’un homéomorphisme
du cercle. Dans ce dernier cas il faut considérer le relevement sur R et n — oo au lieu
de |n|, — 0. Donc on peut dire que pour zy € E(f), f«(z0) est le 'nombre de rotation
infinitésimal de f en z,’.

Remarque 3.8. — La notion de logarithme itératif formel est connue dans la littérature
sous divers autres noms ; voir les références en [Ecl] et aussi la trées complete référence
de [Ku] pour ce sujet et autres. Ici on considere 'approche d’Ecalle; voir [Ecl]. 1l a
considéré le logarithme itératif pour les séries formelles sur C tangentes a l'identité
et il a étudié des problemes de convergence. Lubin a considéré le logarithme itératif
défini sur les anneaux a valuation discrete au voisinage des points fixes paraboliques
et il a montré 1 et 2 de la Proposition 3.16 (ci-dessous), dans ce contexte par une
méthode différente ; voir [Lul].

Proposition 3.9. — On a les propriétés suivantes du domaine de quasi-périodicité.
(i) E(f) est ouvert.
(ii) f est injective sur E(f).
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(iii) E(f) est invariant par f.

(iv) E(f")y=E(f) et (f")x = nfe. pour tout n > 1.

(v) Sig=hofoh ' alors E(g) = h(E(f)) et g« o h = I’ f.. En particulier pour
tout entierm > 1 on a f.o f" = fo.(f™).

Démonstration

(i) Suit directement de la définition.

(ii) Soient zo et 21 € E(f) différents. Alors il existe r > 0 et k > 1 tels que la
suite {f — },,21, est uniformément convergente sur B,.(zg) et B,(z1). De plus on
peut supposer que B,.(z9) N B,.(z1) = @. Donc pour n de norme p-adique assez pelit
on a f"™(z0) € B.(20) et f"™(z1) € B,.(z1). Par conséquent f"*(zy) # f"%(z1) et
f(z0) # f(z1).

(iii) 11 suffit de montrer que, si {% }i=o est uniformément convergente sur un

chn X . )
voisinage de 0, alors {-’% o fhuso aussi. Notons que pour n = 0 on a

frof—f _Jost—f  fld(M —id) — f

kn kn kn
Donc { 1 = o f}u>0 converge uniformément vers f’o f. sur un voisinage de z.
(iv) Immédiat.

(v) On observe simplement que

g*"oh —h ho fkm —ph fhn —id

« = i =1 - =N'f.. O
g |rn|l,flit) kn [n |l,}£0 fhr—id kn v
Exemple 3.10. — Soit f(z) = I . Alors
- az
fr(z)—= az?
n 1 —naz

Done f.(z) = az? et £(f) = P(C,).
Soit f(z) = Az avec |\ =1;0n a
f”( )_” A — 1

n n
Donc f, = (InX)z et £(f) = P(C,). Il n'est pas difficile de voir que, si R est une
fonction rationnelle de degré un telle que £(R) # &, alors R est conjuguée a une de
ces fonctions.

3.2.1. Automorphismes d'un disque et logarithme itératif. — Pour w € C, et k =20

<A> L)1)

et considérons la fonction continue p : (0, 00) — (0,00) définie par p(s) = spt/P=1),

Soit

pour s = 1, p(p™") = 1)1/”"(”_'), pour n > 0 et de la forme a, s si p=("TD < s <
p~"". Notons que p(s) — 1 quand s — 0.
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Lemme 3.11. — Soit R > 0 et f € H(Bgr(0)) un automorphisme de Bgr(0) tel que
Ilf —idllBr0) < YR, oty € (0,1). Alors on a les propriétés suivantes.

(i) £(f) = Br(0).

(ii) Posons Ty = id et pour n = 0 posons Tyy1 = T, o f — T, ; donc T, =
oD Pour w € €, tel que p(jw]) < 77 on a |Tallgro) < RY™

De plus la série
m w
ow — ﬂ,
rr=y(Y)n

i=0
converge uniformément dans Bgr(0) vers un automorphisme de Bgr(0). De plus si
p(|w1|) < ,.Y—17 pUU’I’i — 172’ alors fO'lHl o fO’ll72 _ fo(wl+w2)'
(iii) Pour tout w € C, avec p(|Jw]) <~~' on a

ow _ id ) Tl
’ _ f—l f* _ Z (_1)1-—1_.

w i
1<i<k
ot la constante C' ne dépend que de yp(|wl]). En particulier

(fr=id)n et (-1

i>0

< kYR,
Br(0)

S < CRlw| et

Br(0)

convergent uniformément vers f. sur Br(0) quand |n|, — 0.
La démonstration du Lemme 3.11 est a la fin de cette section.

Corollaire 3.12. Si f: Br(0) — Bgr(0) est un automorphisme, alors E(f) = Br(0).
Si de plus f est tangent a Uidentité en 0, alors pour tout w € C, la série f° est
convergente au voisinage de 0.

Démonstration. — Comme [ est un automorphisme de Bpr(0) il existe |\ = 1 tel
que |f'(z) = A| < 1 pour tout z € Br(0). Par conséquent, quitte & remplacer f par
un itéré, on peut supposer |f'(0) — 1| < 1. Alors pour tout r € (]f(0)], R) il existe
v =7(r) € (0,1) tel que || f=id || 5, (0) < yr. Donc par (i) dulemme on a B, (0) C &(f).

Si f est tangent a I'identité, pour tout w € C, on peut trouver R > 0 petit tel que
Ilf —id || 5,0 < ¥R avec v < p(|w|)~'. Alors on peut appliquer le lemme. O

Notons que la formule du logarithme itératif en (iv) du lemme ressemble celle du
logarithme usuel
(x—1)2 (z—1)
ne=(x-1) - + — ..
( ) 2 3

Notons aussi 'analogie entre la définition de f, et I'identité suivante du logarithme

p-adique

no_ 1
In(A) = lim A .

[n|p—0 n
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Les séries dans (ii) sont les itérés fractionnaires de f; voir par exemple [Ecl]. De

fou,r —id

la formule
fo = lim

w—0
on peut penser a f, comme un champ de vecteurs et f° comme le temps w du flot
engendré par f,. Ceci est justifié aussi par la formule de transformation (v) de la
Proposition 3.9.

La démonstration du Lemme 3.11 dépend du lemme suivant.

Lemme 3.13. — Pour tout w € C, etk > 1 on a

B (-2

Démonstration. — Si |w| > 1 alors il est facile de voir que

k

< klwlp(jw)* et <K |wlp(jw])*.

Donc on obtient les deux inégalités dans ce cas. Si p'<"+1) < lw| < p™™ alors notons
que |1 —w/i| < 1sili] >p™" et |1 —w/i] < |w|-]i|~! sinon. Donc on a

‘(l_w).....<1~kﬁl>‘< ,

— (|w!pn+l)A’/l,n—HpI‘-/;,wd(p—l) _ p(|w|)1",

l\:/[)”+1 L:/))"+2+L'/p"+3+m

w 1

pn,+1

m

car il y a au plus k/p™ entiers dans {1,...,k} que sont divisibles par p™. Par consé-

w w w
‘(z;)“ o (1)
D’autre part

- R ()

i
1<i<h—1  1<i<k—1. j#i

[icicimn i (1= w/)] < pllw))*. Done

1 (w _(~1)""l
w \ k k

Démonstration du Lemme 3.11. — On note || - ||z au lieu de

quent

< K|w]p(jw])*.

Par le raisonnement précédent on a

< K2 wlp(Jw])*. O

: ”Bn(“)‘
(ii) Par le Corollaire 1.4 du Lemme de Schwarz, pour tout n > 1 on a

||—[n+1||1i’ - Hjn Oj - Tn”l(’ < E”}L - ldHRHTn”]? g ’7' In

R

Donc par induction on a || T, ||z < Ry". Par le Lemme 3.13 |(V)] < nlw|p(

w)",
par conséquent ||(“)T,|lr < njw|(yp(lw]))" — 0, quand n — oo. Donc f° est un
automorphisme de Br(0).
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On a lidentité fovr o fowz = folwitwz) ay gens formel: voir [Ecl]. Donc si les
séries sont convergentes on a aussi cette identité au sens analytique.

s . .. . A 0‘ ]\+l N o . . . . , N .

(iif) Par (i) la série 37, (=1)""'T)/k est convergente. Soit n > 0 tel que
p~ Y < lw| < p~. Par le lemme précédent on a

SU=id o~ an Tl e (w (DR
w Z (=1) k N AZ w \ k k T

k=1 R = R

< <1L1'1;1;<k("y/)(|’w|))k) Rlw| < CRw

N

ott C' ne dépend que en vp(Jw]). Par conséquent (f°* — id)/w converge uniformément
sur Br(0), mais par définition
n 3 on 3
) . fm—id . for —id T
fo= lim — = lim ——— = E (=1)"—.
[nlp,—0 M [n],—0 n k

k=1

Donc on obtient la premiere inégalité du lemme; la deuxieme suit de (ii).

(i) Suit de (iii). |
3.2.2. Propriétés du domaine de quasi-périodicité
Proposition 3.14. — On a les caractérisations swivantes du domaine de quasi-

périodicilé.
(1) E(f) ={z0 € U | il existe nj — oo tel que f"7 — id sur un voisinage de zy}.

(2) £(1)

cn ke - . L .
{zo e U] {Lm—l‘—l} est localement uniformément bornée}.
) n>0

Démonstration
(1) Sizg € E(f), alorsil existe k > 1,7 > 0 et C' > 0 tels que | A" (2)—z| < C1/p",
pour z € B,(zy). Alors la suite {f"'”” }nso converge uniformément vers 'identité

sur B,.(zy). Supposons que f" converge uniformément vers lidentité sur B,.(zy).
Alors, pour j assez grand on a f"i(B,(zy)) C B.(zy) et |(f") (z9)] = 1. Donc par le
Corollaire 3.12 on a zy € B,.(zy) C E(f).

(2) Si zy € E(f), alors la suite {M}”N) est uniformément bornée sur un voi-

nk
b _id

sinage de zy. Supposons que { '/T}"W est uniformément bornée sur un voisinage

de zy. Alors {f“' }ns0 converge uniformément vers l'identité sur un voisinage de zo,
et par 1 on a zg € E(f). O

Corollaire 3.15. —— Tout =z € E(f) est récurrent par f.
Démonstration. — Par la caractérisation 1. O

Proposition 3.16. On a les propriétés suivantes du logarithme itératif.

(1) Soit zg € E(f). On a f.(z0) = 0 si et seulement si zy est un point périodique
indifférent de f. Si k est une période de 2y, alors fl(z0) = + (f*) (20). En particulier
2y est parabolique si et seulement si f1(z9) = 0.
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(2) Pour tout zy € E(f) tel que f.(z0) # 0 il existe k > 1 tel que f* est conjugué
analytiquement a la translation z — z + k sur un voisinage de zy. Plus précisément
pour tout z sur un voisinage U, de zy on a

) = 17(2) + Ky

ou f*: U, — BWO) est une primitive formelle injective de 1/ f..

Corollaire 3.17. — Les points périodiques indifférents sont isolés.
Démonstration. — Par 1 les points périodiques indifférents sont les zéros de la fonc-
tion analytique f,, donc sont isolés. O

Démonstration de la Proposition 3.16
(1) Si zg est périodique on a fi(z0) = 0. Supposons que f.(z9) = 0. On peut
supposer de plus k(zg) = 1, U, = B,f (29), avec r € |C,l, et f(B;(20)) C B;f (20).
On considere la norme uniforme ||| = [|-[| g+, sur H(B;!(z0)) ; voir Section 1.3.1.

On pose fP" =id+g,, o ||gnll, < Cp~". Donc
() = 24 g ) b gn(FE () = 2 4 k(=) 4 7u(2),

ot ||ru|l» < %”!}n”%, par le corollaire du lemme de Schwarz. Par conséquent, si n est
assez grand on a ||gn, 41l = %||g,lv||7».

Alors, soit g, = 0 et tout point de B, (zg) est fixé par f™, soit f,. # 0 sur B (zg) et
alors f. a un nombre fini de zéros sur B, (0). Par (v) de la Proposition 3.9 on a
F(f™(20)) = (f™)Y(20)fe(20) = 0 et par conséquent z; est prépériodique par f.
Comme [ est injective sur B,(zy) C £(f) on a que 2 est périodique par f.

(2) Soit zg € E(f) tel que fu(zy) # 0 et soit f* une primitive formelle de 1/ f, définie
sur un voisinage de zy et telle que f*(z9) = 0. Comme (f*)'(z0) = 1/fx(z0) # 0, il
existe . > 0 et une boule U., que contient zo tel que f* : U., — B, (0) est une
bijection.

Soit m tel que f"(z¢) € U,. Par (v) de la Proposition 3.9 on a f.o f" = f.(f")".
Par conséquent (f* o f)" = (f*) sur U.,. Donc il existe w € B,-.(0) tel que
frofm=f*+w. Alors

S (20) = 20 (/)" Hnw) = (f)~1(0) w

fi(z0) = lim ————— = lim = — fu(z0)-
[, —0 mn [nl,—0 mn m
Comme f,(z9) # 0 on a w = m. Par conséquent f*o f" = f* +m sur U,,. O
3.3. Points périodiques indifférents. — Dans cette section on considere la dyna-

mique au voisinage des points périodiques indifférents. Il suffit bien str de considérer
le cas des points fixes. On considere le groupe (pour la composition) I(C,) des séries f
a coefficients dans C,, de la forme

f)=Xr4+az? +ax2*+---, ou|A\=1
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qui convergent au voisinage de 0. Comme dans la Section 3.1 on définit, pour f(z) #
Az,

-1
r(f) = (sup Iak|1/k> < 0.
Proposition 3.18. — Soit f € I(C,) une série différente de Az. Alors f est convergente
sur B,(5)(0) et on a les propriétés suivantes.

(i) Br)(0) CE(S)-
(i) 7(f) =sup{r| f est convergente sur B,.(0) et f(B,(0)) C B,(0)}.

Démonstration. — La preuve de (ii) est similaire & celle de la Proposition 3.2 de la
Section 3.1. L’assertion (i) résulte du corollaire du Lemme 3.11 de la section précé-
dente. O

On s’intéresse d’abord aux points périodiques de f dans B, ) (0). Dans la Sec-
tion 3.3.1 on considere la structure du groupe I(C,). On verra que si R € I(C,) est
une fonction rationnelle, alors on a r(R) € |C,|; voir Lemme 4.11 dans la Section 4.1.

Considérons dans la suite une série f € I(C,) telle que r(f) € |C,|. Apres chan-
gement de coordonnée on peut supposer que r(f) = 1. Alors f € Ok]|[z]], ¢’est-a-dire
f est & coeflicients entiers. Quitte a changer f par un itéré on peut supposer en plus
que |f'(0) — 1] < 1. On verra que dans ce cas tous les points périodiques de f dans
B,(5)(0) ont une période primitive de la forme p", ot n > 0; voir [Lil].

Rappelons que le degré de Weierstrass d’une série g(z) = ag + a1z + - - - € Ok|[[2]],
noté wideg(g), est le plus petit entier d > 0 tel que |aq| = 1. Si d est fini alors d est
égal au nombre des zéros de g dans {|z| < 1}, comptés avec multiplicité. De facon
équivalente wideg(g) est égal a ord;(0) ou g dénote la réduction de g. Par conséquent
pour n > 1 le nombre

wideg(f" —id) = ordf,,_.ld(O) e {1,2,...} U{oc}

est égal au nombre de points fixes de f dans {]z| < 1}. Donc pour connaitre le nombre
des points périodiques de f dans {|z| < 1} d’une période primitive donnée, il suffit
d’étudier la suite {wideg(f" —id)}n>1.

La condition |f/(0) — 1| < 1 est équivalente a ce que f soit tangente a l'identité en
zéro. De plus notons que si )T(z) =z+4apuz™t + .-+ alors Wideg(f— id)y=m+1et
pour tout entier k,

f"’(z) =2+ ka2 4

Par conséquent wideg(fk — id) = wideg(f — id), pour tout entier k qui n’est pas
divisible par p. Donc tous les points périodiques de f dans {|z| < 1} de période k sont
des points fixes. Plus généralement tous les points périodiques de f dans {|z| < 1}
de période kp", avec n > 0 et k qui n’est pas divisible par p, sont aussi de points
périodiques de période p™.
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Par conséquent tous les points périodiques de f dans {|z] < 1} ont une période
primitive de la forme p™, avec n > 0. Donc il suffit d’étudier la suite

i = wideg(fP" —id), pour m > 0.

Théoreme (Sen [Se]). — Soit f € Oc, [[z]] un série telle que [f'(0) — 1| < 1. Sin >0
est tel que i, < o0, alors i, = i,—1 mod (p").

Voir aussi [Lu2] et [Lil]. Le théoréme suivant de Keating [Ke] décrit des cas ou 'on
peut connaitre explicitement la suite 4,,. On utilise ce théoréme dans ’exemple 5.15
de la Section 5.2.

Théoreme (Keating [Ke]). — Soit f € Oc, [[x]] une série telle que ig = 2 et iy = 2+bp
avec 0 < b <p—1. Alors
im =2+ bp + bpz +oe bpm’

pour tout m > 1.
Exemple 3.19. — Considérons la série g(z) = z + 22 + az® + .-+ € F,[[z]]. On va
montrer que si p > 2 alors gP(2) = z — (a — 1)2P*? + - .. Par conséquent si une série
[ € Oc,[[2]] a g comme réduction et a # 1, alors f vérifie les hypotheses du Théoréme
de Keating avec b = 1. Donc 4,, =1+ (1 +p+--- + p™) dans ce cas.

On suppose alors que p > 2 et on pose T(p) = po f — ¢, qui est linéaire en p. Soit

wo(2) = z et i1 = TF (o) de telle fagon que ¢1(2) = 22 et gP(2) = z + ¢, (2). Pour
l>1on a,

T(Z) = (A +2z+az?+ ) =2 =1 ¢ (———l<l ; D + la)zl+2,

et en particulier T'(27) = 227 + ... . Donc ¢y (z) = klzM1 4. pour 0 < k < p, et si
on pose pp_2(z) = (p—2)12P7 1P~ 4 @zP + .-+ on a,
pp-1(2) = T(pp-2(2)) = (0 = D!T(P7Y) + T (") +
=p-Dr+(p-1) ([%2 —i—a)*’”Ll + -
Comme p>2ona(p—2)/2=-1,2p>p+2et (p—1)! = 1. Donc
op(2) =T(pp-1(2)) = =(a = 1)z P4

Exemple 3.20. — Considérons le polynome P(z) = z 4 2P € Fp[z]. On peut montrer

() ()
n

Par conséquent ord(P"(2) — 2) est égal & p¥, la plus grande puissance de p qui divise n.

. . m a1
En particulier ord(PP" — z) = pP" .

par induction

P’l(

(83
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Donc une série f € Oc, [[z]] telle que f = P vérifie i, = wideg(f?" —id) = p". Si
p=2onaty=2,1=4=2+2bavecb=1c¢et

Z"m — 227:1 > 21IL+1 -9 + b(2 + 22 R 27n)‘

Si f est a coefficients dans un corps algébrique K et f(z) # Az alors f a un nombre
fini de points périodiques dans {z € K | |z| < 1}. En effet, dans ce cas la complétion K
de K par || est localement compacte, donc {z € K | |z]| < 1} C E(f) est compact et
comme les points périodiques de f dans E(f) coincident avec les zéros de f. € H(D,)
il ne peut avoir qu'un nombre fini de points périodiques de f dans {z € K | |z] < 1}.

De plus on a les résultats suivants de Lubin ([Lul], Corollaire 4.3.1) et Li ([Lil],
Théoreme 4.3).

Théoréme (Lubin [Lul]). Soient K C C,, est un corps a valuation discréte et f €
Ok||z]] est une série telle qu’il existe n > 0 avec wideg(f™ —id) = oo et f™ £ id.
Alors [ a un nombre fini de points périodiques dans {z € K | |z] < 1}.

Théoréme (Li [Lil]). — Soient K C C,, un corps a valuation discréte et f € O|[z]]
une série telle que |f'(0) — 1| < 1. Si f a un point périodique de période primitive p™
alors p™ —p" 1 <e, ou e est le degré de ramification de K sur Q.

Remarque 3.21

(1) En général, si f € I(C,) on peut avoir r(f") > r(f). Par exemple la série
f(2)=—2(1+22+422 + ) = 2/(22 — 1) est telle que f2 = id donc, 7(f?) = oo >
[1/2[, = r(f).

(2) Comme le montre f(z) =z+ 224 2z%+.-- = z/(1 — z), en général B,(;(0) ne

peut contenir que 0 comme point périodique de f.

3.8.1. Conjugaison locale des points périodiques indifférents. — La classe de conju-
gaison et les centralisateurs du groupe I(C,) ont une structure trés simple et bien
connue; voir [Lul]. Clest la méme structure que pour le groupe formel correspon-
dant : pour tous f et g € I(C,), f est localement conjugué a g si et seulement si f est
formellement conjugué a g. Dans cette section on rappelle brievement les principaux
résultats.

L’étude des classes de conjugaison du groupe I(C) est beaucoup plus subtile ; voir
[Ecl], [Vo] et [Y]. Par exemple toute série f € I(C,) telle que f'(0) n’est pas une
racine de I'unité est localement linéarisable ; voir par exemple [HY] et [Lul], [TVW],
[AV]. Dans le cas complexe ce n’est pas toujours le cas et il y a des problemes de
petit diviseurs assez délicats ; voir [Y].

Pour A € C,, avec |A| = 1 on définit ord(\) comme le plus petit entier positif tel que
A" =1, si A est une racine de I'unité et ord(\) = oo sinon. Soit f € I(C,) et on pose
A = f/(0). Si ord(\) = ¢ < oo on définit valit(f) = oo si f7 =1id et valit(f) =n > 1
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sinon, ou n est 'entier tel que

fi(2) =z +az"t + . avec a #0.

L’entier n est alors un multiple de ¢. Dans ce dernier cas on a f.(z) = (a/q)z"*1 +---

et on note resit(f) le résidu de 1/f, en 0. Soient f et g € I(C,) avec XA = f'(0).

. Siord(A) = oo alors f et g sont conjugués si et seulement si ¢'(0) = A.

o Siord(A) = ¢ < oo et f7 = id, alors f et g sont conjugués si et seulement si
g'(0) =\

« Siord(A) = ¢ < o et valit(f) < oo alors f et g sont conjugués si et seulement si
g’ (0) = A, valit(f) = valit(g) et resit(f) = resit(g).

Dans ce dernier cas f est conjugué a un unique polynome de la forme Az (142" +az?"),
avec a € C,,. Soient f € I(C,)). m > 1 et ¢ € C, tels que (" = f/(0).

« Siord(¢) = ~c il existe un unique g € I(C,) tel que ¢’(0) = ¢ et g™ = f.

« Siord(¢) =q < et f¢=id il existe g € I(C)) tel que ¢'(0) = et g = f.

« Siord(¢) = g < oo et valit(f) < oo alors il existe g € I(C,) tel que ¢'(0) = ( et
g" = [ si et seulement si g|valit(f). La série g est alors unique.
Soient f, g € I(C,).

« Si fi, g« Z 0 alors f et g commutent si et seulement s'il existe w € C,, — {0} tel
que fo = wg..

« Si f est linéarisable, son centralisateur se déduit par conjugaison de celui de sa
partie linéaire.

« Si ord(f(0)) = ¢ < ~ et valit(f) = oo posons f = f7 et définissons pour
ord(Q)|valit(f) la série fo € I(C,) par fL(0) = C et fg"’](“-) = f. Alors g € I(C))
commute avec f si et seulement s'il existe ¢ (avec ord(Q)|valit(f)) et w € C,, tels que

—ouw

g=feof " =T"0f.

4. Dynamique des fonctions rationnelles

Cette partie est dédiée a I’étude de la dynamique globale d'une fonction rationnelle.

Dans la Section 4.1 on étudie les bassins d’attraction et dans la Section 4.2 on étudie
les propriétés globales du domaine de quasi-périodicité dune fonction rationnelle.

On a la partition usuelle en ensembles de Fatou et de Julia comme dans le cas com-
plexe: voir Section 4.3. Dans la Section 4.4 on montre le Théoreme de Classification
caractérisant la dynamique de I'ensemble de Fatou. De plus on fait une conjecture
de non-errance et une conjecture sur la structure de I'ensemble de Fatou. Dans la
Section 4.5 on considere une classe de fonctions rationnelles dites simples, qui ont une

dynamique particulierement élémentaire.
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On considere d’abord les propriétés de la dynamique d'une fonction rationnelle a
coefficients algébriques qui ne dépendent pas d’une valuation donnée. Plus concrete-
ment on s’intéresse aux points périodiques. Il y a une grande littérature a ce sujet et
on renvoie le lecteur aux bibliographies de [MS2] et [Be]. On a la propriété suivante.

Théoreme (Northcott [No]). — Une fonction rationnelle a coefficients sur un corps
algébrique a un nombre fini de points prépériodiques.

Ce théoreme vaut en dimension quelconque; voir aussi Lewis [Le]. On donne une
nouvelle démonstration de ce théoréme (en dimension 1) & l'aide du logarithme itéra-
tif ; voir remarque dans la Section 4.5.

Il y a deux types de cycles dont la nature ne dépend pas de d’une valuation : les
cycles super-attractifs qui sont ceux pour lesquels le multiplicateur est égal a zéro et
les cycles paraboliques, qui sont ceux pour lesquels le multiplicateur est une racine de
I’unité ; voir Section 3.

D’apres un théoreme de Fatou tout cycle attractif ou parabolique, d’une fonction
rationnelle complexe de degré au moins deux, attire au moins un point critique par
itération ; voir [Fa]. Comme une fonction rationnelle de degré d > 1 a au plus 2d — 2
points critiques on obtient :

Théoréme (Fatou [Fa]). — Soit R € C(z) une fonction rationnelle de degré au moins
deuz. Alors le nombre de cycles attractifs ou paraboliques est majoré par 2deg(R) — 2.

Il y a une amélioration de ce théoreme par Shishikura qui dit que le nombre de
cycles non-répulsifs d’une fonction rationnelle complexe de degré d > 2 est majoré
par 2d — 2; voir [Sh] et une nouvelle démonstration de A. Epstein [Ep].

Cette propriété est loin d’étre vraie dans le cas p-adique. Par exemple le polynome
2P € C,[z] a une infinité de cycles attractifs; voir Section 4.1.1. D’autre part, une
fonction rationnelle a coefficients sur C,, a un cycle indifférent, alors elle en a une
infinité ; voir Corollaire 5.17.

Par le principe de Lefschetz on la une propriété analogue au Théoreme de Fatou
pour les fonctions rationnelles a coefficients dans C,,.

Théoreme 1. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré d > 2. Alors le
nombre de cycles super-attractifs et paraboliques de R est au plus 2d — 2.

Démonstration. — Soit R € Cp,(z) une fonction rationnelle de degré d > 2 et consi-
dérons k > 0 cycles super-attractifs ou paraboliques. Considérons ’ensemble 1" des
coefficients de R et des points périodiques super-attractifs et paraboliques en ques-
tion. Comme T est un ensemble fini le corps Q(T") a un degré de transcendance fini
sur @Q et par conséquent il existe une immersion i : Q(7)(z) — C(z). Alors la fonction
rationnelle image i(R) € C(z) a au moins k cycles super-attractifs ou paraboliques et
donc, par le théoreme de Fatou on a k < 2d — 2. O
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Sil’on considere seulement des cycles super-attractifs et paraboliques, alors I’énoncé
du théoréme de Fatou est purement algébrique. Cependant la démonstration de Fatou,
ainsi que celle de A. Epstein, utilise des méthodes complexes. Il serait souhaitable
d’avoir une démonstration de ce théoréme (disons pour les fonctions rationnelles a
coefficients algébriques) qui soit purement algébrique.

Remarque 4.1. — Dans le théoréme de Fatou ci-dessus (et donc dans le Théoreme 1),
on peut compter les cycles super-attractifs et paraboliques avec multiplicité comme
suit. Si zp est un point périodique super-attractif de période primitive n, alors
la multiplicité du cycle correspondant est degp.(z9) — 1. Si 29 est un point pé-
riodique parabolique de période primitive n, alors la multiplicité de son cycle est
valit(R", zp)/ord(R"™, zo) dans la notation de la Section 3.3.1. C’est-a-dire, si 1'on
considére une coordonnée telle que zp = 0 et si (R")(0) est une racine primitive
¢'®™¢ de 1'unité ; alors la multiplicité est égal a I'entier N/q, o N est déterminé par
(R")(2) = 2(1+azN +--), avec a # 0.

4.1. Domaines d’attraction. — Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle et z, €
P(C,) un point fixe attractif de R. Rappelons que

Wi(z0) = {z € P(C,) | d(R"(2), R"(20)) — 0 quand n — oo}
est le bassin d’attraction de zy pour R; voir Section 3.1. Notons que
R™H(Wh(20)) = Wi(20)-

Par conséquent R envoie une composante analytique de W5 (zp) sur une composante
analytique de W3(zo) ; voir Proposition 2.6.

Définition 4.2. — Soient R € C,(z) une fonction rationnelle et z; un point périodique
attractif de R. Alors la composante analytique de W} (z0) qui contient zy est appelée
le bassin d’attraction immédiat de zy et composante attractive de R.

Définition 4.3. — On dit qu'un espace analytique connexe X est de type Cantor si
larbre Ax de X est non-vide et si Ay satisfait les propriétés suivantes

(1) Toute aréte de Ax a deux extrémités dans Ax.
(2) Pour tout point S de Ax et P € Sona DpNX #a.

La condition 2 implique que pour tout sommet S de Ax il existe au moins trois
arétes ayant S comme extrémité ; en particulier Ax a une infinité de sommets. Dans
la notation de la Section 1.2.3, la condition 2 de la définition se traduit par ng = 0
pour tout point S de Ax.

Par exemple le complémentaire dans P(C,,) d’un ensemble de Cantor est un espace
analytique connexe de type Cantor; voir I'exemple 1.3 (vii) ot Pon considére 'arbre
de P(C,) — Og, et voir I'exemple 6.1 ol on considere un polynome ayant P(C,) — Og,
comme bassin d’attraction immédiat de l'infini.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



196 J. RIVERA-LETELIER

On fixe pour le reste de cette section une fonction rationnelle R € C,(z) de degré
au moins deux et un point fixe attractif zy de R.

Théoreme 2. — Notons C le bassin d’attraction immédiat de zy et D C Wy(zo) un
disque tel que zy € R(D) C D. Pour n > 0 notons X,, la composante connexe de
Uaffinoide ouvert R™"(D) qui contient zy. On a alors C' = U,>0X,,. De plus il y a
deux cas :

(1) C est un disque rationnel ouvert.

(2) C est un espace analytique de type Cantor.

La démonstration de ce théoreme est a la fin de cette section. Supposons que le
point fixe attractif z, ait un bassin d’attraction immédiat D au sens de la Section 3.1.
Alors D est une boule ouverte (Lemme 4.11 ci-dessous). Notons X la composante de
R™Y(D) qui contient D. On a X = D sinon il existe r > r(R) tel que le disque ouvert
D) de centre 2 et rayon r soit contenu strictement dans X ; alors R(D1) est contenu
strictement dans R(X) = D C Dy. Par conséquent D est la composante analytique
de W(z0) qui contient z

).

Corollaire 4.4. Il existe d > 1 tel que R : C' — C est de degré d. En particulier
R(C)=C.

Démonstration. — Par la Proposition 2.6 il existe d,, > 1 tel que R: X,, — X, _1 est
de degré d,,. 1l est facile de voir que d,,41 > d,, et par conséquent d,, = d > 1 pour n
assez grand. Alors R : ' — C est de degré d.

Si C est un disque alors d > 1, car sinon zy est indifférent. Si C' n’est pas un
disque alors il existe n tel que X,, est un disque et X, 1 ne V'est pas. Par conséquent
d>d, > 1. |

Corollaire 4.5. — Si A\ = R'(z9) # 0 il existe ¢ € H(C) tel que p o R = A\p et
p(C)=C

Démonstration. — Par (i) de la Proposition 3.3 il existe ¢ € H(D) tel que po R = Ap
sur D. Comme pour tout n > 0 on R"(X,,) = Xy = D on obtient que ¢ = A™"poR" €
H(X,). Comme C' = U,,><JX,I et X,, C X4y pourtoutn > Oonayp € H(C)et poR =
Ap. De plus notons que ¢(X,,) = A "p(X) donc p(C) = p(U,>0X,) = C,. O

Corollaire 4.6. — Si X C W}(z0) est un affinoide fermé, alors {R"},>1 converge
vers zo uniformément sur X .

Démonstration. — Sile disque D C C' contenant zg est suffisamment petit, I’assertion
est vraie; par conséquent il suffit de montrer qu'il existe n tel que R"(X) C D. On
peut supposer que l'affinoide X est connexe et, quitte & remplacer R par un itéré on
peut supposer X N D # @, et par conséquent X C C = U,,»0X,,. Par conséquent il
existe n tel que X C X,, et R"(X) C D. 0
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4.1.1. Bassins et points critiques. — Dans le cas complexe il y a un théoreme du a
Fatou qui dit que tout bassin d’attraction immédiat d’un cycle attractif contient un
point critique. Ceci n’est pas vrai dans le cadre présent, par exemple tous les cycles
de 2P € C,(z) sont attractifs et par conséquent il y a des cycles qui n’attirent aucun
point critique ; voir aussi exemple 6.2. Mais on a le corollaire suivant du Théoréme 2.

Corollaire 4.7. — Si le bassin d’attraction immédiat C est un disque et ne contient
pas de points critiques, alors R a une infinité de points périodiques attractifs et le
degré de R : C' — C est divisible par p.

Démonstration. — On suppose que C' = {|z| < 1} et on note R la réduction de R.
Alors wideg(R') = oo, donc R =0 et par conséquent le degré de R : C — C' est
divisible par p. Par le Corollaire 4.4 on a (leg(f{) > 1 et par (iii) de la Proposition 2.4
il existe une infinité de a € E, périodiques par R tels que R"(D,) = D () ol
n = n(a) est la période de « et D, dénote {z | Z = a}. Par le lemme de Hensel,
chacun de ces D, contient un point périodique attractif de R et par conséquent il y

en a une infinité. Voir aussi la démonstration de (ii) de la Proposition 4.32. O

On conjecture que cette propriété est aussi vraie dans le cas ot C' est de type Cantor.
Ceci impliquerait que le nombre de cycles attractifs est, soit infini, soit majoré par
le nombre de points critiques (et donc au plus 2deg(R) — 2), voir Corollaire 4.9 ci-
dessous. On remarque qu’il y a des fonctions rationnelles ayant un bassin d’attraction
immédiat de type Cantor (d'un point fixe) qui ne contient pas des points critiques;
voir exemple 6.2.

Proposition 4.8. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Alors R a au plus
deg(R) — 1 eycles de bassins d’attraction immédiat de type Cantor.

Corollaire 4.9. — Soit R € C,,(2) une fonction rationnelle de degré au moins deux. Si
R a plus de 3deg(R) — 3 cycles attractifs, alors R en a une infinité.

Démonstration. — Supposons que R a un nombre fini de cycles attractifs. Par le
Corollaire 4.7 chaque cycle ayant un disque comme bassin d’attraction immédiat at-
tirés au moins un point critique de R, et par conséquent il y a au plus 2 deg(R) — 2
tels cycles. Par la proposition il y a au plus deg(R) — 1 cycles attractifs avec bassin
d’attraction immédiat qui n’est pas un disque. O

La démonstration de la Proposition 4.8 se base sur le lemme suivant ; voir [Be].

Lemme 4.10

(1) Sotent X un affinoide fermé connexe non-vide et V.C X un affinoide ouvert.
Alors le nombre de composantes connexes de laffinoide fermé X — V est égal au
nombre de bouts de V.
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(2) Soient V1,...,V, des affinoides ouverts disjoints ayant chacun au moins deux
bouts. Alors Uaffinoide fermé P(Cp) — Vi U---UV, a au moins n + 1 composantes
connezes.

(3) Soit R € C(z) une fonction rationnelle de degré d > 1 et Dy,..., D, disques
disjoints deuz a deuz tels que R™(D;) n'est pas une union de disques, pour 1 < i < n.
Alorsn<d—1.

Démonstration

(1) Pour chaque bout P de V lensemble Bp N X est un affinoide fermé connexe
non-vide. Par conséquent le nombre de composantes connexes de

X =V =Up pout de yBr N X

est égal au nombre de bouts de V.

(2) Par la partie 1 et par induction en n.

(3) On pose X =P(C,,) — (D, U---UD,,). Par hypothése, pour chaque 1 < i < n il
existe une composante connexe V; de R~1(D;) qui n’est pas un disque. Par la partie 2,
R™Y(X) a au moins n+ 1 composantes connexes. Par conséquent n+ 1 < deg(R) = d,
douin<d-—1. OdJ

Démonstration de la Proposition 4.8. — Soit zp un point périodique de R de période
primitive k, soit D un disque qui contient zy et contenu dans le bassin d’attraction
immédiat de zo. De plus soit X; la composante connexe de R~!(D) qui intersecte le
cycle de zg. Alors les bassins d’attraction immédiats des points du cycle de zg sont de
type Cantor si et seulement si il existe [ tel que X; est un disque et X; 1 ne I'est pas.
Donc si’l y a n cycles attractifs avec bassin d’attraction immédiat de type Cantor, on
peut trouver des disques Dy, ..., D, deux & deux disjoints tels que R(D;)~! n’est pas

une union de disques. Donc par le point 3 du lemme précédent on an < d — 1. O
4.1.2. Preuve du Théoréme 2. — La preuve du Théoreme 2 dépend des lemmes
suivants.

Lemme 4.11. — Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle telle que R(0) = 0 et
|[R'(0)] <1 et soit r(R) comme dans la Section 3.1. Alors r(R) € |C,|.

Démonstration. — On pose R(z) = ap + a1z + ---. Soit il existe i tel que
la:|(r(R))" =1 et le résultat est clair; soit r(R) est le rayon de convergence de
la série ag + a1z + -+ qui est donc égal a la plus petite norme dun poéle et par
conséquent r(R) € |C,|. O

Lemme 4.12. — Soit {X,,},>0 une suite croissante d’affinoides ouverts connexes et
soit C = Up>0X,, qui est un espace analytique connexe. Supposons que pour tout
bout P de X,, on a Bp ¢ C et il existe de bouts Py et P1 de X, 41 tels que Bp, C Bp
et Bp, C Bp. Alors C est de type Cantor.

ASTERISQUE 287



DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 199

Démonstration. — Si S est un systeme projectif tel que S < C alors il existe n > 0
tel que S < X,,. De plus si § < X, n’est pas un point de Ay, , alors S n’est pas un
point de A¢, done Ac C U,>0Ax, . Par définition pour tout point (resp. sommet)
S de Ay, , il existe des bouts P; € S distincts, tels que Dp, ¢ X,,, i = 0,1 (resp.
1 =0,1,2); donc pour chaque P; il existe un bout Q; de X,, tel que Bg, C Dp,. Par
hypothese Bg, ¢ C, donc S est un point (resp. sommet) de A¢ et par conséquent
Ac = U,>0Ax, . Alors notons que C satisfait la propriété 2 car chaque X,,, étant un
affinoide ouvert connexe, la satisfait.

Pour montrer la propriété 1 il suffit de montrer que pour toute aréte I de Ac,
chaque composante B de P(C,) — C; intersecte C. Soit S € I et n tel que S € Ax,, .
Si BN X,, = @ alors il existe un bout P de X,, tel que B C Bp. Par hypothese le
nombre de bouts @ de X, 41 tels que Bg C Bp est au moins deux, donc Bg C B et
BNX,1 # 2. O

Lemme 4.13. — Soit Q € C,(2) une fonction rationnelle et P un bout tel que Bp C
Bopy et P # Q(P). Alors Bp contient un point fize de Q.

Démonstration. — Apreés changement de coordonnée on suppose que Bp = {|z] < 1}
et Bopy = {|z| < r}our € |Cp|est tel que r > 1. Par le Lemme 2.3, (Q —id)(P) = P
et par le Corollaire 2.2 on a {|z| < r} C (Q—id)(Bp). Par conséquent il existe zg € Bp
tel que Q(z9) — 20 = 0. O

Démonstration du Théoréme 2. — Soit C le bassin d’attraction immédiat de Zp;ona
donc C' C C. 1l y a deux cas.

Cas 1. — X, est un disque pour tout n > 0. Alors C' = U,,»¢X,, est un disque. Consi-
dérons r > 0 et une coordonnée telle que 2o = 0 et C = {|z]| < r}. Comme R(C) = C
le développement en série de R est convergent dans C. Considérons r(R) > 0 comme
dans la Section 3.1; on a r < r(R) par la Proposition 3.2. D’autre part pour tout
s < r(R) il existe n tel que R"(B4(0)) C Xg et donc B,(0) C X,, C B, (0); on
conclut que 7 = r(R). Par le Lemme 4.11 on a 7(R) € |C,|, donc aprés changement
de coordonnée on peut supposer C' = {|z| < 1}.

Considérons la réduction R de R et S = {P(£)} ¢ep(F,) le systéme projectif cano-

nique. On va montrer que C' = {|z| < 1}. 1l suffit de montrer qu'il existe une infinité
de ¢ € F, tels que Dp(ey N W5(0) = @. Par (iii) de la Proposition 2.4 il suffit de
montrer il existe une infinité de points périodiques de R dans F,,. Ceci est immédiat
car deg(R) > 1.
Cas 2. — 1l existe ng tel que X,,, n’est pas un disque. On suppose sans perte de
généralité que ng = 1, de telle fagcon que Xy est un disque. Soit Py le bout de X ;
notons que X; a au moins deux bouts. De plus pour chaque bout Q de X; on a
Bgo C Bp, et Q # Py.
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Comme pour tout bout P de X,, on a R"(P) = Py, il existe au moins deux bouts
Qo et Q1 de X4 tels que Bg, C Bp, pour i = 0,1. De plus P # Py et R*(P) =Py
done Bp C Bprn¢p) et par le Lemme 4.13 la fonction rationnelle R™ a un point fixe
dans Bp. Par conséquent Bp ¢ Wy (z0) et en particulier Bp ¢ C et Bp ¢ C. Donc C
satisfait les hypotheses du Lemme 4.12 et par conséquent C' est un espace analytique
de type Cantor.

Il reste a montrer que C' = C. Soit X un affinoide fermé connexe qui intersecte
Xy € C et P(C,) — C. Soit P, un bout de X,, défini par induction (Py est le bout
de Xy) tel que Bp,,, C Bp, et tel que Bp, N X # @. Par le raisonnement précédent
onaBp, ¢ X.

Soit Dy une composante connexe de P(C,,)—X. Alors, soit DyN(Bp, —Bp =0,
soit Dy C Bp, — Bp,,,. Comme le nombre de composantes connexes de P(C,,) — X est
fini il existe n tel que Bp, — Bp,,, C X. Par le raisonnement précédent il existe un
bout Q de X, 4, tel que Bg C Bp,—Bp, ., C X. Mais on a montré que Bog ¢ W}, (o).
Donc X ¢ Wi (z0). Par conséquent C' = C. O

n41

n+1)

4.2. Domaine de quasi-périodicité. — Fixons une fonction rationnelle R €
C,(z). On note par £(R) l'ensemble de points zy € P(C,) tels qu'il existe une suite
n; — 00, quand j — oo, telle que R/ converge uniformément vers l'identité pour
la distance chordale, sur un voisinage de zy. On appelle £(R) domaine de quasi-
périodicité de R.

Par définition £(R) est ouvert, R(E(R)) = E(R), R est injective sur E(R) et tout
point de £(R) est récurrent par R. Dans la Section 4.4 on verra que £(R) est égal &
I'intérieur de I'ensemble des points récurrents par R (Corollaire 4.27).

Notons que la définition de E(R) coincide localement avec la définition donnée dans
la Section 3.2. En effet pour chaque zy € £(R) il existe un disque D C E(R) contenant
20 et n > 1 tel que R"(D) = D et par conséquent R" : D — D est de degré 1. Par le
Corollaire 3.12, D est contenue dans le domaine de quasipériodicité de R, au sens de
la Section 3.2. En particulier £(R") = £(R) pour n > 1.

On voudrait avoir un analogue du Lemme 3.11 pour les affinoides fermés conte-
nues dans £(R). Dans C,, la convergence locale n’'implique pas la convergence globale,
comme dans le cas complexe. Donc on ne peut pas appliquer le Lemme 3.11 directe-
ment. A cause de cela on considere la Proposition 4.14, ci-dessous.

BEtant donné un affinoide fermé connexe X C C, et x € X on dénote par D, C X
le plus grand disque contenu dans X qui contient . Alors mx (z) € Ax est le systeme
projectif associé a D, ; voir Section 1.2.3.

Proposition 4.14. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et X C E(R) un affinoide
fermé connexe tel que X C C,. Alors il existe un entier n > 1 tel que R" : X — X
est de degré 1 et tel que R™ induit l'identité sur Ax et sur chaque systéme projectif
S € Ax. (En particulier pour chaque x € X on a R"(D,) = D,.) De plus, il eziste
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~ € (0,1) tel que pour tout x € X on a
[R" —id||p, <~ -diam(D,).

Corollaire 4.15. — Soit R € C,(2) une fonction rationnelle. Alors R permute les com-
posantes analytiques du domaine de quasi-périodicité et chaque composante est pério-
dique.

Démonstration. — Soit C' une composante analytique de £(R). Alors il est clair que

R(C) est contenu dans une composante analytique C’ de E(R). Soit € C et soit
Y C ¢’ un affinoide fermé connexe tel que R(x) € Y. Par la Proposition 4.14 il existe
n > 1 tel que R"(Y) =Y. Alors X = R" (V) est un affinoide fermé connexe qui
contient x car R(X) = R"(Y) =Y et R est injective sur E(R). Donc X C C' et par
conséquent Y C R(C). Alors C" C R(C) et R"(C) = C. O

D’apres la Proposition 4.14 on peut appliquer le Lemme 3.11 & chaque disque D,
pour z € X, avec une constante v € (0, 1) uniforme. Donc le corollaire suivant est
immeédiat.

Corollaire 4.16. -— Soient R € C,(z) une fonction rationnelle et X C E(R)NC, un
affinoide fermé connexe. Supposons R vérifie avec n = 1, les propriétés de la Propo-
sition 4.14. Considérons la fonction p : (0,00) — (0,00) définie dans la Section 3.2.
Alors on a les propriétés suivantes.

(1) Soit Ty = id et pour n = 0 posons T4y =T, 0o R —T,. Pour w € C, tel que

p(lw)) <y~ Y on a||T,||x < RBy". De plus, la série

m
ow w
RV =" )T,
; 1
=0
converge uniformément dans X vers un automorphisme de X . De plus si p(Jw;|) < ~v~1,
pour i = 1,2, alors R°" o ROW2 = Relwitwsz),
(2) Pour tout w € C,, avec p(lw]) <~ on a

RO’“V _ i(l
Ry — ———
ot la constante C' ne dépend que de yp(Jw|). En particulier (R" —id)/n et

< Cdiam(X)|w| et ]

T -
R, — Z (1) 17 . < kyFdiam(X),

1<i<k

w X

S ino(—=1) T /i convergent uniformément vers R, sur X quand |n|, — 0.

Corollaire 4.17. — Soit ' C C, une composante analytique de E(R). Alors R, €
H(C).

Démonstration. — Par 2 du corollaire précédent on a R, € H(X) pour tout affinoide
fermé X C C. Donc on a R, € H(C) par définition de H(C). O

Corollaire 4.18. — Un affinoide fermé X C E(R) contient au plus un nombre fini de
points périodiques de R.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



202 J. RIVERA-LETELIER

Démonstration. — Apres changement de coordonnée on suppose X C C,. Par 1 de
la Proposition 3.16 les points périodiques dans £(R) coincident avec les zéros de R..
Donc la condition R, = 0 implique qu’il existe n > 1 tel que R™ = id sur un ouvert,
mais ceci n'est pas possible car deg(R) > 1. Par conséquent R, # 0. Par le corollaire
précédent R, € H(X) et donc R, a un nombre fini de zéros dans X. O

Corollaire 4.19. — Pour tout affinoide fermé X C E(R) tel que X C C,,, il existe une
suite d’entiers n; — oo telle que R™ converge uniformément vers lidentité sur X .

Démonstration. — Par le point 2 du Corollaire 3.11; voir aussi démonstration de (i)
de la Proposition 3.14. O

Corollaire 4.20. — Soit X C E(R) un affinoide fermé. Alors tout bout P < X (resp.
systéeme projectif S < X ) est périodique par R.

Démonstration. — Comme § < X implique P < X pour une infinité de bouts P € S,
il suffit de montrer 'affirmation sur les bouts.

Considérons une coordonnée telle que X C C,,. Alors il suffit de noter que par le
corollaire précédent il existe un entier n tel que

|IR" —id||x < min{diam(Bp),diam(Dp)}.
Donc on a R"(P) =P par le Lemme 2.3. d

4.2.1. Preuve de la Proposition 4.14. — La démonstration de la Proposition 4.14 est
divisée en plusieurs lemmes. Fixons une fonction rationnelle R € C,(z) de degré au
moins deux et un affinoide fermé X C £(R) tel que X C C,.

Lemme 4.21. — Soit P un bout tel que Dp C E(R). Alors R : Dp — Dpgp) est de
degré 1 et il existe un entier n > 1 tel que R"(Dp) = Dp.

Démonstration. — Par (ii) de la Proposition 3.9 R est injective sur Dp C E(R) et
donc deg(P) = 1. Donc par (iv) du Lemme 2.1 R : Dp — Dp(p) est de degré 1.
Comme tout point de £(R) est récurrent par R (Corollaire 3.15) il existe un entier
n > 1 tel que R"(Dp) N Dp # @. Notons que Dp U Dpnipy # P(C,), sinon E(R) =
P(C,) et alors R est injective; ceci n’est pas possible car deg(R) > 1. Donc Dpn(p) C
Dp ou Dp C Dpnepy. Si on a pas P'égalité alors Dp C E(R) contient un point
périodique attractif ou répulsif, mais ceci n’est pas possible. Donc R"(Dp) = Dp. O

Comme par hypothese Paffinoide fermé X est contenu dans Cp, I'arbre Ax de X
est non-vide et on a la partition canonique

X= (Us sommet de Ax XS) U <U1 aréte de Ax XI) :

La Proposition 4.14 est une conséquence immédiate des Lemmes 4.22 et 4.23 ci-
dessous.
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Lemme 4.22. — 1 existe n > 1 tel que pour tout sommet S de Ax on a R"(S) =8
et R™ induit lidentité sur le systéme projectif S. Dans ce cas il existe vs € (0,1) tel
que pour tout x € Xs on a

|IR" —id||p, < s -diam(D,).

Démonstration. — Soit P € S tel que Dp C E(R). Alors par le lemme précédent il
existe k tel que R¥(P) = P. Comme R est injective sur £(R) on a deggr(S) = 1
(Lemme 2.11). Comme tout automorphisme de P(F,) est d’ordre fini, il existe m tel
que RF™ induit l'identité sur S. Comme Ax n’a que un nombre fini de sommets,
l’assertion du lemme en résulte.

Notons que pour tout z € X on a diam(D,) = diam(Xs). De plus R"(z) € D,,
donc on a |R"(x) — x| < diam(Xs). Comme Xgs est un affinoide fermé son image
par R" — id est aussi un affinoide fermé (Proposition 2.6) et par conséquent il existe

vs € (0,1) tel que ||R™ —id || xs < 7s - diam(Xs). a

Lemme 4.23. — Soit I une aréte de Ax et supposons que R induit Uidentité sur les
extrémités de I. Alors il existe vy € (0,1) tel que pour tout x € X1 on ait

IR —id||p, < ~r-diam(D,).

En particulier R(D,.) = D, et donc R induit l'identité sur chaque point dans I.

Démonstration. — Apres changement de coordonnée on suppose X = {r < |z| < 1},
avec v € (0,1). Alors pour z € X; on a D, = {|]z — z| < |z|} et en particulier
diam(D,) = |z|.

Notons que |R(z)| = |z| pour r < |z] < 1. Comme R est 'identité sur les systémes
projectifs associés aux bouts de X7, la fonction |R|y coincide avec l'identité sur un
voisinage (ro,r;) de [r,1]. On choisit ro et r; tels que tous les zéros et poles de R
dans {ro < |z| < r1} sont de norme égale & r ou 1. Comme R induit I'identité sur
les systémes projectifs associés aux bouts de Xy, & tout zéro a de R sur {|z| = 1}
correspond un pdle b(a) tel que |a — b(a)] < 1. Comme R fixe le bout associé &
{]z] < r}, R a au moins un zéro dans {|z| < ro}.

De la méme fagon, a tout zéro a de R sur {|z| = r} correspond un pole b(a) tel que
la — b(a)| < r. Par conséquent R est de la forme

R(z) = (Az — ) - I1 <zz-—_b<a&“>>

a zéro sur {|=|=1,|z|=r}
. [L. ér0 sur {|z|>7'1}(1 —a"'z) . Ha 7éro sur {|Z|<7-0}(1 - az_l)
ITs pote sur (12150 (0= 0712) T pote sur 1z<rop (1 = 0271
ot |A —1] < 1et |u| < rp. Notons que pour z € X on a
a — bla)
z —b(a)

a—bla)
b(a)

z—a :1+a—b(a)

= b(a) s )

< 1.

~
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Par conséquent

|R(2) = 2] < max{|R(z) = (Az = p)|. |(A = 1)z + pl}
< Jzfmax{|A = 1], pe/2] . [(a = b(a))/b(a)| ,ri o /7).
Done v = max{|A—1],|(a — b(a))/b(a)| . r; ', ro/r} < 1satisfait Passertion du lemme.
O
4.3. Ensembles de Fatou et de Julia. — Dans cette section on considere la

décomposition en ensembles de Fatou et de Julia, comme dans le cas complexe. On
considere d’abord le théoreme suivant de Hsia qui est I'analogue p-adique du Théoréme
de Montel ; voir [Hs] et voir [CG] pour le Théoreme de Montel.

Théoréme (Hsia [Hs]). — Soit v > 0 et considérons une famille F C H(B,(0)). Sl
existe zo € C, tel que f(z) # zy pour tout f € F et tout = € B,.(0) alors F est
uniformément lipschitzienne pour la distance chordale.

La démonstration de ce théoreme est simple : il suffit de noter que I'image d’un
disque par une série f convergente sur B,.(0) est aussi un disque. Par conséquent, si les
éléments d'une famille F* C H(B,(0)) ne prennent pas la valeur zy (que on suppose de
norme égale a 1), les images de B,.(0) par les f € F ont un diametre chordal plus petit
que 1; alors le théoreme suit du Corollaire 2.2 du Lemme de Schwarz (Section 1.3.1).

Définition 4.24. — Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle. L’ensemble de Fatou de
R. noté F(R), est I'ensemble de tous les points zg € P(C,) tels qu’il existe un voisi-
nage U de zj ou la famille { R"|;s },,>1 est uniformément lipschitzienne pour la distance
chordale. De plus J(R) = P(C,) — F(R) est appelé 'ensemble de Julia de R.

Il est facile de voir que l'on a les propriétés usuelles; R™HF(R)) = F(R),
R Y(J(R)) = J(R) et pour tout n > 1, F(R") = F(R) et J(R") = J(R). De
plus, si w est un automorphisme de P(C,) alors F(w o Row™ ') = w(F(R)) et
J(wo Row ') =w(J(R)).

Par définition F(R) est ouvert et par conséquent J(R) est fermé, mais en général
J(R) n’est pas compact. De plus J(R) n’a pas des points isolés; voir [Hs].

Proposition 4.25. — Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle. Alors E(R) C F(R) et
F(R) contient tous les bassins d’attraction.

Démonstration. — Par le Lemme 4.21 pour tout disque D C E(R) il existe n > 1 tel
que R"(D) = D. Donc E(R) C F(R). Le cas des bassins d’attraction est clair. O

En particulier FI(R) contient tous les points périodiques non-répulsifs de R et il
n’est pas difficile de voir que tous les points périodiques répulsifs de R appartiennent
a J(R). De plus on a le théoreme suivant de Benedetto.
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Théoréme (Benedetto [Be]). — Soit R € C,,(z) une fonction rationnelle. Alors R a un
point fizre non-répulsif, en particulier F(R) # @.

Voici une différence avec le cas complexe. Dans le cas complexe U'ensemble de Julia
d’une fonction rationnelle est non-vide et 'ensemble de Fatou peut étre vide, mais
dans le cas p-adique c’est le contraire. Par le théoreme précédent, I'ensemble de Fatou
est non-vide et I'ensemble de Julia peut étre vide. Par exemple il n’est pas difficile de
voir que J(z") = @. Plus généralement J(R) = @& pour toutes les fonctions rationnelles

simples ; voir Section 4.5.
Corollaire 4.26. — L ‘ensemble de Julia est d'intérieur vide.

Démonstration. — Si I'ensemble de Julia d'une fonction rationnelle R € C,(z) est
d’intériewr non-vide, alors par le Théoreme de Hsia U, »oR" (J(R)) C J(R) est égal
a P(C,) ou égal & P(C,) moins un point. Comme J(R) est fermé on obtient J(R) =
P(C,). ce qui n'est pas possible par le théoréme de Benedetto. O

4.4. Structure de ’ensemble de Fatou et disques errants. — Soit R € C,(z)
une fonction rationnelle. On dit qu'un disque D C P(C,) est errant si pour tous
E>1>0o0naR"D)nR(D)=a.

Théoréme de Classification. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Alors l'en-
semble de Fatou de R se décompose dans les ensembles disjoints suivants.

(1) Bassins d’attraction.
(2) E'(R) = UnzoR™"(E(R)).
(3) L'union des disques errants qui ne sont pas attirés par un cycle attractif.

Corollaire 4.27. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle. Alors E(R) est égal d
Uintérieur de 'ensemble des points récurrents par R.

Démonstration. Par définition E(R) est ouvert et tous les points de E(R) sont
récurrents par R; voir Section 4.2, D’autre part considérons un point zy € P(C,)
récurrent par R.

Par [Hs| on peut trouver un point périodique wy € P(C,) tel que tout point de
J(R) soit accumulé par des préimages de wy, par des itérés de R. Donc zy appartient
a l'ensemble de Fatou de R. Clairement z( n’appartient pas a un disque errant et n’est
pas attiré par un cycle attractif. Donc le théoreme implique que zy € E(R). O

Dans [Hs] Hsia a montré que I'ensemble de Julia est contenu dans ensemble de
points de accumulation des points périodiques. Mais en effet on a 'égalité.

Corollaire 4.28. — L’ensemble de Julia est égal a ['ensemble des points d’accumulation
des points périodiques.
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Démonstration. — Par [Hs] il suffit de montrer que si w € P(C,) est accumulé par
points périodiques, alors w € J(R). Clairement w n’appartient pas a un bassin d’at-
traction et n’est pas contenue dans un disque errant. De plus w ¢ &'(R) car les
points périodiques indifférents sont isolés (Corollaire 3.17). Donc par le théoréme on a
w € J(R). O

Il n’est pas clair si J(R) est égal a la fermeture de points périodiques répulsifs
voir aussi [Hs]. Par analogie au cas complexe on fait la conjecture suivante.

Conjecture de Non-Errance. — Tout disque errant est attiré par un cycle attractif.

On peut comparer a Sullivan [Sul] et Guckenheimer [Gu]. Benedetto a fait une
conjecture de non-errance qui n’est pas tout a fait équivalente a celle-ci. Par exemple
la conjecture de Benedetto ne dit rien dans le cas ou I'’ensemble de Fatou est [F’((C,,)
tout entier. Néanmoins on peut avoir une dynamique non-triviale dans ce cas; voir
exemples 6.3 et 6.6.

D’apres le théoreme précédent la Conjecture de Non-Errance est équivalente a la
conjecture suivante.

Structure Conjecturale de I’Ensemble de Fatou. — Tout point de l'ensemble de Fatou
appartient a E'(R) ou est attiré par un cycle attractif.

La démonstration du Théoreme de Classification dépend du lemme suivant.

Lemme 4.29. Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et supposons que D est un
disque errant. Alors les affirmations suivantes sont vraies.
(1) DcC F(R).
(2) DNE(R) = 2.
(3) Pour tout n > 1, R"(D) est un disque.
(4) St diam dénote le diameétre chordal, on a
lim inf diam(R’ (D)) = 0.
J—00
(5) Si D intersecte un bassin d’attraction, alors D est attiré par le cycle corres-
pondant.

Démonstration

(1) Comme R™"(D)N D = &, pour n > 1 la famille {R"|p},>1 est uniformément
lipschitzienne (Théoréme de Hsia, Section 4.3). Donc D C F(R).

(2) Par le Corollaire 3.15 tout point de £(R) est récurrent par R. Donc l'orbite de
D est disjointe de E(R); ’est-a-dire DNE'(R) = o.

(3) Par le Corollaire 2.2 on a que R™(D) est un disque ou R"(D) = P(C,). Mais
comme D est un disque errant on a R"(D) C P(C,) — D et par conséquent R" (D)
est un disque.
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(4) Supposons liminf;_, . diam(R?(D)) > 0. Par le Lemme 2.3 on a que si Dy et
R(Dy) sont des disques et @ est une fonction rationnelle telle que d(R(z),Q(z)) <
diam(R(Dy)) < 1, alors Q(Dy) = R(Dy). Donc quitte & faire une petite perturbation
dans les coefficients de R, on peut supposer qu'’il existe une extension finie K de Q,,,
tel que R € K(z) et tel que DNP(K) # @.

Alors P(K) est invariant par R et comme P(K) est compact, pour tout w € D on
peut trouver des entiers m > n tels que [R™(w) — R™(w)| < liminf;_, diam(R’(D)).
Mais ceci implique R"(D) N R™(D) # &. On obtient une contradiction.

(5) Supposons qu'un point zg € D est attiré par un cycle attractif. Par la partie 3
on a liminf;_ . diam(R’/(D)) = 0. Donc il existe n tel que R"(z9) soit suffisamment
proche d'un point périodique attractif wy et tel que le diametre de R™(D) soit suffi-
samment petit, de telle fagon que R™(D) soit contenu dans le bassin d’attraction de
wg. Alors D est attiré par le cycle (attractif) de wyp. |

Démonstration du Théoréme de Classification. — Soit zp € F(R). Par définition de
F(R) il existe un disque ouvert D qui contient zy et tel que diam(R"(D)) < 1 =
diam(P(C,)) pour tout n > 1. D’apres le Corollaire 2.2 R"(D) est un disque pour
n>1.

Si D est un disque errant alors DNE'(R) = & par le lemme précédent. De plus soit
D est disjoint des bassins d’attraction, soit D est attiré par un cycle attractif. Donc
le théoreme est vérifié dans ce cas.

Supposons que D n’est pas errant. Soient n et k > 1 tels que R"(D)NR"T*(D) # @.
Si R"**(D) est strictement contenu dans R"(D) alors D contient un point périodique
attractif et D est attiré par le cycle correspondant ; cf. Corollaire 1.4. Sinon R"(D) C
R"F*(D) et on considere le disque Dy = U;soR" T (D). On a R¥(Dy) = Dy. Si
R¥ : Dy — Dy est de degré 1 alors Dy C £(R) par le Corollaire 3.11. Sinon Dy est
contenu dans le bassin d’attraction d’un point fixe de R*; voir Proposition 3.2. O

4.5. Bonne réduction et fonctions rationnelles simples. — En coordonnées
homogenes, une fonction rationnelle R est de la forme

R([l’,y]) - [Pl(xvy)a PQ(x,y)]*

ot Py, P, € C,[z,y] sont des polynémes homogenes de degré deg(R). Comme pour
X € C, — {0}, [APy, AP] représente la méme fonction rationnelle, on peut supposer
Py et P, a coefficients entiers et qu’au moins un des coefficients de P, ou de P, est
de norme égale a 1. On considere la définition suivante, due & Morton et Silverman
[MS2].

Définition 4.30. — On dit que R € Cp(z) a une bonne réduction si Py et P, n'ont pas
de racine commune sur F, x F,,, autre que (0,0).
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Donc R a une bonne réduction si et seulement si |disc(Py. P2)| = 1. Autrement dit
R € C,(2) a une bonne réduction si et seulement si le systéme projectif canonique S
est invariant par R et la réduction R de R a un degré maximal, deg(R) = deg(R).

La notion de bonne réduction dépend du choix de la coordonnée. Par exemple le
polyndéme pz? n’a pas une bonne réduction sur C,,, mais il est conjugué a 22 qui en a
une. Pour n > 1 la fonction rationnelle R™ a une bonne réduction si et seulement si
R a une bonne réduction; voir [Be].

Notons que, si R € Q(z), alors R a une bonne réduction sur C,, pour presque tout
nombre premier p.

Théoreme (Morton, Silverman [MS2]). — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle
ayant une bonne réduction. Alors R n’augmente pas la distance chordale et en parti-
culier J(R) = @.

Définition 4.31. — On dit qu'une fonction rationnelle R € C,(2) est simple s’il existe
un choix de coordonnée pour laquelle R a une bonne réduction.

La dynamique des fonctions rationnelles ayant une bonne réduction, ou plus géné-
ralement la dynamique des fonctions rationnelles simples, est intéressante car on peut
comprendre une grande partie de la dynamique si I'on comprend la dynamique de la
réduction ; voir la proposition suivante.

Proposition 4.32. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle, ayant une bonne réduc-

tion R. Pour o € P(F,) on pose D, = {Z = a}. Alors on a les propriétés suivantes.

(i) R: Do — Dy, est de degré degp(a). En particulier R(Da) = Dy

(ii) D, contient un point périodique attractif si et seulement si o est périodique
par R et (R¥)Y (o) =0, o k est la période de . Dans ce cas D, contient un unique
point périodique et D,, est son bassin d’attraction immédiat.

(iii) Do NE(R) # & si et seulement si « est périodique par R et (R¥)(a) £ 0, ot
k est la période de . Dans ce cas D, C E(R). De plus, si deg(R) > 1 alors D, est
une composante analytique de E(R) qui contient un point périodique de R de méme
période que .

(iv) Soit R' =0 et dans ce cas p| deg(R) et tout point périodique de R est attractif;
soit B! # 0 et alors tout cycle attractif de R attire un point critique (et donc le nombre
de cycles attractifs est majoré par 2deg(R) —2) et E(R) est non-vide.

Voir aussi Proposition 2.4 dans la Section 2. La démonstration de cette proposition
est a la fin de cette section.

Corollaire 4.33. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant une bonne réduc-
tion. Alors tout point de P(C,) appartient a E'(R) = U,»oR™™(E(R)) ou a un bassin
d’attraction.
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Démonstration. — Par la proposition précédente et en considérant que tout élément
de IP’(FP) est prépériodique pour une fonction rationnelle quelconque. O
Corollaire 4.34. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux

ayant une bonne réduction et telle que E(R) # @. Alors E(R) est de la forme Ug D,
ot A CP(F,) est tel que #A et #(P(F,) — A) sont infini.

Démonstration. — Comme E(R) # @ la réduction R a point périodique avec
multiplicateur différent de zéro. Par conséquent R en a une infinité. Comme le degré
de R est au moins deux il y une infinité de o € F,, strictement prépériodiques. Alors
le corollaire suit de la proposition. O

Proposition 4.35. — Soit L une extension finie de Q, et R € L(z) une fonction ra-
tionnelle de degré au moins deur, avec une bonne réduction. Alors R a un nombre
fini des points prépériodiques dans P(L).

Démonstration. — Comme P(L) C P(F,) est fini il suffit de montrer que pour chaque
o € IP’(Z) périodique par é, le disque {Z = «} rencontre au plus un nombre fini de
points prépériodiques par R. On se ramene au cas oit « = 0 et le disque {]z] < 1} est
fixé par R.

Supposons d’abord que R est injective sur {|z| < 1}. Dans ce cas, {|z| < 1} C
E(R) et les points prépériodiques dans ce disque sont périodiques. La fonction R, est
holomorphe dans {|z| < 1} et comme R est de degré au moins deux on a R, # 0.
Comme les points périodiques indifférents sont les zéros de R, et P(L) est compact,
{]z] < 1} rencontre au plus un nombre fini de points périodiques.

Supposons maintenant que R n'est pas injective sur {|z] < 1}. Alors {|z| < 1}
est une composante attractive de R. De plus R n’a qu’'un seul point périodique dans
{]z] < 1}, qui est alors fixe et qu’on peut supposer égal & 0. Soit ¢ > 0 tel que R n’a
est discret il existen > 1

pas de préimage de 0 sur {|z| < ¢} différente de 0. Comme |L
tel que |R"(z)| < ¢ pour tout z € L tel que
contenu dans {z € L | |z] < 1} appartient a I'ensemble fini R~"(0). O

z| < 1. Donc tout point prépériodique

Voici une démonstration du théoreme de Northcott unidimensionnelle. Si K est un
corps de nombres, alors une fonction rationnelle R € K (z) a une bonne réduction pour
toute valeur absolue non-archimédienne, sauf pour un nombre fini. Si I'on considere
la complétion L de K pour une telle valeur absolue la proposition précédente dit que
R a un nombre fini de points prépériodiques dans L et par conséquent dans P(K).

Les exemples canoniques de fonctions rationnelles ayant une bonne réduction, sont
les polynomes moniques entiers.

Exemple 4.36. — Considérons les fonctions rationnelles bicritiques, qui sont les fonc-
tions rationnelles, de degré au moins deux qui ont seulement deux points critiques, le
minimum possible; voir [Mi]. Notons que cette classe comprend les fonctions ration-
nelles de degré deux. Sil’on choisit une coordonnée telle que les points critiques soient
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0 et 0o, alors les fonctions rationnelles bicritiques sont de la forme (az™ + b)/(cz™ + d),
avec ad — bc = 1.

Il n’est pas difficile de voir que, si a, b, c et d sont entiers, alors la fonction rationnelle
correspondante est simple. De plus si p fn cette condition est aussi nécessaire. Si p|n
alors cette condition n’est pas nécessaire. Par exemple le polynéme 22 + % est simple
sur Ca, car il est conjugué a z + z2.

Remarque 4.37

(1) Le théoréeme de Morton et Silverman suit du (i) de la Proposition 4.32 et du
Lemme de Schwarz.

(2) Si R € Cp(z) a une bonne réduction et D, C £(R), alors D, contient une
infinité de point périodiques, tous indifférents ; voir Corollaire 5.13.

Démonstration de la Proposition 4.32. — Soit § = {P(&)}p,, le systeme projectif
canonique, de telle fagon que Dp(y) = Dq.

(i) Par la partie (iv) du Lemme 2.1 un point z € Dg, ot 8 € P(F,), a au moins
degr(P(€)) préimages dans Dg, pour chaque & € P(F,) tel que é(é) = 0.

Comme R a bonne réduction deg(R) = deg(R) et par conséquent

Y degp(P(€) = ) degp(€) = deg(R) = deg(R).
R(&)=p R(¢)=p
Donc R : D¢ — Dpg est de degré degp(€).

(i) Clairement R*(a) = a et (R*)'(a) = 0 est équivalent & ce que R¥ : Dy — D,
soit de degré plus grand que 1. Par le Lemme de Schwarz ceci est équivalent a ce que
R* ait un point fixe attractif sur D,,.

Supposons que R : Dy — D est de degré plus grand que 1. Alors

ﬁ(z) =ap+ a1z 4 axz® + -+, avec |ag| < 1, |ay| < 1 et max|a;| = 1.

Donc 7(R) = 1, ou r est comme dans la Section 3.1. Par conséquent Dy est un bassin
d’attraction immédiat ; voir Section 3.1.

(iii) Supposons D, NE(R) # @. Comme tout point de E(R) est récurrent par R, «
est périodique par R voir Corollaire 3.15. Par conséquent R¥(D,) = Dg, otk > 1
est la période de a. De plus (R*)(a) # 0, car sinon on a par (ii) que D, est contenu
dans le bassin d’attraction d’un cycle attractif.

D’autre part supposons que «a € IP(FP) est périodique par ﬁ, de période k, et
(RFY(a) # 0. Alors par (i), R¥ : D, — D, est de degré 1. Donc D, C £(R) par le
Corollaire 3.12 de la Section 3.2.

Notons que 'on a montré que si D, NE(R) # &, alors D, C E(R). Pour montrer
que D, est une composante analytique de £(R) il suffit de montrer qu’il existe une
infinité de 8 € P(F,) tels que D NE(R) = @.

Si deg(R) > 1 alors il existe 8 € F, tel que ﬁf(ﬁ) = « et tel que 8 n’appartient
pas au cycle de . Ceci implique que 3 a une infinité de préimages distinctes, donc il
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suffit de montrer que DgNE(R) = @. Comme R(Dg) = D, C E(R) et § n’appartient
pas au cycle de « on a Dz NE(R) = &, car R est injective sur E(R) ; voir le (ii) de la
Proposition 3.9.

Il reste & montrer que, si « est de période k, alors D, contient un point périodique
de R de période k. Apres changement de coordonnée on peut supposer D, = {|z| < 1}.
Donc on a

R¥(2) = ap+ a1z +agz? + - ,]ao] < 1.

Comme deg(R) > 1 et max;s2 |a;] = 1 on a wideg(RF —id) > 1. Par conséquent il
existe x € D, = {|z| < 1} tel que R¥(z) = z.

(iv) Si R’ =0, alors R est de la forme Q(z") et donc p|deg(R) = deg(R). De plus
par la partie (i) tout point périodique de R est attractif.

Supposons que R # 0 et soit  un point périodique attractif de R de période k.
Apreés un changement de coordonnée on suppose z = 0. Alors

R¥(2) =ayz + a2 + -+, avec |ay| < 1, ]a;| < 1

et il existe un entier i > 1 tel que |ia;| = 1 (car R' #0). Donc 0 < wideg((R*)') < oo
et par conséquent il existe une solution de 1’équation (R*)'(z) = 0 dans {|z| < 1}.
Donc le bassin d’attraction immédiat du cycle de 0 contient un point critique de R.
En particulier le nombre de cycles attractifs est au plus 2deg(R) — 2 et donc R a
une infinité des points périodiques indifférents. Par conséquent E(R) # &. O

5. Composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité

Rappelons que la composante analytique d’un ensemble U C P(C,) qui contient
un point € U est 'union de tous les affinoides fermés connexes contenus dans U qui
contiennent x.

Théoréeme 3. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et C
une composante analytique de E(R). Alors C' est un affinoide ouvert connexe, c’est-
a-dire ;

C = ]P)((Cp) - Byu---UB,,

otn =0 et By,...,B, sont des boules fermées. De plus, chaque bout de C (dont la
boule fermée associée est ['un des B;) est périodique et le degré de l'action induite par
litéré correspondant sur le systéme projectif associé est plus grand que 1.

On peut voir les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité comme
lanalogue p-adique des disques de Siegel et des anneaux de Herman en dynamique
complexe. Mais il y a des différences : sur C,, on peut avoir des composantes avec un
nombre fini arbitraire de bouts ; voir les exemples dans la Section 6. Par analogie avec
le cas complexe on considere la définition suivante.
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Définition 5.1. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux, C
une composante analytique de E(R) et n + 1 le nombre de bouts de C. Alors on dit
que C' est un n-anneau de Herman sin > 0 et on dit que C' est un disque de Siegel si
n =0.

La proposition suivante ne dépend pas du théoreme.

Proposition 5.2. — Soit X un affinoide ouvert connexe et R € C,(z) une fonction
rationnelle de degré au moins 2 telle que R : X — X est de degré 1. Alors X C E(R).
Si de plus pour tout systeme projectif S il existe i > 1 tel que degpi(S) > 1, alors X
est une composante analytique de E(R).

Démonstration. — On montre d’abord que X C £(R). Si X est un disque ceci est
une conséquence du Corollaire 3.12. Comme deg(R) > 1 on a X # P(C,), donc si X
n’est pas un disque on a Ay # @.

D’apres le Corollaire 2.16 il existe n tel que R" induit I'identité sur Ax.Si S € Ay
alors & < X, donc on a deg,(S) = 1 par le Lemme 2.11. Par conséquent il existe
m tel que R™" induit I'identité sur S. Donc si P € S est tel que Dp C X alors
R"" : Dp — Dp est de degré 1. Par le Corollaire 3.12 on a Dp C E(R). Par
conséquent Xg C E(R) et done X C E(R).

Soit C' la composante analytique de £(R) qui contient X. Si S est un systeme
projectif associé & un bout P de X tel que degpi(S) > 1, alors on a & £ C par le
Lemme 2.11, car R est injective sur C' C E(R). Cest-a-dire ' C Dp. Par conséquent

01l a

Xccoc Mhout de (,7[)7-7 = X. O
On a le corollaire suivant du Théoreme 3.
Corollaire 5.3. Soit R € Cpy(2). Alors tout bout P < E(R) est périodique par R.

Démonstration. Si P est un bout d'une composante analytique de £(R) alors il est
périodique par le théoreme précédent. Sinon il existe un affinoide fermé X < E(R) tel
que P < X et par conséquent P est périodique par le Corollaire 4.20. O

La démonstration du Théoreme 3 occupe le reste de cette section.

Lemme d’Approximation. Soit R une fonction rationnelle, fizant le bout Py associé
a D, = {|z] < 1} et injective dans la couronne {r < |z| < 1}.

(1) Pour tout bout P tel que la boule fermée associée Bp vérifie Bp C I, et
diam(Bp) = r, Uimage R(P) vérific Brepy C D, et diam(Bppy) = diam(Bp).

(2) Il existe un fonction rationnelle Ry injective dans D,,, fizant Py, telle que pour
tout bout P wvérifiant les hypotheses précédentes on ait Ry(P) = R(P).
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Démonstration. — Soit h un automorphisme de P(C,) préservant D, tel que h o
R({r < |z| <1}) = {r < |z| < 1}. Si Ry vérifie les conclusions du lemme par rapport
AhoR,alors Ry =h~'o ]/:E(] les vérifiera par rapport a R. On peut donc se ramener
& h = id; par conséquent, pour tout r < |z| < 1 on a |R(z)| = |z].

Comme deg,(Py) = 1 et par (iv) du Lemme 2.1, si n est le nombre des poles de R
sur D, alors R a n + 1 zéros sur . Soient ay,...,a,41 et bi..... b, les zéros et les
poles de R sur I, respectivement. On pose

o =TT Cop) =102

= 1=

Donc Ry = R-Q : D, — D, est de degré 1 et par conséquent, si le bout P vérifie les
conditions dans 1 on a diam(Bp,p)) = diam(Bp) > r. D'autre part on a

a; — b,‘

<rlz7h et |R(2)

= |zl

Z— a;

pour tout z € {r < |z| < 1}. Donc

- a; —b;
[Bu(=) = R = [RE) T (1 5=2) — 1) <
i=1 "
On a alors Ry(P) = R(P) par le Lemme 2.3. Donc Bp C D, et diam(Bpp)) =
diam(Bp, (py) = diam(Bp). O

Corollaire 5.4. — Soient R € C,(z) une fonction rationnelle et D; = {|z — z;| < r;}
des disques, pour 0 < i < k. avec Dy = Dy. On suppose que pour 0 < @ < k ['image
par R du bout associé a D; est le bout associé a Dy et que R est injective sur
{rr; <
Bp C Dy et diam(Bp) > rry est périodique sous laction de R.

z — zi| < r;}. Alors tout bout P dont la boule fermée associée Bp vérifie

Démonstration. Par le lemme il existe des fonctions rationnelles R;, pour 0 <i < k
telles que R : D; — D;y| est de degré 1 et tel que pour tout bout Q qui vérifie
Bo C Dy et diam(Bg) = rrg le bout R¥(P) = Ry 0---0 Ry(P). vérifie les mémes
propriétés. Donce il suffit de vérifier que P est périodique par Q = Rj_1 0 --- 0 Ry.
Comme Q : Dy — Dy est de degré 1, on a par le Corollaire 3.12 que Dy C £(Q). Par
le Corollaire 4.20 de la Section 4.2, P est périodique par Q. O

Lemme 5.5. - - Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et
C" une composante analytique de E(R). Pour tout x ¢ C il existe un bout P, < C
périodique par R tel que v € Bp, et Bp, NC = @. De plus si S, est le systéme
projectif associé a P, et n, est la période de P, alors degpn. (S,) > 1.

Démonstration. — On suppose que C' est fixe par R. Soit P, un bout tel qu'il existe
un affinoide fermé X C C' tel que Dp, C X. Par le Lemme 4.21 il existe n > 1 tel
que R" : Dp, — Dp, est de degré 1. Donc quitte a remplacer R par un itéré on peut
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supposer que R : Dp, — Dp, est de degré 1. Apres changement de coordonnée on
peut supposer que Dp, = {|]z| > 1} U {oc}.

Soit I la composante d’injectivité de R qui contient C. Rappelons que I est un
affinoide ouvert connexe; voir Proposition 2.9 . Notons qu’on a Dp, C I.

(1) Supposons que P est un bout qui satisfait les propriétés suivantes.

(i) x € Bp.
(ii) P est périodique par R de période N et R*(P) < C pour tout 0 < i < N.
(iii) Bri(py C {|z] < 1} et il existe 7 € |C,| tel que diam(Bpgi(p)) = r, pour
0<i<N.
Notons que Py satisfait ces propriétés avec r = 1.

Soit S le systeme projectif associé & P ; on suppose que degpn (S) = 1. Alors on va
trouver un bout P’ qui satisfait aussi (i)-(iii) ci-dessus, avec 7’ < r appartenant & un
ensemble fini.

Donc on conclut qu’il existe un bout P qui satisfait (i)-(iii) et que de plus
degprn (S) > 1; alors on continue en 3.

(2) Quitte & remplacer N par un multiple, on peut supposer que R induit 'iden-
tité sur S. Par (iii) de la Proposition 2.4, sauf pour un nombre fini de Q € S,
R: Dg — Dg est de degré 1 et par le Corollaire 3.12 on a Do C £(R). Par conséquent
S < C et R(S) < C, pour 0 < i< N.En particulier Brigpy N1 # 2.

D’autre part, UBgi(py ¢ I, sinon RN : Bp — Bp est de degré 1 et par conséquent
Bp C E(R) ce qui implique z € Bp C C, mais x ¢ C par hypothese. Par conséquent
on a

0 <7 = max diam(Bpipy — 1) <.
r ()IéliiXN fam(Bpri¢py —I) <

(2.1) Soit P’ le bout associé a {|z — x| < '} C {]z] < 1}, donc P’ satisfait
la propriété (i) par définition. Soit Q" € S le bout tel que z € Dg'. Notons que
RN(Q') = Q et degpn (Q') = 1 car RN induit l'identité sur S. Donc il existe une
couronne ouverte A ayant Q' comme bout telle que R : A — A est de degré 1. Par la
Proposition 5.2 on a A C £(R) et comme § < C ona Q < C.

Par définition de 7’ on a Do — Bps C I, donc R est injective sur la couronne
Dy — Bp/. Donc

Bripry C Dregry C Bp C {]2] < 1},

et par le Lemme d’Approximation on a diam(R(P’)) = diam(Bp/) = r’. Alors par
définition de " on a Dp(gy — Brepy C 1.

Alors on peut montrer par induction (en utilisant le Lemme d’Approximation) que
pour tout i > 0 ona Bri(py C {|z] < 1} et diam(Bpi(pry) = 1'; c’est-a-dire (iii) du 1.
On applique le Corollaire 5.4 a les disques Dpi(ory et 7 =1’ et on obtient que P’ est
périodique par R.

(2.2) 1l reste & montrer que P’ < C. Comme dans 2.1 on peut montrer que tout
bout P tel que By C Bp et diam(Bp) = 7’ est périodique par R ; soit n(73) la période
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FIGURE 3. La partie grise représente le complémentaire de 1.

de P. Si de plus

UBpi () C I, pour 0 <@ < n(P),
on a que R(P) Bp — Bp est de degré 1 et on a By C E(R) par le Corollaire 3.12.
Notons que ’ensemble 7 des bouts P tels que By C Bp, diam(Bj) = 1" et

UBR,-(75) ¢ I, pour 0 <i< 71(73)7
est fini. Par conséquent l'ensemble Do/ — Ur Bz C E(R) est un affinoide ouvert
connexe. Comme Q' < C' cet affinoide ouvert est contenu dans C. Donc P’ < C.
(3) Le bout Py satisfait (i)-(iii) du 1. Dans 2 on a montré que si P est un bout qui
satisfait ces propriétés et degpn (S) = 1 (ol S est le systéme projectif associé a P)
alors il existe un bout P’ dont v’ < r appartient & ’ensemble fini,

{diam(B — I) | B C C, boule fermée telle que BN I # &}.

Par conséquent il existe un bout P qui satisfait les propriétés (i)-(iii) du 1 et de plus
degpn (S) > 1.

(3.1) On va montrer qu'un tel bout P, = P satisfait les assertions du lemme.
Comme P, satisfait (i)-(iii) il reste & montrer que Bp, NC' = &. Si Bp, NC # & alors
S < C car P, < C. Par conséquent R'(S) < C et degr(R'(S)) =1, pour 0 <i < N,

par le Lemme 2.11. Mais ceci contredit degpn (S) > 1. Done Bp, NC' = . ]
Démonstration du Théoréme 3. — Sans perte de généralité on suppose que C est

fixé par R. Par le lemme précédent, pour chaque z ¢ E(R) il existe un bout P, < C
périodique par R de période n, tel que x € Bp,, Bp, NC = & et tel que si S, est le
systeéme projectif associé a P, alors degp.. (S.) > 1.
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Notons que R'(P,) < C et Bri¢p,y NC = @, donc Ay = U;»0Bgi(p,) est disjoint
de C. De plus, si A, N A, # @ alors A, = A,. Comme degp..(S;) > 1, on a
R"+(Bp,) = P(C,), sinon R" : Bp, — Bp, est de degré 1 par le Corollaire 2.2 et
par conséquent x € Bp, C C par le Corollaire 3.12. Donc on a R(A,) = P(C,) par le
Corollaire 2.2.

Fixons z € C. Alors C et chaque A, contient un point de R~1(2), donc il y a au plus
deg(R) — 1 ensembles A, disjoints deux a deux. Par conséquent C' = P(C),) —U,gc A,
est un affinoide ouvert et les P, sont ses bouts. La dernier assertion du théoréme suit
du fait que degpn, (S;) > 1. O

5.1. Dynamique sur une composante analytique. — Considérons une fonction
rationnelle complexe R € C(z) ayant une disque de Siegel ou un anneau de Herman C'
fixé par R. Alors R est conjuguée sur C' a une rotation irrationnelle par une application
holomorphe ; voir [CG].

Soit @ € R—Q le nombre de rotation correspondant. Alors pour tout w € T = R/Z
on peut définir une automorphisme (holomorphe) R°" de C' de nombre de rotation
w. Donc on a une action de T sur C' définie par (w, z) — R°"(z). De plus pour toute
suite {n;};>1 d’'entiers positifs telle que njo — w dans T, on a que R"™ converge
uniformément a R°" sur chaque partie compacte de C.

Dans cette section on montre des propriétés analogues sur C,,, avec 'anneau Z,, =
{we Q, | Jw| <1} au lieu de T. L'anneau Z,, est compacte et Z C Z,, est dense sur
Zy,.

Une différence avec le cas complexe est qu'il ne suffit pas que la composante soit
fixée. Il faut que les bouts de la composante soient fixés et que la fonction rationnelle
soit tangente a l'identité en chaque bout de C'. On dit qu'une fonction rationnelle
R € C,(2) est tangente a Uidentité en un bout P si R fixe P et si la multiplicité de P
comme point fixe de 'action de R dans le systeme projectif associé a P est strictement
plus grande que 1.

Proposition 5.6. Soit R € Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux
et soit C' une composante analytique de E(R) de telle fagon que R fixe C' et les bouts
de C'. De plus supposons que R est tangente a lidentité en chaque bout de C. Alors
on les propriétés suivantes.

(1) Pour chaque w € Z,, il existe un automorphisme R°" de C' tel que pour toute
sutte {nj}j>1 d'entiers positifs telle que n; — w au sens p-adique. R" converge
uniformément (pour la métrique chordale) a R°'" sur chaque affinoide fermé contenu
dans C.

(2) L'application qui a (w,z) € Z, x C associe R°"(z) € C' définit une action. En
particulier R°" est Uidentité et on a R°1"1T12) = RO o R“2 pour tous w, we € L.

Comme Z,, est compact le corollaire suivant est immédiat.
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Corollaire 5.7. — La suite {R"},>1 est normale sur chaque composante analytique
C de E(R): c’est-a-dire que pour toute suite d’entiers positifs il exviste une sous-
swite {m;}j>1 telle que R™J est uniformément convergent sur chaque affinoide fermé

contenu dans C'.
La démonstration de la proposition dépend de deux lemmes.

Lemme 5.8. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle qui soit tangente a l'identité
au bout associé a {|z| < 1}. Alors il existe ry € (0,1) tel que R induit lidentité sur le
systéme projectif associé a {|z| < r}. pour chaque r € (ry.1).

Démonstration. — Comme R est tangente a I'identité au bout associé a {|z| < 1} ona
R(z) =2+ 22P(2)/Q(z) ot P,Q € C,[2] sont des polynomes a coefficients entiers tels
que Q(0) # 0. Par conséquent il existe ro € (0,1) tel que pour chaque A qui satisfait
rg < |\ <lonalP\)|<1et|Q(AN)|=1;voir Lemme 2.1. Donc la réduction de
5 P(A2)
AN IR(Az) = 2+ A2 0
Q(A2)

est identité. O

Lemme 5.9. Soit C' un affinoide ouvert et R € C,,(z) une fonction rationnelle telle
que R : C — C est de degré 1 et tel que R fize les bouts de C'. De plus supposons
que R est tangente a lidentité en chaque bout de C. Alors R indwit ['identité sur Ac
et sur chaque systéme projectif S € Ac.

Démonstration. — Comme R : C' — C est de degré 1, R induit une isométrie sur
A 1 voir Section 2.5. Comme R fixe les bouts de ', R induit I'identité sur Ac:.

Comme C' est un affinoide ouvert, chaque sommet S de A¢ est extrémité d’au
moins trois arétes de A¢-. Par conséquent R fixe au moins trois éléments d’un sommet.
Donc R induit identité sur chaque sommet de Ac.

Donc pour toute aréte I = (S),Sy) C Hy, de A¢. R est tangente a 'identité en
chaque bout de C'y. Par le lemme précédent pour chaque i € {0, 1} il existe un systeme
projectif 8! proche de S; tel que R induit I'identité sur chaque systéme projectif dans
(S, 8. En particulier R induit Pidentité sur §) et Si. Alors R induit 'identité sur

chaque systeme projectif dans [S)). 81, par le Lemme 4.23. O
Démonstration de la Proposition 5.0. Comme le degré de R est au moins deux

C # P(C,) et on peut supposer que C' C C,,.

Considérons une suite croissante d’affinoides fermés X; C C de telle facon que
UX, = (. Dans le cas ott C' n'est pas un disque R satisfait (avec n = 1) les propriétés
de la Proposition 4.14 pour X;, par le lemme précédent. On notera ; € (0,1) une
constante telle que ||R —id ||x, <~ - diam(D,.) pour z € X;.

Si (" est un disque, on peut supposer que C' = {|z| < 1} et X; = {
ri € |Cp| N (0,1) tel que r; — 1. Alors par le Lemme 5.8 on peut supposer que R

< i}y avee

“
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induit 'identité sur le systeme projectif S; associé a X;, pour chaque i. Comme dans
ce cas Ax, = {S;}, R satisfait les propriétés de la Proposition 4.14 et alors on peut
continuer comme dans le cas o C' n’est pas un disque.

Etant donné w € Z,, considérons une suite croissante {m,};>1 d’entiers positifs de
fagon que p(Jw —m;l,) < 'yj_], pour tout j > i. Alors on a R°(W~™4) € H(X;) d’apres
le Corollaire 4.16. Notons que R°(®="+1) définie sur X; coincide avec la restriction
de la méme application définie sur X, ;.

De plus on a p(|miyi —milp) < 7[1, done Re(mit1—mi) egt définie sur X; et coincide
avec R™Mi+1~"i_ Par conséquent R°(W~™i+1) définie sur Xiy1 et Re(w=mi) définje sur
X, satisfont I'identité suivante sur X;,

R™i+1 o Ro(m~7n,+1) = R™i o Ro(vrz,,Jrl—wr;.l)_O RO(“’_"""+1) = R™io Ro(w~mi).

Donc la fonction R°% définie par R™ o R°(W~=™4) sur X, appartient a H(C). Notons
quon a R°Y = id; voir Corollaire 4.16.

Soit {n;};>1 une suite d’entiers positifs tels que n; — w au sens p-adique et fixons
i > 0. Alors il existe J > 0 tel que p(|n; — my|,) < ;" pour tout j > J. Donc
R™=m = Remi—mi) qur X, et par conséquent R™ = R™i o R°("i=™:i) converge
uniformément & R°" = R™ o R°(W=™:) sur X, ; voir Corollaire 4.16.

Soient wi, wy € Zj,; considérons des suites {n;};>1 et {k;},>1 d’entiers positifs
tels que n; — wy et k; — wy au sens p-adique. Comme R" et R convergent
uniformément & R°“! et R°"2 sur chaque X; on a que R %% converge uniformément
a Re(w1tw2) qur chaque X;. Par conséquent R o R°W2 = Re(witwz),

Comme pour chaque w € Z, on a R°" o R°(=") = R°0 = id, on a que R°(—") ¢
H(C) est linverse de R°" et par conséquent R°" est un automorphisme de C. O

5.2. Composantes analytiques et points périodiques. — Dans cette section
on s’intéresse aux points périodiques contenus dans une composante analytique donnée
du domaine de quasi-périodicité.

Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et soit C' une
composante analytique de E(R) fixée par R. Les bouts de C' sont permutés par R.
Notons Py, ..., Py, les bouts fixés par R. Pour chaque 0 < ¢ < n, R induit une action
projective (de degré au moins 2 par le Théoreme 3) sur le systeme projectif S; associé
a P;; on note nr(P;) la multiplicité du point fixe P; pour cette action. Rappelons
que quand nr(P;) > 1 on dit que R est tangent a l'identité en P;.

Proposition 5.10. — Le nombre de points fizes de R dans C' comptés avec multiplicité
est €gal a

2+ Z (nr(P;) - 2).

0<in

La démonstration de cette proposition est a la fin de cette section. On considere
d’abord des corollaires et un exemple.
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Corollaire 5.11. — Si C' est un disque de Siegel fize, alors C contient au moins un
point fize.
Corollaire 5.12. — Soit R € C,(z) de degré au moins deux et C une composante

analytique de E(R) fixée par R. Si aucun des bouts de C' n’est fixé par R, alors C
contient exactement deux points fizes de R, comptés avec multiplicités.

Corollaire 5.13. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux.
Alors chaque composante analytique de E(R) continent une infinité de points pério-
diques de R.

Démonstration. — Quitte & remplacer R par un itéré on suppose que tous les bouts
Pi,..., P, de C sont fixes et que R est tangente & I'identité en P;, pour 1 < i < n.
Notons que pour k > 1 on a npwe(P;) > npe(P;). Par conséquent le nombre de points
fixes de RP" dans C' (qui est égal & 2 + > (ngem (P;) — 2) par la proposition) tend
vers l'infini quand m — oo. Chaque point fixe de R* a une multiplicité comme point
fixe de R'* qui est bornée indépendamment de [. Donc R a une infinité de points

périodiques dans C'; voir Section 3.3. O
Corollaire 5.14. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle et C' une composante

analytique de E(R) fixée par R. Supposons que R fize les bouts de C et que R est
tangente a lidentité en chaque bout de C. Alors tous les points périodiques de R dans
C ont une période primitive de la forme p™, m > 0.

Démonstration. — Simplement note que pour tout m > 0 et tout k& > 1 qui n’est pas
divisible par p on a n gy (P) = npym (P) pour tout bout P de C'; voir Section 3.3. O

Voici d’autres différences entre le cas complexe et le cas p-adique. Dans le cas
complexe les disques de Siegel et les anneaux de Herman, coincident avec le domaine
de linéarisation, mais sur C, tous les composantes analytiques du domaine de quasi-
périodicité contiennent une infinité de points périodiques et par conséquent les do-
maines de linéarisation sont strictement plus petits que les composantes analytiques
correspondantes.

Une autre différence est que dans le cas complexe les disques de Siegel et les an-
neaux de Herman sont instables (voir [Ma]); c’est-a-dire que pour chaque fonction
rationnelle a coefficients complexes on peut trouver des fonctions rationnelles arbi-
trairement proches qui n’ont pas de disque de Siegel ni de anneaux d’Herman. Dans
le cas p-adique, si R € C,(z) est une fonction rationnelle ayant 'affinoide ouvert
connexe C' comme composante analytique de £(R), alors pour toute fonction ration-
nelle @ € Cp(z) proche de R, C' est une composante analytique de £(Q).

Exemple 5.15. — Etant donnés a, b, A € C, tels que
rons la fonction rationnelle

al = 1b] < 1 et |\ =1 considé-
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et la couronne C = {z € C, | |a| < |z| < |b|~'}. Notons qu'on a

1 :/\71221~a2

R(1/z) z2=b

(1) On va montrer que C est une composante analytique de £(R). Notons que
R : C — C est de degré 1 et R fixe les bouts de C. Soit P, le bout associé a
{|z] > la|} U {oc} et Py le bout associé a {|z| < |b|~'}; ce sont les bouts de C'. La
coordonnée w, = —a/z (resp. wy, = bz) est telle que w, (P,) (resp. wy(Py)) est le bout
associé & {]z| < 1}. De plus
Ru(2) =w,0oRow, ' (2) = )\—122% et Ry(z) =w,oRow, ' (2)= /\:“)ﬁ
Donc ﬁ,,(M) =A"1z+2%) et IN?,[,(z) = Mz —2?) sont de degré 2. Par la Proposition 5.2,
C' est une composante analytique de E(R).

(2) Notons que ng(P,) = nr(Py) = 1 si et seulement si |A — 1| = 1. Donc par la
Proposition 5.10, R a un point fixe dans C' si et seulement si |A — 1] < 1.

(2.1) On suppose que [A — 1| < 1 de telle facon que Ru(z) = = + 22 et Ry(z) =
z—2% = Aﬁ,,(f:). Donc ngi(Pu) = npr(Pr,), pour k > 1. D’apres 'exemple 3.19
onanpym (Py) =14 (14+p+---+p™). Par la Proposition 5.10 la fonction rationnelle

24 (npe (Pa) = 2) + (ngee (Py) = 2) = 2(1+ - +p"')

points fixes dans C', comptés avec multiplicité. Par conséquent, si R n’a pas de cycles
paraboliques dans ', alors R a exactement 2 cycles de période primitive p''. Par le
Corollaire 5.14 ce sont tous les cycles de R contenus dans C'.

Si p = 2 on obtient (par 'exemple 3.20 et par un raisonnement similaire) que si R

n’a pas de cycles paraboliques dans ', alors R a exactement 27" (25 — 22" ) cycles
de période primitive 2"". Par le Corollaire 5.14 ce sont tous les cycles de R contenus
dans C.

(3) On va montrer quesi A = 1 et a = b = p alors R n’a pas de cycles paraboliques.
Un théoreme du a Fatou dit que tout cycle parabolique attire, dans le sens complexe,
au moins un point critique; voir [Fa]. Done il suffit de vérifier que tous les points
critiques de R sont attirés (dans le sens complexe) par les points fixes super-attractifs
0 et o.

Les points 0 et oo sont des points critiques. Notons que p est un pole de R et pour
tout autre réel € R, R(x) est réel. De plus R est négative dans 'intervalle (p, +0c)
et par conséquent R a un point critique ¢ dans (p, +00). Comme R(z) = —1/R(1/z),
—1/¢ est aussi un point critique de R. Alors 0, oo, ¢ et —1/¢ sont tous les points
critiques de R.

Donc il suffit de vérifier que R"(¢) — ~o quand n — oc. Notons que —1 est un
point fixe répulsif de R et pour tout = € (—oc, —1) on a R(x) < . Par conséquent
R"(x) — oo quand n — oo car R n’a pas d’autre point fixe dans (—oo, —1). Finalement
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il n'est pas difficile de voir que pour tout x € (p, +00) ona R(x) < —1, donc R(c) < —1
et par conséquent R"(c) — oo quand n — oo.

Démonstration de la Proposition 5.10. — On va appliquer le Théoreme des Résidus
a R—1id sur X = C'; voir Section 2.1.1. Considérons une coordonnée telle que oc € ('
et telle que R(o0) # oc. Alors R — id a deux poles simples dans C' : oo qui est un pole
simple de id et la préimage w de oo par R dans C, qui est un pole simple car R est
injective sur C' C £(R).

Le nombre des zéros de R — id dans C' est évidement égal au nombre F' de points
fixes de R dans C' (comptés avec multiplicité). Par conséquent,

Z()rd;g__m(z) = F 4 ordg_iq(o0) + ordp_jq(w) = F — 2.
C
Soit P un bout de C. Notons que pour toute coordonnée affine w on a
ordyopow-1—id(P) = ordr—ia(P). Donc apres changement de coordonnée affine
on peut supposer Dp = {|z| > 1} U {oc}.
Si P n'est pas fixé par R on a par le Lemme 2.3 P’ = (R —id)(P) = R(P). qui est
un bout de C. Par conséquent Bp C C,, — {0}. Donc ordg_iq(P) = 0 dans ce cas.
Supposons que P est fixé par R. Soit Re (Ep(z) la réduction de R. Par définition
de np(P) = 1 on peut écrire

1 :
R(1/2) Q(2)’
ot a € C, — {0} et les polynomes P.Q € C,[z] sont tels que P(0) # 0 et Q(0) # 0.
Par conséquent
T anePIm2qQ(1/2) 4 2l PIP(1)2)
Supposons ng(P) = 1. Comme deg,(>0) = degp(P) = Lona 1+ al(0)/Q(0) # 0.

Donc degp i4(P) = degp_.,(x) = 1 et (R —id)(x) = oc. Par conséquent
(R—id)(P) =P et

ordp_ig(P) = —degp_iq(P) = =1 =np(P) — 2.

Sing(P) = 2alors R(x) € @,,—{()}. Donc D p_iqypy C C,—{0} et par conséquent
ordp_ia(P) =0=np(P) — 2.

Si np(P) > 2 alors notons que degp ((P) = degp . (o¢) = np(P) — 2 et
R(>0) = 0. Par conséquent ordp_iq(P) = degj, 14(P) = ng(P) — 2.

Par le Théoreme des Résidus on a

F-2= > (ne(P)-2). O

bouts fixes de '
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5.3. Dynamique au bouts d’une composante analytique

Proposition 5.16. — Soit R une fonction rationnelle de degré au moins deuzr, C une
composante analytique de E(R) et P un bout de C. Soit S le systéme projective associé
a P. Alors il existe une infinité de Py € S tels que Dp, est un disque de Siegel.

Voir figure 4.

N

Démonstration. — Quitté a remplacer R par un itéré on peut supposer que P, et
par conséquent S, est fixé par R. Considérons un paramétrage S = {P() }pz, - Soit

7 C S comme dans (iii) de la Proposition 2.4 et soit T C P(F),) tel que 7 = UpP(£).

Comme P est un bout de C' on a degr(P) =1 et donc R’ # 0. Par conséquent il
existe une infinité des ¢ € P(F,)) périodiques par R tels que (Ek)’(ﬁ) # 0, ou k est
la période de €. On peut supposer de plus que R’ (&) € P(F,) — T, pour i < j < k.
Donc par (iii) de la Proposition 2.4 et le Corollaire 3.12 on a Dpy C E(R). Par le

Théoreme 3 on a deg(R) > 1, donc D,, est un disque de Siegel par la Proposition 5.2.

O
— P
\
P&) "
\ \
P&)|
P(&1) /
f
FIGURE 4. Chaque bout P d’une composante analytique de £(R) a une
infinité de disques de Siegel attachés.
Corollaire 5.17. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle de degré au moins deuw.

Alors les affirmations suivantes sont équivalentes.
(i) R a un point périodique indifférent.
(ii) R a une infinité de points périodiques indifférents.
(i) E(R) # 2.
(iv) E(R) a une infinité de disques de Siegel.
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Démonstration

(il) = (i) est trivial; (i) = (iii) résulte du point 2 de la Proposition 3.16.

(iv) = (ii) suit du Corollaire 5.13 et (iii) = (iv) suit de la Proposition 5.16 et de
(i) de la Proposition 5.10. O

6. Exemples

Dans cette section on considere des exemples. Dans la Section 6.1 on montre que
pour tout affinoide ouvert il existe une fonction rationnelle ayant chaque composante
de 'affinoide comme composante analytique de son domaine de quasi-périodicité (Pro-
position 6.4); voir aussi Proposition 6.7.

Exemple 6.1. — On va montrer que le bassin d’attraction de l'infini du polynome
R(z) = p~'(z—2zP) est égal A P(C,) — Op,. Dans la Section 1.2.3 il y a une description
de l'arbre de cet espace analytique.

Notons que pour |w| > 1 on a |R(w)| > plw|?, donc {|z] > 1} C W;(c0). De plus
w — 1| = 1 pour tout 7 € {0,1,...,p—1}, on a |Jw —wP| = 1.

pour tout w tel que
Donc |R(w)| = p > 1 et par conséquent w € Wp,(o0).
D’autre part Og, est invariant par R donc Og, N Wg(co) = @. Pour chaque
i€{0,....p— 1} 'application
R: D, ={lz—i < 1} — {]2| < p}.

est de degré 1. Soit R; : {|z| < p} — D, la branche inverse correspondante. Pour tout
k>0 fixé on a

(C])_Ui” ..... ire{0..... 1»71}Ri()o"'ORiA-({|Z| <p}) C W]f(’)(l)
Alors I'égalité Wi (o00) = IP(C),) — Og, suit du fait que
Riyorro Ry (Il < ph) = {2 | 2 = o+ + inp)] < p~"}.

Exemple 6.2. Considérons la fonction rationnelle R(z) = (=5 + 2¥) € Cy(z), olt
A € C,, est tel que p~ (P~ 1/ < |A] < 1. On montrera que le bassin d’attraction du
point fixe attractif 0 est de type Cantor et ne contient pas des points critiques.

Notons que pour chaque z € C, tel que |z|] < 1 on a |R(z)] = |Az|. De plus
R(1) = R(o0) = oc et par conséquent D = {|z| < 1} est le plus grand disque contenu
dans le bassin d’attraction de 0. Comme R(D) # D, le bassin d’attraction inunédiat
de 0 est non-trivial.

Dautre part. si = € C, est tel que |z] > 1 alors |R(z)| = |A||z]": donc, si de
plus |z] > [A7Y07D on a que |R"(z)] — oo quand n — oc. Comme R'(z) =
/\(—ﬁ + pzP~ 1), les points critiques finis de R sont de norme p/ D Done la

condition |A| > p~ =D/ mpliques que tous les points critiques de R tend vers
I'infini par itération. et par conséquent le bassin d’attraction de 0 ne contient pas des

points critiques.
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Exemple 6.3. — Considérons le polynome P(z) = +(2¥ — 21’2). Notons que 0,1 €

K(P) C {|z| < 1} et pour |w| < 1 on a,

1
P

1 2
Pz +w) - Plw) = [—)(zp -2+ Qul(2),
ot Q. € C,[z] est entier et Q,(0) = 0. Par conséquent |P(z + w) — P(w)| = p|z|*
pour tout p~ /=Y < |z| < 1. En particulier pour toute boule fermée B € {|z| < 1}
de diametre au moins [)_1/(”‘1). P’I(B) est une réunion de p boules By...., B,
disjointes deux & deux avec

1 1/p
diam(B;) = (—diam(B)) > p V=,
p
et P : B; — B est de degré p. On pose P7'({|z] < 1}) = Byu--- U B,_ on
diam(B;) = p~ /7. En général,

P‘"({|:| < ]}) = l—lule{().l AAAAA [)71}B(u)(11.,.a,,,,|~

ot les boules B, ., _, sont de diametre

1

_ 2 n _ oy _ _ _
) (1/p+1/p=+-+1/p") =p (I=p=")/(p=1) p 1/(p=1) quand n — oo,
et les indices sont tels que By, o, 4, C Bay.ay_, €t P(Bauya,..a,) = B, .., . Consi-

dere 'espace de codage X, avec alphabet {0.....p—1}.
Y, ={apar... |a; €{0,....p=1}}.

ot & chaque point w € K(P) on associe la suite 7(w) = .apa; ... de telle fagon que
P"(w) € By, . Par conséquent I'application 7 respecte la dynamique de P sur K (P) et
la dynamique du décalage o : ¥, — ¥, défini par o(.apa, ... ) = .a;.... Alors notons
que w € Ny>0Buya,..a, et par conséquent w appartient a une composante errante si
ot seulement si w(w) n'est pas prépériodique pour le décalage o.

Jusque a maintenant on est dans une situation standard en dynamique. Mais notons
que a chaque @ = .apa; ... € ¥, on peut associer l'intersection B, = N,>0Ba,...a,,
et comme X, n'est pas dénombrable il y a beaucoup dVintersections vides, car C, est
séparable. (Ceci montre que C, n'est pas maximalement complet, c¢’est-a-dire que il
existe des suites emboitées de boules B, avec intersection vide: voir e.g. [Ro]).

Si I'intersection B, est non-vide alors ¢’est une boule de diametre p~ V=1 par
le Lemme 4.29 si D est un disque errant alors

lim inf diam(P" (D)) = 0.

==
Par conséquent tous les intersections B,. avec ¢ € Y, qui n'est pas prépériodigue
par o, sont vides. De plus par le Lemme 4.13 pour toute suite périodique a € ¥, il
existe un point périodique w de P, de méme période. tel que 7w(w) = a. Par conséquent
T(K(P)) C ¥, est égal a I'ensemble des suites prépériodiques pour le décalage o.
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6.1. Exemples de composantes du domaine de quasi-périodicité

Proposition 6.4. — Soit X un affinoide ouvert. Alors il existe une fonction ration-
nelle R telle que chaque composante connexe de X est une composante analytique du
domaine de quasi-périodicité de R.

La démonstration de cette proposition se base sur le lemme suivant.

Lemme 6.5. — Soit X un affinoide ouvert et S un systéme projectif tel que pour toute
composante analytiqgue Y de X il existe P € S tel que Y C Dp. Alors il cxiste une
fonction rationnelle R telle que degp(S) > 1. R X — X est de degré 1 et telle que
R fize les bouts de X.

Démonstration. Apres changement de coordonnée on peut supposer que S est le
systeme projectif canonique et que X C {|z] < 1}. Alors il existe un ensemble fini
A C{lz] € 1} tel que X € UaD,.ou D, = {]z —a|] < 1}. Le polvnome Q(z) =
24 [T = a)? est tel que Q @ D, — D, est de degré 1 pouwr tout @ € A. Donc
D, C £(Q) par le Corollaire 3.12 et les bouts P < D,, de X sont périodiques par @,
par le Corollaire 4.20. Donc il existe n tel que R = Q" fixe les bouts de X. Par

conséquent R : X — X est de degré 1 et degp,(S) = deg(R) = n - deg(Q) = 2. a
Démonstration de la Proposition 6.4. — Soient Sg.. ... Sy les systemes projectifs as-
sociés aux bouts de X et soit Rs, commie dans le lemme précédent. Alors R =
Rs,0---0Rs, + X — X est de degré 1 et degp(Si) > 1. Par la Proposition 5.2
chaque composante connexe de X est une composante analytique de E(R). O

Exemple 6.6. On va montrer que la fonction rationnelle,

L4 wrt!

Rw)= ————  C,(w).

)= Gy © O
a ("= {1 < |z] < p} comme composante analytique de E(R) et que Pensemble de

Julia de R est vide.

Notons que la coordonnée 1/pw est une symétrie de R, c’est-d-dire R(w) =
1/pR(1/pw). Soit Sy le systeme projectif canonique et Py € Sy le bout associé A
{lw] < 1}, qui est un bout de . On pose Dy = {|w] < 1} et W, = {|]z] = 1}.
Notons que la réduction de R est (14wt /w? et powr tout P € S, — {Py}.
R Dp — Dpepy est de degré degp(P). Par conséquent R(1Wy) = Wy U Dy et R
n'angmente pas la distance chordale dg, dans Wi, L D).

On pose St = (So)1/pu- D1 = (Do) i/pw- - - de telle fagon que " = Dp, N Dp, ct
on a les propriétés analogues: en particulier R n’augmente pas la distance chordale
ds, (correspondante a la coordonnée 1/pw) dans W, U Dy = {|w| = p} U {x}: voir
figure 5. De plus la réduction de R dans la coordonnée 1/pw est aussi (1 4 w?™h) /wr.
I est facile de voir que R : " — (" est de degré 1. et comme degp(Sy) = degr(S1) =
p+ 1> 1. C est une composante analytique de E(R) (Proposition 5.2).
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D W
ir? *‘\ P eSS
C 1
- _ B | Py € So
| | i
Dy i Wy

FIGURE 5. Partition de P(C,).

(1) On va montrer que, si z,w € Dy sont tels que
ds,(z,w) = |z —w| <p~ VPV et R(w) € {|z] = p}uU {0},
alors ds, (R(z). R(w)) < p~ /=1 Ceci est équivalent & montrer que si [1/pR(w)] <1
alors |1/pR(z) — 1/pR(w)| < p~Ye=D Ona
1 L 22(14 (p2)Pth)  wP(1 4 (pw)Pt!)

pR(z) pR(w)  p(1+ zrt)) p(l 4 wrtl)

2P —wl — (zw)P(z — w) + (pz)P (1 + wPt) — (pw)Pti(1 + 2P
p(1 — 2P+1)(1 + wrtl) '

Notons que |1 4 2P = |1 + wPt!| =1 et

, , , 1) 1 ,
(210w = () (1 )] < D <),

D’autre part, si € = z — w, alors,

[2P —w?| =

, 1 ,
pewP™ 4 pe? Tl 4 2P| < [—)p'l/(”_”,

car | < p!/r=V et 7] < L p~ /7D De plus, comme

1 wP(1 P
| > I I _ w ( + (])U) )‘ :])IWII'»
pR(w) p(1 + wrt!)
on a plz|P < 1 et done |(zw)?(z — w)| < p% p~ V=1 Par conséquent
1 1 1
- < (,, 4/(1»4)) — V1),
lpR(z) ’)R(w)‘ SP P b 4
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(2) Montrons maintenant que F(R) = P(C,). Notons que C' C £(R) C F(R).
Fixons zg € P(C,) —C; par symétrie on peut supposer |zo| < 1. Comme R™!(F(R)) =
F(R), s'il existe n tel que R"(z¢) € C alors zy € F(R); donc on peut supposer que
R"(z0) ¢ C, pour n > 0.

Par la partie 1, pour tout wy € B = {|w — 2| < p~/@®"D} et tout n > 1, on a
ds,(R"(z0), R™"(wo))) < p~Y/@=D outi = 0 si R"(20) € {|2| < 1} et i = 1 sinon.
Par conséquent la famille {R"},>¢ est uniformément lipschitzienne sur B, et donc
20 € BC F(R).

La Proposition 6.4 ne nous donne aucun information sur le degré de la fonction
rationnelle. Avec la proposition suivante, dans un cadre plus restrictif, on aura un
controle sur le degré.

L’idée est de modifier une fonction rationnelle R € C,(z) ayant une bonne ré-
duction ; voir Section 4.5. Par la Proposition 4.32, si deg(R) > 1, les composantes
analytiques de £(R) sont des disques de la forme {Z = £}. Si deg(R) = 1 alors
E(R) =P(C,); voir exemples dans la Section 3.2.

Proposition 6.7. — Soit R € C,(z) une fonction rationnelle ayant une bonne réduc-
tion. Soit r € |C,p| tel que r < 1 et soient des P1,..., P, bouts tels que Bp, C E(R)
et diam(Bp,) = r. Alors il existe une fonction rationnelle @ de degré deg(Q) =
deg(R) + n telle que pour toute composante analytique C de E(R), Uaffinoide ouvert
conneze

C—UrBp, ouT = {RJ(Pi) | pour 1 <i<netj>=1},

est une composante analytiqgue de £(Q).

Notons que par le Corollaire 5.3, 'ensemble 7 de la proposition est fini. La dé-
monstration de cette proposition est a la fin de cette section.

Exemple 6.8. — Considérons des bouts Py,..., P, tels que les boules Bp,,..., Bp,
sont disjointes deux a deux et de méme diametre. Alors par la proposition (en prenant
R =id) il existe une fonction rationnelle @ de degré n + 1 telle que

P(C,) — B1U---UB,,
est une composante analytique de £(Q).
Exemple 6.9. — Soit n > 1 et ( racine primitive n'®"¢ de I'unité et soit r € |C,)| tel
que 1 est la seul racine '™ de 1'unité dans la boule {|z — 1| < r}. Soit P le bout
associé a cette boule. Posons R(z) = (z et notons que R"(Bp) = Bp et que les

boules Bp, ..., R"~}(Bp) sont disjointes deux & deux. Par la proposition il existe une
fonction rationnelle @ de degré 2 telle que

P(C,) -~ BpU---UR""(Bp),

est une composante analytique de £(Q) (un (n — 1)-anneau de Herman).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



228 J. RIVERA-LETELIER

Démonstration de la Proposition 0.7. — Soit § le systeme projectif canonique et
Z C S Vensemble des bouts P € S tels que degr(P) = 1. Comme E(R) # @
I'ensemble 7' est infini et on peut trouver Q@ € I tel que Do N (UrBp) = @.
Apres changement de coordonnée on suppose que oo € Do, de telle fagon que
Do = {]z] > 1} U {ac}. Soit S; le systeme projectif associé & P;, pour 1 < i < n.

1.— On va définir par induction des fonctions rationnelles R; € C,(z) qui satisfont
les propriétés suivantes.

(1) deg(R, ) =deg(R) + i, pour 1 <i<n.

(2) degp (S;) > 1. pour 1 < j <.

(3) R, est 111](>ct1vv sur Dp — (Bp, U---U Bp,), pour tout P € Z.

(4) Pour tout bout P & {Py,... ,79,} tel que Bp C {|z] < 1} et diam(Bp) =7 on a

Ri(P) = R(P) et R; : Bp — Bp(p, est de degré 1.

Notons que 4 implique 3. Posons Ry = R et supposons que R;_q est déja définie.
Apres changement affine de coordonnée au départ et a l'arrivée, on suppose que 0 €
Bp, et Ri_1(0) = 0 de telle facon que R;_(Bp,) = {|z| <1} = Bp,.

On pose

Ri(z) = — Rimi(2) = R () + /_I'NR,-_,I(:).

ou € C, est de norme égale a 7. Clairement deg(R;) = deg(R,—1) + 1 = deg(R) + i,
donc R vérifie 1. De plus degj, (Si) > 1
Comme R;_; vérific 4 on a

|Ri~1(z0)|] = |20] pour tout zy € {|z] < 1} — Bp, U---UBp, ,.

Par conséquent, si de plus zg € Bp,, on a |R;(z) — R;—1(2)| < r. Donc si P est comme
dans 4 on a R;(P) = R;-1(P) = R(P), degp (P) = 1 (Lemme 2.3) et R; : Bp —
Bpepy est de degré 1. C'est a dire R; vérifie 4, et par conséquent 3.

Fixons 1 < j < i et considérons ¢y € Bp, et (1 € Brep,). On a [(y] = |¢i| > r. On
pose Qy(z) = Ri—1(z+ ) — et Q1(2) = Ri(2+ ) — Cl. Comme R;_| satisfait la
propriété 4, on a Qu(P) =P et deg,, (S) > 1, ot P est le bout de {|z| <7} et S est
le systeme projectif contenant P. Par définition de R; et Q1 on a

z+ (o z+Go H
R4 G) — = Q)+ G
o 1(z+G) =G T ) e
Comme [o] = [C1] > r = |u| on conclut que Q(P) = Qo(P) = P et degy, (S) =
degg, (S) > 1 (Lemme 2.3). Donc R;(P;) = R(P)) et degp (S;) > 1.

2.— Posons Q = R,, et considérons un cycle C'y, . .., C de composantes analytiques
de E(R) de telle fagon que R(C;) = Ciyy. pour 1 < @ < k. ot Cyyy = Cy. Par les
propriétés 2 et 3, QA vérifie les hypotheses de la Proposition 5.2 avec X = C; — U7 Bp

Qi(z) =

pour chaque 1 < i < k. Par conséquent les affinoides ouverts C; — Uy Bp, pour
1 < i <k, forment un cycle de composantes analytiques de £(Q). O
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