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DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES 
SUR DES CORPS LOCAUX 

par 

Juan Rivera-Letelier 

Em homenagem a Jacob, na acasiâo de s eu sexagésirno aniversârio. 
Résumé. — Soit p > 1 un nombre premier, Qp le corps des nombres p-adiques et soit 
Cp la plus petite extension complète et algébriquement close de Qp. Ce travail est 
consacré à l'étude de la dynamique des fonctions rationnelles sur la droite projective 
P(C„). 
A chaque fonction rationnelle R G Cp(z) on associe son domaine de quasi-périodicité, 
qui est égal à l'intérieur de l'ensemble des points dans P(CP) qui sont récurrents par 
R. On donne plusieurs caractérisations du domaine de quasi-périodicité et on décrit 
sa dynamique locale et globale. 
On montre que les composantes du domaine de quasi-périodicité (qui sont les ana
logues p-adiques des disques des Siegel et des anneaux de Herman) sont des affinoïdes 
ouverts (c'est-à-dire que leur géométrie est simple) et on décrit la dynamique sur une 
composante donnée. 
Comme dans le cas complexe on a une partition de la droite P(CP) en l'ensemble de 
Fatou et l'ensemble de Julia. Par analogie au cas complexe on fait la conjecture de 
non-errance suivante : tout disque errant est attiré par un cycle attractif. On montre 
que ceci a lieu si et seulement si tout point dans l'ensemble de Fatou est soit attiré 
par un cycle attractif, soit rencontre le domaine de quasi-périodicité par itération 
positive. 

Introduction 

Ce travail est essentiellement ma thèse de doctorat, laquelle a été soutenue à Orsay 
pendant l'année 2000. 

Soit p un nombre premier et Qp le corps des nombres p-adiques. Ce travail est 
consacré à l'étude de la dynamique des fonctions rationnelles à coefficients dans des 
extensions de Qp. 

Classification mathématique par sujets (2000). — 32H50, 37F10, 14G20, 39B12. 
Mots clefs. — Systèmes dynamiques, théorie itérative, corps locaux, quasi-périodique. 
Je remercie la Fundacion Andes, Beca Présidente de la Republica de Chile et la Fundacion Rivera 
Letelier pour son soutien financier. 
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148 .1. RIVER.A-LETELIER 

Il y a des questions en théorie des nombres qui sont reliées aux systèmes dynamiques 
et les gens ont étudié, plus ou moins implicitement, des systèmes dynamiques depuis 
longtemps. Par exemple, la définition de la fraction continue d'un nombre réel est 
reliée à l'itération de l'application de Gauss x —» 1/x — [l/x]. Notamment on a la 
relation suivante entre la théorie des courbes elliptiques et l'itération des fonctions 
rationnelles. On considère une courbe elliptique 

E : y2 = x* -h ax + h. 

où a et b appartiennent à un corps de nombres K (extension finie des rationnels). 
Pour toute extension L de K F ensemble E(L) de points dans E à coordonnées dans 
L a une structure de groupe abélien, avec O = (oc, oc) comme élément neutre. Cette 
structure est définie par. 

(:*•(), 2/0) + (</'i.//i) = (A2 - x() - .7*1, À(À2 - X() - xi) + v) 

où A = (y} -;(/())/(.r 1 -J 'o) si xi / x() et A = (3:rg + a)/2y{) si x\ = xo et v = 
jjo — Xx() = iji — Xx\. Géométriquement la somme de trois points est égal à O si et 
seulement si les trois points sont colinéaires. On dit qu'un point de E est de torsion 
s'il existe 77 > 1 tel que 

\n\P = P + '-- + P = 0. 

Ceci a lieu si et seulement si P est pré-périodique pour l'application de doublement 
P -> [2]P. c'est-à-dire qu'il existe k ^ 0 et / ^ 1 tels que [2k]P = [2A+/]P. La première 
coordonnée de l'application de doublement est donnée par 

•'•([2](r„,î/(,)) 
x(] — 2ax7\ — 86.1*0 + a" 

\x'{] H- lr/.r„ + I/7 

qui ne dépend que de ./'o. On voit alors qu un point (x. y) de E est un point de torsion 
si et seulement si x est pré-périodique pour cette fonction rationnelle de degré 4. Ainsi 
l'étude des points de torsion K-rationnels d'une courbe elliptique est étroitement reliée 
à l'étude des points pré-périodiques sur K d'une fonction rationnelle. 

Il y a beaucoup de résultats dans ce dernier contexte ; on renvoie le lecteur aux 
références de [MS2] et [Be]. Northcott a montré une propriété fondamentale : 

Théorème (Northcott [No]). Soit K un corps de, nombres. Alors toute fonction ra
tionnelle à coefficients dans K, de degré au moins deux, a un nombre fini de points 
pré-périodiques sur la droite projective P(A'). 

Ce théorème vaut en dimension quelconque; voir aussi Lewis [Le]. On donne une 
nouvelle démonstration de ce théorème (en dimension 1) dans un cadre légèrement 
plus général (Section 4.5). 

Morton et Silverman ont conjecturé qu'il existe une borne pour le nombre de points 
pré-périodiques qui ne dépend que du degré de [A" : Q] de A" et du degré de la fonction 
rationnelle; voir [MSI]. 
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DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 149 

Principe de Hasse. — Dans ce genre de problème il y a un principe appelé principe 
de Hasse. Hasse a montré le théorème suivant ; voir e.g. [Ca]. 

Théorème (Hasse). — La forme quadratique, 

a\x\ + a2x22 H h anx\, où a i , . . . , an G Q, 

a un zéro non-trivial sur Qn si et seulement s'il en a sur Qrp pour toute valeur abso
lue V, où Q-p dénote la complétion de Q par V. 

Rappelons que une valeur absolue V sur un corps K est une fonction V : K —• M 
telle que V{x) ^ 0, V(x) = 0 si et seulement si x = 0, V(xy) = V{x)V(y) et 
V(x + y) ^ V(x) + V(y), pour tout :r, y G A'. 

L'importance de ce théorème est que souvent il est plus facile de déterminer si une 
forme quadratique a des zéros non-triviaux sur Q!p que sur Qn, car Qp est complet. 

Le principe de Hasse consiste à : d'abord, traiter le problème sur les différentes 
complétions du corps de base et après, essayer de recoller l'information. Mais on 
n'a pas toujours une équivalence comme dans le théorème de Hasse. Par exemple 
l'équation (x2 — 2)(x2 — 17)(x2 — 34) = 0 a une solution sur toute complétion de 
Q, mais n'a pas des solutions sur Q. Il en est de même pour la courbe elliptique 
2y2 = x4 - 17; voir [Ca]. 

Dynamique des fonctions rationnelles. - Si l'on veut appliquer le principe de Hasse 
pour étudier la dynamique d'une fonction rationnelle à coefficients dans un corps 
de nombres, on doit étudier d'abord la dynamique des fonctions rationnelles sur les 
différentes complétions du corps de base. 

Il y a deux types de valeurs absolues : les non-archimédiennes qui satisfont l'inéga
lité triangulaire forte ; |.r + y| ^ max{|x|, \y\}, et les archirnédiennes qui ne la satisfont 
pas. D'après un théorème de Orstrowski la complétion d'un corps de nombres par rap
port à une valeur absolue archimédienne est isomorphe à C ou à R ; voir par exemple 
[Ca]. 

Parfois il est plus facile d'étudier la dynamique d'une fonction rationnelle sur C 
que sur M car on profite du fait que C est algébriquement clos. L'étude de la dyna
mique crime fonction rationnelle complexe est classique et elle a été initiée par Fatou 
et Julia dans les années 1910. Depuis ces premiers travaux, et notamment dans les 
vingt dernières années, la dynamique des fonctions rationnelles complexes a connu 
un grand développement, même si des questions fondamentales comme la densité de 
l'hyperbolicité sont encore ouvertes. 

L'étude de la dynamique des fonctions rationnelles sur des corps non-archimé-
diens est plus récente; voir [MSI], [Hs] et [Be]. Ce travail est consacré à l'étude de 
la dynamique d'une fonction rationnelle dont les coefficients appartiennent à Cpi qui 
est la plus petite extension complète et algébriquement close de Qp. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2003 



150 J. RIVERA-LETELIER 

Généralités sur le corps Cp. — La norme p-adique sur Q, notée | • |p, est définie par 
\pur/s\p = p~v, pour v G Z et pour tous les entiers r et s qui ne sont pas divisibles 
par p. On note Qp la complétion de Q par la norme p-adique et on l'appelle le corps 
des nombres p-adiques. On peut étendre | • \p à la clôture algébrique Q de Q. La 
complétion de Q est le corps Cp, qui est aussi algébriquement clos. 

Comme p est fixe, on note | • \p simplement par | • |. Une boule fermée (resp. ouverte) 
de Cp est un ensemble de la forme Br(a) + — {z G Cp | \z — a| ^ r} (resp. J5r(a) = 

G Cp | |z - a\ < r}) où r G |CP| = {\z\ \ z G Cp - {0}}. Notons que tout 
élément w G B+{a) (resp. w G Br(a)) est un centre; B+(w) = B+(a) (resp. Br(w) — 
Br(a)) et si deux boules fermées (resp. ouvertes) s'intersectent, alors Tune est contenue 
dans l'autre. Dans la droite projective on appelle boule fermée (resp. ouverte) le 
complémentaire d'une boule ouverte (resp. fermée) de Cp. La notion de boule de 
P(CP) est alors invariante par automorphismes projectifs. 

Une propriété des fonctions rationnelles à coefficients dans Cp qui simplifiera la 
géométrie est que les fonctions rationnelles préservent les affinoïdes. Un affinoïde fermé 
(resp. ouvert) connexe est une intersection finie non-vide de boules fermées (resp. 
ouvertes) de P(CP) et un affinoïde fermé (resp. ouvert) est une union finie d'affinoïdes 
fermés (resp. ouvertes) connexes. Alors l'image et la préimage d'un affinoïde fermé 
(resp. ouvert) par une fonction rationnelle est aussi un affinoïde fermé (resp. ouvert) 
(Proposition 2.6). Une union d'affinoïdes connexes fermés qui contient un point donné 
est appelé un espace analytique connexe. Alors la classe des espaces analytiques, qui 
sont les unions finies de espaces analytiques connexes, est aussi invariante par les 
fonctions rationnelles. 

On prendra cette notion pour définir une notion de composante connexe : la com
posante analytique d'une partie ouverte X de P(CP) qui contient zo G X est l'union 
de tous les espaces analytiques connexes qui contient ZQ et qui sont contenus dans X ; 
voir [Be]. Notons qu'une composante analytique est un espace analytique connexe 
non-vide. 

Les fonctions holomorphes définies sur les affinoïdes fermés connexes sont les li
mites uniformes de fonctions rationnelles sans pôles sur F affinoïde. Une telle fonction 
est constante ou a un nombre fini de zéros. Alors une fonction définie sur un es
pace analytique est holomorphe si sa restriction à tout affinoïde fermé connexe est 
holomorphe; voir [FvP] et Sections 1.2 et 1.3.3. 

Points périodiques. — Rappelons que si z0 est un point périodique de R de période 
minimale k alors {zo, R(ZQ),..., Rk~1(zo)} est le cycle de ZQ ; À = (Rk)'(zo) ne dépend 
que du cycle et est appelé le multiplicateur du cycle. On considère la classification 
suivante des points périodiques, en analogie avec le cas complexe. 

• Si |À| < 1 on dit que ZQ est attractif Si de plus A = 0, alors on dit que ZQ est 
super-attractif. 
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. Si |A| = 1 on dit que ZQ est indifférent. Si A est une racine de l'unité on dit que zo 
est parabolique ou indifférent rationnel. Sinon on dit que ZQ est indifférent irrationnel. 

• Si |A| > 1 on dit que ZQ est répulsif. 
Un théorème de Fatou dit qu'une fonction rationnelle à coefficients complexes, de 

degré au moins deux, est telle que tout cycle attractif ou parabolique attire au moins 
un point critique ; voir [Fa]. Comme une fonction rationnelle R a au plus 2 deg(R) — 2 
points critiques on a la propriété suivante. 

Théorème (Fatou [Fa]). — Soit R G C(z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux. Alors le nombre de cycles attractifs ou paraboliques de R est au plus 2 deg(R) — 2. 

Cette propriété est loin d'être vraie dans le cas p-adique. Par exemple tous les 
points périodiques du polynôme zp G Cp[z] sont attractifs. Mais on montre que si une 
fonction rationnelle à coefficients dans Cp et degré d > 1, a plus de 3d — 3 cycles 
attractifs, alors elle en a une infinité (Corollaire 4.9). On conjecture que pour une 
telle fonction rationnelle, soit tout cycle attractif attire un point critique (et alors il 
y a au plus 2d — 2 cycles attractifs), soit il y a une infinité de cycles attractifs, voir 
Section 4.1.1. 

D'autre part, notons que la notion de cycle super-attractif et cycle parabolique ne 
dépend pas d'une valuation. On obtient alors le théorème suivant par le principe de 
Lefschetz. 

Théorème 1. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré d ^ 2. Alors le 
nombre de cycles super-attractifs et paraboliques est au plus 2d — 2. 

Dynamique au voisinage des points fixes (Sections 3.1 et 3.3). — Comme dans le cas 
complexe on peut décrire, dans la plupart des cas, la dynamique au voisinage d'un 
point fixe à partir de son multiplicateur. Une des différences avec le cas complexe est 
que, comme {|A| = 1} C Cp est un ensemble ouvert, la condition d'avoir un point 
fixe indifférent est ouverte. Par conséquent il n'y a pas d'analogie non-archimédienne 
aux très riches phénomènes liés à la bifurcation d'un point fixe indifférent, comme par 
exemple l'implosion parabolique; voir [La]. 

En général la dynamique locale des points fixes est assez simple et en particulier la 
dynamique au voisinage d'un point fixe qui n'est ni parabolique ni super-attractif est 
localement linéarisable. Il y a aussi des formes locales canoniques pour les points fixes 
paraboliques et super-attractifs. De plus, deux germes sont conjugués si et seulement 
s'ils le sont formellement; voir [HY], [Lui], [TVW], [AV] et Sections 3.1 et 3.3.1. 
Les mêmes assertions dans le cas complexe ne sont pas toujours vraies et sont reliées 
à des problèmes de petits diviseurs assez subtils; voir [Y], [Ecl] et [Vo]. 

Ensembles de Fatou et de Julia (Section 4.3). — On peut définir les ensembles de 
Fatou et de Julia comme dans le cas complexe, mais on remplace la normalité du 
complexe par V uniformité lipschitzienne. 
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L'ensemble de Fatou d'une fonction rationnelle R G Cp(z), noté F(R), est l'en
semble de tous les points ZQ G P(CP) tels qu'il existe un voisinage U de ZQ tel que la 
famille {Rn\u}n^o est uniformément lipschitzienne ; voir [Hs]. 

On a les propriétés usuelles : F(R) est ouvert, R~1(F(R)) = F(#) et F(Rn) = 
F(i?), pour n ^ 1. Mais Vensemble de Julia J{R) = P(CP) - n'est pas nécessai
rement compact (rappelons que Cp n'est pas localement compact). De plus l'ensemble 
de Julia peut être vide (par exemple il n'est pas difficile de voir que J(z'p) = 0). On 
a aussi propriété suivante. 

Théorème (Benedetto [Be]). — L'ensemble de Fatou d'une jonction rationnelle est 
non-vide. 

Dans le cas complexe on a au contraire : l'ensemble de Julia est non-vide et peut 
être égal à P(C). Comme conséquence de ce théorème (et d'un théorème de Hsia), on 
obtient que l'ensemble de Julia est toujours d'intérieur vide. 

Cas complexe. — Dans le cas complexe l'étude de la dynamique de l'ensemble de 
Fatou, est faite en étudiant les composantes connexes, car il n'est pas difficile de 
voir que la fonction rationnelle envoie une composante connexe sur une composante 
connexe. Fatou et Julia ont classifié les composantes connexes en trois types (voir par 
exemple [CG]) : 

• Composantes attractives. Ce sont les composantes connexes qui sont attirées par 
un cycle, qui peut être attractif ou parabolique. 

• Préimages des composantes de quasi-périodicité. C'est-à-dire qu'il existe k ^ 0 
et une suite rij —• oo telle que Rn->+k converge uniformément vers Rk sur les parties 
compactes de la composante en question. Dans ce cas, un itéré de la composante est 
périodique pour R et peut être, soit un disque appelé disque de Siegel, soit un anneau 
appelé anneau de Herman. 

. Composantes errantes. Ce sont les composantes qui ne sont pas pré-périodiques 
pour la fonction rationnelle. 

En 1985 Sullivan a montré que toutes les composantes connexes de l'ensemble de 
Fatou sont pré-périodiques et par conséquent. il ne peut y avoir que des composantes 
attractives ou des préimages des composantes de quasi-périodicité; voir [Sul]. 

Sur la structure de Vensemble de Fatou (Section 4.4). Dans le cas p-adique à 
chaque fonction rationnelle R G Cp(z) on associe son domaine de quasi-périodicité, 
que l'on note £(R), qui est égal à l'intérieur de l'ensemble de points de P(CP) qui sont 
récurrents par R. On montre le théorème suivant. 

Théorème de Classification. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors F en
semble de Fatou de R se décompose dans les ensembles disjoints suivants. 

(1) Bassins d'attraction. (L'ensemble de points de P(CP) qui sont attirés par un 
cycle attractif.) 
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£(R) = {z{) G X I il existe k = k(z{)) ^ 1 tel que Rnk - ici 
nk nZ>() 

est uniformément convergent sur un voisinage de 2n, quand \n,\p —» 0}. 

Il n'est pas difficile de voir que R est injective sur £(R), R(£(R)) = £(R) et 
£(Rn) = £(/?), pour 7?.. > 1 (Proposition 3.9). En général £(R) n'est pas fermé; voir 
exemple dans [R-L]. 

On peut décrire la dynamique locale sur le domaine de quasi-périodicité comme 
suit : soit Zo G £(R) n'est pas périodique et alors il existe un entier k ^ 1 tel que Rk est 
localement conjugué à la translation z \-+ z + k (Proposition 3.16) ; soit z{) G £{R) est 
périodique et par conséquent R est localement linéarisable si zo n'est pas parabolique ; 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2003 

(2) £'(R) = U„>L)R->'(£(R)). 

(3) L 'union des disques errants qui ne sont pas attirés par un cycle attractif. 

On dit qu'un disque D C F(Cp) est errant si pour tous k > l ^ 0 on a Rk(D) n 
Rl(D) — 0. Par analogie au cas complexe on fait la conjecture suivante. 

Conjecture de Non-Errance. Tout disque errant est attiré par un cycle attractif. 

D'après le Théorème de Classification la Conjecture de Non-Errance est équivalente 
à la conjecture suivante. 

Structure Conjecturale de TEnsemble de Fatou. Tout point de Vensemble de Fatou 
appartient à S'(R) ou est attiré par un cycle attractif. 

Benedetto a étudié les composantes analytiques de l'ensemble de Fatou et il a fait 
une conjecture de non-errance dans ce contexte : voir [Be]. Cependant il arrive que 
l'ensemble de Fatou soit égal à P(CP), même s'il y a plusieurs comportements attractifs 
et quasi-périodiques; voir exemples 6.6 et 6.3. 

Dynamique attractive (Section 4.1). L'étude des bassins d'attraction des cycles 
attractifs peut être faite comme dans le cas complexe et ne présente pas de surprises. 
Une fonction rationnelle envoie une composante analytique d'un bassin d'attraction 
sur une composante analytique. De plus un bassin d'attraction immédiat (c'est-à-dire 
une composante analytique du bassin qui contient un point du cycle) est soit un disque 
rationnel ouvert ; soit un ensemble qui ressemble au complémentaire d'un ensemble 
de Cantor dans P(CP) (Théorème 2). 

Dynamique quasi-périodique (Section 4.2). Par analogie au cas complexe on définit 
le domaine de quasi-périodicité d'une fonction rationnelle R G C/;(^) comme 

£(R) = {zo G U | il existe nt —+ oc tel que R"' —> id. sur un voisinage de ~o}. 

En particulier £{R) est ouvert et tout point dans £(R) est récurrent par R. On 
montre que £{R) est égal à l'intérieur de l'ensemble de points récurrents par R, (Co
rollaire 4.27). Une définition équivalente (Proposition 3.14) est : 



154 J. RIVERA-LETELIER 

sinon R est localement de la forme Xz(l + zn + az2n), où À est une racine de l'unité, 
n ^ 1 et a G Cp ; (Section 3.3.1). 

Logarithme itératif (Section 3.2). — Pour montrer ces propriétés on considère la fonc
tion R* définie au voisinage d'un point ZQ G £(R) par, 

R* = lim 
Rnk - id 

nk 
où k = k(zo). 

qui est appelé le logarithme itératif de i?. Cette fonction a aussi été considérée par 
Lubin dans [Lui] au voisinage des points fixes. Par définition R* est localement 
holomorphe et on montre que R*(zo) = 0 si et seulement si ZQ G £(R) est périodique 
par R ; voir aussi [Lui]. 

Ceci nous donne deux corollaires intéressants. Le premier est que les points pério
diques indifférents sont isolés, ce qui n'était pas tellement clair; voir [Hs] et [Be]. 
L'autre corollaire est une nouvelle démonstration du théorème de Northcott unidi-
mensionnel (Section 4). On peut aussi utiliser le logarithme itératif pour expliciter les 
conjugaisons locales décrites dans la Section 3.3.1. 

Composantes du domaine de quasi-périodicité (Section 5). — On montre qu'une fonc
tion rationnelle permute les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité 
et on montre la propriété fondamentale suivante. 

Théorème 3. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et C 
une composante analytique de 8{R). Alors C est un affinoïde ouvert, c'est-à-dire : 

C = P(CP) - B0 U • • • U Bn 

où n ^ 0 et BQ, ..., BN sont des boules fermées. 

Par analogie avec le cas complexe on dit que C est un disque de Siegel si n = 0 
et on dit que C est un n-anneau de Herman si n > 0 (on suppose que les boules 
B(),..., BN sont disjointes). 

On montre que pour tout affinoïde ouvert il existe une fonction rationnelle telle 
que chaque composante connexe de l'affinoïde est une composante analytique de son 
domaine de quasi-périodicité. 

De plus on montre que pour tout n ^ 1 il existe une fonction rationnelle de degré 2 
ayant un n-anneau de Herman. En revanche une fonction rationnelle complexe de 
degré deux ne peut pas avoir un anneau de Herman: voir [Sh]. 

Rérés fractionnaires (Section 4.2). — Etant donnée une composante analytique C 
de £(R), et quitte à remplacer R par un itéré, on a une action (w,z) i—» Row(z) de 
Zp = {w G Qp | \z\p ^ 1} sur C telle que Ro1 — R et telle que pour chaque w G Zp 
l'application Row : C —> C est un automorphisme holomorphe de C (Proposition 5.6). 
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En effet pour chaque affinoïde fermé contenu dans C on a que pour chaque w G Cp 
de norme assez petite la série 

Row = T0 + wT! w(w - 1) 
2 -12 + • • • , 

converge uniformément sur l'affinoïde et on a Ron = Rn, pour chaque entier n ^ 1 
et on a 

={zeCv\ \a\ < \z\ < M-1}w 

quand i?°(^1+a'2\ ROWl et Row* sont définis. Par conséquent R* = lim1i;_0 (#°™ - id)/i 
et alors on peut considérer le logarithme itératif R* comme un champ de vecteurs tel 
que le temps w du flot engendré par R* est Row. 

Composantes et points périodiques (Section 5.2). — On obtient que chaque com
posante analytique du domaine de quasi-périodicité contient une infinité de points 
périodiques, mais chaque affinoïde fermé contenu dans la composante rencontre au 
plus un nombre fini d'eux. De plus, quitte à prendre un itéré, les périodes de ces 
points périodiques sont de la forme pn, pour n ^ 0. 

On montre ensuite qu'à chaque bout d'une composante analytique du domaine 
de quasi-périodicité sont attachés une infinité de disques de Siegel (Section 5.3). Par 
conséquent si R G Cp(z) est une fonction rationnelle de degré au moins deux, alors 
les affirmations suivantes sont équivalentes. 

- R a un point périodique indifférent. 
- R a une infinité de points périodiques indifférents. 
- £(R) ^ 0. 
- Il y a une infinité de disques de Siegel. 

Un exemple. — Un exemple intéressant est la fonction rationnelle 

Riz) = X: 2l-bz 
z — a 

où |À| = 1 et \a\ = \b\ < 1 (exemple 5.15). La couronne 

C={zeCv\ \a\ < \z\ < M-1} 

est une composante analytique de E(R) et si |A —1| < 1 alors tous les points périodiques 
de R sur C sont de période de la forme pn. De plus pour p > 2 on montre (à l'aide 
d'un théorème de Keating) que si R n'a pas de cycles paraboliques, alors pour tout 
n ^ 0, la fonction rationnelle R a exactement 2 cycles de période primitive pn dans C. 

Sur la rectification des applications à allure polynomiale. ~- On finit avec une re
marque. Dans le complexe la théorie des applications quasi-conformes est un outil 
très utile. Notamment, la preuve du théorème de non-errance de Sullivan dépend de 
façon essentielle de cette théorie; voir [Sul]. Une autre application est le théorème de 
rectification de Douady et Hubbard qui dit que toute application à allure polynomiale 
est quasi-conformément conjuguée à un polynôme; voir [DH]. 
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Il semble difficile qu'on puisse avoir un analogue du théorème de rectification de 
Douady et Hubbard. Par exemple soit i G Cr, la racine de z2 == — 1 telle que \i — 2\ < 1, 
et considérons le polynôme 

P(Z) = -z + (5 + i)z2 - (t + 3)-f G Cr,N. 

Alors (P, {\z\ < 5}) est une application à allure polynomiale de degré 2 qui a 0 
et 1 comme points fixes paraboliques, car P;(0) = — 1 et P'(l) — —i- Mais par le 
Théorème 1, un polynôme de degré 2 a au plus un cycle parabolique. 

Organisation et remarques. Ce travail est divisé en 6 sections. Souvent la démons
tration la plus longue d'une (sous)section est à la fin de la section. Maintenant on 
décrit brièvement le contenu de chaque section. 

La Section 1 contient les préliminaires. On considère d'abord les objets géomé
triques avec leurs propriétés basiques (Section 1.2). A part ceux mentionnés dans 
cette introduction on définit les bouts, les systèmes projectifs et l'arbre associé à un 
espace analytique connexe. La Section 1.3 contient des outils d'analyse. 

Dans la Section 2 on considère l'action d'une fonction rationnelle sur les diffé
rents objets géométriques. On définit aussi la notion de composante d'injectivité et 
on montre que une composante d'injectivité est un affinoïde ouvert (Proposition 2.9). 
Ceci est le premier pas dans la démonstration du Théorème 3. 

La Section 3 est consacrée4 à la dynamique locale. Cette section ne dépend pas de la 
Section 2. Dans les Sections 3.1 et 3.3 on décrit la dynamique au voisinage des points 
fixes et dans la Section 3.2 on introduit le domaine de quasi-périodicité et on décrit 
ses propriétés locales. 

La Section 4 est consacrée à la dynamique des fonctions rationnelles. On commence 
par le Théorème 1 sur la borne du nombre de cycles super-attractifs et paraboliques. 
Dans la Sections 4.1 on étudie les bassins d'attraction et dans la Section 4.2 on consi
dère des propriétés globales du domaine de quasi-périodicité. Dans la Section 4.3 on 
considère les ensembles de Fat ou et de Julia avec leurs propriétés basiques. Dans 
la Section 4.4 on montre le Théorème de Classification et on énonce les conjectures 
décrites dans cette introduction. Dans la Section 4.5 on considère la dynamique de 
fonctions rationnelles dites simples, qui ont été introduites par Morton et Silverman 
dans [MS2]. 

Dans la Section 5 on étudie les composantes analytiques du domaine de quasi-
périodicité. On montre le Théorème 3 sur la géométrie des composantes analytiques 
et dans la Section 5.1 on considère la dynamique sur une composante analytique 
donnée. Dans la Section 5.2 on étudie les points périodiques dans une composante 
donnée et dans la Section 5.3 on étudie la dynamique aux bouts des composantes 
analytiques. 

Dans la Section 6 on considère des exemples. 
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1. Préliminaires 

1.1. Généralités. — On note Z l'anneau des nombres entiers, Q le corps des 
nombres rationnels. R le corps des nombres réels, C le corps des nombres complexes 
et, si q ^ 1 est une puissance d'un nombre premier, on note Ff/ l'unique corps avec 
q éléments. On appelle corps de nombres une extension finie de Q. Etant donné un 
corps K on note K la clôture algébrique de A'. 

Un corps value (A\ | • |) est un corps K muni d'une fonction | • | : K —* IR qui vérifie 
les propriétés suivantes. 

(i) \x\ ^ 0, pour tout x G K. 
(ii) |x| — 0 si et seulement si x — 0. 
(iii) \xy\ — \x\ • pour tous x, y G K. 
(iv) \x + y\ $C \x\ + \y\, pour tous a\ y G K. 

On dit que (A\ | • |) est ultramétrique, ou rwn-archimédien, si de plus on a 

(iv)' \x + y\ ^ max{|.r|. \y\}. pour tous x. y G K. 
Si K est complet pour la distance induite par la valeur absolue | • |, on dit que (K, | • |) 
est complet. Le groupe |A"| = {\x\ \ x G A" — {0} } s'appelle le groupe de valuation 
de A'. Si A' est algébriquement clos, alors |A'| est dense dans R. 

Lorsque A' est non-archimédien, l'ensemble OK = {x ^ K I |̂ '| ^ 1} un anneau 
appelé l'anneau de valuation de A et l'idéal VK = {>R £ A' | \x\ < 1} est appelé l'idéal 
de valuation de A' ; c'est un idéal maximal de OK- Alors K = OK/VK est un corps, 
qui est appelé le corps résiduel de A'; pour x G OK. on note x G A" l'image de x 
dans K. 

Etant donné un nombre premier p > 1 on considère la norme p-adique \ • \p sur Q 
définie par \pur/s\v = p~~'\ pour tout v G Z et tous les entiers r et .s qui ne sont pas 
divisibles par p. On note Qp la complétion de Q par | • \p, qu'on appelle le corps de 
nombres p-udiques. Alors (Q | • \p) n'est pas complet, on note Cp sa complétion, qui 
est algébriquement close. On note Dp = V<c — {z G Cp \ \z\ < 1}. 

Notons que F/; est le corps résiduel de Qp et que ¥p est celui de Q et Cp. De plus 
log;,|Cï(|=Q. 

1.1.1. La droite projective et la métrique chordale. Etant donné un corps A" on 
considère la droite projective de A' notée P(A'), qui est l'ensemble des droites dans 
K2 = K x A' passant par (0.0). On notera [x.y] G P(A'), pour (x.y) G A'2 - {0.0}. 
le point correspondant à la droite {(Xx.Xy) \ X G K}. Le groupe d'automorphismes 
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de ¥(K) est isomorphe à GL(2,K)/K\ où = K - {0}. En effet, à (achd) G 
GL(2, K)IK* on associe l'automorphisme 

ip([x, y}) = [ax + by, ex + dy\. 

On identifie ¥(K) — [1,0] avec X par l'application [À, 1] i—>• À et on note OO le point 
[1, 0]. Alors on a une identification naturelle F(K) = KU {oc}. On étend l'application 
x G Ok ^ x G K à F(K), par x = oo G F(K) pour tout x G P(X) -

Une coordonnée, ou plus précisément, une coordonnée globale w de F(K) est G 
GL(2,K)/K* et l'identification de P(K)-{w_1([l, 0])} à K donnée par [x,?/] i-> xi/yi 
où = w( [#,?/]). On dit qu'une coordonnée w est a/fme si est représentée par 
une matrice de la forme ( g \ ) G GL(2, K). 

Si À" est un corps value ultramétrique, alors on considère, comme dans [Rul], la 
distance chordale d sur F(K) donnée par 

d{[xo,yol [xi,yi\) = 
\xoVi ~ xiy0\ 

max{|x0|, |y0|} • max{|xi|, |yi|} 

ou en coordonnées 
d(z0,zi) = • \zo-zA 

max{|zo|, 1} ' max{|zi|, 1} ' 
où | • | désigne la norme ultramétrique sur K correspondante; voir aussi [Ru2] et 
[MS2]. Notons que la distance chordale coïncide avec la distance induite par | • | 
sur {\z\ ^ 1}. De plus il est facile de voir que la distance chordale est invariante 
par les automorphismes représentés par les matrices (" Jj) G GL(2, OK) telles que 
\ad-bc\ = 1. 

On peut considérer la distance chordale comme l'analogue de la distance sur P(C) = 
C U {OO} que Ton obtient quand on identifie C U {OO} à {x G M3 | \x\ = 1} par la 
projection stéréographique et en considérant la distance sur \x G R3 | \x\ = 1} induite 
par celle de R'\ 

1.1.2. Corps ultramétriques localement compacts. — On considère un corps value 
(K, | • |) ultramétrique et complet. 

Proposition. — Le corps K est localement compact si et seulement si le groupe des 
valuations est discret et le corps résiduel est fini. 

Dans ce cas il existe ix G VK tel que pour tout système de représentants A de K 
et tout x G K - {0}, il existe N G Z et {an}nz>N C A tels que, 

x ~ 
oc 

•n = N 

anir" avec a N 7̂  0. 

On appelle TT une uniformisante de (K, | • |). 
Par exemple Qp est localement compact et on peut prendre TT = p comme unifor

misante et A = {0,1,. . . ,p — 1} comme système des représentants de Qp = F/;. 

ASTÉRISQUE 287 

file:///xoVi
file:///zo-zA


DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 159 

Il est facile de voir que toute extension finie de Qp est complète et localement 
compacte. D'autre part Cp n'est pas localement compact, car son corps résiduel est 
infini (et son groupe des valuations n'est pas discret). 

1.2. Objets géométriques. — Dans cette section on introduit différents objets 
géométriques et on montre les propriétés qui nous seront utiles dans la suite. 

1.2.1. Boules, affinoïdes et espaces analytiques. — Etant donné x G Cp et r > 0 on 
pose 

Br(x) = {zeCp\\z-x\<r} et B+(x) = {z G Cp \ \z - x\ < r}. 

Si r G |CP| on appelle B^(x) (resp. Br(x)) boule fermée (resp. ouverte) de Cp. Si 
r 0 \CP\ alors Br(x) — B+(x) et on l'appelle boule irrationnelle de Cp. 

Une boule fermée (resp. ouverte, irrationnelle) de F(CP) est soit une boule fermée 
(resp. ouverte, irrationnelle) de Cp, soit le complémentaire dans P(CP) d'une boule 
ouverte (resp. fermée, irrationnelle) de Cp. La classe des boules fermées (resp. ouvertes, 
irrationnelles) de Cp (resp. P(CP)) est invariante par changement de coordonnée affine 
(resp. projectif). 

Si BQ1 B\ sont des boules fermées, ouvertes ou irrationnelles de C/;, alors 
BQ D B\ = 0, BQ C B\ ou B\ C BQ. Une boule fermée (ouverte, irrationnelle) est 
topologiquement ouverte et fermée, donc la notion de boule ouverte et fermée n'est 
pas topologique. On appelle une boule fermée (resp. ouverte) simplement boule (resp. 
disque). 

Un affinoïde fermé (resp. ouvert) connexe est une intersection finie non-vide de 
boules fermées (resp. ouvertes). Un affinoïde fermé (resp. ouvert) est une union finie 
d'affinoïdes connexes fermés (resp. ouverts). Alors P(CP) est un affinoïde fermé (resp. 
ouvert) connexe, car c'est l'intersection vide de boules fermées (resp. ouvertes). 

Une intersection ou une union finie d'affinoïdes fermés (resp. ouverts) est un affi
noïde fermé (resp. ouvert). Une intersection finie non-vide d'affinoïdes fermés (resp. 
ouverts) connexes est un affinoïde fermé (resp. ouvert) connexe. L'union de deux affi
noïdes fermés (resp. ouverts) connexe dont l'intersection est non-vide est un affinoïde 
fermé (resp. ouvert) connexe. Le complémentaire d'un affinoïde fermé (resp. ouvert) 
est un affinoïde ouvert (resp. fermé). 

Proposition 1.1. — Soit X = XiUX2U- • -UXn où les X, sont des affinoïdes connexes, 
et soit x G X. L'union des affinoïdes connexes contenant x et contenus dans X est 
un affinoïde connexe qui contient les Xj qu'il rencontre. On rappelle la composante 
connexe de x dans X. X est l'union disjointe des ses composantes connexes. 

Démonstration. — Soit J C {1 , . . . , n} l'ensemble des j tels qu'il existe un affinoïde 
connexe contenu dans X, contenant x et rencontrant Xj. Posons Y = UjXy. Soit Z 
un affinoïde connexe contenant x et contenu dans X ; si Z rencontre un X/,., on a 
k G J ; on conclut que Z C Y. 
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Inversement, soit j G J ; notons Yj un affinoïde connexe contenu dans X conte
nant x, et rencontrant X7, et posons Z] — Yj U Xj : c'est à nouveau un affinoïde 
connexe contenant x et contenu dans X, et c'est aussi le cas pour Z := UjZj. On a 
donc Y = UjXy C UjZj C Z mais aussi Z C Y d'après ci-dessus, donc Z est le plus 
grand affinoïde connexe contenant x et contenu dans X. • 

Un espace analytique connexe est une union croissante d'affinoïdes connexes. Les 
unions (finies ou infinies) d'affinoïdes connexes contenant un même point sont des 
espaces analytiques connexes. Un espace analytique est une union finie d'espaces ana
lytiques connexes. Les affinoïdes fermés et ouverts sont des espaces analytiques ; c'est 
aussi le cas du complémentaire d'un ensemble compact dans un espace analytique. 
Les espaces analytiques sont les domaines des fonctions holomorphes; voir Section 1.3 
et [FvP]. 

Suivant Benedetto on appelle composante analytique d'une partie ouverte X de 
P(CP) qui contient x G X, l'union de tous les espaces analytiques connexes contenus 
dans X et contenant x ; voir [Be]. Une composante analytique est alors un espace 
analytique connexe non-vide. 

Une couronne C C P(C/;) est un ensemble qui après changement de coordonnée 
approprié, est de la forme 

C(/) = { : e C „ | | : | 6 / } . 

où / C (0,+oc) est un intervalle non-vide. Si l'intervalle / est ouvert, alors on dit 
que C est une couronne ouverte ou simplement couronne quand il est clair qu'il s'agit 
d'une couronne ouverte. 

De façon équivalente une couronne ouverte est un ensemble de la forme P(CP) — 
B{) U B[. où B() et Bi sont des ensembles disjoints qui sont des points, des boules 
fermées ou des boules irrationnelles, qu'on appelle composantes de P(CP) — C. On 
appelle 

mocl(C) = mod(C(J)) = log?, \I\ G (0. oc] 

le module de C. Les couronnes sont des espaces analytiques connexes. 

1.2.2. Bouts et systèmes projectifs 
Définition 1.2. — Soit B une boule fermée de P(CP). Une chaîne évanescente associée 
à B est une suite décroissante {.4/}/^i de couronnes ouvertes de la forme P(C/;) — 
B U Du vérifiant DA, = 0. 

On considère la relation d'équivalence ~ entre chaînes évanescentes définie par : 
{A/.}/^i ~ {.1/} /> i si et seulement si. pour tout n ^ 1 il existe m tel que Ain C An 
et Altl C A„. Notons que deux chaînes évanescentes sont équivalentes si et seulement 
s'ils ont la même boule associée. 

Un bout est une classe d'équivalence de chaînes évanescentes par la relation d'équi
valence ~. Notons que l'on a des bijections naturelles entre les bouts, les boules fermées 
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et les boules ouvertes. Étant donné un bout V\ on note Bp (resp. Dp) la boule (resp. 
le disque) associée à V. 

On dit qu'un bout V est inclus dans un ensemble X et on note V < X, si pour 
toute chaîne évanescente {A, \ ,:> \ qui représente V il existe n ^ 1 tel que An C X. Un 
bout d'un espace analytique X est un bout V < X tel que ? / 7 pont tout affinoïde 
fermé Y C X. L'ensemble T des bouts d'un affinoïde ouvert connexe X est fini, les 
boules B-p, pour V G T, sont disjointes et on a X = P(C/;) — U^Bp. 

Étant donné un bout V considérons une coordonnée w telle que Dp = {\w\ < 1}. 
Pour £ G P(Cp) soit le bout tel que D-P(0 = {w; | w = £}. On appelle 
5 = {/P(sr)}p(!r ) Ie système projectif de bouts associé à. 'P ou simplement un sys
tème projectif. On dit que la coordonnée w est compatible avec P ou 5. Chaque boule 
ou disque est associé alors à un unique système projectif. Notons que le paramétrage 
V(C) dépend aussi de la coordonnée w. A chaque coordonnée w correspond un unique 
système projectif canonique : celui associé à {\w\ < 1}. 

Étant donné un espace analytique connexe X on dit que S est inclus dans X, et on 
note S -< X, si X n'est pas contenu dans un disque associé à 5. De façon équivalente 
S -< X si et seulement s'il existe Vo.V\ G 5 distincts, tels que VQ.VI ~< X. Dans ce 
cas l'ensemble des bouts V G 5 tels que Dp (jL X est fini. 

L'ensemble de tous les systèmes projectifs de P(CP) est appelé Vespace hyperbolique 
p-udiqu(. que l'on note M.p ; voir remarque ci-dessous. Étant donnés 5q et 5i G 
distincts il existe un unique V, G S, tel que 5i_y -< Dp.:. pour •/ = 0.1: on pose 
C(S(),S\) = DPo H Dp,. Si G P(CP) sont distincts on définit les couronnes 
C(z{). z{) = F(CP) - {z{). z,} et C(Sih z{) = Dp - {z,}, où V G 50 est le bout tel que 
zx G Dp. Pour G Mp U P(C,,) on pose. 

(50.50 = {5 G M.p — {5(,,5,} | C(5(,,5) HC(5,5i) = 0}. 

[5(,,50 = {5()} U (50.50 ot [5(,.5i] = [50.50 U {5i}. Chaque triplet 5(). 5,. 52 G 
MpUF(Cp) détermine 5 G M?,UP(C7,) tel que [5,-, 5j] n [5,-, 5A-] = [SH 5], où {/'. j . A'} = 

{1.2.3}. Si 5(). 5i et 52 sont distincts, alors 5 G 
On dit qu'un système projectif 5 est cr/ire 5() et 5i si 5 G (5q,50- De plus on dit 

que C J i U I II Î ensemble A C M.p U P(C^) est convexe si pour tous 5q.5i G A distincts 
on a (5(,,50 C A. Pour T C Mp U P(C7>) l'ensemble [T] = Ut[5(),5i] est la clôture 
convexe de T. On pose (T) = Ut(5q.50 qui est aussi un ensemble convexe. 

Pour 5(). 5! G H?, U P(CP) différents, la formule 

rf(5o.50 = mod(r(50.50) e log;, |C„| = Q. 

définit une distance sur Mp. Alors (5q,50 C Mp est isométrique à l'intervalle 
(0. c/(5(). 50) H Q C M si 5() ou 5i n'appartient pas à P(C;,) et est isométrique à 
Q C M sinon. 

Remarque. La complétion Mp de (HP. ri) est un espace métrique géodésique au sens 
que pour tous 5y, Si G Mp il existe un sous-ensemble [5q,5i] de Mp isométrique à, 
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l'intervalle [0, d(So, Si)} C M, ayant SQ et S\ comme extrémités; voir [GH] p. 16. Si 
<So, S\ G Mp alors [<So,<Si] est la complétion de [5o,«Si] C Mp. 

Le segment géodésique [<So,«Si] est uniquement déterminé par SQ et Si. On a aussi 
que Mp est un arbre réel au sens que si deux segments géodésiques ont exactement une 
extrémité en commun, leur réunion est un segment géodésique; voir [GH] p. 31. Par 
conséquent Mp est 0-hyperbolique au sens de Gromov. Le bord à l'infini docMp (défini 
comme dans [GH]) est égal au bord à l'infini de Mp et est canoniquement identifié à 
P(CP). 

La distance sur d^Mp = P(CP) relative à S G Hp, induite par la distance d est 
définie par 

ds(z(hzi) =p-d&s'\ pour z0.zi G P(CP) avec z0 ^ zu 

où S' G Mp est déterminé par [S, S'] = [S, z0) D [S, zi) ; voir [GH]. Il est facile de voir 
que la distance ds coïncide avec la distance chordale, dans une coordonnée compatible 
avec S. 

1.2.3. Arbres affines. — Fixons un espace analytique connexe X C P(CP). On va as
socier à X un arbre Ax et une partition canonique de X. Cet arbre est une adaptation 
de l'arbre défini par Motzkin en [Mo] pour les quasiconnexes ; voir aussi [GvP]. 

Etant donné un système projectif S -< X on pose 

ns = #{V e S | Dv n X = 0} et 

ins = #{V G S | Dv n X 0 et Dv £ X} 

qui sont finis. Alors S est un point (resp. sommet) de Ax si et seulement si rris ^ 2 
ou ns > 0 (resp. m s ^ 3 ou ns > 0). Dans ce cas on associe à S l'affinoïde fermé 
connexe, 

Xs = P(CP) - UVeS.Dv£xDP C X. 

La projection nx '• X —> Ax est définie par 7T^C1(S) = Xs-
Les arêtes de Ax C Mp sont les sous-ensembles convexes de Ax Qui ne contiennent 

pas de sommet, maximaux pour ces propriétés. Si / est une arête de Ax alors, 

Xj = UseiXs C X, 

est une couronne ouverte. Les deux composantes de F(CP) — Xj rencontrent P(CP) — X 
et la couronne Xi est maximale pour ces propriétés. Un sommet S de Ax est une 
extrémité de / si l'une des composantes de P(CP) — Xi est une boule fermée ayant S 
comme système projectif associé. 

On a la partition canonique, 

X = (u<s sommet de AxXs) U (U/ arête de AxXl) ' 

Si S est un sommet de Ax, alors tout bout V G S tel que Dv D X ^ 0 et Dv <£ X 
est un bout d'une couronne associée à une arête de Ax dont S est une extrémité (il 
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y a donc ms arêtes dont S est extrémité). Il peut y avoir des sommets S de Ax qui 
ne sont pas des points de ramification, dans ce cas ns > 0. 

Si B C Ax est convexe, alors Y = irxl(B) est un espace analytique connexe et on a 
Ay = B et Ys = Xs pour tout point S de Ay. 

La complétion Ax de (Ax , d) est un arbre ; on note le plus petit connexe dans 
Ax contenant Ax qui est aussi égal à la clôture convexe de Ax dans Ax C HP. 

Exemple 1.3 

(i) Ax = 0 si et seulement si X est une boule ouverte ou une boule irrationnelle 
ou le complémentaire d'un point ou P(CP). 

(ii) X est une couronne ouverte si et seulement si Ax n'a pas de sommets et a 
une seule arête ; Ax (resp. A\) est alors isométrique a un segment de Q (resp. R) de 
longueur mod(X). 

(iii) Ax est réduit à un sommet S si et seulement si X = Xs = P(CP) — UrD-p 
où T est un partie finie non-vide de S (on a # T = ns)- Par exemple ns = 1 si et 
seulement si X est une boule fermée et ns = 2 si et seulement si X est une sphère ; 
c'est-à-dire X = {z| |2: | = l} pour un certain choix de coordonnée. 

(iv) Pour tout ensemble fini T C P(CP) on a Af^c^-T — {T) C MP ; voir Sec
tion 1.2.2. 

(v) Ax est un arbre fini, c'est-à-dire Ax a un nombre fini de sommets (et donc un 
nombre fini d'arêtes) si et seulement si P(CP) — X = \J™=0Bi, où les Bi sont disjoints 
et chaque Bt est soit un point, soit une boule, ouverte, fermée ou irrationnelle. 

Dans ce cas il existe une immersion très élégante de Ax dans Qn C Rn due à Yoc-
coz : on suppose que oo G B0 et pour chaque BL on choisit z% G Bx. Alors i : Ax —> Qn 
est déterminée par, 

i o TTX : X —y (logp \z - zx | , . . . , logp \z - zn\) G Qn C Rn. 

La restriction de i à chaque arête est une isométrie sur son image, où l'on considère 
W1 avec la norme du maximum. 

(vi) X 7̂  P(CP) est un affinoïde fermé si et seulement si Ax est fini et est 
compact ; ceci est équivalente à que Ax soit la clôture convexe dans HP d'un ensemble 
fini. X est un affinoïde ouvert si et seulement s'il existe un ensemble fini T C HP tel 
que Ax = {T) C HP ; voir Section 1.2.2. 

(vii) L'arbre de Xp = CP - Oqp. Le système projectif canonique S est un sommet 
de Axp, sauf si p — 2. A cause de cela on considère d'abord le cas p > 2 ; voir figure 1. 

Les sommets de Axv, différents de 5, sont les systèmes projectifs 5ao...an, où al G 
{0,1,. . . ,p — 1}, associés aux boules 

Bao...an = {\z - (a0 + • • • + anpn)\ ^ p-(^} 
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^-1)1 

^(/>-i)(P-i) 

FIGURE 1. Arbre de Cp - G-: pour p > 2. 

de telle sorte que 5ao...an_1 est lié à <Sao...ari_iari par l'arête associée à 

{p-(n+D < |p _ (fl0 + . . . + anp»)| < p-n} 

De plus <S est lié à <Sao, pour ao G {0,... ,p — 1}. Notons que toutes les arêtes de Axp 
sont de longueur 1. 

«Sooo 

«Sooi 
«Soio 
<S()11 

$00 

Soi 
5„ Si 

ce 

5n 

<̂ 100 

<->101 
<Sil0 
«Slll 

FIGURE 2. Arbre de C2 - 0q2. 

Supposons p = 2. Considérons le système projectif 5̂  associé à la boule £^ = 
{\z - i\ < | } , pour I = 0,1. Alors SQ et «Si sont des sommets de Ax2 et la couronne 
P(CP) - £?N LJ i?i est associée À une arête de longueur 2 qui joint <So À «Si. Les autres 
arêtes sont de longueur 1. En général les sommets de Ax2 sont ês systèmes projectifs 
<Saoai...anî ou ai ^ {0' 1}> associés aux boules 

Baoai...an = {\z - (a0 + a,2l -f • • • + an2n)| ^ 2~^}, 

de telle façon que <Sao...a„_1 est lié à «Sao...aTl_1an par l'arête associée à 

{2-(n+1^ < \z - (a0 + • • • + an2n)| < 2"n}. 
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1.3. Analyse ultramétrique. — Dans cette section on considère les outils d'ana
lyse qu'on va utiliser dans ce travail. Pour des références on renvoie le lecteur à [Ca], 
[Ro] et [FvP]. 

1.3.1. Séries convergentes. — Une série 

f(z) = a0 + alZ + -- - GCp((z)), 

est convergente sur {\z\ < r} si et seulement si l imsup^^ \ak\l^kr ^ 1. Si r G |CP| 
alors / est convergente sur {\z\ ^ r} si et seulement si lim/î;_>00 \ak\rk = 0. 

Une fonction rationnelle R G Cp(z) admet un développement en série en chaque 
point zo, qui n'est pas un pôle. Le rayon de convergence est égal à la plus petite 
distance entre ZQ et un pôle. 

On note H(B) l'anneau des séries convergentes sur B = {\z\ ^ r ou {\z\ < r}. On 
munit H(B) de la norme uniforme || • ||#. Si B = {\z\ ^ r} alors 

= sup|a,|r\ 

et on a \\fg\\B =GCp((z))et GCp((z)) ^ max{||/||fî, \\g\\Bh P°ur tous ^ 
Donc (7i(B), \\ • \\B) est un anneau value, ultramétrique et complet. 

Principe du Maximum. — Soit B = {\z — a\ ^ r} avec r G |CP|. Alors pour tout 
f G H(B) on a 

sup|/(z)| = |l/llfl = sup \f(z)\. 
B \Z-A\=R 

Lemme de Hensel. — Soit f G £*cp[|XI] une série convergente sur {\z\ < 1} à coeffi
cients entiers. S'il existe ZQ tel que \f(zo)\ < \f'(zo)\2 alors il existe un unique zéro w 
de f tel que \w - z0\ ̂  \f(z0)\/\f'(z0)\. 

Pour w G Cp considère la translation Tw(z) — z — w. Notons que Tw préserve la 
distance sur Cp induite par la norme | • | et T'w = 1. De plus Tw(Br(0)) — Br(0) pour 
chaque r > \w\. 

Lemme de Schwarz. — Considérons une série f G H(Br(0)) de la forme f(z) = z(ao~\-
a\z + - — ) . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes. 

(i) ^ \z\ pour tout z G J3r(0). En particulier \ f'{Q)\ ^ 1. 
(ii) \cii\ ^ r~l, pour i ^ 0. 
(iii) /(Br(0))cBr(0). 

Considérons maintenant une série f G 7ï(Br(Q)) telle que f(Br(0)) C Br(0). Alors 
\f(zo) — f(zi)\ ^ \zo — zi\ et \f'{z)\ ^ 1 Pour tous zo, z\ et z G Br(0). De plus les 
propriétés suivantes sont équivalentes. 

(iv) / : Br(0) —» Br(0) est un automorphisrne. 
(v) Il existe z G Br(0) tel que \ f'(z)\ = l. 
(v)' l/'WI = 1 Vont tout z G J3r(0). 
(vi) II existe ZQ,Z\ G Br(0) différents tels que \f(zo) — f(z\)\ — \ZQ — zi\. 
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(vi)' Pour tous zo,z\ G Br(0) on a \f(zo) — f(z\)\ = \ZQ — z\\. 

Le corollaire suivant est immédiat. 

Corollaire 1.4. — Si f G H(Br(0)) alors pour tous x, y e Br(0), 

l / ( * ) - / ( y ) l 
\x-y\ 

r II/IIB,.(O). 

En particulier notons que si ||/||# (O) < R, alors JBr(0) contient un unique point fixe 
de / . 

Démonstration du Lemme de Schwarz. — Clairement (ii) =>• (i) => (iii). Supposons 
(iii). Par le Principe du Maximum pour tout ro G |CP| fl (0,r) on a 

\aArl ̂  SUD 
\z\=r0 I 

Hz) 
z 

r 

d+d4 
pour i >. 1. 

Donc \di\ ̂  r 1, pour i ^ 1, et (iii) => (ii). 
Soit / G H(Br(0)) une série telle que f(Br(0)) C Br(0). Notons que pour chaque 

w G Br(0) on a Tf{w) o f o T_w(0) = 0. Donc par (i) on a \f(z0) - f(zi)\ ^ \z0 - zi\ 
et \f'(z)\ ^ 1 pour tous zo, z\ et z G £?r(0). 

Évidemment (vi)' => (vi)' et (vi)' => (v)' (v). Supposons /(O) = 0. Alors par 
(ii) on a \f{z) - f(0)z\ < \z\ et \f'(z) - /'(0)| < 1 pour tout z G £r(0) - {0}. Donc 
(vi) (v) (v)'. 

Supposons (iv). Fixons w G 5r(0) et soit g = Tf(w) o f o T-w, de telle façon que 
g(0) = 0. Donc par (i) appliqué à g et à g-1 on a |<7'(0)| = 1 et \g(z)\ = \z\ pour tout 
z G Br(0). Donc (iv) (v)7 et (iv) (vi)'. 

Il suffit de montrer (v) (iv). Supposons alors (v) et on peut supposer de plus 
/(O) — 0. Alors f(z) — z(ao + a\z + • • • ) où |ao| = 1 et on a |a.;| ^ r~~\ pour i ^ 0, 
par (ii). 

On définit par induction bl G Cp, pour z ̂  0, tel que \bi\ ^ r~l et tel que 

s+s4s+s4 
bi(f(z)Y = *(! + ••• + cMzl+l + •••). 

On pose b\ — a^1 et supposons bi déjà définie. Alors notons que Ci+\ comme plus haut 
satisfait |c?+i| ^ r-(^+i)> Donc bi+i = cz+ia^?+1^ satisfait les hypothèses d'induction. 
Par conséquent la série z(bo + b\z -f • • • ) G H(Br(0)) est l'inverse de / et donc / est 
un automorphisme de Br(0). • 

1.3.2. Degré de Weierstrass, polygone de Newton et fonction de valuation. — On 
considère Ocp[[^]], l'anneau des séries à coefficients dans Ocp. Pour une telle série 
f(z) = ao -f ci\z + • • • G Ocp [[z]), le plus petit entier d > 0 tel que |o^| = 1 est appelé 
le degré de Weierstrass de / que l'on note wideg(/). Si wideg(/) est fini alors il est 
égal au nombre de zéros de / dans {\z\ < 1}, comptés avec multiplicité. 
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Plus généralement considérons 

f(z) = a0 + a\z H G Cp((z)), avec a0 7̂  0. 

Le polygone de Newton de / , que l'on note P(/) , est l'enveloppe convexe dans M2 des 
points (j,logp |aj|), pour a3 ^ 0, et de {(0,t) \ t ^ logp \aQ\}. Soient (i7,logp \al3:|), 
pour j ^ 0, les sommets de P(/) (on peut avoir un nombre fini ou infini des sommets). 
Comme ao ^ 0 on a io = 0. 

Proposition. — Soz£ m ^ 1 tel que io < i\ < • • • < im sont définis. Pour 1 ^ k ^ m 
on pose 

+d4d+d4 
K - i l 
K l 

1/('A-U. L) 
G ICJ 

yUors ri < ••• < rrn, f est convergente sur {\z\ ^ rm} e£ / a it — ik-i zéros 
de norme rk, comptés avec multiplicité, et ces zéros sont tous les zéros de f dans 
{rk-i < \z\ ^ rk}. 

En particulier notons que si / est une série convergente dans -Br(0), alors f(Br(0)) 
est de la forme Bs(f(0)) et il existe d G {1,2,...} U {00} tel que pour tout w G 
f(Br(0)), la série / — w a d zéros de / dans Br(0), comptés avec multiplicité. On dit 
alors que / : Br(0) —> f(Br(0)) est de degré d. 

Etant donné un polynôme P G Cp[z], y G Cp et r G |CP| on définit 

\P\v(r) = sup \P(x)\. 
\x — y\=r 

Soit R = P/Q G Cp(z), avec P, Q € Cp[z]. On définit, 

\RL = 
\P\v 
\Q\y' 

qui s'étend en une fonction continue définie sur [0, 00), monomiale par morceaux. On 
appelle \R\y la fonction de valuation de R en y. Notons que si y, z G Cp et r ^ |2/ — z| 
alors |i?|?y(r) = |i2|2(r). Si R n'a pas ni zéros ni pôles dans {x | \x — y\ = r} alors 
\R\y(r) = \R(x)\ pour tout x tel que |x — y\ = r. 

Le graphe de l'application logp r 1—• log^d-R^r)) est appelé le polygone de valuation 
de P en y. La pente du polygone à gauche (resp. à droite) du point d'abscisse logp r 
représente la différence entre le nombre de zéros et de pôles de R dans Br(y) (resp. 
B+(y)). Donc le changement de pente au point d'abscisse logp r représente la différence 
entre le nombre de zéros et les pôles situées sur B+(y) — Br(y). En particulier le 
polygone de valuation d'un polynôme est convexe. 

1.3.3. Fonctions holomorphes. — Comme dans le cas complexe on dit qu'une fonction 
est analytique si elle a un développement en série en chaque point. Cette notion est 
trop général : la fonction qui vaut 1 sur {\z\ ^ 1} et 0 dans le complémentaire 
est analytique dans ce sens. C'est pour cette raison qui on considère la notion plus 
restreinte de fonction holomorphe définie sur un espace analytique. 
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Une fonction holomorphe définie sur un affinoïde fermé X est la limite uniforme 
de fonctions rationnelles sans pôles dans X. Les fonctions holomorphes définies sur 
un espace analytique X C P(CP) sont les fonctions dont la restriction à tout affinoïde 
fermé contenu dans X est holomorphe. 

On note H(X) l'anneau des fonctions holomorphes définies sur X. Si X est une 
boule fermée alors H(X) coïncide avec la définition de la Section 1.3.1. On munit 
H(X) de la norme ultramétrique 

imix = supi/(x)i. 
xex 

Si X est un espace analytique connexe différent de P(CP), alors on dit qu'une 
fonction définie sur X est méromorphe si elle est de la forme [f,g] où /, g G H(X) 
n'ont pas de zéros en commun. Un affinoïde fermé Y C X rencontre au plus un nombre 
fini de zéros et de pôles d'une fonction méromorphe non identiquement nulle. 

Soit X C P(CP) un espace analytique connexe et ZQ G X. Étant donnée / G M(X) 
considérons une coordonnée telle que ZQ = 0. Alors / est de la forme 

f(z) = adzd + ad+izd+l H , avec d G Z et ad ̂  0. 

L'entier d ne dépend pas du choix de la coordonnée. On l'appelle Vordre de / en zo 
et on note ordf(zo). 

2. Propriétés des fonctions rationnelles 

Dans cette section on étudie l'action des fonctions rationnelles sur des objets géo
métriques. On fixe pour toute cette section une fonction rationnelle R G Cp(z) non-
constante. 

On commence par les propriétés élémentaires des fonctions rationnelles. Étant 
donné un point w G P(CP) le degré local de R en w, que l'on note degR(w), est définit 
comme suit. On considère des coordonnées telles que w = 0 et R(0) = 0. Alors R est 
localement de la forme adzd H où d > 1 et ad ̂  0 ; on défini degR(w) = d. Il n'est 
pas difficile de voir que deg^fu?) ne dépend pas du choix des coordonnées. 

Pour tout w G P(CP) on a 

R{z)=w 

deg/îO) = deg(R) 

et pour tout Q G Cp(z) on a degQoR(w) = degQ(R(w)) • degR(w). 
Les points critiques de R G Cp(z) sont les points w G P(CP) tels que degR(w) > 1. 

Alors la multiplicité de w comme point critique de R est degR(w) — 1. Une fonction 
rationnelle R a 2deg(R) — 2 points critiques comptés avec multiplicité. C'est-à-dire 

+d4d+d4d 

( d e g / » - l ) = 2deg(i?)-2. 
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Étant donnés X, Y C F(CP) tels que R(X) C F, on dit que R : X -» Y est de 
degré d ^ 1 si tout point dans F a exactement d préimages dans X, comptées avec 
multiplicité ; de façon équivalente, pour tout y G F on a 

x'Gl, R(x)=y 
deëR(y) = d-

2.1. Fonctions rationnelles et bouts. — Dans cette section on décrit l'action 
d'une fonction rationnelle sur les bouts. 

Lemme 2.1. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors on a les propriétés 
suivantes. 

(i) Si {Ai}t^i est une chaîne évanescente alors {R{Ai)}t^n est une chaîne évanes-
cente, pour n assez grand. 

(ii) Si {Ai}i^i et {At}t^i sont deux chaînes évanescentes équivalentes alors 
{R(Ai)}i^n et {R(Ai)}i^n sont équivalentes, pour n assez grand. On définit ainsi 
l'image R(V) d'un bout V par R. 

(iii) Soit V un bout. Alors il existe d ^ 1 tel que pour tout représentant {A,};^i 
de V et pour tout i assez grand R : A% —» R(Ar) est de degré d. On note d = degR(P) 
et on Vappelle degré local de R en V. 

(iv) Soit V un bout. Alors il existe N ^ 0 tel que chaque point y G P(CP) à N 
préimages de R dans D-p si y ^ DRrp), et N + degR(P) si y G DRrp). 

La démonstration de ce lemme est à la fin de cette section. Notons que pour R,Q G 
Cp(z) on a degRoQ(V) = degR(Q(V)) • degQ(V). 

Corollaire 2.2. — Soit V un bout et R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors 
R{DV) = P(CP) ou R:Dv-> DR{V) est de degré degR{V). 

Démonstration. — Soit N ^ 0 comme en (iv) du lemme. Si degR(V) + N < deg(R) 
alors R(DV) = P(CP). Mais si degR(V) + N = deg(R) alors R : Dv -> DR{V) est de 
degré degR(V). • 

Lemme 2.3. — Considérons des fonctions rationnelles R, Q G Cp(z) et un bout V tel 
que la boule fermée BR^ soit de la forme {\z — ZQ\ ^ r}. Soit {An}n^i une chaîne 
évanescente définissant V. Supposons qu'il existe no tel que \Q(z) — R(z)\ ^ r pour 
z G Ano. Alors Q{V) = R(V) et degQ(V) = degR(V). 

Démonstration. — Par un changement de coordonnée projectif au départ et affine à 
l'arrivée, on se ramène à Bv = BRcp) — {\z\ < 1} et r = 1. Soit d = deg('P). Par le 
lemme précédent on peut supposer que 

R : Ano = {1< \z\ < r0} — { K \z\ < RG} 

est de degré d. Alors pour tout z\ G Ano on a \R(zi)\ = \zi\d et l'image du disque 
DZl = {\z - z\\ < \zi\} par R est le disque {\z - R{zi)\ < \R(zi)\}. Donc on a 
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Q(DZl) = R(DZl); on conclut que Q : An —» i?(An) est de degré d pour n assez 
grand. Par conséquent Q(V) = R(V) et degg('P) = d — degR(V). • 

Démonstration du Lemme 2.1 
(i) Il est facile de voir que cette propriété est vraie pour les automorphismes de 

P(CP), donc on peut faire des changements de coordonnée. Après changement de 
coordonnée on peut supposer que le disque associé à {Aij^i est {\z\ < 1}. Alors 
pour i assez grand Ai = {rt < \z\ < 1}, où rt —* 1 quand i —> oo. 

Étant donné P(z) = OQ + a\z + • • • + akzk G Cp[z], soit n(P) le plus petit entier 
qui maximise \an \ et on pose Tp(z) = P(z) — anzn. Après changement de coordonnée 
à l'arrivée on suppose que R — P/Q avec P(z) — zn<yP^ -f Tp(z) G Cp[z] et Q(z) = 
zn(Q)+TQ(Z) G Cp[z]. Quitte à changer R par R—l on peut supposer que n(P) ^ n(Q) 
et quitte à changer R par 1/R on peut supposer que n(P) > n(Q). 

Alors pour w G B\(0) le polynôme 

Pw(z) = P(z) - wQ(z) = c0 + cxz -F • • • + cnzn, 

est à coefficients entiers et |cn(p)| = 1. 
On choisit r G (0,1) tel que si r < \w\ < 1 alors |cn(Q)| = \w\, \ci\ < \w\ 

pour n(Q)<i<n(P) et \c3\rJw < \cn^Q)\r^Q) pour 0 <: j < n(Q), où = 
|w;|i/(n(P)-n(Q))^ par conséquent (n(Q), \ogp \w\) et (n(P),0) sont des sommets 
consécutifs du polygone de Newton de Pw. Par la proposition de la Section 1.3.2 Pw 
à n(P) — n(Q) zéros dans {\z\ = rw}, comptés avec multiplicité. C'est-à-dire que R a 
n(P) — n(Q) préimages de w dans {\z\ = rw}, comptées avec multiplicité. Donc, 

R : {RL/{n{P)-n{Q)) < |Z| < 1} _^{R< |Z| < 

est de degré <i = n(P) — n(Q). 
(ii) Ceci résulte immédiatement de la définition de chaîne évanescente. 
(iii) Ceci a été montré dans (i). 
(iv) Posons d = deg^(P). Après changements de coordonnée on peut supposer que 

Dv = DR(yV) = {\z\ < 1}. Par (i) il existe r0 G (0,1) tel que R : {r0 < \z\ < 1} 
{tq < \z\ < 1} est de degré degR(V). En particulier \R(z)\ = \z\d pour r0 < \z\ < 1. 
Soit N le nombre de pôles de R dans {\z\ < 1}. Alors R a + d zéros dans {\z\ < 1} ; 
voir polygone de valuation dans la Section 1.3.2. 

Considérons y G {\z\ < 1}. Alors \R(z) — y\ = \z\d pour max{r0, \y\} < \z\ < 1. 
Donc R — y a + d zéros dans < 1}. 

Considérons maintenant y 0 {\z\ > 1}. Alors \yR(z)/(R(z) - y)\ = \R{z)\ pour 
ro < \z\ ^ 1. Comme la fonction rationnelle yR/(R — y) a les mêmes zéros que R sur 

< 1}, on conclut que yR/(R — y) a TV pôles dans {|z| < 1}. • 

2.1.1. Théorème des résidus pour les fonctions rationnelles. — Soit R G Cp(z) une 
fonction rationnelle. Étant donné un bout V soit ordR(V) défini comme suit. 

• oidR{V) = degR(P) si DR(p) est de la forme < r}. 
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• ordR(V) = — degR(V) si DR^V) est de la forme [\z\ > r} U {00}. 
. ordR{V) = 0 si Dv C Cp - {0} ou Bv c Cp - {0}. 

Par (iv) du Lemme 2.1 on a que oidR(V) est égal à la différence entre les zéros et 
les pôles de R sur D-p. On considère une version du Théorème des Résidus pour les 
fonctions rationnelles; voir [FvP]. 

Théorème des Résidus. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Soit X un affi
noïde ouvert connexe avec bouts Vi,... ,Vk- Alors 

x 
ordR(z) = 

d+d4d+d4 

ordpfPA 

Démonstration. — Soient Z et P le nombre de zéros et de pôles de R sur X respec
tivement (comptés avec multiplicité). Alors Y^x 0I(^R(z) = Z — P. 

Soient Zt et P% les nombres de zéros et de pôles de R sur BRi = P(CP) — Z>p?, 
respectivement. Par la remarque plus haut on a ordR(Vt) = P, — Zt. 

Notons que deg(R) — Z + Z\ H Y Zk = P + P\ H h Pu> Par conséquent on a 

0 = Z + Zl + • •• + Zk - (P + P1 + • • • + Pk) = 

x 

ordR(z) -
d+d45d+ 

oidR(Vi). C 

2.2. Fonctions rationnelles et systèmes projectifs 
Proposition 2.4. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et Sq un système projectif. 
Alos on a les propriétés suivantes. 

(i) // existe un système projectif Si tel que si V G S{) alors R(V) G «Si. 
(ii) Considérons des paramétrages «S; — {Pi(0}^r(C, )' Pour^ — 0' L Alors il existe 

une fonction rationnelle R G Cv(z) telle que pour tout £ G P(C„) on a 

R(Po(Û) = Pi(R(£)) et degR(V(£)) = deg^t). 

Donc pour tout V\ G «Si on a 

v0es0.R(Vo)=Vi 
deRB(Vn)=des:(R). 

(iii) Il existe un sous-ensemble fini T C <So tel que R(D-p) = P(CP) pour tout 
V G T et tel que R : Dj> —• DRcp) est de degré degR(V) pour tout V G <So — T ; dans 
ce dernier cas R(D-p) = DRrpy 

La démonstration de cette proposition est à la fin de cette section. 
On note degr(Sq) le degré de R, qui ne dépend pas du choix des coordonnées. 

Par (iii) du Lemme 2.1 et par (iii) de la Proposition 2.4, l'application deg^ : Mp —> 
{1,2,...} est semi-continue supérieurement et en particulier la condition degfi(«S) = 1 
est ouverte; donc si deĝ .(«S) = 1 alors R : Mp —• Hp est une isométrie au voisinage 
An c 
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On pose R 1(0) U R 1(oc) = {a0,..., an} et après changement de coordonnée on 
suppose que «o = oo. On considère l'application, 

7 : X = Cp - {au .. . ,an} —> (\ogp ., logp |z - a„|) G Qn C M". 

Alors logï; \R\ : I - > Q c R s e factorise comme logp \R\ = Loi où L : Q" -» Q est un 
fonctionnelle linéaire à coefficients entiers. De plus 7 se factorise comme I = i o TTX 
où z : *4x —* Qn est une immersion de telle façon que X5 = {2 | I(z) = i(S)} 
pour chaque point S G *4x ; voir Section 1.2.3. La restriction de i à chaque arête est
ime isométrie avec son image et i s'étend à une immersion propre iR : Ax —> W. 
L'application L o im : ̂ 4^ —> R est aussi propre. 

Lemme2.5. — Soit S° (resp. V()) un système projectif (resp. bout). L'ensemble 
R~1(S{)) (resp. R~l\Vi]) ) des systèmes projectif s S (resp. bouts V) tels que R(S) = S() 
(resp. R(V) = V°) est fini et on a 

gR(S) [r^ 
degR(S) [r^esp. 

R(V)=V° 
degR(P)) =deg(i?). 

Démonstration. — Après changement de coordonée à l'arrivée on peut supposer que 
V° est le bout associé à {\z\ < 1}. Soient {ao, a\,..., an.}, X, /, 2 , . . . comme plus 
haut. 

Considérons une suite {wN}N^Q C Bi(0) telle que \wn\ —> 1 et soit z„ tel que 
R(zn) — wn. Comme L o zM est propre, quitte à prendre une sous-suite on peut 
supposer que 7Tx(zn) £ Ax converge vers S G A^. 

On montre d'abord que S G Ax- Si S n'est pas un sommet de Ax, alors «S est 
contenu dans une arête IR de A^. Comme est un segment dans Rn avec 
extrémités dans Qn et L o iR(S) = 1, on a S G Ax-

Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer que 7rx(zn) £ (^x(zo)^S). pour 
n > 0. Par conséquent le bout V ayant {C(7rx(zv.),<S)}n^o comme représentant est 
tel que R(P) = De plus, pour tout n assez grand àegR(V) est égal au nombre de 
préimages de wn dans C(TTX {ZQ), <S), comptées avec multiplicité. 

Si l'on considère tous les bouts V\,... ,Vn obtenus de cette manière on a pour n 
assez grand, 

degR(Vj) = # préimages de wn = deg(R). 

En particulier 7?, 1(V) = {V\,... ,Vm}. Alors les affirmations sur les systèmes pro-
jectifs suivent de la Proposition 2.4. • 

Démonstration de la Proposition 2.4 
(i) et (ii). Il est facile de vérifier ces propriétés pour les automorphismes de F(CP). 

Donc on peut faire des changement de coordonnée. 
Etant donné un polynôme P G Cp[z] et n ^ 0 on note an(P) le coefficient de zn. 

De plus on note n{P) ^ 0 (resp. rn(P) ^ 0) le plus petit (resp. le plus grand) entier 
qui maximise \at(P)\, pour 0 ^ i ^ deg(P) (voir démonstration de (i) du Lemme 2.1). 
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Après changement des coordonnées on suppose que SQ est le système projectif 
canonique. Considérons le paramétrage {P(<j)}p(c ) ^e 

On pose R = P/Q où P,Q G Cp[z]. Comme dans dans la démonstration de (i) du 
Lemme 2.1 on peut supposer m(P) > m(Q) et de plus \arn^(P)\ = |am(Q)(Q)| = 1. 
Alors P(P(oc)) = P(oo) = P(P(oo)) et deg^(-p(oo)) = m(P) - m(Q) = deg/?(oo), 
où R est la réduction de R. 

On montrera Si = SQ. Soit £ G Cp et soit ( G {\z\ ^ 1} tel que £ = £. Posons 
Pc(z) - z-C et notons que PC(P(£)) = P(0). De plus ?n(PoPc) = m(P) et m(QoTc) = 
m(Q). 

Si n(P o 7>) > n(Q o Tc) alors 

P(P(0) = P o Pc(P(0)) = P(0) = P(R(Q) 

et degR(V(£)) = n(P o Tç) — n(Q o Tç) = deg^(£). Donc (i) et (ii) sont vérifiés dans 
ce cas. Le cas n(P o Tç) < n{Q o TQ) est similaire. 

Supposons n = n(P oTç) = n{Q o TQ) et posons b = an(P OTQ) et c = an(Q oT(). 
Alors 

P(£) = ~, n(P o T r - Q o Tc) > n(Q o Tc) et |an (P o Tc - -Q o Tc) | = 1 

car m(Q oT() > m(Q ° Pc) et lAM(Q ° Pc)I = \am{P °Tç)\ = 1. Par conséquent 

PoP, re \(V(0))=P(Q) et 

rfete-6/c(P(0))=nPoTc GCp((z)) 
6 

vr 
dvr -n(QoPc)=degR(0. 

Donc P(P(0) = V{b/c) = P(P(0)-
(iii) Soit P G 50. Par le Corollaire 2.2 on a P(P^) = P(CP) ou R : Dv -> DR(V) 

est de degré degR(P). Comme les ensembles D-p, pour P € S<j, sont disjoints deux à 
deux l'ensemble T C <SQ des bouts tels que R{D-p) = P(CP) est fini. • 

2.3. Fonctions rationnelles et espaces analytiques. — La propriété suivante 
des fonctions rationnelles simplifiera l'étude de la dynamique; voir aussi [Be]. 

Proposition 2.6. — Soit C la classe des affinoïdes fermés connexes, des affinoïdes ou
verts connexes ou des espaces analytiques connexes. Si R G Cp(z) est une fonction 
rationnelle de degré au moins deux, alors R(X) G C pour tout X G C et il existe 
X\,..., Xn G C disjoints deux à deux tels que 

R~\X) = Xi\J---UXn. 

De plus R : Xt —> X est de degré dt, où les d7 sont entiers positifs et vérifient 
di + --- + dn =deg(P). 

En particulier pour r G |CP| l'ensemble {z G Cp \ \R(z)\ ^ r} (resp. {z G Cp \ 
\R(z)\ < r}) est un affinoïde fermé (resp. ouvert). 
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La démonstration de cette proposition dépend du lemme suivant. 

Lemme2.7. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Considérons 7*0, r\ G |CP| 
avec r\ ^ ro, tels que \R\o = 1 sur [ro, r*i] e£ |P|o = altdi sur (ro — £, ro] e£ [rx, ri + s) 
pour i — 0,1 respectivement, avec do et d\ 7̂  0. 4̂k>rs 

#({r0 ^ \z\ n}) = P(CP), {|z| = 1}, {|z| < 1} ou {\z\ > 1} U {c»}. 

Démonstration. — On suppose d'abord que ro = r\ = r. Après changement de coor
donnée on suppose r = 1. Soit S — {P(Oj£Çc le système projectif canonique. Par 
hypothèse P(P(0)), P(P(oc)) G {P(0), P(oc)}. Donc pour tout f G Cp - {0} il existe 
C G Cp — {0} tel que R(V(Q) — P(0- Alors le lemme suit du Corollaire 2.2 dans ce 
cas. 

Supposons maintenant 7*1 > ro- On pose R = P/Q avec P(z) = ao + • • • + G 
Cp[z] et Q(z) = b0 + • • • + G Cp[z}. 

Comme do 7̂  0 (resp. di 7̂  0) P ou Q a un zéro dans {|z| = ro} (resp. {\z\ = ri}) ; 
voir polygone de valuation dans la Section 1.3.2. 

Par la proposition dans la Section 1.3.2, si P a un zéro dans {\z\ — ro} (resp. 
\\z\ — ri}) alors il existe io < i\ (resp. im < irn+i) tels que 

(20,logp k0|) et (ii,logp |a?1|) 

(resp. (im,logp \aim\) et (irn+i, logp \aim+11)) 

sont des sommets consécutifs du polygone de Newton P(P) de P tels que rQ°|a;0| = 
r}f \aix | (resp. r\m\aim | = r\m+1 \aim+11). 

Comme |P|0 = 1 sur [r0,ri] le point p1 = (ji,logp IfyJ) (resp. pm = (jm,logp \bjm\)) 
est aussi un sommet de P(Q) et on définit j0 = ji = i\ (resp. GCp((z)) GCp((z)) ss 

Si P n'a pas de zéros dans {|z| = r0} (resp. {\z\ = ri}) alors Q en a un et on 
définit jo < ji (resp. jm < jfm+i) de façon analogue et on pose io = i\ = ji et 

— ^M JM-

Donc zi = ji , im = jm, i0 7e Jo et 7m+i 7̂  jm+\. Soit p0 (resp. pm+i) égal à 
(i0,logp |aio|) (resp. (7m+1,logp \aim+1\) si i0 < jo (resp. im > jm+i) ou (j0,logp |6J0|) 
(resp. (jm+i,logp |6jm+1|)) sinon. 

Alors P(P) U P(Q) est au dessous des droites qui passent par p0 et pi et par 
Pm et Pm+i' On choisit l'indice m ^ 0 de telle façon que pn — (zn,log |a?;J), pour 
1 ^ n ^ m, soient tous les sommets de P(P) avec io < il < • • • < W Comme \R\o = 1 
sur [7*0, ri] les points po,--- ,pm sont tous les sommets de P(Q) avec abscisse entre 
ji=ii et jm = im-

Considérons w G Cp et soit Pw = P - wQ. Si \w\ = 1 alors p0 et pm+i sont des 
sommets de P(PW) et P(Plv) est au dessous des droites qui pasent par po et pi et par 
Pm et pm+i. Par la proposition de la Section 1.3.2 Pw a un zéro dans {ro ^ \z\ ^ 7*1}. 
Par conséquent {|z| = 1} C P({ro ^ \z\ ^ ri}). 
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Supposons \w\ < 1, le cas w G {\z\ > l}U{oo} étant analogue. Les points p i , . . . ,pm 
sont tous les sommets de P(PW) avec abscisse en [zq, im ]. De plus P(Ptu) est au dessous 
des droites qui passent par p0 et pi et par prn et pm+i. Par la proposition de la 
Section 1.3.2 le polynôme Pw a un zéro dans {ro ^ \z\ ^ ri} si et seulement si 
i0 < im+i. Donc, 

soit {\z\ < 1} C R({s0 ^ \z\ ^ si}, soit {\z\ < 1} H R({s0 ^ \z\ ^ sx}) = 0. • 

Corollaire 2.8. — Soient r$, r\ G |CP| avec ro < r*i (resp. ro ^ r i j e£ on pose (7 = 
{ro < \z\ < ri} (resp. {ro ^ \z\ ^ 7"i}^- ^4/ors R(C) est égal à P(CP), une boule 
ouverte (resp. fermée) ou après changement de coordonnée {SQ < \z\ < s\} (resp. 
{so ^ \z\ ^ si};. 

Démonstration. — Après changement de coordonnée on peut supposer que R est tel 
que \R\o(t) = aotd° sur [ro,ro + s) (resp. sur (ro —e,ro\) et tel que \R\o(t) = aitdl sur 
(ri — r*i] (resp. sur [rx, r\ + e), pour z = 0,1 respectivement, avec do et d\ 7̂  0. 

Par le lemme précédent 

{zeCp | |z| G |i?|o((r0,ri))} Ciî(C) 

(resp. {z G Cp | \z\ G |P|0([r0,N])} C iî(C)). 

De plus si P a un zéro et un pôle dans C alors R(C) — P(CP). Si R n'a pas de pôles, 

alors \R\o est convexe sur (ro,r~i) et 

R(C) c{\z\< max{|i2|o(r0), \R\o(ri)}} 

(resp. C {\z\ < maxdfllo^oj.liîlo^i)}}) 

avec égalité si iî a un zéro dans C. Si de plus iî n'a pas de zéros dans C 

R{C) = {min{|P|0(r0), |fl|o(N)} < \z\ < max{|P|0(rO), \R\oin)}}  

(resp. {min{|/?|o(s0),|P|o(si)} ^ \z\ ^ max{|P|0(s0), |iî|o(si)}}). 

Le cas où R n'a pas des zéros dans C est similaire. • 

Démonstration de la Proposition 2.6. — On va montrer d'abord que les classes en 
considération sont invariantes. Soit X un affinoïde fermé connexe. Si X = P(CP) on a 
R(X) = P(CP), donc on suppose X ^ F(CP). Par conséquent Ax 7̂  0 et J a une 
décomposition canonique, 

X = (us sommet de AxXs) U (U/ arête de AxXl) ' 

donnée dans la Section 1.2.3. 
Etant donnée une arête I de Ax avec extrémités «So et «Si, considérons l'affinoïde 

fermé connexe Xi — X$0 UXjUXs1. Notons que si IQ et I\ ont une extrémité commune 
alors XIonXIl ^ 0. 

Par la Proposition 2.4 on peut montrer (comme dans le corollaire du Lemme 2.7) 
que si I est une arête de Ax avec extrémités «So et «Si alors R(Xi) est un affinoïde 
fermé connexe. Donc R(X) = UXj est un affinoïde fermé connexe. 
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Ceci montre aussi que si X est un espace analytique connexe, alors R(X) est aussi 
un espace analytique connexe. Pour le cas d'affinoïdes ouverts connexes, pour chaque 
sommet S de Ax on considère l'affinoïde ouvert connexe X$ ~ X^L^UX/), où l'union 
porte sur toutes les arêtes I de Ax ayant S comme extrémité. Alors on procède comme 
dans le cas des affinoïdes fermés connexes. 

(1) Considérons un affinoïde fermé connexe, le cas des affinoïdes ouverts connexes 
étant similaire. Soit P l'ensemble fini des bouts V tels que R(V) est un bout de 
P(CP) — X et pour y G R~1(X) soit Yy l'affinoïde fermé connexe 

Yy = C\pePtyeBvBp. 

Par (iv) du Lemme 2.1 pour chaque V G P il existe dp ^ 0 tel que tout x G BR^ a 
dp préimages dans Dp. 

Donc pour tout y G R~1(X) un point x G X = P\pepBRrp) a 

cL = deg(R) -
V£P,yeBv 

dp 

préimages par R dans Yy et par conséquent R : Yy —> X est de degré dy. 
Soit x e X et soient y, z G i?_1(x) tels que Yy HYZ ̂  0. Alors Ŷ  = Yz, car sinon 

il existe un bout V de P(CP) — Yy tel que "P -< Yz ou vice-versa. Mais dans ce cas 
R(V) -< X, ce qui n'est pas possible car par définition R(V) est un bout de P(CP) — X. 

Par conséquent si l'on considère la décomposition Y\ U • • • UYn de Y = U^Gi?-i(x) Ŷ  
en affinoïdes fermés connexes disjoints deux à deux (donnée par la Proposition 1.1) 
il existe des entiers dt ^ 1, tels que R : Yt —> X est de degré <i?;, pour 1 ^ i $C n. 
Donc c?i + • • • + dn = deg(i?) car i?-1^) C Y" = Y\ U • • • U Yni et par conséquent 
R-\X) = Y1U'"UYn. 

(2) Soit X = Uj^iXi G C un espace analytique connexe où {X, i est une suite 
croissante d'affinoïdes fermés connexes. On a montré que R~1(Xt) est un affinoïde 
fermé. Soit nt ^ 1 le nombre de composantes connexes de X.t. Alors notons que 
n?;+i ^ nt1 pour i ^ 1. En effet si 

iT^X,) = Fi U • • • U YTH et R^tfi+i) = Z1 U • • • U Zn 

sont les décompositions en composantes connexes alors 

Yi U • • • U yni - R~l(Xi) C i?-1(X,+1) = Z1 U • • • U Zni+1, 

et Zj H iî-1(X) 7̂  0 pour tout 1 ̂  j ^ n?;+i. Donc n.;+i ^ r^. Par conséquent pour z 
assez grand nt = n ne dépend pas de i. Alors on peut supposer que Y"A? C Y^+1, 
pour 1 ^ ^ n. De plus il existe d\,..., dn ^ 1 tels que d\ + • • • + dn = deg(R) et 

: Y£ —> X2 est de degré û^, pour 1 ̂  A; ^ n. 
Donc Yit = U7;>iŶ !' est un espace analytique connexe, R : Y& —> F est de degré d/-

et = y1 u - u y n . • 
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2.4. Composante d'injectivité. — Le but de cette section est de montrer le ré
sultat suivant, qui est le premier pas dans la démonstration du Théorème 3 ; voir 
Section 5. 

Proposition 2.9. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et x G P(CP) non-critique. 
Alors il existe un affinoïde ouvert I(x) qui contient x, tel que R est injective sur I(x) 
et tel que, pour tout espace analytique connexe X qui contient x sur lequel R est 
injective, on a X C I(x). 

Définition 2.10. — Soient R et x comme dans la proposition. Alors on appelle I(x) la 
composante d'injectivité de x pour R. 

La démonstration de la Proposition 2.9 dépend de quelques lemmes. 

Lemme 2.11. — Supposons que la fontion rationnelle R G Cp(z) est injective sur 
l'espace analytique connexe X. Alors pour tout système projectif S -< X on a 
degR(S) = 1. 

Démonstration. — Si degR{S) > 1 alors il y a deux cas. 
Soit degR(V) > 1 pour tout V G S : alors, si V G S est tel que Dp C Xs, R n'est 

pas injective sur Dp. 
Soit on peut trouver V0, V\ G S distincts tels que DpQ, Dp1 C X$ et R{Vo) — 

R^Pi) ; on peut alors choisir XQ G Dp0 et x\ G Dpx tels que R(XQ) = R(xi). • 

Lemme2.12. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Pour ro,ri G M soit 
C(r*o,ri) = {ro < \z\ < r{\ et pour r G |CP| soit SR le système projectif associé à 
{\z\<r}. 

(i) Pour chaque r G M — Q il existe d ^ 1 et ro, r± > 0 avec r G (ro,ri), tels que 
C = R(C(ro,ri)) est une couronne et R : C(ro,7*i) —> C est de degré d. On a alors 
mod(C) =d-mod(C(r0,ri)). 

(ii) Supposons que degR(SR) = d > 1 pour tout r G \CP\ dans Vintervalle (ro,ri). 
Alors il existe une coordonnée à P arrivée tel que \R\o(t) = td sur [r(),ri]. Si R 
est injective sur C(ro,ri) alors \R(z)\ = \z\ pour ro < \z\ < r\ et en particulier 
R(C(r0,r1)) = C(r(hrl). 

Corollaire 2.13. — Si C est une couronne ouverte et R G Cp(z) est injective sur C, 
alors R{C) est aussi une couronne, mod(R(C)) = mod(C) et R induit une isométrie 
entre Ac et AR^c) • 

Démonstration. — On suppose C = C(r0,ri). Par le Lemme 2.11 on a degR{SR) = 1 
pour tout r G (ro,n) et par (ii) du lemme on peut supposer que \R(z)\ = \z\ pour 
ro < \z\ < n . Donc R(C) = C et R(SR) = SR pour tout r G (r0, rx). • 
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Démonstration du Lemme 2.12 
(i) Etant donné P{z) = ao + • • • + anzn G Cp[z] soit n(P) le plus petit entier 

qui maximise rl~l\at\. Alors on procède comme dans la démonstration de (i) du 
Lemme 2.1. 

(ii) Par (iii) du Lemme 2.1 et par (i), pour tout r G (T*O,7*I) il existe un voisinage 
Ur = (sritr) où R est telle que 

d(R(Su), R(SV)) = d • d(Su,Sv) = d\u - v\, 

pour tout u,v G Ur. On peut aussi choisir Uro (resp. Uri) de la forme (ro.ro -f e) 
(resp. (r*i — £,7*1)). Donc on peut trouver un nombre fini de Ur qui recouvrent (s,t). 

Soient < v < K; tels que ^ G C/So, G C/So fl C/Sl et K; G C/Sl. Soit 5 le système 
projectif tel que 

[R(SU),R(SV)] n [R(SV),R(SW)] = S] ; 

voir Section 1.2.2. Comme t; G USQ D USl on a S = R(SV), c'est-à-dire R(SV) G 
(R(SU), R(Stu)). Donc pour tous w < i; dans (7*0, T*I) on a d(R(Su), R(SV)) — d-\u — v\. 
Alors après changement de coordonnée à l'arrivée on a |P|o(0 = d̂ sur [7*0,7*1]. 

Si P est injective sur C(r0,ri) soir r G (r0, 7*1) et P G <Sr tel que D-p C =7*}. 
Par (iv) du Lemme 2.1 on a R(D-p) = DR(Vy Comme R fixe les bouts associés à 
{\z\ < r} et {\z\ ^ r} on a i?({|z| = r}) = {|*| = r}. • 

Lemme 2.14. — £ 0 ^ R G Cp(^) ime fonction rationnelle et soit X un espace analy
tique connexe tel que Ax 7̂  0 • Alors R est injective sur X si et seulement si R est 
injective sur chaque Xs, pour S G Ax -

Démonstration. — Supposons que R est injective sur chaque Xs, pour S G Ax- Si 
X est une couronne ouverte alors, par (ii) du Lemme 2.12, on peut supposer que 
X = {s < \z\ < t} et \R\o = id sur [s,t]. Par hypothèse R est injective sur chaque 
{\z\ = r}, pour r G (s,t). Donc = r}) = {\z\ = r} et par conséquent R est 
injective sur X. 

Dans le cas général soient <S°, S1 G Ax- Alors il suffit de montrer que R(Xso) Pi 
R(X$i) = 0. Quitte à remplacer X par U^^^ois1]Xs on peut supposer que S0 et S1 
sont des sommets de Ax- Soient <S0 = <S°,«Si,... ,5*; = 51 tous les sommets de Av 
contenus dans [tS0,^1]. 

On va trouver inductivement des coordonnées Wi à l'arrivée, telles que R est 
l'identité sur [<So,<Si], pour 0 ^ i ^ k. On peut choisir wo sans problème. Suppo
sons que Wi est déjà définie. Comme on a vérifié le lemme pour les couronnes on a 
fl(C(5i,5i+i)) = C(B(5»),iî(5i+i)). Comme âegR{St) = 1 on a C(i2(5i_i), R(Sl)) n 
C(R(Si), R(Si+i)) = 0, donc on peut trouver une coordonnée wl+i qui coïncides 
avec wl sur (<S0,<Si) et telle que (R{Si),R{Si+\)) soit égal à (Si,Si+\) dans cette 
coordonnée. 
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On fixe la coordonnée wk à l'arrivée. Alors R(Xs0) et R(Xsk) sont contenus dans de 
composantes différentes de F(CP) — C(Sq, Par conséquent R(X$o) fl R(X$i) = 0. 

• 

Démonstration de la Proposition 2.9. — Fixons une coordonnée telle que R(x) — 0 
et soit X = P(CP) — R~1(0) U R~1(oo). Comme x n'est pas un point critique R est 
injective sur un disque Dx contenant x et tel que Dx Pi (R~l(Qi) U R~~l(oo)) = {x}. 
Alors le système projectif Sx associé à Dx est un point de Ax et degR(S) = 1 pour 
tout S G (x,SX] C Ax-

Soit Z3 C Ax le plus grand convexe qui contient Sx et tel que deg (̂<S) = 1 pour 
tout S e B. Comme la condition degR(S) = 1 est ouverte B est ouverte. Par (i) du 
Lemme 2.12 on peut écrir TTX1(B) — I(x)DX1 où I{X) est un affinoïde ouvert connexe. 

Si S est un point de Ax et V G S est tel que Dp C Xs C A" alors R(Dp) C 
Cp — {0}. Par (iv) du Lemme 2.1 R : Dp —» DR^ est de degré deg^P). Comme 
deg (̂c>) = 1, R est injective sur X5. Par le Lemme 2.14 R est injective sur TÏX1(B) = 

I(x) H AT et par conséquent R est injective sur I(x). 
Si Y est un espace analytique connexe alors irx(Y Pi X) est convexe. Donc si Y 

contient x et n'est pas contenu dans /(x), alors iixiX C\ X) <£ B. Par maximalité de 
B il existe S G 7rx(^ H AT) tel que deg (̂«S) > 1. Comme x G F et F rencontre Xs 
on a 5 ^ F. Par le Lemme 2.11 n'est pas injective sur Y. • 

2.5. Invariance des arbres. — Le but de cette section est de montrer la proposi
tion suivante qu'est un cas particulier d'un théorème de Motzkin ; voir [Mo]. 

Proposition 2.15. — Soit X un espace analytique connexe et R G Cp(z) une fonction 
rationnelle injective sur X. 

(i) Si S -< X est un système projectif, alors R(S) -< Y = R(X). 
(ii) Soit V < X un bout. Alors R : Dp n X —• DR{V) n Y est de degré 1. En 

particulier, si Dp C X alors R(Dp) = DRtpy 
(iii) Le système projectif S -< X est un point (resp. sommet) de Ax si et seulement 

si R(S) est un point (resp. sommet) de Ay. 
(iv) R mduit une isométrie de Ax sur Ay-

Corollaire 2.16. — Soit X un affinoïde ouvert connexe et R G Cp(z) une fonction 
rationnelle telle que R : X —> X est de degré 1. Alors il existe n tel que Rn induit 
lïdentité sur Ax-

Démonstration. — Soit n tel que les bouts de X soient fixes par R. Si Ax = 0 alors 
il n'y à rien a montrer ; donc on suppose que Ax 7̂  0 et par conséquent AT a au 
moins deux bouts. Donc pour tout point S de Ax il existe des systèmes projectifs Sq 
et S\ associés à des bouts de X tels que S -< (<So,<Si). Notons que R"(Si) = St, pour 
i — 0,1. Comme R induit une isométrie sur Ax on a 

d{S,Si) = d(Rn(S),Rn(St)) = d(Rn(S),R(Sl))J 
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pour i = 0,1. Donc R(S) = «S. • 

Démonstration de la Propostion 2.15 
(i) D'après (iii) de la Proposition 2.4, sauf pour un nombre fini de bouts V G «S 

on a R(DV) = DR{V). Donc S -< X impliques R(S) -< Y. 
(ii) Comme R est injective sur X il existe une composante d'injectivité / de R qui 

contient X. Rappelons que / est un affinoïde ouvert connexe. Soit Z la composante 
connexe de R~L(DR^) ayant V comme bout. Si Q =fi V est un bout de Z alors 
Q -fi I et comme / est un affinoïde ouvert connexe, Bq D / = 0. Par conséquent 
Dv n X C Dv H I C Z et R(DV H X) C R(Z) = DR[V). Si X C Dp le résultat est 
clair, donc on suppose que X (fi Dp. Par conséquent, si «S est le système projectif 
associé à Valors S -< X et par le Lemme 2.11 on a deg (̂*S) = 1. Donc, 

R(X - Dp) C UQeS_{v}R(X n Dq) C UQeS_{p}DR{Q) = F(CP) - DR{vy 

et par conséquent R : X H Dp Y H DR^ est de degré 1. 
(iii) D'après (i) S -< X implique R(S) -< Y. Dans ce cas on a d'après (ii) 

#{V eS\DvHX = 0} = #{Q G R(S)\DQ H Y = 0} et 

#{V G S\DV H X £ 0, Dp (fi X} = #{Q G i ï ( S ) | 7 E £ X}. 

Donc 5 est un point (resp. sommet) de Ax et seulement si R(S) est un point (resp. 
sommet) de Ay - Par (ii) pour tout bout V -< X on a Dp C X si et seulement si 
DR{V) C Y. Comme degR(S) = 1 on a R(XS) = YR{S). 

(iv) Soient «S°, «S1 G y4v et soient «So,...,«S/, les sommets de Av dans («Ŝ cS1) 
tels que les («S7,«S/+i) sont disjoints, pour 0 ^ i ^ A;, où «So = <S° et «SA-+I = S1. On 
va montrer par induction dans i que d(R(So), R(Sj)) = d(«So,«S/). Par (iii) et par le 
Lemme 2.11, R induit une isométrie entre lt = («S,.«S/+1) et R(It) = (R(St), R(Sr+i)). 

Comme R est injective sur A", R est injective sur Ax et par conséquent les 
R(Ii) sont disjoints. Comme d(R(Si), R(Si+i)) = cl(«S,., «S,+i) on a d(R(S{]), R(Sk)) = 
d(S0,Sk). • 

3. Dynamique locale 

Soit U un ouvert de Cp et f : U —> C7, une application. Un point ZQ G U est 
périodique s'il existe A; ^ 1 tel que z0,...,/A:_1(^o) G f/ et fk(zo) = ô- On appelle 
A: période de x ; si fc est le plus petit entier avec cette propriété, alors fc est appelé la 
période primitive de ZQ et on dit que {zo, /(-o). • • • . /A;-1(zo)} est le cî/c/c de z0- Quand 
/ est analytique au voisinage du cycle de ZQ, la dérivée (fk)'(zo) = (fk)'\f:]'(ZQ)) est 
appelé le multiplicateur du cycle correspondant. 

Le multiplicateur est invariant par conjugaison analytique et sa nature donne une 
certaine information sur la dynamique de / au voisinage du cycle. On considère la 
classification suivante des points périodiques, en analogie avec le cas complexe. 
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Définition 3.1. — Soit ZQ un point périodique et À son multiplicateur. 
• Si |À| < 1 on dit que ZQ est attractif. Si de plus À = 0, alors on dit que ZQ est 

super-attractif. 
. Si |À| = 1 on dit que z$ est indifférent. Si À est une racine de l'unité on dit que ZQ 

est parabolique ou indifférent rationnel. Sinon on dit que ZQ est indifférent irrationel. 
• Si |À| > 1 on dit que z$ est répulsif. 

Dans les Sections 3.1 et 3.3 on considère la dynamique locale des points périodiques, 
selon la classification précédente. Dans la Section 3.2 on considère la dynamique 'quasi-
périodique'. 

3.1. Points périodiques attractifs. — Dans cette section on considère la dy
namique au voisinage des points périodiques attractifs. On peut étendre la plupart 
des propriétés aux points périodiques répulsifs en considérant que, si z$ est un point 
périodique répulsif pour / , alors ZQ est un point périodique attractif pour f~l. 

Si ZQ G U un point périodique attractif de / . Alors on dit que 

W?(2„) = {zeU\ d(f"(z),f"(zQ)) 0 quand n -

est le bassin d'attraction de zq et que Un^iW^(/n(2;o)) est le bassin d'attraction du 
cycle de z0- Notons que W'̂ (zn) est ouvert et invariant par fk, où k est la période 
de ZQ. 

On considère l'ensemble A(CP) des séries à coefficients sur Cp convergentes au 
voisinage de 0 qui sont de la forme 

f(z) = Xz + a^z2 + a2z:i + ••• , 

avec |A| < 1. Pour une telle série, différente de Xz, on définit 

r(f) = 
drd 
sup\ak\1/k 

— i 

Il n'est pas difficile de voir que / est convergente sur Hr(^(0) et que r(f) < oo. 

Proposition 3.2. — Soit f G A(CP) une série différente de Xz. Alors on a les propriétés 
suivantes. 

(i) Pour \z\ < r(f) on a \f(z)\ ^ \z\max{|A|, \z\/r(f)}. Donc Br{f)(0) C W)(0). 
(ii) r(f) = sup{r > 0 | / est convergente sur Br(0) et f(Br(0)) C Br(0)}. 

Démonstration 
(i) On pose f(z) = Xz + a\z2 + • • • . Pour \z\ < r(f) on a 

|/(2)| = |z| • |A + aiz + a2z2 + •••!< max{|A|, \z\/r(f)}. 

car \ak\kr(f) ' 1. 
(ii) Si / est convergente sur Br(0) avec r > alors 

limsup \ak\1/k: 
kZ>l 

Cr"1 <r(f ) -1 = sup la,!1^. 
A- ;> i 
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donc il existe k tel que r(f) = |afc|1///c. Si s G |CP| fl {r(f),r) on a 

H/llfî+(0) =5-max |A|,|az|(r(/))z vr 
d+d4s 

/ 
d+d4 vr 

r(.f) 

dv 
> S. 

Notons que par (ii) on a f(Br^(0)) C Br(f)(0) et r(fn) ^ r(f) pour tout entier 
n ^ 1. 

Proposition 33. — Considérons une série f G A(C„). 

(i) Si X = ff(0) ^ 0 a/ors {A_n/n}n^i converge uniformément vers une fonction 
p G H(Br(f)(0)) sur B+(0), pour tout r < r(f). Donc (p o f = Xp. De plus, si 
f(Br(f)(0)) — Br(f)(0), alors (p : Br^(0) —+ Cp est surjective. 

(ii) Si f'(0) = 0 alors il existe une série (p convergente au voisinage de 0, telle que 
p o f — pd7 où d = degf (0). 

La démonstration de cette proposition est à la fin de cette section. Le résultat sur 
la linéarisation est un cas particulier d'un théorème en [HY] et est aussi montré dans 
[Lui]. En considérant (i) de la proposition précédente on fait la définition suivante. 

Définition 3.4. — Soit / G A(CP). Si f(Br{f)(0)) = Br{f)(0) alors on dit que Br{f)(0) 
est le bassin d'attraction immédiat de 0 pour / . 

En général / peut être injective sur £?r(f)(0), par exemple f(z) = pz/(l — z). 
D'autre part on a les propriétés suivantes. 

Proposition 3.5. — Soit f G A(Cp) une série différente de Xz. 

(1) Si r(f) 0 |CP| alors r(f) est le rayon de convergence de f et f : Br(f^(0) —> 
Br(f)(fy est de degré infini. 

(2) Si r(f) est strictement inférieur au rayon de convergence de f, on a r(f) G \CP\ 
et Pr(j)(0) est le bassin d'attraction immédiat de 0. 

(3) Si r(f) = 1 et B\(0) est le bassin d'attraction immédiat de 0, alors f : Bi(0) —» 
B\(0) est de degré d, où d — wideg(/) G {2,3,...} U {oo}.. Si de plus le rayon de 
convergence de f est plus grand que 1, on a d < oo. 

Démonstration 

(1) Si r(f) 0 |CP| alors il existe ki —> oo tel que la^J1/^ —> r(/) , par conséquent 
r(f) est le rayon de convergence de f et f : Br^(0) —> Br^(0) est de degré infini. 

(2) Si le rayon de convergence est strictement plus grand que r(/) alors il existe k 
tel que r(f) = \ak\^k G |CP|. Donc 

l l / l k ( / ) (o ) =r(/)maX{|A|,|aife|(r(/))fc} = r(f) et f(Br{f)(0)) = Br(/)(0). 

(3) Dans ce cas pour tout ZQ G Bi(0) on a d = wideg(/ — ZQ) = wideg(/), donc 
/ : Bi(0) —» Bi(0) est de degré d. Si le rayon de convergence est plus grand que 1 
on a \ak\ < 1 pour tout k grand, donc d = wideg(/) < oo. • 
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Si Br(f)(0) est le bassin d'attraction immédiat de / on a par la proposition précé
dente d > 1. En général d peut être infini, mais si par exemple / est à coefficients sur 
un corps à valuation discrète, alors d < oo. 

Exemple 3.6. — On considère la fonction rationnelle / G Cp(z) définie par f(z) = 
Xz2/(z + 1), avec |À| G (0,1), qui est conjugué au polynôme À-1 (z2+z). On a r(f) = 1, 
mais f(Bi(0)) ^ Bi(0). De plus il n'est pas difficile de voir que pour tout disque 
D C P(CP) qui contient 0 on a f(D) / D. 

Démonstration de la Proposition 3.3 
(i) Soit r > 0 tel que \f(z)\ = \Xz\ pour \z\ < r ; on pose /(z) = Àz(l + g(z)) avec 

flf(0) = 0. Soit C > 0 tel que < C|z|, pour \z\ < r. Donc \\g o fn\\B+{0) < C\X\nr 
et 

pn(s) = \-nfn(z) = z(l + g(z))(l + £ o /(*)) • . • (1 + g o r~\z)), 

converge uniformément sur B+(0) vers une fonction ip G W(J3+(0)). Comme pour 
tout n > 0 on a A ?̂n+i = <̂n o / , on conclut que o / = A<̂ . 

Montrons que p G H(Br^(0)). En effet soit s < r(/). Il existe n ^ 1 tel que 
/n(J3+(0)) C £r(0), d'après (i) de la Proposition 3.2. La fonction Xnp = p o fn 
appartient donc à H(B+(0)) et coïncide avec p dans W(B+(0)). On obtient ainsi que 
^ H ( % ) ( 0 ) ) . 

L'image de <£> contient une boule Bt(0). L'équation fonctionnelle montre alors, si 
/(5r(j)(0)) = 5r(^)(0), que cette image contient la boule B\x\-nt(0) pour tout n ^ 0. 

(ii) Après conjugaison par Xz on peut supposer que f(z) = zd + • • •, où d = 
degy(O) > 1. On pose f(z) = zd(l + g(z)) avec g(0) = 0. On considère r > 0 et C > 0 
tels que ||5f||5+(0) < Ct < 1, pour t G (0,r). En particulier on a \f(z)\ = pour 
0 < \z\ < r. Notons que si t <GCp((z)) alors | ln(l 4- z)\ = \z\. On suppose que 
Cdn+1rdn <GCp((z))pour tout 1. Donc si t G (0, r) et n ^ 0 on a 

1 
d+d14d+d1 

ln(l + o o f 
IB+(0) 

< dn+l\g o fnUt) ^ dn+1Ctdn < Cdn+1rdn < p-1^"1), 

et limn^oc ll̂ r+r ln(l + g o fn)\\B+^ = 0 pour t G (0,r) fixé. Par conséquent 

h = 

dv 

1d 
dn+l 

]n(l+gofn)ddeH(BJ0)\ 

satisfait d-h = \n(l+g) + hof. Comme H/IIIB^O) < P 1//̂?> 1-) on a </?(z) = z exp(/z(z)) G 
W(Br(0)) et 

pd(z) = (zexp(/in+1(z)))d - f(z)exp(hnof(z)) = pof(z). 

3.2. Dynamique quasi-périodique et logarithme itératif. — Dans cette sec
tion on considère les aspects locaux de la dynamique quasi-périodique d'un système 
dynamique donné. 
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A chaque système dynamique (f,U) on associe son domaine de quasi-périodicité, 
que l'on note £(/). Dans cette section on s'intéresse aux aspects locaux de la dy
namique de / sur £(/). Par conséquent on n'utilise que des propriétés élémentaires 
d'analyse et plus concrètement les outils de la Section 1.3.1. Des aspects globaux de 
la dynamique sur le domaine de quasi-périodicité sont étudiés dans les Sections 4.2 
et 5. 

Un des modèles de la dynamique quasi-périodique est la translation z i—> 2 + 1. 
Supposons donc que / est localement conjugué à z ^ z + l; c'est-à-dire qu'il existe 
une fonction analytique h au voisinage d'un point Zo telle que h\zo) ^ 0 et ho f[z) = 
h(z) + 1. Alors notons que 

lim 
InL-O 

r \ z ) - z d d 

n 
lim 

|n|p —U 

h-\h(zss) + n)-h~\h(z)) 

nd 
1 

h'{zY 
Ceci explique la définition suivante. 

Définition 3.7'. — On appelle 

£(f) = {ZQ G U I il existe k = k{zo) ^ 1, tel que 
jnk _ M 

nk d+d1d+ 
est uniformément convergente sur un voisinage de 2Q, quand |n|p —> 0} 

le domaine de quasi-périodicité de / . De plus la fonction /* : £(f) —> Cp, définie par 

f*(zo) = lim 
|n|p->0 

fnk(zo)-z0 
nk 

pour zo G £(/), est appelé le logarithme itératif de / . 

Ainsi définie /* est une fonction analytique ; voir aussi Corollaire 4.17. Notons que la 
définition de /* ressemble à la définition du nombre de rotation d'un homéomorphisme 
du cercle. Dans ce dernier cas il faut considérer le relèvement sur M et n —> oo au lieu 
de \n\p —> 0. Donc on peut dire que pour ZQ G £(/), /*(^o) ^st le 'nombre de rotation 
infinitésimal de / en ZQ . 

Remarque 3.8. — La notion de logarithme itératif formel est connue dans la littérature 
sous divers autres noms ; voir les références en [Ecl] et aussi la très complète référence 
de [Ku] pour ce sujet et autres. Ici on considère l'approche d'Ecalle; voir [Ecl]. Il a 
considéré le logarithme itératif pour les séries formelles sur C tangentes à l'identité 
et il a étudié des problèmes de convergence. Lubin a considéré le logarithme itératif 
défini sur les anneaux à valuation discrète au voisinage des points fixes paraboliques 
et il a montré 1 et 2 de la Proposition 3.16 (ci-dessous), dans ce contexte par une 
méthode différente; voir [Lui]. 

Proposition 3.9. — On a les propriétés suivantes du domaine de quasi-périodicité. 

(i) £(/) est ouvert. 
(ii) / est injective sur £(f). 
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(iii) £(f) est invariant par f. 
(iv) £(fn) = £(f) et = nU, pour tout n ^ 1. 
(v) Si g = ho f o alors £(g) = h(£(f)) et g* o h = h' f*. En particulier pour 

tout entier m ^ 1 on a f, o = /*(/m)'. 

D éra onstrati o n 
(i) Suit directement de la définition. 
(ii) Soient z0 et z\ G £(f) différents. Alors il existe r > 0 et k > 1 tels que la 

suite - rk-id i 
nk 

r,z>o est uniformément convergente sur BV(ZQ) et Br(z\). De plus on 
peut supposer que Br(zo) n Br(z\) — 0 . Donc pour n de norme p-adique assez petit 
on a fnk(z0) G Br(z0) et fnk{Zl) G Br(zA). Par conséquent fnk(z0) ^ fnk(z,) et 
/(*()) ^ 

(iii) Il suffit de montrer que, si { k K }„>o est uniformément convergente sur un 
voisinage de 0, alors { * k 1(1 o /}n>n aussi. Notons que pour n ^ 0 on a 

/*""• o / - f f o /*» - / /(id+(/A'" - id)) - / 
d+d41d+ kn kn 

Donc d+d4d f}nZ>o converge uniformément vers f o sur un voisinage de ZQ. 
(iv) Immédiat. 
(v) On observe simplement que 

<7* = lim 
d+d4d 

<ik" oh- h 

kn 
lim 

|n|p--() 

/i o fk" - h fkn - id 
fkn - id fcra 

+d4d 
f 

Exemple 3.10. — Soit /(z) d+d45 

1 - az 
Alors 

d+d4d+d4 

n 

az2 
1 — n a Z 

Donc/.(*) = a*2 et 5(/)=P(C„). 
Soit f (2) = Xz avec |À| = 1 ; on a 

f"(z)-n A' I 

n 71 
Donc /* = (lnA)z et £(/) = P(CP). Il n'est pas difficile de voir que, si R est une 
fonction rationnelle de degré un telle que £{R) 7̂  0 , alors R est conjuguée à une de 
ces fonctions. 

3.2.1. Automorphismes d'un disque et logarithme itératif. ----- Pour w G Cp et A; ^ 0 
soit 

dd+4 

dvrd 
w(w - ! ) • • • (w - (k - 1)) 

1 • • • k 

et considérons la fonction continue p : (0, 0 0 ) —> (0, 0 0 ) définie par p(s) = spl^v~l\ 
pour s ^ 1, p(p~n) — p1/^^-1), pour ?i ^ 0 et de la forme ansbn si p~(n+1) ^ s ^ 
p~n. Notons que p(s) —> 1 quand .s —> 0. 
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Lemme3.11. — Soit R > 0 et f G H(BR(0)) un automorphisme de BR(0) tel que 
| |/ — id HBK(O) < jR, oii 7 G (0,1). Alors on a les propriétés suivantes. 

(i) £(f) = BR(0). 
(h) Posons TQ = id et pour n ^ 0 posons Tn+i = TN o f — TN ; donc TN = 

ElUC-1)'("')/""'• Pourw e Cp tel que p(\w\) < 7"1 on a \\Tn\\Bn{0) ^ R-yn. 
DP rtl.nsi In RPVÏP 

^ k-ykR, 
m 

i=0 

re 
i 

d 

converge uniformément dans BR(0) vers un automorphisme de BR(0). De plus si 
p(\wi\) < 7 _ 1 , pour i = 1, 2, alors fOWl o fow* = f°(™i+™2) M 

(iii) Pour tout w G Cp avec p(\w\) < 7_1 on a 

f* 
fou, _ y 

W BR(0) 
^ CR\w\ et ev 

vr+d4 
^ k-ykR, 

TA 

i BR(0) 
^ k-ykR, 

où la constante C ne dépend que de ~/p(\w\). En particulier 

(fn-id)/n et 

i>0 

^ k-ykR, Ti 
id 

convergent uniformément vers /* sur BR(0) quand \n\p —» 0. 

La démonstration du Lemme 3.11 est à la fin de cette section. 

Corollaire 3.12. — Si f : BR(0) —• BR(0) est un automorphisme, alors £{f) = BR(0). 
Si de plus f est tangent à l'identité en 0, alors pour tout w G Cp la série fow est 
convergente au voisinage de 0. 

Démonstration. — Comme / est un automorphisme de BR(0) il existe |A| = 1 tel 
que \f'{z) — À| < 1 pour tout z G BR(0). Par conséquent, quitte à remplacer / par 
un itéré, on peut supposer |/'(0) — 1| < 1. Alors pour tout r G (\f(0)\,R) il existe 
7 = 7(r) G (0,1) tel que ||/ —id \\BV(O) < jr. Donc par (i) du lemme on a Br(0) C £(f). 

Si / est tangent à l'identité, pour tout w G Cp on peut trouver R > 0 petit tel que 
||/ — id H s f t ( o ) < lR avec 7 < p(\w\)~l. Alors on peut appliquer le lemme. • 

Notons que la formule du logarithme itératif en (iv) du lemme ressemble celle du 
logarithme usuel 

lux — (x — 1) — 
(x - l)2 {x - l)3 

2 3 
Notons aussi l'analogie entre la définition de /* et l'identité suivante du logarithme 

o-adiaue 

lnf A) = lim 
|n|P-+0 

\n - 1 
nvr 
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Les séries dans (ii) sont les itérés fractionnaires de / ; voir par exemple [Ecl]. De 
la formule 

f* = lim 
W-+0 

FOW _ ID 

w 
on peut penser à /* comme un champ de vecteurs et fow comme le temps w du flot 
engendré par /*. Ceci est justifié aussi par la formule de transformation (v) de la 
Proposition 3.9. 

La démonstration du Lemme 3.11 dépend du lemme suivant. 

Lemme 3.13. — Pour tout w G C„ et k ^ 1 on a 

w 
k 

^ k\w\p(\w\)k et 1 fw\ 
\w\k/ 

-id||fl||Tn||fl^7 
k 

<k2\w\p(\w\)k. 

Démonstration. — Si \w\ ̂  1 alors il est facile de voir que 

d+d4 
k 

w\k 
\k\\ 

vr S MV/(p_1))* 

Donc on obtient les deux inégalités dans ce cas. Si p (n+1) ^ \w\ ̂  p 71 alors notons 
que 11 — w/i\ ^ 1 si \i\ > v~~n et 11 — w/i\ ^ \w\ • lil-1 sinon. Donc on a 

=-id||fl||Tn||fl^ 1 - - w 
k - 1 vr w 

PTI+L 

k/Pn+1 1 
\P\ 

k/vn + 2+k/vn + 3 + ... 

= (\w\pn+1)k/pn+1pk/pn+1^p-l) =p(\w\)k\ 

car il y a au plus k/prn entiers dans {1 , . . . , k} que sont divisibles par prn. Par consé
quent 

re 
kj 

I w 
k 

— w) - - - - 1 - w 
k - 1 ^ k\w\p(\w\)k. 

D'autre part 
1 / V 
w\k) 

-id||fl||Tn||fl^7l|rn| 
k k l<i<k-l 

W 
i -il^7l|rn| 

1 - w 
3 ) 

Par le raisonnement précédent on a i<:/<:a- i..y-// 1 — w/j) ^ p(\w\)k. Donc 

I 1 fw^ 
w\k) 

(-Dk-l\ 
k 

<k2\w\p(\w\)k. 

Démonstration du Lemme 3.11. — On note || • \\R au lieu de || • ||BH(O)-
(ii) Par le Corollaire 1.4 du Lemme de Schwarz, pour tout n ^ 1 on a 

\\Tn + A\R = \\Tno f -Tn\\R^ 1,, 
R 

f-id||fl||Tn||fl^7l|rn||fl. 

Donc par induction on a ^ i?7n. Par le Lemme 3.13 |(™)| ^ n\w\p(\w\)n, 
par conséquent || (Lru})Tn\\R <C n\w\(jp(\w\))n —» 0, quand n —» oo. Donc fow est un 
automorphisme de BR(0). 
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On a l'identité fOWl o fow* = f°(™i+w2) au sens formel. voir [Ecl]> Donc si les 
séries sont convergentes on a aussi cette identité au sens analytique. 

(iii) Par (ii) la série Ylkz>i(~ est convergente. Soit n ^ 0 tel que 
r>-(n+1) < IML < W_N. Par le lemme précédent on a 

/'" - id 
W 

oc 

k=\ 

-id||fl||Tn||fl^ 

k R 
re 

oc 

\k = 2 

1 A/A 

d+d4d 

( - 1 ) ^ 

A; 
Tk 

li?. 

re maxfc(7P(M)f 
A:>1 

-id||fl||Tn||fl^7l|rn| 

où C ne dépend que en jp(\w\). Par conséquent (fow — id)/w converge uniformément 
sur BR{0), mais par définition 

f* = lim 
fn - id 

7? 
lim 

L"L/>-0 

/on - id 
n 

k^i 
• ( - i r 

TA-

A: ' 

Donc on obtient la première inégalité du lemme; la deuxième suit de (ii). 
(i) Suit de (iii). • 

3.2.2. Propriétés du domaine de quasi-périodicité 

Proposition 3.14. — On a les caractérisations suivantes du domaine de quasi-
périodicité. 

(1) £(f) — {z{) G U | il existe n, —> oo tel que fr,J —> id sur un voisinage de ZQ}. 

(2) £(f) = {z0 G U | r+d4 
nk v 

es£ localement uniformément bornée). 

Démonstration 
(1) Siz0 G £(/), alors il existe A: ^ l , r > 0 et C > 0 tels que\fkj>" (z)-z\ < Cl/p'\ 

pour z G £?r(zo). Alors la suite {fkp }n>o converge uniformément vers l'identité 
sur Br(zo). Supposons que /'"•' converge uniformément vers l'identité sur BV(ZQ). 

Alors, pour j assez grand on a f'n-> (Br(zo)) C BT.(ZQ) et \(fnj)'(zo)\ — 1- Donc par le 
Corollaire 3.12 on a z0 G Br(z0) C £(/). 

(2) Si ZQ G £(/), alors la suite {^—^jr^}n>o est uniformément bornée sur un voi
sinage de ZQ. Supposons que { ^ n/Tld }n>o est uniformément bornée sur un voisinage 
de 2o- Alors }n>o converge uniformément vers l'identité sur un voisinage de ZQ, 
et par 1 on a ZQ G £(/)• • 

Corollaire 3.15. — Tout z G £(f) est récurrent par f. 

Démonstration. — Par la caractérisation 1. • 

Proposition 3.16. — On a les propriétés suivantes du logarithme itératif. 

(1) Soit ZQ G £(/)• On a /*(zo) = 0 si et seulement si ZQ est un point périodique 
indifférent de f. Si k est une période de ZQ, alors /*(~o) = £ hi(fkY(zo). En particulier 
ZQ est parabolique si et seulement si f*(zo) = 0. 
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(2) Pour tout ZQ G £(f) tel que J*(ZQ) ^ 0 il existe k ^ 1 tel que fk est conjugué 
analytiquernent à la translation z i—>• z + k sur un voisinage de ZQ. Plus précisément 
pour tout z sur un voisinage UZ() de ZQ on a 

r(fh(z)) = r(z) + k, 

où f* : UZ{) Bt, (0) est une primitive formelle injective de 1//*. 

Corollaire 3.17. — Les points périodiques indifférents sont isolés. 

Démonstration. — Par 1 les points périodiques indifférents sont les zéros de la fonc
tion analytique /*, donc sont isolés. • 

Démonstration de la Proposition 3.16 

(1) Si ZQ est périodique on a f*{zo) = 0. Supposons que /*(ZQ) = 0. On peut 
supposer de plus k(z0) = 1, UZo = B+(z0), avec r G |CP|, et f(B+(z0)) C B+(z0). 

On considère la norme uniforme ||-||r = IHI^+^Q) sur H(B+{ZQ)) ; voir Section 1.3.1. 
On pose fpn = id+<?n, où \\gn\\r < Cp~n. Donc 

fk"" (z) = z + gn(f"' (z)) + • • • + 9n(f(k-lh'" (z)) = z + kgn(z) + rn(z), 

où \\rn\\r ^ ^H^nllr? Par ê corollaire du lemme de Schwarz. Par conséquent, si n est 
assez grand on a ||#n+i||r = ^||#n||r. 

Alors, soit gn = 0 et tout point de Br{zo) est fixé par fr\ soit /* ^ 0 sur B+(ZQ) et 
alors /* a un nombre fini de zéros sur B^(0). Par (v) de la Proposition 3.9 on a 
f*(fn(zo)) = (fn)'(zo)f*(zo) = 0 et par conséquent z0 est prépériodique par / . 
Comme / est injective sur BV(ZQ) C £(f) on a que ZQ est périodique par / . 

(2) Soit ZQ G £(f) tel que /*(ZQ) ^ 0 et soit /* une primitive formelle de 1//* définie 
sur un voisinage de ZQ et telle que /*(ZQ) = 0. Comme (/*)'(zo) = l//*(zo) ^ 0, il 
existe n > 0 et une boule UZ() que contient ZQ tel que /* : UZo —• Bp-n(0) est une 
bijection. 

Soit m tel que /m(^0) G UZ(). Par (v) de la Proposition 3.9 on a /* o frn = /*(/m)'. 
Par conséquent (/* o f111)' = (/*)' sur UZ{). Donc il existe w G Bp-tl(0) tel que 
/* o fm = f* + w. Alors 

f*(z0) = lim 
n p-0 

fmnU)-^o 
s+s4 

lim 
-id||fl||Tn||f 

(P)-l(nw)-(r)-l(0) 

mn 

w 

m 
h(zo). 

Comme f\(zo) ^ 0 on a w = m. Par conséquent /* o fm = /* + m sur f72o. 

3.3. Points périodiques indifférents. — Dans cette section on considère la dyna
mique au voisinage des points périodiques indifférents. Il suffit bien sûr de considérer 
le cas des points fixes. On considère le groupe (pour la composition) I(CP) des séries / 
À coefficients dans CL de la forme 

f(z) = Xz -F a1z2 + a2z3 H , où |A| = 1 
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qui convergent au voisinage de 0. Comme dans la Section 3.1 on définit, pour f(z) ^ 
Àz, 

r(f) = sup|aJ1/A: 
vr 

vr 
< OO. 

Proposition 3.18. — Soit f G I(CP) une série différente de Xz. Alors f est convergente 
sur £?r(j)(0) et on a les propriétés suivantes. 

( i ) % ) ( 0 ) c £ ( / ) . 
(ii) r(f) = sup{r| / est convergente sur Br(0) et f(Br(0)) C Br(0)}. 

Démonstration. — La preuve de (ii) est similaire à celle de la Proposition 3.2 de la 
Section 3.1. L'assertion (i) résulte du corollaire du Lemme 3.11 de la section précé
dente. • 

On s'intéresse d'abord aux points périodiques de / dans Br^(0). Dans la Sec
tion 3.3.1 on considère la structure du groupe I(CP). On verra que si G i~(Cp) est 
une fonction rationnelle, alors on a r(R) G |CP| ; voir Lemme 4.11 dans la Section 4.1. 

Considérons dans la suite une série / G I(CP) telle que r(f) G |CP|. Après chan
gement de coordonnée on peut supposer que r(f) — 1. Alors / G [[z]], c'est-à-dire 
/ est à coefficients entiers. Quitte à changer / par un itéré on peut supposer en plus 
que |/'(0) — 1| < 1. On verra que dans ce cas tous les points périodiques de / dans 
Hr(j)(0) ont une période primitive de la forme pn, oùn ^ 0; voir [Lil]. 

Rappelons que le degré de Weierstrass d'une série g(z) = CIQ + a\z H-id||fl||Tn||fl^7l|rn| G Oat[[z]], 
noté wideg(g), est le plus petit entier d ^ 0 tel que \aci\ — 1. Si d est fini alors d est 
égal au nombre des zéros de g dans {\z\ < 1}, comptés avec multiplicité. De façon 
équivalente wideg(g) est égal à ordg(0) où g dénote la réduction de g. Par conséquent 
pour n ^ 1 le nombre 

wideg(/n - id) = ord?n_id(0) G {1, 2,...} U {œ} 

est égal au nombre de points fixes de / dans {\z\ < 1}. Donc pour connaître le nombre 
des points périodiques de / dans {\z\ < 1} d'une période primitive donnée, il suffit 
d'étudier la suite {wideg(/n — id)}n^i. 

La condition |/7(0) — 1| < 1 est équivalente à ce que / soit tangente à l'identité en 
zéro. De plus notons que si f(z) = z + amzm+1 + • • •, alors wideg(/ — id) = m + 1 et 
pour tout entier /c, 

fk(z) = z + karnzm+1 + ---

Par conséquent wideg(//c — id) = wideg(/ — id), pour tout entier k qui n'est pas 
divisible par p. Donc tous les points périodiques de / dans {\z\ < 1} de période k sont 
des points fixes. Plus généralement tous les points périodiques de / dans {\z\ < 1} 
de période kpT\ avec n ^ 0 et k qui n'est pas divisible par p, sont aussi de points 
périodiques de période pn. 
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Par conséquent tous les points périodiques de / dans {\z\ < 1} ont une période 
primitive de la forme pr\ avec n > 0. Donc il suffit d'étudier la suite 

irn — wideg(/p — id), pour m ^ 0. 

Théorème (Sen [Se]). — Soit f G Ocp[N] un série telle que |/'(0) — 1| < 1. Si n > 0 
est tel que in < OO, alors in = in-\ mod (pn). 

Voir aussi [Lu2] et [Lil]. Le théorème suivant de Keating [Ke] décrit des cas où l'on 
peut connaître explicitement la suite irn. On utilise ce théorème dans l'exemple 5.15 
de la Section 5.2. 

Théorème (Keating [Ke]). — Soit f G C*cp[[#]] une série telle que io — 2 eti\ — 2 + bp 
avec 0 < b < p — 1. Alors 

im = 2 + bp + bp2 + ••• + 6pm, 

pour tout m ^ 1. 

Exemple 3.19. — Considérons la série g(z) = z + z2 + az3 + • • • G Fp[[z]]. On va 
montrer que si p > 2 alors gp{z) — z — (a — l)zp+2 + • • •. Par conséquent si une série 
/ £ Ocp [[z]] a 9 comme réduction et a ^ 1, alors / vérifie les hypothèses du Théorème 
de Keating avec 6 = 1. Donc irn = 1 + (1 + p + • • • -f prn) dans ce cas. 

On suppose alors que p > 2 et on pose T(p) — p o / — p, qui est linéaire en p. Soit 
Po(z) = z et <̂ fc+i = Tk(po) de telle façon que pi(z) = z2 et = z + pp(z). Pour 
/ ^ 1 on a, 

T{zl) = (*(1 + z + az2 + • • • ))' - z1 = lzw + fl(l-l) 
2 

-la)zl+2, 

et en particulier T(zp) = z2p H . Donc pk(z) = k\zk+l H , pour 0 ^ k < p, et si 
on pose ipv-2(z) = (p - 2)\zp~1zp~1 + azp + • • • on a, 

¥>„-!(*) = TUpv-2(z)) = (p- 2)!T(^-M + aT(zP) + ••• 

= h- i)\zp + (v- 1V.\ •p-2 , 
2 

a)zp+1 + ••• . 

Comme p > 2 on a (p - 2)/2 = - 1 , 2p > p + 2 et (p - 1)! = 1. Donc 

<pJz) = T(ip„-i(z)) = -(a - l)z"+2 + •••. 

Exemple 3.20. — Considérons le polynôme P(z) = z + zp G Fp[z]. On peut montrer 
par induction 

Pn{z) = z + d 
r 

zp + --- + 
v 

rd 
zv'\ 

Par conséquent ord(P" (z) — z) est égal à pk, la plus grande puissance de p qui divise n. 
En particulier ord(Pp" — z) = pp"'. 
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Donc une série / G 0cp[[#]] telle que f = P vérifie in = wideg(fpn — id) = . Si 
p = 2 on a zo = 2 , i i = 4 — 2 + 2b avec 6 = 1 et 

im = 22"1 > 2m+1 = 2 + 6(2 + 22 + • • • + 2m). 

Si / est à coefficients dans un corps algébrique K et f(z) ^ Xz alors / a un nombre 
fini de points périodiques dans {z e K \ \z\ < 1}. En effet, dans ce cas la complétion K 
de K par | • | est localement compacte, donc {z G K \ \z\ < 1} C £(f) est compact et 
comme les points périodiques de / dans £(/) coïncident avec les zéros de /* G HÇDp) 
il ne peut avoir qu'un nombre fini de points périodiques de / dans {z G K | \z\ < 1}. 

De plus on a les résultats suivants de Lubin ([Lui], Corollaire 4.3.1) et Li ([Lil], 
Théorème 4.3). 

Théorème (Lubin [Lui]). — Soient K C C„ est un corps à valuation discrète et f G 
C^[[x]] est une série telle qu'il existe n > 0 avec wideg(/n — id) = oo et fn ^ id, 
Alors f a un nombre fini de points périodiques dans {z G K | \z\ ^ 1}. 

Théorème (Li [Lil]). — Soient K C Cp un corps à valuation discrète et f G OK[[%]] 

une série telle que |/'(0) — 1| < 1. Si f a un point périodique de période primitive pm 
alors prn — pm~l ^ e, où e est le degré de ramification de K sur Qp. 

Remarque 3.21 

(1) En général, si / G I{CP) on peut avoir r(fn) > r(f). Par exemple la série 
f(z) = -z(l + 2z + 4z2 + • • • ) = z/(2z - 1) est telle que f2 = id donc, r(/2) - oo > 
|l/2|p = r(/). 

(2) Comme le montre f(z) = z + z2 + z* + • • • = z/(l — z), en général Br(f)(0) ne 
peut contenir que 0 comme point périodique de / . 

3.3.1. Conjugaison locale des points périodiques indifférents. — La classe de conju
gaison et les centralisateurs du groupe I(CP) ont une structure très simple et bien 
connue: voir [Lui]. C'est la même structure que pour le groupe formel correspon
dant : pour tous f et g e /(Cp), / est localement conjugué à g si et seulement si / est 
formellement conjugué à g. Dans cette section on rappelle brièvement les principaux 
résultats. 

L'étude des classes de conjugaison du groupe /(C) est beaucoup plus subtile ; voir 
[Ecl], [Vo] et [Y]. Par exemple toute série / G I(CP) telle que /'(O) n'est pas une 
racine de l'unité est localement linéarisable ; voir par exemple [HY] et [Lui], [TVW], 
[AV]. Dans le cas complexe ce n'est pas toujours le cas et il y a des problèmes de 
petit diviseurs assez délicats ; voir [Y]. 

Pour A G Cp avec |À| = 1 on définit ord(À) comme le plus petit entier positif tel que 
Xn = 1, si À est une racine de l'unité et ord(À) = oo sinon. Soit / G I(CP) et on pose 
A = /'(O). Si ord(A) = q < oo on définit valit(/) = oo si fq = id et valit(/) = n ^ 1 
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sinon, où n est l'entier tel que 

fq(z) = z + azn+l -f • • • , avec a ^ 0. 

L'entier n est alors un multiple de q. Dans ce dernier cas on a f*(z) — {a/q)zn+l + • • • 
et on note resit(/) le résidu de 1//* en 0. Soient / et g G I(CP) avec A = /'(O). 

• Si ord(A) = oo alors f et g sont conjugués si et seulement si #'(0) = À. 
• Si ord(À) = q < oo et fq = id, alors / et g sont conjugués si et seulement si 

g'(0) = X. 
. Si ord(À) = q < oo et valit(/) < oo alors / et g sont conjugués si et seulement si 

g'{0) = A, valit(J) = valit(<?) et resit(,/') = resit(#). 

Dans ce dernier cas / est conjugué a un unique polynôme de la forme \z(l-\-zn + az2n), 
avec a G Cp. Soient / G I{CP), m ^ 1 et C G C7, tels que Cm = /'(O). 

• Si ord(C) = oo il existe un unique g G I(CP) tel que #'(()) = C et 9m = f-
• Si ord(C) = q < oo et = id il existe g G I(CP) tel que ^'(0) = C et gm = f. 
. Si ord(C) = q < oo et valit(/) < oo alors il existe g G I(CP) tel que #'(0) = C et 

5,r/' = / si et seulement si g|valit(/). La série g est alors unique. 

Soient / , g G I(CP). 

• Si g* ̂  0 alors / et g commutent si et seulement s'il existe w G C?> — {0} tel 
que /* = wg*. 

• Si / est linéarisable, son centralisateur se déduit par conjugaison de celui de sa 
partie linéaire. 

• Si ord(//(0)) = q < oo et valit(/) = oo posons / = fq et définissons pour 
ord(C)|valit(/) la série fç G /(Cp) par /̂ (O) = C et f^d{0 - / . Alors g G J(CP) 
commute avec / si et seulement s'il existe £ (avec ord(£)|valit(/)) et w G C7, tels que 

9 = k°f =f °/C-

4. Dynamique des fonctions rationnelles 

Cette partie est dédiée à l'étude de la dynamique globale d'une fonction rationnelle. 
Dans la Section 4.1 on étudie les bassins d'attraction et dans la Section 4.2 on étudie 

les propriétés globales du domaine de quasi-périodicité d'une fonction rationnelle. 
On a la partition usuelle en ensembles de Fat ou et de Julia comme dans le cas com

plexe ; voir Section 4.3. Dans la Section 4.4 on montre le Théorème de Classification 
caractérisant la dynamique de l'ensemble de Fat ou. De plus on fait une conjecture 
de non-errance et une conjecture sur la structure de l'ensemble de Fatou. Dans la 
Section 4.5 on considère une classe de fonctions rationnelles dites simples, qui ont une 
dynamique particulièrement élémentaire. 
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On considère d'abord les propriétés de la dynamique d'une fonction rationnelle à 
coefficients algébriques qui ne dépendent pas d'une valuation donnée. Plus concrète
ment on s'intéresse aux points périodiques. Il y a une grande littérature à ce sujet et 
on renvoie le lecteur aux bibliographies de [MS2] et [Be]. On a la propriété suivante. 

Théorème (Northcott [No]). — Une fonction rationnelle à coefficients sur un corps 
algébrique a un nombre fini de points prépériodiques. 

Ce théorème vaut en dimension quelconque ; voir aussi Lewis [Le]. On donne une 
nouvelle démonstration de ce théorème (en dimension 1) à l'aide du logarithme itéra
tif; voir remarque dans la Section 4.5. 

Il y a deux types de cycles dont la nature ne dépend pas de d'une valuation : les 
cycles super-attractifs qui sont ceux pour lesquels le multiplicateur est égal à zéro et 
les cycles paraboliques, qui sont ceux pour lesquels le multiplicateur est une racine de 
l'unité ; voir Section 3. 

D'après un théorème de Fatou tout cycle attractif ou parabolique, d'une fonction 
rationnelle complexe de degré au moins deux, attire au moins un point critique par 
itération; voir [Fa]. Comme une fonction rationnelle de degré d > 1 a au plus 2d — 2 
points critiques on obtient : 

Théorème (Fatou [Fa]). — Soit R G C(z) une fonction rationnelle de degré au moins 
deux. Alors le nombre de cycles attractifs ou paraboliques est majoré par 2 deg(R) — 2. 

Il y a une amélioration de ce théorème par Shishikura qui dit que le nombre de 
cycles non-répulsifs d'une fonction rationnelle complexe de degré d ^ 2 est majoré 
par 2d — 2 ; voir [Sh] et une nouvelle démonstration de A. Epstein [Ep]. 

Cette propriété est loin d'être vraie dans le cas p-adique. Par exemple le polynôme 
zp G Cp[z] a une infinité de cycles attractifs; voir Section 4.1.1. D'autre part, une 
fonction rationnelle à coefficients sur Cp a un cycle indifférent, alors elle en a une 
infinité; voir Corollaire 5.17. 

Par le principe de Lefschetz on la une propriété analogue au Théorème de Fatou 
pour les fonctions rationnelles à coefficients dans Cp. 

Théorème 1. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré d ^ 2. Alors le 
nombre de cycles super-attractifs et paraboliques de R est au plus 2d — 2. 

Démonstration. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré d ^ 2 et consi
dérons k ^ 0 cycles super-attractifs ou paraboliques. Considérons l'ensemble T des 
coefficients de R et des points périodiques super-attractifs et paraboliques en ques
tion. Comme T est un ensemble fini le corps Q(T) a un degré de transcendance fini 
sur Q et par conséquent il existe une immersion i : Q(T)(z) —• C(z). Alors la fonction 
rationnelle image i(R) G C(z) a au moins k cycles super-attractifs ou paraboliques et 
donc, par le théorème de Fatou on a k ^ 2d — 2. • 
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Si l'on considère seulement des cycles super-attractifs et paraboliques, alors l'énoncé 
du théorème de Fatou est purement algébrique. Cependant la démonstration de Fatou, 
ainsi que celle de A. Epstein, utilise des méthodes complexes. Il serait souhaitable 
d'avoir une démonstration de ce théorème (disons pour les fonctions rationnelles à 
coefficients algébriques) qui soit purement algébrique. 

Remarque 4.1. — Dans le théorème de Fatou ci-dessus (et donc dans le Théorème 1), 
on peut compter les cycles super-attractifs et paraboliques avec multiplicité comme 
suit. Si ZQ est un point périodique super-attractif de période primitive n, alors 
la multiplicité du cycle correspondant est deg^^o) — 1. Si zo est un point pé
riodique parabolique de période primitive n, alors la multiplicité de son cycle est 
valit(i?n, zo)/ord(i?n, ZQ) dans la notation de la Section 3.3.1. C'est-à-dire, si l'on 
considère une coordonnée telle que zo — 0 et si {Rn)'(0) est une racine primitive 
qieme je punj^ . a}ors }a multiplicité est égal à l'entier N/q, où N est déterminé par 
(Rnq)(z) = z(l + azN + • • • ), avec a^O. 

4.1. Domaines d'attraction. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et zo G 
P(CP) un point fixe attractif de R. Rappelons que 

W*A>O) = {z G P(CP) | d(Rn(z),Rn(z0)) -> 0 quand n -> oo} 

est le bassin d'attraction de ZQ pour R; voir Section 3.1. Notons que 

*A>O) = {z G P(CP) | d( +1s+s 

Par conséquent R envoie une composante analytique de W#(zo) sur une composante 
analytique de WJ^zo) ; v°ir Proposition 2.6. 

Définition 4.2. — Soient R G Cp(z) une fonction rationnelle et ZQ un point périodique 
attractif de R. Alors la composante analytique de WR(ZO) qui contient zo est appelée 
le bassin d'attraction immédiat de zo et composante attractive de R. 

Définition 4.3. — On dit qu'un espace analytique connexe X est de type Cantor si 
l'arbre Ax de X est non-vide et si Ax satisfait les propriétés suivantes 

(1) Toute arête de Ax a deux extrémités dans Ax-
(2) Pour tout point S de Ax et V G S on a Dv H X ^ 0. 

La condition 2 implique que pour tout sommet S de Ax il existe au moins trois 
arêtes ayant S comme extrémité ; en particulier Ax a une infinité de sommets. Dans 
la notation de la Section 1.2.3, la condition 2 de la définition se traduit par ns = 0 

pour tout point S de Ax-
Par exemple le complémentaire dans P(CP) d'un ensemble de Cantor est un espace 

analytique connexe de type Cantor; voir l'exemple 1.3 (vii) où l'on considère l'arbre 
de P(CP) — Oqp et voir l'exemple 6.1 où on considère un polynôme ayant P(CP) — OQ 
comme bassin d'attraction immédiat de l'infini. 
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On fixe pour le reste de cette section une fonction rationnelle R G Cp(z) de degré 
au moins deux et un point fixe attractif ZQ de R. 

Théorème 2. — Notons C le bassin d'attraction immédiat de ZQ et D C VV (̂zo) un 
disque tel que ZQ G R(D) C D. Pour n ^ 0 notons Xn la composante connexe de 
V affinoïde ouvert R~n(D) qui contient ZQ. On a alors C = \Jn^ç)Xn. De plus il y à 
deux cas : 

(1) C est un disque rationnel ouvert. 
(2) C est un espace analytique de type Cantor. 

La démonstration de ce théorème est à la fin de cette section. Supposons que le 
point fixe attractif z$ ait un bassin d'attraction immédiat D au sens de la Section 3.1. 
Alors D est une boule ouverte (Lemme 4.11 ci-dessous). Notons X la composante de 
R~1(D) qui contient D. On a I = D sinon il existe r > r(R) tel que le disque ouvert 
D\ de centre ZQ et rayon r soit contenu strictement dans X ; alors R(D\) est contenu 
strictement dans R(X) = D C D\. Par conséquent D est la composante analytique 
de Wff(z{)) qui contient ZQ. 

Corollaire 4.4. — // existe d > 1 tel que R : C —> C est de degré d. En particulier 
R{C) = C. 

Démonstration. — Par la Proposition 2.6 il existe dn ^ 1 tel que R : Xn —•> Xn-\ est 
de degré dn. Il est facile de voir que dn+i ^ dn et par conséquent dn = d ^ 1 pour n 
assez grand. Alors R : C —> C est de degré d. 

Si C est un disque alors d > 1, car sinon zo est indifférent. Si C n'est pas un 
disque alors il existe n tel que Xn est un disque et Xn+i ne l'est pas. Par conséquent 
d ^ dn > 1. 

Corollaire 4.5. — Si X — R'(ZQ) / 0 il existe (f G H(C) tel que cp o R = Xtp et 
<P(C) = cp. 

Démonstration. — Par (i) de la Proposition 3.3 il existe ip G H(D) tel que tpoR = X(p 
sur D. Comme pour tout n ^ 0 on Rn(Xn) = X{) = D on obtient que p = X~'n\poRn G 
H(Xn). Comme C — Un^oXn et Xn C An+i pour tout n ^ 0 on a (/? G W(C) et (̂ ?oi? = 
Xip. De plus notons que ip(Xn) = X~nip(Xo) donc (/?(C) = (p(Un^oXn) = Cp. • 

Corollaire 4.6. — Si X C WJ^(zo) es£ î n affinoïde fermé, alors {Rn}nz>i converge 
vers ZQ uniformément sur X. 

Démonstration. — Si le disque D C C contenant ZQ est suffisamment petit, l'assertion 
est vraie; par conséquent il suffit de montrer qu'il existe n tel que Rn(X) C D. On 
peut supposer que l'affinoïde X est connexe et, quitte à remplacer R par un itéré on 
peut supposer X n D ^ 0, et par conséquent X C C — Un̂ >0An. Par conséquent il 
existe n tel que X C Xn et iT(A) c D. • 
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4-1.1. Bassins et points critiques. — Dans le cas complexe il y a un théorème du à 
Fatou qui dit que tout bassin d'attraction immédiat d'un cycle attractif contient un 
point critique. Ceci n'est pas vrai dans le cadre présent, par exemple tous les cycles 
de zp G Cp(z) sont attractifs et par conséquent il y a des cycles qui n'attirent aucun 
point critique ; voir aussi exemple 6.2. Mais on a le corollaire suivant du Théorème 2. 

Corollaire 4.7. — Si le bassin d'attraction immédiat C est un disque et ne contient 
pas de points critiques, alors R a une infinité de points périodiques attractifs et le 
degré de R : C —>• C est divisible par p. 

Démonstration. — On suppose que C = {\z\ < 1} et on note R la réduction de R. 
Alors wideg(R') = oo, donc R' = 0 et par conséquent le degré de R : C —» C est 
divisible par p. Par le Corollaire 4.4 on a deg(R) > 1 et par (iii) de la Proposition 2.4 
il existe une infinité de a G ¥p périodiques par R tels que Rn(Da) = DRn^ où 
n = n(a) est la période de a et Da dénote {z | z = a}. Par le lemme de Hensel, 
chacun de ces Da contient un point périodique attractif de R et par conséquent il y 
en a une infinité. Voir aussi la démonstration de (ii) de la Proposition 4.32. • 

On conjecture que cette propriété est aussi vraie dans le cas où C est de type Cantor. 
Ceci impliquerait que le nombre de cycles attractifs est, soit infini, soit majoré par 
le nombre de points critiques (et donc au plus 2deg(R) — 2), voir Corollaire 4.9 ci-
dessous. On remarque qu'il y a des fonctions rationnelles ayant un bassin d'attraction 
immédiat de type Cantor (d'un point fixe) qui ne contient pas des points critiques ; 
voir exemple 6.2. 

Proposition 4.8. — Soit R, G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors R a au plus 
deg(i?) — 1 cycles de bassins d'attraction immédiat de type Cantor. 

Corollaire 4.9. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux. Si 
R a plus de 3 deg(R) — 3 cycles attractifs, alors R en a une infinité. 

Démonstration. — Supposons que R a un nombre fini de cycles attractifs. Par le 
Corollaire 4.7 chaque cycle ayant un disque comme bassin d'attraction immédiat at
tirés au moins un point critique de R, et par conséquent il y a au plus 2 deg(R) — 2 
tels cycles. Par la proposition il y a au plus deg(R) — 1 cycles attractifs avec bassin 
d'attraction immédiat qui n'est pas un disque. • 

La démonstration de la Proposition 4.8 se base sur le lemme suivant ; voir [Be]. 

Lemme 4.10 

(1) Soient X un affinoïde fermé connexe non-vide et V C X un affinoïde ouvert. 
Alors le nombre de composantes connexes de Vaffinoïde fermé X — V est égal au 
nombre de bouts de V. 
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(2) Soient Vi,... , Vn des affinoïdes ouverts disjoints ayant chacun au moins deux 
bouts. Alors Vaffinoïde fermé P(CP) — V\ U • • • U Vn a au moins n + 1 composantes 
connexes. 

(3) Soit R G C(z) une fonction rationnelle de degré d ^ 1 et Di,... ,Dn disques 
disjoints deux à deux tels que R~l(Di) n'est pas une union de disques, pour 1 ̂  i ^ n. 
Alors n ^ d — 1. 

Démonstration 

(1) Pour chaque bout V de V l'ensemble Bv Pi X est un affinoïde fermé connexe 
non-vide. Par conséquent le nombre de composantes connexes de 

X ~ V = uv bout de vBv n X 
est égal au nombre de bouts de V. 

(2) Par la partie 1 et par induction en n. 
(3) On pose X = P(CP) - (Di U • • • U Dn). Par hypothèse, pour chaque 1 ̂  i ^ n il 

existe une composante connexe V% de R~l{D1) qui n'est pas un disque. Par la partie 2, 
R~1(X) a au moins n+ 1 composantes connexes. Par conséquent n+ 1 ̂  deg(R) — d, 
d ' o ù r c ^ d - 1 . • 

Démonstration de la Proposition J±.8. — Soit ZQ un point périodique de R de période 
primitive fc, soit D un disque qui contient ZQ et contenu dans le bassin d'attraction 
immédiat de ZQ. De plus soit X\ la composante connexe de R~l(D) qui intersecte le 
cycle de ZQ. Alors les bassins d'attraction immédiats des points du cycle de ZQ sont de 
type Cantor si et seulement si il existe l tel que Xi est un disque et ne Test pas. 
Donc si'l y a n cycles attractifs avec bassin d'attraction immédiat de type Cantor, on 
peut trouver des disques D\,..., Dn deux à deux disjoints tels que R(Dl)~1 n'est pas 
une union de disques. Donc par le point 3 du lemme précédent on a n ^ d - 1. • 

4.1.2. Preuve du Théorème 2. — La preuve du Théorème 2 dépend des lemmes 
suivants. 

Lemme 4.11. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle telle que R(0) = 0 et 
\Rf(0)\ ^ 1 et soit r(R) comme dans la Section 3.1. Alors r(R) G |CP|. 

Démonstration. — On pose R(z) = ao + a\z -f • • • . Soit il existe i tel que 
\ai\{r(R))1 — 1 et le résultat est clair; soit r(R) est le rayon de convergence de 
la série ao + a\z + • • • qui est donc égal à la plus petite norme d'un pôle et par 
conséquent r(R) G |CP|. • 

Lemme 4.12. — Soit {Xn}n^o une suite croissante d'affinoïdes ouverts connexes et 
soit C = \Jn^oXn, qui est un espace analytique connexe. Supposons que pour tout 
bout V de Xn on a Bj> (£_ C et il existe de bouts Vo et V\ de ATn+i tels que B-p0 C B-p 
et Bj>x C Bp. Alors C est de type Cantor. 

ASTÉRISQUE 287 



DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 199 

Démonstration. — Si S est un système projectif tel que S -< C alors il existe n ^ 0 
tel que S -< Xn. De plus si S Xn n'est pas un point de Axn, alors S n'est pas un 
point de Ac, donc Ac C Un^oAxn- Par définition pour tout point (resp. sommet) 
S de Axn-, il existe des bouts V% G S distincts, tels que D-pi (fi Xni i = 0,1 (resp. 
i = 0,1, 2) ; donc pour chaque Vh il existe un bout Qt de Xn tel que Bqî C Dpz. Par 
hypothèse Bqî (fi C, donc S est un point (resp. sommet) de Ac et par conséquent 
Ac — ^nZ>oAxn- Alors notons que C satisfait la propriété 2 car chaque Xn, étant un 
affinoïde ouvert connexe, la satisfait. 

Pour montrer la propriété 1 il suffit de montrer que pour toute arête / de Ac, 
chaque composante B de P(CP) — Cj intersecte C. Soit S e I et n tel que S G Axn-
Si B D Xn — 0 alors il existe un bout V de Xn tel que B C E-p. Par hypothèse le 
nombre de bouts Q de Xn+\ tels que Bq C Ep est au moins deux, donc Bq C B et 
Bnxn+ifi 0. • 

Lemme 4.13. — Soit Q G Cp(z) une fonction rationnelle et V un bout tel que B-p C 
Bq{V) et V fi Q(V)> Alors B-p contient un point fixe de Q. 

Démonstration. — Après changement de coordonnée on suppose que B-p — \\z\ ^ 1} 
et BQ{V) = {\z\ ^ r} où r G |CP| est tel que r > 1. Par le Lemme 2.3, (Q-id)(V) = V 
et par le Corollaire 2.2 on a {|z| ^ r} C (Q — id)(Bp). Par conséquent il existe ZQ G Bp 
tel que Q(ZQ) — zo = 0. • 

Démonstration du Théorème 2. — Soit C le bassin d'attraction immédiat de ZQ ; on a 
donc C C C. Il y a deux cas. 

Cas 1. — Xn est un disque pour tout n ^ 0. Alors C = Urc>oXn est un disque. Consi
dérons r > 0 et une coordonnée telle que ZQ — 0 et C = {\z\ < r}. Comme R{C) = C 
le développement en série de R est convergent dans C. Considérons r(R) > 0 comme 
dans la Section 3.1; on a r ^ r(R) par la Proposition 3.2. D'autre part pour tout 
s < r(R) il existe n tel que Rn(Bs(0)) C X0 et donc Bs(0) C Xn C ^r(^)(0) ; on 
conclut que r — r(R). Par le Lemme 4.11 on a r(R) G |CP|, donc après changement 
de coordonnée on peut supposer C = {\z\ < 1}. 

Considérons la réduction R de R et S — {̂ >(4r)}̂ ep(f ) ê système projectif cano
nique. On va montrer que C — {\z\ < 1}. Il suffit de montrer qu'il existe une infinité 
de £ G ¥p tels que DV(Â) n W£(0) = 0. Par (iii) de la Proposition 2.4 il suffit de 
montrer il existe une infinité de points périodiques de R dans ¥p. Ceci est immédiat 
car deg(iî) > 1. 

Cas 2. — Il existe no tel que Xno n'est pas un disque. On suppose sans perte de 
généralité que no = 1, de telle façon que X$ est un disque. Soit V® le bout de X0 ; 
notons que X\ a au moins deux bouts. De plus pour chaque bout Q de X\ on a 
BQ C BVo et Q fi TV 
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Comme pour tout bout V de Xn on a Rn(V) — Vo^ il existe au moins deux bouts 
Qn et Qi de Xn+l tels que BQi C Bv, pour i = 0,1. De plus V ^ V0 et Rn(V) = V0 
donc J3p C BRn(<p} et par le Lemme 4.13 la fonction rationnelle Rn a un point fixe 
dans Bp. Par conséquent Bp (jL W^(zo) et en particulier P-p ^ C et Bp (£_ C. Donc C 
satisfait les hypothèses du Lemme 4.12 et par conséquent C est un espace analytique 
de type Cantor. 

Il reste à montrer que C = C. Soit X un affinoïde fermé connexe qui intersecte 
Xo C C et P(CP) — C. Soit Vn un bout de Xn défini par induction (Vq est le bout 
de Xq) tel que Bpn + 1 C Bpn et tel que Bpn n I / 0 . Par le raisonnement précédent 
on a Bpn X. 

Soit Dq une composante connexe de F(CP) — X. Alors, soit D{)C)(Bpn —Bpn+1) = 0, 
soit Dq C Bpn — Bpn+1. Comme le nombre de composantes connexes de P(CP) — X est 
fini il existe n tel que Bpn — Bpn+1 C X. Par le raisonnement précédent il existe un 
bout Q de Xn+i tel que Bq C Bpn—Bpn+1 C X. Mais on a montré que Bq W#(zo)-
Donc AT £ W^(zo)- Par conséquent C = C. • 

4.2. Domaine de quasi-périodicité. — Fixons une fonction rationnelle G 
Cp(z). On note par £(R) l'ensemble de points ZQ G P(CP) tels qu'il existe une suite 
nj —> oo, quand j —>• oo, telle que i?n? converge uniformément vers l'identité pour 
la distance chordale, sur un voisinage de ZQ. On appelle £{R) domaine de quasi-
périodicité de R. 

Par définition £{R) est ouvert, R(£(R)) = £{R), R est injective sur £(R) et tout 
point de £{R) est récurrent par R. Dans la Section 4.4 on verra que £{R) est égal à 
l'intérieur de l'ensemble des points récurrents par R (Corollaire 4.27). 

Notons que la définition de £(R) coïncide localement avec la définition donnée dans 
la Section 3.2. En effet pour chaque ZQ G £{R) il existe un disque D C £(R) contenant 
zo et ri ̂  1 tel que Rn(D) = D et par conséquent Rn : D -H D est de degré 1. Par le 
Corollaire 3.12, D est contenue dans le domaine de quasipériodicité de R, au sens de 
la Section 3.2. En particulier £{Rn) — £{R) pour n ^ 1. 

On voudrait avoir un analogue du Lemme 3.11 pour les affinoïdes fermés conte
nues dans £(R). Dans Cp la convergence locale n'implique pas la convergence globale, 
comme dans le cas complexe. Donc on ne peut pas appliquer le Lemme 3.11 directe
ment. A cause de cela on considère la Proposition 4.14, ci-dessous. 

Etant donné un affinoïde fermé connexe X C Cp et x G AT on dénote par Dx C X 
le plus grand disque contenu dans X qui contient x. Alors TTX(X) G Ax est le système 
projectif associé à Dx ; voir Section 1.2.3. 

Proposition 4.14. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et X C £{R) un affinoïde 
fermé connexe tel que I C Cp. Alors il existe un entier n ^ 1 tel que Rn : X —+ X 
est de degré 1 et tel que Rn induit Videntité sur Ax et sur chaque système projectif 
S G Ax- (En particulier pour chaque x G X on a Rn{Dx) = Dx.) De plus, il existe 
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7 G (0,1) tel que pour tout x G X on a 

\\R"-id\\Dx <7-diam(D,). 

Corollaire 4.15. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors R permute les com
posantes analytiques du domaine de quasi-périodicité et chaque composante est pério
dique. 

Démonstration. — Soit C une composante analytique de E{R). Alors il est clair que 
R(C) est contenu dans une composante analytique C de £(R). Soit x G C et soit 
Y C C un affinoïde fermé connexe tel que R(x) G Y. Par la Proposition 4.14 il existe 
n^l tel que Rn(Y) = Y. Alors X — Rn~l(Y) est un affinoïde fermé connexe qui 
contient x car R(X) = Rn(Y) = Y et R est injective sur £(R). Donc X C C et par 
conséquent Y C R(C). Alors C C #(C) et iT(C) = C. • 

D'après la Proposition 4.14 on peut appliquer le Lemme 3.11 à chaque disque Dx, 
pour x G X, avec une constante 7 G (0,1) uniforme. Donc le corollaire suivant est 
immédiat. 

Corollaire 4.16. — Soient R G Cp(z) une fonction rationnelle et X C £(R) H Cp un 
affinoïde fermé connexe. Supposons R vérifie avec n = 1, les propriétés de la Propo
sition Considérons la fonction p : (0, 00) —> (0, 00) définie dans la Section 3.2. 
Alors on a les propriétés suivantes. 

(1) Soit To = id et pour n ^ 0 posons Tn+\ = Tn o R — Tn. Pour w G Cp tel que 
p(\w\) < 7_1 on a ||Tn||x ^ RY'. De plus, la série 

ROW : m 

i=0 

'w 
dr 

T 

converge uniformément dans X vers un automorphism.e de X. De plus si p(\wt\) < 7 ] 
pour i = 1, 27 alors ROWl o Row* = R°(™I+W2) ^ 

(2) Pour tout w G C» avec p(\w\) < 7-1 on a 

R, 
Row - id 

w X 
^ Cdi'àm(X)\w\ et R* — 

d+d4r 
( - iv 

n T; 

i x 
^ kjkdmm(X), 

où la constante C ne dépend que de ^fp(\w\). En particulier (Rn — id)/n et 
X^>o( — ̂ )l~lTiJi convergent uniformément vers R* sur X quand \n\p —» 0. 

Corollaire 4.17. — Soit C C Cp une composante analytique de £(R). Alors R* G 
H{C). 

Démonstration. — Par 2 du corollaire précédent on a i?* G 7~L(X) pour tout affinoïde 
fermé X C C. Donc on a G ft(C) par définition de • 

Corollaire 4.18. — Un affinoïde fermé X c £{R) contient au plus un nombre fini de 
points périodiques de R. 
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Démonstration. — Après changement de coordonnée on suppose X C Cp. Par 1 de 
la Proposition 3.16 les points périodiques dans £(R) coïncident avec les zéros de R*. 
Donc la condition R* = 0 implique qu'il existe n ^ 1 tel que Rn = id sur un ouvert, 
mais ceci n'est pas possible car deg(R) > 1. Par conséquent R* ^ 0. Par le corollaire 
précédent R* G H(X) et donc R* a un nombre fini de zéros dans X. • 

Corollaire 4.19. — Pour tout affinoïde fermé X C £{R) tel que X C Cp, il existe une 
suite d'entiers n3 —> oo telle que Rnj converge uniformément vers Videntité sur X. 

Démonstration. — Par le point 2 du Corollaire 3.11 ; voir aussi démonstration de (i) 
de la Proposition 3.14. • 

Corollaire 4.20. — Soit X C £{R) un affinoïde fermé. Alors tout bout V -< X (resp. 
système projectif S -< X) est périodique par R. 

Démonstration. — Comme S -< X implique V -< X pour une infinité de bouts V G S, 
il suffit de montrer l'affirmation sur les bouts. 

Considérons une coordonnée telle que I c C p . Alors il suffit de noter que par le 
corollaire précédent il existe un entier n tel que 

\\Rn - id ||x < min{diam(Bp),diam(Dp)}. 

Donc on a Rn(V) =V par le Lemme 2.3. • 

4-2.1. Preuve de la Proposition 4-14- — La démonstration de la Proposition 4.14 est 
divisée en plusieurs lemmes. Fixons une fonction rationnelle R G Cp(z) de degré au 
moins deux et un affinoïde fermé X C £{R) tel que X C Cp. 

Lemme4.21. — Soit V un bout tel que Dp C £(R). Alors R : Dp —» D^-p) est de 
degré 1 et il existe un entier n ^ 1 tel que Rn{Dp) = Dp. 

Démonstration. — Par (ii) de la Proposition 3.9 R est injective sur Dp C £{R) et 
donc degR{V) = 1. Donc par (iv) du Lemme 2.1 R : Dp —» DR^V) est de degré 1. 

Comme tout point de £(R) est récurrent par R (Corollaire 3.15) il existe un entier 
n ^ 1 tel que Rn(Dp) n Dp ^ 0. Notons que Dp U DRn{V) ^ P(CP), sinon £(R) = 
P(CP) et alors R est injective ; ceci n'est pas possible car deg(iî) > 1. Donc DRn^ C 
Dp ou Dp C DRn(py Si on a pas l'égalité alors Dp C £{R) contient un point 
périodique attractif ou répulsif, mais ceci n'est pas possible. Donc Rn(Dp) = Dp. • 

Comme par hypothèse l'affinoïde fermé X est contenu dans Cp, l'arbre Ax de X 
est non-vide et on a la partition canonique 

X = Hs sommet de Ax s u u/ arête de AxXl) 

La Proposition 4.14 est une conséquence immédiate des Lemmes 4.22 et 4.23 ci-
dessous. 
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Lemme 4.22. — // existe n ^ 1 tel que pour tout sommet S de Ax on a Rn(S) = S 
et Rn induit l'identité sur le système projectif S. Dans ce cas il existe 75 G (0,1) tel 
que pour tout x G Xs on a 

\\Rn-id\\Dx <75-diam(Dx). 

Démonstration. — Soit V G S tel que D-p C £(R). Alors par le lemme précédent il 
existe k tel que Rk(V) = V. Comme R est injective sur £(R) on a degRk(S) = 1 
(Lemme 2.11). Comme tout automorphisme de P(FP) est d'ordre fini, il existe m tel 
que Rkm induit l'identité sur «S. Comme Ax n'a Que un nombre fini de sommets, 
l'assertion du lemme en résulte. 

Notons que pour tout x G Xs on a diam(Dx) = diam(Xs). De plus Rn(x) G Dx, 
donc on a \Rn(x) — x\ < diam(Xs). Comme Xs est un affinoïde fermé son image 
par Rn — id est aussi un affinoïde fermé (Proposition 2.6) et par conséquent il existe 
75 e (0,1) tel que \\Rn - id \\Xs ^ 7<s • diam(AT5). • 

Lemme 4.23. — Soit I une arête de Ax et supposons que R induit Videntité sur les 
extrémités de I. Alors il existe 7/ G (0,1) tel que pour tout x G Xj on ait 

\\R - id \\Dx ^ 7/ • diam(Ar). 

En particulier R(DX) — Dx et donc R induit Videntité sur chaque point dans I. 

Démonstration. — Après changement de coordonnée on suppose Xi = {r < \z\ < 1}, 
avec r G (0,1). Alors pour x G Xj on a Dx = {\z — x\ < \x\} et en particulier 
diam(Dx) = \x\. 

Notons que \R{z)\ — \z\ pour r < \z\ < 1. Comme R est l'identité sur les systèmes 
projectifs associés aux bouts de Xj, la fonction \R\o coïncide avec l'identité sur un 
voisinage (7*0, de [r, 1]. On choisit ro et 7*1 tels que tous les zéros et pôles de R 
dans {ro < \z\ < r{\ sont de norme égale à r ou 1. Comme R induit l'identité sur 
les systèmes projectifs associés aux bouts de Xj, à tout zéro a de R sur {\z\ = 1} 
correspond un pôle b(a) tel que \a — b(a)\ < 1. Comme R fixe le bout associé à 
{\z\ < r}, R a au moins un zéro dans {\z\ ^ r0}. 

De la même façon, à tout zéro a de R sur {\z\ = r} correspond un pôle b(a) tel que 
la — b(a)\ < r. Par conséquent R est de la forme 

R(z) = (\z - M) • 
a zéro sur {J2| = l,|2|=r} 

z — a 
< z — b(a) 

Yia zéro sur tlzl>n>(^ a ^Z) Tin zéro SUT t\z\<m\aZ ^ 

il6 pôle sur {\z\ynj\1 Z) Ylb pôle sur {|z|<r0} ^Z l) 

où |À — 1| < 1 et ^ ro- Notons que pour z G Xj on a 

z — a 
z — b(a) 

= 1 + 
a — b(a) 
z — b(à) 

et ]a-b(a)\ 

I z ~ I 

I a — b(a) I 

b(a) 
< 1. 
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Par conséquent 

\R(z) - z\ ^ msx{\R(z) - {Xz - /x)|, |(A - l)z + p\] 

^ |2| max{|A - 1|, \f.i/z\, |(a - b(a))/b(a)\ , rf1, r0/r}. 

Donc 7/ = max{|A-l|, |(a - 6(a))/6(a)| , rf \ r0/r} < 1 satisfait l'assertion du lemme. 
• 

4.3. Ensembles de Fatou et de Julia. — Dans cette section on considère la 
décomposition en ensembles de Fatou et de Julia, comme dans le cas complexe. On 
considère d'abord le théorème suivant de Hsia qui est l'analogue p-adique du Théorème 
de Montel ; voir [Hs] et voir [CG] pour le Théorème de Montel. 

Théorème (Hsia [Hs]). — Soit r > 0 et considérons une famille F C H(Br(0)). S'il 
existe z0 G Cp tel que f{z) ^ z0 pour tout f € F et tout z G Br(0) alors F est 
uniformément lipschitzienne pour la distance chordale. 

La démonstration de ce théorème est simple : il suffit de noter que l'image d'un 
disque par une série / convergente sur Br(0) est aussi un disque. Par conséquent, si les 
éléments d'une famille F C 7i(Br(0)) ne prennent pas la valeur ZQ (que on suppose de 
norme égale à 1), les images de Br(0) par les / G F ont un diamètre chordal plus petit 
que 1 ; alors le théorème suit du Corollaire 2.2 du Lemme de Schwarz (Section 1.3.1). 

Définition 4.24. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. L'ensemble de Fatou de 
i?, noté F(R), est l'ensemble de tous les points zo G P(Cp) tels qu'il existe un voisi
nage U de Zq OÙ la famille {Rn\u}n^i est uniformément lipschitzienne pour la distance 
chordale. De plus J(R) = P(CP) — F(R) est appelé Y ensemble de Julia de R. 

Il est facile de voir que Ton a les propriétés usuelles; i?_1(F(i?)) = F(R), 
R-^JiR)) = J(R) et pour tout n ^ 1, F(Rn) = F(R) et J(Rn) = J(R). De 
plus, si w est un automorphisme de P(CP) alors F(w o R o w~x) = w(F(R)) et 
JiwoRow'1) =w(J(R)). 

Par définition F(R) est ouvert et par conséquent J(R) est fermé, mais en général 
J(R) n'est pas compact. De plus J(R) n'a pas des points isolés; voir [Hs]. 

Proposition 4.25. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors £(R) C F(R) et 
F(R) contient tous les bassins d'attraction. 

Démonstration. — Par le Lemme 4.21 pour tout disque D C £{R) il existe n ^ 1 tel 
que Rn(D) = D. Donc £(R) C F(R). Le cas des bassins d'attraction est clair. • 

En particulier F(R) contient tous les points périodiques non-répulsifs de R et il 
n'est pas difficile de voir que tous les points périodiques répulsifs de R appartiennent 
à J(R). De plus on a le théorème suivant de Benedetto. 
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Théorème (Benedetto [Bel). — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors R a un 
point fixe non-répulsif, en particulier F{R) 7̂  0. 

Voici une différence avec le cas complexe. Dans le cas complexe l'ensemble de Julia 
d'une fonction rationnelle est non-vide et l'ensemble de Fatou peut être vide, mais 
dans le cas p-adique c'est le contraire. Par le théorème précédent, l'ensemble de Fatou 
est non-vide et l'ensemble de Julia peut être vide. Par exemple il n'est pas difficile de 
voir que J(zp) = 0. Plus généralement J(R) = 0 pour toutes les fonctions rationnelles 
simples; voir Section 4.5. 

Corollaire 4.26. — L'ensemble de Julia est d'intérieur vide. 

Démonstration. — Si l'ensemble de Julia d'une fonction rationnelle R G Cp(z) est 
d'intérieur non-vide, alors par le Théorème de Hsia Un^>oRn(J(R)) C J(R) est égal 
à P(CP) ou égal à P(CP) moins un point. Comme J(R) est fermé on obtient J(R) = 
P(CP), ce qui n'est pas possible par le théorème de Benedetto. • 

4.4. Structure de l'ensemble de Fatou et disques errants. — Soit R G Cp(z) 
une fonction rationnelle. On dit qu'un disque D C P(CP) est errant si pour tous 
k>l^0 on a Rk'(D) n Rl(D) = 0. 

Théorème de Classification. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors Ven
semble de Fatou de R se décompose dans les ensembles disjoints suivants. 

(1) Bassins d'attraction. 
(2) £'(R) = u„zoR-n(£(R))-
(3) L'union des disques errants qui ne sont pas attirés par un cycle attractif. 

Corollaire 4.27. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle. Alors £(R) est égal à 
l'intérieur de l'ensemble des points récurrents par R. 

Démonstration. — Par définition £(R) est ouvert et tous les points de £(R) sont 
récurrents par R ; voir Section 4.2. D'autre part considérons un point ZQ G P(CP) 
récurrent par R. 

Par [Hs] on peut trouver un point périodique WQ G P(C?;) tel que tout point de 
J{R) soit accumulé par des préimages de iv0, par des itérés de R. Donc ZQ appartient 
à l'ensemble de Fatou de R. Clairement z{) n'appartient pas à un disque errant et n'est 
pas attiré par un cycle attractif. Donc le théorème implique que ZQ G £(R). • 

Dans [Hs] Hsia a montré que l'ensemble de Julia est contenu dans l'ensemble de 
points de accumulation des points périodiques. Mais en effet on à l'égalité. 

Corollaire 4.28. — L'ensemble de Julia est égal à l'ensemble des points d'accumulation 
des points périodiques. 
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Démonstration. — Par [Hs] il suffit de montrer que si w G P(CP) est accumulé par 
points périodiques, alors w G J(R). Clairement w n'appartient pas a un bassin d'at
traction et n'est pas contenue dans un disque errant. De plus w fi £'{R) car les 
points périodiques indifférents sont isolés (Corollaire 3.17). Donc par le théorème on a 
w G J(R). • 

Il n'est pas clair si J(R) est égal à la fermeture de points périodiques répulsifs; 
voir aussi [Hs]. Par analogie au cas complexe on fait la conjecture suivante. 

Conjecture de Non-Errance. — Tout disque errant est attiré par un cycle attractif. 

On peut comparer à Sullivan [Sul] et Guckenheimer [Guj. Benedetto a fait une 
conjecture de non-errance qui n'est pas tout à fait équivalente à celle-ci. Par exemple 
la conjecture de Benedetto ne dit rien dans le cas où l'ensemble de Fatou est P(CP) 
tout entier. Néanmoins on peut avoir une dynamique non-triviale dans ce cas ; voir 
exemples 6.3 et 6.6. 

D'après le théorème précédent la Conjecture de Non-Errance est équivalente à la 
conjecture suivante. 

Structure Conjecturale de l'Ensemble de Fatou. — Tout point de Vensemble de Fatou 
appartient à S''(R) ou est attiré par un cycle attractif. 

La démonstration du Théorème de Classification dépend du lemme suivant. 

Lemme 4.29. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et supposons que D est un 
disque errant. Alors les affirmations suivantes sont vraies. 

(1) D C F(R). 
(2) Dn£'(R) = 0. 
(3) Pour tout n ^ 1, Rn(D) est un disque. 
(4) Si diam dénote le diamètre chordal, on a 

liminf diam(Rj (D)) = 0. 

(5) Si D intersecte un bassin d'attraction, alors D est attiré par le cycle corres
pondant. 

Démonstration 

(1) Comme Rn(D) D D = 0, pour n ^ 1 la famille {Rn\D}nZ>i est uniformément 
lipschitzienne (Théorème de Hsia, Section 4.3). Donc D C F(R). 

(2) Par le Corollaire 3.15 tout point de £(R) est récurrent par R. Donc l'orbite de 
D est disjointe de £{R) ; c'est-à-dire D n £'{R) = 0. 

(3) Par le Corollaire 2.2 on a que Rn(D) est un disque ou Rn(D) = P(CP). Mais 
comme D est un disque errant on a i?n(D) C P(CP) — D et par conséquent Rn(D) 
est un disque. 
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(4) Supposons liminfj-,00 diam(i?J(D)) > 0. Par le Lemme 2.3 on a que si Do et 
R(DQ) sont des disques et Q est une fonction rationnelle telle que d(R(z),Q(z)) < 
diam(R(Do)) < 1, alors Q{DQ) = R(DQ). Donc quitte à faire une petite perturbation 
dans les coefficients de R, on peut supposer qu'il existe une extension finie K de Qp, 
tel que R G K(z) et tel que D fl F(K) ^ 0. 

Alors F(K) est invariant par R et comme F(K) est compact, pour tout w G D on 
peut trouver des entiers m > n tels que \Rn(w) — Rrn(w)\ < liminfj_^oo diam(i?J(D)). 
Mais ceci implique Rn(D) D Rrn(D) ^ 0. On obtient une contradiction. 

(5) Supposons qu'un point ZQ G D est attiré par un cycle attractif. Par la partie 3 
on a liminfj^oo diam(Ri(D)) = 0. Donc il existe n tel que Rn(zo) soit suffisamment 
proche d'un point périodique attractif WQ et tel que le diamètre de Rn(D) soit suffi
samment petit, de telle façon que Rn(D) soit contenu dans le bassin d'attraction de 
WQ. Alors D est attiré par le cycle (attractif) de WQ. • 

Démonstration du Théorème de Classification. — Soit zo G F(R). Par définition de 
F(R) il existe un disque ouvert D qui contient ZQ et tel que diam(i?n(D)) < 1 = 
diam(P(Cp)) pour tout n ^ 1. D'après le Corollaire 2.2 Rn{D) est un disque pour 
n ^ 1. 

Si D est un disque errant alors Dn£f(R) = 0 par le lemme précédent. De plus soit 
D est disjoint des bassins d'attraction, soit D est attiré par un cycle attractif. Donc 
le théorème est vérifié dans ce cas. 

Supposons que D n'est pas errant. Soient net k ^ 1 tels que Rn (D)nRn~{~k (D) ^ 0. 
Si Rn+k(D) est strictement contenu dans Rn(D) alors D contient un point périodique 
attractif et D est attiré par le cycle correspondant; cf. Corollaire 1.4. Sinon Rn(D) C 
Rn+k(D) et on considère le disque D0 = Ut^0Rn+'lk(D). On a Rk(D0) = D0. Si 
Rk : Do —> Do est de degré 1 alors Do C £(R) par le Corollaire 3.11. Sinon Do est 
contenu dans le bassin d'attraction d'un point fixe de Rk ; voir Proposition 3.2. • 

4.5. Bonne réduction et fonctions rationnelles simples. — En coordonnées 
homogènes, une fonction rationnelle R est de la forme 

R([x,y]) = [P1(x,y),P2(x,y)], 

où Pi, P2 G Cp[x,y] sont des polynômes homogènes de degré deg(,R). Comme pour 
À G Cp — {0}, [XPi,XP2] représente la même fonction rationnelle, on peut supposer 
P\ et P2 à coefficients entiers et qu'au moins un des coefficients de P\ ou de P2 est 
de norme égale à 1. On considère la définition suivante, due à Morton et Silverman 
[MS2]. 

Définition 4.30. — On dit que R G Cp(z) a une bonne réduction si P\ et P2 n'ont pas 
de racine commune sur ¥p x Fpi autre que (0, 0). 
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Donc R a une bonne réduction si et seulement si |disc(Pi. P2)\ = 1. Autrement dit 
R G Cp(z) a une bonne réduction si et seulement si le système projectif canonique S 
est invariant par R et la réduction de a un degré maximal, deg(R) = deg(R). 

La notion de bonne réduction dépend du choix de la coordonnée. Par exemple le 
polynôme pz2 n'a pas une bonne réduction sur Cp, mais il est conjugué à z2 qui en a 
une. Pour n > 1 la fonction rationnelle Rn a une bonne réduction si et seulement si 
R a une bonne réduction; voir [Be]. 

Notons que, si R E Q(z), alors R a une bonne réduction sur Cp pour presque tout 
nombre premier p. 

Théorème (Morton, Silverman [MS2]). — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle 
ayant une bonne réduction. Alors R n'augmente pas la distance chordale et en parti
culier J(R) = 0. 

Définition 4.31. — On dit qu'une fonction rationnelle R G Cp(z) est simple s'il existe 
un choix de coordonnée pour laquelle R a une bonne réduction. 

La dynamique des fonctions rationnelles ayant une bonne réduction, ou plus géné
ralement la dynamique des fonctions rationnelles simples, est intéressante car on peut 
comprendre une grande partie de la dynamique si l'on comprend la dynamique de la 
réduction ; voir la proposition suivante. 

Proposition 4.32. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle, ayant une bonne réduc
tion R. Pour a G P(FP) on pose D(x — {z — a}. Alors on a les propriétés suivantes. 

(i) R : Da —> Dji^aj est de degré deg^(a). En particulier R(Da) = D^ay 
(ii) Da contient un point périodique attractif si et seulement si a est périodique 

par R et (Rky(cv) — 0, où k est la période de a. Dans ce cas Da contient un unique 
point périodique et Da est son bassin d'attraction immédiat. 

(iii) Da H £(R) fi 0 si et seulement si a est périodique par R et (RkY(a) fi 0, où 
k est la période de a. Dans ce cas Da C £{R). De plus, si deg(R) > 1 alors Da est 
une composante analytique de £(R) qui contient un point périodique de R de même 
période que a. 

(iv) Soit R' = 0 et dans ce cas p\ deg(R) et tout point périodique de R est attractif; 
soit R' fit) et alors tout cycle attractif de R attire un point critique ( et donc le nombre 
de cycles attractifs est majoré par 2deg(i?) — 2) et £(R) est non-vide. 

Voir aussi Proposition 2.4 dans la Section 2. La démonstration de cette proposition 
est à la fin de cette section. 

Corollaire 4.33. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle ayant une bonne réduc
tion. Alors tout point de P(CP) appartient à £'{R) — Un^oR~n(£(R)) ou à un bassin 
d'attraction. 
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Démonstration. — Par la proposition précédente et en considérant que tout élément 
de P(Fp) est prépériodique pour une fonction rationnelle quelconque. • 

Corollaire 4.34. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux 
ayant une bonne réduction et telle que £{R) ^ 0. Alors £{R) est de la forme LU-Da 
où A C P(FP) est tel que #A et #(P(F7,) - A) sont infini. 

Démonstration. — Comme £(R) 7̂  0 la réduction R a un point périodique avec 
multiplicateur différent de zéro. Par conséquent R en a une infinité. Comme le degré 
de R est au moins deux il y une infinité de a G ¥p strictement prépériodiques. Alors 
le corollaire suit de la proposition. • 

Proposition 4.35. — Soit L une extension finie de Qp et R G L(z) une fonction ra
tionnelle de degré au moins deux, avec une bonne réduction. Alors R a un nombre 
fini des points prépériodiques dans F(L). 

Démonstration. — Comme F(L) C P(F/;) est fini il suffit de montrer que pour chaque 
a G F(L) périodique par i?, le disque {z — a} rencontre au plus un nombre fini de 
points prépériodiques par R. On se ramène au cas où a = 0 et le disque {\z\ < 1} est 
fixé par R. 

Supposons d'abord que R est injective sur [\z\ < 1}. Dans ce cas, {\z\ < 1} C 
£{R) et les points prépériodiques dans ce disque sont périodiques. La fonction R* est 
holomorphe dans {\z\ < 1} et comme R est de degré au moins deux on a i?* ^ 0 . 
Comme les points périodiques indifférents sont les zéros de R* et P(L) est compact, 
{\z\ < 1} rencontre au plus un nombre fini de points périodiques. 

Supposons maintenant que R n'est pas injective sur {\z\ < 1}. Alors {\z\ < 1} 
est une composante attractive de R. De plus R n'a qu'un seul point périodique dans 
{\z\ < 1}, qui est alors fixe et qu'on peut supposer égal à 0. Soit £ > 0 tel que R n'a 
pas de préimage de 0 sur {\z\ < s} différente de 0. Comme \L\ est discret il existe n ^ 1 
tel que \Rn(z)\ < s pour tout z G L tel que \z\ < 1. Donc tout point prépériodique 
contenu dans {z G L \ \z\ < 1} appartient à l'ensemble fini R~n(0). • 

Voici une démonstration du théorème de Northcott unidimensionnelle. Si K est un 
corps de nombres, alors une fonction rationnelle R G K(z) a une bonne réduction pour 
toute valeur absolue non-archimédienne, sauf pour un nombre fini. Si l'on considère 
la complétion L de K pour une telle valeur absolue la proposition précédente dit que 
R a un nombre fini de points prépériodiques dans L et par conséquent dans F(K). 

Les exemples canoniques de fonctions rationnelles ayant une bonne réduction, sont 
les polynômes moniques entiers. 

Exemple 4.36. — Considérons les fonctions rationnelles bicritiques, qui sont les fonc
tions rationnelles, de degré au moins deux qui ont seulement deux points critiques, le 
minimum possible ; voir [Mi]. Notons que cette classe comprend les fonctions ration
nelles de degré deux. Si l'on choisit une coordonnée telle que les points critiques soient 
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0 et oo, alors les fonctions rationnelles bicritiques sont de la forme (az11 -\-b)/(czn + d), 
avec ad — bc = 1. 

Il n'est pas difficile de voir que, si a, b, cet d sont entiers, alors la fonction rationnelle 
correspondante est simple. De plus si p J(n cette condition est aussi nécessaire. Si p\n 
alors cette condition n'est pas nécessaire. Par exemple le polynôme z2 -h \ est simple 
sur C2, car il est conjugué à z -f z2. 

Remarque 437 

(1) Le théorème de Morton et Silverman suit du (i) de la Proposition 4.32 et du 
Lemme de Schwarz. 

(2) Si R G Cp(z) a une bonne réduction et Da C £(R), alors Da contient une 
infinité de point périodiques, tous indifférents; voir Corollaire 5.13. 

Démonstration de la Proposition 4-32. — Soit S = {P(£,)}F(¥P) ê système projectif 
canonique, de telle façon que D-p{ot) — Da. 

(i) Par la partie (iv) du Lemme 2.1 un point x G Dp, où f3 G P(FP), a au moins 
degR(V(£)) préimages dans Dç, pour chaque £ G P(FP) tel que R(Ç) = (3. 

Comme R a bonne réduction deg(R) = deg(R) et par conséquent 

+ a\z -f a2z2 

dez„(V(£)) = 

+-f a2z2 

degR(0=deg(R) = deg(R). 

Donc R : Dç —> Dp est de degré deg^(£). 
(ii) Clairement Rk(a) = a et (Rk)f(a) = 0 est équivalent à ce que Rk : DA —> DA 

soit de degré plus grand que 1. Par le Lemme de Schwarz ceci est équivalent à ce que 
Rk ait un point fixe attractif sur DA. 

Supposons que R : DQ —» D0 est de degré plus grand que 1. Alors 

R(z) — ao + a\z -f a2z2 + • • • , avec |ao| < 1, \a\| < 1 et max |a |̂ = 1. 

Donc r(R) = 1, où r est comme dans la Section 3.1. Par conséquent DQ est un bassin 
d'attraction immédiat ; voir Section 3.1. 

(iii) Supposons DA d£(R) / 0. Comme tout point de £(R) est récurrent par R, a 
est périodique par R; voir Corollaire 3.15. Par conséquent RK(DA) — DA, où k ^ 1 
est la période de a. De plus (Rk)'(a) ^ 0, car sinon on a par (ii) que DA est contenu 
dans le bassin d'attraction d'un cycle attractif. 

D'autre part supposons que a G P(FP) est périodique par R, de période k, et 
(RkY(a) ^ 0. Alors par (i), RK : DA -> DA est de degré 1. Donc Da C £(R) par le 
Corollaire 3.12 de la Section 3.2. 

Notons que l'on a montré que si DA Pi £(R) 7̂  0, alors DA C £(R). Pour montrer 
que DA est une composante analytique de £(R) il suffit de montrer qu'il existe une 
infinité de (3 G P(FP) tels que DFJ D £(R) = 0. 

Si deg(iî) > 1 alors il existe (3 G Fp tel que R(/3) = a et tel que j3 n'appartient 
pas au cycle de a. Ceci implique que (3 a une infinité de préimages distinctes, donc il 
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suffit de montrer que DpC\£(R) = 0. Comme R(Dp) = Da C £{R) et (3 n'appartient 
pas au cycle de a on a Dp n £(R) = 0, car R est injective sur £{R) ; voir le (ii) de la 
Proposition 3.9. 

Il reste à montrer que, si a est de période /c, alors Da contient un point périodique 
de R de période k. Après changement de coordonnée on peut supposer Da — {\z\ < 1}. 
Donc on a 

Rk{z) = a0 + aiz -f a2z2 H , |a0| < 1. 

Comme deg(R) > 1 et max^2 \ca\ = 1 on a wideg(i2fc — id) > 1. Par conséquent il 
existe x G Da — {\z\ < 1} tel que Rk(x) = x. 

(iv) Si R' = 0, alors R est de la forme Q(zp) et donc p\ deg(R) = deg(R). De plus 
par la partie (i) tout point périodique de R est attractif. 

Supposons que R' ^ 0 et soit x un point périodique attractif de R de période k. 
Après un changement de coordonnée on suppose x = 0. Alors 

Rk(z) = a\z -f a2z2 + • • • , avec |ai| < 1, \a,i\ ^ 1 

et il existe un entier i ^ 1 tel que \iai\ = 1 (car R' =É 0). Donc 0 < w\deg((Rk)') < oo 
et par conséquent il existe une solution de l'équation (Rk)f(z) = 0 dans {\z\ < 1}. 
Donc le bassin d'attraction immédiat du cycle de 0 contient un point critique de R. 

En particulier le nombre de cycles attractifs est au plus 2 deg(R) — 2 et donc R a 
une infinité des points périodiques indifférents. Par conséquent £{R) 7̂  0. • 

5. Composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité 

Rappelons que la composante analytique d'un ensemble U C P(CP) qui contient 
un point x G U est l'union de tous les affinoïdes fermés connexes contenus dans U qui 
contiennent x. 

Théorème 3. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et c 
une composante analytique de £(R). Alors c est un affinoïde ouvert connexe, c'est-
à-dire ; 

C = P ( C p ) - B 0 U . . . U £ N , 

où n ^ 0 et BQ, . . . , BN sont des boules fermées. De plus, chaque bout de c (dont la 
boule fermée associée est Vun des BT) est périodique et le degré de l'action induite par 
l'itéré correspondant sur le système projectif associé est plus grand que 1. 

On peut voir les composantes analytiques du domaine de quasi-périodicité comme 
l'analogue p-adique des disques de Siegel et des anneaux de Herman en dynamique 
complexe. Mais il y a des différences : sur Cp on peut avoir des composantes avec un 
nombre fini arbitraire de bouts ; voir les exemples dans la Section 6. Par analogie avec 
le cas complexe on considère la définition suivante. 
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Définition 5.1. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux, C 
une composante analytique de £{R) et n + 1 le nombre de bouts de C. Alors on dit 
que C est un n-anneau de Herman si n > 0 et on dit que C est un disque de Siegel si 
n = 0. 

La proposition suivante ne dépend pas du théorème. 

Proposition 5.2. — Soit X un affinoïde ouvert connexe et R G Cp(z) une fonction 
rationnelle de degré au moins 2 telle que R : X —• X est de degré 1. Alors X C £(R). 
Si de plus pour tout système projectif S il existe i ^ 1 tel que degRl(S) > 1, alors X 
est une composante analytique de £{R). 

Démonstration. — On montre d'abord que X C £{R). Si X est un disque ceci est 
une conséquence du Corollaire 3.12. Comme deg(R) > 1 on a A / P(CP), donc si X 
n'est pas un disque on a Ax fi 0-

D'après le Corollaire 2.16 il existe n tel que Rn induit l'identité sur Ax- Si S G Ax 
alors S -< X, donc on a deg^tS) = 1 par le Lemme 2.11. Par conséquent il existe 
rn tel que Rnn> induit l'identité sur S. Donc si ? G (S est tel que Dp C X alors 
Rmn : Dp Dp est de degré 1. Par le Corollaire 3.12 on a Dp C £{R). Par 
conséquent Xs C £(R) et donc X C £(R). 

Soit C la composante analytique de £(R) qui contient X. Si S est un système 
projectif associé à un bout V de X tel que degRi(S) > 1, alors on & S fi C par le 
Lemme 2.11, car R est injective sur C C £{R). C'est-à-dire C C Dp. Par conséquent 
on a 

X cC c n,)OUt <LO C£>P = X. • 

On a le corollaire suivant du Théorème 3. 

Corollaire 5.3. — Soit R G Cp(z). Alors tout bout V < £{R) est périodique par R. 

Démonstration. — Si V est un bout d'une composante analytique de £(R) alors il est 
périodique par le théorème précédent. Sinon il existe un affinoïde fermé X -< £(R) tel 
que V < X et par conséquent V est périodique par le Corollaire 4.20. • 

La démonstration du Théorème 3 occupe le reste de cette section. 

Lemme dyApproximation. — Soit R, une fonction rationnelle, fixant le boutVo associé 
à B)p = {\z\ < 1} et injectwe dans la couronne {r < \z\ < 1}. 

(1) Pour tout bout V tel que la boule fermée associée Bp vérifie Bp C Dp et 
diam(#p) > r, Vimage R(V) vérifie BR^ C H)p et diam(£?^(-p)) = dmm(Bp). 

(2) // existe un fonction rationnelle Ro injectwe dans B)p, fixant VQ, telle que pour 
tout bout V vérifiant les hypothèses précédentes on ait Ro{V) = R{P)-
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Démonstration. — Soit h un automorphisme de P(CP) préservant Dp tel que h o 
R({r < \z\ < 1}) = {r < \z\ < 1}. Si RQ vérifie les conclusions du lemme par rapport 
h ho R, alors Ro = h"1 o R0 les vérifiera par rapport à R. On peut donc se ramener 
à h — id ; par conséquent, pour tout r < \z\ < 1 on a = \z\. 

Comme degR(Vo) — 1 et par (iv) du Lemme 2.1, si n est le nombre des pôles de R 
sur Dp, alors R a n + 1 zéros sur U)p. Soient a i , . . . , an+i et 6i , . . . , bn les zéros et les 
pôles de R sur Dp respectivement. On pose 

Q(z) = 
n 

dr 

z - b, 

z — a 

n 

i=L 

1 + 
'i; — b, 

z — a, , 

Donc Ro = R • Q : Dp —» Dp est de degré 1 et par conséquent, si le bout P vérifie les 
conditions dans 1 on a diam^^-p)) = diam(#p) ^ r. D'autre part on a 

a; - h; I 
z — a-, 

(r < Izl < 1 et \R(z)\ = \z\ 

pour tout 2 G (r < Izl < 1}. Donc 

\R0(z) - R(z)\ = \R(z)\ 
n 

i = l 

i + 
(r < Izl < 1 

z — cit 
- 1 ^ r. 

On a alors R0(P) = R(V) par le Lemme 2.3. Donc Bv C D7, et àvàm{BR{V)) = 
diam(5/?0(-p)) = diam(B-p). • 

Corollaire 5.4. — Soient R G Cp(z) une fonction rationnelle et D( = {\z — zt\ < rt} 
des disques, pour 0 ^ i ^ k, avec Do = Dj,-. On suppose que pour 0 ^ i < k l'image 
par R du bout associé à Dt est le bout associé à Di+i et que R est injective sur 
{rr, < \z — z-,\ < rt}. Alors tout bout V dont la boule fermée associée Bp vérifie 
Bp C Do et diam(i^p) rr() est périodique sous Vaction de R. 

Démonstration. — Par le lemme il existe des fonctions rationnelles Rn pour 0 ^ i < k 
telles que R : D, —> D-,,+i est de degré 1 et tel que pour tout bout Q qui vérifie 
BQ C DO et diam(£>Q) > rr\) le bout Rk(V) = Rk-i o • • • o R{)(V), vérifie les mêmes 
propriétés. Donc il suffit de vérifier que V est périodique par Q — Rk-i o • • • o R{). 
Comme Q : D{) —> D0 est de degré 1, on a par le Corollaire 3.12 que D{) C £(Q). Par 
le Corollaire 4.20 de la Section 4.2, V est périodique par Q. • 

Lemme 5.5. - Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et 
C une composante analytique de £(R). Pour tout x 0 C il existe un bout Vx < C 
périodique par R tel que x G Bpr et Bpr D C = 0. De plus si Sx est le système 
projectif associé ci Vx et nx est la période de Vx, alors deg/(>„,. (Sx) > 1. 

Démonstration. — On suppose que C est fixe par R. Soit VQ un bout tel qu'il existe 
un affinoïde fermé X C C tel que Dp0 C X. Par le Lemme 4.21 il existe n ^ 1 tel 
que Rn : Dp0 —» Dp0 est de degré 1. Donc quitte à remplacer R par un itéré on peut 
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supposer que R : Dp0 —> Dp0 est de degré 1. Après changement de coordonnée on 
peut supposer que Dp0 — {\z\ > 1} U {00}. 

Soit / la composante d'injectivité de R qui contient C. Rappelons que I est un 
affinoïde ouvert connexe; voir Proposition 2.9 . Notons qu'on a Dp0 C I. 

(1) Supposons que V est un bout qui satisfait les propriétés suivantes. 

(i) x G Bv. 
(ii) V est périodique par R de période N et R%(V) < C pour tout 0 ^ i < N. 
(iii) BRirp) C ^ 1} et il existe r G |CP| tel que diam(BjRî(-P)) = r, pour 

0 ^ i < N. 

Notons que VQ satisfait ces propriétés avec r = 1. 
Soit S le système projectif associé à V ; on suppose que deĝ v̂ (S) = 1. Alors on va 

trouver un bout V qui satisfait aussi (i)-(iii) ci-dessus, avec r' < r appartenant à un 
ensemble fini. 

Donc on conclut qu'il existe un bout V qui satisfait (i)-(iii) et que de plus 
deĝ 7v(c>) > 1 ; alors on continue en 3. 

(2) Quitte à remplacer N par un multiple, on peut supposer que RN induit l'iden
tité sur *S. Par (iii) de la Proposition 2.4, sauf pour un nombre fini de Q G 5, 
R : Dq —> Dq est de degré 1 et par le Corollaire 3.12 on a Dq C £(R). Par conséquent 
S -< C et Rl(S) -< (7, pour 0 ^ i < N. En particulier BR,{V) ni ^ 0. 

D'autre part, UBRi(V^ <f_ /, sinon RN : B-p —> Bj> est de degré 1 et par conséquent 
B-p C £(R) ce qui implique x G B-p C C, mais x £ C par hypothèse. Par conséquent 
on a 

0 < r' = max dmm(BRz(p) — I) < r. 
dd+d45 

(2.1) Soit V le bout associé à {\z — x\ ^ r'} C {\z\ ^ 1}, donc V satisfait 
la propriété (i) par définition. Soit Q' G S le bout tel que x G Dq/. Notons que 
RN(Q') = Q' et Q\egRN{Q') = 1 car RN induit l'identité sur S. Donc il existe une 
couronne ouverte A ayant Q' comme bout telle que R : A —>• A est de degré 1. Par la 
Proposition 5.2 on a A C £(R) et comme S C on a Q' -< C. 

Par définition de r' on a Dq> — Bp> C /, donc R est injective sur la couronne 
Dq> — Bp>. Donc 

BRivl) C DR(n') C Bp C {\z\ < 1}, 

et par le Lemme d'Approximation on a cYmm(R(T')) — diam(Bp/) = r'. Alors par 
définition de r' on a DR^q^ — BR(p/^ C /. 

Alors on peut montrer par induction (en utilisant le Lemme d'Approximation) que 
pour tout i ^ 0 on a BRl^p^ C {\z\ ^ 1} et diam(BjRi(-P/)) = rr ; c'est-à-dire (iii) du 1. 
On applique le Corollaire 5.4 à les disques DRÏ^q^ et r = r' et on obtient que V est 
périodique par R. 

(2.2) Il reste à montrer que V' -< C. Comme dans 2.1 on peut montrer que tout 
bout V tel que B^ C Bp et diam(5^) = r' est périodique par R ; soit n(V) la période 

ASTÉRISQUE 287 



DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 215 
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FIGURE 3. La partie grise représente le complémentaire de /. 

de V. Si de plus 
UBRi^ C J, pour 0 ^ i < n(P), 

on a que R71^ : B^ B^ est de degré 1 et on a Bj^ C £{R) par le Corollaire 3.12. 
Notons que l'ensemble T des bouts V tels que B^ C B-p, diam(llp) = r' et 

UBRUP) £ I, Pour 0 ^ I < n(V), 

est fini. Par conséquent l'ensemble DQ> — Ur^-p C £(R) est un affinoïde ouvert 
connexe. Comme Q! < C cet affinoïde ouvert est contenu dans C. Donc V -< C. 

(3) Le bout VQ satisfait (i)-(iii) du 1. Dans 2 on a montré que si V est un bout qui 
satisfait ces propriétés et deg^N (S) — 1 (où S est le système projectif associé à V) 
alors il existe un bout V' dont r' < r appartient à l'ensemble fini, 

{diam(r3 — I) \ B G Cp boule fermée telle que B n I ^ 0}. 

Par conséquent il existe un bout V qui satisfait les propriétés (i)-(iii) du 1 et de plus 
deg^v(S) > 1. 

(3.1) On va montrer qu'un tel bout Vx = V satisfait les assertions du lemme. 
Comme Vx satisfait (i)-(iii) il reste à montrer que Bpx PiC = 0. Si Bpx P\C ^ 0 alors 
S -< C car Vx -< C. Par conséquent Rl(S) -< C et degR(Rl(S)) = 1, pour 0 ^ i < TV, 
par le Lemme 2.11. Mais ceci contredit degRN(S) > 1. Donc Bpr D C — 0. • 

Démonstration du Théorème S. — Sans perte de généralité on suppose que C est 
fixé par R. Par le lemme précédent, pour chaque x 0 £(R) il existe un bout Vx -< C 
périodique par R de période nx tel que x G Bpx, Bpx n C = 0 et tel que si Sx est le 
système projectif associé à Vx alors deg^n* (Sx) > 1. 
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Notons que Rl(Vx) -< C et BRi(Vx^ D C = 0, donc A^ = Ul^>oBR, (Vt^ est disjoint 
de C. De plus, si Ax. n Ay / 0 alors Ax = A^. Comme deg^^. (Sx) > 1, on a 
R"'(BVr) = P(CP), sinon iTJ : ^ BPr est de degré 1 par le Corollaire 2.2 et 
par conséquent x G B-px C C par le Corollaire 3.12. Donc on a R(AX) = P(CP) par le 
Corollaire 2.2. 

Fixons z G C Alors C et chaque Ax contient un point de ii)_1(z), donc il y a au plus 
deg(R) — 1 ensembles Ax disjoints deux à deux. Par conséquent C = P(CP) — UxgcAx 
est un affinoïde ouvert et les Vx sont ses bouts. La dernier assertion du théorème suit 
du fait que deg/t>„, (Sx) > 1. • 

5.1. Dynamique sur une composante analytique. — Considérons une fonction 
rationnelle complexe R G C(z) ayant une disque de Siegel ou un anneau de Herman C 
fixé par R. Alors R est conjuguée sur C à une rotation irrationnelle par une application 
holomorphe ; voir [CG]. 

Soit a G E - Q l e nombre de rotation correspondant. Alors pour tout w G T = M/Z 
on peut définir une automorphisme (holomorphe) Row de C de nombre de rotation 
w. Donc on a une action de T sur C définie par z) —» Row(z). De plus pour toute 
suite {nj}j^i d'entiers positifs telle que nja —> w dans T., on a que R7lJ converge 
uniformément à Row sur chaque partie compacte de C. 

Dans cette section on montre des propriétés analogues sur Cp, avec l'anneau Zp — 
{w G Q» I \w\ ^ 1} au lieu de T. L'anneau Zp est compacte et Z C Zp est dense sur 
Zp 

Une différence avec le cas complexe est qu'il ne suffit pas que la composante soit 
fixée. Il faut que les bouts de la composante soient fixés et que la fonction rationnelle 
soit tangente à l'identité en chaque bout de C. On dit qu'une fonction rationnelle 
R G Cp(z) est tangente à Vident/lté en un bout V si R fixe V et si la multiplicité de V 
comme point fixe de l'action de R dans le système projectif associé à V est strictement 
plus grande que 1. 

Proposition 5.6. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux 
et soit C une composante analytique de S(R) de telle façon que R fixe C et les bouts 
de C. De plus supposons que R est tangente à l'identité en chaque bout de C. Alors 
on les propriétés suivantes. 

(1) Pour chaque w G 7Lp il existe un automorphisme Row de C tel que pour toute 
suite {nj}i d'entiers positifs telle que n.j —» w au sens p-adique. Rn> converge 
uniformément (pour la métrique chordale) à Row sur chaque affinoïde fermé contenu 
dans C. 

(2) L'application qui à (w,z) G Zp x C associe Row(z) G C définit une action. En 
particulier R°° est l'identité et on a R°(u'i+W*) = Row^oRow* pour tous wl7 w2 G Zp. 

Comme Zp est compact le corollaire suivant est immédiat. 
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Corollaire 5.7. — La suite {Rn}nz>i est normale sur chaque composante analytique 
C de £(R) ; c'est-à-dire que pour toute suite d'entiers positifs il existe une sous-
suite { m j} y> i telle que Rrn> est uniformément convergent sur chaque affinoïde fermé 
contenu dans C. 

La démonstration de la proposition dépend de deux lenimes. 

Lemme 5.8. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle qui soit tangente à l'identité 
au bout associé à {\z\ < 1}. Alors il existe ro G (0,1) tel que R induit l'identité sur le 
système projectif associé à [\z\ < r}, pour chaque r G (ro, 1). 

Démonstration. — Comme R est tangente à l'identité au bout associé à {\z\ < 1} on a 
R(z) = z + z2P(z)IQ(z) où P, Q G Cp[z] sont des polynômes à coefficients entiers tels 
que Q(0) 7̂  0. Par conséquent il existe TQ G (0,1) tel que pour chaque A qui satisfait 
r{) < |A| < 1 on a |P(A)| ^ 1 et |Q(A)| = 1 ; voir Lemme 2.1. Donc la réduction de 

X-^tXz) = z + Xz2 
P(Xz) 
Q(Xz) 

est l'identité. 

Lemme 5.9. — Soit C un affinoïde ouvert et R G Cp(z) une fonction rationnelle telle 
que R : C C est de degré 1 et tel que R fixe les bouts de C. De plus supposons 
que R est tangente à l'identité en chaque bout de C. Alors R induit l'identité sur Ac 
et sur chaque système projectif S G Ac -

Démonstration. — Comme R : C C est de degré 1, R induit une isométrie sur 
Ac ; voir Section 2.5. Comme R fixe les bouts de C, R induit l'identité sur Ac-

Comme C est un affinoïde ouvert, chaque sommet S de Ac est l'extrémité d'au 
moins trois arêtes de Ac- Par conséquent R fixe au moins trois éléments d'un sommet. 
Donc R induit l'identité sur chaque sommet de Ac-

Donc pour toute arête / = (<So,<Si) C Mp de Ac, R est tangente à l'identité en 
chaque bout de C/. Par le lemme précédent pour chaque i G {0,1} il existe un système 
projectif «S- proche de <S,- tel que R, induit l'identité sur chaque système projectif dans 
(S^SI]. En particulier R induit l'identité sur S{} et S[. Alors R induit l'identité sur 
chaque système projectif dans [<SQ.<S{], par le Lemme 4.23. • 

Démonstration de la Proposition 5.6. — Comme le degré de R est au moins deux 
C 7̂  P(CP) et on peut supposer que C C Cp. 

Considérons une suite croissante d'affinoïdes fermés X\. C C de telle façon que 
UXi = C. Dans le cas où C n'est pas un disque R satisfait (avec n = 1) les propriétés 
de la Proposition 4.14 pour X,, par le lemme précédent. On notera 7./ G (0,1) une 
constante telle que \\R. — id ^ 7/ • diam(Dx.) pour x G X,. 

Si C est un disque, on peut supposer que C = {\z\ < 1} et Xt — {\z\ ^ r./}, avec 
77 G |CP| H (0,1) tel que rt —> 1. Alors par le Lemme 5.8 on peut supposer que R 
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induit l'identité sur le système projectif Si associé à pour chaque i. Comme dans 
ce cas Axi = {Si}, R satisfait les propriétés de la Proposition 4.14 et alors on peut 
continuer comme dans le cas où C n'est pas un disque. 

Etant donné w G Zp considérons une suite croissante {ra.;}^i d'entiers positifs de 
façon que p(\w — rrii\p) < 7J"1, pour tout j ^ i. Alors on a R°(w-ni^ e H(Xi) d'après 
le Corollaire 4.16. Notons que RO(w-mi+1) définie sur Xi coïncide avec la restriction 
de la même application définie sur Xi+\. 

De plus on a p{\mljrl — m?;|p) ^ 7"1, donc jR°(m*+i-mO est définie sur Xi et coïncide 
avec R™>i+i-™i. Par conséquent R°(™-™i+i) définie sur Xl+l et R°(™-™i) définie sur 
Xi, satisfont l'identité suivante sur Xi, 

r>mi + 1 Q r>o(W—mt + 1) r>mt Q Ro{ml + 1-ml) Q no(w-mi + 1) _ r>mt Q no(«;-mt) 

Donc la fonction Row définie par Rm< o R°(™-™i) sur Xi appartient à H(C). Notons 
qu'on a R°° — id ; voir Corollaire 4.16. 

Soit {rij}j^i une suite d'entiers positifs tels que rij —» w au sens p-adique et fixons 
i ^ 0. Alors il existe J ^ 0 tel que p(|nj — rrii\v) < 7"1 pour tout j ^ J. Donc 
j^-m* = Ro(nr. m,) gur ^ . et par consequent i?^ = i?m* o i?°(nr^) converge 
uniformément à Row = RrrH o R°(w-™i) sur ^ ; voir Corollaire 4.16. 

Soient w\, W2 G Zp; considérons des suites {rij}j^i et {kj}j^i d'entiers positifs 
tels que n3 —>• w\ et kj —>• 1̂ 2 au sens p-adique. Comme R7lj et Rnî  convergent 
uniformément à ROWl et ROW2 sur chaque X2 on a que Rnj+kj converge uniformément 
à R0(wi+W*) sur chaque Xt. Par conséquent ROWl o Row* = fl0^^^). 

Comme pour chaque w G Zp on a Row o R°(-w) = = id, on a que R°(~w"> £ 
1~L(C) est l'inverse de i?0'1' et par conséquent est un automorphisme de C • 

5.2. Composantes analytiques et points périodiques. — Dans cette section 
on s'intéresse aux points périodiques contenus dans une composante analytique donnée 
du domaine de quasi-périodicité. 

Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux et soit C une 
composante analytique de £(R) fixée par R. Les bouts de C sont permutés par R. 
Notons Vo, • • -, Vni les bouts fixés par R. Pour chaque 0 ^ i ^ n, R induit une action 
projective (de degré au moins 2 par le Théorème 3) sur le système projectif St associé 
à Vi ; on note 71R(VI) la multiplicité du point fixe Vi pour cette action. Rappelons 
que quand riR(Vi) > 1 on dit que R est tangent à l'identité en V%. 

Proposition 5.10. — Le nombre de points fixes de R dans C comptés avec multiplicité 
est égal à 

2 + 
d+d4d 

(nR(Vi)-2). 

La démonstration de cette proposition est à la fin de cette section. On considère 
d'abord des corollaires et un exemple. 
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Corollaire 5.11. — Si C est un disque de Siegel fixe, alors C contient au moins un 
point fixe. 

Corollaire 5.12. — Soit R G Cp(z) de degré au moins deux et C une composante 
analytique de £{R) fixée par R. Si aucun des bouts de C n'est fixé par R, alors C 
contient exactement deux points fixes de R, comptés avec multiplicités. 

Corollaire 5.13. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux. 
Alors chaque composante analytique de £{R) continent une infinité de points pério
diques de R. 

Démonstration. — Quitte à remplacer R par un itéré on suppose que tous les bouts 
Vi,...,Vn de C sont fixes et que R est tangente à l'identité en Vi, pour 1 ^ i ^ n. 
Notons que pour k ^ 1 on a nRPk(Vi) > nRk(Vi). Par conséquent le nombre de points 
fixes de RPm dans C (qui est égal à 2 + ^(nRPm(Vt) - 2) par la proposition) tend 
vers l'infini quand m —» oo. Chaque point fixe de Rk a une multiplicité comme point 
fixe de Rlk qui est bornée indépendamment de l. Donc R a une infinité de points 
périodiques dans C ; voir Section 3.3. • 

Corollaire 5.14. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle et C une composante 
analytique de £(R) fixée par R. Supposons que R fixe les bouts de C et que R est 
tangente à Videntité en chaque bout de C. Alors tous les points périodiques de R dans 
C ont une période primitive de la forme pn1, m ^ 0. 

Démonstration. — Simplement note que pour tout m ^ 0 et tout k ^ 1 qui n'est pas 
divisible par p on a nRhP>» (V) — nRP™ (V) pour tout bout V de C ; voir Section 3.3. • 

Voici d'autres différences entre le cas complexe et le cas p-adique. Dans le cas 
complexe les disques de Siegel et les anneaux de Herman, coïncident avec le domaine 
de linéarisation, mais sur Cp tous les composantes analytiques du domaine de quasi-
périodicité contiennent une infinité de points périodiques et par conséquent les do
maines de linéarisation sont strictement plus petits que les composantes analytiques 
correspondantes. 

Une autre différence est que dans le cas complexe les disques de Siegel et les an
neaux de Herman sont instables (voir [Ma]) ; c'est-à-dire que pour chaque fonction 
rationnelle à coefficients complexes on peut trouver des fonctions rationnelles arbi
trairement proches qui n'ont pas de disque de Siegel ni de anneaux d'Herman. Dans 
le cas p-adique, si G Cp(z) est une fonction rationnelle ayant l'affinoïde ouvert 
connexe C comme composante analytique de £{R), alors pour toute fonction ration
nelle Q G Cp(z) proche de R, C est une composante analytique de £(Q). 

Exemple 5.15. — Étant donnés a, 6, À G Cp tels que \a\ = |6| < 1 et |À| = 1 considé
rons la fonction rationnelle 

R(z) = Xz 2l-bz 
z — a 
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et la couronne C = {z G Cp | \a\ < \z\ < \b\ :} . Notons qu'on a 

1 
R(l/z) 

\~lz2- 1 — az 
z-b 

(1) On va montrer que C est une composante analytique de £(R). Notons que 
R : C —> C est de degré 1 et R, fixe les bouts de C. Soit Va le bout associé à 
{\z\ > \a\} U {oc} et 7^ le bout associé à {\z\ < \b\~~1}; ce sont les bouts de C. La 
coordonnée wa = —a/z (resp. = bz) est telle que w„(Va) (resp. Wb(Vb)) est le bout 
associé à {|z| < 1}. De plus 

Ra(z)=waoRoW-1(z) = \-\ 
z + l 

z + ab 
et i ^ U ) = o i? o M"1 (2) = Aẑ  1 - 2 

z + ab' 

Donc #rt(z) = A_1(z + z2) et Rh(z) = A(z-z2) sont de degré 2. Par la Proposition 5.2, 
C est une composante analytique de £{R). 

(2) Notons que np>{V(l) = nn(Vb) = 1 si et seulement si |A — 11 = 1. Donc par la 
Proposition 5.10, R a un point fixe dans C si et seulement si |A — 1| < 1. 

(2.1) On suppose que |A - 1| < 1 de telle façon que Ra(z) = z + z1 et Rb(z) = 
z — z2 = —R(l( — z). Donc nRk(Va) = /,>/• ('P/j. pour k ^ 1. D'après l'exemple 3.19 
on a riRP'» (Vn) = 1 + (1 + pH hpm)- Par â Proposition 5.10 la fonction rationnelle 
i2pm a 

2 + (P„) - 2) + (nRP»> (Vb) - 2) = 2(1 + • • • + p'") 

points fixes dans C, comptés avec multiplicité. Par conséquent, si R n'a pas de cycles 
paraboliques dans C, alors R a exactement 2 cycles de période primitive pnl. Par le 
Corollaire 5.14 ce sont tous les cycles de R contenus dans C. 

Si p = 2 on obtient (par l'exemple 3.20 et par un raisonnement similaire) que si R 
n'a pas de cycles paraboliques dans C, alors R a exactement 2_m(22 — 22 ) cycles 
de période primitive 2™. Par le Corollaire 5.14 ce sont tous les cycles de R contenus 
dans C. 

(3) On va montrer que si A = 1 et a = b = p alors R n'a pas de cycles paraboliques. 
Un théorème du à Fatou dit que tout cycle parabolique attire, dans le sens complexe, 
au moins un point critique: voir [Fa]. Donc il suffit de vérifier que tous les points 
critiques de R sont attirés (dans le sens complexe) par les points fixes super-attractifs 
0 et cxj. 

Les points 0 et OC sont des points critiques. Notons que p est un pôle de R et pour 
tout autre réel x G M, R(x) est réel. De plus R est négative dans l'intervalle (p, +OC) 
et par conséquent R a un point critique c dans (p, +OC). Comme R(z) — —\/R{l/z), 
— l/c est aussi un point critique de R. Alors 0, OC, c et — 1/c sont tous les points 
critiques de R. 

Donc il suffit de vérifier que Rn(c) —> OC quand n —> OC. Notons que —1 est un 
point fixe répulsif de R et pour tout x G ( — OC, —1) on a R(x) < x. Par conséquent 
Rn(x) OC quand n —• OO car R n'a pas d'autre point fixe dans ( — OC, —1). Finalement 
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il n'est pas difficile de voir que pour tout x G (p, + 0 0 ) on a R(x) < — 1, donc R(c) < — 1 
et par conséquent Rn(c) — » 0 0 quand n —• 0 0 . 

Démonstration de la Proposition 5.10. — On va appliquer le Théorème des Résidus 
à R — id sur X = C ; voir Section 2.1.1. Considérons une coordonnée telle que oo G C 
et telle que R(oo) 7̂  oc. Alors i? — id a deux pôles simples dans C : 0 0 qui est un pôle 
simple de id et la préimage w de 0 0 par R dans C, qui est un pôle simple car R est 
injective sur C C £(P). 

Le nombre des zéros de R — id dans C est évidement égal au nombre F de points 
fixes de R dans C (comptés avec multiplicité). Par conséquent, 

c 

ordfl-idte) = F + ordiî_itl(oo) + ord/?_id(uO = F - 2. 

Soit P un bout de C Notons que pour toute coordonnée affine w on a 
ordWOjRou,-i_id(P) = ordJR_id('P). Donc après changement de coordonnée affine 
on peut supposer D-p = {|~;|>l}U{oc}. 

Si V n'est pas fixé par R on a par le Lemme 2.3 V' = (R — id)(P) = R{V), qui est 
un bout de C. Par conséquent J3-p C Cp — {()}. Donc ordjR_jci('P) = 0 dans ce cas. 

Supposons que V est fixé par R. Soit R G Cp(z) la réduction de i?. Par définition 
de nR(V) ^ 1 on peut écrire 

1 
R(l/z) 

z + azn"^> 
P(z) 
Q(zY 

où a G Cp - {0} et les polynômes P. Q G Cp[z] sont tels que P(0) ^ 0 et Q(0) 7̂  0. 
Par conséquent 

R(z) - z = 
1 

ordR-ul(V) = -destP_iJV) = -1 = nR(V) - 2. 

P(l/z) 

Supposons nR{V) = 1. Comme deg/?(oc) = degR(V) = 1 on a 1 + aP(0)/Q(0) 7̂  0. 
Donc degR_[d(V) = deg^_id(oc) = 1 et (R — id)(oc) = 0 0 . Par conséquent 
(R-id)(V) = V et 

ordR-ul(V) = -destP_iJV) = - 1 = nR(V) - 2. 

Si nR{V) = 2 alors P(oo) G C/; —{0}. Donc £>(i?._id)CP) C Cp — {0} et par conséquent 
ord/?_ul(P) = 0 = n/?(P)-2. 

Si UR(V) > 2 alors notons que deg/?_id(P) = deg^_id(oo) = nR(V) — 2 et 
P(OO) = 0. Par conséquent ordR„ld(P) = degi?_id('P) = nR{V) - 2. 

Par le Théorème des Résidus on a 

F-2 = 
bouts fixes de C 

(nR(V) - 2) 
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5.3. Dynamique au bouts d'une composante analytique 
Proposition 5.16. — Soit R une fonction rationnelle de degré au moins deux, C une 
composante analytique de £(R) et V un bout de C. Soit S le système projective associé 
à V. Alors il existe une infinité de VQ G <S tels que D-p0 est un disque de Siegel. 

Voir figure 4. 

Démonstration. — Quitté à remplacer R par un itéré on peut supposer que V^ et 
par conséquent <S, est fixé par R. Considérons un paramétrage S = {V(^)}^f y Soit 
TcS comme dans (iii) de la Proposition 2.4 et soit T C P(Fp) tel que T — Uj,7̂ (<f). 

Comme V est un bout de C on a deg^P) = 1 et donc R' ^ 0. Par conséquent il 
existe une infinité des £ G P(FP)) périodiques par R tels que (Rk),(£>) ^ 0, où k est 
la période de £. On peut supposer de plus que Ri(£) 0 P(Fp) — T, pour i ^ j ^ k. 
Donc par (iii) de la Proposition 2.4 et le Corollaire 3.12 on a D<p{£) C £(R). Par le 
Théorème 3 on a deg(R) > 1, donc Da est un disque de Siegel par la Proposition 5.2. 

V 

D<p{ 

D<p{ 
D<p{ 

FIGURE 4. Chaque bout V d'une composante analytique de £(R) a une 
infinité de disques de Siegel attachés. 

Corollaire 5.17. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle de degré au moins deux. 
Alors les affirmations suivantes sont équivalentes. 

(i) R a un point périodique indifférent. 
(ii) R a une infinité de points périodiques indifférents. 
(iii) £(R) ^ 0. 
(iv) £ (R) à une infinité de disques de Siegel. 
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Démonstration 
(ii) ==> (i) est trivial; (i) (iii) résulte du point 2 de la Proposition 3.16. 
(iv) (ii) suit du Corollaire 5.13 et (iii) (iv) suit de la Proposition 5.16 et de 

(i) de la Proposition 5.10. • 

6. Exemples 

Dans cette section on considère des exemples. Dans la Section 6.1 on montre que 
pour tout affinoïde ouvert il existe une fonction rationnelle ayant chaque composante 
de l'affinoïde comme composante analytique de son domaine de quasi-périodicité (Pro
position 6.4) ; voir aussi Proposition 6.7. 

Exemple 6.1. — On va montrer que le bassin d'attraction de l'infini du polynôme 
R(z) = p~1(z~ zp) est égal à P(CP) — Oqp. Dans la Section 1.2.3 il y a une description 
de l'arbre de cet espace analytique. 

Notons que pour \w\ > 1 on a \R(w)\ ^ p\w\J\ donc {\z\ > 1} C W;s(oo). De plus 
pour tout w tel que \w — i\ — 1 pour tout i G {0,1,. . . ,p — 1}, on a \w — wp\ = 1. 
Donc \R(w)\ = p > 1 et par conséquent w G W^(oo). 

D'autre part Oq est invariant par R donc Oq fl WR(oo) = 0. Pour chaque 
i G {0, p — 1} l'application 

R:Di = { \ z - i f zp) G C p ( \ < l } ^ { \ z \ < p } , 

est de degré 1. Soit Ri : {\z\ < p] —• Dt la branche inverse correspondante. Pour tout 
k ^ 0 fixé on a 

C„ - U/()....,„G{0 p-i}Ri() o • • • o Rik({\z\ < p}) C W*R(oo). 

Alors l'égalité W >̂(oo) = P(CP) - Oq,, suit du fait que 

Rl{) o . • • o Rlk ({\z\ < p}) = {z | \z - (z0 + • • • + ikPk)\ < p-k}-

Exemple 6.2. — Considérons la fonction rationnelle R(z) = À( -f zp) G Cp(z), où 
À G Cp est tel que f zp) G Cp(< |A| < 1. On montrera que le bassin d'attraction du 
point fixe attractif 0 est de type Cantor et ne contient pas des points critiques. 

Notons que pour chaque z G Cp tel que \z\ < 1 on a \R(z)\ = \Xz\. De plus 
R(l) = R(oo) — oo et par conséquent D = {\z\ < 1} est le plus grand disque contenu 
dans le bassin d'attraction de 0. Comme R(D) ^ D, le bassin d'attraction immédiat 
de 0 est non-trivial. 

D'autre part, si z G Cf, est tel que \z\ > 1 alors \R(z)\ = \X\\z\p : donc, si de 
plus \z\ > |A|"1/(/>~J), on a que \Rn{z)\ -> oo quand n —> oc. Comme R'(z) = 
À(— _̂11y2 4- pzp 1 ). les points critiques finis de R sont de norme pl^P+l\ Donc la 
condition |À| > p-^-1) /^1) impliques que tous les points critiques de R tend vers 
l'infini par itération, et par conséquent le bassin d'attraction de 0 ne contient pas des 
points critiques. 
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Exemple 6.3. — Considérons le polynôme P(z) = ^(zp — zp ) . Notons que 0,1 G 
K(P) C {\z\^ 1} et pour \w\ ̂  1 on a, 

P(z + w) - P(w) 
1 

[zp-zP2) + Qw(z) 

où QW G Cp[z] est entier et Qw(0) = 0. Par conséquent \P(z + w) - P(w)\ = p\z\p 
pour tout -(i-7,-») < |z| < i. En particulier pour toute boule fermée B C {\z\ ^ 1} 
de diamètre au moins p~l^p~l\ P~L(B) est une réunion de p boules BQ, . . . ,Bp-i 
disjointes deux à deux avec 

diam(B/) = 
1 

fr 
diam(B) 

i/p 
> rrl/{p'~l). 

et P : Bi -> B est de degré p. On pose -(i-7,-») ^ 1}) = #o U • • • U £7,_i où 
diam(Py) —p~llp. En général, 

P"'({\z\ < 1}) = LL.€((U ^ u B , ^ , . 

où les boules Ba()..M.n_l sont de diamètre 

p-(l//>+l/P2 + - + l//>") =p-(i-7,-»)/(/,-i) ^ p - l / ( „ - l ) quandn^o^ 

et les indices sont tels que -(i-7,-»)C £«()...«„-i et P{BAI)CLLJ = -(i-7,-»)Consi
dère l'espace de codage E?; avec alphabet { 0 , — 1}, 

£.„ = {.a,,fl, . . . I a; G {0,. . ., » - Il k 

et à chaque point w G K{P) on associe la suite 7r(w) = .a{)(i \ . . . de telle façon que 
P" (w) G 23aj|. Par conséquent l'application TT respecte la dynamique de P sur K(P) et 
la dynamique du décalage a : Ep —> E?, défini par a(.a()ai . . . ) = .a\ . . .. Alors notons 
que w G nri^>()B(li)(li__JIn et par conséquent w appartient à une composante errante si 
et seulement si TT('W) n'est pas prépériodique pour le décalage a. 

Jusque à maintenant on est dans une situation standard en dynamique. Mais notons 
que à chaque a = .a^ai ... G E?) on peut associer l'intersection B(± = nn^)5a(l„.rt)) 
et comme Ep n'est pas dénombrable il y a beaucoup d'intersections vides, car Cp est 
séparable. (Ceci montre que Cp n'est pas maximalement complet, c'est-à-dire que il 
existe des suites emboîtées de boules Bn avec intersection vide; voir e.g. [Ro]). 

Si l'intersection Ba est non-vide alors c'est une boule de diamètre p~l^p~l\ Par 
le Lemme 4.29 si D est un disque errant alors 

liminf diam(P"(£W = 0. 
n—>oc 

Par conséquent tous les intersections B(±. avec a G E;, qui n'est pas prépériodique 
par a, sont vides. De plus par le Lemme 4.13 pour toute suite périodique a G Ep il 
existe un point périodique w de de même période, tel que TT(W) = a. Par conséquent 
TT(K(P)) C E/; est égal à l'ensemble des suites prépériodiques pour le décalage a. 
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6.1. Exemples de composantes du domaine de quasi-périodicité 

Proposition 6.4. — Soit X un affinoïde ouvert. Alors il existe une fonction ration
nelle R telle que chaque composante connexe de X est une composante analytique du 
domaine de quasi-périodicité de R. 

La démonstration de cette proposition se base sur le lemme suivant. 

Lemme 6.5. — Soit X un affinoïde ouvert et S un système projectif tel que pour toute 
composante analytique Y de X il existe V G S tel que Y C Dp. Alors il existe une 
fonction rationnelle R telle que degR(S) > 1. R : X —> X est de degré 1 et telle que 
R fixe les bouts de X. 

Démonstration. — Après changement de coordonnée on peut supposer que S est le 
système projectif canonique et que X C {\z\ ^ 1}. Alors il existe un ensemble fini 
A C {\z\ ^ 1} tel que X C UAD(l< ou Da = {\z - a] < 1}. Le polynôme Q(z) = 
z + Il-il3 ~ a)2 tel que Q : D(l —> D(l est de degré 1 pour tout a G A. Donc 
D(l C £{Q) par le Corollaire 3.12 et les bouts V < Da de X sont périodiques par Q. 
par le Corollaire 4.20. Donc il existe /? tel que R = Q" fixe les bouts de X. Par 
conséquent R : X —> X est de degré 1 et deg/?(<S) = deg(i?) = n • deg(Q) ^ 2. • 

Démonstration de la Proposition ô.Jh - Soient <So... ., <SA- les systèmes projeetifs as
sociés aux bouts de X et soit Rs, comme dans le lemme précédent. Alors R = 
Rs{) o ••• o RSf : X —> X est de degré 1 et degR(Sj) > 1. Par la Proposition 5.2 
chaque composante connexe de X est une composante analytique de £(R). • 

Exemple 6.6. — On va montrer que la fonction rationnelle. 

R(w) = 1 + WÎ>+1 

wP(l + (pw)P+l) 
eCp(w). 

â C = {l < \z\ < ])} comme composante analytique de £(R) et que l'ensemble de 
Julia de R. est vide. 

Notons que la, coordonnée l/pw est une symétrie de R, c'est-à-dire R(w) = 
\/pR(\/pw). Soit <So le système projectif canonique et VQ G SQ le bout associé à 
{\w\ ^ 1}, qui est un bout de C. On pose D{) = {\w\ < 1} et IL() = {\z\ = 1}. 
Notons que la réduction de R est (1 + iup+1 )/wp et pour tout V G S() - {V{)}. 
R : Dp -+ DR{V) est de degré degR(V). Par conséquent R(W{}) = W{) U D0 et R 
n'augmente pas la distance^ chordale ds() dans W{) U D{). 

On pose S\ = {So)i/ptr. D\ = (D0)1/l)lt, de telle façon que C = DV[) n DPl et 
on a les propriétés analogues: en particulier /? n'augmente pas la distance chordale 
d-Si (correspondante à la coordonnée l/pw) dans \\\ U D\ = {[w\ ^ p} U {oc-} : voir 
figure 5. De plus la réduction de R, dans la coordonnée l/pw est aussi (1 + 'wp^l)/wp. 
Il est facile de voir que R : C —» C est de degré 1, et comme deg^(5o) = deg/?(<Si) = 
j) -t I > 1. ( ' est une composante analytique de £(R) (Proposition 5.2). 
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d 
Wx 

C 
d+d4 

V0 e Sq 

D0 W0 / 

FIGURE 5. Partition de P(CP). 

(1) On va montrer que, si z,w G D0 sont tels que 

dSo(z,w) = \ssssz-w\-(i-7,-»)et R(w) G {\z\ :^p}U{oo}, 

alors dsr (R(z), R{w)) ^ p l^p x). Ceci est équivalent à montrer que si \\/pR(w)\ ^ 1 
alors \l/pR(z) - l/pR(w)\ ^ p"1^- ! ) . On a 

i i + (pzyp+r) wp(i + (pw)p+1) 
pR(z) pR(w) p(l + zp+l)-(i-7,-»)p(l + wp+l) 

vr 
2p - ^ - (zw)p(z - w) +-(i-7,-»)+ w'1^1) - (pw)p+i(l + zp+1) 

p(l - Zp+1)(l+WP+1) 

Notons que 11 + zp+l \ = Il + wp+1| = 1 et 

\(vz\»+l(l + wp+1) - (vw)"+l(l + zp+1)\ < v-{p+1> 
1 

rd 
D-I/(P-I)< 

D'autre part, si £ = z — w, alors, 

\zp - wp\ = \vewp-1 + • • • + p^"1™ + ep| < 
1 

P 

d+d41d+ 

car |e| ^ pl/(p ^ et ^ j}P-(i-7,-»)^. De plus, comme 

1 ^ 1ss 
x+x4x 

wp(l + (puO?;+1) I 
-(i-7,-»)xx 

dd+dodf 

on a p\z\p ^ 1 et donc \(zw)p(z — w)\ ^ P-(i-7,-»)^• Par conséquent 

1 1 
I pR(z) pR(w) 

+s4dsx 1 p-l/(7'-l)N f zp) G Cp( 

ASTÉRISQUE 287 



DYNAMIQUE DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES CORPS LOCAUX 227 

(2) Montrons maintenant que F(R) = P(CP). Notons que C C £{R) C F(R). 
Fixons ZQ G P(CP) — C ; par symétrie on peut supposer \zo\ ^ 1- Comme R~1(F(R)) = 
F(R), s'il existe n tel que Rn(zo) G C alors ZQ Gf zp) G Cp(; donc on peut supposer que 
Rn(z0) fi C, pour n ^ 0. 

Par la partie 1, pour tout WQ G B = {\w — z0\ <f zp) G Cp(et tout n ^ 1, on a 
d5i(ir(z0),#n(wo))) ^ p-1/^-!)^ où i = 0 si #n(z0) G {|z| ^ 1} et i = 1 sinon. 
Par conséquent la famille {Rn}nz>o est uniformément lipschitzienne sur B, et donc 
z0eB C F(R). 

La Proposition 6.4 ne nous donne aucun information sur le degré de la fonction 
rationnelle. Avec la proposition suivante, dans un cadre plus restrictif, on aura un 
contrôle sur le degré. 

L'idée est de modifier une fonction rationnelle R G Cp(z) ayant une bonne ré
duction; voir Section 4.5. Par la Proposition 4.32, si deg(R) > 1, les composantes 
analytiques de £(R) sont des disques de la forme {z = £}. Si deg(i?) = 1 alors 
£(R) = P(Cp) ; voir exemples dans la Section 3.2. 

Proposition 6.7. — Soit R G Cp(z) une fonction rationnelle ayant une bonne réduc
tion. Soit r G \CP\ tel que r < 1 et soient des V\,... ,Vn bouts tels que Bj>t C £(R) 
et diam(J3-pJ = r. Alors il existe une fonction rationnelle Q de degré deg(Q) = 
deg(R) + n telle que pour toute composante analytique C de £(R), Vaffinoïde ouvert 
connexe 

C - UTBV, oùT = {Rj{Vi) | pour 1 ̂  i ^ n et j ^ 1}, 

est une composante analytique de £(Q). 

Notons que par le Corollaire 5.3, l'ensemble T de la proposition est fini. La dé
monstration de cette proposition est à la fin de cette section. 

Exemple 6.8. — Considérons des bouts V\,..., Vn tels que les boules B-p1,..., B-pn 
sont disjointes deux à deux et de même diamètre. Alors par la proposition (en prenant 
R = id) il existe une fonction rationnelle Q de degré n + 1 telle que 

P(CP) - B1 U - U 5 n , 

est une composante analytique de £(Q). 

Exemple 6.9. — Soit n ^ 1 et £ racine primitive nieme de l'unité et soit r G |CP| tel 
que 1 est la seul racine nieme de l'unité dans la boule {\z — 1| ^ r}. Soit V le bout 
associé à cette boule. Posons R(z) = Çz et notons que Rn(B-p) = B-p et que les 
boules Bp,..., Rn~l(Bp) sont disjointes deux à deux. Par la proposition il existe une 
fonction rationnelle Q de degré 2 telle que 

¥(£p)-BpU..-{jRtl-l(Bp), 

est une composante analytique de £(Q) (un (n — l)-anneau de Herman). 
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Démonstration de la Proposition 6.7. — Soit S le système projectif canonique et 
T C S l'ensemble des bouts V E S tels que degR(V) = 1. Comme £(R) 7̂  0 
l'ensemble X est infini et on peut trouver Q G X tel que DQ D (U^Bp) = 0. 
Après changement de coordonnée on suppose que 0 0 G DQ, de telle façon que 
DQ = {\z\ > 1} U { 0 0 } . Soit Si le système projectif associé à, V,, pour 1 ̂  7 ^ n. 

1.— On va définir par induction des fonctions rationnelles Ri G Cp(z) qui satisfont 
les propriétés suivantes. 

(1) deg(ZiY) - deg(iî) + /, pour 1 <: 1 <: n. 
(2) deg/?,(Sy) > 1, pour 1 <C L 
(3) i?7- est injective sur Dv - (BVl U • • • U BVi), pour tout V G X. 
(4) Pour tout bout P ^ {Vi,... , tel que B-p C {|z| < 1} et diam(#p) = r on a 

Ri{V) = R(V) et Ri : £R(:P) est de degré 1. 

Notons que 4 implique 3. Posons RQ = R et supposons que est déjà définie. 
Après changement affine de coordonnée au départ et à l'arrivée, on suppose que 0 G 
BVi et i?../_i(0) = 0 de telle façon que R^x{BVl) = {\z\ <: r] = Bv>. 

On pose 

Ri(z) = rev 

z - Il 
-(i-7,-») +wx^w+ fi 

z- u 
d++ds4r 

où /1 G Cp est de norme égale à r. Clairement deg(Rt) = deg(i?7_i) + 1 = deg(i?) + i, 
donc R vérifie 1. De plus deg,^ (S;) > 1. 

Comme Rj-i vérifie 4 on a 

|/f/-i(~o)| = \z()\ pour tout z0 G {|z| ^ 1} - BVl U • • • U 5P._r 

Par conséquent, si de plus ZQ 0 Bpn on a | ( ^ ) — /?, \(z)\ ^ r. Donc si P est comme 
dans 4 on a R^V) = Ri-i{V) = R(V), degR.(V) = 1 (Lemme 2.3) et Rt : J5P 
BR{V) esi de degré 1. C'est à dire i?,, vérifie 4, et par conséquent 3. 

Fixons 1 ^ j < ?' et considérons Co G et Ci G BR(<p.y On a |Co| = |Ci| > r- On 
pose Qo(^) = i?7-_i(2 + Co) - Ci et Qi(z) = /?,(.: + Co) - Ci- Comme i?v_i satisfait la 
propriété 4, on a Qo(V) = P et deggo(<S) > 1, où V est le bout de {\z\ ^ r} et <S est 
le système projectif contenant T. Par définition de Rt et Qi on a 

Qi(z) * + C<> 

z -t- c0 - M 
A/-i(^ + Co)-Ci 

z + Co 
2: + Co - u 

Q<)(*) + Ci-
11 

' + Co - /i 

Comme jCo| = |Ci| > r = H on conclut que Q^P) = Q0(P) - V et degQl(5) = 
degQ()(5) > 1 (Lemme 2.3). Donc Rt(Vj) = R(Vj) et degR.(Sj) > 1. 

2.— Posons Q = Rn et considérons un cycle Ci , . . . , C*; de composantes analytiques 
de £{R) de telle façon que R{Ct) = C?+i, pour 1 ^ i ^ k\ où C A : + I = C0. Par les 
propriétés 2 et 3, Qk vérifie les hypothèses de la Proposition 5.2 avec X = Ct — UrBp 
pour chaque 1 ^ i ^ k. Par conséquent les affinoïdes ouverts C} — UrBp, pour 
1 ^ 2 ^ /c, forment un cycle de composantes analytiques de £{Q). • 
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