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DISCRIMINATION ANALYTIQUE
DES DIFFEOMORPHISMES RESONNANTS DE (C,0)
ET REFLEXION DE SCHWARZ

par

Jean-Marie Trépreau

a Jean-Michel Bony,
pour son 60° anniversaire

Résumé. — Nous montrons que des arguments géométriques trés simples, basés sur la
réflexion de Schwarz, permettent souvent de décider si deux paires d’arcs analytiques
tangents en 0 € C sont analytiquement équivalentes au voisinage de 0. Nous en
déduisons la construction de familles nombreuses de germes, formellement mais non
analytiquement conjugués, de difféomorphismes analytiques résonnants de (C, 0).

Abstract (Resonant diffeomorphisms of (C, 0) and the Schwarz reflection). — We show
that simple geometric arguments, based on the Schwarz reflection, allow in many
cases to decide whether two pairs of tangent analytic arcs at 0 € C are conformally
equivalent in a small neighborhood of 0. As an application, we exhibit big families
of germs of analytic resonant diffeomorphisms of (C, 0), which are formally, but not
analytically conjugate.

Introduction

Paires d’arcs analytiques tangents...— On s’intéresse & la classification ana-
lytique des paires (A, B), ou A et B sont deux germes, tangents en 0 € C, d’arcs
analytiques réguliers.

Deux telles paires, soit (A4, B) et (C, D), sont équivalentes s’il existe un germe en 0
de difféomorphisme holomorphe ¢ (on dira plutét un difféomorphisme analytique de
(C,0)), tel que :

¢(A4) =C, ¢(B)=D.
Elles sont formellement équivalentes si, pour tout n € N, il existe un difféomorphisme
analytique ¢, de (C,0), tel que ¢,(A) et ¢,(B) soient respectivement tangents a C
et & D, a des ordres > n.

Classification mathématique par sujets (2000). — 30 C 35, 30 D 05, 37 F 99.
Mots clefs. — Réflexion de Schwarz, transformations conformes, paires d’arcs analytiques.
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272 J.-M. TREPREAU

Notons Sy la réflexion de Schwarz par rapport & un arc analytique régulier A. A
la paire (A, B), on associe son indicateur :

f=SAOSB.

C’est un difféomorphisme analytique de (C, 0), tangent & I'identité. Il est évident que
les indicateurs de deux paires équivalentes sont (analytiquement) conjugués.

La classification formelle des paires a été faite par Kasner [15]. Il apparait que les
paires (A, B) dont 'indicateur appartient & une classe de conjugaison formelle donnée,
s’il en existe, se répartissent en une ou deux classes d’équivalence formelle, selon que
I’ordre de contact entre les deux arcs A et B est impair ou pair.

Nakai [19] a montré que les paires analytiques, dont 'indicateur appartient & une
classe de conjugaison analytique donnée, se répartissent en une, deux, ou quatre classes
d’équivalence analytique, selon les cas.

...et difféomorphismes tangents a I’identité. — Un difféomorphisme analytique
de (C,0), tangent & ’identité, posséde deux invariants formels, I’ordre de tangence
et un nombre complexe, son résidu. Dans [6], publié en 1939, Birkhoff montre que
deux germes, formellement conjugués, ne sont pas (analytiquement) conjugués en
général. Mieux, il construit un systéme complet d’invariants analytiques, en associant
a tout difféomorphisme analytique f de (C,0), tangent & ’identité, un couple (g, h) €
G x 'H de fonctions, qu’il appelle les « fonctions de connexion » du germe f; G et
‘H sont des espaces parfaitement définis de fonctions holomorphes. Birkhoff montre
que deux germes sont conjugués si et seulement s’ils ont les mémes fonctions de
connexion. Il pose aussi le probleme de la synthése : est-ce que tout (g,h) € G x H
est le couple des fonctions de connexion d’un diffomorphisme analytique de (C, 0),
tangent & I’identité ? Cet article a été oublié (1),

Ecalle [12], Malgrange [18] et Voronin [27] ont retrouvé les résultats de Birkhoff
et résolu le probléme de la synthése. L’usage aujourd’hui est de parler des invariants
d’Ecalle- Voronin.

La classification analytique des germes de difféomorphismes tangents a I'identité est
donc un probleme résolu. Compte tenu de la relation entre paires d’arcs analytiques
tangents et difffomorphismes, la classification analytique de ces paires trouve aussi sa
solution.

Une construction géométrique d’invariants analytiques. — Notre point de
vue, dans cet article, est différent. Rappelons d’abord que les invariants d’Ecalle-
Voronin ne se laissent pas facilement calculer!

Nous pensons démontrer qu’on gagne, pour étudier une paire d’arcs tangents, a ne
pas se ramener a I’étude de son indicateur ; et méme, que pour trouver des invariants

(1) Jean-Pierre Ramis a retrouvé « par hasard » cet article fondamental en 1995. Je le remercie de
m’avoir donné des détails sur cette découverte.
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DIFFEOMORPHISMES RESONNANTS ET REFLEXION DE SCHWARZ 273

analytiques d’un difféomorphisme, qui soit un indicateur de paire, on a avantage &
étudier la paire. Mentionnons que les indicateurs de paires sont rares parmi les difféo-
morphismes tangents & I'identité : il y a des obstructions formelles (un indicateur de
paire a un résidu imaginaire pur), mais surtout des obstructions analytiques [19] qui
s'écrivent en terme des invariants d’Ecalle-Voronin.

Venons-en & la description de la méthode (la méthode de la réflexion) que nous
proposons. Soit (A, B) une paire d’arcs tangents en 0 € C, soit f son indicateur. Il
s’agit de trouver des invariants analytiques de la paire (A, B) qui, éventuellement,
permettent de montrer qu’elle n’est pas équivalente a une autre paire donnée.

Concernant le difféomorphisme f de (C,0), tangent & 'identité, nous utilisons le
fait bien connu qu’il existe un voisinage épointé de 0 qui est recouvert par la réunion
des bassins d’attraction de 0, respectivement pour f et f~1. Soit A un domaine tel
que 0 € OA, que f soit définie et injective sur A et que f(A) C A.

Pour tout » > 0, on définit les arcs analytiques A,, et B, en prolongeant analy-
tiquement, autant qu’il est possible dans A U {0}, les germes d’arcs f(™(A) @) et
f(™(B). Alors, tout événement géométrique (une intersection, un point singulier...),
dont la définition fait intervenir la famille des courbes A,, B,, n > 0, donne lieu a
un événement du méme type dans f(A), & la translation pres des indices. Tout évé-
nement de ce type est donc asymptotigue; il concerne en fait les germes de A et B en
0. Il peut permettre la discrimination analytique des paires.

Un exemple. — La Figure 1 devrait illustrer le caractére « évident » de la méthode
de la réflexion. Chaque sous-figure représente une ellipse A, une tangente B a cette
ellipse et le reflet By de B par A. Dans (a), A est un cercle; la figure obtenue est bien
classique. Dans (b)—(f), A n’est pas un cercle. Dans (b) et (f), le point de contact est
un des sommets de A. Les trois paires (a), (b) et (f) sont formellement équivalentes.
Les deux paires (c) et (e) le sont aussi. On montre facilement que, si Uezcentricité de
Uellipse A est assez petite (par exemple, voir Lemme 5.8, si elle est inférieure a 0, 55),
la figure de V’ellipse et de ’intersection de ’ellipse pleine avec B; est asymptotique.

La différence entre (a), (b) et (f) est spectaculaire; celle entre (c) et (e) aussi. 4
U’eeil, on obtient le fait que les trois paires (a), (b) et (f) appartiennent & des classes
analytiques distinctes.

Il y a mieux : Pangle au point double de By dans (d)—(f), les angles aux intersections
de B; avec A dans (b)-(f), sont aussi des invariants des germes (A, B). On peut ainsi
obtenir, a ’eil et au compas, la discrimination entre des paires de ce type, obtenues en
faisant varier I’excentricité, choisie assez petite, et le point de contact de la tangente.
La Figure 2 donne un exemple de cela.

(D Dans cet article, f(™ désignera toujours I'itéré de f & I'ordre n; par exemple f(2) = fo f... On
notera souvent f~! au lieu de f =1
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274 J.-M. TREPREAU

a) A est un cercle

(9

b) (A,B)=E[l,7/2)

&

S

c¢) (A,B)=E[1,3n/8]

\

d) (4,B)=E[1,7/4]

B\\
<
B
By
B A A
e) (A,B)=E[l, /8 f) (A,B) = E[L,0]
o B
A —
o
B °
B A
By
FIGURE 1. Le reflet d’'une tangente par une ellipse
Contenu et plan de ’article. — Le cceur de I'article est constitué des Chapitres

3, 4 et 5, dans lesquels la méthode de la réflexion est appliquée. Ils peuvent étre
parcourus, pour la plus grande part, indépendamment du Chapitre 2. Pour simplifier,
nous ne considérons dans ces chapitres que des paires d’arcs tangents & ordre 1,
appelées paires de type 2, mais la méthode s’applique & des ordres de contact plus
grands, avec quelques complications dues & la forme du bassin d’attraction du point
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DIFFEOMORPHISMES RESONNANTS ET REFLEXION DE SCHWARZ 275

a) (4,B)=E[1,758...,0,5] b) (A4,B)=E[1,044.., 0,1]

N\

FIGURE 2. Deux paires formellement équivalentes qu’on discrimine au compas

fixe de 'indicateur quand l’ordre de contact est plus grand que 2 (la fleur de Leau a
alors plus de pétales).

Dans le Chapitre 1, nous rappelons la définition de la réflexion de Schwarz et nous
posons le probléme des paires d’arcs. Nous introduisons l'indicateur d’une paire et la
suite des paires engendrées.

Dans le Chapitre 2, nous rappelons la relation entre la classification des paires
d’arcs et celle des difféomorphismes, dans le cas plus simple des paires de type 2.

Dans le Chapitre 3, nous appliquons la méthode de la réflexion a des paires d’arcs
tangents qui sont des perturbations, en un sens qu’on précisera, d’une paire de cercles
tangents. Dans le § 3.3, nous montrerons (avec les notations introduites plus haut)
que :

\

Si une paire (A, B) est équivalente & une paire de cercles tangents, il existe un
n € N tel que

— A, et B, sont des courbes analytiques compactes lisses;
— un isomorphisme (de Riemann) du domaine de bord A,, sur le disque unité envoie
localement B,, sur un arc de cercle ou de droite.

Nous construirons aussi (voir le Théoréme 3.2 et le Corollaire 3.4) une famille
nombreuse de paires d’arcs, formellement équivalentes, deux & deux non équivalentes.
Cette famille est paramétrée par I’ensemble des fonctions holomorphes et injectives
sur le disque unité qui s’annulent & 'ordre 3 en 0. Birkhoff [6] et Elizarov [13] exhibent
des familles & un parametre de difféomorphismes non conjugués. Notre construction
est tout & fait différente et tres élémentaire.

Dans le Chapitre 4, nous esquissons une description des invariants géométriques
que la méthode de la réflexion permet, dans les cas favorables, d’obtenir. Je ne sais
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276 J.-M. TREPREAU

pas dans quelle mesure les cas favorables sont « le cas général ». Par exemple, peut-
on toujours associer, par réflexions, une « figure asymptotique » & une paire d’arcs
algébriques ? Je n’en sais rien.

Dans le Chapitre 5, nous énongons et nous commentons le théoréme suivant :

Soit B et B’ des droites tangentes auz ellipses A et A’ respectivement. Si les paires
(A, B) et (A', B"), considérées au voisinage des points de contact, sont équivalentes,
elles sont semblables, i.e. on peut passer de l'une a l'autre par une similitude. En
particulier, les deux ellipses ont la méme excentricité.

Nous ne démontrons pas ce théoreme, mais nous en présentons des cas particuliers.

Avec le souci d’étre complet, nous rappelons dans 1’Appendice la classification
formelle des paires d’arcs analytiques dans le cas général, due & Kasner [15] et Pfeiffer
[22], et la relation entre leur classification analytique et celle des difféomorphismes,
étudiée par Nakai [19].

Les figures : 1égendes et notations. — Les figures de ce texte ont été obtenues
en utilisant le logiciel Maple, ainsi que le logiciel CorelDraw pour certaines insertions
de texte.

La plupart de ces figures concernent des paires (A, B), ol B est une tangente &
une conique A. On utilise les notations suivantes :

— El[s,t] désigne (& une similitude preés) la paire (A, B), ou A est ellipse de foyers
les points +1 qui passe par le point cosh(s + it), et ou B est sa tangente en ce point.
L’excentricité de l'ellipse A (rappelons que c’est le rapport entre la distance entre les
foyers et la longueur du grand axe) vaut 1/coshs. On peut montrer que le nombre
sin 2t/ sinh 2s caractérise la classe formelle de la paire E[s, t].

— P[t] désigne la paire (4, B), oll A est la parabole d’équation paramétrique z(t) =
(1 —t2)/2 + it et B sa tangente au point z(t);

— on note A, et B, les germes (S4 0 Sg)(™(A) et (Sa o0 Sg)™(B), ainsi que leurs
prolongements analytiques;

— les notations A et BF sont introduites dans le §4.1.

Remerciements. — Quand j’ai voulu connaitre le reflet d’une droite par une ellipse,
j’ai été rebuté par le calcul a faire, pourtant facile! Je veux remercier Pierre-Vincent
Koseleff qui m’a aidé & en obtenir sur Maple la premiére représentation graphique. Je
tiens aussi a remercier Frank Loray, qui m’a appris 'existence de ’article de Nakai
[19]; sans cette information, cet article serait réduit & trés peu de chose. J’ai aussi
tiré profit de la lecture de ses notes de cours [17].

1. Paires d’arcs analytiques et réflexions

1.1. Notations. — Pour la discussion générale, il est commode de fixer un point
de base; on choisit 0 € C comme point de base.
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DIFFEOMORPHISMES RESONNANTS ET REFLEXION DE SCHWARZ 277

On note G le groupe des difféomorphismes analytiques de (C,0), c’est-a-dire des
séries convergentes de la forme :

+oo
(1) f(z)=a1z+ Z anz" (a1 #0).

Deux difféomorphismes f, g € G sont conjugués s’il existe h € G tel que :
foh=hog.
Le centralisateur C(f) de f € G est défini par :
C(f)={he G, foh=hof}.

On appellera réflerion toute involution antiholomorphe, considérée au voisinage
d’un point fixe. On note S I’ensemble des réflexions de (C,0), c’est-a-dire des séries
convergentes de la forme :

+o00
() S(z)=s17Z+ ) sn7",
n=2
telles que S o S = I, I'identité.
1.2. La réflexion de Schwarz. — La conjugaison complexe :
S]R(Z) =7Z

est une réflexion dont R est ’ensemble des points fixes. C’est la seule transformation
antiholomorphe qui ait cette propriété, méme localement. En effet, si S est antiho-
lomorphe au voisinage d’un point de R et laisse fixe tout point de R, Sg o S est
holomorphe et laisse fixe tout point de R, donc Sg o S est I'identité, donc S = Sg.

Soit maintenant C une courbe analytique réguliere. Si 0 € C, en complexifiant une
paramétrisation analytique locale :

“+o0
P(t) =art+»_ant", (a1 #0),

n=2

de C, on obtient un élément de G,

+o00
¢(Z) =a12 + Z anz",

n=2

qui envoie localement R sur C. Alors :
Sc=¢oSrog¢~!

est la seule réflexion qui induit ’identité sur C au voisinage de 0. En faisant varier le
point de base, on obtient ’existence de la réflexion de Schwarz :

Définition 1.1. — Soit C C C une courbe analytique régulie¢re. La réflexion de Schwarz
par rapport a la courbe C' est la seule involution antiholomorphe, ou réflexion, définie
au voisinage de C, qui induit I’identité sur C. On la note S¢.
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278 J.-M. TREPREAU

1.3. Le cas d’une courbe définie implicitement. — Si la courbe C est définie
implicitement pres de 0 € C par

+o0o
(3) Z am,nzm?n =0, (am,n = Qn,m, @0,0= 0, aio 7é 0),

m,n=0

I’équation :
4) Z U W"Z" =0
peut étre résolue par rapport & w, et définit une fonction antiholomorphe
+o0
S(z) =12+ Z snZ", (51 #0),
n=2

au voisinage de 0. Comme (3) est une équation de la courbe C, on a S(z) = z pour
tout z € C, donc S est la réflexion de Schwarz par rapport a C.

Si C est une courbe algébrique, (4) montre que la réflexion Sc est une fonction
algébrique de Z.

1.4. Covariance de la réflexion de Schwarz. — A tout germe C d’arc analy-
tique régulier en 0, on a associé une réflexion S¢ € S. La correspondance est biuni-
voque, par exemple parce que C est ’ensemble des points fixes de S¢. Il résulte aussi
immédiatement de la définition qu’on a, pour tout ¢ € G et pour tout ¢ € S :

(5) Sd)(C) =¢oSco (ﬁ_l.

D’autre part, si la réflexion S € S est donnée par (2), de S(S(z)) = 2, on tire
|s1] = 1. Soit u une racine carrée de s;. La rotation z — uz conjugue S avec :

+o0
Si(z) = 2 5y 3 bz
n=2

u
Si 'on pose ¢(z) = z + Sg o S1(z), on obtient :
S]R [*] ¢ = ¢ o Sl.

On en déduit que S est holomorphiquement conjuguée a Sg. Si i» € G réalise cette
conjugaison, S = 1 o Sg 0 ~!, on voit que S est la réflexion de Schwarz par rapport
a larc ¢¥(C). On a obtenu :

Lemme 1.2. — La correspondance C — S¢ induit une bijection entre l’ensemble des
germes d’arcs analytiques réguliers de (C,0) et l’ensemble S des réflexions de (C,0).
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DIFFEOMORPHISMES RESONNANTS ET REFLEXION DE SCHWARZ 279

1.5. Difféomorphisme, arc, conjugaison... formels. — On note G le groupe
des difféomorphismes formels de (C, 0), c’est-a-dire des séries formelles de la forme (1).
De méme, une involution de la forme (2), sans condition de convergence, est appelée
réflexion formelle et ’ensemble des réfexions formelles de (C, 0) est noté S.

Les notions de conjugaison, de centralisateur, de germe d’arc régulier... ont leurs
pendants dans le cadre formel. Les définitions sont évidentes. On note 5( f) le cen-
tralisateur formel de f € G. Le Lemme 1.2 est vrai dans le cas formel, avec la méme
démonstration.

1.6. Le probléme des paires. — On appelle paire, respectivement paire formelle,
tout couple (A, B) de germes en 0 € C d’arcs analytiques, respectivement formels,
réguliers. Un difféomorphisme h agit sur les paires par :

(4, B) — h(A, B) = (h(A), h(B)),
et sur les réflexions par conjugaison :

S+——hoSoh™L

Définition 1.3. — Deux paires (A, B) et (C, D) sont équivalentes, respectivement for-
mellement équivalentes, s’il existe h € G, respectivement h € G, tel que h(A4, B) =
(C, D).

Compte tenu des propriétés de la réflexion de Schwarz, le probleme de la classifi-
cation (analytique, formelle) des paires est équivalent au probléme de la classification
des paires de réflexions pour la conjugaison (analytique, formelle).

Dans la suite, on confondra la notion de paire d’arcs réguliers de (C,0) avec celle
de paire de réflexions de (C,0).

1.7. L’indicateur d’une paire. — Ce qui est dit dans ce paragraphe vaut aussi
dans le cas formel.

Définition 1.4. — L’indicateur d’une paire de réflexions (S,S’) € S x S est le difféo-
morphisme So S’ € G.

Si f = S o8’ est l'indicateur de la paire (S, S’), on a :

S '=Sof,
et :
(6) Sof=f1loS8.
Autrement dit, la réflexion S conjugue f a f~1.
Lemme 1.5. — Un difféomorphisme f € G est l'indicateur d’une paire si et seulement
s’il existe une réflexion S € S vérifiant (6). Dans ce cas, Uapplication :
S —(S,S0f)
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280 J.-M. TREPREAU

induit une bijection entre l’ensemble des réflexions S € S qui vérifient (6) et I’ensemble
des paires d’indicateur f.

Démonstration. — On a déja vu que si f est indicateur de la paire (5,5’), S vérifie
(6). Réciproquement, si S € S vérifie (6), on a :

(Sof)o(Sof)=1I,

donc S o f est une réflexion et f est 'indicateur de la paire (S, S o f). O

1.8. La suite des paires engendrées. — Ce qui est dit dans ce paragraphe vaut
aussi dans le cas formel.

Définition 1.6. — Soit (A, B) une paire d’indicateur f = S4 o Sg. On appelle suite
des paires engendrées par la paire (A, B) la famille de paires :

(7) (An, Bn) := (f™(4), f™(B)), (nez).
Compte tenu de la covariance de la réflexion de Schwarz, on a :

Lemme 1.7. — Soit (u(A),u(B)) Uimage d’une paire (A, B) par un élément u de G.
Pour tout n € Z, on a :

(u(A)n, w(B)n) = (u(An), u(Br))-

Rappelons encore la formule (5). Comme l'indicateur f de la paire (A, B) « anti-
commute » avec S4 et avec Sp, on a Sa, o Sp, = f pour tout n € Z. On a aussi
SSA(B) =S408B0S54. On en déduit :

Lemme 1.8. — L’indicateur de la paire (A,B) est aussi lindicateur de la paire
(Sa(B),A) et des paires (Ap, Bp), n € Z.

1.9. Paires d’indicateur donné. — Ce qui est dit dans ce paragraphe vaut aussi
dans le cas formel.

Soit (S,S o f) une paire d’indicateur f € G. Si h € G, la paire équivalente
(hoSoh ! hoSo foh™!) a pour indicateur ho f o h~1. Elle a donc le méme indi-
cateur si et seulement si h € C(f).

D’autre part, si (5,5 0 f) est une autre paire d’indicateur f, SoS’ commute avec f,
donc il existe g € C(f) tel que S’ = S o g. De plus g doit vérifier Sog=g~'0S. La
réciproque est claire.

Ces remarques algébriques seront utilisées dans le Chapitre 2 et dans I’Appendice,
quand il s’agira de classer les paires d’indicateur donné.
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DIFFEOMORPHISMES RESONNANTS ET REFLEXION DE SCHWARZ 281

2. Classification des paires de type 2

Le but de ce chapitre est de mettre en perspective les résultats présentés dans les
chapitres suivants, mais sa lecture n’est pas nécessaire & leur compréhension.

Une paire (A, B), éventuellement formelle, est dite de type ¢+ 1 si les arcs A et B
sont tangents & ’ordre ¢ > 1. Son indicateur, qui est tangent & 1’ordre g & 'identité,
est aussi dit de type q + 1.

Nous allons rappeler quelques résultats classiques sur les diffomorphismes de
type 2, et comment ils s’appliquent aux paires de type 2. Des rappels, dans un cadre
plus général, seront faits dans 1’Appendice.

2.1. La classification formelle. — En 1912, Kasner [15] a démontré le théoreme
suivant :

Théoréme 2.1 (Kasner). — Toute paire formelle de type 2 est formellement équivalente
a une et une seule des paires (A, B), l € R, ot :

(8) A= {y =2+ 1%} B = {y =0}.

Un calcul formel donne facilement ce résultat. Plus bas, on le déduira, comme
Nakai [19], de la classification formelle des difféomorphismes de type 2, qui est mieux
connue, et d’intérét plus général.

Calculons le développement & l'ordre 3 de l'indicateur f; = Sa, o Sp de la paire
(8). D’apres le §1.3, il est donné par fi(z) = w, avec :

w—2z [w+z 2+l w+ 2 3
2% 2 2 :

On en déduit w = z + 2622 + O(z3), puis :

{
(9) filz) = 2+ 202" + (202 (1 —i5)2° + -+
2.2. Difféomorphismes formels de type 2. — Un élément f € é, de type 2,
s’écrit :
(10) f(z)=z+az?+a*(1-r)2>+---  (a#0).

Le nombre r € C est invariant par conjugaison formelle et appelé le résidu(® de f;
on note :

(11) r = rés(f).

C’est le seul invariant formel :

Lemme 2.2. — Deuz éléments de type 2 de G sont formellement conjugués si et seule-
ment s’ils ont le méme résidu.

(®)Le résidu d’Ecalle est r — 1. J'appelle résidu le résidu normalisé de [19]. L’avantage est qu’on a
une formule simple pour rés(f(®)).
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Ona:
(12) rés(f®) = @; rés(S o f o S) =1és(f),

pour tout ¢t € Z* (et méme t € C*, voir ci-dessous) et pour tout S € S.

En particulier, si 5,5’ € S et f=808,0onaSofoS = f(-1 et les formules
précédentes montrent que le résidu de f est imaginaire pur. Compte tenu du Lemme
précédent et de (9), on a :

Lemme 2.3. — Un élément de type 2 de G est un indicateur de paire formelle si et
seulement si son résidu est imaginaire pur.

Si f(z) = 2+a2%+---, a # 0, un calcul formel simple montre que, pour tout t € C,
il existe un et un seul difféomorphisme formel de la forme

z+taz+ -

qui commute avec f. C’est Iitéré d’ordre t de f; on le note f(*). Il coincide avec litéré
au sens usuel quand t est un entier.

En particulier, en choisissant ¢ = 0, on obtient que ’identité est le seul élément de
C‘r, tangent & un ordre > 2 a 'identité, qui commute avec f. Comme le commutateur
de deux itérés de f a cette propriété, on obtient que I’application t — f®) est un
isomorphisme de C sur le groupe des itérés de f. Enfin, un calcul & ’ordre 3 montre
que tout g € C (f) est tangent & ’identité, donc est un itéré de f :

Lemme2.4. — Si f € G est de type 2, son centralisateur formel 6( f) est le groupe
commutatif de ses itérés complezes f, t € C.

On a aussi les formules suivantes :
(13) hof®oh ™ = (hofoh™)®; SofPoS=(Sofos)®,

pour tout h € @, pour tout t € C et pour tout S € S.

Démonstration du Théoréme de Kasner. — Il suffit de montrer que deux paires for-
melles de méme indicateur f, soit (S,S o f) et (S, S’ o f), sont formellement équi-
valentes. Compte tenu des remarques du § 1.9, on peut écrire S’ = S o f®), et (13)
donne So f® o So ft) = f(t=D donc t est réel et §" = f(~1/2) 0 §o f(t/2), |

La démonstration montre aussi qu’on a :

Lemme 2.5. — Soit f € G lindicateur d’une paire formelle de type 2. Si t est ima-
ginaire pur, f®) conserve cette paire. Le groupe des itérés d’ordre réel de f opére
transitivement et simplement sur ’ensemble des paires formelles d’indicateur f.
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Remarque 2.6. — En particulier, si f est 'indicateur de la paire formelle (A4, B),on a:
A= fY3(B).

Si la paire est analytique, cette égalité est bien siir correcte, bien que f(1/?) soit en
général divergent.

2.3. Trois théorémes classiques. — On les énonce dans le cas général des dif-
féomorphismes tangents a identité, pour éviter des redites dans I’Appendice. On
trouvera dans cet appendice la définition du résidu et de l'itération d’ordre complexe,
dans ce cas général.

Théoréme 2.7 (Ecalle, Liverpool). — Si f € G est tangent ¢ un ordre fini a Uidentité,
le sous-groupe des t € C tels que f) € G converge est soit égal a C, soit de la forme
ZL pour un m € N*.

Dans le premier cas, on dit que f est pleinement itérable, dans le second que m est
lordre mazimal d’une racine itérative de f. Le résultat suivant (je ne sais pas & qui
Pattribuer) est aussi classique :

Théoréme 2.8. — St deux éléments de G, tangents ¢ un ordre fini a l'identité, sont
pleinement itérables et formellement conjugués, ils sont conjugués.

Pour tout ¢ > 1 et tout r € C, il existe un élément pleinement itérable f,, € G,
de type ¢ + 1 et de résidu r. Il est unique & conjugaison prés d’apres le théoreme
précédent. Des modeles sont déja dans Birkhoff [6]. On peut prendre f, , = exp X, r
ou X, est le champ de vecteurs défini par :

(14) Xgr =129 (1 + irzq)—ldi.
z

On calcule facilement f, (z) = 2(1 —igz?)~%/9. Si r # 0, (14) permet de trouver une
équation vérifiée par fgr, mais il n’y a pas de modele algébrique : le résultat suivant
est i & Baker [4] si ¢ = 1, & Ecalle [10] dans le cas général :

Théoréme 2.9 (Baker, Ecalle). — Soit f € G, tangent d un ordre fini d Uidentité et de
résidu non nul. Si f est le germe d’une fonction algébrique, f n’est pas pleinement
itérable.

2.4. Applications aux paires de type 2. — On a :

Théoréme 2.10 (Nakai). — Soit (A, B) et (C,D) deuz paires de type 2 et de méme
indicateur f. Si f est pleinement itérable, elles sont équivalentes. Sinon (C, D) est
équivalente d une et une seule des deuz paires (A, B) et f1/2™)(A B), ot m est
lordre mazimal d’une racine itérative de f.

(1/2m)

Notez que, dans le second cas, f n’est pas analytique. Il n’empéche que

f(/2m)(A, B) Dest.
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Démonstration. — On reprend la démonstration du Théoréme de Kasner. On a S¢ =
Saof® avectréel et f(*) analytique. Si f est pleinement itérable, on conclut comme
dans cette démonstration.

Sinon, on écrit t = (2p + €)/m, avec p € Z et € € {0, 1}. L’itéré analytique f®/™)
conjugue (Sc,Sco f) & (Sao f&/™ S40 fE/™ o f). Les paires obtenues pour € = 0
et € = 1 ne sont pas conjuguées; elles sont formellement conjuguées par f(1/2™ O

Compte tenu du Lemme 2.5, les Théorémes de Baker-Ecalle et d’Ecalle—Liverpool
ont aussi la conséquence géométrique suivante :

Théoreme 2.11. — Soit (A, B) une paire de type 2. Si son indicateur n’est pas pleine-
ment itérable, le seul automorphisme de cette paire est l’identité. C’est en particulier
le cas si la paire est algébrique de résidu non nul.

Pour finir, le Théoréme de Nakai, compte tenu du Lemme 1.8, a la conséquence
suivante :

Théoréme 2.12. — Soit (A, B) une paire de type 2, d’indicateur f. Les paires (A, B)
et (Sa(B),A) sont équivalentes si et seulement si f est un carré itératif, i.e. f(1/2)
converge. Si f n’est pas un carré itératif, toute paire dont lindicateur est conjugué d
f est équivalente a une et une seule de ces deuz paires.

Dans les chapitres suivants, on verra que la méthode de la réflexion permet parfois
de discriminer les paires (A, B) et (Sa(B), A), donc de construire des difféomorphismes
qui ne sont pas des carrés itératifs. Baker et Bhattacharyya [5], et aussi Ahern et
Rosay [1], ont donné des exemples de difféomorphismes polynémiaux qui ne sont pas
des carrés itératifs, ou qui plus généralement ne sont pas des puissances itératives.
Notre construction est tres différente.

2.5. Résidu « tangentiel » et aberration. — Dans le cas particulier ol B est la
tangente & 'arc A en P € A (on suppose A strictement convexe, ainsi la paire est de
type 2), le résidu de la paire (A, B) est lié & [’aberration de la courbe A au point P,
notion dont j’ai appris existence dans un article de Schot [24].

Soit A un arc régulier et strictement convexe de classe C3. En un point P de A,
on définit :

(1) Vaze d’aberration de A : c’est la position limite de la droite qui passe par P et
le milieu d’une corde P’'P" parallele 3 la tangente en P quand P’ tend vers P;

(2) langle d’aberration de A : c’est ’angle orienté entre la normale et 'axe d’aber-
ration;

(3) laberration de A : c’est la tangente de cet angle.
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normale

o axe
d’aberration

FIGURE 3. Le résidu de la paire (ellipse A, tangente B) est i tan ¢

Schot donne la formule suivante pour Paberration tan § d’une courbe définie par y =
y(z) :
1+ (y)?
15 tand =y’ — ——2—¢"".

(15) an Y 3(y")? Yy
L’aberration de la courbe y = 22 + lz3 & I’origine vaut ainsi tané = —1/2.

Comme P’aberration est invariante par similitude, compte tenu de la formule (9) et
de la définition (11) du résidu, on obtient :

tand = irés((4, B)),

si B est la tangente en P & A et tan§ 'aberration de A au point P.

Les courbes d’aberration constante sont les cercles et les spirales logarithmiques
(24].

Si de plus A est une conique, un théoréme classique dit que le milieu d’une corde
de direction donnée décrit un diameétre de A (une demi-droite paralléle & son axe si A
est une parabole). On en déduit que ’axe d’aberration d’une conique a centre A en
P € A est la droite qui joint P au centre de A ; si A est une parabole, c’est la parallele
issue de P a laxe de A.

On a donc le Lemme suivant (une démonstration directe serait plus rapide!) :

Lemme 2.13. — Soit B la tangente a une conique A en P € A. Le résidu de (A, B)
est itan@, ot ¢ est l'angle entre la droite qui passe par P et le centre de A (et est
paralléle a Uaze de A si A est une parabole), et la normale en P d A.

3. Perturbations d’une paire de cercles tangents

3.1. Figures d’une paire de cercles tangents. — Commencons par la paire la
plus simple : deux cercles (distincts) tangents, ou un cercle et une droite tangents.
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Toutes ces paires sont équivalentes par homographie. Le cercle A de centre a et qui
passe par 0 est donné par (z — a)(Z — @) = a@, donc :

Sa(z) = -
On prend ’exemple de la paire (A, B), ou A est le cercle de diameétre [0, 27], et B = R.
Son indicateur est I’homographie :

f(z) = Sa0Sr(z) =

z
1—1iz

b

un difféomorphisme pleinement itérable, de type 2 et de résidu nul, d’itérés complexes :

() =

z
1—dtz’

(t € C).

On sait (ou on vérifie) que f*) conserve les cercles (et la droite) du faisceau défini
par A et B sit € iR, tandis que {f®, t € R} agit transitivement sur ce faisceau.
En particulier, si a > 0, I'image par f du cercle de diameétre [0,%/a] est le cercle de
diametre [0,:/(a + 1)].

On en déduit que, pout tout n > 1, A, et B, sont les (germes en 0 € C des)
cercles de diametres [0,/(n + 1/2)] et [0,i/n]. Ces cercles « décroissent » vers 0, avec
les relations d’emboitements :

(16) Gpy1 CHpp1 U {0}, H,,, CcG,U {0},
entre les disques G,, et H, de bords A, et B,.

Compte tenu de la convergence des itérés complexes de f, le lemme suivant est une
conséquence des résultats du Chapitre 2. On peut aussi le démontrer facilement par
un calcul formel.

Lemme 3.1. — Les automorphismes d’une paire (de germes) de cercles tangents dis-
tincts sont les itérés de son indicateur, d’ordres imaginaires purs.

En voici une autre démonstration, trés différente. Il suffit de montrer qu’un auto-
morphisme d’une telle paire est une homographie :

3.2. Une démonstration géométrique du Lemme 3.1. — Soit A un voisinage
ouvert de 0, et g un isomorphisme A — g(A) qui conserve 0 et les germes des cercles
A et Ben0.

D’apres le Lemme 1.7, g conserve les germes de A, et B, pour tout n > 0. On
choisit n € N assez grand pour que le cercle A, soit contenu dans A. Comme g envoie
un arc de A, dans A,, par analyticité (réelle), g envoie le cercle A,, dans, donc sur
lui-méme. On en déduit que g induit un biholomorphisme du disque de bord A,,. C’est
donc une homographie.
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Ay

©

A
o B

/S
=

FIGURE 4. A, C A si n est assez grand

3.3. Comment savoir si une paire est équivalente a une paire de cercles ?

L’argument précédent enfongait une porte largement ouverte. Il apporte pourtant
une réponse, que je crois nouvelle, & la question du titre.

Soit (C, D) une paire équivalente & une paire (A, B) de cercles tangents en 0 € C.
Soit A un voisinage ouvert de 0 et :

g:A—g(4d), g¢(0)=0,

un isomorphisme tel que g(A4, B) = (C, D). On note (Cyr, Dy)n>0 la suite engendrée
par la paire (C, D). Pour tout n € N, on a :

g(An) = Cp, g(Bn) =Dy,

au voisinage de 0. Si n est choisi assez grand, les cercles A, et B,, sont contenus dans
A, et donc, en confondant les courbes avec leurs germes, C, = g(Ay) et Dy, = g(Bn)
sont des courbes analytiques compactes. Elles bordent respectivement des domaines
K, et L,, qui vérifient des relations analogues & (16), et g induit des isomorphismes
de G, sur K,, et de H, sur L,. Compte tenu du théoréeme de Riemann, on a donc :

S une paire (C, D) est équivalente ¢ une paire de cercles tangents, il existe un
n € N tel que C,, et D, sont (les germes de) deuz courbes analytiques compactes, et
qu’un isomorphisme du domaine de bord Cy, sur le disque unité envoie D, sur un arc
de cercle (ou de droite).

On sent bien que cet énoncé contient le fait que I’équivalence de deux paires formel-
lement équivalentes est exceptionnelle. Bien siir, c’est une conséquence de la théorie
des difféomorphismes tangents a I’identité. Je crois toutefois que la construction sui-
vante, qui précise I’énoncé précédent, en est la démonstration la plus simple.
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3.4. Une famille nombreuse de paires non équivalentes. — On note A =
D(0,1)® le disque unité et I =] — 1, +1[. Rappelons la définition de la classe S :

S ={u € O(A), injective, u(0) =0, u'(0)=1}.
Ona:

Théoréme 3.2. — Soit 0 < r < 1/40 et A le cercle de diamétre [0,2ir]. Quels que
soient u, v € S, les paires (A,u(I)) et (A,v(I)) sont équivalentes en 0 si et seulement
st elles sont équivalentes par homographie.

La démonstration n’utilise que la propriété suivante du cercle A :

(17) A~ {0} est contenu dans une composante conneze de u(A) \ u(I).

On montrera plus bas que cette propriété est vérifiée si r < 1/40.

Démonstration. — Soit u € S, et notons :
(A, B) = (A,u(]))

la paire associée. On note aussi Gy le disque de bord A. On a :

SBZUOSRO’U,“I.

Comme Sg est une involution de A, de lieu fixe I, Sp est une involution de u(A), qui
laisse fixe B et échange les deux composantes connexes de u(A) \ B.

La réflexion Sp est définie sur A, et envoie Gy ~ {0} dans son complémentaire,
compte tenu de (17). Il en résulte que l'indicateur f = S4 o Sp est holomorphe et
injectif au voisinage du disque fermé Gy et vérifie :

f(a—o) C GoU {0}

De plus, A; est une courbe analytique compacte, qui borde G, = f(Gp).
En itérant, on obtient que, pour tout n > 0, A,, est une courbe analytique compacte,
qui borde un domaine Gy, avec :
(18) Gn+1 C G U {0},
et que f induit un isomorphisme :
f . Gn N Gn+1 — Gn+1 N Gn+2.

Siv € S, la méme construction peut étre appliquée a la la paire (C, D) = (A4, v(I)),
et & son indicateur g. On trouve que C,, est une courbe analytique compacte, qui
borde un domaine K,, avec des relations d’emboitement similaires & (18), et que g
induit des isomorphismes :

g:Kn N Kpy1 — Kpy1 N\ Kpqo.

(") Dans cet article, on note D(a,r) le disque de centre a et de rayon r > 0.
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Si les paires (A, B) et (C, D) sont équivalentes et si h € G réalise cette équivalence,
par le méme argument que dans le paragraphe précédent, on obtient que si n € N est
choisi assez grand, h induit un isomorphisme :

h:G, — K,.
Au voisinage de 0, on a la relation de conjugaison :
goh="hof.
Elle est vérifiée sur G,, par analyticité. Si n > 1, on prolonge h en un isomorphisme :
h:Gp-1 — Kn_1,

en posant, pour tout z € Gp_1 \ Gy, h(z) = g~ oho f(z). De proche en proche, on
prolonge ainsi h en un automorphisme du disque Go = Ko ; h est une homographie.
O

Lemme 3.3. — 510 <r < 0,03, la propriété (17) est vérifiée.

Démonstration. — Soit u € S. Si 0 < R < 1, le domaine u(D(0, R)) contient le
disque D(0, R/4) d’apres le Théoréme de Koebe (voir par exemple [8]). On suppose
maintenant :

r < R/8.

Notons D = D(ir,r) le disque de bord A. On a donc D C u(A) et :
|z| > R = u(z) ¢ D.

Il reste & vérifier que u(I) ne coupe pas A\ {0} ; D’apres ce qui précéde, il suffit que :
1
t € [-R,+R]~ {0} = |Imu(t)| < 2—r|u(t)|2.

On utilise les inégalités de distorsion suivantes (voir [8], page 3) :
|| " 2(2 + |2[)

) lu”(2)] < , z € A).
T+ 1217 G- G5O

Comme Imu(0) = Im«'(0) = 0, la formule de Taylor donne :

(19) lu(2)| =

t2
Imu(t)| < — max |u”(s)|.
fm ()] < 5 max u(s)

Compte tenu de (19), la condition (17) est donc vérifiée si 7 < R/8 et :
o (-Ry

S 2024+ R)(1+R)Y’

pour un R < 1. Tout 7 < R/8 convient si :
4 (1-R)*
(2+R) (1+R)*
On vérifie 4 la main que R = 1/5, & la machine que R = 0,24, vérifie cette inégalité.
O

R<
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Notons :
S§*={ues, J"(0)=0}.

Corollaire 3.4. — Soit 0 < r < 1/40, et A = 0D(ir,r). Les paires (A,u(I)), u € S*,
sont deuz @ deuz non équivalentes en 0.

Démonstration. — D’apres le théoréme, une équivalence h entre deux paires de cette
forme est un automorphisme de D(ir,r). Comme il conserve A et 0, il est tangent 3
l'identité en 0. Comme il envoie u(I) sur v(I), avec u, v € S*, il est tangent & ’ordre 2
a 'identité. C’est donc 'identité. O

Corollaire 3.5. — Soit A le cercle de centre i et de rayon 1, B un arc analytique régu-
lier tangent d lordre 2 a R en 0. Les paires (rA, B) sont deuz a deuz non équivalentes
en 0 si r > 0 est assez petit.

Démonstration. — Soit u € G, u(0) =0, ¥/(0) = 1, v”(0) = 0, un difféomorphisme
qui envoie R sur B au voisinage de 0. L’homothétique B/r est paramétrée par t —
u(t)/r, mais aussi par t — u,(t) = u(rt)/r, avec encore u,(0) = 0, u.(0) = 1,
u!(0) = 0. Si r est assez petit, u, appartient & la classe S*. O

Compte tenu du Théoreme 2.10, dans 'un des deux corollaires précédents, si ’on
prend trois paires distinctes de la forme prescrite, deux au moins de leurs trois indi-
cateurs ne sont pas conjugués.

3.5. Les familles de Shcherbakov, Elizarov, Birkhoff. — L’article de Birkhoff
[6] n’était pas connu des spécialistes des difféomorphismes analytiques de (C,0) dans
les années 1960. A cette époque, les premiers exemples de difféomorphismes tangents a
I’identité, formellement mais non analytiquement conjugués, sont obtenus en relation
avec I’étude de la convergence de leurs itérés complexes. Nous avons cité des résultats
importants de Baker [2] [4], Ecalle [11], Liverpool [16], dans le Chapitre 2. Ces articles
contiennent d’autres résultats; citons aussi Szekeres [26], Baker [3].

La méthode de Birkhoff est réinventée dans les années 1970 (Kimura, Ecalle), com-
plétée vers 1980 (Ecalle, Voronin, Malgrange). Les invariants qu’elle décrit sont réputés
difficiles a calculer. Il y a une exception notable, celle des perturbations du modele
pleinement itérable f(z) = 2(1 — 2)~!. Shcherbakov [25] a démontré le théoréme
suivant.

11 est commode de se placer au voisinage de I'infini (on pose z = 1/w). On considére
une fonction holomorphe au voisinage de l'infini, de la forme :

(20) F.(w) =w+14+eGw); G(w)=0(w™?).
On note :
(21) v(w) =Y Gw+n).

nez

C’est une fonction holomorphe pour |Im w| assez grand. On a :
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Théoréme 3.6 (Shcherbakov). — Si vy # 0, et si € > 0 est assez petit, le difféomor-
phisme F. n’est pas conjugué a la translation T(w) = w+ 1 au voisinage de infini.

Elizarov [13] (voir aussi II’yashenko [14]), en reprenant la démonstration de Shcher-
bakov, a obtenu le résultat plus fort suivant :

Théoréme 3.7 (Elizarov). — Siy # 0, et si ¢ > ¢’ > 0 sont assez petits, les difféomor-
phismes F. et F.: ne sont pas conjugués au voisinage de l’infini.

Les deux auteurs donnent ’exemple de G(w) = 1/w?, pour lequel :

yw) =" L __ T
oyt (w+n)?  sin®rw
Le méme exemple se trouve en fait dans [6].

Il est probable que le Corollaire 3.5 soit aussi un cas particulier du théoréme pré-
cédent. D’autre part, la méthode de la démonstration de ce théoreme permet bien
str (ce n’est pas forcément facile) de donner une estimation des € permis, en fonction
de la non petitesse de la fonction 7. Il n’est donc pas impossible que la famille de
paires considérée dans le Théoréme 3.2 rentre dans le cadre des théoremes précédents,
convenablement quantifiés. La question est de savoir si une paire est « voisine » du
modele qu’est une paire de cercles tangents.

Quoi qu’il en soit, je pense que certains des exemples qu’'on va donner dans les
chapitres suivants sont tres loin du modele.

4. Invariants géométriques d’une paire

4.1. Introduction. — Les paires (A, B) considérées au Chapitre 3 avaient en com-
mun que, pour n assez grand, A, était une courbe compacte réguliére, « décroissant »
vers le point de contact. Comme on a vu, cette propriété est invariante par équivalence.
C’est une propriété asymptotique, ou une figure asymptotique de la paire.

On va tenter, en en donnant d’autres exemples, de préciser ces deux notions.

Dans tout ce chapitre, (A, B) désigne une paire d’arcs tangents & ’ordre 1 (ou de
type 2) en 0 € C (bien siir, dans les exemples, le point de contact pourra étre un
autre point de C) d’indicateur f = S4 0 S € G. On note (A4,, B,), n > 0, les paires
engendrées.

Le fait que ’ordre de contact entre A et B est impair permet d’orienter canonique-
ment A et B. L’arc A est situé d’un c6té de B au voisinage de 0. On oriente A et B, et
plus généralement A, et B, pour tout n € N, par un vecteur tangent u en 0, tel que
le vecteur normal iu pointe du coté de C \ B qui contient A \ {0}. Cette orientation
est invariante par équivalence.

Par la suite, il sera utile de distinguer les deux brins des arcs A, et B, en 0. On
pose :
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—2ir

FIGURE 5. Lunule de Leau

Notation 4.1. — Le vecteur directeur u de A en 0 étant choisi comme on vient de dire,
pour tout n > 0, on note A} et B/ (respectivement A, et B, ) les demi-arcs (ou
brins) de A,, et By, de vecteur directeur u en 0 (respectivement de vecteur directeur
—u en 0).

4.2. Domaine de Leau d’une paire de type 2. — On choisit la définition sui-
vante :

Définition 4.2. — Soit f € G, de type 2. On appelle domaine de Leau de f tout ouvert
connexe A C C tel que 0 € 0A et :

(1) il existe un voisinage ouvert U de 0 tel que A NU soit un ouvert connexe de
classe C? dans U ;
(2) f est holomorphe sur A, injective, et f(A) C A.

D’autres définitions sont possibles. En particulier, au voisinage de 0, un « pétale de
Leau » est plus grand que ce nous appelons un domaine de Leau, voir par exemple [8].
L’important pour nous (c’est assuré par le premiere condition) est que A contienne
un disque ouvert dont le bord passe par 0. Il en résulte en effet que les germes de A4,
et B, sont contenus dans AU {0} pour n assez grand, si f est I'indicateur de (A, B).

L’existence d’un domaine de Leau, aussi petit qu’on veut, est bien connue. On va
démontrer :

Proposition 4.3. — Soit f(2) = z — az? + --- un élément de type 2 de G. Pour tout
r > 0 assez petit et pour tout 0 < v’ < r, la lunule D(0,7")ND(ra,r|a|) est un domaine
de Leau de f. Si A et A’ sont deur domaines de Leau de f et si K C AU {0} est
compact, " (K) est contenu dans A’ U {0} pour tout n assez grand.

C’est la conséquence des trois lemmes suivants. Une similitude permet de supposer :

J@)=z-2 e,
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donc :
log _f__(zz_) =—z+0(2%).
On fixe r > 0, tel que f(z)/z soit holomorphe sur D(0, 2r) et que :

f(z) 1 f(z) 1 o
EACA I | A Z A (Dl S
. < 5 og , +z o 2|
On a dong, si z =z + iy € D(0,2r) :
(22) arg —= f(z) :
6
et
f(z f(z 1
(23) og TN ol < Lo, Jong T2y < e

On introduit les disques suivants, voir Figure 5 :
Dg = D(r,r), Dy = D(ir,r), Do = D(-r,r), Dg= D(—ir,r).

La premiére inégalité de (23) montre que |f(2)| < |z| si z > |2|?/2r, autrement dit
si z € Dg. De méme, on obtient |f(2)| > |z| si z € Do, et |arg(f(2))| < |arg(z)] si
2 € Dy U Dg. On en déduit d’abord ’existence des domaines de Leau :

Lemme 4.4. — Avec les notations précédentes, pour tout 0 < 1’ < r, la lunule
D(0,7")YN D(r,r) est un domaine de Leau de f.

Démonstration. — On doit montrer que, si z appartient & D(0,7') N Dg, f(z) aussi.
Comme z € Dg, on a |f(2)| < |2| donc f(z) € D(0,r'). Si de plus z € Dy U Dg,
on a |arg(f(z)| < |arg(z)|, donc f(z) € Dg. Si au contraire z ¢ Dy U Dg, alors
|arg(z)| < 7/6, donc |arg(f(z))| < 7/3, et encore f(z) € Dg. O

Lemme 4.5. — Avec les notations précédentes, pour tout 0 < v’ < r, il existe n € N
tel que f(™(D(0,p) ~ Do) C D(0,7') N Dg pour tout p > 0 assez petit.

Démonstration. — La premiére inégalité de (23) donne |log(|f(2)|/|2])] < 2|z|, si |z|
est assez petit, donc :
(24) F(D(0,p)) € D(0,p(1 ~3p)7")

pour tout p > 0 assez petit.
On fixe Ag > 0 tel que, si |z| <7 :

2¢ Do = = >—-Awy? x> Awy? = z¢€ Dg.
Soit —Ap < A < +Ay, et z =x + iy tel que :

lz| < p, Ay? <z < Ay
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Sif(z)=Z=X+iY,ona:
X —(A+1/2)Y? = (z — 22 +9%) — (A +1/2)(y — 2zy)* + O(|2[*),
=z - (A-1/2)y*+0(°)
O(y3)| < Cly|® < Cpy? et C ne dépend que de f et Ag. On donc :
X > (A+1/2)Y?,

ou

si p est assez petit. Si f(2) € Dg, comme D(0,7') N Dg est stable par le lemme
précédent, f(")(z) € D(0,7') N Dg pour tout n > 1. Sinon, on a :

1Z| < p(1-3p)7Y, (A+1/2)Y2 <X < AgY2
On itére n > 44, fois, avec p < 7'/(12n). d

Lemme 4.6. — Avec les notations précédentes, si A et A’ sont deur domaines de Leau
de f, et si K C AU{0} est compact, f™(K) est contenu dans A’ U {0} pour tout n
assez grand.

Démonstration. — Compte tenu de la définition des domaines de Leau, on peut sup-
poser A’ = D(0,7) N D(r,r). La suite (f(™),>0 est une famille normale sur A, donc
£ converge vers 0, uniformément sur tout compact de A. Si € > 0 et compte tenu
des lemmes précédents, on en déduit que si K C A U {0} est compact, f (") (K) est
contenu dans D(0,¢) N (A U {0}) pour n assez grand. Si on choisit € > 0 assez petit,
le Lemme 4.5 montre que f(™+™(K) c A’ U {0} pour m assez grand. O

4.3. Préliminaire : prolongement analytique d’arcs. — Un arc paramétré
(respectivement un arc paramétré analytique) est une fonction continue (respective-
ment analytique) non constante ¢ : I — C, ot I C R est un intervalle non réduit
a un point. Deux arcs paramétrés cx : I, — C, k = 1,2, sont équivalents s’il existe
un homéomorphisme croissant ¢ : I, — I tel que ¢z = ¢; o ¢. Un arc est une classe
d’équivalence d’arcs paramétrés. Il s’agit donc d’arcs orientés.

Ceci dit, la notation ¢ : I — C pourra désigner ’arc dont c est une paramétrisation
et aussi une paramétrisation d’un arc c!

Définition 4.7. — Un arc ¢ : I — C est localement injectif (respectivement localement
analytique) si pour tout ¢ € I, il existe un intervalle J C I, voisinage de t dans I, tel
que c|; soit injectif (respectivement soit équivalent & un arc paramétré analytique).

On veut éviter les arcs qui, comme c(t) = (cost)?, font des va-et-vient; on veut
aussi éviter la question de la paramétrisation analytique globale des arcs localement
analytiques, dont la solution n’est pas élémentaire.

Proposition 4.8. — Soit ¢ : [0,e[ — C un arc paramétré analytique. Il existe un arc
localement injectif et analytique ¢ : [0,T[ — C, équivalent a c dans les germes en
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0 € Rt, tel que de plus : si d: [0,S[ — C a aussi ces propriétés, il eriste T' € |0, T
tel que d soit équivalent d Cjjo 7. Comme arc, C est unique.

On dira que l’arc € est ’extension mazimale de l’arc c. Si F C C contient le germe
de cen 0 € R* et si I est le plus grand intervalle d’origine 0 tel que ¢() C F, on dit
que larc €1 est lextension mazimale de l’arc c dans F'.

Démonstration. — Un arc localement analytique est (localement) rectifiable. On en
déduit facilement qu’il suffit de démontrer que si deux arcs ¢ : [0,Tx[ = C, k=1, 2,
paramétrés par la longueur d’arc, sont localement injectifs et analytiques et sont
équivalents dans les germes en 0 € R*, et si 0 < Ty < T < Ty, alors é; = é sur
[0, Tp[ implique ¢é; = ¢ au voisinage de Tp. Cela résulte du lemme suivant. O

Lemme 4.9. — Soit uy, uz : (R,0) — (C,0) deux germes analytiques injectifs. Siuy g+
et ug g+ ont le méme germe d’image en 0, les germes uy et uz sont équivalents en 0.

Démonstration. — Nous noterons u;(R*) et u;(R) pour les germes des images de
uy g+ et up en 0... Si ug(t) = axt?* +--- (ax # 0), k = 1, 2, ax donne la direction
de la demi-tangente & ux(R*) en 0, donc a;/az > 0 et on se raméne par rotation et
reparamétrisation au cas ou :

up(t) =tPc +---, (pr 21, k=1, 2).

Soit px = dgk, k = 1, 2, avec g1, g2 € N* premiers entre eux; u;(Rt) = ug(Rt) est
aussi paramétré par

ur(t?) =t + - = h(H)™, ou uz(t™) =t™ +--- = ho(t)™,

oum =dqiqz; hi(t) =t+--- et ha(t) = t+- - - sont deux arcs réguliers. Comme h; (R)
et ho(R) sont tangents en 0 et ont méme image par z — 2™, h;(R) = ha(R), donc
h, et ho sont analytiquement équivalents : hy = hy o ¢, ou ¢ est un difféomorphisme
analytique de (R,0). En remontant & u; et uz, on obtient :

up(t") = uy ((6()*)

au voisinage de 0. On peut supposer q; impair. Si gp était pair, on aurait u;(R) C
ug(R™*). Comme u; est injective, go est impair et u1 (R) = ua(R). O

4.4. Propriétés asymptotiques; exemples. — On revient au probléme des
paires. Soit A un domaine de Leau de la paire (A4, B) en 0 € C, f son indicateur et
n € N un entier assez grand pour que les germes de AL et B} soient contenus dans
AU {0}.

Notation 4.10. — On note encore AL et B les extensions maximales de ces germes
dans A U {0}.
Notation 4.11. — On adopte quelques conventions, & propos des arcs issus de 0 € C.
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— Un arc (orienté) A est un ensemble totalement ordonné, « directement » homéo-
morphe & un intervalle non trivial et muni d’une projection continue 74 : A — C.
Dans la suite, quand on parlera d’un point a € A, il faudra I’entendre en ce sens. En
particulier, un point a € A est équipé du germe de A en a.

— Si a et b sont deux points de A, on appellera arc [a,b] de A I’arc des points de A
qui sont compris entre a et b au sens large. L’expression arc ]a, b de A est définie de
fagon analogue. On notera o le point initial de A, au lieu de 04.

— Une intersection de deux arcs A et B (pris dans cet ordre) est un couple (a,b) €
A X B tel que m4(a) = wp(b).

Les propriétés suivantes sont des exemples de propriétés asymptotiques :

(1) A} est une variété analytique compacte;

(2) A} a un point double;

(3) A} a un point stationnaire (singularité analytique locale);

(4) A} a un point d’arrét® dans A, i.e. A} a une paramétrisation u : [0,1] —
AU{0}etu(t) >a€Aquandt—17;

(5) A, ., k> 1 donné, coupe A} en dehors de (0,0);

(6) A, ., k> 1 donné, coupe B; en dehors de (o,0).
La notion de propriété asymptotique est précisée par ’énoncé suivant, dans lequel,
pour fixer les idées, on traite la Propriété 5 avec k = 1.

Théoréme 4.12. — Soit (A, B) et (C, D) deuz paires équivalentes de type 2 en 0 € C.
Soit A et A des domaines de Leau associés et n € N assez grand. On suppose que
Veztension mazimale de A}, dans A U {0} coupe celle de A} en dehors de (o0,0).
Alors, pour tout entier k assez grand, leztension mazimale de C} 41 dans AU {0}
coupe celle de Cit en dehors de (0,0).

Démonstration. — On utilise la Notation 4.10. Soit h € G un difféfomorphisme tel
que h(A, B) = (C, D). On peut choisir des lunules de Leau L et M (voir Proposition
4.3) telles que h induise un isomorphisme de L sur h(L) C M.

Soit « et B deux sous-arcs compacts de A:{ 41 et A, qui vont de lorigine & une
intersection autre que (0,0) (I'un des deux arcs peut étre constant). On remarque que
A} 41 et At sont des prolongements de f®)(a) et FB(3).

Compte tenu de la Proposition 4.3, quitte a remplacer n par n + k, k assez grand,
on se raméne au cas ol « et § sont contenus dans L U {0}. Alors h(a) et h(B) se
coupent dans M U{0} en dehors de (o, 0), et ce sont des sous-arcs de C;\,; et C;}. O

Au fond, si on se donne un domaine de Leau A de la paire (A, B), N € N assez
grand, et qu’on ne considére que la famille Fy des arcs AX et BX pour n < N, la
seule propriété de Aj{, qui ne soit pas a priori asymptotique est la suivante :

(5)Compte tenu de la nature de la singularité d’un germe d’ensemble analytique dans R? (dévelop-
pements de Puiseux), il s’agit d’une « singularité essentielle ».
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A"I(, quitte A par un point # 0, sans singularité et sans rencontrer un autre membre
de la famille Fn en dehors de l'origine.

Cette propriété « inutile » pourrait-elle avoir lieu quel que soit N 7

4.5. Figures asymptotiques; exemples. — On se place encore dans la situa-
tion décrite au début du § 4.4, dont on conserve les notations. Reprenons la liste des
propriétés asymptotiques qu’'on y a donnée.

La Propriété 1 et la Propriété 4 méritent le nom de figures asymptotiques de la paire
(A, B). Si (C, D) est une paire équivalente & la paire (A, B) et si (A4, B) ala Propriété 1
(respectivement la Propriété 4), pour tout entier k assez grand, A;C" et C,': seront des
courbes fermées lisses (respectivement auront un point d’arrét). L’équivalence locale
entre les paires (Ag, Bx) et (Ck, Di) (éventuellement pour k plus grand encore) est
alors nécessairement la restriction d’un isomorphisme global du domaine de bord A;:
sur le domaine de bord Cj (respectivement transformera la singularité essentielle
terminale de A} en celle de C;").

Les autres propriétés ne définissent pas a prior: des « figures » : les points doubles
de A, ses singularités analytiques, ses intersections avec A: 4, Ou avec B;t, peuvent
croitre en nombre avec n. Il s’agit alors de dire quel point double... de C;t" correspond
3 tel point double... de A;} pour tout n assez grand, si les paires (A, B) et (C, D) sont
équivalentes, autrement dit de numéroter les points doubles ...

La Figure 6 est censée démontrer qu’il est impossible de numéroter les points
doubles de A, de facon invariante (®). C’est pour cette raison qu’on a introduit les
brins AE. Pour la méme raison, on ne peut pas construire une figure asymptotique &
partir de la Propriété 6.

Dans les trois définitions qui suivent, on se place dans la situation décrite au début
du §4.4. Le numérotage des points doubles de A} est évident :

Définition 4.13. — Si A} a un point double, le premier point double de A} est le
couple (a,b) de points distincts de A}, ot b est le premier point de A} de méme
image dans C qu’un point, soit a, de 'arc [0, b de A7 .

Le numérotage des points stationnaires est encore plus évident.

En ce qui concerne les intersections autres que (0,0) de A} et At . k>0, on
utilise le fait que f*) induit un isomorphisme de A sur un sous-arc de A;‘; 4+, bour
les ordonner. On se contente de le faire pour £k = 1. Il y a lieu de distinguer deux
types d’intersection :

(®)sauf bien siir en utilisant une figure asymptotique déja construite comme repére, comme dans la
Figure 2 de I'Introduction : le fait que A, est une courbe fermée lisse, bordant un domaine Qy,
permet de définir I’unique point double du sous-arc maximal de B 41 contenu dans 2y, ; voir aussi
le § 4.7.
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(A, B) = E[1,7, 0,43)
B

By By

FIGURE 6. Quel est le premier point double de B3 ?

Définition 4.14. — Soit (a,b) € A} x A, une intersection autre que (0,0). On dit
que (a,b) est une intersection de type I si f(a) appartient a l'arc [o,b] de A} +1, que
c’est une intersection de type II dans le cas contraire.

Si (a,b) € A} x A}, est une intersection de type I, autre que (0,0), (a',b’) :=
(f(a), f(b)) € AL, x A}, , aussi. Elle vérifie de plus qu'il existe un point ¢ de 4, ;
(& savoir b), tel que f(c) =¥ € A}, coincide dans C avec un point (& savoir a’) de
Varc [o,c] de A} ,;.

On peut numéroter les intersections de type I. Contentons nous de définir la pre-
miere. Rappelons qu’on utilise la Notation 4.10.

Définition 4.15. — On suppose que A} et A} 41 ont une intersection de type I. Quitte
3 remplacer n par n + 1, il existe un premier point ¢ € A} \ {o} tel que b:= f(c) €
A: 41 ait méme image dans C qu’'un point, soit a, de 'arc [o,c] de A}. La premiére
intersection de type I de A} et A} +1 st le couple (a, b). Cest aussi la paire au point
image formée par les germes de A, en a et de A}, en b.

1l est assez clair que la premiére intersection de type I se comporte bien vis-a-vis de
laction de l'indicateur, et qu’une démonstration analogue a celle du Théoréme 4.12
donne le résultat suivant :

Théoréme 4.16. — Soit (A, B) et (C, D) deuz paires de type 2, équivalentes en 0 € C.
Soit A et A des domaines de Leau associés et n € N assez grand. On suppose que les
extensions mazimales de A} et Af,, dans AU {0} ont une premiére intersection de
type I (a,a’). Alors, quel que soit k assez grand, les extensions mazimales de C:' k
et Cf, 1 dans AU {0} ont une premiére intersection de type I (ck,c}). La paire des
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germes de Cf,  ency et de Cf | enc), (considérée au point image) est équivalente
d la paire des germes de AT en a et de A} 41 en a’ (considérée au point image).

Le théoréme associe & une paire (A, B), sous ’hypothése que A, a une intersection
de type I avec A, une autre paire (4’, B’), définie & équivalence prés. D’autre
part, si 'on introduit (avec les notations de I’énoncé) la réunion €, des composantes
connexes bornées du complémentaire de 74+ ([o,a]) U AI+1([O’ a']), on obtient un
ouvert, défini & équivalence globale prés. Toute équivalence de paire de (A, B) avec
(C, D) induit, pour n assez grand, un isomorphisme de Q,, sur II,, si I, est défini de
fagon analogue avec la paire (C, D).

C’est un autre exemple de ce qu’on entend par « figure asymptotique » de la paire
(A, B).

4.6. Exemples. — Soit A la parabole d’équation paramétrique

(25) 2(t) = > ;tz +it, (teR)

et B sa tangente au point z(t). Le résidu de (A, B) est it.

Quel que soit t € R, le tracé sur ordinateur montre que B, a une intersection de
type I avec B, pour n grand : n = 0 convient si t > 1,732... (en fait ¢ > V3),
n = 1 convient si 1,732--- >t > 0,07 environ, n = 2 convient si 0,07 >t > 0. Si
t <0, on a des résultats analogues par symétrie (anti-holomorphe).

La Figure 7(") montre quelques exemples de ce qu’on obtient. Dans chaque cas, avec
n € {0,1,2} le plus petit possible, on a représenté 1) en pointillé, des arcs arbitraires
de By ,...B,_;, qui n’interviennent pas dans la définition de la figure et 2) en trait
plein, larc [o,a] de B, , et son image par Sa o Sp, ou a est le premier point autre
que o tel que f(a) soit sur 'arc [0, a[ de B;,.

On voit que la premiere intersection de type I peut étre précédée par une ou plu-
sieurs intersections de type II ou par une auto-intersection. Si ’on suit pas a pas la

figure de la premiere intersection de type I de B, avec B, quand t décroit de +o0
a 0 on trouve :

~ pour 400 >t > /3, une figure homéomorphe & a); si t = V3, B aun cusp;
~ pour v/3 >t > 1,2 environ, une figure homéomorphe a b);

(MFin 1998, j’ai cherché a savoir si la paire (A, B) était équivalente & une paire de cercles quand
t = 0, par le calcul. On se raméne & étudier la convergence d’un champ de vecteurs formel en
0 € C, le générateur du groupe des itérés formels de f. Les coefficients sont donnés par une relation
de récurrence assez simple. Le calcul sur Maple (je remercie une nouvelle fois P.V. Koseleff) des
premiers coefficients montre une croissance Gevrey typique. Guidé par un calcul d’Oshima [20], j’ai
pu démontrer la divergence. La Figure 7—f donne le résultat et en fait beaucoup plus (sauf la classe
de Gevrey du générateur!); il est trés facile d’en déduire une « démonstration rigoureuse ».
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a) t=5 b) t=15
o
B-
a

o t=115 d) t=0,96
e) t=03 f)

a

By

— pour 1,2 > t > 0,96 environ, ’évolution est trés rapide; des intersections de
type II naissent puis disparaissent ; l’auto-intersection migre vers le point de contact

FIGURE 7. Premieére intersection de type I

(sit =1 elle est au point de contact) puis disparait;

— pour 0,96 > ¢t > 0,07 environ, on retrouve une figure homéomorphe & a) ; pour
t = 0,07 environ, un cusp apparait ;

— pour 0,07 >t > 0 on retrouve une figure homéomorphe & b).
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Vérifier, dans chaque cas, que la figure est asymptotique, se fait aussi graphique-
ment, en choisissant un demi-disque A qui la contienne, centré au point de contact et
limité d’un c6té par un segment de la tangente, et en tragant 'image de son bord par
S A© S B-

4.7. Application : une démonstration par ordinateur

« Théoréme » 4.17. — Soit B une tangente a une parabole A. L’indicateur f = S40Sp
(considéré au point de contact) n’est pas un carré itératif, i.e. lunique difféomor-
phisme formel g tel que go g = f (voir § 2.8) diverge.

Esquisse d’une démonstration graphique. — On choisit encore la parabole paramé-
trée par (25) et on parameétre les paires (A, B) par t € R, tel que le point de contact
soit z(t). Par symétrie, on peut encore se restreindre a t € [0, +ool.

Compte tenu du Théoréme 2.12, il suffit de montrer que les paires (A, B) et
(C,D) = (Sa(B),A) ne sont pas équivalentes. Rappelons qu’elles ont le méme in-
dicateur f. L’égalité f = S4 o Sp donne les relations :

Ct-Bt, Di-At.

On a « montré » dans le paragraphe précédent que B, avait une intersection de
type I avec B, pour n assez grand, quelque soit ¢ € R. Une étude graphique analogue
« montre » qu’il en va de méme pour A, et A, ;.

On compare graphiquement la figure de la premiére intersection de type I de B,
avec B, a cellede D, = A, avec D, = A . On trouve que ces deux figures
permettent la discrimination entre les deux paires sauf quand (il s’agit de valeurs
approchées) :

(26) t€]0,07, 0,247[U]0,55, 0,96 [U]1,732, 6,5].

Plus précisément, quand t n’appartient pas a cette réunion d’intervalles, on observe
que l’intersection de type I est précédée par une auto-intersection ou une intersection
de type II dans un cas et pas dans l'autre.

Quand t vérifie (26), on observe dans les deux cas que la premiére intersection de
type I n’est précédée par aucune intersection de type II ni aucune auto-intersection.
On enrichit alors la figure de la premiére intersection de type I de la fagon suivante.
Dans le premier cas, les arcs de B, et de B, , arrétés au premier point d’intersection
de type I, délimitent un domaine G,. Le germe de A, & l'origine rentre dans G,. On
regarde comment il en sort. On définit ainsi une figure asymptotique. Par le méme
procédé, on associe une figure asymptotique de méme construction a la paire (C, D).

On observe que A;; sort de G, en coupant B, si 0,07 <t < 0,247 ousi 1,732 <
t < 6,5, et en coupant B si 0,55 <t < 0,96.

Pour chacun des intervalles de (26), on observe pour la paire (C, D) tout le contraire
de ce qu'on a observé avec la paire (A4, B). Un exemple est illustré par la Figure 8.
On obtient donc le résultat. a
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a) A~ sort du domaine défini par B~ et By b) By sort du domaine défini par A~ et A}
en coupant By en coupant A~

FIGURE 8. t = 3; les paires (A, B) et (Sa(B), A) ne sont pas équivalentes

Exercice 4.18. — Soit A une parabole, C = {z? — y? = 1} une hyperbole équilatére
et D une tangente a C.

(1) Quelle est 'image de (C, D) par z — 227

(2) En déduire qu’il n’existe pas de tangente B & A telle que (A, B) soit équivalente
a (C,D). (On a le droit d’utiliser le « Théoréme 4.17 ».)

5. Des exemples, avec une ellipse et une droite

5.1. Introduction. — Dans ce chapitre, les paires (A4, B) qu’on considére sont de
la forme suivante :

(27) A est une ellipse et B est une droite tangente d A.

L’équivalence entre deux telles paires signifie toujours I’équivalence analytique dans
les germes, au voisinage des points de contact. Je sais démontrer le résultat suivant :

Théoreme 5.1. — Deuz paires (A, B) et (A, B') de la forme (27) sont équivalentes si
et seulement si elles sont semblables. Si A n’est pas un cercle, le seul automorphisme
de la paire (A, B) est lidentité.

En particulier, si A est un cercle, A’ aussi, et les difféomorphismes qui réalisent
I’équivalence sont des homographies. Si A n’est pas un cercle, le théoreme permet de
supposer A’ = A; alors B’ est égal & B ou au symétrique de B par rapport au centre
de A. La deuxiéme assertion de I’énoncé est plus facile & obtenir que la premiére par
la méthode de la réflexion. Dans le cas ou le résidu de la paire n’est pas nul, c’est
aussi une conséquence d’un résultat général, le Théoréme 2.11.

La démonstration du Théoréme 5.1 est basée sur l’existence, pour chaque paire
de la forme (27), d’une figure asymptotique qui la discrimine des paires qui ne lui
sont pas semblables. Le calcul est pénible, mais possible parce qu’on arrive toujours &
construire une telle figure avec (A, B), (A1, By) et (A2, B2). Si l'on prend pour A une
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hyperbole, une difficulté apparait quand ’angle entre ses asymptotes tend vers 7 : le
nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une figure asymptotique tend alors vers
Pinfini.

D’autre part, il serait plus intéressant de classer les paires (A4, B) formées d’une
conique A et d’un cercle (ou d’une droite) B, car il existe des paires de ce type qui
sont équivalentes et qui ne sont pas semblables.

Une paire de paires non équivalentes est une chose aussi merveilleuse qu’un trefle
A trois feuilles, méme si le comptage des feuilles est difficile. Je ne donnerai donc
pas la démonstration du Théoréme 5.1 ici. J’en présenterai un exemple intéressant, le
cas ol B est une tangente paralléle au grand axe de A; un argument voisin de celui
qu’on a utilisé dans le § 3.4 permet en effet la discrimination, sans calcul. A part cela,
je me contenterai de justifier les illustrations de I'Introduction, et de faire quelques
commentaires sur le cas plus facile des petites excentricités.

5.2. La réflexion par rapport a une ellipse. — La réflexion de Schwarz par
rapport 4 une ellipse échange les ellipses homofocales et conserve les hyperboles ho-
mofocales. C’est une propriété remarquable dont j’ai trouvé ’énoncé dans un article
de Webster [29].

On travaillera avec la famille E(s) des ellipses de foyers —1 et +1 :

w? y2

cosh®s ' sinhs
On a E(s) = E(—s) si s # 0, et on note aussi F(0) = [-1,+1]. En notation complexe,
E(s) a pour équation :

E(s): 1.

(28) 2(cosh 25)2% — (22 + 7°) — sinh® 25 = 0.

Bien siir, toute ellipse du plan, autre qu’un cercle, est semblable & une et une seule
de ces ellipses. L’excentricité de E(s) vaut 1/ coshs.

A partir de ’équation (28), on obtient 1’équation de la réflexion par rapport &
Vellipse E(s) comme on a dit au §1.3 :

(29) ¢? — 2(cosh 25) ¢ + (2% 4 sinh® 2s) = 0.

Cette équation définit {( comme fonction algébrique de Z, ramifiée autour des foyers
+1. En notant z +— 2/? la racine holomorphe sur C\] — 00, 0] qui vaut 1 en 1, on
obtient deux branches uniformes sur C \ [-1,+1] :

Notation 5.2. — Pour tout s > 0, on note :
1

(30) Sk(s)(2) =Zcosh2s — Z(1 - ;7)1/2 sinh 2s.
z

C’est une fonction antiholomorphe sur (CU{o0})\ [-1, +1], qui coincide au voisinage
de E(s) avec la réflexion de Schwarz par rapport a E(s).
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Si on remplace s par —s dans le second membre de (30), on obtient ’autre solution
de (29). On a Sg(5)(00) = 00, et le comportement asymptotique :
sinh(2s 1
(31) Spw(@) =7e* + T2 Lol (z o).
En particulier, le reflet d’une tangente par une ellipse (autre qu’un cercle!) a une
branche infinie.

5.3. Le reflet d’une tangente par une ellipse. — Fixons s > 0 et notons A =
E(s). Soit B une tangente & A et By = Sa(B), ou S4 = Sg(s) est donné par (30).
Soit 2(t) = a + bt , t € R, une paramétrisation de B. B; est une courbe analytique
paramétrée par z1(t) = Sa(a + bt). La paramétrisation est réguliere, sauf si B passe
par un des « cofoyers » & cosh(2s). Dans ce cas B; a une singularité de type cusp en
un des foyers.

En remplagant z par z(t) dans I’équation de la réflexion (29) et en éliminant ¢, on
obtient une équation du quatrieme degré en ¢ et ¢. Donc B; est contenu dans une
quartique B;. Selon les cas (on laisse la vérification au lecteur) la quartique a un point
double ou un point réel isolé.

La formule (31) montre que B; est asymptote aux deux bouts de la droite
e~ 25Sg(B). On suppose maintenant que B n’est parallele ni & R ni & iR. L’asymptote
de B, est alors transverse & B. On en déduit que Bj, qui est tangente & B au point
de base AN B, recoupe B au moins une fois, éventuellement encore au point de base.
Mais B coupe aussi I’autre branche de la quartique B; pour la méme raison : elle est
asymptote aux deux bouts de la droite e**Sg(B) qui est parallele & asymptote de
B;, mais distincte. On a obtenu quatre points intersections de la droite B avec B;. Il
ne peut pas y en avoir d’autre. En résumé :

Lemme 5.3. — Soit s > 0 et By = Sg(s)(B) le reflet d’une tangente B par rapport
d E(s). B; est une courbe analytique fermée dans C, asymptote auz deux bouts de
la droite e 2°Sg(B). Elle est réguliére, sauf si B passe par un des points % cosh(2s).
Elle a au plus un point double. Enfin, si B n’est pas paralléle d un des azes de E(s),
elle recoupe B une et une seule fois.

Pour montrer que les illustrations de I'Introduction ont un caractere général, il
reste & déterminer la nature de 'intersection de B; avec E(s); c’est le contenu du
Corollaire 5.7 ci-dessous.

5.4. La réflexion en coordonnées elliptiques. — Tout point 2z € C peut s’écrire
sous la forme :

z =cosh(s +1it), seR, teR/2m.
On se réfere au couple [s,t] comme aux coordonnées elliptiques de z. Un point z de
coordonnées elliptiques [s, t] a aussi les coordonnées elliptiques [—s, —t]. A ceci pres,
elles sont uniques.
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Si on fixe s # 0, t — cosh(s + it) est une paramétrisation de E(s) par R/27. Si
on fixe t € ]0,%[, R 5 s + cosh(s + it) est une paramétrisation de la branche de
I’hyperbole :

2 y2

cos?t sin’t

H(t): L

)

située dans le demi-plan x > 0. On obtient ’autre branche en remplagant ¢ par m —¢.

Soit s > 0. Le reflet d’'un point par rapport & lellipse E(s) est donné par une
formule remarquablement simple en coordonnées elliptiques. Comme h : w — coshw
envoie la droite L := {Rew = s} sur E(s), on obtient par conjugaison :

SE(s)(coshw) = cosh(2s — W),

quand Rew est voisin de s. Si 'on prend en compte la définition (30) de Sg(s) qu’on
a choisie, on obtient :

Lemme 5.4. — Soit s > 0. Pour toutt € [0,7], on a :

Sg(s)(cosh(s’ +it)) = cosh(—s' + 25 +1it), si s >0,
(s)
=cosh(—s' —2s+1it), si s <O.

Cette formule a linterprétation géométrique suivante : Sg(s) envoie E(s’) sur
E(2s — §') pour tout s’ > 0 et I'image d’un point non réel d’'une branche d’une
hyperbole homofocale H(t) est situé sur cette méme branche.

Notation 5.5. — Si s # 0, on note E(s) le domaine de bord E(s). On appelle parfois
E(s) une ellipse pleine.

Le Lemme 5.4 implique, voir la Figure 9 :

Lemme 5.6. — Quel que soit s > 0, Sg(,) induit une involution de E(2s) N~ [-1,+1).
De plus :

(32) Sk (E(3s) \ E(s)) € E(s).

Une tangente B & E(s) coupe lellipse F(3s) en deux points distincts, transversa-
lement. Le Lemme 5.6 a donc la conséquence suivante :

Corollaire 5.7. — Quel que soit s > 0 et la tangente B & E(s), chacun des deuz brins
Bf: = SE(S)(B“:) recoupe E(s) en un et un seul point, transversalement.
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s=0,6

FIGURE 9

5.5. Petites excentricités. — Les invariants qu’on utilise pour démontrer le Théo-
réme 5.1 proviennent des angles aux intersections de B; = S4(B) avec A, avec B et
avec soi-méme. Ceci ne signifie pas que ces intersections soient toutes et toujours
contenues dans un domaine de Leau, mais que, dans tous les cas, on parvient & défi-
nir une figure asymptotique avec A, B, A;, By, Az, Bs, et qu’au moins un des angles
décrits ci-dessus peut étre réinterprété dans le cadre de cette figure, et fournir un
invariant numérique de la paire.
Le cas des petites excentricités est plus facile. On a en effet :

Lemme 5.8. — Si s > 1,2 — si Dexcentricité est < 0,55 — Uellipse pleine E(s) est
un domaine de Leau de la paire (E(s), B), quelle que soit la tangente B.

Ce n’est pas toujours le cas. La Figure 10-d montre un exemple ou D’ellipse pleine,
sans étre un domaine de Leau, est contenue dans un domaine de Leau. La Figure 10-b
montre un exemple ol A; a une singularité asymptotique ; l’ellipse pleine n’est donc
pas contenue dans un domaine de Leau. La Figure 10—c suggere (sans le démontrer)
qu'il est possible qu’aucun A, ne soit contenu dans un domaine de Leau.

Démonstration. — Remarquons d’abord que :

D(0,sinh s) C E(s) C D(0, cosh s)

quel que soit s > 0. Comme Sg(s) envoie injectivement E(2s) \ E(s) dans E(s), il
suffit que S B(E(s)) C E(2s) pour que E(s) soit un domaine de Leau. Puisque

Ss(E(s)) C Sp(D(0,coshs) C D(0,3coshs),
c’est vrai dés que 3 cosh s < sinh2s; s > 1,2 convient. O

Si s, s > 1,2, toute équivalence (E(s),B) — (E(s’),B’) entre paires du type
(27) se prolonge en un isomorphisme E(s) — E(s'), par le méme argument qu’on a
employé dans le § 3.4. D’une certaine fagon, la méthode de la réflexion a rempli son
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a) (A,B)=E[13,0] b) (A4,B)= E[09, 0]

¢) (A,B)=E[,3,0] d) (4,B)=E[04, 1]

FIGURE 10

role. Il reste toutefois & montrer qu’un isomorphisme d’ellipses pleines, qui envoie une
tangente de la premiere ellipse sur une tangente de la deuxiéme, est une similitude.
Il peut exister des méthodes plus souples que celle de la réflexion pour traiter des
problémes de ce type!

Quoi qu’il en soit, sous ’hypothese précédente, les intersections de Bit avec A et le
point double de B; définissent des figures asymptotiques, au sens du Chapitre 4. On
obtient donc une démonstration du Théoreme 5.1, restreint aux petites excentricités,
en montrant que ’application

]1,2, +00[x[0,7/2] 3 (s,t) > (vés(s,t), BT (s,t), 87 (s,t),7(s,t))

est injective, ol cosh(s + it) est le point de contact de B avec A = FE(s). On a noté
rés(s, t) le résidu de la paire (le seul invariant formel, voir le Chapitre 2), G%(s,t)
P’angle & Dintersection de Bf avec A, et y(s,t) 'angle au point double de B; s'il
existe, 7 = @ s’il n’existe pas. C’est vrai, mais la vérification est pénible.

5.6. Quand 1’excentricité tend vers 0. — Le fait que le reflet de Schwarz d’une
droite par une ellipse soit si différent du reflet d’une droite par un cercle, aussi petite
soit ’excentricité de 'ellipse, a quelque chose de fascinant.
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Fixons t € [0,7/2]. Pour tout s > 0, notons (A(s), B(s)) la paire de la forme (27)
définie par :

(33) A(s) =€ °E(s);  B(s)NA(s) =e° cosh(s +it).

Quand s — 400, Vellipse A(s) tend vers le cercle unité C et la droite B(s) vers la
tangente 8 = ((t) au cercle en e'. Notons g l'indicateur de la paire (C, 3) et p la
rotation de centre 0 et d’angle —2t.

En utilisant la formule (31), on calcule facilement la limite :

B = sl}gloo Bi(s)-

C’est la réunion du cercle g(8) et de la droite A; 5 0 d’angle polaire —2t.
En itérant, on voit que pour tout n € N :
ﬂn = s-lir-lr-loo B, (3)
est la réunion du bouquet (ou chapelet, ou grappe) de cercles g(3,-1) et de la droite
p(’\n—l)'

La configuration dépend de t; par exemple, si t/7 est rationnel, la droite A, est
périodique (en n).

La Figure 11 montre comment B, « approxime » une droite et un bouquet de n
cercles pour n = 1...4 quand s = 2 ('excentricité vaut 0,266...) et t = 0, 6. La Figure
12 montre mieux Bjy. Il est peut-étre intéressant de préciser que, si I’on prend le grand
axe de l'ellipse comme unité, on a représenté I'image d’un segment de la tangente B,
de longueur 80 unités pour By, 5 000 pour Bs, 300 000 pour B3 et 12 millions pour
By!

5.7. Le cas d’une tangente paralléle au grand axe. — C’est un cas exception-

nel. Le lemme suivant n’est vrai que quand B est une tangente parallele au grand axe
de A :

Lemme 5.9. — Soit s > 0, A = E(s) et B la tangente & A au point m = isinhs.
Le demi-plan A de bord B qui contient A\ {m} est un domaine de Leau de (A, B);
A\ {m} est contenu dans un domaine de Leau de (A, B).

Démonstration. — La formule du Lemme 5.4 montre que S4 est injective sur Sp(A),
et que I'image Sa(2) d'un point z € Sp(A) est située strictement au-dessous de B,
sauf si z = m. Autrement dit S4 o Sp(A \ {m}) C A. O

On considére A comme un disque de la sphére de Riemann CU {oo}. L’indicateur
f = 54 0 Sp est holomorphe au voisinage du disque fermé A et a deux points fixes
€0A :
f(m)=m;  f(c0) = co.

La démonstration précédente montre que f est injective sur A et que :

f(A) c Au{m,oo}.

ASTERISQUE 284



DIFFEOMORPHISMES RESONNANTS ET REFLEXION DE SCHWARZ

309

B,

Bs

FIGURE 11. (A,B) = E[2, 0, 6]

F1GURE 12. Un détail de By
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a) (A,B)=E[1,5,7/2 b) idem, aprés une inversion
0

B, By, Bs et B3

infini

FIGURE 13

Considérons maintenant ’extension maximale de B, n > 1, dans A. C’est une courbe
compacte lisse, contenue dans A, sauf pour les points m et oo, ou elle est tangente au
cercle OA. Notons G, C A le domaine de bord B,,. On a les relations d’emboitement :

Gn-l-l C Gn ) {m’ 00}7
et f induit un isomorphisme :
(34) f . Gn N Gn+1 — Gn+1 N Gn+2.

Si A’ = E(s') et si B’ est la tangente en ¢ sinh s’ & A’, la méme construction s’applique :
on obtient des domaines emboités G, C A’, de bords B;,, avec des propriétés analogues
de lindicateur f’.

On a alors facilement le cas tres particulier suivant du Théoréme 5.1 :

Lemme 5.10. — Soit B et B’ les tangentes ¢ A = E(s) et A' = E(s'), en isinhs et
isinh s’ respectivement. Si ¢ est une équivalence (A, B) — (A’, B'), ¢ est lidentité.

Démonstration. — C’est une variante de la démonstration du § 3.4. On conserve les
notations qui précedent I’énoncé. En utilisant le fait que A est contenu dans le bassin
d’attraction du point fixe m = isinhs de f, la propriété analogue de A’ et le fait
qu’une équivalence ¢ de (A, B) sur (A, B’) envoie, sur un voisinage fixé de m, les
courbes B, sur les courbes B/, on montre que ¢ se prolonge en un isomorphisme

o: A — A

Une derniére réflexion par rapport aux cercles A et A’ permet de prolonger ¢ en un
automorphisme de CU{oo}, qui conserve C : ¢ est une similitude, donc l'identité. O

Exercice 5.11. — Avec les notations du Lemme 5.10, montrer que 'indicateur de la
paire (A, B) n’est pas un carré itératif. En déduire que les indicateurs des paires (A, B)
et (A’, B') ne sont pas conjugués si A # A'.
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Appendice : complément au Chapitre 2

A.1. Introduction. — Dans cet appendice, nous faisons un bilan des résultats
connus sur la classification des paires d’arcs analytiques. C’est peut-étre utile, car
la classification formelle donnée par Kasner [15] et Pfeiffer [22] comporte (je crois)
une (légere) erreur, et Nakai [19] ne traite qu’en quelques mots le cas des paires
transverses, résonnantes ou non. La présentation, qui consiste & se ramener a la clas-
sification bien établie des difféomorphismes, via les indicateurs, est empruntée [19](®).
Antérieurement, Voronin [28] avait utilisé une méthode analogue pour classer les
paires d’involutions holomorphes de (C,0).

A.2. Classification formelle des difféomorphismes de (C,0). — On larappelle
sans démonstration ; voir [6], [14], [17], [19].

Soit f € G. Le multiplicateur u(f) de f est le coefficient a; € C* dans le dévelop-
pement :

+o00
f(z)=a1z+ Zanz".
n=2

C’est un invariant formel. On a :

(35) p(fog) = u(f)u(g); w(SofoS)=u(f) siSeS.

On dit que f est résonnant si u(f) est une racine de 1'unité, non résonnant sinon.

Si f € G est résonnant et n’est pas d’ordre fini, son multiplicateur u(f) est une
racine primitive m-i¢me de 'unité, m € N*, et f(™) est tangent & I’identité & un ordre
fini ¢ > 1. Le type 7(f) de f est défini par 7(f) = q¢ + 1; c’est un invariant formel.
On remarque que ¢ est un multiple de m, donc que u(f) est une racine g-iéme, pas
forcément primitive, de 'unité.

On montre que tout f € @, de type ¢ + 1 > 2, est formellement conjugué & un
difféomorphisme de la forme :

(36) f(z) =™ /9514 27 — k2% +.-.)
Le nombre x € C est invariant par conjugaison formelle. J’appellerai résidu de f le

nombre :
qg+1

(37) rés(f) = Stk

C’est le résidu normalisé de [19]. On a :

(38) rés(So foS)=rés(f) siSeS.

Théoréeme A.1. — Deuz éléments de G sont formellement conjugués si et seulement

st 1) ils ont le méme multiplicateur et 2) dans le cas ot ils sont résonnants et d’ordre
infini, ils ont le méme type et le méme résidu.

(S)L’exposé de [19] comporte plusieurs énoncés « évidemment faux ». D’autre part, je n’ai pas repris
sa notion de « relation associative » qui ne me semble pas simplifier les choses.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



312 J.-M. TREPREAU

A.3. Paires d’ordre fini. — C’est un cas qu’il vaut mieux écarter d’emblée. Ce
qui est dit dans ce paragraphe vaut aussi dans le cas formel.

Proposition A.2. — Toute paire d’ordre fini est équivalente & une paire de droites.

Démonstration. — Soit (A, B) une paire d’ordre g, de multiplicateur v = 27/,
k € {0,...,q — 1}. Soit u son indicateur. On peut supposer A = R. La méthode
classique pour linéariser u consiste & introduire :

h=- v,
q =0
En effet, on a u(h) =1 et h ou = vh. Compte tenu de Sgpou =u"toSg,ona:
191
SgrohoSg = aZ:,Ulu(—l) = h,’
1=0

donc h est réelle et (h(A), h(B)) = (R, h(B)) a pour indicateur vI : h(B) est la droite
qui fait ’angle —mp/q modulo 7 avec R. O

Une paire d’ordre fini a un « gros » groupe d’automorphismes. Toutes les transfor-
mations réelles de la forme h(z) = 2(1+ } 45, hiz*?) conservent la paire de droites
(R,e~*"P/9R). C’est un cas exceptionnel.

A.4. Difféomorphismes modéles. — Chaque classe formelle a des représentants
analytiques, mais certains sont distingués par le fait qu’ils ont le maximum de « sy-
métries » analytiques. On donne ci-dessous les modeles les plus couramment cités.

Un difféomorphisme formel non résonnant, ou résonnant et d’ordre fini, est formel-
lement conjugué & la similitude :

fu(z) == uz
de méme multiplicateur. Pour ¢ € N*, on notera :
wg = feizn/a.
Pour tout ¢ € N* et tout r € C, on introduit le champ de vecteurs :
Xgr =129 (14 irzq)—ldiz
On vérifie que :
(39) (fu)sXqr = v Xy rya.

Un difféomorphisme formel, tangent & l'ordre q > 1 & l'identité et de résidu r, est
formellement conjugué & :

for i=expXg,.
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Compte tenu de (39), on a w.(,k) o for = for ow((,k) quel que soit k£ € Z. Un difféomor-

phisme formel de type g+ 1, de multiplicateur €i27k/4 et de résidu r, est formellement
conjugué a :
fq,k,r = ‘-‘)((Ik) o fq,r = fq,r o wgk)-
Pour tout ¢t € C, on définit 'itéré d’ordre t de fq . par :
f}? = exp(tXqr).
En posant t = u~7 dans (39), on obtient f(fr)t = fuo fgro f!, donc:

rés(f,) = rés(for), (t€C).

Sife G est tangent & l’identité, de type ¢ + 1 et de résidu r, on peut écrire f =
do foro9™!, ¢ € G. Pour tout t € C, on définit l’itéré d’ordre t de f par

fO=¢ofi)os™

c’est indépendant du choix de ¢. L’avant-derniére formule donne :
(40) rés(f®) = @l (teC).

Si f € G est tangent & lidentité, on dit que f est pleinement itérable si f® € G
converge pour tout t € C. On a rappelé dans le § 2.3 trois théorémes importants & ce
sujet.

Le lemme suivant compléte le Théoreme A.1 :

Lemme A.3. — Si u n’est pas une racine de l'unité, 6‘( fu) = C(fu); c’est le groupe
des similitudes. Pour tout ¢ > 1, tout k € {0,...,q — 1} et tout r € C, a(fq,k,r) =
C(fq,k,r); c’est le produit direct du groupe cyclique engendré par wq et du groupe des
itérés d’ordre complexe de fq .

A.5. Classification formelle des paires. — On utilise les notations du § A.4.
Remarquons que pour tout ¢ € N*, tout r € C, tout t € C :
(SR)«tXq,r = —tXq 7.
On a donc les formules :
(41) SgrofuoSr = fz; Sk ow‘(lk) ) fé? oSg = wfl"k) o fé;t% .

Lemme A.4. — Un élément f de G est un indicateur de paire formelle si et seulement
1) |u(f)] =1 et 2) le cas échéant rés(f) € iR.

Ce résultat est faux dans le cas analytique; voir [19] pour les paires tangentes, et
les remarques du § A.7.
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Démonstration. — Les formules (35), (38) et (40) montrent que les conditions sont
nécessaires.

Les formules (41) donnent la réciproque. En effet, si |u| = 1, si r est imaginaire pur
et pour t = 1, on obtient :

SrofuoSr=fi'; SrofokroSkR=f,4,
Il en résulte que, pour f = f, ou f = fyrr, f est indicateur de la paire

(Sr, S © f). O

Deux paires formelles formellement équivalentes ont des indicateurs formellement
conjugués. La réciproque est seulement presque vraie :

Théoréeme A.5. — Les paires formelles dont les indicateurs appartiennent @ une classe
de conjugaison formelle donnée forment une classe d’équivalence formelle, sauf si elles
sont résonnantes de type impair. Dans ce cas-ci, elles se répartissent en deuz classes
d’équivalence formelle.

Démonstration. — On utilise les remarques du §1.9 et le Lemme A.3. On écarte
le cas des paires d’ordre fini, déja traité. Il suffit de classer formellement les paires
d’indicateur donné f, quand f est un des difféomorphismes modeles du § A.4.

Supposons d’abord f = feizre, t € R\ Q. Compte-tenu de (41), les paires for-
melles d’indicateur f sont les paires (S, S o f) avec S = Sg o f.., t' € R. Les paires
formellement équivalentes & (Sg, Sg o f) sont les paires (S,.S o f) avec

S=fuoSro fi' = faju-

Autrement dit, les rotations opérent simplement et transitivement sur I’ensemble des
paires d’indicateur f et les homothéties les conservent.
Soit maintenant ¢ € N*, k € {0,...,q— 1}, r € iR et :

f=forr=wPog g=for
Comme r est imaginaire pur, (41) donne, sil € {0,...,q—1}ett € C:
Sk o wtgl) og® oSk = w((l_l) 0g\~D.
Les paires formelles d’indicateur f sont donc les paires (S, S o f) avec
S=SgowPogl®, (lezZ, teR).
Les paires formellement équivalentes & cette paire sont les paires :
w((lm) 0g®oSgo ""<(1l) og®o wé-—m) 0g™®) = Sgo w((ll—2m) o glt=(s+3)

ou m décrit Z et s décrit C.

Etant donnés I’ € Z et t' € R, Péquation t — (s + 5) = t est résoluble en s € C.
L’équation I — 2m = I’ modulo g est résoluble en m si ¢ est impair. Si q est pair, elle
n’est résoluble que si | — I’ est pair. a
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La démonstration montre de plus que le groupe des automorphismes formels d’une
paire formelle d’indicateur f est indépendant de cette paire. Il est engendré par les
itérés de g, d’ordres imaginaires purs, et dans le cas ot g est pair, I'unique involution
de C(f).

Les modeles de paires qu’on vient de décrire ne sont pas tous explicites, mais ils
ont le plus de symétries analytiques possibles. Les modeéles plus simples suivants n’ont
pas cette propriété :

Théoreme A.6 (Kasner, Pfeiffer). — Toute paire formelle est formellement équivalente
& une paire de droites ou 4 une et une seule des paires suivantes :

A= {y = ex?! 4122971}, B := {sin(kn/q) x — cos(kw/q)y = 0},
ot geN* ke{0,...,q—1},leR ete =1 siq est impair, e = £1 si q est pair.

Je n’ai pas repéré dans [15] ni [22] l'invariant € € {£1} quand ’ordre de contact
est pair .

Démonstration. — Un calcul analogue a celui du § 2.1 montre que :
1 1
Sa(z) =% (1 + 2ieZ? + (2@'5)2((1—42;— - @'5)7211 +- ) .

On a Sp(z) = e~%"k/aGp d’on I'indicateur
f(z) = e"%mk/a, (1 + 2ie29 + (2is)2(# - ié)zzq + - ) )

Si ¢ = =+1 est fixé, on obtient bien tous les indicateurs de type fini possibles, a
conjugaison formelle pres, une et une seule fois.

Notons, g, k et | étant fixés, (A, B) la paire correspondant & € = %1 ; elles ont des
indicateurs différents mais formellement conjugués. Si g est impair, 2 — —z induit
une équivalence entre (A4, B) et (A_, B). Supposons maintenant ¢ pair et soit

+o00
z= Z anZ"
n=1
une substitution qui transforme (A4, B) en (A_, B). La conservation de B donne :
(42) Im(anei("_l)”k/q) =0

pour tout n. En particulier, Ima; = Imag4+; = 0. On calcule maintenant 1’équation
de l'image de A.. Modulo o(Y) et o(X9*!), on obtient :

g+1
a1y + Z Im(an)X™ = ot X9+ 4 ...
n=2
On a donc Im(a,) = 0 puis, compte tenu de (42), a, = 0 pour n = 2...q. Comme
Im(aq+1) = 0, 'équation se réduit & Y = af X9+ + ... ; comme q est pair, af > 0 et
la substitution cherchée n’existe pas. O
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A.6. Classification des paires de type fini. — Les Théorémes 2.7 et 2.8 ont la
conséquence suivante :

Théoréme A.7 (Nakai). — Soit f € G un indicateur de paire de type g+1 et N(f) > 1
le nombre des classes d’équivalence des paires d’indicateurs conjugués a f. Si f(9 est
pleinement itérable, N(f) = 1 si q est impair et N(f) = 2 si q est pair. Si f(@ nlest
pas pleinement itérable, N(f) = 2 si q est impair; si q est pair N(f) = 2 ou 4 selon
les cas.

Démonstration. — Si f(9) est pleinement itérable, f(@) est conjugué & 'un des modeles
du § A.4 d’apres le Théoréme 2.8, donc aussi f. Alors C(f) = C(f) et le Théoreme
A.5 donne le résultat.

On suppose maintenant que f(9) n’est pas pleinement itérable. D’aprés le Théo-
réeme d’Ecalle—Liverpool, le sous-groupe des éléments de C(f) tangents a I'identité est
engendré par un élément h de type ¢ + 1. L’ensemble M (f) = {u(¢), ¢ € C(f)}
est un groupe cyclique d’ordre p, un diviseur de g. Soit ¥ € C(f) de multiplicateur
e27/, Le groupe C(f) est engendré par 9 et h.

Soit (S, S o f) une paire d’indicateur f. Tout élément ¢ de type fini de C(f) a un
résidu € ¢R. On en déduit (la vérification est formelle, voir alors la démonstration du
Théoréme A.5) que So¢oS = ¢! pour tout ¢ € C(f), donc que

P(¢) =(So¢,Sogof)
est une paire, qu’on obtient ainsi toutes les paires d’indicateur f, et que ¢; et ¢o
définissent des paires équivalentes si et seulement si ¢; o ¢5 ! est un carré dans C(f)-

Tout ¢ € C(f) s’écrit ¢ = (™ o (™, m, n € Z. En réduisant modulo les carrés,
selon la parité de m et n, on voit que toute paire d’indicateur f est équivalente & I’'une
des suivantes :

P(I), P(h), P(y), P(poh).

Si p est impair (c’est le cas si ¢ est impair), u — p? est un automorphisme de
M(f). En particulier u(1)) est un carré dans M(f) et on peut écrire ¢ = ¢(?) o h(™ ;
selon la parité de n, 1 ou 9 o h est un carré. La liste se réduit & P(I), P(h). Mais
h n’est un carré dans C(f) puisqu’il n’a pas de racine itérative et que —1 ¢ M(f) :
N(f) =2, les deux classes provenant de la méme classe formelle.

Si ¢ et p sont pairs, —1 € M(f). Si h est un carré de C(f), N(f) = 2; sinon
N(f)=4. O

A.7. Remarques sur les paires non résonnantes. — Il s’agit des paires (A, B)
de multiplicateur 2" ot1 t € R\ Q; les deux arcs A et B font un angle —mt modulo
m, et c’est le seul invariant formel de ces paires.

Le probléeme de la classification analytique est bien plus délicat. Pfeiffer [23] a
montré le premier 'existence de difféomorphismes non résonnants qui ne sont pas
linéarisables, i.e. qui ne sont pas conjugués & une similitude. Il a montré dans le
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meéme article qu’il en existait qui étaient des indicateurs de paires. La théorie des
difféomorphismes non résonnants a fait depuis de grands progres, mais il ne semble
pas qu’on l'ait appliquée aux paires. On se contentera de quelques commentaires.

Si t € R~ Q est un nombre de Bruno, un difféomorphisme de multiplicateur e??™*
est linéarisable (Théoréme de Bruno, voir [30]), donc une paire de multiplicateur e

est équivalente & une paire de droites.

27t

Sit € R\ Q n’est pas un nombre de Bruno, I’ensemble des difféomorphismes de
multiplicateur e*?™* se scinde en une infinité non dénombrable de classes de conjugai-
son analytique (Théoréme de Yoccoz, voir [30]).

Soit encore t € R\ Q et f € G, de multiplicateur e*"*. Supposons que f n’est pas
linéarisable, et notons :

M(f) = {u(g), g€ C(f)}

C’est une partie du cercle unité car, si g € C(f) et |u(g)] # 1, g est linéarisable (en
vertu du Théoréme de Koenigs, voir par exemple [8]), donc aussi f. C’est un sous-
groupe propre du cercle unité car il ne contient aucun nombre de Bruno (irrationnel).
Si de plus f est I'indicateur d’une paire (S, S o f), on voit facilement, selon un raison-
nement qu’on a fait plusieurs fois et compte-tenu du fait que |u(g)| =1 si g € C(f),
que (S og,Sogo f) est une paire pour tout g € C(f), qu'on obtient ainsi toutes les
paires d’indicateur f, et que g1, g2 € C(f) définissent des paires équivalentes si et
seulement si g; 0 g5 ! est un carré dans C(f). L’ensemble des classes d’équivalence des
paires dont Iindicateur est conjugué & f est donc en bijection avec :

M(f) / {u?, ueM(f)}-

Pérez-Marco [21] a montré qu'’il existe t € R\ Q et f € G de multiplicateur e
tel que M(f) ne soit pas dénombrable.

27t

Les résultats de Yoccoz et de Pérez-Marco qu’on a cités suggerent que les questions
suivantes ont des réponses positives; les spécialistes des méthodes de [30] et [21]
devraient pouvoir se prononcer.

(1) Sit € R\ Q n’est pas un nombre de Bruno, existe-t-il f € G, de multiplicateur
2nt - qui ne soit pas un indicateur de paire ?

(2) Sit € R\ Q n'est pas un nombre de Bruno, eziste-t-il une infinité non dénom-
brable de paires de multiplicateur e**™t, deuz a deux non équivalentes ?

(3) Existe-t-il f € G et une infinité non dénombrable de paires d’indicateur f, deuz
d deux non équivalentes ¢

e

A.8. Remarque historique. — Le probléme de la classification formelle des paires
a été étudié d’abord par Kasner, voir [15] dans les comptes rendus du 5¢me Congres
International des Mathématiciens (1912). Il traite le cas non résonnant et le cas des
paires tangentes, qu’il nomme « horn angles ». Il considére aussi le cas résonnant
général, mais sans le résoudre. Dans tous les cas, il pose le probléme de la convergence
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des transformations normalisantes. Le cas transverse résonnant est traité par Pfeiffer
[22].

Birkhoff connaissait et appréciait les travaux de Kasner, voir [7], pages 309 et 310,
voir aussi Davis [9], pages 212 et 213. On peut aussi remarquer que le premier exemple
de difféomorphisme formellement mais non analytiquement linéarisable a été donné
par Pfeiffer [23] en 1915, & propos d’un des problémes posés par Kasner. Cet article
est cité dans la plupart des livres de dynamique holomorphe. Dans cet article, Pfeiffer
dit suivre une suggestion de Birkhoff!

Finalement, en 1939, Birkhoff résout le probléme de la classification analytique des
difféomorphismes résonnants, comme en passant, dans un article dont le titre « Sur
les fonctions auto-équivalentes ... » n’évoque ni la géométrie conforme, ni la dyna-
mique, ni la classification des difféomorphismes. Ni Birkhoff, ni Kasner, ni personne
n’appliquera les résultats de cet article au probléeme des paires d’arcs tangents. En
1995, Nakai [19] applique la théorie d’Ecalle-Voronin au probleme.

Qui a lu larticle de Birkhoff avant 19957 En tout cas, il n’a pas trouvé son lecteur
avant cette date.
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