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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES ET 
COEFFICIENTS p-ADIQUES SUR LES COURBES 

par 

Gilles Christol & Zoghman Mebkhout 

Résumé. — Soit 71 l'anneau des fonctions analytiques au bord du disque D(0,1) 
d'un corps p-adique et soit A le sous-anneau des fonctions analytiques dans le disque 
tout entier. Le but de ce cours est de montrer que, sous certaines conditions de nature 
arithmétique portant sur la monodromie p-adique, un 7 -̂module libre de type fini à 
connexion contient un ̂ 4-réseau sur lequel la connexion a pour seule singularité une 
singularité méromorphe en 0. Ce résultat est motivé par les propriétés de finitude 
locales et globales dans la théorie des coefficients p-adiques. Sa démonstration utilise 
tous les résultats connus de la théorie des équations différentielles p-adiques et fournit 
donc l'occasion de présenter cette dernière. 
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1. Introduction 

Dans ce cours, nous avons cherché à donner le maximum d'indications dans le 
minimum de pages. En particulier, les démonstrations ne sont la plupart du temps 
qu'esquissées. Pour des démonstrations complètes, nous renvoyons le lecteur aux ar
ticles originaux où il trouvera en outre des énoncés plus généraux et des compléments. 

La table des matières donne une idée assez précise du contenu. Nous voulons tou

tefois insister sur les résultats les plus importants. 

Soit p > 0 un nombre premier, Qp le corps des nombres p-adiques et K un corps 
complet à valuation discrète qui contient Qp. Soit 1Z l'anneau des séries de Laurent 
en la variable x, à coefficients dans le corps K, qui convergent dans une couronne 
1 — e < \x\ < 1, pour e > 0 non précisé, et soit A le sous-anneau des fonctions 
analytiques dans le disque unité. 

On dira 7^-module différentiel pour 7^-module libre de type fini à connexion. 

Au chapitre II, on étudie la structure des 7^-modules différentiels solubles c'est-à-

dire dont la fonction rayon de convergence Ray(.M,p) tend vers 1 avec p (définition 

8.7). Les démonstrations complètes sont dans [13]. 
Pour un tel module différentiel A4, on peut définir la « partie modérée » : c'est 

le plus grand quotient de A4 qui est « de pente nulle » (théorème 9.10 et définition 

9.16). Plus précisément, on construit sur A4 une filtration décroissante .M>7, « la 

filtration selon les pentes p-adiques », indexée par les nombres réels positifs 7 et liée au 

rayon de convergence des solutions du module différentiel dans les disques génériques 

et M<° = M/M>0. 

A partir de la filtration selon les pentes p-adiques, on construit un polygone de 

Newton New(.M) que nous appellerons polygone de Newton p-adique de A4. Les 

sommets de ce polygone sont à coordonnées entières, en particulier sa hauteur, no

tée Irr(A^,p), est un entier ce qui constitue l'analogue de la propriété de Hasse-Arf 
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES 127 

de la théorie Sadique. Ceci est prouvé à la fin du chapitre IV comme conséquence 

des théorèmes d'indice pour les modules différentiels solubles de pentes strictement 

positives. 

Dans le chapitre III, on étudie les modules différentiels de pente nulle. Les démon

strations originales complètes sont dans [12]. A un tel module différentiel M de rang 

/i, on associe un « exposant » <££p(M) : c'est une classe d'équivalence de Z£ modulo 

une certaine relation d'équivalence ~ . 

On dit qu'un élément de Z£/ ~ a la propriété DNL si les différences des compo

santes de l'un de ses représentants ne sont pas des nombres de Liouville p-adiques. 

Sous cette hypothèse, ces composantes sont des éléments de ZP/Z bien définis à l'ordre 

près. On dit qu'un élément de Z£ / ~ a la propriété NL s'il a la propriété DNL et si 

les composantes de l'un (et alors de tous) ses représentants ne sont pas des nombres 

de Liouville. 

Le principal résultat dans ce cas est le « théorème de la monodromie p-adique ». 

Il dit qu'un module différentiel de pente nulle M dont l'exposant a la propriété DNL 

s'obtient par extensions successives à partir de modules différentiels de rang un. Un 

tel module admet alors une filtration « de monodromie » [12]. En particulier un mo

dule différentiel de pente nulle qui est muni d'une structure de Probenius est quasi-

unipotent : après ramification en x d'ordre première à p il s'obtient par extensions 

successives de modules triviaux. 

On définit l'exposant (Efp(M) d'un module différentiel soluble M comme l'exposant 

de sa partie de pente nulle. On dit que AI a la propriété DNL (resp. NL) si son 

exposant a cette propriété. 
Le résultat central de ce cours est l'existence, dans tout 7^-module différentiel 

soluble vérifiant des conditions de type NL, d'un ^4-réseaù sur lequel la connexion est 
méromorphe. 

Théorème 1.1. — Soit M. .un IZ-module libre de rang fini /i à connexion soluble, ayant 

la propriété DNL et tel que End ̂ C A ^ o ) CL la propriété NL. Quitte à faire une exten

sion finie du corps de base K, M. admet un réseau sur A (A-module libre de rang ¡JL) 
muni d'une connexion prolongeant celle de A4 et n'ayant aucune singularité sauf en 0 
où elle a une singularité méromorphe. 

La démonstration de ce théorème fait l'objet du chapitre V. La preuve complète se 
trouve dans [14]. 

Pour montrer l'intérêt du Théorème 1.1 nous présentons maintenant l'une de ses 

applications principales. Il s'agit d'un Théorème d'algébrisation pour une classe de 

fibres p-adiques à connexion. 
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128 G. CHRISTOL & Z. MEBKHOUT 

Soit X/V une courbe connexe et lisse sur l'anneau des entiers V de K de corps 

résiduel k et soit Z/V un fermé de X/V dont le complémentaire est un ouvert affine 

j : U/V <-> X/V. On note X* = (XK, 0XÏ/V) le schéma f-adique de Meredith [30] 
associé à la courbe X/V. Sans réellement nuire à la généralité et pour simplifier, le 

lecteur pourra supposer que X/V est la droite projective Fy sur V. 

Dans ce genre de questions, nous trouvons le point de vue, relativement ancien, des 

schémas de Meredith mieux adapté que celui des schémas formels. En effet, les objets 

des catégories que l'on considère sont alors des modules sur des faisceaux d'anneaux 

pour la topologie de Zariski de la variété en caractéristique p > 0. L'avantage est de 

séparer clairement les questions de fondement des questions de nature p-adique. 

Soit VXi/y : = Diffv(Oxi/v) le faisceau des opérateurs différentiels d'ordre fini du 

faisceau structural GX\/v Posons OU\jK := OU\ jV <g>y K et Vxt/K :— VX\jV <g>v K. 
On considère la catégorie MLC(0wt /K) des OU\/^-modules localement libres de rang 

fini à connexion. C'est une catégorie de Vu\/^-modules à gauche. 

De même sur U/V nous considérons la catégorie MLC(OU/K) des O^/^-modules 

localement libres de rang fini à connexion. C'est une catégorie de VJJ/^-modules à 

gauche si l'on note Vx/v := Diffv(Ox/v) le faisceau des opérateurs différentiels 

d'ordre fini du faisceau structural Ox/v et si on pose VX/K ^x/v ®v K. 

On a alors un foncteur exact 

MLC(Ou/K) — №uC{Ow/K) 

qui a M. associe JJ^ <^€~1OU/K c xM. où e est le morphisme naturel d'es
paces annelés (XK,OxyK) —• (X,OX/K). 

On note MLCS((9wt/K) la sous catégorie pleine de MLC(Owt/K) dont les objets 
sont solubles au sens de Dwork-Robba c'est-à-dire ont un rayon de convergence maxi
mum au point générique de X. Depuis les travaux de Baldassarri et de Chiarellotto 
[2], on sait que les objets de cette catégorie ne sont autres que ce qu'on appelle le plus 
souvent isocristaux sur convergents. 

Soit M.Ï un objet de MLCS{OuyK). Pour simplifier, dans cette introduction, on 

suppose que les points de Zk sont rationnels sur k. Pour tout point fermé x de il 

définit un TZ-module différentiel M\. Le théorème de continuité du rayon de conver

gence montre que M\. est soluble. On note MLCSNL(0wt/K) la sous-catégorie des 

modules Ai tels que M.\ et End^x(.A/f£>0) ont la propriété NL en tout point x de 

Zk> 

On note M L C S ( 0 [ / / K ) la sous-catégorie de la catégorie MLC(Ou/K) des modules 

dont l'image par le foncteur précédent est dans la catégorie MLCS(OuyK). Par 

construction on a alors un foncteur exact 

(f) : MLCS(Ou/K) -+ MLCS(Ow/K). 
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Théorème 1.2. — Supposons que la courbe X/V est propre. Alors tout objet M.^ de 

la catégorie MLCSNL(Oc/t/i<r) est, après éventuellement une extension finie du corps 

de base K, dans l'image essentielle du fondeur (f). 

De plus les K-espaces de cohomologie de de Rham p-adiques 

llomvu K(Uk;0Ui,K,M*), E x t ^ (Uk;Ow/K,MÏ) 

sont de dimension finie et Von a la formule d'Euler-Poincaré p-adique 

x(Uk,DR{MÌ))=iiX(Uk)-

xezk 

Irrx(M,p). 

Ce théorème est démontré dans [14]. Sa première partie est conséquence du théo

rème 1.1 et de GAG A. La finitude de la cohomologie et la formule d'Euler-Poincaré 

sont déjà démontrées, pour les modules différentiels algébriques, dans [10] comme 

conséquence du théorème de semi-continuité et sous l'hypothèse fondamentale de 

l'existence de l'indice local. 

La première partie du théorème 1.2 permet de ramener la situation p-adique à la 

situation algébrique. C'est l'une des motivations essentielles du théorème 1.1. L'autre 

motivation est la stabilité de la catégorie des coefficients p-adiques par une immersion 

ouverte. 

Le foncteur (f) n'est pas pleinement fidèle dans le cas général. Cependant il le 
devient dans le cas de pente nulle. 

Notons Rob(0^t /K) la sous-catégorie de la catégorie MLCS(0^t /K) des modules 
de pente nulle dans les classes résiduelles singulières ZK. Nous supposons pour sim
plifier que les points de ZK sont rationnels sur K. Fixons un sous-groupe GNL de 
Zp/Z de classes de nombres non Liouville, par exemple le groupe (des classes modulo 
Z) des entiers p-adiques qui sont algébriques sur Q, et notons Rob(OuyK, GNh) la 
sous-catégorie de la catégorie Rob(Owt/K) des modules M tels que, pour tout x dans 
Zk, les composantes de l'exposant de Mx appartiennent à GNL. 

Notons de même Rob(0[//i<r) â sous-catégorie de la catégorie MLCS(OTJ/K) des 
modules singuliers réguliers aux points de ZK au sens algébrique et Rob(CV /Kî GNL) 

la sous-catégorie de la catégorie Rob(0£/ /x) des modules dont les exposants au sens 
algébrique appartiennent à GNL. 

Le théorème suivant est l'analogue p-adique du théorème d'existence de Riemann. 

Théorème 1.3. — Avec les notations précédentes, si on suppose de plus que Z est 

V-lisse, on a un foncteur exact 

m : Bob(Ou/Kl GNL) - Rob(Ow/K, GNL) 

qui est une équivalence de catégories abéliennes et les exposants algébriques coïn

cident avec les exposants p-adiques. De plus, pour tout couple d'objets M. et N de 
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130 G. CHRISTOL & Z. MEBKHOUT 

Rob(Ou/K, GNL)7 le morphisme de comparaison 

RiiomVu/K(U;Af,M) - R H o m D M t / x ( ^ ; ^ , A < t ) 

est un quasi-isomorphisme de complexes à cohomologie de dimension finie. 

L'existence du foncteur 91 dans le théorème précédent est précisément le théorème 

de transfert pour les singularités régulières [7]. L'essentielle surjectivité est une consé

quence du théorème de la monodromie p-adique 12.3 dans le cas de pente nulle qui 

est beaucoup plus profond [12]. 

Le théorème 1.2 montre que la catégorie MLCSNL(0{ / t /K) a les invariants et les 

propriétés de finitude de la catégorie des faisceaux f-adiques lisses. A ce titre elle doit 

être considérée comme l'analogue p-adique tant recherché de la catégorie des faisceaux 

Sadiques lisses et permet tous les espoirs. Le théorème 1.3 montre que la catégorie 

Rob((DUï jK, GNL) est l'analogue p-adique de la catégorie des faisceaux Sadiques lisses 

modérément ramifiés. 

Fixons un morphisme de Frobenius F sur l'anneau H, par exemple la ramifica
tion d'ordre une puissance de p composée avec un morphisme de Frobenius de K. 

On peut considérer la catégorie MLCF(T^) des 7^-modules libres à connexion munis 
d'une structure de Frobenius : un objet M de MLCF(T^) est un 7^-module libre à 
connexion muni d'un isomorphisme horizontal F* A4 ~ M. Un tel module est automa
tiquement soluble. Son exposant <££p(M) est donc bien défini. On peut montrer que 
les composantes de cet exposant sont des nombres rationnels. En particulier A4 a la 
propriété NL. De plus, le module des endomorphismes End^(A^) est, lui aussi, muni 
d'une structure de Frobenius. Par suite le module End^(A/l>o) a la propriété NL. 
Autrement dit, MLCF(T^) est une sous-catégorie pleine de la catégorie MLCSNL(7£). 
Dans cette situation locale, on peut donc appliquer le théorème 1.1. Dans la situation 
globale avec Frobenius, on pourra de même appliquer les théorèmes 1.2 et 1.3. Par 
exemple on déduit du théorème précédent que la fonction L d'un fibre p-adique muni 
d'une structure de Frobenius sur un corps fini est une fraction rationnelle. Cependant 
nous ferons remarquer au lecteur que nous ne savons ni définir directement l'exposant 
de la monodromie ni, encore moins, démontrer les théorèmes de base sans sortir de 
la catégorie MLCF(T^). Le Frobenius ne sert qu'à obtenir la rationalité des exposants 
après que ceux-ci ait été définis et donc à s'assurer que l'obstruction aux propriétés 
de finitude n'a pas lieu. Dans la catégorie MLCF(T^) la connexion est prédominante 
contrairement à ce qui se passe dans la théorie des représentations p-adiques galoi-
siennes locales. 

Nous profitons de l'occasion pour préciser les rapports entre la catégorie des 

représentations p-adiques de Fontaine et la catégorie MLCF(7£). Pour cela, il est 

nécessaire d'introduire Vanneau d'Amice £ des séries de Laurent YljerLajx^ à coeffi

cients dans K uniformément bornées et telles que \a,j\ —> 0 quand j tend vers — oo. 
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Notons £t l'intersection de 1Z avec £. Comme nous avons supposé la valuation du 
corps K discrète, les anneaux £ et £t sont des corps à valuation discrète. Le corps £ 
est complet et le corps £t est henselien. Le couple £ / £ t est une extension de corps 
différentiels (dans [6] cette extension était notée W(0)/W°(0)). 

Dans la théorie de Fontaine [22], si l'on fixe un morphisme de Probenius sur £, on 

associe a toute représentation p-adique du groupe de Galois absolu du corps k((x)) un 

£-module muni d'une structure de Probenius qui détermine une £-connexion. Si, de 

plus, l'image du groupe d'inertie est finie on obtient ainsi un £t-module muni d'une 

structure de Frobenius et d'une -connexion. Au sens de la théorie de Dieudonné, ce 

module est purement de pente nulle (unit root dans la terminologie de Dwork). Cette 

construction est l'analogue local de la construction globale de N. Katz [27]. 

Inversement, étant donné un £t-module muni d'une structure de Frobenius et d'une 
connexion compatibles, on lui associe deux polygones de Newton. Le premier est fourni 
par la structure de Frobenius et ne dépend que de la structure de £-module muni de 
la structure de Frobenius induite. Le second, le polygone de Newton p-adique, est 
donné par la connexion et dépend de la structure de 7^-module à connexion soluble. 
Ces deux polygones correspondent à des filtrations qui n'ont, a priori, rien à voir 
l'une avec l'autre. La décomposition selon les pentes p-adiques se fait dans l'anneau 
1Z alors que la décomposition selon les pentes de la structure de Frobenius se fait 
dans le complété d'une clôture algébrique du corps £. Il n'y a aucun moyen connu de 
passer de l'une à l'autre. Cela indique que la théorie des représentations galoisiennes 
locales p-adiques en égales caractéristiques et la théorie des équations différentielles, 
telles qu'elles nous apparaissent aujourd'hui, sont deux théories parallèles mais dont 
les champs d'application sont profondément différents. 

La situation dans laquelle les deux filtrations sont distinctes n'est d'ailleurs pas 
du tout exceptionnelle. Dans [29], on introduit des « équations exponentielles » pour 
étudier p-adiquement la fonction zêta des variétés affines non singulières sur un corps 
fini. Ces équations différentielles ont servi de catalyseur lors de l'étude de la structure 
des équations différentielles p-adiques. Par leur origine géométrique, elles sont munies 
d'une structure de Frobenius qui n'est pratiquement jamais de pente nulle au sens de la 
théorie de Dieudonné. Elles ne proviennent donc pas, en général, d'une représentation 
p-adique en égales caractéristiques. 

Cela montre qu'une théorie des coefficients p-adiques parallèle à la théorie ^-adique 
est de nature différentielle. Il est très encourageant de constater que le théorème 1.2 
fournit des objets ayant les propriétés nécessaires pour la construction d'une telle 
théorie sur les courbes dont le véritable test sera la démonstration p-adique de la 
pureté des zéros et des pôles de la fonction zêta d'une variété algébrique sur un corps 
fini. En dimensions supérieures, il reste beaucoup de travail à faire. Même en dimension 
un, il subsiste des problèmes fort intéressants (voir [141). 
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C H A P I T R E I 

F O N D E M E N T S D E L A T H É O R I E D E S É Q U A T I O N S 
D I F F É R E N T I E L L E S p -ADIQUES 

2. Notations générales 

Dans tout ce texte, K sera un corps ultramétrique d'inégales caractéristiques maxi-

malement complet (par exemple un corps à valuation discrète). L'hypothèse « maxi-

malement complet » sera fondamentale dans les chapitres II, IV et V. Dans [13], nous 

avions fait l'hypothèse plus restrictive « localement compact ». Cette restriction est 

levée dans [14] grâce à l'utilisation de la c-compacité à la place de la compacité. 

On notera | • | la valeur absolue sur i f , V l'anneau des entiers de K, k son corps 

des restes et p la caractéristique de k. Remarquons cependant que les résultats de ce 

cours sont de nature fondamentalement transcendante, le corps résiduel k n'y joue 

pratiquement aucun rôle. 

On note 7r une solution de l'équation 7rp_1 +p = 0 (le 7r de Dwork). 

Soit i" un intervalle contenu dans [0, oo], on pose 

A(I) = 

$*ù$ 

as xs ; as G if , (Vp G I) lim |as|ps = 0 
s—>±oo 

Lorsque 0 (resp.oo) appartient à / cela signifie que as = 0 pour s < 0 (resp. s > 0). 
Autrement dit, A{I) est l'ensemble des fonctions analytiques à coefficients dans K 
qui convergent dans la couronne 

C(l) = i\x\el\. 

Plus précisément, nous noterons C(I) l'espace analytique sur K dont les points à valeur 
dans un sur corps value Q de K sont les nombres x de Q tels que |x| appartienne à / . 
C'est un affinoïde si et seulement si l'intervalle / est fermé. Sinon c'est un espace de 
Stein dont les sections globales du faisceau structural sont les fonctions de A(I). 

On écrira A pour A([0,1[). 

Pour 0 < e < 1, on pose I£ = ]1 - e, 1[ et U = U £ > o ^ ( ^ ) -
Autrement dit, 1Z est l'ensemble des fonctions analytiques à coefficients dans K qui 
convergent dans une couronne C(I£) où e dépend de la fonction. 

S'il y a risque de confusion et pour préciser le corps K , on notera AK(I), AK OU 

TZK pour A(I), A ou 11. 

3. Modules différentiels 

Soit A une if-algèbre commutative (par exemple A(I) ou H) munie d'une déri

vation D (par exemple D = d/dx) pour laquelle le corps des constantes est K. On 

ASTÉRISQUE 279 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES 133 

notera A[D] l'anneau non commutatif des polynômes différentiels à coefficients dans 

A avec, pour a dans A, la règle Da = aD + D(a). 

On posera V{I) = A(I)[D] et V = K[D). 

On notera MLC(A) la sous catégorie pleine de la catégorie des A [D]-modules à 

gauche dont les objets sont libres de type fini en tant que .A-modules. Autrement 

dit, un objet de MLC(A) est un A-module libre de type fini M muni d'une action 

de D vérifiant la relation D{am) = D(a)m + aD(m), pour a dans A et m dans M. 

Nous dirons que les objets de MLC(A) sont des A-modules différentiels. Le rang d'un 

A-module différentiel sera son rang en tant que A-module. 

Remarque 3.1. -— Si / est un intervalle fermé, tout A(I) [D]-module contenu dans un 

*4(/)-module différentiel est un ^4(7)-module différentiel (c'est-à-dire libre de type fini 

sur A(I) : voir [5] §4 par exemple). En particulier les seuls idéaux de A{I) stables 

par D sont 0 et A(I). Ce n'est plus le cas si l'intervalle I n'est pas fermé comme le 

montre l'exemple suivant dans lequel I = [0,1[. 

Exemple 3.2. — Soit an une suite de points de la clôture algébrique K de K telle que 

\an\ < 1 et l imn^oo \an\ = 1. D'après [28], il existe une fonction f de A qui a un zéro 

d'ordre n en on. L'idéal 1 de A engendré par / et ses dérivées est, par construction, 

stable par D mais n'est pas égal à A car, si g appartient à X, alors g(an) = 0 pour n 

assez grand. 

Soit e une base de M (sur A). L'action de D sur M est représentée dans cette 
base par une matrice G définie par D(ti) = Gijtj- Pms généralement, pour s ^ 0, 
l'action de l'opérateur Ds est représentée dans la base e par une matrice Gs. Ces 
matrices satisfont la formule de récurrence 

a) Go = 1 Gs+1 = D(GS) + GSG 

où I désigne la matrice identité. 
Maintenant, si m est un élément de Ai et si on note [m] le vecteur colonne de ses 

composantes dans la base e, on trouve D(m) = £>(*[m]) c + \m] Gt c'est-à-dire 

(2) [D(m)} = D([m]) + *G[m] 

Par ailleurs, à la base e, correspond la présentation suivante dans la catégorie des 

^4[£>]-modules : 

(3) 0 — • A[Df ^-^l A[Df — > M — • 0 

où *{D — G) est la multiplication à droite par la matrice D I —G. 

Soit N un A [Démodule quelconque. La suite exacte courte (3) donne lieu à la suite 

exacte longue (de X-espaces vectoriels) : 

(4) 0 • Hom^[Z)](M,N) • JV" (-^-^7VM • E x t ( M , N ) • 0 
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où (D — G)« représente l'action à gauche de l'opérateur D — G (l'opérateur D agissant 
composante par composante). Autrement dit, on a 

(5) HomA[D](.M, TV) = ker(L> - G, Nß) 

(6) Ext\[D](M,N) = coker(L> - G, JV") 

Remarque 3.3. — Soit une If-algèbre qui contient A et à laquelle la dérivation £) 

se prolonge et soit N un B[D]-module. Une base de M est aussi une base de B®AA4. 
On trouve donc que ExtLB^(B ®A M,N) = Ext\^(M,N) pour tout i. En fait ces 

espaces sont nuls pour i ^ 2. 

Remarque 3.4. — Si le corps des constantes de B est on constate que 

diniK (RomA[D](M,B)) ^ rgA(M) 

Lorsque cette inégalité est une égalité, on dit que le A-module différentiel A4 est 
soluble dans B. 

On dit que A4 a un indice dans B si Ext^Dj(A^, B) est un X-espace vectoriel de 
dimension finie. Dans ces conditions, on pose : 

X(M,B) = dim(KomA[D](M,B)) - dim (Ext\[D](M,B)) 

Les relations (5) et (6) montrent que 

X(M,B) = dim(coker(D-G,B<1)) - dim (ker(£> - G, JS^)) =X(D-G,BTI). 

Définition 3.5. — Pour deux A-modules différentiels A4 et Ai, et pour i¿ dans 
Horcu(A4,Ai) et m dans .M, on pose D(u)(m) = D(u(m)) — u(D(m)). On munit 
ainsi le A-module (libre de type fini) Hom^(A/i,jV) d'une structure de A[.D]-module. 

Les applications linéaires u de Yiom A{A4, Ai) dont la dérivée D(u) est nulle sont 
celles qui commutent avec D et donc appartiennent à H o m ^ ^ A Î , A i ) . Elles sont 
dites horizontales. 

Dans la situation précédente, soit e (resp. f) une base de Ai (resp. Ai) et notons G 

(resp. F) la matrice qui représente la dérivation D dans cette base. Si, dans ces bases, 

l'application linéaire u est représentée par une matrice H (c'est-à-dire H • e = f), alors 

D(u) est représentée par la matrice V( i f ) définie par : 

(7) V(H) = D(H)-GH + HF. 

En particulier, l'application linéaire u est horizontale si et seulement si 

(8) D(H) = GH-HF. 
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4. Rayon de convergence 

La grande différence entre la théorie des équations différentielles complexe et la 

théorie des équations différentielles p-adiques est qu'une solution p-adique ne converge 

pas jusqu'à la première singularité contrairement à une solution complexe. C'est là un 

enrichissement considérable du calcul différentiel comme nous le verrons. Il est naturel 

d'introduire le rayon de convergence des solutions au voisinage d'un point. 

Nous profitons de cette occasion pour faire rapidement le lien entre la notion globale 

de point analytique au sens de Berkovich [1], c'est-à-dire, dans le cas affine, de semi-

norme multiplicative continue, et la notion locale de point générique au sens de Dwork 

[18]. 

4 .1 . Rayon de convergence et point analytique. — La première définition du 

rayon de convergence d'un module différentiel est une variante de la notion de norme 

spectrale. 

Définition 4.1. — Soit p > 0 un nombre réel et soit Ep le (corps) complété de K(x) 

pour la valeur absolue définie sur les polynômes de K[x) par : 

d 

i=0 
ai x 

£µ% 
= max ìaA p% 

On considère un anneau A tel que K[x] C A C Ep, muni de la valeur absolue | • \p 
et de la dérivation D = al/dx. 

Par exemple, pour p dans / , on a X [ x ] C A(I) C Ep. L'anneau A(I) est ainsi 
muni de la valeur absolue | • \p. L'espace analytique C(I) contient donc, pour chaque 
nombre p de / , un point analytique (au sens de [1]) défini par cette (semi)-norme 
multiplicative. 

Les endomorphismes d'un K-espace vectoriel norme E sont munis de la norme 
= m a x x e # _ { o } ( | | ^ a O H / I M I ) . En particulier, si G est une matrice de Ma,t(fjb,Ep), 

on pose 

IIgII max Gij \p 

C'est la norme de G en tant qu'opérateur sur l'espace muni de la norme « sup ». 

C'est donc une norme d'algèbre. 

Nous commençons par calculer la norme spectrale de l'opérateur D = d/dx agissant 

sur A. Comme 

1 

s! 
-Ds(x«) 

'p 

n 
<8, 

xn~s 
P 

Ds(x«)Ds(x«) 

avec égalité pour n = s, on trouve 

\\D\\Sp,P:= l im \\Ds\\y°= l im ^ p ' 1 = \n\p~1 
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(rappelons que 7r désigne une racine (p — l)-ième de —p). Autrement dit, le rayon p 

du point | • |p est donné par la formule : 

(9) p=\n\/\\D\\Sp,p. 

Soit maintenant M un A-module différentiel. À toute base e = {e^} de A"f, on 
associe la norme sur M définie par 

Q>iti||E,P = max \ai\p. 

On peut alors définir la norme spectrale de l'opérateur D agissant sur M. : 

|X>||sp,E,p= lim wd'wK;. 
s—>oo 

Par analogie avec (9), on pose : 

Ray(A<,p) = |7r|/||i3||sp,E,p 

et on dit que Ray(.M,p) est le rayon de convergence du module différentiel M. (au 
point analytique | • |p). 

Si e est une base de M et si on note G (resp. Gs) la matrice de l'opérateur D (resp. 
Ds) dans la base e. La proposition suivante n'est pas difficile à démontrer. 

Proposition 4.2. — Le nombre Ray(.M,p) est indépendant de la base e. On a : 

Ray (.M,/?) = min ( p, lim inf 
L s—»00 

l e . 
s! 

Ds(x«) 

LLP 

4.2 , Rayon de convergence et point générique. — Le rayon de convergence 
d'un module différentiel doit son nom au fait qu'il s'interprète comme le rayon de 
convergence des solutions de ce module différentiel au voisinage du point générique. 

On choisit un corps value fi qui contient la clôture algébrique K de K, dont le 
groupe des valeurs absolues est M+ et dont le corps des restes est transcendant sur 
celui de K. Pour a dans fi et r > 0, on pose D(a,r) = {x G fi ; \x — a\ < r}. La 
fonction ^2^L0CLS(X — a)s est dite analytique (resp. bornée) dans le disque D(a,r) si 
liminfs__>00 |as|_1/s = r (resp. si les \as\ sont bornés). 

Définition 4.3. — Soit p > 0 un réel. Un point générique (au bord du disque D(0, p)) 

est un élément tp de fi tel que \tp\ = pet dont la distance à K est égale à p . Autrement 

dit, le disque D(tp,p) ne contient pas de point de K. 

A isomorphisme continu de fi /K près, il n'y a qu'un seul point générique au bord 

du disque D(0,p). 

Pour 0 < r < p, on note Ap{r) (resp. Bp(r)) l'anneau des fonctions analytiques 

(resp. bornées) dans le disque D(tpir). 

Par construction, une fraction rationnelle / de K (x) n'a ni pôle ni zéro dans le 

disque D(tp,p) donc \ f\p = \ f(tp)\ = m&xxeD{tp,p) \f(x)\. Par suite K(x) C Bp(p) et 

Ep C Bp(p) C Ap(p). Donc Ap(p) est un Ep[D]-mod\ûe (et en particulier un A[D]-

module). 
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Pour étudier les solutions dans le disque générique, nous introduisons la résolvante 

du système différentiel D(X) = GX. C'est la fonction de deux variables 

(10) Ds(x«)Ds(x«) 
OO 

s=0 

Gs(y) 
Ds(x«)Ds(x 

$*ù$ù$ 

où les matrices Gs sont définies par la récurrence (1) Si on a |Gs(y)| < ||GS||P, par 
exemple parce que y appartient à D(tp,p), elle est définie pour \x — y\ < Ray(A"f,p). 
En particulier, lorsque A = A(I), c'est une fonction analytique sur le domaine 

A m = { ( k l , M) e I2 ; \x-y\< Ray(.M, | x | ) } . 

Lorsque la fonction YG est définie aux points (x, y) et (x, z) elle vérifie les relations 

YG(x, y) YG(y, z) = YG(x, z) 

YG(x,x) = I 

d 

ôx 
YG(x,y)=G(x)YG(x,y)ù*$ù 

dy 
fG(x,y) = -YG(x,y)G(y) 

Soit G une matrice de Mat(//, Ep). Notons Xtp la matrice, analytique au voisinage 
du point générique tp, telle que D(Xtp) = GXtp et Xtp(tp) = I. On a Xtp(x) = 

yG(x,tp). Les matrices Gs appartiennent à Mat(/x, Ep) et, par suite, la matrice Xtp 

appartient à Gl ^/i, Ap(Ray(A^,p))^. Comme les colonnes de la matrice Xtp forment 

une base des solutions analytiques au voisinage de tp de l'équation (D — G)X = 0, on 

en déduit une nouvelle interprétation du rayon de convergence (voir (5)). 

Proposition 4.4. — Le nombre Ray(A^,/9) est le plus grand des nombres réels pour 

lesquels on a 

dimx B.omA[D] (M,Ap(r)) I = dim A(M). 

En utilisant cette interprétation du rayon de convergence d'un module différentiel 
et en remarquant que la primitive d'une fonction analytique au voisinage du point 
tp a le même rayon de convergence que la fonction, la méthode de variation de la 
constante permet de démontrer la proposition suivante. 

Proposition 4.5. — Soit 0 — > J \ f — > M — > Q—>0 une suite exacte de MLC(A). On 

a R a y ( X , p) = min ( Ray(jV, p), Ray(Q, p)). 

5. L a théorie de Dwork et Robba 

Nous présentons les principaux résultats obtenus par Dwork et Robba concer

nant la catégorie MLC(^P). Afin de pouvoir appliquer ces résultats à la catégorie 

MLC (A(I)), nous travaillons avec un anneau A tel que K[x] C A C Ep, mais ceci 

n'est pas une réelle généralisation. 

On note Çt le corps des constantes de l'anneau A. 
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5.1 . Décompositions liées au rayon de convergence. — Le premier résultat 

remarquable montre qu'un E'p-module différentiel dont les solutions au voisinage du 

point générique n'ont pas toutes le même rayon de convergence n'est pas irréductible. 

Pour cela, pour 0 < r ^ p, on munit l'anneau EP[D] de la norme 

%µ£ 

p\i\ai\pr k. 
%µ£% 

:= sup\i\ai\pr k. 

C'est la norme d'opérateur sur l'espace Bp{r) des fonctions analytiques bornées dans 
le disque D(tpi r). 

Soit M un E'p-module différentiel. C'est un quotient de l'anneau EP[D] en vertu 
du lemme du vecteur cyclique. La topologie quotient sur l'espace A4 n'est en général 
pas séparée. L'adhérence de zéro Op,r{A4) pour cette topologie est un £^p-sous-module 
différentiel de A4 (le fait que Ep soit un corps est ici essentiel). Le résultat suivant 
repose sur le fait que Ep est complet. 

Théorème5.1 ([18], [31]). — Soit M un Ep-module différentiel. L'injection 

KomEp[D] (M/Op,r{M),Bp{r)) >RomEp[D] (M,Bp(r)) 

est un isomorphisme et Ray (A4/Op,r{A4),p) ^ r. 

De plus, si Op^r(M) = Ai alors H.omE [D] (M,Ap(r)) = 0. 

En général, le module différentiel Op,r(Ai) a encore des solutions non nulles dans 
Bp{r). En itérant le processus, on construit une filtration décroissante dans Ai dont 
les quotients successifs sont entièrement solubles dans Bp(r) et on obtient le résultat 
suivant. 

Corollaire 5.2. — Soit Ai un Ep-module différentiel. Pour 0 < r ^ p , il existe un 

sous-module différentiel J\fr de A4 tel que toute application horizontale de Ai dans 

Ap{r) s7annule sur Mr et tel que 

R&y{M/Nr) ^ r et àimEû{M/Afr) = dimK ( BomE iD] (M,Ap(r)) j 

Autrement dit cette décomposition sépare les solutions de rayon de convergence 

^ r de celles des solutions de rayon < r. 

Exemple 5.3. — Soit a un nombre de Zp. Monsky a proposé l'opérateur suivant : 

MA := p(l - x) D2 - x D - a. 

Un calcul explicite montre que cet opérateur admet une solution dans £ t . C'est en 

particulier une solution dans B\(l). Les autres solutions de l'opérateur MA au voisinage 

du point générique t\ ont un rayon de convergence égal à |7r|. 

Cet exemple montre que, même pour un K(x)-module différentiel, la décomposition 

du corollaire 5.2 n'a pas lieu dans K(x). 
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Notons E^p le sous-corps de Ep formé des éléments analytiques superadmissibles 

c'est-à-dire prolongeâmes dans une couronne CQp — e,p[) pour e > 0 non précisé. 
L'exemple de Monsky suggère, et Dwork et Robba ont montré, que la décomposition 
du corollaire 5.2 a toujours lieu dans le corps E^. Ce second théorème est beaucoup 
plus difficile à démontrer que le précédent. Ce résultat profond a ouvert une fausse 
piste dans l'étude de la structure des modules différentiels. En effet, contrairement à 
ce que pensait, entre autres, Robba (voir [36]), la démonstration du théorème 9.10 
ci-dessous n'utilise pas le théorème 5.4 mais apparaît plutôt comme une variante « en 
famille » de celle du théorème 5.2. 

Théorème 5.4 ([20]). — Si, dans le corollaire 5.2, on part d'un E^-module différentiel, 

alors le sous module différentiel Mr est, lui aussi, un Ej,-module différentiel. 

5.2. Foncteur « solutions dans le disque générique ». — En s'inspirant des 
méthodes utilisées dans le cas complexe, Robba a montré que l'action d'un opérateur 
différentiel de EP[D] sur Ap(r) est surjective. Ceci est remarquable car, en général, 
un tel opérateur n'est pas trivialisable sur cet anneau. 

Théorème 5.5 ([31]). — Soit G une matrice de M&t(Ep) et soit r un réel tel que 

0 < r < p . Si l'opérateur D — G, agissant à gauche sur Ap{rY, est injectif, il est 

surjectif. 

Corollaire 5.6. — Soit A un anneau tel que K[x] C A C Ep, soit M. un A-module 

différentiel et soit r un réel tel que 0 < r ^ p . On a Ext^Dj (M,Ap(r)) = 0. 

Preuve. — Notons G la matrice de la dérivation D dans une base e de A4. 
Si Hom^^] (A"f,.4p(r)) = 0, la relation (5) montre que l'opérateur D — G est 

injectif dans Ap(r)^. D'après le théorème 5.5, il est surjectif et d'après la relation (6), 

on a Ext^[D] (M,Ap(r)) = 0. 

Le cas où Ray (A4, p) > r est une conséquence immédiate de la méthode de variation 

des constantes. 

Dans le cas général, d'après le théorème 5.2, il existe, dans la catégorie MLC(-EP), 

une suite exacte 0 — > N —• M. —> Q —• 0 dans laquelle YiomEp^ (A/", Ap(r)) = 0 et 

Ray(Q, p) ^ r. Donc Ext^ [Dj (Af,Ap(r)) = E x t ^ D ] (Q,Ap(r)) = 0 ce qui entraîne 

Ext^ jD] (M,Ap(r)) = 0 et, d'après la remarque 3.3, Ext^[D] (A4,^4p(r)) = 0 . • 

Corollaire 5.7. — Le foncteur M —• Hom^[D](Al, Ap(r)) de la catégorie MLC(A) 

dans la catégorie des Vt-espaces vectoriels (de dimension finie) est exact. 

6. Rayon de convergence et majoration de la dérivation 

Le calcul du rayon de convergence d'un module différentiel est en général difficile. 

Il y a cependant un cas favorable. C'est celui où le module différentiel possède une 

base « cyclique ». En effet, s'il n'est pas trop grand, le rayon de convergence est 
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alors directement donné par la norme de la matrice qui représente la dérivation dans 
cette base (théorème 6.2). Pour exploiter cette propriété remarquable, on utilise d'une 
part l'élimination des singularités apparentes (pour se ramener au cas d'une base 
cyclique) et d'autre part le Frobenius (pour se ramener au cas d'un « petit » rayon de 
convergence). 

6.1 . Bases cycliques. — L'existence de bases cycliques est affirmée par le théorème 
du vecteur cyclique. Malheureusement celui-ci n'est vrai que si l'on travaille sur un 
corps. Nous sommes donc amenés à introduire le corps F des fractions de l'anneau A. 

Il est évidemment contenu dans le corps Ep. L'énoncé suivant précise que l'on peut 
trouver une base cyclique d'un F-module différentiel « proche » d'une base donnée. 

Théorème 6.1 (du vecteur cyclique). — Soit M un A-module différentiel de rang /x. Le 

F-espace vectoriel F ®A M. a une base m de la forme {m, D ( r a ) , . . . , D^~l(rn)}. 

Plus précisément, étant donnés e > 0 et une base e de Ai, on peut choisir le vecteur 

cyclique m de telle sorte que la matrice H de passage de la base z à la base m vérifie 

\\H\\p\\H-% < (1 + e)maX(l,p||G||2"-1)/|(A. - 1)!| 

où G désigne la matrice de la dérivation dans la base e. 

Si Ray(.M,p) > \n\p, on peut même le choisir de telle sorte que 

\\H\U\H-1 II, < (1 + e) max(l, p\\G\\>irl)/\{jx - 1)! 
u-l 

p\i\ai\ 

p\i\a 

Principe de la démonstration [8]. — Elle suit d'assez près celle de Deligne dans [17] 
en cherchant à minimiser le wronskien de l'élément cyclique m. • 

6.2. Majorat ion de la dérivation dans une base cyclique. — Le résultat 

suivant a eu de nombreux avatars ([33], [3], [37], [9],...) depuis son apparition dans 

la démonstration de Katz du théorème de Turrittin [26]. Nous en donnons la version 

p-adique. 

Théorème 6.2. — Soient M un A-module différentiel de rang fi et m un vecteur cy

clique de F ® A M. Si, dans la décomposition D^(m) = a/i_iD/i_1(m) + • • • + a$m, 

Vun des coefficients ai (0 < i < fi) vérifie \ai\p > pl~^ alors 

Ray(M,p) = |TT| min H;1^-*) < \n\p 

Preuve. — Prenons un élément a dans une extension K' du corps K tel que |a | = 

max0^i<M \o>i\y^~^ > P~l'• Puisque K' 0K M et M ont même rayon de conver

gence, on peut supposer que K' = K. La dérivation D est représentée dans la base 
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m.aD(m) a1 ^D^ 1(m) par la matrice : 

G = aG' , G'= 

' 0 1 0 D 

p\i\ai\pr 
1 

p\i\ 

avec bi = Oil~^ai de telle sorte que \\G'\\P = max = 1. Il en résulte que la matrice 

G', image de G' dans le corps des restes pour la norme || • \\p, n'est pas nilpotente. Donc 

||G/S||P = \\G'\\sp pour tout entier s. Par ailleurs, on a \\D\\P = p-1 < \a\ = \\G\\P et on 

en déduit facilement que ||GS|| = ||GS|| = \a\s c'est-à-dire Ray (.M) = |7r||oî|—1. • 

Corollaire 6.3. — Soit A4 un A-module différentiel de rang p. Si Ray(A4,p) < \n\p, 

il existe une extension K' de K et une base e de K1 0 ^ F (g)A M. telle que ||-D||e,p — 
| 7 r | / R a y ( ^ , p ) > p - 1 . 

Corollaire 6.4. — Soit A4 un A-module différentiel de rang p. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

1) Ray (A4, p) > M p , 

2) Pour tout vecteur cyclique m de F ®A A4, on a 

D^{m) — ap,-iD^~1(m) H h a0m avec \ai\p ^ pï_/\ 
3) Dans une (et alors dans toute) base cyclique m de F <g>A A4, on a \\D\\m,p ̂  1/p 
(et par suite \\xsDs\\miP ^ 1 pour tout s ^ 0). 

4) Dans une (et alors dans toute) base e de A4, ||-Ds||e,p = 0(p~s). 

6.3 . Élimination des singularités apparentes. — Notons le corps des 

fractions de A{I). Une base e de <2>A(I) M, même si elle est contenue dans A4, 

n'est pas forcément une base de A4. La matrice de la dérivation dans la base e peut 
présenter des singularités apparentes. Les diverses variantes du théorème de Birkhoff 
montrent comment les faire disparaître ^ tout en conservant certaines propriétés 
de la matrice de dérivation. Par exemple, les constructions du paragraphe précédent 
donnent des bases (cycliques) de l'espace vectoriel ®A(i) M dont la matrice de 
la dérivation est « petite ». En supprimant les singularités apparentes, on obtient des 
bases du A(I)-mod\ûe différentiel initial ayant la même propriété. 

Théorème 6.5 (Birkhoff p-adique). — 1) Soit I c]0,oo[ un intervalle fermé borné, 

soit p dans \K*\ et soit H une matrice de Gl(p,^r(/)) . // existe une matrice L de 

Gl(p,K(x)) et une matrice M de Gl(p,*4(J)) telles que \\L\\P = ||L_1||P = 1 et 

H = LM. 

(^Plus précisément, profitant du fait que la droite projective est de genre 0, on déplace toutes les 
singularités apparentes vers le même point (en général 0 ou l'infini). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2002 



142 G. CHRISTOL & Z. MEBKHOUT 

2) Soit I = (a,¡3), 0 < a ^ (3 < oo, un intervalle, soit p dans In\K*\ et soit H une 

matrice de Gl (n,A{I)). Il existe une matrice L de Gl (^p, A(J0, / ? ) ) ) , une matrice M 

de Gl (jji,A((a, oo])^ telles que \\L\\p = ||Z/_1||P = 1 et H = LM. 

Plus précisément, dans les deux cas, les matrices L et M ainsi qu'une matrice 

diagonale N à coefficients dans Z sont uniques si on impose les conditions supplé

mentaires \Lij\p < 1 pour i < j et xNL tend vers I quand x tend vers 0. 

Principe de la démonstration. — La démonstration du point 1) est purement algé
brique et repose sur le fait que, lorsque l'intervalle I est fermé, les éléments de A(I) 

n'ont qu'un nombre fini de zéros. Elle utilise la fonction X/(x — a) (|À| = max(p, \a\)) 

qui a un unique pôle en a et un unique zéro à l'infini et vérifie \\/{x — a)\p = 1. 

Le point 2) est nettement plus difficile. Il se démontre à partir du point 1) avec 
I = [p] en faisant un passage à la limite pour la norme | • \p. Pour cela l'unicité de la 
décomposition obtenue en 1) est fondamentale. C'est en fait un cas particulier d'un 
résultat un peu plus général dans lequel on travaille sur le corps Ep des éléments 

analytiques au lieu du corps J-{I) [4]. • 

Corollaire 6.6. — Soit I C [0, oo[ un intervalle, soit p dans I il \K*\ et soit H une 

matrice de Gl(/i, ^"(7)). // existe une matrice T de Gl(// ,^r(/)) et une matrice S de 

Gl (/ i ,^([0,oc[)) telles que \\T\\P = WT-% = 1 et H = TS. 

Preuve. — Soit H = LM la première décomposition de Birkhoff de la matrice H vue 
comme élément de Gl(/x, ^F([p])) : la matrice M appartient à G\(p, A[p\), la matrice 
L appartient à Gl(p,K(x)) C Gl(/i,^"([p])) et ||L||P = | | Z , — 1 = 1. 

La deuxième décomposition de Birkhoff pour la matrice M s'écrit M = PQ avec 
P dans Gl(//M(]0,p])), Q dans Gl(p, A{[p, oc])) et ||P||P = WP'1^ = 1. 

La deuxième décomposition de Birkhoff pour la matrice Q(l/x), l'intervalle ]0,1/p] 
et la norme || • \\i/p donne Q = RS avec R dans Gl(/i, A([p, oo[)), ||i2||p = ||i^_1||p = 1 
et S dans Gl(p, A{[0, oo[)). 

On pose T = LPR. A priori, T appartient à Gl(//,^r([p])) et vérifie ||T||p = 
HT-1!^ = 1. Mais comme T = HS'1 et comme *4([0,oo[) C la matrice T 

appartient en fait à Gl(/x,^*(J)). • 

On peut en fait choisir S dans Gl(/x, K[x]) mais en général pas dans Gl(//, K). 

6.4. Bases dans lesquelles la dérivation est petite. — Nous pouvons mainte

nant donner la traduction du théorème 6.2 dans le cas des t4(/)-modules différentiels. 

Corollaire 6.7. — Soit I = (a, /3), 0 < a ^ (3 < oo un intervalle, soit M un A(I)-

module différentiel et soit p dans I. 

1) Si Ray(.M,p) ^ |7r|p, il existe une base de M dans laquelle la dérivation est 

représentée par une matrice G vérifiant \\G\\P ^ 1/p. 
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2) Si Ray(A4,p) < |7r|p , il existe une extension K' de K et une base de 

K' <S>K AA dans laquelle la dérivation est représentée par une matrice G vérifiant 

||G||p = M / R a y ( A ( , p ) . 

Preuve. — Montrons le résultat 1). D'après le théorème du vecteur cyclique, il existe 

une base cyclique m de T(I) ®A(I) M. D'après le corollaire 6.4, la matrice Gm qui 

représente la dérivation dans la base m vérifie ||Gm||p ^ 1/p. 

Soit e une base de M et soit H la matrice de Gl(F(I)) telle que m = Ht et 
soit H = TS la décomposition donnée dans le corollaire 6.6. Comme S appartient à 
Gl(//, -4([0, oo[)) C Gl(A(I)), la famille f = T_1m = 5e est une base de M. La matrice 
représentant la dérivation dans la base f vaut Gf = (S'+S GC)S-1 = ^(-T'+GmT). 
Ses coefficients, comme ceux de S, S-1 et Ge, appartiennent à A(I). Par ailleurs, 
comme ||T||P = WT'% = 1, on a ||Gf ||p ^ max(||Gm||p, ||r'||p) ^ 1/p. 

Le résultat 2) se démontre de manière analogue en remplaçant le corollaire 6.4 par 
le corollaire 6.3. • 

7. Frobenius 

Dans ce paragraphe, nous étudions comment se transforment les modules différen
tiels par la ramification x I—• (p(x) où ip(x) est un relèvement de xp. Le cas des *Â([0, p[)-
modules différentiels (on parle alors de point ordinaire) est relativement simple et 
traité dans [5]. Le cas où l'on autorise une singularité régulière en 0 est déjà plus 
difficile (voir [7]). Le cas général de MLC (A(I)) est démontré dans [9]. 

7 .1 . Indépendance par rapport au relèvement. — Étant donné un intervalle 
I, nous posons Ip = {pp ; p e I}. Soit maintenant <p un élément de A(I) tel que 
\(f(x) — xp\p < pP pour tout p dans / . L'application ip* définie par ip*(f) = fotp est une 
injection de A(IP) dans A(I). Si M. est un .A(/p)-module différentiel, on note ip*(M) 

le *4(/)-module différentiel obtenu par transport de structure. Plus précisément, si e 
est une base de Ai dans laquelle la dérivation est représentée par la matrice G, alors 
<p*(A4) a une base <^*(e) dans laquelle la dérivation est représentée par la matrice 
(p'(p*(G). Il est facile de vérifier que cp* est un foncteur exact. 

Proposition 7.1. — Soient ip et deux éléments de A(IP) tels que \<p(x) — xp\p < p9 

et \ip{x) — xp\p < pP pour p dans Ip. Soit A4 un A(Ip)-module différentiel tel que 

Ray(.À/f,pp) > \ip — pour tout p dans Ip. Les A(I)-modules différentiels <p*{A4) et 

tp*(A4) sont isomorphes. 

Preuve. — Choisissons une base e de A4 et notons Gs la matrice de Ds dans la base e. 
En utilisant les propriétés de la résolvante (3), on vérifie que la matrice 

H = 
oo 

s=0 

p\i\ai\pr k. 
p\i\ai\pr k. 

s! 
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appartient à Gl(p, *4(/)) car elle a pour inverse la matrice 

h-1 = 
oc 

s=0 

p\i\ai\pr k. 
p\i\ai\pr k. 

s\ 

Elle réalise donc un morphisme horizontal entre <p*(A4) muni de la base <p*(e) et 

ip*(M) muni de la base ^>*(e). D 

D'après cette proposition, on peut supposer que (f(x) = xp sans nuire à la généra

lité. C'est ce que nous ferons dans la suite. 

7.2. Frobenius et rayon de convergence. — Nous calculons le rayon de conver

gence de l'image par Frobenius d'un module différentiel. 

Proposition 7.2. — Soit A4 un A(IP)-module différentiel et soit p dans I. 

1) Rw(<p*(M),p) > min Ray f X ^ i V ^ p p i - P Ray f X , ^ ) . 

2) Si Ray (M,pp) > \7r\PpP alors Ray (<p*(.M), p) = Ray (A4, p^ )1^ . 

Preuve. — Soit tp un point générique tel que \tp\ = p et soit e une base de A4. Notons 
G s (resp. F s) la matrice représentant l'opérateur Ds dans la base e (resp. <p*(e)). 
Notons X la solution au voisinage du point (générique) tp du système D(X) = G X 
telle que X(tp) = I. La matrice Y(x) = X(xp) vérifie D(Y) = pxp-xG(xp) Y = FY 
et Y{tp) = I. On en déduit 

p\i\ai\pr k. 
oo 

s=0 

p\i\ai\p [X* - «)» 

s! 

OO 

¿=0 

RfU(a? tp)l =Y(x) 

Le rayon de convergence de X est Ray (A4,p1*) et le rayon de convergence de Y est 

Ray(<p*(.M),p). 

On a \xp — tp\ = max(|x — tp\p, \p\\x — t^pP"1) d'où la minoration 1). 

Pour \x — tp\ > \tt\p, ona |xp — tp\ = \x — tp\p. On en déduit que, pour Ray (M, pP) > 

In^pP, on a Ray(<p*(.M),p) > Ray(A/f,pp)1//p. Pour obtenir l'inégalité dans l'autre 

sens, on définit les nombres par la relation 

(xp - \y = {x - \)ps + 

M%£ 

2 = S 

^ aAx - 1 ) \ 

on vérifie que |a*| ^ |7r|ps * et on en déduit qu'il n'y a pas de compensation quand 

on développe les termes de la série définissant X(xp) en puissance de (x — tp). • 

Exemple 7.3. — L'hypothèse Ray(A4,pp) > M ^ p ^ est cruciale dans 2). Ainsi, pour 

M = x^pA(Ip) on a Ray (.M, pP) = p\tt\p mais <p*(M) = A(I) et Ray(tp*(M), p) = p. 
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7.3 . Unicité de l'antécédent 

Théorème 7.4. — Soit I un intervalle et soient M et M deux A(IP)-modules dif

férentiels tels que <p*(A4) et <p*(A/") sont isomorphes. S'il existe p dans I tel que 

Ray(M,pP) > \7r\ppP et Ray(A/",pp) > fr^pP, alors M et M sont isomorphes. 

Preuve. — D'après le corollaire 6.7, il existe une base e (resp. f) de M (resp. AT) 
dans laquelle la dérivation est représentée par une matrice G (resp. F) telle que 
\\G\\pv < 1/pP (resp. \\F\\pP ^ 1/pP). L'isomorphisme entre (p*(M) et ip*(AT) est 
représenté dans les bases <p*(e) et <p*(f) par une matrice H de Gl(pyA(I)). On l'écrit 
H = X^r=o x%lP*(Hi) où Hi est une matrice à coefficients dans A(IP). La relation (8) 
s'écrit iHi +pxD(Hi) = px(FHi — HiG). En calculant la norme || • ||pP des deux 
membres, on en déduit que Hi = 0 pour i ^ 0. Donc H = <p*(if0) et la matrice H0 

représente l'isomorphisme cherché dans les bases e et f. • 

7.4. Existence de l'antécédent 

Théorème 7.5. — Soit I un intervalle et soit M. un A(I)-module différentiel. 

1) Si Ray(A4,p) > \p\l/pp pour tout p dans I, il existe un (unique) A(Ip)-module 

différentiel M tel que M=tp*(AT) et Ray (AT, pP) = Ray(A4,p)p. 

2) Si Ray(A4,p) > |7r|p pour tout p dans I, il existe un (unique) T{Ip}-module 

différentiel M tel que M=tp*(AT) et Ray(A/',pp) = Ray(A4,p)p. 

Remarque 7.6. — On conjecture que l'hypothèse faible (Ray(A4, p) > \n\p) suffit pour 
obtenir la conclusion forte (Af est un *4(/p)-module différentiel). 

Principe de la démonstration [9]. — On veut construire une base de M. dans laquelle 
la matrice de dérivation est de la forme pxp~l(p*(F). Pour cela, si l'opérateur Ds 
est représenté par la matrice Gs dans une base e de A4 et si Yq est définie par la 
formule (10), on considère la matrice : 

(H) H = 
1 

P p\i\ 

p\i\ai\pr k. 
oc 

s=0 

p\i\ai\pr k. 7s 
1 

P 
p\i\ai 

p\i\ai\pr k. 

p\i\ 

Les nombres 7S sont rationnels et dans ZP ce qui est facile à vérifier à partir de la 

relation bien connue |£ — 1| ^ |7r| pour toute racine p-ième de l'unité £. Par ailleurs, 

les coefficients des matrices Gs sont dans A(I) et, pour p dans / , la suite ||a;sGs||p 
tend vers 0 car Ray(A/f,p) > |7r|p. On en conclut que les coefficients de la matrice H 

sont dans A(I). 

Maintenant, pour / dans A(I), la « trace » X^p=i f(£x) appartient à tp*(A(Ip)). 

A partir des propriétés de la matrice Yq, on trouve : 

D(H) = 1 

P £P—i 

£G(£) H - HG = pxp-l<p*(F) H-EG 
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pour une matrice F à coefficients dans A(IP). La relation (8) montre que la ma
trice H représente un morphisme horizontal de M dans un module différentiel de la 
forme <p*(Af) pour un ^l(/p)-module différentiel N. Si la matrice H est inversible, ce 
morphisme est un isomorphisme. 

La difficulté est donc de choisir la base c de telle sorte que la matrice H soit 
inversible. Pour cela, on travaille avec un base cyclique ce qui oblige à passer au 
corps des quotients .F ( J ) , donc à introduire des singularités apparentes qu'il faudra 
supprimer à l'aide du théorème de Birkhoff. 

Supposons donc que la base e soit cyclique et choisissons un nombre p dans / . Le 
corollaire 6.4 et sa variante x-adique (théorème de Turrittin) montrent d'une part 
que ||xsGs||p ^ 1 pour tout s et d'autre part que xG — C + L où C est une matrice 
constante telle que ||C|| ^ 1 et ||L||P < 1. De plus, la matrice C, image de C par pas
sage au corps des restes, a des valeurs propres entières. En faisant des transformations 
de cisaillement, on se ramène à la situation xG = CQ + xC\ -f • • • -f xvCv + F avec 
||Ci|| ^ 1, Co nilpotente et \\F\\P < 1. 

En s'inspirant de la formule (11) et en utilisant le fait que log(£) = 0, on montre 
que 

oo 

s=0 
7 s Q ) ( q ) - i ) - - - ( C o - s + i ) 

1 

p 
p\i\ai\ 

Mx)c = I. 

Il en résulte que 

H = I +xP(x) + 5 , № < i , P e M a t ( / i , ^ [ x ] ) | | P | | p < l 

Si p n'est pas la borne inférieure de / , on constate qu'il existe un nombre e > 0 tel 
que | det(H) — l|r < 1 pour p — e < r < p . Il en résulte que la matrice H appartient 
à G\{p,A(]p-e,p[)). 

Une application du théorème de Birkhoff permet de supprimer les singularités ap
parentes sur le cercle \x\ = p . On peut ainsi se ramener au cas où H appartient à 
Gl(/x, A(]p — £, p])) (pour des raisons apparemment techniques, pour pouvoir conclure, 
il faut supposer que Ray (.M,/?) > Ipl^p). 

L'unicité de l'antécédent montre que si l'on connaît un antécédent sur deux inter

valles J i et J 2 d'intersection non vide alors on connaît un antécédent sur la réunion 

J i U J 2 . Ceci permet d'obtenir un antécédent sur toute la couronne en recollant les 

antécédents construits sur les « petits » intervalles de la forme ]p — e,p] et [p, p + e[, 

(obtenu par changement de x en 1/x). Plus précisément, on considère l'ensemble des 

triplets ( J , j V , i) où J est un intervalle contenu dans / , M un *A(J)-module différen

tiel et i un isomorphisme de (p*(Af) dans A(J) <8>A(I) Ni. Cet ensemble est non vide 

(nous venons de construire un module différentiel N associé à un intervalle de la 

forme ]p — £,p])- On vérifie facilement qu'il est inductif et qu'un élément maximal est 

forcément défini sur / . • 
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Remarque 7.7. — Si le rayon de convergence de M est suffisamment grand, plus pré

cisément si Ray (.M, p) > \p\p p pour tout p de 7, on peut itérer le procédé. A partir 

d'un *4(7)-module différentiel Mo = M on construit ainsi une suite {Mi}o^i^h telle 

que M% soit un A(Ipî)-module différentiel vérifiant ip*(Mi+i) = Mi pour 0 ^ i < h. 

Une telle construction est traditionnellement appelée structure de Frobenius faible de 

Ml. Au prix de quelques difficultés techniques, elle permet, par exemple, de ramener 

l'étude du rayon de convergence d'un module différentiel M tel que Ray(.M,p) < p 

à celle d'un module différentiel Mh vérifiant Ray(A//ï, p) ^ |7r|p pour lequel, d'après le 

théorème 6.2, on sait calculer le rayon de convergence à partir des coefficients de la 

matrice représentant la dérivation dans une base cyclique. 

C H A P I T R E II 

L E T H É O R È M E D E D É C O M P O S I T I O N 

C'est le théorème de décomposition qui montre le rôle fondamental de l'anneau 
1Z pour les équations différentielles p-adiques. Comme on peut le voir sur l'exemple 
8.3 ci-dessous, on ne peut espérer avoir un résultat analogue au Théorème 9.10 sur le 
corps des éléments analytiques au bord E\ ni même sur le corps £ t . On constate donc 
que le théorème 9.10 est indépendant du résultat de Dwork-Robba 5.4 aussi bien pour 
son contenu que pour sa démonstration. C'est bien entendu là un point de structure 
essentiel. 

8. 7Z-modules différentiels solubles 

Par définition de K, si M est un 7^-module différentiel, pour e > 0 suffisamment 
petit, il existe un v4(7e)-module différentiel Mi£ tel que 

(12) M — K<S>A(I£) Ml£. 

Deux modules différentiels Mi£ vérifiant la relation (12) deviennent isomorphes après 

diminution éventuelle de e. Nous ferons donc comme si M£ était unique. 

De même, tout morphisme M'-^ M de MLC(T^) provient d'un morphisme 

M£ ^M£ de MLC (A(Ie)) pour e suffisamment petit. 

8.1 . L a catégorie MLC(T^). — Les anneaux A(I), pour 7 ouvert, et 11 ne sont 

ni principaux ni même noethériens. Cependant la proposition suivante montre qu'ils 

sont cohérents et que tout module sans torsion sur ces anneaux est plat. 

Proposition 8.1. — Tout idéal de type fini de A(I) (resp. 1Z) est principal et tout sous-

module de type fini d'un A(I)-module (resp. IZ-module) libre de type fini est libre. 
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Preuve. — Pour A(I), comme le corps K est maximalement complet, ceci résulte 

d'un théorème de Lazard [28]. Le cas de 1Z s'en déduit. • 

Théorème 8.2. — Les catégories MLC(T^) et MLC (A(I)) sont abéliennes. 

Preuve. — Le cas de MLC(IV) se ramène facilement à celui de MLC (A(I)). 

Soit M -^-> M un morphisme de ,4(/)-modules libres. Le noyau de u est cohérent 

donc de type fini et libre d'après la proposition 8.1. En général, il n'en est pas de 

même du conoyau. 

Par contre, lorsque u est un morphisme de MLC (A(I)) nous allons voir que la 

connexion force le conoyau de u à être libre. 

Si l'intervalle I est fermé, l'anneau A(I) est principal et le résultat est classique 

(par exemple [5]). 
Le cas général se ramène par localisation au précédent : les couronnes C ( J ) , pour J 

fermé, forment un recouvrement admissible de la couronne C(I) et le faisceau conoyau 

de J\f-^M. est localement libre de rang fini et localement facteur direct de M.. 

Comme C(I) est une variété de Stein, le théorème B de Cartan montre que le module 

coker('u) des sections globales de coker('u) est un facteur direct de type fini de M. On 

conclut à l'aide de la proposition 8.1. • 

Exemple 8.3. — C'est l'exemple fondamental qui a suggéré la forme du théorème de 

décomposition. 

Considérons la série f(x) = Y^^Lo 7r~Ss]- %s - L'encadrement classique 

M 8 " 1 ^ |s!| < |7r|-(s + l ) 

avec égalité respectivement pour s = ph et s — ph — 1, montre que la fonction / 
est analytique non bornée dans le disque \x\ < 1. Par ailleurs elle satisfait l'équation 
inhomogène x(f + xff) = 7r(/ — 1) et donc l'équation différentielle homogène L(f) = 0 
avec L = D(x2D + x - TT) = x2D + (Sx - TT)D + 1. 

Il est facile de vérifier que les solutions dans 1Z de l'équation L(f) = 0 sont de la 
forme Xf. Formellement, cela se traduit par le fait que L est divisible à droite par 
D — f'/f. La difficulté vient de ce que la fonction / , n'étant pas bornée, a une infinité 
de zéros dans toute couronne C(I£) ; la différentielle logarithmique / ' / / n'appartient 
donc pas à 1Z. Nous considérons le morphisme de MLC (1Z) : 

M = V/V-L-^1l, P ^ P ( f ) . ^ ù $ * 

Le théorème 8.2 affirme alors que l'image et le noyau de u sont des 7^-modules libres 

ce que l'on peut vérifier directement : les zéros de / sont simples si bien que 

Im(u) =nf + 1lff = K et ker(u) = K(fD-f). 

Exemple 8.4. — Les équations Mf:n^m étudiées dans [29] fournissent de nombreux 

exemples analogues au précédent : leur avantage est que, par construction, ils ont une 
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structure de Frobenius alors que, dans l'exemple 8.3, l'existence de cette structure de 
Probenius n'est pas évidente. 

Considérons l'opérateur différentiel d'ordre deux 

L:=x2(D + 
1 

3 
[x]) ||P 
||p< $*ù$ 

27 C'est l'équation MX2JL3 de [29]. Cet opérateur admet la solution 

/(*) = ! + 
£%£ 

akx2k avec dk = 
27(2fc+l/3)(2A; + 5/3) 

lbirk 
•ajfe-i-

Si le corps K contient TT et si p > 5, c'est une fonction non bornée de A. Comme 
dans l'exemple 8.3, l'opérateur L admet une factorisation sur le corps des fractions 
de l'anneau IZ et non sur le corps des éléments analytiques au bord comme l'espérait 
Robba. 

En vertu de ([29], 4.1.1), le module différentiel V/V-L est, pour p ^ 3 , muni d'une 
structure de Frobenius (définie en fait sur l'anneau A(Jl — e, 1 + e[) pour un certain 
e > 0). En particulier il est soluble. 

8.2. Fonction rayon de convergence. — Soit Ai un *4(7)-module différentiel. 

Pour chaque nombre p de 7fi]0,oo[, on a défini le rayon de convergence Ray (A4, p). 

Nous nous proposons d'étudier la manière dont celui-ci dépend de p . 

Définition 8.5. — On dit qu'une fonction / a logarithmiquement une propriété sur 

l'intervalle 7 de R+ si la fonction g(x) = \og(f(ex)) a cette propriété sur l'intervalle 

log(I). 

Proposition 8.6. — Soit Ai un A(I)-module différentiel de rang p . La fonction p I-> 
Ray (Ai, p) est continue, logarithmiquement concave et logarithmiquement affine par 
morceaux (avec éventuellement une infinité de « morceaux») sur Vintervalle I. 

Plus précisément, il existe une partition I = \J Ii, des nombres réels positifs ai et 
des nombres fa rationnels de dénominateur inférieur ou égal à p tels que, pour p dans 
Ii, on ait Ray(.M,p) = otipP*. 

Preuve. — La concavité est une conséquence facile de la convexité logarithmique 

de la fonction p —> |/|p. La continuité sur l'intérieur de l'intervalle 7 s'en déduit 

immédiatement. La continuité aux extrémités éventuelles de l'intervalle 7 nécessite 

l'utilisation du théorème de majoration explicite de Dwork-Robba [21]. 
Lorsque la condition (*) : Ray (A4, p) < \ir\p est satisfaite pour tout nombre p de 

l'intervalle 7, l'affinité par morceaux et le résultat sur la pente de chaque morceau est 

une conséquence facile de la proposition 6.2. 

Le cas général se ramène à ce cas particulier : localement, à l'aide du théorème 7.5 

on construit un antécédent de Frobenius qui satisfait la majoration (*). Ceci montre 

que la fonction rayon de convergence a localement les propriétés voulues. En fait la 
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démonstration complète comporte des difficultés techniques que nous n'aborderons 

pas ici. • 

8.3 . Plus grande pente d'un module différentiel soluble. — Soit maintenant 

M. un TZ-module différentiel et soit M.£ un ^4(/£)-module différentiel qui vérifie la 

relation (12). Le germe en 1 de la fonction p \-+ Ray(A4£, p) ne dépend pas du choix de 

M£- Par abus de notation, pour p suffisamment proche de 1, nous écrirons Ray (A4, p) 

au lieu de Ray(A4e, p). 

La concavité montre que la limite Ray(A4, 1~) : = l i m ^ ! - Ray(At ,p) existe. Par 

construction Ray (A4,1~) ^ 1. 

Définition 8.7. — Nous dirons que M est soluble si Ray (A4,1~) = 1. 

On note MLCS(T^) la catégorie des 7^-modules différentiels solubles. 

Proposition 8.8. — La catégorie MLCS(T^) est abélienne. 

Preuve. — C'est une conséquence immédiate de la proposition 4.5 et du théorème 
8.2. • 

Théorème 8.9 (Existence de la plus grande pente). — Soit M un TZ-module différentiel 

soluble de rang p . Il existe un nombre rationnel (3^0, de dénominateur inférieur ou 

égal à p , tel que, pour p proche de 1, on ait Ray(A4,p) = 

Preuve. — Ce résultat s'obtient facilement à partir de la proposition 8.6 : d'une 
part les pentes des « morceaux » d'une fonction concave affine par morceaux forment 
une suite décroissante et, d'autre part, une suite minorée (par 0) et décroissante de 
nombres rationnels de dénominateurs bornés est stationnaire. • 

Définition 8.10. — Soit M. un 7^-module différentiel soluble. Le nombre rationnel (5 

défini dans le théorème précédent s'appelle la plus grande pente de M et se note 

pt(A4). 

8 .4, L a catégorie MLCF(R,). — Les résultats sur le foncteur de Frobenius agissant 

sur la catégorie MLC (A(I)) se traduisent facilement dans la catégorie MLCS(T^). 

Soit (p un élément de TZ tel que lim/9_+i \(p(x)—xp\p < 1. On définit, par composition, 

un morphisme de Frobenius d'anneaux ip : 1Z —> TZ et, par image inverse, un foncteur 

exact de la catégorie MLC (TZ) dans elle-même : 

<p*(M) :=TZ®nM 

Corollaire 8.11. — Soient p et ip des éléments de TZ tels que limp^i \<p(x) — xp\p < 1 
et limp_^i \pip(x) — xp\ < 1 et soit M un TZ-module différentiel soluble. Les IZ-modules 

différentiels (p*(M) et ^(M) sont isomorphes. 

Preuve. — Voir proposition 7.1. • 
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D'après ce corollaire, si on ne s'intéresse qu'aux modules différentiels solubles, on peut 

se limiter au cas ip(x) = xp. 

Corollaire 8.12. — Soit M. un 1Z-module différentiel soluble. Alors <p*{M) est un 1Z-

module différentiel soluble et pt (<p*(.M)) = pt(.M). 

Preuve. — Voir proposition 7.2-2. 

Remarque 8.13. — Si d est un entier premier à p, le module différentiel soluble ip*d{M) 

obtenu à partir de la ramification x xd vérifie pt ( ^ C ^ O ) ~ d pt(M). Le compor
tement du foncteur de Frobenius vis à vis des pentes est donc tout à fait singulier. 
En particulier, comme les modules différentiels de rang un ont une pente entière, 
un module différentiel dont l'une des pentes a un dénominateur divisible par p ne 
peut pas, même après ramification, être obtenu par extensions successives de modules 
différentiels de rang un. 

Corollaire 8.14. — Le foncteur <p* de la catégorie MLCS(T^) dans elle même est une 

équivalence de catégorie. 

Preuve. — C'est une conséquence des théorèmes 7.5 et 7.4. 

Fixons un morphisme de Frobenius. 

Définition 8.15. — On dit qu'un 7^-module différentiel M a une structure de Fro

benius s'il existe un entier h ^ 1 pour lequel (p*h{M) est isomorphe à M (dans 
MLC(ft)). 

On note MLCF(T^) la sous-catégorie pleine de MLC(7£) dont les objets sont les 
7^-modules différentiels ayant une structure de Frobenius. 

Proposition 8.16. — MLCF(T^) est une sous-catégorie de MLCS(T^). 

Preuve. — Soit M un objet de MLCF(T^). Pour simplifier la démonstration nous 
supposons que la structure de Frobenius est d'ordre h = 1, c'est-à-dire que (p*(A4) = 
M. Le cas général se traite de manière analogue. 

Soit M£ un w4(/£)-module différentiel vérifiant (12). D'après la proposition 7.2-1, 
pour e suffisamment petit et pP dans J£, on a : 

p'1 min ( Ray(X£, p^)1^,ppx~p Ray(Al£, pp'1 min ( Ray 

> p'1 min ( R a y ( X £ , p^)1^,ppx~p Ray(Al£, p?)) 

^ p - p R ^ y { M e y ) $ * ù $ ^ * ù 

Il en résulte que, pour p dans 7£, la suite Uh = p p Ray(A4e, pP h) est croissante et 
converge vers une limite £ qui vérifie 1 ^ £ ^ m in^1 /^ , ^ ) c'est-à-dire £ = 1. • 
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Remarque 8.17. — Il est d'usage de dire que les objets de MLCF(T^) ont une struc

ture de Frobenius forte. Toutefois, à bien des égards, cette structure forte donne moins 
d'informations que la structure de Frobenius faible. En effet Y antécédent fort du mo
dule différentiel M£ est M£ lui-même, donc défini dans la même couronne C(I£) alors 
que l'antécédent faible de M£ est défini dans la couronne C(IP) qui est strictement 
plus grande. 

9. Pentes d'un module différentiel 

9 .1 . Topologies. — L'anneau A(I) est muni de la topologie localement convexe 

définie par la famille des valeurs absolues | • \p pour p dans / . Cette topologie est celle 

de la convergence uniforme sur les sous-couronnes fermées de C(I). Elle fait de A(I) 
un espace de Fréchet c'est-à-dire métrique complet. 

Définition 9.1. — Soit À ^ 0 un nombre réel et soit p dans / . On définit une norme 
sur V(I) en posant : 

>ïDi = ma>x\ai\pp ^1+A). 

Ce sont les normes des polynômes différentiels de V(I) vus comme opérateurs sur 

les espaces Bp(px+1). 

Définition 9.2. — Pour À ̂  0, on note T\ la topologie définie sur V(I) par la famille 
de normes || • \\\iP pour p dans / . 

Remarque 9.3. — Lorsque l'intervalle / est ouvert, l'espace V ( I ) , muni de la topologie 
T\, est un espace métrique séparé mais n'est pas complet. Ce n'est même pas une limite 
inductive de Fréchet. 

Dans ce cas, et contrairement à ce qui se passe dans le théorème 5.2, les hypothèses 

du théorème des homomorphismes, même le plus général ([23], Chap. IV théorème 

2), ne sont pas satisfaites. Ceci montre les limites des méthodes de l'analyse fonction

nelle et nous devrons utiliser des méthodes spécifiques aux équations différentielles 

p-adiques. 

Définition 9.4. — Soit M un £>(/)-module différentiel. On le munit de la topologie 

quotient T\Q donnée par une présentation 

V ( I Y — > M ^ 0 . ! * ù $ ^ ù * 

Cette topologie est indépendante de la présentation choisie. Elle n'est pas séparée 

en général. Le point de départ de la démonstration du théorème de décomposition est 

d'étudier l'adhérence de 0 pour cette topologie ainsi que le séparé associé. 
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Le résultat suivant est fondamental. À cause des idéaux différentiels non triviaux 
dans le cas d'un intervalle ouvert (exemple 3.2), il ne peut pas être démontré par voie 
purement algébrique. 

Théorème 9.5. — Soit M. un A(I)-module différentiel de rang p et soit À ^ 0. L'adhé

rence 0\(M) de zéro dans M pour la topologie T\,Q est un A(I)-module différentiel. 

Preuve. — Soit J un intervalle fermé contenu dans I. On munit Mj = A(J)®A(I)M 

de la topologie quotient induite par la norme maxp6j || • \\\iP sur V{I) et on note A/j 
l'adhérence de 0 dans cet espace. Par définition de la topologie quotient, on a 

Ox(M) = 
J FERMÉ DE I 

%£µ 

Comme Nj est un module différentiel sur l'anneau principal A ( J ) , c'est un module 
libre de type fini. On constate que le rang de Nj est une fonction décroissante de J. 
Il en résulte que, pour J assez grand, les J\fj sont les sections locales d'un faisceau M 
localement libre sur la couronne C(I). On en déduit que Ox(M) = T(C(I),J\f) est un 
module libre de type fini. • 

La catégorie MLC (A(I)) étant abélienne, on a aussi : 

Corollaire 9.6. — Sous les hypothèses du théorème, le séparé associé M/0\(M) est 

un A(I)-module différentiel. 

Proposition 9.7. — Soit M un A(I)-module différentiel et soit À ^ 0. Si Vadhérence 

de 0 pour la topologie T\Q est M. tout entier, alors, pour tout p dans I, on a 

HomP(/) (M,Ap(px+1))=0. 

Preuve. — La démonstration reprend des idées déjà utilisées par Dwork [18] et Robba 
[31]. 

On considère une présentation 

o —> v(iy v(iy -^M — > 0 . 

Par hypothèse, tout élément m = v(P) de M. appartient à l'adhérence de 0. Il existe 

donc une suite Qn dans V(iy telle que, pour tout p dans 7, la suite ||w(Qn) - P\\\,p 

tende vers 0. Mais la norme || • ||A)P est la norme d'opérateur sur Bp(px+l) ; si g est 

un élément de Hom^j) ÇftA, Bp(px+1)^, on a : 

\g(m)\p = \g O v(P)\p = \g o v(P - u(Qn))\p < | K Q n ) - P\\\tP max \g o v(ei)\p 
1 

où {e^} désigne la base canonique de V(iy. En faisant tendre n vers l'infini, on trouve 

g (m) = 0 c'est-à-dire g = 0. Pour terminer, on utilise un résultat de Dwork [18] disant 

que Honix>(/) (M, Bp(px+1)^j = 0 entraîne Hom^j) (M, Ap(px+1)^j =0. • 
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9.2. Le théorème de décomposition. — Le but de ce paragraphe est d'énoncer 
et de donner une idée de la démonstration du théorème de base sur les modules 
différentiels solubles. Pour les détails techniques, bien sûr essentiels, nous renvoyons 
le lecteur à [13]. 

La démonstration du théorème de décomposition utilise le théorème 9.5 et la pro
position 9.7. Il repose aussi de manière essentielle sur le théorème 9.8. Les majorations 
et minorations explicites qui interviennent dans ce dernier sont des résultats fins de 
la théorie des équations différentielles p-adiques. 

Théorème 9.8. — Soit M un IZ-module différentiel soluble. Si pt(A4) > À ̂  0, pour 
e > 0 assez petit, la topologie T\Q sur M£ n'est pas séparée. 

Esquisse de preuve. — Posons pt(A4) = (5 > À. Pour e assez petit et p dans 7£, on a 
Ray (A4, p) = On choisit une base de M£ et on note Gs la matrice de l'opérateur 
DS dans cette base. 

Pour p fixé dans 7£, on cherche l'antécédent de Probenius de M d'ordre maximum 
et on prend une base cyclique de celui-ci. La majoration obtenue dans le théorème 6.2 
et le fait qu'il existe une base cyclique pas trop éloignée de la base de départ (théorème 
6.1) permettent de montrer les majoration et minoration suivantes dans lesquelles c\ 
et C2 sont des fonctions définies sur I£ avec c\ logarithmiquement convexe 

1^*^ùm /Hù^^ 
HP 

p'1 min ( Ray( (Vs ^ 0) 

max Xs 
1_ 

Gs µ£% 
ci{p)p~^h (V/i > 0) 

Par des arguments de convexité, on en déduit qu'il existe des coefficients (0 ^ 
s < ph) égaux à 0 ou 1 tels que, pour tout h ^ 0, on ait : 

(13) 0 < ci(p) p - ^ < 
h 

P 

S=0 
OLh s XS 

1_ 
s! Gs 

p 
p'1 min ( Ray 

On pose alors Lh = 
h 

p 

s=0 

X£, p^)1^,ppx~, Ds où [a] désigne la partie entière de a. 

Comme p < 1, on a \\Lh\\x,P ^ max0^s^ ps+[f3p ] p-*^1* ^ pW-W - 1 . Comme 
(3 > À, la suite Lh tend vers 0 dans V(IE) pour la topologie localement convexe des 
normes || • \\\iP (p G / ) . La minoration (13) montre que l'image dans M de la suite Lh 
ne tend pas vers 0 pour la topologie quotient (la majoration (13) montre qu'elle est 
bornée). 

Un argument de compacité, ou plutôt de c-compacité si le corps K est sphérique-
ment complet mais pas localement compact, permet d'extraire (resp. de c-extraire) 
de l'image de la suite Lh dans M£ une suite qui converge vers un élément non nul. 
Cet élément appartient par construction à l'adhérence de 0. • 
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Définition 9.9. — Soit A 4 un 7^-module différentiel soluble et soit A ̂  0 . 
1) On dit que A 4 a des pentes supérieures^ à A s'il existe e > 0 tel que, pour p 

dans 7£, on a Honip(/e) ( A 4 £ , Ap{pXJtl)) — 0 . 
2) Si A 4 est non nul, on dit qu'il est purement de pente /3 si p t ( A 4 ) = /3 et si M a 

des pentes supérieures à À pour tout À < /3. 

Théorème 9.10 (de décomposition). — Soit M un K-module différentiel soluble non 

nul et soit A > 0 un réel. Il existe un (unique) sous-module différentiel M>\ de M 

qui a des pentes supérieures à X et tel que p t ( A 4 / A 4 > A ) ^ À. 

Si, de plus, 0 ^ A < p t ( A 4 ) , alors M>\ est non nul. 

Preuve. — Posons ¡3 = p t ( A 4 ) . On prend e suffisamment petit pour que Ray ( A 4 E, p) = 

pP+1 pour p dans Ie. 

Pour À ^ p t (A4) , on prend A 4 > A = 0 . 

Supposons donc p t (A4) > À et notons A4 l'adhérence de zéro dans A 4 £ pour la 
topologie T \ , Q . Le théorème 9 . 8 dit que Af£^0 pour e assez petit. Maintenant, pour 
0 < e' < s, l'injection Ai£ ^ M.£> est continue donc A4 A4'- D'après le théorème 
9 . 5 , il en résulte que les 1Z ®A(I£) - ^ 4 forment une suite croissante de sous-7£-modules 
différentiels de A 4 . Cette suite est nécessairement stationnaire. On note A4>A,O sa 
limite; c'est un 7^-module différentiel (comme sous-module différentiel de A 4 ) non 
nul d'après le théorème 9 . 8 . La catégorie MLCS(T^) étant abélienne, A 4 / A 4 > A , O est 
aussi un objet de MLCS(T^). 

La topologie sur A 4 / A 4 > A , O est quotient de celle de A 4 (une présentation de A 4 

fournit une présentation de A 4 / A 4 > A , O ) - Par construction, A 4 / A 4 > A , O est donc séparé, 
et, d'après le théorème 9 . 8 , p t ( A 4 / A 4 > A , o ) ^ A. Comme p t ( A 4 ) > À, on ap t (A4>A , o ) = 
p t ( A 4 ) > A. 

Par contre, il n'y a aucune raison pour que la topologie sur A4>A,O s°iï la to

pologie induite par celle de A 4 . On itère donc le procédé en construisant, à par

tir des adhérences de zéro, un sous-module différentiel A 4 > A , Ì + I de A 4 > A , Ì tel que 

p t ( A 4 > A , i / A 4 > A , T + i ) < A et pt(A4>A,i+i) = pt(A4>A,i) = p t (A4) > A. 

La suite des A4>A,Î étant décroissante et A 4 > A , Ï ne pouvant être nul d'après le 
théorème 9 . 8 , le processus s'arrête lorsque A 4 > A , * H - I = M.>\,v ce qui signifie, d'après 
la proposition 9 . 7 , que toutes les pentes de A 4 > A , ^ sont supérieures à A. Le module 
A 4 > A : = A4>A,I / a toutes les propriétés demandées. • 

Exemple 9.11. — Reprenons l'exemple 8 . 3 ou l'exemple 8 . 4 avec p > 5 . L'opérateur 

L a un point singulier régulier à l'infini et un point singulier irrégulier en zéro. En 

utilisant le théorème de transfert [7], on montre que le module différentiel A 4 = V/V-L 
est de pente strictement positive (sinon les solutions à l'infini convergeraient plus loin 

qu'elles ne le font). Par ailleurs, la solution / fournit une solution dans Ap(p) pour p 

(2)Plus la pente est grande plus les rayons de convergence de M. sont petits. 
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assez proche de 1. Donc, Ai>\ et Ai^x sont tous deux non nuls donc de rang un. Il 

résulte alors du théorème de décomposition, mais on peut le vérifier directement, que 

l'adhérence de l'idéal (L) de V(I£) pour la topologie % est égale à l'idéal (L, f D — f). 

Corollaire 9.12. — Soit Ai un IZ-module différentiel tel que toutes les pentes du mo

dule différentiel dual A4* = Honi7?,(.M,7£) sont supérieures à 0. Etant donné une 

base z de Ai et un nombre e suffisamment petit, il existe, pour tout intervalle fermé J 

contenu dans I£, un nombre réel Mj tel que, pour tout m dans M., on ait ||m||e>p < 

Mj\\D{m)\\tiP. 

Preuve. — Si la dérivation est représentée dans la base e de Ai par la matrice G, elle 
est représentée dans la base duale e* de Ad* par la matrice — *G. Comme toute les 
pentes de Ai* sont supérieures à 0, on a Ai* = Ai>0 et 0 est dense dans Ai* pour la 
topologie quotient associée à la pente 0. Ceci signifie que, pour tout e suffisamment 
petit, tout intervalle fermé J contenu dans I£ et tout rj > 0, il existe une matrice QjiV 

de Mat (/x, T>(I£)) telle que, pour tout p de J , 

Qj,„ (DI-i-'G))-! N < V-
0,/9 ' Soit maintenant m un élément de Ai£ et notons [m] le vecteur colonne de ses compo

santes dans la base e. Par définition de la norme || • ||0,p, on a pour p dans J 

\QJtl {D([m])+te[m])-[m]\\p<\\[m]\\p 

c'est-à-dire , en posant Mj — maxpGj ||Qj,i||o,p et en utilisant la formule (2), 

I M K P = M L = \\Qj,i [D(m)]\\ ^ Mj | | [R>(m ) ] |L = Mj | |R>(m)||c,p. 

9.3 . Fonctorialité. — Pour simplifier les notations, étant donné un objet Ai de 
MLC(7£), on pose, pour e suffisamment petit et p dans I£ : 

Sx(M,p) = nomv(Ie) (M£,Ap(px+1)) 

Autrement dit, d'une part, Ai a toutes ses pentes supérieures à À si et seulement si 

S\(A4,p) = 0 pour p suffisamment proche de 1 et, d'autre part, pt(M) ^ À si et 

seulement si dim^ (S\(M,p)) = dim7^(A/l) pour p suffisamment proche de 1. 

Lemme 9.13. — Soit 0 —>J\ f —> M —• Q —• 0 une suite exacte de MLCS(T^) et soit 

X ^ 0 un réel. 

1) On a pt(Ai) = m a x ( p t ( . A 0 , p t ( Q ) ) . 

2) Si toutes les pentes de Ai sont supérieures à X, il en est de même des pentes de 

M et des pentes de Q. 

3) Si toutes les pentes de M sont supérieures à X, alors J\f est contenu dans Ai>\. 

Preuve. — 1) C'est une conséquence immédiate de la proposition 4.5. 
2) Supposons e suffisamment petit et p dans I£. On a d'après le corollaire 5.7 : 

(14) 0 — > S \ ( Q , p ) —>S\(M,p) —>S\(Af, p) — > 0 

Comme, par hypothèse, S\(M,p) = 0, on trouve S\(JV,p) = S\(Q,p) = 0. 
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3) Par hypothèse, pour e suffisamment petit et p dans I£i on a 

SX(N® AA>x,p) = S\(N,p) ®Sx(M>x,p) = 0. 

Or Af + M>\ est un quotient de j V ® M>x donc, d'après 2), Sx(Af + M>\, p) = 0. 
Maintenant, la suite exacte (14) montre que : 

Sx{M/{M + A4>x), p) = Sx(M,p) = SX(A4/M>X, p). 

Par ailleurs, comme pt(M/M>x) ^ A, on obtient (cf. remarque 3.4) : 

dimn(M/M>x) = dimK Sx(M/M>x,p) 
= dimK Sx{A4/{Af + A4>x),p) 

^dimn(M/(N + A4>x)) 

d'où il résulte que Af + A4>x = Ai>x. 

Lemme9.14. — Soit Af ^ A4 un morphisme de MLCS(T^). On a u(Af>x) C A4>x. 

Preuve. — Comme u(Af>x) est un quotient de Af>x, d'après le lemme 9.13-2, toutes 
ses pentes sont supérieures à À. D'après le lemme 9.13-3, il est contenu dans M>x. • 

Lemme 9.15. — Si pt(M) ^ À et si M a toutes ses pentes supérieures à À, alors 

M=0. 

Preuve. — En effet, pour s suffisamment petit et pour p dans Ie, on a : 

0 = dimK Sx(A4,p) = dim-jiM. 

Définition 9.16. — On pose A4^x = M/M>x. 

Théorème 9.17. — Les modules différentiels M>x et A4^x dépendent fonctoriellement 
de A4. Les fondeurs ainsi définis de la catégorie MLCS(T^) dans elle-même sont 
exacts. 

Preuve. — D'après le lemme 9.14 un morphisme AT —> Ai de la catégorie MLCS(T^) 

définit par restriction un morphisme Af>x —^AA>X. Par passage au quotient, on en 

déduit un morphisme Af^x -—• A4^x. 

Considérons maintenant une suite exacte de MLCS(T^) : 

0 — > N ^ A i ^ Q ^ 0 . 

On lui associe la suite exacte de complexes : 

0 - A/">A Af Af^x 0 

£µ% µ£% %µ£% 

0 M>x ¨M%£ %µ£% • 0 

PL V Q 
0 • UHK Q MP 0 
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Par hypothèse, le complexe J\f — > M —> Q a une cohomologie nulle. D'après le lemme 
9 . 1 3 - 2 (resp. 9 . 1 3 - 1 ) les espaces de cohomologie du complexe A/">A —• M->\ —• Q>\ 

(resp. J\f^x — > M^x —y Q^x) ont toutes leurs pentes supérieures à À (resp. sont de 
pente inférieure à À). La suite exacte longue de cohomologie montre que ces espaces 
sont isomorphes donc nuls d'après le lemme 9 . 1 5 . • 

9 .4 . Images inverses. — Le comportement du foncteur M —> M>\ par images 

inverses est délicat ([13], 6 . 3 ) : pour d > 2 on note (fd la ramification d'ordre d. 

Théorème 9.18. — Soient M un IZ-module différentiel soluble, d ^ 2 un entier et A 
un réel. On suppose que 0 < A < pt(M). Alors 

1) l'image inverse ^d(M) est soluble, 

2) on a une injection iPd(M)>d\ —> (fa>(M>\), 

3) cette injection est une bijection si d est premier avec p . 

A l'aide du corollaire 8 . 1 2 , on en déduit le corollaire : 

Corollaire 9.19. — La catégorie MLCF(T^) est stable par les fondeurs M —> M>\ et 

M^M^X. 

9.5 . Polygone de Newton. — Le théorème de décomposition permet de définir 

les pentes d'un module différentiel soluble. 

Corollaire 9.20 (décomposition suivant les pentes). — Soit M un IZ-module différen

tiel soluble. Il y a une filtration décroissante de M. par des sous-modules différentiels 

Ai>\ (A € M+) dont le gradué associé Gr\M. = ^ 0 ^ < A - ^ > ^ ^ / ^ ^ > A est nul ou 

purement de pente A. 

Preuve. — Par construction, M>\ est le plus grand sous-module différentiel de M 

dont toutes les pentes sont supérieures à À. Pour v ^ A, My, qui a des pentes supé
rieures à v ^ À, est contenu dans A4>\. 

La suite exacte 0 — > M > \ —• f \ < A —• GrA M —• 0 montre que, s'il est non 

nul, GrA M, a des pentes supérieures à v pour tout v < A. Par ailleurs, le lemme du 

serpent fournit la suite exacte 

0 - >GrxM- M<x 
%%µ£ 

I%µ££% > 0 

qui montre que pt(GrA M) < A. • 

Définition 9.21. — On appelle pentes du module différentiel soluble M les nombres 

réels A pour lesquels GrA(.M) ^ { 0 } . 

Définition 9.22. — Le polygone de Newton d'un module différentiel soluble M est le 

polygone convexe commençant au point ( 0 , 0 ) et qui a, pour chaque pente A de Al, 

un coté de pente A dont la projection sur l'axe des abscisses a pour longueur le rang 

de GrA M. Nous le noterons New (.M). 
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Le corollaire 14.12 dit que les sommets du polygone de Newton ont des coordonnées 
entières. En particulier, cela implique que les pentes d'un module différentiel soluble 
de rang /x sont des nombres rationnels dont le dénominateur est inférieur ou égal à ¡1. 

CHAPITRE III 
MODULES DIFFÉRENTIELS DE PENTE NULLE 

De nombreux problèmes dans la théorie de la cohomologie p-adique des variétés 

algébriques sur les corps finis se réduisent à étudier l'indice d'un opérateur différentiel 

P(x,D) de K[x,D] opérant sur un espace de fonctions analytiques. 

Le théorème de décomposition du chapitre II permet de décomposer le module 

différentiel M = V/V • P en sa partie de pentes strictement positives M>o et sa 

partie modérée M.**0. 

Le premier théorème d'indice de P. Robba [31] montre que l'obstruction à l'exis

tence de l'indice pour l'opérateur P ne provient pas de la partie de pentes strictement 

positives. L'exeirïple de l'opérateur xD — a avec a nombre de Liouville a montré depuis 

longtemps [15] qu'il n'en est pas de même pour la partie modérée. 

Un point clef de la théorie est donc de savoir associer à chaque module différentiel 

de pente nulle un « exposant » sur lequel on puisse lire l'obstruction à l'existence 

de l'indice. Dans le cas complexe, le problème ne se pose pas car il n'y a pas de 

nombre de Liouville. De plus, l'action de la monodromie fournit une définition facile 

des exposants. 
Dans le cas p-adique, il faut trouver un succédané à la monodromie. On pourra 

voir dans [36] les difficultés conceptuelles auxquelles une approche « naïve » conduit. 
En effet, si l'exposant d'un opérateur d'ordre un se lit directement sur ses coefficients, 
cela n'est plus du tout vrai pour un opérateur d'ordre ^ 2 (on passe d'une situation 
abélienne à une situation non abélienne). Même si cela n'est pas évident dans la 
présentation adoptée ici, c'est finalement la structure de Probenius faible qui va fournir 
la solution. 

Dans ce chapitre nous allons définir la notion « d'exposant » pour les modules de 

pente nulle et démontrer le théorème de monodromie locale p-adique selon lequel, si 

l'exposant d'un module différentiel de pente nulle « a des différences non Liouville », 

il s'obtient par extensions successives de modules de rang un définis par xD — a où 

a parcourt les composantes de l'exposant. Ce sont ces nombres a qui représentent 

l'obstruction à l'existence de l'indice. 

Nous parlons de l'exposant (au singulier) alors que, dans le cas complexe il y a 

des exposants (définis modulo Z et à l'ordre près). Cette terminologie inhabituelle est 
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due au fait que, dans la situation p-adique, on ne peut, en général, associer à un mo

dule différentiel de Robba qu'un exposant global appartenant à un ensemble quotient 

compliqué. Ce n'est que lorsque cet exposant a « des différences non Liouville », qu'on 

peut le considérer comme une famille non ordonnée de nombres de Zp/Z. Dans ce cas, 

ces nombres (les composantes de l'exposant) jouent le rôle des exposants complexes. 

10. L'ensemble des exposants 

Nous commençons par définir l'ensemble dans lequel se trouvent les exposants des 
modules différentiels. 

Dans ce paragraphe, on note |a |oo = ±a la valeur absolue ordinaire de l'entier a 

pour la distinguer de sa valeur absolue p-adique qui est notée |a|. 

Définition 10.1. — Pour a dans Zp on note le représentant entier de a modulo 

ph qui se trouve dans l'intervalle [(1 — ph)/2, (1 +ph)/2[. 

Définition 10.2. — Un élément a de Zp est dit Liouville s'il n'appartient pas k Z et 

si l'une au moins des séries 
oo 

s = 0 

1 
oc — s 

xs ou 
oo 

s=0 

1 

a + s' 
•XS a un rayon de convergence 

strictement inférieur à 1. 

Le résultat suivant est facile à vérifier. 

Proposition 10.3. — Un nombre a est Liouville si et seulement s'il n'appartient pas à 
Z et si la suite \a^\oo/h a une limite inférieure finie. 

Soit ¡1 un entier, A = { A i , . . . , Ap} un élément de Z£ et a une permutation de 

l'ensemble {1,............, u} On pose a(A) = {Act(1), . . . , Aa(//)}, A™ = {A[h \ ..., A ^ } } 

et, si A appartient à W, | |A | |oo = maxi ^ /x l A ^ . 

Définition 10.4. — On dit que deux éléments A et A' de Z£ sont équivalents, et on 

note A ~ A', s'il existe une suite ah de permutations de l'ensemble { 1 , . . . , / i } telles 

que la suite || A 'W - ah(A)^ soit un 0(h). 

Proposition 10.5. — Soient A et Af deux éléments équivalents de Z£. Si aucune des 

différences Ai — Aj (1 ^ i < j ^ fi) n'est de Liouville, il existe une permutation a telle 

que A — cr(A') appartienne àZ^. En particulier les différences A[ — Aj (1 < i < j ^ ¡1) 
ne sont pas Liouville. 

Preuve. — Comme, pour i ^ j , les différences Ai — Aj sont non Liouville, pour h 

assez grand, les nombres A ^ et A ^ sont distincts modulo n'importe quelle suite 

qui est un 0(h). On en déduit que l'on peut choisir la suite de permutations {&h} de 

telle sorte qu'elle soit constante à partir d'un certain rang. • 
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Exemple 10.6. — Posons a = ZoPf(2h) et/3 = <oo /(2/1+1) 

<h=oP 
)ù / est une fonction 

qui croit suffisamment vite vers l'infini. On montre que A = (a, —(5) et A = (a — p, 0) 
sont équivalents dans l?v alors que A - cr(A') n'appartient à 1? pour aucune permu
tation a. 

Définition 10.7. — On note <£„ l'ensemble quotient Utj ~. 

Définition 10.8. — On dit qu'un élément A de ^ a des différences non Liouville si 

l'un de ses représentants vérifie la condition de la proposition 10.5 (tous ses représen

tants vérifient alors cette condition). 

Définition 10.9. — On dit qu'un élément Â de (£M est non Liouville s'il a des diffé

rences non Liouville, et si, pour l'un de ses représentants A, les nombres A* (1 < i ^ p) 

ne sont pas Liouville (tous ses représentants vérifient alors cette condition). 

11 . Exposant d'un module différentiel de Robba 

Nous suivons ici la méthode utilisée par Dwork dans [19]. Celle-ci est plus di
recte que la présentation originale de [12] car elle revient à travailler directement 
sur le /i-ième antécédent de Frobenius au lieu de procéder pas à pas. Cela rend les 
démonstrations un peu moins techniques mais, évidemment, ne supprime aucune des 
difficultés profondes liées à l'existence de nombres de Liouville. 

11 .1 . Modules différentiels de Robba. — Soit M un i f (x)-module différentiel 
soluble régulier (c'est-à-dire n'ayant, dans le disque unité, qu'une singularité régulière 
en 0). Il résulte du théorème de transfert [7] que, si les exposants de Ai en 0 ont des 
différences qui ne sont pas des nombres de Liouville, alors Ray (A4, p) = p pour tout 
p < 1. Suivant l'idée de Robba [36], nous considérons les 7^-modules différentiels 
ayant cette dernière propriété pour p proche de 1. Nous verrons que, si leur exposant 
a des différences non Liouville, ils s'obtiennent, en tensorisant par 1Z, à partir des 
i f (x)-modules différentiels solubles réguliers. 

Définition 11.1. — Soit / un intervalle et M un *4(i~)-module différentiel. On dit que 

M est de Robba si Ray (Al, p) = p pour tout p dans i". 

Définition 11.2. — Un 7^-module différentiel Al sera dit de pente nulle s'il est (pure

ment) de pente 0. Cela signifie que, pour s > 0 assez petit, le ^4(/£)-module différentiel 

M£ est de Robba. 

On notera Rob (A(I)) (resp. Rob(7£)) la sous-catégorie pleine de MLC (A(I)) 

(resp. MLC(71)) dont les objets sont les modules différentiels de Robba (resp. de 

pente nulle). Il résulte du théorème 8.2 et de la proposition 4.5 que les catégories 

Rob (A(I) ) et Rob (11) sont abéliennes. 
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11.2 . Cas d'une couronne fermée. — On note I \ le groupe des racines p^-ièmes 
de l'unité dans une clôture algébrique K de K. Pour ( dans Th et S dans Zp, le nombre 
Çô est bien défini. 

Si A appartient à on note £A la matrice diagonale dont le i-ième terme de la 

diagonale vaut £Ai. 

Théorème 11.3 (définition de l'exposant). — Soit I c ]0 , oo[ un intervalle fermé, soit 

M un A(I)-module différentiel de Robba de rang p , soit e une base de M et soit Yt 

la résolvante associée (voir formule 1 0 ) . 
L'ensemble des éléments A de Z£ pour lesquels il existe une suite (5^) dans 

Mat (/i,*4^(i")) et deux constantes c\, C2 > 0 qui vérifient, pour tout entier h > 0, les 

conditions suivantes : 

1) C A Sh(x) = Sh((x) Ye(Çx,x) pour tout C dans Fh, 

2) \\Sh\\p ^ Ci Vour t°ut P dans I, 

3) Il existe po dans I pour lequel \ det(Sh)\Po ^ C2, 
est non vide, indépendant de la base e et contenu dans une classe d'équivalence pour 

la relation ~ (voir 1 0 . 4 ) . 

Preuve. — Elle se fait en plusieurs étapes 

11.2.1. Existence. — Comme M. est de Robba, la matrice Yz(x,y) est définie pour 

|x| dans / et \x — y\ < \x\. En particulier elle est définie pour y = (x et ( dans I V 

On pose : 

SHA(x)=p-h 

<erh 

CAYT(CX,X) 

La condition 1) se déduit facilement des relations Ye(£x,Çx)Yt(Çx,x) = Yt(£x,x) 

et (C0A = C A £ A Pour C et ^ dans Th. 

Puisque Ray (A4) = p, pour tout p dans / , les majorations explicites de Dwork-
Robba [21] s'écrivent : 

1 

s! 
Gs P 

(X£, p^)1^,ppx~p 

avec c(p) donné explicitement à partir des HGs l lp pour s < p . En particulier, c est 

une fonction continue de p sur / . La condition 2) s'en déduit facilement avec ci = 

maxpGj c(p) (remarquer que |£ — 1| < |7r|p pour £ dans 1^). 

Pour démontrer la troisième relation, on vérifie que la i-ième ligne de la matrice 

Sh,A ne dépend en fait que de A* et est la somme, pour a dans { 0 , 1 , . . . ,p — 1 } , des 

i-ièmes lignes des matrices 5^+1 A+Q!/• On en déduit que, pour A dans W, on a 

det{ShA) = 

M%£ 
<fà>(SH+IA+PHV) 

où S) désigne l'ensemble des matrices diagonales à coefficients dans { 0 , 1 , . . . ,p — 1 } . 

Pour po fixé dans / , ceci permet de construire, par récurrence, une suite A^ de U1 
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telle que : 

|det(5h+i ,Ah+1)U ^ |det(^,AJ|po ^ |de t (S0,o )L = L 

Cette suite converge, dans vers un élément A qui vérifie les conditions 1) et 3). 

11.2.2. Indépendance par rapport à la base. — Un changement de bases, de e à f, dans 

M. est représenté par une matrice H de Gl (//, A(I)). Les résolvantes correspondant à 

ces bases sont alors reliées par la relation YJ(x,y) = H(x) Yt(x,y) H~l(y). Supposons 

que la suite S h vérifie les conditions 1), 2) et 3) pour le /x-uplet A et la matrice Yt. 

On constate que la suite ShH"1 vérifie ces mêmes conditions pour A et la matrice 

11.2.3. Équivalence. — D'après la condition 2), on a |det(SVi)|p < d^h pour tout p 

dans / . 
La convexité logarithmique de la fonction p »—> | det(5/l)|p sur / et la condition 3) 

impliquent qu'il existe une constante es > 0 telle que |det(S,/l)|p ^ c% pour tout p 

dans / . Après multiplication de chaque matrice Sh par une constante (dépendant de 
h) et après changement de la constante ci , on se ramène au cas où l'on peut supposer 
que la suite {Sh} vérifie la condition plus forte : 

3') | det(Sh)\p ^ 1 pour tout p dans J . 
Nous supposerons désormais que la suite Sh (resp. S'h ) vérifie les conditions 1), 2) et 
3') pour le /i-uplet A (resp. A' ) et la constante c\ (resp. c[ ) . 

Posons Qh = S'hS7x. La condition 1) donne 

(15) CA Qh(x) C A = Qh((x) pour tout C dans Th. 

En particulier, si la fonction det(Q^) s'annule en x alors elle s'annule aux ph points 
(x pour C dans I \ . La pente logarithmique de la fonction p i—> | det(Qh)\P augmente 
donc de ph au point p = \x\. Maintenant, les conditions 2) et 3') pour les suites Sh et 
S'h donnent, avec C4 = c[ c±~l et pour tout p dans / : 

(16) WQKWP < 4 crM*<|det (Qh) |p . 

Un argument de convexité montre alors que | det(5^)|p ne peut pas s'annuler sur la 

couronne C(Ih) où Ih est une suite croissante d'intervalles dont la réunion est l'intérieur 

de / . 

Considérons maintenant la décomposition Qh(x) = YLSEZ^x8 où les qs sont des 

matrices constantes, et posons : 

C5 = m a x min( 
PER 

P_ ),min( 
PEÍ 

Po 
P 

< 1. 

La majoration (10) s'écrit : 

l l 9 a | | < 4 n d n ( p - ) = 4 4 * l - p o * -
PEÍ 
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Par ailleurs, la condition (15) s'écrit 

>(SH+IA+PHV)>(SH+IA+PH 
( V C e i Y ) (1>(SH 

et montre que le coefficient {qs)ij est nul si s n'est pas congru à A | - Aj modulo ph. 

Donc, si (qs)ij 7E 0, alors |s |oo > | A ^ — A ^ | o o . Il en résulte que : 

(17) \{Qh)ij\p0 = m a x ( \ { q , ) M ) < ç j c5 8 3 00. 

Finalement, la minoration (9) montre qu'il existe, pour chaque valeur de h, une per 

mutation ah telle que 

>(SH+ 
(Qh)icrh(i) |PO 

>(SH+IA 

En combinant ces deux informations, on en déduit que 

>(SH+IA A+PHV) 
ft l og (q C 4 ) 

- log(c5) 

Autrement dit, les /x-uplets A et A' sont équivalents. 

Définition 11.4. — On appelle exposant de M et on note <£tp(JA) la classe d'équi
valence de (Bp définie dans le théorème 11.3. 

11 .3 . Cas général. — Soient I D J deux intervalles fermés et M. un objet de 
Rob(*A(/)). Un ¡1—uplet A et une suite {Sh} vérifiant les conditions 1), 2) et 3) du 
théorème 11.3 sur l'intervalle / vérifient ces mêmes conditions sur l'intervalle J . On 
en déduit que l'exposant du module A{J) ®A(I) M est ê même que celui de M. Ceci 
justifie les définitions suivantes. 

Définition 11.5. — Soit J un intervalle et M un objet de Rob*4(J). On appelle ex
posant de M. l'exposant du module A(J) ®A(I) A4 où J est un intervalle fermé non 
réduit à un point contenu dans I. 

Définition 11.6. — Soit M un 7^-module différentiel de pente nulle. Les ̂ l(/£)-modules 

différentiels M£ qui sont de Robba ont tous le même exposant. Celui-ci est appelé 

exposant de M. 

11.4 . Propriétés des exposants. — Pour 0 < v < //, la bijection canonique Z£ x 

!U£~V —y ZI/; définit, par passage au quotient, une application surjective (A, A') H-> 

A 0 A' de <£„ x Ê ^ - j , sur (E^. Si \X ^ 2, cette application n'est pas bijective. 

Soit A (resp. A') un élément de (resp. 6 ^ - ^ ) . Si A 0 A' a des différences 

non Liouville (resp. est non Liouville), il en est de même de A et A' . La réciproque 

est fausse (A et A' peuvent avoir des différences non Liouville alors que certaines 

différences de A 0 A' sont Liouville). 
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Proposition 11.7. — Soit I un intervalle et soit 0 — > A f — > M — > Q—>0 une suite 

exacte de Rob(A(I)). On a <£tp(M) = <£pp(AT) 0 £r.p(Q). En particulier, si M a 

un exposant non Liouville (resp. dont les différences sont non Liouville), il en est de 

même de N et Q. 

Preuve. — On complète une base e de N en une base (e, f) de A4. Le /i-uplet A et la 

suite { S ^ A } construite dans le théorème 1 1 . 3 pour satisfaire les conditions 1 ) , 2 ) et 

3 ) dans la base (e, f), fournissent par restriction (resp. passage au quotient) un ^-uplet 

(Ai,..., A „ ) (resp. (fi — z/)-uplet (A^+i,..., AM)) et une suite de matrices satisfaisant 

ces mêmes conditions dans la base e de M (resp. f de Q). • 

La multiplication par p des éléments de Z£ composante par composante définit par 

passage au quotient une bijection de <£M dans lui-même que nous noterons p . 

Proposition 11.8. — Soit I un intervalle et Al un objet de R6b(A(I)). Pour cp(x) = 

xp, le module <p*(M) est de Robba et on a <£yp(<p*(Af)) =p <£$p(M). 

Preuve. — Le fait que tp*(M) soit de Robba est une conséquence immédiate de la 

proposition 7 . 2 . Si Yç(x, y) est la résolvante pour Al dans une base e, alors la résolvante 

pour (f*(A4) dans la base <p*(t) est Yt(xp,yp). Soit A un /i-uplet et { 5 / J une suite 

satisfaisant les conditions 1 ) , 2 ) et 3 ) du théorème 1 1 . 3 dans la base e, on constate 

que pA et {<p*(Sh)} vérifient ces mêmes conditions dans la base ip*(t) de y?*(A4). • 

Corollaire 11.9. — Soit Al un IZ-module différentiel de pente nulle ayant une struc

ture de Frobenius forte (c'est-à-dire tel que ip*h(M) = M pour un entier h > 1). 

Alors l'exposant de A4 est rationnel (c'est un ji-uplet de nombres de Q/Z à permuta

tion près). 

Preuve. — Si A est un représentant de l'exposant de A4, il existe une puissance q de 
p telle que A ~ qA (proposition 1 1 . 8 ) . Autrement dit, pour tout entier /i, il existe une 
permutation ah telle que | | A ^ — qah(A^)\\QO = 0(h). Maintenant, comme l'ordre 
de ah divise fil, on trouve \\A^ - q»1 Aw||oo = O(A) et on en déduit que A - q^- A 

appartient àZM. • 

12. Structure des modules différentiels de pente nulle 

Théorème 12.1. — Soit I un intervalle ouvert. Tout A(I)-module différentiel M de 

Robba dont Vexposant A a des différences non Liouville s'obtient par extensions suc

cessives à partir des modules de rang un xAiA(I) (1 ^ i < \x). 

Remarque 12.2. — Comme les différences de A ne sont pas Liouville, les composantes 
Ai sont définies modulo Z à ordre près si bien que les modules xAiA(I) ne dépendent 
pas, à ordre près, du représentant A choisi. 
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Preuve. — On choisit un représentant A de À dont les différences ne soient pas dans 
Z — { 0 } . Par définition, si J est un intervalle fermé contenu dans 7, il existe une suite 
{Sh} vérifiant les conditions 1), 2) et 3) du théorème 11.3. On peut même supposer 
qu'elle vérifie la condition 3'). On pose alors 

Qh = S h-}-! Sh l. 

Quitte à changer c\ en cf, la suite { S ^ + i } vérifient les conditions 1), 2) et 3'). La 
matrice Qh vérifie donc les relations (15) et (16) et le coefficient (Qh)ij ne contient 
que des puissances de x congrues à A* — Aj modulo ph. 

On note Rh la matrice obtenue, à partir de la matrice Qh, en ne gardant, dans le 
coefficient (Qh)ij, que le terme de degré (A^ — Aj)(h\ Par construction, la matrice Rh 

commute avec la matrice ÇA et un calcul analogue à celui qui justifiait (17) donne, 
pour p dans l'intérieur de I : 

(18) \\Qh-Rh\\p^<%c5(p)ph 

avec c$(p) < 1. On en déduit que, quelque soit l'intervalle fermé J contenu dans 
J , pour h assez grand, disons h ^ /i0, Rh appartient à Gl (p,A(J)) et, d'après les 
conditions (16), que maxdl^H, H i ^ H ) ^ c§. 

On considère alors la suite Ch (h ^ ho) de matrices inversibles définies par la 
récurrence 

CVi+i = Rh Ch Ch0 = I 

et l'on vérifie facilement qu'il existe une constante cj telle que 

WC^QhCh- i\\P^cf c5{Pyh 

pour tout p dans J . On en déduit que la suite : 

Ch1 Sh = Ch YQh-\Ch-\ Ch\Qh-2Ch-2 - - - Ch^+1Qh0 Sho 

converge dans Mat(*4(J)). Notons S sa limite. 
Par passage a la limite, la condition 1) donne 

CA S{x) = S(Çx)Yt(Çxtx) ( V < e 

h€N 

\Th). 

En particulier, si le déterminant de S(x) s'annulait en un point x, il s'annulerait 

en tous les points Çx ce qui est impossible pour une fonction analytique. Donc S 

appartient à Gl (/x,^4(J)). 

Le changement de base associé à la matrice S fournit une base .Se de A(J) ®A(I) M 

dans laquelle la résolvante Yst satisfait la condition Yst{Çx, x) = ÇA d'où, en dérivant 

par rapport à x, on déduit que la matrice Gst représentant la dérivation vérifie la 

relation : 

C G s e ( C * ) C A = C A Gsc(x) 

Puisque les différences Ai — Aj ne sont pas des entiers non nuls, cette relation montre 

que Gsc(x) = Ax~x où A est une matrice constante. On en déduit que Ysz(x,y) = 
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(x/y)A = ^1 + ^J^J ce qui donne C A = Yse(Çx,%) — CA et montre que la partie 

semi-simple de la matrice A est la matrice diagonale de diagonale A. 

Pour terminer la démonstration, il suffit de « recoller » les solutions obtenues pour 

les différents intervalles J . • 

Corollaire 12.3 (théorème de la monodromiep-adique). — Tout IZ-module différentiel 

de pente nulle dont Vexposant A a des différences non Liouville s'obtient par des ex

tensions successives à partir des modules différentiels (de rang un) xAi1Z (l ^ i ^ p). 

Comme on Ta dit dans l'introduction, le théorème d'existence de Riemann 1.3 est 

une conséquence facile de ce corollaire. 

C H A P I T R E IV 

T H É O R È M E S D ' I N D I C E 

Il y a deux théorèmes d'indice de natures différentes. 
Le premier concerne les polynômes différentiels. Il s'obtient assez facilement à par

tir des résultats des chapitres précédents. Il dit que les I f (x)-modules différentiels 
dont l'exposant est non Liouville ont une cohomologie p-adique finie. C'est lui qui in
tervient dans la démonstration de la finitude de la cohomologie p-adique des modules 
exponentiels [29]. A ce titre, c'est l'un des ingrédients clefs dans la démonstration de 
la finitude des nombres de Betti p-adiques d'une variété affine non singulière sur un 
corps fini. 

Le deuxième théorème d'indice dit que les 1Z-modules différentiels solubles dont 
l'exposant est non Liouville ont un indice nul sur 1Z. Pour l'obtenir, les résultats des 
chapitres précédents sont insuffisants. Sa démonstration nécessite l'introduction de la 
notion d'indice généralisé. 

13. Opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux 

13 .1 . Exposant 

Définition 13.1. — On appelle exposant du 7£-module différentiel soluble A4, et on 

note (££p(M), l'exposant de sa partie de pente nulle M^°. C'est donc un élément de 

(Eu pour v = rg(Af<0) < rg(Ai). 

Dans ce paragraphe, nous considérons un opérateur différentiel L = Yli=o ai D% de 
l'algèbre de Weyl K[x][D]. 

Rappelons que E\ = E\ D 1Z désigne le corps des éléments analytiques superad

missibles c'est-à-dire prolongeantes dans une couronne C(I£). Par ailleurs, on pose 
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V) = \ Ue>o "4Ql ~~ e-> ° ° ] ) Î de te^e sorte que Ton a 1Z = A 0 W*. Les sous-anneaux 
A et H1" sont duals topologiques l'un de l'autre. 

À L on associe le JSj-module différentiel M = E\[D}/E\[D\ • L et le 7^-module 

différentiel M — 1Z 0 s t M = P / P • L. Le théorème 5.4 fournit une décomposition 

0 —> Minj — > M — > Mso1 —-+ 0 

dans MLC(E1t) avec Ray (M801,1) = 1 et Hom^t[D] (MinJ,^l i( l)) = 0 

En vertu du théorème de continuité du rayon de convergence, le 7^-module différen

tiel .Mso1 = 1Z 0 ^ t Mso1 est soluble. On définit l'exposant de L comme l'exposant de 

MsoK On le note Cyp(L). 

13.2 . Indice d'un polynôme différentiel 

Théorème 13.2 (conjecture de Robba). — Soit L un opérateur de l'algèbre de Weyl 

K[x][D]. Si son exposant ££p(L) est non Liouville alors il a un indice dans les espaces 

1Z, A et V). 

De plus on a : x ( L , 1Z) = x ( L , A) + x ( L , W) = 0. 

Preuve. — Nous reprenons les notations précédentes 
1) La propriété d'être « injectif » est vraie sur un intervalle ouvert. Pour p suffi

samment proche de 1, on a H o m ^ ^ ] (Minj, Ap(p)) = 0. Le théorème de l'indice de 
Robba [31] montre que, pour e > 0 suffisamment petit et p dans I£, Minj a un indice 
nul dans A(]l — e,p[). 

2) Le corollaire 12.3 dit que la partie modérée A4sol^° de Mso1 s'obtient par ex
tensions successives de modules différentiels de la forme xa 1Z avec a composante de 
l'exposant de L c'est-à-dire , par hypothèse, nombre non Liouville de Zp. Un calcul 
direct montre que, pour p dans I£, xa A(I£) a un indice nul dans A(]l — £, p[). On en 
déduit que, pour e assez petit, (.Msol<0) a un indice nul dans A(]l — £, p[). 

3) Par définition de la partie de pentes positives, pour e > 0 suffisamment petit et 
p dans 7£, on a Ray(A4>0o, p) < p . Le théorème de l'indice de Robba [31] montre que 
H+IA+P a un indice nul dans A(]l — £,p[). 

Les résultats 2) et 3) montrent que (.Msol)e a un indice nul dans A(]l — e,p[). Il 

en est alors de même de Mso1. 

Si on ajoute le résultat 1), on en déduit que M lui-même a un indice nul dans 

A(}1 — £, p[) c'est-à-dire que l'opérateur L a un indice nul dans A(]l — £, p[). 

En utilisant la dualité entre A et H^, on montre alors un théorème de continuité 

de l'indice pour les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux ([11] ou [10] 
4.5.3). D'après celui-ci, L a un indice dans A(I£) et 

x(L,K) = x(L,A(Ie) lim X ( L , ^ ( ] l - £ , p [ ) ) = 0 

La décomposition en somme directe 1Z = A® T~0 donne une suite exacte « longue » : 

ker(L, V)) —> coker(L, *4) —> coker(L,7£). Le noyau de l'opérateur différentiel L est 
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un espace vectoriel de dimension finie sur K. On vient de voir que le conoyau 
coker(L,7£) est également de dimension finie. Il en résulte que coker(L,v4) est de 
dimension finie. L'opérateur L a donc un indice sur A . Pour conclure, on utilise la 
propriété d'additivité des indices. • 

Remarque 13.3. — Le théorème de continuité de l'indice qui a constitué un point clef 

de la démonstration précédente est vrai pour les i f (x)-modules différentiels mais pas 

en général pour les 7^-modules différentiels. 

Définition 13.4. — On dit qu'un polynôme différentiel L à coefficients dans K[x] a 

une structure de Frobenius en 0 si le 7^-module différentiel V/V • L a une structure 

de Frobenius. 

Corollaire 13.5. — Soit L un polynôme différentiel à coefficients dans K[x] qui a une 

structure de Frobenius en 0. Alors L a un indice dans A , Tft et 1Z et on a les égalités 

X(L,K)=x(L,A) + x(L,HÎ) = 0. 

Preuve. — D'après le théorème 8.16, le module différentiel M = V/V • L est soluble. 
Autrement dit, Mm] = 0. Le théorème de décomposition de Dwork-Robba n'est pas 
nécessaire dans cette situation. 

Par définition M a une structure de Frobenius. D'après le corollaire 9.19, il en 
est de même de A^^ 0 . D'après le corollaire 11.9 l'exposant : = <££p(M^°) a 
des composantes rationnelles donc est non Liouville. On peut appliquer le théorème 
13.2. • 

14. Indice des 7^-modules différentiels 

Si M est un 1Z-module différentiel soluble de pente nulle dont l'exposant est non 
Liouville, d'après le théorème de la monodromie p-adique, son indice sur 1Z est nul 
car somme des indices x(x D — a, TV) avec a non-Liouville. 

Pour un 7^-module différentiel M. dont toutes les pentes sont strictement posi

tives, le théorème de l'indice de Robba affirme que, pour e suffisamment petit et p 

dans I£, on a x{M£lA(]l — e,p[)) = 0. Mais, contrairement au cas des polynômes 

différentiels, on ne sait pas passer à la limite lorsque p tend vers 1 pour en déduire 

que x ( - M j ^ ) = 0. C'est là une différence profonde entre la situation rationnelle et 

la situation analytique. Le résultat est cependant vrai (théorème 14.13) mais sa dé

monstration nécessite l'introduction de la notion d'indice généralisé. 

14 .1 . Indices généralisés sur une couronne. — L'anneau 1Z n'est pas contenu 

dans A . On ne peut donc pas parler, en général, de l'indice dans A d'un opérateur 

différentiel à coefficients dans 1Z (resp. d'un 7£-module différentiel). On contourne 

toutefois cette difficulté en introduisant la notion d'indice généralisé. 
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Posons H€ = ^A(]l - £, oo]) de telle sorte que A(I£) = A 0 H£. Notons 7+ (resp. 
7~) la projection de A(I£) sur A (resp. H£) : elle consiste à annuler les coefficients 
des puissances négatives (resp. positives) de x. 

Par abus de notation, si \x est un entier, nous noterons encore 7+ (resp. 7") la 
projection de A{I£Y sur A^ (resp. H%) composante par composante et, si L est un 
opérateur sur A{I£Y, nous noterons encore L sa restriction à A^ ou H£. 

Définition 14.1. — On dit qu'un opérateur u de A(I£Y a un indice généralisé dans 
A^ (resp. H%) si l'opérateur 7+ o u (resp. 7" o u) a un indice dans ^ (resp. HÇ). 

Dans ces conditions, on pose : 

>(SH+IA+PHV)>(SH+IA resp. x (u ,W^):=x(7"oM,W^) . 

L'indice généralisé possède des propriétés voisines de celles d'un indice. Pour les 
démontrer, on a besoin d'un théorème d'analyse p-adique. 

Définition 14.2. — Une partie U d'un espace vectoriel topologique localement con
vexe sur le corps maximalement complet K est dite c-compacte si toute intersection 
dénombrable de fermés de U convexes non vides emboîtés est non vide. 

On dit qu'une application linéaire u entre deux K-espaces vectoriels topologiques 

localement convexes E et F séparés, est c-compacte si elle transforme un voisinage 

convenable de zéro dans E en une partie relativement c-compacte de F. 

En s'inspirant de la démonstration du théorème classique de la perturbation com
pacte ([23], Chap. V) , on démontre un théorème de perturbation c-compacte (on 
trouve dans [16] les principaux ingrédients nécessaires à cette démonstration). 

Théorème 14.3. — Soit u et v deux applications linéaires continues entre deux K-

espaces vectoriels topologiques de type LT (limite inductive de Fréchet). Si v a un 

indice et si u est c-compacte, alors v + u est à indice et l'on a x{u + v) = x(v)-

Soit u une matrice de Mat (/¿, V(I£)). Nous noterons encore u l'opérateur X \-+ u-X 

sur A{I£y. 

Proposition 14.4. — Soit u et v deux matrices de Mat V(I£)). Si deux des trois 

opérateurs u, v etuov ont un indice généralisé sur A^ (resp. H£), il en est de même 

du troisième et on u 

>(SH+IA+PHV)>(SH+IA+PHV)^ÙÙ$*Ù$Ù resp. x(uov,HÇ) = x(u,HÏ) + x(v,HÏ). 

Preuve. — Donnons la démonstration dans le cas de A. 

On reprend une idée de Robba [35] en écrivant : 

7+ o w o v = 7+ o w o 7+ o + 7+ o u o 7 0v = (7+ o u) o (7 o v) H- 7+ o u o 7 0v 

Il suffit de vérifier que la « perturbation » 7+ o u o 7 o v est c-compacte pour pouvoir 

conclure en utilisant le théorème 14.3. Pour cela on utilise le lemme ci-dessous et on 
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remarque que le produit de l'opérateur c-compact 7+ o u o 7 par l'opérateur continu 

v est c-compact. • 

Lemme 14.5. — Soit u une matrice de Mat (p,V(I£)). L'application 7 + o W o 7 " , de 

A(IeY dans lui-même, est c-compacte. 

Preuve. — Pour n entier, notons un la matrice à coefficients dans K[x, \/x][D] obte

nue en ne gardant dans les coefficients de u que les termes dont la puissance de x est 

comprise entre — n et n. On constate facilement que l'opérateur 7+ o un o 7" est de 

rang fini. Plus précisément, pour p et r dans I£ et pour / dans A(I£Y on trouve : 

(19) ||7+ o u o 7 ( / ) | |p < m a x ( H | 0 , r , IMIo,P) | | / | | r 

Si on note B la boule unité de A(I£)^ muni de la norme || • ||r. Par définition de 

la topologie, c'est un ouvert de A(I£Y. La formule (19) montre que, quelque soit le 

voisinage U de 0 dans A(I£Y, pour n assez grand, 7+ o (u — un) o 7~(S) est contenu 

dans U. Le lemme en résulte. • 

Proposition 14.6. — Une matrice u de Mat (/x, T>(I£)) a un indice sur A(I£Y si et 

seulement si elle a un indice généralisé sur A^ et surH£. On a alors x(ui ^(h)^) = 

x(u,A»)+x{u,W£). 

Preuve. — Posons w = w - 7 + 0 W o 7 " - 7 " o W o 7 + . D'une part l'opérateur 7+ o u o 

7~ — 7~ o u o 7+ est c-compact d'après le lemme 14.5 et d'autre part la restriction de 

u à A** (resp. H£) vaut 7+0w (resp. 7 " o i i ) . On en déduit : 

x{u,A{IeY) = x(û,A(I£r) = x ( 5 M " ) + x № « ? ) 
= X(7+ « u, A^) + x ( 7 " ° «, « £ ) = x(u, .A") + x(u, K). 

Définition 14.7. — Soit g une fonction de A(I£) qui ne s'annule pas dans la couronne 
C(I£). On note ord(g) la pente logarithmique de la fonction p H-> \g\p sur l'intervalle 
7£. Lorsque la fonction g appartient à A, cette pente est en effet égale au nombre de 
zéros de la fonction g dans le disque D(0 ,1) . Remarquons en outre que ord(g) est 
toujours un entier. 

Proposition 14.8. — Toute matrice u de Gl(/x, A(I£)) a un indice généralisé sur A^ 

et sur HÇ. On a x(u, A*) = ~x(u, H%) = ord ( det(u)). 

Preuve. — D'après le théorème de Birkhoff, on a u = xNLM avec TV matrice dia

gonale à coefficients dans Z, L dans Gl(pb,A) et M dans G\(p,He). En utilisant la 

proposition 14.6, on voit que L (resp. M ) , ayant un indice nul sur A** (resp. H£) et 

sur A{IeY) a un indice généralisé nul sur H£ (resp. A**). La proposition 14.4 montre 

que L M a des indices généralisés nuls sur A^ et sur H£. On est ramené au cas u = xN 

qui est facile à traiter. • 
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14 .2 . Indices dans TZ. — Il est naturel de noter encore 7+ (resp. 7") la projection 

de TZ sur A (resp. Ttf). Si u est un opérateur sur W1, son indice généralisé sur A^ 

(resp. T~0^) sera l'indice de l'opérateur 7+ o L (resp. 7" o L) sur A^ (resp. H^). 

Corollaire 14.9 (définition de l'indice généralisé). — Soit A4 un TZ-module différentiel 

de rang p et soit e une base de A4 dans laquelle la dérivation est représentée par la 

matrice G. L'indice généralisé x(x(D — G),*4M) (resp. x(x(D ~ G),?^^)) est indé

pendant de la base e. On rappelle indice généralisé de M dans A (resp. T~0) et on le 

note x(M,A) (resp. x{M,T-Û)). 

Preuve. — C'est une conséquence facile des propositions 14.4 et 14.8. • 

Proposition 14.10. — Soit 0 —>Af — > A4 —• Q — > 0 une suite exacte de MLC(T^). Si 

Af et Q ont un indice généralisé sur A (resp. T~Û) alors M a un indice généralisé dans 

A (resp. T~Ô) qui est la somme de ceux de Af et Q. 

Preuve. — On complète une base e de AT en une base (e, f) de Ai. L'additivité de 

l'indice généralisé se ramène immédiatement à celle de de l'indice ordinaire. • 

Théorème 14.11 (existence de l'indice généralisé). — Si un TZ-module différentiel so

luble Ai a un exposant non Liouville, alors il a un indice généralisé dans A et dans 

H+. 

Pour e assez petit, si la dérivation D est représentée dans une base par la matrice 

G, on a 

X(M, A) := x{x{D - G), A") = -x(x{D - G),HÇ) = ~x{M^) 

et ce nombre est la hauteur (c'est-à-dire l'ordonnée du dernier sommet) du polygone 

de Newton New (Al) . 

Preuve. — Grâce à la proposition 14.10, on se ramène au cas où A4 est irréductible. 

Si Ai est de pente nulle, le théorème 12.1 dit que A4 = xa TZ avec a nombre non 

Liouville de Zp. Dans ce cas, un calcul direct permet de conclure. 

Supposons donc que M n'est pas de pente nulle et donc purement de pente À > 0. 

On a Ray(.M£,p) < p pour 1 — s < p < 1. En utilisant le théorème 7.5, on trouve 

un antécédent de Frobenius Afp de Me au voisinage de p tel Ray(A/*p,p) < |7r|p. Le 

théorème 6.2 et le fait que l'indice d'un opérateur inversible ne change pas par « petite 

perturbation » ramène le calcul de l'indice généralisé x(A/*p, *4([0, p[)) à celui de l'indice 

généralisé de la multiplication par un élément non nul ao de *4(]1 — e,p[). Celui-ci est 

donné par la proposition 14.8. 

On conclut par un passage à la limite quand p tend vers 1 en utilisant la propriété 

de Mittag-Leffler pour les systèmes projectifs d'espaces métriques à image dense (EGA 

III, chap. 0, 13.2.4). • 

Corollaire 14.12. — Soit Ai un TZ-module différentiel soluble. Les sommets du poly

gone de Newton de A4 sont à coordonnées entières. 
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Preuve. — Pour À > 0, le module différentiel Gv\(M) est purement de pente À > 0 
donc a un exposant vide et en particulier non Liouville ! Maintenant, la hauteur du 
coté de pente À du polygone de Newton de M s'interprète comme l'indice généralisé 
dans A du module différentiel Gx\(M). • 

Théorème 14.13. — Si un TZ-module différentiel M. soluble a un exposant non Liou

ville, alors il a un indice sur 1Z et, pour e suffisamment petit, on a x{M,lV) = 

X{ME,A{IE))=0. 

Preuve. — D'après la proposition 14.6 et le théorème 14.11, on a, en notant G la 

matrice qui représente la dérivation D dans une base : 

X(x(D - G),A(IEY) = x(x(D - G), A») + x(x(£> " G), « £ ) = 0. 

C H A P I T R E V 

D É M O N S T R A T I O N D U T H É O R È M E D ' A L G É B R I C I T É 

Si M est un 7^-module différentiel, on munit Endii(M) : = Hom^(A1, M) de la 

structure de 7^-module différentiel définie en 3.5. Rappelons l'énoncé que nous voulons 

démontrer 

Théorème 1.1. — Soit M. un 7Z-module libre de rang fini /x à connexion soluble, ayant 

la propriété DNL et tel que End^(A / l > o) CL la propriété NL. Quitte à faire une exten

sion finie du corps de base K, M. admet un réseau sur A (A-module libre de rang ¡1) 
muni d'une connexion prolongeant celle de A4 et n'ayant aucune singularité sauf en 

0 où elle a une singularité méromorphe. 

Pour simplifier l'exposé nous introduisons deux définitions. 

Définition 14.14. — On note MLCSNL(T^) la sous-catégorie pleine de MLCS(T^) dont 

les objets vérifient les deux conditions suivantes : 

1) L'exposant de M a des différences non Liouville, 

2) L'exposant de End^(A^) est non Liouville. 

Définition 14.15. — Un 7^-module différentiel M est dit algébrisable s'il existe une 

extension finie K' de K et un AuA\lx\-module différentiel A 4 a l g tel aue K' ®)*R M. = 
ù*$ùù$*p*m^$ùù$^$^$ 

de telle sorte que le le théorème 1.1 se réécrit : 

Théorème 1.1-bis. — Tout objet de MLCSNL(T^) est algébrisable. 
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15. Réduction au cas irréductible 

Nous procédons en plusieurs étapes. La première, qui est l'objet de ce paragraphe, 

consiste à vérifier que, dans la démonstration du théorème 1.1, on peut supposer que 

le module différentiel M satisfait l'hypothèse supplémentaire suivante : 

(H) Pour toute extension finie K' de i f , K1' est irréductible dans MLC{HK')> 

Par récurrence sur le rang p de A4, cela résultera du corollaire 15.3 et du lemme 15.4. 

Lemme 15.1. — Soit M un H-module différentiel soluble dont l'exposant a des diffé

rences non Liouville. On a M. = A4 >o 0 

Preuve. — Il faut montrer que l'extension 0 — • M>o—y M—• — > 0 est tri
viale. Par définition, l'exposant de M est l'exposant de A4^°. Celui-ci, qui est de 
pente nulle, a donc des différences non Liouville. D'après le théorème 12.1, il s'obtient 
par extensions successives de modules différentiels de la forme xa 11. Par ailleurs, les 
pentes de M>o sont strictement positives. Il suffit donc de prouver que toute exten
sion 0 —• V —y M —y xa 11 —y 0 avec a entier p-adique et V de pentes supérieures à 
0 est triviale. Pour cela, on va montrer que Extp(xa 7£, V) = 0. 

Posons V* — Hom^ 'P , 11). Les solutions du module différentiel V* <S>n xa H se dé
duisent facilement de celles de V. On constate en particulier que, pour p suffisamment 
proche de 1, on a : 

Homx>CP* ®K xa Ap{p)) = 0 
et, a fortiori : 

RomvCP* ®n xŒ n, 11) = 0. 

D'autre part, d'après le théorème 14.13, on a : 

0 = x{V*®nxan,n) = dim (Romv(V^nxa 11,11))-dim (Ext]>(P*®nxa 11,11)). 

Donc, finalement, comme V est libre de rang fini sur H : 

Ext^(xa V) = Ex t^ (P* ®n xa K, 11) = 0. 

Lemme 15.2. — Soit 0—y M—y M—yQ—>0 une suite exacte de MLCS(ft) . Si 

l'exposant de M a des différences non Liouville (resp. est non Liouville), il en est 

de même des exposants de M et Q. 

Preuve. — Par définition, l'exposant de M (resp. A/*, Q) est celui de M>o (resp. 

•A/̂ o» Q>O)- Maintenant, la suite 0 —y A/">o —y M>o —y Q>o —• 0 est exacte d'après le 

théorème 9.17. Le lemme est donc une conséquence immédiate de la proposition 11.7. 
n 

Corollaire 15.3. — Soit 0—y M—y M —y Q—>0 une suite exacte de MLCS(ft) . Si 

M est un objet de MLCSNL(ft), il en est de même de A/" et Q. 

Preuve. — Le lemme 15.2 montre que les exposants de M et Q ont des différences 

non Liouville. Par ailleurs, les modules différentiels End^(A/r) et End^(Q) sont des 

sous-quotients de End-ji(M), le même lemme montre qu'ils ont des exposants non 

Liouville. • 
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Lemme 15.4. — Soit 0 —>Af —> M —> Q — > 0 une suite exacte de MLCSNL(7£). Si 

M et Q sont algébrisables, il en est de même de A4. 

Preuve. — Par définition, quitte à remplacer K par une extension finie, il existe des 

^[l/x]-modules différentiels Af' et Q' tels que Af = 1Z0A[l/x]Aff et Q = 1Z®A[I/X] Q'> 
Toute suite exacte de MLC(.A[l/#]) donnant, après tensorisation par 1Z, une suite 

exacte de MLC (7£), on a un morphisme canonique : 

(20) 0 : EXt\[1/x]lD](Q'^')^ExtUQM)-
Le lemme dit que cette application est surjective. 

Comme Hom^(Q,A/') est un sous-objet de Endn(M), son exposant est non Liou

ville. En particulier, d'après le théorème 14.13, 

E x t p ( Q , A 0 = Extk (e®*</\ f* , f t ) = Ext^(Hom^(Q,A/"),ft) 

est un if-espace vectoriel de dimension finie. 

Maintenant, 9 est le morphisme en degré 1 donné par le morphisme des complexes 

associés à une présentation de RomA[i/x](Qf ^f) et de Hom^(2,A/') (voir (4)) 

0 - A[l/xf -> A[llxY - >0 

0 µ£%£ 6 
%µ£% 0 

Le morphisme 6 est continu pour la topologie de type LT de W1. Son conoyau est de 
dimension finie. D'après le théorème des homomorphismes pour les espaces de type CT 

de Grothendieck [23], son image est un sous-espace fermé. Autrement dit, la topologie 
qu'il induit sur son conoyau Extp(Hom7?,(Q, Af), 1Z) est séparée. Par ailleurs, *4[l/x] 
est, pour tout s > 0, dense dans A(I£) donc dense dans 11. Il en résulte que l'image 
de 9 est un sous-espace partout dense de l'espace vectoriel de dimension finie séparé 
Extp(Honi7e(Q, Af), IV). C'est donc l'espace tout entier. • 

16. Réduction au cas complètement irréductible 

Cette réduction ne présente pas de réelles difficultés 

Nous commençons par préciser quelle est la partie de pente nulle du module diffé

rentiel des endomorphismes. 

Proposition 16.1. — Soit M un module différentiel de MLCSNL(7£) de rang fi satis

faisant l'hypothèse (H). 
1) On a Endp(M) = K Id. 

2) Il existe un entier d premier à p et qui divise \i pour lequel { 0 , \ , ^ff - } est 

un représentant de l'exposant de Endn(Ai). De plus, on a End^(A/l)<0 = TZ[u] où u 

est un IZ-automorphisme de A4 tel que xD(u) = ^ u et ud = ex Id avec c ^ 0 dans K. 
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Preuve. — Considérons un élément non nul u de Endx>(A4). Son polynôme unitaire 

minimal est à coefficients dans K. Soit À une racine de P dans une extension finie de 

K. Comme u — Àld est, par construction, non inversible, il en résulte que u = À Id. 

Le point 1) est bien démontré. 

Par hypothèse, l'exposant de End^(.M) a des différences non Liouville. D'après 

le lemme 15.1, on peut considérer Endn(M)^0 comme un sous module différentiel 

de A4. D'après le théorème 12.1, un nombre a est composante de l'exposant si et 

seulement s'il existe u non nul dans End^(A^) tel que x D(u) = au. 

On vérifie que les multiplicités des composantes de l'exposant sont égale à un 

puis que ces composantes forment un sous-groupe fini de Q/Z. On en déduit que 

End-ji(À4)^° possède une base de la forme {Id, u,u2,... où u := Ui/d est un 

endomorphisme inversible tel que xD(u) = \u. 

En particulier on a xD(ud) = ud. On en déduit ud = cxïd (avec c ^ 0) puis 

det(u)d — c^x^. Mais, det(u) appartenant à 1Z, ceci implique que d divise ¡1. • 

Dans le théorème d'algébrisation, on doit autoriser une extension du corps des 
constantes mais il n'y a pas besoin de « ramifier » la variable. Cela va résulter du 
lemme 16.4 ci-dessous. 

Définition 16.2. — Un module différentiel A4 de MLCSNL(7£), est dit complètement 

irréductible si la composante de pente nulle End^-M)^0 de End-jz(A4) est de rang 1. 

Si M est décomposable, Endii(M)^0 contient les projections sur les sous-modules 
stables par dérivation. Il en résulte qu'un module différentiel complètement irréduc
tible est irréductible. 

Soit d un entier. Nous considérons l'extension 7£[y] où yd = x. C'est une if-algèbre 
que l'on munit de la dérivation prolongeant celle de 7£, définie par D(y) = ^ 

On obtient ainsi un plongement de V dans V[y] — 7£[?/][D]. On peut aussi voir 1Z[y] 

comme un 7^-module différentiel de rang de base 1 , 2 / , . . . , 

Pour un 7^-module différentiel A4, on note 0* (A4) le 7£[y]-module différentiel obtenu 

par extension des scalaires de V à V[y\. En tant que 7£[y]-module, on a 6*(A4) = 

H[y] ®n M. En particulier le rang de 6* (M) est celui de M. 

Inversement, à un 7£[y]-module différentiel A/", nous associons le 7^-module différen

tiel 0*(Af) obtenu par restriction des scalaires de V[y] à V. Le rang de 9*(Af) est d 

fois celui de Af. On a 9*6*(M) = 1Z[y] ®nM=M® xxldM 0 • • • 0 x^'^^M. 

Lemme 16.3. — Les notations sont celles de la proposition 16.1. Quitte éventuellement 

à faire une extension finie du corps K, il existe dans 9* (A4) un sous 7Z[y]-module diffé

rentiel Af, de rang fi/d, complètement irréductible tel que A4 — 6*(Af). En particulier, 

si Af est algébrisable, il en est de même de A4. 

Preuve. — Le polynôme minimal de u sur T est ud — ex. Supposons que K soit 

suffisamment gros pour que c — jd avec 7 dans K. Les valeurs propres de u sont 
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donc les (jy pour Çd = 1. Elles ont toutes le même ordre fi/d (elles s'échangent par 
l'automorphisme y \-> Çy). L'endomorphisme u — ^y a un noyau M de rang p/d qui 
est un sous 1Z[y]-module différentiel de 6*(M). 

On vérifie que u réalise un morphisme de M dans xxldM. d'où il résulte que 

6*6*(M) = Md. Mais 6*(N) est un sous module différentiel de rang p de 6*6*(M). 

Comme M. est irréductible, l'unicité de la décomposition de Jordan-Hôlder montre 

que 6*(J\f) = M. Par ailleurs, si N était réductible, il en serait de même de 6*(M) (la 

réciproque est fausse). Donc M est irréductible. 

Quitte à changer la dérivation D — d/dx en dyd~x D = d/dy, lZ[y] est isomorphe 

à 1Z. D'après la définition même de l'exposant 11.3, pour un module différentiel Q de 

pente nulle, l'exposant de 6*(Q), vu comme 7^-module différentiel par l'isomorphisme 

précédent, est d fois celui de Q. L'exposant de End ̂ j (6*(M)) est donc { 0 , . . . , 0 } 

(0 répété d fois). Comme End^ j (M) est un sous quotient de End ̂ j (6*(M.)), son 

exposant ne comprend que des 0. La proposition 16.1 montre que M est un 7^-module 

différentiel complètement irréductible. 

Si le module différentiel M est algébrisable, il possède une base e dans laquelle la 

dérivation est représentée par une matrice G de Mat( ^ , A[ ^ , y]). En considérant la 

base {ylt}o^i<d de 6*(N), on constate que M = 6*(N) est algébrisable. • 

Corollaire 16.4. — Pour démontrer le théorème d'algébrisation, il suffît de vérifier que 

tout module différentiel complètement irréductible dans MLCSNL (7£) est algébrisable. 

Preuve. — C'est une conséquence immédiate des lemmes 16.3 et 15.4. Notons que, 

l'identité étant toujours dans la composante de pente nulle de End<ft(.M), un module 

complètement irréductible est irréductible. • 

17. Le cas complètement irréductible 

Contrairement à ce qui se passe dans le cas complexe (théorème de Turrittin), les 

modules différentiels p-adiques complètement irréductibles (c'est-à-dire qui le restent 

après ramification de la variable) ne sont pas, en général, de rang un. Les techniques 

que nous utilisons pour les étudier ont des analogues dans le cas complexe mais sont 

alors sans objet. 

Soit M un 7Z-module différentiel complètement irréductible, e une base de M et 

G la matrice représentant la dérivation D dans cette base. La base e fournit une base 

« canonique » de End^(A4), c'est-à-dire un isomorphisme i de 7^-modules différentiels 

entre End^(A4) muni de la dérivation D et Mat(//, TZ) muni de la dérivation V définie 

par V ( X ) - D(X) -GX + XG. 

Nous aurons besoin de trois lemmes. Le premier précise les matrices qui ont une 

« primitive », le deuxième donne une majoration de cette primitive et le troisième 

contient la partie combinatoire de la démonstration. 
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Lemme 17.1. — Soit e suffisamment petit. Pour toute matrice X de Mat (/i, A(I£)) 

dont le résidu de la trace est nul, il existe une matrice Y de Mat (/i,*4(/e)) telle que 

V(Y) = X. 

Preuve. — On a : 

Homp (Endn{M),n) = ïïomv (Endn(MY° ,11) = Romv(1Z,1Z) = K 

D'après le théorème 14.13, l'indice de End^(/£)(Af£) est nul pour e suffisamment petit. 
On a donc : 

dimKExt^(Xe) (EndA{Ie)(Me),A(Ie)) = dimKHomp(/£) (EndA{Ie)(M£),A(I£)) = 1 

Comme le résidu de la trace d'une matrice de la forme V ( F ) = D(Y) — GY + 
Y G est évidemment nul, l'image de l'opérateur V, qui est de codimension 1 dans 
Mat (fj,,A(I£)) d'après le calcul précédent, est exactement l'ensemble des matrices 
dont le résidu de la trace est nul. • 

Lemme 17.2. — Pour s suffisamment petit et pour tout intervalle fermé J contenu 

dans I£, il existe un nombre réel Mj tel que, pour toute matrice X de Mat (FJL,A(I£)) 

de trace nulle, on ait \\X\\j ^ M J | | V ( X ) | | J . 

Preuve. — On remarque tout d'abord que tr ( V ( X ) ) = tr (D(X)) = D(ti(X)). 
Autrement dit, l'application trd de Endn(M) dans 1Z est horizontale. Comme 1Z 

est évidemment un 1Z-module différentiel de pente nulle, on a 7£>o = 0. Par suite, 
End^(A4)>o est contenu dans le noyau de trQz. Par hypothèse, End<^(Af)<0 est de 
rang 1 donc End7e(Al)>o est de rang /x2 — 1 comme ker(troi). Ces deux ft-modules 
différentiels sont donc égaux. 

Maintenant, End^(Al) est son propre dual et il en est de même pour End7e(A4)>o. 
Le lemme est alors une conséquence du corollaire 9.12. • 

Lemme 17.3. — Soit A une Q-algèbre non commutative unitaire contenant des élé

ments XI (1 ^ i ^ k) et un élément C. On suppose que Valgèbre A est munie d'une 

Q-dérivation V et d'une norme d'algèbre ultramétrique || • || vérifiant, pour 1 ^ i ^ k : 

V(XI) = XI-iC \\i\xi\\ < é 

pour une constante c et xo = 1. Alors, il existe un élément Pk dans la sous-algèbre 

engendrée par les XI et un élément Rk dans la sous-algèbre engendrée par les commu

tateurs tels que : 

xkC = V(Pk) + Rk \\(k + l)\Pk\\^ck+l | | ( * + l)!i2fc|| | |C| | 

Preuve. — Si l'algèbre A est commutative, on constate que xi = x\ + Qi(x±) où Q 

est un polynôme de degré au plus i — 2 sur l'anneau des constantes de A. Il suffit d< 

prendre Pk = x\+l + Qk+i(x\) avec Qfk+1 = Qk (et bien sur Rk = 0). Le passage ai 

cas non commutatif est essentiellement un exercice de combinatoire sur les mots ei 
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les xi. Les majorations reposent sur le fait bien connu que, pour tous entiers s et n, 

(ns)\ est divisible par s(n\)s. • 

Fin de la preuve du théorème. — Pour N entier, on définit la projection 7AT de 71 

dans ,A[l/x] par : 

1N(XS) = 
f 0 si M o o > N 

xs sinon 

Comme le résidu de la matrice C = G — 7JV(G) est nul, d'après le lemme 17.1, il 
existe une matrice X\ dans Mat (//, A(I£)) telle que A ( X i ) = C. On a C = w I +Cb 
où Co est une matrice de trace nulle si bien que X\ = W I +A-1(Co) où W est une 
primitive de w. On en déduit que ||-X"i||j tend vers 0 quand N tend vers l'infini. 

On choisit N > 1 suffisamment grand pour que 

\\G-1N(G) j < µ£% 
i 

Mj 
\\Xih < M-

Le lemme 17.3, appliqué à l'algèbre A = Mat yp,A(I£)) munie de la norme || • | | j et 

au nombre c = max{Mj | | C | | J , | | X I | | J } < |7r|, permet de construire par récurrence, 

une suite de matrices Xk vérifiant : 

X0 = I V ( X * ) = C. 

Avec les notations de ce lemme, puisque la matrice Rk est de trace nulle, on trouve 
en utilisant le lemme 17.2 : 

Xk+1\\j = llPfc + V-4Rk)\\j «S max (\\Pk\\j,Mj\\(Rk)\\j) 

1 
lffe + l ) ! l 

max (ck+\Mjck\\C\\j) ^ 
1 

|(fc + l ) ! | 
cfc+1 c 

%£µ% 

fc+i 

En particulier, la suite Xk tend vers 0 uniformément sur J et ||-Xfc|| j < 1 pour k > 0. 
Donc la matrice 

H = 
OO 

k=0 
\xk 

converge dans Mat (/i ,*4(J)) et, vérifiant \\H — I \\j < 1, appartient à Gl (/J,,A(J)). 
On trouve : 

V ( t f ) = 
oo 

k=0 

V(Xk) = 

oo 

k=0 

Xk-i C = H C. 
Il vient : 

D(H) = V(H) + GH - HG = H (G - -yN(G)) + GH - H G = GH - H-fN(G) 

On utilise alors le théorème de Birkhoff 6.5-2) : si J = [a, /3] il existe une matrice L de 

Gl (FJL,A([a,oo[)) et une matrice M de Gl (/x,*4([0,/3])) telles que H = LM. Comme 

les coefficients de la matrice 7N(G) appartiennent à K[x,l/x] C A([0, /3})[l/x] et ceux 

de la matrice G à A(I£) C A([a, 1[). 

Dans la base f = L e de M, la dérivation est représentée par la matrice 

F = -L~l(D(L) - GL) - (D{M) + MyN(G)) M"1 

qui appartient à Mat (p,A([a,l[)) H Mat (/i, *4([0,0])[l/x]) = Mat (/x, A[l/x]). 
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Index des notations 

A[D], 133 
A, 132 
A(I), 132 
AP(r), 136 
Bp(r), 136 
C(I), 132, 135 
£>(a,r), 136 
D = d/cte, 132, 135 
V(I) =A(I)[D), 133 
X> = 7e[D], 133 
X> = 7e[D], 133 
E} , 167 

139 
£p, 135 
Cyp(L), 168 
eyp(TW), 164, 167 
£, 130 
£t, 130 
eM,i6i 
F, 140 
JF(J), 141 
<3, 136 
Gs, 133, 136 
Hom (̂7W,AT), 134 
« t , 168 
We, 170 
J, 132 
7e = ] l - e , l [ , 132 
/ (matrice identité), 133 
Irr(.M,p), 126 
K, 132 
K, 136 
fc, 132 
MLC, 133 
MLC(Ou/K), 128 
MLC(0Mt/ic). 128 
MLCF(^), 130, 151 
MLCS(0(7/K), 128 

MLCS(^), 150 
MLCS(0wt//r)» 128 
MLCSNL(Out/K), 128 
MLCSNL(ft), 173 
MÌ, 128 
.M<\ 157 

Ale, 147 
M>\, 155 
New(.M), 158 

°W/Ki 128 
ord(s), 171 
pt(A4), 150 
P, 132 
QP, 126 
9t, 129 
ft, 132 
Ray(.M,p), 136, 150 
Ray(.M,l-), 150 
Rób(Ou/K), 129 
Rob(CV/K,GNL), 129 
Rob(C^t/x), 129 
Rob(0„t/K,GNL), 129 
Rob(T^), 161 
Rob (A(I)), 161 
TA, 152 
T\,Q, 152 
V, 132 
ATt, 128 
YG(x,y), 137 
aW, 160 
AeÀ', 164 

162 
7T, 132, 136 
ft, 136 
x(.M,£), 134 
X(M,A), 172 
x(A4,7it), 172 
x(u,A»), 170 
x(u,ft£), 170 
CA, 162 
| • |, 132, 160 
Hoc, 160 
| • \p,n 138 
I• |P, 135 
Il ' II, 135 
Il • IU,p, 152 
Il • I k p , 136 
Il • ||sp,e,p> 136 

Il • ||sP,p, 135 

~, 160 
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Index terminologique 

Anneau d'Amice, 130 
Antécédent 

faible, 152 
fort, 152 

Application horizontale, 134 
Base cyclique, 140 
c-compact (espace topologique), 170 
c-compacte (application), 170 
Dwork-Robba 

majorations explicites, 162 
théorème de décomposition, 138 

cas superadmissible, 139 
Elément analytique, 142 

superadmissible, 139 
Exposant 

à différences non Liouville, 161 
d'un module différentiel quotient, 165 
d'un sous-module différentiel, 165 
ensemble des —s, 160 
non Liouville, 161 
rationalité de 1'—, 165 
d'un ^4.(/)-module différentiel 

I fermé, 164 
J ouvert, 164 

d'un 7̂ -module différentiel 
de pente nulle, 164 
soluble, 167 

d'un opérateur différentiel de K [x] [D] 168 
Fonc t ion analytique, 136 

bornée, 136 
Frobenius (structure de), 130, 147, 149, 151, 

152 
Indice 

d'un opérateur différentiel injectif, 139 
d'un polynôme différentiel, 168 
d'un module différentiel, 134, 172 

Indice généralisé 
d'un opérateur différentiel, 170 
d'un module différentiel, 172 

Liouville 
exposant à différences non —, 161 
exposant non —, 161 
nombre de, 160 

logarithmiquement (avoir — une propriété), 
149 

Majorations explicites de Dwork-Robba, 162 
Matrice représentant la dérivation, 133 
Module différentiel, 133 

algébrisable, 173 
complètement irréductible, 176 
de pente nulle, 161 
de pentes supérieures à À, 155 
de Robba, 161 
pentes d'un —, 158 
purement de pente /3, 155 
régulier, 161 
soluble, 134, 150 

Monodromie p-adique, 167 
Newton (polygone de), 126 
Nombre de Liouville, 160 
Norme spectrale, 136 
Pente 

plus grande —, 150 
purement de — /3, 155 
supérieure à À, 155 

Pentes d'un module différentiel, 158 
Point 

analytique, 135 
générique, 135, 136 
ordinaire, 143 

Polygone de Newton, 158 
p-adique, 126 

Résolvante, 137 
Rayon d'un point analytique, 136 
Rayon de convergence, 136 

fonction —, 149 
Robba 

module différentiel de, 161 
théorème de l'indice de, 139, 159, 168, 169 

Singularité 
apparente, 141 
régulière, 143 

soluble (Module différentiel), 134 
Structure de Frobenius, 130, 151 

en 0, 169 
faible, 147 
forte, 152 

Vecteur cyclique, 140 
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