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M É T R I Q U E S D ' E I N S T E I N 
A S Y M P T O T I Q U E M E N T S Y M É T R I Q U E S 

Ol iv ier B i q u a r d 

Résumé. — Ce t articl e étudi e le s métrique s d'Einstei n asymptotiquemen t symé -
triques, ce qui signifie que leur courbure à l'infini es t asymptotique à la courbure d'u n 
espace symétrique de rang 1  de type no n compac t (c'est-à-dir e d'un espac e hyperbo-
lique). Deu x construction s d e telles métriques d'Einstei n son t réalisées . La premièr e 
passe par l'analys e e t me t e n correspondance les déformations d'Einstei n de s espaces 
hyperboliques complexe , quaternionie n e t octonionien , ave c certaine s métrique s d e 
Carnot-Carathéodory su r le bord à l'infini. Dan s les cas quaternionien e t octonionien , 
on obtient à  l'infini de s objets que j'appelle des structures de contact quaternionienne s 
(ou octonioniennes) . L a second e constructio n es t a u contrair e twistoriell e :  partan t 
d'une structur e d e contac t quaternionienne , analytiqu e réelle , on montr e qu'ell e es t 
le bord à  l'infin i d'un e uniqu e métriqu e quaternion-kahlérienn e (qu i es t e n particu -
lier d'Einstein) , défini e dan s u n voisinag e d e l'infini . L a géométri e de s structure s d e 
contact quaternionienne s es t ains i asse z bie n comprise , alor s qu e le s structure s d e 
contact octonionienne s resten t u n obje t trè s mystérieux . 
Résumé (Asymptotically symmetric Einstein metrics). — In this article, I study asymp-
totically symmetric Einstein metric s : asymptotically symmetri c means that th e cur -
vature a t infinit y i s asymptoti c t o th e curvatur e o f a  ran k on e symmetri c spac e of 
noncompact typ e (tha t is , a  hyperboli c space) . Tw o construction s o f suc h metric s 
are given. Th e first  one relies on analysi s to prove that th e Einstei n deformation s o f 
complex, quaternionic or octonionic symmetric spaces are in 1-1 correspondance with 
some Carnot-Carathéodory metrics o n the boundar y a t infinity . I n th e quaternioni c 
or octonioni c cases , I  ge t ne w object s a t infinit y whic h I  cal l quaternioni c (o r octo -
nionic) contact structures . Th e second construction is twistorial: give n a real analytic 
quaternionic contac t structure , I  prove that i t i s the boundary a t infinit y o f a unique 
quaternionic-Kâhler (and therefor e Einstein) , asymptoticall y symmetri c metric , de-
fined in a  neighborhood o f infinity. Th e geometr y o f quaternionic contac t structure s 
is studied, whil e octonionic contac t structure s remai n very mysterious objects . 
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I N T R O D U C T I O N 

Infini conform e de s espace s hyperbolique s 
Les exemples les plus évidents de métrique d'Einstein son t les espaces symétriques, 

et les plus simples sont les espaces symétriques de rang un. Dans cet article, nous nous 
intéresserons à  ceu x d e courbur e négative , don c d e typ e no n compac t :  il s'agi t de s 
espaces hyperboliques KH m ( m ^  2) , où K  est l e corps des réels (E) , de s complexe s 
(C), de s quaternions (H) , ou l'algèbre de s octonions (O ) ; dans c e dernier cas , seul le 
plan hyperbolique de Cayley OH2 existe . On notera d la dimension réell e de K (don c 
d = 1 , 2,4 o u 8) e t n = md cell e de KHm . 

La sphère à  l'infin i Sn_ 1 d'un espac e hyperbolique es t naturellemen t muni e d'un e 
structure géométriqu e intéressante , à  savoi r un e métriqu e d e Carnot-Carathéodor y 
conforme. Expliciton s cel a dans les cas les plus simples . 
Espace hyperbolique réel —  L'espac e hyperboliqu e rée l peu t êtr e réalis é comm e la 
boule unit é B n d e Mn , muni e d e l a métriqu e (normalisé e d e sort e qu e l a courbur e 
sectionnelle soi t —1) 

_ A EUC 
9 = ( l -p2 )2 ' 

où eu c es t l a métrique plat e d e W1 et p l e rayon. Cett e métriqu e indui t su r l e bor d 
§n_1 la métriqu e 

(0.1) 7 =  lim( l - p2)2g§p. 

La fonctio n t =  ( 1 — p2) es t un e fonctio n qu i s'annul e exactemen t à  l'ordr e u n su r 
le bor d (o n dir a qu e t défini t l e bord) , e t l a métriqu e 7  n e dépen d d u choi x d'un e 
telle fonctio n qu' à u n facteu r conform e près , s i bie n qu e l a class e conform e [7 ] es t 
intrinsèquement définie . O n appeller a cett e class e conform e l'infin i conform e d e p , 
expression qu e je reprends à  Le Brun. 
Espace hyperbolique complexe. —  L'espac e hyperbolique complex e peut, quan t à  lui, 
être représenté comme la boule unité d e C™, muni e de la métrique d e Bergman n 

euc 
9 = z ô 

1 — p2 

f?(d? + (idp)*) 
(1 -P2)2 



2 INTRODUCTION 

À la place de l'équation (0.1) , qui conduirai t à  un tenseu r trè s dégénér é su r l e bord , 
on pose 

(0.2) 7 =  lim( l -  p2)g§p. 

Cette métrique es t maintenan t infinie , sau f su r l a distributio n 

V = kerr? C TS, 

où 7] = Idp es t un e 1-form e de connexion su r l e §1-fibré S2m_ 1 —> CPm-1 . Un e tell e 
métrique, définie sur une distribution d e contact, est appelée une métrique de Carnot-
Carathéodory. Comme dans le cas réel, seule la classe conforme [7 ] est intrinsèquemen t 
définie, e t nou s l'appellerons à  nouveau l'infin i conform e d e g. 

Espace hyperbolique générai —  Passon s maintenant à  une description plu s générale , 
valable pour tous les espaces hyperboliques. Un point d e base étant fixé, on appelle r 
la distance à  ce point e t S r la sphère de rayon r. L a métrique 7  sur la sphère à l'infin i 
Sn_1 de l'espace hyperboliqu e KH m es t donné e par l a formul e 

(0.3) 7 =  li m e 2rgsr-
r—ïoo Cette métriqu e pren d de s valeur s infinies , sau f su r un e distributio n V C  TS , d e 

codimension 1  dans l e ca s complexe , 3  dan s l e ca s quaternionien , e t 7  dan s l e ca s 
octonionien ; dans le cas réel, 7 est une vraie métrique et V = TS. Comme les crochets 
d'éléments d e V engendren t tou s le s champ s d e vecteur s d e S , l a métriqu e 7  es t 
encore une métrique de Carnot-Carathéodory ;  la définition (0.3 ) n e dépend d u choi x 
du poin t d e base que par u n facteur conforme , don c on appelle encore cette métriqu e 
l'infini conforme de g (voi r la définition plu s précise B) . On peut décrir e la métriqu e 
hyperbolique e n fonctio n d e donnée s su r l e bor d :  il y  a  un e form e d e contac t 77 , à 
valeurs dan s Im(K ) =  R , M3 ou R7 , d e noya u V, tell e qu e la  métriqu e s'écriv e (l a 
courbure sectionnell e étan t normalisé e entre — 4 et —1) 

(0.4) g = dr2 + sh2(2r)r72 + sh2(r )7. 

Dans le cas réel, il n'y a  pas de terme en rj2 ; dans les autres cas, la formule suppos e le 
choix d'un supplémentair e d e V dan s TS pour prolonge r l a métrique 7  su r V e n un e 
forme quadratiqu e su r TS . Ce supplémentaire es t fourn i pa r le s fibres de la fibration 

Sn_1 Sn_1 

jgpm-l 
Problème de Dirichlet —  Ce s métriques symétriques sont bien entendu des métriques 
d'Einstein, don c 

Ric^ =  —Ag, X = n - 1 , n -h 2, n + 8,3 6 

ASTÉRISQUE 265 



BREF HISTORIQU E 3 

dans les cas réel, complexe, quaternionien, octonionien. Le but de cet article est d'étu -
dier l e problème suivan t :  étant donné e su r l e bord un e métriqu e conform e d e Car -
not-Carathéodory, [7] , étudier l e problème de Dirichlet no n linéair e 

(i) Rie * = -Xg; 
(ii) l'infin i conform e d e g est [7] . 

Le fai t qu'o n puisse , comm e o n l e verra , déforme r le s métrique s d'Einstei n hyper -
boliques e n résolvan t c e problème tranch e ave c la rigidit é qu i frappe leur s quotient s 
compacts :  Koiso [Koi78 ] a  montr é qu e le s métriques d'Einstei n de s quotient s com -
pacts de s espace s hyperbolique s n e peuven t pa s êtr e déformée s ; dans quelque s cas , 
en dimensio n 4 , o n connaî t mêm e u n résulta t d e rigidit é globale , à  savoi r qu e le s 
métriques hyperbolique s su r le s quotient s y  son t le s seule s métrique s d'Einstein , à 
l'action prè s des difféomorphismes :  cela a été montré par Besson , Courtoi s e t Gallo t 
[BCG95] dans l e cas réel , par L e Brun [LeB95 ] dans le cas complexe. Les quotient s 
de volume fini semblen t s e comporter d e manière similaire [Biq97]. 

On peut distingue r deu x types d'approch e a u problème (i)-(ii ) : 
(1) résolutio n globale de l'équation (i ) avec condition à  l'infini (ii ) :  cette approch e 

se fait grâc e à des techniques d'analys e global e ; 
(2) résolutio n local e près d e l'infin i :  cette approche , plu s algébrique , suppos e d e 

renforcer le s équations , ca r l e problèm e (i)-(ii ) es t u n problèm e d e Cauch y 
sous-déterminé à  l'infini . 

Dans ce t article , o n présent e deu x situations , utilisan t le s deux type s d'approch e 
décrites plu s haut , o ù l a résolution d u problèm e permet l a construction d e nouvelles 
métriques d'Einstei n :  la premièr e situation , utilisan t de s technique s d'analyse , fai t 
l'objet d u chapitr e I  (voi r sectio n ci-dessous ) ; la  second e situation , utilisan t de s 
techniques twistorielles , fai t l'obje t de s chapitres I I et II I (voi r section ci-dessous) . 

Bref historiqu e 
L'idée d e pose r l e problèm e (i)-(ii ) pou r comprendr e le s métrique s d'Einstei n e n 

termes de métriques de Carnot-Carathéodory sur le bord a ses racines dans des travaux 
antérieurs, d'un e par t e n géométri e réell e — où l'infin i conform e es t alor s un e vrai e 
métrique conform e — , d'autre par t e n géométri e complex e — pour le s métriques d e 
Kâhler-Einstein. Développon s un pe u ce t historique . 
Géométrie complexe. —  Le s résultat s connu s le s plu s complet s concernen t l a géo -
métrie complexe . Su r un e variét é complexe , o n peu t remplace r l a conditio n (i ) pa r 
la condition plu s forte d e trouver un e métrique Kàhler-Einstei n ; l'équation n e port e 
pas su r l e tenseur mai s plutôt su r un e fonction qu i doi t satisfair e un e équation d e 
Monge-Ampère complexe , no n linéaire . L e problème es t complètemen t résol u pa r l e 
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4 INTRODUCTION 

théorème d e Chen g e t Ya u [CY80] , qui di t e n particulie r qu e tou t domain e stricte -
ment pseudo-convexe de C™ admet une unique métrique de Kâhler-Einstein, complète, 
asymptotique à la structure CR du bord de la même manière que dans l'équation (0.2) . 
Fefferman [FefT6 ] avait auparavant construi t de s solutions formelles, approchées à un 
degré élevé, de l'équation d e Monge-Ampère . Le e et Melros e ont étudi é l a régularit é 
de la solution prè s du bord [LM82] . 
Géométrie réelle. — Dan s l e ca s réel , l a métriqu e d e Carnot-Carathéodor y s e ré -
duisant alor s à une vraie métrique conform e su r l e bord, le s premières approche s on t 
utilisé d'abord la seconde méthode décrite plus haut, à savoir réaliser des constructions 
locales prè s d u bord . E n dimensio n 4 , L e Brun [LeB82 ] a  résol u u n problèm e loca l 
près d'un bor d analytiqu e rée l S quelconqu e ; la condition supplémentaire , nécessaire 
pour qu e le problème soi t bie n posé , est 

(iii) g est autoduale, 

c'est-à-dire qu e l e tenseu r d e Wey l soi t un e 2-form e autoduale. Il montr e qu e tout e 
métrique 7  su r 5 , analytiqu e réelle , es t l'infin i conform e d'un e uniqu e solution g des 
équations (i) , (ii ) e t (ih) ; s i t es t un e fonctio n qu i défini t l e bor d 5 , alor s t2g es t 
analytique jusqu'au bor d —  i l y  a  don c un e régularit é trè s fort e à  l'infini , qu i n'es t 
pas partagée, par exemple , par le s métriques de Cheng-Yau, don t le s développement s 
à l'infin i comporten t de s termes logarithmiques . 

En dimensio n supérieure , l a condition (iii ) n' a plu s de sens. Fefferman e t Graham 
[FG85] l'on t remplacé e pa r un e conditio n moin s géométriqu e :  s i t défini t l e bor d 
S'n_1, dans u n système d e coordonnées dans leque l 

n—1 
g = t~2 [dt2 -h y ]  gij(%, t)dxzdx^, 

1 
on demande l a condition, indépendant e d u systèm e de coordonnées , 

(iv) gij(x,t) es t un e fonction pair e de t. 

Fefferman e t Graham montrent que , si n es t pair , pour toute métrique 7 sur la variété 
S71-1, les équations (i) , (ii) e t (iv ) ont une solution formelle unique , convergente dans 
un voisinage de S s i 7 est analytique ; en revanche, si n est impair, il y a des métriques 
7 pou r lesquelle s n'existe pas de solution formelle . C e résultat, montr é dans le but d e 
construire des invariants conformes de 7 à partir d'invariants riemanniens de g, semble 
être une redécouverte d'u n théorèm e dû à  Schouten e t Haantje s [SH36a , SH36b] . 

Plus récemment, Graham et Le e [GL91] ont attaqué le problème (i)-(ii ) pa r l'ana -
lyse, produisan t ains i de s métriques d'Einstei n globale s :  ils ont montr é qu e s i 7  es t 
proche d e l a métriqu e rond e standar d su r l a sphèr e Sn_1 , alors l e problèm e (i)-(ii ) 
admet un e solution globale , proche de la métrique hyperbolique . 
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Géométrie quaternionienne. —  Dan s le cas quaternionien, L e Brun [LeB91 ] a  cons-
truit, pa r un e méthode twistorielle , une famille d e dimension infini e d e déformation s 
quaternion-kahlériennes (globales ) d e la  métriqu e hyperboliqu e quaternionienne . I l 
n'a pa s étudi é l e comportemen t à  l'infin i d e se s métrique s e n terme s d u problèm e 
(i)-(ii), mais on verra qu'elles fournissent de s exemples très intéressants de solutions. 
Exemples explicites. —  Trè s pe u d e ce s métrique s son t connue s explicitement . L e 
seul cas est celu i des solutions SL^-invariantes dans la boule B4 du système (i) , (h) e t 
(iii), quand 7  es t un e métrique ou une métrique d e Carnot-Carathéodory invariante . 
Hitchin [Hit95 ] a  trouv é de s formule s donnan t le s solution s e n terme s d e fonction s 
elliptiques, en utilisant la construction twistorielle. Pedersen [Ped86] avait auparavant 
traité l e cas où 7  es t l a métrique d'un e sphèr e de Berger . 

Description de s résultat s 
Nous passon s à  présen t à  l a descriptio n de s résultat s démontré s dan s ce t article . 

Pour avoi r un e idée des techniques utilisées , l e lecteur es t renvoy é aux introduction s 
des chapitres I , II e t III . 
Métriques de Carnot-Carathéodory compatibles à une structure de contact —  Su r 
le bord §n_ 1 d e l'espac e hyperboliqu e KHm , ave c K  =  C , H  ou O , l a métriqu e d e 
Carnot-Carathéodory 7 , infin i conform e défin i su r une distribution V = ker?7, admet 
une C/m_i, Spm-iSpi o u .Spinr-structure, compatible à la différentielle ¿77, où 77 est la 
1-forme de contact à  valeurs dans M, M 3 ou M7. Cela se voit dans la description de ces 
bords comme les espaces homogènes C/m/C/m_i, SpmSpi/Spm-iSp\ e t Sping/Spiri7. 
Dans le cas complexe, cela signifie que 7 est obtenue à partir de la forme symplectiqu e 
dî]\v par un e structure presqu e complexe; dans les cas quaternionien e t octonionien , 
la 4-forme fondamental e ^2idr}f\y défini t un e Spm-\Sp\ o u 5j9m7-structure qu i dé-
termine 7 . C'es t c e type d e compatibilité qu i nous sera nécessaire . 

Définition A. —  Soi t H =  C/m_i , Spm-\Sp\ o u Spin^ suivan t qu'o n es t dan s l e cas 
complexe, quaternionien o u octonionien . Soi t 5n_1 une variét é munie d'un e 1-form e 
de contac t 77 à valeur s dan s R , W o u M7 , e t soi t V = kerrç . Un e H-métrique de 
Carnot-Carathéodory, compatible à dr), es t la  donné e d'un e métriqu e 7  su r F , tell e 
que : 

- dan s l e ca s complexe , l a restrictio n à  V d e drj est un e form e symplectiqu e 
compatible à  g (c'est-à-dir e dî](-,-) = 7 (7-, •) ave c I un e structur e presqu e 
complexe sur V) ; 

- dan s l e ca s quaternionien , le s troi s 2-forme s (¿771,̂ 772,̂ 773) su r V fournissen t 
une structur e quaternionienn e compatibl e à  7  (c'est-à-dir e ¿77^-, •) =  7 ( 7 ^ , ) 
pour de s structures presqu e complexe s U satisfaisant le s relations d e commu -
tation de s quaternions) ; 
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e INTRODUCTION 

- dan s le cas octonionien, le s sept 2-forme s (drçi,... , ¿777) sur V fournissen t un e 
Sj?m7-structure compatibl e à  7  (c'est-à-dir e dr)i(-, •) = 7(7^ , •) pour de s struc-
tures presque complexes Ii satisfaisan t le s relations d e commutation de s octo-
nions). 

Dans les cas quaternionien e t octonionien , un e distribution V d e codimension 3  ou 7 
pour laquell e exist e une tell e métrique ser a appelé e un e structure de contact quater-
nionienne o u une structure de contact octonionienne. 

Pour une discussion plus précise de l'algèbre liée aux octonions, voir la section II.8. 
Les cas complex e d'un e part , quaternionie n e t octonionie n d'autr e part , son t dif -

férents :  dans l e cas complexe, étant donné e une 1-form e de contact , i l y  a  beaucou p 
de métrique s compatible s ; dans le s ca s quaternionie n e t octonionien , l a 1-form e d e 
contact détermin e complètemen t l a métrique , don t l'existenc e devien t un e conditio n 
forte su r la structure de contact. Remarquons d'autre par t qu e la métrique étant don -
née, l a form e d e contac t à  valeur s dan s es t complètemen t déterminé e dan s l e 
cas complexe , déterminé e à  l'actio n prè s d u group e SO3 dan s l e ca s quaternionien , 
du group e SO7 dan s le cas octonionien . 

Un mo t su r l a terminologi e :  l'expression «structur e d e contact » désign e bie n l a 
seule distributio n ; dans le s ca s quaternionie n e t octonionien , ell e détermine don c l a 
métrique d e Carnot-Carathéodory à  un facteu r conform e près . 

L'équation (0.4 ) motiv e la définition suivante . 

Définition B. —  Un e métrique complète g sur une variété M d e bord S es t asympto-
tiquement symétrique s i S es t muni e d'une i7-métriqu e d e Carnot-Carathéodory gv, 
compatible à  un e form e d e contac t 77 , telle qu e l e comportemen t à  l'infin i d e g soi t 
donnée pa r 

g ~ dr2 + e4rrj2 + e2rgv, 

où r  es t l a distanc e à  u n poin t fixé.  L a métriqu e conform e [gv] est appelé e l' infini 
conforme d e g. 

Dans le cas réel , il n'y a  plus de structure d e contact e t gv es t un e vraie métriqu e 
sur S. 

Pour donne r u n sen s à  cett e définition , i l fau t prolonge r pa r 0  l a métriqu e gv, 
en choisissan t u n supplémentair e d e V dan s TS ;  le comportement asymptotiqu e n e 
dépend pa s du choix . 

La définition définitiv e (définitio n 1.3.1) , indique les dérivées nécessaires. Le terme 
asymptotiquement symétriqu e es t justifi é pa r l e fai t qu e d e telle s métrique s on t u n 
tenseur d e courbure qui , près de l'infini, es t asymptotiqu e a u tenseur d e courbure d e 
l'espace symétriqu e correspondan t (propositio n 1.1.3) . 
Construction globale de métriques d'Einstein. —  O n a  vu qu e les métriques Kâhler -
Einstein d e Chen g e t Ya u [CY80] , ou encor e le s métriques quaternion-kahlérienne s 
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de L e Brun [LeB91] , fournissen t de s déformations de s espaces hyperbolique s CH m 
et HH m ; ces déformations préserven t le s holonomies de ces espaces, à savoir Î7 m et 
SpmSpi ;  dans le cas octonionien, il n'y a pas de déformation préservan t Pholonomi e 
Sping d e OH2, puisque toute métrique à holonomie Spirig est localement symétrique . 
En revanche , le théorème suivan t construit , e n un certain sens , les déformations les 
plus générales . 

Théorème A. —  Soit (M, go) = KHm l'espace hyperbolique complexe, quaternionien 
ou octonionien et S sa sphère à l'infini. Soit V C TS une distribution de codimension 
Í — 1, 3 ou 7 respectivement. Soit rj une 1-forme à valeurs dans , de noyau V, et 7 
une métrique de Carnot-Carathéodory sur la distribution V, compatible (définition A) 
à dr¡. Si 7 est assez proche (en norme de Hôlder C2'*) de la métrique de Carnot-Cara­
théodory standard sur le bord de IKHm, alors il existe sur M une métrique d'Einstein 
g, asymptotiquement symétrique, d'infini conforme [7 ] (définition B). La métrique g 
est localement unique modulo l'action des difféomorphismes induisant l'identité sur S. 

Ce théorèm e ser a montr é dan s l e chapitre I  (théorème s 1.4. 8 e t 1.4.14), où sera 
précisé, en particulier, l e comportement à  l'infin i d e la métrique g. Ces théorèmes 
indiquent auss i sou s quell e conditio n on peut trouver , de manière similaire , des dé -
formations d'Einstei n à  partir d'un e métriqu e d'Einstei n #0 , asymptotiquement sy-
métrique, plu s général e que la métrique hyperbolique , e t éventuellement défini e sur 
une variét é M différent e d e l'espace hyperboliqu e ; en particulier, l e théorème rest e 
valable autour d'un e métriqu e asymptotiquemen t symétriqu e go sur une variété M si 
go est à courbure sectionnell e négative . 

Bien entendu , le théorème est vrai pour l'espac e hyperboliqu e rée l :  les structures 
de contact disparaissen t et on retrouve l'énoncé de Graham et Lee [GL91], qui trouve 
ainsi son extension naturell e au x autre s espaces hyperboliques^ . 

Dans l e cas complexe, e n dimension 2 m — 1 ^ 5 , l'intégrabilité d e la structur e 
CR (suffisammen t proch e de la structure CR standard) es t équivalente au fait qu e la 
solution g produite par le théorème A soit Káhler-Einstein. En effet, un e déformatio n 
integrable de la structure C R de §2m_1 peut êtr e réalisé e comm e une hypersurface 
strictement pseudo-convex e de Cm (voi r [Tan75 , théorèm e 9.4]) , et le théorème de 
Cheng e t Yau fournit alor s un e solution Káhler-Einstein au problème. Ainsi , s i l a 
structure CR est integrable, le théorème A est une conséquence du théorème de Cheng 
et Yau , tandis qu e dans le cas où la structure C R n'est pa s integrable, les métriques 
d'Einstein construite s son t nouvelles . 

Une ligne de partage apparaît, comme souvent, entre les cas réel et complexe d'une 
part, quaternionie n e t octonionien d'autr e par t :  dans le premier cas , une structure 

(1) en dimension 4, il y a une légère différence technique entre mon énoncé et celui de Graham et Lee, 
car ceux-c i devaient supposer la métrique 7 de régularité C3,a a u lieu de C2,oc ;  ma démonstration 
n'a plus besoin de cette hypothèse. 
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de contac t proch e d e l a structur e standar d lu i es t difféomorphe , e t le s différente s 
métriques 7  son t obtenue s e n varian t l a structur e presqu e complexe compatibl e à  l a 
forme symplectique , s i bien qu e toute s le s métriques obtenue s g son t mutuellemen t 
bornées —  d'ailleurs , à  l a questio n prè s d e l a régularit é su r l e bor d à  l'infini , elles 
épuisent toutes les déformations d'Einstein bornées de la métrique hyperbolique com­
plexe ; dans l e secon d ca s a u contraire , i l y  a  a u plu s un e métriqu e 7  compatibl e à 
la structur e d e contact , e t le s métrique s obtenue s g n e son t pa s quasi-isométrique s 
— o n montrer a qu'il n'y a aucune déformation d'Einstein, bornée, de la métrique 
hyperbolique quaternionienne ou octonionienne. 

Dans de s ca s particuliers , de s résultat s globau x d'unicit é son t connus . I l s'agi t 
de résultat s d e rigidit é portan t su r l a courbur e scalair e plutô t qu e su r l e tenseur d e 
Ricci, modelés sur la démonstration spinorielle par Witten de la conjecture de la masse 
positive [Wit81] . Ainsi , Min-Oo [M089 ] a  démontr é qu'un e métriqu e /1, fortemen t 
asymptotique à  l a métriqu e hyperboliqu e réell e g , ave c courbur e scalair e sh ^ s9, 
doit êtr e égal e à  g ; dans c e résultat , fortemen t asymptotiqu e signifi e qu e h — g e t 
une dérivée sont à  décroissance 0(e~~(n+£)r) ; d'autres résultat s de rigidité basés sur le 
théorème de Min-Oo sont donné s dans [Leu93] . Un énoncé similaire de rigidité pou r 
une métrique kahlérienn e h asymptotique à  la métrique hyperbolique complex e a  ét é 
démontré pa r Herzlic h [Her98] . 

Parmi les questions ouvertes soulevées par ce théorème (on pourra consulter aussi le 
survey [Biq98]), une des plus difficile es t évidemment d'alle r au-delà d'un voisinage de 
la métrique hyperbolique, donc de déterminer pour quels infinis conformes le problème 
d'Einstein peu t êtr e résolu . 

Pour avoi r une idée de la démonstration d u théorème , l e lecteur peu t s e reporter , 
comme i l a été dit , à  l'introduction d u chapitr e I , ou, pour plu s d e détails , mais sans 
technique! au surve y [Biq98]. 
Construction locale de métriques quaternion-kâhlériennes. —  Le s structures d e con-
tact quaternionienn e e t octonionienn e qu e j'ai introduites son t de s objets nouveaux , 
que je croi s intéressants à  étudier. Cett e étud e es t mené e dans l e chapitre II . 

En géométri e sous-riemannienn e (voi r pa r exempl e [FGR97]) , o n n e dispos e pa s 
en généra l d e connexio n canoniqu e su r l a variété , similair e à  l a connexio n d e Levi -
Civita en géométrie riemannienne. Cependant, en géométrie CR, une fois une forme de 
contact choisie — ou, ce qui revient au même, un représentant de la classe conforme de 
métriques — , o n dispos e d e la connexio n d e Tanaka-Webste r [Web79] . D e manièr e 
assez remarquable , l e mêm e phénomèn e s e produi t pou r le s structure s d e contac t 
quaternionienne e t octonionienne , pour lesquelle s on peut définir , aprè s l e choix d'u n 
facteur conforme , un e connexio n adapté e canoniqu e (voi r l e théorèm e II . 1.3 e t l a 
définition II.2. 8 dans l e cas quaternionien, II.8. 1 et II.8. 3 dans le cas octonionien) . 

Théorème B. —  Soit V une structure de contact quaternionienne (resp. octonio­
nienne) sur une variété S de dimension 4 m 4- 3 avec m ^  2  (resp. de dimension 15), 
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et gy une métrique de Carnot-Carathéodory compatible. Alors il existe un supplémen­
taire W de V, et une connexio n adapté e V  sur S, caractérisés par les propriétés 

(1) V  préserve V, et, restreinte à V, préserve sa SPmSpi-structure (resp. sa Spin^-
structure) ; 

(2) pour X, Y G  V, la torsion satisfait TX,Y = ; 
(3) pour R E W, Vendomorphisme de V défini par X h-» (TR9X)V est dans le 

sous-espace (spm ®  «Pi)-1" C End(V) (resp. so?); 
(4) V  préserve W, et V\w coïncide avec la connexion induite sur le sous-fibré R3 

(resp. R7,) de End(V) fourni par les structures presque complexes. 
Les deux premières conditions déterminent de manière unique W. 

Mon étude de s structures d e contac t octonionienne s s'arrêt e malheureusemen t là . 
Il y  a  beaucou p à  comprendr e dan s c e domaine , puisqu e j e n e sai s pa s s i d e telle s 
structures existent , en dehors de l'exemple fourni pa r l e bord de OP2. Cette question 
est évidemmen t important e pou r saisi r l e cham p d'applicatio n d u théorèm e A  dan s 
le cas octonionien . 

En revanche , o n peu t alle r beaucou p plu s loi n dan s l e ca s quaternionien . Noton s 
d'abord qu e l e ca s m = 1 es t excl u d u théorèm e ci-dessus , comm e i l l e ser a plu s 
loin :  de même que la dimension 4  est spécial e en géométrie quaternion-kahlérienne , 
la dimension 7  est spécial e pour le s structures d e contact quaternioniennes , e t je n'a i 
pas traité c e cas (voi r l a section II . 7). 

La suite du chapitre I I est consacré e à développer les propriétés de la torsion e t d e 
la courbure d e la connexion adaptée , c e qui abouti t à  la construction d'u n espac e de 
twisteurs qu i dépen d d e l a structur e d e contac t quaternionienne , e t no n d'u n choi x 
de facteur conform e (voi r l e théorème II.5. 1 pour plu s de détails) . 

Théorème C. —  Une structure de contact quaternionienne sur une variété S de di­
mension 4m +  3 , avec m ^ 2, admet un espace de twisteurs 

S2 y 7 

S 
qui est une variété CR integrable. 

D'une certain e manière , l'étud e de s structure s d e contac t quaternionienne s s e ra-
mène à l'étude d'une classe particulière de variétés CR integrables (qui ne sont jamais 
pseudo-convexes). Cette construction rappell e évidemment l a construction de l'espace 
des twisteurs d'un e variét é quaternion-kahlérienne [Sal82] . 

Cette étud e culmin e dan s l e chapitre III , avec la construction local e de métrique s 
d'Einstein solution s du problème (i)-(ii ) ave c comme infini conform e une structure de 
contact quaternionienne . Comm e on l'a vu , i l faut, dan s un e telle construction, pou r 
assurer u n problèm e d e Cauch y bie n déterminé , un e conditio n supplémentaire , qu i 
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dans notre cas est l a généralisation direct e de la condition (iii ) de Le Brun, puisqu'e n 
dimension 4 , l a conditio n «autodua l Einstein » es t l a conditio n qu e l'o n substitu e à 
«quaternion-kahlérien» e n dimension supérieure . 
Théorème D (théorème III.3.1). —  Soit S une variété de dimension 4m +  3  (m ^ 
2) munie d'une structure de contact quaternionienne, analytique réelle; alors S est 
Vinfini conforme d'une unique métrique quaternion-kâhlérienne, asymptotiquement 
symétrique, analytique réelle jusqu'au bord (avec un pôle d'ordre 2), définie dans un 
voisinage de S. 

Dans l e ca s d e l a dimensio n 3  ( m =  0) , i l n' y a  plu s d e structur e d e contac t e t 
la donné e es t simplemen t un e métriqu e conform e e t un e orientatio n su r 5 , e t o n 
retombe su r l'énonc é d u théorèm e d e Le Brun [LeB82] . Dans l e cas de la dimensio n 
7, o n peu t dir e essentiellemen t qu e l e théorèm e s'éten d au x structure s d e contac t 
quaternioniennes pou r lesquelle s u n espac e d e twisteurs , d u typ e construi t pa r l e 
théorème C , existe, mais cette condition rest e à  étudier . 

Une variété 3-sasakienne (voi r le survey [BG98] ) indui t manifestemen t un e struc -
ture de contact quaternionienne ; la métrique construite par le théorème D dans ce cas 
est explicite , fourni e pa r l a formul e qu i donn e l'espac e hyperboliqu e quaternionien . 
Les structures 3-sasakienne s son t infinitésimalemen t rigides , donc forment u n espac e 
de modules discret — elles sont donc des points très spéciaux de l'espace des modules 
des structures d e contac t quaternioniennes , qu i doi t êtr e de dimension infinie . 

En effet , contrairemen t a u ca s octonionien , j e sai s qu e le s structure s d e contac t 
quaternioniennes existen t e n quantité , grâc e à  L e Brun [LeB91 ] ; u n sous-produi t 
de l a démonstratio n d u théorèm e D  indique e n effe t qu e le s métriques d e l a famill e 
(de dimension infinie ) d e déformations d e la métrique hyperbolique quaternionienne , 
construite pa r L e Brun, son t induite s pa r de s structures d e contac t quaternionienne s 
sur le bord. On voit donc là un cas intéressant où le prolongement quaternion-kahlérie n 
à l'intérieu r es t global . 

Cette propriété n'a cependant aucun e chance d'être vraie pour toutes les structures 
de contact quaternioniennes :  les métriques d'Einstein produite s par le théorème A ne 
sont en général pas quaternion-kahlériennes. On peut faire l'analogie avec le problème 
de Dirichle t pou r le s fonctions harmonique s su r l e disque :  seules son t holomorphe s 
celles don t l a valeu r a u bor d habit e dan s le s fonction s à  «fréquence s positives» . U n 
problème intéressant , dan s notre situation , consisterai t à  comprendre quelles sont le s 
structures d e contac t quaternionienne s à  «fréquenc e positive» , c'est-à-dir e telle s qu e 
la métrique quaternion-kâhlérienne construite par le théorème D s'étende à  l'intérieur . 
Cette questio n rejoin t l a «conjectur e d e fréquence positive » énoncé e en dimensio n 4 
par L e Brun à  la fin de [LeB91] . 

Remarque sur les notations. —  Tou t a u long de l'article, l a notation Sn indiqu e un e 
variété (quelconque ) d e dimension n , alor s que les sphères sont notée s §n . 
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CHAPITRE I 

DÉFORMATIONS D'EINSTEI N 
DES MÉTRIQUE S HYPERBOLIQUE S 

Le but d e c e chapitre es t l a démonstratio n d u théorèm e A , qu i construi t de s mé-
triques d'Einstei n proche s du modèl e symétrique , ave c infini conform e un e métriqu e 
de Carnot-Carathéodory adapté e à  une structure d e contact . 

L'idée d e bas e consiste , comm e dan s l e résulta t d e Graha m e t Le e dan s l e ca s 
hyperbolique réel, à réduire la question à un problème infinitésimal, un laplacien, entre 
des espaces de Hôlder à poids adéquats. L'analyse de cet opérateur pose des problèmes 
délicats ; je n e fai s pa s appe l à  la  difficil e théori e de s «edg e operators» , développé e 
par Mazze o et Melros e (voi r [Maz91] , [EMM91] , [Mel92]) , mai s je développ e un e 
approche qu i a  l e mérite d'êtr e à  l a foi s élémentair e e t rapide , e n utilisan t l'analys e 
harmonique su r le s sphère s homogène s § , bord s de s espace s symétrique s d e ran g 1 . 
J'obtiens ainsi le comportement de ces laplaciens sur l'espace hyperbolique. Puis, dans 
le cas hyperbolique complexe , cette analys e est greffé e su r toute variét é munie d'un e 
métrique asymptotiquement hyperboliqu e complexe , et on établit entr e quels espaces 
à poids les laplaciens sont Predholm. Ce transport d u modèle sur une variété générale 
est rendu possible par la propriété fondamentale suivant e :  deux structures de contact 
sont toujour s localemen t difféomorphes . Cett e propriét é n'es t plu s vraie dans les cas 
quaternionien e t octonionien , s i bie n qu e le s résultat s qu e j'obtien s dan s ce s deu x 
cas n e son t pa s auss i puissant s qu e ceu x espéré s à  parti r d u traitemen t d u modèl e 
symétrique; il s sont néanmoin s suffisant s pou r le s applications don t j'ai besoin. 

Le pla n d e c e chapitr e es t l e suivant . Dan s l a premièr e section , o n introdui t le s 
métriques asymptotiquemen t symétrique s e t o n donn e l e schém a d e l a démonstra -
tion du théorème, en explicitant notammen t de s solutions approchées du problème et 
en déterminan t l'obstructio n à  déformer un e métriqu e d'Einstei n asymptotiquemen t 
symétrique, distinct e d u modèl e symétrique . Dan s l a second e section , o n développ e 
l'analyse nécessair e sur le s espaces hyperboliques e n faisant appe l à  de la théorie des 
représentations. Dans  la  troisième section , o n transporte cett e analys e à  une variét é 
munie d'un e métriqu e asymptotiquemen t symétriqu e quelconque , e t o n discut e le s 
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problèmes d e régularit é à  l'infini . Enfin , dan s l a quatrièm e section , o n démontr e l e 
théorème A  e n traitan t d'abor d l e ca s hyperboliqu e complexe , essentiellemen t pa r 
application d'u n théorèm e de fonctions implicite s ; puis les cas quaternionien e t octo -
nionien d e manière légèremen t différente , plu s constructive , l a méthode d u ca s com-
plexe devenant inapplicabl e ca r le s métriques à  construire ne sont plu s mutuellemen t 
bornées avec la métrique initiale . 

1.1. Métrique s asymptotiquemen t symétrique s 
I. l .A. Espace s symétrique s d e ran g 1 . —  Nou s considérons le s espaces symé-
triques KHm , pou r K  = C , M  ou O. O n a 

CH™ =  su1$m/umi 

HHm =  Sp^m/SpiSpm, 
OH2 =  F^20/Spin9. 

Notons n l a dimensio n réelle , don c n = 2ra , 4 m o u 1 6 suivant le s cas . C e son t de s 
espaces homogènes Go/G, o ù G est l e stabilisateur d'u n poin t particulie r * . Soient go 
et g les algebres de Lie, alors go — g ® mo, et l a symétrie se traduit pa r [m0,mo ] C  g. 

Sphères et fibrations. —  Ce s espaces étant d e rang 1 , le groupe G agit transitivemen t 
sur les sphères autour d u point *  : notons §r l a sphère de rayon r autou r d e *. Fixons 
un rayon particulier exp(rX0), où X0 €  mo, issu de *, et notons if C G le stabilisateur 
de ce rayon (don c son algèbre de Lie f) est l e centralisateur d e Xo dan s g) , alors 

§ = G/H 

avec, dans no s trois situations , H = {7m_i, SpiSpm-i o u Spiri7. Notons g = ï ) 0 m ; 
dans le s trois ca s qu e nou s considérons , i l y  a  un e décompositio n d e m sous l'actio n 
de H, 

m = V(BW, 

où V = K.m_1 et W = Im(K). E n fait , l a distribution W es t integrable et tangent e à 
une fibration  d e S en sphère s g^11^-1 =  S1 , S3 ou §7, suivant l e cas : 

gdimK-l y g 

KPm-l 

où, par définition , o n a  OP1 =  S8. 
On peu t défini r un e 1-form e 77 su r S , à valeurs dans ImK, d e noyau Vy telle qu e 

77 : W Im K 
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Cette identificatio n es t choisi e de sorte qu e s i on a  un e K-bas e (e^ ) d e V, e t s i X =Yl™1 
xiei e t Y = Yl™1 y*ei sont deu x champs de vecteurs tangents à  V, alor s 

m —1 
(1.1) ~[X, Y]w = drj(X, Y) = Im xiVi-

i=l 
Métrique symétrique. —  L'espac e tangent à  KHm =  Go/G es t Go mo , tandis que 
l'espace tangent à  la sphère §r =  G/H es t Gx/ /m. L e lien entre les deux descriptions 
est donn é par l a flèche 
(1.2) g e m  —» (Ad(e-rXo)<?)mo =  sh( - adrX0)(? G  m0, 
qui identifie m  et l'orthogona l de Xo dan s %. Plu s précisément, l'opérateur a,dXo est 
un isomorphisme , 

adX0 :  m X$ c  mo , 
et so n carré (adX0) 2 a  des valeurs propres À2, où À* > 0, dans m ; si on a une R-base 
correspondante d e vecteur s propre s (Yi ) dan s m , alor s X0 e t le s Xi — À^1[X0,Fi] 
forment un e IR-base de mo. L'identification (1.2 ) devien t 

71—1 Tl—1 
XiYt -> ^2 sh(-r\i)xiXi, 

i=l i=l 
d'où o n obtien t l a métrique, 

n-l 
9o = dr2 + ] T sh 2(rA0^f. 

i=i 
En réalité , les n e peuvent prendr e que deux valeurs, comme le montre le lemme 

suivant. 
Lemme 1.1.1. — Les Xi sont égales à X sur V et 2X sur W, où X > 0. 

Démonstration. —  Comm e H stabilis e Xo e t agi t irréductiblement su r V, l'opérateu r 
(adXo)2 es t u n scalair e À2 sur V. 

Les valeurs propre s d e adX0 son t 0  (noya u f) et X0) e t le s ±Xi (vecteur s propre s 
Xi ± Yi). Maintenant , s i Yi, Y} E V, alors [Xi + Yi , Xj 4 - Yj] est u n vecteur propre de 
adXo pou r l a valeur propre 2À, si bien que la composante dans g, à savoir [Xi,Xj] + 
[Yi, Y}], doit êtr e dans W ;  d'un autr e côté , on a  immédiatemen t 

[Xo,[Xi,Xj]-\yi,Yj]]=0, 

donc [Xi,Xj] — [Yi,Yj] E \) ; finalement nou s déduison s qu e [Yi,Y)] m €  e t es t 
vecteur propre de (ad X0)2 pour la valeur propre 4À2 ; compte tenu de la structure de 
crochet (1.1) , c'est l'uniqu e valeu r propr e possible sur W. • 

Remarque 1.1.2. — L e lecteur aur a reconn u dan s l a somm e des sous-espaces propre s 
de a,dXo pou r le s valeur s propre s — À e t —2 À l'algèbre d e Li e nilpotent e d u group e 
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de Lie nilpotent qu i agit simplemen t transitivemen t su r l a sphère à  l'infini §o o privée 
d'un point . 

Nous normalisons X0 d e sort e qu e dan s l e lemme 1.1.1 , on ai t À  = 1 , c'est-à-dir e 
que le s valeur s propre s d e adX o soien t 0 , ± 1 e t ±2 . Nou s normalison s l a métriqu e 
invariante sur go de sorte que |A*o| = 1 . Alors la métrique symétrique s'écrit finalement 

(1.3) go = dr2 + sh2(2r)r? 2 + sh2(r)<7Kp™-i. 

Elle est à  courbure sectionnell e comprise entre — 4 et —1 . 

I . l .B. Métrique s asymptotiquemen t symétriques , —  À  présent , nou s intro -
duisons une classe de métriques asymptotiquemen t symétriques , au sen s où leur ten -
seur d e courbure , à  l'infini , es t asymptotiqu e a u tenseu r d e courbur e d u modèl e sy -
métrique KHm. Ce s métriques seront une première approximation pour les métriques 
d'Einstein qu e construi t l e théorème A . 
H-métriques de Carnot-Carathéodory. —  Rappelon s qu'un e if-structur e su r u n es -
pace vectorie l V es t un e réductio n à  i f de s repère s d e V. Ainsi , dan s le s notation s 
précédentes, l e champ d e plans V su r S  a une if-structur e :  dans l e cas H = Um-\, 
elle est caractérisé e pa r l a forme symplectiqu e dr) e t un e structure presqu e complex e 
compatible J ;  dans les cas H = Spm-\Sp\ e t Spinr^ ell e est caractérisée par le s trois 
ou sep t 2-forme s dr)i, donnée s à  l'action prè s de SO(3) o u SO(7). Dan s tous le s cas, 
nous diron s qu e la  if-structur e es t compatible à dt]\y, suivan t ains i l a définitio n A 
donnée dans l'introduction . 
Construction de métriques asymptotiquement symétriques. —  Soi t un e if-métriqu e 
de Carnot-Carathéodor y gy su r S , compatible à  un e 1-form e d e contac t r) à  valeur s 
dans Im(K ) ; nous choisisson s un supplémentair e W d e V = kerrç dans TS , de sort e 
que vi a 77, on ai t W — ImK Noton s gy l a form e quadratiqu e su r TS qu i coïncid e 
avec gy su r V e t a  pour noya u W. Définisson s su r R+ . x § la métriqu e 

(1.4) g = dr2 + sh2(r)gV +  sh2(2r)r/2 ; 

cette métrique ne s'étend pa s en r  =  0  en une métrique lisse , si bien que nous devon s 
la régulariser u n pe u autou r d e r = 0. 

Notons qu e l e choix de supplémentair e W n' a pa s d'importanc e géométrique , ca r 
modifier l e choix de W n e change la métrique g que par des termes qui sont en 0(e~r). 
La seule donné e es t don c bie n cell e du cham p V e t d e l a métrique d e Carnot-Cara -
théodory gy. O n récupère la classe conforme d e gy à  partir d e g en prenant l a limite 
des e~2rg\{ryx§ quand r  ten d ver s l'infini . 

Pour étudier cett e métrique, choisissons une base locale de champs de vecteurs sur 
§ :  prenons X0 = dr, puis X i , . . ., XdimK-i dan s W tel s que (rj(Xi)) formen t un e base 
standard d e Im(K), e t enfi n XdimK , • • • une base orthonormale de V, compatible à  la 
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1.1. MÉTRIQUES ASYMPTOTIQUEMENT SYMÉTRIQUES 15 

iî-structure. Le s vecteurs £o = dr>> (& = Xi/sh2r)i<-i<dimK e t =  Xi/shr)^dii 
forment un e base orthonormale pour g. 

Soient Xi e t Xj ave c i,j  dim K :  on a, quan d r ten d ver s l'infini , 
Xi X 
sh r ' sh r 

[Xj,Xj]w _j _ [Xj,Xj]y 
sh2 r sh 2 r 

[xuxj]w +0(e-r) 
sh r 

car d'après l a forme d e la métrique, |[-X$ , croî t en erOn noter a que les 0{e r) 
portent auss i sur le s dérivées. En notan t 

r¡ = (Vli • • • ,?7dimK-l), 
réécrivons cette estimatio n 

[65€i] 
dimK-l 

k=l 
A f c ( X i , X , ) & + 0 ( e - r ) , dim I L 

Ainsi dans ce crochet n e subsiste à  l'infini qu e le terme [Xi,Xj]w, qu'o n peu t encor e 
écrire dans Im (IK) comm e —dn(Xi,Xj). D e la même manière , 

Ko, 6] =  - 2 & + 0 ( e - r ) , 
Ko, 6] =  - í i +  0 (e"r), 
[65€i] =  0 (c-r)5 

1 ^ ¿ < dim IK, 
i ^ dim IK, 
i ^ 1 , 1  ^ j < dim IK. 

Écrivons =  7 z*6fe ; plus précisément , nou s voyon s qu' à l'infini , le s coefficient s 
7̂ - ont u n développemen t 
(1.5) 7 ¿ = 7 ¿ ( 0 ) +  e - 7 ¿ (!) +  • • • , 
avec les 7^(/) de s fonctions su r S , de class e Ck~1,a s i gv es t d e class e Ck'a, e t le s 7 ^ ( 0 ) 
sont de s constantes , identique s à  celle s d u modèl e symétr iqu e K H m correspondant , 
puisque le s dr/k(Xi, Xj) n e dépenden t qu e d e l a s t ructur e d e croche t V <g > V —• W, 
fournie pa r l a formul e ( 1 . 1 ) . O n e n dédui t immédia temen t qu e l a connexio n d e Levi -
Civita s'écrit , dan s cet t e trivialisatio n d u fibre  tangent , D9 = d H- a, ave c 

4 = i 
2< Jij Ijk 7¿¿)í 

on a  donc de nouveau pou r la  1 -forme a un développemen t 
(1.6) a = a(0) + e~ra(l) H  , 

avec les a(Z) de classe Ck 1, a su r S et a(0 ) à  coefficients constants , égaux à  ceux de 
KHm. Pour la courbure R9 = da + ^[a, a], o n obtient 
(1.7) R9 = R9(0)+e-rR9(l) + -- - , 

avec R9(l) défin i su r S  ; comme le s vecteur s d e dérivatio n suivan t §  son t toujour s 
accompagnés d'u n facteu r e_r , o n voi t qu e R9(l) es t d e class e Ck~lyQ e t le s autre s 
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16 CHAPITR E I. DÉFORMATIONS D'EINSTEIN DES MÉTRIQUES HYPERBOLIQUES 

Rg(l) de classe Ck~2,Q ;  enfin R9(0) es t à  coefficients constants , identiques à  ceux de 
K H m . 

Nous avons en particulier montr é que la métrique g mérite le qualificatif d'asymp -
totiquement symétriqu e d e la définition B , au sens suivant . 

Proposition 1.1.3. — Pour la métrique asymptotiquement symétrique g sur M définie 
par (1.4) , il existe une G-structure (non integrable) sur le bout de M, telle que 

\R9 - # ( K H m ) | =  0(e~ r ) , 
où i?(KHm ) est la courbure de l'espace symétrique K H m =  Go/G, transportée sur M 
grâce à la G-structure, et r est la distance à un point. 

Dans l'exempl e qu e nou s avon s construit , l a G-structur e es t clair e dan s le s ca s 
G = Um e t SpmSpi ;  le cas G = S ping es t moins habituel mais pas plus délicat —  on 
peut pa r exempl e défini r l a S ping-structure pa r un e 8-forme particulière . 

En réalité , la proposition es t valabl e avec plus de dérivées, voir la formule (1 .7). 

I . l .C. Déformatio n d e métrique s d'Einstei n e t obstruction . —  Le s mé-
triques asymptotiquement symétrique s sont , en particulier, asymptotiquement d'Ein -
stein. L e bu t d e c e chapitr e es t d e montre r qu e s i un e métriqu e asymptotiquemen t 
symétrique, gy construit e précédemment , es t asse z proche de la métrique symétriqu e 
standard go, alors g peut êtr e perturbée en une métrique d'Einstein (qu i reste asymp-
totiquement symétrique) . Le résultat rester a valable si go es t une métrique d'Einstei n 
satisfaisant certaine s condition s qu e nous allons examiner . 

Résumons à présent l a suite de cet article . Nous partons d'une métrique d'Einstei n 
go, asymptotiquement symétriqu e : 

Ric^° =  -\g0, 

et d'un e métriqu e g, asymptotiquement symétrique , proche de go. 

Équations. —  Rappelon s la  différentiell e d u tenseu r d e Ricc i pa r rappor t à  l a mé -
trique : 

d9 Rie g = |Ag

Lg - (ôg)*Sgg - ±Dgdtrg g, 

où le laplacien d e Lichnerowicz Ag

L es t défin i pa r 

A9

Lg = {D9)*D9g + Rie9 og + g o Rie9 -2R?g, 

avec 

(R°g)(X,Y) = J2^R9x,ei

Y'ei)-
Cette différentiell e n'es t pa s un opérateu r elliptique , à  caus e de l'action bie n connu e 
des difféomorphismes su r les métriques. Nous allons contourner ce problème d'une ma-
nière classique, en rajoutant un e «conditio n d e jauge» :  nous cherchons une métriqu e 
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1.1. MÉTRIQUE S ASYMPTOTIQUEMEN T SYMÉTRIQUE S 17 

h proche de g telle qu e 

(1.8) 
Rich +\h = 0, 

69h+ldtrgh = 0. 

La seconde condition es t une condition qu i fixe une tranche en g à l'action de s difféo -
morphismes, comm e i l ser a montr é plu s loi n dan s l a propositio n 1.4. 6 :  cela signifi e 
que, pour une métrique h proche de g, on peut toujour s fair e agir un difféomorphism e 
de sorte que cette condition soi t satisfaite. Ainsi , le problème de trouver une métrique 
d'Einstein h proche d e g est-i l rédui t a u systèm e (1.8) . Ce système, quan t à  lui , es t 
en généra l équivalent à  résoudre l'équation <&9(h) = 0, où 

&9(h) = Rich +\h +  (6h)*(S9h + ì d t r " h). 
Zi 

En effet , l e système (1.8 ) impliqu e évidemmen t &9(h) = 0  ; la réciproque es t fourni e 
par l e lemme suivant . 

Lemme 1.1.4 — Si <ï>9(h) = 0 et Rich < 0, et si \S9h + ±dtr9 h\ tend vers 0, alors h 
satisfait le système (1.8) . 

Démonstration. —  Comm e 6h Rich +\dsh = 0 , o n dédui t d e l'équatio n $>9(h) = 0 
l'égalité 

(ôh(ôh)* - -dôh)(S°h +  irftr » h) = 0. 
Z Z 

Posant 7  =  89h+ ^dtr ^ h, cela se réécrit auss i 

{{Dh)*Dh - Ric/l) 7 = 0 , 

d'où o n dédui t 
Ah M2 — 2(Ric/l 7,7) ^  0 . 

Puisque J7 J tend ver s 0  à l'infini , l e principe d u maximu m impliqu e immédiatemen t 
le résultat . 

Calculons à  présent l a différentielle d e l'opérateur O n obtien t 

dg*9h = A9Lh + \h 

(1.9) =  \(Dg)*D9h - R9h -h J(Ric* oh + ho Rie9 +2\h); 

pour l a métrique d'Einstei n g0, cela se réduit à 

d9o$goh = hDgo)*D9oh - R90h. 
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18 CHAPITR E I. DÉFORMATIONS D'EINSTEIN DES MÉTRIQUES HYPERBOLIQUE S 

Cas symétrique. —  S i on note d9 la différentielle extérieur e induit e pa r l a connexio n 
de Levi-Civita sur les formes à  valeurs dans l e fibre cotangent, alors, par une formul e 
de Weitzenbôck [Bes87 , 12.69] , on a 

(1.10) 2dgo99oh = Ad90h- R90h + Xh; 

cependant, o n a  l'inégalité [Bes87 , lemm e 12.71 ] 

( L U ) 
(R° h, h) s » 

\h\2 + n ^ (n - 2)K«U№; 

si go est l a métrique symétrique , donc à  courbure compris e entre — 4 et —1 , alor s 

(-R90h + \h,h) ^ (n-2)\h\2. 

De cette inégalité , on dédui t immédiatemen t l e lemme suivant . 

Lemme 1.1.5. — Pour la métrique symétrique go, l'opérateur d9o&90 est un isomor-
phisme L2' 2 —» L2, où L2,2 est Vespace de Sobolev à deux dérivées dans L2. 

Démonstration. —  Grâc e à  l'estimatio n 

(dgo*°°u,u) = i||£>9°«|| 2 -  (Rs°u,u) ^ i ( n -  2)\\u\\2, 

on voi t qu e l'on peu t obteni r l a solution d e dgo$9ou = v pa r minimisatio n dan s L1'2 
de la fonctionnell e 

u — • i | | ^ °u | | 2 -  (R?°u,v). 

Comme dgo&90 es t un opérateur elliptiqu e homogène, on a des estimations elliptique s 
locales, avec constantes uniformes , su r le s boules d e rayon 1 , donc u es t e n fai t dan s 
L2*2. • 

Il es t intéressan t d e note r qu e ce lemme, première étap e à  l a constructio n d e nos 
métriques d'Einstein , es t démontré grâce à la même estimation qu i mène à la rigidité 
des métriques d'Einstein à  courbure sectionnell e strictement négativ e sur une variét é 
compacte [Koi78 ] (voi r auss i [Bes87 , corollair e 12.73]) . 
Obstruction. —  S i go n'est pa s l a métrique symétriqu e (ell e peu t êtr e un e métriqu e 
d'Einstein asymptotiquemen t symétriqu e su r un e variét é M d e bord S), l'opérateu r 
dgo$90 pourrai t avoir un noyau dans L2. Ce noyau est, comme on le verra, l'obstruction 
principale à résoudre l'équation $9(h) = 0 pour une métrique g proche de go. Ce noyau 
L2 apparaît comm e un espac e H1 d u complex e 

n t  <v? v o  2  dgRic+\ 2 
0 —> V —> Sym y Sy m , 

où V est l'espac e de s champs d e vecteurs, et l a flèche V  —• Sym2 es t l'actio n infinité -
simale d'un cham p de vecteur X £JX9- Cel a justifie l a définition suivante . 
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Définition 1.1.6. —  L'espac e d'obstruction L2H}{g) es t défin i comm e le noyau L2 de 
l'opérateur dg$9 = \(D9)*D9 - R*. 

En particulier , d'aprè s l a formule d e Weitzenbôck (1.10 ) e t l'inégalit é (1.11) , s i g 
est à  courbure sectionnelle K9 < 0, alors L2"H}-{g) — 0. 

Dans la construction précédente , s i on part d'un e métriqu e go avec L2ïî1(go) =  0 , 
alors le lemme 1.1.5 ser a encore valable , comme on le verra plus loin. 
Suite du chapitre. —  Le fait que , dans le lemme 1.1.5, la différentielle d e 3>̂ ° en go soit 
un isomorphisme dan s L2 est à  peu prè s ce qu'il faut pou r applique r l e théorème des 
fonctions implicites  à l'équation Qg(h) = 0. Cependant, les espaces L2 ne conviennent 
pas pour résoudre ce problème d'analyse non linéaire : l'utilisation d'espaces de Hôlder 
s'impose dans cette situation ; de plus, la condition L2 implique une décroissance forte 
à l'infini , alor s que nous voudrions étudie r de s déformations bornée s d e go, ce qui va 
nous conduire à  introduire de s espaces à  poids. 

Aussi, dans la deuxième section , on va développer l'analyse d'un opérateu r te l que 
dgo&90 su r les espaces symétriques de rang 1 et de type non compact. Cette analyse est 
d'ailleurs valable plus généralement pour tous opérateurs elliptiques homogènes sur ces 
espaces. On l'étend dans la troisième section aux espaces seulement asymptotiquemen t 
symétriques, c e qui permettr a e n particulie r d e travailler ave c des métriques g0 plus 
générales. 

Dans la  quatrièm e sectio n d u chapitre , o n appliquer a cett e théori e à  l'opérateu r 
d9o$>90 pou r montre r qu'i l fourni t u n isomorphisme , no n seulemen t entr e certain s 
espaces L2, mais aussi entre espaces de Hôlder à poids. Quelques variations autour d u 
théorème des fonctions implicite s permettront alor s de démontrer l e théorème énoncé 
dans l'introduction . 

1.2. Analys e su r le s espace s symétrique s d e ran g 1 
Dans cette section, nous développons l'analyse des opérateurs sur KHm, elliptiques, 

homogènes, dont nou s avons besoin . 
Nous utilisons une méthode élémentaire, qui s'appuie essentiellemen t su r la théorie 

des représentations, pour obteni r l'estimatio n de s fonctions d e Green de s opérateur s 
concernés. Ces fonctions d e Green sont alors comparées à celles d'opérateurs scalaires , 
ce qui permet d'obteni r l e comportement de s opérateurs dan s de s espaces de Hôlde r 
à poids . 

1.2.A. Diagonalisatio n d e l'opérateur . —  Nou s commençon s pa r diagonalise r 
nos opérateur s e n faisan t u n analogu e d e l a transformé e d e Fourie r su r no s sphère s 
homogènes (voi r par exempl e le livre [Wal73]) . 
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Analyse harmonique sur G /H. —  La propriété de base des espaces symétriques Go /G 
de rang 1 est que le groupe compact G agit transitivement sur les sphères concentriques 
§r = G/H. U n fibre homogène sur § est donné par 

E = G xPo V0, 

où po est une représentation de H dans l'espace vectoriel VQ. Si p est une représentation 
de G dans Vp, on peut associe r à un élément 

v (g) w G Vp 0 HomH(Vp , V0), 

où HomH désign e les morphismes invariant s sous H, une section de EY 

°v®w{g) = w{p{g~1)v) = {wJp{g~1)v)] 

nous préféreron s l a seconde notatio n qu i voit w comme un élément d e (V* <g> Vo)H ; 
notons TPE le sous-espace d e sections d e E ains i engendré ; s i on prend toute s les 
représentations irréductible s d e dimension finie  p de G, on engendre ains i toute s les 
sections de E : 

L2(E) =  0p irréductiblel̂ i?. 
Connexion homogène. —  Nous reprenons les notations de la section Ll.A. Nous nous 
plaçons à  présent su r tout l'espac e symétriqu e Go/G e t nou s considéron s u n fibre 
homogène E =  Go x G VO ? donné par une représentation p0 de G dans Vo. Un tel fibre 
est naturellemen t pourv u d'un e connexio n D, provenan t d e la connexion standar d 
du G-fibr é principa l TT : Go Go/G. Dans l e cas où le fibre E es t obtenu pa r une 
opération tensorielle, ou autre, à partir du fibre tangent, cette connexion coïncide avec 
la connexion de Levi-Civita. Un tel fibre devient trivia l quand on le tire en arrière sur 
Go, et sa connexion devien t 

(2.1) 7r*D = d+(poU(gô19o)6), 

où l'indice g désigne la projection dan s la décomposition go = g® xxio. 
Nous voulon s exprime r cett e connexio n plutô t e n terme s d e vecteur s tangent s 

X €  mo , c'est-à-dire comm e d H- a , o ù a  es t un e 1-form e su r mo, à valeur s dan s 
les endomorphisme s d e E. Rappelon s qu e nous avon s fixé  un rayon exp(rXo ) dan s 
Go/G : l'identification entr e Go/ G et E+ x  G/H s e fait pa r g0 = ^exp(rXo). Nou s 
déduisons de (2.1) que la trivialisation su r Go est 3r-parallèle, don c 

(2.2) aXo = 0. 
En revanche , pour un vecteur tangen t g à G/H e n pexp(rXo), on a 

(g^èo)* = (e-r*°ff-1£) g 
= ch(-adrX0)#-1(7 ; 

d'après (1.2) , l'élément d e mo, orthogonal à X0, correspondant à  g~xg G m, es t 
X — sh(— adrX0)<7-1<7 G m, 
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d'où nou s déduison s 
(2.3) ax =  (po).(coth( - adrX0)X) , X G  X0 С XÏIQ. 

Cas du fibre tangent. —  Compléton s X0 en une base (Xi)0^i<n, orthonormale , de mo, 
et notons Af =  1  ou 4 les valeurs propres correspondantes de (adX0)2 ; en appliquan t 
les formules précédentes , on obtien t 

(2.4) 

ôdr 
i>0 

(DXtdr,Xi) 

i>0 
([coth(- adrX0)Xi, Xo), Xi) 

i>0 
Xi coth(rA¿) 

(2(dimK - 1 ) coth(2r) +  ( n - dimK ) coth(r)). 
Cette fonctio n est , à  un e constant e près , l a courbur e moyenn e de s sphère s concen -
triques Sr , e t nou s noteron s 

M(r) --Sdr 2 
dr volsr». 
2volSr ' 

la deuxième égalité donnai t un e autre manière de calculer 5€(r) , puisque 
volSr (shr n—dim K >h 2r) dimK-l 

Quand r  ten d ver s l'infini, o n a 

(2.5) •K{r) ~ Oi --Sdr 
2 

dimK) +  (dimIK - 1) , 

et l e volume devien t 
(2.6) volSr ~  e™r. 

Enfin, d e manière similaire , on vérifi e 
(2.7) SXi =  0 , i>0. 

Calcul du laplacien. —  Le fibre homogène E su r Go/G rest e homogène sur les sphères 
G/Hy e t nou s pouvons don c décomposer tout e sectio n a d e E su r Mî . x  § en 

a = 
p 

a(r) 

où cFp(r) es t un e section de E su r G/H qu i vit dan s YPE. Nous pouvons décompose r 
<Tp(r) e n 

an(r)(a) — 
w<g>v 

fw®v(r)(w,p(g 1)v), 

où l a somm e cour t su r un e bas e d e Vp ® (V* ® V0)H. Nous allon s don c calcule r l e 
laplacien su r une section d u typ e 

a = f(r)(w,p(g 1)v). 
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Nous avons 
(2.8) DXo<T = dr* = drf(w, p(g'x)v)\ 

d'autre part , l a différentielle suivan t G est 

d(r(g) = -f(wJpm(g'1g)p(g'1)v); 

compte ten u d e l a formul e d e passag e (1.2 ) e t d e l a form e d e connexio n (2.3) , o n 
déduit l a formule, pou r X G  mo orthogonal à  Xo, 
(2.9) Dxa = <{(p0)*(coth(-radX0)X) -  pm(sb-1(-radXo)X)t}w9p(g-1)v). 

Le fibre tangent T{GQ/G) es t associ é à l a représentation A d sur nio ; donc la dérivé e 
covariante Do es t élémen t d u fibre  homogèn e Q1 <g> E associ é à  l a représentatio n 
ffio <8 > Vo de G. Les formules (2.8 ) e t (2.9 ) nous montrent qu e 

a € TpE Do G  T^Q1 ® E). 

À présent, nous passons au laplacie n 
D*Do = -XxDDo. 

Compte tenu d u calcu l des divergences (2.4 ) e t (2.7) , on obtien t 

(2.10) D*Do = -d2o -  2K(r)dro 

-5^({(/>o)*(coth(-radX0)Xi) - p,(sh-1(-raidXo)Xi)t}2w,p(g-1)v). 

i>0 
Quand r  ten d ver s l'infini, le s termes en sh_1(radXo) tenden t ver s 0, et l'opérateu r 
devient 

D*Da = -d2o - 2K(r)dro - ] T ( ( A ) ) * ( ^ ) V p { g ~ x ) v ) + O(e~r)o. 
i>0 

Remarquons que , bien entendu, l e terme 0(e~r) dépen d d e la représentation p . 

I .2 .B. Fonctio n d e Green . —  Nou s voulons à présent étudier , sur un fibre homo-
gène Ey un opérateur d u typ e 

P = D*D + % 

où 01 est u n term e homogène , autoadjoint , d'ordr e 0  ; un te l term e préserv e bien le s 
facteurs TPE. Nous supposons une propriété de coercivité de l'opérateur , 

(Pu,u)^c\\u\\2, 

pour une fonction u dans L2. Cela implique, comme dans le lemme 1.1.5, que l'équation 
Po = C a une unique solution dans L2 dès que C est dans L2. En conséquence, il existe 
une fonction d e Green, G(x,y) , telle que G(x,y) G  H o m ^ , ^ ), e t 

a{x) = J G(x,y)Ç(y)dy. 
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Cette fonction d e Green es t caractérisé e par l'équatio n 
PxG = 6x(y), 

et pa r s a croissanc e L2 pa r rappor t à  #  à  l'infini . S i P es t homogène , alor s G es t 
homogène par rappor t à  y, donc on peut s e contenter d e calculer 

G{x) = G(x,*). 

Cette fonctio n G{x) es t à  valeur s dan s Hom(.E*,i2) , e t pou r £  G  E*, nou s noteron s 
G$ (x) l a section d e E correspondante , vérifian t don c l'équatio n 
(2.11) PGt(x) = 5+(x)Ç. 

Nous pouvons décomposer G$ suivant le s TPE. 

Lemme 1.2.1. — La fonction de Green G^ se décompose sur un nombre fini de TPE. 

Démonstration. —  Rappelon s que G$ est caractérisé e par l'équatio n (2.11 ) e t pa r s a 
croissance L2 à l'infini. Pou r obtenir le lemme, il suffit d e montrer que l'on peut écrir e 
tout £  G  E* comm e valeu r à  l'origine d'un e sectio n continu e a , s e décomposan t su r 
un nombr e fini  d e TPE pou r r  >  0 . L a solutio n d u problèm e es t simpl e :  considé-
rons p = po (qu'il fau t éventuellemen t décompose r e n composantes irréductibles sou s 
H) ;  les sections d e TP0E sont le s (w, po(g~x)v), pou r w G  Hom7*(Vb , VQ) e t v G  VQ. 
Considérons le s sections a ave c w = 1 , définies pa r 

ov(r)= Po(#-1 K 
D'après (2.8) , nous avons Ddrav =  0 , et d'après (2.9) , pour X G  mo , orthogonal à Xo, 

DXCTV = (po) * (jhsh 1( - radX0)X^ p0{g~1)v, 

donc Dx&v = 0(r) ;  à  parti r d e là , i l es t clai r qu e le s av s'étenden t à  l'origin e e t 
fournissent un e base de E* quand v parcour t un e base de Vo - En fait , s i on identifi e 
E* e t y , l'opératio n v —> av es t simplemen t l'opératio n d'extensio n radial e de v. • 

Nous pouvons à présent obtenir le comportement d e G%. S i p est une représentation 
de G dan s V e t m  C  g un sous-espac e vectorie l d e g, nous définisson s u n opérateu r 
de Casimi r d e p relativement à  m par 
(2-12) e (m,p) = - ^ p . ( y i ) 2 , 

i 
où (Yi) est un e base orthonormée de m. 

Proposition 1.2.2. — Soit E un fibre homogène associé à la représentation po, et P — 
D*D + 31 un opérateur coercif. Si p est la plus petite valeur propre de C(m, po) + 
alors, quand r tend vers l'infini, on a 

\G€\ = O (e-^+V^^yy 
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Démonstration. —  Compt e tenu du lemme 1.2.1, on est ramené à montrer l'estimation 
souhaitée pou r chaqu e composant e individuell e ap d e G% dan s TPE. L a sectio n op 
satisfait, pou r r > 0, 

D*Dap +%ap = 0, 

qui es t un e équation différentiell e ordinaire ; ap est dan s Z,2 , disons pour r  ^  1  ; par 
régularité elliptique , i l en es t d e même pour drap e t d2up ; compte tenu d u compor -
tement d u volum e à l'infini donn é par (2.6) , nous pouvons écrire 

0>(r) = 
r 

e~2:Kr(drap)e2:Krdr, 

et pa r conséquent , pour r  ^  1 , 

kp(r)l2 
e-2JCr 

2tK 
roc 

\dTap\2e™rdr ^ ce~2:Kr\\drcrp\\2L^ 

la même chose est valable  pour drap, don c 

(2.13) \ap\,\dr*p\ = 0(e-*r)-

D'après l a formule (2.10 ) pour l e laplacien, nous avons l'équatio n 

(2.14) -d2rap - 23idrap + (e (po,m) 4- #)crp : 0(e~r)ap +  0(e-r)dr*p; 

la plus petite valeur propre de G(po,m) -h 31 est /x , et pou r l'espac e propre correspon-
dant, l'opérateu r 

-dl - 23idr +  il 

a pour noyau e(-M±y/K2+ti)r . compte tenu de (2.13), c'est un exercice facile de déduire 
de l'équation (2.14 ) le résultat d e la proposition. • 

I.2.C. Comportemen t dan s le s espace s d e Hôlde r à  poids . —  Nou s définis -
sons u n espac e d e Hôlde r à  poid s C%'a pou r le s section s a d'u n fibr e homogèn e e n 
demandant qu e 

(chr)V G  Cfe'a . 

Ce sont donc des sections de régularité locale Cfe'a, qu i décroissent à  l'infini e n e~ôr ; 
dans la définition , l e terme ch r remplac e er d e sorte d'éviter tou t problèm e de régu-
larité en r  =  0 . 

Nous aurons besoin auss i des analogues L2 : on défini t l'espac e 

L2 = e(KS)rL2^ 

puis les espaces L2ô'k ave c k dérivée s dans L*. 
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Estimation elliptique locale. — I l est clair qu'un opérateur différentiel homogène P = 
D*D + R envoi e continûment C^+2' a dan s C*'a . Compt e tenu de l'homogénéité, o n 
a l'estimatio n elliptiqu e locale , su r tout e boul e B\ d e rayo n 1  de KHm , pou r un e 
constante indépendante du centre de la boule, 
(2.15) \\U\B1/2\\Cb + 2><* ^c(\\u\Bl\\Li^\\Pu\Bl\\c^). 

On a la même chose dans le s espaces L2. 

Estimation L2 pour le laplacien scalaire. — Considéron s à  présent l'opérateu r 
p = d*d + fi 

sur le s scalaires, où a es t un e constante fixée . 
Si / ( r) es t un e fonction tell e que f(R) = 0, alors, par intégratio n pa r parties , 

(2.16) 
lo 

fdrfe~2^r vo\r dr ^ 
lo 

ÇK(r) - i)j e~^T vol r dr; 

d'un autr e côté , pour tou t nombr e a > 0, on a 

(2.17) -fdrf^^{a-l{drf)2 + af2) 

Prenons à  présen t un e fonctio n /  défini e su r l a boul e BR dan s KH m e t null e su r 
r — R; en appliquant le s deux inégalités précédentes , nous obtenon s 

sn 
(d*df, ne-27 r = 

BR 
\df\2e-2^r - 21fdrfe-^r 

sn 
(-2(o +  i)fdrf - a2f2)e-^r 

sn 
(2(a + y)W(r) -y)- a2)f2e-2^r 

et e n prenant a = !K — 7, compt e tenu d e 3€(r) ^  IK , 

^ m2 -  72 ) 
BR 

/2e-27r 

puis, en utilisant l'inégalit é d e Cauchy-Schwartz , pour /  à  support compact , 
(2.18) I le -^P / IU^KH-) >  ( ^ 2 - 7 2 +  ^)l |e-^/IU2(KH".). 
L'opérateur P es t don c coercif , pourvu qu e 0~C2 + JJ, > 0 . D 'autre part, rappelon s qu e 
la norm e ||e _7r/||£2 correspon d à  de s fonction s à  décroissanc e e n e~(rK-7)r , don c à 
l'espace à  poids S = 'K — 7. L 'estimation (2.18 ) mène alors immédiatement a u lemme 
suivant. 

Lemme 1.2.3. — L'opérateur scalaire P : Le' —> • L, ' est un isomorphisme, pourvu 
que 

<H - y/W + f* < S < 2i + x/^ 2 +  M-
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Démonstration. —  Nou s avons un isomorphism e dans L2, qu'il s'agi t d'étendr e dan s 
L2. L a conditio n su r S dan s l'énonc é d u lemm e di t exactemen t !K2 —  72 -h p, > 0 , 
donc l'estimation (2.18 ) montr e qu e l e noyau dan s L2S es t nu l e t l'imag e es t fermée ; 
le conoyau s'identifi e alor s au noyau dan s L2:K_5, qu i est égalemen t nul . • 

Analyse du laplacien scalaire. — Nou s appliquon s l a résolutio n L2 à  l a résolutio n 
dans les espaces de Hôlder . 

Lemme 1.2.4. — SiJi — yJOi2 +  p < S < *K + y/Ji2 + p, alors l'opérateur P sur les 
scalaires est un isomorphisme C*~l~2'0 : —> C*'** . 

Démonstration. —  Commençon s par remarque r que , comme application de s estima-
tions L2 , sous l'hypothèse p > —!H2, le problème de Dirichlet su r Br 

Pf = <7, f\dBr = 0 , 
a un e uniqu e solutio n /  su r Br. Noton s fi l a suit e de s solution s su r le s boule s B{. 
L'estimation (2.18 ) rest e valable pour le s fiy et nou s donn e 
(2-19) \\g\\Ll > (-(5') 2 +  25'rH : + /x)||/i||£|((Bi); 

les hypothèses du lemme sont —S2 + 2S0C -f p > 0, donc on peut choisi r S' tel qu e 
(1) 8' < S, si bien que C$ C Lj, ; 
(2) ~{5')2 + 2ô'M + p>0; 

comme corollaire des estimations elliptiques sur la boule Bi e t d e l'estimation (2.19) , 
on obtien t 

sup|/i | ^  ci (||/i||L2(Bl) +sup|#| ) 
B\ B% 

(2.20) ^  c2\\g\\c°-

Posons <f> = eSrfi. O n calcul e 
eôrPfi = d*d<t> + 28dr<t> +(p + 2S3i(r) - 82)<f). 

Appliquons l e principe d e maximum à  4> su r l'anneau 1  ^ r  ^  i : comme CK(r) > Oi, 
nous obtenons 

sup 4> ^  su p (  sup0, (S2 + 2S<H + /i)-1 su p eôrPfi) ; 
l^r^z \r=l l^r^ i / 

compte tenu d e (2.20) , nous déduison s 

\fi\ ^ c3e-Sr\\9\\co. 

En passan t à  la limite, nous voyons que fi converg e vers une limite /  G  C®, solutio n 
de Pf = g, avec 

H/Ile» ^ c3e-Sr\\g\\co. 

Les estimations elliptique s locale s (2.15 ) donnen t alor s le lemme. • 
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On remarquera que, dans la démonstration, la résolution L2 donne, via la régularité 
elliptique, une première estimation C° su r un compac t ; près de l'infini, i l suffit alor s 
de comparer, grâce au principe de maximum, la solution à des fonctions auss i simples 
que e~ôr. 

D'autre part , nou s avon s un e fonctio n d e Green G qu i n e dépend , dan s l e ca s 
scalaire, que du rayon r ; elle satisfait l'équatio n 

—d2G - 23i{r)drG + fiG = 0 . 

Dans le cas a = 0 , on a la formul e 

G(r) = H 
J r 

du 
(shu)n-dimK(sh2u)dimK-1 ' 

en général , on a , pour une constante un ne dépendant qu e de n , 
G(r) ~  est . • c-(^+V5c5+?)ri r  oo , 

(2-21) ^ ( r ) - ^ , r ^ O , 
G(r) >  0 . 

Pour montrer la troisième assertion, appliquons à nouveau notre principe de maximum 
à l a fonction </) = eôrG, donc 

d*d<p + 2Sdr<t> + 0 * + 2£K(r ) -  82)<t> = 0 ; 

choisissons 5 satisfaisant l'inégalit é d u lemm e 1.2.4 , donc /LL H- 2SJi(r) — S2 > 0  et <j> 
tend vers 0 à l'infini ;  si (j) prend des valeurs négatives, compte tenu du comportemen t 
asymptotique, i l doi t avoi r u n minimu m négatif , c e qui es t contredi t pa r l e principe 
de maximum ; d'où l e résultat . 

Nous appliquerons cette remarque pour contrôler toutes les fonctions de Green des 
opérateurs par celle s d'opérateurs scalaires . 
Cas général. — L e calcu l d e l a fonctio n d e Gree n dan s l a propositio n 1.2. 2 a  pou r 
conséquence le résultat suivant . 

Proposition L2.5. —  Soit E un fibre homogène associé à la représentation po? et P — 
D*D + 01 un opérateur coercif. Si p est la plus petite valeur propre de C(m, po) H- %, 
nlnr.Q 

c-(^+V5c5+?)ri 
est un isomorphisme, pourvu que 

*K - y/M2+p <ô <M+ J<K2 + a. 

Démonstration. —  Regardon s l'équation Pf = g, donc 

/(*) = G(x, y)g(y)dy; 
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compte tenu d e la proposition 1.2. 2 e t de s propriétés (2.21) , il existe une constante c 
telle que \G(x,y)\ ^  cC? o (#,?/), °ù es t l a fonction d e Green de l'opérateur scalair e 
P0 = d*d -f p. Soi t / o tell e que Po/o =  M ? alors 

1/0*01 ^ c JG0(x,y)\g(y)\dy =  cf0(x), 

d'où o n déduit , grâc e a u lemm e 1.2.4 , que /  G  C® ; à partir d e cela , le s estimation s 
elliptiques locale s (2.15 ) fournissen t /  G  C*+2,a; . • 

1.3. Analys e pou r le s métrique s asymptotiquemen t symétrique s 
Dans cett e section , nou s donnon s quelque s outil s pou r applique r l'analys e su r le s 

espaces symétriques d e rang 1  aux variétés asymptotiques à  ces modèles, c'est-à-dir e 
munies de métriques asymptotiquement symétriques . Cela est nécessaire , notammen t 
pour étudie r le s perturbation s d'un e métriqu e d'Einstei n différent e d e l a métriqu e 
symétrique. 

Nous commençons par quelque s outils de régularité locale à l'infini, qu i s'appuien t 
sur l e fait qu e la géométrie es t uniform e à  l'infin i ;  puis nous étudions le s opérateur s 
elliptiques envisagé s dans la section précédente . 

1.3.A. Régularit é local e à  l'infini . —  Soi t M un e variété , à  bord S mun i d'un e 
métrique de Carnot-Carathéodory gv su r le noyau d'une forme de contact 77 , e t g une 
métrique asymptotiquemen t symétrique , à  l'infini d e la form e 

(3.1) g = dr2 +e4rV2 +e2rW-

Nous commençons pa r donne r l a version technique définitiv e d e la définition B . 

Définition 1.3.1. — Un e métrique asymptotiquement symétrique es t une métrique qui 
près d e l'infin i s'écri t g 4- /i, où g es t défini e pa r (3.1) , ave c gy d e régularit é local e 
C2'a, e t heCÏa. 

La courbure d'une telle métrique satisfai t encor e la proposition 1.1.3. Nous voulons 
expliquer l e traitement de s problèmes de régularité locale pour un e telle métrique . 
Normes de Hôlder. —  Pou r un e métriqu e comm e g, l a géométri e es t uniform e à 
l'infini, c e qu i s e tradui t e n particulie r pa r l e fai t qu e la  courbur e sectionnell e es t 
majorée e t l e rayo n d'injectivit é nnj born é inférieurement . Pa r conséquent , d'aprè s 
[BK81, propositio n 6.4.6] , il existe u n rayo n rCOnv, tel qu e dan s un e boule d e rayo n 
rCOnV) deux point s x e t y soien t relié s par un e unique géodésiqu e minimisante . 

Vérifions qu e la norme Ca de s tenseurs, déjà utilisée  précédemment, es t naturelle -
ment définie . Fixons un paramètre p < rconv, et pour x, y tels que d{x,y) < p, notons 
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Px-^y l e transpor t parallèl e l e long d e l a géodésiqu e minimisant e joignant x à  y. L a 
norme de Hôlder es t défini e pa r 

(3.2) IMIc" =  sir p \u\ + su p \px^y(u(x)) -u(y)\ 

d(x,y)<p d(x,y)<* 

La norme Ck'a es t alor s naturellement défini e par 
k-l 

IMIc*.«<*) =  X > u p | V ^ | +  ||V*ti||c- , 
0 

et la norme de Hôlder à poids par 
IMIc^Cs) =  \\ch(r)ôu\\ci°,<*(g)-

Coordonnées harmoniques. —  Pou r traiter le s problèmes de régularité elliptique lo-
cale, nous avons besoin sur nos boules de coordonnées où la métrique est contrôlée. En 
principe, cel a ne pose pas de problème en raison de la géométrie uniforme à  l'infini , 
mais il y a quelques subtilités liées à l'emploi d e métriques de régularité C2,a. 

Si la métrique gy su r S es t lisse, alors la courbure de g est complètement contrôlée 
par le calcul (1.7 ) et , dans des coordonnées géodésiques, la métrique g sera uniformé-
ment proche de la métrique plate, par exemple dans C2,a. Rajouter une perturbation 
tendant vers 0 à l'infini, h E C|,a, n e change rien. Dans cette situation, la proposition 
1.3.2 ci-dessou s est inutile . 

En revanche, s i la métrique gy es t seulemen t d e régularité C2'a , l e raisonnement 
précédent n e fonctionne plus , puisque les coordonnées géodésiques font perdr e de la 
régularité. Pou r remédie r à  c e problème , nou s utiliseron s à  l a plac e l'existenc e d e 
coordonnées harmoniques , qu i sont d e régularité maximale . L a proposition suivant e 
nous suffira . 
Proposition 1.3.2. — Soit Q > 1, si ||Ric p 11 -̂2,« ^  C et r\nj ^ i, alors il existe 
fharm? dépendant seulement de Q, C, i et k + a, tel que toute boule Brh&rm(x) ad­
mette des coordonnées harmoniques dans lesquelles les coefficients gij de la métrique 
satisfont 

Q-HSij) ^ (9ij) \9p9ij(y) 

1<J/3|<* 
rharm S U p | ô ^| + 

\P\=k 
» h ü sup 

\9p9ij(y) -dpgij(x)\ 
\x-y\a 

Q1 

La théori e es t du e à  Anderso n e t Cheege r [AC92 , And90] , qu i obtiennen t le s 
coordonnées harmoniques sous une hypothèse C° su r Ricci et en déduisent un e régu-
larité C1,a pou r la métrique. Mais dans des coordonnées harmoniques, Ricci devien t 
essentiellement elliptique et l'on peut obtenir une régularité C2,a sur g à partir d'une 
régularité Ca su r Rie . L a version qu e nous avons donnée est un e conséquence facil e 
des techniques exposées dans le survey [HH97 ] (j e remercie Marc Herzlich pour son 
aide sur ce point). 
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Quitte à  diminue r rharm , on peu t suppose r qu'i l es t plu s peti t qu e l e rayon rconv 
défini plu s hau t ; nous utiliseron s p = rhar m dans l a définitio n (3.2 ) de s norme s d e 
Hôlder, d e sort e que su r un e boul e Brh&rm, o n dispos e de coordonnées o ù les norme s 
de Hôlder par rapport à  la métrique g et à  la métrique euclidienne sont uniformémen t 
bornées. 
Régularité, difféomorphismes. —  Nou s avon s maintenan t le s outil s adéquat s pou r 
traiter le s problèmes de régularité que nous rencontrerons plu s loin . Par exemple , on 
obtient l e lemme suivant . 

Lemme 1.3.3. — Soit g fixée comme en (3.1) . Alors l'application 7 —» Ricp+T est lisse 
Cla{9)^Cf{9)-

Démonstration. —  Comm e le s norme s d e Hôlde r son t définie s d e manièr e locale , l a 
question est purement locale . On est donc ramené à vérifier l'assertion dan s une boule 
2?rharm munie de coordonnées harmoniques fournies par la proposition 1.3.2. Dans cette 
boule, la métrique g et l a métrique euclidienne s e comparent uniformément , don c les 
normes d e Hôlde r s e comparent uniformémen t aussi , e t o n es t ramen é à  regarde r l a 
question pa r rappor t à  la métrique euclidienne . Maintenant , Ricp+ T est u n opérateu r 
non linéair e d u secon d ordr e e n 7 , donn é pa r de s expression s explicite s e n fonctio n 
des dérivées de 7  :  il est évidemmen t lisse . • 

Nous considérerons aussi un groupe de difféomorphismes d e (M, g) laissant l e bord 
S fixe. Nous voudrions définir un groupe 3Diff '̂a(^), des difféomorphismes d e régularité 
locale Cfe,0: , valan t l'identit é su r l e bor d à  l'infini , e t induit s prè s d e l'infin i pa r u n 
champ de vecteurs de régularité C^a(g). E n réalité , i l s'agira d'u n abu s de notation , 
car nous nous contenterons d e paramétrer u n voisinage de l'identité pa r 

Cla{9)^Cf{9)-
où (px est le difféomorphisme indui t par le flot du champ de vecteurs X (suffisammen t 
proche de 0). Cela est suffisan t pou r nos applications car nous ne regarderons que des 
difféomorphismes proche s d e l'identité . L'actio n d e c e group e de s difféomorphisme s 
sur le s métrique s es t lisse , comm e l e montr e l e lemm e suivant . Noton s 9Jlet̂ 'Q:(p ) 
l'espace de s métriques h = g + 7  ave c 7 G  CôlOC. 

Lemme 1.3.4. — Soit g asymptotiquement symétrique et 2Hff*+1,a(<7) le groupe des 
difféomorphismes induit. Alors la flèche naturelle 

Vittks+1>a(9)xWlttks>a(9) Wlttk>a(g) 

est lisse. 

Démonstration. —  L a démonstratio n es t similair e à  cell e d u lemm e précédent . L e 
recouvrement pa r de s boule s o ù existen t de s coordonnée s harmonique s perme t d e 
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ramener l e lemme à une question purement locale , pour la  métrique euclidienne dan s 
une boule . Le résultat devien t évident . • 

1.3.B. Analys e pou r le s métrique s asymptotiquemen t hyperbolique s com -
plexes. —  Montron s commen t l'analys e fait e su r le s espace s symétrique s d e ran g 
1 s e généralis e dan s l e cadr e asymptotiquemen t symétrique . Soi t M un e variét é d e 
dimension n = 2m , à  bor d S mun i d'un e form e d e contac t 77 , dont l e noya u V es t 
muni d'une métriqu e gy. Soi t g une métrique su r M , asymptotiquemen t symétrique , 
plus précisément dans ce cas asymptotiquement hyperboliqu e complexe ; près du bord 
5, o n peut don c écrire 

g = dr2 + e4V +  e2rW +  0(e~r); 

on demand e à  l a perturbatio n 0{e~r) d'êtr e u n élémen t d e C\,oc ; d'ailleurs , un e 
décroissance plus faible e n 0(e~ôr) dan s un espace C|,0 î pou r S > 0  suffirait . 

Soit E u n fibre  tensoriel , mun i d e l a connexio n d e Levi-Civit a D. Nou s pouvon s 
définir à  nouvea u de s espace s d e section s d e E d e régularit é hôldérienn e C*,a . Soi t 
3? un opérateur d'ordre 0, tendant à l'infini vers un opérateur Jloo provenant de la 
C/m-structure à  l'infini (pa r exemple l'opérateur R9 sur les 2-tenseurs). La proposition 
1.2.5 s e généralise de la façon suivant e pour l'opérateu r P = D*D +  % sur M. 

Proposition 1.3.5. — Si l'opérateur Po = D*D + 3?oo sur CHm, obtenu comme limite 
à l'infini de P, a /2 pour plus petite valeur propre des termes d'ordre zéro (définie 
dans la proposition 1.2.5), alors 

Cla{9)^Cf{9)-
est Fredholm, pourvu que 

(3.3) <K - y/<H2+iJi <5 <<H + y/0<2 + fi. 

Le noyau et le conoyau ne dépendent pas de S dans cet intervalle, et sont égaux aux 
noyau et conoyau L2. 

Remarque 1.3.6. — L a propositio n es t bie n sû r encor e valabl e s i l'o n remplac e le s 
espaces de Hôlder pa r de s espaces de Sobolev à  poids L$'2. 

Remarque 1.3.7. —  L a démonstration ci-dessou s reste valable dans le cas bien conn u 
des métriques asymptotiquemen t hyperbolique s réelles . 

Démonstration que P est Fredholm. —  L'ingrédien t essentie l es t qu e l a structure d e 
contact su r S = dM es t localemen t difféomorph e à  la  structur e standar d su r S  ; 
localement, o n peut don c envoyer l e champ d'hyperplan s d e S su r celu i de S  par u n 
difféomorphisme 

(p : S - > S . 
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Soit 7 7 la 1-form e de contact d e S e t 77 0 celle de S, on a  don c 
<P*V = f2Vo 

pour u n certai n facteu r conform e / . Considéron s 
^(r, x) =  (p = r + ln /, tp(x))7 

alors on calcul e 
Mdr2 + e 4V +  e2r72 ) =  <P*(d(p - ln/) 2 +  e 4 ^ / " V - h e2pf~272) 

= dp 2 + e4'tjg + e2' / " V*7 +  O (e^) 
Quitte à  modifier y ? en un poin t donn é p, on peu t toujour s suppose r qu e 

/~V*7(p) =  7oMp) ) 
ce qui implique qu e sur un e boule d e rayon asse z petit Bç{p) o n ai t 

| /"V*7 -7o | < 
En revanche, contrairement à ce qui passe en géométrie riemannienne, nous ne pouvons 
pas, en modifiant l e difféomorphisme, fair e coïncider les dérivées premières de /_2<£>*7 
et 7 0 au poin t p (e n effet , l a structure d e contac t étan t fixée,  le tenseur d e Nijenhui s 
de 7  es t u n invarian t métriqu e d u premie r ordre) . Cependant , le s dérivées sur §  son t 
au moins bornées , 

|V*( / -V . 7 - -№) | <C. 
Compte ten u d e l a form e d e l a métriqu e go, les dérivée s suivan t le s direction s d e S 
sont toujour s accompagnée s d'u n facteu r e~p ou e~2p ; c'est suffisan t pou r déduire , 
sur (i£ , +00) x  Bç(p), l'estimatio n pou r R asse z grand e t ç  assez petit , 
(3.4) \№*{dr2 +  e 4V +  e 2 V ) -  9o\\c^ < e. 
Remarquons qu'en conséquence, la norme de Hôlder par rappor t à  go (et ramenée sur 
M pa r V ) se compare uniformément à  la norme de Hôlder pa r rappor t à  g. 

On voi t don c qu e l'on peu t recouvri r S pa r de s boule s Bç(pi), d e sort e qu e pou r 
chaque i , o n ai t comm e ci-dessus une applicatio n 
(3.5) fa : (R, +00) x  Bç(Pi) — > CHm 
vérifiant l'estimatio n (3.4) . 

Soit Xi des fonctions su r S telles que (x2) soit une partition de l'unité subordonné e 
aux (Bç(pi)). Soi t (x 2nt,Xext) un e partitio n d e l'unit é subordonné e a u recouvremen t 
de M pa r 

Mint =  {r < R +  1 } e t Mex t =  {r > R - 1} . 
Soit Q'int u n parametrix pour l'opérateur elliptiqu e P su r Mint . On définit l'opérateu r 
Q suivant , candida t à  être un parametrix su r M tou t entier , pa r 

Qu — Xext Xi(*PÏPô~X №i)*)XiXextU + XintQintXint̂ . 
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Dans le calcul de PQu qu i suit , on notera <g > diverse s opérations bilinéaires , que l'o n 
n'a pa s besoin d'écrir e précisément ; pour и € CJ* , on a 

PQu =Xex t ^2 ХгР(Ф^P^1 C0i)*)X*Xext ^ + Xint̂ PQintXint^ 
i 

(3*6) +  V2(XextXi ) ® ^*P0_1(^)*XiXext̂  + V2Xint ® QintXint^ 
+ V(XextXi ) ® V('0*Fo~1(V;*)*XiXext1/) H" VXint 0 V(QintXintw) . 

Posons, pour v  à support dan s Bç(pi), 
Ui(v) = РУ-Ф*Р0Ш*У; 

compte tenu d e l'estimation (3.4) , et comm e Л tend ver s 3£oo, on a 
(3.7) \\Ui(v)\\ct ^ce|H|o| . . ; 
on dédui t l e contrôle sur l e premier terme de (3.6) , 

(3.8) Xex t Yl XiPWPo1(4>i)*)XiXextU = Xext « + J2 Щф* P^1 (ФМ. 
i i 

Pour l e second terme, nous avons par définitio n 
PQint = 1  + Kint 

d'où nou s déduisons immédiatemen t 
(3.9) Xint̂ QintXint ^ = xLtu +  Xint^int(Xint^). 

Pour le s termes suivants , observons que \% étant défini e su r 5 , on a  automatique -
ment su r M l e contrôle 
(3.10) |Vxi | + |V2x* | = 0(e"r) ; 
cela implique des estimations d u typ e 

llVxt <8> v\\ck,<> <  e|M|c*. « 
si i? a été choisi assez grand ; nous déduisons que dans la formule (3.6) , les termes ne 
faisant pa s intervenir d e dérivées de Xext , à savoir 

V(u) =  *extV2X z ® ̂ ?JCo"1(̂ i)*XiXextW + XextVX z <8> V^PQ"1 (^i)*XiXext^) 

vérifient l'estimatio n 
(3.11) \\V(u)\\c^s\\u\\c?. 

Tous les termes restants dans (3.6) ont des dérivées de Xint ou Xext en facteur, don c 
ils sont d e la  forme QQ\U, O Ù d'une par t Q\ :  Cf — > ave c Qi(u) à  support dan s 
Mint, et d'autr e par t g : C^,a —ï Cf es t l'inclusion ; mais g restreinte à  des tenseurs à 
support dan s Mint est compacte , donc gQi l'es t aussi . 

En rassemblan t cett e observation ave c (3.8) , (3.9 ) e t (3.11) , on dédui t finalement 
PQu = u + U(u) + V(u) +  Xint înt(Xint^ ) 4- QQI(U), 
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avec 
U(u) = Xext  ̂X iUi WPQ 1(lpi)*XiXextU) 

i 
et pa r conséquent , d'aprè s (3.7) , 

\\U(u)\\c? <:Ce\\u\\ct\ 

en choisissant le recouvrement par les boules Bç{pi) asse z fin, de sorte que s soi t assez 
petit, o n obtien t 

PQ =  1  + U + V + K, \\U + V\\ < 1, K compact . 
Comme un résultat similair e peut être établi pour QP, o n déduit que P es t Fredholm. 

• 

Démonstration que les noyau et conoyau ne dépendent pas de S. —  O n montr e ce t 
énoncé d e régularit é e n utilisan t l'inversibilit é d e l'opérateu r modèl e PQ. Supposon s 
Pu = 0, fixons une boule Bç(pi), alor s 

Po(lpi)*XiXextU = (Po ~ (l(>i)*P)№i)*XiXextU + (*l>i)*PXiXextU 
= {UiiXiXextU) +  V (XzXext) <8> Vu +  V 2(x*Xext) ® u} . 

Prolongeons l'opérateu r (îpi)*Ui, a prior i défin i seulemen t su r le s tenseurs à  suppor t 
dans ip(Bç(pi)), e n u n opérateu r globa l Ui sur CH m :  par exemple , o n peu t (quitt e 
à diminue r ç ) suppose r (r/>i)*Ui défin i su r l a boul e B2ç(pi) ; i l suffi t alor s d e pose r 
Ui = (ipi)*Ui o o ù Q est une fonction à  support dan s B2Ç(pi), égal e à 1  sur Bç(pi) ; 
compte tenu d u contrôl e (3.7 ) su r Ui, on peut rendr e Ui aussi peti t qu e l'on veut , e t 
donc Po + Ui inversible. 

On peut réécrir e l'égalité précédent e comme 

(3.12) (P 0 + Ô7)W>i)*XtXext1i =  0/>z )*(V(XiXext) <8> +  V 2(XiXext) <8> u). 

Partons d e w  G C^+2'a , alors , pa r (3.10) , le membre d e droit e d e (3.12 ) es t dan s 
C*+i,a ;  s i ( 5 - h 1 satisfai t encor e l a conditio n (3.3) , alors , puisqu e P 0 4 - E/ es t u n 
isomorphisme, (VO*XfXext̂  est en réalité dans C£^2'a, et donc finalement u lui-même 
aussi. De proche en proche, on montre ainsi que u est dans C^+2'a pou r tou t poid s S 
vérifiant 

S < J< + y/M2 + p. • 

Démonstration qu'ils sont égaux aux noyau et conoyau L2. —  L e principe est l e mê-
me qu e précédemment , mai s demand e plu s d e formalism e ca r l a conditio n L2 es t a 
priori plus faible qu'une condition C° à  l'infini. Pou r chaque boule Bç(pi), considéron s 
une copie CH™ d e l'espace hyperboliqu e complexe , et définisson s l'applicatio n 

L: C*>a(M) — * e ^ ' a ( Œ 5 » ) 
u i— y ®i (V>t)*(XextXî ) 
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ainsi qu'un invers e à gauche partie l 

K: 04C2'a(CHï*) —> Cf"{M) 

V = ®iVi I  > Yli XextXi*l>iVi 

vérifiant 

Kt(u) = u s i u es t à  suppor t dan s Mext . 

Nous disposon s su r ®iCf'a(CH™ ) d'u n opérateu r U — ®iU% \ dans (3.12) , retenon s 
les termes où Xex t n'est pa s différenciée pou r défini r V pa r la  formul e 

V(v) = -®i fok).  (XextVx i ® VAC(V) + Xext V2Xz ® K(V)) , 

de sorte que, par (3.10) , le recouvrement étan t fixé, V peu t êtr e rendu auss i petit qu e 
l'on veut en prenant R asse z grand. Si l'on dispose d'une solution L2 de Pu = 0, alors 
(3.12) nous condui t à  l'égalit é 

(Po + U + V)i{u) = termes concentré s su r Mlnt ; 

comme Po est inversibl e e t que , pa r u n choi x d e R asse z grand , U et V son t auss i 
petits qu e l'o n veut , o n peu t suppose r qu e Po H- U + V es t inversibl e auss i ; pa r 
régularité elliptiqu e à  l'intérieur , l e terme d e droit e es t dan s Ca , don c L(U) (e t pa r 
conséquent u) son t dan s C2'a pou r tou s le s S satisfaisan t (3.3) . Bie n entendu , pa r 
régularité elliptique locale, une régularité supplémentaire de l'opérateur P  impliquer a 
une régularité supplémentair e d e u. • 

I.3.C. Analys e dan s le s ca s quaternionie n e t octonionien . —  L'ingrédien t 
majeur permettan t de transférer l e modèle hyperbolique complexe aux variétés asymp-
totiquement hyperbolique s complexes était l'équivalenc e locale des structures de con-
tact. Dan s le s cas quaternionien e t octonionien , cett e équivalenc e n'es t plu s vrai e e t 
j'obtiens de s résultat s plu s faibles , vraisemblablemen t no n optimaux . Ce s résultat s 
reposent su r l'inégalit é d e Kat o 

(3.13) |£>ii | ^d|u|| 

qui permet d e comparer directemen t l'opérateu r D*D a u laplacien scalair e d*d, mais 
en néglige les termes d'ordre 0 . 

Soient don c comme précédemment un e métrique asymptotiquemen t symétrique , 

(3.14) g = dr2 + e4rr)2 + e2rgV + 0(e~r) , 

sur une variété M d e bord S, e t un opérateur P  =  D*D + 31 avec 3î tendant à  l'infin i 
vers un opérateu r 31^. 
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Problème de Dirichlet près de S. —  Nou s commençons pa r résoudr e le problème d e 
Dirichlet su r r > R, 

fPf = 9, 

f\r=R = 0 . 
Commençons pa r suppose r qu e l e terme 0(e~r) dan s l a métrique soi t absent . Nou s 
supposons aussi , quitt e à  ajoute r u n term e 0(e~~r) , que l a plus petit e valeu r propr e 
de 01 sur r  ^  R es t égal e à la plus petite valeu r propr e v d e IRoc, c'est-à-dire 

(0lu,u) ^ u\u\2. 

En utilisant l'inégalit é d e Kato (3.13) , l'estimation (2.18 ) obtenue par intégration pa r 
parties rest e valable et nou s donne , s i f(r = R) = 0, 

llc-^P/IU» ^  (M2 - 7 2 + v)\\e-*rf\\L*. 
Si g et 01 son t à  présen t quelconques , on obtient , pou r tou t e > 0, quitte à  choisi r R 
grand pou r qu e la perturbation soi t petite , 

||e-^P/||La ^  (K2 - 72 + v - e)||e-^/IU» . 
Cela démontre l a partie L2 du lemme suivant . 

Lemme 1.3.8. — Sur r ^  R, avec R assez grand, l'opérateur P avec condition de 
Dirichlet est un isomorphisme L2'k~*~2 —¥ L2'k et Ck+2y0t —> CkyC* pourvu que 

Oi - V0t2 + v <ô <0i+ \/0i2 - h v. 

Bien entendu, le s valeurs que peut prendr e k dans ce lemme dépendent d e la régu-
larité d e l'opérateur P. 

Démonstration. —  Nou s avon s déj à v u l'énonc é L2. O n e n dédui t l'énonc é dan s le s 
espaces de Hôlder comme dans la démonstration d u lemme 1.2.4, toujours e n utilisan t 
l'inégalité d e Kat o pou r s e ramener a u ca s scalaire . Pour le s estimations elliptique s 
locales, i l fau t s e place r à  chaqu e foi s dan s le s boule s fournie s pa r l a propositio n 
1.3.2. • 

Problèmes Fredholm. — Nou s pouvons à présent déduire un analogue faible, et beau -
coup plus facile à  obtenir, d e la proposition 1.3.5 . 

Proposition 1.3.9. — Si la limite 3?o o de 01 a v pour plus petite valeur propre, alors 
P *  (Jk + 2>a y £jk,Où 

est Fredholm, pourvu que 

(3.15) Oi - y/0<2 + v <ô <0i+ V0<2 + i/ . 
Le noyau et le conoyau ne dépendent pas de S dans cet intervalle, et sont égaux aux 
noyau et conoyau L2. 
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Démonstration. —  L a démonstratio n es t évident e :  on obtien t u n parametri x pou r 
P e n combinan t u n parametri x à  l'intérieur ave c l'isomorphisme d u lemm e L3.8 . La 
régularité des noyau et conoyau s'obtient auss i en se ramenant à  cet isomorphisme. • 

Continuité par rapport à gy. —  S i la donnée au bord gy varie , les diverses métriques 
g ne se comparent pas , ce qui rend plus délicat a  priori la comparaison des opérateurs 
P = D*D +  01 pou r un e famill e d e métriques . Le s deux lemme s suivant s traiten t c e 
problème. 

Lemme 1.3.10. -— Supposons qu'on ait une famille de métriques asymptotiquement 
symétriques, la métrique de Carnot-Carathéodory à l'infini pouvant varier, et une 
famille d'opérateurs associés P = D*D +  01. Alors l'indice fourni par la proposition 
1.3.9 est localement constant. 

Démonstration. —  Pa r l e principe d'excision , la  différenc e d'indic e n e peut proveni r 
que d'une contribution à  l'infini ;  cette contribution peut être calculée sur le modèle du 
problème de Dirichlet traité par le lemme 1.3.8 ; mais comme l'opérateur d u problèm e 
de Dirichlet es t toujour s u n isomorphisme , on déduit qu e l'indice n e peut pa s varier . 

• 

Il sera égalemen t util e d e savoi r qu'un e perturbatio n d'u n isomorphism e rest e in -
versible. 

Lemme 1.3.11. — Supposons qu'on ait une famille de métriques asymptotiquement 
symétriques, avec la métrique de Carnot-Carathéodory à l'infini pouvant varier. Si, 
pour une métrique g, l'opérateur P = D*D+0l est un isomorphisme C2'a —> • C£, alors 
il en est de même pour toutes les métriques proches, et on peut contrôler uniformément 
la norme des inverses. 

Démonstration. —  D e mêm e qu e précédemment , quitt e à  rajoute r de s terme s trè s 
petits, o n peu t s e ramener a u ca s où , prè s d e l'infini , l a métriqu e n' a pa s d e term e 
0(e~r) dan s so n écriture (3.14 ) e t %  a pour plu s petite valeu r propre v. 

Commençons pa r un e estimatio n L2 . L'intégratio n pa r partie s (2.16 ) ave c (2.17 ) 
donne, sans condition a u bor d su r / , 

/ (\D9rf\2 -27(f,D9rf))e-2^ 2 (tt 2 -72) f \f\2e~^r; 
Jr^R Jr^R 

soit p la fonction défini e pa r 

p={r su r г ^ Л, 
R su r r  ^  i? , 
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alors, en appliquan t l'estimatio n précédente , 

M 
(D*Df,f)e-2™ 

'M 
\Df\2e-2yp _ 2 

r^R 
(f,Ddrf)e-2^ 

(tt2 - 72 ) 
r^R 

\f\2e-2^r 

et pa r conséquen t 

M 
(Pff)e-2^-

r^R 
(Kf,f)e-2™^(M2-72 + is) 

r^R 
l / |2e-2^, 

ce qui donne l'analogue suivan t à  l'infin i d e (2.18 ) : 

(M2 - 72 + u)-1 
'M 

\pf\2e-2yp _ 2 
r^R 

CR/, / )e-2^ 

^ (  J€2 -  7 2 +  v) 
r^R 

/|2e-27r. 

l'inégalité précédent e se réécrit ( 7 =  "K — S) 

(3.16) \\f\ÌL*({r^R}) ^ Ci [\\Pf\\LÌ + \\f\\Lia^R}) 

Montrons à  présen t l'énonc é d u lemm e pou r le s espaces L| . Raisonnon s pa r l'ab -
surde :  si les opérateurs proche s n'étaien t pa s inversibles , avec la norme d e l'invers e 
contrôlée, alor s i l existerai t un e suit e d e métriques gi tendant ver s g, e t un e suit e fi 
telle que 

(3.17) II/Ì||L|(9<) = 1 , 
(3.18) l l ^ / i l l ^ ) ^ 0 -
On peu t suppose r qu e le s fi convergent , su r tou t compact , fortemen t dan s L2, vers 
une solutio n /  G  L25 d e Pf = 0  pou r l a métriqu e g. L'inégalit é (3.16 ) ave c (3.18 ) 
montre que si ({7*^«} ) ten d ver s 0, alors H/ÉHI,^,.^}. ) aussi , ce qui contredirai t 
(3.17) ; donc ||/i||Lj({r^R} ) n e ten d pa s ver s 0 , don c /  es t no n nul , c e qu i contredi t 
l'inversibilité d e l'opérateur P pou r l a métrique g. 

Nous avons donc montré qu e l'opérateur P es t u n isomorphism e entr e le s espaces 
L2 pou r le s métrique s proche s d e g, ave c contrôl e d e l a norm e d e l'inverse . O n e n 
déduit l e même énoncé dans les espaces de Hôlder e n suivan t l a démarche d u lemm e 
1.2.4. • 

1.4. Constructio n de s métrique s d'Einstei n 
Dans cett e section , nou s finisson s no s construction s e n appliquan t l e schém a d e 

démonstration expliqu é à  la fin d e la première section . 
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I.4.A. Calcu l du terme de courbure. —  Dan s cette section, nous calculons, pour 
tous les espaces symétriques , la courbure R9 agissant su r les 2-tenseurs symétriques . 
Il est facile de voir que R9 est induit pa r l'opérateur su r m®2, 

(4.1) O 
R9(u<g>v) = 

(a) base de g 

[ei,u] <g> [ei,v]. 

En term e d'opérateur s d e Casimir (2.12) , nous avons donc 

(4.2) R9 =  ie (0,Sym2mo) -  6(0 , mo). 

En particulier, l'opérateur R9 doit être une constante sur chaque composante irréduc-
tible de la décomposition de Sym2 mo sous G. 
Cas complexe et quaternionien. —  Nous pouvons faire un calcul explicite pour K = C 
ou H, en calculant la plus grande valeur propre de R9 et l'espace propre correspondant. 
Pour rendre les deux calculs identiques, nous décrirons ici CHm comme U\yrn/U\Um 
au lie u de SUifm/Um. O n peut don c représenter G o = E/i, m (resp. 5pi,m) sous la 
forme de matrices (m + l )x(m + l )à coefficients dans K; le groupe G = U±Um (resp . 
SpiSpm) es t le sous-groupe de Go donné par les matrices unitaires 

(z u), 
z e Ux (resp. Spi), u e Um (resp. 5pm), 

et m o est formé des matrices hermitienne s 

G x y 
on peut choisi r un élément privilégi é de mo, 

X0 = 
1 1 

Il es t important d e noter qu e la forme quadratiqu e invariant e su r g est déterminé e 
en demandan t qu e |Xo| = 1 . Le groupe Um (resp. Spm) agit d e manière standar d 
sur m o = Km , tandis qu e le groupe multiplicati f unitair e U\ (resp . Spi) d e K agit 
simplement pa r multiplication. 

Dans le cas complexe, la structure complex e /  commut e à  l'action d e G et indui t 
un endomorphism e cp = I <g> I su r Symj^ Cm, ave c (p2 = 1  ; nous avon s don c deu x 
espaces propres E±± pour les valeurs propres ±1 , et la trace tr9 : E\ —> R donne une 
décomposition supplémentaire E\ = I%0J5j. On peut don c décomposer (sou s UiUm) 

Symjl Cm = E-x 0 El 0  Mg. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000 



40 CHAPITR E I. DÉFORMATIONS D'EINSTEIN DES MÉTRIQUES HYPERBOLIQUE S 

Dans le cas quaternionien, nou s avons encore un G-endomorphism e 
(p = I<g)I + J<g)J + K®K, 

qui satisfai t <p2 = 2<p + 3 , don c se s valeur s propre s son t — 1 et 3 , e t o n décompos e 
(SOUS SpiSpm) 

Syn4 ET =  ©Ê 3°e Rg. 
Les deu x décomposition s son t irréductible s sou s G . U n calcu l facil e utilisan t l a 

formule (4.1 ) donn e l e résultat suivant . 
o 

Lemme 1.4.1. — Dans les cas K = C  ou M. l'opérateur R9 a une valeur propre 4 sur 
E-i, et les autres valeurs propres sont strictement négatives. • 
Cas octonionien. —  Dan s le cas K = © , une description auss i simple est moins facil e 
à obtenir. Nous utilisons une autre approche, plus générale, qui s'appuie su r la théorie 
des représentations. Tous les faits qu i suivent peuvent êtr e trouvés, par exemple, dans 
le livre [FH91]. 

La représentatio n d e Sping dan s m o =  R16 est la  représentatio n spinoriell e T. 
Notons W = R9 l a représentatio n standar d d e Sping. L e produi t symétriqu e s e dé-
compose en composantes irréductible s sou s Sping : 

(4.3) Sym 2 r^ t e ^ e A4W. 

Pour un e représentatio n irréductible , associé e a u plu s hau t poid s zu, o n sai t qu e 
l'opérateur d e Casimi r associ é agi t pa r l e scalaire 

\ô + ™\2-\6\2, 

où g est l a demi-somm e de s racines positives . E n appliquan t cett e formul e à  Sping, 
nous trouvon s 

e(spin9,W0 = | , eCspitvr ) =  ^ , e(spin9,A4W 0 = y ; 
o 

de l a formul e (4.2) , nou s déduison s le s valeur s propre s d e R9 su r l a décompositio n 
R 0  W 0  A4W, à  savoi r —9/14 , —5/1 4 e t 1/14 . Cependant , l a normalisatio n n'es t 
pas correcte , ca r l e calcul a  été fai t ave c la métrique d e Killing su r 5pin9 , mais nou s 
pouvons corriger , puisqu e nous savons que 

R9g = Rie9 = -36g; 

en corrigeant donc par le facteur 36-14/9 , nous trouvons finalement les valeurs propres 
de R9 su r Sy m F dans la  décomposition (4.3 ) : 

-36, -20 , 4 . 
On a  donc le résultat suivant , analogu e aux cas complexe e t quaternionien . 

Lemme 1.4.2. — Dans le cas octonionien, la plus grande valeur propre de R9 est 4. 
et les autres valeurs propres sont strictement négatives. • 
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I.4.B. Métrique s d'Einstei n dan s le cas complexe. —  Nou s finissons à présent 
la construction de nos métriques d'Einstein dan s le cas complexe. 
Calcul de p. —  Soit po la représentation d e G = U\Um sur E = Sym2m0, où mo = 
C2™. Nous voulons calculer la plus petite valeur propre de l'opérateur 

e(m,p0)-2iK 

qui représente les termes d'ordre 0 à l'infini d e l'opérateur 

P = (D9)*D9 -2R9. 

Compte tenu de la formule (4 .2), il s'agit d e calculer 

(4.4) e(m , po) - 2R9 = 2C(g, m0) - C (ï>, Sym2 m0). 

La représentation d e G sur mo est irréductible, don c l'opérateur d e Casimi r corres-
pondant es t un scalaire ; en revanche, i l faut décompose r Sym 2 mo sous H. Dans le 
cas complexe, le sous-groupe H = UiUm-i es t le stabilisateur de XQ, donc 

H = 

'z 
z 

uj 
Z G Ui, U G Um-l-

L'espace m 0 s e décompose sou s H =  U\Um-\ comm e 

m 0 = CX0 eC™" 1; 

le sous-group e U\ C  H agi t su r CX0 ave c poid s 0  et sur Cm _ 1 ave c poid s 1 , mais l a 
norme d u générateur d e Ui C f) est 1 tandis qu e celle d u Ui C  g est y/2. Cel a a  pou r 
conséquence, pa r exemple, qu e C m ) =  2m + 2  mais C m _ 1 )  =  2 m — 1 . 

o 

Lemme 1.4.3. —  Pour K  =  C , la plus petite valeur propre de C(m , po) — 2R9 est 
p = 0, avec espace propre l'espace propre pour la valeur propre — 1 de I <g>I agissant 
sur S y m ^ C ™ - 1 . 

Démonstration. —  Nou s nou s contenton s d e regarder l 'opérateu r su r le sous-espac e 
S y m ^ C m - 1 , e n laissant le s aut res calcul s a u lecteur. Compt e ten u d e (4.4) , o n a sur 
ce sous-espac e 

1/2(e(m,p0)-R
9)(u®v) = 

e(g,cn)-e(i),cn-1))(u<g>v) 
(ei) base de f) 

[eijU] 0 [ei,v]. 

Nous avon s déj à calcul é l e dernier t e rm e ave c I ) remplacé pa r g dan s l e lemme 1.4, 1 ; 
il y  a  ic i un pet i t changement , d û à  l a norm e d u facteu r U i dan s f ) par rapport a u 

S O C I É T É M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 200 0 



42 CHAPITR E I. DÉFORMATIONS D'EINSTEIN DES MÉTRIQUES HYPERBOLIQUES 

facteur U i dans g, de sorte qu'il faut ajoute r 1  aux valeurs propres obtenues au lemme 
1.4.1. Nous trouvons don c 

2p = (2 m H- 2) — (2m - 1 ) - 3  = 0 , 
avec l'espace propr e annoncé . • 

Remarque 1.4.4. — L e sous-espace propr e trouv é correspon d exactemen t au x défor -
mations de la métrique de Carnot-Carathéodory qui restent compatibles à la structure 
symplectique dan s l'espac e horizonta l V = C171-1 . Il s'agi t l à d e toutes le s déforma -
tions infinitésimales d'Einstein . 

Remarque 1.4.5. — Pou r l e cas quaternionien, l e calcul similaire mène à  p > 0 ; dans 
le cas octonionien, o n peut obteni r l e même résultat . 

Tranche aux difféomorphismes. —  Reprenon s le s notations d e la section 1.1.C. Nous 
avons fixé sur §2m_ 1 une forme d e contact 77 , une métrique d e Carnot-Carathéodor y 
compatible gy, e t construi t un e métrique asymptotiquement hyperboliqu e complexe , 
(4.5) g = dr2 + sh2 (r)gv + sh2 (2r)rç2. 
Cette métriqu e doi t êtr e légèremen t modifié e prè s d e r  =  0  d e sort e d e s'étendr e 
à l'origine . Cett e modificatio n peu t s e fair e d e manièr e continu e pa r rappor t au x 
données. En particulier , o n a à  l'infin i 

Rie* =  -\g + 0{e-r), 

avec ici À =  n + 3. 
Plus généralement, on souhaite se placer dans le cadre suivant :  go est une métrique 

d'Einstein asymptotiquemen t symétriqu e su r une variété M2 m d e bord S2m_1 , e t o n 
fixe sur S un e forme de contact / 7 et une métrique de Carnot-Carathéodory compatibl e 
gy ;  on défini t alor s par (4.5 ) une métrique asymptotiquemen t symétriqu e prè s de .S, 
que l'on prolong e sur tou t M d e sorte que l'application gy —ï g soit bie n continue . 

On a  di t dan s l a section 1.1. C qu e la seconde condition dan s (1.8) , à savoi r 

(4.6) 69h+ldtT° h = 0, 

est un e conditio n d e tranche à  l'action de s difféomorphismes induisan t l'identit é su r 
le bord à  l'infini . Nou s allon s justifier cett e assertion . Rappelon s que , pour u n poid s 
S > 0 , nous avons défin i avan t l e lemme 1.3.4 u n group e 3Diff*'a d e difféomorphisme s 
de régularité locale Ck,a, valant l'identité sur le bord à l'infini e t indmits près de l'infin i 
par u n cham p d e vecteurs d e régularit é C% 'a (o u plu s exactemen t nou s avon s défin i 
un voisinag e d e l'identit é dan s c e groupe) ; ce groupe agi t su r l'espac e d e métrique s 
a»et*'a(»). 

Proposition 1.4.6. — Si Rie9 < 0 , et 0 < S < 1K + y/Ji2 +  A, l'application 

(<p,h) 1— > (p*h 
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induit un difféomorphisme local 

2>iff£+1'a x{h G  2Ket£'a(#), satisfaisant (4.6 ) }  —• Ottet£'a(p ) 
au point (1, g). 

Démonstration. —  L a différentielle a u poin t (l,g) n'es t autr e qu e 
(X,h) —> (Ô9)*X + h. 

Pour montrer qu'i l s'agit d'un isomorphisme , il suffit d e voir qu'étant donn é g G  C^'a , 
il exist e u n uniqu e cham p d e vecteur s X G  C*~l~1'a, nou s ramenan t (infinitésimale -
ment) su r l a condition d e jauge (4.6) , c'est-à-dire satisfaisan t 

(S» + \dtv9)(g - (S°)*X) = 0. 

Réécrivons cette équatio n 

(S°(ô9)* - \dô9)X = (S9 + ^dtr9)g, 

et utilison s la formule d e Weitzenbôck 
26°(S9)* - dô9 = (D9)*D9 - Rie9 . 

Compte ten u d u sign e d e Rie9, ce t opérateu r es t u n isomorphism e L2' 2 — » L2. À 
l'infini, o n a  Rie9 = —Xg -h 0(e~r) ;  d'autre part , le s terme s d'ordr e 0  a u bor d d e 
(D9)*D9 son t positif s o u nuls , don c la  plu s petit e valeu r propr e de s terme s d'ordr e 
0 à  l'infin i d e {D9YD9 — Rie9 es t certainemen t plu s grand e qu e À . En appliquan t 
la proposition 1.3.5 , on dédui t qu e l'opérateur (D9YD9 — Rie9 est u n isomorphism e 
c*+i,« ^ c * - 1 ' " , dè s que 

<K - \/jï2 -f - A <  ô < <H -h V^i2 +  A. 
On en dédui t la  proposition. • 

Remarque 1.4.7. —  Dan s cette démonstration, s i M — CHm e t g est proche de la mé-
trique symétriqu e go, Pinversibilité d e l'opérateur {D9YD9 — Rie9 découle du mêm e 
énoncé pour goy qui est fourni par la proposition L2.5. Dans le cas où on se limite à dé-
former l a métrique symétrique, on n'a donc pas véritablement besoin de la proposition 
1.3.5 ici . 

Métriques d'Einstein. —  Nou s avons donc une métrique d'Einstein go sur M, asymp-
totiquement symétrique , et nous cherchons des métriques d'Einstein ave c des données 
au bord proche s ; nous partons d'une solutio n approché e g donnée par (4.5) . Comme 
il a  ét é v u dan s l e lemme L1.4 , résoudre l'équatio n Rie7 1 +\h =  0 , avec la conditio n 
de jauge (4.6 ) es t équivalen t à  satisfair e 

&(h) = Rieh +\h + (ôhY(S9h + ^dtv9 h) = 0. 
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Comme tout e structur e d e contac t proch e d'un e structur e d e contac t donné e lu i es t 
difféomorphe, nou s pouvons nous contenter d e regarder de s métriques d e Carnot-Ca -
rathéodory gy ayan t le s mêmes espaces horizontaux que g0 : elles sont don c obtenues 
en faisant varie r l a structure presqu e complexe dans les hyperplans d e contact. Dan s 
ces conditions, le s diverses métriques g ains i construite s son t mutuellemen t bornées , 
et le s espaces C* , a pou r le s différentes métrique s g sont équivalents . 

À partir d'un e métrique de Carnot-Carathéodory gy, l e prolongement g donné par 
la formul e (4.5 ) peu t êtr e défin i d e sort e qu e gy —» g soi t liss e comm e applicatio n 
C2'oc(Sym2 V) —¥ 9Dîet̂ ,Qt(<7o) (cett e applicatio n es t bie n défini e puisqu e nou s nou s 
limitons à  de s métriques gy définie s su r un e distributio n fix e V). Cel a nou s perme t 
d'appliquer simplemen t l e théorème de s fonctions implicite s à  l'opérateu r 

(9v,l) •— • **(0 + 7) , 
entre les espaces 

C 2 ' a (Sym 2 V) x  Cf' Q(Sym 2) — • C?(Sym 2). 

Nous pouvon s choisi r l e poids S = 1 . La différentiell e pa r rappor t à  7  e n (go,0) es t 
(D9o)*D90 — 2R90. Dan s le cas où go est la métrique symétrique, c'est un isomorphisme 
par la  proposition 1.2.5 e t l e lemme 1.4.3. Dans le cas général, par la proposition 1.3.5, 
c'est u n opérateur d'indice nul , dont l e noyau et l e conoyau sont égaux à L2H1(go) ;  si 
ce groupe d'obstruction s'annule , alor s la différentielle es t un isomorphisme, et, par le 
théorème des fonctions implicites , si gy es t proche de la structure standard, l'équatio n 
&9(9 +  7) —  0 a une unique solutio n ave c 7 petit . O n dédui t l e théorème suivant . 

Théorème 1.4.8. — Soit go une métrique d'Einstein asymptotiquement hyperbolique 
complexe sur une variété M2rn, de bord S, telle que L2ïl}(go) — 0 (voir définition 
1.1.6) ; si une Um-i-métrique de Carnot-Carathéodory gy sur S, compatible à la struc­
ture de contact rj, de régularité C2 ' a , est assez proche de l'infini conforme de go, et g 
est une métrique asymptotiquement hyperbolique complexe associée par (4.5) . alors il 
existe une métrique h telle que : 

Rie71 =  -\h; 

h-gecï". 

Localement, la métrique h est unique modulo l'action des difféomorphismes induisant 
l'identité au bord. • 

Remarque 1.4.9. — O n a  v u e n réalit é (voi r l a remarqu e 1.4.4 ) qu e ce s métrique s 
d'Einstein épuisen t essentiellemen t toute s le s déformations d'Einstei n d e g0 qu i son t 
mutuellement bornée s ave c go* Ce t énonc é n'est pa s complètement rigoureu x à  caus e 
de problème s d e régularit é :  on peu t imagine r e n effe t de s déformation s d u mêm e 
type, mai s avec infini conform e d e régularité moins grande . 
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Remarque 1.4.10. — O n peut ajoute r à  la métrique initial e g un terme C2'a d e sort e 
que g devienne C°°. L a solution h que l'on obtien t alor s est C° ° à  l'intérieur . 

Remarque 1.4.11. — O n peut sans doute donner plus de précision sur le comportement 
asymptotique d e la solution h = g + 7. Dan s le cas hyperbolique réel , Graham e t Lee 
[GL91] montrent qu'i l existe un développement de la solution en les puissances de e_r , 
jusqu'à l'exposan t critiqu e 5 = <H H- \J(K1 + p. I l es t probabl e qu'u n développemen t 
de c e type exist e ic i auss i ; l'analyse qu e nou s développé e nou s perme t d e résoudr e 
le problèm e d'existenc e san s avoi r d'abor d recour s à  l a constructio n d'un e solutio n 
approchée à  un ordre élevé. 

Remarque 1.4.12. — Dan s l e ca s o ù M = CH m e t go est la  métriqu e hyperboliqu e 
complexe, l e théorèm e de s fonction s implicite s utilis e uniquemen t l'inversibilit é d e 
l'opérateur (D9O)*D90 — 2R90, fourni pa r l a propositio n 1.2.5 ; l'analyse développé e 
dans la section 1.3.B n'es t don c pas utilisée dans ce cas. 

I.4.C. Le s ca s quaternionie n e t octonionien . —  Nou s appliquon s l e mêm e 
schéma d e démonstration , e n soulignan t surtou t le s différence s pa r rappor t a u ca s 
complexe. Partan t su r l e bor d S d e la  variét é M d'un e métriqu e d e Carnot-Cara -
théodory gvy donné e pa r un e 1-form e d e contac t 77, nous construison s un e métriqu e 
asymptotiquement symétrique , qu i près de l'infini s'écri t 
(4.7) g = dr2 + sh2 {r)gV + sh2 {2r)r}2, 

et es t modifiée à  l'intérieur pou r être recollée à go ; tout cel a peut êtr e fait d e manière 
que l'application gy —» g soit continue . Nous cherchons à résoudre l'équatio n 

q>9(g + 1) =  0 
avec 7  dan s l'espac e à  poid s C2,oc(g) (don c n e modifian t pa s l a donné e à  l'infini) , 
sachant qu e pour l a métrique d'Einstein initial e go, on a  $9o(go) = 0 . 

Mais, dans le s cas quaternionien e t octonionien , le s espaces C$,a(g) dépenden t d e 
la métriqu e g, a  prior i san s moye n simpl e d e le s identifie r car , mêm e localement , 
les structure s d e contac t n'on t pa s d e raiso n d'êtr e difféomorphes . Nou s n e somme s 
donc plu s dan s l e cadr e d'applicatio n d u théorèm e de s fonctions implicites . Nou s l e 
remplaçons pa r l e théorème d'inversio n local e «effectif » suivant . 

Lemme 1.4.13. — Soit * : E -> F une application C2 entre espaces de Banach, telle 
que $(0) = 0 et do$ soit inversible. Si ç et s sont choisis de sorte que 

(4.8) ç l K d b ^ r ' I I s u p H ^ I K i 
BÇ 2 

(4-9) ^iKdo*)-1! ! < \ , 
alors pour y E F vérifiant \\y\\ < e, l'équation 3>(x ) — y a une solution unique avec 
11*11 <  ç-
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Démonstration. —  Prenon s x G  Bç. Noton s Q{x) = $(x) — do&(x), alor s dxQ = 
dx& — d0Q> impliqu e \dxQ\ ^ çsu p Hd2*!) et pa r conséquen t 
(4.10) \\Q(x) - Q(x')\\ ^ çsu p \cf*\\\x - x'\\. 

À présent, résoudre <&(x) = y es t équivalen t à  résoudre le problème de point fixe 

x = (d0*r1(y-Q(x)h 

grâce à (4.10) , l'hypothèse (4.8 ) assure que l'opérateur (do*)- 1 (2/ — Q(')) es t contrac -
tant, tandi s qu e (4.9 ) assure , s i y G  B£y qu'i l envoi e bien Bç su r Bç. Pa r l e théorème 
du poin t fixe, l'équation ${x) = y a  donc une unique solution dan s Bç s i y G  B£. • 

Pour utilise r c e lemme, nous avons besoin de contrôler dgQ>9 pou r g proche de go-
Rappelons que , par (1.9) , 

dg&h = \{{D9)*D9 - 2R9)h + ^(Ric9 oh-h ho Rie9 +2\h). 

o 
D'après le s lemme s 1.4. 1 e t 1.4.2 , la plu s petit e valeu r propr e à  l'infin i d e —2R9 est 
v = —8 ; le poid s 5 = 1 es t don c dan s l'intervall e prescri t pa r l e lemm e 1.3.1 1 si 
3i - VM2 - 8  <  1 , soi t *K > 9/2 ; d'u n autr e côté , pa r (2.5) , o n a J { =  n/ 2 +  1 
avec n ^  8  dan s l e ca s quaternionie n e t 'Ji = 1 1 dans l e ca s octonionien , don c l a 
condition su r es t satisfaite . Nou s e n déduison s deu x conséquence s :  d'une part , 
par l a proposition 1.3.9 , si l'espace d'obstruction L 2H1(^o) s'annule , alor s dgo&90 es t 
inversible pour le poids 5=1; d'autr e part , par le lemme 1.3.11, l'opérateur dg&9 es t 
un isomorphism e pou r l e poids 5 = 1, pour g proche d e go, avec norme d e l'inverse 
contrôlée. 

De plus, supheBç ||d^+7<I>p|| reste aussi contrôlé si ç est assez petit (c'es t u n énoncé 
purement loca l facile à  vérifier dan s les boules Brh&rm munie s de coordonnées harmo-
niques construites par la proposition 1.3.2, où g reste bornée par rapport à  la métrique 
euclidienne) ; nous déduisons que s i q est asse z proche de go et ç  assez petit , alor s 

H(d,<i>3)-iii + sup \\d2g+^\\^C. 

Quitte à  diminue r ç , l'hypothèse (4.8 ) ser a don c vérifié e pou r g assez proch e d e go ; 
fixons alors e de sorte que l'hypothèse (4.9 ) soi t auss i vérifiée ; par notre calcul initia l 
(1.7), s i g est asse z proche de go, 

ll*fl(</)llcf (9) ^ e. 

Toutes le s hypothèse s d'applicatio n d u lemm e effecti f d'inversio n local e 1.4.1 3 sont 
ainsi remplie s :  on dédui t qu e l'équatio n +  7 ) =  0 a un e uniqu e solutio n 7  G 
Bç C  Ci'a(g) s i g est assez proche de go, ce qui achève la démonstration d u théorème 
suivant. 

Théorème 1.4.14. — Soit K. = H  ou O et H = Spm-\Sp\ ou Spin^ ; soit sur la variété 
M, de dimension 4 m ou 16, de bord S, une métrique d'Einstein, asymptotiquement 
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symétrique, go, telle que L2H1(g0) =  0 ; soit une H-métrique de Carnot-Carathéodory 
gv sur S, de régularité C2'a, proche de l'infini conforme de go, et soit g une métrique 
asymptotiquement symétrique associée par (4.7) , alors il existe une métrique h telle 
que 

Kich = -\h; 

h-gecï". 

Localement, la métrique h est unique modulo l'action des difféomorphismes induisant 
l'identité au bord. • 

Remarque 1.4.15. — S i go est la  métrique symétrique , d'après l a remarque 1.4.5 e t l a 
proposition 1.2.5, l'opérateur d9o$go es t un isomorphisme non seulement pour le poids 
5 = 1 , mais aussi pour le poids S = 0, ce qui signifie, via le théorème d'inversion locale, 
que la métrique go n'admet pa s de déformation d'Einstei n mutuellemen t borné e avec 
#o- Pou r un e métriqu e plu s général e go satisfaisant le s hypothèse s d u théorème , l e 
même énoncé est vraisemblable , mais l'analyse développée dans la section 1.3 pour les 
cas quaternionien e t octonionie n n e permet pa s de le montrer . 

Remarque 1.4.16. — Comm e dans le cas complexe, on peut rendre h régulière à l'inté-
rieur. I l existe auss i probablement u n développemen t asymptotiqu e e n les puissances 
de e~r ; pour l e cas quaternionien, voi r auss i la proposition III.3.4 . 
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C H A P I T R E I I 

S T R U C T U R E S D E C O N T A C T Q U A T E R N I O N I E N N E S 

Dans ce chapitre est menée l'étude géométrique des structures de contact quaternio -
niennes ; cette étude permet, au chapitre III, la construction d e métriques quaternion -
kahlériennes d'infin i conform e un e structure de contact quaternionienne . 

L'outil de base est la construction d'un e connexio n adapté e canonique . Cett e con -
nexion es t construit e e n deu x temps . Tou t d'abord , dan s l a premièr e section , on 
construit un e connexion partielle , dérivan t uniquemen t dan s les directions de la dis-
tribution d e contact V ; étant donné e une métrique sur V, à un supplémentaire de V 
est toujour s associé e une connexion partielle , métrique , su r V (lemm e II . 1.1), e t la 
démonstration du théorème II.1.3 consiste à montrer que , pour une SpmSpi-métrique 
compatible à une structure de contact, i l existe un unique supplémentaire conduisan t 
à une SpmSpi-connexion —  cela est réalisé grâce à l'interaction de s identités naissan t 
de la compatibilité ave c la structure d e contact, ave c la  décomposition de s espaces 
de tenseurs en composantes irréductibles sous SpmSp\. Ce s techniques ne permetten t 
cependant pa s de traiter l e cas de la dimension 7 , puisque, pour m = 1, une Sp\Sp\-
structure n'es t qu'un e métrique . 

Dans un second temps , dans la deuxième section , le prolongement de la connexion 
partielle en une vraie connexion est défini facilement (définitio n IL2.8) , et étudié pour 
obtenir diverse s identités sur la torsion (proposition s II.2. 3 et II.2.6), qui sont la base 
du traitemen t ultérieur . 

En effet, l a connexion adaptée, comme toute connexion, satisfait l'identit é d e Bian-
chi 

RX,YZ + RY,ZX + Rz,xY = (dVT)X^Z. 

En géométri e riemannienne , l a torsion es t nulle e t cett e identit é mèn e à  de forte s 
contraintes su r le tenseur d e courbure ; la situation d'un e structur e d e contact qua -
ternionienne es t étudiée dan s la troisième sectio n (pui s en II.5.C), ce qui mène à des 
propriétés de la courbure de la connexion adaptée, plus faibles que pour une métrique 
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quaternion-kahlérienne, mai s cependant suffisante s pou r no s applications, en particu -
lier l a construction dan s l a cinquième sectio n d'u n espac e de s twisteurs , qu i es t un e 
variété C R integrable de dimension 4 m H- 5 (théorème C/II.5.1) . 

Entre-temps, dan s l a quatrièm e section , o n calcul e l'influenc e d'u n changemen t 
conforme su r ce s objets , c e qu i perme t d e montre r qu e l'espac e de s twisteur s n e 
dépend qu e de la géométrie conform e d e l a métrique d e Carnot-Carathéodory , c'est -
à-dire finalement  d e la distribution d e contact V'. 

Ce calcul d'invarianc e conform e es t égalemen t utilis é dan s l a sixièm e section , qu i 
est un e parenthèse su r l e chemin d e la démonstration d u théorèm e D . À  une variét é 
CR integrable est associée , sur l'espace tota l d'u n fibre en cercles, une vraie métrique 
(de Fefferman) ;  dans notre situation, la métrique de Fefferman associé e à l'espace des 
twisteurs C R es t un e métriqu e d e signatur e (4 m +  3,3 ) su r u n fibre  en sphère s S 3 
sur l a variété . A u lie u d e passe r pa r l'intermédiair e d e l'espac e de s twisteurs , i l es t 
plus simple de donner un e formulation direct e pour cett e métrique (théorèm e II.6.1), 
assez proche de celle de Lee [Lee86] pour le cas CR. Ainsi, en principe, la «géométri e 
de contac t quaternionienne » est-ell e ramené e à  l a géométri e conform e d e certaine s 
métriques d e signature (4 m -h 3,3). 

Enfin, l a septième section donn e quelques éléments su r l a dimension 7 , tandis qu e 
la huitièm e repren d l'analogu e de s deu x première s dan s l e ca s octonionien , c e qu i 
fournit, ave c le cas quaternionien, l e théorème B. 

II. 1. Connexio n partiell e quaternionienn e 
II.l .A. Connexio n métriqu e associé e à  u n supplémentaire . —  Soien t S un e 
variété et V C  TS un e distribution su r S. S i / es t une fonction su r 5 , s a différentiell e 
suivant V, noté e dyf, es t l a restrictio n à  V d e s a différentielle ; plu s généralement , 
si E es t u n fibre  su r S , o n appeller a connexion partielle suivant V (o u connexion 
V-partielle) su r E un e dérivé e covariante Vvs défini e pou r un e sectio n s d e E mai s 
seulement pou r de s vecteurs v G  V : plus précisément , i l s'agit d'u n opérateu r 

V :  T(E) — • IXA1^ ® E) 

qui satisfai t l'identit é d e Leibniz V(/s ) =  /V s +  dyf (g ) s. D e telles connexions dan s 
un cadr e sous-riemannien on t déj à ét é envisagées , voir par exempl e [FGR97] . 

On suppose V équipée d'une métrique gy. E n géométrie riemannienne, la connexion 
de Levi-Civita fourni t un e connexion canoniqu e adapté e à  une métrique ; dans notr e 
cadre sous-riemannien , un e connexio n canoniqu e n'exist e pas . Cependant , u n choi x 
de supplémentaire d e V amèn e au lemme suivant . 

Lemme IL1.1. —  Pour tout supplémentaire W de V dans TS, il existe une unique 
connexion V-partielle sur V, telle que 

(1) la connexion préserve la métrique gy ; 
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(2) sa torsion TXY - VXY - VYX - [X, Y] satisfait 

(TX,Y)V = 0, X,YeV, 

où l'indice V désigne la projection sur V ; cette condition est équivalente à 

(1.1) TXjY = -[X,Y]w, x,Y ev. 

Démonstration. —  Pou r tout e connexio n partiell e V , suivan t V su r V, o n a  bie n 
entendu (Txyy)w = Y]w, don c les deux conditions sur la torsion sont bien équi-
valentes. On part d'un e connexio n V , partielle suivant V e t métrique ; les connexions 
respectant l a première condition son t le s V -h a, où a  es t un e 1 -forme sur V à  valeur s 
dans so(V). L a torsion d e V  -h a s'écri t 

TIT = TX,Y +  axY - aYX. 

Mais l'applicatio n 
A1^ ® so(V) —> A2V ® V 

a i—s- {(X, Y) ^ bx,y = axY - aYX} 

est u n isomorphisme , d'invers e donn é par l a formul e 

(1.2) (axY,Z) = \{{bx,Y,Z) - (bY,z,X) - (bz,x,Y)). 

On dédui t qu'i l exist e une unique 1 -forme a à  valeurs dans so(V) vérifian t 
axY -aYX = -(TlY)v; 

la connexion V  H- a es t l a connexion partiell e demandée . • 

Remarque IL 1.2. — Un e manièr e simpl e d e construir e l a connexio n d u lemm e es t 
de prolonger gy e n une métrique g sur S d e sorte qu e g rende V etW orthogonau x ; 
alors, la connexion demandé e es t l a projection su r V d e la connexion d e Levi-Civita . 

Connexion partielle adaptée à une structure de contact quaternionienne. —  Nou s 
pouvons à  présent énonce r l e théorème principa l d e cette section . 

Théorème II. 1.3. —  Soit gy une SpmSp±-métrique de Carnot-Carathéodory sur une 
variété g4m+3 ? avec m ^  2 . Alors il existe un unique supplémentaire W de V dans 
TS, tel que la connexion sur V, partielle suivant V et associée à W (lemme II.1.1) 
préserve la SpmSpi-structure. 

Dans le cas m =  1 , donc V es t de dimension 4, toute connexion métrique préserve le 
fibre K\V de s structures presqu e complexes compatibles, donc on ne peut pa s choisir 
un supplémentair e W d e cette manière . 

Avant de démontrer le théorème en II.l.D, nous avons besoin de développer quelques 
outils. Nous envisagerons ensuite le s conséquences e n II.l.E . 
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II. l .B. Algèbr e quaternionienne . —  L a manière de décomposer le s représenta-
tions d e SpmSpi es t bie n connu e ; nous suivon s la  présentation donné e dan s l e livre 
de Salamo n [Sal89] , laquell e s'appui e su r de s travaux d e Bona n [Bon82 ] e t Swan n 
[Swa89a, Swa89b] . Nous regardons l'espace vectoriel V = HF71 comm e une représen-
tation d e SpmSpi ;  il s'écrit comm e produit tensorie l 

V = [X1 <8> <r], 

où a = C 2 est l a représentation standar d d e Spi e t À 1 = HP7 1 =  C2 ™ celle de Spm ; le 
produit tensorie l est u n produi t tensorie l d'espaces vectoriel s complexes et l e crochet 
[•] désigne la partie réelle. 

Plus généralement , une puissance extérieure E d e V s e décomposera en 

E = ®k[Ek ® a% 

où ok — Sym*5 a e t Ek es t un e représentatio n d e Spm ; o n a  un e décompositio n 
supplémentaire de Ek en somme de facteurs irréductible s sous Spm ; ces facteurs son t 
les représentations (voi r [Sal89 , chapitre 9]) 

A; = ( 2 , . . . , 2 , l , . . . , l , 0 , . . . ) , 

où i l y a  s chiffre s 2 , r —  2s chiffres 1 , et l a représentation es t défini e comm e nulle si 
r —  2s > m. 

Avec ces conventions, on a  les décompositions de s puissances extérieure s 

AXV = [AV1], 
A2V = sp± e  sp m e  [À2<72] , 5P l =  [<r2] , sp m =  [A2], 

A3V = [Afc3 ] 0 [Aja3 ] 0 [Aftr1 ] 0 [Aja1] . 

Le facteur [A|cr3 ] dans A3y s'annul e s i m =  2 . 

II. l .C. THplet s quaternioniens . —  Considéron s V = E4m . Nou s voulon s re -
garder l'espac e Q o de toutes le s structures quaternionienne s su r V, compatible s à  l a 
métrique. La donnée d'un poin t de Qo est équivalente à la donnée de la 4-forme fonda -
mentale f l =  Yl/i^li ° ù le s son t le s trois 2-formes d e la structure quaternionienne . 
L'espace Q o est homogèn e sous SO(V) e t s'identifi e à  SO(V)/SpmSpi. 

Cependant, pour des raisons qui apparaîtront ultérieurement, il sera plus commode 
de regarder l'espace Q  des triplets de 2-formes u = ( C J I , ^ , ^ ) induisan t un e SpmSpi 
structure compatibl e à  l a métrique . Ce t espac e es t moin s nature l à  considére r qu e 
l'espace Qo , puisque l e groupe Spi agi t e n conservan t l a SpmSpi structur e mai s pa s 
le triplet u) lui-même . L'espace Q  est à  nouveau homogèn e sous SOÇV), et s'identifi e 
à SO{V)/Spm ;  l'espace tangen t e n u; à Q  s'identifie don c comme 

Ta;Q=sp1e[Ag(72] C  A2V. 
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Un élémen t d e ce t espac e tangen t s'identifi e naturellemen t à  u n triple t d e 2-formes , 
donc on a  une inclusio n 

TwQc[(J2]®A2K 

Dérivation d'un triplet —  Nou s serons amené , dan s l a démonstratio n d u théorèm e 
II. 1.3, à  considére r l a dérivé e covariante d'un triple t u, qu i ser a naturellemen t u n 
objet 

(1.3) Vu e À 1 V ®  TOJQ C  AW <8 > [a2] ® A2V. 

Étudions l a structure algébriqu e d e ce t obje t :  les deux morceau x [AV1 ] <g> [AQCT2 ] et 
[À1̂ -] <g> [a2] de l'espace À1! ^ ®  TŒQ s e décomposent sou s l'action d e SpmSpi e n (voi r 
à nouveau [Sal89 , chapitre 9]) 

[A1^1] <8> [A2a2] = [A?<73 ] 0 [A¿<73] 0 [A3<r3 ] 0 [A3^1 ] 0 [X^a1] 0  [A3^1] , 
(1'4) [AV1 ] <8> [a2] = [A¿a3] 0 [Aja1]. 

En particulier , nou s avons dans A 1 V <8> T^Q deux facteurs [Aja3] 0 [Ajcr1], dont i l est 
utile d'avoi r un e description plu s précise : 

- l e facteur dan s A 1 V (8 ) [a2] es t facile à  comprendre — il s'agit des déformation s 
provenant d e l'actio n infinitésimal e d e spl 5 o n peu t don c l e décrir e comm e 
l'espace de s 

(1.5) (a3 (8> u>2 — OL2 <8> u;3, — as 0  +  a i 0  CJ3 , Q;2 0  a ;i —  ai <g> UJ2) 

avec ai E A1V ; 
- l e facteur dan s A 1 F 0  [AQÎJ2 ] est plu s délica t —  on peut l e paramétrer pa r u n 

triplet (ri,r2,r3 ) d'élément s d e V, vi a l'application SpmSpi-êqnivariante 
(1.6) (n) ^{X-> (n A  /¿X)[A8a2]}, 

où l'indice [AQ(J2 ] indique la projection su r le facteur d e [AQCT2] C A2V =  so(V) ; 
pour l e démontrer , i l suffit , d'aprè s l e lemm e d e Schur , d e vérifie r qu e (1.6 ) 
n'est pa s identiquement nu l su r chacu n de s deux facteur s [A¿cr3] et [Ajcr1 ] ; le 
premier facteur es t constitué des triplets (r¿) tels que ]P3 Iiri =  0 , et l e second 
des triplets (r¿ = i¿r), pour u n r  G  F ;  un calcu l facile perme t alor s de vérifie r 
l'assertion. 

Antisymétrisation de la dérivée. —  E n géométri e quaternionien-kahlérienne , Swan n 
a montr é [Swa89a , Swa89b ] qu e l'antisymétrisatio n 

(1.7) AW^TQQO — > A 5F 

est injective , pourv u qu e m  ^  3  ; cel a indiqu e que , sou s cett e conditio n su r l a di -
mension, l'hypothès e dil = 0  implique Vi î =  0 . Le manque d'injectivit é d e (1.7 ) en 
dimension 8  provient d e l'absenc e d u facteu r [A3a3 ] de (1.4 ) dans la  décompositio n 
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de A5V = A3V ; en revanche ce facteur es t présen t dan s [a2] <g> A3, où va résider l'an -
tisymétrisation d e Va; . C'es t pourquo i o n a  ic i préféré utilise r l'espac e Q  plutôt qu e 
l'espace Q o — cela permet d e traiter auss i le cas m =  2 . 

Plus précisément , l'antisymétrisatio n AXV <g> A2V —» A3V nous fourni t un e appli -
cation 
(1.8) a :  AXV ® T^Q —• [a2] <g> A3F. 

Lemme IL1.4. —  L'antisymétrisation (1.8 ) es £ injective (m ^2). 

Remarque IL1.5. —  L a contreparti e d u lemm e en géométri e quaternion-kahlérienne , 
en dimension 8, dirait que si les trois 2-formes (u^) de la structure quaternionienne 
satisfont 

dui = 
ji 

A3F. [a2]® [a2]® 

alors Vfi =  0 , c'est-à-dire l a métrique es t quaternion-kahlérienne . 
Démonstration. —  Remarquon s qu e tous les facteurs (1.4 ) s e retrouvent dan s [a2] <g) 
A3 V, les facteurs [Ajcr3 ] et [Ajcr1 ] avec multiplicité 2 . Pour les facteurs d e multiplicité 
1, il suffi t d e vérifier qu e l'application a es t no n null e sur chaqu e facteur —  c'est u n 
calcul similaire à  celui qui montre que l'application (1.7 ) es t injectiv e pou r m ^  3 , et 
nous omettrons l a démonstration. E n revanche , i l faut examine r plu s précisément le s 
facteurs d e multiplicité 2 . 

Pour cela , nou s remarquon s qu e le s facteurs impliquan t À Q dans [a2] ® ASV son t 
exactement 

[Ajcr5] 0 2 [Aja3] 0 2IAÌC71] [a2]® [a2]® A1 F 
et son t explicité s comm e l'espace de s triplets de 3-forme s 

3 

i=1 
A3F. 

t=l,2,3 
les deux premières composantes [Ajcr3 ] et [Ajcr1 ] décrites dans (1.5 ) sont envoyées par 
antisymétrisation su r les triplets satisfaisan t l a condition al = —a^ ; d'autre part , u n 
calcul sans difficulté montr e que les deux autres composantes [Ajcr3 ] et [Ajcr1 ] décrites 
par (1.6 ) on t pa r antisymétrisatio n un e image transverse à  celle des premières. • 

II . l .D. Démonstratio n d u théorèm e II . 1.3. —  Fixon s u n choi x d e form e d e 
contact r) = (771,772,773 ) de sorte que 

[a2]® [a2]® A1 Fasss 
pour de s structure s complexe s Ii su r V vérifian t le s relation s d e commutatio n de s 
quaternions. Fixons u n choi x de supplémentair e W d e V dan s TS e t considéron s l a 
connexion V  associé e à  gy pa r l e lemme II . 1.1. Enfin, fixons  Ri G  W un e base dual e 
des (m). 
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Dérivée covariante de dr). — Pou r toute 2 -forme <p sur une variété munie d'une con -
nexion V , on peut défini r l'antisymétris é d e V</? par 

dyx,Y,z a(V<p)xtv,z + <PT$tY,z + VT?Z,X + < 

et o n a  l'identité classiqu e 

(1.9) dyx,Y,z — a(V<p)xtv,z + <PT$tY,z +  VT?Z,X +  <PTZX,Y-

Notons 
= driAy. 

En appliquant l a formule précédente à la forme fermée drji, compte tenu de la torsion 
de V donnée par l e lemme II . 1.1, 

LX,Y -\X,Y]W = 
3 

i 
d%(X,y)drçi 

on obtien t 

LX,Y\X,Y]W 
(XYZ) 

3 

1 
d%(X,y)drçi(ifc,Z), 

où {XYZ) sou s le signe ]T) signifie qu'i l faut somme r su r les permutations circulaire s 
de X, Y, Z. De manière plus compacte , on peut écrir e 

(1.10) a(V(Ji) = 
3 

i 
LX,Y\X,Y]W = 

et on a bien entendu les équations similaires pour u>2 e t 0J3. 
L'équation (1.10 ) montr e qu e o(Va; ) appartien t à  l'imag e dan s [a2] &  À3 d'u n 

facteur 

(1.11) [a2] <g> [ a 2 ] ® A 1 V [A1cT5]0 2[A1(j3]e2[AV1]. 

Or la connexion V, qui est métrique, préserve le fibre Q des triplets LJ = (ui) induisan t 
une structur e quaternionienn e compatibl e à  l a métrique . Pa r conséquent , Va ; es t 
élément d e l'espace AXV (gT^Q considéré en (1 .3), et l'antisymétrisatio n a , à  valeurs 
dans [a2] <g> A3V, es t injective pa r l e lemme IL 1.4. De (1.11) nous déduisons alors que 
Vu; est élémen t d u facteu r 

(1.12) 2[AV3] 0 2 [A1cr1] C AXV ® T^Q; 

le facteur [A 1cr5] dans (1.11 ) disparaî t puisqu'i l es t absen t d e la décomposition (1.4 ) 
de A1 y <g ) T^Q. Finalement , on déduit le 

Lemme IL 1.6. —  La connexion V préserve la SpmSpi-structure si et seulement si la 
projection de Vu sur le facteur [A1^3 ] © [A1^1 ] C  A 1 V <g> [A QCT2] est nulle. 
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Démonstration. —  L a SpmSpi-structure es t préservée si et seulement s i la projection 
de Vu su r A1V ®  AQ<T2 est null e (puisqu e l'autr e morcea u A1V <8> [cr2] correspon d à 
l'action infinitésimale de Sp±) ; d'après l'équation (1.12) , les composantes de la dérivée 
Vu dan s la décomposition (1.4 ) d e hxV® AQCT 2 sont déjà nulles, à l'exception de celles 
indiquées dans l'énoncé d u lemme . • 
Modification du supplémentaire. —  Voyon s à  présen t l'effe t d'un e modificatio n d u 
supplémentaire W. U n supplémentaire W es t obtenu à  partir de W comm e le graphe 
d'une applicatio n linéair e u : W —> V ;  les champs de vecteurs Ri deviennen t i? $ + r$, 
où ri = u(Ri). L a connexion ^-partiell e V  provenan t d u choi x de W1 s'écri t 

V' =  V  + a , 
où a  es t déterminé e par l a conditio n 

axY - aYX = T%Y - T^Y 
3 

= ^d7 7i(X,y)ri . 
1 

La formule (1.2 ) fourni t l a solution 
3 

2(axY,Z) = (dVi(X,Y)(ruZ) - dVi(Y, Z)(ru X) - dVi(Z9 X)(n,Y)) 
i 
3 

= Y (dr)i(X,Y)n - (ruX)hY - (ri,Y)IiX,Z)-
î 

on peut réécrir e la 1-form e a à valeurs dans $o(V) comm e 
1 3 

(1-13) ax = (Jix Ari ~ (ruX)Ii). 
z î 

Le second morceau es t dan s Bp1, tandi s qu e la projection d u premie r su r l e facteu r 
[Aâ<r3] 0  [X^a1] C  AXV (8) [A2<r2] 

est u n isomorphism e d'aprè s (1.6 ) ;  il y  a  don c u n uniqu e choi x de s (r^ ) qu i tu e l a 
composante d e V(drj) su r c e facteur; comme , d'aprè s l e lemme I L 1.6, c'es t l a seul e 
obstruction à  ce que V préserv e la SpmSpi-structure, l e théorème es t démontré . • 

II. l .E. Conséquences . —  Nou s pouvon s tire r d e l a démonstratio n d u théorèm e 
IL 1.3 des renseignements plus précis sur la dérivée covariante des 2-formes U{ = dr/i\y. 

Proposition IL 1.7. —  Si W est le supplémentaire privilégié construit par le théorème 
II. 1.3, et V la connexion partielle associée, et Ri € W défini par rji(Rj) — Sij, alors 

3 
Vui =  - y^^Rjdrjj^y <S>UJ; 
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en particulier, {i^dq^v = —(iRidrij)\v et iRidr}i\y = 0 . 

Remarque IL 1.8. —  L e supplémentaire W es t entièremen t détermin é pa r le s condi -
tions d'antisymétrie sur les restrictions à V des iRidrjj. En effet, pa r exemple, le champ 
Ri es t manifestemen t caractéris é pa r le s conditions : 

- R\ es t dan s l e noyau d e 772 e t 77 3 ; 
- 77 1 (Rx) = 1  et (iflldî7i)| v =  0 . 

On voi t là  une analogi e clair e avec le champ d e Reeb défin i e n géométrie d e contact . 
Nous appelleron s don c dorénavan t le s Ri le s champs de Reeb de la structure quater-
nionienne de contact. 

Démonstration. —  L'égalit é (1.10 ) donne l'antisymétrisation d e la dérivée covariant e 
des LJi, à  savoi r 

3 
û(Vwi) = -^2(iRjdrii)\v A^; 

comme cett e antisymétrisatio n es t injectiv e pa r l e lemm e II . 1.4, o n dédui t immé -
diatement l a formul e indiqué e dan s l a proposition . Puisqu e l a connexio n V  su r l e 
sous-espace Rw1  + Rw2 + MLJS es t un e SO3-connexion, o n e n dédui t l a propriét é d'an -
tisymétrie su r le s {ÎRjdrji)\y. • 

Prolongement de la connexion partielle à W. —  O n peut utilise r l a proposition pré -
cédente pou r étendr e naturellemen t V  en un e connexio n T^-partiell e su r W aussi , de 
la manière suivante . 

Proposition IL 1.9. —  Sous les hypothèses de la proposition II.1.7, la V-connexion 
partielle sur W définie par 

VXR = [X,R]W, X G  V,ReW, 

est une connexion métrique (pour la métrique ^2 Vi )> #m s'identifie à la connexion V 
sur Mu>i + Mu>2 4 - , via l'identification Ri —» . 

Démonstration. —  L a définition d e la connexion s e traduit pa r 
3 

VxRi = -J2dVj(XJRi)Rj; 

compte ten u d e la  propriét é d'antisymétri e de s iRidq^y, o n voi t qu e l a matric e d e 
connexion es t bie n dan s 503 ; de plus, les coefficients son t le s mêmes que ceux fourni s 
pour VuJi pa r la  proposition I L 1.7. • 

Finalement, nou s pouvons conclur e cette sectio n pa r la  définition suivante . 
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Définition II.1.10. — Pou r m  ^  2 , soit un e variét é 54m+ 3 munie d'un e structur e d e 
contact quaternionienn e V ;  la connexion V-partielle adaptée à cett e structur e es t l a 
connexion su r le fibre TS = V ® W défini e su r V pa r l e théorème II . 1.3 et su r W pa r 
la proposition II . 1.9. 

II.2. Prolongemen t d e l a connexio n partiell e adapté e 
Dans cette section, partant d'un e structur e de contact quaternionienne sur 5 , nous 

montrons comment étendre la connexion partielle adaptée construite dans le théorème 
II. 1.3 à  une vraie connexion su r l e fibre  V. 

II.2.A. Théori e générale . —  Commençon s pa r u n cadr e abstrait . O n suppos e 
qu'on a  simplemen t un e distributio n V C  TS d e dimensio n n dan s un e variét é 5 , 
munie d'une if-structur e pou r u n group e H C  GLnR, d'algèbr e d e Lie f). 

Lemme IL2.1. —  Étant donné un supplémentaire W de V, il existe une unique con­
nexion partielle suivant W sur V, dont la torsion 

TR,X =  vRx - [R,x]v, R e w,x G  v , 
vérifie 

TRt. Gí)1, R G  W. 

Démonstration. —  Partan t d'un e if-connexio n V  sur V, partiell e suivant o n voit 
que 

T^xa = Tlx + aRX; 

la 1-form e a est à  valeurs dan s f) , donc on peu t tue r l a composante d e la torsion su r 
f) d'une manièr e unique . • 

Il y  a  u n exempl e centra l :  s i S es t un e variét é C R integrable, et R l e cham p 
de Reeb associé à une forme d e contact 17 , alors la partie d e la connexion d e Tanaka -
Webster [Web79 ] dérivant suivan t R es t obtenue par application du lemme précédent 
au groupe H = On ; la dérivation covariante V,R préserv e en réalité auss i la structur e 
complexe, donc on aurai t obten u l e même résultat ave c le groupe H = Un/2-

Dans notr e situation , o n a  un e structur e d e contac t quaternionienn e su r 5 , ave c 
la connexio n partiell e adapté e V  ; o n considérer a deu x prolongement s suivan t W 
construits grâc e au lemme II.2.1 , à  savoir : 

- l e prolongement métrique Vo, construit e n prenant l e groupe H = O^m ; 
- l e prolongement quaternionien Vg , construit en prenant le groupe H =  SpmSpi ; 

c'est l e prolongement qu i nous intéressera, e t aprè s sa construction ici , nous le 
noterons simplemen t V  =  Vq. 
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II.2.B. Analys e d u prolongemen t métrique . —  Nou s étudions d'abord l e pro-
longement métriqu e V ° pou r l a SpmSpi-métrique d e Carnot-Carathéodor y gy su r 
S ; pour X G  V e t R G  W, nou s noteron s l a torsio n Tx R ; en revanche , pou r deu x 
vecteurs X,Y G  V, nou s noteron s seulemen t Tx,y puisqu'i l n' y a  pa s d e confusio n 
possible. 

Appliquons l a formule (1.9 ) pou r obtenir , s i X, Y G  V e t R G  W, 

a(V0dM)X,Y,R = -dm{T^x,Y) - dVl(Tx,Y,R) - dm(T^R,X) 

= -</iT£)X,y > -  (TRY,IiX) - dm(Tx,Y,R), 

mais Tg . est antisymétrique , don c 

(2.1) a{V°drn)x,Y,R = (-hTlx - TRJlX,Y) - dVl(Tx,Y,R). 

Spécialisons cette formule à  R = R\ :  plaçons-nous en un point p et choisisson s les 
Ri, X e t Y d e sorte qu'il s soient tous parallèles au poin t p ; alors , au point p, on a 

(2.2) aÇV0dTh)x,Y,R = X •  drn(Y9R) +  F  •  dm(R,X) + (V°Rdm)(X,Y) 

et pa r conséquent , compt e tenu d e iRldr)i\y =  0  (proposition II.1.7) , 

a(V°dm)x,Y,Rl =  (V^dmXX.y) . 

Nous déduisons donc de (2.1 ) l'égalit é 
3 

((VRlh)x,Y) =  - ( n , ; i X + / i ^ l i X ) F ) - J ( № y ) d r / 1 ( f l i ) f l i ) ; 
1 

comme V°RlI\ doi t anticommute r à  I±, on obtient , e n projetan t cett e égalit é su r le s 
endomorphismes commutan t o u anticommutan t à  h, 
(2.3) V°Rlh = dm(R1,R2)I2+drh(RuR3)I3, 

(2.4) TftlJxX+I1Tfix9X=Q. 

La seconde égalité nous indique qu e Tj^ es t anti-ii-linéaire . 

Remarque II.2.2. — Dan s l e ca s d'un e variét é CR , c'es t l e mêm e raisonnemen t qu i 
montre qu e l e prolongemen t métriqu e (donnan t l a connexio n d e Tanaka-Webster ) 
préserve la structure complexe , et qu e sa torsion es t anti-ii-linéaire . 

Appliquons à  présen t notr e identit é (2.1 ) à, R = R2. I l fau t fair e attentio n que , 
dans (2.2) , nous avons à présent le s termes non nuls (toujour s a u poin t p) 

X • dm(Y,R2) - Y • dVl(X,R2) = -d(iR2dm)x,Y - dVl(R2, [X,Y]); 

compte tenu qu'a u poin t p  on a  [X, Y] = —TX,Y, on dédui t 

V°R2dm(X,Y) = d(iR2dm)x,Y - (TR2,IlX + hTR^x,Y) 
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et, e n décomposan t à  nouvea u e n partie s commutan t o u anticommutan t à  /1 , o n 
déduit le s égalités 

(2-5) V°R2dVl(X,Y) = ^(d(iR2dVl)XtY - d(iR2dm)IlX,IlY), 

(2.6) {TR2jlX +  hn2,x,Y) = \(d{iR2dm)x<Y + d(iR2dm)IlXJlY). 

À présent, utilisons (2.3) sous la forme 

m2h)I2 +I2{V%th) = 2dV2(R2,Ri)-
de Iil2 + I2I\ = 0 on déduit pa r conséquen t 

m2h)I2 +I2{V%th) = 2dV2(R2,Ri)-

En séparant de plus (2.5) en parties commutant e t anticommutant à  /2, nous obtenons 
les égalités 
(2.7) 

VR2dVl(X,Y) 

= 4  (d(ifl2d77i)x,y -  d(iR2dr]1)IlX<IlY - d(iR2dr)!)i2Xj2Y + d(iR2dr}i)l3x,isY) 

+ drl2(R1,R2)drl2(X,Y), 

(2.8) 
drl2(R1,R2)drl2(X,Y) 

= ^(d{iR2drn)x,Y —  rf(z«2<i»7i)j1A:,/1y + d(iR2drii)i2x,i2Y — d(iR2drji)i3x,i3y)^ 

d'autre part , pa r (2.4) , l a torsio n TR es t anti-/2-linéaire , donc i l e n es t d e mêm e 
pour s a partie /1-linéair e donnée par (2.6) , d'où o n dédui t 
(2.9) 

(TR2JIX +  hTR2X,Y) 

= ^(ditR^drj^x.Y +  diiRzdrj^^xjtY +  d(iR2dr}i)l2xj2Y 4- d^R^rj^^xjsY), 

(2.10) 
0 = d^R^d^x.Y + diin^drj^^xjxY — d(iR2dtii)i2xj2Y — d(iR2d7ii)i3x,iaY' 

On e n dédui t finalemen t l'énonc é suivant , pou r leque l nou s avon s besoi n d e l a 
notation suivant e :  un endomorphisme u d e V s e décompose en 

(2.11) u = + u+— - h u~+~ + u + , 

où ^+++ es t s a partie i i , I2 et /3 -linéaire, s a partie I2 et /3 -antilinéaire (don c 
Ii-linéaire), etc . 

Proposition 11.23'. —  Pour le prolongement unitaire V° , la torsion T° satisfait 

- Tg . .  est Ii - antilinéaire ; 
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- -̂ CT g ) + =  ACT g )  +  (et les deux autres identités obtenues par permu­
tation circulaire). 

Démonstration. —  O n a déjà montré le premier point, reste le second. Rappelons que, 
par la proposition II.1.7, on a tR1dr/2\v = —iR2dm\v, d'où l'on déduit immédiatemen t 
l'identité 
(2.12) 

d(iRldr}2)x,Y +  d(iR2dr)i)x,Y = -(iRldï]2 + iR2dm)[x,Y]w 
= dm(R2,Ri)dm(X,Y) + dV2(RuR2)dV2(X,Y) 

+ (dm(R2,R3)+drj2(R1,R3))dr]3(XJY) 
qui impliqu e 

3 3 
d{iR:tdm)x,Y +  ^^diiR^driùuxjiY = -d(iRldr)2)x,Y -y^2d{iRldr]2)IixjiY 

1 1 
et donc , d'après (2.9) , on a 

TR2j!X + hTR2x — ~{TRxj2x +l2TRlX) 
qui est exactemen t l e résultat souhaité . • 

II.2.C. Analys e du prolongement quaternionien . —  À  partir du prolongement 
métrique qu e l'on vien t d'étudier , i l est facil e d e déduire l e prolongement quaternio -
nien :  la SpmSpi-connexion V  =  Vq sera obtenu à  parti r d e V ° e n lu i ajoutan t un e 
1-forme su r W à  valeur s dan s (sp± © spm)± ;  la torsio n TR d e V 9 ser a obtenu e à 
partir d e T° e n ajoutant l a même 1-forme . 

Plus précisément , d e /3 =  Iil2 e t d e (2.3 ) nou s déduison s 
VRlI3 = (VRlh)I2 + Ii(VRlI2) 

= dm (R2, iJi ) + dm (R3, Ri )/i +  h vHl i2 
que nous réécrivon s 

h(yRlh-dri1{R3,Ri)h) = h{VRlI2 - drj1(R2yR1)I1). 
Notons tili l a projection d e ce t endomorphism e su r I\ (don c t\ G l ) , o n peu t alor s 
définir 

tii = h{VRlI2 - dm(R2,Ri)h) -Hh 
(2.13) ,  ' 

= /3  (VRl h - dm (R3, i?i )/i ) -  H h ; 

Lemme II.2.4. — L'endomorphisme u\ a les propriétés suivantes : 
(1) u i eso(V); 
(2) la projection de u\ sur I\ est nulle ; 
(3) u\ anticommute à I2 et I3 (donc commute à Ii ) ; 

en particulier, on a u\ _ L (sp1 ©spm). 
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Démonstration. —  Comm e V R^I^ est dans so(V) et anticommut e à  /2, la première 
assertion es t évidente . L a seconde assertio n résult e d e la définitio n d e u\. D'aprè s 
(2.7), appliquée en échangeant l e rôle de I\ e t I2, l'endomorphisme 

V^/2 -d77i (i?2,#i)/i 
anticommute à  I\ e t I2, d'où résulte la troisième assertion . 

De ce lemme, on va pouvoir déduir e la connexion VQ. 

Proposition IL2.5. —  La dérivation VQR est donnée par la formule 

VQR VQR i 
~2Ul 

Démonstration. —  En effet, o n obtient 

VQR VQR i 
'Г1 

qui est bien élémen t d e (spx © spm)J_ d'aprè s l e lemme ; de plus, 

(2.14) DqR1/1 =  dm (Ri ,R2)h + dm (Ri ,R3)I3 

puisque u\ commut e à  I \ , 

(2.15) VQR -dTh(R1,R2)Ii +hl3 

d'après (2.13) , puisque [«î,.^ ] =  —2J2« i ; pour l a même raison : 

(2.16) VQR -dm(Ri,Ля)h - í i / 2 . 
Ainsi VQR préserv e bien la SpmSpi-structure, c e qui montre notre assertion . 

Comparaison des divers ti et ui. —  Bie n entendu , l a proposition précédent e s'ap -
plique auss i aux autres Ri. Nou s allons comparer les corrections pour les différents i. 
Rappelons que d'après (2.7 ) et la définition d e u\ ci-dessus , on a 

<-J2uiX,y>+*i<J3X,y> = 
1 
4 [d(iR1dr)2)xyY — d(«Hid%)/iX,/iy —  d^R^^i^xj^Y + d(iR1dr]2)isxj3Y), 

où £1/ 3 est justement la  projection su r /3 du membre d e droite. De l'égalité (2.12) , 
on dédui t 

d(iR1drj2)xyY - d(iRldrj2)i1xj1Y ~ d(iRldr]2)i2xj2Y +  d(iR1dr)2)i3x,i3Y 

— (d(iR0dm)x.Y — d(iR0dm)ux.uY - d(iRodm)i„xjnY +  d(iR^dm)uxj3Y) 

+ 4 (¿772(Ri,R3)+ dm (R2, Rs))c/773(X, Y); 
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en prenant l a trace sur / 3 de cette égalité , puis la partie sans trace, on dédui t 
(2.17) t2-h= dr)2 (Ri, Rs ) + dm (R2, Rs ) , 

(2.18) I2U\ — —I\u2. 

Cela nous permet d e démontrer la  proposition suivante . 
Proposition IL2.6. —  Le prolongement quaternionien de la connexion partielle V est 
donné par Vq

R. =  V^ . +  aRi, de sorte que : 
(1) il existe un endomorphisme u autoadjoint, commutant à I±, I2 et / 3 , tel que 

aRi = U o u; 
en particulier, la torsion Tq vérifie encore les propriétés de T° énoncées dans 
la proposition IL 2.3 ; 

(2) il existe une fonction À  sur S telle que, si V ° désigne aussi la W-connexion 
partielle sur W donnée par le lemme II. 1.1, et si on identifie le fibre W avec 
®RIi, alors 

VU• = vkMj + xiiijj]. 

Remarque IL2.7. — Nou s utiliserons la propriét é 

h(TR2,.)—
+ = h(TR3,r

+-
de la proposition II.2. 3 sous la forme plu s explicite suivante :  puisque TR 2 î . es t anti -
72-linéaire, (TR 2 j.) e n es t simplemen t l a parti e anti-ii-linéair e ; par conséquent , 
l'égalité ci-dessu s s'écri t 

h(TR3tx +  I\TRZJ1X) =  h(TR2,x +  IITR2J1X), 

ou encore 
(2.19) T R 2 I X + IITR2JXX +  I\TRZ,X — TR3J1X = 0 . 
Cette identit é ser a très util e lor s de la construction twistorielle . 

Démonstration. —  O n pos e u =  \l\U\ = \l2u2 d'aprè s l'égalit é (2.18 ) ; comm e 
TR, . = TR. .  -f ciR^ la  première assertion en résulte . Pour l a seconde, observons que, 
d'après l a remarque II.1.2 , on a la formul e 

2(V^./îJ-,i?fc) =  ([Ri>Rj],Rk) — {[Rj,Rk],Ri) + ([Rk,Ri],Rj) 
= -dr)k(Ri,Rj) +d<qi(Rj,Rk) - dr)j(Rk,R^ 

si on compare cett e identit é ave c les formules (2.14 ) à  (2.16) , on voi t qu e la  formul e 
proposée dans la proposition es t valabl e en posan t 

2X = t1 + ^(dVl(R2,R3) - AfcOR 3,/2i) -  dris(RuR2)); 

si on fai t un e permutation circulair e sur (123) , À rest e inchangé d'après (2.17) . • 

Nous donnons à  présent l a définition finale  de la connexion adaptée . 
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Définition 11.2.8. —  Soien t m ^  2  et ¿>4m+3 une variété munie d'une SpmSpi-métrique 
de Carnot-Carathéodory gy. L a connexion adaptée à gy es t : 

- suivan t V, l a connexion partiell e adapté e (définitio n II . 1.10) ; 
- suivan t l e supplémentaire privilégi é W, l e prolongement quaternionie n su r V , 

et so n extension su r W obtenu e e n identifiant Ri e t i¿. 

On remarquera qu'il y a un choix un peu arbitraire dans cette définition, à  savoir le 
choix de la connexion sur W suivan t W. J'a i privilégié sur W l a connexion induite pa r 
l'identification a u fibre des structures complexes , plutôt qu e la connexion Vo induite 
simplement pa r l a métriqu e e t l a décompositio n V 0  W (voi r l e deuxièm e poin t d e 
la propositio n II.2.6) . L e pri x à  paye r pou r cett e simplificatio n es t u n pe u plu s d e 
torsion :  alors que , pour i?, R' G  o n a 

T%R. €  V, 

on obtient , pa r exempl e pour R — R±, JF̂ ' — R2, 

(2.20) TZ,R2=T£yR2+4\R3. 

L'avantage, qui permettra de simplifier le s notations dans certains raisonnements, est 
que les champs Ri e t le s structures Ii son t parallèle s en même temps. 

II.2.D. Structure s 3-sasakiennes . —  I l y  a  u n ca s particulie r o ù ce s construc -
tions deviennen t triviale s :  c'est l e ca s de s structure s 3-sasakienne s (pou r toute s le s 
affirmations qu i suivent , voi r l e survey [BG98] , où j'ai changé quelque s signe s pou r 
mieux coller à mes conventions). Une telle structure sur une variété £'4m+3 est une mé-
trique riemannienne g telle que la métrique dr2 +r2g sur M4" x  S soit hyperkahlérienne . 
Une structure 3-sasakienne indui t un e structure de contact quaternionienn e :  l'espace 
W es t l'imag e d e d/dr pa r le s structures complexes , e t i l est engendr é pa r un e bas e 
#-orthonormale (^1,^2,^3) , tell e qu e [£¿,£¿] = —2eijkÇk (don c l a distributio n W es t 
integrable) ; l'espace V es t l'orthogonal de e t les trois 1-formes rji(X) =  |p(£¿, X), 
satisfont 

drH(X,Y)=g(IiX,Y), X , y €  TS, 
où Ii(£i) =  0  e t Iilkerrji es t un e structur e presqu e complexe , ave c / ¿ ^ = ;  les 
endomorphismes Ii satisfon t d e plus 

Ii o Ij = eijkIk -h 2& 0 rjj - Sij. 

En particulier , o n obtient bie n un e structure d e contact quaternionienne . 
La connexion adapté e es t particulièremen t simple . En effet , l a connexion d e Levi-

Civita satisfai t 
V»£i - Ii, V9VL = f ¿ A X: 

compte tenu qu e les champs de Reeb s'écrivent Ri = l a connexion adaptée V  es t 
donc obtenue en posant : 
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- suivan t V :  la connexion V est la projection de Vp sur la décomposition V®W ; 
elle vérifie VxIi =  0  si X G  V ; 

- suivan t W :  on a =  îrvVf j —  |/ i su r F  ;  en particulier VR{IJ =  —e1^!^. 
Ce calcul montre immédiatement la  propriété suivante, qui est analogue au fait qu'un e 
structure d e Sasak i indui t un e variét é CR , pseudo-hermitienne , don t la  torsio n d e 
Webster s'annule . 

Lemme 11.2.9. —  Une structure 3-sasakienne sur une variété S induit une structure 
de contact quaternionienne dont la torsion vérifie 

TR,X=O, Rew,x e v. 

Ce fai t ren d le s construction s qu i von t suivr e san s intérê t pou r le s structure s 3 -
sasakiennes, qu i son t trè s rare s parm i le s structure s d e contac t quaternioniennes , 
puisqu'infinitésimalement rigides . 

II.3. Structur e d u tenseu r d e courbur e 
Etant donné e une structur e d e contact quaternionienn e V C  T.S, nous allons étu -

dier l a courbure R d e sa connexion adaptée su r V ;  on peut e n particulier défini r : 
(1) u n tenseur de Ricci pa r la  formule, pou r X , Y G  V, 

Ricx,y =  y](Rei,xY,ei), 

où la somme court su r une base orthonormale de V ; 
(2) un e courbure scalaire par s — trv Ri e 

Il sera utile aussi de définir de manière similaire le tenseur de Ricci Ric° et la courbure 
scalaire s° d u prolongemen t métriqu e V ° considér é dans la  section II.2. 

En géométri e riemannienne, l e tenseur d e courbure , qu i es t un e 2-form e à  valeur s 
dans le s endomorphismes d u fibre  tangent , es t fortemen t contrain t pa r l'identit é al -
gébrique de Bianch i 

RX,YZ + RYyzX +  Rz,xY =  0 . 

Cette identité, valable seulement pour les connexions à torsion nulle, implique en par-
ticulier que la courbure définit u n endomorphisme symétrique de A2 S ;  si la métrique 
a un e holonomi e particulière , on obtien t de s renseignements plu s préci s encore (voi r 
le livre de Salamon [Sal89]) . Dans le cas d'une structur e quaternionienn e de contact, 
la torsion d e la  connexio n su r V es t no n nulle , ce qui détrui t tou s ce s résultats . Ce-
pendant, l e tenseur d e Ricc i rest e symétriqu e (voi r la  propositio n II.3.2) . Le but d e 
cette section es t d e voir jusqu'où o n peut pousse r l'analogi e entre la courbure de nos 
connexions adaptées e t la  courbure quaternion-kahlérienne . 
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Deux approches son t possible s :  l'approche l a plus systématique consist e à  étudie r 
l'application 

A2V <g> (5pm 0 sp±) — > A3V (g ) V 
R i— • a(R.,.-) 

dont l e noyau n'est autr e que l'espace des tenseurs algébriques de courbure pour l'ho -
lonomie SpmSpi (voi r [Sal89, proposition 9.3] ) ; en principe, la description de l'image 
de l a courbur e R apport e don c un e descriptio n complèt e d e R modul o ce s tenseur s 
algébriques d e courbure . Cependant , cett e approch e risque d'être asse z technique, e t 
nécessite e n particulie r un e analys e fin e de s représentation s d e SpmSpi e n jeu; j'a i 
donc préféré un e méthode — moins complète, mais probablement plu s rapide —, qui 
montre directemen t le s propriétés nécessaire s d e l a courbur e à  parti r d e celle s d e l a 
torsion. 

Nous commençons pa r illustre r le s constructions pa r u n exemple explicite . 

II.3.A. L a sphèr e homogène . —  Développon s u n pe u l'exemple  d'un e sphèr e 
homogène, 

S =  Spm+lSpi/ SpmSpi\ 
écrivons g = spm_|_ i 0 sp i e t ï ) = sp m 0 sp±, et décomposon s g = ï ) 0 m , avec 

m = V Q>W = H771 0  M 3 ; 
on sai t qu e la torsion d e la connexion homogèn e Vho m (qu i provient d e la connexio n 
naturelle fournie pa r l'orthogona l m  sur l e fibre principa l G -» G/H) es t fourni e pa r 

T'hom r y 
X,Y — L̂* - ' 1 J™> 

restreinte à  V = W71, la  F-connexion partiell e Vhom a donc bien la torsion qu i en fai t 
la connexion partiell e adapté e ; en revanche , 

Thom TV 
RIYX — 

ce qui nous montre que Vhom n'est pa s la connexion adapté e ; celle-ci est donné e pa r 

VA, =  V £ M -  lu 
et a  une torsio n 

TRi,x = 0 , X G  V. 

La courbure es t donné e pa r 
R\y = -ad([X,Y]t)); 

on peut calcule r qu e cette dernièr e égalit é s'écri t plu s précisément, pou r X, Y €  HP71 , 
phom 
11X,Y — 

2m 
m — 1 

[X A  Y)sprn®sp1 

Si on veut calcule r l a courbure de la connexion adapté e V , i l faut prendr e e n compt e 
la modification d e V  pa r rappor t à  Vhom su r W, c e qui conduit à 

r> nho m 
JtiX,Y — ttx.Y 

(IiX,Y)Ii, x, Y e  v. 
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II.3. STRUCTURE DU TENSEUR DE COURBUR E 67 

Il est facile de constater, par exemple, que l'endomorphisme indui t par la courbure 
sur A2V n'est pa s symétrique. 

En revanche , si on se limite à  spx C  A2 V, un phénomène intéressant apparaî t :  en 
effet, s i \X\ = 1, 

phom 2m 
m — 1 

1 r 1 
^ 7 l +  21 

X A hX - I2X A I3X) 

d'où o n déduit l a formule 
TU 

RxyilX = T(h + (X A hX - I2X A I3X)); 
m — 1 v  ' 

on dédui t immédiatemen t d e cette égalit é 
H — jx 

m —  1 
De la même manière, on calcule facilement le s égalités 

_ 2m( m + 2) _  8m2( m + 2) xx îc —  ~  e t s — - . m — 1 m  — 1 
Nous déduisons en particulier que , restreint à  sp± C A2V, l'opérateur d e courbure 

s'écrit 

R ^ = " 4 ( m + 2)* 
Nous allons voir que cette dernière égalité, qui est vraie en général sur une variété 

quaternion-kahlérienne, subsist e pour une structure de contact quaternionienne . 

II.3.B. Identit é d e Bianchi. —  D e manière générale, pour toute connexion , on a 
RX,YZ +  RY,zX + Rz,xY = (dvT)X,Y,z 

(3.1) =  VxTY,z +  Vyrx,y +  VYTz,x 

— T[x,Y],Z — T[Y,Z],X — T[z,X],Y-

Si S est munie d'une structure de contact quaternionienne, nous utilisons la connexion 
adaptée V  et regardon s l'égalit é précédent e appliqué e à  trois vecteur s X , Y, Z G  V. 
Nous pouvon s calcule r e n un point p auque l le s vecteurs X , Y e t Z son t parallèles , 
ainsi que les U (et donc les Ri). Alors , puisque TY,Z — ^2(UY, Z)Ri, nou s voyons que 

VxTY,z(P) = 0 
et pa r conséquent, l'identit é d e Bianchi se réduit à 

RX.YZ + RY.ZX +  Rz,xY = TTXYJZ +  TTYZ,X +  TTZX,Y 

(3.2) 3 
^ ( % A ^ , . ) W . 

i 
Il est donc important d'étudie r plu s précisément le s T^,.. 
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Lemme IL3.I. —  La torsion de la connexion adaptée satisfait, sur V, 

tvvTRii.=0, tr 7'rÄif. = 0 . 

Démonstration. —  Comm e TR^. es t anti-ii-lhiéaire par la proposition II.2.6, sa trace 
est null e ; comme, par définition , TR^. es t orthogona l à  spx, les traces contre les trois 
structures complexe s sont nulle s aussi . • 

II.3.C. L e tenseu r d e Ricci . —  Étudion s à  présen t la  symétri e d u tenseu r d e 
Ricci. Par l'identit é d e Bianchi , 

Ricx,y - Ricy, x "(Rei.xY -ReivX,ei) 

(TTx,Yìei +TTe.iX,Y -TTe.tYlx,ei); 

dans cett e somm e d e trois termes , l e premier es t nu l pa r l e lemme II.3.1 , tandi s qu e 
les deux autre s s e réécrivent, compt e tenu d e la torsion TX,Y — ^2 dr)i(X, Y)Ri, 

3 
Ricx,y -  Ric^ x = ^2-(TRi,Y,IiX) + {TRi,xJiY) 

i 
puisque TRU. es t anti-ii-linéaire , 

3 
= Y.-{TRi,hY,X) + (TRi,x,IiY); 

1 
on remarquera que, jusqu'ici, ce calcul est valable à la fois pour la connexion adapté e 
V e t pou r l e prolongemen t métriqu e V ° ; mai s comm e pou r c e dernier , T^.. es t 
symétrique, o n dédui t Ric ^ Y = ^cy,x - Cel a nou s fourni t l a premièr e parti e d e l a 
proposition suivante . 
Proposition IL3.2. —  Reprenons les notations de la proposition II. 2.6, alors : 

- le tenseur de Ricci Ric° du prolongement métrique V ° est symétrique ; 

- le tenseur de Ricci Rie  de la connexion adaptée vérifie 

Ricx,y =  Ric°(X,F ) -  3(u(X),Y) 

et il est symétrique ; 
- les courbures scalaires s et s° sont égales. 

Remarque IL3.3. —  E n particulier , o n voi t qu'i l y  a a  prior i deux choi x pour l e pro-
blème, analogue à celui traité par Lee dans le cas CR [Lee88] , et consistant à  trouver 
un représentan t conform e «pseudo-Einstein » d e l a métrique ; l e «problèm e d e Ya -
mabe» est , quan t à  lui , parfaitemen t défin i dan s c e context e (voi r l a sectio n II.4. C 
pour plu s d e précisions) . 
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II.3. STRUCTUR E D U TENSEUR D E COURBURE 69 

Démonstration. —  Comm e les connexions V  = V 9 et V ° sont égales suivant V, o n a 

RicX?Y-RicX?YRz.xY :((Rx,ej -R°x,ei)ej,Y) 

V-V0)Tx,Ciej,Y) 

aRiIiX,Y) 

et comm e u commute au x Ik • 

3(u(X),Y); 

comme u es t symétrique , l e tenseur Ri e l'es t auss i ; comme u es t à  trace null e par l e 
lemme II.3.1 , on dédui t l'égalit é de s courbures scalaires . • 

IL3.D. Courbur e induit e su r sp±. — Nou s passons maintenant à  notre premie r 
intérêt ici , à  savoi r l a courbur e induit e su r l e fibre  spx engendr é pa r le s structure s 
complexes d e V'. Considérons tou t d'abor d l'endomorphism e S  de spx indui t pa r la 
courbure. 

Lemme 113A. —  L'opérateur S  est symétrique. 

Démonstration. —  Noton s 

(3.3) 
<*>X,Y,Z =  RX,YZ + RY,ZX +  Rz.xY, 

bx,Y,z = TTXY,Z +  TTYJZ,X +  TTZX,Y', 

l'identité de Bianchi (3.2 ) s'écrit don c ax,Y,z = bx,Y,z- On vérifie facilement l'identit é 
(qui montre , en géométrie riemannienne , l a symétrie du tenseur d e courbure ) 

2((RX9YZ,T)- (RZ9TX,Y))Rz .xY 

= (ax,Y,z,T) +  (ay ,Z,T,X) —  (az,T,x,Y) — {aT,x,Y,Z)', 

on en dédui t pa r exempl e l'égalité ( à une constante multiplicative près ) 

(§(/1),/2)-(S(/2),/1) = 

f(àeiJiei,es,hej) + (biiei ,e,- ,I2ej , C»> ~  (bej J2ej ,a , h ^i) ~ (f>I2ej ,a Jiei ,Zj ) î 
je di s que chacun de s quatre terme s es t nu l :  par exemple , pour l e premier , 

beiyIiei,ej 

Rz.xY si ej & Eki, 
0 si ej — ei ou liei. 
TR1j2ei +  TR3TR2jiei SÌ Cj = 

TR1j2ei + TR3yei Rz.xY si ej = I3ei ; 

à parti r d e là, on voi t qu e la sommation s e ramène à  une somme de traces de s TR^ 
qui sont toute s nulle s par l e lemme II.3.1 . • 

Lemme 11.3.5. —  La partie sans trace de l'opérateur S est antisymétrique. 
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Démonstration. —  O n pourrai t fair e u n calcu l direct , mai s nous aurons besoin dan s 
la construction twistoriell e de l'identité plu s forte (5.4) , pour X , Y G  V, 

[RXiY +  IRIX,Y +  IRXJY - RIX,IY,I] = 0 . 

En appliquan t cett e identité à  /1 , on a 
4m 
y^JReiJiej + IiReiJsenIl] = 0 , 

1 
ce qui s'écri t encor e 

[8(J2) + /iS(/3),/i ] =  0 ; 

en particulier , l a projection d e S(i2) +  IiS(Is) su r /3  es t nulle , ce qui donn e 

<S(/2),/3> + (S(73),/2 ) =  0 ; 

la partie sans trace de S est don c antisymétrique. • 

Finalement, nou s déduisons des deux lemmes le résultat suivant . 

Proposition 113.6. —  L'opérateur 2>, restriction de l'opérateur de courbure à $p1 est 
donné par 

S = s 
4(m + 2) " 

Démonstration. —  Pa r le s deu x lemme s précédents , S  es t u n scalaire , qu'i l rest e à 
déterminer. Pou r cela , on applique encore l'identité d e Bianchi modifiée (3.2 ) 

<S(Ji),Ji) =  1/2 ^^(Reijteiejil iej) 

= — ^2(Rejte.Iiei, I±ej) +  termes de torsion , 

mais à  nouveau , le s termes d e torsion conduisen t à  de s trace s qu i s'annulen t pa r l e 
lemme II.3.1 , don c 

<S(/i),/i> -  -8 + ^([IuRe.9ei]I1ei9ej) 

= S +  ^2([IljRl2eilei]heiJl2ei) +  ([Il,Rl3ei,ei]Iiei,l3ei) 

= - * + ^(<[S (/2),/i],/3> -  <[8(/3),/i] , J2» 

= - 5 - i « 8 ( J 2 ) , / 2 > +  <8(J 3),/3», 

d'où résult e la formule annoncée . • 
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II.4. Changemen t conform e 
La connexion adapté e à  une structure d e contact quaternionienn e d e contact V C 

TS n e dépend pa s du choi x de 503-trivialisation d e 7 7 = (/71,772,773) . E n revanche , un 
changement conform e modifi e cett e connexion. Comme nous pensons à ces structures 
comme des infinis conforme s d e métriques d'Einstein, i l est important d e comprendre 
la modification d e la connexion pa r changemen t conforme . 

Nous supposons donc que nous effectuons u n changemen t conform e 
n'= f2gf 

et nous allons étudier le s variations des objets construit s précédemment . L a métrique 
partielle devien t bie n sû r 

C = f29v-

II.4.A. Connexio n partiell e adaptée . —  L a connexion F-partiell e V  adaptée à 
77 n'est plu s métrique pou r g'v, mais on peut corrige r ce défaut e n considéran t 

/ - ' o V o / V + a , а = f^df. 
Cependant, cette connexion, qui préserve la SpmSpi-structure, doi t être corrigée pour 
obtenir l a connexion partiell e adapté e à  /277/ . NOUS noterons 

9y = EV 
le vecteur associ é à  la forme a\y pou r la  métrique gy. 

Lemme 11.4.1. — Les champs de Reeb de la structure f2rf sont les vecteurs 

R'i = f~2(Ri +  r*), n =  -2hoï G  F, 
et la connexion partielle adaptée est 

R'i = f~2(Ri + r*), 
3 

1 
(La)vii + a b AI + 

3 

1 
[Ita^AliX. 

Remarque IL4.2. —  O n notera que V —  (V -h a) es t bie n une 1-form e à valeurs dans 
spx 0  5pm , avec l e morcea u à  valeur s dan s spx éga l à  5Zi(^«)^ , e t celu i à  valeur s 
dans sp™ donné , pour tou t vecteu r X G  V, pa r 

аь ЛХ + 
3 

1 
( 7 ^ ) A ^ G 5 p m . 

En effet , u n endomorphism e u — Yli li^Ii commut e toujours à  / 1 , I2 et / 3. 

Démonstration. —  Pa r la  propositio n I L 1.7 e t l a remarque II . 1.8, l e champ d e vec-
teurs R'i est caractéris é par ÎR'dri'^y = 0  et rj'ARj) = Sij. Comm e 

drj' = dr) + 2a A  77, 

on en dédui t immédiatemen t l a première assertion . 
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Connaissant W\ i l nous suffi t maintenan t d e trouver la  connexion adaptée V  pa r 
le lemme II . 1.1 ; partant d e la connexion V  + a , don t l a torsion es t 

rpSI + OL 
1 X,Y 

3 

1 
drji(X, Y)Ri + axY - aYX, 

nous devons la modifier pa r un e 1-form e a à valeurs dans so(Vj, d e sorte que 
axY — ayX rpV' 

2X,Y 
rpV + OL 

X.Y 3 

1 
dm{x,Y)n - (axY - ayX) 

La solution es t fourni e pa r l a formule (1.2) , et o n vérifie facilement l'égalit é 

avY - 1 
2 

3 

i 
(IiX, YWi-ln.X)!^ (ruY)IiX + aYX - (X,Y)oï> 

qui condui t à  la formule annoncé e quand o n remplace ri pa r s a valeur . 

II.4.B. Prolongemen t quaternionien . —  Plu s délicat est de calculer la variation 
du prolongement quaternionien de V par modification conforme ; en géométrie de Car-
not-Carathéodory, i l fau t e n effe t pense r au x dérivation s suivan t u n supplémentair e 
de V comm e d'ordr e deux , c e qu i expliqu e l'apparition , dan s l e lemm e suivant , d e 
termes quadratiques en a. 

Lemme IL4.3. —  Le prolongement quaternionien de la connexion V  satisfait 

V'*,. v^i +  o¿Ri + |a | Ii + {aRi)sPl^QPrnJ 
TRi+n,X TR-x +  o¿RiX dm{x,Y)naYX 

où (aRi)sPl®9Prri et {aRi){3Pi^sPm)± sont les projections sur s p i 0 s p m e £ Орх 05pm)-L 
de 

aRi = 2/iVa b -  4(J;a)o> . 

Démonstration. —  Regardon s la connexion intermédiaire V1 définie par 

VxVx Vx 
Vx +  ax 

si x e V, 
si X G  W. 

C'est un e 5pm5pi-connexion, mais ce n'est pa s le prolongement quaternionien de V ; 
en effet , s a torsion est donné e par 

(4.1) 
rpl 
1Ri-^n,X 

VRiX + aR - [Ri + ri,X]v/Wf 
VRiX + aRiX + V'X [Ri,X]v/Wt — [ri,X\v/w 

où nous avons noté par u n indice V/W l a projection su r V', de noyau W. Or , d'un e 
part, pa r définitio n d e la torsion de V , 

^riX -rijX]V/Wi Vx + ax 
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d'autre part , de la même manière , 
VRiX — [Ri,X]y/w = TRUX + ([Ri,X]v/w — [RiiX]y/w') 

'-TR^X 
3 

¿=1 
dr)j(Ri,X)rj; 

en injectant ce s deux égalités  dan s (4.1) , nous déduisons la formule 

(4.2) rpl 
1 Ri+n,X 

= TRi,x+ctRiX + V'xri 
3 

¿=1 
dr)j(Ri,X)rj. 

À présent , utilison s l a valeur d e ri calculé e dan s l e lemme II.4.1 , à  savoi r r « = 
—2Iiab ;  pour simplifie r l e calcul, nou s pouvons suppose r qu'a u poin t p où nous cal -
culons, on a VIi(p) = 0, ce qui se traduit, d'aprè s la  proposition II.1.7 , par l'égalité 
(4.3) drn(Rj,X) = 0 , X e V; 

toujours d'aprè s le lemme II.4.1 , on a, pour X € V 

VRiX 
3 

ÎRi+n (drjj +  2a A rjj)x <S > Ij 

3 

3=1 
(dr}j(ri,X) -  2axSij) <8> 

- 2 (IjIia^X)®!*; 

d'autre part , pa r le lemme II.4.1 , on calcule 

VVo> =  Vxab + \a\2X + 2 
3 

i 
Ija)xIjCtb; 

ces deux égalité s se compensent partiellemen t dan s Vx(Iiab) pou r donne r 
V'x(/i«b) /iVxab +  |a|2/<X - 2(Jia)xo> . 

En utilisant cett e égalité et l'annulation (4.3 ) au point p, on déduit maintenan t de 
(4.2) l'égalit é 

T1 TR. X + OÍR,X — \a\2IiX - 2IiVxc¿> + 4(1га)х<^ 
TRi,x + aRiX - \a\2IiX - aRiX, 

où aRi est défini e dan s l'énoncé du lemme. Par conséquent, si on modifie V 1 sur W 
en posant 

D'Ri V Ä i +  H U + ( a ñ i ) s P ] e 3 p , 
on obtient un e SpmSpi-connexion su r V dont la  torsion 

TRi+ri,* ¿Ri,. + OíRi - (IjIia^X)®!*; 
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est bie n orthogonal e à  $p± 0  Bprn : il s'agit don c du prolongement quaternionie n re-
cherché. • 

II.4.C. Comportemen t d e l a courbur e scalaire . —  Dan s l a suite , nou s au-
rons besoin d e connaître l a modification d e la courbure scalair e pa r un changemen t 
conforme. L e calcul suivan t montr e e n particulier qu e la variation infinitésimal e d e 
la courbure scalaire est fournie par un laplacien partie l (dérivan t uniquemen t suivan t 
les directions de V) ; le problème de Yamabe semble ainsi se présenter trè s bien dan s 
cette situatio n (voi r auss i la remarque II.6.2) . 

Lemme IL4.4'. —  Si on fait le changement conforme r\' = f2r], alors la courbure 
scalaire devient (a = f~1df) 

s' = f~2 (s - 8( m + 2) trv Va - 16( m + l ) (m + 2)|a|2) . 

Démonstration. —  Le plus simple est de calculer la variation de l'opérateur d e cour-
bure sur Bp± e t d'utiliser la  proposition IL3.6 , donnant s par 

jR,8pl = ~4(m*+2) " 
Si nous notons a la variation de la partie spx de la connexion, alor s la variation de la 
partie sp± de la courbure est donnée par 

R' - R = dva+ ha, a]. 

Par le s lemmes IL4.1 et II.4.3, on sait que a est donnée par 
3 

aW = ^2(IiOL)Ii9 aRi = \a\2Ii + (2(1*Vab ) - 4(Iia)ab)BPi . 
1 

Par conséquent , en calculant à  un point où les î\ son t parallèles , 

CR' - R)X,Y = Yl a{IiVa)x,YIi + X ^ 7 ' a A h^x^UJj] 
i i<i 

3 
+ J22drh(X,Y)(\a\2Ii + (I,Vab - 2(/ia)ab)sPl); 

1 
on déduit, en faisant attentio n à ce que /1, vu comme 2-forme, dépend de la métrique, 

3 
pR'^-R!, = ^ 2 ( 7 i V a ) / l / , +  2(/2aA/3«)/1/i+4m(|a|2/1 + (/1Vab-2(/1a)a b)spJ; 

1 
conformément à  l a propositio n II.3.6 , o n peu t vérifie r qu e les termes su r I2 et /3 
s'annulent, e t il reste 

/2i?'7l -  Rh = (2tvv(Va) + 4(m + l)|a|2)/i , 
d'où résult e le lemme. • 
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II.5. Twisteur s C R 
Supposons S muni e d'une structur e quaternionienn e d e contact V С T5, et consi -

dérons le fibre en sphère s 
S2 •  T 

i -
S 

constitué des structures complexes я^Д+а^г+^з^з £ End(V) , pour xf+x^+x^ =  1 . 
On dispose sur T  d'une 1-form e réelle rf défini e pa r 

yf = Xi7T*r}i + X27T*TJ2 +  3̂7Г*̂ 3; 
la forme rf n e dépend pa s du choi x de 503-trivialisation d e r? = (/71 , r/2, rjs). 

Enfin, s i o n fixe  l e facteu r conforme , don c l a SpmSpi-métrique su r V , alor s la 
connexion adaptée V , préservant l a structure quaternionienne , fournit un e connexion 
sur T ; grâc e à  cett e connexion , o n peu t défini r un e structur e presqu e complex e J 
sur l e noyau d e rf ', similaire à  l a structure complex e de l'espace de s twisteurs d'un e 
variété quaternion-kahlérienne , d e la manière suivant e :  en un poin t /  G  T  au-dessu s 
de s = 7r(J), la connexion V  permet d e décomposer T/T en sous-espaces horizontal e t 
vertical (e n notan t 7S = 7r -1(.s) la fibre de T au-dessus de s € S) 

(5.1) Г /Т^Ног /ТеТ/Т* , 
où l'espace horizonta l s'identifi e pa r 
(5.2) Ног/ T ^ TSS = vs e  w8. 

7Г 
Écrivons /  =  x\I\ 4 - X2I2 +  #3̂ 3 et Ri = xiRi +  X2R2 + X3R3, alor s le noyau d e rf 
s'identifie à  l'orthogonal d e Ri ;  comme l'orthogonal d e Ri dan s Ws est d e dimension 
deux et que W8 est orienté, il a une structure complexe naturelle, donc on peut défini r 
la structure presqu e complexe J su r T , via les identifications (5.1 ) e t (5.2) , par 

- Av. = 1 > 
- J\R±cWs e t J |xjTs son t le s structures complexe s naturelles . 

Nous pouvons maintenant énonce r l e théorème principal d e cette section . 
Théorème ILS. 1. —  Soit une variété S de dimension 4m H- 3 (m ^ 2) munie d'une 
structure de contact quaternionienne. La structure presque complexe J sur le noyau 
de la 1-forme rf satisfait les propriétés suivantes : 

(1) J est indépendante d'un changement conforme; 
(2) J est adaptée à la forme symplectique drf sur kevrjret définit une métrique 

de signature (4m + 2,2) ; 
(3) J est integrable. 

Par conséquent, la variété (T , rf, J) est une variété CR integrable. 

Pour l e cas de la dimension 7  (m = 1) , voir la section II.7. 
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II.5.A. Démonstratio n d u poin t 1  d u théorèm e II.5.1 . —  Montron s l'inva -
riance conforme d e la structure complex e J . Quan d o n fait l e changement conform e 

rf = fr,, 

la forme rf es t simplemen t multiplié e pa r un e constant e ; en revanche , l a connexio n 
V su r T  est modifié e e n une connexion V . Poson s a — f~1df. 

Pour vérifie r l'invarianc e conform e d e J , i l faut vérifie r que , en tou t poin t 7  G  T, 
l'application 
(5.3) X G  kerr;r f i Hor7 i—» [V'x - Vx , I] G  T7TS 
est J-linéaire . 

Examinons d'abord l e cas de X G  V8 :  d'après l e lemme II.4.1, on a (en ne retenant 
que la partie spx d e la connexion ) 

3 
V'x - V x =  ^2(Iia)xIi; 

1 
plaçons-nous pa r exemple en I = I± :  l'application (5.3 ) s'écri t 

X »— > 2(al2xh — OùIzxh) 

qui es t bie n un e application I\-linéaire. 
Examinons à  présent l e cas d e l G ke r rf f l W8 ; il suffit d e raisonner infinitésima -

lement, donc, par le lemme II.4.3, la variation de est donnée par 
V'x -Vx = ^2(Iia)xIi; 

plaçons-nous à  nouveau en /  =  I\ don c X — R2 ou R3 : comme 
73Vab = hI2Va\ 

on dédui t immédiatemen t 
[V*3,/i] = I1[VR2,hl 

ce qui montre l a linéarité voulue . • 

II.5.B. Démonstratio n d u point 2  du théorème II.5.1 . —  Montron s à présent 
que J es t adapté e à  drfc'est-à-dire, pou r tou s X e t Y dan s le noyau d e rf, 

drf{JX,JY) =dr7r(X,y) . 
En fixant  un e trivialisation d e 77, on peut écrir e 

3 
drf — ^2 A  7r*r)i -h Xi7r*dr/i', 

1 
comme la question est indépendante de la trivialisation, on peut suppose r qu'au poin t 
s G S on l'on calcule , Vli(s) = 0, si bien que , par l a proposition II . 1.7, o n a 

drH(Vs,Ws)=0. 
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Calculons pa r exempl e a u poin t I = I\ G  78 *  compt e ten u d e l a décompositio n 
(5.1), (5.2) , la forme drf a u poin t I G  78 se découple en 

- d'un e part , l a forme drji sur V8, à  laquelle I\ es t manifestemen t adapté e ; 
- d'autr e part , la  forme drji H- dx2 A 772 +  d# 3 A 773 sur WR2 0  MJt3 0  T/jT * :  les 

seules quantités non nulle s sont 

drÎRiM = d̂ H3,/ 3 = X > drjr(R2,R3) = drn(R2,R3), 
donc, là aussi , /1 es t adaptée . 

Avec le s même s convention s d e calcu l qu e précédemment , l a métriqu e drfr(-,J-) 
s'écrit a u point I\ comm e 

gv + drjx{R2,R3)2(r¡l + r¡l) + 773 •  dx2 - m •  dx3, 

où a - ¡3 = \{a(3 + /3a) représente la symétrisation ; en particulier, cett e métrique est 
de signature (4 m + 2,2) . • 

II.5.C. Démonstratio n d u poin t 3  d u théorèm e II.5.1 . —  I l nou s rest e à 
démontrer que la structure J es t integrable. On suit la démonstration d'Arthur Bess e 
dans l e ca s quaternion-kahlérie n [Bes87 , théorèm e 14.68] . Il s'agi t d e montre r qu e 
pour de s champs de vecteurs X e t Y dan s le noyau de 77*", l e tenseur d e Nijenhui s 

NX,Y = [X, Y] + J[X, JY] + J[JX, Y] - [JX, JY] 

s'annule. 
Choisissons tout d'abord deux vecteurs horizontaux X,Y G  Hor T. Il est bien connu 

que les parties verticales et horizontale s de [X, Y] son t donnée s au poin t I G  7 pa r 
[X,Y]VeT = -[Rx,Y,I], 

[X,Y]nor = TT-1([X0,Y0]), 

où XQ et Y b sont de s vecteur s su r S qu i coïnciden t e n s  =  ^(1) ave c X e t Y, e t 
dont le s dérivées premières coïncident ave c les dérivées premières de X e t Y dan s les 
directions horizontales . 

Commençons pa r examine r l a parti e horizontal e d e NX,Y ' ell e s'identifi e immé -
diatement à 

(NX,Y)H.OT = Tx,Y +  ITx,IY +  ITix,Y ~ TixjY', 
deux cas se produisent : 

- X, Y G  V :  alors TX,Y = JZi dr¡i(X,Y)Ri et o n voit facilement qu e (NxYY)uor 
s'annule ; 

- X G V et Y E W : par exemple , /  =  I\ e t Y = R2, alor s l'annulatio n es t 
exactement l a formule (2.19) . 

Regardons à  présent la  partie verticale de NXTY, à  savoir 
№,Y)ver =  ~[Rx,Y +  IRXJY + IRlX,Y ~ RlX,IY,I\, 

l'annulation voulu e est l a conséquence des deux lemmes II.5.2 et II.5. 3 ci-dessous. 
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Reste finalement  à  examine r l e ca s d'u n vecteu r horizonta l X e t d'u n vecteu r 
vertical Y : mais ce cas se traite d e manière exactement similair e à  la démonstratio n 
dans le cas quaternion-kahlérien. • 

Lemme IL5.2. —  La courbure de la connexion adaptée satisfait, pour toute structure 
complexe I dans la famille et X,Y G  V, 

(5.4) [Rx,Y +  IRX,IY +  IRIX,Y -  RIXJY, I] = 0 . 

Démonstration. —  Nou s le déduisons de l'identité (modifiée ) d e Bianchi par l e même 
procédé qu'Arthu r Bess e :  posons 

(5.5) cx^z = [RX,Y + IRXJY +  IRIX,Y ~ RIX,IY,I]Z, 

alors o n calcul e facilement , e n reprenan t le s notations (3.3 ) e t e n utilisan t l'identit é 
de Bianchi (3.2) , 

(5.6) Cx,Y,Z +  Cy,Z,X +  Cz,X,Y = Ibx,Y,z — bix,Y,z — bxjYyz — bx,YJZ 

— IbxjYjz — Ibix,Yjz — Ibix,IY,Z +  bix,IY,IZ', 

si Y es t orthogona l à  BLX" et Z à  MX 0  MY, alor s toute s le s torsion s s'annulen t e t 
(5.6) est nulle ; en général, cela reste vrai, comme on le voit après un calcul fastidieux , 
mais facile :  par exemple , posan t /  =  A , o n obtient , e n utilisan t l'identit é (2.19 ) su r 
la torsion à  la seconde ligne, 

IXTR^Z ~ TRlJlZ - hTR^z + TRlJlZ = 0 pou r Y = I±X et Z A. MX, 

2(hTR2yZ - TRa,z ~ TR2jlZ - hTR3jlZ) = 0 pou r Y = I2X e t Z ± MX. 

Le seul ca s manquant ci-dessu s es t celu i de Y = I\X e t Z = I2X, qu i s'annul e auss i 
à cause des mêmes identités . 

Nous déduison s finalement  qu e l a quantit é (5.6 ) es t identiquemen t null e ; comme 
cx,y,z es t dans l'espace engendré par I2Z et I3Z, i l faut qu e CX,Y,Z soi t identiquemen t 
nulle. • 

Lemme ILS.3. —  La connexion adaptée satisfait Videntité, pour X G  V, 

[RR2,X +  IIRR3,X +  IIRR2JIX — RR3JIX)II] =  0 . 

Démonstration. —  L a preuve repose sur l e même principe que celle du lemm e précé-
dent, mai s devien t nettemen t plu s compliquée , ca r on ne dispose plus de l'identité d e 
Bianchi (3.2 ) quan d l'u n de s vecteurs X, Y o u Z n'es t pa s dans V. Nou s allons don c 
ici voir la différence . 

L'identité (3.1 ) donne , pour X, Y G  V, s i on se place en un poin t s où les vecteur s 
X, Y son t parallèles , ains i qu e les Ii (e t don c le s Ri suivan t le s directions d e V) , 

RX,YR2 + RY9R2X + RR29XY — VxTy,R2+VyTR2ix +TTXY,R2 +TTr2 x,y +TTYR2,X, 
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et, en projetant su r V, 

RY,R2X + RR2,XY — VXTY,R2 +  VyT^2)x H - î r^ y , ^ . 

Soit CAT,F, Z défin i comm e en (5.5), alors , d'aprè s (5.4) , la quantité CX,Y,R2 a  un 
sens (d e manièr e générale , on peut défini r I\ su r W par I\R\ =  0 et iii?2 =  ^3 ) ; 
l'analogue d e l'identité (5.6 ) donn e maintenant, si Y _ L HX, 

(5.7) c^,^:, ^ + cr,R2,x 
= hCVxTYLR2 — VyTX,R2) — (VI1XTY^R2 — VYTIIX,R2) 

— ÇVXTIIY,R2 — VIXYTX,R2) — (V 'XTY,R3 — ^YTX,R3) 

— IIÇVXTTIY,R3 — V IIYTX,R3) — hxTY,R3 — VYTIIX,R3) 

— hÇVi1xTr1Y,R2 — Vj^rî/iX.Hs) +  I±XTI1Y,R3 ~ V/x y T/j ^,#3 ) 
+ hTTX,Y,R2 — TTLLX,Y,R2 ~  TTXYILY,R2 — TTX,Y,R3 

— hTTX,ILY,R3 —  hTTLLX,Y,R3 — IITTIIX,IIY,R2 +  TTÏIX,IIY,R3; 

si y  G  HX, on obtient de s terme s supplémentaire s qu i sont égau x à  ceux obtenu s 
dans la démonstration du lemme II.5.2 en remplaçant Z par R2, et s'annulent donc ; 
on est ains i ramené, dans tous les cas, à étudier la formule (5.7) . 

Regardons d'abord le s termes san s dérivation dan s (5.7) . On peut le s réécrire 

•̂ l̂ Vx.y —TilX,ilY,R2 'ÎTI1X,Y-\-TX,I1 Y ,RQ. ^Tx^y — TilXyi1 Y ,R3 IlTTiLX,Y+Tx,ilY ,R3j 

compte tenu d e l'identit é 

TX,Y — TIIXJ1Y = 2{dr]2(XYY)R2 + dM{X,Y)RZ), 

ce terme s'annule . 
Passons aux autres termes de (5.7) . Comme nous calculons à un point s auquel les 

Ii son t parallèles , I± et V commutent ; en utilisant cett e propriété , on peut réécrir e 
les termes de (5.7 ) où intervient Vx comme 

Vj*r {J\TY,R2 — TIYY,R2 — TY,R3 — IiTjLYTR3) — 0 

d'après l'identit é (2.19 ) su r la torsion; le s autres terme s son t traité s d e la même 
manière. 

Nous déduisons d e ce qui précède que 

CR2,X,Y + CY,R2,X =  0, X , F eV; 

comme CR2IX,Y es t dans le sous-espace engendré par I2Y e t /3 ,̂ et que CR2^XJ1X = 0 
par un calcu l direct, on déduit qu e CR2IX,Y es t identiquement nul , ce qui démontre le 
lemme. • 
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II.6. Métriqu e d e Fefferma n 

Si on a  une variété C R integrable, de dimension réell e 2m + 1 , avec forme d e Levi 
non dégénérée, de signature (p , q), alors il existe sur l'espace total ÍF du fibre en cercles 
associé a u fibre  canoniqu e un e métriqu e (d e Fefferman ) d e signatur e {p + 1 , q + 1) , 
dont la  class e conform e n e dépen d qu e d e l a structur e C R (e t pa s d u choi x d'un e 
forme d e contact ) ;  pour un e formulation d e cette métriqu e proch e d e celle que nou s 
utiliserons, voir [Lee86] . Cette métrique peut êtr e décrite de la manière suivante :  on 
fixe une forme d e contac t 77, d'où u n cham p d e Reeb R ; associée à  cett e donnée , on 
a la connexion de Tanaka-Webster, qu i induit un e connexion su r le fibre 7 :  notons a 
la 1-form e de connexion su r i F induite. Alor s la métrique d e Fefferman a  l'expressio n 
[Lee86, théorème 5.1 ] 

(6.1) 7T*a ^ ——7T*7 7 
y m  + 2  1 

( * * > 
O — — —7 T 71 

V 2 (m + 1 ) ' ) où g es t l a métriqu e su r kerrç , prolongé e pa r 0  sur l e champ d e Ree b 1? , et s es t l a 
courbure scalair e de Webster . 

Si 54m+ 3 es t muni e d'un e structur e d e contac t quaternionienn e V , l'espac e de s 
twisteurs T  es t un e variét é CR , integrable, non dégénérée , d e signatur e (4 m + 2,2) . 
Ainsi, le fibre en cercles associé au fibre canonique de T admet une métrique de Feffer -
man, pseudo-riemannienne de signature (4m-h3, 3), dont la classe conforme ne dépend 
que de la structure d e départ . Or , l a construction d e cette métrique vi a les twisteur s 
est asse z indirecte , puisqu'ell e nécessit e e n particulie r l e calcu l d e l a connexio n d e 
Tanaka-Webster e n fonctio n d e l a connexio n adaptée , alor s qu e l a constructio n di -
recte d'une métriqu e d e signature (4 m + 3 , 3) sur u n fibre en S3 au-dessus de 5 , san s 
utiliser la  constructio n d e l'espace de s twisteurs , es t naturell e e t simple . I l m'a don c 
paru util e d e donner ic i une construction rapid e en fonction d e la connexion adapté e 
de la structure d e contact . 

Dans l a situation qu e nous regardons , le SpmSpi-fibre V adme t l a présentatio n 
V = H®E, 

où H es t u n Spi-fibre e t E u n Spm-fibré . L e fibre en sphères J F de H es t un Sp±-fibre 
principal : 

S3 •  ^ 

X 
Par exemple , dan s l e cas homogène , on a  §4m+3 = Spm+iSpi/SpmSpi, e t la  mé-

trique homogèn e naturell e d e 7 =  Spm+\Spi/Spm es t effectivemen t d e signatur e 
(4m-h 3,3) . 
Théorème 11.6.1. — Soit une variété g4m+3 (m ^ 2) munie d'une S Pm S pi-métrique 
de Carnot-Carathéodory gy, et soit gy le prolongement de gy sur S en une forme 
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quadratique de noyau engendré par les champs de Reeb. Soit n une 1-forme de contact 
à valeurs dans M3, et a la 1-forme de connexion sur à valeurs dans sp± = M 3 (cette 
identification est réalisée grâce à la base ( J i , 12,13)). Alors la métrique conforme [7 ] 
sur 2F où 

7 =  ^ - 4 ^ ( C T + 1 6 m ( m +  2)T?) ' 
ne dépend que de la classe conforme de gy • 

Rappelons que, dans cet énoncé, le point •  désigne le produit symétrique des formes. 

Remarque IL6.2. —  J e n e montr e pas , stricto sensu, qu e cett e métriqu e es t l a mé-
trique de Fefferman associé e à l'espace des twisteurs de S (i l faudrait d'ailleur s prendre 
une certaine puissance du fibre canonique). En effet , j e n'a i pa s voulu calcule r l e lien 
entre la connexion de Tanaka-Webster e t la connexion adaptée. Le théorème construi t 
donc simplement un e métrique conforme canoniqu e sur 2F associée à  S. Cependan t l a 
forme d e la métrique, comparée à  (6.1) , suggère fortement qu'i l s'agi t bien d'une mé -
trique d e Fefferman associé e à  T; d e plus, i l est probabl e que la courbure scalaire de 
S es t un multiple constant d e la courbure scalaire de Webster, e t donc de la courbure 
scalaire de 2F ; ainsi, le problème de Yamabe envisagé se ramènerait —  formellemen t 
— au problèm e d e Yamabe su r l a variété pseudo-riemannienne 2F . Dans l e cadre C R 
strictement pseudo-convex e (mais 2F ne l'est pas) , ce problème a été étudié par Jeriso n 
et Le e [JL89] . 

Démonstration. —  I l s'agit de montrer que si on multiple gy pa r /2 , alors 7 aussi est 
multipliée pa r f2. I l es t suffisan t d e vérifie r cett e assertio n infinitésimalement , don c 
de vérifie r 

(6.2) gy — 4n ,C7+ 16m( m + 2)?7 = 0 . 

Notons a — f~xdf (infinitésimalemen t df) comm e dans l a section II.4 . D'après l e 
lemme IL4.1, le champ de Reeb Ri devien t Ri~\-ri avec r« = —21^ ;  cette modificatio n 
du supplémentair e d e V indui t un e modification d e ~gy facil e à  calculer : 

W = 277/З, (3i\v = 2IiOt, 0i\w = 0 . 

Regardons à présent l a forme de connexion a : toujours d'aprè s l e lemme II.4.1, on 
a 

3 
à\y = y^(Ija)Ii, 

1 
donc —4à\y H- 2/3\y — 0 , ce qui implique qu e l'égalité (6.2 ) es t vérifié e su r V. 

L'égalité (6.2 ) s e réduit maintenan t à 

(6-3) ^ ( ^ + 1 6 m ( l +  2 ) ^ ) = ° -
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Par l e lemme II.4.3, on a 
àRi = (2JiVa b )spi î 

alors on calcule la symétrisatio n 

V'à)\w _ _1 _ 
"~ 2m 

3 

2m 
(IiVoLbJj)m - m 

_ _1 _ 
~~ 2m i 

\{1Яа\1г)г% 

car les termes pour i ^  j son t antisymétrique s ; par conséquen t 

( ï7*)k =  ^ t r v ( V a V -

D'un autr e côté , on a  v u dan s l e lemme II.4. 4 qu e l a courbure scalair e obéi t à  l a 
loi 

s = -8(r n +  2)trv(Vab) , 

donc l'égalité (6.3 ) es t démontrée . 

II.7. L e ca s d e l a dimensio n 7 
Comme on l'a vu après le théorème initial II . 1.3, le cas où S est de dimension 7  (et 

donc l a distribution V es t d e dimension 4 ) es t particulier . E n géométri e quaternion -
kahlérienne aussi , le cas de la dimension 4  est particulier , puisqu'o n doi t alor s défini r 
quaternion-kahlérien pa r antiautodua l e t Einstein . O n dispos e alor s d'u n espac e de s 
twisteurs jouissant de s mêmes propriétés qu e ses analogues de dimension supérieure . 
Mais l a conditio n Einstei n antiautodua l es t d'ordr e 2  sur l a métrique , a u lie u d e 1 
pour quaternion-kahlérie n e n dimension supérieur e ou égale 8. 

Dans l a situatio n d'un e structur e d e contac t quaternionienn e V e n dimensio n 
7, j'ignor e s'i l es t toujour s possibl e d e trouve r u n supplémentair e W te l qu e le s 
connexions induites satisfassen t toute s le s propriétés nécessaires à  notre constructio n 
twistorielle, d'où v a dépendre, dan s l e chapitre suivant , la  construction d e métrique s 
quaternion-kahlériennes dont l'infini conforme est la structure de contact initiale. C'es t 
à l'évidenc e u n problèm e for t intéressan t dan s l a théorie , qu i pourrai t êtr e li é à  l a 
question de l'existence, en dimension 8 , de structures quaternioniennes symplectique s 
(dont l a 4-forme fondamental e ft es t fermée) , mai s non quaternion-kahlériennes . 

Faute de résoudre ces problèmes, je sera i amené, en dimension 7 , à supposer l'exis -
tence d'un supplémentair e W e t d'un e connexio n adaptée tels que les propriétés (1.1 ) 
et (2.19 ) su r l a torsio n soien t vérifiées , ains i qu e le s lemme s II.5. 2 e t II.5. 3 su r l a 
courbure. Le théorème II.5.1 s'applique à  un te l objet . 

ASTÉRISQUE 265 



II.8. STRUCTURES DE CONTACT OCTONIONIENNE S 83 

II.8. Structure s d e contac t octonionienne s 
Le but d e cette section es t d e montrer rapidemen t qu'un e Spm7-métriqu e d e Car -

not-Carathéodory possèd e égalemen t un e connexio n adapté e canonique . J'utilisera i 
librement de s notations similaire s à  celles de la situation quaternionienne . 

II.8.A. Algèbr e octonionienne . —  Soi t ©  l'algèbr e de s octonions . Définissons , 
pour u 7 ^ 0, 

Lu(x) = ux, 

alors l'identité d e Moufang impliqu e 

Lu-Ly L u — Luvu. 

Le groupe Spin^ C SOs es t engendr é par l a sphère 

§6 = {Lu,u G  Im ©,M =  1}, 

et es t caractéris é comm e l e sous-groupe d e SOs Qu i conjugue M 7 = {Lu,u G  Im©} 
sur lui-même. Les Lu pour u £ S6 fournissent de s structures complexes, et on prendra 
une base I\,..., I7 ; on a alors une décomposition d e sog en 007-modules irréductible s 
comme 

(8.1) A2 © = sos =  &07 0  R7 . 
Comme représentation d e Spirir, o n a  par [Sal89 ] les décomposition s 

(8.2) © 0 © =  e ^LoA*»7, 
(8.3) A 1 ® E7 = ©  0 kerm , 

où m :  A1!7 <g> © —> © est l'applicatio n naturell e induite pa r (8.1) . Enfin, fai t impor -
tant, o n a 

A3© = A1^ 7 0 ©  = ©  0 kerm , 
via la compositio n 

(8.4) A1^ 7 0  0  e- » A2© 0 ©  A3© . 

II.8.B. Connexio n adaptée . —  I l es t remarquabl e que , encore dan s cett e situa -
tion, o n puiss e défini r u n supplémentair e canoniqu e d e l a distributio n d e contac t 
octonionienne V. 

Théorème IL8.1. —  Si une variété S, de dimension 15, est munie d'une Spin?-
métrique de Carnot-Carathéodory gy, alors il y a un unique supplémentaire W de V 
tel que la connexion V-partielle suivant V induite par la métrique préserve la Spin?-
structure. Cette connexion partielle vérifie encore l'analogue des propositions IL 1.7 et 
II.1.9. 
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Démonstration. —  L'espac e de s 7-uplet s (7i , . . . , i7) induisan t un e structur e Spin7 
compatible à  la métrique es t homogèn e ; dans l a décompositio n 

sos = so7 0 E7 , 
le morcea u SO7 préserv e l a Spm7-structure , tandi s qu e l e morcea u M 7 donn e le s 
«vraies» déformation s infinitésimales . S i o n pos e ui = drji\v, o n dédui t que , pou r 
toute connexio n métrique , o n a 

V((drji)) e AXV ®sos = AXV ® (so7 0E7) , 
et qu e l a connexion préserv e l a Spm7-structure s i la composante dan s A1V <g> M7 est 
nulle. 

D'un autre côté, une modification d e supplémentaire est donnée par une application 
u : W —y V, ave c modificatio n d e l a connexio n partiell e adapté e pa r l a 1-forme , 
similaire à  (1.13) , 

ax = -^Zu(Ri) AUX + (u(Ri),X)Ii. 
Z 1 

Lemme IL8.2. —  L'application qui à u associe la projection de a sur le facteur AXV<8> 
E7 est un isomorphisme. 

Démonstration. —  L'applicatio n u e t l a projection d e a vivent dan s l'espac e 
AXE7 ® V = V 0  kerm ; 

par le lemme de Schur, il suffit d e vérifier que l'application, qu i est Spiri7-êquivariante, 
est injectiv e su r chaqu e facteur ;  je laisse au lecteu r cett e vérification . • 

D'après l e lemme, i l existe don c une unique modification d e supplémentaire u qu i 
tue l'obstructio n à  préserve r l a S'pir^-structur e ;  la premièr e parti e d u théorèm e es t 
donc démontrée . 

Passons à  la seconde partie :  on a , comme dans l e cas quaternionien , 
7 

a(Vui) = - ^2{iRjdr]i)\v AUJ] 
1 

mais, puisque l'antisymétrisation (8.4 ) es t u n isomorphisme , l a dérivée Vu^ es ^ com-
plètement déterminé e pa r a  (Vu;»), donc 

7 
Vu;* = -^2(iRjdT)i)\v <8>u>j, 

1 
d'où résult e iRidrjj\y = —iRjdrji\y. • 

Finalement, o n a  l'existenc e d'un e connexio n adapté e vérifian t l a définitio n sui -
vante. 
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Définition IL8.3. —  S i une variét é 51 5 es t muni e d'un e 5pm7-métriqu e d e Carnot -
Carathéodory, s a connexion adaptée est l a connexion V  vérifian t : 

- suivan t V', la connexion V  es t l a connexion partiell e adapté e construit e pa r l e 
théorème II.8.1 ; 

- suivan t l e supplémentaire canonique W, l a connexion V  est le Spinr-prolonge-
ment su r V iss u du lemm e II.2.1 , étendu su r W pa r l'isomorphism e Ri —>• li. 

Cette connexion es t probablement l'outi l d e base pour l'étude , qu e je n'a i malheu -
reusement pa s faite , de s structures d e contact octonioniennes . 
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CHAPITRE II I 

MÉTRIQUES QUATERNION-KÂHLÉRIENNE S 

Dans ce chapitre, nous montrons le théorème D, à savoir qu'une structure de contact 
quaternionienne su r un e variét é g 4 m 4 " 3 , ave c m ^  2 , analytique réelle , es t toujour s 
l'infini conform e d'une métrique quaternion-kahlérienne, définie au voisinage de .S. En 
dimension 7 , nous serons amenés à  supposer d e plus qu'ell e vérifie le s hypothèses d e 
la section II.7 . E n dimension 3 , il n'y a  plus de structure de contact, simplemen t un e 
métrique conforme , e t o n retrouve le théorème de Le Brun [LeB82] . 

Dans l a premièr e section , étan t donné e un e structur e d e contac t quaternionienn e 
sur S , analytiqu e réelle , on construi t l'espac e de s twisteurs de la métrique souhaitée . 
Cet espac e des twisteurs doi t avoi r comme bord l'espac e T  des twisteurs C R de S. I l 
est obten u pa r l a constructio n géométriqu e suivant e :  on complexifi e S e n Sc, e t o n 
étend l'espace des twisteurs T de 5 e n un CP 1-fibre T c au-dessus de Sc. L a structure 
CR J  su r T  permet d e construire une distribution d e T c, constitué e de l'intersectio n 
des vecteur s d e typ e (0, 1) pour J ave c l'horizonta l d e l a connexio n d u fibre  T c —» 
Sc ;  l'intégrabilité d e J entraîn e cell e d e l a distribution , d'o ù u n feuilletag e d e T c , 
dont l'espac e de s feuilles port e le s structures géométrique s d'u n espac e de twisteurs. 
Dans le cas de la dimension 3 , les feuilles d u feuilletage holomorph e s'identifien t au x 
géodésiques nulles pour la  métrique (complexe ) d e 5 E , et on récupère la construction 
de L e Brun. E n dimensio n supérieure , notr e espac e de twisteur s n' a plu s rie n à  voi r 
avec des espaces de géodésiques nulles, comme ceux étudiés par Le Brun dans [LeB89]. 

Le problème qu i reste à  traiter es t d e vérifier qu e l'espace de s twisteurs construi t 
est celu i d'un e métriqu e asymptotiquemen t symétrique , don t l'infin i conform e es t 
la structur e d e contac t quaternionienn e d e départ . Dan s l a second e section , c e pro-
blème est traité de manière plus globale (proposition III.2 .1) :  partant d'u n espac e de 
twisteurs satisfaisan t certaine s propriété s générales , on montr e qu'i l indui t un e mé-
trique quaternion-kahlérienne , asymptotiquemen t symétrique , d'infin i conform e un e 
structure de contact quaternionienne . On peut applique r c e résultat, d'un e part , au x 
espaces de twisteurs construits dans la première section, ce qui fournit l e théorème D 
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(théorème III.3.1), d'autre part , aux espaces de twisteurs construits par Le Brun dans 
[LeB91], ce qui montre que la famille de dimension infinie de métriques, construite par 
Le Brun, est bien du type envisagé ici ; en particulier, i l existe beaucoup de structure s 
de contact quaternioniennes . 

La troisième section conclu t e n analysan t le s liens entre l e théorème D  et l e théo-
rème A  d e constructio n d e métrique s d'Einstei n globale s asymptotiquemen t symé -
triques. En particulier , s i on appliqu e ce dernier théorèm e dan s l e cas quaternionien , 
la métrique d'Einstei n global e fournie es t approché e à  un haut degr é par l a métriqu e 
quaternion-kahlérienne local e construite pa r l e théorème D. 

III. 1. Constructio n d e l'espac e de s twisteur s 
Soit S4m+ 3 muni e d'un e structur e d e contac t quaternionienne , analytiqu e réelle . 

Nous commençons pa r construir e un espac e N, candidat à  être l'espace de s twisteur s 
de la métrique quaternion-kahlérienn e à  construire . 

III. 1. A. Complexificatio n d e S e t d e T. —  Rappelon s que la variété S est munie 
d'un espac e de twisteur s 

§2 >  T 

i " 
S 

qui es t un e variét é C R de dimension 4 m -h 5 par l e théorème II .5.1. 
Complexification de S. —  Considéron s à  présen t l a variét é complexifié e SC. Les 1 -
formes (771,772 , r/s) s'étendent su r SC en des 1-formes holomorphes à valeurs complexes ; 
la décompositio n 

TS = V © W 

s'étend e n une décomposition holomorph e 
TSc = vc © wc 

et l a connexion adapté e V  s'éten d e n une connexion holomorph e su r TSC ; les struc-
tures complexe s / 1 , I2 e t / 3 s'étenden t e n de s structure s presqu e complexe s d e Ve , 
commutant à  la multiplication pa r i , et o n peut défini r l e fibre des structures presqu e 
complexes 

§2 > (Jc={xI1+yI2 + zI3yx2+y2+z2 = l} 

7T 

sc 
La variété 7e n'es t pa s la complexification d e 7 (c e qui explique notr e notatio n ave c 
l'exposant c au lie u d e C) , mai s plutô t un e extensio n d u fibre T  au-dessus d e SC ; a 
priori, ce n'est don c pas une variété holomorphe . 
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Extension de 7. —  Cependant , o n peu t défini r 7e plu s intrinsèquemen t d e l a ma -
nière suivante . S i E es t u n espac e vectorie l complex e mun i d'un e form e quadratiqu e 
complexe, on note T*o(E) l'espac e de s directions nulle s de E ;  en particulier , s i E es t 
de dimensio n 3 , alor s P0(E) es t un e courb e d e degr é deu x CP 1 C  CP2 . À  présent , 
pour s G  S, i l y a une identification canoniqu e 

nn 7S ^ P 0(W.®Ç) 
1 *  j / ! • — » [Ä2+iÄ3]. 

On peut don c redéfinir 7e pa r la  formul e 

7e =  P0(WC). 

Comme WC es t u n sous-fibr é holomorphe, on dédui t qu e 7e es t bie n u n fibre holo-
morphe au-dessus d e Sc. 

L'espace 7e est doté de diverses structures héritées de 7. D'une part, le fibre 
7e = P0(WC). 

est mun i d e la connexion adapté e V , qu i décompose l e fibre tangent 

r7Tc = Hor 7 T c ® T ^ ( / ) . 

D'autre part , la  forme d e contac t 

rf = Xï]x +  ym +  Z7]3 

sur 7 s'éten d su r 7e en une (1 , 0)-forme, qu i n'est cependan t pa s holomorphe, comme 
le montre l e lemme suivant . 

Lemme III.l.1. — Une trivialisation (I±, /2^3) étant choisie, on a au point I\ Végalité 

drf = \(dy - idz) A  (V2 +irj3). 

Démonstration. —  O n a  évidemment, a u poin t 7i, 

drf — drji + dy A 772 + dz A  773; 

par rappor t à  la structure complex e i de Tc, la forme ¿771 es t de type (2,0) , les formes 
772 et 773 sont d e type (1,0) , alor s que idy = dz ;  le lemme en résulte . • 

Enfin, l a définitio n d e l a structur e presqu e complex e J su r ker (77r) C  T  s'éten d 
manifestement su r 7e pour donner une structure presque complexe J su r ker(77r) C  Tc, 
qui commute bien entendu à  la multiplication pa r i. Cependant , puisqu e 77r n'est pa s 
holomorphe, J n e l'est pa s non plus . 
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III.l .B. Constructio n d'u n feuilletag e su r 7e. —  O n v a à  présen t construir e 
un feuilletage su r 7e par des feuilles de dimension complexe 2m +1. Nous commençons 
par défini r un e distribution 7 C  T7C par 
(1.2) 7! = Hor vnT°'\ 
Il n'es t pa s clai r qu e c e soi t un e distributio n holomorphe, puisque J n'es t pa s holo-
morphe. Pour l e montrer , nou s avon s besoi n d u lemm e suivant , probablemen t clas -
sique. 

Lemme III. 1.2. — Soit V4rn un espace vectoriel quaternionien, avec la 2-sphère de 
structures complexes S2 C  End'(V ) ; le fibre trivial Ve = V <8> C au-dessus de S2 se 
décompose au point I E §2 en 

Vf = VI1'°(BV?'1. 

Alors le sous-fibre {V0,1) IES2 est un sous-fibre holomorphe de Ve, isomorphe au fibre 
Ö(—1) 0 C2™ , tandis que V1'0 = V0'1 est antiholomorphe. 

Démonstration. —  J e tiens l'approche suivant e de Paul Gauduchon. Le fibre V0,1 est 
engendré pa r le s sections X 4 - HX, où X E V es t fixé ; l'opérateur d d e /  :  S —> Ve 
s'écrit, pou r u n vecteu r tangen t u identifié à  un élémen t d e End(F) , 

duf = ^(duf + idiouf). 

Par conséquent , on a , toujours pou r u E T§2 C End(V), 
2du{X + UX) = du(X + UX) - h idIou(X - h UX) = iu(X) - ( I o u)(X) 

qui est à  nouveau de type (0,1) pour 7, ce qui prouve que le fibre V®yl es t un sous-fibr é 
holomorphe du fibre trivial Ve. 

De la même manière, pour u n vecteu r d e type (1,0) , 
2du(X - h UX) = -iu(X) +  ( J o u)(X) 

qui est d e type (0,1 ) ; cela montre que , pour tou t X E V fixé,  la section 

/ i—• X + UX E VC/V?A 

est holomorphe ; armé de ces 4m sections , le lecteur vérifier a san s peine qu e 

Ve/if'1 = 0(1) ®c2m , 

d'où résult e le lemme. • 

Ce lemme montr e que , dans l a définitio n d e l a distribution 7, o n n e peu t espére r 
remplacer Tj' 1 pa r TJ'° . En effet , i l implique le lemme suivant . 

Lemme III.1.3. —  La distribution 7 définie par (1.2 ) est holomorphe. 
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Démonstration. —  I l s'agi t d e voi r qu e l'opérateur d su r l e fibre tangent d e Tc pré-
serve la distribution ; comm e nous disposon s su r T c de la  connexio n holomorph e V , 
il suffi t d e vérifie r cela , d'un e par t horizontalement , d'autr e par t verticalement . Or , 
horizontalement, i l es t clai r qu e tou s le s objet s son t holomorphe s (ca r défini s pa r 
complexification) ;  par conséquent , on est ramen é à  tester qu e iF est holomorph e ver -
ticalement. L a distribution 5 F se décompose en deux morceaux : 

7= (7 n7T*Vc)®(7nn*WC), 

et nou s allons montrer qu e chacun des deux morceaux est holomorphe . 
Le premier morcea u s'identifie , a u poin t I G  Tc, à 

F/0,i C7r*yccHorv; 

en vertu d u lemme précédent, i l est holomorph e verticalement . 
Le second morceau s'identifie , pa r exempl e en I = I\, à 

C(R2 +  iRs) C  TT*WC c  Hor^ ; 

via l'identification (1.1) , il s'identifie don c sur la  fibre 
<yç = -p0(WÇ) cCP2 

à la restriction du fibre tautologique 0(—1) de CP2, donc (puisque la courbe I*o(WC) 
dans CP2 est d e degr é 2 ) a u fibre  0( -2 ) su r P0(WC) =  TJ ; e n particulier , i l es t 
holomorphe. • 

Lemme IILL4. —  La distribution i F est integrable, et définit donc un feuilletage sur 
Tc. 

Démonstration. —  Comme , par le théorème IL5.1, J es t une structure CR integrable 
sur la  variété T, elle vérifi e 

[To,iTTo,i.j] c  To,i T 

Cette propriété s'étend immédiatemen t à  l'espace Tc . Il reste donc à vérifier qu e si X 
et Y son t dan s 7, alor s [X, Y] rest e bien horizontal . Or , au poin t I G  Tc, 

[X, y]ver =  —  Rx,Y ' l'i 

puisque X e t Y son t d e type (0,1) , on peut écrir e 

X = x + ilx, Y = y + ily, 

alors 
^X,Y ' I = {Rx,y — Rlxjy +  i(Rlx,y + Rxjy)) ' L\ 

par définition, i agit sur l'espace tangent à  la fibre TiTcs par multiplication par I, donc 
R%Y .  / =  0  par l e lemme II.5.2. • 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000 



92 CHAPITRE III. MÉTRIQUES QUATERNION-KÂHLÉRIENNE S 

Remarque III. 1.5. —  Dan s l e ca s d e l a dimensio n 3  (don c m  =  0) , o n a  V =  0  e t 
7e es t l'espac e de s direction s nulle s d e TSC ;  les feuille s intégrale s d u feuilletag e 7 
sont don c simplement le s géodésiques nulle s de SC et o n retrouve l a construction d e 
Le Brun dan s [LeB82]. 

L'espace des feuilles. — L'espace des feuilles d u feuilletag e 7 ser a not é DS f : locale-
ment, c'es t un e variét é complex e d e dimensio n 2 m + 3 . Comme l a constructio n qu e 
nous faisons es t puremen t locale , nous éviterons les questions globales à propos de 3sT 
et nou s contenterons de regarder comm e défini localement  a u voisinage de la fibre 7S 
d'un poin t d e s (l e feuilletage étan t transvers e à  cette fibre). 

L'espace 7e es t maintenan t mun i des deux projection s 

7e — q—+ >f 

i -

Pour le s constructions géométrique s qu i von t suivre , i l est nécessaire  d e comprendr e 
plus précisémen t l a projection q. Si on s e donne un e feuill e F E IN du feuilletag e IT, 
alors l'espace tangen t e n F à N s'identifi e à  l a fibre du fibre normal d e F C 7e à  u n 
point quelconqu e I E F, c'est-à-dir e à  l'espac e 

N(F/7c)i = T/Tc/(Hor v HT?'1)/ . 
En particulier , ce s divers espaces N(F/7c)i, pou r /  varian t dan s la feuille F , doiven t 
s'identifier canoniquement . 

Explicitons cett e identification . Puisqu e l e feuilletage 7 es t transvers e au x fibres 
du fibre 

7T :  7e —• 5e , 
au moins  localement , l a feuill e F es t donné e pa r s a projectio n F0 = n(F) e t un e 
section d e n : 

<r:F0 —>7C, 7ro< 7 = l . 
Réciproquement, l a donnée d'une sous-variét é FQ171*1 C SC e t d'un e sectio n a : Fo —ï 
7e de 7T fourni t un e feuille intégral e du feuilletage 7 s i et seulemen t s i 

(1-3) TSF0 =  TT°¿5C, 
(1.4) l a section a es t parallèl e le long de F0. 

La condition (1.3 ) défini t a de manière unique, et la condition (1.4 ) es t une conditio n 
supplémentaire, d e nature différentielle , su r a ; par exemple , dans le cas de la dimen -
sion 3  traité pa r L e Brun, la première condition défini t a comm e vecteur tangen t nu l 
à l a courbe F0 , et l a seconde est l'équatio n au x géodésiques Vaa — 0. 

Avant d'énonce r l e lemme expliquan t le s déformations infinitésimale s de s feuilles , 
nous avons besoin de quelques notations. Observons que, par rappor t à  une structur e 
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complexe J i , o n a l a décompositio n 
(1.5) T7C = Tj;°7c e  T^7c e  CHi . 
Nous définisson s l a partie de type (1,0,1/2 ) par rapport à I\ d'un vecteur X pa r l a 
formule 

Xl.0,1/2 =  1( 1 _ ih)X = Xl,0 +TXj) 

On peut alor s énoncer l e lemme suivant . 

Lemme III. 1.6. —  Une déformation infinitésimale de la feuille F est équivalente à la 
donnée : 

(1) d'une section holomorphe X de TSC/T%>1 le long de Fo, 
(2) d'une déformation à de a, 

qui vérifient les équations, pour tout vecteur f G  TF$, 
^1,0,1/2 v _  ̂ 1,0,1/ 2 1  f 
V/ X 1f,x +  2  '  ' 

Vfà = Rfjx<r, 

où les parties (1,0,1/2 ) sont prises par rapport à la structure complexe a. 

Remarque III. 1.7. —  I l y  a  une analogi e ave c le cas des géodésiques :  Fo correspond 
à une géodésique c et a correspon d a u vecteu r tangen t c' à la géodésique ; la seconde 
équation s'écri t alor s 

Vc/Vxc; =  Rc>yxc', 
c'est-à-dire 

VdVc,X = Rc^xc' + VdTc^x 
qui est l'équatio n d e Jacobi en présence d'une connexio n ave c torsion. 

En particulier, dans le cas de la dimension 3, la seconde équation est donc l'équation 
de Jacobi, alors que la première garantit que la déformation reste parmi les géodésiques 
nulles. 
Démonstration. —  L a condition (1.3 ) s'écri t 
(L6) (a(s) - h i)f = 0, /  G  TsFo; 

si on prend un e famill e à  un paramètr e (-Fb) t vérifian t cett e propriété , ave c en t =  0 
le vecteur infinitésima l ^  =  X , alor s le s crochets d e X ave c les vecteurs d e Fo son t 
nuls, donc, pour tou t vecteu r tangen t /  d e Fo, 

Vxf = V/X +  Tx,/ ; 
la différentiation d e la condition (1.6 ) donn e alor s 
(1-7) àf - h (a(s) + i)(VfX + TXj) = 0. 

Observons que, puisque la structure complex e a es t constant e l e long d'une feuill e 
F0 (e t nou s poseron s I\ — a pou r simplifie r le s notations), l a connexio n V  préserve , 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2000 



94 CHAPITRE III. MÉTRIQUES QUATERNION-KÂHLÉRIENNE S 

le long de F0, la décomposition (1.5 ) ; aussi (cr(s) +  i)V/X n e fait pa s intervenir la 
composante de X su r T^'1. De plus, si X G  Tj'1 , alors on peut écrir e 2X = X +UiX 
et 2 / = /  +  ¿/1/, et 
(1 8Ì S^/.A-)1,0,1^ =iI\Tf+uxf,x+UxX - iI\Tf+uxf,x+UxX 

= ( 1 - Ui)(TfjX - TIlfJlX + Ii(TfJlX + TIlftX)); 
cette quantit é s'annul e comm e o n l'a v u dan s la  sectio n II.5.C . I l en résult e que 
l'équation (1.7 ) est vid e su r Xj'1 , comm e attendu , e t don c port e uniquemen t su r 
l'image de X dans le fibre normal TSC/T?'1 = TJ'0'1/2S°, préservé par V au-dessus de 
F0 ; en utilisant la  décomposition (1.5) , on en déduit l a première équation demandée . 

Pour la seconde équation, il suffit d e différentier, dan s les mêmes conditions, l'équa-
tion (1.4) , à savoir 

V/a =  0, / G T F 0 ; 
je laiss e au lecteur l e soin de reproduire dan s notr e situatio n l e calcul classiqu e qui 
mène, dans le cas des géodésiques, à l'équation d e Jacobi. • 

III.l .C. Géométri e d e l'espace de s feuilles. —  Nou s étudions à  présent la géo-
métrie de l'espace des feuilles N, qui est appelé à  devenir l'espac e des twisteurs de la 
variété quaternion-kahlérienne qu e nous voulons construire . 
Courbes CP1. —  Puisque l e feuilletage 7 es t trans verse aux fibres d e 7r, pour tou t 
point x G  Sc, on dispose d'une courb e 

Gs = q(7r-1(s)) CN. 
Les (Gs)sesc (appelée s sphères célestes par Le Brun dan s l e cas de la dimension 3) 
constituent un e famille de courbes de dimension 4m + 3. Le lemme suivant permettr a 
de compléter l a famille. 

Lemme III. 1.8. —  Le fibre normal d'une courbe 6S dans N est 0(1) (g) C2m+2. Par 
conséquent, la famille de dimension 4m+3 des courbes (&S)S£SC se complète localement 
de manière unique en une famille de dimension 4 m + 4, que nous noterons Mc. 

Démonstration. —  Le fibre norma l à  la courbe Cs C X n'est autr e que 
TT^/(Horv HT?'1 ) =  TT*VC/V°A 0  7T*WC/W°>1; 

d'après l e lemme III. 1.2, on a 

^yC/yOA =  O(l )0C2m, 

tandis que , comme en dimension 3  (voir par exemple [LeB82 , théorème 3.12]) , 
7T* wc/WjA =  0(1 ) e o(i). 

Cela montre l'assertion sur le fibre normal ; la seconde assertion résulte alors du théo-
rème de Kodaira. • 
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Structure de contact. —  Nou s définisson s à  présen t un e structur e d e contac t (holo-
morphe) sur N . Définissons tou t d'abor d u n fibre holomorphe en droites L qu i est l e 
tangent au x fibres de 7r : 7e — » 5e ;  en particulier, su r une fibre TJ, on a 

L\7c = 0(2). 

La 1-forme qui au point I± de 7e vaut 77 2 + ¿77 3 s'étend e n une 1-form e holomorphe 
rf à  valeurs dans le fibre L. D e manière plus précise, si on prend sur la sphère S2 une 
coordonnée holomorphe (obtenue pa r projectio n stéréographique ) 

_ y + iz 
^ "  1  + a , ' 

alors la forme rf es t défini e pa r l a formul e 

(1.9) 77 e =  (77 2 + ¿773 ) + 2C771 -  C 2(*72 - ¿773) . 
Cette formule montr e que 77 e es t bien une forme holomorphe. 

Puisque 77 e est de type (1,0 ) par rapport à  J, i l est clair que 77 e annule le feuilletage 
7. E n réalité , on a le lemme plus for t suivant . 

Lemme III.1.9. — La 1-forme rf à valeurs dans L descend sur l'espace des feuilles N 
en une structure de contact. 

Démonstration. —  I l s'agit d e montrer qu e le noyau de 77 e descend su r N. Pour cela , 
nous prenon s un e feuill e intégral e F = (F0,cr) du feuilletag e 7\ pou r simplifie r le s 
notations, nous choisissons des structures complexes ( / i , ^?^ ) l e long de Fo d e sorte 
que I1 = a ; ains i I\ est-ell e parallèl e l e lon g d e Fo. Par conséquent , i l exist e un e 
1-forme a su r Fo, telle que 

( V J 2 ) k = c*J3, ( VJS)IFO =  -ctl2. 

Au niveau des vecteurs Ri correspondants , compte tenu des propositions II.1.9 et de la 
définition II.2.8 , cela signifie qu e l'on a  les mêmes relations ;  la base duale (771,772,773) 
satisfait don c les mêmes relations, avec a transformé e e n —a . En particulier , 

(V(T72 + ¿773) ) |F0 =ia<® (772 4 - ¿773) . 
Considérons à  présen t un e déformatio n infinitésimal e d e l a feuill e F, donné e pa r 

un cham p d e vecteur s X l e lon g d e F0 satisfaisant le s équation s d u lemm e III. 1.6. 
Compte tenu d e sa définition pa r (1.9) , la forme 77 e le long de Fo s e réduit à  77 2 + ¿773. 
Étant donn é un cham p de vecteurs /  su r F0, on a le calcul 

/ • ((% + irj3)(X)) = iaf(rj2 + iris)(X) +  (77 2 + if]3)(VfX) 

(1.10) =  ia,{rn + m)(X) + ¿(772 + im){Ty°//2 + ±àf). 

Mais /  < E V}°a 0  C(R2 + iR3) e t j  G  MI2 ©  K/3, si bie n qu'o n vérifi e facilemen t 
(772 +iri3){âf) = 0. D'autre part , on peut suppose r X d e type (1,0,1/2) , et on obtient 
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la formule similair e à  (1.8) , 
8T/i.o,i/2 = ( 1 _ ih)(rftX + TlifhX +  I^-Tf^x + ThftX)); 

Il y a deux cas dans lesquels la torsion Tĵ '1>/2 es t susceptible d'avoir une composant e 
non triviale su r Wc : 

- d'un e part , quan d f et X son t dan s Ve , 

Tf,x+TIlf,IlX = 2drh(f,X)Ru 
donc on dédui t (rj2 +  г%)т££1/2 = 0  ; 

- d'autr e part , quan d f et X son t dan s Wc, o n calcule la torsion pa r l a formul e 
(2.20), ce qui donn e 

(TR2+iR3,R2-iR3)wc = —2iTR2,R3 =  —4îAi2i , 
(TR2+iR3,Ri)wc — 2A(—Rs + iR2)\ 

à nouveau , o n obtient à  chaque fois (rj2 -h гщ)^^1^2 = 0. 
Finalement, notr e équation (1.10 ) s e réduit à 

/ • ((% + i7]3)(X)) = iaf(r]2 + iî]3)(X), 
ce qui prouve que le noyau de 77 e est constan t l e long de FQ, et descen d don c à  N. 

Il rest e à  voi r qu e l a structur e induit e su r N  es t bie n d e contact . I l suffi t d e l e 
vérifier su r 7e ; or, compte tenu d e la définition (1.9) , on a  le long de FQ l'égalité 

drf = dr)2 + idrjs -h (dy -h idz) Л 771 ; 
il s'agit d e vérifier qu e c'es t bie n symplectiqu e su r 

kerrjc/TF = Ve/Vf;1 0  CR i 0  (Ш2 ф KJ3); 

le morcea u dr]2 - h ¿¿773 es t symplectiqu e su r e t l e morcea u (dy H- idz) Л 771 su r 
CRi 0  (Ш2 0 R/3 ) ;  le lemme est don c démontré. • 

Le lemme suivan t caractéris e le s champs d e plans de la structure d e contact d e N. 

Lemme Ш.1.10. — Les champs de plans de contact de N  sont engendrés par les 
sphères célestes Gs, s €  5e . 

Démonstration. —  Soi t un e feuill e F , nou s voulon s vérifie r qu e ke r 77e es t engendr é 
par le s (GS)SEF0 9 o ù FQ = 7r(F) ; pour cela , nou s devon s tou t ramene r e n u n poin t 
so G Fo ; faisons à  nouveau u n choi x de trivialisation local e (Л,/2,/з) près de so, de 
sorte qu e J\p = h es t parallèle ; pour x G  F proch e d e x0 — 0 "(so), l'espace tangen t 
à Tn(x) en x n'es t autr e qu e Ш12 0 Ш 3 ; ramenons pa r transpor t parallèl e I2 dans l e 
normal à  F e n x0 :  l'application fourni e pa r c e transport parallèl e r , 

x 1—> rx->XoI2 G  ЛГХо 

ASTÉRISQUE 265 



III.l. CONSTRUCTION DE L'ESPACE DES TWISTEUR S 97 

a pou r différentielle , d'aprè s l e lemme III. 1.6, 

x G  TSoF0 ' ^ -\ihx € TSC/T^; 

comme 
hiTf;1) =VI1;°®CR1, 

toutes les directions normales, proches de I2 et éléments  du noyau de 77e, sont engen-
drées pa r de s sphère s GS pou r s G  FQ proche d e so ; ainsi le s espace s tangent s de s 
sphères célestes engendrent-ils tout l e noyau de rf. • 

Transvers alité des courbes à la structure de contact —  S i les courbes GS pour s G 
sont tangente s au x distribution s d e contact , cel a ne sera plus l e cas en généra l pou r 
une courb e C m pou r m  G  Mc. L a structur e d e contac t su r N  es t donné e pa r un e 
1-forme holomorph e à  valeur s dan s u n fibre L ; je l'appell e encor e L ca r i l es t clai r 
que so n tiré-en-arrièr e su r 7e n'es t autr e qu e l e fibre L déj à défin i plu s haut , e t j e 
note encor e 77e la form e d e contact . Su r chaqu e courb e GS (s G  Sc), e t don c plu s 
généralement su r le s courbe s GM ( m G  Mc), l e fibre L s'identifi e a u fibre 0(2) ; en 
particulier, l a form e d e contac t 77e à valeur s dan s L , restreint e a u tangen t d e Cm , 
fournit su r Cm un élément de H°(GRNY fij^ <g > L). Définisson s un fibre en droites £ su r 
Mc pa r 

£m =  ff°(em,nkm ®L) , 
et noton s 0 l a section défini e pa r 77e. Observons que 0(m) =  0 si et seulemen t s i Cm 
est tangente à  la distribution d e contact . 

LemmeIILl.ll. — La structure de contact surJi est transverse aux sphères célestes 
(Gs)sesc> c'est-à-dire la différentielle de 0 sur Sc est non dégénérée. En particulier, 
Sc = 0_1(O) est une hypersurface lisse de Mc. 

Démonstration. —  I l s'agi t d e montrer qu e la différentielle d@ es t no n dégénéré e en 
un poin t s G  Sc. Pou r cela , on va exhiber un e section cp d u fibre normal de G8 C DM" , 
qui vérifie le s conditions 

- (p G  ke r 77e ; 
— dr)c((p, X) 7̂  0 pour u n vecteu r tangen t X à  GS ; 

ces deu x condition s impliquen t qu e dQ es t no n null e su r l e vecteu r tangen t à  Mc 
induit pa r cp. 

La solution es t simpl e :  il suffit d e considérer 

(1.11) <p(xl! + yl2 + zh) = xRx - h yR2 + zR3; 

bien sûr, la section <p n'est pas holomorphe ! cependant, elle le devient après projection 
sur T7c/Tjil ;  en effet , pa r exempl e au point /1 , on a 

d<p = dyR2 4- dzR3 = i  ((dy + idz)(R2 - iR3) -h (dy - idz)(R2 + iR3)) 
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donc seu l l e term e (dy + idz)(R2 — iR3), d e typ e (1,0) , demeur e aprè s projection ; 
ainsi (p défini t bie n une section du fibre normal, qui est manifestemen t dan s l e noyau 
de 77e. À présent, l a différentielle , pa r exempl e au poin t i i , d e la forme 77e, est 

(1.12) drf — drj2 -h idrj3 + (dy + idz) A  771, 

d'où résult e immédiatement l a seconde propriété cherché e sur <p. • 

III. l .D. Globalisation . —  Remarquon s qu e l'o n peu t suppose r qu e la complexi -
fication Sc vien t ave c une structur e réelle , dont le s points fixes sont le s points d e S. 
Cette structur e réell e es t compatibl e à  toute s le s construction s faite s plu s haut . E n 
particulier, on notera M l'espac e des points réels de Mc : c'est une variété (localemen t 
définie) d e dimension 4 m -h 4. 

D'autre part , l'espac e de s twisteurs T  de S, devient , via  la projection g , une sous-
variété de codimension 1  de N, et la structure CR de T est fournie par l'inclusion ; cela 
montre que T (et donc S) détermin e le germe de IN, comme variété complexe ; de plus, 
les sphère s céleste s (Gs)sesc déterminen t auss i l e germ e d e Mc pa r l e théorèm e d e 
Kodaira (lemme III. 1.8) ;  enfin, le germe de la structure de contact es t aussi déterminé 
de manièr e uniqu e grâc e a u lemm e III . 1.11. Cel a signifi e qu e no s construction s son t 
canoniques au niveau des germes ; a priori locales, elles se recollent don c le long de 5 . 
De plus, elles sont indépendantes du choix de facteur conform e sur 5, puisque l'espac e 
des twisteurs T  est invarian t conform e pa r l e théorème II.5.1 . 

Compte ten u qu e IN est muni e de la famille Mc d e courbes à  fibre normal 0(1 ) (8) 
C2m+2, de la structure de contact 77e, et que ces courbes sont transverses aux directions 
de contac t e n dehor s d e 5e , nou s pouvon s applique r l a constructio n twistoriell e d e 
Salamon [Sal82 ] (voi r [LeB89] pour l a construction invers e dont on a besoin ici) . On 
en dédui t l a proposition suivante . 

Proposition IIL1.12. —  Si 54m+ 3 est une variété munie d'une structure de contact 
quaternionienne conforme, analytique réelle, alors S est le bord d'une variété analy­
tique réelle unique M, telle que 

- M — S admette une métrique quaternion-kâhlérienne ; 
- l'espace des twisteurs de M — S (avec sa forme de contact et sa famille de 

sphères S>2) s'étend sur S et y coïncide avec l'espace des twisteurs CR de S. 

Démonstration. —  L a seul e chos e restan t à  voi r es t qu e l'espac e de s point s réel s 
de Mc a  deu x composante s connexes , séparée s pa r S ;  comme S a  un e orientatio n 
canonique (puisqu e V es t orient é par s a SpmSpi-structure e t W pa r 771 A  772 A 773), on 
peut choisi r canoniquement u n côté . • 
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III.2. Constructio n twistoriell e invers e 
À parti r d e l'espac e de s twisteur s ?s f construi t dan s l a sectio n précédente , nou s 

allons étudier , pa r l a construction twistoriell e inverse , la métrique induit e su r M , d e 
sorte d'élucider le s liens entre cette métrique est la  structure quaternionienne initiale . 
Cette étud e es t partiellemen t similair e à  cell e faite pa r L e Brun dan s [LeB91] , où i l 
regarde le s métriques obtenue s aprè s certaines déformation s globale s d e l'espace de s 
twisteurs de l'espace hyperbolique HHm+1 ; mais Le Brun n'avait pa s étudié les objets 
induits a u bor d pa r se s exemples. 

Nous donnon s don c u n énonc é abstrait , san s suppose r a  prior i qu e l'espac e de s 
twisteurs provien t d e l a constructio n fait e dan s la  sectio n III . 1. Ce t énonc é montr e 
donc, e n particulier , qu e le s métrique s produite s pa r L e Brun son t asymptotique -
ment symétrique s ; cela fournit u n nombr e importan t d'exemple s d e telles métrique s 
quaternion-kahlériennes, e t don c de structures d e contact quaternioniennes . 

Proposition IIL2.1. —  Soit DN f une variété complexe de dimension 2m + 3 , munie 

— d'une structure de contact rf à valeurs dans un fibre L ; 
— d'une famille de dimension 2m + 2 de courbes (Cm)m€Mc? de fibre normal 

0(1) <g ) (C?m+2, telle que les courbes C m soient transverses à la distribution de 
contact sauf sur une hypersurface Sc C  Mc ; 

— d'une structure réelle compatible à ces données (et fournissant une métrique 
positive). 

Alors N  est l'espace des twisteurs de la variété quaternion-kâhlérienne M — S, et 
la métrique est asymptotiquement symétrique, avec infini conforme une structure de 
contact quaternionienne dont l'espace des twisteurs CR est Ji\s-

Dans le cas où N provient, via la proposition III. 1.12, d'une structure de contact 
quaternionienne, alors l'infini conforme de la métrique coïncide avec la structure de 
contact quaternionienne initiale. 

Remarque III.2.2. — Dan s l e ca s o ù N  provien t d e la  constructio n twistoriell e fait e 
dans l a sectio n III . 1, l a transversalit é es t donné e pa r l e lemm e III . 1.11. E n réalité , 
cette transversalit é es t toujour s satisfait e [LeB91 , proposition 1]. 

Le reste de cette section est consacré à la démonstration de la proposition. Certain s 
énoncés son t parallèle s à  ceu x donné s pa r L e Brun dan s s a constructio n twistoriell e 
[LeB91]. 

III.2.A. Constructio n d e l a métrique . —  Nou s expliquons brièvement l a cons-
truction d e la métrique quaternion-kâhlérienn e à  parti r de s données twistorielles . La 
plupart de s faits ci-dessou s sont standard s [LeB89] . 

Rappelons qu e l'espac e de s twisteur s N  es t mun i d'un e 1 -forme d e contac t 77e , à 
valeurs dans le fibre L. Sur chaque courbe Cm C 7e (m G  M€) , le fibre L est isomorphe 
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à 0(2) , e t l e fibre normal de Cm est isomorph e à  0(1 ) 0  c?^+ 2 pa r l e lemme IIL1.8. 
On peut don c définir de s fibres E e t Hy à fibres C2(m+1) e t C2 , par 

Em = ^°(em,L-1/2®7Vm), 
Em = ^°(em,L-1/2®7 

à caus e de la racine carrée de L, ces fibres risquent d e n'être défini s qu e localement ; 
cependant, l e résulta t final  n e dépen d pa s d u choi x de L1/2 . Puisque L s'identifi e à 
0(2), o n a 

TmMc = H°(Qrn,Nrn) = Em 0 Hm. 

Les fibres E et H sur Mc — Sc admetten t de s formes symplectiques UJE et UJH, définies 
par : 

- puisqu e Nm = (ker77 c)|em s i m g Sc, o n peut pose r 

uE = drjc; 

- l a forme UJH es t obtenu e pa r compositio n 

A2^°(era,L1/2) JCm = i?°(em,n 1era ®L)^lc, 

où l e wronskie n es t défin i pa r w(u A v) = udv — vdu, et 0 , défini e avan t l e 
lemme III . 1.11, est la section de L induit e par rf (ell e s'annule exactemen t su r 
5e). 

Enfin, l a métrique (complexe ) su r Mc es t fourni e pa r multiplicatio n : 

g = LUE 0  OJH • 

Les formes symplectique s fournissen t su r E et H de s S'pm(C ) e t Sj?i(C)-structures , 
et o n montre que g préserve la 5pm(C)5pi (C)-structure induite . 

On peut retrouver plus directement les trois 2-formes de la Sprn(<C)Spi (C)-structure 
de la manière suivante . Puisque, sur chaque courbe , L est isomorph e à  0(2) , on a 

Jï°(Cm, L) = Sym 2 #°(em, L1'2) = Sym 2 Hm; 

la Spi (C)-structure su r H indui t un e 503(C)-structure su r Sym2 H, c'est-à-dir e un e 
métrique e t un e orientation ; à  présent , puisqu e iV m = kerr)c en dehor s d e 5e , l a 
2-forme drf su r iVm , à valeurs dans L , défini t un e applicatio n 

(2.1) #°(em , Nm) ^ Sym 2 Hm; 

le choix d'une 503(C)-trivialisatio n d e Sym2 Hm fournit troi s 2-formes OJI,OJ2,OJS qu i 
définissent auss i la structure quaternionienne . 
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III.2.B. Comportemen t à  l'infini . —  Nou s étudions , sou s le s hypothèses d e l a 
proposition III.2.1 , l e comportement d e la métrique g sur l'hypersurface Sc. 

Lemme III.2.3 ([LeB91, page 736]). —  La métrique g s'étend analytiquement sur Sc 
avec un pôle d'ordre 2. 

Démonstration. —  Le s formes symplectique s UJE e t OJH n e son t pa s définie s su r 5e , 
mais, e n le s multiplian t pa r 0 , o n peu t le s prolonger . E n effet , drf n'es t pa s bie n 
défini su r A2iVm qui es t distinc t d e ker?7c si m G  5e , mai s rf A  drf l'est , e t 

(2.2) {@0JE)m = rf A  drf G  #°(em , nj>m ® A2Nm 0 L2) = £m ® A 2 ^; 

de la même manière , 

(2.3) (@OJH)m =W G  Lm ® 

est parfaitemen t défin i su r 5 e aussi . Ainsi , la métriqu e 

02# =  (@uE) 0 (0WH ) 

à valeurs dans le fibre £2, est lisse ; comme 0 s'annul e à  l'ordre 1  sur Sc pa r le lemme 
III.l .ll , o n en dédui t l e lemme. • 

La première partie d u lemm e suivant vien t auss i de l'article d e Le Brun. 

Lemme IIL2.4. —  Sur Sc, la forme &OJE a> un noyau de codimension 2, égal au point 
s€Sc à 

H°(es, (Ns n  (kerryc ) H (TGs)±d*>c) ® L"1/2). 
Dans le cas où l'espace des twisteurs N  provient de la proposition III. 1.12, alors ce 
noyau est encore égal à 

H°(ea,(Vc/V°'1)®L-1'2). 

Démonstration. —  Soi t u un vecteur tangent à  Gs, et cr, r G  H°(GS, ATs0Z/-1/2), alors 
on a 
(2.4) (77 e Adr]c)(u,a,r) = -rjc(a)dr)c(u,r) + r]c(r)dr]c(u,a); 

par conséquent , d'après (2.2) , la section a représente un élément d u noyau de QOJE s i 
on a  les deux condition s 

r)c(cr) = 0, 
d<nc(u,cr) = 0 , u G  TGS] 

cela montre la  première partie du lemme. 
Quand l'espace de s twisteurs provien t d e la construction d e la section III.1 , i l fau t 

se rappeler qu e si s G  5e , alor s le fibre normal s e décompose en 

Na = Vc/V?'1®Wc/WÏ1; 
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la section <p définie e n (1.11 ) donn e une suite exact e 

0 —Y dp — > Wc/W°y1 L -+ 0; 

ainsi, on a  l'identificatio n 

Ns H  kerr7c = VC/V°A 0  CV; 

le calcul (1.12) montre que l'intersection avec l'orthogonal de TGS s e réduit à  Ve/Vj'1. 
• 

En revanche , i l es t clai r qu e l a form e eu H es t no n dégénéré e su r Sc. I l e n résult e 
que la métrique @2g, à  valeurs dans £2 , a  sur Sc u n noya u de codimension 4 . On va 
étudier plu s précisément le s termes singulier s d e g sur Sc. 

III.2 .C. Reconstructio n d e l a métriqu e d e Carnot-Carathéodory . —  O n 
explique à  présen t commen t récupére r le s donnée s initiale s à  parti r d e l'espac e de s 
twisteurs. Comm e o n l' a vu , l a sectio n O  de £  s'annul e su r Sc ;  nou s somme s don c 
amenés à faire un choix de trivialisation de £ su r 5e, équivalent a u choix d'un facteu r 
conforme, e n choisissant localemen t 

i-.L — • G 

Ce choix effectué , o n dispos e l e long d e Sc d'un e form e symplectiqu e su r H défini e 
par 

ÛH : A2iJ°(Cm, Z/1/2) H0(Gm,QQm 0  L) C ; 

par conséquent , o n dispos e d'un e SO3(C)-métrique su r Sym 2 H ;  e n particulier , o n 
peut trouve r un e 503(C)-trivialisatio n locale , 

(2.5) Sym2 # — ^ C3 . 
Termes d'ordre —2. — I l est alor s facile d e défini r troi s 1-forme s (771,772,773 ) su r XE 
le long de .Sc , par 

(2.6) H°(GS,N8) v° ) H°(GS,L) = Sym2H > C3; 

de plus , quitt e à  étendr e u n pe u l a trivialisatio n £  autour d e 5e , l a sectio n 0  d e £ 
fournit un e fonctio n 

P = ee :  XE > C 
qui s'annule uniquemen t su r Sc. 

Lemme III.2.5. —  Le long de Sc, la forme quadratique £2Q2g est donnée par 

e2e29 = dp2 + r12 + r12 + ril. 
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Démonstration. —  O n peut choisi r une section cp du fibre normal Ns d'une courbe Gs 
au-dessus de s G  Sc, vérifian t r]c(cp) =  0  et i(pdr]c\Tes ф 0 ; un exemple de telle section 
avait ét é donné dan s le lemme IIL1.11 ; la section г<^77с|те3 constitue u n élémen t d e 
£s, don c on peut normalise r <p de sorte que 

£(i<pdVc\Tes) = Ь 

Si и est tangen t à  Gs et a es t un e sectio n d u fibre normal Ns, alor s l'équation (2.4 ) 
nous donn e 

rf Л drf(u, <p, a) — rf(v)ivdrf{u), 
c'est-à-dire 

i^Qdrf — rf. 

Or, les trois 2-formes d e la structure quaternion-kahlérienne sont obtenues en compo-
sant drf, à  valeur s dans L , ave c une trivialisation d e iï0(Cm,L) , orthonormale pou r 
la métrique OJH <Э ; comme OJH = £OOJH, on déduit d e l'égalité précédent e 

i^QPui = Гц, 

d'où résult e le lemme. • 

Termes d'ordre — 1. —  L a métrique g induit de s termes d'ordr e — 1 intrinsèque s su r 
le noyau de s termes d'ordre —2 . Appelons c e noyau 

Ve : = ker(dp , Ы ) = H°(GS,NS П (kerrçc) П (ГС5)^С). 

Dans le cas où l'espace des twisteurs N provient de la construction de la section III. 1, 
la notation es t cohérente , puisque, par l e lemme III.2.4, on retombe bien sur l'espac e 
Ve initial . 

Le long d e 5e , l a forme drf, à  valeur s dan s L , indui t un e 2-form e no n dégénéré e 
ÛE défini e pa r 

Л2#°(е5,(кег0и;я) OL"1/2) d ^ >  £s — C . 

Par conséquent , Ve es t mun i de la métrique 

gyc = UJH (g) ûE-

De manièr e similair e à  (2.1) , e n utilisan t l a trivialisatio n (2.5) , l a Spm(C)Spi (C)-
structure induit e es t obtenu e pa r troi s 2-forme s (001^2^3) su r 

Lemme IIL2.6. — Les formes uJi sur Ve sont reliées aux 1-formes гц définies en (2.6 ) 
par 

= (drji)\vc. 
En particulier, la métrique gvc est une métrique de Carnot-Carathéodory (complexe). 
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Démonstration. —  E n un poin t s E 5e, s i X e t Y son t deu x vecteurs de Ve, corres -
pondant à  des sections ax e t <jy d e Ns n (ker rjc) Pi (TCs)±dric, alor s les Ui{X, Y) son t 
obtenus comm e l'image pa r l a trivialisatio n (2.5 ) d e dr/c(ax^crY) = — Vc([crx,&Y]) £ 
H°(GS,L). L a seule chose à montrer es t don c 

r)C(V[X,Y]) = r)C([<7X,<TY])i 

identité qu e le lecteur établir a san s difficult é e n considéran t l a fibration  doubl e don t 
est muni e l a variété d'incidenc e 

X < 6  =  {(m,a;), m G  Mc,x E Cm C 3Nf} 

III.2.D. Démonstratio n d e la proposition III.2.1. —  À  partir des deux lemmes 
précédents, nous avons élucidé les termes d'ordre — 2 et — 1 prè s de Sc d e la métriqu e 
<7, issue de la construction twistorielle . O n en dédui t l e lemme suivant . 

LemmeIH.2.7'. — Sous les hypothèses de la proposition III. 1.12, la métrique g a près 
de Sc le comportement 

1 
q ̂  — 

{dp2 +VÌ+V2+V3+ P9vc)-

En particulier, g est asymptotiquement symétrique et a pour infini conforme la struc­
ture de contact quaternionienne initiale. 

Démonstration. —  Le s deux lemmes précédents montren t que , près de Sc, 

„ 9-2 , g-i , 
9 = ô~ H  ̂ ~ 

P2 P avec 

9-2 = dp2 - h 
3 

î 
Vh #-l|kers_ 2 =  9VC-

Les termes d'ordre — 1 qu i n'ont pa s été calculés sont, par rapport à  la métrique, d'u n 
ordre inférieur , d'o ù résult e le lemme. • 

La premièr e parti e d e l a propositio n III .2.1 résult e immédiatemen t d e c e lemme , 
en prenan t l a parti e réell e de Mc. Dan s l e cas où l'espace de s twisteurs 3S f provenait 
de la construction d e la section III. 1, la description (2.6 ) des trois 1-formes de contact 
rji sur Sc montr e qu'elle s réalisen t u n isomorphism e 

H°(es, w
c/(wV Ф Op)) ^ с 3 

où (p est l a section donnant u n vecteur «normal » à  S ,  définie dan s la démonstratio n 
du lemm e III . 1.11. Ce t isomorphism e coïncid e ave c l'identificatio n initial e d e Wc 

ASTÉRISQUE 265 



III.3. MÉTRIQUES QUATERNION-KÀHLÉRIENNE S 105 

avec C3 . L a métriqu e d e Carnot-Carathéodor y conform e a u bor d es t don c bie n l a 
même. • 

III.3. Métrique s quaternion-kahlérienne s asymptotiquemen t symétrique s 

Nous concluons ce chapitre par l'énoncé que nous voulions, qui est une conséquence 
directe des deux propositions III.1.12 et III.2.1 . 

Théorème 111.3.1. —  Soit une variété 54m+3 , avec m ^ 2, munie d'une structure 
de contact quaternionienne. Alors S est l'infini conforme d'une unique métrique 
quaternion-kâhlérienne, asymptotiquement symétrique et analytique réelle jusqu'au 
bord. 

Démonstration. —  L a proposition III.1.12 construi t l'espac e des twisteurs, et l a pro-
position III.2.1 montre qu'il s'agit bie n d'une métrique asymptotiquement symétrique , 
d'infini conform e la  structure d e contac t quaternionienn e initiale . L'énoncé d'unicit é 
provient de l'énoncé d'unicité de la proposition III . 1.12, puisque deux telles métriques 
ont un espace des twisteurs analytique jusqu'au bord , où il coïncide avec l'espace des 
twisteurs C R de 5. • 

Remarque 1113.2. — Dan s l e ca s m =  1 , l e théorèm e rest e valable , à  conditio n d e 
supposer d e plus qu e S soi t muni e d'une connexio n adaptée , comm e discuté dan s la 
section IL7. 

Dans le cas m = 0, pour une métrique conforme sur 5, le théorème est dû à Le Brun 
[LeB82]. 

Remarque 111.3.3. —  Dan s le cas où S es t munie d'une structure 3-sasakienne (sectio n 
II.2.D), le théorème devient trivial . En effet , dan s ce cas, les formes d e contact 771 , 772 
et 77 3 satisfont de s relations similaires à celles de l'espace hyperbolique quaternionien , 
si bien que la  formul e 

g = dr2 -h sh2(2r)r72 + sh2 (r)gV 
donne l a métriqu e quaternion-kâhlérienn e cherchée ; e n effet , le s identité s indiquée s 
dans la  section II.2.D montren t que , par exemple , la première 2-forme uj\ s'écri t 

u>i = dr A sh(2r)r7i +  sh2(2r )/72 A  77 3 + sh2(r )(d77i —  477 2 A 773) ; 
on établit facilemen t l'identit é 

dui — —(4ch 2 r —  1)(T 72 A UJ3 — 77 3 A CJ2), 
qui montre, avec les identités obtenues par permutatio n circulaire , que la métrique g 
est bien quaternion-kâhlérienne . 

Le théorème n e répond pa s d e manière exhaustiv e à  la  questio n d e l'unicit é :  en 
effet, i l me semble vraisemblable que toute métrique quaternion-kâhlérienne, asympto-
tiquement symétrique, soit analytique jusqu'au bord et donc coïncide avec la métrique 
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construite par le théorème à partir de la même donnée au bord. Cependant, je n'ai pas 
traité ce problème de régularité ; à la place, je propose l'énoncé plus faible suivant , qui 
concerne exclusivemen t le s métrique s d'Einstei n construite s à  parti r de s technique s 
du chapitr e I . 
Proposition 111.3.4. —  Soit go une métrique quaternion-kâhlérienne, asymptotique-
ment symétrique, telle que L2lH}(go) = 0 . Si gv est une SPmSp±-métrique de Car-
not-Carathéodory sur S, proche de l'infini conforme de go, alors la métrique d'Ein­
stein asymptotiquement symétrique g ayant pour infini conforme gv (construite par 
le théorème 1.4-14)\ vérifie à l'infini 

\g-^\ = 0(e-^+V^;-^r), 

où !K = 2 m H- 3, v — —8, et 7  est la métrique quaternion-kâhlérienne associée à gv 
par le théorème III.3.1. Si g est quaternion-kâhlérienne, alors g coïncide avec 7, et 
est donc analytique réelle jusqu 'au bord. 

Démonstration. —  L e principe de la preuve est très simple : on refait la démonstration 
du théorème 1.4.14 en approximant la  métrique d'Einstein g à trouver par 7 plutôt qu e 
par un e approximatio n d'ordr e 1  ; cela donnera l e même résulta t à  cause de l'unicit é 
de l a métriqu e d'Einstein . L a démonstration d u théorèm e continu e à  fonctionner e n 
fournissant un e solution différan t d e 7 par un élément d'u n espac e à poids C$ pourvu 

o 
que l'opérateur d e déformation infinitésimale ^(D90)*D90 —Rg° reste un isomorphisme 
pour l e poids S. D'après l a proposition 1.3.9 , cela est vra i s i 

ô < *H + V^C2 + v, 
ce qui donne la proposition (attention , c e poids n'a pa s de raison d'être optimal , voi r 
la section L3.C) . 

Dans le cas où g est de plus quaternion-kâhlérienne, puisque g est approximée à  un 
ordre élevé par 7 , il n'est pa s difficile d e vérifier qu e l'espace des twisteurs de g s'éten d 
sur 5 , pa r exempl e de manière C1 , et coïncid e su r S ave c l'espace de s twisteurs CR ; 
il es t alor s analytique . I l n e rest e plu s qu' à déduir e g — 7 d e l'énonc é d'unicit é d u 
théorème III.3.1 . • 
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