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UNE CARACTERISATION DES STADES
A VIRAGES CIRCULAIRES

par

Albert Fathi

Résumé. — Nous donnons une minoration du volume d’un domaine compact convexe
d’un espace euclidien dont le bord est de classe C1>1. Nous caractérisons le cas d’éga-
lité.

0. Introduction

On munit R® du produit scalaire usuel. On notera ||.|| la norme euclidienne usuelle
sur R”. La sphére unité dans R” est notée S?~1.

Afin de simplifier, dans cette introduction, nous allons considérer un convexe K C
R” d’intérieur non vide et de bord C2. Pour z € 8K, notons N (z) le vecteur unitaire
normal & K en x et pointant & ’extérieur de K. L’application N : 0K — S™! est
C!. Puisque les espaces tangents T, 0K et Tn(;)S™ ! sont tous les deux égaux au sous-
espace vectoriel N (x)+ orthogonal a N(z), la dérivée DN (z) est donc une application
linéaire de N(z)' dans lui-méme, on sait qu’elle est symétrique et définie positive. Les
valeurs propres de DN (z), notées k1 (), - .., kn—1(x), sont donc > 0, on les appelle les
courbures principales. On a || DN (x)|| = max(k1(x),...,kn—1(x)), puisque DN (z) est
symeétrique. Les rayons de courbure principaux Rj(z),..., R,—1(z) sont les inverses
k1(z)™L, ..., kn_1(x)71. Soit H;(x) la i®™€ fonction symétrique de k1 (z), ..., kn_1(x).
On note par ¢ la mesure d’aire induite par la métrique euclidienne sur K. On définit
MHi(K) = [5; Hi(x)do(x). Le théoréme de Gauss-Bonnet donne H,_1(K) = sp_1
laire de la sphére unité S®~! dans R”.

On pose :

Ksup = sup{ki(z)|z€dK,i=1,...,n—1}
Rinr = inf{Ri(z) |z €0K,i=1,...,n—1}.

Classification mathématique par sujets (1991). — 52A10, 52A20, 52A40, 53C99.
Mots clefs. — Convexe, rayon de courbure, Blaschke, volume.
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290 A. FATHI

En particulier, on a keup = sup{||DN(2)|| | z € 8K }.

Blaschke a montré qu’une boule de rayon R;,f roulait librement a l’intérieur de K,
(cf. [Bl, pages 114-119] et [Le, Theorem 2.1, page 1055]). Si on définit I’application
N : 0K x [0,00[ = R"® par N (z,t) = ¢ — tN(z), le théoréme de Blaschke montre que
N est un plongement de K x [0, Rin¢[ dans K. Il en résulte le théoréme suivant :

Théoréeme 0.1. — Si K C R™ est un compact conveze d’intérieur non vide et dont le
bord est de classe C?, alors, on a :

n—1
M.
V(K) > Ripe S(K —1)RHI 2|
( )_.Rf( )+§( )Rmfi+1
ou V(K) est le volume de K et S(K) est l’aire de son bord 8K .
De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si K est une boule euclidienne.

Plus généralement, si K est un compact convexe d’intérieur non vide et dont le bord
est C!, on dit que K est C! si le plan tangent T,0K est lipschitzien comme fonction
de z € OK. 1l revient au méme de dire que 'application normale N : K — S™~!
est lipshitzienne. Dans ce cas, les courbures sont définies presque partout. On peut
voir que 'on peut faire rouler librement une boule de rayon R > 0 & l'intérieur d’un
compact convexe K si et seulement si 0K est C1'! (c¢f. [Ho, Proposition 2.4.3, p. 97]).
Il n’est donc pas étonnant que le théoréme précédent s’étende au cas Cll. Le cas
d’égalité ayant lieu précisément quand K = {z € R" | d(x,C) < R} avec C compact
convexe de dimension <n —1et R > 0.

Dans le cas o C = S est un segment de R?, un ensemble de la forme {z € R? |
d(z,S) < R} est ce que 'on appelle, pour des raisons visuelles évidentes, un stade a
virages circulaires. Remarquons que le bord d’un tel stade est soit un cercle de rayon
R si S est réduit & un point, soit la réunion de deux segments, de mémes longueurs
et paralléles & S et de deux demi-cercles de rayon R, par conséquent si S n’est pas
réduit & un point, un tel stade n’est jamais C2.

FIGURE 1. Un stade a virages circulaires.

Le théoréme suivant donne une caractérisation des stades circulaires :
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CARACTERISATION DES STADES A VIRAGES CIRCULAIRES 91

Théoréme 0.2. — Soit C une courbe convexe fermée plane de classe C1''. Notons
par | sa longueur, par A l'aire entourée et par Rins la borne inférieure des rayons de
courbure. On a :

A > IRins — mR2.

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si C borde un stade a virages
circulaires.

Remarque 0.3. — 1) Quand ce manuscrit était pratiquement terminé, Victor Bangert
nous a communiqué les travaux d’Innami [In;, In]. Certains des résultats d’Innami
sont trés proches des nétres. En fait, bien que l'inégalité qu’Innami établit dans [Iny,
Corollary 2], pour les hypersurfaces convexes lisses, soit moins bonne que la notre,
les méthodes utilisées dans son travail sont les mémes que les notres (en particulier,
[In;, Lemma 5] n’est rien d’autre que le théoréme de Blaschke) et donc un examen de
sa démonstration donne l’inégalité du théoréme 0.1 ci-dessus. Bien sir, sa minoration
du volume étant moins bonne, le cas d’égalité est plus facile & analyser. Par ailleurs
ses méthodes ne s’appliquent pas au cas des convexes de bord de classe C1:1.

2) Dans [In; ], Innami établit aussi une minoration de V' (K') pour le cas ou K est de
bord lisse mais n’est pas nécessairement convexe. Il faut, alors, remplacer R;,¢ par le
rayon r(K) de la plus grande boule euclidienne qui roule librement & I'intérieur de K.
Un examen de sa démonstration, ou de la démonstration du théoréme 1.1 ci-dessous,
montre que ’on peut établir la méme inégalité que dans le théoréme 1.1, & condition
de remplacer R;,s par r(K), dés que K est Cb! (on peut voir que cette derniére
condition implique r(K) > 0). Il serait intéressant d’analyser le cas d’égalité.

3) Dans [Ga], on établit 'inégalité nl/A < f(f x(s8)? ds, pour une courbe convexe C
de classe C? dans le plan. Cette inégalité est optimale quand C' s’approche d’un cercle.
Si C s’approche d’un stade a virages circulaires quelconque, on voit que fé k(s)%ds
tend vers 27/ Rin¢s. L’inégalité de Gage devient donc dans ce cas limite A > [R;,r/2, ce
qui est moins bon que le théoréme 1.2, dans le cas d’un stade qui n’est pas un disque.

4) 11 est bon de signaler ici que si C est un convexe dans R™, les ensembles de la
forme Cr = {z € R" | d(z,C) = R} sont tous, pour R > 0, des convexes & bord
CY1. Ceci résulte du fait, bien connu, que z + d(z, C) est C1! sur R™ \ C. Pour une
démonstration, on peut consulter par exemple [Ho, theorem 2.1.30, p. 62], ou il est
montré que cette fonction est différentiable ; de plus, son gradient sur R” \ C est donné
par z — (z — pc(z))/||x — pc(z)|], ot pc : R* — C est la projection sur le point le
plus proche de C'. Or p¢ est lipschitzienne. (On peut voir qu’une fonction distance a
un fermé F' dans une variété riemannienne M qui est différentiable en tous les points
de M \ F est, en fait, C1'! sur M \ F).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



92 A. FATHI

1. Un théoréme de Blaschke

Soit K C R™ un compact convexe. Les observations suivantes sont élémentaires
et bien connues (cf. par exemple le paragraphe 3.1 sur la soustraction de Minkowski
dans [Sc]). Si r > 0, on pose :

K. ={ze€ K |d(z,0K) >r}.

L’ensemble K est un compact convexe. La convexité résulte du fait que z € K si
et seulement si x + B(0,7) C K. On peut voir que la frontiére de K,  dans R" est
OK; = {z € K | d(z,K) = r}. On a aussi K; = U,>,.K;, ou K désigne Dintérieur
du compact K. En particulier, si on pose pmax = sup{r > 0 | 3z € K, d(z,0K) =r},
on a K~ = & pour r > pmax, 'ensemble K est un convexe compact non vide de
dimension < n — 1 et, pour 7 < pPmax, la frontiére OK, est homéomorphe & S™~! et
K . # @. (Le nombre pmax est le rayon de la plus grande boule euclidienne contenue
dans K.)

Soit K C R™ un compact convexe d’intérieur non vide et dont le bord est de classe
CY1. Pour z € 8K, notons N(z) le vecteur unitaire normal & 0K en x orienté vers
I’extérieur de K. L’application N : 8K — S™~1 est lipschitzienne. Posons :

. N(z) — N(z'
o = i e[ LV = 2]
et on définit Rinr = K.

Si OK est C2, alors cette définition coincide avec celle donnée plus haut, car les
deux définitions donnent la constante Lipschitz de N : 0K — R", ou K est muni de
la métrique intrinséque.

Si K a un bord de classe C!'1, on peut aussi définir I’application N : 0K x [0, co[ —
R" par N(z,t) =z — tN(x).

Nous donnons une démonstration du théoréme de Blaschke valable dans le cas C1>!.

| 2,2' € 0K, o # ', |lz — /|| < e},

Théoréme 1.1 (Blaschke). — Soit K un compact convexe d’intérieur non vide et dont
le bord est de classe C1''. Pour tout x € OK et tout v € [0, Rint], on a

d(x —rN(z),0K) =r.
Démonstration. — Pour r > 0, considérons ’application partielle
N, : 0K — R*, z+— N(z,r).

On a pour tout r > 0 linclusion 0K, C N, (OK). En effet, si ¢ € K est tel que
d(z,0K) = r > 0, soit g € K tel que d(z,x9) = r, comme 8K est C! et zo réalise
le minimum de d(y, ) pour y € 0K, on a que xo — x est colinéaire & la normale N(xo),
par conséquent ¢ = zg — rN(zg) = N, (20), puisque ||z — zo|| = r et N(xo) pointe &
Pextérieur de K.

Posons alors

Ry = sup{r € [0, Riy¢) | Vo € OK, Vs € [0,7], d(Ns(x),0K) = s}.
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CARACTERISATION DES STADES A VIRAGES CIRCULAIRES 93

On a N (8K x [0, Ro]) C K. En effet, comme d(N,(z),0K) = s, pour s € [0, Ro], on
a Ns(z) ¢ OK, pour s € |0, Rg]. Or N(z) pointe vers I’extéreiur de K, donc on a
N,(z) € K pour s > 0 petit.

Supposons Ry < Rins. Fixons R tel que Ry < R < Rinr = m;;lp. Montrons qu’il
existe ¢ > 0 tel que, pour tout r € [0, R], I’application partielle NV, : 0K — R",z —
N(z,r) soit injective sur tout ensemble de K de diameétre < e. En effet, puisque
Rrkgup < 1, il existe k > Kgup tel que Rk < 1. Par définition de kgyp, il existe € > 0
tel que, pour tout z,2’ € K, avec ||z — 2'|| < €, on ait ||N(z) — N(z')|| < k|lz — z'||.
Par conséquent

Ve (z) = Ne (@)l 2 llz — 2'|| = rlIN(2z) — N(@)]| = A = kr)llz — 2'||.
L’injectivité résulte donc de 1 — kr > 1 — kR > 0.

Toujours sous I’hypothése Ry < Rinr, montrons que 'on a Ry < pmax €t que
l’application N, est un homéomorphisme de K sur 8K, pour tout r € [0, Ro].

En effet, pour r € [0, Ro], 'application N, est localement injective, de plus, comme
d(Ny(x),0K) = r, pour tout x € K, 'application N, envoie K, qui est homéo-
morphe & S®~! dans K, la frontiére, comme sous-ensemble de R", de ’ensemble
convexe compact K. Il résulte du théoréme de Brouwer d’invariance du domaine que
0K, est homéomorphe & S"! (en particulier, on a r < pmax et donc Rg < pmax) €t
que N, : 0K — 0K est un revétement. Comme les 9K, sont deux & deux disjoints,
on voit que N induit un revétement de K x [0, Ry] (homéomorphe a S™~! x [0, 1])
sur U,ejo,ro 0K, = K\ ID(};O (lui aussi homéomorphe & S™~1 x [0,1]). Or, sur
0K = 0K; = N71(8Kjy ), Vapplication A est I'identité, donc le revétement est de de-
gré 1 et N est un homéomorphisme de 8K x [0, Ry] sur {z € K | 0 < d(z,0K) < Rp}.

Pour r € [0, R], Papplication N, est injective sur tout ensemble de diamétre < .
Comme Npg, est globalement injective, un raisonnement classique utilisant la com-
pacité de 0K montre qu’il existe R' € |Ry, R] tel que N, reste globalement injec-
tive pour r € |Ro, R'[. En effet, sinon on trouve z,,y, € 0K et r, > Ry tels que
Tn # Yn, Np, (Trn) = Ni, (yn) et lim,_,oo 7 = R, Par la compacité de 9K, quitte &
extraire des sous-suites, on peut supposer que lim, oo T, = Too €t liMy 500 Yn = Yoo-
Par continuité, on obtient Mg, (Zoo) = NRy(Yoo) €t donc Too = Yoo, par 'injectivité
(globale) de Ng,. Pour n assez grand, on trouve donc d(zy,y,) < € et 7, < R. Ce
qui contredit I'injectivité de N, sur tout ensemble de diamétre < €, pour r € [0, R],

puisque z,, # yn et Np (Tn) = N, (Yn).

Pour Ry < r < min(R’, pmax), on voit donc que N,(8K) est homéomorphe a la
sphére S™~1 et contient OK,” qui est homéomorphe & la méme sphére. Le théoréme
de Brouwer d’invariance du domaine implique 'égalité N, (0K) = 8K, . On a donc
d(Nr(z),0K) = r, pour tout z € JK et tout r € |Ro, min(R’, pmax)[, ce qui est
contradictoire avec la définition de Rg. O
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94 A. FATHI

Le corollaire suivant est en fait équivalent au théoréme de Blaschke (cf. [Th, Co-
rollaires p. 584] pour une autre démonstration) :

Corollaire 1.2. — Sous les hypothéses de 1.1, la restriction de N' a OK X [0, Ring| est
injective et a valeurs dans K.
On a K = N(O0K x [0, Rint[) U Kg. ., la réunion étant disjointe. De plus

K={zeR"| d(.’l:,KEinf) < Rint}-
Démonstration. — L’injectivité de N sur K X [0, Rinf| est en fait déja contenue

dans la preuve de 1.1. Il n’est pas inintéressant de voir qu’elle résulte directement de
I’énoncé de 1.1, par un argument géométrique bien connu.

X4

FIGURE 2

Supposons que x; et 3 sont deux points distincts de 9K tels qu’il existe r1,r2 €
[0, Ring[ vérifiant 1 — r1 N(z1) = z2 — raN(x2). Posons

r3 = 1 — T‘lN(.’El) = To — TQN(ZEQ).

On trouve par le théoréme de Blaschke d(z3,0K) = r; = rz. Posons par exemple
x4 = 1 — Rins N (21) (cf. Figure 2). Les points z4, 3, z2 ne sont pas colinéaires donc

d(zs,x2) < d(w4,x3) + d(T3,T2)
= ||#1 — Rine N (21) — (@1 — 11N (21))|| + ||z2 — r2N(z2) — 22||
= Rinsr — 11 + 12 = Rinr.

Par conséquent Rins = d(z4,8K) < d(x4,T2) < Rinf, ce qui est absurde.

Par la démonstration du théoréme de Blaschke, ’application N, est un homéomor-
phisme de 0K sur 0K, = {z € K | d(z,0K) = r} pour r < Rj,¢. Le fait qu’alors
K = N (8K x [0, Rin¢[) U K, la réunion étant disjointe, en résulte.

Du théoréme de Blaschke, il résulte que K C {x € R* | d(z, Ky, ) < Rint}.

Montrons que cette inclusion est une égalité. En effet, si ¢ ¢ K et y € K. est tel
que d(z,y) = d(z, Kg_ ), le segment [z, y], joignant = & y, coupe OK en un point que
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I’on notera yo. Par définition de Kg .,ona d(y,yo) > Rins. Comme d(z,yo) > 0, car
z ¢ OK, on obtient

d(z,Kg, ) = d(z,y) = d(z,y0) + d(¥,y0) = d(z,y0) + Rint > Rint.
Par conséquent {z € R* | d(z, K, ) < Rint} C K. O

Nous aurons besoin de comprendre ce qui se passe dans le cas ou K. _ est d’intérieur
vide. Par exemple, si K C R? est tel que K R, SOit d’intérieur vide, alors K R, €St un
segment, éventuellement réduit & un point, et donc K = {z € R* | d(z, Kg ) < Rinf}
est un stade a virages circulaires, qui n’est C? que si c’est un disque. Ce dernier résultat
est vrai en toute dimension.

Complément 1.3. — Si K est C?, alors K R, €St d'intérieur vide si et seulement si
K est une boule euclidienne (et dans, ce cas Kp__ est réduit au centre de la boule).

Posons pour simplifier C = KI;M et R = Rijnr > 0. Il suffit de démontrer la
proposition suivante :

Proposition 1.4. — Soit C C R™ est un compact convexe de dimension < n — 1
non réduit & un point et R > 0. Considérons un segment S joignant deux points
ci,ce € C tels que ||cy — c2|| = sup{|lc = || | e, ' € C}, alors il existe un plan affine

P contenant S et tel que PN{x € R* | d(z,C) = R} soit le stade a virages circulaires
{z € P|d(z,S) < R}. En particulier {z € R* | d(z,C) = R} n’est pas C?.

Démonstration. — Appelons pc : R* — (), la projection de R™ sur le compact
convexe C, le point pc(x) est donc 'unique point de C dont la distance & x est
d(z,C).

Quitte a translater C, on peut supposer ¢; = 0. On posera ¢ = ¢3. Comme C n’est
pas réduit a4 un point ¢ # 0. On a :

0, pour t <0,
pc(tc) = { te, pourt € [0,1],
c, pour t > 1.
Montrons, par exemple, le dernier cas. Sit > 1et ¢/ € C, on a
d(0,¢) + d(e,tc) = d(0,tc) < d(0,c") +d(c,te) < d(0,c) + d(c,te),

d’ou d(c, tc) < d(c',tc) pour tout ¢’ € C, donc pc(te) = c.
Puisque C contient O et est de dimension < n — 1, on peut trouver un hyperplan
vectoriel H contenant C'. Soit v un vecteur unitaire orthogonal & H. On a :

Vee H Va€eR, pc(z+ av) = pc(x).
En effet, comme C C H, on a, pour tout ¢’ € C, I’égalité

d(z + av,c') = (|lx — || + a?)/2.
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11 suffit, alors, de minimiser sur ¢’ € C.
Dans le plan vectoriel P engendré par le segment S = [0,c] et le vecteur v, on
obtient alors :

{z€R" |d(z,C) < RINP={zeP|dzS) <R},

ce qui est le stade cherché.

Comme le segment S contient les deux points distincts 0 et ¢, le stade trouvé n’est
pas C2. Pour finir de montrer que {x € R" | d(z,C) = R} n’est pas C?, il reste alors
4 remarquer que le plan P est transverse & {z € R" | d(z,C) = R}, car il contient le
point O qui est & l'intérieur du convexe {z € R" | d(z,C) < R}, et par conséquent P
ne peut étre contenu dans aucun hyperplan de support de {z € R | d(z,C) < R}. O

Remarque 1.5. — On peut montrer que si K est un compact convexe d’intérieur non
vide avec OK de classe C!, alors pour tout r > Kg, ., 'application N : K x[0,7] —
R™ n’est pas injective.

Dans le cas ou 9K est suffisament lisse, c’est une conséquence du fait que 1’on ne
minimise plus les distances au-deld du premier point conjugué (ou focal). C’est aussi
contenu dans la démonstration de Blaschke de son théoréme.

Dans le cas ou K n’est que C!'1, cela vient d’'un phénoméne de régularité de la
distance : on peut voir que si N : K x [0,7[ = R” est injective, alors z — d(z,dK)
est C1! sur l'ouvert V(0K x]0,r[) C R™.

2. Une minoration du volume d’un corps convexe de bord C!:!

Nous considérons toujours un compact convexe K C R™ d’intérieur non vide et de
bord C':!'. L’application N : 8K — S™! est lipschitzienne. Par le théoréme de Rade-
macher (cf. [EG, theorem 2, p. 81]), elle est dérivable pour o-presque tout z € 9K,
ou o est la mesure d’aire sur K, sous-variété C! de R™® muni de sa métrique eu-
clidienne usuelle. En tout point ot N(z) est dérivable, la dérivée DN (x) est encore
une application linéaire, symétrique et semi-définie positive de N(z)* dans lui-méme
(voir appendice). En un tel point, les valeurs propres, notées k1(z),...,Kkn—1(z),
de DN(xz) sont donc > 0, on les appelle les courbures principales. On a encore
[|[DN(z)|| = max(k1(z),...,kpn—1(x)), puisque DN(z) est symétrique. En un point
ot la fonction N est dérivable, on définit de méme H;(z) comme la i®™¢ fonction sy-
métrique de x1(x),...,Kkn—1(x). Les fonctions Hi, ..., H,_; existent donc o-presque
partout. On définit H;(K) = [, Hi(x) do(z). On peut démontrer, dans ce cas aussi,
le théoréme de Gauss-Bonnet, c’est-a-dire que H,—1(K) = s,—1 ’aire de la sphére
unité S*~! dans R”.
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CARACTERISATION DES STADES A VIRAGES CIRCULAIRES 97

Théoréme 2.1. — Si K C R" est un compact convexe d’intérieur non vide et dont le
bord est de classe C1'1, alors, on a :

n—1
i Ha(K)
: —_1)ipitl
V(K) > RintS(K) + > _(-1)'Ri}; it 1

i=1

,

ou V(K) est le volume de K et S(K) est l’aire de son bord OK.
De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si

K ={z e R | d(¢,C) < R},

ot C est un compact convexe de R" de dimension n — 1.
En particulier, si K est de bord C?, l’inégalité est une égalité si et seulement si K
est une boule euclidienne.

Démonstration. — On sait que N : 8K X [0, Ring[ — K est injectif. Comme N (z,r) =
x —rN(z), il est clair que NV est lipschitzienne, donc la dérivée existe o x dr-presque
partout et DN (z,7) : N(z)t x R — R™ est donnée par

DN (z,7)(u,t) =u—rDN(z)(u) + tN(x), o x dr-presque partout.

Par conséquent, en o x dr-presque tout (z,r), le jacobien Jacg ,(AN) vaut

det(Idy(;)+ —rDN(z)) = 1:[(1 —rij(z)) =1+ i(—l)iriHi(w).
Jj=1 =1

La formule du changement de variable, qui est valide car N est lipschitzien injectif
(¢f. [EG, theorem 1, p. 96]), donne :

n—1
V(N (OK x [0, Ring[)) = /BK on [[1+Z(—1)iriHi(:c) do(z)dr,
X109, Ring i=1

n—1
i1 Hi(K)
— 2 E —1)Rit1 I
= RlnfS(K)+i:1( 1) Rll’lf i+ 1

Or par 1.2, ’ensemble K contient N (0K x [0, Rint[), d’ou 'inégaliteé :

n—1

o M
3 _1)¢ pit+l i
Toujours par 1.2, cette inégalité est une égalité si et seulement si V(KEM) = 0.
Comme K est un convexe, le cas d’égalité est donc équivalent & K de dimension
< n — 1. Il suffit alors d’appliquer 1.3 pour conclure. O

Dans le cas ou n = 2, il n’y a qu’une intégrale de courbure H;(K) = H,—1(K)
qui vaut 27 par le théoréme de Gauss—Bonnet. On trouve, alors que 'aire de K est
supérieure & Rinel — mR2 ¢, ou I est la longueur de K. C’est le théoréme 0.2.
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3. Complément

On considére, un compact convexe d’intérieur non vide et de bord de classe C2. On
peut se demander dans quel cas N est un plongement sur 8K x [0, Ri,¢]. Bien str, le
convexe K ne peut pas étre une boule euclidienne, car alors ANV, , est constante. On
peut obtenir d’autres convexes de bord C* avec N, , non-injective, en prenant, par
exemple dans le plan, un convexe avec un arc de cercle non-dégénéré dans son bord.
Le résultat suivant est donc optimal :

Théoreme 3.1. — Soit K C R™® un convezxe compact d’intérieur non vide et dont le
bord est C¥ (i.e. analytique réel). Si K n’est pas une boule euclidienne alors N est
un plongement sur OK x [0, Rin¢].

En fait, en posant C = K Ry €t B = Rinf, ceci découle du théoreéme :

Théoréeme 3.2. — Soit C C R™ un compact convexe non réduit a un point. Notons
pc : R* — C la projection, définie par d(z,C) = d(z,pc(z)). Si R > 0 est tel que
OCr = {x € R" | d(x,C) = R} soit C¥, alors pc est injective sur OCg.

Démonstration. — Rappelons que pc(z) est aussi caractérisé par la propriété sui-
vante :

Le point pc(z) est le seul point c € C tel que Vy € C, (z — ¢,y — ¢) < 0.

Il en résulte que pour tout ¢ € C, ’ensemble p(}l (c) est un cone convexe de som-
met c. Notons F, le sous-espace affine engendré par pEl (¢). La convexité de pal(c)
implique que 'intérieur de p;'(c) en tant que sous ensemble de F, est non vide.

Montrons que F. intersecte l’intérieur C de C. On sait déja par 1.4, que C n’est
pas vide. Si F, n’intersectait pas é’, il serait contenu dans un hyperplan affine H
de support de C. Notons H; et Hy les deux composantes connexes de R™ \ H avec
C C H,; U H. La caractérisation de pc donnée plus haut montre que la demi droite
D, issue de ¢, incluse dans Hs, et perpendiculaire & H en c, serait contenue dans
p5'(c). Ce qui est absurde, car p;'(c) C F. C H.

Montrons que la dimension ¢ de F,. est nécessairement 1. En effet, comme F,
intersecte 'intérieur du convexe Cr = {z € R" | d(z,C)}, il est transverse au bord
OCr, par conséquent F, NICR est une hypersurface C¥ de F,. Cette hypersurface est
homéomorphe & S771, car c’est le bord du compact convexe F, N Cr d’intérieur non
vide dans ’espace affine F, de dimension ¢q. De plus F, N OCg contient ’intersection
pg'(c)N{z € F. | |lz — c|| = R}, or cette intersection est d’intérieur non vide dans
la sphére {z € F. | ||z — c|| = R} de dimension ¢ — 1, car le céne p;'(c) est de
sommet ¢ et d’intérieur non vide comme sous-ensemble de F,. La fonction analytique
réelle x — ||z — c||? est donc nulle sur un ouvert non vide de F, N OCRg qui est une
variété C* homéomorphe & S?-1. Si ¢ > 2, on voit que F, N dCR est connexe, donc
x + ||z — ¢||? est constante sur F, N OCg. Comme F, N OCR est une sous-variété
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compacte de codimension 1 dans F;, nous obtenons
F.NOCr={x € F. |||z —c|| = R}.

Nous en concluons que F, N C = {c}, ce qui est impossible, car F. N C +o.
Par conséquent, le sous-espace affine F, est une droite. Comme F, N C # &, le
compact convexe C' N F, est un segment d’intérieur non vide, donc nous ne pouvons

pas avoir pg;'(c) = F.; ce qui force p5'(c) N OCg & étre réduit & un seul point. O
Remarque 3.3. — 1) Dans la preuve précédente, nous avons rappelé le fait bien connu
suivant :

Si C C R” est un compact convexe et pc : R — C est la projection, alors p5'(c)
est un céne de sommet ¢ pour tout ¢ € C. De plus, quand C est d’intérieur non vide,
on peut voir que pal (c) n’est pas un sous espace affine, car le sous espace affine F,
engendré par p;'(c) coupe l'intérieur de C.

Il s’ensuit que quand C est d’intérieur non vide les préimages de pc restreint & un
ensemble de la forme 0Cgr = {z € R" | d(z,C) = R} sont toutes homéomorphes a
des disques de dimension (dépendant du point) < n —1; en particulier, ces préimages
sont connexes.

2) On voit donc que si KX C R™ est un compact, convexe, d’intérieur non vide, de
bord Cb! et tel que K Ri.e SOit aussi d’intérieur non vide, alors, les préimages de Y
sont des disques topologiques. Ce qui n’est pas trés étonnant car Ny, est la limite
d’homéomorphismes et par conséquent les préimages devraient étre de «shape», au
sens de Borsuk, trivial.

3) On aurait pu utiliser ce qui a été dit en 1), pour donner une démonstration
légérement différente du théoréme de Blaschke.

Le théoréme 3.1 a un corollaire intéressant.

Pour k& > 2, introduisons I’espace C; des hypersurfaces de classe C*¥ de R® com-
pactes et strictement convexes (c’est-a-dire ayant toutes leurs courbures principales
> 0 en tout point). On munit Cx de la topologie C¥. Le sous-ensemble Cj est ouvert
dans ’espace des hypersurfaces compactes C*¥ de R™, muni de la topologie C*, c’est
donc un espace de Baire. Si on enléve de Cj le sous-ensemble formé par les hyper-
surfaces qui sont des boules euclidiennes, on trouve encore un ouvert de ’espace des
hypersurfaces compactes C*¥ de R” muni de la topologie C*. Cet ouvert est dense
dans Cx. On en déduit que les hypersurfaces C¥ de Cy qui ne sont pas des boules
euclidiennes forment un ensemble dense dans Ci. Si S € Cg, on définit ’application
N¥%:8 — S" ! par N9(z) est la normale unitaire 4 S en  orientée vers I’extérieur.
On définit aussi I'application N5 : § x R — R?, par N9(z,r) = 2 — rN°(z). Les
applications NS et /'S sont C*¥~1. De plus, puisque k& > 2, on peut définir R;?lf comme

dans lintroduction, il est clair que R dépend continument de S dans la topologie
c2.
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Corollaire 3.4. — Si k > 2, pour un S générique (au sens de Baire) dans Cy, muni
de la topologie C*, lapplication N'° : S x [0, R (] — R™ est injective.

Démonstration. — Considérons N’ gs : § — R™. Il n’est pas difficile de voir que, pour
inf
e>0:

U:. = {S € Cx | les préimages de N g:gf sont de diamétre < e}

est un ouvert de Ci, car k > 2. Cet ouvert est dense, puisqu’il contient toutes les
hypersurfaces C¥ appartenant a Cy et qui ne sont pas des boules euclidiennes. Par
conséquent, lintersection (1, i /n est un G dense dans I'espace de Baire Ci. Or
cette intersection est précisément l’ensemble des hypersurfaces S € Cj telles que
NS 8 x [0, R;] = R™ soit injective. O

1

4. Appendice : symétrie et positivité de DN

Dans cet appendice, nous montrons que DNV est symétrique et semi-définie positive.
Ce fait est bien connu. Ainsi que nous allons le voir, I’argument généralement donné
dans le cas ot K est C? s’adapte aisément.

Supposons que N soit dérivable en o € K. Quitte & changer de systéme de
coordonnées, on peut supposer que zg = 0 et que N(zg) = N(0) est (0,...,0,1), le
dernier vecteur de la base canonique de R™. Par le théoréme des fonctions implicites,
au voisinage de 0, la sous-variété OK de classe C! est le graphe d’une fonction ¢ de
classe C! définie sur un voisinage ouvert U de 0 dans R*~!. Notons (x1,...,Z,_1) les
coordonnées canoniques d’un point z de R*~!. Dans la carte

fU—R, z=(x1,...,Zp-1)+— (T1,---, Tpn-1,0(T1,.--,Tn-1)),

on a N(x) = X(z)/|| X (z)||, avec X(z) = (= ¢(x),..., —On—19p(x),1), oit J¢ est
la dérivée partielle de ¢ par rapport & z;. En particulier, la derniére coordonnée de
N(z) est || X(x)||~!. Elle est dérivable en 0, puisque N l'est. Il en résulte que X
est dérivable en 0 et par conséquent ¢ a une dérivée seconde en 0. Cette dérivée
seconde D?p(0) est symétrique par le théoréme de Schwarz. Montrons alors que la
forme bilinéaire associée & DN (0) n’est rien d’autre que —D?p(0). Sur U, le produit
scalaire (8; f(z), N(z)) est identiquement nul. Puisque f a aussi une dérivée seconde
en 0, par dérivation, on obtient

(0:£(0), ;N (0)) = —(85;£(0), N(0)) = =05 ;0(0).

Pour montrer que DN (0) est semi-définie positive, il suffit de voir que D?p(0) est
semi-définie négative. Puisque N(0) est le dernier vecteur de la base canonique de
R”™, I’hypersurface convexe K est située dans le demi-espace formé par les points
y € R" tels que (y, N(0)) < 0. Par conséquent, on a ¢ < 0 sur U, or ¢(0) = 0. Il en
résulte que ¢ a un maximum en 0 et donc D?p(0) est semi-définie négative.
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