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REDUCTIBILITE DES SYSTEMES PRODUITS-CROISES
A VALEURS DANS DES GROUPES COMPACTS

Raphaél Krikorian

Résumé. — Nous étudions dans cet ouvrage le probléme de la conjugaison & des
constantes (réductibilité) des systémes produits-croisés quasi-périodiques & valeurs
dans des groupes compacts semi-simples, de méme que celui de l’existence de solu-
tions de type Floquet pour des systémes d’équations différentielles linéaires quasi-
périodiques & valeurs dans des algébres compactes semi-simples.

Le résultat principal du livre (chapitre 6) est que, pour des familles de systémes
quasi-périodiques & un paramétre réel & valeurs dans le groupe des rotations de I’es-
pace (de dimension 3), la réductibilité a lieu pour presque toute valeur du paramétre
(pourvu que la famille soit suffisamment proche d’une famille de systémes constants).
Pour sa démonstration, qui repose sur une technique d’élimination des résonances
due & L.H. Eliasson, nous introduisons une notion de transversalité a la Pyartli, ce
qui nous permet de controler la dépendance des valeurs propres en fonction du pa-
ramétre. Nous faisons également usage d’un théoréme de réductibilité pour un en-
semble de parameétres de mesure positive, montré dans le cas des groupes compacts
semi-simples au chapitre 3. Nous montrons également au chapitre 5, toujours dans le
cas des groupes compacts semi-simples, que modulo un revétement qui ne dépend que
du groupe, ’ensemble des systémes réductibles est dense au voisinage des constantes.
Le chapitre 4 du livre établit un théoréme de forme normale qui permet de retrou-
ver le résultat en mesure positive du chapitre 3. Enfin nous donnons au chapitre 2
une condition nécessaire et suffisante (modulo un revétement fini) de réductibilité des
systémes produits-croisés et faisons I’étude du centralisateur des systémes constants.

Abstract (Reducibility of skew-product systems with values in compact groups)

In this book we study the problem of reducibility (conjugacy to constants) of quasi-
periodic skew-product systems with values in compact semisimple groups, as well as
the existence of Floquet type solutions for linear differential quasi-periodic systems
with values in compact semisimple algebras.

The main result (chapter 6) is that for real one parameter families of quasi-periodic
systems with values in the group of rotations of the 3-space, reducibility holds for
almost all value of the parameter (provided the family is close enough to some family
of constant systems). For the proof of this result, which relies on a resonance removing
procedure due to L.H. Eliasson, we introduce a notion of transversality a la Pyartli,
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which enables us to keep on controlling the dependance of the eigenvalues on the
parameter. We also use a positive measure reducibility theorem proven, in case the
group is compact semisimple, in chapter 3. We also prove in chapter 5, again in the
compact semisimple group case, that modulo some finite covering which depends only
on the group, the set of reducible systems is dense near the constants. Chapter 4 is
devoted to a normal form type theorem which enables us to recover the result of
chapter 3. Finally, we give in chapter 2 a necessary and sufficient condition (modulo
a finite covering) for reducibility of skew-product systems and study the centralizer
of constant systems.
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INTRODUCTION

L’étude de 'équation de Hill & coefficient quasi-périodique (cf. [23], [4] pour plus
de détails)

(1) —y" +q(t)y = My,

avec q(t) = Q(tw/2m), ot Q est Z%-périodique et w € R?, a intéressé de nombreux
auteurs comme en particulier Dinaburg-Sinai [7], Moser-Poschel [21], Herman [15],
Eliasson [9], [10], dont la motivation était de décrire le spectre de I'opérateur de Schro-
dinger unidimensionnel & potentiel quasi-périodique, ceci en tentant de généraliser au
cas quasi-périodique la théorie de Floquet. Bien que ’apparition de phénoménes de
petits diviseurs, désormais classique en théorie des systémes dynamiques, interdise une
transcription mot & mot du théoréme de Floquet et complique considérablement les
démonstrations, cette tentative, dans laquelle les travaux des auteurs précédemment
cités ainsi que la connaissance accumulée depuis H. Weyl sur les propriétés spectrales
de l'opérateur de Schrédinger ont joué un réle important, a finalement abouti (au
moins dans un cadre perturbatif) dans le travail de L.H. Eliasson [9]. L’énoncé de
ce théoréme est que si w vérifie une condition diophantienne, aux grandes énergies
le spectre de I’équation (1) est absolument continu. L’utilisation de techniques & la
K.A.M (Kolmogorov-Arnold-Moser), I'introduction d’un nombre de rotation associé a
I’équation (1) ainsi que l'interprétation spectrale du probléme considéré sont les in-
grédients de [9]. On peut réinterpréter (1) comme une équation différentielle linéaire
sur (R4/Z%) x R?,

X'(6) Ux(0) - X(6)
(2) 0 = w/2m,

avec

50 = (- o)



2 INTRODUCTION

ot w € R? est le vecteur des fréquences des coefficients et X (t) = (5,) Ainsi Uy est

a valeurs dans 'algébre de Lie si(2, R). Il s’agit alors d’obtenir des représentations de
Floquet X (t) = B(tw/2m + o) - Vot - X de toutes les solutions de (2) (B étant Z%-
périodique). Quand c’est le cas le systéme est dit réductible. Le théoréme d’Eliasson
se traduit dans ce contexte en disant que si w vérifie une condition diophantienne et
si @ est suffisamment petit, alors pour presque toute valeur de X\, Uy est réductible
modulo une conjugaison B qui est 2Z%-périodique.

Il est alors naturel de se demander si le résultat précédent admet des analogues
quand on remplace le groupe SL(2,R) par un autre groupe de Lie G (par exemple
semi-simple). Une des difficultés étant que des problémes liés aux petits diviseurs
apparaissent déja quand on étudie le groupe compact maximal, il est naturel de
commencer par I’étude du cas ou G lui-méme est compact : ceci constitue le pro-
pos du présent ouvrage. Nous essaierons de répondre en particulier aux questions
de «densité» (topologique ou métrique) des systémes réductibles aux voisinages des
constantes. Comme ce type de problémes est lié & I’étude de systémes produits croisés,
nous définissons ces derniers dans la suite.

Nous noterons T¢ = R%/Z¢ le tore d-dimensionnel et G un groupe de Lie (réel)
qui sera souvent un groupe de matrices. Le groupe des difféomorphismes de classe C'*
(s € NU {w, o0} ot w signifie dans ce contexte «analytique réel») de T¢ x G sera
noté Diff*(T? x G).

Si f € C*(T¢, R*) nous notons

— 18]
Ifls = max max |97 (),
les normes C?.
Si f est analytique et h > 0, nous noterons (quand ceci a un sens),

|[fln = sup 1£(2),
2€Byp,
ou fest le prolongement holomorphe de f 4 la bande complexe B, = R¢®+/—1[—h, h]<.
Nous serons particuliérement intéressés dans la suite par le sous-groupe
SW#(T?,G) c Diff*(T? x G)
constitué des diffeomorphismes de T¢ x G de la forme

ot a € T? et A€ C*(T%,G). Un tel diffeomorphisme, que nous noterons (c, 4), sera
dit produit croisé (en anglais skew-product). Ce sont en fait des cocycles sur T¢ x G.
Si a € T¢ est fixé, ensemble {(a, A), A € C*(T% G)} sera noté SWE(T?,G).

Remarquons que si A est une constante le diffeomorphisme (o, A) est simplement
la translation a gauche sur le groupe de Lie T4 x G.
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INTRODUCTION 3

L’itéré n-iéme d’un élément (o, A) € SW*(T?,G) s’écrit :
(o, A)"(0,y) = (0 + na, A(6 + (n — 1)) - -~ A(6) - ),

ce qui montre que la compréhension de la dynamique du diffeomorphisme (a, A) est
équivalente & celle des produits A(8 + (n — 1)) - - - A(f) qui dans le cas ot G est un
groupe de matrices et o est minimal (i.e. £ — & + « a toutes ses orbites denses sur
T4) sont des produits quasi-périodiques de matrices.

Afin d’étudier ces derniers, introduisons enfin une notion de conjugaison fibrée :
soient a € T4 et A;, Ay € C*(T%,G), on dira que B € C*(T%, G) conjugue A; & Aj si
le difféomorphisme associé (0, B) € SW*(T%,G) conjugue (a, A1) & (o, A2) (qui sont
tous deux dans SW2(T?, G)), c’est-a-dire si 'on a (0, B) o (a, A1) 0 (0, B)™! = (a, A2),
ce qui peut se récrire

Ax(6) = B(6 + a)A, () B(6)™1, V6 € T

L’objet du présent ouvrage est 1’étude des classes de conjugaisons fibrées des
groupes SW2 (T, G) dans le cas ot G est un groupe compact semi-simple et « est mi-
nimal. Une classe de conjugaison particulierement intéressante est celle des systémes
(a, Ag) ot Ap est une constante; les diffefomorphismes de cette classe de conjugai-
son seront dits réductibles. La dynamique d’un (a, A) réductible, donc de la forme
(0,B) o (a, Ag) 0 (0, B)~! = (a, B(- + &) Ag B(+) 1) est alors trés simple puisque dans
ce cas les (a, A)™ s’écrivent

(a, A)" = (na, B(- + na)A§B(-)™1),

et pour des Ag génériques les orbites sont difféomorphes au tore T? x Tipax 0t Thax
est le (puisque Ag est générique) tore maximal passant par Ay.

Les difféeomorphismes produits croisés interviennent également de fagon naturelle
dans l’étude des équations différentielles linéaires dont les coefficients sont quasi-
périodiques et & valeurs dans 'algébre g d’un groupe de Lie G. Rappelons quelques
définitions : une fonction f € C*(R,G) est quasi-périodique de vecteurs de fré-
quence (w1/2m,...,wq/27) € R4, g'il existe F' € C*(RY/Z4,G) telle que f(t) =
F(twy /27, ..., twg/2m). Le Z-module engendré par (wi,...,wq) s’appelle le module
des fréquences.

Les équations que nous considérons sont donc de la forme

X'(t) = u(H)X (1),
ou u s’écrit sous la forme u(t) = U(twy /2, ..., twq/2m), avec U € C*®(T?, g) (g étant
lalgébre du groupe G). 1l est équivalent d’étudier le flot suivant sur T¢ x G,
X'(9) U9 - X()
(3) 0 = w/2m.

Le cas qui nous intéresse est celui ot 'on peut ramener 1’étude du systéme (3) a celui
d’un systéme & coefficients constants c’est-a-dire avec U = Uy = constante, au moyen
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4 INTRODUCTION

d’une transformation de la forme
Y(z) = B(z)™" - X (=),

avec B € C*(T¢,G). 1l faut donc déterminer Uy et B qui satisfont alors 3 I’équation
de réductibilité

Uo = Lu/2xB(x) - B(z)™" + Ad(B(2)) - U(2),

ot Ad(B) -U = B -U - B™!, ce que l'on notera, (w/2m,Uy) R(B) (w/2m,U). Ceci
n’est rien d’autre qu’une généralisation de la théorie de Floquet, valide dans le cas
périodique, au cas quasi-périodique, puisque ceci signifie que toute solution de (3)
admet une écriture de la forme

X (t) = B(tw1 /27 + 6o, . . ., twa/2m + 04) - €Vt Xo.

Les deux aspects, difféomorphismes et flots, sont étroitement liés et I’on peut for-
muler pour chacun d’eux des énoncés dont les formes sont équivalentes et les démons-
trations similaires (bien que généralement moins techniques dans le cas des flots).
Aussi avons-nous formulé les énoncés des théorémes de notre travail en privilégiant
souvent le point de vue le moins technique.

Passons maintenant & la présentation du contenu du livre.

Le chapitre 1 regroupe quelques rappels et définitions de notions de base. Nous
y avons inclus deux propositions élémentaires qui tentent de justifier le fait que I’on
se restreigne seulement aux conjugaisons fibrées. La premiére (prop. 1.2.2) montre
que dans le cas ot d = 1 et G = T!, une conjugaison homotope & l'identité de
classe C? entre deux éléments de SWS°(T!, T!) est en général fibrée. La seconde
(prop. 1.2.4) prouve que si deux systémes (a;, A;) € SW(T4,G), i = 1,2 sont
conjugués par un diffeomorphisme de Diff(T¢ x G) homotope & I'identité, alors a; et
as sont rationnellement dépendants pourvu que d soit suffisamment grand, c’est-a-dire
pourvu que les systémes possédent suffisamment de fréquences.

Le chapitre 2 donne une condition (nécessaire et) suffisante de réductibilité des élé-
ments de SW° (T4, G) en termes de compacité du groupe des itérés (théoréme 2.2.3) :
soient a minimal et (o, A) € SW°(T?, G) dont adhérence des itérés (positifs et né-
gatifs) est compacte en topologie C*° ; alors il existe un entier x¥¢ > 0 ne dépendant
que du groupe G, tel que A s'écrive sous la forme A(f) = B(0 + a)AoB(f)~! avec
Ag € G constant et B € C*°(R%,G) XgZ%périodique. Ainsi le systéme est réductible
modulo un revétement X-fini. Dans le cas particulier ou G = SU(L), on peut choisir
Xc = 1. Si en outre Ag est dans un ensemble de mesure de Haar totale dans G, alors
la conjugaison B peut étre choisie Z?-périodique (proposition 2.2.4). Ce théoréme est
a rapprocher des critéres de réductibilité des difféomorphismes du cercle que donne
M. Herman dans [14] ou encore de la condition de stabilité des germes holomorphes.
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INTRODUCTION 5

Nous précisons également les relations entre les deux notions de réductibilité, dans
le cas des difféeomorphismes d’'une part et dans celui des flots d’autre part (théo-
réme 2.2.1) : si le temps 1 d’un flot est réductible il en est de méme du flot tout entier
(la réciproque étant triviale).

Nous faisons par ailleurs une étude du groupe des centralisateurs des cocycles
constants (théoréme 2.5.8) ainsi que des conjugaisons possibles entre cocycles cons-
tants (proposition 2.5.9).

Le chapitre 3 (théoréme 3.1.1) donne la démonstration d’un résultat en mesure
positive dans le cas des flots (classique dans I’esprit) : supposons que w fixé satisfasse
a une condition diophantienne; il existe alors €g,s0 > 0 tels que si F' € C*°(T¢,g)
vérifie |F|s, < €9, alors dans toute famille & un paramétre réel AA + F(6) (a # b,
A € [a,b] C R, A € g constant, |A4| < 1), ensemble des A pour lesquels le systéme
(w/2m,AA + F) n’est pas réductible est de mesure inférieure & cte - |F|; , ot v > 0
est une constante indépendante de F'. La démonstration de ce résultat qui repose sur
une technique K.A.M. standard, peut également se faire dans un cadre analytique.

Nous présentons au chapitre 4 un théoréme (théoréme 4.1.1) de forme normale dans
le cas des difféeomorphismes, grandement inspiré de la section 7 du manuscrit [16] de
M. Herman, qui est le suivant : soit ug € G dont les racines vérifient une condition dio-
phantienne par rapport & a € T¢. Appelons I' un supplémentaire de Im(Id — Ad(ug))
dans g, | une projection sur ker(Id — Ad(ug)) et £ = {B € C*(T4,g), I(B(0)) = 0}.
Alors il existe €9, s9 > 0 tels qu’a tout u € C*®(T%, G) vérifiant |u — ugls, < €9, ON
peut associer un unique couple (B,C) € £ x T tel que u(f) = € . eBE+a) .y . e~ B(O),
En outre, la dépendance de (B, C) en fonction de u est C* au sens de Hamilton.

Ce théoréme nous permet de retrouver en suivant [25] le résultat en mesure po-
sitive du chapitre 3 (théoréme 3.1.1). La démonstration, qui repose sur le théoréme
de Hamilton d’inversion locale dans des espaces de Fréchet, ne peut cependant pas
s’adapter au cas analytique (comparer avec le chapitre 3).

Dans le chapitre 5 nous étudions la densité (topologique) des systémes réductibles
aux voisinages des constantes. Le théoréme (théoréme 5.1.1) s’énonce ainsi dans le cas
des flots : soient Ag € g et w diophantien fixés. Il existe alors €9, 59 > 0 et un entier
Xxe > 0 (ne dépendant que du groupe G), tels que la proposition suivante soit vraie :
si F € C®(T4, g) vérifie |F|s, < €0, alors pour tout € > 0 et pour tout s € N, il existe
F' € C®(R%/xcZ%,g) tel que |(Ag+F")—(Ao+F)|s < € et tel que (w/2m, Ag+F") est
réductible sur R?/xgZ? (c’est-a-dire qu’il existe B € C*°(R%, G), xgZ%-périodique,
tel que L, /2. B - B~! 4+ Ad(B) - (A¢ + F') soit une constante). En outre, dans le
cas ou G est un groupe unitaire, xg peut étre choisi égal a4 1 (ce qui signifie que,
dans ce cas, les systémes réductibles forment un ensemble dense aux voisinages des
constantes). La démonstration utilise la méthode développée par Eliasson dans [9],
[10], une technique d’élimination des résonances entre les racines et les résultats des
chapitres 2 et 3.
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6 INTRODUCTION

Le chapitre 6 est une réponse positive & une question posée par L.H. Eliasson
dans [10] et ameéliore considérablement le résultat du chapitre 5 dans le cas ou G =
SO(3, R) et dans un cadre analytique. Le théoréme (théoréme 6.2.1) peut s’énoncer de
la facon suivante : soient A # 0 € so(3) et w € T¢ diophantien fixés. Pour tout h > 0,
il existe g9 > 0 tel que, pour tout F € C¥(T<,s0(3)) vérifiant |F|, < €9, I'ensemble
des A € [a,b] C R (a # b) pour lesquels (w/2m,AA + F) n’est pas réductible est
de mesure nulle. Le méme résultat subsiste si F' dépend de fagon raisonnable du
parameétre A. Ce théoréme contraste avec le résultat d’Eliasson [10], qui affirme qu’on
peut trouver au voisinage de 0 un Gs-dense de systémes analytiques non réductibles.
Ceci semble indiquer (sans le prouver) que ’ensemble des systémes non réductibles
au voisinage de 0, bien qu’étant un Gs-dense, est négligeable au sens de Kolmogorov,
c’est-a-dire que sa trace sur des familles génériques & k-paramétres réels (k € N), est
de mesure de Lebesgue nulle. La démonstration du théoréme qui utilise la méthode
d’élimination des résonances d’Eliasson [9], [10], se trouve compliquée par le fait que
dans le cas SO(3), 'on ne dispose pas d’une bonne notion de nombre de rotation fibré
(¢f. [15], [17]) ni de son interprétation spectrale. Nous introduisons donc, inspiré d’un
article de Pyartli [22], une notion de transversalité plus fine, ceci afin de contréler la
dépendance des racines en fonction du paramétre. Le théoréme en mesure positive du
chapitre 3 est alors utilisé. On pourra aussi consulter [19].

Remerciements. — Le texte que nous présentons reprend pour une grande part ce-
lui de la Theése de Doctorat que 'auteur a soutenue & I’Ecole polytechnique le 17
Janvier 1996. Nous avons cependant effectué quelques modifications par rapport au
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CHAPITRE 1

RAPPELS ET NOTATIONS
DIFFEOMORPHISMES PRODUITS-CROISES,
SYSTEMES QUASI-PERIODIQUES

1.1. Notations

1.1.a. Le tore T¢. — Soit d un entier positif. On notera T¢ le tore d-dimensionnel
défini comme étant le quotient de groupes additifs R%/Z%. Nous noterons 74 ou plus
simplement 7 la projection canonique 7 : R — T<.

On supposera R? muni de sa métrique euclidienne classique : si z = (x1,...,%q)
et y = (y1,...,ya) sont deux éléments de R? le produit scalaire de z et de y est

d
(z,y) =Y wigi-
j=1

La norme euclidienne sur R? induit la métrique quotient sur le tore T¢ : si Z,7
sont deux relévements & R? de z,y € T¢,

—y|= inf [T—F+p|.
lz -yl plenzdlfv g+l

Si a € T¢, nous noterons R, la translation
R, : T¢ — T¢
T — x+a,

Nous dirons que a est minimal si R, 'est (c’est-a-dire si toute orbite de R, sur le
tore T¢ est dense).

1.1.b. Groupes de Lie. — Soit G un groupe de Lie réel (resp. complexe) et g
son algebre réelle (resp. complexe) de Lie associée (c’est-a-dire ’espace tangent en
lidentité & G). Si u,v sont deux éléments de G on notera comme d’habitude uv
leur produit dans G. Si X,Y sont dans algebre g, [X,Y] désigne le crochet de Lie
de X et Y. Rappelons que 'expression [X,Y] est R (resp. C) linéaire en X et Y,



8 CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS

antisymeétrique et vérifie pour tout X,Y, Z € g, I'identité de Jacobi
[(X,Y],Z] +[[Y, 2], X] + [[Z, X],Y] = 0.

Nous noterons Ad la représentation adjointe de G a4 g : si u € G, Ad(u) est I'ap-
plication linéaire tangente en l'identité a

Ad:G — G

v — uou?!

La représentation tangente notée ad est une représentation linéaire de ’algébre g sur
g; ainsi pour tout X € g, ad(X) est un endomorphisme de g. En outre, pour tous
X, Yeg,

ad(X) Y =[X,Y].

Rappelons que lorsque G est un sous groupe (fermé) du groupe linéaire GL(n,R)
le produit uv de deux éléments de G est le produit matriciel et que le crochet de deux
X,Y de l’algebre g est

[X,Y]= XY - YVX.

Définissons I'importante forme bilinéaire de Cartan-Killing sur g : si X,Y sont dans
9,
k(X,Y) = tr(ad(X) o ad(Y)),
ou tr(f) désigne la trace de ’endomorphisme f de g. Il est facile de voir que & est
invariante sous l’action adjointe de G (resp. g) c’est-a-dire que, pour X,Y € G et
u € G (resp. Z € g)

k(Ad(u) - X,Ad(u) - Y) = k(X,Y)
(resp.
k(ad(Z) - X,ad(Z2)-Y) = k(X,Y).)
Les propriétés de k (non degenerescence, positivité, négativité) déterminent pour une

grande part celles de l'algebre et du groupe. Nous reviendrons sur ce point au cha-
pitre 2.

Enfin nous noterons exp ’application exponentielle exp : ¢ — G. Mentionnons la
formule suivante :
expoad = Adoexp,

ou la notation exp du membre de gauche désigne I’exponentielle de matrice

oo Xn
exp(X) =eX = Z

k=0

n!’

pour une matrice X.

ASTERISQUE 259
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1.1.c. Espaces fonctionnels. — Si M, N sont deux variétés différentiables ou ana-
lytiques, ’espace des fonctions r fois différentiables r € NU{oo,w} (w signifiant « ana-
lytique réel ») de M vers N est notée C" (M, N). Si r = oo, c’est un espace de Fréchet
dont les semi-normes correspondent aux sup des dérivées successives des fonctions
évaluées dans diverses cartes locales. Dans la suite nous supposerons pour simplifier
que le groupe de Lie G est plongé dans un R?, ce qui est toujours le cas lorsque c’est
un groupe compact (c¢f. chapitre 2) ou un sous groupe de matrices.

Les espaces C*(T?,G). — Pour k < 0o, C*(T?,G) sont des espaces de Banach quand
on les munit de la norme

- D'F
|Fk (B2, s, |D*F(0)],

ot D?F() représente la dérivée de F' au point § € T?. L’espace C*(T%,G) est un
espace de Fréchet lorsqu’on le munit des normes | |.

L’espace Diff*(T? x G). — C’est 'ensemble des difféomorphismes de T¢ x G.

L’espace C°(T4,g). — Soit F € C®(T%,g) et F € C®(RY,g) telle que F = Forg;
F' étant 1-périodique, on peut lui associer son développement en série de Fourier

F(z) = Y F(k)e™®2) = =1,
keZd
avec

F(k) = / ﬁ(z)e‘z”i(k’z)dx.
[0,1)¢

La régularité de F' peut alors se lire sur la croissance de ses coefficients de Fourier.
Pour s > 0 entier nous noterons H*(T4, g) I'espace de Sobolev

H*(T%g) = {f € L*(T%,9),8°f € L*(T% g), Va, |a| < s}.
C’est un espace de Hilbert admettant comme produit scalaire
(t9)=% [ o wga
laf<s 71011
Nous utiliserons plutét une norme euclidienne équivalente :
~ 1/2
[l = (30 @+ D IFRI)
kezd
Introduisons également les troncatures et les restes de la série de Fourier & I'ordre N :
TNF(z) = Z ﬁv(k)e%ri(k,z)’
[k|<N
et

RyF(z) = Y F(k)e*mitha),
|k|>N

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999
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On définira également Tv F' comme la troncature a ’ordre N sans le terme constant.
Nous énon¢ons maintenant une propriété qui nous sera constamment utile :

Proposition 1.1.1. — Pour tout s € N, il existe une constante positive C; telle que,
pour tous f,g € H*(T4) N L>,

|fg9lae < Cs(|flolglas + | fla=glo)-
De méme, pour f,g € C™,

|fgls < cs(|£lslglo + flolgls),

formule qui se déduit des inégalités de convexité :
@000 1o < | £I4, 1 £137

pour 0 <t <1, 81,82 >0.
Les espaces C¢(T%,g). — Nous notons comme d’habitude @ le nombre complexe
conjugué de w € C. et pour z = (21,...,24) € C? nous posons

|2| = (2121 + -+ + 24Za) V2.
Définissons alors ¢ : C¢ — C¢ 'involution

O‘(Zl,.. .,Zd) = (31,. .. ,:‘/fd),

et pour tout k € Z? la translation Ry : C? — C%, Ri(2) = z + k.

Nous dirons qu’un sous-ensemble R de C¢ est un rectangle s’il est le produit de
d pavés de la forme I, + V/—=1J; (1 <1 < d) o I, J;, sont des intervalles de R. Si U
est un ouvert de C%, nous définirons R(U) comme étant le plus petit rectangle fermé
qui contient U (c’est-a-dire 'intersection de tous les rectangles fermés le contenant) et
nous noterons R(U) I'intérieur de R(U). Enfin, pour A > 0 et pour tout sous-ensemble
V de C¢ nous posons

Wr(V) = R({z € C, dist(z,V) < h}),
ou dist(z, V) est la distance de z & ’adhérence de V soit
dist(z,V) = inf |z — u].
ueV
Ceci étant, nous notons pour b > 0 et A C R un intervalle, C{(A) ’ensemble des
fonctions analytiques réelles f définies sur A et qui admettent une extension continue

f sur Wy (A) et holomorphe sur W;(A). Remarquons qu’une telle extension, si elle
existe, est nécéssairement unique. Nous définissons alors la norme suivante :

(1) [fln=sup |f(z).
zEWR(A)
Nous noterons de méme Cy (T¢) 'ensemble des f € Cy (R?) telles que sur Wj(R?),
(2) foo=oof,
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et, pour tout k € Z¢,
(3) f ° Rk = f7

(remarquer que Wj(R?) est invariant par o et Ry). Pour toute fonction analytique
réelle définie sur le tore T¢ (c’est-a-dire Z<-périodique) il existe alors un h > 0 pour
lequel f € C¥(R?). Ainsi, ensemble des f analytiques réelles définies sur le tore T4
coincide avec

ce(T) = | cp(19).

h>0
Chacun des espaces C¢ (T?%) muni de la norme (1) est un espace de Banach.

Nous utiliserons au chapitre 6 des familles analytiques & un paramétre réel de
fonctions analytiques. Si A est un intervalle réel, § et A deux nombres positifs, nous
définirons comme précédemment C,‘;’,J(Td x A) comme étant ’ensemble des f(z, )

admettant une extension f holomorphe sur W}, (R%) x W5(A), continue sur I’adhérence
de cet ensemble et telles que (2), (3) soient vérifiées sur Wy (R?) avec f = f(-, ) pour
tout A € Ws(A). Nous noterons alors

|flns = sup |F(z,w)]-

(2,w) EWpL(RF) x Ws(A)

Comme précédemment,

C*(TxA)= |J Cys(TxA).
h>0,6>0

Tout ce qui précéde ce généralise facilement au cas ou f est a valeurs dans ’algébre

Comme en 1.1.c, on peut définir pour f € C¥(T¢?, g) ses coefficients de Fourier f(k)
ainsi que la troncature et le reste a 'ordre N, T f, Ry f. On a alors la proposition
suivante :

Proposition 1.1.2. — Si f € C¥ (T4, g) alors pour tout k € Z4,
(4) |F(R)] < |flne2mlklR,
et il existe une constante C > 0 telle que, pour tout 0 < hy < h et tout N € N on ait

(5) |RN(f)lny < C(_hlic'—i’:l)ge_%w“)(h_hl)-

On se reportera pour une preuve de ce résultat & [14], lemme 3.5.1 p. 206.
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12 CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS

1.2. Difféomorphismes produits-croisés

Si X,Y désignent deux variétés lisses, p1, p2 les projections respectives de X x Y
—~k
sur X,Y ; on notera SW (X,Y) I’ensemble des C*-diffeomorphismes fibrés en Y sur
le produit X x Y, c’est-a-dire I’ensemble des C*-diffeomorphismes de X x YV de la
forme

F:XxY — XxY
(z,y) — (f(2),9(z,9)),

ou f € Diff*(X) et g € C*(X x Y,Y). Nous noterons F = (f,g) € W\/k(X, Y) un
tel difféomorphisme.

En fait, dans la suite, nous étudierons presque exclusivement le cas particulier ou
d’une part X = T? et f = R, est une translation, et oti d’autre part Y est un groupe
de Lie et g(z,y) = g(z) -y avec g € C¥(X,Y), k € NU {00, w}. Nous noterons encore
(a, g) le difféeomorphisme («, g)(8,y) = (0 + a, g(0) - y).

Lorsque Y est un espace vectoriel et que, pour tout z € X, g(z,-) est un auto-
morphisme de Y, on dit que le systéme est linéaire et on note SW(X,Y') I’espace des
difféeomorphismes corespondant.

Un des buts principaux de cet ouvrage est d’étudier les classes de conjugaisons des
difféomorphismes fibrés. Nous dirons que deux éléments, F; et F> de SW(X,Y) (res-
pectivement SW(X,Y)) sont conjugués s’il existe un difféomorphisme h € Diff (X xY)
tel que

(6) Fioh=hoF,.

Si en outre le difftomorphisme A est lui méme dans SVV(X ,Y) (resp. SW(X,Y)) on
dira que Fj et F5 sont conjugués dans les fibres (resp. linéairement conjugués dans les
fibres).

1.2.a. Un cas ou le difféomorphisme conjugant est automatiquement fibré

C’est le cas de SW(T!, T!). Rappelons le résultat suivant di & M. Herman ([15]
Th. 5.3, p. 487) :

Théoreme 1.2.1. — Soit F : X x T! — X x T! (o X est un espace topologique),
un homéomorphisme homotope & lidentité et préservant l’orientation, de la forme
F(z,y) = (f(z),9(z,y)) et supposons que f soit uniquement ergodique sur X (i.e.
n’admette qu’une seule mesure de probabilité invariante). Notons en outre ﬁ‘(w,t) =
(f(z),9(z,t)) un relevement de F' & X x R. Alors, pour tout (z,t) € X xR, la limite
suivante :

lim L (py 0 F™(z,t) — 1)

n—oo N
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eziste et est indépendante du choiz de (z,t) (ot on a noté F un relévement de F a
R et pe la projection X x R — R sur le second facteur). On appelle le nombre de
rotation fibré de F et on le note py(F). Pour toute mesure de probabilité i invariante
sur X x T par F on a

o) = [ (o Flat) - (o).

Ce nombre est un invariant de conjugaison. En outre, dans le cas ou par exemple
X = T! et ou f(x) = = + pp est une rotation, le vecteur de rotation (ps,ps) du
systeme (f(z), g(xz,t)), est encore un invariant de conjugaison.

Utilisant ce résultat nous démontrons a présent que dans le cas particulier ou f =

R, la notion de conjugaison et celle de conjugaison fibrée définies en 1.2 coincident.
—~— 00
Soient F; € SW (T, TY), i = 1,2, de la forme Fj(z,y) = (v + oy, A;(z,y)) et soit
h € Diff?(T! x T!) homotope & l'identité, conjugant F; et F» :
ho F1 = F2 o h;
alors d’aprés le théoréme précédent, a; = a2 et pg(Fi) = ps(F>). Nous noterons
a=a; =aset pr = pr(F1) = ps(F2). On a alors :
—2

Proposition 1.2.2. — Si (a, py) est minimal sur T' x T, alors h € SW (T, T!).

Démonstration. — Notons F le feuilletage vertical du produit T! x T!, c’est-a-dire
celui dont les feuilles sont les
Fo = {6} x T'.

Le feuilletage image admet pour feuilles les h(Fp). On a alors le lemme suivant :
Lemme 1.2.3. — Il existe 0,60 tels que h(Fg) = For.

Démonstration. — Appelons p; : T! x T! — T! la projection sur la premiére coor-
donnée. Supposons par 1’absurde que le lemme soit faux. Alors, pour tout § € T!, il
existe (6,y) € Fy tel que la propriété (Pg,,)) suivante soit vérifiée :

Propriété (P ,)). — h(Fg) et Fp (n(o,y)) S0nt transverses et ont une intersection fi-
nie.

Vu que h conjugue F; et Fy, il vient, pour tout n,
ho F{* = F3' o h.
Par conséquent,
hoFi(6,y) = h(8+na,Aia(6,y))
F5'(h(6,y))
p1(h(6,y)) + na, Az n(h(6,y)).

I
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14 CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS

On a noté Ai,n(e, y) = pZ((a7 Az)n(07 y)) AinSiv
ho FT'(0,y) € fpl(h(o,y))+na N h(Fotna)-

Choisissons une suite n; telle que n;a — 0 (une telle suite existe toujours). Pour
@ > o assez grand les feuilles Fg et Foin,o d’une part et les feuilles F, (n(g,y)) €t
Fp1(h(6,y))+nia d’autre part sont C'-proches. Comme on a supposé que les feuilles
Fpi(0,y) €t Fo sont transverses, il découle que, pour ¢ assez grand les feuilles Fyyp.q
et Fp, (h(0,y))+n:a SONt transverses et leur intersection est donc finie. En outre, au sens
de la distance de Hausdorff (ici entre ensemble finis), quand n; — oo,

For(h(0,9)+nia N A(Fotnia) — Fpi(n(o,4) N h(Fo)-

Ceci prouve que Az p, (h(6,y)) s’accumule sur un nombre fini de points et on devrait
donc avoir pour un entier r > 0,
: niry __
Lim ps(F3"") = 0.
Or ps(F3") = nyrpp(F2). Ainsi pour toute suite n; telle que nm;a tend vers 0 sur
T!, il en est de méme de n;rpy(F2). Ceci est en contradiction avec ’hypothése selon
laquelle (o, py) est minimal. O

Le lemme précédent démontre la proposition puisque de ’équation de conjugaison il
vient que A(Fotna) = Fo'4+na, €t o etant minimal, on a pour tout n € T, h(Foiy) =
For4n, soit h(F,) = Fpyy, oy = 0'—0, ce qui achéve de démontrer la proposition. O

1.2.b. Les espaces SW,(T%,G). — Soient G un groupe de Lie, a € T¢. On définit
SW,(T¢,G) comme I’ensemble des F € SW(T?,G) de la forme

F(0,y) = (0 + o, A(0) - y).

Nous noterons (a, A) un tel difféomorphisme F et SW (T¢, G) I'union des SW, (T%,G)
pour a € T¢.

La proposition suivante montre (imparfaitement) que les espaces SW,(T¢,G) sont
en quelque sorte stables par conjugaison, pourvu que le nombre de fréquences soit
suffisamment grand.

Proposition 1.2.4. —  Soient G un groupe de Lie, dg sa dimension, ai,ay € T¢,
F; € SW,,(T%,G), i = 1,2. Supposons qu’il existe h € Diff*(T? x G) homotope a
lidentité vérifiant F1 o h = ho Fy et que d > dg. Alors, a1 et as sont linéairement
dépendants sur Q.

Démonstration. — Supposons par ’absurde que «a; et ag soient indépendants sur Q.

Fixons (6o, y0) € T? x G et définissons T} comme étant I’adhérence des F}* (6o, yo)
pour les suites (n;) telles que n;a; — 0. Cet ensemble s’identifie au sous groupe fermé
(non nécessairement abélien) des valeurs d’adhérence des produits

A1 (0 + (n; — L)aq) -+ - A1 ()
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ot n;a — 0. Sa dimension (au moins comme groupe de Lie) est donc inférieure o
égale a dg.
D’autre part, vu que h o F1* (6o, y0) = F3"* o h(6o, yo), il apparait que

p1(h(F{* (60,%0))) = p1(h(fo,¥0)) + nica.

Si oy et as étaient indépendants sur Q, on pourrait trouver pour tout n € T? une
suite n; telle que n;a — 0 et n;8 — 1. On aurait alors,

p1(h(T1)) = T

Par le théoréme de Sard, p; o h est de rang maximal en un point de 77, d’ou il vient
dim Ty < dg, ce qui est en contradiction avec dg < d. (On peut également consulter
[13] lemme 12.3 p. 345). O

Remarquons que le résultat précédent est trivialement faux dans le cas ou G = T1,
d = 1 comme le montre par exemple le cas out A1 (0,y) = (6+a,y), A2(8,y) = (0, y+a)
et h(8,y) = (y,0) (remarquer cependant qu'’ici h n’est pas homotope a I'identité).

Les propositions précédentes montrent qu’il est naturel de se restreindre au probléme
ou l'on cherche & conjuguer (a, A1), (o, A2) € SW,(T?,G) par un élément (0, B) €
SWo(T?,G). C’est désormais dans ce cadre que nous travaillerons.

Remarquons que, puisque (a, A)(6,y) = (6 + o, A(f)y), on a
(a, A)"(8,y) = (6 + na, A0 + (n — 1)a) - - - A(0)y).
On notera souvent A(™ () le produit A(8 + (n — 1)a)--- A(6).
L’équation de conjuguaison (6) s’écrit avec F; = («, A;), h = (0, B),
A1(0) = B(6 + a)A2(0)B(6) .
On écrira souvent par la suite,
(@, A1) R(B) (e, A2),

et on dira plus simplement que Ay et A; sont conjugués. De la méme fagon, on dit
que A est réductible s’il est conjugué a une application constante.

1.3. Flots fibrés

Nous reprenons les notations de la section précédente et supposons G connexe.
Nous dirons que {(tw, Zt(-))}ter est un flot fibré de classe C* (k € N U {oo,w})
sit s (tw, Zt(-)) est de classe C* de R — SW*(T%, G) et si Zt vérifie 'équation de
cocycle :
Z15(0) = 240 + sw) - Z°(9),

pour tout # € T¢ et tous s,t € R.
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Remarquons que si pour tout ¢t € R, Z%(-) = cste est constante et si t = Z?(0) est
continue, alors ’équation de cocycle entraine que

Zt(9) = etlo,

ou Up = cste (ne dépend pas de t ni de ) et est dans lalgébre g de G. Nous dirons
qu’'un tel flot est constant.

Deux flots fibrés {(tw, Z!(")) € SWH(T?,G)}: (i = 1,2) sont alors conjugués s’il
existe (0, B) € SWk(T%,G) tel que

V(t,0) e Rx T ZL(H) = B(6+tw)ZL(H)B(6)™ .
Nous noterons alors, {(tw, Z{(+))}+ R(B){(tw, Z5(-)) }¢-

Un flot fibré est réductible s’il est conjugué a un flot constant.
Faisons la remarque évidente suivante :

Si deuz flots {(tw, ZL(-))}e (i = 1,2) vérifient

{(tw, Z1(1)}e R(BY{(tw, Z5(-))}4»
alors pour tout t € R les difféomorphismes produits-croisés (tw, Z(-)) et (tw, Z5(-))
vérifient
(tw, Z1()) R(B)(tw, Z5(-))-

Nous démontrerons au chapitre 2 une réciproque partielle de ce résultat.

1.4. Equations différentielles linéaires a coefficients quasi-périodiques

1.4.a. Rappels : la théorie de Floquet. — Nous énongons en guise de motiva-
tion, le classique théoréme de Floquet :

Théoréme 1.4.1. — Soit u € C®(R, gl(n,K)), (K = R,C) un champ de vecteurs
T -périodique. Alors toute solution de l’équation différentielle X'(t) = wu(t) - X(¢),
X (0) = Id, s’écrit sous la forme X (t) = b(t)e“t, ou ug est une constante et b une
fonction (i) T-périodique si K = C, (ii) 2T -périodique si K = R.

Le but de la théorie des systémes linéaires & coefficients quasi-périodiques, est de
voir dans quelle mesure le théoréme précédent se généralise au cas ou u est quasi-
périodique.

1.4.b. Presque-périodicité et quasi-périodicité. — Soit f : R — R une appli-
cation. Rappelons que f est dite presque périodique si la famille des translatées de f,
(Taf)aer = (f(- — a))acr, est relativement compacte en topologie uniforme. Il existe
alors une unique maniére de munir H d’une structure de groupe topologique qui fait
de a — 7, un homomorphisme continu de R dans H. Le groupe topologique H est
abélien compact séparable (mais avec petits sous-groupes), et son groupe dual H (le
groupe des caractéres) est au plus dénombrable. Puisque 7 : R — H, par dualité
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7: H - R = R est injective; on appelle module des fréquences de f 1'image ?(fI )
que 'on note M(f). D’aprés le théoréme de Peter-Weyl, f est limite uniforme de
combinaisons linéaires de fonctions & — V=122 X\ € M(f). Il est en outre possible
de montrer que, pour tout réel 3, la limite

1T —V=igt
i 7, S0

existe et est non-nulle seulement pour un ensemble au plus dénombrable ();)jen de
valeurs de 3, les fréquences de f. Le Z-module engendré par ces fréquences est en fait
le module des fréquences M(f).
Quand ce dernier est de rang fini égal & d, f peut toujours s’écrire sous la forme
f(t) = F(tw1 /27, . .., twa/27),

ou F € C°(T%R) et ot les w; vérifient Zw; + -+ + Zwg = M(f). On dit dans
ce cas que f est quasi-périodique; on appellera souvent w = (wi,...,wq) € RY le
vecteur des fréquences bien que les w; ne soient pas nécéssairement les fréquences de
f(t) = F(tw/2m, ... twq/2m) (par contre (Z,w) = M(f)). Par définition les fonctions
quasi-périodiques f de classe C*, x € NU{oo,w}, (on prendra soin de ne pas confondre
le vecteur des fréquences w = (ws,...,wq) avec le symbole w qui signifie « analytique
réel»), sont celles pour lesquelles F' est de classe C*. Remarquons que si w est &
coordonnées rationnelles, f est périodique.

1.4.c. Systémes quasi-périodiques. — Soient G un groupe de Lie, g son algébre,
F e C0*(T,g) (€ NU{oo,w}) et f(t) = F o mg(wt) avec w € R? minimal. L’étude
de ’équation différentielle & coefficients quasi-périodiques

X(t) = ()X (),
se réduit alors & celle de I’équation différentielle sur T x G définie par le champ de
vecteurs (w/2m, F(-)) € T(T¢ x G) :

X = F@)X

(M) 6 = w/2m.
Les solutions de cette équation sont & valeurs dans le groupe G. Nous noterons
(w/2m, F(+)) € sw(T4,G).

Deux applications Fy, F» € C*(T¢, g) sont dites conjuguées s'il existe B € C*(T¢,G)
telle que, pour toute solution X; de I’équation (7) avec F; a la place de F', la fonction
X5(t) = B(tw/2m)~1 X (t), est solution de la méme équation différentielle avec Fy &
la place de F'. 1l est équivalent d’écrire

Fy(z) = Ly /2 B() - B(z)~" + Ad(B(2)) - Fi (=),

ce que 'on notera
(w/277'7 FZ) R(B)(w/zﬂ'» Fl)
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18 CHAPITRE 1. RAPPELS ET NOTATIONS

On a alors
(w/2m, Fy) R(B™ 1) (w/2, Fy).
Remarquons que si Fi, F», F3 et By, By satisfont a
(w/2m, F2) R(B1)(w/27, F1), (w/2m, F3) R(Bs)(w/2r, Fy),
alors
(w/2m, F3) R(By By)(w/2m, F).
Un systéme est dit réductible s’il est conjugué & une constante.
1.4.d. Liens entre difféomorphismes fibrés et flots. — Avec les notations des
sections précédentes, notons (tw/2m, Zi(-)) € SW (T4 G) le flot au temps ¢ du sys-

téme (7) avec F' = F; (i = 1,2), c’est-a-dire lapplication qui & toute condition initiale
Xi—o = (0,y) € T? x G associe la valeur au temps ¢ de la solution de (7),

X(t) = (tw/2m, Z40)) - X(0) = (0 + tw/2m, Z¢(6)y).
Remarquons que Z!(-) vérifie ’équation de cocycle,
ZV5(0) = Z40 + sw/2m) - Z5(8),
pour tout 8 € T4, s,t € R.

Les deux notions de réductibilité précédentes développées en 1.2 et en 1.4.b sont
en fait liées.

Proposition 1.4.2. — Avec les notations du 1.4.b, (w/2m, F5) R(B)(w/2m, F1), au sens
des champs de vecteurs si et seulement si, pour tout t,

(tw/2m, Z3(-)) R(B)(tw/2m, Z5 ("))
au sens des flots fibrés (c’est-a-dire si Z5(0 +tw/2m) = B(0 + tw/2m)Z4(0) - B(9)~!).
En particulier si (w/2m, F1) et (w/2m, F3) sont conjugués il en est de méme de

leurs temps 1 respectifs. Nous donnerons au chapitre 2 une réciproque partielle a ce
résultat.

Démonstration. — Appelons X la solution de
X(t) = Fo(f+tw/2m)X(t)
X(0) = Xy,

et posons

Y(t) = Bp(6 + tw/2m) "t - X (t).
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On a
Y(t) = ~B™'L,2.B - B~} + tw/2m) - X (t) + B(6 + tw/2m) - X (t)
= [-B™ 'Ly /2. B(0 + tw/2m) + B(0 + tw/2m) ' F(6 + tw/2m) B(6 + tw/2m)] -
“B(6 +tw/2m) 7 X (t),
= F (0 +tw/2m) - Y ().
Ainsi, par définition du flot,
Y(t) = Z{(6) - Y (0),
et

X(t) B(6 + tw/2m)Y (t)

= B(6+tw/2m)ZL(0)B(H)"* X(0)

= Z1(6)X(0).
ce qui prouve

Z(6) = B(0 + tw/2m)Z(0)B(0) .
La réciproque est immédiate (il suffit de dériver l'identité précédente par rapport

a t). Ceci achéve la preuve de la proposition 3.4.1. O
Remarque. — Nous avons noté sw(T¢,G) I'ensemble des champs de vecteurs (fibrés)
sur T¢ x G : c’est I'algébre de Lie du groupe SW (T¢,G).

N.B. — Quand on travaille dans 1'algébre sw(T¢,G) il est plus commode pour des
questions de notations de remplacer w par w/2m.
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CHAPITRE 2

REDUCTIBILITE DES SYSTEMES PRODUITS-CROISES

2.1. Introduction

Dans ce chapitre nous donnons une condition nécessaire et (modulo un revéte-
ment fini) suffisante de réductibilité des difféomorphismes de SW (T4, G). Grossié-
rement ce résultat montre que la réductibilité C*, (k > 1) d’un difféomorphisme de
SWk(T9,G) est équivalente & la compacité (en topologie C*) des itérés de ce dernier.
Ce type d’énoncé est a rapprocher des conditions nécessaires et suffisantes de réducti-
bilité des diffeomorphismes du cercle (et dans une certaine mesure des tores), données
par M. Herman dans [14], ainsi que des germes holomorphes dans le plan complexe
(dans ce cas-ci la condition de compacité des itérés peut se reformuler de facon plus
géométrique en terme de stabilité au sens de Lyapunov pour le systéme).

Signalons également qu’un critére de compacité utile pour des ensembles fonction-
nels est le théoréme d’Ascoli : Si G est un groupe compact, toute famille équicontinue
de Diff*(T? x G) est relativement compacte dans Difff (T2 x G). Ainsi, les propriétés
suivantes sont équivalentes si A € Diff*(T? x G) :

(a) pour tout k la famille (D* A™),cz est bornée.
(b) (A™),cz est relativement compacte dans Diff* (T? x G) pour tout k > 0.
(c) (A™)nez est relativement compacte dans Diff* (T? x G).

Les mémes énoncés sont vrais avec N a la place de Z.

2.2. Enoncés des théorémes

Le premier résultat que nous démontrons est une réciproque partielle 4 la proposi-
tion 1.4.2 du chapitre 1.

Théoréeme 2.2.1. — Soit G est un groupe de Lie compact semi-simple et sotent to € R,
w € TY tels que tow soit minimal sur T¢ et (tw, Zt(:)) € SW(T?, G) un flot fibré.
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Supposons qu’il existe B € C®(T%,G) et Ag € G tels que
Vo e T Z%(@) =B(6+tow)AeBB)
alors, il existe X € g tel que
VteR, VO T ZY0) = B(6 + tw)e!XB(6) L.
Remarquons que ’on doit supposer que Z! est conjugué & une constante.

Les résultats principaux de ce chapitre sont les théorémes 2.2.2 et 2.2.3 qui suivent.

Théoréme 2.2.2. — Soient G un groupe de Lie compact semi-simple conneze, w € T¢
minimal et (tw, Ai(-)) € SW®(T?,G) un flot tel que {(tw, Ai(-)) }ter soit d’adhé-
rence compacte en topologie C*® dans SW(T%,G). Alors il eriste Xo € g et B €
C>®(R%/xcZ%, Q) tel que

(tw, A¢()) R(B)(tw, e™°"),

ot xg est un entier non nul ne dépendant que de G. En outre, si G = SU(w + 1),
X = 1.

Dans le cas discret le résultat est un peu moins précis :

Théoréme 2.2.3. — Soient G un groupe de Lie compact semi-simple conneze, w € T¢
minimal et (w, A(-)) € SW>®(T,G) tel que {(w, A)"}nez soit d’adhérence compacte
en topologie C* dans SW (T, G). Alors il existe Ag € G et B € C®(R%/XcZ%,G)
tels que, pour tout x € R%, on ait

A(z) = B(z + w)AoB(z) ™,

ol Xg est un entier non nul ne dépendant que du groupe G. Si xg # 1 (ot xg est
VUentier du théoréme 2.2.2) on peut en fait choisir Xg = caxa 0u cg est le cardinal
du centre (discret) de G ; si xg = 1, en particulier si G = SU(w + 1), on peut choisir
X = 1.

On peut compléter ce dernier énoncé par la proposition :

Proposition 2.2.4. — Soient A, B, Aq tels que
A€ C®R?/Z% G), BeC®RYTZ%G) (T entier non nul), Ay € G
et vérifiant, pour tout x € R,
A(z) = B(z + w)AoB(z) ™",

Alors, il existe un ensemble de mesure totale S C G tel que, si Ap € S, (w, A) est en
fait réductible dans C®°(R?/Z%,G).On dira alors que (w, Ao) est générique.
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Nous donnons également dans la section 2.5 deux autres résultats : le premier
(théoréme 2.5.8) donne une description des centralisateurs des cocycles constants (ou
conjugués a des constantes) tandis que le second (proposition 2.5.9) caractérise les
conjugaisons entre cocycles constants.

2.3. Résultats sur les groupes compacts

Nous rappelons en 2.3.a, 2.3.b des résultats classiques sur les groupes de Lie com-
pacts semi-simples et donnons en 2.3.c, 2.3.d des résultats qui nous serons utiles par
la suite.

2.3.a. La réduction a la dimension finie

Groupes sans petits sous-groupes

Définition 2.3.1. — Soit G un groupe topologique et e ’identité de G ; on dit que G
est sans petits sous-groupes s’il existe un voisinage de l'identité ne contenant aucun
sous-groupe (topologique) autre que {e}.

Il existe des groupes qui ne jouissent pas de cette propriété, par exemple Hfil T,
ou le groupe des entiers p-adiques. En revanche, les groupes de Lie sont tous sans
petits sous-groupes. La réciproque est vraie pour les groupes localement compacts
comme le montre le théoréme suivant dont on trouvera la démonstration dans [20]
(chap. IV, th. 4.4, p. 169).

Théoreme 2.3.2 (Gleason, Montgomery, Zippin). — Soit G un groupe topologique lo-
calement compact sans petits sous-groupes; alors on peut munir G d’une structure de
groupe de Lie.

Citons une version plus faible du résultat précédent mais plus facile & montrer (cf.
par exemple [20], chap. II, th. 2.20, p. 99).

Théoréme 2.3.3. — Soit G un groupe compact sans petits sous-groupes; alors G est
homéomorphe (et isomorphe) a un sous-groupe d’un groupe orthogonal O(n,R) (ou
un sous groupe du groupe unitaire U(n)).

Rappelons enfin (¢f. par exemple [6]) :

Théoréme 2.3.4. — Un groupe de Lie compact abélien est isomorphe (topologique-
ment) au produit d’un tore TM par un groupe fini F. Dans le cas ou le groupe est
monothétique (i.e. est l’adhérence d’un groupe engendré par un élément), le groupe F
est cyclique isomorphe & Z/1Z (I dans Z — {0}).

Les groupes qui nous intéressent sont les sous-groupes des groupes de difféomor-
phismes pour lesquels on dispose du théoréme connu ci-dessous. Pour la commodité
du lecteur nous en donnons une démonstration.
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Théoreme 2.3.5. — Soit X une variété C™ différentiable, compacte, connexe. Alors
l’ensemble Diff" (X ), r € N, r # 0 (resp. r = 00) est un groupe de Lie banachique
(resp. fréchetique) sans petits sous-groupes.

Esquisse de la preuve de «sans petits sous-groupes ». — Remarquons que le cas gé-
néral découle du cas ou r = 1, ce que nous supposons désormais. Il suffit alors de
démontrer que si € > 0 est suffisamment petit et si, pour tout n,

(1) |f* —Id}: <e,
alors
(2) f=1Id.

11 suffit pour cela de démontrer que pour tout € X il existe un voisinage U, ou (2)
a lieu.

Soit alors (V, ¢), ¢ : V; — RP, une carte locale en z € X telle que z, f(z) € V, et
posons

f=¢ofoo™t.
L’application fest définie sur un voisinage W C RP et est & valeurs dans R?. Vu (1),
quitte & prendre W plus petit, f™ est définie sur W pour tout n > 1, au méme titre
que f,. Soit alors
A fA P

n )

n
définie sur W. Remarquons que

~ fm—1d
(3) gnof:gn—l—f n
En outre, d’aprés (1),
(4) lgn —1d |1 <e.

La formule des accroissements finis nous donne,
~ 1 ~ ~
30(F@) = 90(@) = | Donl((1 =02 +47(@) - (Fl@) - )t
c’est-a-dire, d’aprés (3) et (1),
~ 1 ~ ~
(F@) =)+ [ (Dgal(1 = 0z + (@) - 1) - (Fla) ~ )] <
0

or d’aprés (4), si ¢ est suffisamment petit, la norme du membre de gauche de cette
inégalité est supérieur a |f(x) — x|/2, si bien que, pour tout n € N,

~ 2e
@) —al < =
On a donc, en faisant n — oo, f(z) = z i.e. f =1d, ce qu’il fallait démontrer. 0O
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2.3.b. Groupes de Lie : rappels. — Considérons G un groupe de Lie réel compact
connexe (donc plongé dans un groupe de matrices), d’algébre de Lie g. Nous noterons
comme d’habitude [X, Y], le crochet de deux X,Y € g, ce que 'on peut aussi écrire,

ad(X)-Y = [X,Y].
De la méme maniére on introduit la représentation Adjointe,
Ad(u) - X,
définie pour u € G, X € g, comme étant le vecteur tangent en l’identité au chemin,
wy(tyu™t,
ol 7y est & valeurs dans G, 7(0) = Id et 4(0) = X. On notera,
Ad(u) - v = uvu™1.
Nous noterons « la forme de Cartan-Killing,
K(X,Y) =tr(ad(X) - ad(Y)),
qui est une forme bilinéaire symétrique définie sur g.
L’algébre est dite
— semi-simple, si Kk est non-dégénérée;
— compacte si k est négative.

Le groupe G semi-simple est compact si et seulement si ’algébre est compacte.

Nous supposerons désormais G compact semi-simple et noterons pour X € g,
eX = exp(X) € G l'exponentielle de X ; rappelons que exp : ¢ — G est surjective

quand G est compact.

Tores mazimauzr. — On dit que T' C G est un tore maximal de G si c’est un sous-
groupe abélien, compact, connexe, maximal pour l'inclusion de G. De tels tores sont
effectivement isomorphes & des R™/Z™. L’algébre de Lie ¢ C g d’un tore maximal
T C G est une sous-algébre de Lie abélienne maximale (pour l'inclusion) de ¢ et
réciproquement, toute sous-algébre abélienne maximale ¢ C g est ’algébre de Lie
d’un tore maximal 7' C G. Nous appelerons sous-algébres toriques maximales de
telles sous-algébres.

Le théoréme fondamental est le suivant (on se reportera par exemple & [6] ou encore
a [13]).

Théoréeme 2.3.6. — Soient G un groupe compact semi-simple et g son algébre de Lie.
Alors,

(i) par tout point u € G (resp. X € g) passe au moins un tore mazimal (resp. une
sous-algébre torique mazimale) ;
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(ii) si T et T' (resp. t et t' dans g) sont deuz tores mazimauz de G (resp. deux
sous-algébres toriques mazimales de g), il existe x € G qui conjugue T et T,
(resp. t et t') c’est-a-dire :

T'=z-T-z7' (resp. t' =Ad(z)-t);
(iii) le centralisateur d’un tore mazimal T, c’est-a-dire
CT)={z€ G, VyeT, zy=yz},
est egal a T ;
(iv) si N(T') est le normalisateur d’un tore maximal T,
N(T)={zeqG, Ad(z) -T CT},
alors T est distingué dans N(T) et le groupe Wy = N(T)/T est de cardinal

fini; tous ces groupes Wt sont isomorphes : c’est le groupe de Weyl de G.

Un point x € G est dit régulier s’il n’est contenu que dans un seul tore maximal. Si-
non il est dit singulier. Un point est dit générique si Adh(z™),cz est un tore maximal.
Un élément générique est régulier.

Remarque. — Si u € G est tel que Ad(u) = Id, alors u est dans le centre de G et
u®¢ =1Id ou cg = #Cent(G).

Racines. — Soit donc T un tore maximal du groupe compact semi-simple connexe G
et t son algébre de Lie. Pour H € t, ’élément ad(H) € gl(g) est un endomorphisme
antisymétrique de gl(g) ; en outre, ¢t étant abélienne, tous les ad(H), H € ¢t commutent
et sont donc simultanément diagonalisables sur C. On peut alors énoncer,

Proposition 2.3.7. — Dans la situation précédente, il existe un ensemble A de formes
linéaires réelles non-nulles o sur t qui peut s’écrire A = AU (—A) (donc invariant
par o — —a) et des éléments X, € g tels que

(i) 9=t®,cx RX,®dRX_,),
(ii) pour tout H € t et tout a € A

ad(H) - Xo =vV-1a(H)X_,.
On appelle les o les racines de g relatives a t.

Il est en outre possible de démontrer que la forme de Killing définie sur g reste
non dégénérée quand on la restreint a t; nous pouvons donc définir h, € t le dual de
a € t* par rapport & la forme de Killing restreinte & ¢, c’est-a-dire

’k;(hav )|t =
Ceci permet de définir une forme bilinéaire symétrique sur t*,

(a, B) = a(hg) = B(ha)-
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En outre,
(a,0) = 2,

et les coefficients de la matrice des (a, 8), o, 5 € A, dite matrice de Cartan, sont des
entiers dans {—2,—-1,0,1,2}.

Bases de Weyl. — Les racines ne sont pas linéairement indépendantes entre elles.
Il est toutefois possible de choisir une base S = (ai,...,ay) de t* parmi celles-ci
vérifiant la propriété suivante : pour toute racine a € A, il existe des entiers mq ;
tous positifs ou tous négatifs, tels que o = Z;‘;l Mg, joj. Une telle base sera dite de
Weyl.

Signalons un résultat dont on se servira plus loin : la matrice des (a, 3) aveca, 3 € S
(S étant la base de Weyl) est inversible. Notons cependant que les (hq)aes forment
une base qui n’est pas la duale de (a),es pour le crochet de dualité.

Représentation dans un groupe unitaire U(L), caractéres, poids. — Reprenant les
notations précédentes, nous notons 7' C G un tore maximal, ¢ son algébre de Lie,
A = {ai,...,az} ensemble des racines par rapport & t et nous supposons que S =
{ai,...,ay} est une base de Weyl. Le groupe G étant compact, il en existe d’aprés
le théoréme 2.3.3 une représentation fidéle p dans un groupe unitaire U (L) (L entier
> 1). Nous notons T'(L) le tore maximal constitué des matrices diagonales de U(L).

Vu que la famille p(T") C U(L) est abélienne, il existe P € U(L) tel que pour tout
veT,

p(’U) = Pdlag((l(v)77<L(v)) 'P_17

ou les ¢;(v) sont sur le cercle S*. Les (j(-), 1 < j < L sont alors des morphismes de
G — S! que 'on appelle les caractéres de la representation p.

Par monodromie, il existe des formes R-linéaires sur ¢, a savoir ¢1,..., ¢r, telles
que, pour tout 1 < 7 < L et tout X € t,

¢j(exp(X)) = eV—1¢i(X)

Les ¢; € t* qui sont non-nuls sont par définition les poids de la représentation p. Nous
noterons respectivement Car, et Poids,, les familles {¢1,...,{r} et {¢1,...,¢L}. Nous
appelerons souvent dans la suite les valeurs propres de p(v), v € G, les p-caractéres
de v.

Nous pouvons citer le théoréme de dualité suivant (cf. [6], prop. 21.14.3, p. 96).

Théoréme 2.3.8. — Les poids ¢ sont dans l’ensemble des formes C-linéaires sur t®C,
telles que, pour tout a € S, ¢(hy) est entier.

Ecrivons alors

¢ = ZNOL‘L

a€S
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ou les u, sont dans C. Vu que
$(hs) =) _ paalhp),
a€S
il vient que, pour tout 5 € S,
Z Ba(a, B) € Z.
a€S

Or nous avons vu que la matrice des (a, 8)q,8es & coefficients dans {-2,-1,0,1,2},
est inversible. Nous avons ainsi prouvé

Lemme 2.3.9. — Les poids sont combinaisons linéaires & coefficients dans e 'Z des
racines de la base de Weyl, ot e est un entier non nul ne dépendant que de l’algébre

g.

Nous introduirons également la représentation Ad, = Adop de G agissant sur
M(L,C); ses poids sont alors de la forme ¢ — ¢, 1 < k # I < L et nous les

noterons pi,...,pr2_r ; hous noterons pour simplifier les notations pr2_y1,...,pr2
les¢p; —¢p; =0,1< 5 < L.
Nous appellerons i, ..., B, les formes linéaires définies de la maniére suivante :

- Bi=a;pour 1 <i<gq,
- Bi=pigpour §+1<i<L*+§G=gq.

Ainsi, pour tout i < g, il existe m; ; a coefficients dans Q tels que

w
Bi=_ mi;B.
=1

Le cas du groupe spécial unitaire. — A titre d’exemple et puisque nous en aurons
besoin par la suite, nous illustrons ce qui a été dit précédemment dans le cas simple
ou G = SU(w+1), '’ensemble des matrices unitaires de déterminant 1. Son centre est
isomorphe & I’ensemble des racines (w + 1)-iéme de I'unité et son algébre de Lie est
g = su(w + 1), ’ensemble des matrices anti-hermitiennes de trace nulle. Les éléments
de G sont & valeurs propres sur le cercle unité tandis que celles des éléments de g
sont imaginaires pures. Nous noterons diag(A1, ..., Aw+1) la matrice diagonale dont
les termes diagonaux sont Aj,...,Ay+1. Ainsi si T C G est un tore maximal de G,
tout A € T peut s’écrire

A= P-diag(eV™™,... eV w1y, p-1,

ol A ER, A\ + -+ Aypt1 =0 et oi P € SU(w + 1) ne dépend que de T. De méme
si t est une algébre torique maximale tout X € t s’écrit

X = P-diag(vV—-1\(X),...,V=1Apt1(X)) - P71,
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ol Aj(X) € R, Ai(X) + -+ + Apt1(X) = 0 et out P ne dépend que de t. Les A;(X)
sont alors des formes R-linéaires sur ¢. Les valeurs propres de ad(X) sont les

V=1 (X) = N(X)), 1<kl<w+1

et les racines de t sont par conséquent les formes linéaires A\, — A\, 1 < k,l <w +1,
l# k. Notons a;j = Aj — Ajy1, 1 <j<w; (ai,...,ay) est une base de t*, la base de
Weyl et toute racine a = A\ — N\, k < [ s’écrit & = ay, + - - - + a;—1. Si nous reprenons
les notations précédentes § = w(w + 1) et les m; ;, 1 <3 < gq, 1 < j < w, vérifient la
propriété (P) suivante :

Propriété (P). — Pour tout i, il eziste ¢; € {1,—1} et 1 < j; < ji tels que, pour
Ji <3 <jf, mij=ei et mi; =0 sinon.

Lemme 2.3.10. — Si une matrice carrée M vérifie la condition (P) son déterminant
appartient ¢ {0,—1,1}.

Démonstration. — Ce résultat se démontre par récurrence sur ’ordre n de la matrice
M. que nous écrirons en lignes,

L,

Ly
Notons pour une ligne L;, e_(L;),e4+(L;) les «extrémités» gauche et droite de L;,
c’est-a-dire, dans la définition de la propriété P donnée plus haut, les entiers j;, j;*. On
peut alors définir une relation d’ordre lexicographique sur les lignes L; par : L; < L;
si e—(L;) < e—(Lj), ou si e_(L;) = e_(Lj) et ex(L;) > ey(L;). Remarquons que si
parmi les lignes L; deux sont égales le déterminant de M est trivialement nul, tandis
que si ce n’est pas le cas, ordre défini précédemment est total et on peut, quitte &
changer par £1 le déterminant de M, supposer que Ly < Ly < --- < L,. Dans ce

cas-ci, notons p le plus grand entier inférieur & n pour lequel e_(L,) = --- = e_(Lp)
et M; la matrice

L,
Lo — Ly

Ly~ L |,
Ly

Ly
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qui vérifie la propriété P et det M = det M;. En outre, la premiére colonne de M; est

1
0

0
si bien qu’en développant le déterminant de M; suivant la premiére colonne, on voit
que det M; est le déterminant de la matrice extraite de M; en enlevant la premiére

ligne et la premiére colonne; mais une telle matrice vérifie (P) et est d’ordre n — 1.
La récurrence est donc établie. O

Enfin, appelons (Hy,..., H,) C t la base duale pour le crochet de dualité (et non
pas pour la forme de Cartan-Killing) de la base de Weyl (ag,...,ay). On a alors

~ - J
H, = Pdiag(1,...,1,0,...,00P~' — —L_14,
! iag( ) w+1
ou les 1 occupent les j premiéres places sur la diagonale; on peut aussi écrire

J . w+1
Hj = P(;Ekk - —’LU_JII lzzl Ell)P_l € tAJ:'7

ol on a noté E;; la matrice dont les coefficients sont tous nuls sauf celui placé a la
i-iéme ligne et j-iéme colonne qui vaut 1.

2.3.c. Elimination des résonances. — Nous considérons dans cette section un
espace vectoriel réel ¢ de dimension w sur lequel sont définies ¢ formes linéaires
B1,...,Bq. Nous supposerons que les (3;)1<j<w constituent une base du dual ¢* de
t et nous noterons (H;)icq1,...w} une base duale c’est-a-dire 3;(H;) = d;; (symbole
de Kronecker). Nous supposons en outre que les (8;)w+1<j<q Peuvent s’écrire sous la
forme

w
w+1<ji<q, Bi=> mrb
k=1

oil les m; ; sont des rationnels.
Nous notons tq le Q-espace vectoriel engendré par les Hy,..., Hy et tg son Q-
espace dual. On a alors tg = Vectq (61, .- ., Bq)-

Considérons & présent w = (w1, ...,wq) € R? un vecteur minimal c’est-a-dire tel
que £ — x + w soit minimal sur R?/Z¢ et notons (Q¢,w) le Q-espace vectoriel
Qui + - -+ + Qwg. Remarquons que le fait que w soit minimal implique

QN (Q%,w) = {0}.
Vu comme Q-espace vectoriel, R peut donc s’écrire,

R=(Q%w)eQaeF,
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ot F' est un Q-sous-espace vectoriel de R. Nous noterons 7, : R = (Q%w) la
projection Q-linéaire de noyau F = F’ @& Q. On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.3.11. — Soient X € t et w € R% minimal. Il existe un entier p (dépendant
de X ) et des rationnels x; dans %Zd pour lesquels, si on pose H = 3" (z;,w)H;,
alors, pour tout B € tg,

mu(B(X)) = B(H) = my(B(H)).

Avant de passer a la démonstration du lemme, nous donnons un corollaire et une
définition.

Corollaire 2.3.12. —  Avec les notations précédentes, pour tout 3 € tg, et tout k € Q4,
on a Uimplication
B(X —-H)— (k,w) eQ=k=0.

Démonstration du corollaire. — On a choisi n,, tel que 7,(Q) = 0; si on a donc
B(X — H) — (k,w) € Qaveck € Q%, B € tq, alors
0=m(B(X — H) — (k,w)) = =7 ((k,w)) = —(k,w),

et w étant minimal, k£ = 0. O
Définition 2.3.13. — Nous dirons alors qu'un réel 3 (resp. un élément ¢ € T!) est

w-non résonnant si, pour tout k € Q%, B — (k,w) € Q (resp. ¢ = e2™k¥)) implique
k = 0 et nous noterons f € NR(w) (resp. ( € NRq1(w)).

Passons & la démonstration du lemme.

Démonstration du lemme 2.3.11. — Notons X* 'application Q-linéaire,
X*:tf — R=(Q%4w)oF,
B — BX)=(X,8).
L’application Q-linéaire
Ty o X" :itq — Qui + -+ Quy
s’écrit sous la forme
Ty o X* = Yrwy + - + Yawa,

ou les 1; sont dans (tg) et il existe donc des Y;, 1 <4 < d dans tq tels que ¢; = (Y}, ),
c’est-a-dire tels que pour tout 3 € tg, ¥i(B8) = B(Yi). On a donc, pour tout 3 € tQ

T,(B(X)) = BY1)wi+ -+ B(Ya)wa
= BN wr + -+ Yawa),
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puisque 3 est également dans t. Comme les Y;, 1 < ¢ < d sont dans tq, il existe des
rationnels y;; tels que Y; = Zz’:l yixHy et, si on note H = Yiw; + -+ + Ygwy, on a

w
H= Z(wk,w)Hk,
k=1

ou zx, 1 < k < w, est le vecteur 2x = (y1x,...,Yax) € Q% Comme les y;, sont
rationnels et en nombre fini, il existe un entier p non nul tel que zx € (%Z)d, 1<k<
w. On a ainsi montré,

VB Ety, mu(B(X))=B(H),
avec H de la forme désirée. Pour conclure la démonstration du lemme il suffit de
constater que, pour tout 1 < i < g, Bi(H) € (Q¢,w) et, par conséquent, pour tout
B € ty, B(H) € (Q% w); on a donc 7(B(H)) = B(H). O

2.3.d. Un lemme algébrique. — Nous démontrons un lemme qui précise la struc-
ture des sous-groupes abéliens d’un groupe compact. Si K C G nous noterons, pour
un entier m,

K™= {z™, z € K}.

Lemme 2.3.14. — Soit G un groupe de Lie réel compact connexe semi-simple ; il existe
alors un entier xg > 1, qui ne dépend que de G, tel que pour toute partie abélienne
K de G, il existe un tore mazimal T de G tel que

Kx¢ CT.
Dans le cas ou G = SU(N), pour N > 1, alors xg = 1.

Rappelons tout d’abord le théoréme suivant dont on trouvera une démonstration
dans [1], p. 175, cor. 3.9.6.

Théoréme 2.3.15. — Soient Py,..., Py des polynémes dans R[X1,...,X,]. Notons d
le plus grand des deg P;, 1 < i < d. Alors, le nombre de composantes connezes de
l’ensemble algébrique (fermé)

V={zeR" Pz)=---= Py(z) =0},
est borné par dé+tn—1,

Démonstration du lemme 2.3.14. — Vu que G est compact, il en existe une représen-
tation fidéle p dans un groupe unitaire U(L), L > 1. On peut donc identifier G & un
sous-groupe de U(L) ce que nous ferons.

Les élements de K forment alors une famille commutative de matrices hermitiennes
de U(L) et sont donc simultanement diagonalisables dans une méme base hermitienne.
Si T(L) est un tore maximal fixé dans U (L), cela signifie qu’il existe z € U(L) tel que

zKz™' C T(L),
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ou encore
K Cz7'T(L)=.
Ainsi,
KCcGnz'T(L)z.

Vu que G est compact, c’est un sous-groupe algébrique réel de U(L) et donc de
M (2L,R), défini par une équation,

G ={z € M(2L,R), Pg(z) = 0},
ou Pg € R[Xy,... X(21)2]. De méme le tore T'(L) est défini par
T(L) ={z € M(2L,R), Pr(x) = 0}.
Ainsi,
GNz 'T(L)z = {x € M(2L,R), R,(z) = 0},
ou R, est par exemple le polynéme de R[X1,...,X (2 L)z], égal &
R.(z) = Pg(z)? + Pr(zzz"1)%
Notons L, automorphisme linéaire de M (2L, R)
L,:z+— zzz7t.

C’est une application polynomiale de degré 1 dans R[X1, ..., X(21)2]. De ce fait, pour
tout z € U(L), Pro L, est un polyndéme de degré inférieur & celui de Pr. Le degré de
R, est donc borné par un entier qui ne dépend que du groupe G et que ’on note dg.
La remarque qui suit le théoréme 2.3.6 montre alors que le nombre de composantes
connexes de
Z=GNnz'T(L)z,
est inférieur &
2
xe = da"".

Notons Zp la composante connexe neutre de Z. Le groupe quotient Z/Zy, est fini
de cardinal égal au nombre de composantes connexes de Z dans G. Ainsi, pour tout
Tz € Z,

X6 ¢ Zy,
Ceci montre que
KX¢ C Z,.

Comme Zj est un sous-groupe abélien compact connexe, c’est un tore et il est donc
inclus dans un tore maximal T de G. Ceci achéve la preuve du lemme 2.3.14 O
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2.4. Démonstration du théoréme 2.2.1

Nous démontrons dans ce paragraphe le théoréme 2.2.1 (qui est une réciproque
partielle & la remarque faite au chapitre 1 en 1.3. Afin de simplifier les notations nous
démontrons le théoréme dans le cas to = 1. Il suffit pour cela de voir que si le temps 1
du flot fibré induit par F € C=(T¢, g), flot que nous noterons, t — (tw, Z(-)) (Z*(-)
étant dans C>°(T?,@G)), est constant égal & Ay (c’est-a-dire Z'(6) = Ay), alors Z¢(-)
est de la forme Z¢(-) = e!X (X € g ne dépend pas de € T9).

Reprenons les notations du 1.3 et notons Adh®™ I’adhérence en topologie C*®. On
note Ty C Diff*(T? x G) le groupe abélien (par hypothése),

Ty = Adb™((wt, Z))ier
Lemme 2.4.1. — Ty est isomorphe a un tore T? = RY/Z9.

Démonstration

(i) Déja Ty est compact car t — (tw, Z*(+)) est uniformément continue et 'ensemble
Adh*((nw, Z™(-)))nez étant compact pour tout k& > 0, il vient que Adh*((wt, Z*(-)))ier
est également compact pour tout k > 0.

(ii) Vu que T? x G est compact, le théoréme 2.3.5 et le (i) ci dessus montrent que 7
est un groupe abélien compact sans petits sous-groupes. En outre, il est connexe car il
est I'adhérence de I'image de R par 1’application continue ¢ — (tw, Z!(-)). Appliquant
alors le théoréme 2.3.4, on peut dire que T est isomorphe & un tore TY. O

On notera n : R — Ty le morphisme t — (wt, Z!(-)). Ainsi n(1) = (w, Z(")) =
(w, Ap). Enfin T4, désignera un tore maximal passant par Ay ; il est de la forme e'¥o
ou Xo € g est tel que eX° = Ay et ol tx, est une algébre torique maximale de g
passant par Xp.

Le sous-groupe abélien compact de T¢ x Ta, engendré par (w, Ag) c’est-a-dire
l’adhérence des (nw, Af), n € Z, est le produit d’un tore par un Z/IZ (I € Z — {0}).
Par conséquent, le groupe Adh(nlw, A}'),cz est un tore que I'on notera T, (¢ pour
«constante » par opposition & f pour fonction). Remarquons en outre que T, C T}.

Comme T, est un tore, il existe un morphisme v: R — T, C T? x et*o tel que

(1) = (lw, 45).
Dans T? x etXo, le groupe & un paramétre v(R) est donc de la forme
(5) 1(t) = (tw, '),
ot X € etXo (puisque les projections de T4 x e*Xo sur T? et e!*o sont des morphismes
de groupes).
Rappelons que nous avons noté n : R — Ty, t — (tw, Zt(-)) et que y(I) = n(l).
Considérons alors 3 : R — Ty, t = n(t)y(¢)~!. On a ainsi

(6) A1) =1d.
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En outre, 8 étant & valeurs dans T, s’écrit sous la forme

(7) B(t) = (0,U(")),
ot U;(+) € C=(T?,G) vérifie pour tous ¢, s € R,
(8) Utts(-) = U ()Us ().

Montrons alors le,
Lemme 2.4.2. — Les fonctions 6 — U (0) sont constantes.

Démonstration. — Dérivons I'égalité (8) par rapport & 6 et multiplions par U;;4(6) 71 ;
il vient, en posant

X:(6) = (0eUs(0))U:(6) ",
(X; € C®(T4,g)), 'égalité

Xirs(1) = Xe (1) + Xs (1),

ceci pour tous t,s € R.
Par conséquent,

(9) VtER, X(-)=tX1().

Mais d’apreés (6), (7), X¢+:(-) = X¢(-) si bien que d’apreés (9), X1(-) = 0 et donc pour
tout & € T4, t € R, X;(f) = 0. Par conséquent U;(d) = U;(0) pour tous t € R,
6 € T O

Nous notons Uy = U (0).
Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théoréme 2.2.1.
La famille & un paramétre t — U; peut donc s’écrire

(10) U = e,
avec elX = Id, X € g. Les égalités (5), (7), (10) et la définition de B montrent que
n(t) = (tw,e”?etx).
Mais comme 7(t)n(—t) = (0,1d), on a
ot X ot X o=t X o—tX _ Id,

c’est-a-dire en faisant tendre ¢ vers 0,

[X,X]=0.
On a donc
n(t) = (tw, "X+,
ce qui conclut la preuve du théoréme 2.2.1. O
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2.5. Centralisateurs des cocycles constants

Nous étudions dans cette section le groupe des centralisateurs d’un cocycle constant
(7,C) ot C € G et v € T? sera supposé minimal. Si ce groupe est connu, il est clair
que ’on peut décrire le groupe des centralisateurs de tout cocycle (non nécessairement
constant) conjugué a (7, C). Nous noterons Zsw (7, C) le sous groupe de SW(T<,G)
des centralisateurs de (v,C) et Zg(C) celui de C € G dans G, c’est-a-dire par défini-
tion :

ZSW(’Y’C) = {(Ol, A) € SW(TdaG)v (aa A) ° (7’0) = (770) ° (Oé,A)},
et
Zg(C)={U e G, UC =CU}.
Nous définissons encore
st_7 (O) = {A € Coo(Td,G), (")’,A) € st(")’,C)}.
Un cocycle (a, A) € SW(T?,G) est dans Zsw (v,C) (C € G) si et seulement si, pour
tout 8 € T¢,
A@+~v)C =CA(@9),
ou encore
(11) AB +~) =CAWB)C.
Ainsi, (o, A) € Zsw (7, C) si et seulement si (v, A) € Zsw(0,C).

2.5.a. Remarques générales. — L’étude de Zsw (v, C) repose sur une générali-
sation des deux remarques suivantes.

Remarque 2.5.1. — Si nous notons T¢ € G un tore maximal passant par C et si
(7, C) est minimal sur Tc x T, I’égalité (11) montre que, pour tout n € Z,
A0 +nvy) =CrAO)C™™;

comme (v,C) est minimal, on peut trouver une suite d’entiers n; € Z telle que
(niy,C™) — (0,C), quand i — co. L’égalité (11) montre donc que, pour tout § € T,
A(0) = CA(B)C~1, cest-a-dire (vu que C est en particulier générique cf. 2.3.b),
A@) € Zg(C) = Zg(Tc) = Te. Utilisant & nouveau (11), il vient que, pour tout
6 € T4, A(6 +~) = A(8), c’est-a-dire, v étant minimal, que A est constante : A(f) =
A(0) € Te.

Pour I’étude du cas général, la seconde remarque qui suit est importante.

Remarque 2.5.2. — Soit D : R?/Z¢ — T¢ un morphisme de groupe (c’est-a-dire
D(0 +6") = D(0)D(#'")). L’égalité (11) donne,

Ve T D@O+2y)AB+7)D@O+v)"' =D@B+2v)CAB)C D@ +7)7",
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et, comme D(#) est un morphisme et prend ses valeurs dans le tore T,
D(6 +27)A(6 +7)D(0 +7)~" = CD(7)D(9 + v)A(B)D(6) " (CD(7) 7,
ce qui se récrit
(12)  (v,DoRy-A-D7') € Zsw(v,D(7)C) <= (7, 4) € Zsw(7,0).
La remarque 2.5.1 précédente admet une version plus générale qui dit en gros que si
C est «non résonnant », le centralisateur de (v, C) est constitué de cocycles constants.

Afin de rendre I’exposé plus clair et puisque nous en aurons besoin par la suite, nous
illustrons ceci dans le cas des groupes unitaires.

Proposition 2.5.3. — Soit C € U(L) de valeurs propres les e2mV=ldr e2mv=TéL
et v € T minimal. Supposons que les ¢; — ¢p;, 1 < i,j < L soient y-non-résonnants
et soit A € C=(T¢,U(L)) vérifiant, pour tout x € T,

Az +v) = CA(z)C™L.
Alors A(-) est constante.
Démonstration. — Comme C' est toujours unitairement diagonalisable, il suffit de
démontrer le résultat quand C est diagonale ce que nous ferons :
C = diag(e%‘/__l“’1 yeens 62"‘/_—””‘).
Ainsi, Ad(C) est une matrice diagonale d’éléments diagonaux les e2™V=1(¢i=¢5) 1 <

i,j < L. Nous considérons d’autre part A comme étant a valeurs dans M (L,C) et
écrivons son développement en série de Fourier

A(z) = Y eVl 4,
kEZ

avec Ay € M (L, C). Si nous notons Afc’j € C,1 < 14,5 < L les coefficients de la matrice
Ag, on a alors

C(Az’j)i,jc_l — (6277\/~_l(¢i—¢j)Aivj)i,j’
et I’équation A(x +v) = CA(z)C~!, équivaut aux égalités

A;’J (eZﬂ\/—_l(k,'y) _ e21r\/—-_1(¢i—¢j)) — 0,
ou encore

A;‘;J‘e%\/—_l(krv) S(1- 627"\/__1(051“05]‘_(’9»7))) =0,

pour tout k € Z, 1 <i,5 < L. Si k # 0, comme les ¢; — ¢; appartiennent & NR(y), le
facteur (1 — 2™ (®i—¢5=(k:7)) egt, toujours différent de 0 et, par conséquent, Al =0
pour tous les 1 < 4,5 < L : A est donc constante. O

On a alors immédiatement :
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Corollaire 2.5.4. — Soit Tc C G un tore mazimal passant par C € G et supposons
que les caractéres (;, 1 < i < L, d’une représentation Ad, (de la section 2.3) de G
agissant sur M (L, C) vérifient pour tout i, (;(C) € NRyi(y). Alors

Zsw(v,C) = Zg(C);

(en particulier les éléments de Zsw (y,C) sont des constantes).

Nous montrons & présent dans la section qui suit comment faire pour que les hy-
pothéses de la proposition 2.5.3 soient vérifiées.

2.5.b. Elimination des résonances. — L’ingrédient de cette section sera la re-
marque 2.5.2 et en particulier I’équivalence (12). Fixons comme dans la section 2.3
une représentation p de G dans un groupe unitaire U (L) et notons Ad, = Adop la re-
présentation associée de G agissant sur M (L, C) D U(L). Nous voulons donc trouver
un morphisme D : R?/Z¢ — T¢ tel que
Caraq,(D(7)C) C NRr:1 (7).

Malheureusement ceci n’est pas toujours possible si on se limite & des morphismes
R?/Z? — Tc. Par contre si on autorise des morphismes D : RY/mZ? — Tc, m €
N — {0} (c’est-a-dire que 'on autorise un revétement fini de T¢) cela devient possible.

Nous verrons au 2.5.c comment obtenir un revétement de degré borné par un entier
ne dépendant que de G.

Proposition 2.5.5. — Il existe u € Z — {0} et D: R¢/uzZ¢ — Tc un morphisme tel
que

Caraq, (D(7)C) € NRyi ();
(par conséquent si Caraa,(C) C exp(2mv/—1(Q%,7)), alors D(y)C =14).

Corollaire 2.5.6. — Si (v, A) € Zsw(vy,C) et si D est le morphisme précédent, alors
DoR,-A-D ' =U, ouU est une constante dans Zc(D(7)C).

Le corollaire 2.5.6 découle du corollaire 2.5.4 et de la proposition 2.5.5. Démontrons
la proposition 2.5.5.

Démonstration de la proposition 2.5.5. — Posons C = 2% ou X € g et soient res-

pectivement Tc € G, tx € g, des tores passant par C € G, X € g tels que exp(tx) =
Tc. D’apreés le corollaire 2.3.12, il existe 1 € N — {0} et H = —>_1" | (x,v)H; € tx
ou x; € %Zd, H; € tx tel que, pour tout 3 € Poidsaq,, 8(X — H) € NR(y).

Ainsi, si on note u = cgli et D: R?/uZ¢ — Tc le morphisme

D(6) = exp(=2m ) (w:,0) Hy),
i=1
on a CarAdp(ﬁ(fy)C) C NRyi(y). Or, d’apres (12), D oRAYAﬁ_1 € Zsw, (D(7)C), si
bien que le corollaire 2.5.4 permet de conclure la preuve de la proposition 2.5.5 0O
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Remarquons que, pour § € R%,
A(6) = D(6 +v)"'U1D(8) = D( + a) "' D(a — v)U1 D(6),

c’est-a-dire que (o, A) est conjugué & une constante modulo un morphisme pZ?-
périodique.

En fait on peut toujours trouver un morphisme D : R?/vgZ?¢ — T¢ (i.e. vgZO-
périodique) qui conjugue (o, A) & une constante, ou vg € N — {0} ne dépend que du
groupe G. C’est 'objet de la section qui suit.

2.5.c. Diminution de la période. — La procédure est contenue dans la proposi-
tion qui suit.

Proposition 2.5.7. — Soient D: R?/uZ¢ — Tc un morphisme et U un élément de
G tels que Uapplication de R4 — G, 0 — D(6)"*UD(8), soit Z*-périodique. Il existe
alors un entier vg # 0 ne dépendant que de G et morphisme D : R%/vgZ? — To tel
que, pour tout § € RY,

(D®)DB)™!)-U=U-(D®)D()™).

Démonstration. — Notons to lalgébre de Lie de T¢. Par monodromie, il existe un
morphisme X : R%/uZ4 — tc, tel que exp(2r X (0)) = D(0). Soient Bzy1,- .-, BymgrL2
€ t* les poids (éventuellement nuls) de la représentation Ad, = Adop de G agissant
sur M(L,C) D U(L). Il existe une décomposition en somme directe,

L2
M(L,C) = (P CE,
i=1

telle que, pour tout 6,
Ad(p(D(®)7Y)) - E; = e 2™V 1ha4s(X0) . g

Comme D(8)~1UD(6) est Z*-périodique, on en déduit que si U s’écrit U = Zle N Ej,

alors, -
- s0it A; =0, B
~ soit pour tout k € Z%, B7,;(X(k)) € Z. Nous noterons alors l;x = ,Bqﬂ-()?(k)).
Si on note J = {j, A; # 0} on a alors,

(13) Vield YkeZd Bz,;(X(k) € Z

Soit (8345, j € J) une base de Vect(Bzy;, j € J) C t*, que 'on peut compléter en une
base de t* par des éléments de la base de Weyl (o, ,...,;, ). Appelons (Hi, ..., Hy)
une base duale de celle-ci dans tc. Comme les fi,. .., 3, s’expriment comme combi-
naisons linéaires & coefficients entiers (ne dépendant que de G et de la représentation
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p choisie une fois pour toutes) des éléments de la base de Weyl (ay, ..., ay), il existe
un entier Vg # 0 ne dépendant que de G tel que, pour tout a de la base de Weyl,
(14) a(Hy) € U5'Z.

Posons alors,
X(0) =~ Bi(X(6)H;,
jeJ
et D(#) = exp(2rX(0)). Par définition des Hy on a §;(X(8) — X(6)) = 0 pour tout
j € J et par conséquent,
Vjed B;(X(6)—-X(@6)=0.

Vu que

L2

Ad(DO)D(O)™) - U =Y _exp(2nv/=15;(X(0) — X(9))) - \; Ei,

i=1

et que \; =0 pour j ¢ J, on en déduit que, pour tout 6, D(O)ﬁ(O)”l commute a U.
En outre, pour tout racine « de la base de Weyl et tout k € Z¢, a(X (k)) € v;'Z¢,

d’aprés (13) et (14). L’application D : RY — T est donc bien un morphisme de
R4 /vgZe — Tc, ol vg = cgVq (cg étant le cardinal du centre de G), qui vérifie les

conclusions de la proposition. O
2.5.d. Conclusion. — Nous pouvons & présent énoncer le théoréme suivant.
Théoréme 2.5.8. — Si ~ est minimal sur T? et si C € G alors, le cocycle (a, A) €

SW (T4, Q) est dans Zsw (v, C) si et seulement si il existe un morphisme
D:R¥/vgZ? — Tc
et un U € Zg(D(vy)C) tels que
(15) D0+ a)A(0)D(#)"! = D(a — y)U ( = cste).
Démonjtration.~— Nous savons déja d’aprés 2.5.a, 2.5.b qu’il existe D: Re/uZd —
Tc et U € Zg(D(v)C) tels que
D6 +~)A@0)D() ™ =U;
ainsi, si nous multiplions les membres gauche et droite de I’égalité
A(6) = D(6 +v)~'UD(9)
respectivement par D(6 +v) et D()~', ot D : R¥/ugZ¢ — T est le morphisme
du 2.5.c, nous obtenons les égalités
D(8 +~)A(0)D(6) ! D8 +~)D(0 +~)"'UD®)D(6) ™
= D()"'D(H)(DDM)O) U - (DD ()"
= D(y)'DMT,

Il
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ot on a utilisé le fait que U commute 2 D(0)13(6?)‘1 et le fait que D, D prenant leurs
valeurs dans le méme tore T¢ commutent entre eux. Ainsi, D est un morphisme tel
que

D(a = 7)D()D()'U
= D(a)D(y)"'U.

Montrons enfin que U = D(a)D(y)~1UD(y — a) est bien tel que U € Zg(D(y)C). Si
(15) a lieu, alors D(6 + v)A(8)D(6)~! = U, et comme (v, 4) € Zsw (v, C),

D@ +~)"'UD@ +~)C =CD(# +~)"UD(9),

c'est-a-dire U = D(y)CU(D(y)C)~! et donc U € Zg(D(y)C). Le calcul que nous
venons de faire montre la réciproque, achevant la preuve du théoréme 2.5.8. O

D6+ a)A(6)D()!

2.5.e. Conjugaison entre cocycles constants. — Nous étudions dans cette sec-
tion le probléme suivant : & quelles conditions deux cocycles constants (v, C1), (v, C2)
sont-ils conjugués c’est-a-dire existe-t-il B € C*®°(T%, G) tel que

(16) B(0+7)C1B(0)~! = Cs.

Quitte & supposer la conjugaison B seulement mZ4-périodique, nous pouvons tou-
jours faire ’hypothése que les p-caractéres de C; sont y-non-résonants (il suffit pour
cela de procéder comme en 2.5.b et de multiplier B par un morphisme de R?/mZ¢
dans G). En outre, quitte 4 remplacer B(6) par B(0)~!B(6) et Cy par B(0)~1C2B(0),
on peut toujours supposer que B(0) = Id, ce que nous ferons.

Sif=(01,...,604), y=(71,-..,74) €t si nous notons

Z:(0) = %B(G)‘lagiB(H) € Co R /mZ4, g),
dériver (16) par rapport & 6; donne
Vo € RY/mZ?, Zi(0+~)=C1Z:;(0)C?,

ce qui, en utilisant le corollaire 2.5.4 et le fait que les p-caractéres de C; sont non-
résonants, montre que Z;(0) est constant et commute & C;. Par conséquent, si on note

Ly, =YL, %if:,
B(#)"'L,B(#) = 2r iwzi,
=1
et donc, pour tout t € R, z
(17) B(nt) = 2"t T w2

ce qui montre, v étant minimal, que les (B(6)), § € R%/mZ9, sont 4 valeurs sur un
méme tore contenant (27t i 7iZi)cr et commutent & C;. En particulier, les Z; =
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B(0)710y, B(f) commutent entre eux et avec C1, ce qui, compte tenu de I’hypothése
B(0) = 1d, de (17) et de la définition des Z;, montre que
V0, B(f) = 27 Ti1 0:Z:

Par conséquent, B est un morphisme de R¢/mZ¢ dans G. L’équation (16) se récrit
donc

B0 +v)B()™' = C07,
soit
e St — cyort,
Ainsi, C; et Cy commutent. D’autre part, B étant mZ<-périodique, on a pour toute ra-
cine a € A, a(Z;) € m~'Z, et donc si on note ¢ = eV=12, ((C,CT 1) € exp(%Z).
Nous avons donc prouvé :

Proposition 2.5.9. — Si deuz cocycles constants (v,C1), (v,C2) sont conjugués par
une conjugaison (0, B) avec B € C®(R%/Z4,G) telle que B(0) = Id, alors pour toute
racine a € A, si on note { = eV~ ((C1)¢(Cy)~t € exp(2my/—1/mZ) et B est un
morphisme de T? dans G.

La réciproque est trivialement vraie.

2.6. Démonstrations des théorémes 2.2.2 et 2.2.3

2.6.a. Le groupe des itérés. — Supposons donc donné (w, A) € SW>(R?/Z%,G)
(w minimal), dont la suite des itérés est compacte en topologie C*. Le groupe abélien
T(w,A) = Adh*°((w, A)"™)nez est donc un groupe abélien compact sans petits sous-
groupes. On a donc, d’aprés les théorémes 2.3.3 et 2.3.4 :

Lemme 2.6.1. — T (w,A) est homéomorphe au produit RM /ZM x Z/1Z. Ainsi,
T((w, 4)") := Adh®(((w, A)")")nez
est homéomorphe & un tore TM.

Il est donc naturel d’étudier la réductibilité de (w, A) quand 7 (w, A) est connexe.
C’est ce que nous faisons dans la section qui suit.

2.6.b. Réductibilité de (o, A) quand 7T (a, A) est compact connexe. — Cette
section 2.6.b est consacrée a la preuve de la proposition qui suit ainsi qu’a celle du
théoréme 2.2.2.

Proposition. — Supposons que T (w, A) soit compact (w étant minimal). Il existe alors
B € C°(R%/xcZ% G) (on xg est lentier du lemme 2.3.14) et Ag € G tels que, pour
tout x € R,

A(z) = B(z + w)AoB(z) ™"
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et B vérifie, pour tout k € Z9,

B(z + xgkw) ' B(z) € Ta,,
pour tout x € T2, ot Ta, est un tore mazximal passant par Ao.
Corollaire. — Le théoréeme 2.2.2 est vrai.

Démonstration du corollaire. — Notons T P’adhérence de {(sw, Z*(-))}scr en topo-
logie C* : c’est un groupe abélien compact connexe donc il est homéomorphe & un
tore de dimension finie. Nous noterons 1 le morphisme ¢ — (tw, Z!(-)). Notons pour
t € R, T; 'adhérence de {(tw, Z¢(-))" }nez. Nous allons montrer que I’ensemble E des
t € R tels que T; égale T est un Gs-dense de R. Considérons un recouvrement de T
(qui est un tore de dimension finie) par des ouverts (Up)pen et notons Ej, ’ensemble
des t € R tels que T N U, soit non vide. C’est évidemment un ensemble ouvert. Il
est en outre dense dans R puisque pour tout ¢t € R et tout € > 0 il existe un teR
tel que |f— t| < € et tel que ’ensemble des nt + mt, n,m € Z soit dense dans R. En
nt +mt
n+m’
ona |t —t| < eet(n+m)nt') € Uy c’est-a-dire que T N U, est non vide. Ainsi,
E =NpE, est un Gs-dense.

De la méme facon ’ensemble E“ des t € R tels que tw soit minimal sur R%¢/Z4
est un Gs-dense. Choisissons alors to € E N EY¥; I'élément (tow, Z(-)) vérifie les
hypothéses de la proposition précédente et est donc conjugué & une constante mo-
dulo un revétement xg-fini. Le théoréme 2.2.1 permet alors de conclure la preuve du
corollaire. O

particulier, il existe n,m € Z tels que n(nt + mt) € Up. Or, si on note t' =

Nous noterons 7 = T (w, A).

Propriété de cocycle. — Tout élément i € T est un élément de Diff*°(T¢ x G) de la
forme suivante :

n:T¢xG — T¢xG
0,y) — (0+a,V(0)y),
ot V € C®(T4,G) et a € T?. Nous noterons a = p(n), V() = V,,(8). Ainsi
n(6,y) = (6 + p(n), V4(0)y).
Il vient donc
non@y) = (0+p®n on), Vyon(0)y)
(0 +p(n) +p(n'), Vi (6 + p(n)) V2 (0)y)
(0 +p(n) +p(n'), V4 (8 + p(n')Viy (0)y).

Par conséquent,
p:(T,0) — (T%+)
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est un morphisme continu. On a en outre la propriété de cocycle :
(18) Vipon = Vi © Ry(ny - V.
Lemme 2.6.2. — Soitp: RM /ZM — R?/Z%, un morphisme continu de groupes addi-

tifs et surjectif (M > d). Alors il existe un morphisme continu r : R4/Z¢ — RM |ZM
et un entier m > 1 tel que

por=m-Id.
Démonstration. — Le morphisme p admet un relévement p € Lin(RM™, R¢) surjectif
et envoyant ZM™ dans Z¢. La matrice de p dans les bases canoniques respectives de
RM R est donc de rang maximal, & coefficients dans Z et définit une application
Q-linéaire 5 : Q™ — Q9, qui est également de rang maximal (et donc surjective). Il
existe par conséquent 7 : Q¢ — QM Q-linéaire telle que po7 = Id. Ceci montre qu’il
existe un entier m > 1 pour lequel m7 : Z¢ — ZM. Finalement, r = m7 définit une
application T¢ — TM | vérifiant por =m - Id. O

Construction de la conjugaison. — Definissons K comme étant
K ={V3(0), n€ T, p(n) =0}
K est un sous groupe abélien de G puisque la propriété de cocycle (18) peut se récrire,
si p(n) = p(n') =0,
Vion (0) = V3(0) - Vi (0).
Ainsi, n = V,(0) est un morphisme.
Le lemme 2.3.11 montre qu’il existe un tore maximal 7' contenant KX¢&.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.6.3. — Il existe B € C®(R%/mZ%,G) (m étant entier du lemme 2.6.2)
et Ag € G tels que, pour tout x € R,

A(x) = B(z + w)AoB(z) ™.

En outre, il existe un tore mazimal Ta, passant par Ao tel que, pour tout k € Z4,
B(x + kxa) "' B() € Ta,,

ot xg est Uentier défini en 2.3.d.

Démonstration. — Nous montrons dans un premier temps qu'’il est possible de trouver
un B € C°(T%,G) qui vérifie les conclusions de la proposition, puis nous montrons
que ce B est en fait C°.

Puisque 7 := Adh((w, A)")necz est un tore il existe toujours un élément a € T tel
que

xga = (w, A).
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Avec les notations du lemme 2.6.2 qui définissent r,m, notons w' € T¢, un point
satisfaisant

(19) por(w) =mw' = p(a)
(p((w, A)) = w); alors
(20) por(xew') = p(xga) =w =myew'

La propriété de cocycle donne, vu p o r(6) = m#b,

VXGa+r(0)(O) = nga(me) : Vr(o) (0)
VXGa—r(xGw’)+r(xcw’+0)(0)
Vr(xgw'+0) (0) . ch;a—r()(cw’)(o)~

Donc,

Vr(xaw’+0) (0) = ana(ma) : Vr(b‘) (0) : an(a—r(w’)) (0)_17
ou encore
(21) Vr(xaw’—l-O) (0)—1VXGa(m0) ’ VT(G) (0) = ch(a—r(w’))(o)'

Remarquons que (19) entraine
pla—rW')) =0,

et donc, si

Ao = Vyg(a—r(w) (0),
on a, par définition de K,

Ao = Vg (ar(w) (0) = Var o (0)X¢ € KX¢ C T.

Posons, pour tout € R,

B(z) = Vi(ra(z/m))(0),

ou mg : RY — RY/Z? est la projection canonique. B est donc mZ9-périodique et
continue puisque V(4 (0) Dest.

Puisque Vygq = (w, 4), equation (21) se récrit, pour tout z € RY,
A(mz) = B(mz + mxew') Ao B(mz) ™!,
ou, d’aprés (20),
A(z) = B(z + w)AoB(z) ™ .

On a ainsi démontré la premiére partie de la proposition 2.6.3 avec une conjugaison
seulement continue.

Posons 8 = wg(xz/m) et 8’ = wg(z + kxg/m). On a

Ve@)(0) = Vi) (04 p(r(8) = 7(8"))) - Vio)—r(e)(0)
= Vi)(0) - Vi()—r(6)(0),
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puisque
p(r(8") —r(0)) = m(¢' - 0) = ma(xck) = 0.
Ainsi,
Vo6 (0) ™1 - Vo(9)(0) = V_r(0)12(9)(0),

Or, ce dernier est dans KX¢ car il est de la forme

xg - r(ma(k/m)).
(por(mg(k/m)) = mq(k)). Ceci et la remarque faite plus haut montre que

B(z + kxg) 'B(z) € KX¢ C Tha,,

complétant la démonstration de la proposition 2.6.3 avec un B continu.

Montrons & présent que B est de classe C*°. 1l suffit pour cela de montrer le lemme
suivant.

Lemme. — Supposons que (w,A) € SW>®(T?,G) soit tel que T (w,A) soit compact

en topologie C® et qu’il existe B € C°(R?/mZ%,G) et Ag € G tels que

(22) VzeRY A(x) = B(z + w)AeB(z)™?

Alors, B est de classe C*°.

Démonstration. — Nous noterons A,(8) = Al + (n — 1)w)--- A(f); on a donc

(w, A()"™ = (nw, An(")) et

(23) Ay (z) = B(z + nw) Ay B(z)™*

La suite A,(-) est relativement compacte en topologie C>® dans C®(R4/Z4, G).
Soit Xo € g tel que eX° = Aj et notons B, ..., B, les nombres £ (Xo), - - -, B4(Xo)

ou les 3; sont les formes linéaires définies dans la section 2.3.b. Supposons par exemple
que (w1, ...,wq, B1,.-.,Br) soient indépendants sur Q tandis que, pour ¢ > ¢ >r+1,

Bi € Qui+ - Qua + QB1 + - + QBr.
Il est alors possible de trouver une suite d’entiers n; telle que

lim n;(wi,...,wd, B, 0r) = (w1,...,wq,0,...,0) (mod Z).
1—00

Tl est alors clair que les n; 85, 7+1 < j < g convergent quand ¢ — 0o, vers des ensembles
B; + %Z ot les (B; sont dans le Q-module engendré seulement par ws,...,wq et ol &

est un entier non nul. Par conséquent quand i — oo, (ca€niw, ASS™) (cq étant le
cardinal du centre de G) converge dans T x Ty, (o1 T'4, est un tore maximal passant
par Ag) vers un élément (£w, Ag) ot les caractéres de Ay sont dans exp(v/—1(Q¢,w))
et ou & = ch Par ailleurs, la relative compacité de la suite A,(-) montre donc
qu’en passant 3 la limite dans (23) (quitte & extraire une sous suite de (n;)) il existe
A€ C™(T4,G) tel que (w, A(-)) € T(w, A) et qui vérifie

(24) A(z) = B(x + £w)AgB(z) ™!
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Nous noterons de méme (w, /T)" = (nw,gn). Appliquons alors la proposition 2.5.5 :
quitte & remplacer m par un de ses multiples et & multiplier B & droite par un
morphisme (qui est forcément C*°) de T¢ dans G, on peut toujours supposer que
Ay = Id ; c’est ce que nous ferons tout en conservant les mémes notations pour m et
B. L’égalité (24) se récrit alors

(25) A(z) = B(z + &w)B(x) L.
On a donc

Ay (2)B(z) = B(z + ktw),
pour tout k € Z.

Plongeons & présent G dans U(L) ¢ M(L,C) via p. Pour tout € > 0, il existe
B. € C®(R%/mZ? M(L,C)) qui est e-proche de B en topologie C° (|B: — Blo < ¢),
si bien que si € est suffisamment petit,

<1
9’

/Rd/ 4 B.(z)"! - B(z)dz — Id
m

et I'intégrale précédente est une matrice inversible dans M (L, C).

Il vient alors en multipliant & gauche les membres droite et gauche de (25) par
B.(x + kéw)~! et en prenant la moyenne de k =1 a k =n,

(X Bl kew) M A (@) - Bl@) = = 3 Bele+ k) Bl + héw).
k=1 k=1

Puisque £w est minimal sur R%/mZ¢ et que B! - B est continue, le membre de droite
converge uniformément vers

T:/ B.(z)"! B(z)dx
Rd/mZd

qui est inversible, tandis que la relative compacité de la suite (Be(. + kéw) 1A (+))k
dans C®(R¢/mZ?, M (L, C)) entraine celle de la moyenne du membre de gauche et
la convergence de cette moyenne (pour une suite extraite) vers une fonction Z €

C*®(R?*/mZ? M(L,C)). On a alors
Z(z) - B(z) =T,

et puisque I est inversible (tout comme B(z)) il en est de méme de Z(z). Au total,
B(x) = Z(x)~*-T est une fonction de classe C*. Ceci conclut la preuve du lemme. O

Enoncons & présent :

Lemme 2.6.4. — Supposons qu’il eriste A € C*°(R4/Z%,G), B € C*(R*/mZ%,G),
Ag € G, tels que
A(z) = B(z + w)4oB(z) 7",
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et que, pour tout k € Z,

B(z + kxc) ' B(z) € Ta,,
ou T4, est un tore mazimal passant par Ag, et xg est l'entier défini en 2.5.d; alors
il existe B € C®(R%/xcZ% G), Ao € G tel que

(w, A) R(w, B) (w, Ao).
Démonstration. — Posons pour tout k € Z¢,
(26) Ck(z) = B(z + kxg) 'B(x) € Ta,;
Utilisant le fait que A est Z¢-périodique,
A(z) = B(z + kxg + w)AoB(z + kxg) !,

et donc

Ag = Ck(.’I? + w)A()Ck(:L‘)_l.

Remarquons qu’évidemment
Ao € Kx¢&,

au méme titre que Cy, (cf. (26)), si bien que C} commute a Ay, et ’équation précédente
se récrit
Cr(z + w) = Ck(x);
comme w est minimal, et Cy est mZ? périodique, C, est constant; on notera cette
constante Cy, € Ta,. Remarquons que, pour tout k,l € Z¢,
Crt1 = CyCy.

Donnons le lemme évident suivant,
Lemme 2.6.5. — Soit k — C}, un homomorphisme de Z% sur un tore T. On peut alors

le prolonger en un morphisme C de R? i valeurs dans T (donc pour tout k € Z,

C(k) = Ci).

Démonstration du lemme 2.6.5. — En effet, si p; : T = R"/Z" — R/Z est la pro-
jection, (Zy,...,Tn) > T, alors, p; o C est un caractére de Z", donc de la forme
pi(k) = (a;, k) (mod Z), ot a; € R™. 11 suffit donc de prolonger C en C,

n
C(z) = ji(ai, ),
i=1
ou j; : R/Z — R"™/Z" est 'injection canonique, Z; — (0,...,0,%;,0,...,0).
Ceci achéve la preuve du lemme 2.6.5. O

Ecrivons
B(z + xck)"'B(z) = C(k) = C(z + xak)C(z)?,
soit
BC(z + xgk) = BC(z),
C’est-a-dire que BC est xgZd-périodique.
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En outre,
A(z) = B(z+w)A¢B(z)™!
= B(z+w)C(z +w)(4C(~w))C ()  B(z) ™,
ce qui prouve que A est réductible modulo un revétement xg- fini et compléte la

preuve du lemme 2.6.4. O

Les lemmes précédents fournissent la preuve de la proposition 2.6.3.

2.6.c. Réductibilité de A dans le cas général, preuve du théoréme 2.2.3

Les sections 2.6.a et 2.6.b montrent (en reprenant les notations du 2.6.a) que
(w, A)! = (lw, A;) est réductible modulo un revétement xg-fini, i.e. qu’il existe B €
C®(R4/xcZ% G) et Up € G tels que, pour tout z € RY,

B(z + lw)A)(z) B(z) ™! = Up.

Ceci se récrit
B(z + lw)A(z + (I — 1)w) --- A(z) B(z) ™! = eXo,

soit

Az + (1 = Dw)--- A(z) = X,
si on pose
(27) A(z) = B(z + w)A(z) B(z) .

Par conséquent, dans SW (R%/xcZ%,G) on a (w, ﬁ)l = (lw, Up) et par conséquent,
(w, A) € Zsw (Iw, Vo).

Appliquons le théoréme 2.5.8 aux systémes (w, ;1\), (lw,Up) dans SW(R%/xgZ%,G) :
il existe un morphisme D : R%/xgvgZ® — G et un Ay € G tels que

D(6 + w)A(6)D(6)"! = Ao;

en vertu de I'identité (27), ceci signifie que (w, A) est réductible sur R?/XgZ¢ x G ou
XG = xagva- Ceci conclut la preuve de la premiére partie du théoréme 2.2.3.

Considérons & présent afin de conclure la preuve du théoréme 2.2.3, le cas particulier
ol xg = 1. On a alors de la méme fagon que dans le lemme 2.6.4,

Proposition 2.6.6. — Supposons que xg = 1 et qu’il existe des applications A €
C>®(R%,G), B e C®(R?/mZ?, G) et une constante Ag € G telles que

A(z) = B(z +w)AoB(z)™!.
Alors il existe B € C®(R?/Z¢,Q) et Ag € G tels que (w, A) R(w, B)(w, Ag).
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Démonstration. — Déja, quitte & remplacer m par un de ses multiples, & multiplier
B 4 droite par un morphisme D de T¢ — G et & remplacer Ay par Ay = D(—w)Ay, il
est possible de faire en sorte que les conclusions de la proposition 2.5.5 soient vérifiées
pour ﬁo. En reprenant les notations du lemme 2.6.4, on a encore

Ci(x + w) = AgCi(z) - A5Y,

et, d’apreés le corollaire 2.5.4, C, = cste. On a alors pour tous k,l € Z¢, Cr1; = CxC,
ainsi que Cr Ay = AoCk. Comme xg vaut 1 les C; et Ay sont dans un méme tore
maximal. Le lemme 2.6.5 s’applique et on conclut comme dans le lemme 2.6.4. O

Ceci termine la preuve du théoréme 2.2.3. O

2.7. Démonstration de la proposition 2.2.4

Fixons Tg un tore maximal de G. Le groupe produit T¢ x T est difféeomorphe &
un tore de dimension finie. On peut donc définir ’ensemble Sy des U € T tels que
(w,U) soit minimal (sur le tore produit). Il suffit alors de poser

S=J Ad(V)-Sr.

vea
Lemme 2.7.1. — Le complémentaire de S dans G est de mesure nulle pour la mesure
de Haar de G.
Démonstration. — 11 suffit d’utiliser la formule de Weyl (cf. par exemple [6], prop.
21.15.4, p. 106). O

Terminons la preuve : il suffit de la faire pour les difféeomorphismes. Supposons
donc que, pour A € C®(T%,G), il existe Ag € G et B € C®°(R?,G), TZ%périodique
(T entier non-nul), tels que

(28) A(z) = B(x + w)AoB(z)™ 1.
Pour tout k € Z¢, posons
Cx(z) = B(z + k)~ - B(z).
L’hypothése suivant laquelle B est TZ%périodique montre que
Cr(z) =1d.
Par ailleurs 1’equation (28) peut s’écrire
Ao = B(z + k+w) *A(z)B(z + k),

et donc

Ap = Ci(z +w) AeCi (),
Oou encore
(29) Ci(z + w) = Ad(Ay) - Ck(x).
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Ainsi, pour tout entier [,
Cr(z + lw) = Ad(4}) - Cr(x);

comme Ag est dans &S, il est possible de trouver une suite /; telle que [;w tende vers
0 dans T¢ et A4 tende vers un élement régulier noté A.

Donc,
Cr(z) = Ad(A) - Cx(z).
et donc Cy(z) est dans le tore maximal T4, (car A est régulier). En particulier, Cy,(z)
commute & Ag et donc, vu (29),

Cr(z + w) = Ck(2),
c’est-a-dire que Cj, est constante. En outre, les C}, sont dans le tore T4, et
Ck—H = CC,.

Donc, k — Cj est un morphisme de Z¢ sur un tore (cf. lemme 2.6.5). On peut toujours
prolonger ce morphisme 4 R?. Notons le C(z). On a

B(z + k)"'B(z) = C(k) = C(z + k)C(z) 7!,

et donc
(BC)(xz + k)"'BC(z) =1d.
En outre,
A(r) = B(z+w)AoB(z)™!
= B(z+w)C(z +w)(AC(-w))C(x) ' B(x)™?,
ce qui prouve que A est réductible modulo B = BC. O
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CHAPITRE 3

METHODE K.A.M. CLASSIQUE,
RESULTATS EN MESURE POSITIVE

Nous donnons dans ce chapitre une démonstration du fait que, pour une famille
de systémes quasi-périodiques dépendant d’un paramétre réel et proche d’une famille
de systémes constants, la réductibilité a lieu pour un ensemble de mesure positive
(en le paramétre). Ce résultat n’est certainement pas nouveau (dans un cadre analy-
tique et un peu différent on peut consulter [8], [18], [3]), mais nous sera utile pour
aborder les problémes de densité au chapitre 5. En outre, la preuve elle méme est
une introduction aux méthodes qui seront développées ultérieurement. Le théoréme
que nous montrons est essentiellement de type perturbatif et nous permet d’illustrer
la classique mais puissante technique due & Kolmogorov, Arnold et Moser (KAM).
On peut cependant en donner une démonstration plus rapide dans le cas C*° (mais
inefficiente en analytique) qui repose sur un théoréme de forme normale que nous
exposons au chapitre 4 et dont la démonstration utilise le théoréme d’inversion locale
de Hamilton.

Nous ne considérons dans ce qui suit que le cas des flots.

3.1. Enoncé du théoréme

Dans tout ce chapitre G est un groupe de Lie réel compact semi-simple, g représente
son algébre de Lie, ¢ est un tore maximal. L’ensemble des racines par rapport & ¢t sera
noté, comme au chapitre 2, A. Nous noterons ¢,r, m respectivement, le nombre de
racines de ’algébre, la dimension de ¢, la dimension de 1’algébre g.

Nous rappelons que nous notons | | les normes C? et | |gs les normes de Sobolev
H®. Si F € C*(R%/Z%), nous notons F(k) le k-iéme coefficient de Fourier de F,
TNF la série tronquée ElkISN f‘(k)ez"‘/‘_l(k'”’), RNF le reste F — TnF et TyF =
TnF — F(0).



54 CHAPITRE 3. METHODE K.A.M. CLASSIQUE, RESULTATS EN MESURE POSITIVE

Nous supposons fizé w € R¢ dans CD(vy,0) oy > 0 et ¢ > d ce qui signifie que,
pour tout k € Z¢ — {0},
-1
Y
k > —.
I(k,w)| > G
C’est un résultat classique que l’ensemble,
U ¢p(v,0),
¥>0
est de mesure totale dans R¢, pourvu que o > d. Introduisons également ’ensemble
DST(N,K) (en abrégé DS™(N, K)), ou N, K, sont des réels positifs, constitué des
a € R vérifiant pour tout k € Z4, tel que 0 < |k| < N, l'inégalité,
-1

a— (kw)| > —.
o= Bl 2 e

On comparera cet ensemble aux ensembles DS(N, K) définis au chapitre 5 qui cor-
respondent au cas 7 = 0.

Nous fixons également,

(1) v>2d+2.
Ceci étant, nous pouvons définir
d
(2) as =4 (fim2 max(o,7) + 3 + 3(}'I/> +1=4a; +1,
13
(3) 80:3(d+az+?l/+3),

Bo = 2(az + 1) + Tv.

Nous fixons aussi A = [a, b] un intervalle de R de longueur |[A| = b — a.
Le théoréme principal est le suivant :

Théoréeme 3.1.1. — Supposons fizé w € CD(v,0). Soit A1(A) un élément de C*®(A,t)
(i-e. & valeurs dans le tore t) tel que, pour tout o € A,

Ox|lao A1 (A)| > 1 >0,
et

_ J
M, = jghafleav‘ll,

ot py > 0 est fizé. Il existe alors sg € Z, défini par (3) et no > 0 de la forme

m Bo
m=(este) (L)
1

(ou C > 0 est une constante) pour lesquels le résultat suivant est vrai : si Fi(z,\) €
C>®(T9 x A,g) vérifie n = maxj=0,1,2 |04Filss < Mo, alors Uensemble des A € A
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pour lesquels le syteme (w/2m, A1(A\) + F1(-, A)) n’est pas réductible est de mesure de
Lebesgue inférieure a

(cste),ul_l . 772(V—3d)/3B07
ot la constante dépend de tous les autres paramétres du probléme. D’autre part, quitte
a enlever un ensemble de mesure nulle de ’ensemble des A pour lesquels (w/2m, A(N)+
F(-,\) est réductible, on peut supposer que le systéme (w/2m, A(A) + F(-,))) est
conjugué a un élément générique au sens du chapitre 2.

Remarquons que si on choisit v grand (3v/20) est de I’ordre de (3/2) - (2ag+7)~!
(mais sg devient grand également).

Le théoréme précédent est également vrai en analytique, et le résultat en classe C'*°
en découle (cf. par exemple [14] ou le chapitre 6 section 10). Nous ferons cependant
la démonstration en classe C'*°.

Remarque. — L’ hypothése qui oblige A; (\) & n’évoluer que sur un tore maximal, n’est
en fait pas restrictive puisque par conjugaison on peut presque toujours se ramener 3
ce cas (cf. lemme 3.4.3).

3.2. Méthode de démonstration

Nous exposons celle-ci dans le cas lisse, le plan en analytique étant le méme (seules
les estimées sont différentes).
Notons A;(A) + Fi(-, A), le systéme initial, et supposons que

|F1|30 < €1,

ol g1 est un réel suffisamment petit.

La méthode naturelle pour résoudre le probléme de la réductibilité, est de chercher

une conjugante B € C°°(T<¢,G) proche de I'identité, donc de la forme B = eY,

Y € C®(T4, g) proche de 0, qui conjugue A; + F; & un systéme As + Fy avec F du
«second ordre» par rapport & Fy (F) étant supposé du «premier ordre»),

(4) Ay + F» = L, /2. B(z) - B(z)™' + Ad(B(z)) - (A1 + F1).
En remarquant que
e¥ %1+,
et
Ad(eY) = e24Y) » 1d + ad(Y),
et en ne retenant que les termes du ler ordre dans (4), il vient

As = Lyj,Y -(I-Y) + (Id+ad(Y)) - (4, + F),
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soit, en ne retenant toujours que les termes d’ordre 1,

Az = Lyj2-Y + A1 + F1 + [Y, Aq],
ou encore
(5) =Ly j2xY +[A1,Y] = Fy — (A2 — Ay).

Les fonctions que 1'on cherche étant définies sur le tore T¢, on peut regarder leurs
composantes de Fourier (que I'on note avec des chapeaux) ; il vient

() ad(41) - Y(0) = F1(0) - (42 — A1),
et pour k € Z¢ — {0},
—V=1(k,w)Y (k) + ad(41) - Y (k) = Fy (k).
Comme ad(A;) n’est pas inversible on est conduit & poser,
Ay = A1 + F1(0),
et il reste & résoudre pour tout k € Z4 — {0},
[ad(A4;) — V—=1(k,w)1d] - Y (k) = F, (k).

Si ai,...,ag sont les racines de A;, ’endomorphisme ad(A4:) — v—-1(k,w)Id de g
admet pour valeurs propres, —v/—1(k,w) avec multiplicité dim¢ et v/—1(a;(A1) —
(k,w)). Son déterminant sera non nul si les a;(A;) — (k,w) sont non nuls ; cependant
ceci n’est pas suffisant car ils peuvent étre trés petits, auquel cas Y est grand. Pour
éviter ce probléme de petits diviseurs, on doit imposer des conditions diophantiennes
sur les a;(A;) c’est-a-dire qui garantissent que ces derniers sont assez loin des (k,w) ;
elles sont typiquement de la forme

K-—l
(7) lai(A1) — (k,w)| > TR
Ceci permet d’obtenir des estimées du type,

[Yls < CK)|F 547,

ou 7’ dépend de 7 et de d. Pour éviter ce phénoméne de perte de 7' dérivées, ca-
ractéristique des problémes de petits diviseurs, il faut modifier ’équation (5) en y
remplagant F} par une troncature de sa série de Fourier & ’ordre N > 0, Ty F;. Les
estimées ainsi obtenues deviennent :

(8) Y|, < C(K)NP|F|,,

ou B > 0 dépend de 7 et de d mais pas de s.
Résumons ce que nous avons dit. Sil’on peut imposer des conditions diophantiennes
(7), pour tout 0 < |k| < N, l’équation linéarisée

9) —Ly2Y +[A1,Y]=TNF1 — F1(0),
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admet une solution Y vérifiant (8). Posons alors

As = Ay + F1(0),

Fy = Lw/z,,ey . e'y + Ad(ey) . (A1 + Fl) — A,.

Le fait que (modulo un reste di a l'introduction d’une troncature de Fi), F3 soit
«quadratique» en Y et F, permet de combattre le facteur N# dans (8) et d’obtenir
que F, est «beaucoup plus petit» que Fj. Ainsi si la procédure précédente peut
étre itérée, on obtient des suites, A,, F,,,Y,, avec F},,Y, tendant trés vite vers 0. Le
produit e¥~ - - . e¥1 converge vers un B et A, converge vers un A. Il vient

(w/2m, A1 + F1()) R(B) (w/2m, A).

Il n’y a cependant aucune raison pour qu’a 'ordre n les a;(A,) soient diophantiens.
Pour pallier ce probléme, il suffit de remarquer que dans la construction précédente,
les A, dépendent en fait de ), et il est possible de voir que si A;()\) a une «bonne»
dépendance en A, il en est de méme de A,()). Ainsi pour obtenir des conditions
diophantiennes sur A2 () il suffira d’exclure de I’ensemble des paramétres, les mauvais
). De méme, vu que Ax()) est une petite perturbation de A;()) et de ce fait a une
bonne dépendance en ), il suffit d’enlever de ’ensemble des bons paramétres obtenu &
I’étape précédente, un nouvel ensemble de mauvais paramétres. Si I’on peut montrer
qu’apreés litération (infinie) de cette procédure I’ensemble des bons paramétres est de
mesure positive, le résultat sera démontré.

Le plan du chapitre sera donc le suivant.

Dans la section 3.3, nous écrivons un lemme concernant ’équation linéarisée (9).

En 3.4, nous donnons un lemme de conjugaison qui fournit des estimées & la n-iéme
étape en fonction de la (n — 1)-iéme.

Au 3.5 enfin, nous achevons la preuve du théoréme.

3.3. L’équation linéarisée
Nous énongons le lemme suivant :

Lemme 3.3.1. — Soient M, N > 2, A € R un intervalle, A(A\) € C*°(A,t) une famille
4 un paramétre satisfaisant, pour tout o € A et tout A € A,

(10) a0 A(A) € DS"(N, K),
max [95A(N)| < M,

et F € C®(T? x A, g). Alors, il existe Y € C®(T¢ x A, g) vérifiant
(i) pour tout (z,\) € R x A,

Loj2rY (z,0) + [AN), Y (2, N)] = TN F(z,)),
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(i) Pour j =0,1,2,

(11) 0¥ 1s < 1, K3TMPm NOm max(0m) /2 max |8) F.),
SEsSg
(12) 8] Ly oY |5 < €1, K3TM3™ NOm* max(o,r)+d/2 max |04 F ],
S

avec (par exemple),
(13) c1,6 = 300 - (27)°2%/2(2 + |w|)>™ (m2)))3 (1 +~°").

Démonstration. — Associons a tout A € g, ’élément A®1 € g®C. Alors, ad(A®1) €
gl(g® C) est semi-simple et ses valeurs propres sont 0 avec multiplicité r = dim ¢ et les
V=1-(a(A))aca- Ainsi 'opérateur ad(A®1)+v/—1(k,w) Id, est également semi-simple
de valeurs propres /—1(k,w) avec multiplicité dimt et (v—1a(4) + v—1(k,w)),
a € A. Son déterminant vaut donc

| det(ad(A) + v=1(k,w) 1)| = |(k, )" ( T] le4) + (k,w)]),
a€cA
et, vu I’hypothése sur les racines de A,

|det(ad(A) + vV=1(k,w)Id)| > (y7*/|k|7)" - (K~*/|k|")T
(14) > ATTK k| et

Nous utiliserons desormais le méme symbole pour désigner A et A ® 1.
Si U € gl(g) est un endomorphisme inversible, il existe une constante ¢; = (m?)!
(m = dim g) telle que (on prend ici la norme sup sur les coefficients de matrices),

U] <&@ det(U)| U™
Ceci implique, en posant Uy = v/—1(k,w) Id + ad(A),
I[V=1(k,w) Id + ad(4)] | k| KT - |[V=1(k,w) Id + ad(4)]|™ !
Gkl Ty KT (2)A] + (k,w))™
G k7T KT (2M + |w|N)™
A@+ W)™ KT KN + M)™ L

IANIN AN IA

(15)

Vu que M + N < NM (puisque M, N > 2) nous avons finalement prouvé que, pour
tout A € A,

(16) |[V=1(k,w) Id +ad(A(\)] | < k|77 KT (MN)™* 1,
avec
& =2+ W)™ m?)y"
Posons alors, pour 0 < |k| < N,
(17) Z(k,\) = [V=1(k,w) Id + ad(A(\)] " - F(k, \),
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out F(k, \) représente le k-iéme coefficient de Fourier de F(-, \), c’est-a-dire

F(k,\) = / F(z,\)e 2mV=1(k2) gg
[0.1)¢

Définissons également 1’élément de C®°(T? x A, g ® C),

(18) Z@ N = > Z(k\emVTika)
0<|k|<N

et enfin dans C®°(T? x A, g), (en notant R la partie réelle et Z le complexe conjugué
de z),

(19) Y(z,\) = R(Z(z,\) = %(Z(x,/\) + Z(2,\).

Remarquons que, du fait de l'identité

LoppnZ(@ ) = > V=1(k,w)Z(k,N)e*V=1ke),
0<|k|<N

et de la définition de Z, il vient

Ly 2nZ (2, A) +ad(A(N)) - Z(z,\) = TnF(x, )),
et donc également

LyjorY (z,A) +ad(A(N) - Y (2, A) = TnF(z, \).

Evaluons & présent max;—g 1,2 |8§;Z (-;A)|s pour A € A, en écrivant, pour tout multi-
indice a (cf. formule (18)),

(20) 05352\ Mo < D kI8 Z(k, V)|
0<|k|<N
et en remarquant que
HZ(k,\) = & Z(k,\).
L’équation (17) et la formule de Leibniz montrent que, pour j = 0,1, 2,

J .
20 =3 (1) G4Vi ()@ Fik W),
=0

ou l'on a posé
Vi(A) = U ' () = [V=1(k,w) Id + ad(A(N))]
et donc

@D max [Z(k V] <8 max (1, [RVe(V)]) - mmax (1,4 F (k. V).

Evaluons maxo<;<2(|84 Vi (\)|) pour j =0,1,2:
wVi = U ' o\U UL,

RVi = 22U o\URU; ' ONUR U — U 03U UL,
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et par conséquent,
jmax [B V)] <2+ max (1,0 (V) - max(1, [U (D) 7).
Vu (16) on a
max(L, [Ux(\) 7 |*) < R[> 57 K5IV p)>»m* =D,
et d’autre part, puisque, pour j = 1,2, 6§;Uk()\) = 8§(ad(A(/\))), on a
jmax (118U < max(1,(2M + |w|N),2M)?

< (24 |w)E(MN)2.

Au total il vient
i 10 Vi (V)| < 288(2 + |w|)2K3T(MN)3™ =1 | |3ro+3ar
et donc, pour 0 < |[k| < N,
(22) jmax, EAAIES Gy KT 3 =1 N 3ro+3Gr+3m 1
ou on a posé
G = 282 + ).

D’aprés (21) et (22) et vu que » + ¢ < m? on a
max [0 Z(-, V)]s < 8-GK M TINT
7=0,1,

, o150 F
max (o, T) |1;1|a£§ jmax, |k|¥|O% F (K, ).
0<|k|<N
Or l'estimée (6) de la proposition A.1.1 de ’annexe montre que
> [KMEFEN] < @m)° (N + DY2B{F(, Vs
0<|k|<N

Par conséquent (N + 1 < 2N),

j 7(. ~ 7734 3 3m%—1 A76m? max(o,7)+d/2 i (.
max 10X Z (-, N)|s < CaK* M N jrzl}f'l)leaiF(,A)lsa

J
ou
Gy = 8(2m)*29/%¢,,
et, d’aprés (19),
(23)  max DY (N, < GESTMI NI mex(oD 2 max |03 F (- )]s,
Puisque nous en aurons besoin dans la suite, nous donnons des estimées similaires

pour L, /2, Y.
Vu que

L,jorY +[A Y] =TNF,
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il vient, pour j =0,1,2,
i o,
Lopn®Y = Tn(@F) = 3 (1) h(aa(a)) -0,
=0

ce qui montre que (c¢f. 'annexe section A.1)

j d j j ! !
[Lo/aw®iY 1o < (N + 1)2(2m)*|0 L, + 2 max (04 ad(4)] - masx |O4Y ..
Utilisant les inégalités (23) on voit que
) e 2 2 max(o.r )
(LY |, < B KOTMOm NOm s /2 a9, M),

avec
G = 2(2%2(21)® + 82y).

Le lemme 3.3.1 est démontré (puisque ¢1,5 > max(cq,Cs))- O

3.4. Le lemme de conjugaison dans le cas diophantien

Dans ce paragraphe nous supposerons que A C R est un intervalle, A(-) € C*°(A,t)
une famille & un paramétre d’éléments constants sur le tore t¢; soit également F' €
C*(A x T?,g) et posons

— J _ J
€ = max |RF];, M= max (|534],2).

Nous ferons également '’hypothése qu’il existe p > 0 et p > 0 tel que, pour toute
racine q,

VAeA, |Oh(acA)>pu>0 et |(acA)N)|>p>0.
Nous supposerons en outre que (v étant défini par (1))
(24) K =NV,
si bien que les estimées (11), (12) se récrivent
(25)  max (1Y (Ml 18 LuyarY (5 M) < e1,o(MN)* max [ F(-, N,
avec (max(o, ) > 1),
(26) a1 = 6m?max(o,7) + g— + 3qv.

Remarquons a; > 6.
Le lemme fondamental que nous démontrons dans ce paragraphe est le suivant
(nous renvoyons a (13) pour la notation c¢; ) :
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Lemme 3.4.1. — Supposons que g¢ vérifie
(27) 0170(MN)G160 S 1;

(en particulier eg < 1). Il existe alors une constante cg > 0 pour laquelle ce qui suit
est vrai : si p vérifie

p > 4cgteo,
et
Al < (1/2)cepM ",
et si pour tout A € A et toute racine o € A, on a
aoA(X) € DST(N,K),
alors il existe B =¢eY € C® (T4 x A,G), A' € C®(A,t), F' € C®(T?x A, g) tels que
A"+ F' =L,/3:B-B~' +Ad(B)- (A+F),

lao A'| > p' >0, |Ox(c0 A")| > p' >0, max, A"l < M,
J1=0,1,
avec
(28) M = M+Cgp-3M3€0,
(29) 5; S p—ZMaz [02,3Na2(€3€0 + 5(2)) + c27s,€s,N"‘(s'—s—d—1)]’
P >p—csp3M3so,  p' > p—cspT3M3e,
(30) |IB—1d|s < cs(p™! +c1,s(NM)*)es,
(31) 834’ (N) = AN < csp™* MPeq,

ot cg > 0 est une constante,

[Y|s <c1,s(MN)*es
(32) Ca,s = CsCh 4,

(33) az = 4a; + 1,
et ot on a noté €, = max;—g.1,2 |, F'|s.

La démonstration du lemme précédent se fait en deux étapes : dans un premier
temps on démontre que 'on peut conjuguer (w/2m, A+ F(-)) & (w/2r, A + F(-)) avec
F beaucoup plus petit que F. C’est ce qui est fait dans le lemme 3.4.2. Cependant
la famille K()\) n’est pas forcément sur le tore t, bien que n’en étant pas trés loin.
Dans un second temps utilisant le lemme 3.4.3 on construit une conjugaison 5()\) qui
raméne A()\) sur le tore ¢.
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Lemme 3.4.2. — Sous les hypothéses précédentes, il existe F € C™ (T? x A, g), Ae
C™(A,g) et Y € C®(T¢ x A, g) tels que

(w/2m, A+ F(-))R(e¥) (w/2m, A+ F()),
A = A+ F(0, ),
€ < Cscélt,s(MN)‘ml (e0es +€5) + Coey N—(8'—s=d=1)

Y|s < c1,s(MN)*g,.
Démonstration. — Posons

— J
(34) s = 28K, 103 F s,

Le lemme 3.3.1 nous fournit un Y € C°(A x T¢, g) tel que
Lyj2rY +[Y, Al + INF =0,
et vérifiant
(33) 2 (1Y 1o, 10 LuarY 1) < 1o (NM)™ mmax [0 Fl,.
Posons alors

A=A+ F(0,)N),

F =1L, e +Ad(e¥)  (A+ F) - 4,
ainsi que
g = ax, |0 F|s.
Calculons,
F=Lgp-e¥ e +AdeY) - (A+F)- A
= (D(€") Lyj2,Y) €Y +[Ad(e¥) —Id—ad(Y)] - (A+ F)
+(Id+ad(Y)) - (A+F) -4
=(S(Y)+1d)  LyjorY +L(Y) - (A+ F)+ A+ F +[Y,A] +[Y,F] - A.
ou l'on a posé
L(Y) = Ad(e¥) — Id — ad(Y) = €2Y) —Id — ad(Y),
et

S(Y)-H=[(Dexp)(Y)—1d]- He™Y = %—Id -H.
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Remarquons qu’il a été fait usage de la formule donnant la dérivée de ’exponentielle
(cf. [13] Th. 1.7 p. 105) :
e YDexp(X)-H = %{Z .
Utilisant le fait que
Lyj2:Y +[Y, A+ TNF =0,
on obtient
F=S8(Y) Lyj2:Y + L(Y) - (A+ F) + [V, F] + RnF,
et donc
HF =0 (S(Y) - LyjarY) + O (L(Y) - (A + F)) + 8{([Y, F]) + 3 (RN F).
Il s’agit d’évaluer chacun des termes précédents dans le membre de droite.
3.4.a. Estimées. — Si ’on applique les résultats de la section A.2.a de ’annexe, il
vient, pourvu que
Y] <1,
c’est-a-dire, si ’estimée (27) est vérifiée, les inégalités,

IL(Y)[s < cs|Y 5|V o,

[((DL)(Y)]s < es]Y]s,

|(D2L)(Y)|s <es(1+(Y]s);
de fagon similaire,

|S(Y)|S S 03|Y|s,
[(DS)(Y)s < es(1+1Y]s),

|(D2‘S)(Y)|s <es(L+1[Y]s).

Comme
M(L(Y)) = (DL)(Y) - 8rY,
B(L(Y)) = (DL)(Y) - 83Y + (D’L)(Y) - (OY, 01Y),
on a
[OAL(Y )]s < es([((DL)(Y)s|0xY |0 + [(DL)(Y)]olOAY |s),
et donc

10X (LY )]s < es(|Y[5]02Y |o + [Y]o[|OAY|5)-
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De méme,

|0X(L(Y))]s < €| (DL)(Y)]5|03Y lo + [(DL)(Y)o| Y |5
+ (D)LY )s|0aY [ + [(D*) L(Y)[0l0AY |s62Y o,

soit

10R(LY )]s < es(10aY [0l0AY | + [0AY I3 (1 + [Y|s) + [V [s|83Y Jo + ¥ [0]O3Y o),

Utilisant ’inégalité (35), il vient

max, |8JL(Y)|s < cs€ J(NM)3* (580 + €5(1 + €5)),
§=0,1,
et comme g9 < 1,

(36) jmax 1B L(Y)|s < o] (VM) (e420 + €5).

De méme,

OA(S(Y)) = (DS)(Y) - AY,

R(S(Y)) = (DS)(Y) - &Y + (D*S)(Y) - (8rY,8rY),
et donc
(37) [OA(S(Y))]s < cs(IOWY ]o(1 4+ |Y[s) + |01 ),

ainsi que

(38)
10X(S(Y)s < €s(103Y [o]OaY |5 + OAYI5(1 + [V [s) + |03V lo(1 + [Y]s) + [83Y o),

Ainsi, (37), (38) et (35) entrainent (vu que g9 < 1)

[OA(S(Y))ls < escf s (MN)>* (e0(1 +€5) + &),

|03(S(Y))]s < cscis(MN)&“ (65 + (0 + €2)(1 + €5) + €5€0).
Comme ¢¢ < 1, ceci se récrit, pour j =0,1,2,
(39) max [{(S(Y))ls < cuck ,(MN)* (5, + o).
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Nous rappelons que nous avons défini €, en (34). Ce qui précéde permet d’écrire
d’aprés (36), (vueg <1, M > 2) pour 5 =0,1,2,

J

(L) - (A+ F)ls < 3 () 4LY) - 80~ (4 + F),

=0
ZJ: ( )gagL(Y)|s|a§-’(A + o
+ |08 L(Y)]old ™ (A + F)ls
< 2y cf ((NM)* [(ese0 +€5) - (M +0) + 5 - (M +e)]
(40) <t (NM)39H (40 + €7).
Pour S, d’aprés (39)

7 .
BT (Lupse? )l = 3 (1) 1ASO) -0 LY,

=l

IA

0
J .

3 ( )laAS(Y el&i (L jn¥ o

= .

+105S())0l8 ™ (Lu/2nY)ls
< e, - c‘ll,s(NM)‘“‘1 [(es + €0)e0 + €0€s]

(41) < st J(NM)** (e560 + €7).
On a aussi,

J . .
1241V, F))s Z( )l[a&Y,ai"Fns

EJI (7) 14 110" Flo + 24 1olo§ 1.
(42) < csc 1,3(MN)‘“5850.
Estimées pour le reste. — Enfin,
& RNF = Ry(8F);

l’inégalité (7) de la proposition A.1.1 de ’annexe montre que, pour s’ > s +d + 1,

K F s
Ns’—s—d—l
Les inégalités (40), (41), (42), (43) montrent alors que (a; > 1)

(43) OBV Fls < co < g N=('ms=d=1),

&s < cscf J((MN)* (580 +€5) + Cyreg N™(8'—5=d=1)

ce qui achéve la preuve du lemme 3.4.2. O
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Les Z(z\) que ’on obtient de cette fagon ne sont cependant pas sur un tore maximal
mais n’en sont pas trop loin. Cette observation est exploitée dans le lemme suivant
qui nous permet de ramener par conjugaison A(\) sur le tore maximal ¢.

3.4.b. Revenir sur le tore. — Notons W (A4, d) le voisinage de Ay dans g,

W (Ao,8) = {A € g, |A— Ao <5},

et notons dist(Ay, F) la distance de Ay & ’ensemble E.

Lemme 3.4.3. — Soient M > 0, p > 0, t un tore mazximal, A les racines par rapport
atet Ay €t tel que |Ag| < M. Il existe alors des constantes cg,cr, une fonction
d(p) = cgp, et une application analytique P4, telles que, si pour tout o € A,

|a(Ao)| = p,

les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) 11[)140 € COO(W(A075(p))7 g): )
(i) supaew (ao.6(0)) D% ao(A)| < czp™7, ainsi que

sup  |DI(e¥4 ) —1d)| < e7p7Y;
AEW (A0,8(p))

(iii) pour tout A € W (Ao, 6(p)),
Ad(ed’Ao(A)) A= ead(’/’Ao(A)) -Aet,
1v) pour tout A € g, l'endomorphisme A restreint a t vérifie
(iv) A lend hi Dipg,(A fi
|DIpao (A)]t] < erp™ U+ dist(A, t),

(v) de méme,

(44) | D7 (Ad(e¥40 (D)) —1d]¢| < c7p~ U+ dist(A, t).

(vi) Enfin,

(45) le¥40() —1d | < erp™! dist(t, A).

Démonstration. — Notons k un supplémentaire de t dans g,
g=kot.

L’application ¥, définie par

U:kxt — g
(X,Y) +— Ad(eX) (4o +7Y),

est analytique et sa différentielle en (0, 0),

DlIl(()?O) = [Xv AO] + Y7

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



68 CHAPITRE 3. METHODE K.A.M. CLASSIQUE, RESULTATS EN MESURE POSITIVE

est clairement inversible (puisque a(Ap) # 0 pour tout @ € A). Le théoréme d’inver-
sion locale complété par le théoréme A.3.1 de ’annexe, montre que ¥ est un difféo-
morphisme analytique d’un voisinage de (0,0) sur W (Ap, d(p)) avec

6(p) = cep.
En outre, on a pour j =0,1, 2,

max DITY(A)| < erpd,
AGW(AO’J(’J))I (A) <erp

Soit p; la projection,
pL:kxt — k
(X,Y) — X,
et définissons
Y4, =pro¥h.

Les conclusions (i), (ii) (iii), sont alors immédiates. Pour prouver (iv) il suffit de
constater que, pour tout H € ¢,

Diyps,(H)|t =0,
car 14, s’annule sur ¢. Par conséquent I'inégalité des accroissements finis montre que

IDIp(A)|t] < max|DITy| - dist(t, A)

< crp~UFY dist(t, A).
La démonstration de (v) s’effectue de la méme facon : vu que Ad(e¥40) — Id = 0 sur
le tore t, on a

DI((Ad(e¥40) —1d)|t) = 0,
et I'inégalité des accroissements finis donne
|D7(Ad(e¥40(M) —1d)|t| < max|DIt!(Ad(e¥40) —1d)| - dist(t, A)
< erp~ YUY dist(t, A).

Enfin la preuve de (vi) s’effectue de la méme maniére. Ce qui achéve de prouver le
lemme. O
Fixons A\g € A. L’hypothése que ’on fait montre que, pour tout a € A,

loao Al > p,
et, pour A € A, par le théoréme des accroissements finis (vu que [A—MXo| < (1/2M)cep)
1
A — AQo)| < 5cop.

On a donc )
JA(A) — A(Xo)| < 506’) + €o,
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et comme gg < %cep, il vient que, pour A € A,
A € W(A(N0),6(1).

On peut appliquer le lemme 3.4.3 et définir, en posant ¥ = 1 4(»,),

B(X) = exp(¥(A(A) + F(0,))).
Par définition il vient donc, pour tout A € A,

Ad(B(N) - (A(A) + F(0,))) € t.
Posons alors

A'(N) = Ad(BOV) - (AQN) + F(0,N),

F'(\) = Ad(B(\)) - F()),

B(\) = B(\) - €YW),
D’apres (44), (45),
[Ad(BOV)l2 < ep™ (M + o),
et donc, pour j =0,1,2,
|03 F'|s < cp™(M + €0)&s < cp™2ME,,

ce qui, du fait de 'inégalité concernant €5, donne la formule (29).

Remarquons que le (vi) de la proposition précédente entraine que, pour tout A,

IB(A) —1d| < ep~ ' dist(A + F(0,\), 1),
et comme A(\) € ¢,
|IB(A) —Id| < ¢rp~teo.
Ainsi,
|[B(A)e¥ —1d|, 2(erp~reo + Y ]s)
clerp™ + c1,s(NM)*)es,

IAIA

(46)
ce qui donne l’estimée (30).
Enfin, notons f = Ad(e¥40) — Id. Constatons :
(47) A'N) - A = Ad(§(/\) —Id) - (A\\) + ﬁ(O,)\)) + ﬁ(O, A);
évaluons alors, |8 (Ad(B(\)) — 1d)| = |8 f(A(A) + F(0,)))|. On a
On(Ad(B(N) —Id) = DF(AN) + F(0,))) - (OxA + BrF (0, \))
= Df(A(N) + F(0,)) - (BrA) + Df(A(N)

+ F(0,))) - (B2 F(0, ).

69
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Or, d’aprés les inégalités (v) du lemme 3.4.3,
(D)AN) +FO,0) - (9rA)] < M -erp?|F(0,))]

(48) < erp My,
et

[(DF)(AM) + F(0,X)) - (BAF(0,\))] < cerp™2eo.
Ainsi,

|OA(AA(B(N)) — Id)| < cerp2 Me.
De méme,
B(AA(B(N) —1d) = (D2f)(A(N) + F(0, 1)) - (OxA + 1 F(0, 1), A + O\F(0, )))
+ (DA + F(0,))) - (B3A(N) + 83F (0, \)).

Le premier terme du membre de droite se majore comme précédemment par

M2c;p3e0 + crp™2(2Meo + 5%) < cerp 3 M2ey;
le second terme quant & lui est majoré par

crp~ 2 Mey.

Au total,
|02(Ad(B(N)) — Id)| < cerp™3 M2ey.

Par conséquent, la formule (47) montre que, pour j = 0,1,2,

BAN =AW < 3 (1) AAdBO) ~ 102 (4 -+ F0,1) + 5 FO.N

=0
J j )
S M zz—; (l>p_(]+1) (M +e0) + o

< CC7M3p_3€0.
En choisissant cg = cc; > 0 convenablement et en posant
4 4
C2,s =CsCp ¢ 2 CS(Cl,s + 007)

avec pour tout §', ¢z ¢ > ¢y, ceci achéve la preuve du lemme 3.4.1. Oa

3.5. La récurrence

Posons, pour v > 2d + 2,

(49) 3023(d+a2+?v+3),
(50) Bo = 2(az + 1) + Tv, (Bo > 2),
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C3,50 = 202’50 + C2,s0-

Observons que ¢35 > ¢2,5 > €1,5 > 1, que chacune de ces expressions est croissante en
setqueaz > ag.
Posons encore

(51) No = (30803,30(2M1)a2111_1)_ﬂ0 )
et, pour n > 0,
(52) N(p) =~/

on a alors pour 0 < 7 < 19, N(n) > 1.

Posons pour n = 0, No(n) = 0 et définissons N,(n),

(53) Np = NG/
Pour n > 0 nous définirons alors

K, =N,
(54) p=N""

(v > 0, c¢f. (1)). Remarquons que N, = Ni/_21. En outre, comme 3y > a; + 1, (51)
montre que, pour tout 0 < n < 1o,

(55) €1,0(2M1 N,)¥ N, (n)~P0 < 1.

Dans la suite w est un élément de CD(y,0), t un tore maximal de g, A(\) €
C>(A,t), F € C®(T¢ x A, g); p u, M > 0 satisfont pour tout a € A,

lao Al >p>0, [0r(aoA)>p>0,
— J
M= jr:n()z?‘l)fz(z, |6,\AD7

€s = jr:r%)?ffz |04 Fs,

Cep

< 25
Al < 8M
M, =M.

Ceci étant on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 3.5.1. — Soient 0 < n < ng. Si F vérifie

{Flsy <
jmax, |03 Flso <,

alors pour tout n > 1, il existe un ensemble II, de sous intervalles de A, disjoints
deuz & deux (II, n’est cependant pas une partition de A) pour lequel les propositions
suivantes sont vraies :
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(i) Si An,j € I, il existe A, € C®(Apj,t), F, € C®(T% X Ay j,9) et Y, €
C>®(T? x Apj,g) tels que

An(A) + Fo (5, A) = Ly jan (e 0N) - o7 CA 4 Ad(e¥»CN) - (Ap1 (A) + Frgi (5 A)).
(if) Pour tout A € A, ;, et tout p < n,

cep _ Cop
aoAn € DST(Np, Kp) NR\[~pn,pn] €t |An;| < SLM < 23\4:,

ot pnp, = inf(1,|a o A,|) .
(iii,) Si on note En,s = MAXj=0,1,2 |84 Fnls, tn = min(1,infaena [Or(a 0 Ap)|) M, =
max;—o,1,2 |05 An|, alors

(56) eno < NP0,
(57) En,so < Nz(d”””),
1
(58) M, < (2M,) (1 - 271—_1) .
1 1 1 1
(59) un2(§+2—n)u, pn2(5+2—n)p-

(iv) Tout Apt1,; € Ipyq est dans un Ap; € 11, et

(60) mes ( U A, — U An+1) < 4Cr(2§)"+1]\’;+('{_3d) ) l
An€ll, Ang1€lnyr H
(v) Sil, = card I1,,, alors ‘
ln < (2q)"N24,.
(vi)
[Yals < c1,6(Nny Mn)*en,s
La démonstration du résultat précédent se fait par recurrence.

Définition de I1,,. — Posons Ag = Ay, Fo = F; et Ao = A = [a,b], et supposons
la proposition vraie & 'ordre n > 0. Puisque (55) est vérifiée, le lemme 3.4.1 nous
permet de construire Any1, Frpp1 (n > 1) vérifiant pour A € Ua,, ;em, An,j,

Ant1(A) = An(A) + Fo(A, ).

Supposant définis & I’ordre n les intervalles A, ; € II,, introduisons

Jnt1,j = Ani N
-1

U U ((OéOAn+1)_l([(k,w) - T]j-El’(kvw) + Il(gl-nr-l])

a€A 0<|k|<Nn41
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Appelons Il ; ’ensemble des composantes connexes de Ay, j — Jp41,5. On pose alors
Mpy1 = Ujllny 5.

C’est un ensemble d’intervalles disjoints de A. Par définition pour tout @ € A on a
aOAn+1(>\) € DST(Nn+1,Kn+1) et |O£ OAn+1(/\)[ > Ppta- En outre |An+1,j| < |A| <
cep/8M < cepny1/2Mpya.

Ceci démontre que (ii) est vrai & l’ordre n + 1.

Appelons [, le nombre d’éléments de II,,. Vu que, pour a € A, a o A, est un
diffeomorphisme (donc strictement monotone), le nombre de composantes connexes
de

-1 -1
U ((aoAn)”l <[(k,w) - ]fgr;l,(k,w) + Il{gltl]) nAn,]) :

0<|k|<Nny1
est plus petit que 2+ gNZ,, < 2gNZ,,. Ainsi on a
Int1 <27 1n - NYyy,
soit
Int1 < (2Q)"Nyyy - N{ < (29" N9,

Ceci démontre donc le (v) & Pordre n + 1.
Puisque, pour tout a € A, a o A, est un difféomorphisme (donc monotone stricte-
ment) sur chaque A, ; € II,, vérifiant

|0 (a 0 An(A)] 2 pn > 0,

et comme la mesure de chaque J, ; est plus petite que

>

0<|k|<Nnt1

2K, 1
|k|™

< 2CTK;E17

oll ¢ = 37450 [k|77 < 00 (T > d), on déduit que (v > 2d +2)

1
mes U Ap — U Ant1 < #l,-2¢, Ny ;

An€ll, Apt1€lln 41

IN

Ceci prouve (60).
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Estimées pour €n0, €n,so, Mpn. — Choisissons donc Ap4+1 € II,41. Observons que
(56) montre que
eno < N7,

et par conséquent, en tenant compte de (55), ¢1,0(MpNp)% €no < 1.
Le lemme 3.4.1 s’applique et montre qu’il existe Ap+1 € C°(Apy1,t), Fry1 €
C®(Apt1 x T4 g), et Yy, € C®(Apy1 x T, g) tels que

Ap+ Fn =Ly e + Ad(e"™) - (An+1 + Fot1),
satisfaisant

jl_%aiX2 |8',7\Fn+1| < En+1,s |Yn|s < Cl,s(MnNn)al€n,s

-2 2 —(s'—s—d—1
Entls < pp M2 [02,st{2 (Ens€on + E5,0) + C2,8Em,00 Ny & 7° )] ,
—37r3
My < My + C8 Py, Mn€n,0-

ce que nous récrivons en tenant compte de la définition de p,,

2 2 —(s'—s—d—1-2
(61)  ent1,e < M2[ea, s N2t (ep,580,n + €5,0) + C2,00€m,00 Ny 5 7° v,

(62) My < My, + CsNzuMz%,o'

Si nous faisons successivement s = s’ = sg et s = 0,8 = sp, il vient, en majorant
grossiérement les inégalités (61), (62) et en posant c3 5, = 2¢2,0 + C2,505

(63) Ent1,s0 < €3,00 M2 [NSF2 (e0,06n,00 + €2 0) + N2, 401,
(64) En+1,0 < 3,50 Mp? [N32+3”€i,0 + N;(s°~d_1_zy)€n,so] ,
(65) Mpi1 < My, + cs N3¥ M3en 0,

(66) Pnt1 > pn — 8N M3en0,  pnt1 > pn — N3 MBe, .

On a alors, le lemme suivant qui établit que (iii),+; est vrai.
Lemme 3.5.2. — Soitey s, < 1o ; siles inégalités (56)-(59) sont vraies pour1 <n < p,
pour tout 1 <n < p+ 1, la propriété (P,) suivante est vraie :

2(d+2+2
En,so SNn( + + U))

En,0 S N;ﬁov

M, < (2My) (1 - 2%) ,

1 1
Hn 2 1 - 5t )
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Démonstration. — Prouvons le lemme précédent par recurrence.

La propriété est vraie pour n = 1 puisqu’on a 7 = N;(n)~Pe.

Les formules (63), (64),(65), (66) montrent que, pour voir que P, implique P,
pour tout n > 1, il suffit de vérifier

oo (M) (N2 42 (N o202 4 N 280) 4 N+ 2102420

2(d+242
S NnS—l V)7

avec Nig‘f’z”") = N3EF2+2) o

5,00 (2M1)% (N F2/ N0 4 N (romdm1m2) 224200 ) < N — N (/20

1 1.\% . 1
2M, (1 - 27) + cgN3¥ <2M1(1 - 2—n)) NP < 2M, (1 — W) ,
11 , 1\* _ 1 1
B (5 + 27) —cg N (2My) (1 - 2—n> Ny > (—2- + W) .
Pour vérifier les deux derniéres inégalités, il suffit de voir que les inégalités suivantes
sont satisfaites :

(MNP < 22
et

cs(2M1)> N3 —Po < 25:L17
c’est-a-dire

cs Niv=2m 1 (2M1)” < 1,
et

cgN3v=Poontl (o )3t < 1.
Or comme (3/2)™ > n pour n > 1 et puisque [y > 2a3 > 6 on a
N3V—[‘30 < N—Gn < N~(n+1),
par conséquent, pour tout n > 1,
NZv=Pogntl < (2/N)=("+D) < 2/N.

Le choix (52) de Ni(p) = N(p) que l'on a fait montre que les inégalités que nous
voulions démontrer sont satisfaites puisque

N > max(2csMEurt, 2cs M?).
Les deux premiéres inégalités se récrivent,

03,30(2M1)02 [st+2u—ﬂo—(d+2+u) + N32+2u—2ﬂ0—3(d+2+2u) + N;l] S 1’

IN

C3,50 (2M1)* [N;:?“"—““)ﬁo + N,;so+<d+1+2v)+2<d+2+2v)+(3/2mo] L
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Or les choix que nous avons faits pour sg, 8y (cf. (49), (50)) montrent que tous les
exposants intervenant dans les expressions précédentes sont plus petits ou égaux a
—1. 11 suffit donc de vérifier, pour tout n > 1,

33,5, (2M1)*2 Nt < 1,
ce qui est vrai vu le choix que nous avons fait pour 79 > n = N=P0 (cf. (51)).
Ceci achéve la récurrence. La proposition 3.5.1 est démontrée. O
3.5.a. Estimées plus fines sur ¢, ; et convergence

Quelques lemmes. — Nous énongons maintenant deux lemmes élémentaires qui nous
évitent les répétitions.

Lemme 3.5.3. — Soient oo > 0, v > 1 tels que a/2+1/2 < 37/2—2/3 et B > 0 tel
que

2
20a+1) < B < 5(7—1).
Si uy, est une suite vérifiant
Unt1 < C(Njub + N7);

alors, si u, tend vers 0,

unp = O(N,,; & ).
Démonstration
(i) 1l est facile de vérifier que, pour n suffisamment grand, n > ng,
(67) C(NENS? + N;7) < Ny G/28 = N3y,
du fait de

C(Ng—(lﬁ)ﬁ + Nr(l3/2)ﬁ—7) <1.
En effet remarquons que o — (1/2)8 < —1, et (3/2)8 — v < —1; ainsi, si ng est
suffisamment grand, pour n > nyg,
1 1
CNg—(l/Z)B < 5 et C’N,(f/z)ﬁ_" < 5;
par conséquent, l'inégalité (67) est toujours satisfaite.
Ceci montre que, pour n > ng, si u, < N;B, alors up 41 < N;fl.

(ii) Remarquons que 8 < (2/3), si bien que v/8 > 3/2. Fixons alors 2 > 6 tel que
v/B > 6 > 3/2 et supposons ng assez grand. L’alternative est maintenant la suivante :

(a) soit pour tout n > nyg,
un > (N; 7)Y,
auquel cas (0 < u, < 1)
unt1 < C(Njup +up) < 2CNZuy,;
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de facon classique on voit alors que, pour tout 3’ > (a + 1)(6 — (3/2))7 1, et

n > no(8'), ,
un < NP,

et u, = O(N;°°) c’est-a-dire décroit plus vite que tout N,7# pour tout 8 > 0.
(b) soit il existe une sous suite ny pour laquelle,
Up,, < (N,;:’)l/o et Up, < N;,]/o.
Or v/6 > 3, donc
Up, < N, —B

na
4 partir d’un certain rang, ng,. L’appl;cation du (i) montre donc que, pour
n>ng, Uy < N;ﬂ.
Ceci achéve la preuve du lemme 3.5.3. O
Lemme 3.5.4. — Soit u,, une suite telle que
unt1 < O(Ng " un + Ny %),
avec yo > 0, alors,
(i) si 1,72 > 0 alors, pour tout 0 < b < (2/3) min(vy1,v2),

un = O(N,;?).
(ii) sinon, siy1 =0,
(68) up, = O(C™).
(iil) siy1 < 0 alors, pour tout b > 2|11|,
(69) un = O(N?).
Démonstration. — Supposons C > 1 pour simplifier. On a

U < C"" Y(Np_y - Ny) " Muy + C" 2(Np—y -+ - No) " "aN;7 "% + - +aN; 3,
or,
n—1 k—1 n— j=
Np_1---Nj = NIZFJ- (3/2) < NG/ 1-3/2)°7Y) _ Nij—z’

CPN 2 (NP + N3UNT? o+ N2VUN %) + N, 2
cCPN2 (NP 4+ N3P -+ + N2T4) + N, 3.
Dans le cas (i) ceci donne la majoration
u, < cC"nN72MN2™ 4 N2
< ch”Nn_@/:;)’YI + Nn—(2/3)'rz’

Un

[VANVAN

et donc la conclusion du lemme dans ce cas. Les autres cas se traitent de la méme
fagon. O

Proposition 3.5.5. — Avec les notations précédentes, €,,s = O(N,; ).
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Démonstration. — Les deux résultats précédents nous permettent de prouver les
lemmes suivants.

Lemme 3.5.6. — Pour tout s > 0,
En.s = O(N2(d+1+20) 41y
Démonstration. — En effet, on a d’aprés (61) en faisant s’ = s,
Entl,s < C2,5(2M1)%2 (N22F2Ve, o + NIFIF2 ), 4 Npt2vel ).
D’aprés la proposition 3.5.1,
eno = O(N; ™)
et, puisque By > as + 2v,
Npt2en0<c et Npt2vel <,

ot ¢ est une constante positive. Il suffit d’appliquer le (iii) eq. (69) du lemme 3.5.4 avec
C =2c.c,5(2M1)%, 71 =d+ 1+ 2v et v2 = 0 pour obtenir le résultat (N >1). O

Ceci permet de montrer :
Lemme 3.5.7. — On a ep0 = O(N,; ).
Démonstration. — On a pour s > 0 et pour une constante Cj,
Ent1,0 < €3,5(2M1)P2(NR2F2Vel o + e s N, SHIHIH2Y)
< c3,s(2M1)*2 (NP2 H2Vel o + Cp N, oH3(dF1H20) 41,

Ainsi, si 8 > 2(a2+1+2v) est fixé, choisissons s > 0 tel que s > (3/2)8+3(d+1+2v)+2
et appliquons le lemme 3.5.3 (remarquer que l’inégalité (56) montre qu’a partir d'un
certain rang e, est suffisamment petit pour que 'on soit dans les hypothéses du
lemme) ; il vient que

eno = O(N?),

puisque 2(az +1) < 8 < 2(s — (3(d + 1 + 2v) + 2)). O
Enfin,
Lemme 3.5.8. — Pour tout s > 0 et tout 8 > 0,
ens = O(N;?).

Démonstration. — Appliquant (61) et tenant compte des lemmes 3.5.6 et 3.5.7, il
vient, avec 8 > 0 (grand),

Entls < (6275 + Co.00)(2M)2 (N::2+2V(5n,05n,s +531‘0) + Sn,s’N;(s —s—d—1—21/))

— !
S (02,3 + 02,3’)(2M1)a2 (N:Q-'-zusn,osn,s + Nn o' Fat3ldtitan) + 5721,0N:2+2V) .
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Le lemme précédent montre que 1’on a, par exemple,
max(Np2 el o, N2t en 0) = O(N;*07%);
si I’'on prend s’ tel que s’ — s — 3(d+ 1+2v)+1=33/2,
N—(s/_s—3(d+1+21/)—1) — ()(]\]—3L3/2)7
n n
et il vient, en appliquant le lemme 3.5.4, que
En,s = O(N;ﬂ),
ce qui conclut le lemme.

La démonstration de la proposition 3.5.5 est terminée.

3.6. Estimées sur la mesure de ’ensemble des mauvais paramétres

D’aprés le iv) de la proposition 3.5.1, on peut définir,
A=) U Ans
n>1 An,j €ll,
On a alors,
Lemme 3.6.1. — Si
1 \ 3P0/2(v—3d)
4—(7) )7
alors pour tout A € Ao, (w/2m, A(X) + F(-,\)) est réductible et on a,

ma [BF( Vlsy < min(re, (

mes([a, b] — Aoo) < (100gM (b — a) ) n?(v=3d)/300
Démonstration. — On a sous le hypothéses de la proposition 3.5.1,
oo
mes([a,b] — Aso) < Z mes( U Anj — U An+11j)
n=0 An €, Ang1,;€M 41
< 2o @D Nara ) - L,
n=0

79

et comme N1 < Nf2"/3 (car (3/2)"~1 > (2/3)n pour n > 1) on obtient, pourvu

que,
2‘7 < lNZ(V—3d)/3
-— 2 )
I'inégalité,
mes([a, b] — Aoo) < 2, - 2§ - Ny 739,

1 3080/2(v—3d)
n < (—;) ’
> 4q

Par conséquent, si
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on a

mes([a, b] — Aoo) < 8c,gn2(v—34)/300
Supposons & présent que ’on travaille sous les hypothéses du théoréme 3.1.1 et rame-
nons nous & celles de la proposition 3.5.1. Pour cela remarquons que quitte & enlever
un ensemble de A € [a,b] de mesure inférieure & (2pG/p) on a bien

(a0 AN > p.
Découpons & présent ’ensemble qui reste en [8M (b — a)/csp] intervalles d’égale lon-
gueur inférieure & (cgp/8M) et appliquons le résultat que nous avons obtenu précé-
demment. Il vient,
mes([a, b] — Aso) < 2pq [SM(b a)] 8¢, gn>v—34) /360
Cep
et comme on a choisi p= N7% = nV/ﬂo,

50gM (b — a) e 12172(1/—3(1)/3[30

Ce MU
(100¢7M(b - a)c_f) L sz
Ce M

mes([a, b] — Ao)

IN

IA

Par ailleurs pour A € Ao, les produits, - - - e¥»(}) ... eY1(}) convergent en topologie C'™®
vers un Go, € C®(T4,G), F, = 0 et A, = Ay € g vue 'estimée obtenue dans la
proposition 3.5.5 pour €, ,. Ceci termine la preuve du lemme 3.6.1. O

La premiére partie du théoréme 3.1.1 est démontrée.

3.6.a. Généricité. — Considérons la situation suivante o A est un intervalle, et
ott ’'on suppose donné, pour tout n > 1, un ensemble II,, d’intervalles A, ; de A, dont
les intérieurs sont disjoints deux & deux et sur lesquels sont définies des fonctions f,
C' par morceaux (c’est-a-dire dérivables sur chaque A, ; € II,). Faisons également
I’hypothése que, pour tout A, ; € II, et tout 1 < n' < n, il existe Ay j € IIy qui
contienne A, ;. Nous appellerons [,, le cardinal de II,,, E, I’ensemble
En = U An,j7
An €I,

et K lintersection des E,,. Enfin nommons (H) I’hypothése suivante :
Hypothese (H)

1) On a Y5y fat1 — falgh - In < co.
(ii) Il existe p > O tel que, sur tout Ay j, f1|An,; > p >0 (ou f), est la dérivée de

fn)-
Appelons f la limite des f,. On peut alors énoncer :

Proposition 3.6.2. — Si Uhypothése (H) ci-dessus est satisfaite, alors pour tout en-
semble W de mesure nulle, f~1(W) N K est également négligeable.
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Démonstration. — On pourrait en fait démontrer que f est Whitney et obtenir une
minoration de la dérivée du prolongement mais nous procéderons directement.

(i) Nous posons &, = |fnt1 — fulo2-

Ordonnons partiellement les intervalles de A de la fagon suivante : nous disons
que A < A’ si I’extrémité droite de A est plus petite que I'extrémité gauche de A’.
On notera e (I) (resp. e~ (I)) 'extrémité droite (resp. gauche) de I'intervalle I. On
numeérote de facon que Apo < Ap1 <Anpa...

Fixons ng > 1. On deﬁnit alors I, pour n > ng par récurrence de la maniére qui
suit. Posons An 1 = Apa, I, =1I,,, et supposons construits les Hk, ng<k<n-1.
Soit alors T2 ’ensemble des composantes connexes de

An,j N U Kn—l,i
Kn—l,ieﬁn—l
On a #II2 < #II,,. Définissons alors II,, de la facon suivante : supposons A

- < An 1o et posons An 1 = A9 ,; faisant I’hypothése que Anp est défini, nous

n,1 ’
définissons An p+1 comme étant le premier intervalle non vide supérieur a An ,p barmi
les [e (Ap,p) +£x/ %, 00) N A9

Remarquons, en notant A\, = #I1,,, E, = an’j (resp. E?), que

m(ES — E,,) < el/? . #11° < £l/21,.
Calculons
En=EnNEp_1 = (EnNEn_1)U(EnN (Eno1 — En_1)),
Or, E® = E, N E,, et donc
m(Ey — E?z) <m(Ep-1 — En—l)-
En conséquence,
m(En — Ep) < m(Ep—1 — En_1) + e/ %ln,
soit
m(K = Kno) < Y e/ ?ln.
n>ng

(i) Construisons alors des fy|E, de classe C* et qui prolongent les fn|Ey, N E, et

vérifient
| fr+1 — falor < cen,
ou c est une constante ne dépendant pas de n. A cet effet constatons
Lemme 3.6.3. — Soient ap, a1 deux réels et 6 > 0. Il existe une fonction n définie sur
[0, 9] telle que
n(0) = ao, 7'(0) = a1,

n(6) =n'(6) =0.
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et vérifiant

Il < c(laol + lar ).
Démonstration. — En effet il existe 6;, 0> deux fonctions C! sur [0,1] telles que
0;(1) = 0;(1) = 0, ¢ = 1,2, et 6;(0)65(0) — 671(0)62(0) = 1. Il existe alors toujours
bo, b1 tels que 1(0) = ag, 7'(0) = a1 ou n = boby + b102, avec max(|b;|) < max|a;|. La
normalisation & [0, §] donne la conclusion. a

. ~ . . 1/2 .
Par construction les A, ; sont distants les uns des autres d’au moins en/ ; par consé-

quent il suffit de prolonger f |En entre les intervalles ce qui est possible d’apreés le
lemme précédent, en posant sur chacune des moitiés du trou,

f;’t = fn—l + 1,
avec
Mn(0) = fn(0) = fn-1(0),  0,(0) = £,,(0) — fr_1(0).
Au total,
|fn — Fa-iler < ceq /P - ep.

(iii) Ainsi f, converge C! vers un f, f|Kn, = f|Kno- En outre, f'|E, > (1/2)u > 0.

Donc,
m(fH(W) N En) =0,

sim(W) = 0. Ainsi m(f~}(W)NK,,) = 0, et donc, en faisant ng — oo, m(f~1(W)N
K)=0. O

La derniére partie du théoréme 1.1 découle de ce qui précéde puisque I’hypothése
(H) est vérifiée pour f,(A) = a0 A, () pour tout a € A. O
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CHAPITRE 4

THEOREMES DE FORMES NORMALES
ET APPLICATIONS

Nous démontrons dans ce chapitre un théoréme de formes normales pour les sys-
témes (produits) fibrés et nous ’appliquons & ’étude de la réductibilité de tels sys-
témes. Nous prouvons ainsi un résultat en mesure positive analogue & celui du cha-
pitre 3. La démonstration du théoréme de forme normale repose sur le théoréme
d’inversion locale de Hamilton pour de bonnes applications entre bons espaces de
Fréchet. La démonstration que nous proposons du résultat en mesure positive, s’ins-
pire fortement de la section 7 de [16] ainsi que de [25] ou sont exposés les travaux de
M. Herman.

4.1. Notations et énoncé du résultat

Dans ce qui suit G désigne un groupe de Lie réel connexe (mais non nécessairement
compact) plongé dans un groupe de matrices, d’algébre g. Nous notons comme d’ha-
bitude T¢ le tore R?/Z%. Dans toute la suite o, h, H sont des réels positifs fixés tels
que 0 > h > d et w € T? est également fizé et vérifie une condition diophantienne,
H- 1
I

Nous noterons, changeant ainsi de notations par rapport aux chapitres 2, 3 et 5,
pour v > H, CD(v,0) 'ensemble des a € C vérifiant pour tout k € Z¢ — {0}, € Z,

VIieZ VEk#0, |(k,w)+1| >

&) o~ V=1hw) +1| 2 _W,

remarquons qu’alors pour tout k € Z¢ — {O}, si on pose ( = e%,
) 2.]¢ — it > 1o

2 i (G =v-1).

Rappelons également que si u € G, on peut définir "automorphisme Ad(u) de g défini
comme étant 1’application linéaire tangente en l'identité de G de v — uvu~™1.
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Nous introduisons enfin I’ensemble C Dy (v, o) (resp. CDg(v, o)) des éléments A € g
(resp. u € G) dont toutes les valeurs propres de ad(A4) (resp. Ad(u)), sont dans
CD(v,0) (resp. vérifient comme ¢, 'inégalité (2) pour tout k¥ € Z — {0}). Nous
noterons § = (dimg)? la dimension de gi(g).

Dans la suite, si v € G, [, désignera un projecteur linéaire sur le sous espace
ker(Id — Ad(u)) C g et I'y un supplémentaire de I'image Im(Id — Ad(u)) C g.

Nous pouvons alors énoncer :

Théoreme 4.1.1. — Soient v,0 > 0 et ug € G un élément de CDg(y,0). Notons
[ =Ty, et £ = {B € C®(T%,g), l4,(B(0)) = 0}. I existe alors g > 0 et un entier
so tels que, pour tout u € C*°(T%,G) vérifiant |u — ugls, < €o, il existe un unique
couple (B,C) € £ x T tel que, pour tout § € T,

(3) u(f) = €€ - B0+ ye=BO),

En outre, on peut choisir g = cste-v™" ow v > o et la constante ne dépendent pas

de . On dira que (3) est une forme normale pour u.

4.2. Le cadre du théoréme de Hamilton

Nous ferons usage dans ce qui suit du théoréme d’inversion locale de Hamilton qui
s’applique aux «bonnes» applications entre «bons» espaces de Fréchet, dont nous
rappelons la définition et quelques propriétés ci-dessous. Nous renvoyons le lecteur
a [11], [12] pour un exposé plus complet incluant la preuve du théoréme de Hamil-
ton, ainsi qu’a [2] ou sont illustées d’autres utilisations de ce dernier en systémes
dynamiques.

4.2.a. Bons espaces de Fréchet et bonnes applications

Espaces de Fréchet. — Un espace vectoriel topologique E est dit localement convexe
si et seulement si sa topologie provient d’une famille de semi-normes | |; (¢ € N)
(une semi-norme vérifie les mémes propriétés qu’une norme a ’exception de «|z| =0
entraine z = 0»), c’est-a-dire si la famille des U; ; = {« € E, |z|; < j~'}, (4,)) €
N x (N —{0}), constitue une base de voisinage pour la topologie de E. L’espace FE est
de Hausdorff si et seulement si z € E est nul dés que tous les |z|; le sont. Un espace
de Fréchet est alors un espace vectoriel topologique localement convexe de Hausdorff
complet pour la distance d(z,y) = 3,50 27z — yl:-

Exemple 4.2.1. — L’espace C°(T¢,RP) des fonctions lisses de R — RP qui sont

Z4-périodiques, muni des normes | f|; = max,crqs maxq<; [0%f(z)|, est un espace de
Fréchet.
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Différentiabilité Gateaux. — Soient E, F' deux espaces vectoriels topologiques, U C E
un ouvert et f : U — F une application continue. On dit que f est différentiable au
sens Gdteauz s’il existe une application

Df:UxXxE — F
(x,h) +— Df(z)-h,
continue en (z, h) et linéaire en h telle que, pour tout (z, h) € U x E, la limite suivante
existe et vérifie
1
lim = (f(z +t-h) - f(2)) =Df(z) - h.
On peut alors définir par récurrence la différentiabilité C*.

Bonnes applications. — Soient (E,| |;), (F,| |;) deux espaces de Fréchet (dont on
note de la méme fagon les semi-normes respectives), U C E un ouvert et f: U — F
une application. On dit que f est une bonne application (« tame» en anglais), si pour
tout zg € U il existe un voisinage V' C U de z¢, un entier r > 0 et des consantes
c; > 0 tels que

Vz e Vv ViEN, |f(x)|l Sci(1+|x|i+r)‘

On dit que f est une bonne application de classe C* si f ainsi que ses dérivées (au
sens Gateaux) sont de bonnes applications continues.

Bons espaces de Fréchet. — Soit (E,| |;) un bon espace de Fréchet échelonné (c’est-
a-dire que, pour tout 4, | |; < | |i+1)- On dit que c’est un bon espace de Fréchet s’il
existe une famille (S(¢));>1 d’applications linéaires continues de E — E un entier
r > 0 ainsi que des constantes cp 4 > 0 tels que, pour tout (k,n) € N x N, k < n,

VecE,Vt>1, |SHzln < cart™ ||k
(4) |Id=S®)) - zlx < crnt* ™" |2]n.
Les opérateurs S(t) sont appelés opérateurs de lissage.

Exemple 4.2.2. — Dans C*®°(T¢,R") toute fonction f admet un développement en
série de Fourier f(z) = 3", cz4 f(k)e?™(®¥) (; = /=T). Posons

TnH@) = Y FRem ™), (Ryf)@) = Y flk)erm®);

[k|<N k|>N

les opérateurs S(t) f = T f sont des opérateurs de lissage comme le montrent en partie
les estimées de la proposition A.1.1 de I’annexe.

A partir des inégalités (4) on peut prouver les inégalités d’interpolation de Hada-
mard :

lzl: < c(k,n)|z], |22,

ou « est défini par [ = (1 — a)k + an (n,k,l > 0).
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4.2.b. Propriétés. — Mentionnons enfin la proposition suivante dont on trouvera
la preuve dans [12].

Proposition 4.2.3. — Soient X une variété compacte de dimension finie, E,F deux
espaces vectoriels réels de dimensions finies. Alors

(i) ’espace C*(X, E) muni des normes | |y, est un bon espace de Fréchet
(ii) ’application de composition
C®(X,E) x C®(E,F) — C®(X,F)
(f,9) — gof,
est une bonne application C'° ;
(iii) si g € C°(E, F) alors lapplication
By : C®°(X,E) — C%(X,F)
f — gof,

est une bonne application C™, et sa différentielle (Gateauz) en f est donnée
par

DBy(f) : C*(X,E) — C%(X,F)
Af > DBy(f)-Af,

o DBy (f) - Af représente x — DfBy(f(z)) - Af(z);
(iv) sig€ C™(E,F) alors

By : C¥(X, F) — C®(X,E)
fo— foyg
est une bonne application C*° et sa différentielle en f est
DBy(f) : C*(X,F) — C*(X,E)
Af — (x> Af(g(2));

(v) si f € C®(E,E) est inversible alors, si U est un voisinage suffisamment petit
contenant f,

U — C®(E,E)
g — g7\,

1

est une bonne application C>°, ou g~ représente lapplication réciproque de g.

Pour les preuves des points (i)-(iv) on se reportera a [12] prop. 2.3.3, p. 147 et
pour celle du point (i) on consultera [12] Th. 2.3.5, p. 148 ou [12] th. 1.3.6 p. 137.
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4.3. Le théoréme de Hamilton et ses généralisations
Nous pouvons & présent énoncer le théoréme d’inversion locale de Hamilton.

Théoréme 4.3.1. — Soient E,F deux bons espaces de Fréchet, U un ouvert de E, f
une bonne application C™ (2 <r < o00) de U dans F, zo un point de U et yo = f(xo).
Supposons qu’il existe un voisinage ouvert Vo de xo dans U et une bonne application
continue et linéaire en la seconde variable : L : Vo x F — E tels que si x € Vo, Df(z)
soit inversible d’inverse L(x). Alors xq, yo, possédent des voisinages ouverts, V dans
Vo et W dans F respectivement entre lesquels f établit un bon difféomorphisme C"
(i.e. f est bijective de V sur W et f~1 : W — V est une bonne application CT).

Nous aurons besoin par la suite d’une version plus fine du théoréme de Hamilton
qui précise la taille du voisinage ou a lieu 'inversion locale. Ce résultat se déduira en
fait du théoréme de Hamilton appliqué & de gros espaces de Fréchet.

4.3.a. Une version uniforme du théoréme de Hamilton. — Nous considérons
dans la suite E, F' deux bons espaces de Fréchet (dont on note de la méme fagon les
semi-normes respectives), U C E un voisinage de E contenant 0, r un entier positif
ainsi que des constantes C; > 0 indexées par s € N. Nous noterons alors A(r, (Cs)s,U)
I’ensemble des bonnes applications continues f : U — F, satisfaisant f(0) = 0 ainsi
que les inégalités

(5) VseN, |f(x)]s < Cs(1+ |2|s4r).

Si k € N U {oo}, nous noterons A*(r, (Cs)s,U) I'ensemble des bonnes applications f
de classe C*, f : U — F, telles que, pour tout 0 < j < k, Dif € A(r,(Cy)s,U). S'il
existe L : U x F — E une bonne application continue appartenant a A(r, (Cs)s,U)
linéaire en la seconde variable y € F, telle que, pour tout € U, D f(x) soit inversible
d’inverse L(z) on écrira f € A71(r,(Cs)s,U) (noter ’'abus de notation). Si en outre
(par exemple) f € A2(r,(Cs)s,U) on écrira f € A>71(r, (Cs)s, U).

Nous supposons dans la suite que U D {z € E, |z|, < 1}. Nous noterons alors plus
briévement A%~1(r, (Cs),;) ’ensemble défini plus haut. Le lemme suivant est alors
facile :

Lemme 4.3.2. — Si f € A(r,(Cs),U), g € A(r',(CL), f(U)), alors on a go f €
A(r+r,(C,U), avec C = (1 4+ CL(1 + Csypr).

Démonstration. — 11 suffit d’écrire

lg(f@)ls < Co(L+|f(@)|s4r) < Co(14 Coprr (14 |%|s4-r4+))
< A+ C)A+ Copr)(A + [@strtr).

Nous pouvons alors énoncer :
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Théoréeme 4.3.3. — Soit f € A271(r,(Cs)s,U). Il existe alors r1,61 > 0 qui ne
dépendent que de v de U et de la suite (Cs), tels que Uinverse f~1 de f existe et est
défini sur le voisinage Vi de 0 € F, Vi1 = {y € E, |y|r, <e1}. En outre, poury € V1,
[ @W)s < es(1 + [ylogr,)-

Démonstration. — Introduisons ’espace des fonctions
2,—-1
EATN(r(Ca).) — H E x {f} ={(zf)seaz-1(r(c,).) : = € E}
fEAZ=1(r,(Cs)s)
et posons
E={(zg)s € EATIN(C))) s e N, sup |z#|s < o0}

FEAZ1(r,(Cs)s)

On peut ainsi munir £ des semi-normes

[(Zf)se az-1(r(Cy)0)ls = sup |z g]s-
! B et R B

On vérifie que £ muni de ces semi-normes est un espace de Fréchet. De la méme

maniére on associe l’espace de Fréchet F & F'.
Nous pouvons également définir sur £, F des opérateurs de lissage (au sens de (4))

St)((z7)reaz-1(r,(c.),)) = (S(t) - T5) reaz~1(r(c.)s)>

qui vérifient bien les inégalités (4). Ainsi (£,] |s,S(¢)) est un bon espace de Fréchet
(au méme titre que F).

Nous introduisons & présent une application 6 : £ — F qui est une bonne applica-
tion continue :

0:¢ — F
(@f)reaz-1(r(cy).) > (fF(@f))reaz-1(r(C.).)-

Les inégalités (5) montrent que 6 est une bonne application continue (et méme C* si les
f le sont), contenue dans A~ (r, (Cy),,U) o U = {(2f) feaz-1(r(cy),,v)> Tf €U},
et on notera cet ensemble-1a Azf—l (r, (Cs)s). Les hypotheses du théoréme de Hamilton
sont alors vérifiées pour 8 : £ — F, et il existe ri,e; > 0 tels que 7! existe et
réalise un bon difféomorphisme C* de {|(ys)s|r, < €1} sur un voisinage de 0 € &.
Réinterprété, ceci donne la conclusion du théoréme. O

Nous donnons & présent une version un peu plus générale du résultat précédent.

Théoréme 4.3.4. — Soit f € A2(r,(Cs)s,U) dont la dérivée Df(x) admet un bon
inverse continu sur U, et M > 0 un réel tel que (Df)~! € A(r,(MCs)s,U). Alors
il existe v > 0 (v = 2), &1 et r1 ne dépendant que de (r,(Cs),U) (mais pas de
M), tels que Uinverse f~' de f eriste et est défini sur un voisinage de la forme
{y € F, |ylr, < M~Ve1}; en outre, sur ce voisinage-la, f=1 € A%(r1, M"(cs)s).
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Démonstration. — Posons g = Df(0)~!- f. Vu que (Df(0))~! € A(r, M(Cs)s,U), et
que f € A%(r,(Cs)s,U), d’aprés le lemme 4.3.2, il apparait que g € A2(2r, M(C.);,U)
ou Cf = (1 + Cs)(1 + Cs4,). Posons également, pour tout € > 0,

1
ge(z) = ~g(ex).

€

On a
ge(0) =0, Dg.(0)=1d, Dg.(z)= Dg(ex),
(6) D?g.(z) = eD?g(ex).
De (6) et de D?>g € A(2r, M(CY),U), il vient que
D?g. € A(2r,eM(C"),,U).

En outre, la formule des accroissements finis montre que

1
Dg.(z) —1d = /0 D?%g.(tz) - (z,-)dt,

si bien que

Dg. —1d € A(2r,2e M (C%),,U),
et donc
(7) Dg. € A(2r,1+2eM(CL),,U).

Utilisons & nouveau la formule des accroissements finis :
0@ ~0= [ Dgc(ta) -t

d’ot g. € A(2r,2(1 +2eM(C!)s,U). Remarquons que

(8) (Dyg:(2))~" € A(2r, M(C;)s,U),

car (Dgc(z))~t = (Df(ex))~! - Df(0). Ecrivons alors

(Dgs)_l —-Id _(Dge)_l((Dge) —1d)
) = —(Dg(ex))™" - (Dge —1d).

Ainsi, (7), (8) et (9) montrent que (Dg.)™! —Id € A(4r,1 + 2e2M(C¥),,U), ou
C!=1+C)HA+Cl,) Ainsisie = M2, g. € A271(4r,2(1 4+ CV),,U). 1l suffit
alors d’appliquer le théoréme 4.3.3 & g. pour obtenir la conclusion du théoréme 4.3.4
avec v = 2. O
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4.3.b. Dépendance Whitney. — Soit K un fermé de R"™, E un espace de Fréchet
et ¢ : K — E une application. Soit p > 1 tel que k£ < p < k+ 1 ou k est un entier;
on dit que z est dans LipP(K, E) au sens de Whitney s’il existe des applications
z() . K — E associées & tout multi-indice j = (j1,...,jn) tel que |j| < k et qui
vérifient :
j+1
VB, e KxK, z0(@)= Y M

|7+ <k

(8= 0)' + R;(B, ),

2© =g,

|29 ()]s < Mj, et |R;(8,a)]s < M8 —alP~V, pour tout 8,a € K, |j| < k.

Le choix des #(9), |j| > 1 n’est pas unique ; nous noterons |z|s p x (et plus briévement
par la suite |z|5,,) V'infimum des M, vérifiant les inégalités précédentes. On dira que
x est C°°-Whitney si elle est dans Lip?(K, E) pour tout p > 1 et on notera = €
C>(K,E).

Le théoréme fondamental est alors le suivant :

Théoréme 4.3.5 (d’extension de Whitney). — Il existe un opérateur Exty, de Lip? (K, E)
dans Lip? (R", E) tel que, pour tout x € Lip?(K, E), Ext.(z)|x = = (c’est-a-dire que
Exty(x) est une extension de x & R™) et telle que, pour tout s € N, |Exty(z)|s,prn <
K- |x|sp,x 00 k> 0 est une constante indépendante de K (elle ne dépend que de n).

La démonstration se fait, par exemple, en adaptant au cadre Fréchet celle donnée
par E. Stein dans [24], p. 176.

Notons alors E, F deux espaces de Fréchet et K un fermé de R™. Notons £®) et
FP) 1 < p< oo (resp. p = oo) les espaces Lip? (K, E) et Lip? (K, E) (resp. C*(K, E)
et C°(K, F)). En utilisant la définition précédente, il n’est pas trés difficile de cons-
truire comme en 3.2 des opérateurs de lissage et de voir que £® et F(®) sont de bons
espaces de Fréchet si E et F' le sont.

La proposition qui suit est utile dans les applications.

Proposition 4.3.6. — Supposons que pour tout o € K mnous disposions d’une bonne
application linéaire inversible Lo : E — F appartenant a AV 71(r, (Cy),) ot r et (Cy)s
sont indépendants de o € K et supposons en outre que L définie par L((xo)ack) =
(Lo(a))ack soit une application de £P) dans F®) (1 < p < o0). Alors L : £®) —
F®) est une bonne application inversible et son inverse L' est aussi une bonne
application.

Nous laissons la démonstration de cette proposition en exercice ; notons qu’l s’agit
en particulier de vérifier que si (Yo )ack est dans Lip? (K, F) (resp. dans C*°(K, F)),
il en est de méme de (L3 (Ya))ack -
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4.4. Choix des espaces et des applications

4.4.a. Dans la suite nous supposerons fixé ug un élément de G. Rappelons que nous
avons associé & u, le projecteur linéaire I sur le sous espace de g, ker(Id — Ad(ug)),
et que nous avons noté I' un supplémentaire de l'image Im(Id — Ad(uo)) dans g.
On notera 7 la projection sur I' par rapport & Im(Id — Ad(ug)). On peut prolonger
l,m a l'algébre complexifiée g = g ® C; plus précisement, ! reste un projecteur de
g ® C sur ker(Id — Ad(ug)) ® C et 7 est la projection sur I'. = I' ® C, par rapport &
Im(Id — Ad(ug)) ® C.

L’exponentielle exp : ¢ — G réalise un difféomorphisme d’un voisinage V' de 0 dans
g sur un voisinage de l'identité dans G. Quitte & choisir U C V C g un voisinage de
0 dans g, ’application

UV:UxUxU — g
(X,Y,Z) +—— exp '(exp X expYug(exp Z) tugt),

qui est bien définie, est un diffeomorphisme local C*° au voisinage de (0,0, 0).

Calculons sa différentielle en (X,Y, Z) € U3. Rappelons que si f : M — M est
C*, nous avons noté Df(x) : T, M — Ty, )M I’application linéaire tangente en = a
f. Siu € G, on définit L,(x) = u-x et Ry(z) = z - u les translation & gauche et &
droite. Remarquons que si X € g = 714G, DL, (Id) - X et DR, (Id) - X sont dans T,,G.
Nous noterons respectivement u - X et X - u ces éléments. On vérifie par exemple que
X = u- X -u~! qui est définie de g — g et représente I’application linéaire tangente
av— uvu!enld € G est Ad(u) - X.

Ainsi, si on note expW = w = exp X exp Yug(exp Z) tug*,

DU (X,Y,Z) - (Az,AY,AZ)
= Dexp }(w) - [(Dexp(X) - AX) -expYug(exp Z) tuy!
+exp X - (D(exp)(Y) - AY) - ug(exp Z) tugy?!
—exp X exp Yug - ((exp Z) "' (D(exp)(Z) - AZ) - (exp Z)™*] - ug .

Notons K(X) - AX = (exp X)™1(D(exp)(X)) - AX; K(X) est donc un élément de
gl(g). Ainsi,

DU(X,Y,Z)- (AX,AY,AZ)
= D(exp™")(W) - {exp X expY (expY) ™ - (K(X)-AX) -expYug(exp Z) 1uy*
+expXexpY(K(Y) AY) - up(exp Z) tugy?
—exp X exp Yuo(K(Z) - AZ)ug 'uo(exp Z) " tug '},
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soit
D¥(X,Y,Z)- (AX,AY,AZ) = D(exp™ ") (W) - {W - Ad(ug(exp Z) tug*)™?
-Ad((expY) 1) - (K(X) - AX) + K(Y) - AY — Ad(uo) - K(Z) - AZ},
et finalement, vu que D(exp~!)(w) - (w-H) = K(W)™!- H (expW = w),

D¥(X,Y,Z) - (AX,AY,AZ) = K(W)™ - Ad(ug ' (exp Z)uo)
{[Ad(expY)™' - K(X) - AX]+ K(Y) - AY — Ad(uo) - K(Z) - AZ}.

4.4.b. Rapplelons que nous avons noté £ = {B € C*(T4,g), I(B(0)) = 0}; c’est
un sous-espace fermé du bon espace de Fréchet C*(T?,g). D’aprés [12] def. 1.3.1,
lemma 1.3.3 p. 136, £ est un bon espace de Fréchet.

Nous pouvons définir sur un voisinage W de (0,0) dans £ x I" I’application

d:W([CEXT) — C*®(TY,y9)
(B,C) +— exp'((expC)(exp B o Ry)uo(exp B)"'ugt)
= ¥(C,BoR,,B),
ou on a noté Bo R, = B(-+w). L’application ® est d’aprés la proposition 4.2.3 et le
calcul du 4.4.a une bonne application C*° et sa dérivée en (B,C) € W est égale a

D®(B,0) - (AB,AC) = K(W)™! - Ad(uo(exp B) " ug?)

-{Ad(expBoR,) K(c)-AC+ K(BoR,) - (ABoR,)— Ad(up) - K(B) - AB}.
Notant K (B,C)-H = K (exp C(exp BoR,,)ug(exp B) "tug ')~ -Ad(uo(exp B) ‘ug ')
H,on a

D®(B,C) - (AB,AC) =
Ki(B,C)-{(Ad(expB)o R,)- K(C)-AC+ (K(B)AB)o R, — Ad(u¢)K (B) - AB}.
Nous avons ainsi prouvé :

Proposition 4.4.1. — L’application ® est une bonne application. Sa dérivée en (B,C) €
U vaut :

D®(B,C) - (AB,AC) = K;(B,C)

-{(Ad(expB) o R,) - K(C) - AC + (K(B)AB) o R, — Ad(u0)K (B) - AB}.

D’aprés le théoréme de Hamilton, pour établir le théoréme 4.1.1, il suffit de montrer
la proposition suivante :

Proposition 4.4.2. — Il existe un voisinage Uy C W et une bonne application continue
L:Uy x C®(T4,g) = £ x T, linéaire en la seconde variable, tels que si (B,C),H) €
Wi x C=(T¢%,g), alors L((B,C),H) = L(B,C) - H est linéaire en H et L(B,C) est
un inverse de ®.
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L’utilisation de la proposition 4.2.3 montre que les applications K, K; définies
en 4.4.a sont de bonnes applications continues et admettent de bons inverses continus.
Par conséquent pour démontrer la proposition 4.4.2, il suffit de montrer :

Proposition 4.4.3. — L’application
By Wx (ExT) — C®(Tg)
((B,C),(AB,AC)) +—— ((Ad(expB)oR,)-K(C)-AC+ (K(B)AB)oR,,
— Ad(uo)K(B) - AB),
admet un bon inverse continu.

La démonstration de cette proposition occupe la section 4.5.

4.5. Construction de l’inverse pour 1’équation linéarisée et estimations

Fixons (B,C) € U et AA € C°(T¢9,g). Rappelons que nous avons noté plus
haut 7 la projection sur (un supplémentaire) I' (de Im(Id — Ad(up))) parallélement &
Im(Id — Ad(uo)).

4.5.a. Méthode. — Avec les notations du 4.4, on cherche & résoudre
(10) AA = (Ad(expB)oR,) -K(C)-AC+ (K(B)AB) o R, — Ad(uo)K(B) - AB.
Posons
AC = Ad(exp Bo R,)K(C) - AC, AB = K(B) - AB.
Nous avons & résoudre
(11) AA=AC +ABoR, — Ad(ug) - AB.

A cet effet, passons en séries de Fourier. Si on note fr € g ® C le k-iéme coefficient
de Fourier de f € C®(T4,g),

fi= [ ek fa)da,
[0,1]¢

on constate que I’équation (11) est équivalente aux équations
(12) AAy = ACy + (Id — Ad(uo)) - ABo,
et, pour tout k € Z¢ — {0},
(13) AAy, = ACy + (€2 k) Id — Ad(uo)) - ABy.
Projetons la relation (12) sur T, par l’action de = :
(14) m(AAy) = n(ACy),

puisque par définition de 7, Im(Id — Ad(up)) C ker . Nous montrerons au point 4.5.b
qu'étant donné A A, il existe un AC € I' auquel est associé un AC), tel que (14) ait
lieu. Ceci permettra de déterminer les ACy et, w étant diophantien, on pourra en

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



94 CHAPITRE 4. THEOREMES DE FORMES NORMALES ET APPLICATIONS

déduire les ABy, et par conséquent AB et AB (c¢f. lemme 4.5.3). Aprés avoir vérifié
que AB,AC sont dans g (et pas seulement dans g ® C), on vérifiera I'unicité (cf.
lemme 4.5.5).

4.5.b. Existence. — Dans ce qui suit nous supposons donné AA € C®(T?,g).
Etablissons tout d’abord le

Lemme 4.5.1. — Pourvu que (B,C) € U un voisinage suffisamment petit de (0,0)
dans & x T, il existe un unique AC € T' pour lequel

(15) w(Adg) = ( / AA(x)dx) — n(L(B,C) - AC),
Td
ot on a noté, L(B,C)-AC = Ad(exp BoR,,)-K(C)-AC. Il existe alors une constante
c1 > 0 telle que
IAC| < e1]AAlo.

Démonstration. — Pour (B,C) € W, o L(B, C) envoit I" dans lui méme. En outre,
I’application

(16) {B € C%T%yg), I(B)(0)=0} xT'" — End(I')

17) (B,C) +— mwolL(B,C),

est continue et vaut l'identité de End(T") en (B, C) = (0,0). Ainsi, quitte & réduire le

voisinage U, pour tout (B,C) € U, mo L(B,C) est inversible de I' — T', et son inverse
admet une norme bornée par c¢; > 0. O

Résolvons & présent les équations (13) pour & # 0.

Lemme 4.5.2. — Avec AC déterminé comme dans le lemme 4.5.1, il existe des AB}, €
g ® C pour lesquels, pour tout k # 0 dans Z°¢,
(18) AAy = ACy + (€>™*<) Id —Ad(uo)) - ABy,

et vérifiant
(19) [ABj| < cup?7IK|7T (A AL| + |ACK)),

Cuo > 0 est une constante ne dépendant que de ug. Si en outre le groupe G est compact
semi-simple, la constante c,, ne dépend pas de ug mais uniquement du groupe G.

Démonstration. — 1l suffit de résoudre
AAy, — ACy = [e™F9) 1d — Ad(uo)] - ABy,

ce qui est possible vu ’hypothése (1) que l'on fait sur les valeurs propres de uyg.
Utilisons la formule classique

U™ < (det U) MU,
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pour U € GL(dim g, C). D’aprés I’hypothése (1), pour tout k € Z — {0},

1=
| det(e>i05) 1d — Ad(uo))| > c,, (L )q,

uo W
et
|e2mik) 1d — Ad(uo)| < ¢,
en posant, ¢y, = 1+ | Ad(uo)|- Ainsi, pour tout k € Z — {0},
(279 Td — Ad(u)) ™| < cupr k[T,

N -1 4 g-1 ) .
oll ¢y, = ¢, ~ i 97", Par conséquent, si on pose

uo uo
AB;, = (e2™(k2) Id — Ad(ug)) ™! - (AAx — ACY),

95

on obtient 'inégalité (19) et 1'égalité (18). Afin d’achever la preuve du lemme 4.5.2

remarquons que si G est compact, alors, pour tout up € G, z € C,
| det(zId — Ad(uo))| < ¢]zId — Ad(uo)|,

ol ¢ > 0 est une constante ne dépendant que de G et non pas de ug.

Posons & présent

AB(O)= > (AB)e*mi*0.
kezd—{o}

La relation (19) et I'inégalité (4) de la section A.1 de I’annexe montrent que AB €

C>(T4,g® C) et que
BBO), < cur? 3 HTTH(AA + AT,

kezd—{0}

IN

csCuo VT (1A Al gt ss(ar1)/2 + 1AC]ssog+(a+1)/2)s
et donc
|AB|s < coCugV (|AAlogts+(d+1)/2 + |Ké|s+aa+(d+1)/2)~
Enfin comme AC = Ad(exp(BoR,)) - K(C)-AC, on a
|ACs < ¢|AC]|Bla|C],
et donc, vu (15),
(20) |AB|,s < cscuo'YE(IAAls+oE+(d+l)/2 + | Blstog+(a+1)/2|C||AAlo).

Montrons & présent le lemme suivant :

Lemme 4.5.3. — Avec les notations précédentes, il existe AB € &, (c pour «comple-

zifié ») avec
& ={ABeC®(T%g®C): I.(AB)(0) =0},
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telle que si l’on pose AB = K (B) - AB, on ait, pour tout k # 0, l’égalité suivante
entre coefficients de Fourier :

—

ABy = ABy,
et (pour k =0) L
(Id — Ad(uo)) - ABg = AAg — AC,.

En outre, pour tout s > 0, inégalité suivante a lieu :
(21) |ABls < cup,s7T(1+ [AAlr )X+ |Blosr, +[AAls1r,),
ot on a posé ry = oq+(d+ 1)/2. Si en outre le groupe G est compact, ¢y, s ne dépend
que de s (et de G) et pas de ug.
Démonstration. — Posons AB' = K(B)~! - AB, et définissons pour tout D € &,,
I’élément de gl(Im ;) (Im!, = ker(Id — Ad(ug)) ® C), par :
(22) H(D)-Y =I(K(D)™1(0)-Y).
L’application

{D€eC>®(T4g®C), I(D)(0) =0} — gl(Iml.)

D +~— H(D),

est continue et pour D = 0, H(0) = Id|iy,. . Ainsi quitte & prendre un voisinage

W'" C W, pour tout B € W", H(B) est inversible dans gl(Im! ® C) et il existe un
unique Xg constant dans Im! ® C pour lequel

H(B) - Xo = I(AB'(0)),
et
| Xo| < cs-|AB'(0)| < c3 - |AB'|o;
la définition de B’ montre que
(23) | Xo| < ca|ABlo.
Posant alors
AB =AB - K(B)™ - Xo,
(remarquer que K(B)~! - X, n’est pas nécessairement constant) il vient (cf. (22))
I(AB(0)) I(AB'(0)) — I(K(B)~'(0) - Xo),
I(AB'(0)) — H(B) - Xo,
= 0.

D’autre part,
AB =K(B)-AB = K(B)-AB' — Xo = AB — X,
si bien que, pour tout k # 0,
ABy, = AB.
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Enfin, comme ABg = ABg — Xo, on déduit
(Id — Ad(uo)) - ABo = (Id — Ad(uo)) - ABo,
puisque 'on a choisi X € Im !, = ker(Id — Ad(up)) ® C. Par conséquent,
|AB|; < |AB'[s +|K(B)™s - |Xol)
< |K(B)™'-ABls + |K(B)™ s - | Xol
< ¢o|K(B)|s([ABlo + | Xol) + K (B)lo - (IAB]; + | Xol);
les inégalités (23) puis (20) montrent que
|AB|s < c|K(B)|s|ABlo + |K(B)lo|AB|s
< Cscuo’)’7|B|s (|AA|a6+(d+1)/2 + |B|GE+(d+1)/2|C”AA|0)

+ |Blo (IAAls+aZ;‘+(d+1)/2 + |B|s+aa+(d+1)/2|C||AA|0)~

Comme l’on a choisi W suffisamment petit pour que |C| < 1, |Blogy(a+1)/2 < 1, on
peut écrire

(24)
|AB|s < Ca,s’ﬁ(l + IAA|07+(d+1)/2) (1 + | Blstogr(d+1)/2 |AA|s+aa+(d+1)/2)-
O

Nous avons finalement montré :

Proposition 4.5.4. — Il existe un voisinage W C € x I tel que, pour tout (B,C) € W,
et tout AA € C®(T4,g), on peut trouver (AB,AC) € (£ ® C) x (I ® C) vérifiant
l’équation (10) et satisfaisant aux estimées (21).

Pour pouvoir définir 'application inverse il nous faut également prouver 1’unicité
du couple (AB,AC).

4.5.c. Unicité. — Prouvons le lemme suivant :

Lemme 4.5.5. — Il existe un voisinage Ws tel que si
(B,C)eWs et &(B,C)-(AB',AC") = ®(B,C) - (AB? AC?),
alors AB' = AB?, AC' = AC?.
Démonstration. — Posons
ACi = Ad(exp Bo R,) - K(C) - AC?,  ABi = K(B)-ABi,
1 = 1,2. Rappelons que 'on doit avoir

AC’ +AB o R, — Ad(ug) - AB° = AC' + AB' o R, — Ad(uo) - AB
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et donc, passant en composantes de Fourier, pour tout k # 0,
AC, — AC, = (2™*) 14 — Ad(up)) - (AB, — AB,),
et, pour k = 0,
—_1 2 —2 1
AC, — ACy = (Id — Ad(up)) - (ABy, — AB,).
Donc, appliquant il vient 77(56'(1)) = n(K(?*f)), soit
moL(B,C)-AC' = w0 L(B,C) - AC?.

Mais comme l’on a choisi (B, C) dans un voisinage W' de (0,0) dans £ x I, de fagon
que 7o L(B, C) soit injective, ceci entraine AC' = AC?. Ceci montre au passage que
E‘; —Ei = 0 et la formule (13) pour k£ # 0, montre que AAB,]; = E?Z pour tout k #
0 dans Z¢. En particulier ZEQ —~AB ! est une fonction constante égale & sa valeur en 0,
zﬁz(O) - EI(O). En outre, (12) montre que (Id — Ad(ug))- (1’3\1/5’2(0) - KE’I(O)) =0,
soit

(Id — Ad(uo)) - (K(B) - (AB®> — AB*)(0)) = 0.

De ce fait,
(K(B) - (AB?> — AB")(0)) € ker(Id — Ad(uy)),
et donc
(25) (AB?> — AB")(0) € K(B)™! - (ker(Id — Ad(up)) N W,

ol on a noté W, un supplémentaire de ker(Id — Ad(up)) ® C dans g ® C. Or, comme
d’une part on a choisi W' suffisamment petit de fagon que 'opérateur K (B)(0) soit
proche de l'identité (= K(0)(0)), comme d’autre part, K(0)~! - (ker(Id — Ad(uo)) et
W sont transverses, on peut affirmer que, pour B € W', lintersection (25) reste
transverse, réduite & 0. Par conséquent,

AB'(0) = AB?*(0),
si bien que

AB'(0) = K(B)(0) - AB'(0) = K(B)(0) - AB(0) = AB?(0),

—2 1
Nous avons montré quelques lignes plus haut que AB — AB était constante, donc
—2 1

AB = AB et par conséquent, AB' = AB2. O

Corollaire 4.5.6. — Les AB, et AC déterminés plus haut sont dans g et pas seulement
dans g ® C.

Démonstration. — En effet AA étant dans g, si on note o, la conjugaison complexe,

D®(B,C) - (AB,AC) = 0.(D®(B,C) - (AB,AC) = D®(B, C) - (0.(AB), 0.(AC)).
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L’unicité montrée dans le lemme précédent prouve que AB = g.(AB), AC = 0.(AC),
ce qui termine la preuve du corollaire 4.5.6. O

Nous avons finalement prouvé que AA détermine de fagon univoque (AB,AC)
pourvu que (B,C) € W, un voisinage suffisamment petit de (0,0) dans £ x I'; nous
pouvons donc poser L(B,C)-AA = (AB, AC). Cette application est bien un inverse
de D®. En outre, les estimées (24) montrent que L est une bonne application continue.

En fin de compte, nous avons montré la proposition 4.4.3, et ’'utilisation du théo-
réme de Hamilton termine la preuve du théoréme 4.1.1.

4.5.d. Cas des groupes compacts. — Nous récrivons le théoréme de forme nor-
male dans le cas ou le groupe G est compact semi-simple (bien que ’on pourrait en
donner une version dans le cas semi-simple seulement).

Soit ug € G un élément générique de G, T,, le (puisque up est générique) tore
maximal passant par ug et t = t,, l'algébre associée. Puisque ug est régulier on peut
écrire

tu, = ker(Id — Ad(uo)),
et
g = ker(Id — Ad(uo)) ® Im(Id — Ad(ug)).
Il est alors possible de choisir

£ = C®°(T%, Im(Id — Ad(uo)),

I = ty, = ker(Id — Ad(uo))-

4.5.e. Estimation de la taille du voisinage ou a lieu l’inversion. — Suppo-
sons donc G compact semi-simple. Le fait que la condition diophantienne CD(v, o)
n’intervienne pas dans le calcul des normes |D?®|,, et ’inégalité (21) montrent que
® e A>71(r1,79(cs),U) o vy = 0G+ (d+ 1)/2 et o1t cs = cyy,s ne dépend que de s
(et de G) mais pas de ug. On peut alors appliquer le théoréme 4.3.4 et énoncer :

Proposition 4.5.7. — Avec les notations de la section 4.5, =1 est définie sur l’en-
semble {A € C®(T4,g) : |Alp, <y Ve2} otiea >0, 75 € N et v > 0 ne dépendent
pas de 7.

4.6. Application a ’obtention de résultats en mesure positive

Ce qui suit s’inspire fortement de Darticle de J.-C. Yoccoz au séminaire Bour-
baki [25].

Nous supposerons dans la suite que G est un groupe compact semi-simple comme
en 4.5.d.
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Nous avons vu précédemment que si u(d) € C®°(T% G) est C> proche de uo,
constante dans G dont les valeurs propres de ’adjoint satisfont des conditions dio-
phantiennes CD(v, ), alors il existe un unique couple (v, w) € £ % I' pour lequel

VO e T ud)=wu(d+wuev(d) !,

la dépendance de (v,w) en u est alors bonne et C°. Notre propos & présent est de
faire varier ug et de voir dans quelle mesure les résultats précédents persistent d’une
part, et d’autre part de déterminer la dépendance de (v, w) en wup.

4.6.a. Dépendance C* au sens de Whitney. — Dans ce qui suit nous fixons
une algébre torique maximale t C g.

Nous reprenons dans cette section la notion de dépendance Whitney introduite dans
la section 4.3.b

Notons CDg(v,0) (resp. CDy(y,0), CD¢(7y,0)) 'ensemble des uo € G (resp.
X € G, X € t) dont les valeurs propres de ’adjoint Ad(up) (resp. ad(ug)), satis-
font & la condition diophantienne CD(vy, o). Vu que uo — Ad(ug) (resp. X — ad(X))
est continue et vue la dépendance continue des valeurs propres, C Dg(7y,0) (resp.
CDy(v,0), CDy(vy,0)) est fermé puisque CD(y,0) 'est. Posons pour 1 < p < 00
fixé (typiquement p = 2), £ = Lip?(CDg(v,0),£), G = Lip?(CDg(v,0),T), H =
Lip?(CDg (7, 0), C= (T4, g).

Pour ¢ > 0,p > 1 et r € N notons

W(r,p,e) = {F € Lip?(CDg(7,0),C=(T%9)), |Flrp < €}.

D’aprés 4.3.b, les espaces £ , F ,ﬁ, sont de bons espaces de Fréchet ; par ailleurs,
en reprenant ligne a ligne les calculs faits dans les sections 4.4 et 4.5 d’une part et en
utilisant la proposition 4.3.6 et le théoréme 4.3.4 d’autre part, il n’est pas difficile de
voir que :

(i) Vapplication ® définie par
3:ExT — H
((Buw)uecDe (v,0) (CuluecDs(v,0)) = (u(Bus Cu))uec Do (v,0)s

ou ®, est lapplication définie en 4.4.b, est une bon difféomorphisme C'*° qui
envoit (0,0) € £ x I sur 0 € # = Lip?(CDg(y,0),C>(T%g));
(ii) I'application ®~! est une bonne application C* définie sur un voisinage

W(r27p7 527_V2)7

ou re € N, €2,v5 > 0 ne dépendent pas de ~.

Résumons :
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Théoréme 4.6.1. — Il existe vo > 0, o > 0, tels que, pour tout (Ay)uecDe(v,0) €
W(re,p, vy "2e2), il existe un unique (B,é) € & x T vérifiant

Yué€ ODG(’Y,U'), Au = <I>u(Bu7Cu)a

et la dépendance de ((By)u, (Cu)u) en fonction de (A,). est donnée par une bonne
application C>® (entre espaces munis de la Lip? topologie au sens de Whitney). En
outre,

$ € A7 (r2,7"2(cs)s)-

Reformulons le théoréme précédent en posant u = e, A€ get A=A+ F.

Corollaire 4.6.2. — Soit V un ouvert borné de g. Il existe B € Lip?(C'Dy(y,0),£), et
C € Lip?(CDy(v,0),T) tels que, pour tout A € VNCDy(y,0) et tout F € C°(T4xV)
vérifiant

[Flryp < €277,
on ait, pour tout € T,

(26) eA+F(0,A) _ ,C(F/A) B(6+w,F,A) A,—B(0,FA)

On a alors, pour j = 0,1,2, DIC € A(ra,p,v"2(cs)s). L’expression (26) est alors
unique.

4.6.b. Résultats en mesure positive. — Soit V' un ouvert borné de g. Remar-
quons que si 4, Ay € t, on peut toujours écrire

At _ A2 A
si bien que 'unicité de I’écriture (26) montre :

Lemme 4.6.3. — Si C = Exty(C) est l’extension Whitney de l’application C définie
dans le corollaire 4.6.2, alors pour tout A € CDy(y,0) NV et tout Ay € t vérifiant
|As] < 27772 on a

C(@y,A) = 7.
En particulier, en tout point de densité A de CDy(v,0),

0 — —
—(%C(—G,A + G)lg=0 = —1d.

Démonstration. — La premiére partie du lemme est évidente d’aprés ce qui précéde.

En particulier pour tout G € t, |G| < 2772, tel que A+ G € CD(v,0) Nt on a
C(-G,A+G)=-G.

Comme A est un point de densité, il n’est pas difficile de voir (utiliser une décomposi-

tion en cones au voisinage de A) qu’il existe dim ¢ vecteurs linéairement indépendants

v; € t et des suites Gy, ; € t tels que A+ G ; € CDy(7,0) et |Gn il 'Gni — v;; par
conséquent, ( %C’ (-G, A+Q))|g=0"v; = —v;, c’est-a-dire la conclusion du lemme. [
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Nous noterons @t(v,a) I’ensemble des points de densité de C'D:(v, o) ; rappelons
que presque tout point d’un ensemble de mesure positive est de densité (cf. par
exemple [24]). Nous noterons en outre pour € > 0,

Wa(p,¢) = {G € Lip?(CDy(v,0),1), |Glp < &}.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 4.6.4. — 1l existe e3 > 0, r3 € N, v3 > 0 et une application
G : W(rs,p,esy™"*) — Wa(p,e27™"?)
tels que, pour tout A € C/’\ﬁt(%a),
C(F(A) - G(A,F(A),A+G(A,F(A)) = 0.
En outre, G € A%(r3,p,7"3(cs)s)-
Démonstration. — Définissons
W2, p ey ™) x Wa(per ™) — Walp,e2y™)
(F.G()) +— C(F=G(), +G()-
Le lemme 4.6.3 montre que
D¢y f(0,0) = —1d.

Remarquons d’autre part que d’aprés le théoréme de Whitney du 4.3.b, |5’ ls,p <
k|C|s,p, pour tout s € N (k > 0 étant indépendante de ) et donc d’aprés le co-
rollaire 4.6.2, f € A*(rz,p, k7"2(cs)s). Par conséquent, D¢y f(F,G) est inversible
pour tout (F,G) € W(rg,p, 7y~ "2) x Wa(p,ny~"2) pour un 7 > 0 suffisamment petit
et indépendant de . On peut donc appliquer un théoréme des fonctions implicites
A la Hamilton qui découle immédiatemment du théoréme 4.3.4 : il existe r3 € N,
eg >0et G: W(rg,p,sgv_”s) — Wa(p,ny~%2) une bonne application C* telle que
Ge "42(7'37p’71’3(c-9)3)7
f(FvG(F’)) =0,

c’est-a~dire telle que pour tout A € C/‘\Eg(’y, o) on ait
C(F(A) - G(A,F(4)),A+G(A,F(4))) =0.

On peut alors énoncer :

Théoréme 4.6.5. — Si F € C®(T¢ x V,g) vérifie |Fl,, < €477 ot e4 > 0 est
suffisamment petit (et indépendant de ), alors l’ensemble des A € tNV pour lesquels
exp(A + F) n'est pas réductible est de mesure inférieure a aq v~ ', 0¥ a4,y est une

constante qui ne dépend que de d,o, V.
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Démonstration. — Supposons donc F fixée. D’aprés (26), ’ensemble des A pour les-
quels exp(A + F) est réductible contient ’ensemble des A qui sont dans CD;, (v,0)
et pour lesquels A + G(A,F) € CDy(v,0). Notons G l'extension Whitney de G.
On a alors (en vertu du théoréme de Whitney) G € A2%(r3,p,7"*(cs)s) et comme
G(4,0) = 0, le théoréme des accroissements finis montre que, si |F|., < g47; *® avec
€4 > 0 suffisamment petit et indépendant de -,

1

G(A < —.

Ainsi A — A+G(A, F) est un diffeomorphisme proche de 'identité et, par conséquent,
la mesure des A € V pour lesquels, A + G(4,F) ¢ CDy(v,0) est plus petite que
2m((VNt)—CDy(y,0)) (ot m est la mesure de Lebesgue). Or d’aprés (26), ’ensemble
desAcVnt poBLIEsquels exp(A+F) n’est pas réductible est contenu dans la réunion
de (V Nt) — CDy(v,0) et de 'ensemble des A € V Nt pour lesquels A + G(4, F) ¢
CD;(v,0). On peut donc dire que I’ensemble des A € V Nt pour lesquels exp(A + F)
n’est pas réductible est de mesure inférieure & 3m((V Nt) — CDy(v,0)), c’est-a-dire

est de mesure plus petite que ag4,,,vY~}, aq,0,v > 0 étant une constante indépendante
de . O

On a également

Corollaire 4.6.6. — Si avec les notations précédentes |F| < €4, l'ensemble des A dans
t NV pour lesquels exp(A + F) n’est pas réductible est de mesure inférieure a as'/¥s

ot a= aei/"s > 0 ne dépend que de H,0,d,g.

Démonstration. — 11 suffit de choisir ¢ < H™3¢4 de fagon que v = (g4/€)/¥® soit
plus grand que H (introduit dans la section 4.1) et d’appliquer le théoréme précédent
avec ce 7. O

On déduit également, comme dans la démonstration du théoréme 4.6.5, le résultat
en mesure positive du chapitre 3 :

Théoréme 4.6.7. — Soient A un intervalle compact de R, u > 0 et A(\) € C®(A,t)
vérifiant pour toute racine 3 € A et tout A € A, |Ox(BoA)(A)| > u > 0. Alors il existe
€4 >0 etrz €N tels que si F € C®°(T? x A, g) vérifie

P (- <e<
02?%(2 |8)\F( 7)‘)|7‘3 S €&y,

Uensemble des paramétres X\ € A pour lesquels exp(A(X) + F(-, X)) n’est pas réductible
est de mesure inférieure o cte - p~tel/vs,

Démonstration. — De la méme facon que dans la démonstration du théoréme 4.6.5,
I'ensemble des A € A pour lesquels exp(A(A\) + F(-,\)) n’est pas réductible est dans
la réunion de I’ensemble des A € A pour lesquels A(A\) ¢ CDy(v,0) et de celui des
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X pour lesquels g(A) = A()A) + G(A(N), F(-,\)) n’est pas dans CDy(v,0). Or avec F
choisi comme dans I’hypothése du théoréme 4.6.5, pour toute racine 8 € A

OB 2 5

La mesure de 1'ensemble des A pour lesquels exp(A()\) + F()\)) n’est pas réductible
est donc majorée par 3u~ #(A)m([—M, M]— CD(v,0)) ot M = maxgea |B(A(A))].
On conclut alors la preuve du théoréme 4.6.7 comme dans la démonstration du corol-
laire 4.6.6. O

Remarque. — En utilisant la notion de transversalité & la Pyartli (cf. chapitre 6)
ou de courbe non-planaire (cf. [22], [25]) on pourrait en fait démontrer & partir du
théoréme 6.2.1 une version plus générale du théoréme 4.6.7 oit I'hypothése de torsion
sur A(\), |Or(B 0 A)(A)| > p > 0, est remplacée par une condition plus faible (de
non-planéarité par exemple).
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CHAPITRE 5

DENSITE ET QUASI-DENSITE
DES SYSTEMES REDUCTIBLES AU VOISINAGE
DES CONSTANTES

5.1. Introduction

Nous abordons dans ce chapitre I’étude de la densité des systémes réductibles aux
voisinages des constantes dans un groupe G compact semi-simple connexe. Le résultat
principal est que si G est le groupe SO(3), SO(4), SU(2), SU(N), alors au voisinage
des constantes les systémes réductibles sont denses. Dans le cas ou G est un groupe
compact semi-simple connexe général, la densité n’est plus assurée, mais on obtient
un résultat de densité modulo un revétement yg-fini, xg étant un entier positif ne
dépendant que du groupe G (celui défini au chapitre 2).

Notons comme d’habitude C°°(T¢,g) ’ensemble des fonctions lisses sur le tore
d-dimensionnel et & valeurs dans 'algébre g du groupe. Le résultat que I’on aimerait
démontrer est le suivant : étant donné A € g, dans ’ensemble des A + F avec F €
C>®(T4,g), et |F|s, < €0 pour un certain s et un o petit, les systémes réductibles
constituent une partie dense. Le résultat que nous montrons est seulement le suivant :

Théoréme 5.1.1. — Soient G un groupe compact semi-simple, A € g un élément de son
algébre g et w € CDy(v,0) (mod 1) c’est-a-dire satisfaisant pour tout k € Z% — {0}

et toutl € Z,
1

-
w7
Il existe €9,s50 > 0 et un entier xg ne dépendant que du groupe tels que, pour tout
F € C®(R%/Z4,g) vérifiant |F|s, < €o et tous €,5 > 0, il existe F' € C®(RY,g)
qui est xgZ%-périodique, rendant (w/2m, A + F') réductible modulo une fonction xg-
périodique, et satisfaisant, |(A+ F') — (A + F)|s < €. D’autre part, si G = SO(3,R),
SU(N) (N > 1), alors on peut prendre xg = 1, c’est-a-dire que l’ensemble des
systéemes réductibles est dense dans

|(k,w) +1] >

{A+F, FeC>(T%g), |Fls <eo}, g=s0(3,R),su(N).
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5.2. Description de la preuve

5.2.a. La méthode d’Eliasson dans le cas SO(3,R). — La démonstration du
résultat précédent repose sur une méthode introduite par Eliasson dans [9] et [10],
dans le cas ou le groupe G égale SL(2,R) (qui n’est pas compact) ou SO(3). llustrons
cette derniére dans le cas ou le groupe G = SO(3), dont ’algébre est I’ensemble des
matrices anti-symétriques de trace nulle. Soit alors 4; € g = R3 et ad(4;) € End(g)
l’opérateur adjoint associé dont les valeurs propres sont 0, v/—1ai, —v/—1oy. D’aprés
ce que l'on a vu au chapitre 3, si a; est diophantien, et si F; € C®(T%,g) est
suffisament petit, il existe Y; € C*®(T¢, g) tel que

(w/2m, A1 + F1(")) R(eyl) (w/2m, A2 + F3(+)),

avec F»(-) bien plus petit que Fi(-) et Ay = A; + 2} (0). Si les racines as de As sont
4 nouveau diophantiennes, on peut recommencer la procédure précédente et ainsi de
suite.

Dans le cas ot a1 est résonnant il semble donc que ’on soit désarmé. L’idée d’Elias-
son pour obvier a ce probléme (cf. aussi [21]) est que si 'on renonce a chercher une
conjugaison proche de 'identité, il est possible de conjuguer dans tous les cas A; + F}
A un systéme A, + F» avec F» beaucoup plus petit que Fj. En fait il est toujours
possible d’enlever une résonance.

Fixons comme au chapitre 3, w € CD(y, o) diophantien, c’est-a-dire vérifiant

-1

VkeZ— {0}, |(kw)| > l”klc,,

et deux suites K,, N, avec K, > 721+"N,‘{. Notons a,, la racine & la n-iéme étape
de ad(4,).

(i) Si a, est diophantien jusqu’a ’ordre N, i.e.
K«l

n
k™’
on peut appliquer la procédure décrite au chapitre 3.
(ii) Sinon, vu ’hypothése que I'on a faite sur Ny, Ky, il est possible de montrer que
I'inégalité précédente n’est violée que pour une valeur au plus de k, disons kq.
Remarquons alors que la fonction

Vkv O<lk| SNna |an_(kvw)| >

Bp(z) = e~ 2" (ko,2)An/|An]

est bien dans C®(T¢,G), et commute pour toute valeur de x & A,. Ainsi,

An
Lw/g,an . B;l + Ad(Bn) . (An + Fn) = —(ko,a))m + A, + Ad(Bn) - F,
An
= m(_(kovw) + [An]) + Ad(Bp) - Fh.
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1l apparait donc, si on pose A, = — (ko,w)An/|Anl, et Fn, = = Ad(Bn) + Fn,
que By(:) conjugue (w/2m, A, + F ()) (w/2r, Ap + F, (")) avec a(4,) =
a(Ay) — (ko,w) trés proche de 0, et Fy, = Ad(By) - F,, guére moins petit que Fj,.

La remarque fondamentale est maintenant que, w étant diophantien, a(Avn)
qui est trés proche de 0 peut étre considéré comme diophantien jusqu" I’ordre
Nn La procédure du (i) peut donc s’appliquer et on trouve un Y, conjuguant
A + F & Apt1 + Fhy1 avec Fjq1 beaucoup plus petit que F,.

Ainsi, dans tous les cas on aura construit des suites A, Fy,(-), Y, (), Ba(-) telles que
(1) (w/2m, A1 + F1(-)) R(e¥"~1Bp_y eV By) (w/2m, Ap + Fu(-)),

le terme F}, décroissant trés vite avec n. Cependant, les B, (-) étant loin de I’identité,
il n’y a aucune raison pour que le produit intervenant plus haut en (1) converge.

La densité dans ce cas est alors particuliérement facile & démontrer puisque ’égalité
de conjugaison se récrit

Ay + Fy — Ad(Gy) - Fr = Ly, j2xGn - Gt + Ad(Gr) - (45),
avec
G =€ By e By

or F,, tend vers 0 bien plus vite que ne croit G, si bien que le terme Ad(G,) - F,
tend vers 0. Le résultat de densité est démontré.

5.2.b. Etude du cas général

Le probléme des racines résonnantes. — Pour pouvoir transposer les résultats pré-
cédents au cas ol G est un groupe compact quelconque, il faut tout d’abord étre ca-
pable d’éliminer les résonances. Ce probléme est plus délicat & résoudre que dans le cas
S0O(3) du fait d’éventuelles résonances entre les racines elles mémes. Par exemple pour
G = S0O(2x4), si on note B1, B2, O3, B4 les racines de la base de Weyl, 81 +282+ 85+ B4
est également une racine. Supposons que par hasard, 83(A) = B4(A) =0 et 51(A) =
(k,w), B2(A) = 3(k,w). Alors, (81 + 282 + B3 + 1) (A) = 2(k,w) est résonnant. Il est
facile de voir qu’il est impossible d’enlever cette résonance (sans en créer de nouvelles)
en ajoutant des entiers z; aux B;(A4). En d’autres termes, on ne peut pas enlever cette
résonance par des conjugaisons de la forme e2™(*®)H [ étant entier et H sur un
tore maximal passant par A, vérifiant pour tout racine 8, 3(H) € Z. Si ’on cherche
par contre un tel B avec k € %Zd cela devient possible; la conjugaison B est alors
seulement 2cgZ4-périodique (cg étant le cardinal du centre de G).

Le phénoméne d’augmentation de période décrit plus haut n’apparait cependant
pas dans le cas ou le groupe G = SU(N), du fait des relations particuliéres entre les
racines. La démonstration de la densité dans le cas SU (V) est donc la méme que celle
du cas SO(3), modulo une procédure d’élimination des résonances que nous donnons
au 5.3.
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Dans le cas général, le résultat démontré est donc qu’a la n-iéme étape, il existe une
conjugaison G, € C®(R%,G), cgP,Z%périodique, qui conjugue A, + F 4 A, + F,
avec A, € g, F, € C*°(RY,g), P,Z%-périodique ou P, € Z — {0}.

Ainsi, A; + Fy — Ad(By) - F,, qui est trés proche de A; + F; dans C® (R4, g) est
réductible mais seulement dans C*(R%/P,Z%,G). Ceci n’est donc pas satisfaisant.

Comment diminuer la période. — 1l est cependant possible de diminuer la période
précédente et de trouver une conjugaison B, € C®(R¢/xcZ% G) ou x¢ est une
constante ne dépendant que du groupe.

Ce dernier point utilisera les résultats montrés au chapitre 2. Appelons Z;(-) le
temps 27 du flot associé & A; + F;(-). D’aprés les résultats du 1.4, Z; est conjugué a
Z, modulo B = G,,. Ainsi, pour z € R,

B(z +w)Z(2)B(z)™! = Za ().
Ecrivant une égalité similaire pour k € Z¢, et utilisant la Z%-périodicité de Z, il vient
B(z+k+w)Zi(z)B(x + k)™ = Z,(z + k),
ce qui donne
B(z +k+ w)B(z + w) ' Z,(x)B(x)B(z + k)~ = Z,(z + k).
Posons
Ci(x) = B(z + k)B(x) ™",

et remarquons que Z,(x) est pratiquement constant égal a e2mAn puisque F;, est trés
petit. Il vient alors

Cr(z 4 w) = 24Oy (z)e™ 2 4n,

Si 2w A, était générique (au sens du chapitre 2), et si 'approximation précédente
était exacte, la minimalité de w entrainerait que Ci(x) (z € R?) est constant égal &
Cy € G. 1l est possible de montrer qu’en fait Cy(x) ~ C. Il apparait alors que

Cry1 = CrCy,
et
CrAp ~ ApCh.
Ainsi les (Ck)rcze forment une famille presque abélienne.

Supposons dans la suite qu’elle soit effectivement abélienne. On pourrait dire,
d’aprés le lemme 2.3.14 du chapitre 2, que, pour un certain xg ne dépendant que du
groupe, les CX¢ sont sur un méme tore (maximal) Ty, . Ceci permettrait d’étendre
les C en C(z) défini sur R%, & valeurs dans le tore maximal T4, et tel que, pour tout
ke Z4,

C(kxc) = Ckxq-
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Ainsi, si 'on pose
B(z) = C(2)"' B(x),
on a
B +k)B(z)™ = C Yz+k)B(+k)B@)C)™
= C(z+k)"1CrC(z),
et dgnc pour k € xgZ<, les trois termes précédents commutent et B (x+ k)= B (z),
i.e. B est xgZ%-périodique.
On a également
L, /2xBB™' + Ad(B)(41 + F1) = An + Fp,
soit
A+ F = L“,/zﬂB—1 B+Ad(B™Y) - (A, + F,)
= L,/2.B'B+Ad(B7'C)(AA(CT") - (An + Fp))
= L,/:(B7'CC™)CC™'B+Ad(B7'0) - (An + Ad(CT") - Fy,)
= Lyp.(B7'C)-(B~'C)™*
+Ad(B~'C) - (A, + (Lw/g,rC"l)C +Ad(C™Y) - F).
Remarquons que (L /2.C ~1). C = cste. Soit alors H € T4, ; on utilise le résultat de
réductibilité en mesure positive montré aux chapitres 3, 4, pour établir que

AH + Ap + (Lyj2<C™1) - C+ Ad(CTY) - Fy,

est réductible pour un |A| < cste - |F,|*. Ceci montre que A; + F — Ad(B) - (AH) est
réductible dans R?/cg P, Z¢. Mais comme ’on peut choisir A de fagon que la constante
a laquelle est conjugué le systéme soit générique, en utilisant la proposition 2.2.4 on
voit que A; + Fy — Ad(B)(\H) qui est dans C°(R%/xcZ%, g) est conjugué a une
constante modulo R%/xgZ?.

La démonstration se fera donc suivant le plan suivant.

Aprés avoir procédé dans les sections 5.3 et 5.4 & ’étude des résonances entre les
racines et montré que la procédure d’Eliasson peut étre mise en ceuvre, pourvu que 'on
accepte des conjugaisons qui ne sont plus 1-périodiques mais seulement P,-périodique
(a la n-iéme étape), nous donnons les estimées sur les F;, dans les sections 5.5 et 5.6
et décrivons la méthode utilisée pour réduire la périodicité de la conjugaison au 5.7.
Enfin nous concluons la démonstration du théoréme au 5.8.
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5.3. Résonances

5.3.a. Notations, définitions. — Nous noterons CD(v, o) ’ensemble des w € R
tels que, pour tout k € Z¢ — {0},
A1
|(k, )| 2 775
k|

de méme CD(v,0) (mod 1) sera I’ensemble des w € R? tels que, pour tout k €
Z? — {0} et tout I € Z,
-1
Y
—1 > L.
Considérons des entiers positifs N, P et un réel K > 0 tels que
2) K > 217y PN.

Pour de tels nombres nous définissons les ensembles DS(N, K, P) = DS, (N, K, P)
des a € R «diophantiens jusqu’a l'ordre N », c’est-a-dire satisfaisant pour tout 0 <
|k| < N, k € Z4, (noter que, par rapport au chapitre 3, i = 0)

(3) la — (k/P,w)| > K.
Son complémentaire sera noté RS(N, K, P) = RS, (N, K, P).
Enfin si L > 1 est un entier, nous appelerons DS, (N, K, P) (mod L~!) ’ensemble
des « tels que, pour tout 0 < |k| < N et tout [ € Z9,
|a — (k/P,w) — %| > KL
L’ensemble RS(N, K, P) (mod L~1) sera défini de fagon analogue.
Nous donnons maintenant le lemme suivant inspiré d’Eliasson ([9], [10]).

Lemme 5.3.1. — Soient w € CD(v,0), P, N', N des entiers positifs et K > 0 un réel
tels que N' > N et
K > 27y PN (> 247y PN°).
(i) Sia € RS(N, K, P) alors
(a) il existe un unique ko, 0 < |ko| < N tel que
o = (ko/P,w)| < K71,
(b) et dans ce cas on a, a — (ko/P,w) € DS(N', K, P).
(i) Sia e DS(N,K,P) alors o — (k/P,w) € DS(N — |k|, K, P).
Démonstration. — Pour (i)(a) : s'il existait deux k; € Z4, 0 < |k;| < N (i = 1,2)
violant 'inégalité (3), on aurait
(k1 = k2)/P,w)] <2K1,
soit

|(k1 - k‘2,w)| S QK_IP,
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Or, vu que w € CD(vy,0),

(k1 — k2, w)|

D’ou il viendrait

v

2

-1

,7—1

> > .
- |k1 —kgla - (QN)"

-1

@N) =

ce qui contredit (2) et démontre le point (i)a.

<2K7'P,

(i)(b) : Maintenant, soit k¢ tel que 0 < |ko| < N pour lequel

la — (ko/P,w)] < K.

Alors pour tout 0 < |[k] < N', on a

la = (ko/ P,w) — (k/P,w)|

2
2
2

|(k/P,w)| — o = (ko/ P, w)]|
7_1N,_0P_1 _ K—l
K—l

vu que l’on a supposé, 2!t K~1 < 4~ N'77 P~!. Ceci montre (i)b.

La démonstration de (ii) est claire puisque si |I| < N — |k|,

la = (k/P,w) — (I/P,w)]|

puisque |k +

U<kl +|I|<N.

Supposons K > 20PN.

2

la = ((L+ k)/P,w)]
K1,

Lemme 5.3.2. — Soient w € CDy(vy,0) (mod 1), K > 20PN et posons © = (w,1) €
RI*L, Si B € R vérifie

18] < (1/20P)N,

et s’il existe ko € Z9, ly € Z vérifiant

pour lesquels

alors

ko

N

+lo] € ————,
| IOI—20(1+|w|)

ﬁ—(ko/P,LU)— ZFS € DS&:’(N>K,P)7

B — (ko/P,w) € DS, (

N

20(1 + |w|)

,K,P) (mod 1/P)
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Démonstration. — Supposons par l’absurde qu’il existe 0 < |k| < N/20(1 + |w]) et
l € Z pour lesquels

(4) |8 = (ko/P,w) — (k/P,w) = 1/P| < K,
alors

il < P18l + K1) + [kollw]| + |kl|w],
et, par conséquent,

ll=lol < [i] + lo]
< P8I+ K1) + [kollw| + [Kllw] + [lo]
1
< =N.
< N

Mais alors, (4) implique
L—1

8= (ko Prw) — B — (k[ Pyw) -

ce qui du fait de 0 < |k| + |l — lo| < N, contredit 8 € DSz(N, K, P) (mod 1/P). O

<K

5.3.b. Elimination des résonances. — La méthode d’élimination des résonances
repose sur le constat suivant : il est toujours possible, en résolvant des systémes
d’équations linéaires & coeflicients rationnels, de ramener & 0 les racines résonnantes.
Cependant cette procédure perturbe les racines qui auparavant étaient diophantiennes
et qui pourraient trés bien devenir résonnantes. Pour prendre en compte cette diffi-
culté, il suffit de procéder de la fagon suivante : soit toutes les racines sont déja
diophantiennes, auquel cas il n’y a rien & faire ; sinon certaines sont résonnantes et on
peut enlever ces résonances. Si cette derniére procédure rend résonnantes les racines
diophantiennes qui restent, c’est que celles-ci n’étaient pas assez diophantiennes et
on peut en fait les considérer comme résonnantes. On réitere alors ’algorithme pré-
cédent avec un ensemble de racines résonnantes initiales élargi jusqu’a aboutir & une
partition en racines résonnantes d’une part et en racines diophantiennes qui restent
diophantiennes aprés avoir ramené & 0 les racines résonnantes d’autre part. Ceci est
contenu dans le lemme 5.3.4.

Nous considérons dans cette section un espace vectoriel réel ¢ de dimension w sur
lequel sont définies q formes linéaires 8, ..., 3,. Nous supposerons que les (8;)1<j<w
constituent une base du dual de ¢, t* et nous noterons (H;)c(1,...,w} une base duale.
Nous supposons en outre que les (8;)w+1<j<q Peuvent s’écrire sous la forme

w
w+1<ji<q, Bi=> mrbk,
k=1
ou les m; 1, sont des rationnels de la forme vj x/e (v i et e dans Z), avec |v; x| < b.

Si v est une matrice inversible extraite de la matrice (m; ), son inverse v~1est a
coefficients dans Q ; comme les v sont en nombre fini, on peut toujours supposer qu’il
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existe b, D entiers positifs (> 1) tels que leurs coefficients soient de la forme z/ 5, ol
x € Z est de module inférieur ou égal a b.

Nous poserons
D =é*D.

Si N, K, P sont fixés comme dans la sous-section 5.3.a, nous définissons g+1 entiers,

(Ni)i<i<g+1 vérifiant Ny = N et
Niy1 > a- N,
ou
a = max(4b®(q + 1)221°y D" 4b(1 + ¢)221 7€, 40(1 + |w|)gbc1 ),

ot ¢ = 2b(1 + q)%(1 + b)2e29.

Posons également

N; =20(1 + |w]) - Ni.

Constatons que

_ 2b(1+q)?(L + )%
a

2-(1 y7>1.

Nous pouvons énoncer la proposition suivante.

Proposition 5.3.3. — Soit K > 4b*(q + 1)22'T7yDI+INZ, |, et A € t; alors il eiste
p < q et des entiers k; € Z2 vérifiant

k] <& - N,

o1 ¢, = 2b(1 + q)%(1 + b)%e29, et tels que, si l’on pose

1 - (kuw)
A_A_Z Dr+1 Hi,
=1

on ait, pour tout j < q,
B;(A) € DS((1/2)Nps1, K, DPH).
En outre,
|A] < er(1+|A]).
avec ¢ = ge(1 + ¢)%(1 +b)? + Cq.

Démonstration. — Dans tout ce qui suit A € g est fixé. Nous montrons tout d’abord
le lemme suivant.

Lemme 5.3.4. — Soit E = {f1(A),...,B,(A)}. Il existe une partition de E en
E = (EN RS(N,, K,DP)) U(EN DS(Npy1, K, DPt1).
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Démonstration. — Posons R; = RS(N;,K,D%), D; = DS(N;, K, D%). Si a € Ry, il
existe |k| < N; tel que

lo — (k/D*,w)| < K7,
donc
la — (kD/D™,w)| < K7,
et, par conséquent, o € R;;, puisque Dﬁi < ]V,q_l. Ainsi,
R; CRiy1 et D;y1 CD;.
Posons alors p := max{i < ¢,D; N E # D;;1 N E}. Nous avons
Dy NE=D,NE etdonc E = (Dpy1 NE)U(R,NE).

O
Nous poserons désormais
Io={i|1<i<qBi(A) € DS(Npt1, K, DP*1)},
et
I = {i| 1 <i < q,Bi(A) € RS(N,, K, D)}.
Nous passons maintenant & la preuve de la proposition 5.3.3.
Définition de H,. — Pour j < w tel que j € I, il existe I;, 0 < |I;] < Np pour

lesquels
18 (A) — (1;/DP,w)] < K~

nous posons alors

H.= Y (j/D",w)H;.
jeI.N{1,...,w}
Définition de Hy. — Pour j > w + 1, nous avons
w
(5) Bi(A) = > m;kBe(A).
k=1

Si en outre j € I, N {w +1,...,q}, introduisons 1'élément 3} € t*,
Bi = > mikBe
kelan{1,...,w}

(i.e. nous ne retenons dans la somme (5) que les termes pour lesquels 3x(A) €
DS, (Npt1, K, DPT1)).
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A présent nous extrayons de la famille (8) er,n{w+1,...q} une famille libre (8});en
avec Il C I, N {w + 1,...q} (I pour libre). Ainsi, pour tout j € I, N {w +1,...,q},
on a
(6) By =" g;ibi

tell
ou les g;; sont dans Q de modules inférieurs & b (puisque les g;; sont des mineurs

extraits de la matrice (m;,;)).
Démontrons le lemme suivant :

Lemme 5.3.5. — 1l existe Hy € t,

Hy= > (xk,w)Hy,
kelgn{l,...,w}

avec T = uk/ef)D”, vérifiant
18;(A — Ha)| < bg(1+q)K,
et 5
|uk| < e(1+q)*(1+b)*Ny,
(2, w)| < e(1+¢)*(L+b)?|Al.
Démogstmtion. — Puisque les §;(A), i€ I. n{w +1,...,q} sont résonnants (€
RS, (Np, K, DP)), il existe l;, 0 < |l;] < Np pour lequel
18;(4) = (I;/DP,w)| < K.
Donc, d’apreés (5),

ST miaBA) + Y miaBe(A) - (4;/DPw)| < K7L

kelgn{l,...w} kel.n{1,...,w}

soit

B;(A) + Z m;k(Br(A) — (Ik/DP,w))

kel.n{1,...,w}

+ > myx(s/D?,w) - (I;/DP,w)| < K
kel.n{1,...,w}
ou
|8k (A) = (Ix/DP,w)| < K71,
pour k € I, N {1,...,w}. Par conséquent,

Bi(A) — [ G;/DPw)— > myx(e/DPw) || < K14 gK™
kel.N{1,...,.w}
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Or nous avons :
Lemme 5.3.6. — Il existe (Tk)rern{1,...,w} dans Z% de la forme uk/eﬁD” avec
lug| € d-e(1+ q)(1 + b)2N,,

et vérifiant pour tout t € I,

Iy I
2. mem=gp- DL Mg
kelan{l,...,w} kel.N{1,...,w}
Démonstration. — 1l suffit de résoudre le systéme précédent pour chaque coordonnées

dans Z4.

D’aprés la définition des (B;);ep: les formes linéaires (3o icr,nq1,... w} MtkBr)ten
forment un systéme libre et par conséquent la matrice (m¢k)teri kerin{1,...,w) €St de
rang maximal. La théorie classique des systémes linéaires montre alors qu’en égalant
4 0 certains des x, on peut résoudre le systéme précédent et obtenir des zj soit nuls
soit de la forme

[ e S m 3
Dp t,k Dp )
kel.n{1,...,w} terl
(en colonnes) ou encore
I/_l . elt _ Z Uth lk
eDr e Dr ’
kel.N{1,...,.w} tel!

v étant une matrice carrée inversible de rang maximal extraite de la matrice

(Mek)ten kelandl,...,w}
ol My, = v /e, vkl < a.
Ainsi les coefficients de v~! étant de la forme wy /D, |we x| < b, les 7, sont de la
forme uy/eDDP avec

lug| < q(eﬁpb + qﬁpr)
< e(1+4¢)*(1+b)2N,.

De la méme fagon, vu que

lt lk
Z mek(Tk,w) = Dr Z Mtk ppo @ | 5
kelan{l,...,w} kel.n{1,...,.w}
il vient les estimées annoncées pour (zx,w). Ceci démontre le lemme 5.3.6. O

Nous avons finalement prouvé que, pour ¢ € I,

|Bi(A— Ha)| < K™' 4+ ¢K™,
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D’aprés (6) il vient, pour j € I, N {1,...,w},
185(A — Ha)| < bg(1+ )K",
c’est-a-dire la conclusion du lemme 5.3.5 O
Conclusion. — Posons H = H, + H,.
-Siiel,.N{l,...,w}, alors B;(Hg) =0 et
Bi(A — Hy — Hg) = Bi(A) — (li/ D?,w),
si bien que
1Bi(A-H)| < K™,

et d’apres le (i) du lemme 5.3.1, 8;(A — H) € DS(Npy1, K, DP*1).
-SiieIgn{l,...,s}, alors

Bi(A—H) = pi(A—Ha)

= Bi(A) - Y (wkw)Bi(Hy),

kelan{l,...,w}
= Bi(4) — (zk,w),
avec zy = ug/eDDP et
luk] < e(1 + g)*(1 + b)2 N,
Le (ii) du lemme 5.3.1 et le fait que 5;(A) € DS(]V,,H,K, DP+1) montrent que
Bi(A) € DS(Npt1 — e(1 + ¢)%(1 + b)2N,, K, DPH1).
-Sitel,Nn{w+1,...,q}.
w
Bi(A—H) = Y mi;Bi(A—H)
j=1

= Z mz-,jﬂ]-(A—H)+ Z mmﬂj(A—H)

jenn{i,...,w} jelan{d,...,w}

= Bi(A-Ha)+ Y,  mi;Bi(A-H,)
jen.N{1,...,w}

= BiA+ Y mi;(Bi(A) - (l5/DP,w)).
jer.N{1,...,w}
Ainsi,
1Bi(A— H)| <bg(1+q)K ™" +¢bK " < (1+¢)*bK".
D’aprés le (i) du lemme 5.3.1, il apparait que

Bi(A — H) € DS(Npy1, K, DPtY).
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-Sitelzn{w+1,...,q}
Bi(A—H) = pi(A) - Bi(H)

Bi(A) = > mi;B;(H)

j=1

= B(A - > miBiH)— > mixBr(Ha)
JEL.N{1,...,w} kelagn{1,...,w}

= B4 - > mi/DPw) - > mik(akw).
JELN{1,...,w} ke€IaN{l,..., w}

Ainsi, 3;(H) est de la forme
v;,51; U KUk
(jehrﬂz;,...,w} eor " keldr%:,---,w} e-eDDr M) ’
i.e. de la forme (z;/DP*!,w) (puisque D = e2D) avec
|zi| < ¢gDbN, + b(1 + q)*(1 + b)%eN,,.

Du fait de 3;(A) € DS(]V,,H,K, DP*1) il vient, d’aprés le (i) du lemme 5.3.1,

Bi(A — H) € DS(Npy1 — 2b(1 + q)2(1 + b)2eN,, K, DP+1),

Ainsi dans tous les cas,

Bi(A — H) € DS(Npt1 — 2b(1 + q)%(1 + b)2eN,, K, DP+1).

avec |k;| < 2b(1 + q)2(1 + b)2eN,, pourvu que
K > 4b?(q + 1)2'+7yDNY.

Or
~ ~ ~ 2b(1 2(1 4+ b)2e ~
Npi1 = 2b(1+q)*(1 +b)%eN, > (Np+1 2 +q)a( +b) eNp+l)
2 2.\ _
> <1_ 2b(1+ ¢)%(1 +b) e) Nyor
a
> (1/2)Np4,

vu le choix que l'on a fait pour a. D’autre part,
k] < 2b(1 + ¢)%(1 + b)%eN,.
Enfin, d’une part,
(2, w)| < e(L+g)*(1 +b)%|4],
ce qui entraine

|Ha| < ge(1 + q)%(1 + b)?|A];
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d’autre part,
|H:| < q(B;(A) + K™') <c-q- (|A]+ D).
Au total ceci prouve
4] < er(1+]4)), -
avec c; = ge(1 + q)%(1 + b)% + ¢ - q. Ceci conclut la preuve de la proposition. O
Enfin :

Corollaire 5.3.7. — Soit K > 4(40(1 + |w|))?b%(1 + q)*2' T yDI*' N7, ,, et soit A€t
tel que |A| < (1/20D?)N ; alors il existe p < q et des entiers k; € Zd, vérifiant

|ki| < c1- Np,

ot ¢, = 8|w| D¢, et tels que si l’on pose

Z (khw)
Dp+1 H;,

on ait pour tout j < q,

8(A) € DS(Npy1, K, DP*)  (mod 7).
En outre,
4] < er]Al.
Démonstration. — Appliquons la proposition précédente avec @ = (w, 1) a la place

de w et d + 1 a la place de d. 1l existe ainsi des entiers ki = (ks, 13), |E| <t 1\~/'p, tels
qu’on ait

w Y ~
B5(A) - (Z—jjg’f’—’“w) - ZizoMihi ¢ Dy ((1/2) Ny, K, D).

Posons

Alors pour tout j,

Remarquons que

Sy my,iki .
DL
bc; ~
< Q.El p+1
< 1 N,
= 2001+ Jw]) PTV
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d’aprés le choix de a. On peut donc appliquer le lemme 5.3.2 dont les hypothéses sont
satisfaites pour prouver que

1 1

B8 € 05 (5T

NP+17K»DP+1> (mOd 1/DP+1)’

c’est-a-dire ce que 'on voulait montrer puisque Np4q > (1/40(1 + |w|)ﬁ,,+1. O

5.4. Rappels d’algébre et applications

Nous reprenons dans cette section les notations du chapitre 2 section 2.3.b. Nous
supposons donc dans la suite que G est un groupe compact semi-simple, g son algébre
de Lie associée, ¢ une algébre torique maximale ; nous notons A = {ay,...,az} l'en-
semble des racines par rapport & t et nous supposons que S = {ay,...,qy} est une
base de Weyl. G étant compact, il en existe une représentation fidéle dans un U(L)
(L entier > 1). Nous notons T'(L) le tore maximal constitué des matrices diagonales
de U(L). Nous notons toujours py, . .., pr2 les poids relatifs & la représentation Ad op.

De facon a retrouver les notations du paragraphe précédent, nous noterons 31, . .., 3,
les formes linéaires définies de la maniére suivante :

- pour 1 <i <, i = s,

—pour §+1<i<L*+q=gq, B = pi-g-

Pour tout j > w + 1, il existe m; ; & coefficients dans Q tels que
w
Bi = Z m; ;5.
=1

5.4.a. Le cas G = SU(N). — Dans ce cas la situation est plus simple puisque les
les 3; non nuls sont les racines o € A. Le lemme 2.3.10 permet ainsi de montrer, si

I’on reprend les notations du 5.3, que e = D = 1 et donc D =1 (¢f. 2.3.10).

5.5. Comment se rapprocher des constantes

Nous reprenons dans ce paragraphe les notations du 5.4 et montrons comment 1’on
peut se rapprocher des constantes en s’affranchissant des conditions diophantiennes
sur les racines.

Soient A € g, t4 un tore maximal passant par A, F € C*®(R%/Z4, g),

M = max(1, |A]),
et posons pour tout s > 0,

es = |F|s.
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De la méme fagon que dans la section 5.3, N3 = N est un entier, auquel on associe ¢
autres entiers Na, ..., Ny vérifiant

N; > aN;_y;
nous ferons ’hypothése qu’il existe v > 0 tel que
) K =N"2>c3(w)Ng;1-
avec
(8) c3(w) = 160(1 + |w|)?b% (g + 1)221 oy DI+,

D’aprés le corollaire 5.3.7, il existe un entier 1 < p < ¢, pour lequel il existe w éléments
k; de Z¢,
[ki| < c1 - Np,
tels que
L

Dpr+1 Z)'

w ki
(9) A= (D;fl) H; € DS(Npt1, K,DP*?)  (mod
=1

Montrons alors :
Lemme 5.5.1. — Il existe A € t4, F € C®°(R?/DP+1Z4 g), tels que :
(10) (w/2m, A+ F()) R(B) (w/2m, A+ F()),
avec

B(z) = ex (2 3 ki, 2)
= &xp 77, Dp+1 !

A€ DSy(Nysr, K, D) (mod ——17),

Dp+1
] < er(14] + 1),
et
(11) |I7’|s < cs(Npeo +€5);
en outre,
~ Egl
RN Fls; <cgg 7
I p+1 |8 = Cs,8 (Np+1 _ Np)" —s—d—-1"
|Bs < ¢s N
Démonstration. — En effet, si on note
w
~ _ _(kivx)
B(l’) = exp(27r ‘ W‘Hz)

i=1
il apparait que B est bien cg - DPH1Z4 périodique ou cg est le cardinal du centre de
G, tandis que Ad(B) et F sont DP*1Z? périodiques.
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En outre,

(kuw)

LS H + A+ Ad(B) - F,

S8
Lyj2nB-B7'+Ad(B)- (A+ F)=->_
i=1
car, ﬁ() et A commutent puisqu’ils sont sur le méme tore maximal. Ainsi si on pose,

— (ki w)
1 i
A=-yedha,
i=1

et
F = Ad(B) - F,

la formule (10) est vérifice.
En outre, d’aprés (9), A € DS(Np4y1, K, DPT1), et
|Fla < ca(| Ad(B)lol Fls + | Ad(B)lo| F1.)
< cs(N;:SO + €s)~
Pour la derniére inégalité, il suffit d’utiliser le fait que
mi(F) = e 2mki)/ D7 (),
ou m; désigne la projection sur CH;. Ceci achéve la preuve du lemme 5.5.1. O

Nous allons & présent appliquer le lemme 3.4.2 du chapitre 3 pour prouver la
proposition qui suit ; nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que nous changeons
de notations par rapport au chapitre 3 (A et A deviennent respectivement A et A").

Rappelons que nous avions défini au chapitre 3 (cf. formules (26) et (2)),

d
(12) a; = 6m?* max(o, 1) + 5t 3qv,

d ~
(13) as = 4(6m? max(o, 1) + 5 +3gqv) + 1,

(ot m est la dimension de ’algébre g) ainsi que des constantes ci,s,¢s,¢7 (cf. équa-
tion (13) du lemme 3.3.1 et les lemmes 3.4.1, 3.4.3).

Lemme 5.5.2. — Si l'on suppose
(14) c1,0(ctMNgi1)*eo < 1,
il eziste Y € C®°(R?/DPT1Z4, g), A’ € g, F' € C®°(R?/DPT1Z9, g) tels que
(w/2m, A" + F'(-)) R(e¥) (w/2m, A + F()),
et, si on note e, = |F'|s, on a :
g} < cscf (W) DT P (M Npi)** (Njeg + €oes)

Egl ’_
, D+ =8
O Wt = Ny
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et
|4 < er(]A] + 1),

(15) Y], < cscr,s(MN,)® (Nieo + €5).

Démonstration. — Vu que A € DS, (Npt1,K,DP™'), on a
Ae DS, pr+1(Npt1, K, 1).
Remarquons que puisque w € CD(y,0) on a w/DPT! € CD(yDP*!, o). D’autre part,
vu que 1,5 = 5 - (24 |w])3™ - (1+7)3", il vient
(16) c1,s(w/DPTY) = ¢ 1 4(w) - D3r(PHD),
Remarquons également que si M = max(1, |Al),
(17) M < 7 M.

Appliquons alors le lemme 3.4.2 du chapitre 3 (ce qui est possible vu (14) et (11))

A+ Fy(z) :== A+ F(D""'z);

(on prend les fonctions constantes en A); notons que Fy € C®(R?/Z4, g). 1l existe
donc Yy € C®(R4/Z%,g), Ay € g, et F§ € C®°(R%/Z4, g) tels que

s A4 Fo() REV) (s A+ F (),
2w D 2w D

avec

1Fols < coch o (omr ) (MNps1) ([Folo|Folo + eo [ Fol3) + [ Foly Ny~ 7470,

Dpr+1

Rappelons alors que

(18) [Fols < es(NEIFolo + | Fols),

et
|F0|s’
(Npi1 = Np)=o=a-1"

!RNP+1F0|S S cS’
par conséquent, tenant compte de (16-17) il vient

|Fgls < esch (W) D2 (M Np11)** (N3] Folo
IFOIS’
(Npr1 = Np) =340

+|Fols)|Folo + | Folg) + cs

Ainsi, vu que

~L DU R < |FY|y < e DTPHDR Ry,
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il vient

|F'l, < cach (@) D2 (M N1 )* (N2€3 + e40)
Egt
(N1 — Np)~@—s=a-)

+ey D= m+1)

Ceci démontre ’estimée relative a €.
Enfin, le lemme 3.4.2 du chapitre 3 montre que
Yols < c1,6(MNp12)™ |Fols,
ce qui compte tenu de (18) et (17) donne 'estimée (15). O
Au total,

Proposition 5.5.3. — Si coc1,0(MNp)*eg < 1, alors il existe un entier 1 < p < gq, et
des A' € g, F' € C*(R?/DP*'Z4 g), B € C*(R%/cg - DP*'Z4,G) tels que

(w/2m, A" + F') R(B) (w/2m, A+ F).

el < cgc‘is(w)Dm'(”“)(MNIDH)‘“‘1 (N3ed + €oes)
€y
+ Cg/

: D+ —a)
OATE ALEEE

|A'| < er(|A] +1),

|Bls < cs(Np + (MNp41)* (Npeo + £5))-
Démonstration. — En effet comme le groupe G est compact,

|eY]§|s < cs(ley|s + l§|s) < es(Np + (M Npy1)* (Npeo + €5))-

Nous énongons maintenant un corollaire immeédiat,

Corollaire 5.5.4. — Si A€ g, F € C®(R4/TZ%g), et si
Cocl,o(MNp)mEo S 1,

alors il existe un entier 1 < p < q et des A' € g, F' € C®(R?/DPTTZ4,g) et un
B € C®(R%/cgDPTTZ4,G), tels que

(w/2m, A" + F'(") R(B) (w/2m, A+ F(-)),

€y < ‘3$03,s(W)(TD(I)‘H))127‘(-]\4]\711-0—1)4(1l (N;‘fg + €0€s)
Egt
(Np+1 - Np)s'

+ ¢y P (TD(p+1))(8’—8),

|Bls < cs(Np 4+ (MNp11)" T (Nyeo + €5))-
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MI S C7M.

Démonstration. — 1l suffit en effet de poser A+ Fy(x) = A+ F(T - z), et d’appliquer
les résultats qui précedent ; il existe ainsi A’, Fy tels que
w w
2 A+ F) R(Bo) (5 A+Fo),
(gop A+ ) R(Bo) (57 A+Fo
avec

(19)  [Fyls < cscas(@)T > DM P (M N, 11 )* T*(N2e3 + e.c0)

ey T D(s'=8)(p+1)
(Npt1 — Np)~(s'—s—d=1)"

+ Cg

|A'] < er (Al + 1)

Comme |F'|; = T~*%|F}|s, on vérifie les estimées ; ceci conclut la preuve du corollaire.

|
5.6. Estimations
Nous montrons dans cette section :
Théoréme 5.6.1. — Posons M = max(1,|A]|). Il existe des réels so € N,eg > 0 et un

entier P > 0 tels que : pour tout A € g et F € C®°(T¢, g) vérifiant
IFISO S €0,

il existe des suites (n > 1) d’entiers 1 < p, < q, P, > 1 et des suites A, € g,
F, € C*(R%/P,Z%g), G, € C®°(R%/cgP,Z%,G) telles que

A+ F1 = Ly 2:Gn - G + Ad(Gh) - (An + F),
|[An| < M7,
P, =DP1tlp,_, P =1,
P, < Pl < pn,

et pour tout s > 0,
|[Frls = O(N, ),

(20) |Gnls < C?Nrsl—l,p,._l'
5.6.a. Notations, définitions. — Nous référant aux définitions du 5.3, nous po-
sons

P = (4e7)MixgDcq,
([ ] représente la partie entiére), et nous notons a,

an = 4b%(1 + g)?2 oy p(n=D0+0),
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Définition de (o, so. — Nous posons, n = 1/26, et choisissons 2 > u > 1 tel que
Tp — 6u9+! = 1/2, ce qui est toujours possible (¢ > 1) ; remarquons qu’alors,

6p < 6u? <7,

ce qui entraine,

K

[ ]

(21) p<pt <
soit

N2 3

q+1 e e

p S (6) <3

Nous définissons également (cf. (12), (13)) pour les définitions de a;,az)

as = max(da1p?t,12r, (¢ + 1)),
as =2u(d+ 1) + 4,
M = max(c7, M),
so = nmax(2 + ag,as + p(d + 1) + 2),
2
Bo = g(ﬂ = 1)So-

En particulier on a
(22) Bo > 2(a4 + 2),

puisque

2 2 1
= — —_ > — —_ . .
Bo 3(u n)so > 3 (1 26) 26 - (aq +2),

et
K=n 6
_ > —,
(3) patt+n =7
Définition de 6g. — Si § > 0, nous définissons
N(5) =61k,
et pour n > 1,

N, (5) = NG/™"

Posons pour 1 <i<gqg+1,

Npi=NY, Npi=20(1+|w|)Nn.
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Lemme 5.6.2. — Posons v = 1+u?*to et K, = NY ; il existe un réel 3=1/bBo > 6 >0
tel que, pour tout 0 < § < &g ce qui suit est vérifié pour tout n > 1 en posant
N =N(9) :

(24) Nn,z’ > max(2, an)Nn,i—l,
(25) K, > 21+a"/nP(1+q)nj\7n’q7
(26) Nn,q+1 S Nn+1,1»

(27) Npit+1 — Npyi > (1/2) Ny,
(28) CsoC1,50 (W) M (4Pc7)™* < N,,.
Démonstration

Pour (24) : Si 0 < § < &, on a pour tout n > 1,
N > 4b2(1 + g)?2! oy Pr+0) = g,

si l'on a choisi dg > 0 suffisamment petit. Ainsi, on a toujours,

i—1

Npi=N¥ = NE=D87 U N o > max(2,an) - Npior.

Par conséquent la relation (24) est bien vérifiée.

Pour (25) : D’autre part, vu que N,(6) = N(&)(%)n_l, on a pour tout n > 1,

N, > 21+”7P"(1+Q)2,
pourvu que dy > 0 soit suffisamment petit ; de ce fait, si on pose v = 1 + utto,
N;{ > 21+U’YnP(1+q)nj\7n,q+l,

alors K,, = N} satisfait bien a (25).

Pour (26) : il suffit de constater que u? < (3/2).

(27-28) se démontre comme (25). a
5.6.b. Premiéres estimées. — Nous prouvons & présent :
Proposition 5.6.3. — Si |F|s, < do, alors pour tout n > 1, il existe des entiers 1 <

pn < q, P, > 1, et des éléments
A, €g, F,€eC®RYP,Z%g), G,€C®R%cg-  P,Z%Q),

Ad(G,) étant P,Z%-périodique, qui vérifient, si on pose M, = max(1,|A,|), En,s =
|Frls (s € N),

AL+ Fy = Lw/z,,Gn . G;l + Ad(Gr) - (An + Fr),
P, =DP1tlp, . P =1,
P, <P,
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(29) |Mn| < 7 My, (cr 2 1),

(30) 6”,0 S N;507

(31) En,so < Np®,

(32) |Grt1ls < CS((N;,pn + Pp(MnNp,p,+1)" (N'ft,pnemo +€n,s)) + |Gnls).
Démonstration. — La démonstration de cette proposition se fait par récurrence. Po-

sons N = N(d;) ou §; est & déterminer et remarquons que si N(d;) est suffisam-
ment grand c’est-a-dire si §; est suffisamment petit, la proposition est vraie a I’ordre
n = 1. Supposons la vraie jusqu’a 'ordre n = i. Remarquons que puisque a4 > aq, si
0<d< (S()7

(33) cl,O(MnNn,pn-l-l)alEn,O <1
Or
c1,0(Mp Ny p,+1)* €no < c1,068* M N# a1 N -Po,

Comme By > plo + 1, ceci donne le résultat (33) pourvu que ’on ait choisi N(§) =
§~1/Po suffisamment grand c’est-a-dire § < §; suffisamment petit.

Puisque P a été choisi de fagon que P, = P,DP~*1 < P il est possible d’ap-
pliquer le corollaire 5.5.4, qui fournit,
Apt1 € g, Fnqr € C®°(RY/P,DP~T1Z¢ g), B, € C®°R%/cgP,DP1Z%,G),
tels que
(w/2m, A + F) R(Bp) (w/2m, Ans1 + Fnt1),
et

(34) ent1,s < Cscl,s(“1)413127%(]Mn]\/'n,pn+1)4a1 (N;,pn‘?%z,o + €n,08n,s)
Prpn+1)(s "s)gn“s:
(Nnypn"‘l - Nnvpn)s,_s—d_l

+ cg

Compte tenu de Ny p. 41 < N,‘{qH, de a4 > max(4a;u?tt, 12r) et de
Nn,pn+1 - Nn,pn 2 (1/2)Nn,pn+1 > (1/2)N#»
on obtient les inégalités
En+t1,s < csccx,s(W)“P"“"M,‘;“(N,‘;“Jf“wssi’0 + N2ep 0€n,s)
+ cy (2P)P04 (' =8) N—nu(s'—s—d=1)g

et
Mn+1 S C7Mn'
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Récrivant ces inégalités avec successivement, s = s’ = sp, et s =0, s’ = 39, on a

+1
(35) Entlso < CsoClso (w)4Pa4nMg4 (N1¢:4+uq soei,o

d+1
+ Np*€n,0€n,s0) + CSON#( + )sn,So’
4 2 — —d—1
(36) En+1,0 < Coc1o(W)*PHTMEANE4EL | + c5y PR35 N, (%0 )en.50s

(37) Mn+1 S C7Mn.

Lemme 5.6.4. — Si les inégalités (29-31) sont vérifiées pour tout, n < j, alors elles le
sont aussi pour j + 1.

Démonstration. — Supposons la proposition vraie pour n < i. Alors, vu que M,, <
c? M et que l'on a (28), il apparait que les équations (35-37) se récrivent

Entl,s0 < Nn(Nﬁ4+uq+1805i,0 + Np*€n,0€n,s,) + NnN#(d+l)5n,So,
(38) Ent1,0 < NpN2eZ o + NNy #lso=d=Dg
(39) Mpt1 < 7 M,.
(a) Les inégalités (37),, (29) montrent
Mp1 < er My, < 2¢7(2¢7)™ My,
ce qui établit (29);41.

(b) Tenant compte de (35-36) on voit que, pour vérifier (29);41, (31)i+1, il suffit
de s’assurer que, pour tout i > n > 1,

(40)  Na(Ngstu"TooNT200 4 Nos NoOoNEo) 4 N, NAGHD Ngs < N2
(41) N, N2+ N,72Po 4 N, N #so—d=1) Nas < N—(3/2)00
soit
N,1,+a“_(1/2)ﬁ° + N%—ﬂ(so—d"l)+as+(3/2)ﬁ0 <1,
N711+a4+u"+180—(3/2)a5—2ﬁo + Nitea=Bo—(1/2)as 4 erl+u"+1(d+1)—(1/2)a5 <1

Or le choix de (B, so montre que

(42) 1+ag—(1/2)B0 < -1,

(43) 1—(so—d—1Dpu+as+(3/2)8 < —1,
(44) 1+aq+ p?tsg — 260 — (3/2)as < —1,
(45) 1+aq—fBo—(1/2)as < -1,

(46) 1+ pu(d+1) - (1/2)as < —1.
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En effet :

— (46) est immeédiat d’apreés la définition de a5 ;
— (45) et (42) découle de Bo > 2(aq + 2).
— pour (44), remarquons que a4 + 2 — (3/2)as < 1so, et par conséquent,

—ag — I s + 260 + (3/2)as — 2 > 260 — (! +n)so,

> (4/3)s0(n—n) = (17" +1)s0,
> (k—mn)so (g - %ﬂ)

: (-8) (D)

> 0

— en ce qui concerne (43), constatant que u(d+1)+as+1 < 2(d+1)+as+2 < nso,
on peut écrire,
—(so—d—1p+as+(3/2)B+2 < nso— puso+(3/2)8
< (m—mso+(3/2)8
< (m—mso— (k—mn)so
< 0

Ainsi les inégalités (41-40) sont toujours vérifiées dés que N(6) > 3, ce qui est bien le
cas vu le choix fait pour dg : le lemme est démontré. O

Enfin comme le groupe est compact et que
Gn+1 = eynén “Gp = By -Gy,

on a
IGn+1|8 < CS(‘Bnls + |Gn|s)7

et compte tenu de (19), on obtient (32) & 'ordre n + 1, ce qui termine la preuve de la
proposition 5.6.3. O

Simplifions un peu les notations en remarquant que d’aprés (28), (34) se récrit
p p
+1

(47) ent1,s < CS(Nr%+a4+ﬂq 85?1,0 + erz+a45n,05n78)

+cg (2P)na4(sl_S)Nn-”(sl_s—d_l)sn,s' .
5.6.c. Estimées plus fines. — Introduisons la
Propriété (Q(3,s)). — Pour toutn>1ets>0ona

€ns = O(N) et e,0=O0(NP).

La proposition suivante est alors vérifiée :
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Proposition 5.6.5. — Si Q(8,s) est vraie avec s > so et B = (2/3)(np — n)s (donc
> Bo), alors Q(B',s') est vraie avec

1

B = %(u -n)s, §'= gs.
Démonstration. — Montrons tout d’abord,
Lemme 5.6.6. — Si Q(3,s) est vraie avec s > so, B = (2/3)( —n)s (B > Bo), alors
Q(B,s') lest également pour s' = (8/7)s.

Démonstration. — L’inégalité (47) montre avec s’ = s et en majorant (2P)%" par
N, que

q+1 o/
Entl,s < cg (N71l+a4+u s

€20+ Nyt eneno + Eno NAGHD 11)
L’hypothése nous permet d’affirmer,

eno < CaN, 72,
ou Cg > 1. On a ainsi

d+1)+1 1 1 atlg 9
Ent1,s < Co Nplen,o (NHEHDTL 4 g gNpatl) 4 Nytastut™s 2 ],

n,

soit

(48) Enils < Co [En’s, (NBEHDHL 4 o Nas—B+1) | C§N7ll+a4+uq+ls'—2ﬁ] .
Or d’aprés le choix fait pour 5 (8 > (o),

(49) l14+a4—-p0< -1,

prouvons que

(50) 14 a4 +p?ts’ =28 < —1;

en effet :

1+ag+p"t's' —28+1=as+ (8/7)us — (4/3)s(u—n) + 1;
or,1+a4+1<1nsy <ns', dou

8 4
ag +ptThs' 2842 < (GuTT - g(u—m) +m)s

8 4
< (;(u"“ +n) = g(u—m)s
4 24 patl 4
< = — i L e A
< 38w n)<28 = 1
4 24 7
< = — .-
< 3s(u u) (28 8 1)
< 0.

Nous pouvons par conséquent écrire en place de (48),
Entl,s < Cof [En,S’(N#(d+1)+1 +1)+ CE?Nn_l]'
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Le lemme 3.5.4 du chapitre 3 montre alors que
En,st = O(N2®),

puisque
as >2(pu(d+1)+1)+1,
ce qui achéve la preuve du lemme 5.6.6. O

Nous pouvons maintenant terminer la preuve de la proposition 5.6.5 : la formule (47)
montre que (s = 0),

’ !
Ent1,0 < CONETE2 | + ¢y (2P)2478 N, #(& —d=1)

et on sait en outre que €,9 — 0. Le lemme 3.5.3 du chapitre 3 montre que pour
tout 2(as +2) < B < Z(u(s' —d—1) —2) on a en0 = O(N,;#'). En particulier,
B =(2/3)(n —n)s' convient car pour s’ > s,

(n—ms' <p(s'—d—-1) -2,
vu le choix fait pour so (7so > u(d + 1) + 2). O

Au total I’application des lemmes précédents nous permet de construire des suites
,81',8,' (l Z O), avec Sg = 8o,

Si+1 = 7&',

2
Bi = g(ll —n)8i,

pour lesquelles Q(8;, s;) est toujours vérifiée, et il est évident que s;, 3; — oco. Pour
conclure notre propos il ne nous reste plus qu’a vérifier :

Corollaire 5.6.7. — Pour tout s > 0 et tout 3 > 0, on a
€ns = O(N7P).

Démonstration. — En effet, la formule (47) nous permet d’écrire, avec s’ = s;,

Entl,s < cs(N,ll"'““"'”qHssi,O + NIt en0) + Coin.s; (2P)%478 N #(si—s=d—1),
ainsi, vu que Q(8i, s;) est vérifiée,
Entl,s < CCsN111+a4_ﬁi5n,s + (cserz+a4+uq+ls_2ﬁi + cs; Ngs—u(sz‘—s—d—l)(QP)a4ns;) 5
et comme 2 + a4 < S3;/2,
Ent1s < CegNI7Pi/2 4 csN,‘:qHs"g‘ + g, N Hsitastulstdil),
Le lemme 3.5.4 du chapitre 3 montre que

En,s = O(N;’Yi)’

ASTERISQUE 259



5.7. COMMENT DIMINUER LA PERIODE 133

avec
2 (1 +1
7= =1+ gmin {58 — 1,8 — s, psi — (as +u(s+d+1)));
il est clair que y; — +00, et la conclusion du corollaire est avérée. O

Pour terminer la démonstration du théoréme 5.6.1, remarquons que comme &, s =
O(N;®°), il vient de (32)

|Gnls < CS(Nz—l,pn_l +|Gr-1ls),

c’est-a-dire

|G"|3 S c?(N:_lvpn—l + N'z—zypn—z +ooF Nf,Pl)’
et comme d’apreés (26),
5—1,%_1 2 stt—Z,pn—z 22 Nf,pw
on obtient
|Gn,sls < ncs 5—1,17,,_1 < (2CS)nN:—1,p,,_1a
ce qui est (20).
La démonstration du théoréme 5.6.1 est terminée.
5.7. Comment diminuer la période
5.7.a. Utilisation de la minimalité. — On a la proposition suivante :

Proposition 5.7.1. — Soit Ay € u(L) dont les valeurs propres de l'adjoint ad(Ag) €
gl(u(L)) (les poids) sont toutes dans DS, (N, K, P) (mod 1) et soit C € C°°(T<¢,U(L)),
tel que, pour tout x € T et tout s,

(51) |C(z +w) - e®C(x)e > < e,
Alors, pour tout s’ > s,

|C(z) — C(0)]s < 26,KN +ay N~ —2=d=D|C|,,,
ol ay > 0 est une constante ne dépendant que de s'.

Démonstration. — Comme Ap est toujours unitairement diagonalisable, il suffit de dé-
montrer le résultat quand Ag est diagonale d’éléments diagonaux v/—1¢1,...,vV/—1¢r.
Ainsi, ad(Ap) est une matrice diagonale d’éléments diagonaux les v/—1(¢; — ¢;), 1 <
i,j < L. Nous considérons d’autre part C(-) comme étant & valeurs dans M (L, C)
et nous notons (C; ;(+)):,; 1 <4,j < L les coefficients de la matrice C(-), si bien que
Ci;(-) € C*(T¢,C). Comme ’
™0 (Cy ()i e A0 = (VT 0)Cy 5 (x))g,

l'inégalité (51) se récrit pour tout 1 <4,j5 < L,

C@',j($ +w) — 62‘”\/__1(@_%)01',]' ()] <es,
s

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



134 CHAPITRE 5. DENSITE DES SYSTEMES REDUCTIBLES

pour tout s € N. Si on note C'\” (k) le k-iéme coefficient de Fourier de C; ;(-), on a en
particulier pour tout k € Z¢ — {0},

Cij (k) (e2™V"Tkw) _ ezm/——um—m))‘ < Izl
: <

et donc

Ab 3 27/ —=1((k,w)—(pi — ' Es
Coyflerm/T-(er-0)| < 22

c’est-a-dire, vu que les valeurs propres de ad(A4g) sont dans DS(N, K, P) (mod 1),
pour tout 0 < |k| < N,

~ Es
Ciik)| <2K—.
I J( )l |k|s

Par conséquent,
Z éi,j(k)e2"m(k") <2NKegg;
0<|k|<N s

d’autre part, d’aprés 'inégalité (43) du chapitre 3, pour s’ > s > 0,

~ — 1
| Z Cij(k)e2™V=1hI| < as'ml@,ﬂsu
|k|>N
On en déduit donc
N 1
|Cij () = Cij(0)ls < ZNKes + as =7 |Cijlsr-

Ce qui est la conclusion de la proposition 5.7.1. O
5.7.b. Un lemme de géométrie algébrique réelle
Proposition 5.7.2. — Soient (Ck)eze, U des éléments de G, P € Z, tels que, pour

tout k,l € Z4,
CY =1d, |Cyp—CkCi|<n, |CxU—-UCk| <n.

Alors, il existe un entier xg et des constantes positives a,a ne dépendant que du
groupe G, un U' € G, un tore mazximal T contenant U'X® et un morphisme de groupes,

I:RY/(Pxg)Z® — T
tels que, pour tout k € Z¢,
U -U'| < a-d®p,
|Cxak - T'(xgk)| < GXGsza e,

pourvy que 0 < 1 < cste - P1/2,
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Démonstration. — Soit E le sous ensemble semi-algébrique de G4*! des (d+1)-uplets,
(u1,...,uq,V), vérifiant pour 1 < 14,5 <d,

UiUj; = UjUs,
et

u;V = Vu,.
Définissons également,

f(ul,...,ud,V) - 2 Iuiuj —uju,-|+ Z |u,V—Vu1|
1<i<j<d 1<i<d
11 est clair que f(u1,...uq,V) = 0 si et seulement si
dist((u1,...,uq,V); E) =0,

ot dist représente la distance euclidienne & I’ensemble E (on a plongé G dans M (L,R)).
Les deux fonctions f et dist(-, E) étant semi-algébriques, on peut appliquer les inéga-
lités de Lojasewicz (cf. [1], prop 2.3.11 p. 63) qui assurent I'existence de deux réels
positifs, a, a tels que

flug,...,uq, V) > adist((u1,...uq, V); E)*.

Posons e; = (0,...,0,1,0...,0) € Z¢ (1 a la i-éme place) et u; = Ce,. Il vient
flug,...,uq,U) < d?n, donc

dist(ul, .o ,ud,U),E) S a - d2ana.

Ceci démontre qu’il existe I',,, i = 1,...,d et U’, tels que la famille (I',,...,T;,,U’)
soit abélienne et vérifie

[T, — Ce,| < an®d®*, |U'—U| < an®d®®.
Définissons alors,
=T ...p'f:’
et rappelons le lemme élémentaire suivant,

Lemme 5.7.3. — Choisissons une norme Ad-invariante sur g et soient (xi)lsign une
famille d’éléments de G et (h;)i<i<n de g. Notons h = sup |h;|. Alors si a-nh <1,

|(z1eMaoeh? - el ) () 2n) ™t = 1d| < a- nh.

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que

z1eMzoeh? -z et (x1--2p)"t = xle{lxl"lxlwze eh"a:,jl ~~-:v1_1

= Ad(z;)eM - Ad(z; - x,)eM.

ha .

Vu que | Ad(u) - e® —1d| < ah, il vient que le terme & estimer est de norme inférieure
ou égale & (1 + ah)™ — 1. L’hypothése anh < 1 donne la conclusion. 0O
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Ainsi, vu que
|Ck — C¢ -+ CE2| < aPdn,
si aPdn < 1, on a pour tout |k| < P,

|Ck =Tkl < aP(d®n* + dn)
< 2aPd**p°.
(vu que I'on a choisi, n < cP/®).
Lefait queI',,...,I';,, U’ commutent et I'utilisation du lemme 2.3.14 du chapitre 2

montrent qu'’il existe xg ne dépendant que du groupe tel que U'*¢ et les I"X® sont
sur un méme tore maximal 7.
Enfin, on a

< axgPd**n®,

'FIPxGe,» - CPXGei
c’est-a-dire
IT'0X¢ —1d| < axg Pd**n®;
il existe donc sur le tore T" des éléments I'¢, vérifiant
Ifxe =1d et |TX —I'}°| < axgd®n°.
Posons I'y, = I‘Lfll o I"L?g ; on a, utilisant 4 nouveau le lemme 5.7.3, pour tout k € Z¢,
ITX¢ — Ciyo| < axaPd**n™.

Par définition les Iy, U’ forment une famille abélienne. Le lemme 2.6.5 du chapitre 2
assure l’existence d’un morphisme comme I', ce qui conclut la démonstration de la
proposition. O

5.7.c. Approximation de fonctions Z¢-périodiques par des fonctions p—1Z¢-
périodiques. — Montrons la propriété suivante.

Proposition 5.7.4. — Soit G € C®(R%/Z%,G) et p € N — {0} tels que, pour tout
k ez,

|G(z + k/p) — G(z)|s <és.
Alors il existe Q € C°(R4/2Z%,G) tel que
|Q = Gls—a/2 < csVd - p-es,
IGQ™ ~1ds-g/2 < ¢5-d'/* - p-|Gls - 5.

Démonstration. — On rappelle que I’on a plongé G dans U (L) et dans M (L, C). Il est
donc possible d’écrire la décomposition de Fourier de B & coefficients dans M (L, C),

G(z) = Z @(k,)e%ri(k,w),

keZd
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et

1/2
IGlus = (Z 1+ |k|2)s|@(k)lz> .

kezd
Calculons la norme de la différence pour ! € Z¢ donné,
G +1/p) - Ga) = Y (2 ®/r 1) G(r)emihe),
kezd
et, si on note | |gs la s-iéme norme de Sobolev,
1/2
. 2 A
(G(@ +1/p) = @)l = | S (L+ [k[2)* |e2m 0/ — 1" |G (k) 2

keZd

Remarquons que si (k,!) ¢ pZ,

) 2
627”("5:[)/1’ _ 1' > c|(k,l)’2/p2 > (,'1712-.

Par conséquent (vu que | |gs < | |s), nous avons démontré que, pour tout I € Z%,

1/2
( > (1+|kI2)SI@(k)lz) <c-p-es.

k,(k,l)¢pZ
Vu que
d
{k, k ¢ pZ} C | J{k, (k,e:) ¢ pZ},
k=1
il vient
1/2
ST A+EPIGRP) < Vd-p-e,.
k¢pZd
Posons

Gie) = D Gk)erm ),
kepZd

qui est dans C°°(Rd/]1—7zd, M(L,C)). D’aprés ce qui précéde,
|G =Gl <Vd-p-es,
d’ou
|G — G1ls—ay2 < csd/?pe,.
Néanmoins, G; n’est pas & valeurs dans le groupe G. Pour pallier cette lacune, il

suffit de remarquer que le groupe G étant une variété plongée de M (L, C), admet un
voisinage tubulaire muni d’une projection lisse, (Ws(G), ),

m:Ws(G) — G, =|G=1d,
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Posons Q() = 70 G1(-) € C*(R?/2Z% M(L,C)) et remarquons que
Q()-G() =(r—1d) o (G() + (G() — G1())) — (r = 1d) 0 G(");

Pinégalité (ii) de la proposition A.2.3 de I’annexe montre alors que

|Q —Gls—gjz < cs(1+1G|5)|G = Gils—ay2

< c(1+|Gls)Vd p-es.

Egalement,

|GQ™ —1d|s—q/2 < cs-d-p-(1+]|Gls) - &s.

O

5.7.d. Diminution de la période. — Enoncons maintenant une conséquence im-
meédiate du théoréme du 5.6.a, du lemme 5.5.1 et du corollaire 5.3.7,

Théoreme. — Soit M > 0. Il existe so,€0, P tels que pour tout A € g, |A| < M, et
F € C>®(T4,g) vérifiant
|F|so < €0,
il existe, pour tout n > 1 des suites
An € g, F € C°(RY/ Poi124,g), Gn € C®°(RY/cgPri1Z%,G),
(Ad(én) étant Pp11Z%-périodique) telles que
A+ FL = Ly j9sGn - Gt + Ad(Gr) - (An + F),
Ap € DS(Npp.41,Kn, Pat1) (mod Poyy),
|Zn| < 7 My,
et pour tout s > 0,
|Fa(Pata)]s = O(N; ™),
|én(Pn+1')|s <cNy

n,Pn *

Le résultat que nous voulons obtenir dans ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 5.7.5. — Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme précédent, il existe des
suites An1, Fna € O (RY/Pry1Z%,g) et Q, € C®(RY/xcZ%,G) telles que

Al + Fl - Lw/Zan : Q;l + Ad(Qn) : (An,l + Fn,Z)v
et vérifiant, pour tout s > 0,

|Fn,2|s = O(Nv:oo)’ |Qn|s = O(Nfz,p,.)'
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Démonstration. — Nous consacrons le reste de la section & la démonstration du théo-
réme 5.7.5.

Introduisons un entier M > 1 tel que, pour tout n > 1, M,, < (1/10)M™, de fagon
que A, /M™ ait tous ses poids inférieurs & (7/2). On peut en outre choisir M de
maniére que xgM"™ > P™ > P,.

Reprenons les notations du théoréme du 5.7.d et considérons le temps 27/xgM™
du flot Z; associé & A; + F et Z, celui associé & ,Zn + ﬁn D’aprés les résultats de la
section 1.4 du chapitre 1, on a

Zy(z) =G, (x + XG“]’W) Zn(2)Gp(z) 7.
Comme
|Fols < €nyer
il est facile de voir que
(52) |Za() — e2nn/xoM® L < B

D’autre part, pour tout z € R¢,

Zi(z + k) = Gn (x+k+ )Zn(x+k)5n(a:+k)—1;

xgM™

or Z; est Z¢-périodique et donc

w

xegMmn

w
xgMn

Gn (x+

soit

)Zn(x)én(x)“l =Gp <w+k+ )Zn(:c+k)én(w+k)_l,

-1
A w ~ w ~ 1A
Zn(x+k)=0G, (:Jc+k+ XGM") Gr (x-i— XGM") Zn(®)Gp(z) " Gp(z + k),

et

-1
~ w A w _ A~ -1 -1
Gp (a: + XGM") G (:c +k+ XGM") = Zn(2)Gn(z) " Grlz + k) Zp(z+ k).
Posons

(53) Crk(2) = Gn(2) ' Gn(@ + k),

et

n,s = IIcIéai)g |Cn,k(x) = Cr,k(0)]s-

Lemme 5.7.6. — On a pour tout s > 0,
|Crk(+) = Crk(0)]s < 1nys = O(N,; ™).
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Démonstration. — En effet pour z € RY,

Cn,k (:c +

XGUIJW") = Zn(2)Cn k(2) Zn(z + k).

L’inégalité (52) montre que

w e n e n
Cn,k (:17 + ) _ e27rAn/ng Cn’k(m)e—%rAn/ng
xcMn s
S CICn,k'sgn,O + |Cn,k|0gn,87
et comme
(54) |Crkls < |én|s|én|0 < CNi’p",
il vient
Cn,k (.’L‘ + Mn) _ eZnA'n/XGM"Cnyk(w)e—ZmZn/XGM" < Cs(N:,pngn,O +gn73).
Xa s
Remarquons que du fait de gn € DS, (Nn,po+1; Kny Pat1) (mod Ppyq) il vient
A
Mn;‘( - € DSy mrxe (Nnpn+1, KnM™XG, Ppt1)  (mod 1).

Il est alors possible d’appliquer la proposition 5.7.1 & C~'n k(:) = Cn x(Ppy1) qui est
) ) +
Z4-périodique, ce qui donne, en utilisant K, < N” et M,xa < c¢Ny, Poy1 < cNy,
n +
|Cn,k(') - Cn,k(0)|s < 2Pn+1(N7§ n+1gn,0 + gn,S)KnMnXGNn,pn+1
P
+Prgiag Nyt 7 Cn el
(55) < csqu+18+V+#q+1+1gn,s +ay N;:;nu(s’ws—d—1)+1'

Finalement, si 75, = |Cpx(-) — Cn,k(0)|s,

Mn,s < csNr(Ls+1)uq+l+V+1€~n,s + ag N#,(;:d_‘—l)_(u_l)s’_{—la
et donc si on choisit s’ suffisamment grand (u > 1), on obtient
g ©

Mn,s = O(N, *).

Posons Cp, = Cp 1 (0) ; d’aprés (53),
Cri+1(2) = Cpp(x +1) - Cry();
par conséquent,
|Cntk(0) = Cpk(0) - Cn i (0)] |Cn,k (*) = Cn,k(0)0]|Cn i (0)]

Mn,0-

[VANRVA
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En outre, d’aprés (53) et la cg Pp41-périodicité de G,
Chce Py (0) = 1d;
enfin, en faisant dans (54) z = 0 et en utilisant (55),
'Cn’k(o)e27r/-{n/XGMﬂ _ 2 An/xaM™ On,k(o)’ < Tno-
La proposition 5.7.2 établit ainsi ’existence de A], € g et d’un morphisme I',, de

R?/ P, 1caxcZ? sur le tore maximal T passant par €2™4»/XeM" tel que

2nA, /M"xa _ e2wZH/M"Xg~ < con®,,
= n,

'e
et pour tout k € Z<,
[Tn(xck) — Cnxokl < comnyo-

Vu que pour n assez grand A, /xcM™ est dans un voisinage fixe de 0, I'inégalité des
accroissements finis montre que

|A,n - gn| < cloxGM"nS,m

De ce fait,
|ad(Tn(-) - An — Anls < croM™n5 g
Posons
(56) Sn(z) = Gn(x)Tn(z) ™
alors,

Sn(z +k)—Sp(z) = én(w +E)n(z+ k)~ — én(w)Fn(x)_l
(Gn(@ + k) — Gn(@)Th(2z) " 'Tp(z + k))Tr(z + k)~*
Gn(@)(Crk(x) — Tn(k))Th(z + k)7L

donc, si k € xgZ4,
Sn(z + k) = Sn(z) = Gn(2)(Cn,k(2) — Cnk(0))Dp(z + k)7L
11 vient donc toujours pour k € xgZ¢,

IS0 (- + k) = Sa()ls < €al|Gnls|Cr k() = Crk(0)lo|Tn(- + k) "o
+|Gnlo|Cnk () = Crk O)]s[Tn (- +£) 7o
+|Galo|Cn k() = Crk (O)lolTa(- + k) 7s),

soit
IS (- + k) = Sn()s < es(Np p, M0 + Nn,s)-
Ainsi, S, est presque xgZ?-périodique. En outre, S, € C®(R%/caxgPni1Z%,G) et
|Snls < csN;

— n,Pn *
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Appliquons alors la proposition 5.7.4 : il existe @, € C®(R%/xgZ%, G) telle que

IQ;ISn —Id|s < Csdl/chPn+1(1 + ISn|8+d)(Nz,pnnn,0 + Nn,s),

soit

1Q2'Sn —1dls < csa- Payi Nas s

<
< OWN;™).

Ecrivons, en utilisant (56),
A+ Fi = LyjpeGr -Gt + Ad(Gy) - (A + F)
= Lyan(Snlpt)(Snln?) ™t + Ad(SnT,Y) - (A + Fy)
= Ly/2xSnSyt — Salp' Ly 2. TnSyt
+Ad(Sn) - (AA(T,) ' - A, + Ad(T;Y) - ).

~

Remarquons que —I',;'L,, /2x'n €st une constante dans g, que nous noterons I',.
Posons alors,

et

An,l = fn + Anv

Fny = Ad(T;Y) - (An) — A + AAT;Y) - F.

Les relations suivantes sont alors vérifiées,

Fn,l € Coo(Rd/P"+1Zd7g)7
IFn,l Is < C10M"77g,0 + csgn,s
|An| < c|4n| < eM™,

(w/2m, A1 + F1) R(Sn) (w/2m, Ap1 + Fp1).

Enfin, écrivons

A+ F = Lw/g,,SnS;l + Ad(S,) - (Ap1 + Frnp1)
= Lw/zw[Qn(QﬁlSn)][Qn(Qv_zlSn)]_l
+Ad(Qn) - (Ad(Q,"Sn) - (Ana + Fn))
= Ly/2rQnQy"' + Ad(Qn) - (Lu/2x(Qr ' Sn)(Q7 1 Sn) ™!
+Ad(Q,'Sn) - (An,1 + Fnp))
= Lu/2:QnQy"' + Ad(Qn) - (Any + Frp2),

avec

Fra =Ly (Q7'Sn) Q7' Sn) ™ + Ad(Q;' Sn) - Fy + Ad(Q, 'Sy —1d) - Ap .
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Vu que
|Luj2n(@Qn ' Sn)(@n'Sn) s < Q7" Sn —1d [s4a(1 + Q7" Sn — Id o)
<

2s
Cs,dNn,pn Mn,s+d>

on a
|Fnz2ls < coa(N2%, Mnjstd + N2% s + Noop n,s M™).
Finalement,
(57) AL+ Fy R(w/27,Qpn) Ana + Frp2,
avec
|Fn,2ls = O(N, %),
et

Fn,2 € Coo(Rd/Pn+1Zd7 g)a

tandis que, du fait de
Iins S |Qn - Snls + |Sn|sy

il vient
(58) 1@Qnls = O(N; )
et
Qn € C=(R?/xaZ%g).
Ceci termine la démonstration du théoréme 5.7.5. O

5.8. Conclusion

Nous sommes enfin en mesure d’achever la preuve du théoréme 5.1.1. Choisissons
H un élément du tore maximal passant par A, ; tel que pour A réel et toute racine
a?

O(a(AH + Ap1)) > pu>0.
L’identité (57) se récrit,
(59) A1+ Fi +Ad(Qn) - (AH) = Ly, 2.QnQ; " + Ad(Qn) - (Any + AH + Fp5).

Remarquons que Ad(Qy,) - (AH) est une fonction xgZ¢ périodique (puisque H est
constant), alors que A, 1 + F,, 2 + AH est dans C*°(R¢/P,412%,9).

Enoncons une conséquence du théoréme 3.1.1 du chapitre 3 :

Lemme 5.8.1. — 1l existe un réel \,, > 0, tel que
[An| < CPa20n|Fn,2|gla

pour lequel le systeme Ap 1 + ApH + Fpn o est réductible et conjugué a un élément
générique de g (au sens du chapitre 2).
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Ceci montre donc que A; + Fy + Ad(Qr) - (A\nH), qui est dans C®(R%/xgZ%,G),
est conjugué a un A, générique ceci dans C®(R%/P,1Z% G). Le théoréme 2.2.3
du chapitre 2 montre alors que la réduction a en fait lieu dans C*(R%/xgZ¢, G).

Enfin remarquons que
lAd(Qn) ' ()‘nH)|s < |Qn|s|)‘n|,
et que ’estimée du lemme 5.8.1 et (58) montrent que
| Ad(@n) - AnH)|s = O(N;™)

Ceci achéve de prouver le théoréme 5.1.1 puisque A; + Fy + Ad(Qy) - (A H) est
conjugué a une constante modulo un élément de C®°(R%/xgZ¢,G).
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CHAPITRE 6

REDUCTIBILITE PRESQUE PARTOUT
DANS LE CAS SO(3,R)

6.1. Préliminaires

Aprés avoir montré au chapitre 3 que, pour toute perturbation suffisamment petite
d’une famille & un paramétre réel de systémes constants dans sw(T¢, g) (g étant une
algébre de Lie compacte semi-simple), la réductibilité avait lieu pour un ensemble de
mesure positive de paramétres et exposé au chapitre 5 des théorémes de densité au
voisinage des systémes constants, nous donnons dans ce chapitre une réponse positive
a la question de la réductibilité pour presque toute valeur du parameétre dans le cas
ou g est l'algébre so(3, R) du groupe SO(3, R). Ceci répond & une conjecture de L.H.
Eliasson [10]. Pour cela, nous serons amenés, & la différence des chapitres 3 et 5,
a travailler en classe analytique. Remarquons que le résultat que nous obtenons est
en un certain sens optimal puisqu’Eliasson a prouvé dans [10] que si w € R? est
diophantien fizé, I’ensemble des F : T® — s50(3,R) analytiques pour lesquels le flot
associé & (w/2m, F) sur T¢x SO(3,R) est uniquement ergodique (donc non-réductible)
est un Gs-dense au voisinage de 0.

Nous travaillerons donc dans la suite avec le groupe SO(3, R) dont ’algébre so(3, R)
est constituée des matrices 3 X 3 anti-symétriques réelles de trace nulle. Si nous notons
J1, Jo, J3,

0 1 0 0 0 O 0 01
Ji = -1 0 0}, Jo= 0O 0 1}, J3= 0O 0 o],
0 0 O 0 -1 0 -1 0 0
(J1, J2, J3) est une base de so(3,R) et on a la relation de commutation suivante :
[Jl, J2] = Jg.

ainsi que celles obtenues par permutations circulaires des indices 1,2,3. L’adjoint
ad(A) € gl(so(3,R)) de tout élément A € so(3,R) est semi-simple et ses valeurs
propres sont a/—1, —an/—1, 0, ot « est un réel. Par ailleurs en reprenant la termino-
logie du chapitre 2, les tores maximaux de so(3, R) sont de la forme RA (A € so(3,R)
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non nul) et deux tores sont toujours conjugués par un élément de SO(3,R). La forme
de Cartan-Killing & sur so(3,R) (cf. chap. 2),

k(A, B) = tr(ad(A) ad(B))

définie pour A, B € so(3,R), est invariante par I’action Ad, définie négative et permet
de définir la norme suivante sur so(3,R),

1Al = (4, 4)"2,

(
—(=kK
V2
qui est égale & |a| si £v/—1a sont les valeurs propres non-nulles de ad(A4) (les racines
de A).

Notons a présent A le produit vectoriel usuel entre deux vecteurs de R? et p 'ap-

plication linéaire,

p:(s0(3),[ 1) — (R, A)
qui identifie respectivement J, Jo, J3 dans so(3) & (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) dans R3;
alors, pour tous X,Y € g,

P(X,Y]) = p(X) A p(Y),
et

poAd(eX)op" = Rot(p(X)),

ot Rot(v) est la rotation d’axe v/|v| et d’angle |v| (modulo 27) si v # 0 et I'identité
sinon. La remarque précédente fournit l'interprétation géométrique suivante : tout
point de so(3, R) peut étre vu comme un point de R?® dont la norme est égale & |a et
pour tout u = eX dans SO(3,R), p(Ad(u) - A) = Rot(p(X)) - p(A) ; le crochet de Lie
correspond au produit vectoriel usuel de R? et les ensembles constitués des élements
de s0(3,R) pour lesquels a(A) = cste correspondent & des sphéres de R3.

6.2. Le théoréme fondamental
Nous reprendrons les notations du chapitre 1.

Théoréme 6.2.1. — Pour v > 0, 0 > d, firons w € CD(v,0) et soient A un élément
non-nul de s0(3,R), h,6 >0 et A C R un intervalle non-trivial borné. 1l existe alors
€0 > 0 pour lequel ce qui suit est vrai : si F(xz,)\) € C,‘;’,J(Td x A, s50(3,R)) est une
famille & un paramétre réel analytique vérifiant

sup |F(z,\)| < o
| Im z|<h,| Im A|<§

alors pour presque tout A € A, le systéme (w/2m,AA+ F)\(-)) est réductible c’est-a-dire
que, pour presque tout A € A, il existe By € C¥(T%,SO(3,R)), telle que

Ly 2xBa(2) By ' (z) + Ad(Ba(2)) - (AA + F(z, X)),

est une constante (dépendant de \).
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6.3. Description de la preuve

Les resultats que nous avons obtenus aux chapitres 3 (théoréme en mesure positive)
et 5 (théorémes de densité) dans un cadre C>° admettent, comme nous le verrons dans
la suite, une version en classe analytique :

Si w € CD(v,0), hy = h > 0 sont fixés et si on se donne donne A4; € so(3,R) et
Fy € Cf (T%,50(3,R)) tels que

|F 1 |h1 <Eé€r1,
ot €1 > 0 est suffisamment petit (nous notons comme d’habitude |f|, le sup d’une
extension holomorphe de f & une bande complexe de largeur h de la forme R¢ @
V/—1(=h, h)?), alors il existe des suites N, = cste - 22", K,, = cste - N%, Ap, A, €
50(3,R), F, Fp,Y, € C¢ (R?/Z%, 50(3, R) telles que :
(i) si Ap € DS™(Ny, K,), c’est-a-dire si

-1

K,
V0 < |k] < Np, ||4n| — (k,w)| > ﬁ»

alors (w/2m, Apt1 + Fni1) est conjugué a (w/27, Ap + F,,) par une conjugaison
e¥» proche de I'identité, F,,;1 est beaucoup plus petite que F, et

Ant1 = An + Fp(0);

(ii) sinon (élimination des résonances cf. section 5.3.b du chapitre 5), o, = |A,|
est proche d’un (ko,w), 0 < |ko| < Ny, et on peut conjuguer (loin de I'identité)
(w/2m, Ap + Fp) & (w/27, A, + F,) par Bp(6) = e~27(ko.0)An/14n] ayec F, du
méme ordre de grandeur que F;, et

A
An = An - (kOaw)ﬁ;
on a alors, ﬁn € DS™(N,, K,) et

Apt1 = An + Fr(0).

Si nous définissons h.,,

1

hn = 271,_—1h’

on a les estimées

|Falhns |Fnlh, < €n,

ol &, R s,l.‘tﬁ? = 0(e~(+A)") (B > 0). Ainsi, (w/27, A + F) est toujours conjugué a
(w/2m, Ay, + Fy,) avec F, extrémement petite par une conjugaison,

(1) Gn(0) = 1O B, _1(9)--- O B, (8).

Le produit précédent peut alors ne pas étre convergent puisque les B, () sont toujours
loin de l'identité.
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L.H. Eliasson a utilisé la méthode précédente pour obtenir des solutions de Floquet
pour ’équation de Schrédinger quasi-périodique 1-D (cf. [9]),

—y" + q(twn /27, ... twa/2m)y = Ny,

pour presque toute valeur de A suffisamment grande (ce qui revient a étudier le cas
oll ¢ est petit) pourvu que le potentiel ¢ soit analytique et w = (wy,...,wq) soit
diophantien. Dans le langage du chapitre 1 ceci correspond & 1’étude de la réductibilité
dans sw(T?, SL(2,R)) d’'une famille (w/27, (VX)J + Fy4(-)) (avec F petit et ou J
est la matrice qui correspond & la multiplication par v/—1). Sa démonstration repose
sur les faits suivants :

— on peut associer & tout élément de sw(T¢, SL(2,R)) un nombre de rotation;

~ un élément (analytique) de la forme (w/27, (VA)J+F(-)) avec F(-) sufisamment
petit est réductible si ce nombre de rotation p est dans le demi-module des
fréquences %(Zd, w) ou s'il est diophantien par rapport a ce demi-module, c’est-
a-dire vérifie (pour un K > 0),

K- 1
p—5(k,w)| = )
o= 5] 2 T

pour tout k € Z¢ — {0}. L. H. Eliasson démontre ceci en constatant, que sous
cette hypothése, le cas (ii) dans l'alternative précédente ne se présente qu’'un
nombre fini de fois. Le produit (1) est alors convergent.

— dans le cas de I’équation de Schrodinger, ce nombre de rotation p(A) a des liens
trés étroits avec le spectre de 'opérateur de Schrodinger associé et on peut
controler la fagon dont il varie avec A (cf. [17], [4]).

Dans le cas qui nous intéresse il n’est pas a prior: possible de définir un tel nombre
de rotation.

Plongeons donc A; + F; dans une famille & un paramétre A (\) + Fi(-, \), auquel
cas les An,Fn,Zn,ﬁn dépendront de A. Comme Fj, est extrémement petite, 1’idée
naturelle pour obtenir un résultat de réductibilité en mesure totale sur A est d’essayer
d’appliquer le théoréme en mesure positive du chapitre 3 au systéme (w/2m, An()) +
F,(-,)\)). Cependant ceci requiert une minoration raisonnable de |Oya(A,(\))| comme
celle donnée dans le théoréme 3.1.1.

Décrivons la difficulté du probléme. Supposons par exemple que, pour A € (=00, d0),
A1 (A) soit résonnant et qu’aprés élimination de la résonance A1()) soit de la forme
A1 (\) = M avec v € s0(3, R) ~ R3 de norme 1 ; supposons également que Fi()) soit
une constante w € so(3,R) ~ R? que ’on choisit par exemple orthogonale & v et de
norme 17 petite. On a donc IZI()\)| = ), c’est-a-dire que la dépendance de |A; ()| en
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fonction de X\ est bonne. Par contre,

|[As(AN)] = [Ai(A) + F1(0,))],
= |Av+w,

VA2 +n?
)\2 2
= negro(3)

En d’autres termes, la dérivée en A de | A2(A)| s’annule au premier ordre. De la méme
fagon on voit que, si lors de la construction de A, il faut enlever n résonances, il se
peut que la dérivée en A de |A,41(N)| s’annule & ordre 2" — 1 : la dépendance en A
peut donc devenir trés mauvaise.

Géométriquement, ceci signifie que A,y1(A\) peut étre tangent a l’ordre 2" — 1
aux sphéres de rayon constant dans so(3,R) = R3 (c’est-a-dire aux hypersurfaces
a = cste).

Pour surmonter cette difficulté, nous introduisons en suivant Pyartli [22] une notion
de transversalité, I'idée étant que 'information que l’on perd sur les dérivées d’ordre
j < r, peut étre récupérée en regardant les dérivées jusqu'a 'ordre 2r. Plus précisé-
ment, nous dirons qu’une fonction analytique f : R D (a,b) — R est r-transverse sur
l'intervalle (a,b) si au moins une de ses j-iéme dérivées (1 < j < r) n’est pas trop
petite et si toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre r + 1 sont bornées. Comme en fait nous
travaillons avec des ordres de transversalité pouvant tendre vers l'infini, il faut aussi
faire des hypothése du type analyticité sur f (des estimées Gevrey feraient tout aussi
bien D’affaire). Ainsi, le passage par une résonance multiplie I’ordre de transversalité
par 2 : c’est ce que nous nommerons la perte de transversalité. Remarquons que si
I'on est dans le cas (i) il n’y a en fait pas de perte de transversalité. Les estimées de
transversalité dépendant fortement de r il faut, pour que celles-ci soient utilisables,
pouvoir montrer que 7, (l'ordre de transversalité de |A,(A\)| & la n-iéme étape) croit
trés lentement, c’est-a-dire que 'ordre de transversalité double peu souvent. Pour ceci
I’argument est grosso modo que si une résonance apparait a I’étape n, la suivante n’ap-
paraitra qu’a l’ordre n+ s, ou s, croit trés vite avec n. L’entier s,, est en fait le temps
qu’il faut attendre lors de la procédure de récurrence pour qu’il soit judicieux de récu-
pérer des informations de transversalité. On a ainsi 7,45, < 27y, c’est-a-dire que 7,
croit extrémement lentement. Pour étre un peu plus précis, nous définirons & chaque
étape de la procédure de récurrence une partition II,, de I'intervalle A des paramétres
en sous-intervalles A,. Sur chacun d’entre eux, le systéme (w/2m, A;(A) + F1(X, ) est
conjugué a (w/2m, Ap(A) + Fr (A, ) ou F, est trés petit. L’ensemble II,, se décompose
alors en deux ensembles IT, (t pour transverse) et IT}. Sur les intervalles Af, ; € IIf,, on
dispose d’une information ezploitable sur la transversalité de la fonction A — ay(A)-
elle sera r,-transverse— tandis que les intervalles A(r)m’ € T2 sont en quelque sorte des
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intervalles d’attente. Il est en outre possible de montrer que presque tout A € A (pour
la mesure de Lebesgue) appartient 4 un A!, pour un n > 1.

Nous pouvons ainsi & chaque étape n définir quatre bifurcations possibles 0,¢ — 0, ¢
suivant que A € ADY € I% et A € AYY, . € TI)Y . La seule bifurcation o r (I'ordre
de transversalité) peut doubler est alors 0 — ¢. Il faudra donc estimer la fréquence
de cette derniére. Les estimées de transversalité sur chaque Af et le fait que F,
soit trés petit permettent d’appliquer I’analogue en classe analytique du résultat en
mesure positive du chapitre 3 & la n-iéme étape sur chaque intervalle A} € IIf,.
Ainsi I'ensemble des A € Af, pour lesquels le systéme (w/2m, A1(A) + Fi(},-)) n’est
pas réductible est de mesure de Lebesgue trés petite, de 'ordre d’une puissance de
| Fia|,,. Comme par ailleurs le nombre de A%, € TIf, est beaucoup plus petit que |Fy|;?,
et comme presque tout A appartient & un Aﬁl, on peut alors montrer que pour presque
tout A € A le systéme initial (w/27, A1(A) + Fi(),-)) est réductible ce qui est la
conclusion recherchée.

Plan. — Décrivons & présent les diverses sections de ce chapitre.

La section 6.4 est consacrée a la notion de transversalité et a ses propriétés. Nous
rappelons dans la section 6.4 quelques résultats dus & Pyartli [22] et nous donnons
notre définition de la transversalité (cf. définition 6.4.7). Le principal outil technique
est le lemme 6.4.8 qui dit que si f est r-transverse alors f2 = f- f est 2r-transverse. Le
résultat principal de cette section est la proposition 6.4.11 qui traite des perturbations
de fonctions transverses.

La section 6.5 est due essentiellement & Eliasson.

La section 6.6 présente quelques estimées standards sur I’équation linéarisée (pro-
position 6.6.3)

Dans la section 6.7 nous traitons le cas ou la racine est résonnante (i.e. proche
d’une résonance) et le lemme 6.7.3 est un lemme d’élimination des résonances qui
permet de nous ramener au cas non-résonnant (lemme 6.7.2).

La section la plus importante est la section 6.8 ou nous décrivons la procédure
de récurrence ainsi que les quatre bifurcations possibles 0,¢t — 0, ¢, la pire étant la
bifurcation 0 — ¢ car c’est & ce moment que r (’ordre de transversalité) peut doubler.
En 6.8.e nous étudions la fréquence de cette transition.

La section 6.10 est consacrée & la preuve (rapide) d’un théoréme en mesure positive
dans le cas analytique.

La conclusion de la démonstration du théoréme 6.2.1 est finalement donnée dans
la section 6.11.
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6.4. Transversalité

Nous définissons dans cette section la notion de transversalité dont nous avons
besoin qui est une généralisation de celle introduite par Pyartli dans [22]. Rappelons
quelques résultats prouvés par Pyartli.

Définition 6.4.1. — Soit f une fonction & valeurs réelles de classe C™+! définie sur un
intervalle (a,b). Nous dirons que f est (C,c,r)-Pyartli si les inégalités suivantes ont
lieu pour tout t € (a,bd) :
Af)<c, Lf(t :
| Jmax 10, f(1)] < max |0t f(B)] > e >0
Les propriétés fondamentales des fonctions (C, ¢, r)-Pyartli sont alors données par
les lemmes suivants dont on trouvera la preuve dans [22].

Lemme 6.4.2. — Soit f : (a,b) = R une fonction (C, c,r)-Pyartli.

(i) Le nombre de zéros de f sur un segment de longueur ! < c/C, est inférieur ou
égal ar.
(ii) Ainsi, si I est un intervalle, le nombre de composantes connezes de f~1(I)N[a, b]

b—a)C
est plus petit que 2+ 2r (E (—(————CGL) + 1) , ot E représente la partie entiére.

Démonstration. — Nous donnons seulement la preuve de (ii), renvoyant a [22] pour
celle de (i).

Supposons pour simplifier que f soit définie sur un intervalle [a, b] et que I = [c, d].
Supposons également que

f_I(I)ﬂ[avb] = [xlvyl]u"’u[wnvynL
avec
a<lzr <Yy <z <Y< <Tp <yn < b

Nous affirmons maintenant que si a < z; < b, alors f(z;) € {c,d}. En effet, ¢ <
f(z;) < d, d’aprés la définition de ;. Ainsi, si nous avons ¢ < f(z;) < d, d’aprés
la continuité de f, ¢ < f(x; —€) < d (¢ > 0), ce qui contredirait la maximalité de
[z, y;]. L’affirmation est donc prouvée et pour conclure la preuve de (ii) il suffit de
remarquer que

_ _ n—2

max(# 174 (e), #17(d) 2 "5,

car sinon, #f~!(c) + #f71(d) < n — 2. Le point (i) montre alors que

(BoC/o) + 1> "2,

ce qui donne la conclusion. O
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Lemme 6.4.3. — Soit f une fonction (C, ¢, r)-Pyartli définie sur [a,b]. Notons Cy, &g
les nombres suivants :

Ci=2"1-1)-2-(2/c)Y" et eo=min((c/CCL)",c/2).

Alors, si o > 0 est plus petit que o, sur chaque segment de longueur au moins Cial/"
il y a un point t pour lequel |f(t)| > a.

Comme corollaire des lemmes 6.4.2, 6.4.3, nous pouvons énoncer :

Corollaire 6.4.4. — Si f est une fonction (C,c,r)-Pyartli sur (a,b), alors pour tout
intervalle I C R de longueur I < min((c/CCy)",¢/2), ot Cy = (2" — 1) -2 (1/c)V/7,
Uintersection f~1(I)N(a,b) a au plus 2(r+1)-([(b — a)C/c]+1) composantes connezes,
chacune de longueur inférieure a Cy - 1*/7. Ainsi, la mesure de Lebesque de f~(I) N
(a,b) est plus petite que 2(r + 1)([b — a)C/c] + 1) - 27+2(1/c)'/7.

Maintenant, si f est (C, ¢, r)-Pyartli sur (a, b), sa dérivée f' est (C,c,r —1)-Pyartli
sur les intervalles ou | f'| est plus petite que ¢/2 (tout nombre < ¢ conviendrait). Plus
précisément nous pouvons prouver,

Proposition 6.4.5. — Si f est une fonction (C,c,r)-Pyartli sur (a,b), avec r > 2,
alors Uensemble (a,b) — {\, |f'(A)| = x}, ot x < ¢/2, a au plus 2r([£b_—ca£] +1)
composantes connezes; si J est l'une d’entre elles, alors, soit |f|'J| >x >0, soit flIJ
est (C,c,r — 1)-Pyartli.

Démonstration. — La seconde conclusion de la proposition étant claire, montrons la
premiére conclusion en estimant le nombre de solutions de ’équation f'(z) = *x.
Supposons que J C [a,b] soit un intervalle de longueur |J| < ¢/C. Alors, il y a au
plus r — 1 points de I ou f'(z) = x. En effet, supposons par ’absurde qu’il y ait
r points 1,1,...,%1,, ou f' égale x. Le théoréme des accroissements finis (appliqué
plusieurs fois) montre que, pour tout k > 2, il existe des points xp 1,..., %k r—k+1
ot f(¥) (la dérivée k-iéme de f) s’annule. Remarquons & présent que, pour z;; €
J, f'(z1,1) = X, et que, puisque par définition maxi<k<,|f*¥ (z1,1)] > ¢, il existe
k > 2 pour lequel |f (k) (z1,1)] > c. Le théoréme des acroissements finis, et le fait que
max;<k<r+1 |f® ()| < C, montre alors que

0<c<|f®(z11) — F®(zx,1)| < Clor,g — 202| < C - |J],

ce qui contredit |J| < ¢/C.
La méme démonstration permet de majorer le nombre de solutions de f' = —y.
Enfin, [a, b] est recouvert par [Q:flg] +1 intervalles de longueur < ¢/C'; le nombre
de composantes connexes que ’on cherche & majorer est donc inférieur &

2 - =2

ce qui prouve la premiére conclusmn de la proposition. O

V) f1)+1<2r [¥]+1),
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Nous prouvons & présent en utilisant la propositions 6.4.5 et le corollaire 6.4.4,
minorer la valeur absolue de la dérivée d’une fonction (C, c,r)-Pyartli.

Corollaire 6.4.6. — Si f est une fonction (C,c,r)-Pyartli sur (a,b), et si

. cr+1
0< X S min (C/2,m> ,

alors {\ € (a,b), |f'(N\)| > x} a au plus (2r([£b_—:£] +1)) composantes connezes et la
mesure de {\ € (a,b), |f'(N)| < x} est plus petite que (27‘([@_—:£] +1))27 (x/e)l/".

Nous aurons besoin dans la suite d’une définition un peu plus forte que celle donnée
en 6.4.1.

Définition 6.4.7. — Soit f une fonction analytique réelle définie sur U'intervalle (a, b).
Nous dirons que f est (M, 4, c,r)-transverse si :
(i) f admet une extension analytique sur une bande complexe de largeur 6, Bs =
(@ —6,b+08) +/—1(=4,6) et vérifie
sup If(2)] < M,
(ii) pour tout ¢t € (a —d/2,b+46/2) CR:

J
lléljagr |6 f(t)| > c>0.

Remarquons que d’aprés les inégalités de Cauchy, une fonction (M, 4, ¢, r)-transver-
se sur (a,b) est (M (6/2)~("*+1) ¢, r)-Pyartli sur (a — 6/2,b+ 6/2).

Nous prouvons & présent quelques lemmes qui permettent de controler la transver-
salité aprés certaines opérations algébriques simples comme la prise de carré (lemme
6.4.8) ou de racines carrées (lemme 6.4.10). Ces lemmes sont importants pour la
preuve de la proposition 6.4.11.

Lemme 6.4.8. — Soit f : (a,b) = R une fonction (M, d, c,r)-transverse. Alors f? est
(M2,5/2,c,2r)-transverse, (ici f>2=f-f), ot :

_ 2
c = v M 47‘+254r +IC4T,

avec

v étant une constante positive. En outre, si sur (a,b) on a |f| > rc, alors f2 est
(M2,6,c,r) -transverse.

Démonstration. — La fonction f étant (M, 4, c,r)-transverse sur (a,b) admet une
extension analytique sur une bande complexe, Bs = (a — §,b + 6) +/—1(—6,6) et
sup |f(2)] < M.
2€EBgs
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11 en découle
sup |f(2)] < M>.
z2EBg

Nous voulons montrer que, pour tout tg € (a —6/2,b+ §/2), il existe un 1 < i < 2r
pour lequel,

10;(f*)(to)] > ¢' > 0.
Supposons par 'absurde que ’hypothése (A) suivante soit vraie :
Hypothése (A). — Pour unto € (a —6/2,b+6/2), et tout 1 <i < 2r, on a
|6£(£?)(t0)] < €.

L’analyticité de f2 sur (a — 6,b + &) + v/—1(—6,8) montre que, pour tout point
to € (@ —6/2,b+ 9/2), le développement en série suivant a lieu dans un disque
(complexe) de centre to et de rayon plus grand que §/2 (par exemple),

F2(t) = f2(to) = D bi(t — to)".
=1

Les inégalités de Cauchy montrent que, pour tout ¢ > 0,

1 M?
|bs| = 5'3 fto)| < W

En outre, 'hypothése (A) montre que, pour tout 1 <4 < 2r,
1
|bi| < =" <.
7!

Nous avons alors, pour tout |t — o] < 6/2,

2r 0o
% M2 i
1F(#)? = Fto)?] < D clt—tol' + > Gyt~ ol
=1 i=27r+1
@ colizbl |l
- l—lt—tol (5/2 1— t—to
372

En vue de 'application du lemme 6.4.3, nous posons

(3) C=M(@/2)7,

1/r
Ci=(@2"1-1)-2. (%) ,

et

€0 = min ((M(5/2)‘(1+T)C1 )" §> .

Avec les notations précédentes nous avons le lemme suivant :
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Lemme 6.4.9. — Pour tout 0 < a < &, il existe un point t tel que |t, —to| < Cral/"
et pour lequel,

1£ta)? ~ £(t0)?] > 150
Démonstration. — Nous poserons A(t) = f(t) — f(to). On a
F@®)? = f(to)? = (f(t) = F(t0))(f(2) + f(t0))
(4) = A1) - (A1) + 2£(t0))-
Soit 0 < a < €¢ ; nous avons ’alternative suivante :

(i) soit |f(to)] < /4 auquel cas, 2|f(to)] < a/2; mais nous savons d’aprés le
lemme 6.4.3 qu’il existe un point ¢4,

|ta — to| < C1a?/",
tel que
IA(ta)| > o
Finalement,
Ata) +2f(t)] > a = 5 = 3,
et d’aprés (4),

1
|f(ta)® = f(t0)?] > 50
(ii) soit |f(to)| > a/4; d’aprés le lemme 6.4.3 nous savons qu'il existe t, , avec
lto/a — tol < Cra/7 tel que |A(tg,/4)] > @/4, et comme A(to) = 0, ceci montre
qu’il existe to /4 € (to,t), /4), tel que A(tq ) = ia. Remarquons & présent que
12f (o) + Altasa)l > 2[f(to)| — |A(tasa)| > /4,

et

[F(ta)? — F(t0)?] > 10,

La conclusion du lemme est donc toujours valide. O

Posons maintenant,
. min(4, 1) »
0<a< = —) ,&0);
a < o mm(( ic, ) 0)

nous avons alors

. (o1
|ta — to| < min 73
et, par conséquent, d’aprés la formule (2),
2

M
ayarlie ~ 0P

(5) [£(ta)® — f(t0)?| < 2c'|ta — to] +2
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Le lemme 6.4.9 et la formule (5) montrent que
_i:lga2 < 26'01041/7‘ + 2M25—(2r+1)22r+1 (Clal/r)(2r+l)

< 20’Cla1/r + 22r+2M25_(2T+1)012r+1a2+1/r,

_31‘2_ < clclal/r—2 + 22r+1M2§—(2r+1)0127‘+lal/r'
Introduisons
A — CICI, B — 22T+1M26—(21‘+1)Cl27‘+1,
ainsi que la fonction
w:(0,00) — R
x — Az(/M=2 4 Bgl/7,
Cette fonction admet un unique minimum au point z = zg ol
Ozw(zo) = 0,

c’est-a-dire . B
(— - 2) Ag{t/M73 4 7:5((,1/”_1 =0

T
(2-2)ast+ 2o

ou

r
ou encore,

2y = [(zr ;1)A]1/2'

En ce point on a

B B

(2r —1)A]Y?"
— .

w(zey) = A [M](I/M_l B [M] 1/2r

2B [
Nous avons donc
1
0 < w(zp) < 32
si et seulement si 1

2(27, _ 1)1/2rBl—1/2rA1/2r < 3_2’

1 2r ( )
A e B~ 2r—1 .
< (64(2r — 1)1/2r>

Remplagant A, B par leurs valeurs,

2;1—_2:- ) (22r+1M25—(2r+1)0121‘+1)—(2r—1),

(Clcl) <
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c’est-a-dire
¢ < [6427(2r — 1)247° 171 p2@r-n gart -1 omar®

et comme C; = (27! — 1)2'+1/7¢=1/" nous obtenons que 0 < w(zp) < 1/32 si et
seulement si,

2
(6) ¢ < vp- M—47‘+2547‘ —1041‘,

avec

64—27‘(2,,. _ 1)—12—(47'2—1)[(21'—1 _ 1)21+1/r]—4r2

3
—r
> v,

Up

ou v > 0 est une constante.
De plus, 0 < zg < ap si et seulement si

(2r —1)A1Y? . [, min(5,1),-
—_ < —_— .
[ 5 < min | ( 10, )" €0
Afin de simplifier les calculs, nous supposerons que 0 < § <1, M >1,0<c <1
auquel cas,

. 5 \r c r . c "
aO—mln((401) ’[M(5/2)—"—1CI] )>4 [Md“'"Cl] .
Ainsi, 0 < zg < ap si et seulement si

(2r —1)cCy —r 27§ r—2r §2r%r ~—2r
227'+1M25_(2r+1)cl2r+1 S 47 """ M 1) Cl

i.e.,
2 2
7 cl < ___M2—2r62r +2r+1c2r.
() S -1
Finalement, si les deux conditions (6) et (7) sont vérifiées, ce qui est le cas quand
par exemple
¢ < v, 'M—4r+254r2+lc4r’

avec

_n3
vy =0 ",

nous obtenons une contradiction. La premiére conclusion du lemme est alors démon-
trée.
Pour établir la derniére conclusion du lemme, il suffit de remarquer que

f(&) = flto) + (f(t) — f(to)),
et
F(@)? = f(to)” +2(f(t) — f(t0)) £ (to) + (£(t) — f(t0))>.
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Soit alors j le plus petit indice pour lequel, |6t’ f(to)| > c; alors d’aprés la formule de
Leibniz,

07 f2(to)| < | D (8F f(t0)) (8} f(to))| < *r.

k+l=j
Donc, si Ac > rc?, la conclusion est vérifiée. O
Lemme 6.4.10. — Si f est (M, 4, c,r)-transverse sur (a,b) et si pour { >0, s € (a,b),
f(8) > ¢ > 0 alors /T est (VM,&,c',r)-transverse sur (a,b) avec
(8) 8" = min(6/2,¢5(8M) 1)

¢ = (c/2)'/?
Démonstration. — La fonction f est analytique sur Bs = (a—6,b+68)++/—1(=4,6);1a
formule de Cauchy montre alors que, pour tout z € (a—8/2,b+6/2)++/—1(-8/2,5/2),
(9) 6.5 (2)| < M(6/2)7".
Soit alors 2z’ € (a —d',b+8") +/—1(=6',6') avec 6’ comme en (8) ; il existe un point
x € (a,b) pour lequel
(10) |2 — x| < V28" < 26",
et l'inégalité des accroissements finis ainsi que les formules (9), (10) montrent que
|f(z") = f(e)] < M(§/2)7"2¢".
Comme f(z) > ¢ > 0, pour z € (a,b), il en découle que
Re(f(2") > ¢ —2M(6/2)71¢" > ¢/2,
car ¢ > 8M6é14'. Finalement, f est analytique sur (a — &',b+ ') + v/—1(—4',4') ou
elle vérifie
Re((f(2)) > ¢/2.

Ceci montre que /f admet une extension analytique sur By = (a — &',b + &') +
V=1(=8",68") et

sup [v/7(2)] < VL.

Z2EBg/

Supposons & présent par l'absurde que ¢’ < y/¢/2" on (a — ¢'/2,b + &' /2), pour
n < r. Nous appliquons alors la formule de Leibniz & f = v/f - v/f pour obtenir

n

rfH =3 (’;) & (VH 05" (VD).

=1
et
07 F(8)] < 2"¢ <¢,
ce qui est une contradiction. Ceci termine la preuve du lemme 6.4.10 O
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Nous notons ut la partie positive de u, ut = (1/2)(u + |u|).

Proposition 6.4.11. — Soit t un tore mazrimal (c’est-a-dire une droite passant par 0)
de s0(3,R) et soit v : (a,b) — t, une fonction (M,4d,c,r)-transverse sur (a,b) ; soit
aussi n(-) € C’(‘;‘j’([a, b],s0(3,R)), (0 < &, <J) telle que

<m.
Inax [n(z)| <m

n

Notons
pw(k) =min { 1, max su o n(w
( ) < 70<j<k G“,E_’/Zl w ( )l) I

(u(k) < m(6/2)7*), et introduisons 1 > ¢ > 0. Nous supposons quer > 1, M > 1,
0<c<1,0<d<1. Alors :
(i) si I est un intervalle sur lequel |y(s) +n(s)] > ¢ > 0 (s € I) pour un ¢ > 0,
alors |y(s) + n(s)| est une fonction (M',d',c', 2r)-transverse sur I avec

M' = M + 3m,

6/ — C(sﬂ
16(M + 3m)?

=27/ ((vM=18)5%cAr — (6M5—1)27 u(2r))+;
(ii) st m < (1/11)¢, et si I est un intervalle sur lequel v(s) > ¢ > 0 (s € I), alors
|y + 7| est une fonction (M',8',c,r)-transverse sur I avec
M' = M + 3m,

Y.
8 = min(grr, 8n),

d =[c—(2M¢ 6,1 m]t.
Démonstration
(i) Nous notons (91,72, 73) les coordonnées de n dans la base (Ji, Ja2, J3) et suppo-

sons, sans que cela nuise & la généralité, que celles de «(s) dans la méme base sont
(v(s),0,0). Nous avons alors

V() +m(9)2 + 12(5)” + ms(s)?
VG T 27 G) F ) T () T m)e.

Comme v(-) est (M, 4, c,r)-transverse sur (a,b), le lemme 6.4.8 nous dit que v3(-)
est est (M?2,6/2,cy,2r)-transverse sur (a,b) avec

[v(s) +n(s)]

2
= UrM——4r+254r +IC4T.
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En outre, la formule de Leibniz
k

ot =3 (%) @m0t

j=0
montre que, pour tout s € (a — 6,/2,b+ §,/2),
|0F (ym)(s)] < 2% - M(8/2)7" - (),

puisque, si y(-) est (M, J, ¢, r)-transverse sur (a, b), les inégalités de Cauchy montrent
que
sup |9y (w)| < M(8/2)7F,

’wEW,s/g
et donc la méme inégalité vaut sur (a — 6,/2,b + 6,/2). De la méme facgon,

|0 n?| < 2% u(k)?.
Finalement, pour tout s € (a — §,/2,b+ 6,/2),

max [03(y -+ m)?) 2 e — 27 M(3/2) " w(2r) = 3- 27 u(2r)?,

Ceci montre que (v + n)%(:) est ((M + 3m)?, &,, ¢z, 2r)-transverse sur (a,b) avec
co = (,UTM—4T+2547'2+1047' _ 227'M(6/2)—27'M(2,r) _ 22r+2’u(2,’,)2)+

Le lemme 6.4.10 établit donc que |y + 7|, qui est égal & /(v + n)2, est (M',§',c, 2r)-
transverse avec
M' =M + 3m,
(5’ — C57]/2
8(M + 3m)?’
¢ = \/2—27'(,UTM—41"+2541‘2+IC41" — 227 M(8/2) =27 u(2r) — 22r+2p(2r)2)+,

r' = 2r.

Clairement, ceci achéve la démonstration de la partie (i) du lemme puisque r > 1,
M>1,0<6<1,0<pu<l.

(ii) L’hypothése v(s) > ¢ > 0 pour tout s € I, et la méme preuve que celle faite
pour établir le lemme 6.4.10, montrent que, pour tout z € Wy (a, b),

Re(v(2)) > ¢/2 > 0,
puisque
1o S0
= YR
Ecrivons maintenant que, pour s € I,

@)+l = () \/(1+"1(3)>2+(’7“’(3))2+(ns<s )

)
(s) v(s)
= v(s) -1+ h(s).
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Remarquons aussi que h € C§ (I) et que pour z € W (1),

v(2) =

2m
— C .

Ainsi, comme

v(2) v()? 7
nous avons pour tout z € W (I),
4m  m24
h(2)| £ — +3——,
|h(2)] < c @
c’est-a-dire si m < (1/11)¢,
1
< -
1) <

161

Finalement, on peut définir pour z € Wy (I) la fonction, 1 + g(z) = /1 + h(z) et

comme, pour w € C, |w| < 1,
[V14+w| <1+ |w|/2,

nous obtenons

sup |V1+h(z)—1< 3%.
)

ze€Ws (1

Ceci implique que

sup  |7(2) - (VI+h(z) —1)| < 3M%.

2EW, (I)
et
sup |95 (7.9)(2)| < 3Mm¢T1(6'/2)7F.
2E€Wsr y5(I)
Comme

[v(s) +n(s)| = v(s) +7(s) - 9(s),

il vient que, pour k <r,

85 (Iv(s) +n(s)]) > ¢ = 3Mm¢™(8'/2) 7",

ce qui donne la conclusion du (ii) et termine la preuve de la proposition 6.4.11.

|

Remarquons que dans le (i) de la proposition précédente, seulement ¢ intervient

dans I’expression de ¢’ et non pas d, (cf. 6.8.b).

En outre, en raisonnant comme dans la preuve de (i) et en introduisant u(k), on

peut dans l’expression de ¢’ obtenue en (ii) remplacer 6, par 4.
La proposition précédente admet le corollaire suivant :
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Corollaire 6.4.12. — Supposons que y(-),n(-) vérifient les hypothéses de la proposi-
tion 6.4.11; alors pour tout { > 0, l’équation

(11) [Y(A) +n(N)| = ¢,

a un nombre de solutions inférieur a

M2(5../2 —(2r+1)
( "/c,g + 1) .

47'~(1+|A|)~(

Démonstration. — Les calculs que nous avons effectués précédemment montrent que
la fonction (v + n)? est (M + 3m)32, 4y, cz, 2r)-transverse avec c; = 227(c')2 > '
(remarquer que puisque 'on n’extrait pas de racine carrée ¢ n’intervient pas dans la
transversalité). Par conséquent d’aprés le lemme 6.4.2, le nombre de solutions de

I(v +m)%(No)| = ¢,

sur A est inférieur &

M2 5./2 —(2r+1)
4r-(1+|A|).( ("/C,g +1).

6.5. Résonances

Nous reprenons dans cette section certains résultats de la section 5.3 du chapitre 5.
Rappelons que si v > 0 et ¢ > d — 1 nous notons CD(v,0) l’ensemble des w € R?
tels que, pour tout k € Z¢ — {0},

’Y__l
(12) (k)] 2 fo

Pour tout entier positif N et tous réels K,7 > 0 nous définissons DS™(N,K) =

DST(N, K) comme étant I’ensemble des réels a diophantiens jusqu’a ’ordre N c’est-
a-dire vérifiant pour tout entier 0 < |k| < N,

(13) |l — (k,w)| > —

Nous noterons DS”(N, K) le méme ensemble 0 étant exclu et RS (N, K) (R pour
résonnant) le complémentaire de ce dernier ensemble. Nous pouvons alors reformuler
le lemme 5.3.1 de la section 5.3 du chapitre 5.

Lemme 6.5.1. — Soient w € CD(v,0), NEN, K >0 et 7 >0 >0 tels que
(14) K > 2117y . NHo,
Alors
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(i) pour tout o € R, il existe au plus un entier ko € Z%, 0 < |ko| < N tel que pour
tout k € Z%, 0 < |k| < N, k # ko, on ait
K- 1
k, AT
o= (k)| 2 T

(i1) si ce ko existe et si on pose & = a — (ko,w) alors @ € DST(N*, K).

Démonstration. — Elle est similaire & celle de du lemme 5.3.1 du chapitre 5
(i) Supposons par I’absurde qu'’il existe deux entiers k; € Z%, i = 1,2 tels que
K- 1
kil
en soustrayant les deux inégalités précédentes pour ¢ = 1,2 il vient
K1 K !

(k1 — ka,w)| < < 2K,
| < T el

I (k,, w)l <

Par ailleurs, puisque w € CD(v,0) on a d’aprés (12)

! !

> .
lk1 — k2|7 = (2N)°

|(k1 — k2,w)| >

Finalement on obtient
-1

gl
(2N)e

< 2K,

ce qui contredit ’hypothése (14) du lemme.
(ii) Pour tout k € Z¢, 0 < |k| < N* on a

Ia - (k’w)l = |a - (kaw) - (k07 w)l
> |(k,w)| = |a = (ko,w)|
-1 —1
ol K
b S —
|kl7 |kol|™

> yTINTHO K7L
Mais comme
QT yNHT < K,
on a
yINTHO S 2K

c’est-a-dire
-1

IZ

ce qui termine la preuve du lemme. O

& — (k,w)| > K1 > ——
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6.6. Estimées

Nous noterons M (m, K), (K = R, C) ’ensemble des matrices m x m a coefficients
dans K et nous le munirons d’une norme multiplicative, c’est-a-dire vérifiant pour

tous U,V € M(m,K),
uvi<|ul-vi.
Si f(2) = 3 >0 akz" est une fonction entiére alors pour tout U € M (m,K), on peut
définir
fU)=>_aU*,
k>0
et si les coefficients de f sont réels positifs,

lF(OI < F(UD.

Nous poserons dans la suite, u(z) = z71(e* — 1) — 1.
Nous avons alors la proposition évidente suivante :

Proposition 6.6.1. — Soit U € C¢ (T, M(m,K)) telle que [U|, <1 (h > 0); alors
pour tout n > 0,

(a) U™ < |UlR,

(b) le” — Id+U)|n < |UI3,

(c) leV —Id |n < 2|U]p.

(d) [u(U)|n < [Uln-

Nous donnons & présent quelques estimées classiques. Dans ce qui suit 0 < h; < 1.

Proposition 6.6.2

Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout F' € C} (T%,50(3,R)) et tout
0 < h < hy les inégalités suivantes sont vérifiées :

. C
@) |TnF|n < mlFlhn

e—2m(N+1)(h1~h)

(ii) |RNF|n < CWlFlhu

(i) >V P ()| < TR F,
—27(N+1)(h1—h)

(iv) [ (7T F (@) < € eI Fy,.
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Démonstration
(i) On a

INF(z) = Y Fk)errvV=ik2),
k<N

si bien que, pour tout |Im(z)| < h,

ITNFln < Y [F(k)|e*mIklh,
[k|I<N

et d’aprés la proposition 1.1.2 du chapitre 1,
|F (k)| < C|F|n eIk,
nous obtenons

|TNF|p < C|F|p, Z e—2m(h1—h)|k|
|k|I<N

N d
< C (Z e—27rl(h1—h)> |F|h1
=0

1 d
<C (m) |F|ny
_¢c
(h1 — h)d

|

|F|h1

(ii) Ecrivons
RNF(z)= Y F(k)er™Y=1ka);
|k|>N
on a
|[RNFln < ) |F'(K)|e>m1kIn,
|k|>N

et d’aprés ’équation (5) de la proposition 1.1.2,

|RNFln < |Flao, D e 2P
|k|>N

e—2m(N+1)(h1—h)

IN

(iii) est évident.
(iv) Nous avons pour z € R,

F(z)= Y F(k)err=1ke),
kezd

CdWIFIhl-

165
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si bien que
F(z)e*™=Ima) = 3™ F(g)erv=Tk+ma)
kezd
= Z ﬁ'(k: — m)ez"‘/__l(k’m).
kezd

Ceci implique
RN (eZﬂ\/—_l(m,m)F(x)) (z) — Z e27r\/—_1(k,z)ﬁv(k _ m),

|k|>N
et
|[Ry (VT o F@))| < 3D VTN B - m)
|k|>N
< |F|h1 Z e27'r|k|he—27r|lc—m]h1
|k|>N
< Cr€2-rr|m|h1|1y|h1 Z e—27r|k|(h1—h),

|k|>N
puisque |k — m| > |k| — |m|. Finalement la proposition 1.1.2 du chapitre 1 permet de
conclure la preuve de (iv). O

Rappelons que nous notons TwF' la troncature dans la série de Fourier de F', le
terme constant étant exclu.

Proposition 6.6.3. — Soient A C R un intervalle, A(-) € C§ (A, so(3,R)) une famille
& un parameétre d’éléments constants et F' € Cr“:l,a(Td x A, s0(3,R)). Nous supposons
que w € CD(v,0) ainsi que :

(a) M :=max(1,sup,ew;(a) lAw)]),
(b) pour tout A € A, |A| € DS™(N,K).

Alors il existe Y € CY 5 (T9 x A, 50(3)), avec
8 > CGK2(MN)~9§,
ol
as =9+0+27+d,
tel que
(i) pour tout (z,\) € REx A, Y (x,)) est a valeurs dans l’algébre so(3,R) et résout
LyjanY (@,2) + [AQN), Y (2, N)] = T F (2, ),
(ii) pour tout 0 < h < hq,

|F|h1,5’

< CeyK? vl
(15) |Y|p,s < CeyK*(MN) (hy — h)’

ol Cg est ume constante positive.
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Démonstration. — Adaptons la démonstration du lemme 3.3.1 du chapitre 3 au cas
ou g = so(3,R); nous avons montré que pour tout A € A,

IIV=1(k,w)Id+ad(A\)]7'| < &lk|"T?"vK?*(M + N)®
S 82|k'0+2TK2(MN)8,
ol &2 = cste - (2 + |w|)® - 7. Nous prouvons & présent le lemme suivant :

Lemme 6.6.4. — Pour tout k € Z¢, 0 < |k| < N, et tout w € Ws (A), ’endomor-
phisme /—1(k,w) Id + ad(A(w)) € gl(so(3,R) ® C) est inversible et la norme de son
inverse vérifie

I[V-1(k,w) Id + ad(A(w))] | < C|k|"P?"yK? (M N)?,
ot C > 0 est une constante.

Démonstration. — Rappelons tout d’abord le résulat élémentaire suivant :

Lemme 6.6.5. — Soient B,H € M(m,R) telles que B soit inversible et supposons
que |H| < 1|B7Y7!; alors B + H est inversible et la norme de son inverse vérifie

|(B+ H) ' <2|B~™.

Démonstration. — En effet
(B+ H)=B(I + B 'H);
comme
B~ H| < B |H| < ¢,
il découle que B + H est inversible et
(B4 )7 = |+ B B < g 187
ce qui est la conclusion. O

A présent, si w € Wy/5(A), nous savons d’aprés les formules de Cauchy que
|0 A(w)| < M(5/2)7".

Par ailleurs, si w € Wy, il existe toujours un A € A pour lequel |Jw — A < 24"
L’inégalité des accroissements finis montre alors que, pour ¢’ < §/2,

|A(w) — A(N)| < M(6/2)71¢,
c’est-a-dire
|ad(A(w)) — ad(A(N))] < OM(6/2)716".

L’application du lemme précédent au cas ou B = /—1(k,w)Id + ad(A())) et H =
ad(A(w)) — ad(A(X)), montre que, si

OM(5/2)79' < 5IIVT(k,w) +ad( A,
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alors ad(A(w)) + v/—1(k,w) Id est inversible et
[[V=1(k,w) Id + ad(A(w))] 7!| < 2|[V=1(k,w) Id +ad(A(N))] 7|
< Clk|”T" K2(MN)8.
Il suffit donc de choisir
8' > max C|k|~ 2 K=2(MN)-8 M5,
[k|<N
ou par exemple,
8> CON— 2 E=2(MN)~8 16
Ceci termine la preuve du lemme vu le choix fait pour ’exposant ag. O
Pour terminer la preuve de la proposition, posons pour tout 0 < |k|] < N et
w € Wy (A),
Z(k,w) = [(V=1(k,w) Id + ad(A(w))] " - F(k, w),

ou ﬁ'(k7 w) représente le k-iéme coefficient de Fourier de F'(-,w),

F(k,w) = / F(z,w)e 2™V =1(k2) gg.
[0,1]¢

Remarquons que F(k,w) € so(3,R) ® C, et F(k, ) € so(3,R) quand A € A.
Définissons également sur Wy, s (R? x A),

Z(z,w) = Y. Z(k,w)ermVTIka),
0<|k|<N

qui est une fonction de C}, 5 (T9x A, s50(3,R)®C). Les estimées précédentes montrent
que
|Z(k, w)| < C|F(k,w)| - |k|"F*D K*(MN)?,
et
|2(k7 ,w)e27r\/~_l(k,z) Ih < Clﬁ(k, w)l A 621r|k|h|k|(o+2‘r)K2(MN)8
< ClFlM 627r|k|(h—h1) |k|(0+2T)K2(MN)8.

Mais la somme
SN = Z |k|a+2‘re—27r|k|(h1—h,),

0<|k|<N
vérifie
Nd+a+2‘r
Sy < (1 — e(m=h))d
Nd+a+2'r
C——.
(hy — h)d
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Finalement,
|F(, w)|ny
(b1 — h)¢~

On posera ¢g = C. Posons & présent pour (z,w) € Wp, s (R x A),

1Z(-,w)ln < CK*(MN)ENHHo+2

1 -
Y(z,w) = -2-(Z(z,w) + Z(z,w));
c’est une fonction dans Cy 5 (T¢ x A, s0(3,p ® C) qui vérifie

Flp,.5

Y , < CK2 MN 8Nd+o+2‘r I 1,

| |h,5 = ( ) (hl — h)d
IF|h175,

(h1 — h)¢’

Par ailleurs, pour w = XA € A, Z(+, \) résout ’équation sur T¢,

L2 Z(2, M) +ad(A(N) - Z(z,\) = TnF ().

IA

CK2(MN)%

Prenant ’équation complexe conjuguée, on voit qu’il en est de méme de Z(x,\) et,
par conséquent,

Ly joxY (2, \) +ad(A(N) - Y (2, \) = TnF(z).
Mais & présent Y (x, \) est & valeurs dans so(3, R) pour (z,\) € R% x A (et non plus

seulement dans so(3,R) ® C)). Ceci termine la preuve de la proposition. O

Nous introduisons maintenant et évaluons quelques expressions qui nous seront
utiles par la suite.
Rappelons que la différentielle de I’exponentielle vérifie

e=X . D(exp)(X) - H = m_;;(;_<;<)<> :
Pour Y € C¥(T%,s0(3,R)) évaluons L, />re¥ e~ . On posera B = e¥. On obtient
LyjarB-B™' = —eVL,p.e™"
= —e¥ DY) (~Lyj2aY)
o—ad(~Y
eadY) _Iq

= = Ly/onY.
Dans la suite, L(X) est ’endomorphisme de gl(so(3,R))
L(X) = Ad(eX) — Id — ad(X) = e*d(X) —Id — ad(X),
et S(X) ’endomorphisme
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Le quotient précédent se comprenant comme

Utilisons le fait que
lad(X)| < 2|X|,

et remplagons X par ad(X) dans les inégalités précédentes. Ainsi, si X est dans
C¢(T?, s0(3,R)), on a, pourvu que | X |, soit plus petit que 1/2,

IL(X)|n < CIX|3,

IL(X)-Z|n < |L(X)|nlZ]|n
< CIX[3|Z]n,
[S(X)|n < | X,

[S(X) - Z|n < C|X || Z|n-
Nous supposons donnés A, F,Y comme dans la proposition 6.6.3, ¢’est-a-dire que
Lyj2:Y +[A,Y] = InF,
et faisons ’hypothése supplémentaire
(16) 26 K2 (MN)*|F|p, 5 < 1,
qui assure Y|4, |F|n,s < 1/2. Les inégalité précédentes montrent que

[S(Y) - Lyj2xY|n |Y[n|Lo/2xY |n

CIY[n([[A,Y]ln + | TN Fn)

IAIA

IN

CMK?*(MN)%s

Fln, 6 | F|hy,6

. K2 MN ae | 1, +Nd 1,

(s ey gl 4 el
|F|h1y5

(17) (hl _ h)zd‘

IN

CK4 (MN)20'6+d+1

IIY, Fln

IN

2|Y|n|F|n

2
CK'2(MN)a6 |F h1,0

1 (= )7

IN
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ILY) - (A+F)ls < C|Y[Z|A+ Fla
< CIYR(A+ AN+ |Fln)
(19) < CME*(MN)2es 1"

(h —h)®

6.7. Lemmes de conjugaison
Si Ap est dans so(3, R) définissons,
Vs(AO) = {A €g, IA - AOl < 3}

Rappelons que nous avons noté, Wp(V;(A4p)) C so(3,R)®C, I'’ensemble des A++/—1B
avec B € s0(3,R) de norme inférieure & h > 0 et A € V;(Ap). On a alors :

Lemme 6.7.1. — Soit p > 0, Ag € s0(3,R) tel que |Aog| > p > 0 et ta, = RAg (lal-
gebre mazimale passant par Ag). Il existe alors une constante positive k indépendante
de p et une application analytique ¢ telles que

(7’) 1/’ € C;)n(VPn(AO)vso(:}?R))?
@) s @) <3,
AGWPN(AO)

(4ii) pour tout A € V,,,
Ad(ew(A)) CA = e2d(¥(4) ¢ ta,-
(iv) Si A, € ta, est de norme 1, alors

Ad(e¥™) . A = |A| - A;.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que |Ag| = 1 et notons k& un supplémen-
taire de t4, = RAp dans so(3,R) (par exemple le plan orthogonal & Ay), so(3,R) =
k @ ta,. L’application ¥ définie par

U:kxtsg, — s0(3,R)
(X,Y) +— Ad(eX)- (4o +7Y)
a pour différentielle au point (0, 0) :
D¥(0,0) - (X,Y) =[X, 4]+ Y,

qui est clairement inversible. Le théoréme des fonctions implicites montre alors que
¥ est un difféeomorphisme analytique d’un voisinage de (0,0) sur V,(Ag). Si

b1: (XvY) — Xa
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définissons ¥ = p; o ¥~1. L’affirmation (iii) est alors claire. En outre, ¢ est analytique
sur Vi (Ao) et il existe donc do > 0 tel que ¢ est dans C§ (Vi(Ao),s0(3,R)). Par
ailleurs, quitte & choisir & plus petit (k < dp), on peut supposer que

- 3
s () <3,
AeW,(Ao)
et nous obtenons (ii) pour p = 1. La conclusion du lemme s’obtient alors par homo-
généité (sur p). |
Nous poserons,
(20) $(A) = ¥4
Nous aurons besoin dans la procédure de récurrence des deux lemmes suivants de

conjugaisons. Nous supposons toujours dans ce qui suit que w € CD(v,0) est fixé.

Lemme 6.7.2. — Il existe une constante C; > 0 pour laquelle ce qui suit est vrai.
Soient A € R un intervalle, A € C§ (A, s0(3,R)) une famille & un paramétre d’élé-
ments constants Fy! ;(T? x A, s0(3,R)). Supposons

(a) M:=max |1, sup |A(w)|],
weW5(A)
(b) pour tout A € A, |A| € DS™(N,K),

(c) et (cf. formule (15)) C1K?(MN)% ——"°_
il existe alors §' > 0,
Y € C% 5(T? x A, s0(3,R))
et
A € C3(A, 50(3, R)),
Fl € C’L:’J/ (Td X [\7 30(37 R)),
tels que
(i) 6' = C1 K 2(MN)~%$,
(i) (w/2m, A"+ F') R(eY) (w/2m, A+ F),
(iil) A'= A+ F(0,-),
(iv) et pour tout 0 < h' < h,

— F|? — n o |F)
4 2a6+d+1 | h.é —2wN(h—h h,6
|F' g < LR (MN)oot 0 g + Ore ¢ >(—h-:h,—)d.
~ Flps
s < 2 ae | 5 .
|Y|p o < CyK*(MN) _(h—h’)d’

(v) M':=max(1,|A'|s) <M+ |F|ns-
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Démonstration. — La proposition 6.6.3 nous fournit un Y € Cy 5 (T? x A,s0(3,R))
tel que

(21) Lyj2xY + Y, A+ TNF = 0;
posons
A=A+ F(0,\),
et
F'=(Lym€¥) e +Ad(e¥) - (A+F) - A'.
Les points (ii), (iii) sont alors automatiquement satisfaits et il nous faut seulement
vérifier le point (iv) ainsi que F € C}/ 5 (T¢ x A, s0(3,R)). Calculons :
F' = (Lyj2ne¥) - e Y +Ad(eY)-(A+F) - A
= (D(e¥) - Lyj2:Y)e™™ + (Ad(e¥) —Id —ad(Y)) - (A+ F)
+(Id+ad(Y)) - (A+F) - A',
=(SY)+Id) - Lyj2xY +L(Y)- (A+F)+ A+ F+[Y,A]+[Y,F] - A".
Utilisant le fait que .
L,j2xY +[Y,A]+TNF =0,
nous obtenons
F'=8() Lyj2:Y + L(Y) - (A+ F)+[Y,F]+ RnF,

ce qui montre que F' € C}/ 5, (T4 x A, s0(3,R)). Enfin, quitte & choisir C; > 0 suffisam-
ment grand, les estimations (17), (18), (19) et le (ii) de la proposition 6.6.2 donnent
lestimée voulue sur |F'|ps 5.

Ceci conclut la preuve du lemme. O

Dans le cas ou il y a une résonance, le lemme précédent ne s’applique pas directement
et nous devons au préalable éliminer cette résonance.

Lemme 6.7.3. — Il existe une constante Co pour laquelle ce qui suit est vrai. Soient
A € R un intervalle, A € C¢(A,s0(3,R)), F € C,‘;’,a(Td x A,s0(3,R)), K = NV et
ko € Z%, 0 < |ko| £ N tels que
(a) pour tout A € A,
K1 K1

AN E(k,w - —— (ko,w —|-——),

I ( )I ( 0 ) IkOIT (0 ) |k0|.,.
-1

! 1o
et en particulier |A(N)| > Ne T K>

— No- .
(b) il existe Ao € A tel que, pour tout X € A,
[A(A) = A(Xo)| < k[A(No)l,

K étant la constante du lemme 6.7.1;
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(¢) supyew;(a) 14w < M.
(d) ToK2(MN)Haoe2™Nh| P, s(h — h)=d < 1.

Alors il exziste 8' > 0, A', A € C&(A,50(3,R)), F', F € Cf, 5 (T x A, 50(3, R)) tels
que
(i) pour tout \ € A,
(w/2m, A"+ F') R (w/2m, A+ F) R (w/2r, A+ F),
(i) pour tout A € A, A(N) est sur le tore mazimal taro) = RA(Xo) et
AN = AN = (ko,w),
c’est-a-dire |A(\)| € (=K ~Y/|k|", K~'/|k|") Cc DST(N* K);
(iii)
|F|h 5 < Coe?™ kol | By, 5,
(iv)
A' (V) = AQ) + F(0,\),

et
- IF|% 4 ral M ! IFIh k)
F'lyr s < Co(MN)* A7rNh 5 C —2aN*(h—h')+27tNh 5 .
[F"|n5r < C2(MN)*"e (h— h)2d + Cae (h— hyd
§' = Co K 2(MN)~(nastolg,
(p=r71/0),a7 = u(2a6 +d+1) + 4v
) -
M <3M,
M, S 3M +62lﬁ|h’,6"
Démonstration. — Soient

80 = gy'lN‘“’M_l(S et po = (2y)"IN"7;

on a alors pour tout A € A, |A(Ao)| > po. Pour tout w € Wio(A) il existe Ag € A tel
que |w — Ao| < 6°, et d’aprés les formules de Cauchy,

|A(w) = A(N)| < 8°M(5/2)7 < 20°M5™" < Zpu.
Comme
|A(A) = A(Mo)| < k[A(o)],
le lemme 6.7.1 nous dit qu'il existe ¥ € Cyy, (4(5,)) ({A(X0)}), tel que
A°(N) = e2dW(A) . 4()\) € tA(ro)-
Ceci implique que 9 o A € C¥, (A, 50(3,R)), et

3
A °<.—'
[t o Als <3
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Finalement si nous définissons,
Fo = 2d(A0) . |

nous obtenons

(w/2m,A° + F°) R (w/2m, A+ F)

[4%05e < lAlse et [Folnge < 51Fln, 50
Posons alors en notant H = A(A)/|A(No)l,
B(z) = e~ 2m(ko)H
qui est bien définie sur T¢. Nous avons
Ly/2xB-B™' + Ad(B) - (A° + F°) = —(ko,w)H + Ad(B) - A° + Ad(B) - F*°.
Mais Ad(B) - A° = A° car A° et H commutent. Par conséquent,
Lyj2:B-B™' + Ad(B) - (A° + F°) = A° — (ko,w)H + Ad(B) - F°.
Nous définissons
A= A° — (ko,w)H € C% (A, 50(3,R)),
F = Ad(B) - F° € Cf 5 (T? x A, 50(3,R)),
M = max(1, |A|s).
Remarquons que comme d’aprés le (a),
|(ko,w)| < |Als + K~' <M+ K™,
on a 3
M < §M+M+K—1 < 3M,
(M>1>1/2>K™1).
Par ailleurs, comme A° et H commutent,
|A] = 14°| = (ko,w) = |A] = (ko,w),
car A et A sont conjugués. Nous obtenons ainsi la _conclﬂsion (ii). A présent le
lemme 6.5.1 montre que |A| € DS(N#, K, 7). Comme C3 > C1,
C1 K2(MN*)%|F| 50 C1K?(3MN#)%s ko | |, 5
CoK*(MN)Has2™Nh B\, 5
L,
le lemme 6.7.2 nous fournit un Y € Cy 5 (T x A, 50(3,R)) avec
§' > CK2(MN#)~%§°
> CK2(3MN*)"%N~"M~'§
> CK~2(3MN)~(asto)g,

ININIA
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tel que
(w/2m, A"+ F') R(e¥) (w/2m, A+ F),
A= A+ F(0,-),
et
(22) F'=8(Y) LyrY + [V, F]+ L(Y) - (A+ F) + Ryu(F);

la somme des trois premiers termes du membre de droite de (22) a une norme | |u/o
plus petite que

|F}3 5o
(h _ h/)Zd’

et en utilisant I’équation ((iv)) de la proposition 6.6.2, le reste vérifie

CK* (MNM)2a6+d+l

e—2mN*(h—h')

|Rnu (F)| < C'W

™| Fps.
Finalement, comme K = N¥ (v > puo) et
|Flw.s < C|Flps - 2™ Ikolt’,

nous obtenons

|F5 e ner o |F
|F'lwe < CK4(3MN)H(2a6+d+1)e41rNh(T__Z,+5)2d_+Ce27rNh 27 N*# (h h)(hl _|’;:I§)d
< 52(MN)“764“N’1_|_F_|’21L_ + Cpe2™Nh=2nN*(h—1') | F|n,6
= (h__hl)Zd —————(h_hl)d,

ol on a posé,
a7 = pu(2a6 +d+ 1) + 4v.
Enfin,
M’ < max(1,|Alse) + [F(0, )]s < 3M +|F(0, )]s

Ceci conclut la preuve du lemme 6.7.3 O

6.8. La récurrence

6.8.a. Définition des constantes. — Nous définissons dans cette section des
quantités qui interviendront dans la récurrence. Celles-ci seront définies au moyen
de constantes «universelles» introduites dans la suite dans les propositions et les
lemmes de la section 6.8.b. Le lecteur pourra vérifier qu’il n’y a pas de cercle vicieux
dans cette fagon de procéder.
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Définition de quelques constantes. — Posons
1 , 1
IB - 7) IB - 37
on aalors B < (1 —8)/5 et
g _1-8
b5 <—=5—
et les inégalités
1
0 < 55' -8
(23) 0 < (1-p8)-24.

Notons C le maximum des constantes numériques C intervenant dans les énoncés des
propositions et des lemmes de la section 6.8.b qui suit; nous supposerons en outre
C > v~! (1a constante du lemme 6.4.8) et posons

(24) ag =102v + 2 + a7),

(25) p1 = (224 (1 + B))%s;

Anticipant sur le lemme 6.8.18, notons C* > 0 une constante dépendant seulement
de 3 =1/7 (et dont le lecteur vérifiera facilement le caractére « universel») telle que

(26) 20522014 < C*n,

et soit C3 une constante qu’on peut supposer plus grande que 10 (par exemple) telle
que, pour tout n > 1,

(27) Pt < Csuyt,

oll nous avons posé

(28) Uy = e BV TeEeT

Enfin définissons

(29) ag = 2a3C”™,

et

(30) Cy= rgg¥[u;2a9nze_%(l+ﬁ)n]'

Quantités dépendant de 3". — Pour 8" > 0 nous introduisons les suites suivantes

définies pour n > 1,
1

hn = 2n—_1hh
B+ B)" + 8"
— "y —
Nn_Nn(ﬂ )— 2ﬂ'hn )

K, = K,(8")=NL.
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C M1 6"

(31) T(B") = (=),
(32) Cn = Cn(ﬂ") = (C3T(,Bll))—lun§
on a

(33) ¢n(8") < Kn(B")™'N, 7,
car

K 1N—‘r >T(,8“) 1 —n

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 6.8.1. — Il existe une constante positive Cg telle que, si
B> Ce My
h15101
alors,
Can 20T (8")\ 2™ _ 1
34 B /2 it Sl el (1+8)"/6 —
( ) € r}llgi( C ( (5161 20
Démonstration. — Estimons déja le max intervenant dans ’expression (34). Pour

cela nous pouvons utiliser le lemme suivant :

Lemme 6.8.2. — Sip>1, A >1 et a,Cp,Cy sont des constantes positives,

P _ n -~
max (aC‘” e~ 22 ) < Cerlog’a
n>1

o2, C > 0 est une constante ne dépendant pas de a.
Démonstration. — En effet
e~ 02" < Ce‘of"b,
et le maximum de exp(Cyn? Loga — Cn®?) est atteint pour Cin? = 1 Loga. O
Nous obtenons donc en développant T'(3"),
2 — 2agagn?
mas [<C4(2Czlc(lﬁ"))2agn e-(l+ﬁ)"/6] < max (%) . e—(1+8)"/6
< Cse% Logz(z‘w”)7

ol on a noté,

2C4C5C
- >
2whi61¢1 (A - 1)7

et ou C5 > 0 est une constante. Notons w > 0 une constante telle que, pour tout
rz>1,
Log? & < wy/x;
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si #” > 1, on a également 3"”7A > 1 et si 3" > 4w? A,

1
Log*(8"4) < w/B"A < 38",
Ainsi, pourvu que
B" > 4w’ A,
on a
056__,[3///26% Logz(Aﬂ”) S Cse_ﬁ”/4,
et il suffit que
B" > 4Log(20Cs),

pour que ’inégalité (34) soit satisfaite. Il suffit donc de choisir

IBH 2 CﬁAv
avec
Ce = 16w? Log(20Cs),
pour obtenir la conclusion du lemme 6.8.1. O

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 6.8.3. — Soient w € R? dans CD(v,0), h > 0 et A # 0 dans so(3,R);
alors, pour tout F(z,)\) € C¥(T? x A, s0(3,R)) vérifiant

1 _ap!
|F|h1,51 < 1’66 e s

et tout entier n > 1, il existe une partition Il,, de A en g, intervalles A j, 1 < j < gn,
et des nombres réels My, My, My, 0n, Cn, Tn, pour lesquels ce qui suit est vérifié :

(i) Les intervalles (Ap j)1<j<q. définissent une partition de Il en ensembles IIY,,
M2, (t pour «transverse» et O pour « attente»).
(ii) Pour A, j € ,, et A € Ay j,

(w/2m, AA + F(-,A)) R (w/2m, Ap(A) + Fr(:, A)).
An € Gy (An, 50(3)),
F, € Cy 5. (T4 x Ay, s0(3)),
max(1,|Anls,) < M,

|Frlh, 60 < Mnp,

et
C(M,N,)% 2™ Nnbn (b, — hpy1)"4my, < 1.
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(iii) Pour tout Al ; € II¢,
AL, — R
A [Ap(N)]

est (Mp, On, Cn,Tyn)-transverse.
(iv) Pour A3 ; € TI3, il existe un entier non-négatif pn,; = p(AS, ;) que nous noterons
Pn, ainsi que des applications

A,, €C2 (A ,50(3,R)),
et
Fy, € Cy 5, (T4 % A ;,50(3)),

telles que
(a’) |Fpn Ihpn 0pn S ﬁlpn ’
(b) VUapplication
A |Ap, (V)]
est (Mp,,0p,sCp,,Tp, )-transverse sur AJ ;.
(c) pour tout A€ A, ; on a
A'ﬂ()‘) = ‘an ()‘) + ﬁpn (A,O) + ﬁ n+1 (’\v 0) +eeet ﬁ‘n—l(/\a O)v
(d) pour tout A € AY, ; on a
|4, M| < G

(e) pour tout A € A} ; on a

A, (V)] < Kt
(f) SiASNAD,, # @ alors A%, C AD et pour A€ ASNAS,, ona
AnN) = Ay (V) + B (00) + By i1 (A, 0) + - + Fusi (A, 0)
Anit(N) = Ao (V) + Fp (0\0) 4 B i1 (A,0) + - + Fa(2,0)
1.e.

Pn = Pn+1, Apn = Apn+1~
(v) Il existe ¢ > O tel que
"y — 3
(35) an < [(g_qg_(ﬁ_)) aom uz9n3]

d1c1

-1

(vi) Pour tout entier s > 1 il existe une constante ne dépendant que de s (mais pas
de B",c1,h1,61, M) telle que, pour tout n > 1,

(36) rn < (cste)sln g n,

ot In(g)n représente ’itéré s-iéme du In quand il existe.
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(vii)) On a
(37) Mn S 4n—1M17
(38) my < e—3ﬁ"e—(l+ﬂ)",
(39) g < 6—2/3"6—§(1+l3)",
~ 1 -
(40) My <My < ﬁ(n < Kn17
> " 2
(41) D g < 207 e s
k=n
(42) 6n Z (C3T(/8"))_2na8u3;na8617 )
"
(43) Cn > (—2021;(5 ) )asn®yd0un
1€1
-1 -1 -1
n n n n n -
(44) Mmp <cp << <K, <N, <M,

Nous prouverons le résultat précédent par récurrence sur n dans les sections 6.8.b
et 6.9. Nous supposerons donc tout au long de ces sections que les conclusions du
théoréme 6.8.3 sont vraies jusqu’a l'ordre n.

6.8.b. Le schéma de bifurcation. — Nous poserons y = 7/0 = 2.

Supposons que pour tous les entiers 1 < [ < n les conclusions du théoréme 6.8.3
soient vérifiées ; il existe alors des intervalles A, j» * = 1,0, pour lesquels les points i)
a (viii) sont vérifiés.

La preuve de ’hypothése de récurrence a I’étape n + 1 rend nécessaire I’étude de
deux cas, suivant que * = t ou * = 0. Dans chacun de ces cas, nous définissons une
partition de A% (* € {t,0}) en intervalles A}, ou ALY, et sur chacun d’eux nous
étudions le comportement des racines. La définition de Afl’:_l, x € {0,t} est permise
par les lemmes 6.8.6 et 6.8.4 et celle de A%’;_l, *x € {0,t} par le lemme 6.8.10 Nous
aurons donc quatre bifurcations & étudier, bifurcations que nous noterons :

1) 1.1)¢t — t, (proposition 6.8.7),
1.2)t — 0, (proposition 6.8.8),
2) 2.1) 0 — ¢, (proposition 6.8.11),
2.2) 0 — 0, (proposition 6.8.12).
Nous supposons qu'il existe une transformation B, (z, ) € C¥ (T4 x At , SO(3,R))

qui conjugue A; + Fy 4 A, + F, :
(An+ Fn) = Lyj2xBn - Byt + Ad(By) - (A1 + Fy).
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Notons Ik et IS ;, 0 < |k| < Ny, les intervalles suivants :

K. K.!
In,k = ((k,(U) - W’ (k7w) + W) 9

Ig,k = ((kaw) — Cns (k’ w) + Cn)a

12,0 = [07 Cn)v

(¢n < K;'N; 7). Nous noterons (IZ,)i>0 (d pour «diophantien»)) les différentes
composantes connexes du complémentaire dans [0, c0) de

U s
0<|k|<Nn

ne contenant pas 0 et I, o I'unique composantes connexe contenant 0.
Pour k # 0, nous définissons les ensembles (r pour «résonnant», O pour «trés
résonnant » ),

T 0
In,k - In,k - In,kv

et pour k =0

I o =Ino — I3,
Les bifurcations t — t,0. — Enoncons tout d’abord :
Lemme 6.8.4. — Pour tout A}, € I, et tout I, les ensembles,

o (In ) NAL
ot x =d,0,r et 0 < |I| < Ny, ont au plus C - c;* My (1 + |AL])6, "V composantes
connezxes.

(rn+1)

Démonstration. — En effet a,, = |A,| est (Mpdn ,CnyTn)-Pyartli sur Afet il

nous suffit d’appliquer le lemme 6.4.2 pour obtenir la conclusion du lemme 6.8.4. O

Pour x € {0,r,d}, divisons chaque composante connexe de a,, ' (I,,;) N A, en,

2Mn(1 +|AL))

KCnbn ’
intervalles d’égale longueur et notons I'If.;il I’ensemble des intervalles ainsi obtenus
quand |I| varie dans {0,..., N,}. Chacun des éléments de IT;}; est de longueur infé-

rieure 3

2M,, \ *
(”Cn‘sn) .

L’intérét de diviser ainsi les intervalles réside dans le lemme suivant :
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Lemme 6.8.5. — Si AT, € TIY%, (x € {0,7,d}) est tel que oy (ALT) NIS, = 2,
alors pour tout \, A\g € AL* on a
|[An(A) — An(Xo)| < K£[An(Xo)l-

Démonstration. — En effet, comme chaque éléments de H:{L est de longueur infé-

IiGUIe a
‘5C1lé1z ’

on a |A — Xg| < 8,/2 et I'inégalité des accroissements finis et les inégalités de Cauchy
montrent que

[An(A) = An(Mo)| < [A=Xo| sup  [OuAn(w)|

weWs,, 2(A)
-1

< (2%) Mt

< KGn

< klAn(Ro)l,
puisque sur AL}, € %%

[An(Xo)| = ¢n-
Ceci conclut la preuve du lemme 6.8.5. O

Nous noterons,

t,t
II

_ 17t t,d
n+1 = 1_In+1 U l—In+1'

On a ainsi prouvé (en majorant |A,| par une constante) :

Lemme 6.8.6. — Pourn > 1 et x € {0,t},

CM, \*™
t,* < n t
(45) #ig, < ()

Démonstration. — En effet

-1
#1057, < C’c,‘lan(S;(TnH)(’;C](l/‘f") I

n

CM 7‘+2n
< L ¢
- ( cndnln ) #Hn’

quitte & changer la constante C'. O

Nous donnons & présent deux propositions correspondant aux transitions ¢t — t et
t— 0.
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Proposition 6.8.7 (t — t). — Soit A:{iu € L%, ; alors il existe

Apy € an+1 (A:{il,j’ 30(3’ R))

et
Fn+1 € an 5

tels que, pour tout A € A:l’_t,_l’j,

(@/2m, A1 (A) + Foy1 (5 A)) R (w/27, An(A) + Fu(:, ),

et |A"+1|IA"11 est (Mp+1,0n+1, Cnt1,Tn+1)-transverse, avec
n 2

Td X A:L’-ti-l,ja 30(33 R))a

n+l(

My = 3(Mn + mn)v

(NnMn)a7e47rN"h" 9
46 <C
(46) mp41 < o — )2 m;
C e—QﬂNn(hn—hn+1) + e—27‘l’N#(hn—hn+1)+27anhn
+ My,
(hn - hn+1)d "
(47) Oni1 = (CM N CT) 76,
(48) Cny1 = [Cn — (CNnMn‘s;lC;l)asr"mn]+,
(49) Tn+1 =Tn,
(50) g < C2™Nrbny
Démonstration. — Puisque At |, € mht , deux cas peuvent se produire :
n+1 n+1

(i) Si AL, € Hf;_dH, alors par définition pour tout A € ALY, on a A,(\) €

DS™(N,, K,). Les hypothéses du lemme 6.7.2 sont alors satisfaites, ce qui implique
qu'il existe Ap41 € C(‘S";“(Afl’il,so(&R)) et Froy1 € C’,‘;’MG;H(Td X Aﬁl’il,so(S,R)),
avec

(51) :1+1 = (CNnMn)—a76n7
tels que

(w/2m, Apy1 + Fpy1) R (w/2m, A + Fy),
(52) Apt1 = An + Fn(0, 1),

—27Np(hn—hnt1)

(MnNn)a7 IF ‘
(b — hngr)d "m0

F, r LSO
I n+1|hn+1,6n+1 - (hn - hn+1)2d

e
|Falh, 50 +C

c’est-a-dire
(MnNn)a7 ) e—27an(hn—hn+1)

53 i1 < O )T s pE T
(53) mas1 S O g R T~ )"

M.
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Comme pour tout A € A:{iv

-1

-1
¥ _1 ¥
A > —— — K

on voit en appliquant le lemme 6.7.1 et en adaptant la preuve du lemme 6.7.3 que,
quitte & multiplier M,, m, par un facteur 3/2 et &), par un facteur (2v)~'N,°, on
peut supposer que A,(\) est & valeurs sur un tore maximal de so(3, R) (c’est-a-dire
une droite passant par 0) ; la proposition 6.4.11(ii) s’applique donc a ’identité (52) et
on obtient que |Ap41| est (Mp41,0n+1, Cnt1, T'nt1)-transverse sur A:L’f,_l, avec

n

3
My = §Mn + 3my, < 3(Mp + my),

(27) "' Nz78),

) =
nH 8(3/2) M,
vt 1
— —o gl
= ﬂMn Nn (snv
(54) ent1 = (Cn — (4MnNg7_15;1)5T"mn)+y
Tn+l = Tn-

Finalement les choix faits en (47)—(50) conviennent puisque ag > max(ar + o + 1, 5).
(i) Si ALY, € LG,
(a) Soit |An(A)| € Ino — 12’0 et nous pouvons appliquer comme précédemment le
lemme 6.7.2 : il existe

Ani1 € G5, (ALY 1,503, R)) et Fpyg € Chr 11 (T x AL, 50(3,R))

avec
;z+1 = (CMnNn)_M(sn’
tels que
(w/2m, Apy1 + Frnt1) R (w/27, Ap + Fp),
(55) Apy1 = Ap + F,(0,)),
(MnNn)a7 9 e—27‘an(hn——hn+1)
F, , < C—"T—""_|F -
, n+1|hn+1,6n+1 = (hn — hn+1)2d' nlhn,Jn + C (hn — hn+1)d 'Fnlh",dnv
c’est-a-dire
(MnNn)a7 0 e—21an(h,.—hn+1)
56 m <Cr——"———m: +C——-——my,.
(56) I (S L o

En outre, comme sur Afl’j_l, |An] > ¢ et my < (n/11, nous pouvons comme préce-
demment supposer que A, est & valeurs sur une droite passant par 0 et appliquer
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la proposition 6.4.11(ii) & (55) pour obtenir que |Apy1] est (Mpy1,00 41, Cat1, Tnt1)-
transverse avec

Mn+1 = 3(Mn + m’n)a
1¢6,,3

0" ny1 = §Z(§M")—16;w
(57) Cnt1 2> [en — (8MnC;15;1)5T" my]*
Tn+l = Tn,

et nous pouvons choisir
nt1 = (CMpNR ()™ 6,,
et
cnt1 = (en = (CMa N0 (1))t
puisque ag > 2v + 1 + a7.
(b) Soit il existe 0 < |ko| < Ny, tel que, pour tout A € Af;il, on ait
[An(AN)] = (ko,w) € DST(NY, Kn),
et d’aprés le lemme 6.8.5 vérifiant
[An(A) = An(Xo)| < KlAn(No)|-
On peut alors utiliser le lemme 6.7.3; il existe An+1,gn € C;‘iJrl(Af;Tj,so(& R)) et
Foi1,F, € C/fn,éi.H(Td X Afgilvj,so(?), R)), tels que

(w/2m, Apy1 + Foy1) R (w/2m, Ap + Fp),

(58) Ans1 = Ao + Fal0, ),
et pour tout X € ALY,
An(X) € tan),
[Aa (V] = 14 (V)] = (Ko, w),
ol t4(ny) = RA(No) ('algébre maximale passant par A()\o)). On peut aussi dire que
(MnNn)a7€47rN"h"
(hn - hn+1)2d

e—ZW(N#)(hn—hn+1)e27anhn

(hn - hn+1)d

(59) Mpy1 < C mfl +C M,

D’autre part,
nt1 = (CMpNy) ™6y
Comme, sur Af{frl, N
[An (M) = Cn,

et 1
’fﬁn S ﬁcna
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la proposition 6.4.11(ii) appliqué & (58) montre que |Ap41] est (Mp 1,674 1,Cnt1, Tnt1)-
transverse sur A%%; avec

Mn+1 = Mn +3my, < 3(Mn + 'fﬁn)v
n+1 = Cn 15;z+1 2 C(MnCnl)‘sm

[cn — (8Mu 8 )P in] ¥,

Cn+1 Z
> [en — (CMpNn( 16, Mgt

Tn+l = Tn-
On prend finalement 0,41 = min(d;,,,,0, ), c’est-a-dire une expression de la forme

(60) Ony1 = (CNnMngr:l)_as‘sm
puisque ag > 5(2v + 1 + a7).

La preuve de la proposition 6.8.7 est compléte. Od
Proposition 6.8.8 (t — 0). — Soit A:Lg1 i€ Hn+1 ; il existe alors An, Fn, An+1, Far1
avec

An, Ant1 €C§, (An+1 4 so(3,R)),
et
FoyFnp1 € CF 5. (T4 x ALY, S, 50(3, R)).
tels que
(61) Ont1 = C(NpMyp) %0y,

An+1 = Avn + ﬁn(O),

|Xn| est (My, 0, Cn,Tr)-transverse et sur un tore maximal. En outre,
IAn+1' <K n+17
(MnNn)a7€47rN"h"
m <cC m
= (hn - hn+1)2d "
e—27rN,.(hn—hn+1) +e——27rN,’:(h,.—hn+1)+21anhn
+C v My,
(hn - hn+1)
Mp < CeX™ Nnhnpm .
Démonstration. — Si X € AtJr1 alors,
— soit
[An(M)] < Cns

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



188 CHAPITRE 6. REDUCTIBILITE PRESQUE PARTOUT DANS LE CAS SO(3,R)

— soit il existe 0 < |ko| < N, (qui dépend seulement de A:;?H) tel que
1An(N)] = (o, w)| < Cn-
(i) Dans le premier cas c’est-a-dire quand pour tout A € A
|[An(A)] < Cn,

nous pouvons appliquer le lemme 6.7.2 et il existe donc An41, Fry1 respectivement
dans C;;M(Aﬁgﬂl, so(3,R)) et Cy 5 . (Tx ALY, 50(3, R)) satisfaisant,

5n+1 = C(MnNn)_a75na
(w/2m, Any1 + Frny1) R (w/2m, Ap + Fp),
Apt1 = Ap + F(0).

t,0
n+1>

Puisque
|[An(N)] < Cn,
nous obtenons (cf. (40)),
[Ant1] < Gn +mp < Ky:-{.l-]
La proposition est donc démontrée dans ce cas en posant Zn =A,.
(ii) Dans le second cas c’est-a-dire quand pour tout 0 < |k| < N, (ko # 0),
1 An (M) = (ko, w)| < Cn,

on peut faire usage de le lemme 6.7.3 et donc il existe ﬁn, Apyi, f’n, F,, 1, satisfaisant
(58) avec

6n+1 = C(MnNn)_a75n7

et
An+1 = Zn + ﬁn(O),
[Ant1] < Gn +mpe®™ N < K7L
En comparant (i) et (ii) nous obtenons la conclusion de la proposition 6.8.8 O
Les bifurcations 0 — t,0. — Considérons AJ ; € II),. Par hypothése il existe,
Ap, € Cs, (A%, 50(3,R)),
et
Py Fpui1s- - Fn € C 5 (TH% A}, 50(3, R))
tels que

An = Avpn + F‘pn (0) ;-'_ ipn'\"l(o) +--+ ﬁn—l(o)?

|Ap.| < Cny, et |An| < Kt
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Ceci entraine que |A,()\)| € DS™(N,,K,) (K, < v"IN;7) et, par conséquent,
d’aprés le lemme 6.7.2 nous en déduisons qu’il existe A,4+1 € CEZLH (A?l, j»80(3,R)) et
Foi, € C;;’m(;;+1 (T4 x A9 ;,50(3,R)) avec
Ony1 = C(MpNy) ™% 0p,
et tels que
Apy1 = An + F,(0),

(MnNn)a7 e41rN,.h,.
<C
Mp+1 S (hn — hn+1)2d my

+C

—20Nn (hn—hn41) 4 @=2m(N& (hn—hn41)=Nnha)

(hn - hn+1)d

€

M.
En conséquence,
Anpr = Ap +Fp (0) + Fpsa(0) + -+ F(0)
(62) = an + G"’
Remarquons que d’aprés (41),
|Gn|5n S 20/'%17"'
Nous pouvons plus précisément affirmer que :

Lemme 6.8.9. — La fonction G, définie en (62) appartient a Cy. 5 (T4x A, s0(3,R))
et st on note

63) un(k) = max sup Gy,
( (k) ofjfkwewsn/g(A)‘ 1Gnl

on a
n
pn(k) < Mp, 65 + Y mi(:/2)7*.
i=pn+1
Démonstration. — C’est une application directe des inégalités de Cauchy. O

Nous poserons ay,, = |Ap, |, et ant1 = |Ant1|. Comme ay,, est (Mp,,0p,.,Cp, s Tp, )-
transverse, le corollaire 6.4.12 montre que le nombre de composantes connexes de

a;}_l(K;_il,oo), et de a;—}-l(ovK;-il-l)

est majoré par

8 —(2rp, +1) s
20, (1 A (M, + 3y, ) (%) 57,

qui est plus petit que
(C My, 5,1yt

n

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



190 CHAPITRE 6. REDUCTIBILITE PRESQUE PARTOUT DANS LE CAS SO(3,R)

N
ou ¢, vaut,

2 4 +
C,pn [('UM 161711 )5rpn rPn (6 Pn P 1)27'pn ,Ll/(27'p" )]

Nous notons H?{j_l I’ensemble des composantes connexes de a1 (K, 11,00) N A9,
et 129 wop celle de a1 (0, K1) NAS ;. Nous avons donc prouvé,

Lemme 6.8.10. — Pourn >1etx € {O,t},
#I71 < (CMnd; )™ (), ) #1015,

Passons aucas 0 — ¢ :

Proposition 6.8.11 (0 — t). — Soit A?z_f_l € Hn+1 et posons p, = p(A2).
(i) On a
(64) (1+B)VP < V/(n+ 1p

.. 0,
(i) En outre, |Apy1| est (Mpy1,0n41,Cny1, ng1)-transverse sur Ay, avec

My = 3(My +myp,),

(65) 5n+1 > (—C—MnNnggl)—as‘snv

Cn41 = 2777n \/((UM o Op, ) on cpi” — (6Mp, 65,1 )2 (21, ),

Tntl = 27'pn .

(iii) On a
e41anh,. 5
(00) e = O Gy ™
—27Np (hn—hni1) —20[N¥(hn—hnt1)+Nnhn]
LC e +e m
(hn - hn+1)d "
Démonstration

(i) Rappelons que

|Ant1| = |Ap, + Fp, (0) + Fp11(0) + -+ + F, 0)],
et puisque (cf. (41)),

|Fp, (0) + Fp1(0) + -+ Fo(0)] < Y g < 20,
k=pn
on a

|An+1| < (pn t+ zompn < 2Gp,;
ainsi,
K;—il S 2<pn7
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c’est-a-dire (cf. (33)),
T(ﬂ//)—le—(n+1) Logp1 2(03T(I8//))_1e_(1+ﬁ)2\/m’
ou encore (C3 > 2),
(n+ 1)Logp; > (1 + B)2VPnTogrr,
si dans cette derniére inégalité on passe aux racines carrées on obtient le (i).

(ii) Comme Apn est (M, ,0p, ,Cp, ,Tp, )-transverse, que |An1+1| > K, +1 et puisque
que G, satisfait (63), la proposition 6.4.11(i) nous dit que

|Ant1] est (Mn+t1,0n+1,Cnt1, ni1)-transverse
avec
M1 = 3Mn + 3y, ,

1 or, K n+1

as
32 (3M,, + 3in,, )2 = 2 (CMnNn)™0n,

5n+1 =

r _ +
cnir = 2770 (M58, )7 el — (OMy, 00 2r,))
Tntl = 27p, .

(iii) Enfin l'estimation (66) ne pose quant a elle aucun probléme et découle du
lemme 6.7.3.
Ceci termine la preuve de la proposition 6.8.11 O

Nous examinons maintenant le dernier cas.
Proposition 6.8.12 (0 — 0). — Si A%? 1 € IIn+1, alors,

p(AYY)) = p(A%?),

et
Anpr = Ap, + Fp (0) + -+ Fa(0),  |Annl S Kohyy  |Ap,] < G
(MnNn)a7e47anhn
<C
Mp41 S (hn _ hn+1)2d mn
‘C e—ZWNn(h"—hn_H) + e—27rN,’;‘(h,,—h,.+1)+27anhn
My,
(hn - hn+1)d "
Démonstration. — Il n’y a rien & prouver. O
Nous pouvons enfin définir TI%, | ; et 1%,
t,t
I-'[n+1 = I, n+1 U Hn+1
0 £,0
My, = I3 UInY,

et énoncer (cf. les lemmes 6.8.10 et 6.8.6) vu que ag > 3,
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Lemme 6.8.13. — Pourn >1 et x € {0,t},

CM,N,\ %™
#H:z+1 S (#> #Hn~

(anncn
6.8.c. Estimées sur my,, m,, M,. — Rappelons que nous avons posé¢ § = 1/7,
B =1/3,
hi
hn = o1
(Bl(l +6)n +ﬁ“)2n_1
Ny

27!']11

1

'2—7;;;1[2(1 +6)]",

IN

de facon que

27 Nyhn = B'(1+ B)" + 8".

Lemme 6.8.14. — Simy < (1/10)e~38" alors,

(67) my, < e=38" e~ (148"

(68) M, < 4" 'M,

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur n. Elle est déja vraie pour n =

1 puisque 1/10 < e~(1+1/7)_ Supposant (67) et (68) vérifies, nous voulons montrer
que

_apgl _ n41
(69) Mt < e 38 e~ A"

(70) Mpy1 < 4" M.

Rappelons que nous avons prouvé précédemment dans la section 6.8.b que dans tous
les cas

(M Ny )

<
(71) Mpt1 S C (h —n— hn+1)2d

47 Nnhn o, 2
m
n

e

__ e—27rN,.(h,,—h,,+1) + e—27rN#(hn—hn+1)+27TNnhn

+C o — o) My,

et

Mn+1 < 3M, + Umne%N" hn .

ASTERISQUE 259



6.8. LA RECURRENCE 193

L’inégalité (70) est alors claire car,

Mpyr < 3M, + Ce 38" ~(+0)" o8 (1+0)"+5"
< 3M, + Ce28"e~(1-8)0148)"
< 3M,+1
< 4AM,,

vu le choix que l’on a fait pour 3”.
Prouvons a présent l'inégalité (69). Remarquons tout d’abord que

h
_N#(hn - hn+1) + Nphp = “N# : 771 + Nphy,
N,
)
Puisque nous avons supposé u = 2 et N; > 4, nous avons
Nph
—NE(hp — hpy1) + Nphp < — "2 " = —Np(hp — hny1).
Ainsi I’équation (71) devient
= (MpNp)* 4y Nohe 2 — €72 Nn(hn—hnt1)
72 m <C Tt ™m0 —————————m,.
( ) nH = (hn - hn+1)2d " (hn - hn+1)d "
Notons
U. =T (M7 Nyp)*" AT Nnhn 2
" (hn = hny1)?e "
et
_e_ZWNn(hn_hn-}—l)
Vo, =2C My

(hn - hn+1)d
Comme 3" > 1, M, <4 'M; on a
M " az
o) 80+ B

c’est-a-dire avec les notations introduites dans la section 6.8.a,

(M Ny ) p——
—— < .
(hn _ hn+1)2d —_ plT(ﬁ )

(73) (Na M) < (

(74) C

Nous avons donc
Un < T(8")pped (07423 2000703,

et
Vo < T(B")phe 1 08" 48" ~(148)" ~33"
L’inégalité (69) est impliquée par
(76) Vo < %e-<1+f’>"“-3ﬂ”.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



194 CHAPITRE 6. REDUCTIBILITE PRESQUE PARTOUT DANS LE CAS SO(3,R)

11 suffit donc de vérifier que

T(8")eb" (pre@s—1-Ma+a)"y < L
— 27
et
(77) T(8")pleP=P'1+B)" =B"/2 < _;.,
ou encore puisque min(—28" + (1 — 3), %ﬁ’ —B) > 1/50,
1

T(8")e"/> max(ppe=0+87 /%) < L
n>1 2

ce qui est bien le cas vu le choix fait pour 8" dans le lemme 6.8.1.
Ceci termine la preuve du lemme 6.8.14.

Remarquons & présent que
m’l’l S 6277Nnhnmn S e_3ﬁ”eﬁ’(1+ﬁ)n—(l+ﬁ)n7

c’est-a-dire
Py < e—38" g—2(1+8)" /3
On a donc
o0 o0
Z e < e 28 e201+0)"/3 Z e~ 20148 ((1+8)* ~1)/3
k=n k=0

[e o)
e—28" o—2(1+8)"/3 Z e—2(1+8)"Bk/3
k=0
" n -1
< 28" o—2(14+8)"/3 (1 _ e—zﬁ(1+6)/3)

IA

< 20e"28"2014+8)"/3

Par ailleurs d’aprés le lemme 6.8.1,

6(MnNn)a7627anhn (hn _ hn+1)_dmn < T(ﬂ,’)p?eﬂ'(l+ﬁ)n+3//6_3'3”e_(1+ﬂ)n
< T(8")e " max [pfe=20+97 /3]
n>1
< L

vu le choix que 'on a fait pour 3”. En conclusion,

Lemme 6.8.15. — Pourn > 1,
i < 20" =204 /3.

o0
Z e < 206—25"6—2(1+5)"/3’
k=n

et
C(M,N,)% 2™ Nnbn (b — hpyy) %m, < 1.
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6.8.d. Estimées pour 4,
Lemme 6.8.16. — Pour toutn > 1,
(78) Sn > (C3T(8")87 1) ~2resugres.
Démonstration. — Les estimées relatives a §,, dans les propositions 6.8.7, 6.8.8, 6.8.11
montrent que
nt1 2 (CMuNa(t) ™% 0n,
et comme
(CM,Ny,) < T(8")p1,

on a

Ont1 > (2%%6n,
c’est-a-dire d’aprés la définition de ¢, (cf. ( 32)),

5n 2 Cinas 51
Z (C3T(6H)51—1)—2na3 u%nag ,

ce qui est la conclusion du lemme. O
6.8.e. Estimées pour r,. — Soient A € II,, ; alors pour tout 1 < k < n, il existe
un unique A € IIy tel que

A C Ay € 1l

Définissons pour tout A € II, et tout 1 < k < n I’élément xx(A) de {0,t} pour
lequel Ay € H:’“(A). Remarquons alors que
(i) Si A € II%, alors |A| est (My, 6k, ck, ri)-transverse sur A et nous posons

re(A) =1k, m(A) =k
(i) Si A € I1Y, alors Ay est de la forme
Ay = Ap, + Gy,
et A |4y, (V)| est (M, , 8py , Cpy > Tpy, )-transverse sur A. Nous posons alors,
ri(A) =7p,, mk(A) = pr.
On peut récrire les résultats de la section 6.8.b de la facon suivante :

Lemme 6.8.17. — Nous supposons A, € II, et k < n.
(1) Si xk(An) = Xk+1(An) = 0 alors,
Te(Ap) = Trp1(An) et e (An) = re(An).
(i) S xk(Ar) =0, xp+1(An) =t alors,
Tk+1 = 27k.
(iii) Dans tous les autres cas,
Te+1(An) = Tk (An).
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Soit A, € II,,, et définissons fo =1,
iy = min{j, n > j > 1 et x;(An) = 0},
et pour s > 1,
fs =min{j, n >j > i, et x;(An) =},
is = min{j, n > j > f,_1 et x;(A,) = 0}.

Remarquons que 1 <43 < fi <i2 < fo < --- et que xx est constant égal & 0 pour k
dans les intervalles de la forme [is, fs[ et constant égal & t pour k dans les intervalles
[f svis+1[~

De plus, k — r¢(A,) est constant sur [is, fs] et [fs, fs+1[- Enfin, & — 7 (A,) est
constant sur [is, fs[.

D’aprés le lemme précédent, si b, = #{s, fs <n},onar, =2%.

Nous noterons,

Xy = {-1+f;,q€ N},

Xo = | [ig, -1+ f[nN),
gEN

Xy = U([fqaiq+l[nN)§
geEN

on aura alors, N = Xy U Xo U X,.
Remarquons que les expressions ¢,, 7., M,, 6, dépendent de 'intervalle A,, € II,,
et ne sont définies que quand n € X, UX . Pour simplifier nous poserons pour n € Xo,

Cn = Cx(A,) = Cp, -
Montrons :

Lemme 6.8.18. — Pour tout entier | > 0 il existe une constante ne dépendant que de
l telle que, pour toutn > 1,

rn < (cste); - Log;y n,
ot Log ;) représente l’itéré l-iéme du Log quand il est défini.
Démonstration. — Rappelons que nous avons montré dans la proposition 6.8.11,

(1+ B)VieTosr < \/f, Logpi,

ce qui prouve que
bn := max{s, fs <n} < (cste), - Log()n,

et comme 7, = 2%, le méme type d’estimée vaut pour 7. O
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6.8.f. Estimées sur pu,(2r,,)
Lemme 6.8.19. — On a

(79) pin(2rp,) < e e HAT /3,
Démonstration. — Rappelons que

—2r n ——21‘ n
Un(2rp,) < Mp,0p, *™ + Z m;é; ",
Jj=pn+1

et que d’aprés (26) 2rp,, < C*p,. Or d’apres (47), (50),
ﬁlp,ﬁ 27p, < e—zﬂ" —2(1+8)" /3(0 T(ﬁ”)d 1)C*pn u—C pn;

mais nous avons justement choisi 3" de fagon que cette expression soit plus petite que
1/2.
On obtient de la méme fagon,

n n

D mon < Y mye
J=pn+1 Jj=pn+1

ot .
< max [~ 38" (CyT(8")67 )T 3 e 20005
j21 Jj=pn+1
]. 1" n
< 35 20e= 8" g 2(1+8)"" /3
< e B 20148 /3,
vu le choix fait pour 3".

On obtient au total la conclusion du lemme. O
6.8.g. Estimées sur c¢,. — Résumons ce que nous avons dit dans la section 6.8.b :
Lemme 6.8.20

- Sin € X, alors,

— 1. ~ N\t
(80) Cn+1 > (Cn - (CNnMnénICn l)agrnmn) )

~ sin € Xy alors,

enir > 27\ (oM 8,) el — (6M,07 e u(2r))

(rappelons que sin + 1= f, alors M, 0y, cn, Ty égalent M;,,0i,,¢ip,7i,) 5
- stn € Xp,

Cpn+1 = Cp.

Nous prouvons & présent par récurrence le résultat suivant :
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Proposition 6.8.21. — On a
2
20 T 1" —agn
(51) o> (ZHTED) T g
(5101
Démonstration. — Le résultat étant vrai pour n = 1, supposons le résultat prouvé

pour k < n et montrons qu’il est vrai pour k =n + 1.
A cet effet nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 6.8.22
(i) Sin € X,
Cpt1l 2> §Cn;
(ii)) sin € Xy,
1
ent1 > \/;2-“ (M2 80)*r R 20
(iii) sin € Xo,
Cn+1 = Cp.
Démonstration

(i) Il suffit de montrer que

(CMNaCr 16 1) ™ iitn < 5,

DO

c’est-a-dire, puisque
(CMuNy) ST(B")py < Gt <637
et que
571 < (C3T(B")or1)2nasy s2nas
I'inégalité
20T (B")

2(03T(ﬁ”)5f1)6na8r"6_2ﬂlle_2(1+ﬁ)n/3( Sres

2 2
agn —agn —2nas
)4 u " g, <1,
ou encore, puisque ag > as,

2 2
2C5T(B")\“*" e=20" nax [6—2(1+,3)"/3u—2a9n2] <1
d1c1 n>1 " -

b

ce qui est la cas d’aprés le choix fait pour 8”. Ceci prouve (i).

(ii) Dans ce cas il suffit de montrer que
_ 1 _ 3
(6 M6, ! )2“ p(2ry) < §(an l‘sn)sr'1 >
c’est-a-dire, vu que

(an_lén)
(6M,,")

62

>
< 672
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I'inégalité
26727 u(2r) < 1;
comme C* a été choisi pour que
20agrs < C*n,
il suffit de vérifier que

2(C5T(8") e~ maxfuy @ e AT <1,

ce qui est bien le cas vu le choix fait pour 8”. Le point (ii) est prouvé.
(iii) est évident.
Le lemme 6.8.22 est donc prouvé.
Ceci étant, si nous posons
zn = — Logecy,

le lemme précédent montre que l’on a toujours,

(82) Zn+1 < UpZn + U,
avec
- sin € X,
u, = 1
v, = Log2,
- sin € Xy,
Up = 2ry
vn = 6r;Log(6,"),
- sin € Xo,
Uy =
v, = 0.
On a donc

Znt1 < (Up - u1)z1 + Up UV -0 Up

2
Hui = 2bn H e < 2bn . an < 22bn’
i=1 kEXsn

IA

Mais

199

car rp, = 2% o b, est le cardinal des k € X ¢ avec 1 < k < n+1 (ensemble que nous

noterons Xy p).
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D’autre part,

n

Su o= ¥ our Y u

i=k kEXp n k€EXf n
< nLlog2+ Z 6r3 Log(d; ')
kEX{ n

< nLog2+ 6r3b, Log(s,1).
Par conséquent,
229 [Log(ci ") + nLog 2 + 6r3b, Log(5;1)]
225 . . 6r3b, Log(26; e ).

Zn

IA A

Mais comme
2
22%% . n.6r3b, < C*n,
et d’aprés I’estimée obtenue pour §,, il vient

—_oC* 2
(203T(ﬂ”)) 2 Cragn?
n )

Cn >
" €101

ce qui est la conclusion de la proposition 6.8.21. O

6.9. Estimées sur ¢,
Nous sommes & présent en mesure de donner des estimées sur ¢,.

Lemme 6.9.1. — 1l existe une constante q¢ > 0 telle que, pour tout n > 1, le nombre
qn déléments de I1,, vérifie

3 -1
2C5T(B")\ ~*" 3
< | === aan” |
Qn - [( 6161 un

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser le lemme 6.8.13 et les estimées obtenues précé-
demment. 0

6.10. Résultat en mesure positive

Nous prouvons dans cette section un résultat de réductibilité en mesure positive
en classe analytique dont I’énoncé est le suivant :

Théoréme 6.10.1. — Soient (a,b) € R un intervalle, hy,61,¢1 > 0, M1 > 1, w €
CD(v,0) et A € Cf.((a,b),s50(3,R)) qui soit (M1, 61,1, 1)-transverse sur (a,b). Alors
il existe g = g9(M1,01,¢1) > 0 avec

1 (CrMy\ =Y
€O(M1>51,Cl)=m < h71011> ,
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ou C7; > 0 est une constante (indépendante de My, c1,hy) tel que, pour tout F €
Oy, 5, (T4 x (a,b),s0(3,R)) vérifiant

m1 = |F|n,,8, < €0,
Uensemble des A € (a,b) pour lesquels (w/2m, A(X) + F(-,\)) n'est pas réductible est

de mesure de Lebesgue inférieure a

i(lOml)”/(as“).
[&]

On pourrait en fait montrer comme au chapitre 3 un résultat semblable en suppo-
sant seulement que la dépendance en X de A, F est de classe C? (F étant analytique
en 6 € T?) et que, pour tout A € (a,b),

0 <1 < OxAN),

LA < M
z‘g%)?i}lea’\ n| < M,

i
<e.
Jmax |03F (2, A)|n, <€

Démonstration. — La preuve de ce théoréme suit les lignes de celles du théoréme 6.8.3
mais est plus simple car, en ne considérant & chaque étape que les A correspondant
4 une «situation diophantienne», on garde un bon contréle de transversalité sur
les racines. Aussi serons nous plus rapide dans la démonstration. Redéfinissons tout

d’abord,
1 1
hn = (5 + 271——1) hl»

_ ﬂl(1+ﬂ)n+ﬂ”
Nn - 27T(hn - hn+1) ’

de fagon que
210 Np(hp = hpt1) = B'(1+ B)" + 8",
et posons
K, =N,.
Supposons que nous ayons défini a la n-iéme étape

— des ensembles ©,, de g,, sous-intervalles disjoints de (a,b), (An1)1<i<g, >
— des Ap € C§, (Ans,50(3,R)), tels que an(-) = |An(+)| soit (M, 6n, cn,1)-trans-
verse avec
Mn S 4n_1M1’

bn > (T(B")pr) ™64,

1 1
Cn 2> (5‘*'2—”) 1,
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et vérifie pour tout A € A, ;,

(83) l[An (V)] > K,
— des Fj, € C}) 5. (T? x A, j,s0(3,R)), tels que
(84) [Frlhn,6, = mn < (ﬂ'l)_(a8+1)e_(l+ﬂ)n'

Supposons en outre que, pour tout n < p, o, Soit (e, ¢, )-injective relativement a ©,,
avec
én > K;27

c’est-a-dire que

— pour tous A, j, A, j € O, distincts,

dist(an, (Kn,j)a an(Kn,j’)) > en,
— pour tout A, ; € O, et tout A € A, j,
|Oxan (A)] > cp.

En particulier, o, restreinte & E,, est injective ou E,, est la réunion,

Construisons les & la (n + 1)-iéme étape. Pour chaque A, ; € ©,, considérons les
composantes connexes du complémentaire dans A, ; de

— K—l K—l
AeRnp W DKUY (-7 o) T2+ (k) 1
0<|k|<Nn L Ikl

et notons O, I’ensemble de ces composantes connexes quand A, ; varie dans ©,,.
Si Kn+1,j € Ony1, alors pour tout A € Apyqj on a |A,(N)| > K;l.

On peut alors appliquer le lemme 6.7.2 ou mieux la preuve de la proposition 6.8.7
(i) pour obtenir I’existence de A1, Frt1, Yn, tels que

Apt1 € Cg’n+1(A,so(3,R))
Yo, Fop1 € G 5., (T4 x A, s0(3,R)),
Ans1 = An + Fp(0),
(w/27, Apg1 + Fny1) R(e¥) (w/2m, An + Fy),

6(MnNn)a7 9 —e~2mNn(hn—hn41)
Mpp1 = ———————m A
T (A = hpgr)2 " (hn — hnt1)?

Mn+1 S 3(Mn + mn),
6n+1 Z U(MnNn)_asdna
(85) Cn+1 Z Cp — 6(MnNn)“8mn,

M,
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Tn+l = Th = 1.
Remarquons que ces estimations impliquent comme dans les sections 6.8.c, 6.8.d,
Mn+1 S 4nM17
et
2
nt1 > (T(B")pr)~ (D7,
puisque
(CMnNn) < T(IB”)I)?'

Montrons & présent le lemme suivant,

Lemme 6.10.2. — Si 3" vérifie l’hypothése du lemme 6.8.1 et si m; < %(,8")_(“34‘1),
alors pour tout n,
mp < (ﬁll)—(as+1)e—(1+ﬁ)"‘

Démonstration. — Notons

— (MpNp)* 2
P,=C——2" ;2
" (hn - hn+1)2d "

et
6—27"Nn(hn—hn+1)

=t —
Q (hn - hn+1)d

Mnp;
il suffit de vérifier que

1 n
P, < 5(B)7 (et Dem (D) i

On < L(gr)-(astD)e-(+o)
—_ 2 b

c’est-a-dire, puisque
= (MnNn)®

C(hn—hn+1)2d = T(ﬂ”)P?
_e—ZﬂNn(hn—hn+1) "~ o
Cm < T(B")ets
qu’il s’agit de voir que
T(ﬂ//)(ﬁu)—2(a8+1)e—2(1+,8)" < %(ﬂl!)—(dg-\‘-l)e—(l—{-ﬁ)"‘i'l,
et
T(8")pR (8") (om0 1407 =0 < 2 () ~(owt) =140
Comme
CM B\
T " —
o= (G)

ceci revient & vérifier que

CM\™ i m a-p)a+p)" o 1
- <!
(“—zm) (8)" e <3
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et

OML\ ™ 6" jne—@-p)1+0)" < L.
27l'h1

Comme pour z > 1, z < €%, il suffit donc de choisir
M,
Ul > C ,
g < hy )
ou

_C " 1+8)"/
— 9. n_ —(1+8)" /6

Prouvons & présent :

1 1
Cn+1 = C1 §+W .

Pour cela il suffit de montrer d’aprés (85) que
C(M,N,)*®m,, < %cn,
c’est-a-dire d’aprés ’hypothése de récurrence,
ey 12" C( M, Ny) % m, < 1.
Mais on vérifie facilement que
2"O(MyNa)®™ < pT(8"),

et il suffit donc, vue l'expression de T'(3"), que

(38" gl

ce qui est le cas puisque 1’on a choisi,

as
20 () et

On a donc bien ’estimation sur ¢p41.

Enfin an41 est (ent1,Cnt1)-injective relativement & ©,41 : en effet comme pour
A€ E,

lan41(A) = an(A)] < M,

il est clair que, pour tous A, j,An ji € Op,

diSt(an+1 (Kn,j),an_,_l(xn,j:)) 2 €n — 2mn.
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Mais (d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires),

en—ent1 = K;?—K. 7,

—(2v+1
> 2v(Npgr1 — Nn)Nn—|(—lV+ )
> Nyo
> 2my,

(car Nyy1 — Np > 1 et 2v + 1 < ag) la derniére inégalité étant vraie d’apreés le choix
fait pour 8" (cf. les estimées précédentes). Par conséquent,

dist(an+1 (Kn,j)v ant1(Anj)) 2 ey

D’autre part, par définition de @, 1, les images par a,41 des éléments de 0,41 (qui
sont des sous-intervalles des A, ; € ©,,) sont distantes d’au moins N[, K}, = K, 2},
nombre qui est égal & e,y 1. Ainsi ap41 est bien (ep41,cnt1)-injective relativement a
Ont1-

Mesure de l’ensemble des bons paramétres. — Rappelons que nous notons FE,, la

réunion
E,= |J An

D’aprés ce qui précede, puisque ay, est injective sur E,, et vérifie |Oran(\)| > ¢, pour
tout A € E,, on peut écrire (d+ 1 < 1),

1 1 K;!
mes(En —Bun) < = (Kile 3

Cn 0<|k|<Nn k|
1

< (BT KL NG
Cn
1

< 2Kt

—_ Cn n

et donc puisque ¢, > ¢1/2 et que

211/3// -V
K;1<
no= (27l'h1> !

on obtient
4 oo
mes((a,b) — Un>1En) < — SOk
1 n=1
4 ,8" —v
< _ —nv
- (27‘&',11) Z 2

n=1

IN

4 ﬂ” -v
a <27Th1 ) )
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Résumons les résultats obtenus précédemment : si

,8” — (1Om1)—1/(a3+1)’
1 (M;\*
c.— (241
701 (hl ) 9

1 [ CyMy ~oeastD)
b= E ( hic )

alors ’ensemble des A € (a, b) pour lesquels (w/2m, A(A\)+ F (-, \)) n’est pas réductible
est de mesure inférieure a

est plus grand que

c’est-a-dire si (par exemple),

m

y

4 1N —v
~(8)™,
c’est-a-dire &
4 (10my )/ t@s ),
C1

Réductibilité. — Si X € |J,,~, En alors pour tout n > 1 on peut définir A,, F,, ¥s,,
et on a

(w/27, Ap(A) + Fn(-, X)) R(e¥n=1 .. M) (w/2m, A1 (N) + FL(+, ).

Mais il n’est pas difficile de voir que le produit,

Yoo, Y1

e - e y

converge (vues les estimées obtenues pour |Fy,|p, et |Yn|n,) et comme F), tend vers 0
pour n — 00, la preuve du théoréme 6.10.1 est terminée. O

6.11. Preuve du théoréme 6.2.1

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoréme 6.2.1 en appliquant le
théoréme 6.8.3 et le théoréme 6.10.1 : Le théoréme 6.8.3 nous fournit une partition
de lintervalle des paramétres A en au plus ¢, intervalles, Afw. € II¢, d’une part, sur
lesquels on controle la transversalité de |A,|()) et en intervalles AS ; € IIY, d’autre
part, de mesures petites. A chaque A € II,, on a associé un symbole x,(A) = 0,¢
selon que A est dans II2 ou dans IT%. En outre, & chaque Ay € Iy on peut associer
si n > N, I’ensemble

Hy n(AN) = {An € I}, An C AN},

(x € {0,t}.) Les HY ,(An),An € DIy fournissent une partition de II;,. Appelons
comme précédemment,

Ery= |J An
An€IIX
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Lemme 6.11.1. — Le complémentaire dans (a,b) de
N U E.
N>1n>N

est constitué de parametres A € (a,b) pour lesquels (w/2m, A(X) + F(),-)) est réduc-
tible.

Démonstration. — Remarquons que le complémentaire de cet ensemble est
z=J N (a,b\E),
N>1n>N
et comme

(a,0)\Ey}, = Ey,

il suffit de montrer que si pour tout n > N, A € E9 alors (w/2m, A(A) + F(),-)) est
réductible. Mais par définition des A?lyj (¢f. le point (v)(f) du théoréme 6.8.3) nous

savons que, pour tout A € A9, ;,

[4n (V)] < K1,

et de ce fait, A, ()\) appartient & DS(Np, Ky,). Le lemme 6.7.2 s’applique directement
(il n’y a pas de résonance & éliminer) et il existe Y, € C¢ , (A9 ; x T s0(3,R))

n,
vérifiant ’
EG'YKyzl(MnNn)GGIFnIhn

(hn - hn+1)d '

tel que e¥» conjugue (w/2m, An(\) + Fn(), ) & (w/2m, Apy1(A) + Fny1(X, ) ; le pro-
duit G, v = e¥-1...e¥1 conjugue donc (w/2m, AN(A) + Fn(),*)) & (w/2m, An(X) +
F.()\, ). Mais les estimations (37)-(51) montrent d’une part que ce produit converge
quand n — oo vers Goo,n (), -) € C¥(T9,SO(3,R) et d’autre part que

|Yn|hn+1 <

n—1
An(N) + Fa(A, ) = (An + 3 Fi(X,0)) + Fo (A, ),
k=N

converge vers une constante A (A) € so(3,R). Par conséquent, si

xe () ES,
n>N
(w/2m, A1 (A) + F1 (A, ), qui est conjugué a (w/2m, An(A) + Fn (A, ), est réductible.
Le lemme est établi. O
Lemme 6.11.2. — Presque tout A dans,
N U e,
N>1n>N

est tel que (w/2m, A(\) + F(-,\)) est réductible.
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Démonstration. — Notons R! I’ensemble des A € E! pour lesquels A,(\) + F,(\)
est réductible et considérons Af, € IIf,. D’apres le théoréme 6.8.3, la fonction f,(\) =
|Arn(X)| est (My,dn,cn,rn)-transverse sur A%, c’est-a-dire (M, (6,/2)~ "D ¢, 1p)-
Pyartli. Notons
Xn = min (cn/2,c;""'1 . (2’"+2Mn(6n/2)_(”+1))“,m;’/2(”3+1)) )
ou v > 0 est comme dans le théoréme 6.10.1) et
Cp = My(6,/2) "+,

Le corollaire 6.4.6 montre qu’en dehors d’un ensemble de mesure inférieure &

(an('Anl(Cnc;1 + 1))) 9Tn+1 ()(f_n) ,

n

on a linégalité |f.(\)] > xn, et ce sur au plus 2(21‘,1[]3—';—}10—"] + 1)) composantes
connexes. Sur chacune d’entre-elles |A,(-)| est donc (My,d,, Xn,1)-transverse. Le
théoréme 6.10.1 établit alors que, si

Vol - +1
- 1 (C7Mn) ag(as )7

< —
" =10\ hnc,
— ce qui sera vrai pour n assez grand — alors sur chacune de ces composantes connexes,
A l'exception de certains A dans un ensemble de mesure inférieure a

(cste) - X' - M/ s+,

le systéme (w/27, Ap(A) + Fp(-, X)) est réductible. Ainsi, la mesure de Lebesgue de
At, — Rt veérifie pour n assez grand,

(86) mes(AL — RE) < (cste) - (2rn [(1 + |An[)Mn(5n/2)‘(T“+l)] + 1)

Cn

1/rn +1
. <2rn+1 (X_") o + ﬁ:ﬁs_)) .
Cn Xn

Les estimations (37-51), ainsi que celles relatives & g, r, et le choix fait pour x,
montrent que
Z mes(E!, — RL) < oo;

n>1
on peut alors appliquer le lemme de Borel-Cantelli et voir que presque tout A appar-
tient & un nombre fini d’ensembles Ef, — RY,. O

Les lemmes 6.11.1 et 6.11.2 permettent clairement de conclure la preuve du théo-
réme 6.2.1. O
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ANNEXE
QUELQUES ESTIMEES

A.1. Estimées concernant la troncature et le reste

Dans ce qui suit nous considérons f une fonction dans C®°(R% R) qui est Z?-
peériodique. Pour tout k = (kq,...,kq) € Z%, nous définissons le k-iéme coefficient de

fs
Fk) = / f(z)e 2V 1k2) g
[0,1]¢

Pour N entier positif nous notons comme d’habitude les troncature et reste de la série
de Fourier de f a l'ordre N :

Snf(x)= > Fk)ermv=1ko),
|[k|<N
et

Ryf(@)= Y Flk)etry=1the),
|k|>N

Si f est C'°° sa série de Fourier converge vers f, et on peut exprimer les coefficients
de Fourier de 8% f en fonction de ceux de f puisque

(1) o f (k) = (vV=Tk)*f (k).

Enfin rappelons 'identité de Parseval,

@ Fwe = [ i
kezzd [0,1)¢

Combiné avec (1) ceci donne,

1/2

3) S keRfmeE| < /[ 1

0% f[*dz < |0° flo.
kezd 1]
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De (1), (2) et (3) on déduit utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, que pour s € N,

(4) fls < 37 RIPIFR)] < cal flot(asy/e-

keZd

Mentionnons également pour k € Z — {0},

Y ‘fls
k)| < .
(%) Pl < g
Nous pouvons alors énoncer,
Proposition A.1.1. — Pour N, s entiers,
(6) ISNF|s < (2m) N2 £
et pour s' > s,
fls
™) 1Rl < (2m) e
Démonstration. — Pour montrer ’estimée (6), écrivons que, pour tout multi-indice
la] <'s,
0°Snflo < | D @rv/=Tk)* Flk)ern Ik
|k|<N
8) < @mll 3719k,
|k|<N
et par Cauchy-Schwarz,
0°Snflo < (2m)* N2 S 15 (k)2
[k|I<N
< (27r)3N(d+1)/2|6°‘f|L2
(9) < @NEDR g,
Pour 'estimée (7),
0°Rnflo <Y (@m)lIkF (k)|
|k|>N
< ¥ (2my* e Ll
|k|>N
|f]s
(10) < @m0 pensE
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A.2. Estimées pour la composée

A.2.a. Cas des séries entiéres. — Soit ¢ une série entiére, ¢(2) = 3, 5, anz"™,
avec ng > 1.

Proposition A.2.1. — Si |flo <1 alors pour tout s > 0 il existe c, > 0 indépendante
de f, telle que

(11) [¢0 fls < cal FIG° I fls-

Démonstration. — Démontrons tout d’abord le lemme :

Lemme A.2.2. — Pour tout s > 0 il existe by > 0 tel que, pour tout n > 1,

(12) |f™s < ORIFIG S s

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n puisque de |f"|; =

|f™~1 . f|s on déduit en utilisant 'inégalité de convexité de la proposition 1.1.1 du
chapitre 1,

17™Ms < es(1f* sl flo + 1" ol fls),
(13) < (0T DIfIGT sy
et il suffit de choisir b, tel que b? < cs(b7~1 + 1). a
Ainsi,
o fls < D lanlbIf157 11
n>ng
(14) < |20 laalbRIAGT™ ) 1£160 7 S s
n>ng
ce qui donne la conclusion puisque la somme converge. O

A.2.b. Cas C>®. — Nous montrons :

Proposition A.2.3. — Si ¢ est C°, il existe pour tout s > 0 une constante c; > 0 telle
que, pour tout f,u (C),

@) [p o fls < csldls(1+[flo)*(1+ [fls),
(ii) [po(f+u)—¢o fls <cs(1+|flo) (1 + | fls)luls.

Démonstration. — Nous donnons la démonstration de ces résultat dans le cas ou les
fonctions vont de R dans R, ceci afin de simplifier les notations.

Pour (i) : écrivons

(15) Ppof)= S glrtrrofo (@) (9o,

ayir+Fopip=s
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si bien que
(16) 0°(¢o fllo <eslgls D (@) (8% )% |o.
ariy+topipz=s

Or, les inégalités de convexité montrent que

17) 169 flo < el f1o ™ *|F120/*,
et donc
0° @0 fllo < clgls Y |flleanttarin)/s gt et /o

aritt-Fapip=s
< cslols(1+ ‘f|s)Z e
< Cs(¢|s(1+ lfls)(].—l— |f'0)s,

Ce qui démontre (i).

(18)

Pour (ii) : Cette fois-ci,

(19) & (po(f+u)—gof)= Y gt Tgnf

ayir+-tapip=s
+9% )" .. (8% f 4 % u)lr — (9 f)h ... (aapf)ip] .
Ainsi,

10°(¢ o (f +u) = oo flo

1

<alell X (X ()@ nthemwh -

ai1i1+Fapip=s ki1=1
. = ip ap £Vip—kp (§p 4, ) kp
> (i) @ ay -t @era)

kp=1
i1 ip
< cold)s Z (Z . Z |(aal FYir—k (9% fyir—kp gy )k .. (aapu)kp|)
ariytapiz=s ki=1 kpzl
et en utilisant & nouveau les inégalités de convexité, on voit que la somme précédente

est inférieure a

cs|bls Z }f|§al/S)(il—k1)+"'+(ap/8)(ip—kp) .

arir+-tapip=s
1<k1<4y

i<k} <ip

.|fl(()il’kl)(1_041/3)+"'+(ip_kp)(1_ap/3) |u|l;1a1/s+"'+kpay/3

Iul(()l—al/s)kl+"~+(1—ap/s)kp) _
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Or, arki+- - +opkp, < a1ty +- -+ aplp = s, si bien que 'on peut majorer le membre
de droite par cs|@|s(1 + | flo)*(1 + | fls)|uls- O

A.3. Rappels sur le théoréme d’inversion locale avec estimées

On énonce seulement le théoréme sans donner la démonstration qui peut se trouver
dans [5] (on peut également adapter la preuve du théoréme de Hamilton avec estimées
donnée au chapitre 4).

Nous notons B(0,r) C R™ la boule de rayon r (pour la norme euclidienne) centrée
en 0.

Théoréeme A.3.1. — Soit f : B(0,1) — R™ une application de classe C? fizant 0,
telle que |D2f| < M pour M > 0, Df(0) soit inversible et vérifie |Df(0)7!| <
cp~ pour p > 0. Alors il existe une constante c; > 0 (indépendante de p) telle
que f est inversible localement sur B(0,c1p). En outre, pour tout y € f(B(0,c1p)),
IDI(f) ()| <ep™, j=0,1,2.
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