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SUR LE NOMBRE DE POINTS DE HAUTEUR BOR\NEE
D’UNE CERTAINE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE

par

Régis de la Breteche

Résumé. — En développant des méthodes d’intégration complexe, nous établissons
une formule asymptotique trés précise sur le nombre de points de hauteur inférieure a
X d’une certaine variété torique. Nous estimons le cardinal

V(X) := card{(z,y,2,t) € (NN [, X])* : (z,9,2,t) =1, zyz = t*}.

Soit N(X) := (log X)%/%(log, X) /5. Alors il existe un polynome Q de R[X] de
degré 6 et une constante ¢ > 0 tels que I’on ait, pour X tendant vers I’infini, I’estimation

V(X) = XQ(log X) + O(X'~"/8 exp{—cN(X)})

De plus, le coefficient dominant de () est égal a

S TH{G-2) G+ T+ 2)

1. Introduction
1.1. Enoncé des résultats. — Soit I’ensemble
Ew = {(z,y,2) € (N*)® : (z,9,2) =1, €N ayz=1}.

L’objet de ce travail est d’évaluer asymptotiquement V' (X) le cardinal de I’ensem-
ble des éléments de E,, de coordonnées toutes inférieures a X lorsque X tend vers
I’infini. Nous avons le résultat suivant

Théoréeme 1.1. — Il existe un polynome @) de R[X| de degré 6 et une constante
c > 0 tels que I’on ait, pour X tendant vers ’infini, I’estimation
1) V(X) = XQ(log X) + O(X"/®exp{—cN(X)})

Classification mathématique par sujets (1991). — Primaire 14M25; secondaire 11M41.
Mots clefs. — Variété torique, Conjecture de Manin, Fonction zéta des hauteurs, Fonction de
compte.
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52 REGIS DE LA BRETECHE

ot 'on a noté N(X) := (log X)3/°(logy X)~1/®. De plus, le coefficient dominant
de QQ est égal a

o ompl{(-Y el b))

On en déduit un prolongement de la fonction z&ta des hauteurs associée. Soit
c(m) := card{(z,y,2) € Ex : max{z,y,2} =m} et

2. ¢(m)
Z(s) =3~
m=1
Théoréme 1.2. — La fonction s — (s — 1)7Z(s) admet un prolongement holo-

morphe au demi plan Re s > % et prend la valeur 6!C en 1.

Commencons par exposer les motivations de ce probléme. Nous montrerons au
paragraphe 1.3. que le cardinal considéré est directement lié au dénombrement des
points d’une variété torique non lisse de hauteur inférieure a X .

1.2. Origine du probleme en géométrie algébrique. — Les variétés toriques sont
un sujet d’étude privilégié en géométrie algébrique qui fournit de nombreux exemples
pour tester des théories plus générales et plus abstraites. C’est aussi le cas pour 1’éva-
luation asymptotique du nombre de points de hauteur bornée par X. Cette question
de dénombrement, qui est clairement naturelle, permet, comme nous le verrons, de
faire apparaitre des invariants géométriques trés intéressants.

Soit £ un corps de nombres et une variété V' de Fano sur k a laquelle on associe
une fonction h des hauteurs anticanoniquement. Manin a conjecturé que, pour U un
ouvert de V' convenablement choisi, on a

3) Ny(X):=|{PeU :h(P) < X}| ~CX(log X)"*

ou r est le rang du groupe de Picard de V' et C est une constante non nulle. La res-
triction a un ouvert U permet d’éviter les sous-variétés accumulatrices. Par exemple,
dans le cas de variétés cubiques, on exclut les points des droites contenues dans V.
Dans [BT96-1], Batyrev et Tschinkel ont montré qu’en fait cette conjecture n’est
pas pertinente pour certaines variétés de Fano. Cependant, elle a été vérifiée pour
plusieurs classes d’exemples.

Dans [P93], Peyre raffine cette conjecture en donnant une expression de C en
fonction de la mesure de Tamagawa. Il vérifie sur certains exemples la valeur de C
conjecturée. Dans [BT96-2], [BT98-1] & [BT98-2], Batyrev et Tschinkel établissent
cette formule pour toutes les variétés toriques sur un corps quelconque. Ils utilisent
une série de Dirichlet associée a ce comptage exprimée dans un langage adélique.
Dans le cas de k£ = Q, Salberger [S98] retrouve ce résultat pour toute variété torique
définie par un éventail régulier et complet. De plus, il donne un terme d’erreur. Il
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UNE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 53

utilise une méthode différente de celle de Batyrev et Tschinkel initiée par Schanuel
[S79] et Peyre [P93]. Fouvry [F98] obtient aussi (3) dans le méme cas particulier
que 1’auteur. Pour ce faire, par une étude arithmétique fine, il réussit a se rame-
ner au dénombrement des triplets (z,y,z) € FE mais satisfaisant aux conditions
supplémentaires de coprimalité (z,y) = (z,z) = (y,2) = 1. Cela lui permet alors
d’avoir une représentation paramétrique des solutions en (z,y,2) = (u®,v3,w?)
avec (u,v) = (u,w) = (v, w) = 1 ce qui facilite grandement le dénombrement.

Nous nous proposons ici d’examiner le cas d’une variété torique particuliere et de
montrer sur cet exemple que I’on obtient une estimation bien plus précise que tous
les résultats connus précédemment.

1.3. Enoncé du probleme en terme de variété torique. — Une variété torique
peut étre construite, par une méthode de type combinatoire, a partir de la donnée
d’un réseau N et un éventail A.

Définition 1.3. — Un éventail est un ensemble fini de cones strictement convexes
polyhédraux rationnels dans Ng = N ® R satisfaisant a :

(i) Chaque cone de A contient I’origine,

(ii) Chaque face d’un cOne de A est aussi un cone de A,

(iii) L’intersection de deux cones de A est une face de chacun des deux cones.
De plus,

(iv) A est dit complet si Ng est la réunion des cones de A,

(v) A est dit régulier si chaque cOne de A est engendré par une partie d’une Z-base
de N.

Lorsque A n’est pas régulier, il est possible de construire un raffinement A’ de A
(i.e. chaque cOne de A est une réunion de cones de A') tel que A’ soit régulier et
tel que I’application induite entre A’ et A soit propre et birationnelle (voir le livre
de Oda [O88], paragraphe 1.5). L’objectif d’une telle manipulation est de pouvoir se
ramener a une variété torique Vs non singuliere.

On appelle rayon les cones de dimension 1 et on note A(1) leur cardinal. Lorsque
I’éventail est régulier et complet, cette construction permet aisément de calculer le
rang du groupe de Picard Pic(Vp) :

(€))] rang(Pic(Va)) = card A(1) — dim A.

L’intérét des variétés toriques est que leurs propriétés géométriques se traduisent en
termes de donnée combinatoire qu’est 1’éventail.

Expliquons brievement la construction d’une variété torique a partir de son éven-
tail A. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur intéressé au livre de Fulton
[Fu93]. Soit o € A. Le cone dual détermine un semi-groupe S,. Celui-ci est engen-
dré de maniére finie, donc on peut lui associer une Q-algébre de groupe Q[S,]. A
une telle algebre correspond une variété affine U, := Spec(Q[S,]). Si 7 est une face
de o, alors S, est contenue dans S, et donc Q[S, ] est une sous-algebre de Q[S] ce

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



54 REGIS DE LA BRETECHE

qui fournit une application U, — U,. Avec cette identification, ces variétés affines
recollées forment une variété algébrique V.

Construisons maintenant notre variété. Soient le réseau N = Z? et trois points de
ce réseau n; := (—1,2), ng := (—1,-1), ng := (2, —1). On définit A I’éventail
composé de trois rayons 7; engendrés par les n; et des trois cones o; de dimension
deux engendrés par n; 41, n;4+2. Notons tout de suite que A n’est pas régulier donc la
variété considérée n’est pas lisse.

Soit (e1, e2) la base du réseau N et (e}, e3) la base duale dans Hom(N, Z). Le
semi-groupe S, est engendré par e] + 2e3, 2e} + €3, e] + e3. On lui associe Q[S,, |
I’algebre de groupe QXY 2, X2Y, XY]. On obtient ainsi

Usy ={(y,2,t) € Q® tel que yz = t*}.

On fait la méme chose pour les autres cones de A. Les trois variétés affines Uy,
obtenues correspondent en fait aux points de Va tels que respectivement z # 0,
y # 0, z # 0. Dans la géométrie algébrique moderne, une variété algébrique est
vue comme un cas particulier de schéma. Ici on définit la variété Va de % comme
’ensemble des zéros dans P3(Q) du polyndme homogene de degré trois XY Z — T3.
Le plongement dans P3(Q) définit la hauteur h : h(P) = max{|z|, |y|, |2, [t|}
lorsque le point P de P3(Q) est représenté par (x, y, z, t) et pged(z, y, z,t) = 1.

Soit U le sous-ensemble de VA composé des quadruplets (z, y, z, t) tels que zyz #
0. On note que U est bien un ouvert pour la topologie de Zariski. De plus, U évite les
sous-variétés accumulatrices de Va. On peut donc affirmer la formule

) V(X) = LNy (X).

Cette transformation du probleme en un dénombrement de points entiers positifs
est faite d’une maniere générale dans [S98].

Pour utiliser la formule (4), il faut que 1’éventail soit régulier. Nous contruisons
un raffinement de A qui le sera. On pose n4 := (1,0) ns := (0,1), ng := (—1,1)
ny := (—1,0), ng := (0,—1) et ng := (1,—1). L’éventail A’ défini a partir des
points n; avec ¢ € {1,..., 9} est un raffinement de A qui est lui régulier et complet.
On a alors

rang(Pic(Va/)) = card A'(1) —dimA' =9 -2 =17.

L’application induite de Vos dans VA, qui est un isomorphisme sur I’ouvert U, permet
de se ramener a un compte sur une variété lisse. La hauteur donnée par le maximum
des valeurs absolues des coordonnées correspond a une hauteur sur Var associée a un
faisceau anticanonique. Le degré 6 du polyndme () de la formule (1) est donc attendu.
On remarque aussi que 4C' est la constante conjecturée par Peyre [P93], obtenue par
Batyrev et Tschinkel [BT98-2] et par Salberger [S98].

1.4. Présentation arithmétique du probléeme. — Notons ¢ la fonction qui a un
entier générique n associe ®(n) le plus petit entier tel que n®(n) soit un cube. Cette
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UNE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 55

fonction est multiplicative (i.e. ®(mn) = ®(m)®(n) pour tout entier m, n tels que
(m,n) = 1) et peut &tre aussi définie par

d(p) =p?, @) =p, SO =2(p")

pour tout entier v, i1 et p premier.

Pour (z,y) fixé, il existe un entier z tel que (z,y,2) € Eu si et seulement si
(d,®(zy)) = 1 oul’on note d = (z,y).

L’assertion (z,y, 2) € Eo équivaut a

©) (d,2(zy)) =1, @(zy) ]2

z z
—— est b d =1.
B(zy) est un cube, ( , )

On en déduit que (z,y, z) € Ey équivaut a

vp(x) + vp(y) + vp(2z) = 0 (mod 3),
{z¢<x)vp<y)vp(z>:= 0
Grice a cette remarque, nous allons estimer

=2 2.2 L

o< X y<X 2<X
(1'7y»z)€Eoo

pour tout p premier.

)

La démonstration du Théoréme 1.1 consiste a appliquer de maniere attentive des
méthodes d’intégration complexe classiques en théorie des nombres. Cependant, nous
cherchons a évaluer une somme triple. Quelques lemmes techniques d’intérét intrin-
seque sont alors nécessaires.

C’est un devoir et un plaisir d’exprimer ma gratitude a E. Fouvry, E. Peyre, P.
Salberger, J.-L. Colliot-Théléne pour leurs conseils, leurs suggestions et leurs encou-
ragements. Qu’ils soient ici remerciés !

2. Démonstration des résultats

2.1. Préliminaires. — Pour estimer V' (X), nous aurons besoin de la formule de
Perron énoncée sous la forme suivante (voir le livre de Tenenbaum [T95], théoréme
I1.2.3) :

Lemme 2.1 (Une formule de Perron). — Soit A(s) := > 77| ayn™* la série de
Dirichlet associée a la suite {an }5>, d’abscisse de convergence o.. Sous les condi-
tions K > max{0, ac} etX >1ona

K+100 Xs+1

K—100
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Le passage de I’évaluation de flx > ngz n dz 2 cellede 3, v an est classique
(voir le chapitre IL5 sur la méthode de Selberg—Delange du livre de Tenenbaum
[T95]). En considérant la moyenne de la somme, on fait apparaitre une intégrale
absolument convergente dans la formule de Perron.

Posons
S(X1, X2, X3) : Z Z Z 1

< X1 y<X2 2<X3
(z,9,2)€Eco

de sorte que V(X) = S(X, X, X). Pour évaluer S(X, X, X), nous considérons tout
d’abord

X1 X2 X3
©) M=M(X1,X2,X3)::/ / / S(U,V, W) dW dV dU
1

lorsque X7 =< X3 < X3 i. e. lorsqu’il existe des constantes absolues ¢c; > Oetcy > 0
telles que 1 X1 € X9, X3 < 0 Xj;.

Pour passer d’une évaluation de M a S, nous introduisons un opérateur I défini
de I’ensemble des fonctions a trois variables €3 dans 1’ensemble des fonctions a deux
variables &, :

(g’f)(Xv Y) = f(Yv YvY) - f(XvaY)
— f(Y,X,Y) - f(,Y, X)
(Tf) + (Y, X, X) + f(X,Y, X)
+ (X, X,Y) - f(X, X, X).

L’introduction de cet outil permet de minimiser le terme d’erreur dans .S. Nous avons
rassemblé dans le lemme suivant les propriétés de J dont nous aurons besoin.

Lemme 2.2. — (i) Soit une fonction f € €3 de classe C3. Ona

&3 f
(TF)(X,Y) ///8X18X28X3(X1,X2,X3)dX1ddeXg

LY —XP  su I
xle[)}(),Y] 0X10X20X3

X9,X3€[X,Y]

(X17X27X3) .

(ii) Soit une fonction f € €3 de classe C*. On a

Bf

(THIXY)=(Y - X)3m(XaX,X)
otf

S _—
> s 9X20X,0Xy

+OOY—XP
{i.5.k}={1,2,3} X9,X3€[X,Y]

(X17X2,X2)|>~
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UNE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 57

(iii) Soient f1, f2, f3 des fonctions d’une seule variable et f € E3 définie par
(X1, X2, X3) = f1(X1) f2(X2) f3(X3). Ona

(THXY) = (AY) = LX) (f2(Y) = f2(X)(f3(Y) — fs(X)).
@iv) Pour H < X, ona
(TM)(X — H,X) <H*S(X,X,X) < (TM)(X,X + H).

Démonstration. — Les trois premiers points reposent sur des notions de base de
calcul différentiel. Le quatriéme se déduit de la croissance de S(X;, X2, X3) par
rapport a chaque variable et de la formule

X+H X+H X+H
(TM)(X, X + H) = / / / S(U,V,W)dW dV dU.
X X X

Proposition 2.3. — Pour i = 1,2,3, soient X; € (1, 00[. Soit
H := max{|X; — X|}.
(2

1l existe un polynéme P de R[X1, X2, X3] de degré total égal a 6, une constante
¢ > 0 et une fonction R € E3 tels que I’on ait I’estimation

M(X1, X2, X3) = X{3 X3 X3/ P(log X1, log X2, log X3)

(10)
+ R(Xla X27 X3)

avec pour € > 0 suffisamment petitet 1 < H < %X

(11)
TJR)(X, X+ H
EiT R;E X _H X;} < X4V 4 Hi(log X)™ + H3 X"/ exp{—cN(X)}.

De plus, la somme des coefficients des mondomes de P de degré total égale a 6 est
. N 3 N Iy s 4 . s s
égale a (%) C ou C est la constante définie dans 1’énoncé du Théoréme 1.1.

Remarque 2.4. — On peut montrer, sans avoir recours a I’opérateur J', que
R(X1, X2, X3) < X"/® exp{—cN(X)}

lorsque X; < X, =< X3 =< X. Mais cela ne donnerait qu’une forme affaiblie du
Théoréme 1 avec un exposant % au lieu de %. Cela justifie I’utilisation de I’opérateur
J.

En utilisant le Lemme 2.2 nous montrons qu’il suffit d’établir la Proposition 2.3
pour démontrer le Théoréme 1.1.
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58 REGIS DE LA BRETECHE

Lemme 2.5. — La Proposition 2.3 implique le Théoréme 1.1 avec QQ défini par la
relation
(12)
oM 4/3 1,4/3 4/3
XQog X) = ————— (X" X,"° X,'" P(log X1, log X5, log X

QUog X) = 5o, X1 X" X3 P(log X1, log X3, log X))
De plus, on vérifie que le coefficient dominant de Q) est égal a C ou C est la constante
définie dans 1’énoncé du Théoréme.

Xe=X"

Démonstration du Lemme 2.5. — En utilisant le Lemme 2.2 et la Proposition 2.3,
on obtient

(TM)(X, X+ H)

83
0X10X20X3
+ (TR)(X, X + H) + O(H*(log X)®).

Au vude (12) et (11), on a pour € > 0 suffisamment petit

(TM)(X,X+H)

H?3

- i (X3 X3 X3/ P(log X1, log X2, log X3)) Xeox

— XQ(log X)
- O(H(log X) + (X/H)} X112 4 x7/8 exp{—cN(X)}).

On a la méme estimation pour (T M)(X — H, X)/H?3. Le point (iv) du Lemme 2.2
fournit alors
S(X,X,X) - XQ(log X) < H(log X)" + (X/H)3Xx1~1/2-¢
+ X"/8 exp{—cN(X)}.
On conclut la démonstration en prenant

X7/8
= Tlog X7 exp{—cN(X)}. O

2.2. Application de la formule de Perron. — Nous commengons 1’évaluation de
M en appliquant successivement trois fois la formule de Perron.

Lemme 2.6. — Lorsque %X < X; < %X, T, >1etk; — ;},; >1/log X, ona

K1+1T1 Ko+iT2 kK3+iT3
Xf1+1X52+1X§3+1 dS3 dSz d81

= F
M (2mi)3 (51,82, 33)31(31 + 1)s2(s2 + 1)s3(s3 + 1)
(13) K1—iTy Ko—iTy K3—iTs
4 (log X)°
+ O(X min; T; )
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UNE SURFACE CUBIQUE SINGULIERE 59

avec

F'(s1,82,83) = ((351)¢(352)¢(3s3)
(14) % H (1 + Z (1 _p—3sk )p—2$i_3j _p—331—382-—383).

{i.3,k}=1{1,2,3}

Remarque 2.7. — Le terme d’erreur de (13) sera englobé dans celui de la Proposi-
tion 2.3 des que T' > X1/2+e,

La fonction F' est étudiée a la sous-section 3.2.

Démonstration du Lemme 2.6. — Nous calculons tout d’abord
P . 1
(s1,82,83) = ) e
(iv,y’Z)GEoo

pour Res; > 1/3 ot i = 1,2,3. On remarque que cette somme est absolument
convergente lorsque Re s; > £ > 1/3. En effet, on a

2

(xvyvz)eEoo

[e 9}

s y32z33
t=1

oti I’on a utilisé la notation classique d3(t) := card{(t1,t2,t3) € N® : t1tat3 = t}.
L’équivalence (7) permet d’écrire F' sous la forme d’un produit eulérien. Notant

J := {(n1,n2,n3) € N* : ny +ng +n3 = 0(mod 3), ninang = 0},

on a

F(81?827 83) = H ( Z p"nlsl_n232—N333).

P (ni,ne2,n3)eJ

Pour calculer la somme sur J, on scinde cet ensemble en une partition de dix en-
sembles. Nous posons

Ji,j,k {(nl,nz,ng) € N3 Ty = 2(mod3), n; = l(mod 3), N = 0},
Jp = {(n ,n2,n3) €N i n3 €3N, ny =0, ng = 0},
Jl = {(nl,ng,n3)€N3 : np € 3N*, ng € 3N, n2=0},
J5 ={(n1,n2,n3)€N3 : ng € 3N*, n3 € 3N, n1=0},
J3 ={(n1,n2,n3)€N3 : n1€3N*,n2€3N*,n3=0}.
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60 REGIS DE LA BRETECHE

Un simple calcul fournit

—28;—s;
E p—n131—n232—n333 — ]; .
13 (1 — =35
(n17n27n3)€Ji,]’,k ( b )(1 p .1)

1
—N181—N282—N383 _
2. »p =

1 —p-3s3 ?
(n1,m2,n3)€J} ( p )
Z p-—nlsl—n232—n333 _ p—331
A p o —p o)

(n1,n2,n3)€J]

Z p_nlsl_n282—’n333 — 3]7
1 — p—3s2)(1 — p—3s3)’
(n1,n2,n3)€J} (1 —p=352)(1 — p=3s3)

—3s2

Z p—nlsl—nzsz——ngs;; — p_381 _382
(1 —p=31)(1 — p=3s2)°

(n1,n2,n3)€J;5

En faisant la somme de ces quantités, nous obtenons

2 : p—nlsl—nzsz—n;;sa

(n1,m2,n3)€J

1+ Y k=128 (1 —pk)pT 0 — pmds1—s=dss

(1 =p731)(1 — p=352)(1 — p~3s3) ’
ce qui fournit I’expression voulue de F'(sq, s2, 83).

Pour Re s; = &, (i € {1,2,3}) vérifiant les hypothéses du lemme, on a la majo-
ration

(15) |F(s1,52,53)] < (log X)°.

En appliquant trois fois la formule de Perron, nous obtenons

M= 1 /nl—i—ioo Ko2+1i00 n3+i?(81 o 33)X-191+1X282+1X§3+1 d83 d82 d31 .
(27ri)3 K1—100 J kg —ioco J K3—1i00 Y 31(31 + 1)32(32 + 1)33(53 + 1)
On déduit de (15) I’estimation du Lemme 2.6. O

Nous appliquons le Lemme 2.6 en prenant
K1 =73+25/log X, ky=3+5/logX, k3=1+1/logX,
=T, T,=3T, T3=9T, i1X<X;<3X

Dans toute la suite de ce travail, nous utilisons un parametre £ > 0 aussi petit qu’il est
nécessaire. On note § := % — ¢ €]0, %[ Nous utiliserons aussi la notation classique

(16)

g; = Re Siy, T3 = E‘smsi.

Pour estimer 1’intégrale triple du Lemme 2.6, nous décalons successivement vers
la gauche les droites d’intégration en appliquant le théoreme des résidus. Nous avons
a faire face a deux sortes de problemes. L'un est de calculer les résidus des poles
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rencontrés ; ’autre est de montrer que la contribution de certains contours peut étre
englobée par le terme d’erreur (11).

3. Application du théoreme des résidus

3.1. Préliminaires. — Nous aurons besoin d’une majoration de la fonction ¢ de
Riemann dans la bande Re s € [0, 1].

Lemme 3.1. — (i) Soite > 0. Pour o € [§,+oo et |0+ it —1| > 1/log X, ona
a7) [¢(o +i7)| <. (log X)(1 + lTl)maX{(l—o)/3+a,0}.
Pouro € (0,3, ona
(3—40)
(18) |C(0 + lT)l <, (1 + |7-|) 3 +e.

(ii) Il existe une constante cy > 0 telle que la fonction ( n’admette pas de zéro
dans la région définie par

o > 1 —co(log(|7| + 3))72/3(logy(|7| + 3)) /3.
Dans cette région, on a
1/¢(s) < (log(|7| +3))*/*(logy (I7| + 3))"/2.

Pour une démonstration du Lemme 3.1(i), nous renvoyons le lecteur au livre de
Tenenbaum [T95], théoréme I1.3.6. On peut trouver une démonstration détaillée de
la majoration de Korobov et Vinogradov énoncée au point (ii) dans le chapitre 6 du
livre d’Ivi¢ [I85].

Nous énongons, sous la forme d’un lemme, un résultat de nature purement tech-
nique afin de pouvoir s’y référer ultérieurement
Lemme 3.2. — (i) Soit 3 € [0,1) ete > 0. Onapour1 < H< X eto € (0,2] la
majoration
o+iT+1 o+iT+1 o+1 H\#
(19) (X + H) ~X | < X ((|r|+1)y) .

(i) Soient a = 0, b > 0 tels que %a + 2b > 1. Il existe g > O tel que pour chaque
e €]0, &o] on ait uniformément pour 1 < H < X la majoration

H\a H\4
20 () Xt < (5) +x712.
(20) e <l%) +
Démonstration. — La partie 2 majorer est inférieure 2 la fois 2 X! et a

Xt (7] + 1)(H/ X).

En prenant le produit du premier majorant pris a la puissance 1 — (3 et du second pris
a la puissance (3, on obtient le majorant annoncé.
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La majoration (20) peut se démontrer en distinguant le cas X ~1/2 < (H/X)* et
lecas (H/X)* < X~1/2, O

3.2. Etude de F(s1,82,83). — Soit G la fonction définie implicitement par

F(s1,52,53) = ((353){(s3 + 252){ (253 + 52)¢ (53 + 251)¢ (253 + 1)

@b X C(352)C(351)C (52 + 251)C (253 + 1)G (51, 82, 55).

On peut écrire

(22) G(s1,82,83) = [[ (1 + A", p7%2,p7%))
p

ou A est un polyndme en trois variables qui est une somme de mondmes qui sont
chacun de degré total supérieur 2 6. A partir d’une expression de A, on affirme que la
fonction G est une fonction holomorphe en s3 pour Re s3 > % pour s et sg fixés tels
que Re s; = k1, Re so = ko. La fonction sg — F'(s1, 2, s3) est donc méromorphe
sur le demi-plan Re s3 > 11—2 et admet cinq poles :

uy(s1,82) := 3, ua(s1, 82) := § — 150, ug(s1, s2) 1= 3 — 13y,

23
@) ug(s1,82) := 1 — 259, us(s1,52) := 1 — 251,

d’ordre de multiplicité égal a 1. Nos hypotheses sur k9 et k1 permettent d’affirmer
que tous les pOles u; sont distincts. Il est aussi intéressant de noter que
F(Sla $2, 33) = F(Si7 S5 Sk)

lorsque {i, 5, k} = {1,2,3}. La constante
TG 2 1+ 2)

est le produit eulérien apparaissant dans la définition de la constante C' du Théoréme
1.1.

On aura également besoin d’une bonne majoration de F'(s1, so, s3) sur les lignes
verticales. Le Lemme 3.1 fournit lorsque

(24) G(

[N
o L

)

Wl

)

o1 =K1, O2=kKy, O03€[3—0,ks], [s3—ui(s1,s2)|>1/logX,

la majoration

=

1 1
(25) |F(s1,52,83)] < (log X)*(1 + |73])3 (1 + |73] + [7a[) 4 (1 + || + |72]) 3.
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3.3. Premiére application du théoréme des résidus. — Nous appliquons une pre-
miere fois le théoréme des résidus pour estimer la quantité M (X1, X2, X3).

Lemme 3.3. — Nous nous placons sous les hypotheses (16). 1l existe une fonction
Ry € &3 vérifiant

(TRo)(X,X + H) )
26 x4-1/2-¢ | gt
20 (TR)(X ~H.X)[ S "
telle que
1 mp nﬁgl;( )Xf1+1X§2+1X§3+1 dsz dsads;
81,89, 8
(2mi)3 D528 (51 + 1)sa(sa + 1)sg(ss + 1)
27 k1—iT ko —3iT k3—9iT
5
log X)°
= 3 Mi(X0, Xo, X3) + Ro(X, Xo, X3) + O(x* LTS,
i=1
avec
(Fi(s1,82) = 5C(5 + 252)C(5 + 52)C(352)C (5 + 251)C(5 + 51)¢(3s1)
X ((32 + 251)((2s2 + s1)G(s1, 82, %),

Fo(s1,82) = 3((=3s2+ 3)(s1 —s2 + 1)¢(3s2 + 3)¢(251 — §s2+ 3)
x ((352)¢(3s1)C (52 + 251)¢ (282 + 81)G(s1, 82, 5 — $52),
F3(s1,82) := Fy(s2,81),
F4(81,82) = 2F2(81, 1-— 232),
\F5(81,82) = F4(82,81) = 2F2(82,1 - 281),

et
M; (X1,X2,X3
/m+z /Kz+3zT Fy(s1, 32)X§Li(81,52)+1X§2+1Xf1+1 dsg ds;
(27rz w1 —iT Jrg—3iT  i(S1,82)(ui(s1,82) + 1)s2(s2 +1)s1(s1 + 1)
Remarque 3.4. — Par commodité, nous ne préciserons pas dans la démonstration la

dépendance en X, X5, X3 des M;(X1, X2, X3).

Démonstration. — Nous décalons la droite d’intégration de 1’abscisse k3 jusqu’a
I’abscisse % — 4. Nous appliquons le théoreme des résidus au contour C(x3) joignant
les points d’affixe

k3 — 9iT, k3 + 9T, 5 — 6 + 9T, 3 — 6 — 9T, K3 — 9iT.

Pour majorer la contribution sur les droites horizontales, on utilise la formule issue
de (25)

5
|F(s1,52,53)| < (log X)°(1 +T)s
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valable lorsque
01 = K1, 02 = K3, 03 € [% -4, K3], |7’3| <97, [7'2' < 37, |7'1| <T.

Il vient

| [RHT prot3iT prg+OiT XS X X5t dsy dsy dsy
33 F(sla 52, 33)
(2mi)3 ), Ko —3iT J k3 —0iT s1(s1+1)s2(s2 + 1)sg(ss +1)

5
log X)?
= Z M;(X1, X2, X3) + Ro(X1, X2, X3) + O(X‘l%)’
=1 T

1—tT

ou I’on a posé

Ro(X1, X2, X3)

1 )
k1+iT ko+3iT 3 —0+9T
1 Xf‘“X;z‘HXg?’H dsz dsy ds;

- (2mi)3 / F(s1, 82, 83)31(31 + 1)s2(s2 + 1)s3(s3 + 1)

k1—1T ko—3iT %~6—9iT

Il reste a établir (26). Le Lemme 2.2(ii) implique

(TRo)(X,X + H)

KA HiT ky 4 3T §—0+9T
= 1 / F(S]_ 32 33) TX,X+H(31732,33) d33 dsz dSl
(27'(7;)3 y 92 81(31 + 1)32(82 + ]_)33(33 + 1)

Kk1—iT ke —3iT 1 _
3

§—9iT

avec

T‘X’X+H(81,32,83) = H ((X + H)si+1 — Xsi+1).
i€{1,2,3)

La majoration (25) de F' peut s’écrire sous la forme

F(s1,82,53) < (log X)* Z H (|73 + 1)

j i=1,2,3

ot les coefficients a; ; vérifient

Q.5 € [0, 1[, mjax { Zaivj} = %
)
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On en déduit

(TRo)(X, X + H) < (log X)°

T 3T 9T ] _ )
y Z /I?"X,X.*.H(K/]. + 411, Ko + 1T2, K3 + z'rg)l

d'7'1 dT2 d'7‘3.
2—a;
[Tic12 (17l +1) o

J T 31 —9T

La majoration

|rX7X+H(f§1 + 1471, K2 + 179, K3 + i7'3)|

< X700 ((ml+ )@/ X)) %
i=1,2,3

issue du Lemme 3.2(i) implique alors
(TRo)(X, X + H) < X*%(log X)?(log T)3(H /X )3~ max; {2 i}
13
< X4—1/4+2€ (H/X) 6 .

Grace au Lemme 3.2(ii), il vient

1
(TRo)(X,X + H) « X* 27 4+ H*

puisque pour ¢ suffisamment petit §(%2) + 2(% — 2¢) > 1. Ceci acheve la démons-
tration du Lemme 3.3. |

I reste a évaluer les quantités M; = M;(X, X, X3).

3.4. Estimation de M; (X3, X2, X3). — Notons
Gi(s1,82) := G(s1,52,35) et Hi(s1) := (3 + 251)¢(3 + 51)¢(351)

de sorte que

Fl(sl, 82) = %Hl(sl)Hl(Sg)C(Sz + 231)§(282 + 81)01(81, 82).

La fonction s — Gj(s1,s2) est une fonction holomorphe dans le demi plan
Resy > 75 lorsque Resy > 3 et uniformément bornée lorsque Resy > 1 — 4.
La fonction s3 — Fj(s1,s2) est donc méromorphe sur le demi-plan Re sy > %
lorsque Re sy > % et admet trois pdles : 1 — 251, 1 — 1s; d’ordre de multiplicité

égal a1, et % d’ordre de multiplicité égal a 3. Il est aussi intéressant de noter que

Fi(s1,52) = F1(s2,51).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



66 REGIS DE LA BRETECHE

Des deux premieres majorations du Lemme 3.1, on déduit la majoration

(28) |F1(s1,82)| < (log X)®(1 + |T2|) (1 + || + |71|
valable lorsque

Re sy = k1, Resg € [% — 0, Kal,

min{|sy — (1 —2s1)|,s2 — (5 — 3s1)|,[s2 — 3|} > 1/log X.

Décalons la droite d’intégration d’abscisse ko jusqu’a I’abscisse % — 4. Le théore-
me des résidus et la majoration (28) fournissent

(29)

X4(log X)g)

3
(G0 Mi=$ Y Mu(X1, Xz, Xs) + §Ruo( X1, Xa, Xs) + O =5

=1
avec

k1+iT —6+13T Xi91+1X§2+1 d52 dSl
81, 82)
—i3T

4/3
R X ,X 7X
10(X1, X2, X3 27m /K s2(s2+1)s1(s1 +1)

1—¢T
et
( Mi1(X1, X2, X3),
_ X§/3 K1+iT Res (F1(81,32)X232+1) Xf1+1 d81
2mi Jy i 52=1-251 s2(s2 + 1) s1(s1+1)’
Mi2(X1, X2, X3),
(31) _ )(g/3 K1+iT Res (Fl(sla 82)X82+1 ) Xi91+1 dSl
2me Jg i s2=1/2-s1/2 2(s2 +1) si(s1+1)’
Mi3(X1, X2, X3)
_ X§/3 /n1+iT Res (F1(81,82)X§2+1)X181+1 d31
{ 278 Jy,—ir 52=1/3 sa2(s2 + 1) s1(s1+1)

Nous majorons J R;o(X, X + H) griace a la majoration (28). D’aprés le Lemme
2.2 etle Lemme 3.2, on a

(TR10)(X, X + H) < X*(log X)°(log T)?(H/ X )%/
< X4X_1/4+2E(H/X)13/6.
La deuxie¢me partie du Lemme 3.2 permet d’affirmer que

(T Ruo)(X, X + H) < X* (X-I/H + (H/X)“)

puisque, pour ¢ suffisamment petit, on a I'inégalité (32) + 2(§ — 2¢) > 1. Donc
(T R10)(X, X + H) (ainsi que (T Ry9)(X — H, X)) peut étre englobé dans le terme
d’erreur (11) de la Proposition 2.3.
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Calculons maintenant les résidus apparaissant dans (31).

Lemme 3.5. — Notant

F12(31) = %Hl(sl)Hl(l - 231)((2 - 381)G1(81, 1-— 231)

ona
1
Res (F1(31,32)X232+ ) _ Fi3(s1) X221,
s0=1—2s1 32(82 + 1) (2 - 231)(1 — 281)
F1(31,82)X282+1 _ 1 Fl2(% - %31) 3/2—s1/2
Res ( ) =07 =T X
s2=1/2—81/2 82(32 + 1) 2 (5 — 581)(5 — 581)

1l existe trois fonctions g1, g2, g3 holomorphes dans le demi-plan Re s; > %2— telles

que

Res (Fl(sl, 32)X§2+1 )

32) s2=1/3 82(82+1)
_ 4/3(91(s1)(log X2)* | ga(s1)log Xo g3(s1)
= X ( SO Rl SO,
(81— 3) (81— §) (s1 3)
avec
Gi(3,3) 1
1, Yilg3) 1
Gi(z, 3 -5
o Sils5) =9
92(3) El§ 1) X 4’
Gi(z, 7 21
93(3) = 438 2 x —

De plus, lorsque Re s € [ — 6, k1], |s1 — 3| > 1/1og X, ona

lg1(s1)| < (1 + |71])>T%/6(log X)S,
(33) lg2(s1)] < (1 4 |71])¢+%/% (log X)7,
lgs(s1)] < (1 + |71])"/6 (log X)®.

Démonstration du Lemme 3.5. — Le calcul des résidus en 1 — 2s; et 3 — 35y est
direct. Nous détaillons maintenant le calcul du résidu en % qui n’est pas immédiat.

Ona

@(32 + 281)@(232 + 81)
(s2+281 —1)(282+81—1)

(34)  Fi(s1,s2) = $Hi(s1)Hi(s2) G1(s1,582)
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ot la fonction ©, définie par ©(z) = ((z)(z — 1), est holomorphe sur C. Utilisant la
notation v = (sg — 1/3)/(s1 — 1/3), nous obtenons la formule exacte

1
(s2 + 281 —1)(2s2 + 31 -1)

_ _ 2
=2(31__ {1_§“+2_1”2+ (;?2+31?)v(1-:222))}

(35)

Pour alléger I’écriture des calculs, nous utilisons dans la suite la notation

(F1(31,82)X§2+1)

Resi/3 = Res s2(s2 + 1)

Sg= 1/3

La conjonction de (34) et (35) fournit

X2H1(81) Res (Hl (32)X82

2
S} 2
6(s1 — 5)? 52=1/3 (52 +2s1)

Res; /3 = (o2t 1)

X ©(2s2 + 31)G1(31,32){1 — gv +5 2L 2})

Un développement de Taylor fournit I’existence des fonctions hi, hg, hg et hy
telles que

(s2 = 1/3)*Hi(s2)
82(82 + 1)
= ha(s1) + ha(s1)(s2 — ) + ha(s1)(s2 — 3)% + (s2 — $)*ha(s1, s2).

@(82 + 281)@(232 + 31)G1(81, 82)

Pour 7 = 1, 2, 3, 1a fonction h; est holomorphe dans le demi-plan Re s; > 11—2 Pour
Re sy = k1, la fonction s; — hy(sy, s2) est holomorphe au voisinage de s = % De

plus, h1(3) = 3G1(3, 3)-
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Ces notations étant introduites, nous obtenons
(36)

s2—1/3 Hi(s2) 9
32}1?5/3 <X2 ———-—-—82(82 " 1) @(82 + 281)@( S2 + 81)G1(81,82))

= %hl(sl)(long)2 + ha(s1) log Xa + hs(s1),

1
. H
5 Res (f—2—~—3X22 1/3L2)@(32 + 251)0(2s2 + 51)G1(s1, 32))

2 srei/3 \sg — 1 s2(s2 +1)
= —2(3—15_—5(711(31) log X2 + ha(s1)),
241 e (% X1 8_2% O(sz +251)0(282 + 51)Ga(s1, )
= 21‘(;—12—1—?’“(81)'

On obtient alors la relation (32) en posant

91(s1) = F5(s1 — 3)*Hi(s1)ha (1),

g2(s1) = (s1 — 3)*Hi(s1) ( — 15ha(s1) + §(s1 — 3)ha(s1)),
g93(s1) = (s1 — %)3H1(81)
X (Zhi(s1) — (51— $)ha(s1) + L(s1 — 3)%hs(s1)).

La valeur de g;() est obtenue a partir de celle de hl(%) = %Gl(%, %) et de I’équi-

valent

1\3 1
_ 13y ~ L
(81— 3)°Hi(s1) (113 8

Pour terminer la démonstration du Lemme 3.5, nous vérifions les majorations an-
noncées de g; qui découlent de la majoration de h; suivante

his1)l < D 10D (s1+ 3)I - 10P (251 + )|
0<j+k<i '
< (log X)®(log(2 + |ra|)) (L + |y [)> et

pour?Reslel—(5,1+25/logX,|31—l >1/log X, || <T. O
3 3 3

Pour achever I’estimation de Mj, nous évaluons maintenant successivement les
quantités M;; grace au Lemme 3.5.

Commencons par étudier M7 et Mo les quantités faisant intervenir la fonction
Fi5. Pour ce faire, nous étudions plus précisément la fonction G2 définie par

Gz(sl) = G1(81,1 - 231) - G(Sl, 1-— 231, -:1;)
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La définition (22) de A permet d’affirmer que G5 s’écrit sous la forme d’un produit
eulérien

G2(81) — H (1 +A( -sl 1+231’p—1/3))‘
p

Cherchons un développement de A(Z;, Z3, Z3) uniforme dans le domaine
D={(Z1,22,23) € C® : |Z1| <1, |Z5| <1, |23 <1}
en négligeant les termes majorés par
A1(Z41, Z2, Z3)
= > (1ZPIZRZ + 12012511 2)) + 1201 22| 2.

{i.,4,k}={1,2,3}

La formule (14) implique
1+ A(Z'lv Z?? Z3)
= JI a-2zz)
1,j€{1,2,3}
i
X (1 + Y Z}zi— Y. 77 - Zi’*zgzg)
i’je,{;’?*:‘} {i.j,k}={1,2,3}
i£j

= [I a-2z22)(1+ Y 232)+0(8:(%, 2, %),
i,j€{1,2,3} £,ke{1,2,3}
i ok
La majoration | Z? Z; Z3 Zy| < A1(Z1, Z2, Z3) est vérifiée dans D sauf pour (3, j) =
(¢, k). On en déduit que

A%, Z9,Z3) == > Z{Z; + O(A1(Z1, %2, Zs)).
¢,ke{1,2,3}
L#k
En contrdlant les termes apparaissant dans I’écriture de Ay (p~5t,p~1+251, 1/ 3),on
obtient I’existence d’une fonction G5 holomorphe dans une bande Re s e] 33 Ly 11152
telle que

Ga(s1) = G1(31,1 —281)=¢(" (2 8(s1 — -))G3(81)

(On note que % = 1(1 + 1) €]§, 2] et |G3(s1)| < 1 dans ce domaine.
lo

Notant o(7) := cq( (|T| +3))~2/3(logy(|7] + 3)) /3, on déduit du lemme 3.1
la majoration

Fia(s1) < (log X)7(1 + |ry|)3(01—1/3)+e
< (log X)7(1 + |r])*/* (e = 1/32)
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valable lorsque
o1 € k1,5 + 5 +o(m)], sy — 3] > 1/log X.
Le lemme 3.5 et la définition permettent d’écrire

(X1X2X3)4/3 /MHT Fia(s1)(X1/X3)51~1/3
] k1—iT 81(81 +1)(1 —281)(2‘-231)

On applique le théoreme des résidus pour majorer la quantité (I Mi1)(X, X + H).
On choisit le contour C1 (k1) joignant les points d’affixe

M11 = d81.

271

k1 —iT, k1 +iT, 3+ § +1T, 5+ 5+, 5+ 5 +1T" — o(T'),
1 ' 1,1 . 1,1 :
3+3—iT —o(T), 3 +§—1iT', 3 +g — T, Ky — 1T,
ou T" est un paramétre. En utilisant la méthode utilisée pour majorer I R, il vient

log X -
7/8 173 _log 1—1/4 4n—1/4
(T Mu)(X, X + H) < X2 (exp { O_(T,)}y_r )+ X7

On montre que ce terme est englobé par le membre de droite de (11) en choisissant
log T" = (log X)3/5(logy X)/° et en prenant T > X°.

La contribution du résidu en s = %— %31 est estimée a I’aide de la méme méthode.

Le lemme 3.5 et (31), puis un changement de variable, fournissent

(X1X2X3)4/3 /m+iT 1 FIZ(% — %31) (Xl/ X2)sl—1/3 \

ASuint el il ZAN i Vi 1
-t 2 (3= 381)(5 — 3s1)si(s1+1)

1 1 .

5—5K1+iT/2 Fio(s1) (XZ/X12)51—1/3

Lki—iT/2 s1(s1+1)(1 — 2s1)(2 — 251)

Mip =

2m

= dSl.

(X1 X2 X3)4/3 /
271 %_

La seule différence avec le calcul précédent est que le pdle s; = % est a I'intérieur

du contour C (% — %nl). Il existe donc un polynéme Pj; de degré égal a 6 et d’une

fonction Ry2 € €3 vérifiant

(7R12)(Xa X + H)

< X"PH® exp{—cN(X)} + X*471/2¢
(7 Ruz) (X H,X>} {meN GO}

tels que
(37) My = (X1X2X3)*3 Py (log(X2/X3)) + Ria(X1, Xa, X3),

De plus, le polyndme P;; est de degré 6 et de coefficient dominant

9 Gl('}%%) 1
@) s o (Cm)
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Enfin pour le résidu en sy = %, nous décalons la droite d’intégration de I’abscisse
K1 jusqu’a % — §. Le théoréme des résidus implique I’existence de trois polyndmes

Py, P13, Pi4 tels que M3 soit égal a

Xoxa)42 T log X)? log X x5ty

(X2X3) /(91(31)(0g 2) +92(31) og Xz g3(s1) ) 1 $1

271 - (s1—1)® (s1—3)6 (s1— %)/ s1(s1+1)
K1—17

= (X1X2X3)4/3{P12(10g X1)(log Xz)2 + Py3(log X1) log X2

log X)8
+ Pa(log X)) + Fua (X0, X2, X3) + 0 x* 82T,

T1/4
avec
Xo X 4/3
R13(X1, X2, X3) := %
i
y /1/3’”” (91(81)(10g X2)* | g2(s1) log X> 4+ _9s(s1) )Xf1+1 dsi
1/3—6—iT (s1—3)° (s1—3)8 (s1— 17/ s1(s1 +1)
De plus, P35 est de degré 4, P;3 de degré 5, P4 de degré 6, et
( 9 9 G1(3,3) 15
le coefficient dominant de P est mgl( :},;) = E%Z 5
9 Gi(3,3) _ —15
(39) 1 le coefficient dominant de Py3 est —5—!9292(%) =1 lé!34 3) X —
: : 9 . 9Gi(3Y 21
 le coefficient dominant de Pp4 est 6Td g3(3) = 8 64 1§

On majore J Ry3 par la méthode utilisée pour I Ry. On déduit des majorations
(33) que

(7R13)(X7 X + H)

T (X + H)4/3—6+i'rl _ X4/3—6+i7'1|
H2X?/3(log X)® / | d
< (log X) . SV Ty
< X4 (H/X)'3/%(log X)2 (log T).
Le Lemme 3.2(ii) permet alors d’affirmer que
(40) (TRys)(X, X + H) « H* + x471/27¢,
En sommant les M7;, on en déduit que
41) M = (X1X2X3)*3Py(log X1,log X>)
X%(log X)°
+ Ry (X1, X3, X3) + O<T)
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avec
Pi(X1,X2) == 2(Pu(X1 — £X2) + Pia(X1) X3 + Pis(X1) X2 + Pua(X1))
et
Ry :=32Rio+ IMi1 + 2Rz + Rys.

La fonction R; satisfait bien a (11). La somme des coefficients des mondmes appa-
raissant dans I’écriture de P; de degré total égal a 6 se déduit alors facilement de
(38), (39) et (24). Elle est égale a

n(3)e

3.5. Estimation de M>(X;, X2, X3). — Notons
Ha(s2) == ((3s2)¢(—3s2 + 3)¢ (352 + 1)
de sorte que

Fy(s1,s2) := $Ha(s2)((s1 — s2 + 1)¢(2s1 — 352 + §)
x ((3s1)C(s2 + 251)C(282 + 51)G(s1, 82, 5 — §52)-

Nous intégrons d’abord par rapport a la variable s; ce qui fournit des résidus unique-
ment d’ordre de multiplicité égal a 1. La fonction s; — G(s1, 82, 5 — 52) est une
fonction holomorphe dans le demi-plan e s; > % pour so fixé tel que Re s2 = ko.
La fonction s; — F3(s1, s2) est donc méromorphe sur le demi-plan Re s; > % et

admet cinq poles :
— %S s ’U3($2) =1- 282,

Sa +

01(82) = %, ’U2(82) =

v4(s2) = s2, vs(s2) =

PN T
N )

d’ordre de multiplicité égal a 1. Les pdles sont tous distincts d’apres la taille relative
de k1 et Ka.
On déduit de (17) une majoration de F»(s1, s2). Lorsque

Re sy = ko, Resy €[5 — 6, k1), 11| < T, miin{|31 —vi(s2)|} = 1/log X,
ona
(42) |Fo(s1,82)] < (log X)°(1 + 71| + |m2)/2(1 + |7]) /3.
On applique le théoreme des résidus au contour Cs (k1) joignant les points d’affixe

k1 + 0T, k1 + 9T, } — 8+ 9T, L — 6 — %T, k1 — %T, k1 — iT, k1 + iT.
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Grace a (42), on obtient

Ko+3T k1+iT

1 s1+1 yrs2+1 y3/2—52/2
My= L Fy(s1,82) X{'T XP T X5 dsads;
(271'1) (81 + 1)82(82 + 1)(— — 582)(5 — 582)
ko—3iT nl—zT
5 X4
= Mpi(X1, Xz, X3) + Rao(X1, Xo, X3) + O((logX) 1 )
i=1 T /e
avec

(F1(s2) = 3F12(3 — 3s1),
Fa(s2) = 3¢(3s2)C(~§s2 + 3)*C(352 + 3)°G(3 — 352,52, 3 — 352),
F23(82) = %H2(32)<(3 — 632)C(—382 + 2)2
X C(—3s2 + 3)G(1 — 253, 89, 5 — 352),
Foa(s2) = 2((332)*¢ (352 + 2)%C(—252 + 2)G(s2, 52,3 — 152),
[ Fos(s2) := Fas(} — 3s2),

Ms;i(X1, X2, X3)

1 /nz+3iT Foi(s2) X 'Ui(32)+1X32+1X3/2—82/2d8
K

270 J—air vi(s2)(vi(s2) + 1)sa(s2 + 1)(% — Ls2) (3 — Lsz)

et
Rao(X1, X2, X3)
- 1 /ra2+3z /1/3 —6+iT Fz s1, 82)X81+1Xs2+1X3/2 32/2d82d81
T(2m)?

1

2—3iT J1/3-6—ir  s1(s1+ D)sa(s2 + 1)(5 — 3s2)(3 — 5s2)

On majore J Ry par la méthode utilisée pour I Ry. On déduit des majorations
(42) et du lemme 3.2(ii) que
(:TRZO)(Xv X+ H)
T I(X + H)4/3——6+in _ X4/3—5+i71|
(ry + 1278

< H2X2/3(10gX)9/ drm
-T
< X*7O(H/X)"/5(log X)° (log T)

& H4+X4—1/2_€.

(43)

Pour terminer le calcul lié & uo(s1, s2), il reste a estimer les Ma; (X1, X2, X3).
Comme pour les étapes précédentes, cela se fait en appliquant le théoréme des résidus
grice aux majorations connues sur les valeurs de la fonction ¢. Pour estimer M1, on
peut se reporter a I’estimation de Fia.
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Pour M>3, on décale la droite d’intégration a droite jusqua % + %6 et on utilise la
majoration
Fs(s2) < (log X)"(1 + |m[)"/?

valable lorsque o3 € [k, 3 + 3.
Pour M4, on décale la droite d’intégration a droite jusqua % - %5 et on utilise la
majoration

Fas(s2) < (log X)7(1 + |72])/8

valable lorsque o3 € [} — 24, K2).
L’estimation de M>j5 est traitée comme celle de Mog.
Nous ne détaillons que 1’évaluation de Maos. Posant ¢ := log X2 — %log X1 —

% log X3, on peut écrire
(X1 X2X3)4/3 /n2+3iT Fy(sg) e8(271/3)
K

Moy =
2—3iT (% - %82)2(% - %82)282(32 +1)

dss.
2m 52

L’estimation
| Faz(s2)| < (log X)7, (Re s2 = K2),
et le développement
210 — 14 g(sp = }) + 3632 — D)+ 56 (52 — )® + O(Iel sz — 319

(uniforme puisque e¢(®e$2-1/3) « 1), fournissent

3
. X4(log X)7
M22 = (X1X2X3)4/3ZC]'§J +R22(X17X27X3)+0< (Ti ) )7
j=0
avec
11 /"2+i°° Fa(s2) (sg — 1/3) ds
= aa 2
T 12m Sy ico (3 — 252)2(3 — Ls9)2s5(s2 + 1)

et Rop(X1, X2, X3) < X*(log X)7|¢|*. Les quantités C; sont des constantes ne
dépendant pas de k2. Nous remarquons que J Raa( X, X + H) est une combinaison
linéaire finie de valeurs de Rag(X, X2, X3) pour lesquelles ¢ < H/X.

Il existe donc un polynéme P, de R[X1, X2, X3] de degré total 6 et une fonction
Ry € &3 satisfaisant a la majoration (11) tels que 1’on ait I’estimation

My = (X1 X2X3)*3 Py(log X1, log X2, log X3)
X*4(log X)10 )

+R2(X1,X2’X3)+O( Tl/ﬁ

De plus, la somme des coefficients des mondmes de degré 6 de P; est
23 13\3
()
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3.6. Estimation de M3(X;, X5, X3). — La contribution M3 s’étudie de la méme

maniere que My puisque F3(s1,s2) = F>(s2,51). Cependant, du fait de la taille

relative de k1 et k9, le terme principal dans le résultat final est différent (i.e. il ne

suffit de changer X7 en X5). Seuls trois pdles de sy — F3(s1, s2) sont contenus dans

la bande Re sy € (3 — 4, ko). I existe donc un polyndme P; de R[X] de degré 6 et

une fonction R3 € E3 satisfaisant a la majoration (11) tels que 1’on ait I’estimation
Ms = (X1X5X3)*/* Py(log X1, log Xz, log X3)

X4(log X)10>

+R3(X17X27X3)+O( T1/6

De plus, la somme des coefficients des mondmes de degré 6 de P; est
1 /3\3
7(3) ¢
3.7. Estimation de M4(X;, X2, X3). — La formule

Fy(s1,82) = 2F1(s1,1 — 2s2)

et un changement de variable en s, impliquent

My =

K1+1 /nz+3zT F4(81, 82)Xf1+1X32+1X32_232 dso dsy
27”) k1—1T J ko —3iT sa(s2 +1)(1 — 2s2)(2 — 2s)s1(s1 +1)

k14T p1—2K9+6iT F2 s1, 82)X$1+1X3/2 52/2XS2+1 dso ds;
- 2m /,,v /1

2k —i6T 5 %32)(3 282)82(82 +1)s1(s1+1)

1—¢T

La contribution de F s’estime donc de la méme maniere que celle de F5. Cepen-
dant, le terme principal differe puisque I’abscisse 1 — 2k est a inférieure a % Il existe
donc un polynéme P4 de R[X] de degré 6 et une fonction R4 € &3 satisfaisant a la
majoration (11) tels que I’on ait 1’estimation

My = (X1X2X3)*3 Py(log X1, log X, log X3)
X4(log X)lo)

+R4(X1,X2,X3)+O( Ti/6

De plus, la somme des coefficients des mondmes de degré 6 de Py est
3/3\3
(=] C.
(1)
3.8. Estimation de M;5(X, X5, X3). — La relation F5(s1,s2) = Fy(s2,s1) per-

met de nous reporter a ’estimation du paragraphe précédent. Ici, étant donné les
tailles relatives de k; et ko, aucun des poles de la fonction s; — F5(s1, s2) est dans
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la bande comprise entre les deux droites d’intégration. Sous la condition TS >
X1/2+¢_on a donc I’estimation

(TMs)(X, X + H)
(TMs)(X — H,X)

} < X412 L Hi(log X)7 + H3X"/® exp{—cN(X)}.

En sommant les M; et en prenant 7' = X 9 nous achevons la démonstration de la

Proposition 2.3.
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