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SUR LE NOMBRE DE POINTS DE HAUTEUR BORNÉE 
D'UNE CERTAINE SURFACE CUBIQUE SINGULIÈRE 

par 

Régis de la Bretèche 

Résumé. — En développant des méthodes d'intégration complexe, nous établissons 
une formule asymptotique très précise sur le nombre de points de hauteur inférieure à 
X d'une certaine variété torique. Nous estimons le cardinal 

V(X) := card{(:r,y,z,t)G(Nfl [1,X])4 : (x,y,z,t) = 1, xyz = t3}. 
Soit N(X) := (logX)3/5(log2 X)~1/5. Alors il existe un polynôme Q de R[X] de 
degré 6 et une constante c > 0 tels que l'on ait, pour X tendant vers l'infini, l'estimation 

V(X) = XQ(\ogX) +0(X1-1/8exp{-ciV(X)}) 
De plus, le coefficient dominant de Q est égal à 

^ n { ( - i ) ' K ^ ) } -
P 

1. Introductio n 
1.1. Énonc é des résultats. — Soit l'ensemble 

Eoo := {(x,y,z) G (N*)3 : (x,y,z) = 1, 3* G N xys = *3} . 

L'objet de ce travail est d'évaluer asymptotiquement V(X) le cardinal de l'ensem­
ble des éléments de Eœ de coordonnées toutes inférieures à X lorsque X tend vers 
l'infini. Nous avons le résultat suivant 

Théorème 1.1. — Il existe un polynôme Q de R[X] de degré 6 et une constante 
c > 0 tels que Von ait, pour X tendant vers l'infini, l'estimation 

(1) V(X) = XQ(\ogX) + 0(X7/8exp{-c7V(X)}) 

Classification mathématique par sujets (1991). — Primaire 14M25; secondaire 11M41. 
Mots clefs. — Variété torique, Conjecture de Manin, Fonction zêta des hauteurs, Fonction de 

compte. 
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52 RÉGIS DE LA BRETÈCHE 

où Von a noté N(X) := (logX)3/5(log2 X)-1/5. De plus, le coefficient dominant 
de Q est égal à 

(2) c = 
1 

4 x 6 ! П 1 - 1 
P 

\7 
1 + 7 

P 
1 

p2. 

On en déduit un prolongement de la fonction zêta des hauteurs associée. Soit 
c(m) := card{(#,y, z) € E00 : max{:r, y, z} = m} et 

Z(s) := 
OO 

E 
m=l 

. c(m) 
m3 

Théorème 1.2. — La fonction s (s — l)7Z(s) admet un prolongement holo-
morphe au demi plan ïfte s > | et prend la valeur 6!C en 1. 

Commençons par exposer les motivations de ce problème. Nous montrerons au 
paragraphe 1.3. que le cardinal considéré est directement lié au dénombrement des 
points d'une variété torique non lisse de hauteur inférieure à X. 

1.2. Origin e du problème en géométrie algébrique. — Les variétés toriques sont 
un sujet d'étude privilégié en géométrie algébrique qui fournit de nombreux exemples 
pour tester des théories plus générales et plus abstraites. C'est aussi le cas pour l'éva­
luation asymptotique du nombre de points de hauteur bornée par X. Cette question 
de dénombrement, qui est clairement naturelle, permet, comme nous le verrons, de 
faire apparaître des invariants géométriques très intéressants. 

Soit k un corps de nombres et une variété V de Fano sur k à laquelle on associe 
une fonction h  des hauteurs anticanoniquement. Manin a conjecturé que, pour U un 
ouvert de V convenablement choisi, on a 

(3) NV(X) := \ {P € U :  h(P) <  X}\ ~ CX{\ogX) r-l 

où r est le rang du groupe de Picard de V et C est une constante non nulle. La res­
triction à un ouvert U permet d'éviter les sous-variétés accumulatrices. Par exemple, 
dans le cas de variétés cubiques, on exclut les points des droites contenues dans V. 
Dans [BT96-1], Batyrev et Tschinkel ont montré qu'en fait cette conjecture n'est 
pas pertinente pour certaines variétés de Fano. Cependant, elle a été vérifiée pour 
plusieurs classes d'exemples. 

Dans [P93], Peyre raffine cette conjecture en donnant une expression de C en 
fonction de la mesure de Tamagawa. Il vérifie sur certains exemples la valeur de C 
conjecturée. Dans [BT96-2], [BT98-1] & [BT98-2], Batyrev et Tschinkel établissent 
cette formule pour toutes les variétés toriques sur un corps quelconque. Ils utilisent 
une série de Dirichlet associée à ce comptage exprimée dans un langage adélique. 
Dans le cas de k — Q, Salberger [S98] retrouve ce résultat pour toute variété torique 
définie par un éventail régulier et complet. De plus, il donne un terme d'erreur. Il 
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UNE SURFACE CUBIQUE SINGULIÈRE 53 

utilise une méthode différente de celle de Batyrev et Tschinkel initiée par Schanuel 
[S79] et Peyre [P93]. Fouvry [F98] obtient aussi (3) dans le même cas particulier 
que l'auteur. Pour ce faire, par une étude arithmétique fine, il réussit à se rame­
ner au dénombrement des triplets (x, y, z) G0 mais satisfaisant aux conditions 
supplémentaires de coprimalité (x,y) = (x,z) = (y,z) = 1. Cela lui permet alors 
d'avoir une représentation paramétrique des solutions en (x,y,z) = (us,vs,w3) 
avec (ix, v) — (u, w) = (v, w) = 1 ce qui facilite grandement le dénombrement. 

Nous nous proposons ici d'examiner le cas d'une variété torique particulière et de 
montrer sur cet exemple que l'on obtient une estimation bien plus précise que tous 
les résultats connus précédemment. 

1.3. Énonc é du problème en terme de variété torique . — Une variété torique 
peut être construite, par une méthode de type combinatoire, à partir de la donnée 
d'un réseau N et un éventail A. 

Définition 1.3. — Un éventail est un ensemble fini de cônes strictement convexes 
polyhédraux rationnels dans JVR = N ® R satisfaisant à : 

(i) Chaque cône de A contient l'origine, 
(ii) Chaque face d'un cône de A est aussi un cône de A, 
(iii) L'intersection de deux cônes de A est une face de chacun des deux cônes. 

De plus, 
(iv) A est dit complet si iVJR est la réunion des cônes de A, 
(v) A est dit régulier si chaque cône de A est engendré par une partie d'une Z-base 

de N. 

Lorsque A n'est pas régulier, il est possible de construire un raffinement A' de A 
(Le. chaque cône de A est une réunion de cônes de A;) tel que A' soit régulier et 
tel que l'application induite entre A' et A soit propre et birationnelle (voir le livre 
de Oda [088], paragraphe 1.5). L'objectif d'une telle manipulation est de pouvoir se 
ramener à une variété torique VA ' non singulière. 

On appelle rayon les cônes de dimension 1 et on note A(l) leur cardinal. Lorsque 
l'éventail est régulier et complet, cette construction permet aisément de calculer le 
rang du groupe de Picard Pic(VA) • 
(4) rang(Pic(VA)) = card A(l) - dimA. 

L'intérêt des variétés toriques est que leurs propriétés géométriques se traduisent en 
termes de donnée combinatoire qu'est l'éventail. 

Expliquons brièvement la construction d'une variété torique à partir de son éven­
tail A. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur intéressé au livre de Fulton 
[Fu93]. Soit a G A. Le cône dual détermine un semi-groupe Sa. Celui-ci est engen­
dré de manière finie, donc on peut lui associer une Q-algèbre de groupe Q[5^]. À 
une telle algèbre correspond une variété affine Ua := Spec(Q[Sa]). Si r est une face 
de a, alors Sa est contenue dans ST et donc Q[Sa] est une sous-algèbre de Q[ST] ce 
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54 RÉGIS DE LA BRETÈCHE 

qui fournit une application Ua \-> UT. Avec cette identification, ces variétés affines 
recollées forment une variété algébrique VA-

Construisons maintenant notre variété. Soient le réseau N = I? et trois points de 
ce réseau ni := (—1,2), n2 := (-1,-1), n3 := (2,-1). On définit A l'éventail 
composé de trois rayons T{ engendrés par les ni et des trois cônes ai de dimension 
deux engendrés par n^+i, n1+2 Notons tout de suite que A n'est pas régulier donc la 
variété considérée n'est pas lisse. 

Soit (ei,e2) la base du réseau N et (e^e^) la base duale dans Hom(7V, Z). Le 
semi-groupe Sai est engendré par e\ + 2e\, 2e\ + e£, e\ + e£. On lui associe Q[Sai ] 
l'algèbre de groupe Q[XY2, X2Y, XY]. On obtient ainsi 

Uai = {(y,z,t) G Q3 tel que yz = t3}. 

On fait la même chose pour les autres cônes de A. Les trois variétés affines Uai 
obtenues correspondent en fait aux points de V A tels que respectivement x ^ 0, 
y 7 ^ 0, z ^ 0. Dans la géométrie algébrique moderne, une variété algébrique est 
vue comme un cas particulier de schéma. Ici on définit la variété V A de PQ comme 
l'ensemble des zéros dans Ps(Q) du polynôme homogène de degré trois XYZ — T3. 
Le plongement dans Ps(Q) définit la hauteur h : h(P) = max{|x|, |y|, \z\, \t\} 
lorsque le point P de P3(Q) est représenté par (x, y, z, t) et pgcd(#, y,z,t) = 1. 

Soit U le sous-ensemble de VA composé des quadruplets (x, y, z, t) tels que xyz ^ 
0. On note que U est bien un ouvert pour la topologie de Zariski. De plus, U évite les 
sous-variétés accumulatrices de VA- On peut donc affirmer la formule 

(5) V{X) = \Nu(X). 

Cette transformation du problème en un dénombrement de points entiers positifs 
est faite d'une manière générale dans [S98]. 

Pour utiliser la formule (4), il faut que l'éventail soit régulier. Nous contruisons 
un raffinement de A qui le sera. On pose n± := (1,0) := (0,1), TÏQ := (—1,1) 
ri7 := (—1,0), n$ := (0,-1) et ng := (1,-1). L'éventail A; défini à partir des 
points rti avec i G {1 , . . . , 9} est un raffinement de A qui est lui régulier et complet. 
On a alors 

rang(Pic(VrA0) = card A'(l) - dim A' = 9 - 2 = 7. 

L'application induite de VA; dans VA> qui est un isomorphisme sur l'ouvert U, permet 
de se ramener à un compte sur une variété lisse. La hauteur donnée par le maximum 
des valeurs absolues des coordonnées correspond à une hauteur sur VA' associée à un 
faisceau anticanonique. Le degré 6 du polynôme Q de la formule (1) est donc attendu. 
On remarque aussi que 4C est la constante conjecturée par Peyre [P93], obtenue par 
Batyrev et Tschinkel [BT98-2] et par Salberger [S98]. 

1.4. Présentatio n arithmétique du problème. — Notons $ la fonction qui a un 
entier générique n associe $(n) le plus petit entier tel que n$(n) soit un cube. Cette 
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fonction est multiplicative (Le. $(mn) = $(m)$(n) pour tout entier m, n tels que 
(m, n) — 1) et peut être aussi définie par 

*(P)=P2, *(P2)=P, *(p"+3") = *(p^) 

pour tout entier u^/ucetp premier. 
Pour (x, y) fixé, il existe un entier z tel que (x, y, z) G #00 si et seulement si 

(d, ̂ (xy)) = 1 où l'on note d = y). 
L'assertion y, G i?oo équivaut à 

(6) (d,*(xy) ) =  l , *(sy ) | s , 
2; 

$(zy) 
est un cube, d, z 

\>(xy) 
= 1 . 

On en déduit que (x, y, z) G -Eoo équivaut à 

(7) 
vJx) + v«(y) + vJz) = 0 (mod 3), 

vJx)vJy)vJz) = 0 
pour tout p premier. 

Grâce à cette remarque, nous allons estimer 

V(X) = E E E 
x<Xv<X z<X 

(x,y,z)eEoo 

1. 

La démonstration du Théorème 1.1 consiste à appliquer de manière attentive des 
méthodes d'intégration complexe classiques en théorie des nombres. Cependant, nous 
cherchons à évaluer une somme triple. Quelques lemmes techniques d'intérêt intrin­
sèque sont alors nécessaires. 

C'est un devoir et un plaisir d'exprimer ma gratitude à E. Fouvry, E. Peyre, P. 
Salberger, J.-L. Colliot-Thélène pour leurs conseils, leurs suggestions et leurs encou­
ragements. Qu'ils soient ici remerciés ! 

2. Démonstratio n des résultats 
2.1. Préliminaires . — Pour estimer V(X), nous aurons besoin de la formule de 
Perron énoncée sous la forme suivante (voir le livre de Tenenbaum [T95], théorème 
II.2.3) : 

Lemme 2.1 (Une formule de Perron). —  Soit A(s) := Y^Li an^~s la série de 
Dirichlet associée à la suite {an}^=1 d'abscisse de convergence ac. Sous les condi­
tions k > max{0, ac} et X ^ 1, on a 

rX 1  pK+ioo Xs^ 
(8) V a n d x =  -  Atf-j—— ds. 

Jl n^x 2mL-ioo s{s + l) 
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56 RÉGIS DE LA BRETÈCHE 

Le passage de l'évaluation de F1 J2n<x an dx à celle de J2n<x an est classique 
(voir le chapitre II.5 sur la méthode de Selberg-Delange du livre de Tenenbaum 
[T95]). En considérant la moyenne de la somme, on fait apparaître une intégrale 
absolument convergente dans la formule de Perron. 

Posons 

S (X1, X2, X3) : = M M M 1 

*<cxi y<:x2 z^x3 
(x,y,z)eEoo 

de sorte que V(X) = S(X, X, X). Pour évaluer S(X, X, X), nous considérons tout 
d'abord 

(9) M = M(XUX2,X3):= 
•Xi 

î 

CX2 

1 

>x3 

1 
S(UMW)dWdV dU 

lorsque I i x  I 2 x  x 3 i. e. lorsqu'il existe des constantes absolues c\ > 0 et C2 > 0 
telles que c\X\ ^ X2, x3 ^  C2X1. 

Pour passer d'une évaluation de M à 5, nous introduisons un opérateur 7 défini 
de l'ensemble des fonctions à trois variables £3 dans l'ensemble des fonctions à deux 
variables £2 • 

(7f)(X,Y) := f (Y,Y,Y) - f(X,Y,Y) 

Vf) : 
-f(Y,X,Y) - f(Y,Y,X) 
+ f(Y,X,X) + f(X,Y,X) 
+ f(X,X,Y) - f(X,X,X). 

L'introduction de cet outil permet de minimiser le terme d'erreur dans S. Nous avons 
rassemblé dans le lemme suivant les propriétés de 7 dont nous aurons besoin. 

Lemme 2.2. — (i) Soit une fonction f £ E^de classe Cs. On a 

(7f)(X,Y) = 
X1 

X 

X2 

X 

X3 

X 

A3 F 

dXxdX2dXz 
(Xi, X2, X% ) àX\ Ò.X2 àX2 

« I F - X I 3 sup 
x,e\x,Y] 

x2,x3e[x,Y] 

d3f 
dXrdX2dXz 

(Xi,X2,X3) 

(ii) Soit une fonction f G £ 3 de classe C4. On a 

(7f)(X,Y) = (Y-X)z-
A3 F 

dXxdX2dXz 
(X,X,X) 

+ 0 | F - X | 4 E 
{i,j,fc}={l,2,3} 

sup 
X-, G\X.Y1 

Xo,Xo€[X,Y] 

d4f 
OXfdXidXk 

•(Xi,X2,Xo) 
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(iii) Soient fi, /2 , / 3 des fonctions d'une seule variable et f G £ 3 définie par 
f(XuX2,X3) = fi(X1)f2(X2)f3(X3). On a 

(7f)(X, Y) = (A(y ) -  MXMMY) -  f2(X))(h(Y) - h(X)). 

(iv) Pour H ^ X, on a 

(7M)(X-H,X) ^HSS(X,X,X) ^ (7M)(X,X + H). 

Démonstration. — Les trois premiers points reposent sur des notions de base de 
calcul différentiel. Le quatrième se déduit de la croissance de S(Xi,X2,X3) par 
rapport à chaque variable et de la formule 

(7M)(X,X + H) = 
X+H 

X 

X+H 

'x 

X+H 

X 
S(U,V,W)dWdVdU. 

Proposition 2.3. — Pour i = 1,2,3, soient Xi G [1, 00[. Soit 

H:= max{\Xi-X\}. 
i 

// existe un polynôme P de W[X\,X2,Xz\ de degré total égal à 6, une constante 
c> 0 et une fonction R E £3 tels que Von ait Vestimation 

M(XUX2,X3) = X 4 / 3X 4 / 3X3 4 / 3P(logXx,logX 2 , logX 3) 
(10) 

+ R(X1,X2,XS) 

avec pour e > 0 suffisamment petit et 1 ̂  H < \X 

(11) 
(7R)(X,X + H) 
(7R)(X-H,X) 

« X4"1/2" 5 + #4(logX)7 +  H3X7'8exp{-cN{X)}. 

De plus, la somme des coefficients des monômes de P de degré total égale à 6 est 
égale à (|)**C où C est la constante définie dans Vénoncé du Théorème 1.1. 

Remarque 2.4. — On peut montrer, sans avoir recours à l'opérateur T, que 

R{XUX2,XZ) < X7/sexp{-cN(X)} 

lorsque X\ x X2 x X 3 x X. Mais cela ne donnerait qu'une forme affaiblie du 
Théorème 1 avec un exposant §| au lieu de | . Cela justifie l'utilisation de l'opérateur 
7. 

En utilisant le Lemme 2.2 nous montrons qu'il suffit d'établir la Proposition 2.3 
pour démontrer le Théorème 1.1. 
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Lemme 2.5. — La Proposition 2.3 implique le Théorème 1.1 avec Q défini par la 
relation 
(12) 

XQ(\ogX) = 
d3 

dXldX2dXz 
(X^X^ X^ Pi ìog Xu log X2, log X3)) 

xe=x-

De plus, on vérifie que le coefficient dominant de Q est égal àC oùC est la constante 
définie dans l'énoncé du Théorème. 

Démonstration du Lemme 2.5. — En utilisant le Lemme 2.2 et la Proposition 2.3, 
on obtient 

(7M)(X,X + H) 

= H3 
d3 

8XidX2dX3 
(XÌ/óXÌ/óX?óP(logXl,logX2,\ogX3)) x(=x 

+ (7R)(X,X + H) + 0{H4(logX)6). 

Au vu de (12) et (11), on a pour e > 0 suffisamment petit 

•CJM)(X,X + H) 
H* 

-XQQogX) 

= 0{H(\ogXy + (X/HYX1-1'2-* + X7'*exp{-cN(X)} . 

On a la même estimation pour (7M)(X — H, X)/H3. Le point (iv) du Lemme 2.2 
fournit alors 

S(X,X,X) - XQ(logX) < H(logX)7 + {X/HfX1-1!2-6 
+ X7/8exv{-cN(X)\. 

On conclut la démonstration en prenant 

H = 
X 7/8 

(logX)7 
exp{-cN(X)\. 

2.2. Application de la formule de Perron. — Nous commençons l'évaluation de 
M en appliquant successivement trois fois la formule de Perron. 

Lemme 2.6. — Lorsque \X ^ Xi < |X, Tj ^ \ et m — \ ^ 1/ log X, on a 

M = 1 
(2iri)3 

Ki+m K2+m K3+iT3 

K\—iT\ K2—ÌT2 K3—ÌT3 

F(si,s2,s3) 
Wl+1 Vs2+1 V*3+l Ai vVo yV o ds3 ds2 dsi 
Si (Si +  1)S2 S2 + 1 S3 S3 + D (13) 

+ 0 X4 
(logX)9 
mini Ti 
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UNE SURFACE CUBIQUE SINGULIÈRE 59 

avec 
F(s1,s2,s3) = ((3sx)<;(3s2)Ç(3ss) 

(14) x n 
p 

1 + E 
{tj,*}={l,2,3} 

(1 _p-3afc^-2ai-*j _^-35i-352-3s 3 

Remarque 2.7. — Le terme d'erreur de (13) sera englobé dans celui de la Proposi­
tion 2.3 dès que T ^ Xll2+£. 

La fonction F est étudiée à la sous-section 3.2. 

Démonstration du Lemme 2.6. — Nous calculons tout d'abord 

F(si,s2,ss) = E 
(x,y,z)eEoo 

1 
x,y,z)eE 

pour fàesi > 1/3 où i  = 1,2,3. On remarque que cette somme est absolument 
convergente lorsque fâesi ^ n > 1/3. En effet, on a 

E 
(x,y,z)eEoo 

1 

xSlvS2z*3 
< 

OO 

t=l 

d3(t3) 
3A1 <K 1 

où l'on a utilisé la notation classique ds(t) := card{(ti, ¿2, £3) G N3 : t1t2t3 = t}. 
L'équivalence (7) permet d'écrire F sous la forme d'un produit eulérien. Notant 

J := {(ni, 7̂ 2,̂ 3) G N3 : ni + n2 + n3 = 0 (mod3), n^n^ = 0}, 

on a 

F(si,s2,s3) = n 
P 

E 
(ni,n2,n3)GJ 

p-niSi-n2S2-ri3S3 

Pour calculer la somme sur J, on scinde cet ensemble en une partition de dix en­
sembles. Nous posons 

Ji,j,k ~ {(ni,n2,m) G N3 : щ = 2 (mod3), щ = 1 (mod3), nk = 0} 
J'o := {(nbn2,n3) G N3 : n3 G 3N, ni = 0, n2 = 0}, 
J{ := {(ni,n2,n3) G N3 : m G 3N*, n3 G 3N, n2 = 0}, 
J2 := {(nbn2,n3) G N3 : n2 G 3N*, n3 G 3N, щ = О}, 
J3 := {(ni,n2,n3) G N3 : щ G 3N*, n2 G 3N*, n3 = 0}. 
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Un simple calcul fournit 

E 
(ni,7l2,n3)eJi,j,lfe 

p-niSl-n2S2-n3S3 _ 
P -2S 6ASj 

(1 -p-3»i)(l _p-3«i) ' 

E 
(ni,n2,n3)6J2 

p-niSl-n2S2-n3S3 
1 

(1 -p-3*3): 

E 
(ni,n2,n3)eJ! 

p-niSl-n2S2-n3S3 _ 
p-3»i 

(1 -p-3si)(l -p-3s3): 

E 
(ni,n2,n3)6J2 

-ni*l-n2*2-n3*3 _ p-3*2 
1 _p-3*2)(l _p -3»3) ' 

E 
(ni,n2,n3)€J3 

-niSi-ri252-n353 _ p~3si-3s2 
(1 _p-3»i)n _p-3s2) 

En faisant la somme de ces quantités, nous obtenons 

E 
(ni,7l2,n3)EJ 

p-niSi-n2S2-ri3S3 

1 + £{»J,*}=f 1,2,3} (1 _ p-^sk^p-2si-Sj _ p-Ssi-Ss2-Ss3 

(1 -p-3*l)(l -p-3*2)(l _p-3«3) 
ce qui fournit l'expression voulue de F(si, S2> 53)-

Pour 5fte Si = /c», (i € {1,2,3}) vérifiant les hypothèses du lemme, on a la majo­
ration 

(15) |F(5i,52,53)|<<(logX)9. 

En appliquant trois fois la formule de Perron, nous obtenons 

M = 
1 

2TTÌ)3 

"«1+200 

Kl— 200 

'«2+ÎOO 

K2—ÌOO 

x123a 

«3— ¿00 
^(«1,32,53) 

xrSl+1 Y-52 + 1 V53 + l -Ai A n - A Q d$3 d̂ 2 dsi 

Sl(Si + 1)52(52 +  1)53(53 + 1) 
On déduit de (15) l'estimation du Lemme 2.6. 

Nous appliquons le Lemme 2.6 en prenant 

(16) «i = | + 25/ log X, «2 = f + 5/ log A, « 3 = ± + 1/ log X, 
Ti = T, T2 = 3T, T3 = 9T, ±X < Xi < |X. 

Dans toute la suite de ce travail, nous utilisons un paramètre e > 0 aussi petit qu'il est 
nécessaire. On note S := \ — e e]0, \ [. Nous utiliserons aussi la notation classique 

ai = SRe5i, Ti = Qmsi. 

Pour estimer l'intégrale triple du Lemme 2.6, nous décalons successivement vers 
la gauche les droites d'intégration en appliquant le théorème des résidus. Nous avons 
à faire face à deux sortes de problèmes. L'un est de calculer les résidus des pôles 
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rencontrés ; l'autre est de montrer que la contribution de certains contours peut être 
englobée par le terme d'erreur (11). 

3. Applicatio n du théorème des résidus 
3.1. Préliminaires . — Nous aurons besoin d'une majoration de la fonction £ de 
Riemann dans la bande fies G [0,1]. 

Lemme 3.1. — (i) Soit e > 0. Pour a G +oo[ et \G + ir — 1| ^ 1/ log X, on a 

(17) |C(<7 + iT)\ «£ (logX)(l + |r|)ma *{(l-*)/3+£,0}< 

Pour G G [0, \], on a 

(18) |C(a + ir) |«£ ( l +  |r| ) 
(3-4(7) 

6 +E 

(ii) Il existe une constante CQ > 0 telle que la fonction Ç n 'admette pas de zéro 
dans la région définie par 

o>l- co(log( M +  3))-2/3(log2(|r| + 3))"1/3. 

Dans cette région, on a 

l/CW «  (log(|r | + 3))2/3(log2(|r| + 3))1/3. 

Pour une démonstration du Lemme 3.1 (i), nous renvoyons le lecteur au livre de 
Tenenbaum [T95], théorème II.3.6. On peut trouver une démonstration détaillée de 
la majoration de Korobov et Vinogradov énoncée au point (ii) dans le chapitre 6 du 
livre d'Ivic [185]. 

Nous énonçons, sous la forme d'un lemme, un résultat de nature purement tech­
nique afin de pouvoir s'y référer ultérieurement 

Lemme 3.2. — (i) Soit /3 G [0,1] et e > 0. On a pour 1 < H < X et G G [0,2] la 
majoration 

(19) | (X + H)a+iT+1 - xc+iT+11 < XA+1 (M + i)-
H 

' X 

0 

(ii) Soient a ^ 0, b ^ 0 tels que \a + 2b > 1. // existe eo > 0 tel que pour chaque 
e E]0, £Q] on ait uniformément pour 1 ̂  H ^ X la majoration 

(20) 
H 
X, 

a x~b < H 
x 

v 4 (ni,n2,n3 

Démonstration. — La partie à majorer est inférieure à la fois à Xa+l et à 

X^(\T\ + 1)(H/X). 

En prenant le produit du premier majorant pris à la puissance 1 — (3 et du second pris 
à la puissance /3, on obtient le majorant annoncé. 
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La majoration (20) peut se démontrer en distinguant le cas X 1/2 ̂  (H/X)4 et 
le cas (H/X)4 ^X~1/2. • 

3.2. Étud e de F(si, S2,53). — Soit G la fonction définie implicitement par 

(21) 
^(51,52,53) =  C(353)C(5 3 + 2S2)C(253 + 52)((53 + 2si)C(2s3 + 5X) 

X C(382)C(35i)C(52 + 28i)C(282 + 5i)G(5i, 52, 53). 

On peut écrire 

(22) G(Sl,s2,s3) = H{l + A(p-s\p-^,p-^)) 
P 

où A est un polynôme en trois variables qui est une somme de monômes qui sont 
chacun de degré total supérieur à 6. À partir d'une expression de A, on affirme que la 
fonction G est une fonction holomorphe en 53 pour ífte 83 > ^ pour si et s2 fixés tels 
que ífte si — K\, ifte s2 — n2. La fonction 53 i-» F(s\, s2,83) est donc méromorphe 
sur le demi-plan !Re 53 > ^ et admet cinq pôles : 

(23) ^i(5i>52 ) := 5,^2(51,52) := 5 - \s2, ̂ 3(̂ 1,52 ) := §  - ¿5i, 
1*4(51,82) := 1 - 2s2, i¿5(5i, s2) := 1 -  25X , 

d'ordre de multiplicité égal à 1. Nos hypothèses sur K2 et n\ permettent d'affirmer 
que tous les pôles U{ sont distincts. Il est aussi intéressant de noter que 

-F(5l,52,53) =  F(Si,Sj,Sk) 

lorsque {i, j,k} = {1,2,3}. La constante 

(24) G ( J , 1 , i ) _ n { ( l - i ) T ( l +  î  +  £ ) } 

est le produit eulérien apparaissant dans la définition de la constante C du Théorème 
1.1. 

On aura également besoin d'une bonne majoration de F(si, s2,83) sur les lignes 
verticales. Le Lemme 3.1 fournit lorsque 

0"1=«1Î CT 2 =  ^2 , O 3 G [g - ¿,AC3], |53 - l¿i(5i,52)| ^ 1/log-X", 

la majoration 

(25) |F(5i,52,53)| « (logX)9(l + |TS|)Ï (1 + N  + |ri |) ï(l + |r3 | + \T2\)\. 
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3.3. Première application du théorème des résidus. — Nous appliquons une pre­
mière fois le théorème des résidus pour estimer la quantité M(Xi, X2, X3). 

Lemme 3.3. — Nous nous plaçons sous les hypothèses (16). // existe une fonction 
Ro 6 £ 3 vérifiant 

(26) 
(7Ro){X,X + H)' 
(7R0)(X-H,X) 

« x4-1'2-* + H4. 

telle que 

(27) 

1 

2 (xi)3 

m+iT K2+3¿T K3+9ÌT 

Ki-iT K2-3iT K3-9ÌT 

F(s1,s2,ss) 
51 (Si + 1)S2(S2 + 1) (I83 CI82 dsi 
51 (Si + 1)S2(S2 + 1)53(53 + 1) 

5 
E 
i=l 

Mi(Xl,X2,X3)+R0(X1,X2,X3) + O X4 
(logX)9 

TV« 
avec 

*Ì(S1,*2) 52) := |C( | + 2s2)C(§ + s2)C(3s2)C(| + 2si)C(| + *i)C(3*i) 
x C(s2 + 2Sl)C(252 + si)G(si, 52, §), 

F2(si,«2) := K( - I s2 +  |)C («i - S 2 + 1)C(|«2 + |K (2si - §*2 + \) 
x C(3s2)C(35i)C(s2 + 25l)C(2s2 + s1 g35a S2, § - ^2) , 

F3(si,s2) := ̂ 2(̂ 2 , si), 
F4(si,s2) :=2F2(Sl,l-2s2), 
F5(5i,s2) :=F4(s2,si) = 2F2(s2,l-2Sl), 

et 

M, (X1, X2, X3) 

- = 
1 

(2mY 

Ki+iT 

'Ki-iT 

K2+3ÌT 

K2-3ÌT 

Fifa, s2)X%i(si'S2)+1X¥+1Xî1+1 ds2 dS! 

Mslis2)№(si,S2) + 1)52(52 + l)Sl(s l +  1) 
Remarque 3.4. — Par commodité, nous ne préciserons pas dans la démonstration la 
dépendance en X\, X2, X3 des M¿ (Xi, X2, X3 ). 

Démonstration. — Nous décalons la droite d'intégration de l'abscisse ̂ 3 jusqu'à 
l'abscisse \ — Nous appliquons le théorème des résidus au contour CO(KS) joignant 
les points d'affixe 

K3 - 9¿T, Kz + 9¿T, \ - S + 9tT, § - í - 9tT, KZ - 9iT. 

Pour majorer la contribution sur les droites horizontales, on utilise la formule issue 
de (25) 

m5l ,52,53)|«(logX)9(l+T)6 
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valable lorsque 

ai =  «i , <7 2 =  «2 , ̂ 3 e [| - «3], N ^ 9T, |r2 | < 3T, |n | ^  T . 

Il vient 

1 
(27Ti)3 

(Si + 1) 

Ki-iT 

(Si + 1) 

At2-3zT 

(Si + 1) 

5(Si + 1) 
^(5l,52,53) Al 1+ A21+ A3 (I83 d52 d̂ i 

5i (5i + 1)52(52 +  1)53(53 +  1) 

5 
E 
i = 1 

Mi(X1,X2,X3) + R0(X1,X2,Xs) + C X4 
(logX)9 

Ti/6 

où l'on a posé 

Ro(Xi,x2lXz) 

1 
(27T2)3 

m+iTK2+3iT 1+ 19z5 

Ki-iT /c2-3iT n 1 + 9xa5 
51 (Si + 1)S2 

VSi+l xr52 + l V53 + l 
Al ^ 2 A 3 

d53 d52 d5i 
5i (5i + 1)52(52 +  1)53(53 +  1) 

Il reste à établir (26). Le Lemme 2.2(H) implique 

(7Ro)(X,X + H) 

1 
(2TTZ)3 

51 (Si + 1)S2 51 (Si + 1)S2 

Ki-iT K2-ZÏT \-6-9iT 

^(51,52,53)" rx,x+H(si, 52 , 53) d53 d52 d5i 
51 (5l + 1)52(52 +  1)53(53 +  1) 

avec 

rx,x+H{si,S2,ss) := n 
¿€{1,2,3} 

((X + H)"i+1 -XSi+1). 

La majoration (25) de F peut s'écrire sous la forme 

F(si,52,S3)«(l0gX)9 E 
j ¿=1,2, 3 

n + i)a'J 

où les coefficients a54 , vérifient 

«i,,- e [o,i[, max • 
j 

E a1j1 
_ 5 
— 6 * 
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On en déduit 

(Ti?0)(X,X + #)<<(logX)9 

x E 
5 

T 3 T 9 T 

—T -3T -9T 

< X4-(5 (logX) 9( logT) 3 (i//X)3 3 (i//X)3 

riî=l,2,2 (hl +  i ) ,\ 2-a',j dri dr2 dr3. 

La majoration 

kx.x+n^i +  in, no + ir2, «3 + m)] 

« x4- 5 n 
¿=1,2,3 

{(\7i\ + l)(H/X)) i l-«i,j 

issue du Lemme 3.2(i) implique alors 

{7R0)(X,X+ H) < X4-(5(logX)9(logT)3(i//X)3-inax^^a^> 

<^xA-li^2£{H/xyi. 13-6 

Grâce au Lemme 3.2(ii), il vient 

(Ti?0)(x,x +  H) <  xA~\-£ +  H4 

puisque pour e suffisamment petit £ ( ^ p) + 2 ( j - 2 e ) > l . Ceci achève la démons­
tration du Lemme 3.3. • 

Il reste à évaluer les quantités M{ = M^(X, X2,X$). 

3.4. Estimatio n de M\{X\,Xi,X$). — Notons 

G1(s1,82):=G(s1,S2,L 1/3) et Hx(sx) := C(| + 2«i)C(| + *i)C(3*i) 

de sorte que 

^1(51,52) = ^l(5l)Fl(52)C(5 2 +  25i)C(252 + 5i )Gi(s1,52). 

La fonction s2 -> Gi(81,52) est une fonction holomorphe dans le demi plan 
9fte s2 > j2 lorsque SRe si ^ | et uniformément bornée lorsque Sfte 82 ^  3 — S-
La fonction 8 2 Fi(si,s2) est donc méromorphe sur le demi-plan ?Res2 > 1/12 
lorsque 5fte8i > | et admet trois pôles : 1 — 2si, \ — \s\ d'ordre de multiplicité 
égal à 1, et \ d'ordre de multiplicité égal à 3. Il est aussi intéressant de noter que 

l̂(«Sl,82) = *l($2,Si) . 
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Des deux premières majorations du Lemme 3.1, on déduit la majoration 

(28) |Fi(5i,52)|«(logX)8(l +  |r2| ) 
_7_ 
12 (1 + N +  |TI| ) 

I 
)4 

valable lorsque 

fàesi = «i, ?Res2 G [| — 5,«2]? 
(29) 

min{|52 - (1 - 25i)| , |s2 " ( è "  5*i)l> l52 " | | } ^ 1/logX 

Décalons la droite d'intégration d'abscisse n2 jusqu'à l'abscisse \ — ô. Le théorè­
me des résidus et la majoration (28) fournissent 

(30) M i =  § 
3 

E 
¿=1 

Mli(X1,X2,X3) + 9jRl0(Xl,X2,X3) + O 
X4(logX)9 

Ti/6 

avec 

-RlO(-^1)^2,^3) := 
X3/4 

(2m)2 
XSl+ 

/Ki-iT 

4-<S-M3T 

1-Ô-Î3T 
XSl+24 

XSl+ X82 ds2 dsi 
s2(s2 + l)5i(5 i + 1) 

et 

(31) 

Mn(Xi,X2,X3), 

XSl+ 

2m 

*Ki+iT 

Ki-iT 
Res 

52 = 1 — ̂ 1̂ 

•Fi(s1,s2)X?+1 

S2{S2 + 1) 

X?1+1 DS1 
sUsi + I' 

M12(Xi,X2,X3), 

x £ 
2 ^ 

Ki+iT 

XSl+ 
Res 

32 = l/2-5i/2 

XSl+ XSl+23 X?1+1 dsi 

52(S2 + l j Sl(Sl + l ) 
MulXuXiiXs) 

x4/3 
2m 

Ki+iT 

Ki-iT 
Res 

82 = 1/3 

F1(81,s2)X^+1 
s2(s2 + 1) 

X!1+1 dai 
5i(si + l ) 

Nous majorons CT.Rio(X, X + H) grâce à la majoration (28). D'après le Lemme 
2.2 et le Lemme 3.2, on a 

(7RW)(X,X + H) < X4-*(logX)9(logT)2(#/X)13/6 
« X ^ - ^ + ^ f M ) 1 3 / 6 . 

La deuxième partie du Lemme 3.2 permet d'affirmer que 

(7RW)(X,X + H) < W A - 1 / 4 " 6 + (iï/X)4) 

puisque, pour e suffisamment petit, on a l'inégalité | ( ^ ) + 2 ( | — 2e) > 1. Donc 
(XRio)(X, X + H) (ainsi que (Ti?i0)(X - H, X)) peut être englobé dans le terme 
d'erreur (11) de la Proposition 2.3. 
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Calculons maintenant les résidus apparaissant dans (31). 

Lemme 3.5. — Notant 

Fu(si) := ifTi(«i)£Ti(l - 2si)C(2 - 3*i)Gi(ai, 1 - 2Sl) 

on a 

Res 
5'2 = 1 —2si 

Fi(si,s2)X?+1-

52(S2 + 1) 
^12(31) 

(2 -2a i ) ( l -2« i ) 
\r2—2s\ A2 

Res 
52=l/2-si/2 

Filai, s2)X?+1 

S2(s2 + 1) 
1 F w è - è s i 
2 ( i _ i S l ) ( | _ | S l ) 

XSl+ 1/2 

Il existe trois fonctions gi, g2, gz holomorphes dans le demi-plan Jftesi > ^ telles 
que 

Res 
«2=1/3 

Fi(si,82)X?+1 

S2{S2 + 1) (32) 
X24/3 

XSl+ XSl+XSl+ 

(*i - è)5 
<72(si)logX2 

«1 - à)6 

53(51) 
(«1 - I )7 

avec 

XSl+ ^1(5» 5) 
48 

X 
1 
4 

92(1) = 
£1(3"' 3 ) 

48 
x 

- 5 
4 

5 3 ( | ) = 
Gl (ö, ö) 

48 
x 21 

De lorsque fàesi G [i — 5, «1], |si — i | ^ 1/ logX, on a 

(33) 

b ( * i ) l « ( l + N)ô+&/b(logX)0, 

b2 (5 i ) | « ( l + |ri|)6+5/6(logX)7, 

b ( 5 i ) | « ( l + |ril)7+5/6(logX)8. 

Démonstration du Lemme 3.5. — Le calcul des résidus en 1 — 2s\ et | — |s1 est 
direct. Nous détaillons maintenant le calcul du résidu en \ qui n'est pas immédiat. 

On a 

(34) Fi(si,s2) = \Hi(8i)Hi(s2)-
S(s2 + 2si)0(2s2 4-si) 

(a2 + 2 a i - l ) ( 2 a 2 + a i - l ) 
Gl(«l,«2) 
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où la fonction ©, définie par S(z) = Ç(z)(z — 1), est holomorphe sur C. Utilisant la 
notation v = (s2 — l/3)/(si — 1/3), nous obtenons la formule exacte 

(35) 

1 
(a2 + 2« i - l ) (2s 2 + s i - l ) 

1 
2(«i -  | ) 2 

1 - |« + %v2 + v3 19 - 30v - 12v2 ^ 
.2(2 + v)(l +2w) 

Pour alléger l'écriture des calculs, nous utilisons dans la suite la notation 

Resi/3 = Res 
«2 = 1/3 

Fl(s1,s2) X ?2+l 

S2(s2 + 1) 

La conjonction de (34) et (35) fournit 

Resi/3 = 
X2Hl(s1) 

6(*i - D 2 
Res 

«2=1/3 

XSl+12A 
s2(s2 + 1) 

-0(s 2 + 25i) 

x e(2s 2 + s i)Gi( 5 l ,s 2 ) 1 - |w + f v2 

Un développement de Taylor fournit l'existence des fonctions h\, h2, h% et h\ 
telles que 

(S2-l/ 3 f Hl (S2) 
S2(S2 + 1) 

0(s2 + 2si)6(2s 2 + si)Gi(si,s2) 

= fci(ai) + Msi)(«2 - 5) + M*i)(*2 - | ) + («2 - 3 ) M 5 i> S2J-

Pour i = 1, 2, 3, la fonction /î  est holomorphe dans le demi-plan fâesi > ^ . Pour 
3?e 5i =  «1 , la fonction 5 2 -> /14(51,5 2) est holomorphe au voisinage de 52 = | . De 
plus, /ii(|) = | G i ( l , i ) . 
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Ces notations étant introduites, nous obtenons 

(36) 

Res 
«2=1/3 

JÇ-S2-1/3 Hi(s2) 
«2(32 + 1) 

G(s2 + 2si)6(252 +  s1)G1(s1,s2) 

= lh1{s1){logX2f + h2(s1)logX2 + h3(s1), 

5 
2 

Res 
«2 = 1/3 

S2 ~ k 
XSl+ 

xr«2-l/3 
A2 

Hi(s2) 
s2(s2 + 1 

6(s2 + 2si)6(2s2 + s1) g1 (s1 a2) 

5 
2(«i - i) 

(/n(ai)logX2 + M*i)) . 

21 

4 
Res 
-2=1/3 

(«2 - \ ? 
(si - è)2 

y*2-l/3 
*2 

#l(«2) 
«2 «2 + 1 

@(«2 + 2S!)e(232 + «l)Gi(«i, S2) 

21 

4(«i - è)2 
/ÎI(SI). 

On obtient alors la relation (32) en posant 

<7i(«i) = è (s i -  !)3#i(«i)M«i) > 
92(«i) =  (« i - !)3ffi(*i) ( -  è M « i ) +  è(*i -  s)M*i)), 
<fe(*i) = (« i - 3-№(«i ) 

x (§±M*i) -  ¿(« 1 - i )M*i) + Usi ~ |)2M*i))-

La valeur de gi{\) est obtenue à partir de celle de h\{\) = 3/2 (1/2 ̂ ) et de l'équi­
valent 

>1 - l )3 # l (sl) 
(51-1/3) 

1 
6' 

Pour terminer la démonstration du Lemme 3.5, nous vérifions les majorations an­
noncées de gi qui découlent de la majoration de hi suivante 

IM*i)| < E 
0<j+k<i 

ie«)(Sl + i ) | . | e« (2S l + | ) | 

«(logX)0(log(2 +  |r1|))t( l + |T1|) 2-3£esi 

pour $les1 eH -  M  + 25/ logX], |* i - è | ^  1/logX, |n | < T. 

Pour achever l'estimation de Mi, nous évaluons maintenant successivement les 
quantités Mu grâce au Lemme 3.5. 

Commençons par étudier Mn et Mu les quantités faisant intervenir la fonction 
Fi o. Pour ce faire, nous étudions plus précisément la fonction Go définie par 

G2(*i) := G1 (s1 1 -  2*i ) - G(5i, 1 -  25i , | ). 
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La définition (22) de A permet d'affirmer que G2 s'écrit sous la forme d'un produit 
eulérien 

G2(*i) = I I C1 + A b - S p - ^ ' S p " 1 / 3 ) ) . 

Cherchons un développement de A(Zi, Z2, Z3) uniforme dans le domaine 

X> = {(Zi,Z2,Z3 ) GC3 : | Z i K l , |Z 2K1, | z 3 | < i } 
en négligeant les termes majorés par 

Ai(Zi,Z2,Z3) 

= E 
{¿,¿,fc} = {l,2,3} 

(|Z¿|3|Z/|Z,| + iZiflZ^Zfcl) + |Z1|2|Z2|2|Z3|2. 

La formule (14) implique 

l +  A(Zi,Z2,Z3 ) 

= n 
¿,¿€{1,2,3} 

(1 - Z?Z,-) 

x 1 + E 
¿,¿€{1,2,3} 

Z 2 Z E 
{¿,¿,fc} = {l,2,3} 

¿i ¿i ¿k r/Z ryZ iyZ 

= n 
¿,¿€{1,2,3} 

a-zfz.) 1 + (1+2 E 
¿,ife€{l,2,3} 

Z2Zh + 0(Al(Z1,Z2,Z3)). 

La majoration \ZfZjZ2Zk\ ^ Ai(Zi, Z2, Z3) est vérifiée dans P sauf pour (i, j) = 
(£, k). On en déduit que 

A(Zi,Z2,Z3) = - E 
¿,fc€{l,2,3} 

ZfZ2k + 0(A1(Z1,Z2,Z3)). 

En contrôlant les termes apparaissant dans l'écriture de Ai (p~Sl, p_1+2si ? p-1/3), on 
obtient l'existence d'une fonction G s holomorphe dans une bande !Re s G] | , | + 15/112 
telle que 

G2(si) = Gi(*x, 1 - 25i) = C _1(2 - 8(5 1 - |))G3(*i) 

(On note que ^ = 1823 + | ) G]§, y[) et |Cr3(si)| <C 1 dans ce domaine. 
Notant cr(r) := c0(log(|r| + 3))~2/3(log2(|r| + 3))-1/3, on déduit du lemme 3.1 

la majoration 

F12(si)<(logX)7(i + \Tl\f 5(<ri-l/3)+e 
« ( î o g x ^ d +  ini)3/ 4 (e = 1/32) 
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valable lorsque 

cri G k1 I + è + <T(TI)1 , | 5 l - | | ^ l /log X 

Le lemme 3.5 et la définition permettent d'écrire 

N 11 = 
(X1X2X3)4/3 

2m 

•Ki+iT 

KI—iT 

FuMiXdXlyi-V* 18/3 

«i(si + l ) ( l -2« i ) (2 -2« i 
dsi. 

On applique le théorème des résidus pour majorer la quantité (7Mu)(X, X + H). 
On choisit le contour C\(K\) joignant les points d'affixe 

«i - iT, «i + iT, i + i + iT, i + i + iT', i + i + i r -  (T(T') , 
i +  i  -  »7 " - CT(T'),  è  +  è  - iT', i  +  I  - iT, K I - iT, 

où T' est un paramètre. En utilisant la méthode utilisée pour majorer 7Ro, il vient 

(7Mn){X,X + H) < X7/SH3 exp 
logX 

a(T') 
+ T'-1/4N + x4 T-l/4 

On montre que ce terme est englobé par le membre de droite de (11) en choisissant 
logT' = (logX)3/5(log2 X)1^ et en prenant T > X9. 

La contribution du résidu en s2 = \ -\s\ es t estimée à l'aide de la même méthode. 
Le lemme 3.5 et (31), puis un changement de variable, fournissent 

M12 = 
(X1X2Xs)*/z 

2ni 

x1 t(1) 

Ki-iT 

lFua-hsJiXi/VXÏ)"-1'3 
2 ( i_ ISL)(4_IS l )S l (5 l + i) 

dsi 

(XiX2X3)4/3 
2ni 

1/233 a1sz"a3 

\-\K\-ÏT¡2 

F12(s1)(X2/X2Y^3 1/3 

si (s1 + 1) l - 2 a i 2 - 2 s , 
dsi. 

La seule différence avec le calcul précédent est que le pôle s\ = \ est à l'intérieur 
du contour C(\ — \K\). Il existe donc un polynôme Pu de degré égal à 6 et d'une 
fonction iîio € £3 vérifiant 

(7R12)(X,X + H) 

(7R12)(X-H,X) 
C< X7'8H3exv{-cN(X)\ + x4-V2-£ 

tels que 

(37) Mi 2 = (X1X2X3)4/3Pu(log(XÎ/X2))+R12(X1,X2,X3), 

De plus, le polynôme Pn est de degré 6 et de coefficient dominant 

(38) 
9 <?!(* , i) 

48 6! 4 
1 

24 
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Enfin pour le résidu en 52 = | , nous décalons la droite d'intégration de l'abscisse 
ni jusqu'à | — S. Le théorème des résidus implique l'existence de trois polynômes 
P12, A3, P14 tels que M13 soit égal à 

(JM,i4/3 

2m 

Ki+iT 

Ki-iT 

9l(s1)(logX2)2 
XSl+ 1/5 

g2{si)iogX2 
(si ~ i1/2 6 

9z (si) 

(si ~ è)7 
v.1+l ds 1 

s1 (s1 + 1= 

= (X1X2X3)4/3{Px2(logX1)(logX2)2 + Pi3(logXi) logX2 

+ PuQogXx)} + RuiXuX^Xt) + O X4 
dogX)8 

Tl/4 
avec 

XSl+XSl+XSl2 
(X0X,)4/3 

2ni 

x 
•1/Z-S+iT 

1/3-S-iT 
01 si logX2Y 

(si - \f) 5 
g2(sx)\ogX2 

(si ~ è)6 
9z(si) 

(si ~ I )7 

X\1+1 dsi 

si S l + 1 
De plus, Pi2 est de degré 4, P13 de degré 5, P14 de degré 6, et 

(39) 

le coefficient dominant de Pi2 est 
9 

4! 4 
9i(l) 

9 G i ( U ) 
48 6! 4 

15 

2 

le coefficient dominant de P13 est 
9 

5! 4 
92(1) = 

9 G i ( U ) 
48 6! 4 

-15 
2 

le coefficient dominant de P14 est 
9 

6!4' 
98 183 = 

9 Gi(i ) 
48 6! 4 

21 
8 ' 

On majore 7Rn par la méthode utilisée pour 7RQ. On déduit des majorations 
(33) que 

(7R13)(X,X + H) 

<#2X2/3(logX)8 
-T 

-T 

UX A- H-)4/3-5+iT! XSl1/3 +1/2 
(ri +  1)2-V6 dri 

« X4-s(H/X)n^(logX)s(logT). 

Le Lemme 3.2(ii) permet alors d'affirmer que 

(40) (7Ri3)(X, X + tf) « 4 + X4-1/2-8. 

En sommant les Mu, on en déduit que 

(41) Mi = (XiX2X3)4/3Pi (log Xi, log X2) 

+ R1(XuX2,X3) + 0 
X4(logX)9 

rpl/6 
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avec 

P1(X1,X2) := | ( P n № - \X2) + P12{Xx)Xl + Pn(X1)X2 + Pu(Xi)) 

et 

Ri '•= f-Rio + f Mu + I-R12 + f-Ri3-

La fonction i?i satisfait bien à (11). La somme des coefficients des monômes appa­
raissant dans l'écriture de P\ de degré total égal à 6 se déduit alors facilement de 
(38), (39) et (24). Elle est égale à 

31 
12 

3 
4 

. 3 
C. 

3.5. Estimatio n de M2(Xy,X2,Xz). — Notons 

H2{s2) := C(3s2)C(-f *2 + §)C(f s2 + \) 

de sorte que 

F2(si,s2) : = hHoUoKisi - s2 + l)C (2e, -  Ь2 + è) 
x C(3si)C(s2 + 2s!)C(2s2 + si)G(si,s2, \ -  b2) . 

Nous intégrons d'abord par rapport à la variable s\ ce qui fournit des résidus unique­
ment d'ordre de multiplicité égal à 1. La fonction s\ -> G(si, s2, \ — ̂ 52 ) est une 
fonction holomorphe dans le demi-plan 5fte s\ > ^ pour 52 fixé tel que $?e s2 = K2. 
La fonction si \-> ̂ 2(^1,52 ) est donc méromorphe sur le demi-plan Jfte si > ^ et 
admet cinq pôles : 

vi(52) : = 3> 2̂(̂ 2) ~  è  ~ è52, 3̂(52) : = 1 -  252 , 
v4{s2) : = 52, V5{s2) := \s2 + \ 

d'ordre de multiplicité égal à 1. Les pôles sont tous distincts d'après la taille relative 
de KI et K2 . 

On déduit de (17) une majoration de F2(si,s2). Lorsque 

5Re52 = «2, №esi G [l - <J,«i] , |ri | <  T, min{|5i -  Vi(s2)\} > l/logX, 
on a 

(42) |JM*i,«2)1 « (logX)9(l + |n | + N ) 1 / ^ ! + Inl)1/3. 

On applique le théorème des résidus au contour C2(K\) joignant les points d'affixe 

KI + iT, K I + 9*T, l~S + 9*T, 3-8- 9*T, «i - 9*T, K X -  iT, K x + iT. 
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Grâce à (42), on obtient 

M2 = 1 
(2x 3)2 

K2+3iT Ki+iT 

K2-3iT Kl-iT 

F2(sus2) XÎ1+1X?+1X3/2~S2/2 
M2i(Xx, X2, Xs) +i?2o№, x2, x3) + s2) ds2 d«i 

5 
E 
¿=1 

M2i(Xx, X2, Xs) +  i?2o№, x2, x3) +  o (l0gX)9; X4 
T1/6 

avec 

^21Ы •= |^12(| -XSl+XSl+12 
F22(s2) := |С(Зв2)С(-|в2 + 32)\(¡s2 + \)2G{\ - \s2,s2ì \ - \s2), 
F2Z{s2) := |F2(s2)C(3 - 6s2)C(-3s2 + 2)2 

x C(-|s2 + |)G(1 - 2s2,s2, § - *a2), 
Р24Ы := K(352)4C(|^2 + |)2C(-|^2 + |)G(e2, 82, \ - \82), 
F25(s2) := F23(l - \s2), 

M2i(XuX2,Xs) 

:= 
1 

2™ 
•«2+3iT 

(x2 3iT) 
F2i(s2) x (̂S2)+1X252+1X33/2-52/2 d52 

Vi(52)(Vi(32) + 1)52(̂ 2 + l )(t - p2)H - ±52 ) 
et 

#20(^1,^2,^3) 

:= 
1 

(27Ti)2 
»/t2+3zT 

t2-3iT 

•l/3-<5+iT 

1/3-ô-iT 

F2(su 82) X{^1X?+1Xl,2-S2,z às2 d*i 
5l (5i + 1)52(52 + l)( è "  k*2){% ~ ^2) 

On majore 7R2o par la méthode utilisée pour Ti?o- On déduit des majorations 
(42) et du lemme 3.2(ii) que 

(7R2o)(X,X + H) 

(43) 
<<if2x2/3(1 x) 9 

T 

-T 

|(x +  #)4/3-*+iTi jf4/3-<ï+ZTi 

(n + 1)2-5/6 
dri 

« x 4-d(H/x)l^aogX)9(\ogT) 
^H4 + X4-^2-£. 

Pour terminer le calcul lié à 1*2(51,52), il reste à estimer les M2â(Xi,X2,X3). 
Comme pour les étapes précédentes, cela se fait en appliquant le théorème des résidus 
grâce aux majorations connues sur les valeurs de la fonction (. Pour estimer M2i, on 
peut se reporter à l'estimation de Fi2. 
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Pour M23, on décale la droite d'intégration à droite jusque | -h \8 et on utilise la 
majoration 

F2z{s2)<^{\ogX)\l + \r2\)ll2 

valable lorsque (J2  ̂[̂ 2, | +  1/2 
Pour M24, on décale la droite d'intégration à droite jusquà 1/2 — 2/3 et on utilise la 

majoration 

F23(52)«(l0gX)7(l +  |T2|)5/6 
valable lorsque o2 G [\ — n2]. 

L'estimation de M25 est traitée comme celle de M23. 
Nous ne détaillons que l'évaluation de M22. Posant £ := logX 2 — ^logXi — 

| log X3, on peut écrire 

M22 = 
F„(S,)e^- i/3) 

2m 

(k9 + 3it) 

K2-SiT 

F„(S, )e^- i /3) 
(è-è*2)2(î-è*2)2*2(«2 +  l ) 

ds2. 

L'estimation 

1̂ 22(̂ 2)1 «(logX)7, 1^22(^2)1 = k2) 
et le développement 

e^2-l/3) =  !  + E(s2 _ 1  ) + 1£2(S 2 _ i)2 + l_e{s2 _ 1) 3 + 0(|I|4|A A _  1 14} 

(uniforme puisque e' f(»e «2-1/3) <C 1), fournissent 

M22 - (XiXsXs)4/3 
3 

M 

3=0 
CJe + R22(X1,X2,Xs) + 0 

1^22(^2)1 = k2 
J>5 

avec 

Ci := 
1 1 

j \ 2m , 
K2 + 00 

K2—ÏOO 

P22(S2) («2 - 1/3)' 
( i - ia2)2(3 1S2)252(â 2 + 1) ds2, 

et i?22(Xi,X2,X3) X4(logX)7|£|4. Les quantités C¿ sont des constantes ne 
dépendant pas de K2. Nous remarquons que 7R22(X, X + H) est une combinaison 
linéaire finie de valeurs de R22(X, X2,X3) pour lesquelles £ <C H/X. 

Il existe donc un polynôme P2 de R[X\, X2, X3] de degré total 6 et une fonction 
R2 e £ 3 satisfaisant à la majoration (11) tels que l'on ait l'estimation 

M2 = (X1X2X3)4/3P2(logX1,logX2,logX3) 

+ R2(Xl,X2,X3) + 0 
X4(logX)10 

T1/6 
De plus, la somme des coefficients des monômes de degré 6 de P2 est 

23 
12 

3> 
A. 

3 
C. 
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3.6. Estimatio n de Ms(XiJX2,Xs)» — La contribution M3 s'étudie de la même 
manière que M2 puisque 1*3(51,52 ) = l*2(52?si)- Cependant, du fait de la taille 
relative de KI et K2, le terme principal dans le résultat final est différent (Le. il ne 
suffit de changer X\ en Xi). Seuls trois pôles de s2 -> 1̂ 3(51, s2) sont contenus dans 
la bande Jfte 52 G [5 — (5, «2]. D. existe donc un polynôme P3 de R[X] de degré 6 et 
une fonction #3 G £ 3 satisfaisant à la majoration (11 ) tels que l'on ait l'estimation 

M3 = (X1X2X3)4/3P3(logX1,logX2,logX3) 

+ Rs(XuX2,Xz) + 0 
X4(logX)10^ 

Ti/6 
De plus, la somme des coefficients des monômes de degré 6 de P3 est 

1 
24 

3 

4 
3 
C. 

3.7. Estimatio n de M±(Xi,X2,X$). — La formule 

F4(si,s2) = 2* i (51,1-2*2) 

et un changement de variable en s2 impliquent 

M4 = 1 
{2mY 

Ki+iT 

Ki-iT 

CK2+ZÌT 

K2-SÌT 

F4(Sl,s2)Xsi+1X?+1Xi-2s* ds2 dsi 
S2(S2 + 1(1 "  2S2)(2 - 252)5 i (5i + 1) 

1 
(2TTÌ)2 

Ki-iT 

Ki-iT 

L-2K2+6ZT 

l-2«2-i6T 
F2(ai, S2)X1Sl+1X2d/J-S2/'X3S2+1 ds2 dsi 

(i - ±s2)(§ - ès2)s2(s 2 + l )si(«i + 1) 
La contribution de F4 s'estime donc de la même manière que celle de F2. Cepen­

dant, le terme principal diffère puisque l'abscisse 1  — 2K2 est à inférieure à | . Il existe 
donc un polynôme P4 de R[X] de degré 6 et une fonction R4 € £ 3 satisfaisant à la 
majoration (11) tels que l'on ait l'estimation 

M4 = (X1X2X3)4/3P4(logX1,logX2,logX3) 

+ JR4(X1,Xo,X,) + 0 
X4(logX)10 

Ti/6 
De plus, la somme des coefficients des monômes de degré 6 de P4 est 

3 
8 

3 

4 

3 
C. 

3.8. Estimatio n de M5(Xi,X2,X3). — La relation 1*5(51,52) = ^ ( ^ s i ) Per~ 
met de nous reporter à l'estimation du paragraphe précédent. Ici, étant donné les 
tailles relatives de ni et /̂ 2, aucun des pôles de la fonction 51 —> ^5(51,52 ) est dans 
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la bande comprise entre les deux droites d'intégration. Sous la condition T1/ 6 ^ 
X1/2^6, on a donc l'estimation 

(TM5)(X,X + # ) 

(7M*)(X -H,X) 
< X4-1/2-^ + #4(logX)7 + #3X7/8 exp{-c7V(X)}. 

En sommant les Mi et en prenant T — X9, nous achevons la démonstration de la 
Proposition 2.3. 
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