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TERME PRINCIPAL DE LA FONCTION ZETA
DES HAUTEURS ET TORSEURS UNIVERSELS

par

Emmanuel Peyre

Résumé. — Soient V une variété de Fano et H un systéme de hauteurs d’ Arakelov
définissant un accouplement entre le groupe de Picard Pic V et les points rationnels de
V avaleur dans R. Soit (x la fonction zéta associée sur Pic V' ® C. Batyrev, Manin et
Tschinkel ont conjecturé que cette fonction est holomorphe sur un céne de sommet le
faisceau anticanonique w;l. 11 est en outre possible de donner une expression conjec-
turale du terme principal de cette fonction (i au voisinage de ce sommet. Le but de ce
texte est de montrer comment cette expression conjecturale peut s’écrire naturellement
en passant aux torseurs universels au-dessus de V.

1. Introduction

Soit V' une variété projective, lisse et géométriquement integre sur un corps de
nombres k telle que H¢(V, Oy ) soit nul pour ¢ = 1 ou 2 et telle que la classe du
faisceau anticanonique w‘"/l soit a I'intérieur du cdne effectif. On suppose en outre
que les points rationnels de V' sont Zariski denses. Soit h une hauteur sur V' corres-
pondant a la donnée d’une paire (L, (||.||y)vens, ) o0t L est un fibré en droites dont la
classe est dans le cone effectif et (|.||y)vecnrs, un systtme adélique de métriques sur
L. On s’intéresse alors au comportement asymptotique de

nyn(H) = #{z € U(k) | h(z) < H}

ou U est un ouvert dense de V.
A la connaissance de 1’auteur, dans les exemples considérés a ce jour ce compor-
tement est de la forme

nyn(H) ~ CH®(log H)"™!
ot C est une constante réelle strictement positive, a > 0 et b > 1. Diverses conjec-
tures a des degrés de précision divers ont été faites sur a et b par Batyrev et Manin

Classification mathématique par sujets (1991). — Primaire 14G05; secondaires 14130, 11D72.
Mots clefs. — Torseurs universels, mesure de Tamagawa.
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260 EMMANUEL PEYRE

(cf. [FMT], [BM] et [Man]) puis, lorsque L est le faisceau anticanonique, sur C
(cf. [Pe]). Les principales familles de variétés pour lesquelles des résultats ont été
effectivement démontrés peuvent étre regroupées en deux groupes : d’une part les
intersections completes lisses de grande dimension sur Q, pour lesquelles on dispose
de la méthode du cercle (cf. [Bi], [FMT]) et d’autre part les variétés sur lesquelles
agissent des groupes algébriques avec une orbite ouverte pour lesquelles on utilise
des techniques d’analyse harmonique fine (cf. [FMT], [BT1] et [BT2]). Peu de cas
ont été traités en dehors de ces deux grands groupes, faute d’avoir une autre méthode
générale. Toutefois Salberger a montré une majoration de la forme souhaitée pour la
surface de Del Pezzo obtenue en éclatant quatre points rationnels en position géné-
rale sur PzQ, surface qui ne rentre dans aucun des deux groupes indiqués. La méthode
qu’il utilise souligne le r6le du torseur universel pour attaquer le probléme en général.

Ces torseurs universels, introduits par Colliot-Thélene et Sansuc en liaison avec les
problemes du principe de Hasse et de I’approximation faible (cf. [CTS1] et [CTS2])
apparaissent implicitement dans le cas des intersections completes lisses en tant que
cOne au-dessus de la variété ainsi que dans des démonstrations directes de la formule
asymptotique dans quelques cas particuliers de variétés toriques (cf. [Pe] et [Ro]).
Tout récemment, Salberger a démontré dans [Sa] comment la constante

#H (k,PicV)Ch(V)

ou Cp (V') a été défini dans [Pe], constante qui apparait dans la plupart des cas consi-
dérés a ce jour, pouvait s’interpréter comme somme de nombres de Tamagawa asso-
ciés aux torseurs universels ayant un point rationnel.

Le but de ce texte est similaire : il s’agit de montrer comment la conjecture actuel-
lement la plus précise sur le terme principal de la fonction z€ta des hauteurs

(u:PicV®C—C

peut s’exprimer de maniere naturelle comme passage d’une sommation sur les points
rationnels a une intégrale sur un domaine de type adélique muni d’une mesure cano-
nique.

Les outils développés permettent également d’interpréter la conjecture de Manin
raffinée sur ny , (H) pour une hauteur h associée a w;l en termes des torseurs uni-
versels.

Dans la partie 2, nous introduisons les notations qui nous sont nécessaires puis
rappelons la formule empirique obtenue pour le terme principal de la fonction zéta
des hauteurs. La partie 3 est consacrée a des rappels sur les torseurs universels. La
partie 4 décrit le relevement de divers objets a ces torseurs. Enfin la partie 5 contient
les deux résultats principaux et leurs démonstrations.
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FONCTION ZETA ET TORSEURS UNIVERSELS 261

2. Le terme principal de la fonction zéta des hauteurs

2.1. Notations. — Nous allons tout d’abord fixer un certain nombre de notations
qui seront utilisées dans 1’ensemble du texte.

Notations 2.1.1. — Pour tout corps E, on note E une cldture algébrique de E et
E? 1a clbture séparable de E dans E. Pour tout Gal(E*/E)-module discret M, on
désigne par H'(E, M) le groupe de cohomologie H'(Gal(E*/E), M).

Dans la suite £ désigne un corps de nombres, Oy, son anneau des entiers et d son
discriminant. L’ensemble des places de k est noté My, I’ensemble des places finies
My et I’ensemble des places archimédiennes M. Pour tout v € My, on note k, le
complété de k en v, |.|, la norme associée normalisée par

Yolp, Vz €ky, |2|,= INkv/Qp(x)|p.

Si v appartient a2 My, O, désigne I’anneau des entiers de k, et F, le corps résiduel.
Pour tout v de M, tel que [k, : R] = 2, on fixe un isomorphisme de k, sur C.
Pour toute place v, la mesure de Haar dz, sur k, est normalisée comme dans [We,
§ 2.1.1]; autrement dit,

- siv € My, alors fov dz, =1,
- si ky = R, alors dx,, est la mesure de Lebesgue usuelle,
- sik, =C,alors dz, =1idzdz = 2dxdy.

Soit #" un schéma sur un anneau A. Alors pour toute A-algébre B, ¥ (B) désigne
I’ensemble Homgpec 4(Spec B, ¥) et ¥ g le produit ¥ Xgpec 4 Spec B. Si V' est
défini sur k et v € My, on note V,, le schéma Vj,, .

SiV est une variété lisse sur un corps F, son groupe de Picard est noté Pic V, son
groupe de Neron-Severi NS(V') et son faisceau canonique wy . On note également
Cesr(V') le cone dans NS(V') ®z R engendré par les classes de diviseurs effectifs. Si
V est une variété sur k, V (Ay) désigne I’espace adélique associé (cf. [We, § 1]).

Si A est une partie de B, on note 1 4 sa fonction indicatrice.

Hypotheses 1. — Dans la suite V' désigne une variété projective, lisse et géométri-
quement integre sur k qui satisfait les conditions suivantes :

(i) HY(V,0y) =0pouri = 1ou?2,

(i) PicV = NSV est sans torsion,
(iii) wy," appartient 2 I'intérieur du cone Ceg (V) et
(iv) V' (k) est Zariski dense dans V.

Ces hypotheses suffisent pour définir les objets décrits dans [Pe]. Toutefois nous
serons amenés par la suite a supposer que la variété vérifie d’autres conditions plus
techniques.
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262 EMMANUEL PEYRE

2.2. Hauteurs. — Dans la suite nous utiliserons les hauteurs d’ Arakelov qui sont
définies de la maniére suivante :

Définitions 2.2.1. — Soit X une variété projective, lisse et géométriquement integre
sur k, L un faisceau inversible sur X . Pour toute place v de k, une métrique v-adique
sur L est une application qui a tout point z de X (k,) associe une norme ||.||,, sur
L(z) = Ly ®oy, kv de sorte que pour tout ouvert W de X et toute section s de L
sur W I’application

z = ls(2)ll,

soit continue.

Une métrique adélique sur L est une famille de métriques (||.||y)vens, de sorte
qu’il existe un ensemble fini S C My, un modele projectif et lisse 2~ de X sur
Os et un modele . de L sur 2 de sorte que pour tout v € My — S, pour tout
z € X(ky), correspondant a & € 2 (0,), la norme ||.||, sur L(x) soit définie a
’aide d’un générateur yo du O,-module de rang un 7*(.%) par la formule

4

Yo

Une hauteur d’Arakelov h sur X est la donnée d’une pdire (L, (||.||v)ven, ) ot L
est un fibré en droites et (||.||,)yens, une métrique adélique sur le fibré en droites L.
Si h est une hauteur sur X et si = est un point rationnel de X, alors la hauteur de x
relativement a h est définie par

hz) = [T ls(2)l;"

VEM],

Vy € L(z), |y, =

v

ou s est une section de L sur un voisinage de x avec s(z) # 0. Par la formule du
produit cela est indépendant du choix de la section.
Pour tout sous-espace constructible W de V' et tout H > 0 on pose

nwn(H) = #{c € W(k) | he) < H} < +oo.

Remarques 2.2.1. — (i) Si [L] appartient a 'intérieur du cone effectif, alors il
existe un ouvert non vide U de X tel que n; 1, (H) soit fini pour tout H.
(ii) On a une notion évidente de produit tensoriel de hauteurs et

Vo € X(k), h ® ho(z) = hy(2)ha(2).

2.3. Mesures de Tamagawa. — Nous allons maintenant rappeler comment toute
métrique adélique sur wy,' définit une mesure sur V (Ay).

Notations 2.3.1. — Soit h = (w‘jl, (IIllv)ven, ) une hauteur sur V. Pour toute
place v de k, on lui associe la mesure wy, , sur V(k,) définie par la relation (cf.
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FONCTION ZETA ET TORSEURS UNIVERSELS 263

[Wel, [Pe, § 2.2.1])

0 0
2.3.1 Why =||l=— A" A=—| dr1y...dx
( ) h,v ‘ 8:1:1 8.’L'n ) 1,0 n,v
ol 1, ...,x, sont des coordonnées locales analytiques au voisinage d’un point x de

V(ky) et aizl ARERWAY % est vu comme section locale de w‘“,l.

Comme dans [Pe, Lemme 2.1.1], il existe un ensemble fini de places So C My
et un modele projectif et lisse ¥ de V sur Og, dont les fibres sont géométriquement
intégres et tel que, pour tout p € My — Sy, il existe un isomorphisme de Pic(V) sur
Pic("//Fp) compatible aux actions des groupes de Galois et tel que pour tout nombre
premier ! non divisible par p la partie /-primaire du groupe de Brauer Br(“//Fp) soit
finie.

On considere alors les termes locaux de la fonction L associée a Pic V, définis

pour toute place p € My — Sp par

1

Ly(s, Pic V) =
p(s, PicV) Det(1 — (#Fy)—* Fr, | Pic /g, ® Q)

ou Fry, désigne le Frobenius géométrique en p. La fonction L globale est alors définie
par le produit eulérien
Lsy(s,PicV) =[] Ly(s,PicV).
peEM f -So
Comme dans [Pe, lemme 2.2.5], on montre que ce produit converge absolument pour
Res > 1 et s’étend en une fonction méromorphe sur C avec un pole d’ordre ¢ =

rgPicV en 1.
On utilise les facteurs de convergences (\y)yens, définis par

v =

N\ = L,(1,PicV) siv € My — S,
1 sinon.

I1 résulte alors des conjectures de Weil démontrées par Deligne que la mesure adéli-
que Hve M, Ay lwhvv converge (cf. [Pe, proposition 2.2.2]).

Remarque 2.3.1. — 1l est également possible d’utiliser la série L associée au groupe
de cohomologie H ézt(V, Q:(1)) comme le propose Swinnerton-Dyer dans [S-D].

Définition 2.3.2. — Avec les notations qui précedent, la mesure de Tamagawa asso-
ciée a h est donnée par

— 1
_ . t . -1
wp = (}l_rg(s —1)"Ls, (s, Pic V)) i EIMI Ay Whyps
VEMy,

ou t est le rang de Pic V. Elle est indépendante du choix de Sp.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



264 EMMANUEL PEYRE

On pose également

Ta(V) = wy (V (k).

2.4. Notions de répartition. — Une des premieres questions qu’on est amené a
se poser lorsqu’on étudie le comportement asymptotique du nombre de points de
hauteur bornée sur une variété est la question de la répartition asymptotique des points
rationnels. Ce phénomene peut étre considéré a différents niveaux de précision.

La notion la plus stricte, introduite par Manin, est celle de sous-variété accumula-
trice.

Définition 2.4.1. — Soit F' un sous-espace constructible de V. Alors pour toute hau-
teur h = (L, (||.]|lv)vens, ) avec [L] appartenant a Iintérieur du cone Ceg(V'), on note

ap(L) = H@m log(rnpn(H))/log H < +o00

qui donne la puissance de H apparaissant dans le comportement asymptotique de
npp(H).

Un fermé irréductible F' de V est dit L-accumulateur (ou simplement accumula-
teur quand L = w‘_,l) si et seulement si, pour tout ouvert non vide W de F, il existe
un ouvert non vide U de V avec aw (L) > ay(L).

Remarques 2.4.1. — (i) Par [BM, proposition 1.4.a], le fait d’étre L-accumulateur
ne dépend pas du choix de ]la métrique adélique sur L.

(i1) A la connaissance de I’auteur, dans les exemples étudiés a ce jour, si [w‘_,l]
appartient a I’intérieur de Cegr(V'), le complémentaire des sous-variétés [L]-accumu-
latrices dans V' est un ouvert de Zariski non vide de V.

(ii1) Batyrev et Manin ont défini dans [BM, §2.5] une notion de sous-variété géo-
métriquement accumulatrice de la maniere suivante : on considére pour toute sous-
variété irréductible F’ de V, une normalisation F' de F' d’ouvert lisse Fg ;si ¢ : Fg —
V' est I’application induite, on pose

(L) = inf{s,p € Z,q € Zso|T(Fo, ¢ (L)®? @ wi) # {0}}

et la sous-variété est dite géométriquement accumulatrice si a%~ (L) > a3;°(L). Il est
envisageable que les deux notions coincident lorsque le corps est suffisamment gros
(i.e. contient un sous-corps fixé).

En ce qui concerne les sous-variétés accumulatrices, le faisceau anticanonique ne
joue pas un role vraiment particulier. Il n’en est plus de méme lorsqu’on considere la
notion suivante :

Définition 2.4.2. — Soit h une hauteur dont le fibré est a I'intérieur de Ceg(V).
Un fermé irréductible strict F' de V' est dit modérément accumulateur pour h si et
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FONCTION ZETA ET TORSEURS UNIVERSELS 265

seulement si pour tout ouvert non vide W de F), il existe un ouvert non vide U de V
tel que

_— H

mm wal)
H—+00 nU’h(H)

Remarques 2.4.2. — (i) Si pour une hauteur h = (L, (||.||»)venm, ), pour tout ouvert

U de V et tout nombre reel B > 0

lim nyy(BH)/nyp(H) >0,
H—+o00

ce qui est Vérifi€ si ny 1, (H) est de la forme CH(log H )*~1 avec a > 0 alors un
fermé est modérément accumulateur pour h si et seulement s’il ’est pour toute hau-
teur h’ correspondant a une métrique sur L.

(ii) Il est aisé d’obtenir des variétés V telles que si [L] & Rxolw;;'], alors les sous-
variétés modérément accumulatrices pour L sont Zariski denses. Ainsi pour V' =
Pl x P} et L = O(m,m') avec m > m' > 0, toutes les fibres de la projection sur le
premier facteur sont modérément accumulatrices pour L.

(iii)) Lorsque L = w;l, on ne connait pas d’exemple ou I’on ait montré que
les sous-variétés modérément accumulatrices sont Zariski denses. Toutefois, dans le
contre-exemple a la conjecture de Batyrev et Manin sur la puissance du logarithme,
construit par Batyrev et Tschinkel dans [BT3] et qui est une variété fibrée en surfaces
cubiques, il est vraisemblable que toutes les fibres dont le groupe de Picard est de
rang 7 sur k sont faiblement accumulatrices. Or ces fibres sont Zariski denses.

iv) Si F est une sous-variété lisse et si 0 < a®°(L) < +oo, on peut également
F p g

définir bif’o(L) comme la codimension de la face du cone [wj'] + Cegr(F) contenant

a%°(L) [L)p] dans NS(F). On peut alors se poser la question de savoir si les sous-
variétés modérément accumulatrices minimales sont données par les conditions :

a8°(L) > a¥°(L),
auquel cas la sous-variété est géométriquement accumulatrice, ou
a¥°(L) = a¥°(L) et bE°(L) > 65°(L).

11 faut noter que le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel est basé sur cette idée
géométrique.

Si le complémentaire des sous-variétés modérément accumulatrices est un ouvert
de Zariski U non vide de V, ce qui semble étre assez général pour L = w(,l, lorsque
V vérifie les hypotheses 1, on peut se demander comment sont répartis les points ra-
tionnels d’un point de vue adélique. Une réponse semble étre donnée a cette question
par la notion d’équidistribution, définie dans [Pe, § 3] de la maniére suivante :
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266 EMMANUEL PEYRE

Définition 2.4.3. — On dit qu’un ouvert W de V (Ay) est bon si et seulement s’il
existe une hauteur h correspondant a une métrique sur w;l telle que wy (OW) =0
ot OW désigne W — W . Cela est alors vrai pour toute métrique.

On dit alors que les points de V' sont équidistribués sur U ouvert de Zariski de V si

et seulement s’il existe une métrique adélique sur w‘_,l telle que pour tout bon ouvert
W de V(Ay)

#{z €UK) NW |hz) S H} | wn(WNV(K)

nyn(H) wh(V (k)
H — 4+
Remarques 2.4.3. — (i) Dans [Pe], on montre que les points de V' sont équidis-

tribués sur V' si c’est une variété de drapeau généralisée, c’est-a-dire de la forme
P\G ou G est un groupe algébrique linéaire semi-simple et P un k-sous-groupe pa-
rabolique de G, ou si V' est une intersection compléte lisse définie par m polyn6mes
homogenes de degré d en N variables avec

N > 29" m(m +1)(d - 1).

(ii) Comme dans [Pe, remarque 3.1], on montre que si les points sont équidis-
tribués dans U alors cet ouvert est inclus dans le complémentaire des sous-variétés
modérément accumulatrices pour la hauteur correspondante.

On peut alors poser la question suivante :

Question 2.4.4. — Fixons une hauteur h définie par une métrique sur le faisceau
w;l. Si U, le complémentaire des sous-variétés modérément accumulatrices de V
est un ouvert de Zariski non vide, les points rationnels de V sont-ils équidistribués
dans U ?

Hypothese 2. — Dans la suite on suppose en outre que le complémentaire U des
sous-variétés modérément accumulatrices pour toute hauteur relative a w;l est un
ouvert de Zariski non vide de V.

2.5. Fonction zéta des hauteurs
Définition 2.5.1. — On note # (V') ’ensemble des classes d’isomorphismes de
hauteurs d’ Arakelov modulo la relation d’équivalence ~ engendrée par

V(Av)vem, € @ R0,
vE M},

I 2 =1= (& (- l)vers) ~ (Ly Noll-llo)vens)-
vEM},

L’ensemble (V') muni du produit tensoriel est un groupe commutatif et on a un
morphisme canonique o : (V) — Pic(V).
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FONCTION ZETA ET TORSEURS UNIVERSELS 267

On appelle systéme de hauteurs un morphisme H : PicV — (V) tel que
ooH = Idpicv.

Remargques 2.5.1. — (i) Si on se donne une base ([L;])1<i<t de PicV ® R ol
pour tout ¢, L; est un faisceau trés ample sur V et si on fixe des métriques m; sur L;
données par des bases de I'(V, Li) (cf. [Pe, page 107]), alors I’application

{[L1<i<t) = #(V)
[z] = [(Li,ma)

s’étend de maniere unlque en un systeme de hauteurs sur V.

(i) Si h = (wy, (||-|lo)vens, ) est un représentant de H([w;']), on notera, par
abus de langage, ny; gy pour ny p, wy pour wy, etc. Il faut noter que, par la formule
du produit, cela est indépendant du choix du représentant.

Définition 2.5.2 ([Ar, page 408], [FMT, §2.1]). — Soit H un systeme de hauteurs
sur V, il induit un accouplement H : PicV ® C x V (k) — C qui est I’exponentielle
d’une fonction linéaire en la premicre variable et tel que

VL € PicV, VzeV(k), H(L,z)=H(L)(x).
La fonction z€ta des hauteurs associée au systeéme H est définie par

Vs € PicV®C, (u(s)= Z H(s,z)™!
zeU(k)

qui converge absolument dans un cone ouvert de PicV ® C.

2.6. Une question optimiste
Notations 2.6.1. — Comme dans [BT1, §2.4], on utilise la fonction caractéristique
du cone effectif, qui remonte a [Ké], définie par

Vs €PicV ®C, X (s) = / (o) dy
eff(v)v

ot Ceir(V)Y est le cone dual de Cett(V), c’est-a-dire
Cett(V)Y = {z € (PicV ®R)" | Vy € Cet(V), (z,y) > 0}

et dy est la mesure de Haar sur PicV ® R normalisée par le dual du réseau naturel
de PicV @ R.

On pose également o (V) = x¢ . (v)(wy 1)/(t — 1)! ot t = rg Pic V qui coincide
avec la constante définie dans [Pe, déﬁmtlon 2.4] et, comme dans [BT1, corollary
1.4.16], B(V) = #H'(k,Pic V).

Les divers exemples connus amenent a se poser la question suivante qui est une
version raffinée d’une conjecture de Batyrev et Manin [BM, conjecture B'] :
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268 EMMANUEL PEYRE

Question 2.6.1. — Pour quelles variétés V vérifiant les hypotheses 1 et 2, existe-t-il
un systéeme de hauteurs H tel que la fonction zéta (y1 converge sur

<]

1 N N e
€ =w, +Ce(V)+iPicV®R

et tel que la fonction s — Cu(S)/Xc g (v) (S — w‘_,l) s’étende en une fonction holo-

morphe sur un ouvert contenant € et prenne la valeur S(V)1z(V) en w‘_,l ?

Remarques 2.6.2. — (i) Par un théoreme taubérien standard (cf. [BT1, theorem
3.3.2]), une réponse positive a cette question implique que

nyu(H) ~a(V)B(V)rg(V)H (log H)"! quand H — +00,

out=rgPicV.

(ii) Par [FMT, §2] et [Pe, théoreme 6.2.2], la réponse est positive si V' est une
variété de drapeaux généralisée grice aux travaux de Langlands sur les séries d’Ei-
senstein. Par [BT1] et [BT2] elle est également positive pour les variétés toriques
lisses.

(iii) Dans [BT1], Batyrev et Tschinkel donnent un exemple ou la fonction (g ne
peut pas avoir d’extension méromorphe a PicV ® C.

3. Rappels sur les torseurs universels

3.1. Les tores. — Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques notions sur les
tores algébriques ainsi que le résultat d’Ono sur leur nombre de Tamagawa.

Définition 3.1.1. — Soit E un corps. Un tore sur E est un groupe algébrique com-
mutatif 7" tel que
T = gdm?
m,E *
On dit qu’une extension F' de E déploie T si et seulement s’il existe un isomor-
phisme Tr — (Gm’p)d‘mT. Par [Ono2, proposition 1.2.1], il existe une telle ex-
tension de E' qui est séparable et finie.

Théoreme 3.1.1 (cf. [Ono2, remark 1.2.1]). — Il existe une équivalence de catégo-
ries entre les tores algébriques sur un corps E et les Gal(E® | E)-réseaux, c’est-a-
dire les Gal(E*® / E)-modules qui sont libres et de rang fini en tant que Z-modules.
Cette équivalence de catégories est donnée par le foncteur contravariant qui a T
associe le groupe des caracteres de T

X*(T) = Hompgs (Tgs, Gp,).
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Définition 3.1.2. — Soit (&;)1<i<dimT une base de X*(T') alors la forme différen-
tielle
dimT

wr = /\ & tdg;
i=1

est, au signe pres, indépendante du choix de la base. Elle est invariante sous I’action
de T et définie sur E. On I’appelle la forme canonique de T'.

Passons maintenant au cas des tores sur le corps de nombres k.

Notations 3.1.3. — Soit T un tore sur k et K une extension séparable finie qui
déploie T. Soit ¥ = Gal(k/k), X*(T), = X*(T)?, et X,(T) le 4-réseau dual
Hom(X*(T), Z).

Pour toute place v de k, soit 4, C ¥ le groupe de décomposition de v, X*(T'),
le groupe X*(T)?" et X.(T), = X,(T)?". Par abus de notations, le sous-groupe
compact maximal de T'(k,) est noté T(O,). On a alors une injection canonique (cf.
[Ono2, §2.1]).

log, : T(ky)/T(0y) = Xi(T), @R

définie par Vr € T(k,), V¢ € X*(T),, |£(r)], = &V ob g, = #F, siv e
My, qy =esik, =Retgq, = €2 sinon. Par [Ono2, §2.1], log, est un isomorphisme
si v est archimédienne, d’apres [Dr, page 449] I'image de log,, est X, (T'), si v est
finie et non ramifiée dans K/ et c’est un sous-module d’indice fini de X, (T'), dans
le cas restant.

L’espace adélique associé, T'(Ay) est, par définition, le produit restreint des T'(k,)
relativement aux 7'(0O, ).

Onnote K7 = [[,ep, T(00), W(T) = Kr NT(k) et

T (Ag) = { (rv)venm, € T(Ax) | V€ € X*(T), [ 16Cro)I =1}
vE My,

Si S est une partie finie de M}, on note

Ts(Ap) = [[T(h) x [ T(00) C T(Ap).
vES vEM—-S
Proposition 3.1.2 (Ono, [Onol, theorem 4] et [Ono2, pages 120-122])

Avec les notations qui précédent, on a alors :

(i) T(Ag)/T(Ax) = (X*(T),)" @R,

(i) T*(Ax)/T (k) est compact,
(iii) W (T') est le groupe fini des éléments de torsion dans T (k),
(iv) Il existe un ensemble fini de places S1 contenant M, tel que pour tout S

contenant Sy

Ts(Ag).T(k) = T(Ay).
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Autrement dit, il existe Sy tel que I’application naturelle
Tk) = @ XD,
vEM—S1
soit surjective,
(v) Soit S comme dans (iv) et Og ’anneau des S-entiers. On a une suite exacte

1
0= W(T) = T(0s) —=5 [ X.(T),®R
vES
et I’image de log s est un réseau du noyau du morphisme naturel

[[x@))eR - X*T){®R

vES
()‘v)veS = _S_i(lOgQU))‘v-
vES

Nous passons maintenant a la définition du nombre de Tamagawa de T'.

Notations 3.1.4. — Pour toute place v de k, soit wr,, la mesure de Haar sur T'(ky)
définie par la forme différentielle wr (cf. [We]).

Soit S un ensemble fini de places contenant les places archimédiennes, les places
ramifiées dans K /k et vérifiant I’assertion (iv) de la proposition. Pour tout v € M ;=
S, le terme local de la fonction L associé a X*(T') est défini par
. 1
~ det(1 — (#F,)~¢ Fr, | X*(T))

ol Fr, est un morphisme de Frobenius en v. La fonction L globale associée est don-
née par

Ly(s, X*(T))

Ls(s, X*(T)) = [ Lo(s,X*(T)).
veEMy—S

Comme dans [Ono2, §3.3], on utilise les facteurs de convergence
N = Ly(1,X*(T))™! siveM;—S
Y1 sinon

et on considere la mesure adélique

* -1 1
AT X*(T * -1
wp = (;1_13(3 —1)® ( )kLg(s,X (T))) —-————\/EdimT UEIMI Ay Wy
f

qui est indépendante du choix de S. En outre le réseau X *(T)Z fournit une mesure
canonique w1 sur X* (T ), ®R.. Il existe alors une unique mesure w1 sur 71 (Ay)
telle qu’on ait la formule

/T<Ak>/T1(Ak) wryr (%) /m( A fy)wri(y) = /T " fWwr(y).
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Définition 3.1.5. — Le nombre de Tamagawa de T est alors défini par
7(T) = w1 (T (Ay) /T (k)
o1 on note également w1 la mesure induite sur T (Ag)/T(k).

Notations 3.1.6. — On définit

I (k,T) = Ker(H'(k, T) = [[ H'(k,,T))
VE M},

et on pose h(T) = #H'(k, X*(T)) et i(T) = #11'(k,T).
Théoréme 3.1.3 (Ono, [Ono3, §5]). — Avec les notations ci-dessus, on a

7(T) = h(T)/i(T).

3.2. Cones et structures associées. — Dans ce paragraphe, on se donne en outre
un cone dans X*(T'), ce qui correspond a une variété torique affine pour 7'. Dans
cette situation diverses notions qui nous seront utiles ont été introduites par Draxl
dans [Dr].

Notations 3.2.1. — Soit T un tore sur le corps de nombres k£ déployé par une exten-
sion finie K et soit C' un cdne rationnel polyédrique strictement convexe de I’espace
vectoriel X*(T') ® R ; c’est-a-dire qu’il existe une famille finie (&;)1<i<m de X*(T)
telle que C = Y ;% R>&; et C N —C = {0}. On suppose en outre que C' est inva-
riant sous I’action du groupe de Galois &4 = Gal(k/k) et que C est d’intérieur non
vide.

Par la théorie des variétés toriques (cf. [Da, chapter 1]) cela correspond a la variété
torique affine A i, sur k définie par

Aci = Spec(k[C N X*(T)])g

ot k[C' N X*(T)] est I’algébre associée au monoide C' N X*(T'). Cette variété a un
modele naturel, a savoir le schéma affine

Aco, = Spec(0z[C N X*(T)])g

ol O désigne I’anneau des entiers algébriques.
D’autre part pour toute place p de k, Draxl définit [Dr, page 447]

ot B désigne une place de K au-dessus de p et T'(C, Og) est défini par
T(C,0qp) ={reT(Kg)| V¢ € CNX*(T), &(r) € Op}.
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Lemme 3.2.1. — i existe un entier N tel que si A est une Oy-algébre dans laquelle
N est inversible, alors les A-points de Ac o, sont donnés par

Ac,0,(A) = Homgayx/k)(C N X*(T), (A® Ok, .))

on Homga(i k) désigne I’ensemble des homomorphismes de monoides invariants
sous le groupe Gal(K /k). En particulier, pour toute place v de k ne divisant pas N,

T(C,0,) = Ac,o,(0y) NT(ky).
Démonstration. — Le schéma A ¢, peut aussi se décrire comme
Ac o, = Spec(Ok[C N X*(T)]) Gl E/k),

Comme il existe une base de K sur k invariante sous I’action de Galois, il existe
un entier Ny tel que Ox[1/Np] ait une base invariante sur Oy[1/Ny]. D’autre part il
résulte du lemme sans nom qu’il existe un isomorphisme naturel

K[C N X*(T)]%E/M @, K = K[C N X*(T)]
il existe donc un entier /V; tel que
Ok[C N X*(T)|CNER) @, Ok[1/N1] = Ok[1/N1][C N X*(T)).

Si N est un multiple de Ny et Ny, et si N est inversible dans A, alors on a une suite
d’isomorphismes naturels

Homga(k/k) (C N X*(T), (A® Ok, .))
— Homyg, (O [1/N][C N X*(T)], A ® O )Gl K/
= Homg, (Ox[C N X*(T)])CME/R) @ O[1/N], A ® O )G E/k)
—3 Homyp, ((Ox[C N X*(T)])SUE/R) | A)
= Ac,0,(4),
ce qui montre la premiere assertion. La seconde s’en déduit a partir des définitions.

|

Définition 3.2.2. — Soient T et C' comme ci-dessus. Pour toute place finie v de &,
on définit un accouplement

(s )0 : X*(T), ® C x T(k,) - C*

qui est ’exponentielle d’une fonction linéaire en la premiére variable et tel que pour
tout ¢ de X*(T'), et tout r de T'(k,) on ait

(@1, =[E(r)l,-
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La fonction L associée a C est alors définie pour tout s de (8’ +iX*(T) ® R)?" par
la formule
1

T Sy (7m0

Il résulte de [Dr, proposition 2] que cette intégrale converge bien sur le domaine
indiqué.

L,(s,T,C) =

Cette fonction L peut également s’exprimer de la maniere suivante :

Proposition 3.2.2 (Draxl, [Dr, proposition 4]). — Si v est une place finie non ra-
mifiée dans 1’extension K /k alors

Ly(s,T,C)= > (#F,) ¥

yeCVNX.(T),

Définition 3.2.3. — La fonction L globale associée est alors définie par le produit
eulérien

Ls(s,T,C) = [] Lu(s,T,C)
UEMf—S

pour tout ensemble fini de places S.

Théoréme 3.2.3 (Draxl, [Dr, proposition 5]). — On considére le domaine D(C)
de 'espace vectoriel X*(T'),, ® R défini comme I’ensemble des y tels que

Yz € CV — {0} N X, (T), (z,y)>1

ou CV est le cone dual de C dans X,(T) ® R. Alors le produit eulérien définissant
Ls(s,T,C) converge sur D(C) +iX*(T);, ® R.

3.3. Torseurs universels. — La notion de torseur universel a été introduite par Col-
liot-Thélene et Sansuc dans [CTS1] et [CTS2] en liaison avec le principe de Hasse
et I’approximation faible. Nous allons en rappeler la définition et en donner quelques
propriétés. Nous nous restreindrons ici au cas ou le groupe de Picard géométrique est
sans torsion.

Définition 3.3.1. — Si G est un groupe algébrique linéaire sur un corps F, X et Y
deux variétés sur E, # : X — Y un morphisme fidelement platet y : G x X —
X une action de G sur X, alors X est appelé un G-torseur ou espace principal
homogéne sous G au-dessus de Y si et seulement si 1’application (g,z) — (gz,z)
définit un isomorphisme de variétés de G x g X sur X xy X.

Sin : G — H est un morphisme de groupes algébriques et X un G-torseur au-
dessus de Y, on peut considérer le produit contracté X x& H qui est un H-torseur
au-dessus de Y et qu’on notera 7, (X).
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Par [Mi, III, 3.9], si G est lisse et abélien, les G-torseurs au-dessus de Y sont
classifiés a isomorphisme pres par le groupe de cohomologie H} (Y, G).

Proposition 3.3.1 (Colliot-Thélene, Sansuc [CTS2, (2.0.2), §2.2])
Si E est un corps , X une E-variété algébrique propre, lisse et géométriquement
intégre et I' un tore sur E, alors on a une suite exacte naturelle

0 — H'(E,T) — H4(X,T) % Homgams /) (X*(T), Pic Xg<) > H2(k, T)

ou I’application p est définie de la maniére suivante : pour tout torseur T et tout ca-
ractere £ de T, p(T)(&) est la classe du G,-torseur £.(T) dans Pic Xgs. En outre
0 est nulle si X a un point rationnel.

Définition 3.3.2 (Colliot-Théléne, Sansuc [CTS2, (2.0.4)])

Un forseur universel pour une variété X propre, lisse et géométriquement intégre
sur un corps E de groupe de Picard de type fini et sans torsion sur F* est un torseur
T au-dessus de X sous le tore Tg associé au ¥-module Pic X gs et tel que p(7) =
Idpic x s -

Par la proposition de tels torseurs existent si la variété X a en outre un point
rationnel. De plus, par [CTS1, proposition 2], si E est un corps de nombres les classes
d’isomorphismes de torseurs universels ayant un point rationnel sont en nombre fini.

Nous allons maintenant en donner quelques exemples.

Exemple 3.3.1. — Soit X une intersection complete lisse de dimension n > 3 dans
Pg . Par [SGA2, exposé XII, corollaire 3.7], le groupe de Picard de Xgs est de rang
1 engendré par Ox(1). Soit 7 le cone épointé de Ag“ au-dessus de X muni de
I’action naturelle de G,,. Le cone T est un G, -torseur au-dessus de X.

On identifie X*(G,,) avec Pic X en envoyant Idg,, sur Ox(—1). Le morphisme
p(T) envoie alors Ox(—1) sur la classe de 7 donc p(7) = Id et T représente
I’'unique classe d’isomorphisme de torseurs au-dessus de X.

Exemple 3.3.2. — De méme si X C [[", Pg" est intersection normale d’hyper-
surfaces définies par des équations multihomogenes en les variables
((Xij)i<igmo<icn)
de sorte qu’on ait un isomorphisme
m
Pic [[ P} = Pic X
i=1
alors I’'unique torseur universel au-dessus de X est obtenu comme I’image inverse de

X dans H;’;l(Ag"“ — {0}), I’action de (G,,)™ se faisant composante par compo-
sante.

ASTERISQUE 251



FONCTION ZETA ET TORSEURS UNIVERSELS 275

Exemple 3.3.3. — Si X est une variété torique propre et lisse pour un tore T" dont
I’orbite ouverte a un point rationnel, autrement dit une compactification équivariante
lisse du tore T, alors il résulte de [Sa, §8] qu’un torseur universel au-dessus de X est
donné par un ouvert d’un espace affine dont la construction remonte a Delzant [De].
Plus précisément, soit D(X) le Z-module libre ayant pour base les Tgs-orbites dans
Xgs de codimension 1, ou encore, ce qui revient au méme, les cones de dimension 1
dans I’éventail de X, (T') correspondant a X (cf. [Da, §6.5] ou [Odal]). On a alors
une suite exacte

0 = X*(T) = D(X) — Pic Xgs — 0.

En passant aux tores correspondants on a une injection Tns — 7'(D(X)). Soit C
le cone de D(X) ® R engendré par la base ci-dessus. Alors le tore Tis agit sur
I'espace affine Acy, = Spec(E*(C N D(X))G2E*/E)) Soit T ’ouvert de Acy
correspondant aux points dont 1’orbite est de dimension maximale. Alors, par [De]
ou [Oda2], le quotient de T par Txg est isomorphe a X, cet isomorphisme dépendant
du choix d’un point rationnel dans I’orbite ouverte de X . Les différents torseurs uni-
versels au-dessus de X sont obtenus en faisant varier ce point rationnel dans 1’orbite
ouverte.

Exemple 3.3.4 (Skorobogatov, [Sk1] et [Sk2]). — On considere maintenant la sur-
face X obtenue en éclatant les quatre points P, = (1 : 0 : 0), P, = (0 : 1 : 0),
Py =(0:0:1)etPy = (1:1:1)dans P%. Alors Pic X est isomorphe a
Z5. On considere alors Gr(2, 5), la Grassmanienne des sous-espaces de dimension 2
dans E®. On a un plongement de Gr(2,5) dans P(A2(E®)) par les coordonnées de
Pliicker. Soit (e;)1<i<s5 la base canonique de E® et pour tout J C {1,...,5}, soit
M le sous espace P ; Ee;. Soit W(2,5) I'ouvert de Gr(2,5) correspondant aux
sous-espaces M tels que

dim(M N M) < (2/5)#J

et soit 7 le cone de A%(E®) au-dessus de W (2, 5). Or les diviseurs exceptionnels de
X sont les éclatés des quatres points P; que ’on note Fj 5 et les relevés stricts des
droites (P; P;) notés Fj ,,, si {3, 7,1,m} = {1,2,3,4}. Onidentifie les F; j pour i < j
avec la base naturelle de A%(E®). L’épimorphisme du Z module libre de base F; ;
sur Pic X induit un morphisme Tng — G,l,? et une action de Tig sur 7. Le quotient
T /Tns est naturellement isomorphe a X donnant ici I’'unique torseur universel au-
dessus de X a isomorphisme pres.

Du point de vue arithmétique un des intéréts des torseurs universels provient de
’annulation des obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et a 1’approxi-
mation faible pour ces variétés, lorsque X est une variété algébrique propre, lisse et
géométriquement integre et rationnelle (cf. [CTS2, théoreme 2.1.2]). Cela ameéne a
envisager les hypothéses arithmétiques suivantes sur la variété V' :
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Hypothéses 3. — Désormais, on suppose en outre que

(1) les torseurs universels au-dessus de V' vérifient le principe de Hasse, c’est-a-
dire pour tout torseur universel 7 on a I’implication

(Vv € My, T (ky) # @) = T (k) # 2,

(ii) les torseurs universels au-dessus de V' vérifient 1’approximation faible, ¢’est-a-
dire, pour tout ensemble fini S de places de k, 7 (k) est dense dans le produit

HveS T(kv)

4. Montée aux torseurs universels

4.1. Les hauteurs
Notations 4.1.1. — Dans ce paragraphe, on fixe un torseur universel 7 au-dessus
d’une variété vérifiant les hypothéses 1 a 3. On suppose en outre que 7 a un point
rationnel yg.

Si K /k est une extension finie et Hx un syst¢me de hauteurs pour Vi, alors pour
tout fibré en droites L sur V', on a une métrique adélique définie par

[K:k]

@11)  Vpe My, Yz € V(ky), Yy € L), lyll, = | [] vl
Blp

si [(L, (||l )peny)] = Hi([L]) et on obtient ainsi un systeme de hauteurs H sur
V appelé systeme induit.

Dans la suite, on note K une extension galoisienne finie de k de sorte que Pic Vi
soit isomorphe 4 PicV et on choisit un systtme de hauteurs Hx sur V. On dési-
gnera par H le systeme induit sur V. Le systtme Hy permet également d’obtenir
des métriques ||.||, pour les fibrés en droites sur V}, bien définies a une constante
multiplicative pres.

Soit P une place de K et L un fibré en droites sur V. Le morphisme Z — Pic vV
envoyant 1 sur [L] induit un morphisme ¢y, : Tns = Gy, ; le G, -torseur ¢, (7)) est
isomorphe au G,,,-torseur L* obtenu en 6tant a L la section nulle. On obtient ainsi un
morphisme ¢f, : T — L* compatible avec ¢ 1. On fixe une place pg de k. La fonction
||||{i“3 qui envoie un €lément y de 7 (Kp) sur (|92 (y)llg / 192 (yo) |y si P ne divise
pas po et sur la méme expression multipliée par H (L, 7 (yo)) ~[E®Heol/[Kk] sinon
est alors indépendante du choix de I’isomorphisme de ¢, (7) sur L* et du choix du
représentant (L, (||.|lgs)penty ) de Hi ([L]), mais dépend du choix de yq et de po.

On note H 7. V'application (Pic Vk ® C) X T (Kg) — C qui est I’exponentielle
d’une fonction linéaire en la premiere variable et telle que

H7 5(L,y) = (lylg) ™
on définit de maniére similaire H7 , : PicV, ® C x T (k,) — C*.
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Remarque 4.1.1. — Soit 7 : T — V I’application quotient. Pour tout point y de
T (k) et tout L de PicV ® C, on a la relation
4.1.2) H(L,7(y) = [] HroLy).

vEMj,

4.2. Un espace de type adélique. — Le but de ce paragraphe est d’utiliser le cone
des diviseurs effectifs dans le groupe Pic V' pour construire sur le torseur universel
une structure adélique qui, fibre a fibre, est donnée par la construction de Drax] (cf
§3.2). Nous en donnerons tout d’abord une construction pratique pour la descente
avant d’en donner une interprétation plus intrinséque. Pour cela, on fera I’hypothese
suivante :

Hypothése 4. — Le cone Ceg(V') est un cone polyédrique rationnel de I’espace vec-
toriel PicV ® R.
Remarque 4.2.1. — Par la théorie de Mori, cela est vérifi€ pour les surfaces de Del

Pezzo. En outre, aucun contre-exemple ne semble étre connu pour une variété véri-
fiant les hypotheses 1.

Notations 4.2.1. — Pour tout torseur universel 7 au-dessus de V ayant un point
rationnel yg et pour tout systeme de hauteurs H g sur Vi, on note pour toute place 3
de K

Tk (Oky) = {y € T(Kyp) | VL € Cerr(Vicy ), Hf g(L,y) < 1}
et pour toute place p de k,

Tia(0p) = T(ky) N () T (Okcyy)-
PBlp

Définition 4.2.2. — L’espace adélique associé a T et Cegr(V) est alors défini com-
me le produit restreint des 7 (kp) relativement aux 7(Oy). On le notera temporaire-
ment Ty (Ax).

Nous allons maintenant justifier cette terminologie en montrant qu’il s’agit de 1’in-
tersection d’un espace adélique avec [],c,, 7 (k). L’idée de la construction est
donnée par le paragraphe 3.2.

Proposition 4.2.2. — Soit ? le produit contracté T xTns A Coe(V) k€1 7~' un Oy-

modele de T. Alors il existe un ensemble fini de places S contenant les places archi-
médiennes tel que pour tout p de My — So, Tr(0Oy) coincide avec T (ky) N T (Op).
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Démonstration. — Par définition de T (Op), il suffit de démontrer le résultat sur K.
On peut donc supposer que PicV = Pic V.

Soit L un fibré en droites sur V tel que I'(V, L) # {0}. L’application de Z dans
PicV qui envoie 1 sur —[L] induit un morphisme du monoide N dans le monoide
—Cest(V) N PicV et donc un morphisme d’algebres

k[N] = E[~Ceg(V) N PicV].

D’ott un morphisme ngS L:A_ Cog(V) ok A,lc compatible avec le morphisme de tores
Tns — Gy. En prenant le produit contracté par 7 relativement a Txg, on obtient
un morphisme z/A)Lv : T = LV qui étend le morphisme ;v défini au paragraphe
précédent.

Soient L1, ..., Ly, des fibrés en droites tels que les classes d’isomorphismes [L;]
forment un systeéme de générateurs du monoide Ceg (V) N Pic V. Alors on a

Tu(0p) = {y € T(ky) | Vi, 1 <i <m=Hyp(Liy) <1}

Soit S3 un ensemble fini de places tel que pour toute place p de My — S2, les
métriques sur les fibrés LY soient définies par un modele .%; défini sur Og, et tel

que pour tout ¢ le morphisme v LY s’étende en un morphisme
1/~JL;/ : T x SpecOg, = £

Sip € Mp—Soety € T(ky) ﬂ']N‘(Op), alors pour tout 7 compris entre 1 et m, JLiv (y)
appartient a .%; (Op) et par conséquent ||1/)Liv (¥)|lp < 1. Quitte a augmenter S3, on
peut également supposer que ||y (yo)|lp = 1 et que po appartient a Sy. Il résulte
alors des définitions que = € TH((‘S,,). On a donc montré I’inclusion

T (kp) N T(Op) C Tr(Op).

D’autre part le morphisme @™, ¢.v : 7 — @, LY est une immersion fermée.
En effet il suffit de le démontrer pour I’application

m m
n 1
@ bry t A @) GD Aj.
=1

=1

Mais ceci résulte du fait que le choix des L; donne une surjection

%X N — —Ce(V) N PicV.
=1

1=

Quitte a augmenter Sz, on peut supposer que T x Spec Og, est ’adhérence de T dans
(D, £LY) x SpecOg,. Soit p € My, — Sy ety € Tu(0p). Alors pour tout ¢ entre
1 et m, Hy p(Li,y) < 1 entraine que Ly (y)llv < 1 etdonc ¢y (y) € ZL7(0y).
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Donc
@"Z’L}/ (y) € (@31 )(Op)
i=1 i=1
Par conséquent y € '7'((‘.),,). O

Corollaire 4.2.3. — L’espace adélique Tu, (Ay) est indépendant du choix du sys-
teme de hauteurs et du choix de yy.

Notation 4.2.3. — Dans la suite, on notera Tceff(V) (Ay) cet espace adélique.

Remargque 4.2.4. — 11 faut noter qu’en général Cer(V) ne définit pas un éventail

régulier. Le nombre de raies extrémales peut, par exemple, étre supérieur au rang de

PicV. La variété A_ £(V)k €St alors singuliere et il en est a fortiori de méme de la
€. R

variété 7.

Exemple 4.2.1. — Soit X une intersection compléte lisse de dimension n > 3
dans P{cv et 7 le cone épointé de AkN *1 au-dessus de X . Par ’exemple 3.3.1, T est,
a isomorphisme pres, I’unique torseur universel au-dessus de X. On peut en outre
choisir comme systéme de hauteurs celui induit par le systéme générateur (X;)o<i<n
de I'(X, Ox(1)). Autrement dit, pour toute place v de k, tout z de X (k,) et toute
section s de O x (1) correspondant a une forme linéaire [ sur kN +1,

l
Z’(x)

= inf
lIs(2)]l, X

v

On suppose qu’il existe yo € 7 (k). Le morphisme t¢(1) envoie le point y de coor-
données (yo, ...,yn) de T (k) sur 1/y; X;(yo : ... : yn) pour un i tel que y; 7# 0.
On a donc

_ 1

v SUPogigN |yi|v‘

Yi

o @)l = inf

Done Hr,(0(1), y) = supggi< [¥ily/ SUPogi< [0,il, 81 v # po. Par conséquent
pour presque toute place v de k

TH(OU) = Ag,j_l(ov) n T(kv)

et I’espace adélique considéré est égal a A,ICV 1AL N [Tvens, T (ky). Cest donc
celui utilisé pour la méthode du cercle.

Exemple 4.2.2. — Plus généralement, si X C [[;~,; P,JcV i*1 est donnée comme in-

tersection normale d’hypersurfaces définies par des équations multihomogenes et si
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= Pic(Ii%, PN ’+1 est isomorphe a Pic X, 1’'unique torseur universel 7~ au-

dessus de X estl image inverse de X dans [}~ (AN i+1 _ {0}). Le cone effectif est
donné par R, C R™ et comme dans le cas précédent, on vérifie que

Tov)(Ar) = AF= a0 0 T T(ky).
vEM},

Remarque 4.2.5. — Une des raisons de 1’apparition du cdne —Ceg plutdt que Cegr
dans les construction précédentes est donnée par les exemples 4.2.1 et 4.2.2 : dans
ces cas les structures adéliques usuelles sur les cones sont induites par celle de ANV+!
vu au-dessus de P¥ et correspondent donc 2 O(—1) et non a O(1).

Exemple 4.2.3. — Considérons le cas ou V' est une compactification lisse d’un tore
T sur k. Soit D(V') le Z-module libre de base les T-orbites (7)) jes de codimension 1
dans V, soit C le cone naturel dans ce module et A I'espace affine correspondant.
La suite exacte

0= X*(T) L D(V) = PicV — 0

induit une action de Tns sur Ac . Dans ce cas, par I’exemple 3.3.3, les torseurs
universels au-dessus de V' sont isomorphes en tant que variété a un ouvert 7 de Ac
et les morphismes 7 : 7 — V sont paramétrés par le choix d’un point z de 1’orbite
ouverte de V' et donnés comme les uniques extensions du morphisme équivariant de
T(D(V)) dans V envoyant 1’élément neutre sur .

On prend pour yp 'image de I’élément neutre de 7'(D(V')) dans 7. En outre, on
choisit I'extension K /k de sorte que K trivialise le Gal(k/k)-ensemble J. Soit F
I’adhérence de T pour j € J. On se donne un ensemble fini S C M et un modele ¥
de V sur Og. On peut supposer que S contient les places ramifiées dans 1I’extension
K /k et que, Sk désignant les places de K au-dessus de celles de S, il existe des
modeles .Z'; des fibrés associés a F; pour j décrivant J, de sorte que les métriques
sur ces fibrés soient définies en dehors de Sk par les .’;. Enfin on suppose que 1’on a
%175 (o) lo = 1 en dehors de S et que I’adhérence F ; de Fj dans ¥ o _est définie
comme le lieu des zéros d’une section s; de .Z';.

La description de I’espace Tg(Op) nous ameéne a considérer des multiplicités
d’intersection. Soit ‘P une place finie de K en dehors de Sk et ¢ € J. Pour tout
z € V(Kqg) n’appartenant pas a F;, on note m;(x) la multiplicité d’intersection de
I’adhérence = de x dans 7/Oq3 avec (F i)oap’ Cette intersection étant de dimension 0
par hypothése, on peut utiliser la formule de Serre (cf. [Se, page V-32])

. O L,
mi(x) = Z Z(—l)’lTorj "0y y /Ty Oy y/Ty5)
y€(Vogp)(0) 320

ou Oy, désigne (‘Jy/% .y et pour tout sous-schéma fermé Y de ¥, 7, y désigne
I’idéal associé a Y dans I’anneau local Oy y et [ la longueur d’'un Og-module. Dans
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ce cas particulier, la formule se réduit a
mi(z) = lry (L(Z)/(si(2)))-

De maniére plus intuitive, on peut également décrire m;(z) comme le plus grand
entier j tel que, modulo B/, & appartienne a % ;.

Soitp € My — S.Onaky, ® K = []g, Kyp. Comme p n’est pas ramifiée dans
K/k, on peut choisir des uniformisantes 7 de O pour Blp de sorte que (7q ),
soit invariant sous I’action du groupe de Galois. On considére alors pour tout J|p
I’application

Nky : T(D(V))(Kp) = T(D(V))(Kg)

quia y = (y;);eJ associe (yj/wvm(yj)_mj(”(y)))jeJ. On obtient alors que pour tout j

de J, I'entier v (nky, (¥);) vaut m;(m(y)). Le produit H‘ﬁlp Nk définit par passage
aux invariants une application

mp : T(D(V))(ky) = T(D(V))(ky)-

Proposition 4.2.6. — Avec les notations qui précédent, pour tout élément y de 1’en-
semble T(D(V'))(kp), Iintersection de T (Oy) avec la fibre de m en 7 (y) est donnée
par

T(Cer(V), Op).1p ().

Démonstration. — Toutes les définitions étant obtenues par descente galoisienne a
partir de K, il suffit de montrer le résultat dans le cas ou le Gal(k/k)-ensemble J est
trivial.

Notons tout d’abord que la formule m;(z) = I, (Z£;(Z)/(sj(x))) se réécrit éga-
lement
4.2.1) lIsj(@)ll, = (#Fy) ™).

Vérifions que, pour tout y de T'(D(V))(kp), on a m(np(y)) = m(y). Pour cela,
on étend I’application F; — y; en un morphisme uy : D(V) — kp*. Alors 7(y)

est caractérisé par les relations {(7(y)) = uy(£) ou £ décrit X*(T'). Il nous faut
donc calculer u, (,(£). Mais la fonction F; — ||sj(7r(y))||p s’étend également en

un morphisme wy, : D(V)) = R qui vérifie
Ve e XX(T), wy(§) =[E(m(y))l,

et, par conséquent, les morphismes D(V') — Z qui étendent les applications F; —
m;(m(y)) et Fj — vp(y;) coincident sur X*(T') et, par définition de 7, on obtient
que Uy, (4)(§) = uy(§) pour tout caractere £ de T

Pour montrer la proposition, il reste 8 montrer que pour tout 7, on a

[zt =1
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Mais il découle des définitions que I’on peut choisir 1 F;] de sorte que y soit envoyé
sur yj_lsj(ﬂ'(y)) et il résulte de (4.2.1) que

Hw[Fj](np(y))”p = Hyj_l?f;”(y])_m](”(y))sg'(ﬂ(y))Hp =1 O

Cas particulier. — Si V est la variété torique obtenue en éclatant 3 points ration-
nels P, P, et P; en position générale sur P?Q, alors les diviseurs F; sont les images
inverses Ey, F> et E3 des points ainsi que les relevés stricts E o, Eo 3 et E3 1 des
droites (P P,), (P2P3) et (P3Py). On note (y1,Y2,Ys, Y1,2,Y2,3,Y3,1) les coordon-
nées naturelles sur D(V)Y ® k et (z1 : x2 : z3) des coordonnées sur P?Q de sorte
que P, =(1:0:0),Po=(0:1:0)etPs=(0:0:1).Soit U le complémentaire
des diviseurs F}; que 1’on peut identifier avec son image dans P2Q. Au-dessus de U le
morphisme 7 : T — V est donné par

T1 = Y2,3Y2Y3, T2 =Y13Y1Yy3s €t T3 = Y12Y1%2.
Considérons la section ensembliste s : U(Q) — 7~ (U)(Q) qui apparait notamment
dans [BM, §5] et [Pe, §7.1.2] et définie par, si (z1, z2,23) = 1,
s(z1 1 @2 x3) = (Y1, Y2, Y3, Y1,2,Y2,3, Y3,1),

ol y; = (zj, ) ety;; = xlyi"lyj_l pour {3, 7,{} = {1,2,3}. Il est aisé de vérifier
que pour tout nombre premier p, et pour tout £ = (x1 : 3 : x3), les valuations en p
des coordonnées de son image par s coincident avec les multiplicités d’intersection
de x avec les diviseurs correspondants dans V,. On en déduit comme dans le cas
général que 'intersection de Ty (Z)p) avec la fibre en z est le produit

Tns(Ce(V), Zp).s(x).

Mais Pic V' = Z[A|®Z[E;1]|®Z[Es] ou A est le relevé d’une droite ne contenant
aucun des points éclatés et pour la décomposition correspondante

{m €Z, pour 1<:<3 }

Tns(Cett(V), Zp)={ (r,r1,72,73)€GE
Ns (Ceft (V) p) {(T r1,72,713)€Gh, rri—lrj—lez,, pour 1<i<y < 3

Or, pour tout nombre premier p,

s(n(p,p,1,1,1,1)) = s(p:p:p?) =s(1:1:p) = (1,1,1,p,1,1)
et donc (p,p,1,1,1,1) & Tu(Z,). Lespace adélique T (Aq) est donc différent de
Iintersection de [], 7(Q,) avec I’espace adélique associé a I’espace affine.

Exemple 4.2.4. — On reprend les notations de 1’exemple 3.3.4. On considere donc
la surface de Del Pezzo V' obtenue en éclatant les quatre points rationnels de coor-
données (1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)et(1:1:1)dans P%Q et I’'unique torseur
universel au-dessus de V est décrit comme un ouvert du céne de A%k® au-dessus de
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I’image de la grassmannienne Gr(2, 5) (cf. [Sk1], [Sk2] et I’exemple 3.3.4). Ce cOne
est donné par les équation de Pliicker :

Y1,29Y3,4 — Y1,3Y2,4 T Y1,4Y23 =
Y1,2Y3,5 — Y1,3Y2,5 + Y1,5Y2,3
Y1,2Y4,5 — Y1,4Y2,5 + Y1,5Y2,4
Y1,3Y4,5 — Y1,4Y35 + Y1,5Y34 =
Y2,3Y4,5 — Y24Y35 + Y2534 = 0.

Soit W I’image inverse dans 7 du complémentaire des diviseurs exceptionnels.
Alors, comme dans le cas des variétés toriques, on peut définir des applications 7, :
W (kp) — W (ky) avec mon, = 7 et telles que, si 1 < ¢ < j < 5, la composante en
i,j de m,(y) ait pour valuation la multiplicité d’intersection de 7 (y) avec le diviseur
exceptionnel F; ;. On montre alors aisément que I'intersection de la fibre en 7(y)
avec Tr(Zp) est donnée par le produit

Tns (Ceff(v)7 Zp)-np(y)-

Remarque 4.2.7. — Pour presque toute place ‘B de K, on peut également décrire
I’ensemble Tr (Ok,;) comme le produit

Tns(Cet(V), Op)..7 (Ogp)

ol 7 est un modele de 7. Cette description est sous-jacente dans les exemples 4.2.3
et 4.2.4, puisque les applications 7, ont en fait leur image dans .7 (Op) pour des
modeles bien choisis de 7.

0ol
cooo

-

4.3. Un domaine fondamental sous NS(Og). — Comme dans le cas de 1’espace
projectif étudié par Schanuel dans [Sc], ou plus généralement celui des intersec-
tions completes lisses (cf. [Pe, §5.1]), le passage aux torseurs universels nécessite
la construction d’un domaine fondamental sous 1’action des unités. L’objet de ce pa-
ragraphe est de définir ce domaine a 1’aide des fonctions I?IT,,, introduites dans le
paragraphe 4.1.

Notations 4.3.1. — Dans la suite S désigne un ensemble fini de places contenant
I’ensemble Sy défini au paragraphe 2.3 ainsi que I’ensemble S2 défini dans la dé-
monstration de la proposition 4.2.2, les places archimédiennes, les places ramifiées
dans ’extension K /k, et tel que les conditions (iv) et (v) de la proposition 3.1.2 soient
vérifiées pour le tore Tiyg associé au groupe de Picard.

On a donc, d’une part, une surjection

logls : Tis (k) = @D X+ (Tns),
vgS

et, d’autre part, une suite exacte

1
0= W(Txs) = Tns(0s) —=+ [ (X.(Txs),) ®R.
vES

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



284 EMMANUEL PEYRE

Soit M I’'image de logs. Le Z-module M est un réseau dans le noyau de 1’application
canonique

[1 x*(Txs)y ® R — X*(Tns)) ® R.
vES

Soit A un domaine fondamental pour M dans ce noyau, donné par une base de M,
et pr une projection de [T, g X* (Tns), ® R sur ce noyau.
Dans la section 4.1, on a construit des fonctions

H7, : PicV, ® C x T(k,) = C*
pour tout torseur 7 ayant un point rationnel. Elles induisent des fonctions
H% T (k) = (PicV,)" ® R
données par

~ rylog
Vy € T(k,), VL € PicV,, Hyy(y, L) = g 7+

2

ol g, = #F, siv € My, q, = esi k, = R et g, = € sinon. On définit alors un

domaine Ay, (T) par

Ay (T) = { y € [T 7(ko)| pr((EL8 (30))ues) € A } .

vES

Proposition 4.3.1. — L’ensemble Ay, (T) est un domaine fondamental de I’es-
pace [[,cs T (ky) sous Uaction de Tns(Os)/W (Ins). Autrement dit, il vérifie les
conditions suivantes :

(i) Amug (T) est stable sous I’action de W (Tns),
(ii) Vr € Tns(0s) — W(Ins), . AH (T)n AHg (T) =g,
(111) UrETNs(OS) T’AHK (T) = HvGS T(kv)

Démonstration. — Notons tout d’abord que pour toute place v de k on a
VL € PicVy, Vy € T (ky), Vr € Tis(ky), Hrw(Lyry) = ([Irylly) ™
= |L(r)l, "Hru(L,y)-
Par conséquent la fonction
(o)ves — (FIP5 (30))ves

est compatible avec les actions de T'(O), I’action de ce groupe sur I’espace vectoriel

[[PicV,)Y @R
vES

étant donnée par — logg.
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L’ assertion (i) résulte alors du fait que W (Tnsg) est contenu dans le noyau de logg
et les assertions (ii) et (iii) du fait que A est un domaine fondamental pour I’image
de logg. O

Exemple 4.3.1. — SiV est’espace projectif P}, alors on peut prendre pour S I’en-
semble des places archimédiennes et pour métriques celles associées a la base usuelle
de I’espace vectoriel I' (P}, O(1)). Le domaine fondamental coincide alors avec celui
construit par Schanuel [Sc].

Plus généralement, si V est une intersection complete lisse de dimension supé-
rieure a 3 et si on prend S = M, alors, en utilisant les métriques obtenues par
restriction a partir de P}, le domaine fondamental est celui décrit dans [Pe, §5.1].

En particulier si £k = Q on a simplement dans ce cas

Aug (T) =[] T(Qu).

veS

4.4. Mesures sur les torseurs universels. — Notre but dans cette section est de
construire une mesure adélique canonique sur les torseurs universels. La encore, notre
fil conducteur sera le cas des intersections completes lisses pour lesquelles on dispose
de la mesure induite par la forme différentielle de Leray (cf. [Lac, page 148], [Pe,
page 130]). Comme pour la mesure introduite par Salberger [Sa], il ne sera pas néces-
saire d’introduire des facteurs de convergence, ce qui est un des avantages du passage
aux torseurs universels. Toutefois 1’espace adélique considéré par Salberger differe
de celui utilisé ici. En outre la mesure utilisée ici n’est pas invariante sous I’action du
tore Tns.

Notations 4.4.1. — Soit T un torseur universel au-dessus de V' ayant un point ra-
tionnel sur k. Pour toute place v de k et tout point = de V' (k,) au-dessus duquel le
torseur 7 a un point rationnel sur k,, on considere la mesure wy. , définie par la
relation :

@41 [ t0wna)= [ il on, )
To(kv) Tns(kv)

ol f est une fonction sur 7, (k,) et y un point fixé de 75 (ky), out ||.|[»" a été défini au
paragraphe 4.1 et oll wr, ,, est la mesure canonique sur Ts(k, ), dont la définition
a été rappelée dans le paragraphe 3.1.

On considére alors la mesure w1, définie sur 7 (k) par la relation :

[ fwer= [ e [ fwrn,o

Remarque 4.4.1. — (i) Pour ces notations on fixe (wy/, (||.||v)ven, ), un représen-
tant de H([wy]). Ce choix n’intervient que dans les termes locaux de la mesure.
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(ii) En termes de celle de Salberger, cette mesure peut s’exprimer de la maniére
suivante :

Wt (1") =|r H:jv WSalberger,v (r).

Hypothése 5. — Désormais on suppose en outre que le faisceau w;l appartient a
I’ouvert D(Cesr(V')) défini dans le théoreme 3.2.3.

Proposition 4.4.2. — Avec les notations ci-dessus, le produit des mesures w,, dé-
finit une mesure adélique sur I’espace T «(V) (Ag).
€]

Démonstration. — 1l nous faut montrer que, quitte a élargir .S, le produit

[T wr(T(0.))

vgS

converge. Mais on a les relations

Yo € My, wr (Ta(0y)) = /m )lru(ou)wrv

- / Wi () / 1700 ()@ o (1):
V(kv) Tz (kv)

Par [CTS2, lemme 3.2.3], quitte a augmenter S, pour tout v de My — S, I’appli-
cation 7 (k,) — V (k,) est surjective.

En outre, quitte 2 augmenter .S, on peut supposer qu’il existe un modele 7 de T
sur Og de sorte que pour toute place B ne dominant pas un élément de S, tout y de
T (Osp) et tout L € Pic Vi, on ait

Pour un tel S, si v appartient a My — S et z a V(k,), il existe un élément y de
Tz(ky) provenant de 7 (0, ). Mais alors

[’_m (kv)lfrﬂ(ov)(y)wn,v(y) = /T Ns(kv)1TNS(—ceff(V),ov)|wv(’")lv“’TNs,v(r)-
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On obtient donc les égalités

I wr.(m0.)

VEME—S

- Al [/T (~Cet(V),0 )le(r)'”wTNS’”(’")“’H,v(V(kv))

vEM—S

vEME—S
B

x| JI wrw(Tns(00)Ly(1,PicT)
_UEMk—S
X H Ly(1,Pic V) twy , (V (ky))
LUEM;C—S

La convergence du premier terme résulte des travaux de Draxl, (cf. théoréme 3.2.3)
et de I’hypothese 5, la convergence du second des travaux de Weil et Ono et celle du
troisieme se démontre comme dans [Pe, proposition 2.2.2]. O

11 résulte de la preuve qu’il est possible de prendre la convention suivante :

Convention 4.4.2. — Dans la suite, on augmente S de facon a ce que pour tout p
de My — Settout x de V (kp), il existe y € T,(ky) tel que

VBlp, VL € Pic Vi, HE (L, y) = 1.

Lemme 4.4.3. — Le produit des mesures w1 ,, est indépendant du choix du systéme
de hauteurs.

Démonstration. — Soient H! et H? deux systémes de métriques correspondant 2
deux métriques adéliques (||.||1)vens, et (||]12)vens, sur wy'. La seconde peut alors
s’écrire comme (fy||.]|2)yens, ot les fonctions f, sont continues, partout non nulles
et presque toutes constantes et égale a 1 sur V' (k, ). Par la formule (2.3.1), la mesure
wp,, est multipliée par f,. Mais par (4.4.1) et la définition de lllI2", les mesures
wr, o sur Tz(ky) sont divisées par f, A, ol (Ay)yens, est une famille de réels presque
tous égaux a 1 et telle que [],¢py, Av = 1. La mesure ], w7, estdonc inChaE
gée.
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Définition 4.4.3. — On définit 1a mesure adélique canonique w7 sur I’espace adé-
lique 7 vy (Ayg) par la formule

1
\/(_i " vEMj,

Remarque 4.4.4. — 1l est en fait également possible de définir cette mesure en termes
d’une section partout non nulle de w7, mais la description donnée ici est plus pratique
du point de vue de la descente.

Exemple 4.4.1. — SiV est une intersection compleéte lisse de dimension n > 3 dans
P,JCV définie par I’annulation de m polyndmes homogenes f; de degré d; et si T est
le cone épointé au-dessus de V' dans A,JCV +1 alors la forme différentielle de Leray
wr, sur T est définie par la relation suivante : si y est un point rationnel de 7 et si

(3—(‘;([[%(3/) est inversible pour [} < --- < [, alors
’ 1<i,j<m

. -1
() =(— 1)Vl det ( 07 (y>)

_ aX‘f/\ 1<ij<m
d)(o/\'--/\d)(l1 A°"/\Xmm A~ ANdXn.

Cette forme définit des mesures wy ,, sur 7 (k,) pour toute place v de k. D’autre
part le choix des équations (f;)1<i<m définit un isomorphisme de wy;! sur Oy (6) ol
d =N +1-3"", d;. De maniére plus explicite un polyndme homogene g de degré
d correspond a la forme w(g) définieen ¢ = (1 : x; : ... : xn) par la formule (cf.
[Pe, page 134])

w(g)(@) = g(x) det (afjl (m)) O noin?

0X; N-m+1<i<N - 90X OXN_m
1<j<m

Par ailleurs, le systéme de hauteurs est défini par le choix d’une métrique adélique
sur Oy (1).

Proposition 4.4.5. — Pour tout choix de la métrique sur Oy (1) et toute place v de
k la mesure w ,, coincide avec la mesure wy_,,.

Démonstration. — 11 suffit de montrer le résultat au-dessus d’un ouvert W de V (k,)

pour la topologie v-adique sur lequel X et det (%%(m)) Nomircicn D€ s’annulent

1<j<m
pas. Soit p : W — T P’application qui envoie  de coordonnées (1 : z1 : ... : zy)
sur (1,21,...,ZN—m). Alors par [Pe, Lemme 5.4.4], 'image de la mesure wy; ,, sur
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p(W) est donnée par

1
P+WHy = af Xm,U ce dXN_m,v'
w .
llyllo" | det (8Xi (y)) N-m+1<i<N Iv

1<G<m

Par définition, la mesure w -, s’exprime par la formule suivante

1
Wy, = y dX1p...dXN_mp
955
det (6X (y)) N-m+1<i<N
IR Y
qui coincide avec wy . O

5. Deux résultats de descente

5.1. Une fonction de comptage. — Comme pour la méthode du cercle, il semble
raisonnable de chercher a comparer dans certains cas des sommations du type

> a(y)

yeT (k)

avec des intégrales de la forme

/ dwr
To vy (Ak)

Cefr (M)

ou ® est une fonction sur 1’espace TCeff(V) (Ayg). Or les différentes conjectures sur le
nombre de points de hauteur bornée sur la variété V peuvent s’interpréter a I’aide de
comparaisons de ce type.

A titre d’exemple, nous allons décrire comment la question 2.6.1 peut se relever. Il
nous faut pour cela décrire les fonctions pour lesquelles devraient étre effectuées les
comparaisons.

Notations 5.1.1. — Si T est un torseur universel au-dessus de V avec T (k) # & et
si s appartient a PicV ® C, on définit <I>¥ par le produit

1
oF T(s,y) = ——@Tssy H ‘I"rvSyv
#W( ) vEM—-S
ou pour tout v en dehors de S, (I)%v(s, .) est la fonction indicatrice de Tg(0,) et
@5—17 s(s, ) est la fonction indicatrice de I’ensemble donné par

{ Vv € S, m(yy) € Ulky) }

{ (w)oes € D (T) 1§ wE, € Cur(V), [es (L) > 1
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multipliée par la fonction [, ¢ H7 (s, y,) " ot U désigne le complémentaire dans
V des sous-variétés modérément accumulatrices.

5.2. La descente pour la fonction zéta des hauteurs. — Nous nous placerons sous
les hypothéses suivantes, qui contiennent toutes les hypothéses déja effectuées.

Hypothéses. — Lalettre V' désigne une variété projective, lisse et géométriquement
intégre sur k qui satisfait les conditions suivantes :
(1) H(V,0y) =0pouri=1ou?2,
(2) PicV = NSV est sans torsion,
(3) wy," appartient a I"ouvert D(Cefr(V)) C Cege(V),
(4) Ce(V) est un cone polyédrique rationnel,
(5) V (k) est Zariski dense dans V,
(6) le complémentaire dans V' des sous-variétés modérément accumulatrices pour
toute hauteur de fibré w‘_,l est un ouvert de Zariski non vide de V,
(7) les torseurs universels au-dessus de V' vérifient le principe de Hasse et 1’appro-
ximation faible.

Remarque 5.2.1. — Les hypotheses 1 a 4 sont de nature géométrique alors que les
conditions 5 a 7 sont de nature arithmétique. Comme indiqué précédemment, I’auteur
ne connait pas de variété vérifiant les conditions 1 a 3 sans vérifier la condition 4;
la condition 7 a été étudiée par Colliot-Thélene et Sansuc [CTS2, §3.8] et 1a encore
aucun contre-exemple ne semble étre connu lorsque V' vérifie les conditions 1 a 3.
Il n’en est peut-étre pas de méme de la condition 6 qui pourrait €tre fausse pour
certaines variétés de Fano (cf. ’exemple de Batyrev et Tschinkel [BT3]).

Pour simplifier I’énoncé des résultats, nous supposerons que le systtme de hau-
teurs Hy vérifie la condition suivante :

Vz € V(K), VL€ Ceg(V)NPicV, Hg(L,z)>1

situation a laquelle on peut toujours se ramener.

Théoréeme 5.2.2. — Soit V une variété vérifiant les conditions ci-dessus, K une ex-
tension galoisienne de k telle que Pic Vi — PicV, Hk un systéme de hauteurs sur
Vi satisfaisant a la condition qui précéde, soit (T;)ic1 une famille de représentants
des classes d’isomorphismes de torseurs universels au-dessus de V ayant un point
rationnel sur k. Alors, pour tout s appartenant a un cone ouvert de PicV @ C

> 9%(s,y) = Cu(s)Ls(s, Ts, Cerr (V).

iel yeT;(k)

Démonstration. — On se fixe un élément s de Pic V' ® C pour lequel les suites qui

définissent (g (s) et Ls(s,Tns, Cesf(V')) convergent. Soit alors 2 un point rationnel
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de U et i I'unique élément de [ tel que 7; ait un point rationnel au-dessus de z. Il
nous faut donc démontrer la formule suivante :

(5.2.1) > ®%(s,y) = H(s,z) " Ls(s, Tns, Cerr(V))-
Y€Tio (k)

Par définition des fonctions @% et par la formule (4.1.2), le terme de gauche s’écrit
également

-1 _ 1 HveMk—S ﬂﬁ,v(s’ y)
#W(TNs 2 A7) ™ = gy 2 H(s,2)

YEFL vES yEF:

ou F, est I’ensemble des y de T;, (k) vérifiant les conditions suivantes
(i) VP € Mg — Sk, VL € Cex(V), HE (L, y) < 1

(ii) VL € Cegr(V), Hpes Hy, ,(L,y) > 1,
(iii) (yv)vES S AHK (7;)
Mais I’hypothese faite sur H et la formule (4.1.2) entrainent que la premiere asser-
tion implique la seconde. Il suffit donc de considérer la premiere et la derniere.
Il résulte de la convention 4.4.2 que si v € My, — S, il existe yo, € Ti(ky) tel
que pour tout L de Pic Vi on ait

(5.2.2) Hr, »(L,yo0) = 1.

Mais comme le morphisme

Tns(k) = € X.(Tns),
vEME—S

est surjectif, il existe en fait yg € 7;,(k) tel que, pour tout v de My, — S, I'image de
yo dans T;,(k,) vérifie (5.2.2). Considérons alors la bijection

0:Ins(k) — Tiz(k)
r o= Tr-Y.

Lasomme Y = [l cpr,—s Hr, ,(s,y) s écrit alors

>, IT

T EM-S
{rETNs(k)H YvEMy—S, r€TNS(—Coeff(V),0v) }v k

ryoeAHK(T)
= #W (Ts) >, IT (s

vEM—S
{reTns(k)|Vve My —S,r€Tns(— C'eff(V ,00)}/Tns(0s)
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ou I’égalité résulte de la proposition 4.3.1. Mais par la proposition 3.1.2, on a une
suite exacte

0 — Tns(0s) = Tns(k) = €D Xu(Tns), =0
VEM—S
et donc la somme ci-dessus coincide avec

II > (#F,) @)

vEM—S .’I}E—Ceff(V)nX* (TNS)v
qui par le résultat de Draxl, (cf. proposition 3.2.2) est égale a Lg(s, Tns, Cesr(V)).
(]

5.3. La descente pour ’analogue intégral
Théoreme 5.3.1. — Sous les hypotheses du théoréme 5.2.2, pour tout s appartenant
a un cone ouvert de PicV ® C, on a la formule

Y[ e
LT g7 (48)
= #H' (k, PicV).7q(V) -Xcq(v) (s — wy' ) Ls(wy', Ts, Ceir(V))-

Démonstration. — On fixe un élément s de PicV ® C pour lequel I’expression
XCo(v)(8 — w;;') est bien définie. Par définition, le terme de gauche du théoréme
s’écrit de la maniere suivante

1 1
Z/ #W(T s) ,-,S(Svy) H lﬂH(ov)W Hum;,v(x)

el Tic ff(v)(Ak) vEM-S vEM

ou encore

dim 7; Z HwﬂaU(TH )/ (I)7H§,S(3?w) HwTi,v(‘T)'
#W(TNS)\/_ i€l veMy— : ves
l;Ist(ku)

Soit v une place de k en dehors de .S, 7 un élément de I et = un point de V' (k,). On
peut alors choisir dans la fibre un point y tel que

VLEePicV, |olli=1

On obtient la formule

/ e AN " s RE
'Tiz(kv)n'TiH(Ov) TNS(—Ceff(V),Ov)

= wTNs,v(TNS(Ov)) - Ly(Tis, Ceff(v),w‘_/l)
et donc

wr1z,o(Ti(00)) = Wiy o (Tis(00)) Lo (Ts, Cetr(V), wip wry (V (ko))
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En prenant le produit sur les places v en dehors de .S, on obtient

Il @roTm©)=| J] Lo(Txs Cer(V),wi")

vEME—S vEM—S

x| I @new(@Ns(00)Ly(1,Pic V)
_’l}EMk—S

X H Lv(]-?Picv)—le,v(V(kv))
_UGMk-S

Soit 4 un élément de I et (x,)ycs un point de I'image de [],cg 7:(ky). Comme,
par la proposition 3.1.2 (i), le morphisme de Tns(Ag) vers (PicV)Y ® R est sur-
jectif, il existe un élément yo de [, 7i(ky) tel que pour tout L de PicV on ait
[Toes llvollk = 1. On a alors la relation

veES

#W (Ins) ™! /H _ )‘I’T,,s $,9) (H 7;%,1;> (y)
vES et

= /1{(rv)veslvseceff( V). LI, <1) T1¢s — witsrodo [ @ (ro)-
I;ISTNS(kv)/TNs(OS) vES veS

Notons Tyg(IT,cg kv) I'ensemble

{(ro)ves € HTNS ) | V€ € PicV, H [€(ry)], =1}

veS veS
Comme dans le paragraphe 3.1, on définit une mesure wry g SUI Ce groupe. Le terme
ci-dessus est alors donné par la formule

/Ceff(v)v e_<8—w‘71,y>dy.wTI3]S,5 (Tﬁrs (H kv) /TNs(Og)).

vES
On obtient donc I’égalité

wwtn ™ [ el []wratw)

yes Tilko) ves

= Xceff(V)v(S - w;l)wms,s (TI\IIS (H kv)/TNS(OS))

vES

< (I mo) (<(TL 70) )

veS vES
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Or il résulte de la proposition 3.1.2 qu’on a un isomorphisme
TNS(H k )/TNS OS H TNS —.*) TNS(AIC)/TNS( )
VES VEME—

En réunissant le terme obtenu pour les bonnes places a celui obtenu aux mauvaises,
on obtient la formule

/ 38 (s, y)wr (y)
Ticeff(V)(Ak)
= Xeu(v) (s = w7 wry (Ts(4x) /T (0)wss (r( T Titks)))-
vEM},

Par le théoréme d’Ono,
wry (TNs(Ar)/Tws(k)) = #H' (k, Pic V) /#1I" (k, Ts)-

D’autre part si z € V(k), alors le nombre de classes d’isomorphisme de torseurs
universels au-dessus de V' qui ont un point adélique au-dessus de ’image de x dans
V (Ay) est précisément I1I! (k, Tns). Et il résulte de I’hypothése (7) du paragraphe

précédent que
(I 7itkn) < V&),

vEM]},
En sommant sur les différents torseurs universels, on obtient la formule recherchée.
O
5.4. Conclusion. — En définitive on obtient que, sous les hypotheses faites a la

section 5.2, la question optimiste 2.6.1, a savoir la comparaison entre (g (s) et
Xey(v) (s —wyH)B(V) (V)

au voisinage de w;l se ramene, au niveau des torseurs universels a des majorations
de termes de la forme

> ) - [ B(s, y)wr(y)

yETi (k) Tico(7)(Ak)

ol par le corollaire 4.2.3 et le lemme 4.4.3, ﬁceff(V)(Ak) et wy; sont des structures
canoniques associées au torseur universel.

De méme la conjecture de Manin raffinée (cf. [Pe, conjecture 2.3.1] et [BT1]) qui
relie ny g (H) a

a(V)B(V)1u(V)H (log H)'™!
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avec t = rg Pic V, peut se ramener a des majorations similaires a 1’aide des fonctions
de comptage

H H H
QI’E(Hvbvy) = @,Ti,S’(H7b7y) H (Dl'ﬁ,v(Habvy)
vEM—S

avec H € Ryg et b € ,cp,—s X+(Ins), ob, pour tout v en dehors de S,
@' %’D(H ,b,7) est la fonction indicatrice de b, 7;5(0,) pour un élément b, de I’en-

semble Tns(ky) tel que log, (by) = by et on @’ f},l;’ s(H, ) est la fonction indicatrice
de I’ensemble défini par

(Yo)ves € Ang (Ti),
Yv € S, W(yv) € U(kv)7

VL € qeff(V), HvGS ﬁT,v(L,yv) 21,
HveS HT,v(w‘_/lv yo) < H

Ces réductions sont des généralisations du passage de la variété au cone épointé
pour les intersections completes lisses.

L’étape suivante dans le développement d’une hypothétique machinerie générale
serait de passer d’un torseur 7 a un espace affine. Pour cela, il nous faut tout d’abord
trouver un plongement de 7 dans un espace affine qui joue le méme role que celui
considéré dans le cas des variétés multihomogenes (cf. exemple 3.3.2) ou torique (cf.
exemple 3.3.3).

Dans ce but, donnons-nous une famille génératrice ([L;]) e de Cer(V') provenant
de PicV et qui soit invariante sous I’action du groupe de Galois Gal(k/k) et soit
(V) le Z-module libre de base J. C’est un module de permutation et on a un
épimorphisme naturel

p:M(V)— PicV.
Le fibré vectoriel E = @ jed L}’ provient d’un unique fibré E sur V' et ’'unique tor-

seur R sous T'(.# (V)) au-dessus de V dont I’invariant p(R) est p est donné comme
k-forme de xv je L.
L’ application p induit un morphisme de tores

j:Tns = T(AH(V))

et on a un morphisme de 7 vers j,(7) qui est isomorphe a R. On obtient ainsi un
morphisme

j:T—>RCE.
Comme dans la démonstration de la proposition 4.2.2, on peut montrer que
To(@ =[] T(k) N E(Ag).
vE M},
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Considérons maintenant I’espace vectoriel A obtenu par descente galoisienne a
partir de

A=Prv,r;)".
jedJ
On a un morphisme naturel ev : £ — A. On suppose dans la suite que cela définit
un plongement de 7 dans A. Ce plongement a I’avantage que 1’action de Tng sur T
s’étend en une action sur A.

Un premier probléme auquel on se heurte est, comme dans le cas des variétés to-
riques, la différence entre T, _ v (Ak) et [Tyenr, T (kv) N A(Ag). Plus précisément,
soit v une place finie, x € V' (k,) au-dessus duquel 7 a un point ygo. En dehors de S,
on peut choisir yg de sorte que

VL€ Cer(V), lwolly = 1.
et on a un isomorphisme naturel
Te(kv)/Tns(Ov) = Xi(Tns),-

On se donne des bases s; ; de I'(V, L;). Quitte 2 augmenter S, on peut supposer que
I'image de 7;(Kyp) N A(Og), qui est invariante sous Tivs(Ogp), est donnée par

{& € Xu(Tns) | V5 € J, (&, L;) > sup(logg, lIsij (=) 1%) }

ou (Lj, (||.||?'p)q3€MK) représente H(L;) pour j € J. Il s’agit d’une réunion finie de

translatés de Ceff(V)v qui n’est autre que I'image de 7, (Kqp) N Ta, (Ok,, ). En outre
le terme

sup(log, Ilsij(z) 1)
est d’autant plus important que x est proche des points bases des faisceaux L;, qui,
dans plusieurs exemples, coincident avec les sous-variétés accumulatrices.

Cette difficulté résolue, il faudrait alors passer de [ [, 5, 7 (ko) NA(Ax) 2 A(Ag)
et de T(k) a A(k) ce qui devrait étre réalisable en s’inspirant des travaux d’Igusa
lorsque 7 est donné comme intersection complete dans A, puis majorer sur 1’analo-
gue des arcs majeurs les différences

$(z) — ¢
yezA(:k) /A(Ak)

pour les fonctions ¢ obtenues. Toutefois il n’est pas clair a I’heure actuelle que I’on
puisse obtenir des généralisations du cceur de la méthode du cercle a savoir obtenir
des majorations suffisamment fines de sommes d’exponentielles.

Je tiens a remercier Per Salberger et Yuri Tschinkel pour plusieurs dicussions qui ont
permis la rédaction de cet article.
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