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TERME PRINCIPAL DE LA FONCTION ZÊTA 
DES HAUTEURS ET TORSEURS UNIVERSELS 

par 

Emmanuel Peyre 

Résumé, — Soient V une variété de Fano et H un système de hauteurs d'Arakelov 
définissant un accouplement entre le groupe de Picard Pic V et les points rationnels de 
V à valeur dans R. Soit £H la fonction zêta associée sur Pic V 0 C. Batyrev, Manin et 
Tschinkel ont conjecturé que cette fonction est holomorphe sur un cône de sommet le 
faisceau anticanonique Uy1. Il est en outre possible de donner une expression conjec
turale du terme principal de cette fonction £H au voisinage de ce sommet. Le but de ce 
texte est de montrer comment cette expression conjecturale peut s'écrire naturellement 
en passant aux torseurs universels au-dessus de V. 

1. Introduction 

Soit V une variété projective, lisse et géométriquement intègre sur un corps de 
nombres k telle que Hl(V, Oy) soit nul pour i = 1 ou 2 et telle que la classe du 
faisceau anticanonique uÇ1 soit à l'intérieur du cône effectif. On suppose en outre 
que les points rationnels de V sont Zariski denses. Soit h une hauteur sur V corres
pondant à la donnée d'une paire (L, (||.||v)veM*) °ù L est un ̂ ré en droites dont la 
classe est dans le cône effectif et (||.||v)VGMfc un système adélique de métriques sur 
L. On s'intéresse alors au comportement asymptotique de 

nu,h(H) = #{x € U(k) | h(x) < H} 

où U est un ouvert dense de V. 
À la connaissance de l'auteur, dans les exemples considérés à ce jour ce compor

tement est de la forme 

nUM{H)~CHa{\ogH)b-1 

où C est une constante réelle strictement positive, a ^ 0 et b ^ 1. Diverses conjec
tures à des degrés de précision divers ont été faites sur a et b par Batyrev et Manin 

Classification mathématique par sujets (1991). — Primaire 14G05; secondaires 14L30, 11D72. 
Mots clefs. — Torseurs universels, mesure de Tamagawa. 
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260 EMMANUEL PEYRE 

(cf. [FMT], [BM] et [Man]) puis, lorsque L est le faisceau anticanonique, sur C 
(cf. [Pe]). Les principales familles de variétés pour lesquelles des résultats ont été 
effectivement démontrés peuvent être regroupées en deux groupes : d'une part les 
intersections complètes lisses de grande dimension sur Q, pour lesquelles on dispose 
de la méthode du cercle (cf. [Bi], [FMT]) et d'autre part les variétés sur lesquelles 
agissent des groupes algébriques avec une orbite ouverte pour lesquelles on utilise 
des techniques d'analyse harmonique fine (cf. [FMT], [BT1] et [BT2]). Peu de cas 
ont été traités en dehors de ces deux grands groupes, faute d'avoir une autre méthode 
générale. Toutefois Salberger a montré une majoration de la forme souhaitée pour la 
surface de Del Pezzo obtenue en éclatant quatre points rationnels en position géné
rale sur P Q , surface qui ne rentre dans aucun des deux groupes indiqués. La méthode 
qu'il utilise souligne le rôle du torseur universel pour attaquer le problème en général. 

Ces torseurs universels, introduits par Colliot-Thélène et Sansuc en liaison avec les 
problèmes du principe de Hasse et de l'approximation faible (cf. [CTS1] et [CTS2]) 
apparaissent implicitement dans le cas des intersections complètes lisses en tant que 
cône au-dessus de la variété ainsi que dans des démonstrations directes de la formule 
asymptotique dans quelques cas particuliers de variétés toriques (cf. [Pe] et [Ro]). 
Tout récemment, Salberger a démontré dans [Sa] comment la constante 

#H\k№ V) C* {V) 

où Ch(V) a été défini dans [Pe], constante qui apparaît dans la plupart des cas consi
dérés à ce jour, pouvait s'interpréter comme somme de nombres de Tamagawa asso
ciés aux torseurs universels ayant un point rationnel. 

Le but de ce texte est similaire : il s'agit de montrer comment la conjecture actuel
lement la plus précise sur le terme principal de la fonction zêta des hauteurs 

CH : PicV 0 C -> C 

peut s'exprimer de manière naturelle comme passage d'une sommation sur les points 
rationnels à une intégrale sur un domaine de type adélique muni d'une mesure cano
nique. 

Les outils développés permettent également d'interpréter la conjecture de Manin 
raffinée sur nuh(H) pour une hauteur h associée a oy 1 en termes des torseurs uni
versels. 

Dans la partie 2, nous introduisons les notations qui nous sont nécessaires puis 
rappelons la formule empirique obtenue pour le terme principal de la fonction zêta 
des hauteurs. La partie 3 est consacrée à des rappels sur les torseurs universels. La 
partie 4 décrit le relèvement de divers objets à ces torseurs. Enfin la partie 5 contient 
les deux résultats principaux et leurs démonstrations. 
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FONCTION ZÊTA ET TORSEURS UNIVERSELS 261 

2. Le terme principal de la fonction zêta des hauteurs 

2.1. Notations. — Nous allons tout d'abord fixer un certain nombre de notations 
qui seront utilisées dans l'ensemble du texte. 

Notations 2.1.1. — Pour tout corps E, on note E une clôture algébrique de E et 
Es la clôture séparable de E dans E. Pour tout Gal(#5/i?)-module discret M, on 
désigne par Hl(E, M) le groupe de cohomologie H^G^Es/E), M). 

Dans la suite k désigne un corps de nombres, Ok son anneau des entiers et d son 
discriminant. L'ensemble des places de k est noté Mk l'ensemble des places finies 
Mf et l'ensemble des places archimédiennes M^. Pour tout v Gk on note kv le 
complété de k en v, \.\v la norme associée normalisée par 

Vw|p, G kv, \x\v = \Nkv/Qp(x)\p. 

Si v appartient à M/, 0^ désigne l'anneau des entiers de kv et Fv le corps résiduel. 
Pour tout v de MQO tel que [kv : R] = 2, on fixe un isomorphisme de kv sur C. 
Pour toute place v, la mesure de Haar dxv sur kv est normalisée comme dans [We, 
§ 2.1.1] ; autrement dit, 

- si v G Mf, alors fQ dxv = 1, 
- si kv = R, alors dxv est la mesure de Lebesgue usuelle, 
- si kv = C, alors dxv = idzdz — 2dx dy. 

Soit Y un schéma sur un anneau A. Alors pour toute yl-algèbre B, Y(B) désigne 
l'ensemble Homspec^(Speci?, Y) et YB le produit Y XspecA SpecS. Si V est 
défini sur k et v G Mk on note Vv le schéma . 

Si V est une variété lisse sur un corps E, son groupe de Picard est noté Pic V, son 
groupe de Neron-Severi NS(V) et son faisceau canonique uov. On note également 
Ceff(V) le cône dans NS(V) 0z R engendré par les classes de diviseurs effectifs. Si 
V est une variété sur k, V(Ajç) désigne l'espace adélique associé (cf. [We, § 1]). 

Si A est une partie de B, on note 1A sa fonction indicatrice. 

Hypothèses 1. — Dans la suite V désigne une variété projective, lisse et géométri
quement intègre sur k qui satisfait les conditions suivantes : 

(i) H* (V, 0V) =_0 pour i = 1 ou 2, 
(ii) Pic V = NS V est sans torsion, 

(iii) ujy1 appartient à l'intérieur du cône Ceff(V) et 
(iv) V(k) est Zariski dense dans V. 

Ces hypothèses suffisent pour définir les objets décrits dans [Pe]. Toutefois nous 
serons amenés par la suite à supposer que la variété vérifie d'autres conditions plus 
techniques. 
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2.2. Hauteurs. — Dans la suite nous utiliserons les hauteurs d'Arakelov qui sont 
définies de la manière suivante : 

Définitions 2.2.1. — Soit X une variété projective, lisse et géométriquement intègre 
sur k, L un faisceau inversible sur X. Pour toute place v de k, une métrique v-adique 
sur L est une application qui à tout point x de X(kv) associe une norme ||.||v sur 
L(x) = Lx ®ox,x de sorte Que Pour tout ouvert W de X et toute section s de L 
sur W l'application 

x^\\s(x)\\v 

soit continue. 
Une métrique adélique sur L est une famille de métriques (||.||t;)veMfe de sorte 

qu'il existe un ensemble fini S C M/, un modèle projectif et lisse 3C de X sur 
Os et un modèle Jêf de L sur X de sorte que pour tout v G M / — 5, pour tout 
x G -X"(fev), correspondant à x G «y£~(0v), la norme ||.||v sur L(x) soit définie à 
l'aide d'un générateur yo du (%-module de rang un x*(Jèf ) par la formule 

VyeL(x), \\y\\v = 
y 

Уо V 
Une hauteur d'Arakelov h sur X est la donnée d'une paire (L, (||.||v)veMfc) où L 

est un fibre en droites et (||.||v)vGMfc une métrique adélique sur le fibre en droites L. 
Si h est une hauteur sur X et si x est un point rationnel de X, alors la hauteur de x 
relativement à h est définie par 

h(x) = n iis^n;1 
veMk 

où s est une section de L sur un voisinage de x avec s(x) ^ 0. Par la formule du 
produit cela est indépendant du choix de la section. 

Pour tout sous-espace constructible W de V et tout H > 0 on pose 

nw,h№) = #{x G W(k) | h(x) ^H}^ +oc. 

Remarques 2.2.1. — (i) Si [L] appartient à l'intérieur du cône effectif, alors il 
existe un ouvert non vide U de X tel que nUh(H) soit fini pour tout H. 

(ii) On a une notion évidente de produit tensoriel de hauteurs et 

Vx G X(k), hi ® h2(x) = h1(x)h2(x). 

2.3. Mesures de Tamagawa. — Nous allons maintenant rappeler comment toute 
métrique adélique sur LU y1 définit une mesure sur V (A^). 

Notations 2.3.1. — Soit h = (ujy1, (\\-\\v)veMk) une hauteur sur V. Pour toute 
place v de k9 on lui associe la mesure u>hv sur V(kv) définie par la relation (cf. 
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FONCTION ZÊTA ET TORSEURS UNIVERSELS 263 

[We], [Pe,§ 2.2.1]) 

(2.3.1) vh%v = 
d 

dx1 
A ••• A 

d 
dxn 

dx\y ...dxn y 

où x i , . . . , xn sont des coordonnées locales analytiques au voisinage d'un point x de 
V(K) et ^ A • • • A -TfîT est vu comme section locale de oy1. 

Comme dans [Pe, Lemme 2.1.1], il existe un ensemble fini de places So C Mf 
et un modèle projectif et lisse Y de V sur 0s0 dont les fibres sont géométriquement 
intègres et tel que, pour tout p G Mf — So, il existe un isomorphisme de Pic( V) sur 
P i c ^ p ) compatible aux actions des groupes de Galois et tel que pour tout nombre 
premier / non divisible par p la partie Z-primaire du groupe de Brauer Br(^p ) soit 
finie. 

On considère alors les termes locaux de la fonction L associée à Pic V, définis 
pour toute place p G Mf — So par 

Lp(s,PicV) = 
1 

Det(l - (#F.)-* Fr„ I P i c ? V ® Q) 

où Frp désigne le Frobenius géométrique en p. La fonction L globale est alors définie 
par le produit eulérien 

LSo(s,PicV)= IJ Lp(s ,P icn 
peMf-So 

Comme dans [Pe, lemme 2.2.5], on montre que ce produit converge absolument pour 
Res > 1 et s'étend en une fonction méromorphe sur C avec un pôle d'ordre t = 
rgPicV en 1. 

On utilise les facteurs de convergences {Xv)veMk définis par 

Xv — 
Lv(l,PicV) siv G Mf - So, 
1 sinon. 

Il résulte alors des conjectures de Weil démontrées par Deligne que la mesure adéli-
que UveMk K1(^h,v converge (cf. [Pe, proposition 2.2.2]). 

Remarque 2.3.1. — Il est également possible d'utiliser la série L associée au groupe 
de cohomologie H?t(V, Q/(l)) comme le propose Swinnerton-Dyer dans [S-D]. 

Définition 2.3.2. — Avec les notations qui précèdent, la mesure de Tamagawa asso
ciée à h est donnée par 

Wh=(lim(S-l)tL5o(S,PicF)j 
1 

12a IBSI1 n 
veMk 

Lp(s,Picn 

où t est le rang de Pic V. Elle est indépendante du choix de So-
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On pose également 

Th(V) = »h{V(k)). 

2.4. Notions de répartition. — Une des premières questions qu'on est amené à 
se poser lorsqu'on étudie le comportement asymptotique du nombre de points de 
hauteur bornée sur une variété est la question de la répartition asymptotique des points 
rationnels. Ce phénomène peut être considéré à différents niveaux de précision. 

La notion la plus stricte, introduite par Manin, est celle de sous-variété accumula-
trice. 

Définition 2.4.1. — Soit F un sous-espace constructible de V. Alors pour toute hau
teur h = (L, (||.||v)vGMfc) avec [L] appartenant à l'intérieur du cône Ceff(V), on note 

aF(L) = lim log(nFh(#))/logiï ^ +oo 
T-T !k._l_rv̂  ' 

qui donne la puissance de H apparaissant dans le comportement asymptotique de 
nFih(H). 

Un fermé irréductible F de V est dit L-accumulateur (ou simplement accumula
teur quand L = cvy1) si et seulement si, pour tout ouvert non vide W de F, il existe 
un ouvert non vide U de V avec a\y(L) > au(L). 

Remarques 2.4.1. — (i) Par [BM, proposition 1.4.a], le fait d'être L-accumulateur 
ne dépend pas du choix de la métrique adélique sur L. 

(ii) À la connaissance de l'auteur, dans les exemples étudiés à ce jour, si [uiy1] 
appartient à l'intérieur de Ceff(V)> Ie complémentaire des sous-variétés [L]-accumu-
latrices dans V est un ouvert de Zariski non vide de V. 

(iii) Batyrev et Manin ont défini dans [BM, §2.5] une notion de sous-variété géo
métriquement accumulatrice de la manière suivante : on considère pour toute sous-
variété irréductible F de V, une normalisation F de F d'ouvert lisse Fq ; si <J> : Fo —>• 
V est l'application induite, on pose 

a1 F °{L) - inf <̂  p/q, p e Z,q E Z>0 R(Fo,^(L)®p ® ufO ^ {0} 

et la sous-variété est dite géométriquement accumulatrice si a^°(L) > ay°(L). Il est 
envisageable que les deux notions coïncident lorsque le corps est suffisamment gros 
(Le. contient un sous-corps fixé). 

En ce qui concerne les sous-variétés accumulatrices, le faisceau anticanonique ne 
joue pas un rôle vraiment particulier. Il n'en est plus de même lorsqu'on considère la 
notion suivante : 

Définition 2.4.2. — Soit h une hauteur dont le fibre est à l'intérieur de Ceff(V). 
Un fermé irréductible strict F de V est dit modérément accumulateur pour h si et 
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seulement si pour tout ouvert non vide W de F, il existe un ouvert non vide U de V 
tel que 

lim 
li + 00 

mnU,h(H) 

mnU,h(H) 
>0. 

Remarques 2.4.2. — (i) Si pour une hauteur h = (L, (H-H^GM*.), pour tout ouvert 
U de V et tout nombre réel B > 0 

lim 
li + 00 

nUth(BH)/n„h(H) > 0, 

ce qui est vérifié si nuh(H) est de la forme CHa(logH)b~1 avec a > 0 alors un 
fermé est modérément accumulateur pour h si et seulement s'il l'est pour toute hau
teur h' correspondant à une métrique sur L. 

(ii) Il est aisé d'obtenir des variétés V telles que si [L] 0 R>o[o;y1], alors les sous-
variétés modérément accumulatrices pour L sont Zariski denses. Ainsi pour V = 
P\ x P\ et L = 0(m, m!) avec m > m! > 0, toutes les fibres de la projection sur le 
premier facteur sont modérément accumulatrices pour L. 

(iii) Lorsque L = Wy1, on ne connaît pas d'exemple où l'on ait montré que 
les sous-variétés modérément accumulatrices sont Zariski denses. Toutefois, dans le 
contre-exemple à la conjecture de Batyrev et Manin sur la puissance du logarithme, 
construit par Batyrev et Tschinkel dans [BT3] et qui est une variété fibrée en surfaces 
cubiques, il est vraisemblable que toutes les fibres dont le groupe de Picard est de 
rang 7 sur k sont faiblement accumulatrices. Or ces fibres sont Zariski denses. 

(iv) Si F est une sous-variété lisse et si 0 < ap°(L) < +oo, on peut également 
définir b%p°(L) comme la codimension de la face du cône [o/̂ 1] + C^(F) contenant 
a%p°(L) \L\F\ dans NS(F). On peut alors se poser la question de savoir si les sous-
variétés modérément accumulatrices minimales sont données par les conditions : 

af{L) > a,y°(L), 
auquel cas la sous-variété est géométriquement accumulatrice, ou 

af{L) = af{L) et bf (L) > &f (L). 

Il faut noter que le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel est basé sur cette idée 
géométrique. 

Si le complémentaire des sous-variétés modérément accumulatrices est un ouvert 
de Zariski U non vide de V, ce qui semble être assez général pour L = Uy1, lorsque 
V vérifie les hypothèses 1, on peut se demander comment sont répartis les points ra
tionnels d'un point de vue adélique. Une réponse semble être donnée à cette question 
par la notion d'équidistribution, définie dans [Pe, § 3] de la manière suivante : 
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Définition 2.4.3. — On dit qu'un ouvert W de V(Ak) est bon si et seulement s'il 
existe une hauteur h correspondant à une métrique sur ujy1 telle que u;h(dW) = 0 
où dW désigne W — W. Cela est alors vrai pour toute métrique. 

On dit alors que les points de V sont équidistribués sur U ouvert de Zariski de V si 
et seulement s'il existe une métrique adélique sur Uy1 telle que pour tout bon ouvert 
WàeV{Ak) 

#{xeU(k) nW\h(x) ^H] 

»h(V{k)) 
uh(wnv(k)) 

»h(V{k)) 
H -» +oc 

Remarques 2.4.3. — (i) Dans [Pe], on montre que les points de V sont équidis
tribués sur V si c'est une variété de drapeau généralisée, c'est-à-dire de la forme 
P\G où G est un groupe algébrique linéaire semi-simple et P un £;-sous-groupe pa
rabolique de G, ou si V est une intersection complète lisse définie par m polynômes 
homogènes de degré don N variables avec 

N > 2d_1m(m + l)(d - 1). 

(ii) Comme dans [Pe, remarque 3.1], on montre que si les points sont équidis
tribués dans U alors cet ouvert est inclus dans le complémentaire des sous-variétés 
modérément accumulatrices pour la hauteur correspondante. 

On peut alors poser la question suivante : 

Question 2.4.4. — Fixons une hauteur h définie par une métrique sur le faisceau 
LOy1. Si U, le complémentaire des sous-variétés modérément accumulatrices de V 
est un ouvert de Zariski non vide, les points rationnels de V sont-ils équidistribués 
dans U ? 

Hypothèse 2. — Dans la suite on suppose en outre que le complémentaire U des 
sous-variétés modérément accumulatrices pour toute hauteur relative à coy1 est un 
ouvert de Zariski non vide de V. 

2.5. Fonction zêta des hauteurs 
Définition 2.5.1. — On note Jf?(V) l'ensemble des classes d'isomorphismes de 
hauteurs d'Arakelov modulo la relation d'équivalence ~ engendrée par 

V(K)veMk £ @ R->o, 
veMk 

Xv = 1 =̂  (L, (IMIiOveMfc) ~ (L, (Xv\\.\\v)veMk). 
v£Mk 

L'ensemble Jf?(V) muni du produit tensoriel est un groupe commutatif et on a un 
morphisme canonique o : Jf?(V) —ï Pic(V). 
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On appelle système de hauteurs un morphisme H : Pic V —>> Jf?(V) tel que 
OoH = Idpjcy. 

Remarques 2.5.1. — (i) Si on se donne une base ([£z])i^£ de Pic V <g> R où 
pour tout i, Li est un faisceau très ample sur V et si on fixe des métriques rrii sur Li 
données par des bases de r(V, Li) (cf. [Pe, page 107]), alors l'application 

{ [ L i ] , ! ^ ^ * } -> Jfr(V) 
[Li] H-> [(Li.rrii)] 

s'étend de manière unique en un système de hauteurs sur V. 
(ii) Si h = (uy1, (||.||v)veMib) est un représentant de Hd^y1]), on notera, par 

abus de langage, nv H pour nuh, u>H pour u>h, etc. Il faut noter que, par la formule 
du produit, cela est indépendant du choix du représentant. 

Définition 2.5.2 ([Ar, page 408], [FMT, §2.1]). — Soit H un système de hauteurs 
sur V, il induit un accouplement H : Pic V ®Cx V(k) —> C qui est l'exponentielle 
d'une fonction linéaire en la première variable et tel que 

VL G Pic V, Ax 6 G V(k), H(L,x) = H(L)(x). 

La fonction zêta des hauteurs associée au système H est définie par 

VsGPicF®c , C H O 0 = H ( 5 ^ ) - 1 
xeu{k) 

qui converge absolument dans un cône ouvert de Pic V ® C. 

2.6. Une question optimiste 
Notations 2.6.1. — Comme dans [BT1, §2.4], on utilise la fonction caractéristique 
du cône effectif, qui remonte à [Ko], définie par 

VsGPicF®C, XCeff{v)(s) = 
Qff(V)v 

e-w>dy 

où Ceff (V)v est le cône dual de Ceff (V), c'est-à-dire 

Ceff(̂ )V = {X G (Pic F ® R)V I Vy G Ccff(^), <*,y) ^ 0} 

et dy est la mesure de Haar sur Pic V ® R normalisée par le dual du réseau naturel 
dePicF®R. 

On pose également a(V) = Xc^v^v1)/^ ~ °ù * ~ rgPic F qui coïncide 
avec la constante définie dans [Pe, définition 2.4] et, comme dans [BT1, corollary 
1.4.16], (3(V) = ##*(£;, Pic F). 

Les divers exemples connus amènent à se poser la question suivante qui est une 
version raffinée d'une conjecture de Batyrev et Manin [BM, conjecture B'] : 
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Question 2.6.1. — Pour quelles variétés V vérifiant les hypothèses 1 et 2, existe-t-il 
un système de hauteurs H tel que la fonction zêta ( H converge sur 

o 
<*f = a;"1 + Ceff(V) + i Pic V ® R 

et tel que la fonction s H-> ÇH(S) / Xcefi(v)(s ~~ ) s'étende en une fonction holo
morphe sur un ouvert contenant ^ et prenne la valeur ß{V)rn(V) en Uy1 ? 

Remarques 2.6.2. — (i) Par un théorème taubérien standard (cf. [BT1, theorem 
3.3.2]), une réponse positive à cette question implique que 

nuMH) ~ «(^)/3(^)rH(Vr)ur(logiï)t-1 quand H +00, 

où t = rg Pic V. 
(ii) Par [FMT, §2] et [Pe, théorème 6.2.2], la réponse est positive si V est une 

variété de drapeaux généralisée grâce aux travaux de Langlands sur les séries d'Ei
senstein. Par [BT1] et [BT2] elle est également positive pour les variétés toriques 
lisses. 

(iii) Dans [BT1], Batyrev et Tschinkel donnent un exemple où la fonction (H ne 
peut pas avoir d'extension méromorphe à Pic V <8> C. 

3. Rappels sur les torseurs universels 

3.1. Les tores. — Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques notions sur les 
tores algébriques ainsi que le résultat d'Ono sur leur nombre de Tamagawa. 

Définition 3.1.1. — Soit E un corps. Un tore sur E est un groupe algébrique com-
mutatif T tel que 

T ^ G( dimT 
dimB 

On dit qu'une extension F de E déploie T si et seulement s'il existe un isomor-
phisme Tp (Gm^)dimT- Par [Ono2, proposition 1.2.1], il existe une telle ex
tension de E qui est séparable et finie. 

Théorème 3.1.1 (cf. [Ono2, remark 1.2.1]). — // existe une équivalence de catégo
ries entre les tores algébriques sur un corps E et les Gal(Es / E)-réseaux, c'est-à-
dire les Gsl(Es IE) -modules qui sont libres et de rang fini en tant que Z-modules. 
Cette équivalence de catégories est donnée par le fondeur contravariant qui à T 
associe le groupe des caractères de T 

X*(T) = HomEs(TEs,Gm). 
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Définition 3.1.2. — Soit (&)i^i^dimT une base de X*(T) alors la forme différen
tielle 

dimT 
W r = E-1 dx 

¿=1 
est, au signe près, indépendante du choix de la base. Elle est invariante sous l'action 
de T et définie sur E. On l'appelle la forme canonique de T. 

Passons maintenant au cas des tores sur le corps de nombres k. 

Notations 3.1.3. — Soit T un tore sur k et K une extension separable finie qui 
déploie T. Soit <S = Gsl(k/k), X*(T)k = X*(Tf, et X*(T) le -réseau dual 
Hompr*(T),Z). 

Pour toute place v de k, soit 5f v C le groupe de décomposition de v, X*(T)V 
le groupe X*(Tfv et X*(T)V = X*(Tfv. Par abus de notations, le sous-groupe 
compact maximal de T(kv) est noté T(0V). On a alors une injection canonique (cf. 
[Ono2, §2.1]). 

log, :T(kv)/T(Ov)^ X*(T)v®R 

définie par Vr G T(kv), V£ G X*(T)„ \Ç(r)\v = q^lr]m9 où </„ = #FV si v e 
Mf, qv = e si kv = R et qv = e2 sinon. Par [Ono2, §2.1], log, est un isomorphisme 
si v est archimédienne, d'après [Dr, page 449] l'image de log, est X*(T)V si v est 
finie et non ramifiée dans K/k et c'est un sous-module d'indice fini de X*(T)V dans 
le cas restant. 

L'espace adélique associé, T(Ak) est, par définition, le produit restreint des T(kv) 
relativement aux T(0V). 

On note KT = l\veMk T(0„), W(T) = KT H T(k) et 

T1(Ak) = {(rv)veMheT(Ak)\^ex * (T) kJ J ] |Ç(rw)| = i } . 
veMk 

Si £ est une partie finie de Mk, on note 

Ts(Ak) = l[T(kv)x J ] T(Ov)GT(Ak). 
v£S v£Mk-S 

Proposition 3.1.2 (Ono, [Onol, theorem 4] et [Ono2, pages 120-122]) 
Avec les notations qui précèdent, on a alors : 
(i) T{Ak)/Tl{Ak) ^ (X*(T)k)v (g) R, 

(ii) Tl(Ak)/T(k) est compact, 
(iii) W(T) est le groupe fini des éléments de torsion dans T(k), 
(iv) // existe un ensemble fini de places Si contenant Moo, tel que pour tout S 

contenant S\ 

Ts(Ak).T(k) = T(Ak). 
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Autrement dit, il existe S\ tel que l'application naturelle 

Tlk) -> Ф 
veMk-Si 

MT)V 

soit surjective, 
(v) Soit S comme dans (iv) et Os Vanneau des S-entiers. On a une suite exacte 

0 -> W(T) -> T(0S) {s,X*{T) П 
ves 

X.(T)V®R 

et Vimage de loge est un réseau du noyau du morphisme naturel 

П 
ves 

X*(T)^®R -> r ( T ) > R 

{s,X*{T6s y^(loggv)Av. 
ves 

Nous passons maintenant à la définition du nombre de Tamagawa de T. 

Notations 3.1.4. — Pour toute place v de fc, soit wTv la mesure de Haar sur T(kv) 
définie par la forme différentielle LOT (cf. [We]). 

Soit S un ensemble fini de places contenant les places archimédiennes, les places 
ramifiées dans К/к et vérifiant l'assertion (iv) de la proposition. Pour tout v G Mf — 
S, le terme local de la fonction L associé à X*(T) est défini par 

Ьу(з,Х*(Т)) = 1 
det {l- {#Fv)-Frv\ X* (T)) 

où Pr, est un morphisme de Frobenius en v. La fonction L globale associée est don
née par 

Ls(s,X'(T)) = П 
veMf-s 

Lv{s,X*{T)). 

Comme dans [Ono2, §3.3], on utilise les facteurs de convergence 

\v — 
Ьу(1,Х*(Т))-г si v G Mf- S 
1 sinon 

et on considère la mesure adélique 

wt = Um (s-l) ^x^Th (1+1 Ls(s,X* (T))) 
- i 1 

T™1 П 
vGMt 

{s,X*{T)). 

qui est indépendante du choix de S. En outre le réseau X*(T)^ fournit une mesure 
canonique WT/T1 sur X* (̂ )& R . Il existe alors une unique mesure u?Ti sur T1 ( Ak) 
telle qu'on ait la formule 

/ u;T/Ti(x) / f{y)^T1(y)= f(y)wT(v)-
JT(Ak)/THAk) JxTMAk) JT(Ak) 
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Définition 3.1.5. — Le nombre de Tamagawa de T est alors défini par 

r(T) = w t 1 ^ { T \ A k ) / T { k ) ) 

où on note également a>ri la mesure induite sur T1(Ak)/T(k). 

Notations 3.1.6. — On définit 

III1 (A;,T) = Ker(fl"1(fc,T) -> JJ Hl(kv,T)) 
veMk 

et on pose h(T) = #Hl(k,X*(T)) etz(T) = #Ul1(k,T). 

Théorème 3.1.3 (Ono, [Ono3, §5]). — Avec les notations ci-dessus, on a 

r(T) = h(T)/i(T). 

3.2. Cônes et structures associées. — Dans ce paragraphe, on se donne en outre 
un cône dans X*(T), ce qui correspond à une variété torique affine pour T. Dans 
cette situation diverses notions qui nous seront utiles ont été introduites par Draxl 
dans [Dr]. 

Notations 3.2.1. — Soit T un tore sur le corps de nombres k déployé par une exten
sion finie K et soit C un cône rationnel polyédrique strictement convexe de l'espace 
vectoriel X*(T) <g> R ; c'est-à-dire qu'il existe une famille finie (&)i^m de X*(T) 
telle que C = YllLi R-̂ o£z et C D — C = {0}. On suppose en outre que C est inva
riant sous l'action du groupe de Galois ^ = Gsl(k/k) et que C est d'intérieur non 
vide. 

Par la théorie des variétés toriques (cf. [Da, chapter 1]) cela correspond à la variété 
torique affine Acsur k définie par 

Ac,k = Spec(k[CnX*(T)]f 

où k[C fl X*(T)] est l'algèbre associée au monoïde C fl X*(T). Cette variété a un 
modèle naturel, à savoir le schéma affine 

Ac,0k =Spec(0^ [CnX*(T)]f 

où 0^ désigne l'anneau des entiers algébriques. 

D'autre part pour toute place p de k, Draxl définit [Dr, page 447] 

T(C,0p)= T(C,0y) nT(kp) 

où $J3 désigne une place de K au-dessus de p et T(C, 0<p) est défini par 

T(C, 0V) = { r G T(KV) | V£ G C H X*(T), £(r) G 0<p}. 
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Lemme 3.2.1. — // existe un entier N tel que si A est une Q^-algèbre dans laquelle 
N est inversible, alors les A-points de A^ofe sont donnés par 

Ac,0k(A) = HomGal(K/fc)(C n X*(T), (A ® 0K,.)) 

où HoiriGai(̂ /fc) désigne l'ensemble des homomorphismes de monoïdes invariants 
sous le groupe Gal(K/k). En particulier, pour toute place v de k ne divisant pas N, 

T(C,Ov) = Ac,0k(Ov)nT(kv). 

Démonstration. — Le schéma Ac,ok peut aussi se décrire comme 

Ac,ok=Spec(0K[CnX*(T)})Gal^K/k\ 

Comme il existe une base de K sur k invariante sous l'action de Galois, il existe 
un entier 7V0 tel que OK[1/NQ] ait une base invariante sur Ok[l/N0]. D'autre part il 
résulte du lemme sans nom qu'il existe un isomorphisme naturel 

K[C n x*(T)]Gal(K/*) ®kK ^ K[C n X*(T)] 

il existe donc un entier Ni tel que 

0 K [ C n r ( T ) ] G a W ®0fc 0K[1/Ni] ^ 0K[l/Ni}[CDX*{T)]. 

Si N est un multiple de No et Ni, et si N est inversible dans A, alors on a une suite 
d'isomorphismes naturels 

HomGalWfc)(C n X*(T), (A ® 0K,.)) 

Hom0if {0K[1/N][C n X*(T)],A ® QKf^/k) 

^ Hom0jr ((Q* [C n x*(T)]f^K^ ® 0K[1/N],A ® oK)G^K/k) 

Rom0k({0K[CnX*(T)])G^K^k\A) 

= Ac,ok{A), 

ce qui montre la première assertion. La seconde s'en déduit à partir des définitions. 
• 

Définition 3.2.2. — Soient T et C comme ci-dessus. Pour toute place finie v de A;, 
on définit un accouplement 

(;-)v:X*(T)v®CxT(kv)^ Cx 

qui est l'exponentielle d'une fonction linéaire en la première variable et tel que pour 
tout £ de X*(T)V et tout r de T(kv) on ait 

(lL®l,r)v = \i{r)\v. 
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ha fonction L associée à C est alors définie pour tout s de (C +iX*(T) ® R ) ^ par 
la formule 

Lv(s,T,C) = 1 

V1eCv-{0}n r(c,ow) 
(s, r)v wt,w (r)0. 

Il résulte de [Dr, proposition 2] que cette intégrale converge bien sur le domaine 
indiqué. 

Cette fonction L peut également s'exprimer de la manière suivante : 

Proposition 3.2.2 (Draxl, [Dr, proposition 4]). — Si v est une place finie non ra
mifiée dans Vextension K/k alors 

Lv(s,T,C)= £ (#FW)-<"'*>. 
yeCvnx,(T)v 

Définition 3.2.3. — La fonction L globale associée est alors définie par le produit 
eulérien 

Ls(s,T,C)= JI Lv(s,T,C) 
veMf-s 

pour tout ensemble fini de places S. 

Théorème 3.2.3 (Draxl, [Dr, proposition 5]). — On considère le domaine D(C) 
de l'espace vectoriel X*(T)k ® R défini comme Vensemble des y tels que 

VxeCv-{0}nx*(T) , (x,y) > i 

où Cv est le cône dual de C dans X* (T) (g) R. Alors le produit eulérien définissant 
Ls(s, T, C) converge sur V(C) + iX*(T)k <g> R. 

3.3. Torseurs universels. — La notion de torseur universel a été introduite par Col-
liot-Thélène et Sansuc dans [CTS1] et [CTS2] en liaison avec le principe de Hasse 
et l'approximation faible. Nous allons en rappeler la définition et en donner quelques 
propriétés. Nous nous restreindrons ici au cas où le groupe de Picard géométrique est 
sans torsion. 

Définition 3.3.1. — Si G est un groupe algébrique linéaire sur un corps E, X et Y 
deux variétés sur E, n : X -> Y un morphisme fidèlement plat et p, : G x X — 
X une action de G sur X, alors X est appelé un G-torseur ou espace principal 
homogène sous G au-dessus de Y si et seulement si l'application (g,x) H-> (gx,x) 
définit un isomorphisme de variétés de G x# X sur X Xy X. 

Si r] : G -> H est un morphisme de groupes algébriques et X un G-torseur au-
dessus de F, on peut considérer le produit contracté X xG H qui est un #-torseur 
au-dessus de Y et qu'on notera 77* (X). 
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Par [Mi, III, 3.9], si G est lisse et abélien, les G-torseurs au-dessus de Y sont 
classifiés à isomorphisme près par le groupe de cohomologie H^iY, G). 

Proposition 3.3.1 (Colliot-Thélène, Sansuc [CTS2, (2.0.2), §2.2]) 
5/ E est un corps , X une E-variété algébrique propre, lisse et géométriquement 

intègre et T un tore sur E, alors on a une suite exacte naturelle 

0 -> H\E,T) H}t(X,T) 4 UomG&l(Es/E)(X*(T),PicXEs) A H2(k,T) 

où l'application p est définie de la manière suivante : pour tout torseur T et tout ca
ractère £ de T, p(T)(C) est la classe du Gm-torseur £*(T) dans PicX^S. En outre 
6 est nulle si X a un point rationnel. 

Définition 3.3.2 (Colliot-Thélène, Sansuc [CTS2, (2.0.4)]) 
Un torseur universel pour une variété X propre, lisse et géométriquement intègre 

sur un corps E de groupe de Picard de type fini et sans torsion sur Es est un torseur 
T au-dessus de X sous le tore TNS associé au -module Pic Xe* et tel que p(T) = 
Idpic xEs • 

Par la proposition de tels torseurs existent si la variété X a en outre un point 
rationnel. De plus, par [CTS1, proposition 2], si E est un corps de nombres les classes 
d'isomorphismes de torseurs universels ayant un point rationnel sont en nombre fini. 

Nous allons maintenant en donner quelques exemples. 

Exemple 3.3.1. — Soit X une intersection complète lisse de dimension n ^ 3 dans 
. Par [SGA2, exposé XII, corollaire 3.7], le groupe de Picard de Xe* est de rang 

1 engendré par Ox(l). Soit T le cône épointé de A^+1 au-dessus de X muni de 
l'action naturelle de Gm. Le cône T est un Gm-torseur au-dessus de X. 

On identifie X*(Gm) avec PicX en envoyant Idcm sur Ox(—1). Le morphisme 
p(T) envoie alors Qx(—1) sur la classe de T donc p(T) — Id et T représente 
l'unique classe d'isomorphisme de torseurs au-dessus de X. 

Exemple 3.3.2. — De même si X C est intersection normale d'hyper-
surfaces définies par des équations multihomogènes en les variables 

((Xij)l<^i<:m,0^j^Ni) 

de sorte qu'on ait un isomorphisme 
m 

P i c J J P ^ ^PicX 
2 = 1 

alors l'unique torseur universel au-dessus de X est obtenu comme l'image inverse de 
X dans ILI=i(A£i+1 - {0}), l'action de (Gm)m se faisant composante par compo
sante. 

Pne . Par [SGA2, exposé XII, corollaire 3.7], le groupe de Picard de XE* est de rang 
1 engendré par Ox(l). Soit T le cône épointé de A^+1 au-dessus de X muni de 
l'action naturelle de Gm. Le cône T est un Gm-torseur au-dessus de X. 

On identifie X*(Gm) avec PicX en envoyant Idcm sur 0x(—!)• Le morphisme 
p(T) envoie alors Qx(—1) sur la classe de T donc p(T) — Id et T représente 
l'unique classe d'isomorphisme de torseurs au-dessus de X. 

Exemple 3.3.2. — De même si X C YlïLi PN est intersection normale d'hyper-
surfaces définies par des équations multihomogènes en les variables 

((Xi,j)l^m,0^j^Ni) 

de sorte qu'on ait un isomorphisme 
m 

P i c J J P ^ ^PicX 
2 = 1 

alors l'unique torseur universel au-dessus de X est obtenu comme l'image inverse de 
X dans ni=i(AEi+1 ~~ W ) ' l'action de (Gm)m se faisant composante par compo
sante. 
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Exemple 3.3.3. — Si X est une variété torique propre et lisse pour un tore T dont 
l'orbite ouverte a un point rationnel, autrement dit une compactification équivariante 
lisse du tore T, alors il résulte de [Sa, §8] qu'un torseur universel au-dessus de X est 
donné par un ouvert d'un espace affine dont la construction remonte à Delzant [De]. 
Plus précisément, soit D(X) le Z-module libre ayant pour base les TES -orbites dans 
XE* de codimension 1, ou encore, ce qui revient au même, les cônes de dimension 1 
dans l'éventail de -X*(T) correspondant à X (cf. [Da, §6.5] ou [Odal]). On a alors 
une suite exacte 

0 -+ X*(T) D(X) -> PicXEs -+ 0. 

En passant aux tores correspondants on a une injection TNS T(D(X)). Soit C 
le cône de D(X) <8> R engendré par la base ci-dessus. Alors le tore TNS agit sur 
l'espace affine Ac,fc = Spec(£s(C fl D(X))Gal(E°/E)). Soit T l'ouvert de Ac,k 
correspondant aux points dont l'orbite est de dimension maximale. Alors, par [De] 
ou [Oda2], le quotient de Tpar TNS est isomorphe à X , cet isomorphisme dépendant 
du choix d'un point rationnel dans l'orbite ouverte de X. Les différents torseurs uni
versels au-dessus de X sont obtenus en faisant varier ce point rationnel dans l'orbite 
ouverte. 

Exemple 3.3.4 (Skorobogatov, [Ski] et [Sk2]). — On considère maintenant la sur
face X obtenue en éclatant les quatre points P\ = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0), 
p3 = (0 : 0 : 1) et P4 = (1 : 1 : 1) dans P | . Alors PicX est isomorphe à 
Z5. On considère alors Gr(2,5), la Grassmanienne des sous-espaces de dimension 2 
dans E5. On a un plongement de Gr(2,5) dans P(A2(E5)) par les coordonnées de 
Plucker. Soit (e^)i^5 la base canonique de Eh et pour tout J C {1 , . . . , 5}, soit 
Mj le sous espace 0 J € j Eej. Soit W(2,5) l'ouvert de Gr(2,5) correspondant aux 
sous-espaces M tels que 

dim(MnMj) ^ (2/5)#J 

et soit T le cône de A2(E5) au-dessus de VF(2,5). Or les diviseurs exceptionnels de 
X sont les éclatés des quatres points Pi que l'on note Fi$ et les relevés stricts des 
droites (PiPj) notés F^m si {i, j , l, m} = {1,2,3,4}. On identifie les Fij pour i < j 
avec la base naturelle de A2(i?5). L'épimorphisme du Z module libre de base Fij 
sur Pic X induit un morphisme TNS Gjf et une action de TNS sur T . Le quotient 
T/TNS est naturellement isomorphe à X donnant ici l'unique torseur universel au-
dessus de X à isomorphisme près. 

Du point de vue arithmétique un des intérêts des torseurs universels provient de 
l'annulation des obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et à l'approxi
mation faible pour ces variétés, lorsque X est une variété algébrique propre, lisse et 
géométriquement intègre et rationnelle (cf. [CTS2, théorème 2.1.2]). Cela amène à 
envisager les hypothèses arithmétiques suivantes sur la variété V : 
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Hypothèses 3. — Désormais, on suppose en outre que 
(i) les torseurs universels au-dessus de V vérifient le principe de Hasse, c'est-à-

dire pour tout torseur universel T on a l'implication 

(Vv G Mki T(kv) ^0)^ T(k) ^ 0, 

(ii) les torseurs universels au-dessus de V vérifient l'approximation faible, c'est-à-
dire, pour tout ensemble fini S de places de k, T(k) est dense dans le produit 

Nv6S T (K0). 

4. Montée aux torseurs universels 

4.1 . Les hauteurs 
Notations 4.1.1. — Dans ce paragraphe, on fixe un torseur universel T au-dessus 
d'une variété vérifiant les hypothèses 1 à 3. On suppose en outre que T a un point 
rationnel yo. 

Si K/k est une extension finie et H# un système de hauteurs pour VK, alors pour 
tout fibre en droites L sur V, on a une métrique adélique définie par 

(4.1.1) Vp G Мь Ух G V(kp), Vy € L(x), \\y\\p = П ||у||ф 
VPIP > 

1 
[K:k] 

si [(L, (||-||qj)<PGM/c)] — H^([L]) et on obtient ainsi un système de hauteurs H sur 
V appelé système induit. 

Dans la suite, on note K une extension galoisienne finie de k de sorte que Pic VK 
soit isomorphe à Pic y et on choisit un système de hauteurs Hk sur VK- On dési
gnera par H le système induit sur V. Le système Hk permet également d'obtenir 
des métriques ||.||p pour les fibres en droites sur Vp bien définies à une constante 
multiplicative près. 

Soit ̂ 3 une place de K et L un fibre en droites sur VK^ • Le morphisme Z -> Pic V 
envoyant 1 sur [L] induit un morphisme 4>L : TNS —> Gm ; le Gm-torseur est 
isomorphe au Gm-torseur Lx obtenu en ôtant à L la section nulle. On obtient ainsi un 
morphisme ipL • T Lx compatible avec On fixe une place po de k. La fonction 
| | . | | | qui envoie un élément y de T(Ky) sur ||^L(J/)||«P / II^L(?/O)||<P si ne divise 
pas po et sur la même expression multipliée par H^(L, 7r(yo))~̂ Kvp:kpô -̂K:k̂  sinon 
est alors indépendante du choix de l'isomorphisme de </>*(T) sur Lx et du choix du 
représentant (L, (||.||<p)Q3EMX) de H#([L]), mais dépend du choix de yo et de po. 

On note H^<p l'application (Pic VR-® C) x T(Ky) —>• Cx qui est l'exponentielle 
d'une fonction linéaire en la première variable et telle que 

Hff¥(^y) = (lly|ftr1-
on définit de manière similaire H-r̂ p : Pic Vp (g) C x T(kp) —» Cx. 
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Remarque 4.1.1. — Soit n : T -> V l'application quotient. Pour tout point y de 
T(k) et tout L de Pic V <8> C, on a la relation 

(4.1.2) H(L,7r(y))= J ] Hr,,(L,y). 

veMk 

4.2. Un espace de type adélique. — Le but de ce paragraphe est d'utiliser le cône 
des diviseurs effectifs dans le groupe Pic V pour construire sur le torseur universel 
une structure adélique qui, fibre à fibre, est donnée par la construction de Draxl (cf 
§3.2). Nous en donnerons tout d'abord une construction pratique pour la descente 
avant d'en donner une interprétation plus intrinsèque. Pour cela, on fera l'hypothèse 
suivante : 

Hypothèse 4. — Le cône Ceff(V) est un cône polyédrique rationnel de l'espace vec
toriel Pic V ® R. 

Remarque 4.2.1. — Par la théorie de Mori, cela est vérifié pour les surfaces de Del 
Pezzo. En outre, aucun contre-exemple ne semble être connu pour une variété véri
fiant les hypothèses 1. 

Notations 4.2.1. — Pour tout torseur universel T au-dessus de V ayant un point 
rationnel yo et pour tout système de hauteurs H# sur VK, on note pour toute place 3̂ 
de if 

THK(0Ky) = {ye T(KV) | VL G Ceff(V^), H f <p(L,y) < 1} 

et pour toute place p de A;, 

TH(Op) = T(kp)nf)THK(OKv). 
B/P 

Définition 4.2.2. — U espace adélique associé àTet Ceff (V) est alors défini com
me le produit restreint des T(kp) relativement aux 7k(Op)- On le notera temporaire
ment Tk(Ak). 

Nous allons maintenant justifier cette terminologie en montrant qu'il s'agit de l'in
tersection d'un espace adélique avec n^EM*. T(kv). L'idée de la construction est 
donnée par le paragraphe 3.2. 

Proposition 4.2.2. — Soit T le produit contracté T XTNS A_c FF^ k etT un 0k-

modèle de T. Alors il existe un ensemble fini de places S2 contenant les places archi-
médiennes tel que pour tout p de Mk — S2, 7u(0p) coïncide avec T(kp) fl T(0P). 
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Démonstration. — Par définition de 7H(0P), il suffit de démontrer le résultat sur K. 
On peut donc supposer que Pic V — Pic V. 

Soit L un fibre en droites sur V tel que T(V, L) / {0}. L'application de Z dans 
Pic V qui envoie 1 sur — [L] induit un morphisme du monoïde N dans le monoïde 
—CGff(V) fl Pic V et donc un morphisme d'algèbres 

fc[N] -+ fc[-Ceff(F)nPicF]. 

D'où un morphisme : A_ ceff k —>>Ak compatible avec le morphisme de tores 
ÎNS —» Gm. En prenant le produit contracté par T relativement à TNS, on obtient 
un morphisme tyiy : T —> Ly qui étend le morphisme défini au paragraphe 
précédent. 

Soient L i , . . . , Lm des fibres en droites tels que les classes d'isomorphismes [L{] 
forment un système de générateurs du monoïde Ceff(V) fl Pic V. Alors on a 

TH(Op) - { y G T(fcp) | Vi7 1 < i < m Hr,p(Li? y) < 1}. 

Soit 52 un ensemble fini de places tel que pour toute place p de Mk — S2, les 
métriques sur les fibres L,V soient définies par un modèle J*?̂  défini sur Os2 et tel 
que pour tout i le morphisme ^Lv s'étende en un morphisme 

L̂v : fxSpec052 S^t. 

Si p G Mk — S2 et y G T(fcp) flT(Op), alors pour tout i compris entre 1 et m, $Ly (y) 
appartient à JSf̂ (Op) et par conséquent \\^Ly (y)\\p ̂  1. Quitte à augmenter £2, on 
peut également supposer que ||^Lv(yo)||p = 1 et que po appartient à £2- H résulte 
alors des définitions que x G 7H(OP)- On a donc montré l'inclusion 

T(kp)nf(Op)cTH(Op). 

D'autre part le morphisme 0 ™ x : 7̂  ~~̂  0 £ i ^ est une immersion fermée. 
En effet il suffit de le démontrer pour l'application 

m m 

© < K V : A-cEFF(NFE^©Afe-
i=L ¿=1 

Mais ceci résulte du fait que le choix des Li donne une surjection 

x N ->• -Ceff(F) n Pic V. 
i=l 

Quitte à augmenter S2, on peut supposer que T x Spec Os2 est l'adhérence de T dans 
( 0 ™ 1 ^ ¿ 0 x sPec °52- Soit p G A 4 - S2 et y G 7k(Op). Alors pour tout i entre 
1 et m, Hr,p(^,y) < 1 entraîne que \\^Lv(y)\\v < 1 et donc ^Lv(y) G J^y(Op). 
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Donc 

m 
O :©L ^v) (oP)-

i = 1 

m 
O :©L ̂ v ) (oP)-
i = 1 

Par conséquent y G T(0P). • 

Corollaire 4.2.3. — L'espace adélique TnK (A^) est indépendant du choix du sys
tème de hauteurs et du choix de y$. 

Notation 4.2.3. — Dans la suite, on notera Tc^y^(Ak) cet espace adélique. 

Remarque 4.2.4. — Il faut noter qu'en général Ceff(V) ne définit pas un éventail 
régulier. Le nombre de raies extrémales peut, par exemple, être supérieur au rang de 
Pic V. La variété A_c ^ k est alors singulière et il en est a fortiori de même de la 

variété T. 

Exemple 4.2.1. — Soit X une intersection complète lisse de dimension n ^ 3 
dans Pj^ et T le cône épointé de A^+1 au-dessus de X. Par l'exemple 3.3.1, T est, 
à isomorphisme près, l'unique torseur universel au-dessus de X. On peut en outre 
choisir comme système de hauteurs celui induit par le système générateur (JQ)O^JV 
de T(X, Ox(l)). Autrement dit, pour toute place v de /c, tout x de X(kv) et toute 
section s de Ox(l) correspondant à une forme linéaire / sur kN+1, 

\s(x)\L = inf 
Yi (z) # 0 

l 
Xi 

(x) 

On suppose qu'il existe yo € T(k). Le morphisme </'o(i) envoie le point y de coor
données (y0, • • •, VN) de T(k) sur l/yiXi(y0 : ... : yN) pour un i tel que y» ^ 0. 
On a donc 

| |^o(i)(»)|L = INF 
w+0 

1 

dx 
1 

SUPo^JV \Vi\v 

Donc HT>1>(0(1), y) = sup0^KN \yi\J supo^^jv \yo,i\v si v + p0- Par conséquent 
pour presque toute place v de k 

Tu(Ov) = A»+1(Ov)nT(kv) 

et l'espace adélique considéré est égal à Ak+1(Ak) fl IIveM* T{kv). C'est donc 
celui utilisé pour la méthode du cercle. 

Exemple 4.2.2. — Plus généralement, si X C Y\™=\ est donnée comme in
tersection normale d'hypersurfaces définies par des équations multihomogènes et si 
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Zm = Pic(n^Li Pfci+ ) est isomorphe à PicX, l'unique torseur universel T au-
dessus de X est l'image inverse de X dans n ^ i ( A ^ + 1 - {0}). Le cône effectif est 
donné par R™0 C Rm et comme dans le cas précédent, on vérifie que 

TCeff{V)(Ak) = Asr=1W+D(Afc) n Yl T(kv). 
v£Mk 

Remarque 4.2.5. — Une des raisons de l'apparition du cône — Ceff plutôt que Ceff 
dans les construction précédentes est donnée par les exemples 4.2.1 et 4.2.2 : dans 
ces cas les structures adéliques usuelles sur les cônes sont induites par celle de A^+1 
vu au-dessus de PN et correspondent donc à 0(—1) et non à 0(1). 

Exemple 4.2.3. — Considérons le cas où V est une compactification lisse d'un tore 
T sur k. Soit D(V) le Z-module libre de base les T-orbites (Tj)jej de codimension 1 
dans V, soit C le cône naturel dans ce module et Ac,k l'espace affine correspondant. 
La suite exacte 

0 X*(T) A D(V) -> Pic F 0 

induit une action de TNS sur A ^ . Dans ce cas, par l'exemple 3.3.3, les torseurs 
universels au-dessus de V sont isomorphes en tant que variété à un ouvert T de Ac,& 
et les morphismes n : T —>• V sont paramétrés par le choix d'un point xo de l'orbite 
ouverte de V et donnés comme les uniques extensions du morphisme équivariant de 
T(D(V)) dans V envoyant l'élément neutre sur XQ. 

On prend pour yo l'image de l'élément neutre de T(D(V)) dans T. En outre, on 
choisit l'extension K/k de sorte que K trivialise le Gal(fc/fc)-ensemble J. Soit Fj 
l'adhérence de Tj pour j G J. On se donne un ensemble fini S C Mf et un modèle Y 
de V sur Os. On peut supposer que S contient les places ramifiées dans l'extension 
K/k et que, SK désignant les places de K au-dessus de celles de S, il existe des 
modèles Sfj des fibres associés à Fj pour j décrivant J, de sorte que les métriques 
sur ces fibres soient définies en dehors de SK par les Sfj. Enfin on suppose que l'on a 
\\ip[Fj] (yo)\\v = 1 en dehors de S et que l'adhérence F de Fj dans ^OSK est définie 
comme le lieu des zéros d'une section Sj de «if j . 

La description de l'espace 7H(0P) nous amène à considérer des multiplicités 
d'intersection. Soit *P une place finie de K en dehors de SK et i E J. Pour tout 
x G V(Kçp) n'appartenant pas à F{, on note rrii(x) la multiplicité d'intersection de 
l'adhérence x de x dans avec (̂ z)o<p- Cette intersection étant de dimension 0 
par hypothèse, on peut utiliser la formule de Serre (cf. [Se, page V-32]) 

rrii(x) = E 
^(fOm)(0) 

M 

3^0 
-l)nTor°r>^Or,y/ly,x,Or,y/ly^) 

où Oy^y désigne 0yo^^y et pour tout sous-schéma fermé Y de y, 1ViY désigne 
l'idéal associé à Y dans l'anneau local Or,y et / la longueur d'un 0<p-module. Dans 
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ce cas particulier, la formule se réduit à 

mi(x) = lFy{&i(x)/(Si(x))). 

De manière plus intuitive, on peut également décrire rrii(x) comme le plus grand 
entier j tel que, modulo fë, x appartienne à Fi. 

Soit p G Mf — S. On a kp ® K — n<p|p Ky. Comme p n'est pas ramifiée dans 
K/k, on peut choisir des uniformisantes iry de 0<p pour *}3|p de sorte que (ny)^ 
soit invariant sous l'action du groupe de Galois. On considère alors pour tout ^3|p 
l'application 

VKv : T(D(V))(KV) -> T(D(V))(KV) 

qui à y = (yj)jeJ associe (yj//7r^^~mj )jeJ. On obtient alors que pour tout j 
de J, l'entier V^(TJKv (y)j) vaut raj(7R(y)). Le produit Yly\p VK^ définit par passage 
aux invariants une application 

Vp:T(D(V))(kp) ^T(D(V))(kp). 

Proposition 4.2.6. — Avec les notations qui précèdent, pour tout élément y de Ven
semble T(D(V))(kp), l'intersection de7u(0p) avec la fibre de n en 7r(y) est donnée 
par 

R(CCFF(F),OP).^(Y). 

Démonstration. — Toutes les définitions étant obtenues par descente galoisienne à 
partir de K, il suffit de montrer le résultat dans le cas où le Gal(fc/fc)-ensemble J est 
trivial. 

Notons tout d'abord que la formule rrij(x) = IYp(^ j{x) / (SJ{X))) se réécrit éga
lement 

(4.2.1) \\sj{x)\\p = (#Fp)-mM. 

Vérifions que, pour tout y de T(D(V))(kp), on a 7r(rip(y)) = n(y). Pour cela, 
on étend l'application Fj I-> yj en un morphisme uy : D(V) —» kpx. Alors 7R(y) 
est caractérisé par les relations £(7r(y)) = uy(£) où £ décrit X*(T). Il nous faut 
donc calculer ^p(y)(0- Mais â fonction Fj *-> ||sj(7R(y))|| s'étend également en 
un morphisme wy : D(V) —» R>o qui vérifie 

vçex*(T), wy(t) = \a*(v))\p 

et, par conséquent, les morphismes D(V) -> Z qui étendent les applications Fj H-> 
mj(n(y)) et Fj ^ vp(Vj) coïncident sur X*(T) et, par définition de ryp, on obtient 
que uVp(y) (£) = uy(£) pour tout caractère £ de T. 

Pour montrer la proposition, il reste à montrer que pour tout j , on a 

*l>[Fj](VP(v)) = 1. 
p 
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Mais il découle des définitions que l'on peut choisir 4>[Fj] de sorte que y soit envoyé 
sur yJ1Sj(n(y)) et il résulte de (4.2.1) que 

*l>[Fj](Vp(v)) p 
- i "efe)—TOJ'MV)) / / \\ = i. 

p 
Cas particulier. — Si V est la variété torique obtenue en éclatant 3 points ration
nels Pi, P2 et P3 en position générale sur P Q , alors les diviseurs Fj sont les images 
inverses E±9 E2 et E3 des points ainsi que les relevés stricts E\^, ^2,3 et Ez,\ des 
droites (PiP2), (P2P3) et (P3P1). On note (yi,y2,y3,2/1,2,2/2,3,2/3,1) les coordon
nées naturelles sur D(V)V ® et (#1 : #2 • ^3) des coordonnées sur P Q de sorte 
que Pi = (1 : 0 : 0), P2 = (0 : 1 : 0) et P3 = (0 : 0 : 1). Soit U le complémentaire 
des diviseurs Fj que l'on peut identifier avec son image dans P Q . Au-dessus de U le 
morphisme n : T —> V est donné par 

x\ = 2/2,32/22/3, £2 = 2/1,32/12/3 et x3 = 2/1,22/12/2. 

Considérons la section ensembliste 5 : C/(Q) —> 7r_1([/)(Q) qui apparaît notamment 
dans [BM, §5] et [Pe, §7.1.2] et définie par, si (#1, #2, #3) = 1» 

: x2 : £3) = (2/1,2/2,2/3,2/1,2,2/2,3,2/3,1 ), 

où y* = (â -, xj) et y^j = xiy^yj1 pour {i, j , /} = {1,2,3}. Il est aisé de vérifier 
que pour tout nombre premier p, et pour tout x — {x\ : X2 : #3), les valuations en p 
des coordonnées de son image par s coïncident avec les multiplicités d'intersection 
de x avec les diviseurs correspondants dans Vp. On en déduit comme dans le cas 
général que l'intersection de 7H(Zp) avec la fibre en x est le produit 

TNS(Ce{f(V),Zp).s(x). 

Mais Pic V —> Z[A] 0 Z[Ei] ®Z[Es] où A est le relevé d'une droite ne contenant 
aucun des points éclatés et pour la décomposition correspondante 

TNS(Ceff(F),ZP)= (r, ri,r2,r3)eG^ 
n e Tip 
rr^ rf e Zp 

pour 1^г^3 
pour l^i<j < 3 

Or, pour tout nombre premier p, 
s(7r(p,p, 1,1,1,1)) =s(p:p: p2) = s(l : 1 : p) = (1,1, l,p, 1,1) 

et donc (p,p, 1,1,1,1) ^ 7H(Zp). L'espace adélique 7H(^Q) est donc différent de 
l'intersection de Ylv 7~(QV) avec l'espace adélique associé à l'espace affine. 

Exemple 4.2.4. — On reprend les notations de l'exemple 3.3.4. On considère donc 
la surface de Del Pezzo V obtenue en éclatant les quatre points rationnels de coor
données (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) et (1 : 1 : 1) dans P ^ et l'unique torseur 
universel au-dessus de V est décrit comme un ouvert du cône de A2 A:5 au-dessus de 
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l'image de la grassmannienne Gr(2, 5) (cf. [Ski], [Sk2] et l'exemple 3.3.4). Ce cône 
est donné par les équation de Pllicker : 

1/1,21/3,4 - 2/1,31/2,4 + S/MÎ/2,3 = 0, 
J/l,2Î/3,5 - î/l,3Ï/2,5 + 1/1,51/2,3 = 0, 
1/1,21/4,5 - 1/1,41/2,5 + 1/1,51/2,4 = 0, 
1/1,31/4,5 - 2/1,41/3,5 + 1/1,51/3,4 = 0, 
1/2,31/4,5 - 1/2,41/3,5 + 2/2,52/3,4 = 0. 

Soit W l'image inverse dans T du complémentaire des diviseurs exceptionnels. 
Alors, comme dans le cas des variétés toriques, on peut définir des applications Ï]P : 
W(kp) —» W(kp) avec nor]p = n et telles que, si 1 ^ i < j ^ 5, la composante en 
i,j de r]p(y) ait pour valuation la multiplicité d'intersection de n(y) avec le diviseur 
exceptionnel i^ j . On montre alors aisément que l'intersection de la fibre en ir(y) 
avec 7H(Zp) est donnée par le produit 

TNS(CcS(V),Zp).riP(y). 

Remarque 4.2.7. — Pour presque toute place *P de K, on peut également décrire 
l'ensemble THK{QK<Ç) comme le produit 

TNs(Ceff(F),0^).^(0^) 

où ^ est un modèle de T. Cette description est sous-jacente dans les exemples 4.2.3 
et 4.2.4, puisque les applications r]p ont en fait leur image dans ^(Op) pour des 
modèles bien choisis de T. 

4.3. Un domaine fondamental sous NS(Os). — Comme dans le cas de l'espace 
projectif étudié par Schanuel dans [Se], ou plus généralement celui des intersec
tions complètes lisses (cf. [Pe, §5.1]), le passage aux torseurs universels nécessite 
la construction d'un domaine fondamental sous l'action des unités. L'objet de ce pa
ragraphe est de définir ce domaine à l'aide des fonctions Hr,v introduites dans le 
paragraphe 4.1. 

Notations 4.3.1. — Dans la suite S désigne un ensemble fini de places contenant 
l'ensemble So défini au paragraphe 2.3 ainsi que l'ensemble 52 défini dans la dé
monstration de la proposition 4.2.2, les places archimédiennes, les places ramifiées 
dans l'extension K/k, et tel que les conditions (iv) et (v) de la proposition 3.1.2 soient 
vérifiées pour le tore TNS associé au groupe de Picard. 

On a donc, d'une part, une suriection 

log'5 : T N S ( ^ © X 4 T N S ) „ 
veS 

et, d'autre part, une suite exacte 

0^W(Tm)^ TNS(Os) loge n (x jTNSL)®R. 
ves 
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Soit M l'image de log5. Le Z-module M est un réseau dans le noyau de l'application 
canonique 

fT X*(TNS)^ ® R -> X*(TNS)^ ® R. 
ves 

Soit A un domaine fondamental pour M dans ce noyau, donné par une base de M, 
et pr une projection de Y\veS X*(TNS)^ ® R sur ce noyau. 

Dans la section 4.1, on a construit des fonctions 

VLTv : V\cVv ® C x T(kv) -> Cx 

pour tout torseur T ayant un point rationnel. Elles induisent des fonctions 

H 1 ^ : T(kv) -> (PicK)v ® R 

données par 

Vy G T(kv), VL G PicVv, HT,v(y,L) = qfT*v(y)iL) 

où qv = # F V si f G M/, qv = e si kv = H et qv = e2 sinon. On définit alors un 
domaine AHX (T) par 

AHK(T) = \ye]LT(kv) 
l «es 

pr((H^(î/t,)),6s) 6 A S . 

Proposition 4.3.1. — L'ensemble AnK(T) est un domaine fondamental de Ves
pace TivesTikv) sous l'action de TNS(OS)/W(TNS)> Autrement dit, il vérifie les 
conditions suivantes : 

(i) AuK (T) est stable sous l'action de W(TNS)> 
(ii) Vr G TNs(05) - W(TNS), r.AHK(T) H AHK(T) = 0, 

(iii) UrETNS(o5)r-AHx(^) = F U s ^ M -

Démonstration. — Notons tout d'abord que pour toute place v de k on a 

VL G PicVv, Vy G T(M, Vr G TNS(M, Hr>*(L,ry) = (Hry^)"1 

= \L(r) \- 1HT^y). 

Par conséquent la fonction 

(yv)ves » (Hftdfe)) 

est compatible avec les actions de T(Os), l'action de ce groupe sur l'espace vectoriel 

f J ( P i c ^ ) v ® R 
ves 

étant donnée par — log5. 
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L'assertion (i) résulte alors du fait que VF(TNS) est contenu dans le noyau de log5 
et les assertions (ii) et (iii) du fait que A est un domaine fondamental pour l'image 
delog5. • 

Exemple 4.3.1. — Si y est l'espace projectif PJJ, alors on peut prendre pour S l'en
semble des places archimédiennes et pour métriques celles associées à la base usuelle 
de l'espace vectoriel T(P£, 0(1)). Le domaine fondamental coïncide alors avec celui 
construit par Schanuel [Se]. 

Plus généralement, si V est une intersection complète lisse de dimension supé
rieure à 3 et si on prend S = Mœ, alors, en utilisant les métriques obtenues par 
restriction à partir de PJJ, le domaine fondamental est celui décrit dans [Pe, §5.1]. 

En particulier si k = Q on a simplement dans ce cas 

AHA-CT) = TT T(Q„). 
ves 

4.4. Mesures sur les torseurs universels. — Notre but dans cette section est de 
construire une mesure adélique canonique sur les torseurs universels. Là encore, notre 
fil conducteur sera le cas des intersections complètes lisses pour lesquelles on dispose 
de la mesure induite par la forme différentielle de Leray (cf. [Lac, page 148], [Pe, 
page 130]). Comme pour la mesure introduite par Salberger [Sa], il ne sera pas néces
saire d'introduire des facteurs de convergence, ce qui est un des avantages du passage 
aux torseurs universels. Toutefois l'espace adélique considéré par Salberger diffère 
de celui utilisé ici. En outre la mesure utilisée ici n'est pas invariante sous l'action du 
toreTNS. 

Notations 4.4.1. — Soit T un torseur universel au-dessus de V ayant un point ra
tionnel sur k. Pour toute place v de k et tout point x de V(kv) au-dessus duquel le 
torseur T a un point rationnel sur kv, on considère la mesure u)Tx v définie par la 
relation : 

( 4 A 1 ) f f(r)a,TxiV(r)= f f(rm^y\\vv^SiV(r) 
JTx{kv) JTNS(kv) 

où / est une fonction sur Tx(kv) et y un point fixé de Tx{kv), où \\.\\vv a été défini au 
paragraphe 4.1 et où c*;T v est la mesure canonique sur TNS(^), dont la définition 
a été rappelée dans le paragraphe 3.1. 

On considère alors la mesure u)j-jV définie sur T(kv) par la relation : 

/ f(y)"T,v(y) = / VH,V(X) / f(y)"Tx,v{y)' 
JT{kv) JV(kv) JTx(kv) 

Remarque 4.4.1. — (i) Pour ces notations on fixe (UVJ (||-||v)v€Mfe)» un représen
tant de H([o;y]). Ce choix n'intervient que dans les termes locaux de la mesure. 
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(ii) En termes de celle de Salberger, cette mesure peut s'exprimer de la manière 
suivante : 

UTÂr) = IMI*/^ Salberger ,*; (r). 

Hypothèse 5. — Désormais on suppose en outre que le faisceau UOVL appartient à 
l'ouvert ©(CeffOO) défini dans le théorème 3.2.3. 

Proposition 4.4.2. — Avec les notations ci-dessus, le produit des mesures (VT v dé
finit une mesure adélique sur Vespace Tc ff^(i4fc). 

Démonstration. — Il nous faut montrer que, quitte à élargir S, le produit 

| |"7>(Тн(0, ,)) 
VES 

converge. Mais on a les relations 

W G Mj, wr „(7k(0w)) = 
T(kv) 

1Ta{Ov)^T,v 

V(kv) 
«H.«(») 

Tx {kv ) 
1т«го,,НУ)<*>т̂ ЛУ) 

Par [CTS2, lemme 3.2.3], quitte à augmenter S, pour tout v de Mf — S, l'appli
cation T(kv) -+ V(kv) est surjective. 

En outre, quitte à augmenter S, on peut supposer qu'il existe un modèle 3F de T 
sur Os de sorte que pour toute place *}3 ne dominant pas un élément de S, tout y de 
3?(0y) et tout L G Pic VK, on ait 

Hfv(L,y) = l. 

Pour un tel 5, si v appartient à Mf — S et x à V(kv), il existe un élément y de 
Tx(kv) provenant de 3f(Qv). Mais alors 

2NS (feu) 
1rH(0.)W)«r„t;(y) = 

2NS (feu) 
1TNS(-C,a(V),0„) \uv(r)\v"TNS,v(r)-
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On obtient donc les égalités 

n "T,„№(0„)) 
veMk-s 

TNS(-Ceff(V),<%) 
\o>v(r)\ v(r)\(r)wH,„(V(M) n 

veMk-s 

J ] ^(TNS^eff^),^1) 
v€Mk-S 

I I u>T*S,V(TMGV))LV(L,PicV) 
v£Mk-S 

J ] LV{\,V\cV)-lun,v{V(kv)) 
veMk-s 

La convergence du premier terme résulte des travaux de Draxl, (cf. théorème 3.2.3) 
et de l'hypothèse 5, la convergence du second des travaux de Weil et Ono et celle du 
troisième se démontre comme dans [Pe, proposition 2.2.2]. • 

Il résulte de la preuve qu'il est possible de prendre la convention suivante : 

Convention 4.4.2. — Dans la suite, on augmente S de façon à ce que pour tout P 
de Mk - S et tout x de V(kp)9 il existe y G Tx(kp) tel que 

V<P|P, VL G PicVfc, H F v(L,y) = 1. 

Lemme 4.4.3. — Le produit des mesures v est indépendant du choix du système 
de hauteurs. 

Démonstration. — Soient H 1 et H2 deux systèmes de métriques correspondant à 
deux métriques adéliques (IMlĴ eM* et (H-Ĥ veAf* sur Vy1. La seconde peut alors 
s'écrire comme (/v||.||*)veMfc où les fonctions fv sont continues, partout non nulles 
et presque toutes constantes et égale à 1 sur V(kv). Par la formule (2.3.1), la mesure 
u>Hv est multipliée par fv. Mais par (4.4.1) et la définition de ||.||vv, les mesures 
(JOTXV sur Tx(kv) sont divisées par fvXv où (Xv)veMk est une famille de réels presque 
tous égaux à 1 et telle que fLeM* Av = 1. La mesure ]XeMfc ^T,v est donc inchan
gée. • 
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Définition 4.4.3. — On définit la mesure adélique canonique u>j- sur l'espace adé
lique Tc ,y \ ( Ak ) par la formule 

a>7" = 
1 

/ddimT n 
veMk 

wT, v3 

Remarque 4.4.4. — Il est en fait également possible de définir cette mesure en termes 
d'une section partout non nulle de bj-y, mais la description donnée ici est plus pratique 
du point de vue de la descente. 

Exemple 4.4.1. — Si V est une intersection complète lisse de dimension n ^ 3 dans 
•pAT définie par l'annulation de m polynômes homogènes fi de degré d\ et si T est 
le cône épointé au-dessus de V dans Aĵ + , alors la forme différentielle de Leray 
CJL sur T est définie par la relation suivante : si y est un point rationnel de T et si 

dfi 
dx11 (y) est inversible pour h < • • • < lm, alors 

l^ij^m 

WL(y) =(-1) ̂ m-^lj IK det dfi 
aX1 

(y) 
-1 

1 < I<3 
dX0 A • • • A dXh A • • • A dXlrn A • • • A dXN. 

Cette forme définit des mesures u;L v sur T(kv) pour toute place v de k. D'autre 
part le choix des équations (fi)i^i^m définit un isomorphisme de cvy1 sur Qv(ô) où 
ô = N + 1 — Y^iLi di- De manière plus explicite un polynôme homogène g de degré 
S correspond à la forme u;(g) définie en x = (1 : x\ : . . . : XN) par la formule (cf. 
[Pe, page 134]) 

Lo(q)(x) = glx) det 
dfi 
dXi 

(x) 
N-m+l^i^N 
l<?'<m 

d 
dXi 

A---A 
d 

dX^-m 

Par ailleurs, le système de hauteurs est défini par le choix d'une métrique adélique 
surOy(l). 

Proposition 4.4.5. — Pour tout choix de la métrique sur Oy (1) et toute place v de 
k la mesure u<y^v coïncide avec la mesure u;L v. 

Démonstration. — Il suffit de montrer le résultat au-dessus d'un ouvert W de V(kv) 

pour la topologie v-adique sur lequel XQ et det ' du 
dXi 

(X) 
N-m+l^i^N ne s'annulent 

pas. Soit p : W -> T l'application qui envoie x de coordonnées (1 : x\ : ... : XN) 
sur (1, x i , . . . , xN-m). Alors par [Pe, Lemme 5.4.4], l'image de la mesure CJH v sur 
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p{W) est donnée par 

1 < 1< m 
1 

\\y\\vv det af 
9Xi (y) N-m+l^i^N 

1 < 1 < m 

N-m+l^i^NN-m+l^i^N 

Par définition, la mesure u>T v s'exprime par la formule suivante 

W7> = ' 
1 

det dfi 
Ad1 (y) N-m+l<^i^N 

1 < 1< m 

dXi^y . . . dXjsf-m^y 

qui coïncide avec u?L v. 

5. Deux résultats de descente 

5.1. Une fonction de comptage. — Comme pour la méthode du cercle, il semble 
raisonnable de chercher à comparer dans certains cas des sommations du type 

E 
yeT(k) 

0 (y) 

avec des intégrales de la forme 

TCeff(V)(Ak) 
O W1 

où <1> est une fonction sur l'espace Tc^çy^(Ak). Or les différentes conjectures sur le 
nombre de points de hauteur bornée sur la variété V peuvent s'interpréter à l'aide de 
comparaisons de ce type. 

À titre d'exemple, nous allons décrire comment la question 2.6.1 peut se relever. Il 
nous faut pour cela décrire les fonctions pour lesquelles devraient être effectuées les 
comparaisons. 

Notations 5.1.1. — Si T est un torseur universel au-dessus de V avec T(k) ^ 0 et 
si 5 appartient à Pic y (g) C , on définit ^ par le produit 

0 h9uy (s,y) = 1 

#W(Tm) *r,s(*>v)- n 
v€Mk-S 

N-m+l^i^N 

où pour tout v en dehors de 5, ^ ^ ( s , , ) est la fonction indicatrice de TH(OV) et 
$ j5 (s , •) est la fonction indicatrice de l'ensemble donné par 

(yv)ves € AHjf(T) 
Vves,n(yv)eu(kv) 
VL ece ñ(v), nve sñT AL, yv) > i 
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multipliée par la fonction YlveS H-r>(s, yv) 1 où U désigne le complémentaire dans 
V des sous-variétés modérément accumulatrices. 

5.2. La descente pour la fonction zêta des hauteurs. — Nous nous placerons sous 
les hypothèses suivantes, qui contiennent toutes les hypothèses déjà effectuées. 

Hypothèses. — La lettre V désigne une variété projective, lisse et géométriquement 
intègre sur k qui satisfait les conditions suivantes : 

(1) iP(V, Ov) = 0 pour i = 1 ou 2, 
(2) Pic V = NS V est sans torsion, _ 
(3) UOY1 appartient à l'ouvert D(Ceff(F)) C Ceff(Vr), 
(4) Ceff (V) est un cône polyédrique rationnel, 
(5) V(k) est Zariski dense dans V, 
(6) le complémentaire dans V des sous-variétés modérément accumulatrices pour 

toute hauteur de fibre LU Y1 est un ouvert de Zariski non vide de V, 
(7) les torseurs universels au-dessus de V vérifient le principe de Hasse et l'appro

ximation faible. 

Remarque 5.2.1. — Les hypothèses 1 à 4 sont de nature géométrique alors que les 
conditions 5 à 7 sont de nature arithmétique. Comme indiqué précédemment, l'auteur 
ne connaît pas de variété vérifiant les conditions 1 à 3 sans vérifier la condition 4 ; 
la condition 7 a été étudiée par Colliot-Thélène et Sansuc [CTS2, §3.8] et là encore 
aucun contre-exemple ne semble être connu lorsque V vérifie les conditions 1 à 3. 
Il n'en est peut-être pas de même de la condition 6 qui pourrait être fausse pour 
certaines variétés de Fano (cf. l'exemple de Batyrev et Tschinkel [BT3]). 

Pour simplifier l'énoncé des résultats, nous supposerons que le système de hau
teurs HK vérifie la condition suivante : 

Vx G V(K), VL G Ceff (V) H Pic F , HK(L,x) ^ 1 

situation à laquelle on peut toujours se ramener. 

Théorème 5.2.2. — Soit V une variété vérifiant les conditions ci-dessus, K une ex
tension galoisienne de k telle que Pic VK ^> Pic V, HK un système de hauteurs sur 
VK satisfaisant à la condition qui précède, soit (Tl)iei une famille de représentants 
des classes d'isomorphismes de torseurs universels au-dessus de V ayant un point 
rationnel sur k. Alors, pour tout s appartenant à un cône ouvert de Pic V ® C 

2 Y, ^ ( ^ y ) = CH(^5(^TNS,ceff(F)). 
iei yeTi(k) 

Démonstration. — On se fixe un élément s de Pic V ® C pour lequel les suites qui 
définissent (H(S) et LS{S,TSSYCEF[(V)) convergent. Soit alors x un point rationnel 
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de U et i l'unique élément de / tel que TI ait un point rationnel au-dessus de x. Il 
nous faut donc démontrer la formule suivante : 

(5.2.1) Y, *Ti(8>y) = H(5,x)-1L5(5,TNS,Ceff(F)). 
yerix(k) 

Par définition des fonctions 0HK et par la formule (4.1.2), le terme de gauche s'écrit 
également 

1 

#W(TNS) 
M M 

UWE 132 
H7ï,t;(a,y) 1 = 

1 
^W(TNS) E 

yefx 

nu€Mt-5H7i,t;(s,y) 

Hls.x) 

où Tx est l'ensemble des y de Tix(k) vérifiant les conditions suivantes 

(i) V<p € MK - SK, VL G Ceff(F), H£,q,(L,î,) < 1. 
(ii) VL € Ceff(F), npe5H7,,p(L,y) > 1,' 

(iii) (Vv)ves € AHx(7ï). 
Mais l'hypothèse faite sur H # et la formule (4.1.2) entraînent que la première asser
tion implique la seconde. Il suffit donc de considérer la première et la dernière. 

Il résulte de la convention 4.4.2 que si v € Mk — S, il existe yo,i> £ Tix(kv) tel 
que pour tout L de Pic VK on ait 

(5.2.2) HTUV(L,y0,v) = l. 

Mais comme le morphisme 

TNS(A0 • e 
veMk-s 

X*(TNS)V 

est surjectif, il existe en fait yo £ 7ïx(k) tel que, pour tout v de — S, l'image de 
yo dans Tix(kv) vérifie (5.2.2). Considérons alors la bijection 

0:TNS(k) -> Tix(k) 
r i ^ r • y0-

La somme MY+6Fx ELeA^-s HT;,*(S, y) s'écrit alors 

N-m+l^i^N 

M 

Vt;6Mfc-S,r€TNS(-Ceff(V),Ov) 
»-»0€AH (T) 

n 
N-m+l^i 

(1x2) x 

= #W(TNS) E n 
vGMu-S 

(S,r)v 

|rGTNS(A;)|V*eMfc-5,rGrNs(-afp(y),0J)/TNS(0c) 
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où l'égalité résulte de la proposition 4.3.1. Mais par la proposition 3.1.2, on a une 
suite exacte 

0 -»• TNs(Os) -»• TNS(fc) - e 
v£Mk-S 

* * ( Ï N S ) „ ^ 0 

et donc la somme ci-dessus coïncide avec 

n 
veMk-s 

E 
xe-ceff(v)nx*(TNS)v 

(# Fv) (x,0= 

qui par le résultat de Draxl, (cf. proposition 3.2.2) est égale à 1,5(5, TNS, Ces(V)). 
• 

5.3. La descente pour l'analogue intégral 
Théorème 5.3.1. — Sous les hypothèses du théorème 5.2.2, pour tout s appartenant 
à un cône ouvert de Pic V ® C, on a la formule 

E 
i€l 0Hs (S,x=) 

*"(s,î/)W7î(y) 

= # HHk,PicV).TH(V)xc^v){s-u>ï1)Ls(uï\TNS,CeS{V)). 

Démonstration. — On fixe un élément s de Pic V ® C pour lequel l'expression 
Xceff(v)(5 — ^y1) est bien définie. Par définition, le terme de gauche du théorème 
s'écrit de la manière suivante 

E 
tei s12ako 

1 
#W(Tm) 
2 x1a 

0Hs (S,x=) n 
v€Mk-S 

1riH(ot,)' 
1 

v0dim1 n 
v€Mk 

0Hs (S,(x) 

ou encore 
1 

# ^ ( T N S ) A — dim 7; 
a 

E 
iei 

n 
yGMfe-5 

0 ^ ( 7 ^ ( 0 , ) ) 

n 7ï(fc.) 

0Hs (S,x=) n 
ves 

wm (x=) 

Soit i; une place de k en dehors de S, i un élément de I et a: un point de V(kv). On 
peut alors choisir dans la fibre un point yo tel que 

VL € Pic F , \\yo\ft = 1. 

On obtient la formule 

TiJkv)nTin(Ov) 
ufTi,v = 

TNS(-CEFT(V),QV) 
\^V(T)\VUT^ v(r) 

u»rNS,,(TNs(0„))^(^NS, L TNS (y), VWv-1 

et donc 

«<n.t,(7ÏH(0„)) = u»rNS,,(TNs(0„))^(^NS,Ceff(y), V W v W M ) -
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En prenant le produit sur les places v en dehors de S, on obtient 

n 
v£Mk-S 

b>T<Mn(Qv)) = n 
veMu-s 

Lv{T]<is,Ceff(V),uJv ) 

n 
>€Mk-S 

^sJTNS(Ov)) Lv (l,PicV) 

n 
veMk-s 

L^VicVr^n^ ViK))0 (V (KV)) 

Soit i un élément de / et (xv)ves un point de l'image de YlveS Ti(kv). Comme, 
par la proposition 3.1.2 (i), le morphisme de TNS(-AJO vers (PicV)v ® R est sur-
jectif, il existe un élément yo de YlveS 7i(kv) tel que pour tout L de Pic V on ait 
lives II 2/o II v ~ 1- On a al°rs la relation 

#^(TNS)-1 
n Tix!kv) 
ves 

*^.s(«.f) n 
wes 

"Tix„,v (y) 

1{(̂ ),€s|vçGCeff(v), n K(r„)Ui} 
ves 

n 
vGS 

(5 UJv ^rv)v n 
vGS 

WT NS, v (Rv), 
n TNS(̂ )/rNs(05) 

v€5 
Notons ?NS(IXE5 l'ensemble 

{(^)vG5 £ n 
ves 

TNS(M I Ve € Pic F, n 
*G5 

1 ^ ) 1 . = 1 } . 

Comme dans le paragraphe 3.1, on définit une mesure UT^S,S sur ce groupe. Le terme 
ci-dessus est alors donné par la formule 

Oeff(V)v 
e-{s-uJv ,y)( Dy, Wt1 NS, s T1 n 

vG5 
12 /3NS (Os) 

On obtient donc l'égalité 

# ^ ( T N S ) - 1 

flies' 7~i(kv) 

0 H ti, S (S,y) n 
ves 

WT, v (Yv) 

XcQff(V)(s ~ uv )uTi cf TNS n 
vG5 

dx /rNs(Os) 

n 
vG5 

w H,v 7T n 
ves 

TI (Kv) 
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Or il résulte de la proposition 3.1.2 qu'on a un isomorphisme 

r N s ( n M / T N s ( ° s ) x 
ves 

n 
veMk-s 

TNs(0„) ^>TNS(Afc)/TNS(A;). 

En réunissant le terme obtenu pour les bonnes places à celui obtenu aux mauvaises, 
on obtient la formule 

(^Pic^/^^TNs). 

7îceff(v)(j4*;) 

= XceS(V)(s - <«V V r i (TNs(̂ fc)/TNs(A;))u>H x n t (x12v) 

veMk 
Par le théorème d'Ono, 

wTi (T^S(^)/TNS(/c)) = ^ ( ^ P i c ^ / ^ ^ T N s ) . 

D'autre part si x G V(fc), alors le nombre de classes d'isomorphisme de torseurs 
universels au-dessus de V qui ont un point adélique au-dessus de l'image de x dans 
V(Ak) est précisément EŒ1(A:,TNS). Et il résulte de l'hypothèse (7) du paragraphe 
précédent que 

7T n 
иемк 

7i(kv) C V(k). 

En sommant sur les différents torseurs universels, on obtient la formule recherchée. 

5.4. Conclusion. — En définitive on obtient que, sous les hypothèses faites à la 
section 5.2, la question optimiste 2.6.1, à savoir la comparaison entre CH(S) et 

Xceff(v)(s-"v)ß(V)TH(V) 

au voisinage de UÛV1 se ramène, au niveau des torseurs universels à des majorations 
de termes de la forme 

E 
yeTi{k) 

P S , У -
7~iCeff(V)(Ak) 

®{s,y)uTi{y) 

où, par le corollaire 4.2.3 et le lemme 4.4.3, TiC^y^(Ak) et u>ji sont des structures 
canoniques associées au torseur universel. 

De même la conjecture de Manin raffinée (cf. [Pe, conjecture 2.3.1] et [BT1]) qui 
relie nun(H) à 

a(V)p(V)TH(V)H(logHy-1 
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avec t = rg Pic V, peut se ramener à des majorations similaires à l'aide des fonctions 
de comptage 

Ф'%(Н,Ь,у) = Ф'^3(Н,Ь,у) n 
veMk-s 

Ф'T1 (Н,Ь,у) 

avec H G R>o et b G Ç&veMk-s ^*(TNS)V où, pour tout v en dehors de S, 
<&f^iV(H, b, y) est la fonction indicatrice de bvTm{Ov) pour un élément bv de l'en
semble TNS(&v) tel que \ogv(bv) = bv et où <£>'̂  5(i7, •) est la fonction indicatrice 
de l'ensemble défini par 

(yv)v<ES G AHx(7I), 
Vu G 5, TT^) G U{kv), 

VL G Ccir(V), n ,^HT, , (^ ,^ ) > 1, 
Ф'%(Н,Ь,у) (wy, yv) <Н 

Ces réductions sont des généralisations du passage de la variété au cône épointé 
pour les intersections complètes lisses. 

L'étape suivante dans le développement d'une hypothétique machinerie générale 
serait de passer d'un torseur T à un espace affine. Pour cela, il nous faut tout d'abord 
trouver un plongement de T dans un espace affine qui joue le même rôle que celui 
considéré dans le cas des variétés multihomogènes (cf. exemple 3.3.2) ou torique (cf. 
exemple 3.3.3). 

Dans ce but, donnons-nous une famille génératrice ([Lj])jej de Ceff(V) provenant 
de Pic F et qui soit invariante sous l'action du groupe de Galois Gal(A;/A;) et soit 
<J£(V) le Z-module libre de base J. C'est un module de permutation et on a un 
épimorphisme naturel 

p:JK(y) ^>PicF. 

Le fibre vectoriel E = 0jGj ly provient d'un unique fibre E sur V et l'unique tor
seur TZ sous T(^(V)) au-dessus de V dont l'invariant p(1Z) est p est donné comme 
fc-forme de Xyj^jL^. 

L'application p induit un morphisme de tores 

j : TNS ^ T(^(V)) 

et on a un morphisme de T vers j*(T) qui est isomorphe à TZ. On obtient ainsi un 
morphisme 

J : T -> TZ C E. 

Comme dans la démonstration de la proposition 4.2.2, on peut montrer que 

Tcef((v)(Ak)= I I T(kv)nE(Ak). 
veMk 
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Considérons maintenant l'espace vectoriel A obtenu par descente galoisienne à 
partir de 

Â = 0 r ( ^ L , - ) V -
ieJ 

On a un morphisme naturel ev : E -> A. On suppose dans la suite que cela définit 
un plongement de T dans A. Ce plongement a l'avantage que l'action de TNS sur T 
s'étend en une action sur A. 

Un premier problème auquel on se heurte est, comme dans le cas des variétés to
riques, la différence entre Tc s^(Ak) et rLeM*. T(^)ni(4jfe). Plus précisément, 
soit v une place finie, x G V(kv) au-dessus duquel T a un point yo. En dehors de S, 
on peut choisir yo de sorte que 

VL e ceff(F), \\yo\ft = I. 

et on a un isomorphisme naturel 

%(kv)/TNS(Ov) ^ X*(TNS)„. 

On se donne des bases Sij de r(V, Lj). Quitte à augmenter S, on peut supposer que 
l'image de Tx(Ky) n A(Qy), qui est invariante sous TNS(0<TJ), est donnée par 

U G X*(TNS) | Vj G J, (t,,Lj) > sup(log№ ||s^(x)||4) } 

où (Lj, (||-||̂ j)q3€Mx) représente H(Lj) pour J G J. Il s'agit d'une réunion finie de 

translatés de Ceff(V)V qui n'est autre que l'image de Tx(Ky) DTHK (0KV)- En outre 
le terme 

sup(log^ ||sij(x)||^) 

est d'autant plus important que x est proche des points bases des faisceaux Lj, qui, 
dans plusieurs exemples, coïncident avec les sous-variétés accumulatrices. 

Cette difficulté résolue, il faudrait alors passer de IXEM*. T(kv)f] A(Ak) à A(Ak) 
et de T(k) à A(k) ce qui devrait être réalisable en s'inspirant des travaux d'Igusa 
lorsque T est donné comme intersection complète dans A, puis majorer sur l'analo
gue des arcs majeurs les différences 

E 4>(x) - f <T> 

yeA(k) Ja^ 
pour les fonctions <J> obtenues. Toutefois il n'est pas clair a l'heure actuelle que l'on 
puisse obtenir des généralisations du cœur de la méthode du cercle à savoir obtenir 
des majorations suffisamment fines de sommes d'exponentielles. 

Je tiens à remercier Per Salberger et Yuri Tschinkel pour plusieurs dicussions qui ont 
permis la rédaction de cet article. 
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