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Introduction 
L'objet principal de ce livre est la conjecture de Ramanujan-Petersson 

sur les corps de fonctions. Rappelons de quoi il s'agit. 

On considère F un corps de fonctions dont le corps des constantes ¥q 
est fini à q éléments, Fx les complétés de F en les différentes places x, deg^ 
les valuations associées et A l'anneau des adèles de F. 

Toute représentation admissible irréductible n de GLR(A), r > 1, est 
un produit ÇZ)7rx de représentations admissibles irréductibles des GLr(Fx). 

X 
Pour presque toute rr, TTX est non ramifiée et il existe dans Cx r nombres 
2I(TTX), . . •, zr(7rx), bien définis à permutation près, tels que 7rx soit un sous-
quotient de l'induite normalisée du caractère (q"*21 deg(xïzi(7rx))áeg*^ x 
. . . x (îifdeg(x)Zr(7ri))cteg,(0 de GLi(jFa.) x . . . x GU(FX). Quand nx 
est unitaire, la famille {|̂ i (71^)1,..., 1^(^)1} dans R* est symétrique par 
rapport à gnr^sO*). 

D'autre part, à toutes représentations automorphes cuspidales irréducti­
bles unitaires 7r, 7r' de GLR(A), GLR/(A), r, r' > 1, est associée la fonction 
5 i-> L(s, 7T (g) 7r') de Rankin-Selberg. C'est une fonction rationnelle en qs 
dont les pôles sont sur les droites Res = 0, Res = 1. 

Les deux conjectures suivantes sont bien connues : 
CONJECTURE 1 (Ramanujan-Petersson). — Soit TT une représentation 

automorphe cuspidale irréductible unitaire de GLR(A). Alors, en toute place 
x où 7T est non ramifiée, on a \ZÍ(7Tx)\ = q2-^-^^)} 1 < ¿ < r. 

CONJECTURE 2. — Soient 7r, TT' deux représentations automorphes cus­
pidales irréductibles unitaires de GLR(A), GLR/(A). Alors tous les zéros de 
la fonction s i—• L(s, ir ® ñ') sont sur la droite Res = \. 

Rappelons que Drinfeld a successivement prouvé la conjecture 1 (et 
même en fait la correspondance de Langlands) dans les cas suivants : 

• quand une des composantes TTX de 7r est la représentation de Steinberg 
et r = 2, en étudiant la cohomologie à coefficients constants des variétés 
modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce travail a été 
généralisé par Laumon en rang quelconque) ; 

• quand une des composantes TTX de TT est supercuspidale et r — 2, en 
étudiant la cohomologie à coefficients dans certains systèmes locaux des 
variétés modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce 
travail a été généralisé par Flicker et Kazhdan en rang quelconque) ; 

• quand r — 2, en étudiant la cohomologie des variétés modulaires 
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INTRODUCTION 

classifiant les chtoucas de rang 2. 
Rappelons d'autre part que dans la situation de la conjecture 1, Jacquet 

et Shalika ont obtenu l'encadrement q - h < q1^de^^\zi(irx)\ < 
gf2des(a;)5 1 < ¿ < r, et que dans la situation de la conjecture 2, Jacquet, 
Piatetski-Shapiro, Shahidi et Shalika ont montré que les zéros de la fonction 
L envisagée sont dans la bande 0 < Res < 1. 

Notre résultat principal est le suivant : 

THÉORÈME PRINCIPAL. — 

(i) Soit 7T une représentation automorphe cuspidale irréductible uni­
taire de GLr(A). Alors : 

• Si r est impair, n vérifie la conjecture 1 et on pose = 0. 
• Sir est pair, ou bien TT vérifie la conjecture 1 et on pose en = 0, 

ou bien pour toute place x où n est non ramifiée, la moitié parmi les ZÍ{TTX), 
1 < i < r, sont de module <j(I12-+i)des(a;) et Vautre moitié de module 
qi^-ï)^^) et on p0Se £n = Im 

(ii) Pour deux telles représentations 7r,7r' de GLr(A), GLr/(A), tous 
les zéros de L(s,7r ® ñ') sont sur la droite Res = \ si en = 6V et sur les 
droites Res = \ , Res = f si ^ ev•. 

La démonstration de ce théorème est calquée sur celle de Drinfeld en 
rang 2. On s'intéresse aux modules d'éléments {^(7rx)} et L(s, 7r®7r') = 
0}. L'idée est de relier ces derniers aux valeurs propres de l'opérateur de 
Probenius agissant sur la cohomologie à supports compacts d'une certaine 
variété de type fini sur ¥q (en combinant le théorème des points fixes 
de Grothendieck-Lefschetz et une formule des traces d'Arthur-Selberg 
convenable) et d'invoquer le théorème de pureté de Deligne. Drinfeld a 
introduit des objets permettant de réaliser ce projet. Ce sont les variétés 
(ou plutôt les champs) classifiant les chtoucas de rang r. 

Ce livre rassemble la thèse de l'auteur (Orsay, 1994) et une prépublica­
tion ultérieure (Orsay, 1995). Un résumé en a été présenté dans deux notes 
parues aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris (tome 322, 
série I, 1996). 

En voici le contenu détaillé : 
On commence dans le chapitre I par rappeler la définition des chtoucas 

ainsi que les principales propriétés géométriques de leurs champs classi-
fiants. 

Soit X la courbe projective lisse sur ¥q dont le corps des fonctions est 
F. Par souci de généralité et suivant une idée de Stuhler, on introduit 
également D une algèbre à division centrale de dimension d2 sur F et V 
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INTRODUCTION 

une Ox-Algèbre finie de fibre générique D qui soit maximale pour cette 
propriété. 

Un î>-chtouca de rang r sur un schéma S (sur ¥q) est un diagramme 

s ¿> s' ¿ Te 

où £, £1 sont des V S O^-Modules à droite localement libres de rang r 
sur X x S, T£ désigne le V El 05-Module (Idx x Frob<?)*£, et j et t sont 
des homomorphismes V El C^-linéaires, injectifs et dont les conoyaux sont 
supportés respectivement par les graphes de morphismes pôle ¿oo : S —» X 
et zéro io : S —> X et sont localement libres de rang d comme C^-Modules. 

Etant donné / <-> I un sous-schéma fermé fini évitant le zéro et le 
pôle, une structure de niveau I sur un tel P-chtouca consiste en la donnée 
d'isomorphismes £j —> VjMOs, £'i —• T^i El Os compatibles avec j et i. 

On généralise les résultats de [Drinfeld, 1987] en s'inspirant des argu­
ments de [Laumon, Rapoport, Stuhler]. On prouve que les champs Cht£> 7 
classificant les P-chtoucas de rang r avec structure de niveau / sont 
algébriques au sens de Deligne-Mumford. L'application qui à un 2?-chtouca 
associe son zéro et son pôle définit des morphismes Chtp j —> X\I x X\I 
qui sont localement de type fini et même lisses de dimension relative 
2(rd — 1) au-dessus de X'\I x X'\I, où l'on note X' le plus grand ou­
vert de X en tous les points fermés duquel l'algèbre D est déployée. Et 
pour tous sous-schémas fermés finis emboîtés J «-> J X, le foncteur 
d'oubli Chtpj —• Chtp7 au-dessus de X\J x X\ J est représentable fini 
étale galoisien. 

En notant A le schéma complémentaire dans X x X de la diagonale et de 
ses transformées par les puissances de (Frobx x Idx) et de (Idx x Probx), 
on dispose dans les Chtp ¡ de deux morphismes de Probenius partiels Probo 
et Proboo au-dessus des endomorphismes (Probx x Idx) et (Idx x Probx) 
de A. Leur composé dans un sens ou dans l'autre est le morphisme de 
Probenius. 

Soient a G Ax un idèle de degré 1, l'ordre maximal dans D& = D®p 
A qui correspond à 2?, G le schéma en groupes sur F des automorphismes 
de E = Dr, K le sous-groupe ouvert compact maximal GLr(î>A) de 
GLr(DA) = G (A), H l'algèbre de Hecke de G (A) c'est-à-dire l'algèbre 
de convolution des fonctions localement constantes à support compact de 
G (A) dans Q et, pour tout J <-* X, Hi la sous-algèbre des fonctions 
invariantes à gauche et à droite par Kj = Ker[K —» GLr(D/)]. 

Alors on dispose sur le champ représentable lim Cht£> T/az d'une action 

à droite de G(A). Elle est équivalente à la donnée, pour tout / X, d'un 
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INTRODUCTION 

homomorphisme de Hi dans l'anneau des correspondances finies étales de 
Cht^}//az. 

Les champs Chtp7/az sont localement de type fini et n'ont qu'un 
nombre fini de composantes connexes mais, pour r > 2, ils ne sont pas 
de type fini. 

On cherche donc dans le chapitre II à les écrire de façon aussi naturelle 
que possible comme des réunions filtrantes d'ouverts de type fini, en 
généralisant le dernier paragraphe de [Drinfeld, 1987] qui traite le cas 
D = F, r = 2. 

Dans ce but, on choisit de recourir aux notions de filtrat ions et polygones 
canoniques de Harder-Narasimhan. Pour cela il nous faut, étant donné 
S = SpecK le spectre d'un corps algébriquement clos, disposer d'une 
fonction rang et d'une fonction degré sur les objets de la catégorie abélienne 
des diagrammes 

£ = (£ J->£' <±-T£) 

où £, £' sont des V M if-Modules cohérents et j , t induisent des isomor-
phismes au-dessus d'un ouvert non vide. Comme fonction rang on prendra 
évidemment rg£ = rg£ = rg£'. En revanche, les deux fonctions deg(det£) 
et deg(det £') sont distinctes et aucune ne paraît préférable à l'autre. On 
est donc amenéjà introduire un paramètre réel a et à définir la famille de 
fonctions dega £ = a deg(det £) + {! — a) deg(det £'). 

Pour tout réel a et tout polygone p : [0, r] —• R+, on construit 
maintenant des ouverts Chtr^f-V dans les Cht^j en demandant que 
le polygone a-canonique de Harder-Narasimhan soit majoré par p. Les 
Chtp^j ~p/az sont de type fini et si I est de degré assez grand en fonction 
de p, ce sont des schémas. Ils sont stables par l'action de la sous-algèbre 
de Hi constituée des fonctions dont le support est contenu dans KAX. Et 
chaque Cht^fj ~p est transformé par Probo et Proboo respectivement en 

C h t ^ - 1 " * et Cht^+1-P. 
Pour tous polygones p, q avec 0 < p < g, on décrit aussi les différences 

entre les Cht^f ~q et les Cht^f ~p comme des réunions finies disjointes 
de strates, les horocycles. Chaque horocycle est plongé par une immersion 
localement fermé et il est muni par ailleurs d'un morphisme lisse dans 
un Chtp'j01- avec r' < r, morphisme dont les fibres sont des groupes 
commutatifs unipotents. 

Dans le chapitre III, on considère 0, oo deux places distinctes de F 
correspondant à des points fermés de 1 ' , w;, s; > 1 deux entiers et 
u = u' deg(0), 5 = s' deg(oo), et /; G H une fonction sur G(A) de la forme 
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INTRODUCTION 

/ ' = /oo (g) /°°'0 ® /0 où foo et /0 sont les fonctions caractéristiques de 
GLr(Poo) ^ GLrd(Ooo) et GLr(V0) ^ GLrd(O0) sur GLr(£>«,) = G(Foo) 
et GLr(Do) = G(Fo). Etant donnés 0,ôô deux points de X au-dessus de 
0,00 à valeurs dans une clôture algébrique ¥q de ¥q et I ^ X un sous-
schéma fermé fini tel que / ' G Wj, on s'intéresse à l'ensemble (ou plutôt au 
groupoïde, car il y a des groupes finis d'automorphismes) des points fixes 
du composé de la correspondance associée à / ' et des morphismes Probo 
et Prob^ dans la fibre Cht^ 7 Q_/az de Cht^, 7/az au-dessus de (0,ôô). 

On commence par décrire le groupoïde Cht^ 7 000(^9 )/aZ? classant pour 
cela les objets par classes d'isogénies c'est-à-diré regroupant entre eux les 
chtoucas ayant même fibre générique. Puis on obtient une description en 
termes adéliques du groupoïde de points fixes considéré. Tout ceci est dû à 
Drinfeld. 

Ce groupoïde est infini en général mais pour tout polygone p : [0, r] —• 
K+ et tout paramètre réel a il n'y a qu'un nombre fini de points fixes 
dont le polygone a-canonique de Harder-Narasimhan soit majoré par p. 
On appelle nombre de Lefschetz leur cardinal compté avec multiplicités, 
noté 

Lef^--P(/°° '° ,u,5) . 

Comme fonction de a, ce nombre est périodique et il est localement 
constant en-dehors d'un réseau affine de R dont la période est rationnelle. 

Dans le cas particulier où u = s et le support de la fonction / ' est 
contenu dans KÂX, ce nombre n'est autre que le cardinal de l'ensemble des 
points fixes du composé de la correspondance associée à f et du morphisme 
Probo Prob^ = ïïtà" agissant sur l'ouvert de type fini C h t ^ | ^ _ / a z (qui 
est un schéma si deg / est assez grand en fonction de p). D'après le théorème 
des points fixes de Grothendieck-Lefschetz, il s'interprète comme la trace 
de ce composé agissant sur la cohomologie à supports compacts de cet 
ouvert. 

On donne dans le cas général une première expression pour ces nombres 
de Lefschetz. C'est une somme sur certaines des classes de conjugaison 
dans G(F), celles dites (i¿, s)-admissibles, d'expressions intégrales adéliques 
qui font intervenir la fonction /°°'0 ainsi que des fonctions de troncature 
associées à p et a. 

Pour celles de ces classes de conjugaison qui sont elliptiques, il n'y a 
pas de troncature et on obtient en définitive des intégrales orbitales de la 
fonction f^s ® /°°'0 ® ffi où f^s et fcf sont certaines fonctions sphériques 
introduites par Drinfeld. 

Le cas particulier du rang r = 1, étudié dans le chapitre IV, fournit un 
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INTRODUCTION 

modèle simple de tout ce qu'on voudrait faire grâce aux chtoucas. 
Comme dans [Laumon, Rapoport, Stuhler], on prouve d'abord que 

chaque Chtp7/az est représentable, projectif et lisse de dimension relative 
2(d — 1) au-dessus de X'\I x X'\I. Ceci correspond du côté géométrique 
à la compacité du quotient DX\D£/az du côté adélique. 

Ainsi dispose-t-on des espaces de cohomologie ^-adique HJp 7, 0 < n < 
4(d — 1), de la fibre générique. Ils sont munis d'une action du groupe de 
Galois du corps des fonctions de X x X, et aussi de Frobo et Prob^. 
D'après un théorème de [Drinfeld, 1978], elles équivalent à la donnée d'une 
action du carré x du groupe de Galois de F. Et commutant 
avec celle-ci, chaque l est encore muni d'une action de Hi. Ainsi, 
chaque HJp = lim HJp 7 est muni d'une action de H = limTij et pour 

i ^ i 
tout J, H!p j Ç H% est l'image de l'opérateur induit par l'élément neutre 
de l'algèbre Tii. 

On cherche à décrire la représentation virtuelle 

Hh= £ ( - i ) n № l 
0<n<4(d-l) 

d e W x r F x r F . 
Pour cela, il suffit de calculer les traces Tr#£ (/' x TQU X T^S ) avec 0, 

oo, / ' = /oo®/00'0®/^ s' comme plus haut et To, Tqo deux éléments de 
Probenius de Tp en les places 0, oo. Pour u = u;deg(0), s = s'deg(oo) et 
f eHi, une telle trace est égale par définition de l'action deHxTpxTp 
à celle sur la cohomologie de Cht^ 7/az du composé de la correspondance 
associée à / ' et des morphismes Frobg et Prob^. 

D'après le théorème des points fixes de Grothendieck-Lefschetz et le 
calcul du chapitre III, elle est égale à 

'G(F)\G(A)/az 
da 

-reG(F) 
(/^®/00'°®/o)(3-179) 

qui n'est autre que la trace dans l'espace Aut des formes automorphes sur 
G(F)\G(A)/az de l'opérateur de convolution associé à /"s_® /°°'0 ® /£. 

On obtient en définitive que sur une clôture algébrique Q£ = C de Q/, 
la représentation if|> peut se mettre sous la forme 

n 

nW(N)(8 ) r5®(r^)v( l -d) 

où II décrit l'ensemble des facteurs irréductibles de Aut, chaque m!(II) 
est un entier divisant la multiplicité ra(II) de II et chaque r*(II) est une 
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représentation semi-simple de Tp de dimension W m /s (rn)V désignant 
la représentation duale. De plus est non ramifiée partout où II est non 
ramifiée et il existe un ouvert non vide de X où la fonction L de est 

égale à celle de II élevée à la puissance rm(n) 
/ m'(II)' 

Le chapitre V a pour objet d'exprimer les nombres de Lefschetz définis 
au chapitre III comme les traces tronquées d'Arthur de certaines fonctions 
sur G(A)/az. 

On commence, ayant rappelé la correspondance entre fibres et adèles, 
par relier les troncatures par le polygone canonique de Harder-Narasimhan 
et celles d'Arthur. Les manipulations nécessaires sont basées sur trois 
principes simples. Le premier, de nature combinatoire, consiste, quand 
on considère une somme alternée indexée par toutes les filtrations d'un 
certain fibre, à regrouper entre elles les filtrations qui ont le même raf­
finement canonique de Harder-Narasimhan. Le second consiste à exploiter 
l'invariance locale des fonctions considérées pour remplacer des sommes 
discrètes par des intégrales continues. Le troisième enfin permet de limiter 
certaines sommations sur G(F) à des sous-groupes paraboliques en usant 
de la compacité du support des fonctions considérées. 

La définition de la trace tronquée Tr-P(h) d'une fonction h localement 
constante à support compact sur G(A)/az par un polygone p : [0, r] —• R 
est calquée sur celle d'Arthur dans le cas des corps de nombres. Quand 
h est d'un certain type, on introduit également des variantes Tr^p(h) qui 
sont des fonctions en escalier et périodiques de la variable réelle a et qui 
valent Tr^p(h) en a = 0. 

On montre que, sous certaines conditions, les deux fonctions périodiques 
a i—• Lef^'a-P(/°°'°, tx, s) et a •—> Tr^p{f'8 ® /°°'0 ® /0U) ont la même 
valeur moyenne. La raison pour laquelle il faut considérer des moyennes est 
que les fonctions degrés qui servent à définir les troncatures sont à valeurs 
discrètes : elles font intervenir des intersections de réseaux et de domaines 
bornés ; or le cardinal d'une telle intersection n'a pas d'expression simple 
mais sa moyenne sur tous les translatés du domaine considéré est le quotient 
du volume de ce domaine par celui du réseau. 

La démonstration de cette formule passe par celle d'un résultat général 
portant sur les sommes 

9h 
t as> Tr^p{f' 

indexées par les 7 G G (F) de polynôme caractéristique x7 = x fixé. On 
montre que si h vérifie certaines propriétés d'annulation en au moins deux 
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places alors l'intégrale de cette expression (qui est à support compact sur 
G(F)\G(A)/az) est nulle si x a au moins deux facteurs premiers distincts 
et sinon est égale à l'intégrale de la même somme restreinte aux 7 qui 
sont elliptiques. La démonstration de la seconde assertion, qui est la plus 
difficile, généralise un argument qui se trouve dans [Gelbart, Jacquet] pour 
le cas r = 2, D = F ; elle fait intervenir certains produits eulériens sur 
toutes les places. 

Dans le chapitre VI enfin, on transpose sur les corps de fonctions la 
formule des traces d'Arthur-Selberg (qui consiste à exprimer en termes 
spectraux les traces tronquées d'Arthur) puis on applique celle-ci aux 
fonctions f^s ® /°°'0 ® /g* ce qui, par combinaison avec la formule du 
chapitre V, permet de démontrer notre théorème principal. 

On commence par rappeler l'énoncé de la décomposition spectrale de 
Langlands, à partir des notions de séries d'Eisenstein et d'opérateurs 
d'entrelacement de Langlands. Les objets sont ici plus faciles à manipuler 
que sur les corps de nombres du fait que les fonctions degrés sont à valeurs 
dans Z (au lieu de M) dont le dual M/Z est compact (contrairement à R). 
En particulier la partie discrète dans la représentation L2(G(F)\G(A)/az) 
de G(A) est une représentation admissible. 

L'énoncé de la formule des traces d'Arthur-Selberg est évidemment 
semblable à celui dans le cas des corps de nombres. En revanche, nous 
en donnons ici une démonstration différente de celle d'Arthur, basée sur 
le seul énoncé de la décomposition spectrale de Langlands. Nous faisons 
un calcul direct, sans passer par des comparaisons asymptotiques et qui 
consiste essentiellement à appliquer la formule d'inversion de Fourier à 
certaines fonctions périodiques que l'on introduit. 

La démonstration proprement dite de notre théorème principal se fait 
simultanément pour les assertions (i) et (ii), par récurrence forte sur la 
somme des rangs. On combine la formule de comptage du chapitre V, 
la formule des traces d'Arthur-Selberg, le théorème des points fixes de 
Grothendieck-Lefschetz et le théorème de pureté de Deligne. On se sert 
également des encadrements de Jacquet, Shalika et Jacquet, Piatetski-
Shapiro, Shahidi, Shalika déjà cités ainsi que de la description par Mœglin 
et Waldspurger du spectre discret des GLr(A). 

Je tiens à exprimer ma très profonde gratitude envers Gérard Laumon 
qui m'a introduit à la géométrie des chtoucas puis à la formule des traces 
d'Arthur-Selberg et a dirigé ma thèse. Il m'a consacré un temps con­
sidérable, aussi bien pour me communiquer au jour le jour ses connaissances 
que pour relire avec un soin scrupuleux le texte que je lui soumettais, et 
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il n'a cessé de me prodiguer ses encouragements lesquels ont été pour moi 
un soutien très fort. 

Je remercie également Jean-Loup Waldspurger d'avoir eu la patience 
de lire la partie spectrale de la démonstration et de m'avoir fait corriger 
plusieurs erreurs. 

Je remercie Laurent Clozel et Guy Henniart pour d'utiles discussions. 
Enfin, j'exprime ma très vive reconnaissance envers Mme Bonnardel 

et Mme Le Bronnec qui ont assuré avec une compétence et une patience 
remarquables la saisie entière du manuscrit. 
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Chapitre I 

2?-chtoucas : généralités 

1. — Définitions, structures de niveau, opérations 

Ce paragraphe est constitué de généralisations de notions introduites 
par Drinfeld et Stuhler. 

a) Notations 
Fixons une fois pour toutes une courbe projective lisse géométriquement 

connexe X sur un corps fini Vq. On note F son corps des fonctions. Ainsi, 
les places de F s'identifient aux points fermés de X. On note \X\ leur 
ensemble. 

Pour toute place x de F, on note : 
• Fx le complété x-adique de F, 
• Ox l'anneau des entiers de Fx, 
• wx un élément uniformisant, 
• K(X) le corps résiduel de Ox, 
• deg(x) la dimension de K(X) sur Fg, 
• x : F£ —* Z la valuation de Fx, telle que x(wx) = 1. 
On notera A l'anneau des adèles de F et OA son sous-anneau des entiers. 
On dispose de Phomomorphisme de groupes 

deg : Ax —• Z 

(ax)xe\x\ H 
X 

deg(x)x(ax). 

Fixons aussi une fois pour toutes D une algèbre à division centrale sur F, 
de dimension finie d2. 

Soit V une Ox-Algèbre, c'est-à-dire un faisceau d'algèbres sur X, 
localement libre de rang d2 comme C?x-Module, et dont la fibre générique 
est D. On notera X' le plus grand ouvert de X où pour tout point fermé x 
Vx est isomorphe à GLd{Ox). A remarquer qu'on dispose de la Ox-Algèbre 
opposée Vop dont la fibre générique est la F-algèbre opposée D°v. 

Si / : Y —> X est un schéma sur X, on notera (-)v le foncteur qui à tout 
/*©-Module à droite £ sur Y associe le /*2?op-Module à droite sur Y 

£y = Homf*v{£J*V) . 
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Tous les schémas (ou les champs) considérés seront sur Fq. Et si, Y, Z sont 
deux tels objets, Y x Z désignera leur produit sur F9. 

Si S est un schéma sur F9, on notera Prob : S —• S le morphisme qui 
est l'identité sur l'ensemble sous-jacent et qui sur le faisceau de structure 
Os est l'élévation à la puissance q. 

Et si X est un champ sur F9, on notera Prob : X —» # le morphisme qui 
pour tout schéma 5 sur Fg induit le foncteur 

X{S) —• 

(s : S —• # i—• (5 o Prob : S S X) . 

Cette définition est compatible avec la précédente lorsque X est en fait un 
schéma. 

Ces morphismes Prob seront appelés morphismes de Probenius. 

b) P-chtoucas à droite et à gauche 
DÉFINITION 1. — Pour r > 1 un entier et S un schéma, on appelle 

V-chtouca à droite [resp. à gauche] de rang r sur S tout diagramme 

s 
rd 

£ 
4 

T£ [resp. S' 
4 

£ 

3 T£ 1 

où : 
• £ et £' sont des V13 Os-Modules à droite localement libres de rang r 

(et a fortiori des Oxxs-Modules localement libres de rang rd2) ; 
• T£ désigne leV№ Os-Module (Idx x Frob)*£ ; 
• j et t sont des homomorphismes V S Os-linéaires, injectifs et dont 

les conoyaux sont supportés respectivement par les graphes de morphismes 
ioo : S —» X et ¿0 S —» X ; 

• j et t ont leurs conoyaux localement libres de rang d comme Os-
Modules ; 

• les homomorphismes duaux jv et tv ont leurs conoyaux localement 
libres de rang d comme Os-Modules. 

Remarque : Lorsque i^ : S -+ X [resp. ¿0 : S —• X] est à valeurs dans 
l'ouvert X', les conditions sur les conoyaux de j et jv [resp. de t et tv] 
dans la définition sont équivalentes. [] 
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A partir du paragraphe 1.2, on n'étudiera plus que les D-chtoucas à 
droite, et on dira alors plus simplement D-chtoucas. 

Toujours pour r > 1 un entier et S un schéma, et étant donnés deux 
î>-chtoucas (à droite) de rang r sur S (£i,£[, ji,*i) et (£2^2^25*2^ il 
est naturel d'appeler morphisme de l'un dans l'autre la donnée de deux 
morphismes V Os-linéaires / : Si —» £2 et / ' : £{ —» £^ tels que soit 
commutatif le diagramme : 

Si 
f 

f 
£2 

F> f 
s 

f 

T£i —• Te2 
f 

f 

Et de même s'agissant des D-chtoucas à gauche. 
On notera Chtp(5) [resp. pCht(5')] la catégorie dont les objets sont les 

P-chtoucas à droite [resp. à gauche] de rang r sur S et dont les flèches sont 
les isomorphismes de P-chtoucas. 

Maintenant, si S' —» S est un morphisme de schémas, le foncteur d'image 
réciproque • <8>os Osf de la catégorie des Modules sur V M Os dans celle 
des Modules sur V Os' induit un foncteur 

Cht£>(S) —+ Cht^S') 

[resp. Ç,Cht(5) —• kCht(S')l 

Ainsi, la collection des Cht^(5) [resp. £>Cht(S)] quand S décrit la 
catégorie des schémas sur ¥q définit une catégorie fibrée. Il est immédiat 
que c'est un champ pour la topologie f.p.q.c, cf. [Laumon, Moret-Bailly]. 

On notera ce champ Cht£> [resp. ^Cht]. Les applications (£,£',j,t) h-> 
(¿0̂ 00) définissent un morphisme de champs 

Cht^ - > I x I 

[resp. £Cht ^ I x l ] 

dont les deux composantes sont appelées respectivement le zéro et le pôle, 
et sont notées 0 et 00. 
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On remarque que si (£, £ j , t) est un 2?-chtouca à droite [resp. à gauche] 
de rang r sur un schéma S, dont le zéro et le pôle ne se rencontrent pas 
c'est-à-dire tel que le morphisme (¿0, ¿00) : S ^ XxX se factorise à travers 
l'ouvert complémentaire de la diagonale Ax de X xX, alors le diagramme 

£ edx 

£' 

4 
t 

[resp. £' 

t S 

td ] 

re 

se complète en un diagramme à la fois cartésien et cocartésien de V ^ Os-
Modules 

£" 

t's 

td 

S 

t 

t 

t 

t [resp. S' 

t 
s 

s)' 

£"\ 
4' t 

T£ 

et ( £ , j ' , t') définit un D-chtouca à gauche [resp. à droite] de rang r sur 
5, qui a même zéro et même pôle que j,t). 

De plus, cette construction est fonctorielle. 
Ceci prouve qu'au-dessus de l'ouvert X x X — Ax, les champs Cht£> et 

pCht sont naturellement équivalents. 

c) Structures de niveau en dehors du zéro et du pôle 

DÉFINITION 2. — Soient r > 1 un entier et I <-> X un sous-schéma 
fermé fini. Une structure de niveau I sur un V-chtouca à droite [resp. 
à gauche] (£,£', j,t) de rang r sur un schéma S consiste en la donnée 
d'isomorphismes de Oixs-Modules 

* : (VTY M OC ^ 5rvc i' : (VrY M Оя ^ 5Lc 
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compatibles aux actions de T>i et tels que le diagramme 

£ixs 
i\ixs 

•X 
i x 

cIxS 

l ï 

xdsdss 

t\lxS 

-AD 

dsd 

[resp. 

£ixs 
cIxS 

cIxS 

F' 
cIxS 

cIxSwx 

3\lxS 

cIxS 

T£ixs 

] 

soit commutatif. 

Remarque : Il résulte de cette définition que si ¿0, ¿00 : 5 —• X sont le 
zéro et le pôle du î>-chtouca considéré, leur image doit rester dans l'ouvert 
X\I complémentaire de J dans X. [] 

Si (£i,£î,ii,ti) et (f2ĵ 2»J2j*2) sont deux D-chtoucas à droite [resp. 
à gauche] de rang r sur un schéma S, munis de structures de niveau J 
(¿1, ¿1) et (¿2,^), on appelle morphisme de l'un dans l'autre tout couple 
d'homomorphismes / : £\ —• £25 / ' • £\ ~• £'2 qui définisse un morphisme 
de D-chtoucas et qui de plus vérifie f\ixs °h — h, f\ixs°^2 — ^2-

On notera Cht£>j(S) [resp. ^Chtj(5)] la catégorie dont les objets sont 
les P-chtoucas à droite [resp. à gauche] de rang r avec structure de niveau 
/ sur le schéma S et dont les flèches sont les isomorphismes de tels objets. 

Si Sf —• S est un morphisme de schémas, on a un foncteur induit 

Chtrv j(S) Chtrv 7(S') [resp. ï>Chtj(S) -> ï>Chtj(S")] , 

Ainsi, la collection des Cht^ j(S) [resp. ^Chti(S')] quand S décrit la 
catégorie des schémas sur ¥q définit une catégorie fibrée. Il est immédiat 
que c'est un champ pour la topologie f.p.q.c. On notera ce champ Chtp7 
[resp. pCht/]. 

Si / <-> J X sont des sous-schémas fermés finis emboîtés de X, 
tout D-chtouca {£,£',j,t) sur un schéma S qui est muni d'une structure 
de niveau J est a fortiori muni d'une structure de niveau / puisque 
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®Oj Oi — T>i et (Sjxs) ®Oj Oi = Sixs- On a donc un morphisme 
canonique de champs 

Cht^j Cht^?/ [resp. ^Cht j -+ ï>Chtj] . 

Bien sûr, lorsque J = 0, on a Cht^ 0 = Cht^ [resp. ^Cht0 = ^Cht] donc 
pour tout sous-schéma fermé fini / de X, on a un morphisme canonique de 
champs 

Cht^j Chtrv [resp. kCht/ -> ï>Cht] . 

Et d'après la remarque qui suit la définition 2, le morphisme composé 

Cht^j -* Cht^ xX 

[resp. ^Cht/ ^Cht - > I x I ] 

se factorise à travers l'ouvert (X\I) x (X\I) de X x X. 
Enfin, on note que les champs Cht^ 7 et pChtj s'identifient au-dessus 

de(X\I)x(X\I)-Ax\j. 

d) Les opérations Probo, Froboo et * 
Soit r > 1 un entier. 
On remarque que si le diagramme 

s 
s? 

T£ 
4 

£' [resp. £' 

t. 
£ 

de 

ddx 

définit un £>-chtouca à droite [resp. à gauche] de rang r sur un schéma 5, 
avec pour zéro %Q : S —> X et pour pôle ioo : 5 —> X, alors le diagramme 

tx 

td 

ddv 

5' 

T5' 

[resp. 

dv 

de 
dx 

4 
T£] 
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définit un D-chtouca à gauche [resp. à droite] de rang r sur S, dont le 
zéro est ¿0 [resp. ¿0 o Frobs = Frobx °io] et dont le pôle est ¿00 o Frobs = 
Frobx oioo [resp. ¿00]. 

De plus, ces constructions sont fonctorielles. 

On définit ainsi des morphismes de champs 

Proboo : Cht^ rvCht Prob0 : rvCht Cht^ 

qui rendent commutatifs les diagrammes : 

Chtrv 

(0,oo) 

X x X 

Frobœ 

IdxxFrobx 

(0,oo) 

£,Cht 

XxX 

cg 

(0,oc 

sdx x 
Probx xldx 

Probo 
Cht£> 

(0,oo) 

XxX 

De plus, il est immédiat que les morphismes composés Probo o Proboo et 
Proboo o Probo sont égaux aux morphismes de Probenius dans Cht£> et 
2>Cht respectivement. Enfin, les morphismes Proboo et Probo se relèvent 
trivialement, pour tout sous-schéma fermé fini / X, en des morphismes 

Proboo : Cht^j -* ^Cht/ Prob0 : ̂ Cht/ -> Cht^j 

qui vérifient encore 

Proboo ° Probo = Prob Probo ° Proboo = Prob . 

Rappelons aussi qu'au-dessus de X x X — Ax, les champs Cht£> et 
2>Cht peuvent être identifiés. Si donc on définit le schéma A sur ¥q 
comme la limite projective de tous les ouverts de X x X obtenus comme 
complémentaires des transformés de Ax par les puissances de Idx x 
Probx et de Probx xldx, on voit que Probo et Proboo deviennent des 
endomorphismes de Cht̂ > au-dessus de A. Leur composé dans un sens ou 
dans l'autre est le morphisme de Probenius. 

Par ailleurs, si (£,£', j , t) est un 2?-chtouca à droite [resp. à gauche] sur 
un schéma 5, alors la famille duale (£v,£/v,jv,iv) obtenue en appliquant 
au diagramme ( £ , j , t) le foncteur contravariant Hom^Os{^T)^Os) = 
(•)v définit un 2?op-chtouca à gauche [resp. à droite] sur S, et le zéro et le 
pôle sont échangés. 

De plus, ces constructions sont fonctorielles. 
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On définit ainsi des morphismes de champs 

* r Cht-p —* x>op Cht * i £)Cht —• Oht-pop 

au-dessus du morphisme de permutation de X x X. 
Ils se relèvent trivialement, pour tout sous-schéma fermé fini I X, en 

des morphismes 

* '. Cht̂ } / —* 2>op Cht/ * i 2>Chtj —• Cht-pop j . 

Et sont vérifiées les identités 

* o * = Id , * o Proboo o* = Probo , * o Probo °* = Proboo . 

Enfin, au-dessus de X x X — Ax, on a le morphisme induit * : Cht£> 
Chtpop dont on remarque que c'est même une involution de Cht^ lorsque 
V et Vop sont isomorphes et en particulier si D = F, d = 1, 2? = Ox-

e) Les opérateurs de Hecke 
Remarquons que si (£, £ j , t) est un D-chtouca de rang r sur un schéma 

S et C est un faisceau inversible sur X, alors (£® £, £® Id^ ® j , Id/; ® t) 
définit un £>-chtouca de rang r sur S. 

De plus, si (£, £ j , £) est muni d'une structure de niveau I et C est muni 
d'une structure de niveau I c'est-à-dire d'un isomorphisme de C?j-Modules 

O 1 sss C1, 

alors (£ ® £, C ® Id£ ® j , Id^ ® t) est également muni d'une structure 
de niveau J. 

Et ces constructions sont fonctorielles. 
Par conséquent, si I «-> X est un sous-schéma fermé fini et si Picjpf) 

désigne le groupe des faisceaux inversibles sur X munis d'une structure de 
niveau J, alors Picj(X) agit sur le champ Cht^j [resp. 5?Cht/]. 

En particulier, le groupe de Picard Pic(X) = Pic0(X) agit sur le champ 
Cht^ [resp. 5,0ht]. 

Et pour I <-» J «-> X deux sous-schémas fermés finis emboîtés 
de X, l'action de Picj(X) et celle de Picj(X) sont compatibles via 
l'homomorphisme de groupes Picj(X) -> Picj(X) et le morphisme de 
champs Cht^ j —• Cht^j [resp. pChtj —» ^Cht/]. 

Par ailleurs, si (£,£', est un D-chtouca de rang r sur un schéma S, 
(i : Vrj 13 Os ^ £ixs] i' : ® Os ^ £'IxS) est une structure de niveau J 
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sur (£,£', j,t) et g est un élément du groupe GLr(£>j) C Aut(V} 
alors (i o g; if o g) définit une nouvelle structure de niveau I sur (£, £ j , £). 

Et ces constructions sont fonctorielles. 
Ainsi, pour tout sous-schéma fermé fini / X, on a une action à droite 

du groupe GLr(£>j) sur le champ Cht^j [resp. pChtj]. 
Et pour I ^ J ^ X deux sous-schémas fermés finis emboîtés de X, 

l'action à droite de GLr(Vj) et celle de GLr(T>i) sont compatibles via 
l'homomorphisme de groupes GLr(Vj) —> GLr(Dj) et le morphisme de 
champs Cht^ j —> Chtp7 [resp. ^Chtj —• 5>Cht/]. 

Considérons maintenant T un ensemble fini de points fermés de X. On 
introduit le champ 

Cht£T = lim Cht^j [resp. rvChtT = lim ^Cht/] 
7riT=0 JnT=0 

où I décrit le système inductif filtrant des sous-schémas fermés finis de X 
qui ne rencontrent pas T. 

Les morphismes zéro et pôle de Cht^T [resp. £>ChtT] dans X se fac­
torisent à travers Xp) = Spec( Q Ox,x) le schéma localisé de X le long 

de T. 
Et d'après ce qui précède, on a sur le champ ChtpT [resp. pChtT] une 

action du groupe commutatif PicT(X) = lim Picj(X) et une action à 
/riT=0 

droite du groupe lim GLr(Vj). 
JnT=0 

Rappelons qu'on a noté A l'anneau des adèles de F et OA = JJ OX 
xe\x\ 

son sous-anneau des entiers. Introduisons les idéaux At = JJ FX et 
xeT 

Ot = JJ et les anneaux quotients AT = A/Ay, OT = Oa/Ot puis 
A£ = KOT(Ax -+ (Ar)x), Ox = Ker(Ox -> (0T)X) et (FX)T = FX nOx, 
le sous-groupe de Fx constitué des éléments qui sont des unités en toutes 
les places dans T. 

On remarque que l'on a des isomorphismes canoniques 

PicT(X) = lim Picj(X) £ Fx\Ax/Ox ^ (FX)T\(AT)X 
/nr=0 

(préservant les degrés), et 

lim GLr(2?j) ^ GLr(£> ®QX 0T) . 
JDT=0 
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Or (AT)X s'identifie au centre et GLr(T> ®ox 0T) à un sous-groupe du 
groupe GLr(V ®0x AT) = GLr(D ®F AT) = GLr(Dj). 

Nous allons définir sur le champ ChtpT [resp. £,ChtT] une action à droite 
du groupe GLr(£)J) qui prolonge les actions déjà définies des sous-groupes 
(AT)X et GLr(P0Ox 0T). 

Pour cela, introduisons le semi-groupe 

T = GLr(Dj) n MR(V ®0X OT) . 

Il est immédiat que GLr(D%) est engendré par T et (AT)X. Donc il 
suffit de définir une action de T sur le champ Cht^T [resp. £>ChtT] qui 
prolonge celle de GLr(D ®ox 0T) et qui coïncide avec celle de (AT)X sur 
l'intersection T H (AT)X = (AT)X fl OT. 

Soit donc g G T, et soit j i , t \ ) un objet de Cht^T(5) [resp. 
^ChtT(5)]. Il est muni d'isomorphismes 

h : {V ®ox 0T)r mOs^Sx ®0x OT 

i l ' (V ®ox oTy H Os ^ £[ ®ox OT . 

L'élément g de Mr(V®ox 0T) induit un endomorphisme de {V®ox 0T)r№ 
Os• Via i\ et î , il induit aussi des endomorphismes de £\ ®ox OT et 
£[ ®ox O t , notés [g] et [g]' respectivement. 

On cherche à définir le P-chtouca (£2, £2^2 ,¿2) — (£I?£ÎJJ1J*I)<7- Tout 
d'abord, prenons pour £2 et £'2 les DÊ^Os-Modules obtenus comme produits 
fibres dans les diagrammes : 

s2 -
I 

Si 

ß 
Si ®ox 0T pi 

cIxS 
a 

Si ®ox 0T S'i 

dd 

ß' 

a' 

S'i ®ox O1 

cIxS 

S[ ®ox 0T 

On remarque que [g] et [g]' sont des homomorphismes injectifs et que 
leurs conoyaux sont plats sur Os- De plus, les homomorphismes composés 

Si Si ®ox 0T —> Сокеф] 

Si S[ ®0x От —• Coker[g]' 
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sont surjectifs. Cela résulte de ce qu'ils deviennent surjectifs quand trans­
formés par le foncteur • ®ox OT puisque 

Coker[p] ®ox 0T = Coker[p] 

Coker[5]; ®0X 0T = Coker^]' . 

Ainsi, on a des suites exactes 

0 —• £2 —• £1 —> Coker[p] —• 0 

0 £'2 —> s[ —• Cokerfo]' —> 0 . 

On en déduit que la formation de £2 et £'2 commute aux changements de 
base, et que £2 et £'2 sont plats sur Os et même localement libres de rang 
rd2 sur Oxxs-

Par tensorisation, on a aussi des suites exactes 

0 —• £2 ®ox 0T —• £1 <g>ox °T —> Coker[g] —• 0 

0 —• £2 ®ox OT —• £[ ®0X °T —• Cokerfo]' —• 0 . 

Donc (3 et (3' induisent des isomorphismes 

P P' 
£2 ®ox 0T ^ £1 ®ox 0T £'2 ®ox °T ^ ¿1 ®ox 0T . 

Ceci prouve qu'en dehors de T, £2 et £'2 sont localement libres de rang r 
sur V M Os- Et ils le sont aussi au-dessus de T puisque là 7 et 7' sont des 
isomorphismes. 

Maintenant, définissons les homomorphismes j2,*2 comme étant ceux 
induits par j i j t i dans les sous-Modules £2, £^£2 de £i,£{,T£i. 

Et mettons sur {£2-, £'2^32^2) la structure de niveau constituée des 
isomorphismes composés 

i2 : (p ®ox 0T)R 12 Os —> £\ ®ox 0T £2 ®ox 0T 

i'2 : (V ®0x 0T)R B Os - I - £[ ®ox 0T £'2 ®0X 0T . 

Comme on a vu, cette construction est fonctorielle, et elle répond 
clairement aux questions posées. 
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Rappelons maintenant que pour tout sous-schéma fermé / ^ I , on a 
défini des morphismes : 

Fïoboo : Cht^j —• ^Cht/ Frob0 : ̂ Chtj —* C h t ^ 

* : Cht^j —• ^oPChtj * : ̂ Cht7 —• C h t ^ j 

Alors Proboo et Probo commutent aux actions de Picj(X) et GLr(Dj). Et 
* transforme les actions de Picj(X) et GLR(2?j) en celles de Picj(X) et 
GLr(V°p) via les homomorphismes 

Picj(X)—>Pic/(X) g^g-1 

GLr(Dj) —• GLr(Djp) g "g-1. 

Puis, pour T un ensemble fini de points fermés de X, on obtient par 
limite projective des opérateurs 

Proboo : Cht£T —• rvChtT Prob0 : £>ChtT —• Cht£T 

* : Cht£T —• £>opChtT * : ̂ ChtT —• Cht£Tp 

qui vérifient 

Proboo ° Probo — Prob Probo ° Proboo — Prob 
* o * = Id * o Proboo °* = Probo * ° Probo °* = Proboo • 

De plus, Proboo et Probo commutent à l'action de Hecke de GLr(D^) et * 
transforme l'action de GLR(Z?J) en celle de GLR(D^P T) via Phomomorphis-
me g i—> g'1. 

Enfin, on note que ChtpT et 5>ChtT s'identifient naturellement au-dessus 
de X(T) x X(T) - Ax(T). 

f) Le morphisme det : Cht^, 7 —• Chtp j 

LEMME 3. — Soit r > 1 un entier. 
Il existe un unique morphisme de schémas en monoïdes sur X 

det : Mr(V) —• Ox 

qui, au-dessus du point générique de X, coïncide avec le morphisme de 
norme réduite. 
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Et de plus, le morphisme (det)d : Mr(V) —• Ox coïncide avec le 
morphisme évident 

Ard2 : Mr(V) —• Ox • 

Démonstration : On sait que localement pour la topologie étale, la 
Ox-Algèbre V se plonge dans Md(Ox). Autrement dit, on peut choisir un 
recouvrement étale Yî de X muni d'un plongement de C^-Algèbres 

H :V®0YL ^MD(0YL) 

qui est un isomorphisme en chaque point générique de Y\. 
Et si Y2 est un autre recouvrement étale de X, muni d'un autre 

plongement 

i2:P(8)C?y2^Md(C?y2), 

alors en chaque point générique de Y\ Xx Y2, les deux isomorphismes 

V ® 0YL ®ox Oy2 = 3 MD(0YlxxY2) 

induits par ii et ¿2 se déduisent l'un de l'autre par conjugaison. 
On considère maintenant l'homomorphisme composé 

detoti : Mr(V ®0YL)^ MRD(0YL) —• 0YL . 

Pour tout (12^2)5 les homomorphismes 

det otx : Mr(V ® 0YL) —• 0YL 

det oi2 : Mr(V ® C?y2) —> 0Y2 

induisent sur Y\ Xx Y2 des homomorphismes égaux 

Mr(V ® oYl ®0x oY2) = t oYlXxY2 

puisque coïncidant aux points génériques de Y\ Xx72. 
En particulier, les deux homomorphismes sur Y\ x ^ ^ i 

Mr{V®0YL ®0x oYl) = t oYlXxYl, 

déduits de detoii via les deux projections, sont identiques, ce qui signifie 
par descente étale que det oii provient d'un homomorphisme de schémas 
en monoïdes sur X 

det : Mr(V) Ox . 

Et toujours d'après ce qui précède, il ne dépend pas du choix de (Yi, ¿1). 
Au-dessus du point générique de X, il coïncide évidemment avec le 

morphisme de norme réduite. 
Enfin, les homomorphismes (det)d et Ard sont égaux car ils coïncident 

au-dessus du point générique de X. [] 
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En particulier, on a un homomorphisme de schémas en groupes sur X 

det : GLr(V) —• GLi(Ox) , 

et pour tout sous-schéma fermé / ^ I , on a par changement de base un 
homomorphisme 

det:GLR(2?/)—>GLi(0/) . 

Ainsi, det induit encore un homomorphisme 

Ker[GLr(P) —GLr(£>/)] —• Ker[GLi(Ox) —> GLi(Oj)] . 

Notons Vecx> / [resp. pour r' > 1, Vec£> 7] le champ sur ¥q qui classifie 
les P-Modules à droite [resp. les ©^-Modules] £ sur X, localement libres 
de rang r [resp. r'] et munis d'une structure de niveau J, c'est-à-dire d'un 
isomorphisme de ©/-Modules [resp. de Oj-Modules] 

(PJY SI [resp. {Otf' Sj] . 

Autrement dit, Vecp j [resp. Vec£> 7] est le champ classifiant du schéma 
en groupes sur X 

Ker[GLr(P) —^ GLR(2?/)] 

[resp.Ker[GMOx) — • GLR/(0/)] ] . 

On voit maintenant que l'homomorphisme det induit un morphisme de 
champs sur ¥q 

det : Vec^j —• Vec^x,j . 

Mieux encore, comme det : GLr(V) —• GLi(C?x) provient de det : 
Mr(V) —• Ox, on voit que si S est un schéma sur Fq, £\ et £2 deux 
V C?s-Modules à droite sur X x 5, localement libres de rang r et munis 
de structures de niveau J, et si u : £\ —• £2 est un homomorphisme V№Os-
linéaire, respectant les structures de niveau, on a un homomorphisme induit 

det u : det £\ —• det £2 . 

De plus, la section (det u)d de (det £2)d®(det £\)~d s'identifie à la section 
Ard\ de (Ard2£2) <8> (Ard2£i)~\ 

En particulier, lorsque u est génériquement inversible dans toute fibre 
au-dessus de 5, on a l'égalité entre diviseurs de Cartier 

(debu) = hAr*u) . 
a 
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Il est clair maintenant que les foncteurs 

(£, £ j , t) i-> (det £, det det j , det 

définissent des morphismes de champs 

det :Cht^}/ —• Cht^x>7 

det:^Cht7—>^xCht7 . 

Ils commutent à l'action de Proboo, Frobo et *. 
Et ils sont compatibles aux actions de Picj(X), GLr(T>i) et GLi(Oj) via 
les homomorphismes 

Pic/(X)—•Picj(X) g^grd 

GLr(X>/) —• GLi(Oj) g ~ det g . 

Enfin, pour T un ensemble fini de points fermés de X, on obtient par 
limite projective des morphismes de champs 

Cht£T —> C h t g 

£>ChtT^kxChtT 

et un homomorphisme de groupes 

det : GLr(L>I) —• GLi(AT) 

qui sont compatibles. 

2. — Représentabilité. Lissité 
A partir de maintenant, on n'étudiera plus que les D-chtoucas à droite. 
Commençons par prouver la proposition générale suivante : 

PROPOSITION 1. — Soient Y un schéma sur Fq, U, V deux champs sur 
Y. 

Soient TU le champ sur Y qui se déduit de U par le changement de base 
Frob 

Y > Y, et r :U —> TU le morphisme au-dessus de Y qui se déduit du 
Frob Frob 

morphisme U > U au-dessus de Y • Y. 
Soit encore (a,/?) : V —> TU Xy U un morphisme au-dessus de Y. 

On forme le carré 2-cartésien (où donc les deux composés (r, Id) o 7 et 
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(a, /3) o j sont non pas égaux mais isomorphes et W est universel pour 
cette propriété) : 

W U 
i I I (r,W) 

^ (a,/3) * 
V • TUxYU 

Supposons que les champs U et V sont algébriques localement de type 
fini sur Y, et que le morphisme a : V —• TU est représentable. Alors : 

i) W est un champ algébrique localement de type fini sur Y ; 
ii) le morphisme diagonal W —• >V Xy W (qui est automatique­

ment représentable, séparé et de type fini) est partout non ramifié (donc 
quasi-fini) ; 

iii) si de plus U est lisse sur Y et le morphisme a : V —• TU est 
lisse de dimension relative n, alors W est lisse de dimension relative n sur 
Y. 

Remarque : La proposition s'applique en particulier lorsque U est de 
la forme U — Y xUr, auquel cas W est aussi défini par le carré 2-cartésien : 

w —• u 
| | (Frob,Id) 

V —> U'xU 

Démonstration de la proposition : 
i) résulte de ce que la 2-catégorie des champs algébriques locale­

ment de type fini sur Y est stable par la formation des produits fibres. 
ii) Soient S un schéma sur Y et wi,W2 : S —> W deux objets de 

W(S). 
Il s'agit de prouver que l'espace algébrique qui représente le faisceau 

Isom(wi,W2) est non ramifié sur 5. 
Or, en notant j(wi) = vi, j(w2) = V2, 7(^1) = t*i, 7(^2) = 2̂ on a un 
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carré cartésien d'espaces algébriques au-dessus de S : 

7 

Isom(î/;i, W2) • Isom(i/i, U2) 

3 I I (r,Id) 

Isom(vi,t;2) • Isom(rui,rU2) x Isom(ui,it2) 

On remarque immédiatement que l'homomorphisme entre faisceaux de 
différentielles relatives 

dT : ̂ l8om(Tui,Tu2)/5 ® C?l8om(ui,u2) > Îsom(ui,<u2)/S 

est nul. 
D'autre part, le morphisme 

Isom^i,^) Isom(r^i,rit2) 

est une immersion localement fermée. 
En effet, il s'écrit : S Xy S —• S XTU S donc s'obtient par changement 

de base à partir de 
V—• VxrW V 

qui est une immersion localement fermée, puisque le morphisme a : V —• 
TU est représentable par hypothèse. 

De ceci, on déduit que l'homomorphisme 

• ttlsom('rull'ru2)/S ® ̂ Isom(vi,t;2) > ^Uom(vl9V2)/S 

est surjectif. 
De même, le morphisme (T, Id) est une immersion fermée, donc aussi 

le morphisme j : Isom(wi, W2) —• Isom(vi,V2) si bien qu'est surjectif 
l'homomorphisme 

dj : ^lsom(vuv2)/S ® ^Isom(wuw2) * ^lsom(wltw2)/S • 

On obtient en définitive que l'homomorphisme 

Îsom(Tui,Tu2)/S ® Olaom(wltw2) * ^,l8om(w1,w2)/S 

est à la fois nul et surjectif, donc que 

^Lm(Wl ,w2)/S = 0 COmme VOulu-
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iii) Par hypothèse, il existe un schéma U lisse sur Y avec un 
morphisme U —• U représentable lisse surjectif. On a un carré cartésien 
d'espaces algébriques : 

W = WxuU 

V = VX(TUxyU) CUxyU) 

7' 

^ 

u 

„(r,Id) 

TUxYU 

Comme W —• W est représentable lisse surjectif, il s'agit de prouver que 
si w est un point (géométrique) de W, notant jf(w) = / (w) = v, W est 
lisse sur Y au point w de dimension relative 

n + dim^WyW) = n + dimU(U/U) . 

Or £7 et TU Xy U sont lisses sur Y aux points ^ et (Ju,u) de dimen­
sions relatives dimU(U/Y) et à\mU{U/Y) + à\mrU{TU/Y) = 2à\mU(U/Y) 
respectivement. 

Et le morphisme V —• Y se factorise en 

V = V x(.MxM) (T[7 x [/) — V XrW rC7 —+ rC/ — y 

donc est lisse au point v de dimension relative 

dimU(U/U) +n + dira,U{TU/Y) . 

D'après [EGA IV 4] proposition 17.3.2, on a seulement à prouver que 
Phomomorphisme entre espaces tangents 

TV(V/Y) TV(A T{rU^U xY U/Y)/TU(TM)(TU(U/Y)) 

est surjectif. 
Autrement dit, il suffit de montrer que 

Tru(TU/Y) x TU(U/Y) = Tv(a',(3')(Tv(V/Y))+TU(T,Id)(Tu(U/Y)) . 

Or TU(T,ld)(Tu(U/Y)) = {0} x TU{U/Y) et le composé TV{V/Y) —+ 
TTU(TI7) x ru(i7) —• Tru(rf/) est surjectif par hypothèse. 

D'où la conclusion. [] 
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Remarque : On peut montrer que la propriété ii) entraîne que W est un 
champ au sens de Deligne-Mumford, c'est-à-dire possède un recouvrement 
étale par des schémas. 

Mais nous le verrons directement dans le cas qui nous intéresse. [] 

Fixons r > 1 un entier et I ^ X un sous-schéma fermé fini. On cherche 
à appliquer la proposition 1 avec W = Chtp 7. Pour cela, on a besoin d'une 
série de lemmes. 

Rappelons que Vec£> 7 désigne le champ classifiant des ©-Modules à 
droite sur X, localement libres de rang r et munis d'une structure de niveau 
I. Si l'on fixe un isomorphisme de ©/-Modules (T>i)r (Oi)rd , cela induit 

,2 

un morphisme de champs Vec£> 7 —» Vec£>X)/. 

LEMME 2. — Le morphisme de champs 
VecrVJ^Vecr/xj 

est représentable quasi-affine de type fini. 

Démonstration : Soient S un schéma et S —• Vec£>x>/ un objet de 

VecJ^ j(5) c'est-à-dire un fibre S de rang rd2 sur X x S, avec structure 
de niveau / . 

On considère le foncteur 

(S' ^S)^ Homoxxs/ (© M Os>,End0xxS,(S ®os Os>)) • 

D'après un théorème de Grothendieck, cf. [EGA III] corollaire 7.7.8, il est 
représentable par un fibre vectoriel Si —> S sur S associé à un faisceau de 
présentation finie. 

Puis, pour tout morphisme de schémas S' —> Si, on se demande quand-
est-ce que l'homomorphisme induit 

© Kl Os* —• EndCxxSf (£ ®os Os>) 

est un anti-homomorphisme d'Algèbres et que de plus l'isomorphisme 
(V^Os'Y ^ {OMOs'Y* ^ £i®osOs> est ©/-linéaire pour la structure 
de ©-Module à droite ainsi définie sur S ®os Os' • 

Cela revient à demander que des sections des faisceaux cohérents sur 
X x Si : EndGxxSl(£ ®os 0SL), Hom0xxSl(T> ®Qx V ®Qx £ ®Qs 
0Sl,V®Ox S ®0s 0SL) et HomGxxSi (© ®Cx (©/ H 0Sl)r,£i ®os 0SL) 
soient annulées par le changement de base Sf —> Si. Or ces faisceaux sont 
tous plats sur Si, donc cette condition est représentable par une immersion 
fermée S2 <-* Si comme il résulte du lemme suivant : 
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LEMME 3. — Soient Z —> Y un morphisme projectif de schémas, T, Q 
deux faisceaux cohérents sur Z tels que G soit plat sur Oy et a : T' —> G 
un homomorphisme global 

Alors il existe une immersion fermée YQ «-* Y telle que pour tout 
morphisme de schémas Y1 —> Y, Vhomomorphisme a soit annulé par le 
changement de base Y' —• Y si et seulement siYf-*Y se factorise à 
travers YQ. 

Démonstration du lemme 3 : D'après Grothendieck, cf. [EGA III] 
corollaire 7.7.8, le foncteur (Y' ->Y) HomoZxyy,(f (g>oy OY>,G ®oY 
Oy) est représentable par le fibre vectoriel associé à un certain faisceau 
cohérent Q sur Y. En particulier, l'homomorphisme a correspond à un 
homomorphisme de CV-Modules Q —* Oy. 

Alors, si J désigne le faisceau image de Q dans Oy, le sous-schéma fermé 
YQ de Y défini par l'Idéal J répond à la question posée. [] 

Avant de reprendre la démonstration du lemme 2, prouvons le lemme 
suivant : 

LEMME 4. — Soient A, A! deux anneaux (commutatifs) locaux, A —» A! 
un homomorphisme local, et R une A-algèbre qui est libre de type fini 
comme A-module. 

Alors, pour tout R-module (à droite) M qui est libre de type fini sur A, 
M est libre de rang r sur R si et seulement si M ®A Af est libre de rang r 
sur R®A A'. 

Démonstration du lemme 4 : La nécessité est évidente. Il faut 
prouver la suffisance. 

Supposons d'abord que A' est le corps résiduel de A. Soit mi , . . . , mr 
une base de M ®A A' sur R ®A A', et soient TOI, . . . , mr des éléments de 
M qui relèvent TOI, . . . ,rnr. Ils définissent un homomorphisme jR-linéaire 
RR —• M. D'après le lemme de Nakayama, il est surjectif. Puis, comme il 
devient bijectif quand transformé par • ®A A! et que M est plat sur A, il 
est bijectif. C'est ce qu'on voulait. 

Ceci nous ramène au cas où A et A' sont des corps. On voit déjà que M 
est projectif sur R. En effet, il faut prouver qu'est exact le foncteur 

N^RomR(M,N) 

ce qui équivaut à l'exactitude du foncteur 

N i-> RomR(M, N) ®A A' = H o n i R ® { M ®A A', N ®A A') 

qui résulte de ce que M ®A A' est libre sur R ®A AF. 
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Mais alors, on n'a plus qu'à prouver que M/Mrad(R) est libre de rang 
r sur i2/rad(iî). 

Or on sait que R/iad(R) s'écrit canoniquement comme un produit de 
A-algèbres simples de dimensions finies. 

Donc il suffit de prouver que pour toute A-algèbre quotient R de R qui 
est simple, on a 

dim^(M <&R R) = r dim^ R 

et cela résulte immédiatement de ce que 

dim^/ ((M ®A A') ®R®AA' (R ®A A')) = r dimA> (R ®A A') 

puisque M ®A A' est libre de rang r sur R ®A A!. Q 

Fin de la démonstration du lemme 2 : Maintenant, pour tout 
morphisme de schémas Sf —• 5, on se demande quand-est-ce que le 
V C?5/-Module S ®os ®S' est localement libre de rang r. D'après le 
lemme 4 ci-dessus, il faut et il suffit que l'image de X x Sf dans X x S2 soit 
contenue dans l'ouvert maximal Z où £ ®os ®s2 es* localement libre de 
rang r. Si donc on note 53 l'ouvert de S2 complémentaire du fermé image 
du complémentaire de l'ouvert Z dans X x ^2, on voit que la condition 
demandée est représentable par l'immersion ouverte S3 —• £2. Ceci termine 
la démonstration. [] 

Puis prouvons : 

LEMME 5. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini 
I • X, le champ Vec£> T est algébrique, localement de type fini et lisse sur 
F,. 

Démonstration : On sait déjà que pour tout entier r' > 1, le champ 
Vec£>x 0 = VecQx est algébrique sur ¥q et localement de type fini, 
cf. [Laumon, Moret-Bailly] théorème 4.14.2.1. De plus, le morphisme de 
champs Vec£>X)J —> Vec£>x est un torseur sous le schéma en groupes lisse 

S h-» GLr/(C?j S Os) si bien que le champ Vec£>x 7 aussi est algébrique sur 
Fq et localement de type fini. 

Maintenant, le choix d'un isomorphisme de Oj-Modules {Vj)r 
(Oi)rd détermine un morphisme de champs Vec^j —• ^ecoxj qui 
d'après le lemme 2 est représentable quasi-affine de type fini. Donc le champ 
Vecp j encore est algébrique sur Fq et localement de type fini. 

Il reste à prouver que le champ Vecp j est formellement lisse sur Fq. 
Soient donc S le spectre d'une Fg-algèbre locale artinienne A et S S un 
sous-schéma fermé défini par un idéal J vérifiant J2 = 0. Et soit S un objet 
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de Vec£, 7(5), c'est-à-dire un P12 (^Module sur X x S qui est localement 
libre de rang r, avec structure de niveau I. 
_ D'après [Illusie] Chapitre IV, proposition 3.1.5, l'obstruction à relever 
£ en un V M O^-Module sur X x S localement libre de rang r gît dans le 
groupe de cohomologie Ext^a_(£, £®Q-J). Or, comme le PIS (^Module 

£ est localement libre, les faisceaux Extlv^0_(£,£ ®o- J) sont nuls pour 

i > 1. Et comme S est le spectre d'une algèbre artinienne, X x S est de 
dimension de Krull 1 si bien qu'en définitive Ext^>^a_(£, £ ®o_ J) = 0. 

Soit donc £ un V Os-Module sur X x S localement libre de rang r 
et qui relève £. Considérons la base ë i , . . . ,ër de £Ix$ sur Vi Ê3 C?̂  qui 
correspond à la structure de niveau (£>/ (%)r -* £jxs- Comme / x S est 
un schéma affine, la base G>\ , . . . , se relève en une famille e i , . . . , er dans 
£ixs, laquelle définit un homomorphisme T>i C?s-linéaire 

(VjMOsY -^£i*s • 

Comme sa réduction modulo J est un isomorphisme, et que (T>i Kl OsY 
et £ixs sont localement libres sur O/ S O5, c'est un isomorphisme. Ceci 
termine la démonstration. [] 

Posons maintenant : 

DÉFINITION 6. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini 
I X, on note Heckep 7 le champ qui associe à tout schéma S sur ¥q le 
groupoïde Hecke£> j(S) des diagrammes 

£ ^ £' 
A 

£ 

oùj 
• £, £ et £' sont des V Os-Modules sur X x S, localement libres de 
rang r et munis de structures de niveau I, c'est-à-dire dHsomorphismes 
T>i Os-linéaires 

(P, B OsY ^ £ixs , (T>I S OsY ^ SIXS , {Vi 13 OsY ^ S'IXS ; 

• j et t sont des homomorphismes V B Os-linéaires, injectifs et dont les 
conoyaux sont supportés respectivement par les graphes de morphismes 
»«, : S^X\I et i0 :S^X\I; 
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• j ett ont leurs conoyaux localement libres de rang d comme Os-Modules ; 
• les homomorphismes duaux jv et tv ont leurs conoyaux localement libres 
de rang d comme Os -Modules ; 
• j ett sont compatibles aux structures de niveau I. 

Avec cette définition, il est clair que l'on a un diagramme 2-cartésien de 
champs 

Cbtrv>1 

Hecke£> 7 

cIxSD 1 

Vec£> j x Veĉ j 7 . 

Les deux morphismes horizontaux sont 

£ 
7 

S' 
ddv 

dd 
>£ et 

£ j £' 
s 

£ 

(e,s). 

Les deux morphismes verticaux sont 

£ j £' 
d 

T£ 

£ 

S 

js £' 
avec £ = T£, et £ i-* (T£, £) . 

On veut démontrer : 

LEMME 7. — Le morphisme de champs 

Hecke^ —• (X\I) x (X\J) x Vec^, 

£ j 

£ 

£' 
{io,i<x>,£) 
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est représentable et quasi-projectif. 
De plus, si X1 désigne Vouvert maximal de X où V est une Ox~ 

Algèbre d'Azumaya (c'est-à-dire est localement isomorphe pour la topologie 
étale à Md{Ox)), alors la restriction du morphisme au-dessus de Vouvert 
(Xf\I) x (X'\I) x Veep j est même projective et lisse de dimension relative 
2 ( rd- l ) . 

Démonstration : Notons Inj£> 7 le champ qui associe à tout schéma S 
sur Fg le groupoïde des diagrammes 

£^£f 

où : 
• £ et £' sont des V S Os-Modules à droite sur X x S, localement libres 
de rang r et munis de structures de niveau I ; 
• j est un homomorphisme V H Os-linéaire, injectif et dont le conoyau est 
supporté par le graphe d'un morphisme i : S —• X\I ; 
• j et jv ont leurs conoyaux localement libres de rang d comme Os-
Modules ; 
• j est compatible aux structures de niveau J. 

On a un diagramme 2-cartésien 

Hecke^j —• Inj^V 

1 1 
Injp,/ —• Vec£,)7 

où les deux morphismes horizontaux sont 

/ \ 
£ £' 
_ A 
£ 

\ 

i—> (£ * £') et (£ ^ £') i—• £' 

et les deux morphismes verticaux sont 

/ \ 
£ ±> £' 

A 
£ 

\ 

^ ( £ ^ £') et (£ A £') o £ 

J 
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Donc on est réduit à prouver : 

LEMME 8. — Les deux morphismes de champs 

Injî>,j —• X\I x VecrVJ 

(£«£.£') (i,£) 

(S^S') ^ (i,S') 

sont représentables et quasi-projectifs. 
De plus, ils sont mêmes projectifs et lisses de dimension relative rd — 1 

au-dessus de X'\I x Vec£>)7. 

Démonstration : Soient donc S un schéma sur Vqj i : S X\I un 
morphisme et £ [resp. f '] un objet de Vec^ 

Considérons le foncteur qui à tout schéma S' —> 5 sur 5 associe 
l'ensemble des suites exactes de OxxS'-Modules 

0 —> £ ®0S 0S' —>S' —• Q —> 0 

[resp. 0 —>£ —• £' ®0s Os> —>Q —> 0] 

où £' [resp. £] est localement libre de rang rd2, et Q est supporté par le 
graphe du composé %' : S1 —• S —> X et localement libre de rang d sur . 

En posant Q! = {là^YExt^^XQiOxxS') [resp. Q! = (1(1,0*6], 
cela revient à considérer l'ensemble des (9^/-Modules quotients Q' de 

(ld,0*#omoxxs,(£ ®os Os>,OxxS') = Hamos,((IdJ)*£®os Os>,Os>) 

[resp. (Id, i)*£' ®os ®S'] Qui son^ localement libres de rang d. 
Ce foncteur est donc représentable par un morphisme S\ —• S qui est 

grassmannien, donc projectif. Notons £[ et Qi [resp. f i et Qi] les faisceaux 
canoniques sur X x Si. Pour tout morphisme de schémas S' —• Si on se 
demande quand-est-ce que l'action de V M Os> se prolonge à £{<8>oSl C*S' 
[resp. £i ®oSl Os*\ et à Qi <8>c>5l Os*- Cela revient à demander que soit 
annulé l'homomorphisme 

V®ox Hom0xxSl{£ï,OxxSl) —> ExV0 (&,0XxSl) 

[resp. £\ ®ox ^ —* Qi] Par Ie changement de base S' —> Si. 
D'après le lemme 3, cette condition est représentable par une immersion 

fermée S2 Si. 
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Enfin, pour tout morphisme S ' —> *S2> on se demande quand-est-ce que 
le P13 Os'-Module à droite £[ <8>oSl @S' [resp. S\ <8>oSl ®S'] est localement 
libre de rang r et que le conoyau de (£[ (g) Os')v —• {£ ® Os')v [resp. 
(£' (g) Os'Y —• (£1 ® C?s')V]î qui est automatiquement plat sur Os, 
est localement libre de rang d sur Os- D'après le lemme 4 et la fin de 
la démonstration du lemme 2, cette condition est représentable par une 
immersion ouverte S3 C $2. 

Il reste à voir que si i : S —> X\J prend ses valeurs dans X\ alors le 
morphisme S3 S est projectif lisse de dimension relative rd—1. 

On a que est une Algèbre d'Azumaya, donc quitte à remplacer S 
par un recouvrement étale, on peut supposer qu'il existe un isomorphisme 

Pour S' —• S un morphisme de schémas, se donner un Os'-Module 
quotient Q! de iforao5,((Id,i)*£ ®Qs Os<,Os<) [resp. (Id,z)*£' <g)0s Os>] 
sur S ' qui soit localement libre de rang d et compatible avec l'action à 
gauche [resp. à droite] de Md(Osf) revient, par équivalence de Morita, à se 
donner un Os/-Module quotient d'un certain fibre de rang rd2/d = rd qui 
soit inversible. 

On voit que S2 est l'espace projectif sur S associé à ce fibre. Il est lisse 
de dimension relative rd—1. 

Enfin, il est immédiat que dans ce cas Ss = S2. Q 

D'après le lemme 5 et le lemme 7, on peut maintenant appliquer la 
proposition 1 au diagramme 2-cartésien de champs : 

i*V - Md(Os). 

Cht^j —> V e c ^ 

Heckep 7 

(Frob,Id) 

Vecpj x Vecp j 

(X\I) x (X\I) 

On obtient déjà le résultat suivant, dû à Drinfeld dans le cas V = Ox -

THÉORÈME 9. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini 
I X, Chtpj est un champ algébrique localement de type fini. 

De plus, le morphisme diagonal 

CWVj —+ Cht^7 x C h t ^ 
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est représentable, séparé, de type fini et partout non ramifié. 
Enfin, le morphisme 

(0,oo) : Cht^7 —• (X\I) x (X\I) 

est lisse de dimension relative 2(rd — 1) au-dessus de Vouvert {X'\ï) x 
(XV)-

D 

Remarque : Les mêmes conclusions s'appliquent évidemment aux 
champs pChtj. 

3. — Chtoucas triviaux. Applications 

DÉFINITION 1. — Soient Y <—> X un sous-schéma fermé de X, Vy la 
Oy -Algèbre induite sur Y par V, et r > 1 un entier. 

Pour tout schéma S sur ¥q, on appelle Vy-chtouca trivial de rang r sur 
S tout Vy M Os-Module à droite £ sur Y x S, localement libre de rang r, 
et qui est muni d'un isomorphisme 

T £ ^ £ 

où T£ désigne le Vy El Os-Module (Idy x Frob5)*£. 

On notera Tr£>v le champ sur ¥q qui associe à tout schéma S sur ¥q 
le groupoïde des XV-chtoucas triviaux de rang r sur S. En particulier, si 
Y = X, on dispose du champ TrJ, des D-chtoucas triviaux de rang r. 

Et si I X est un sous-schéma fini fermé, on note Tr^ 7 le champ des 
D-chtoucas triviaux de rang r, avec structure de niveau J, obtenu comme 
le produit fibre dans le carré 2-cartésien 

Spec F, 

Trrv 

Spec F, 

Spec F, 

où le morphisme Tr^ —• Tr£>7 est défini par les foncteurs de restriction 
£ i-> £Ixs, et le morphisme SpecF, —• Tr£>7 est la section évidente 
5 i-> {{Vif El Os) de TrrV[. 
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THÉORÈME 2. — Pour tout sous-schéma fermé Y «-» X, et tout entier 
r > 1, le champ Trpy sur ¥q s'écrit comme la somme disjointe sur les 
objets E de Tr̂ >y (SpecFg) des champs classifiants sur¥q des groupes finis 
AutE d'automorphismes. 

Autrement dit : 
(i) Le champ Tr^ s'écrit 

Tfv = JJSpecF<7/Aut£ 
E 

où E décrit la famille des V-Modules à droite sur X, localement libres de 
rang r. 

(ii) Si I «—> X est un sous-schéma fermé fini, on a 

TrrVl = SpecVGM©/) • 

Comme conséquence de (i) et (ii), on a pour tout sous-schéma fermé fini 
I^X 

Tr^j = ] J Spec Fqf Aut E 
E 

où E décrit la famille des T)-Modules à droite sur X, localement libres de 
rang r, et munis d'une structure de niveau I. 

Démonstration : Le champ Tr^Y s'inscrit dans le carré 2-cartésien 

Spec F, 

VeerVy 
(W,Id) 

Vecî,y 

(Frob.Id) 

Vecpy x Vec£>y 

où Vecpy désigne le champ classifiant des Vy-Modules à droite localement 
libres de rang r. 

Or Vecpy est un champ algébrique, localement de type fini et lisse sur 
Fq. En effet, pour Y = X, on l'a vu dans le lemme 5 du paragraphe 1.2 et 
si Y X est un sous-schéma fermé fini, cela résulte de ce que Vec£>y est 
le champ classifiant du schéma en groupes 

S i * GLr(X>y B Os) 
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D'après la proposition 1 du paragraphe 1.2, on voit déjà que Tr^Y est 
un champ algébrique localement de type fini et étale sur ¥q. 

Il reste seulement à prouver que si E décrit la famille des objets de 
Tr£>r (SpecFg), alors le morphisme de champs 

JJSpecFç/AutE—>TrrVy 
E 

induit une équivalence entre fibres au-dessus de Specie, pour tout corps 
algébriquement clos K contenant ¥q. 

Et ceci résulte du lemme suivant, compte tenu du lemme 4 du para­
graphe 1.2. 

LEMME 3 (Drinfeld). — Soient Z un schéma projectif sur ¥q, et K un 
corps algébriquement clos contenant ¥q. 

Alors le fondeur T' »—> T®K delà catégorie des faisceaux cohérents sur 
Z dans la catégorie des faisceaux cohérents G sur Z ® K qui sont munis 
dyun isomorphisme TG G (oùTG désigne le faisceau (Idz x Probic)*^) 
est une équivalence. 

Démonstration du lemme 3 : Soit Oz(l) un faisceau très ample sur 
Z. On sait que le Joncteur 

^ " © H°(Z> [resP- 6 © H°(Z ® * ' ^(n))l 
n>0 n>0 

induit une équivalence de la catégorie des faisceaux cohérents sur Z [resp. 
sur Z®K) sur la catégorie quotient de la catégorie des modules gradués de 
type fini sur l'algèbre graduée ®n^H°(ZìOz(n)) [resp. 0n>o#°(Z ® 
K,Oz(n) ® K)] par la sous-catégorie des modules dont les facteurs sont 
nuls à partir d'un certain rang [resp. De plus, ce foncteur commute au 
foncteur r]. 

Ceci nous ramène au cas où Z = Spec K et les faisceaux cohérents sont 
simplement les espaces vectoriels de dimension finie, c'est-à-dire finalement 
à l'énoncé suivant : 

LEMME 4. — Soient K un corps algébriquement clos contenant Fq, U 
et V deux espaces vectoriels sur K de dimension finie, À : U —> V un 
homomorphisme linéaire etîp'.U^Vun homomorphisme q-linéaire. 

Alors, si Uo = Ker(À — ip), Vhomomorphisme 

U0 ®¥qK —>U 
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est injectif si À est injectif, et il est bijectif si X et ip sont bijectifs. 

Démonstration du lemme 4 : Supposons À injectif. Soit e\,..., e& 
une famille d'éléments de [/"o, linéairement indépendants sur ¥q. Il faut 
voir qu'ils sont aussi linéairement indépendants sur K. Supposons qu'il 
existe une relation linéaire non triviale aiei H h a^e^ = 0. On peut la 
supposer minimale, au sens que le nombre de termes non nuls est minimal. 

En prenant l'image par -0, on obtient 

a^ ( e i ) + --- + a^(efc) = 0 

qui s'écrit encore 
a91\(e1) + ..- + aqk\(ek) = 0 

et comme À est linéaire et injective, on trouve 

a\ei H h aqkek = 0 . 

Par minimalité de la relation de départ, on obtient que les uplets 
(a i , . . . , afc) et (af,..., a£) sont proportionnels, autrement dit que 
(ai,...,afc) est proportionnel à un uplet d'éléments de ¥q. Il y a con­
tradiction. 

Supposons maintenant que À et sont bijectifs. Et notons n la dimension 
sur K de U ou V. D'après ce qui précède, il suffit de voir que Uo est toujours 
de cardinal q71. 

Considérons le sous-schéma fermé de GLn x GLn x An défini par 

l'équation g\ 
Xi 

X\/XQ 
~ 92 

rd 

dd 
= 0. C'est évidemment un schéma en 

groupes sur GLn x GLn qui est affine et étale. Montrons qu'il est également 
fermé dans GLn x GLn x Pn. 

En coordonnées homogènes, l'équation s'écrit 

9i 

xd 

sd 
-92 

X\/XQ 

xn/x0 j 

= 0 soit XQ lgi 
X\/XQ 

K xn 
-92 

X\/XQ 

X\/XQ 
= 0 

qui est impossible à réaliser si xo = 0. 
Ainsi, ce schéma en groupes est fini et étale sur GLn x GLn; par 

conséquent son rang est constant, égal à celui pour g1 = g2 = In, et c'est 
ce qu'on voulait. 

Ceci achève la démonstration du lemme 4, donc aussi du lemme 3 et du 
théorème 2. [] 
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Comme conséquence du théorème 2, on a : 

PROPOSITION 5. — Soient I <-+ J X deux sous-schémas fermés finis 
emboîtés de X et r > 1 un entier. 

Alors le morphisme canonique de champs au-dessus de (X\J) x (X\J) 

Cht̂ } J —* Cht̂ } J 

est représentable fini étale galoisien avec pour groupe de Galois le groupe 
fini 

Ker[GLr(Pj) —+ GLr(P/)] . 

Démonstration : Cela résulte de ce qu'on a alors les carrés 2-cartésiens 

Chtpj —• SpecFg 

ï 1 
Cht£> —• TvrVj =SpecF9/GLr(Pj) 

et 

Cht^j —• SpecFg 

ï ' I 
Chtrv —• TrrVl = SpecFg/GLr(2>/) 

si bien que les morphismes Cht£> J —• Cht^ et Cht^ 7 —» Cht^ sont 
représentables finis étales galoisiens avec pour groupes de Galois respectifs 
GLr(Pj) et GLr(Pj). D 

COROLLAIRE 6. — Pour I <—> X un sous-schéma fermé fini de X et r > 1 
un entier, le champ Cht^j s'écrit comme réunion filtrante de sous-champs 
ouverts qui sont quotients de schémas quasi-projectifs sur ¥q par l'action 
de groupes finis. 

En particulier, Cht^7 est un champ algébrique au sens de Deligne-
Mumford, et il est séparé sur ¥q. 

Démonstration : Considérons V <-> X un sous-schéma fermé fini non 
vide contenant / et de même support que / . 
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On a des morphismes de champs 

Cht^j, —> Hecke^j7, —+ (X\I) x (X\I) x Vec^7, —» Vec^j, . 

Le premier de ces morphismes s'obtient par changement de base à 
(Frob,Id) 

partir de Vec£> r > Vec^ 7/ x Vec£> 7/. D'après le lemme 7 du 
paragraphe 1.2, le second morphisme est représentable quasi-projectif. Et 
le troisième est trivialement représentable quasi-projectif. 

De plus, d'après le lemme 2 du paragraphe 1.2, le morphisme Vec£> r —> 
Vec0x// est représentable quasi-affine de type fini. 

Or on sait que Vec^x v contient un sous-champ ouvert (celui des fibres 
/'-stables) qui est représentable par une réunion disjointe de schémas quasi-
projectifs, cf. [Seshadri] Quatrième partie. Donc le sous-champ ouvert de 
Chtp v obtenu par image réciproque est lui-même représentable par une 
réunion disjointe de schémas quasi-projectifs sur ¥q. Et son quotient par 
l'action du groupe fini Ker[GLr (£>//) —• GLr(X>/)] est un sous-champ 
ouvert Up de Cht^ 7. 

Maintenant, les Up (quand V décrit l'ensemble ordonné des sous-
schémas fermés finis de X qui contiennent I et ont même support) 
constituent une famille filtrante d'ouverts de Cht£> 7 dont la réunion est 
tout, car tout fibre est stable pour une structure de niveau de degré assez 
grand. • 

Donnons une autre conséquence du lemme 3 : 

PROPOSITION 7. — Supposons que V est une Ox-Algèbre maximale c'est-
à-dire que pour tout point fermé x de X, Vx = V ®ox Ox est un ordre 
maximal dans la Fx-algèbre DX = D ®F FX. 

3 t 
Soient S un schéma sur ¥q et £ £' <-> T£ un diagramme de T>№ Os-

Modules sur XxS, où S et £' sont localement libres de type fini sur OxxS, 
j et t sont injectifs, et les faisceaux Cokerj et Cokert ont leurs supports 
inclus dans X1 x S. 

Alors £ et £' sont localement libres sur V№Os-
Démonstration : Si d = 1, V = Ox, il n'y a rien à démontrer. 
Si d > 1, on a X' ^ X si bien que j et t restent injectifs au-dessus de 

tout point algébrique de S. D'après le lemme 4 du paragraphe 1.2, on peut 
se limiter au cas où S est le spectre d'un corps algébriquement clos K. 

Notons e le rang sur OxK de £ et £'. 
Soit x un point de X\X'. Pour tout sous-schéma fermé fini I <—> X 

supporté par x, les homomorphismes induits £ixs —* £'ixs T£i*s sont 
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des isomorphismes, donc d'après le lemme 3, on a une écriture canonique 

Sixs = £i*s = Ei ®FÇ K 

où Ej est un module libre de rang e sur Oi et muni d'une action de 
Par conséquent, on obtient 

£' ®ox Ox^£ ®0x Ox =|im £ïxS = Ex ®¥q K 
i 

où Ex =lim Ei est un module libre de rang e sur Ox et muni d'une action 
i 

deVx. 
Or Dx = D <S) F Fx est une algèbre matricielle sur une algèbre à division 

centrale sur Fx de dimension dx. 
On voit déjà que e est un multiple de d2, ce pour tout x G X\X'. Or le 

p.p.c.m. des entiers dx, quand x décrit X\X', est d. Donc e est un multiple 
ded2. 

Par conséquent, pour tout x G X\X', Ex ®ox Fx est libre sur Dx. Puis, 
comme Vx est un ordre maximal dans Dx, Ex est libre sur 2?x, cf. [Curtis-
Reiner] théorème 26.24 iii). D'après encore le lemme 4 du paragraphe 1.2, 
cela implique que £ et £' sont localement libres sur V <g) K en tous les points 
au-dessus de X\X'. 

Et ils le sont aussi en les points au-dessus de X' puisque leur rang est 
un multiple de d2. [] 

COROLLAIRE 8. — Supposons que la Ox-Algèbre V est partout maximale. 
Pour S un schéma sur Fq, on considère un diagramme 

£ ^ £' 

T£ 

où : 
• £ et £f sont des V El Os-Modules à droite sur X x S, localement libres 
de type fini comme Ox x s-Modules ; 
• j et t sont des homomorphismes V El Os-linéaires, injectifs, et dont 
les conoyaux sont supportés respectivement par les graphes de morphismes 
ioo : S —• X et ¿0 : S —• X et sont localement libres de rang d sur leurs 
supports comme Os-Modules. 
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Alors, si les morphismes ioo et ¿0 sont à valeurs dans X' C X, £ et £' 
sont automatiquement localement libres comme V M Os-Modules. 

Autrement dit, le diagramme ci-dessus définit un V-chtouca sur S. 

4. — Correspondances de Hecke 

a) Préliminaires 
Dans tout ce paragraphe, on fixera T un sous-ensemble fini de \X\. On 

utilisera les notations du paragraphe Lie. On fixe également un élément a 
de (AT)X qui est de degré 1. Il en existe d'après le lemme suivant : 

LEMME 1. — Pour tout sous-ensemble fini T de \X\, les entiers deg(x) = 
[K(X) : Fq], quand x décrit |-X"|\T, sont globalement premiers entre eux. 

Démonstration : Pour tout entier v > 1, notons Nu = ^ deg(x). 
x6|X| 

deg(x)|i/ 
En notant g le genre de la courbe X, l'hypothèse de Riemann pour X nous 
dit exactement que 

Vi/> 1 , \Nu-q"-l\< 2gqu'2 . 

En particulier, si v est un nombre premier assez grand, l'ensemble 
{x G |X|,deg(#) = v} est toujours non vide. D'où la conclusion. [] 

Cet élément a étant fixé, il détermine un plongement 

Z->(AT)X n^an 

et donc aussi un plongement de Z dans 

(FX)T\(AT)X = PicT(X) = lim Picj(X) . 
JnT=0 

Et pour tout sous-schéma fermé fini / X\T, l'homomorphisme ainsi 
défini Z —• Pici(X) est une section de deg : Picj(X) —> Z. 

Maintenant, on remarque de manière générale que pour tout entier 
r > 1, on dispose de l'application localement constante 

deg : Cht^j —• Cht?p —> Z 
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qui à tout point algébrique, c'est-à-dire à tout £>-chtouca de rang r il < 
S 

S' 

V£ 

sur un corps K associe deg(det S) -
deg £ — r deg V 

d 

Il lui correspond une décomposition en somme disjointe 

Cht^j = ' 
nez 

Cht^-

Il est immédiat que via le plongement Z —> Pic7(X) l'action de +1 E Z 
sur Chtp j transforme chaque Chtpn7 en Cht̂ n7+rd. 

D'où des isomorphismes naturels 

0<n<rd 
Cht£n7 ^ GWV 7/az 

b) Algèbres de Hecke 
L'entier r > 1 étant fixé, on note G le schéma en groupes sur F des 

tutomorphismes de Dr, avec donc 

G (F) = GLr(D) 

G(FX) = GLr(Dx) pour toute place x de F 

G (A) = GLr(D ®F A) = GLr(DA) 

G(AT) = GLJD ®F AT) = GLJDT) d'où G(A) = G(AT) x 
xeT 

G(FX) 

et Kx = GLr(Px) pour toute place x de F 

K — 

xe\x\ 
Kx c G (A) , K =lim GLr(P7) 

x d= 

xG|X|\T 
AT. C G(AT) , KT = lim GLr(P7) 

/riT=0 

Si 7 X [resp. I ^ -X"\T] est un sous-schéma fermé fini, on notera Kj 
[resp. Kf] le noyau de l'homomorphisme surjectif 

K —> GLr(£>7) [resp. KT —+ GLr(£>7)] 
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On remarque que K [resp. KT] est un sous-groupe compact ouvert 
de G(A) [resp. G(AT)] et que chaque Kj [resp. Kj] est un sous-groupe 
compact ouvert d'indice fini dans K [resp. KT]. 

De plus, le groupe localement compact G(A) [resp. G(AT)] est unimo-
dulaire. Soit donc dg [resp. dgT] la mesure de Haar sur G(A) [resp. G(AT)] 
qui donne le volume 1 au sous-groupe K [resp. KT]. 

De même, pour tout x G T, Kx est un sous-groupe ouvert compact de 
Gx, qui est unimodulaire. Soit donc dgx la mesure de Haar sur Gx pour 
laquelle Kx est de volume 1. On a dg = dgT x JJ dgx. 

xeT 
Enfin, on remarque que az s'identifie à un sous-groupe discret dans le 

centre de G(A) [resp. G(AT)}. 
Posons maintenant : 

DÉFINITION 2. — On appelle algèbre de Hecke de G (A) [resp. G(AT), 
resp. Gx pour x £ T] et on note H [resp. HT', resp. Hx] la Q-algèbre 
de convolution, pour la mesure dg [resp. dgT, resp. dgx] des fonctions 
localement constantes à support compact de G(A) [resp. G(AT), resp. Gx] 
dans Q. 

Et pour tout sous-schéma fermé fini Ic—> X [resp. I ^ X\T], on note 
Hi [resp. TiJ] la sous-algèbre de H [resp. HT] des fonctions invariantes à 
gauche et à droite par Kj [resp. Kj]. 

Remarque : On a H = HT ® 0 Hx et Hi = Hj <g> (g) Hx, pour 
xeT xeT 

I ^ X\T. 
Par ailleurs, H [resp. HT] est la réunion filtrante des Hi [resp. Hj]. 
Enfin, chaque Hi [resp. Hj] admet pour élément neutre la fonction 

caractéristique de Kj [resp. Kf] fois la constante f . = [K : K¡] 
ag{Kj) 

M * 5 ^ - [ f : « I l - I * : * / ] ] -

c) Correspondances de Hecke 
Sont toujours fixés T un sous-ensemble fini de X, a un élément de degré 

1 dans (AT)X et r > 1 un entier. 
On rappelle que d'après le paragraphe Lie, on dispose sur Cht¿ de 

l'action de Hecke à droite du groupe G(AT) = GLr(Dj). 
Enonçons : 

PROPOSITION 3. — Pour tout sous-schéma fermé fini I X\T et tout 
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élément g du groupe G(AT), le morphisme 

Cht£T/az (Id"g) ) Cht£T/az x Cht£T/az —> Cht^7/az x Cht^7/az 

es* représentable affine. 
Son image T^^g) est un sous-champ fermé de Cht£>7/az x Chtp7/az 

au-dessus de X^) X ^(T) • 
De plus, les deux projections au-dessus de X(T) X Xçr) 

Rrv,I(9) = ^ ChtrVJ/az 

sont des morphismes représentables finis étales. 

Démonstration : D'après la proposition 5 du paragraphe 1.3, on sait, 
pour tout sous-schéma fermé fini J X\T, qu'au-dessus de x X(T) 
le morphisme ChtpT —• Cht^ j est représentable affine pro-fini galoisien 
de groupe Kj. 

On en déduit immédiatement qu'au-dessus de X(T) x -X"(T) J Ie morphisme 
composé 

Cht£T/az (Idvë) ) Cht£T/az x Cht£T/az —+ Cht^7/az x Cht^7/az 

est représentable affine pro-fini. 
Son image r j > e s t un sous-champ fermé de Chtp7/az x Cht£> j /az . 
De plus, le morphisme 

Cht£T/aZ — TrViI(g) 

est représentable affine pro-fini galoisien de groupe Ki fi gKjg-1, tandis 
que les morphismes 

Cht£T/az = t Cht£>,7/az 

sont représentables affines pro-finis galoisiens de groupes respectifs Kj et 
gKjg-K 

Ceci termine la démonstration puisque Kj fi gKig 1 est un sous-groupe 
ouvert d'indice fini à la fois dans Kj et gKjg~x. [] 

Rappelons ici une définition générale. 
Si X est un champ sur ¥q, on appelle correspondance finie étale dans X 

toute somme formelle finie 

£a*IT«] 
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où les X{ sont des éléments de Q et les Yi sont des champs munis de deux 
morphismes Pi,qi : Yi —• X qui sont représentables finis étales. Et on 
pose entre les correspondances finies étales sur X les relations formelles 
suivantes : 

• si Y ^ 
i 

Yi est une décomposition en somme disjointe, alors 

\Y] = K ; 
i 

• si on a un diagramme commutatif 

Y' 

d 
's 

d 

X 

ÎP 
Ys 
dv 
X 

avec p,q,p',q',f représentables finis étales et / de degré constant n > 1, 
alors [Y'j =n[Y]. 

On notera Cor(X) l'espace vectoriel sur Q des correspondances finies 
étales dans un champ X sur Fq. Cet espace devient une Q-algèbre si on 
définit le produit [Y] • [Y7] de deux classes associées à des champs Y et 
Y' munis de morphismes représentables finis étales p,q : Y —> X et 
p',q' : Y' —> X comme la classe de Y xq,x,Pf Y' munie de p x p' et 
q x g'. 

On remarque que si X, X' sont deux champs sur ¥q et X' —• X est 
un morphisme représentable fini étale de degré constant n > 1, alors 
l'application \Y] i-> — [X' x x Y x x X'} définit un homomorphisme de Q-

n 
algèbres 

COY{X) —> Cor (A"). 

En effet, la compatibilité au produit résulte de ce que si Yi, Y2 sont deux 
champs sur ¥q munis de morphismes représentables finis étales : Y\ —• X 
et I2 —» X, alors on a un isomorphisme canonique 

{X' xx Yi xx X') xx> (X1 xx Y2 xx X') = X' xx Yi xx X' xx Y2 xx X' 

ainsi qu'un morphisme représentable fini étale de degré constant égal à n 

X' xx Yx xx X' xx Y2 xx X' — A" xx Yx xx Y2 x^ X' . 
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Enfin, on remarque que d'après la proposition 3, chaque j(g) définit 
au-dessus de Xçr) x X(t) une correspondance finie étale dans Cht^, 7/az. 

Démontrons le lemme préparatoire suivant : 

LEMME 4. — Soit I X\T un sous-schéma fermé fini. Alors : 
(i) Le sous-champ fermé au-dessus de Xçr) X ^(T) 

rî>,/(#) ^ Cht^7/az x Cht^7/az 

associé à tout élément g de G(AT) ne dépend que de la classe de g dans 
Kf\G(ÂT)/K]hz. 

(ii) Si g, g' sont deux éléments de G(AT) et si on écrit la décomposi­
tion en classes dans G(AT) 

KfgKfg'Kfaz = ] \ Kf9iKfaz, 
i 

on a un morphisme canonique représentable fini étale 

rv,i(9) XCHT̂ /aZ IV(s ' ) —> U r V ( f l i ) 
i 

qui au-dessus de chaque composante 7(^) est de degré constant égal au 
cardinal fini du quotient 

(KjgKT^ngiKfg'-'Kfa^/Kfa2 . 

(iii) Si J <—> X\T est un autre sous-schéma fermé fini avec I • J', si 
g est un élément de G(AT) et si on écrit la décomposition en classes dans 
G(AT) 

KjgKfa^llKjgjKjaZ, 
3 

on a une décomposition canonique 

C h t ^ / a z xChtî) Ja% TrVtI(g) xChtî) //aZ C h t ^ / a z ^U^M • 
3 

Démonstration : Remarquons d'abord que pour J > X\T un sous-
schéma fermé fini, h un élément de G(AT) et 5i,52 deux points de 
ChtpT à valeurs dans un schéma S sur Fg, l'image de (51,52) dans 
Chtp j / a z x Chtp j / a z se factorise à travers le sous-champ fermé I^, j(h) 
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si et seulement si localement pour la topologie f.p.q.c. de 5, on a S2 G 
SlKjhKjaz. 

(i) et (iii) se déduisent immédiatement de ce fait. 
Pour (ii) et toujours d'après la même remarque, on est amené à 

s'intéresser aux triplets («1,52,53) de points de ChtpT à valeurs dans un 
schéma S qui vérifient 

S2 e SlKjgKjaz, s3 G s2KjgfKfaz . 

Ces conditions impliquent en particulier 

ss e SìKfgKfg'KjaZ . 

D'où l'existence d'un morphisme canonique 

rM0)XChtWaZrï>,/(</') 
L|c,(Mp(F)iVp 

Ce morphisme est compatible aux couples de projections sur Chtp7/az, 
et on sait que ces projections sont représentables finies étales. Donc ce 
morphisme est lui-même représentable fini étale. 

Maintenant, pour 53 = sih avec h G Kj gKj gfKjaz, on n'a plus qu'à 
déterminer le nombre de classes s2Kïaz telles que 

S2 € SlKjgKja% 

et 
S3 e s2Kfg'Kfaz s2 G s1hKfg'-1Kfaz 

Ce nombre est égal au cardinal fini du quotient 

(KjgKjaz H hKjg'-1Kiaz)/Kjaz 

et il ne dépend que de la classe de h dans Kf\G(AT)/Kfaz. 
Ceci termine la démonstration. [] 

Remarquons que pour tout sous-schéma fermé fini J X\T chaque 
élément / de Hj s'écrit de manière unique comme une somme finie 

d = 

i 
^Kj9iKf 

où les Ai sont des nombres rationnels non nuls, les KjgiKj sont des 
classes distinctes dans Kj\G(AT)/Kf et les tKTg.Kj sont leurs fonctions 
caractéristiques dans G(AT). 

Ceci permet d'énoncer : 
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THÉORÈME 5. — Pour tout sous-schéma fermé fini I • X\T, associons 
à toute fonction f = ^KT9IKT la correspondance finie étale dans 

Cht£> r/az définie comme la somme formelle 

i 
XdgT{Kj)[rVyI{9i)] . 

Alors : 
(i) L'application ainsi définie 

Hj —• Cor(Cht£> j/az) 

est un homomorphisme de Q-algèbres. 
(ii) SU <—> J <—> X\T sont deux sous-schémas fermés finis emboîtés, 

alors le diagramme de Q-algèbres 

HD 

Ht 

Cor(Cht^7/az) 

Cor(Cht£>}J/az) 

est commutatif 

Démonstration : Cette application est bien définie d'après la proposi­
tion 3 et le lemme 4 (i). 

(i) résulte du lemme 4 (ii). 
(ii) Il existe bien un homomorphisme 

Cor(Cht^7/az) —• Cor(Cht^}J/az) 

car d'après la proposition 5 du paragraphe 1.3, le morphisme 

Cht^j/a2 —+ Cht^7/az 

est représentable fini étale galoisien avec pour groupe de Galois 

Ker[GLr(Vj) — GMD,)] * KJ/KJ 

donc de degré constant égal à l'indice [Kf : Kj]. 
La commutativité du diagramme résulte du lemme 4 (iii) et de ce que 

[KJ : KJ] = dgT(Kj)/dgT(Kj). D 
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d) Sous-champs des points fixes 
Enonçons : 

PROPOSITION 6. — Soient I X\T un sous-schéma fermé fini, g un 
élément de G(AT) et u,s deux entiers > 1. 

On se place au-dessus de X(T) X -X"(T) X(XXX) A. 
Soit FixeTDI(g,u,s) le champ obtenu comme produit fibre dans le carré 

2-cartésien 

FixerDI(g,u,s) c—• Cht^j/a2 

j (Erob£ oFrob^;Id) 

rï>,j(#) c—> Cht^7/az x Cht£>)7/az . 

Alors FixeTDI(g,u,s) est un champ algébrique au sens de Deligne-
Mumford, localement de type fini au-dessus du sous-schéma fermé fini des 
points fixes de Probw x Probs dans X^T) x X(T) *(xxx) A qui est 

\ \ (Specft(#i) x SpecK^)) 

où X\,X2 G T, x\ ^ X2, deg(x\)\u, deg(x2)|s. 
De plus, sa restriction au-dessus des {x\,X2) qui sont dans X' x X' est 

étale sur ¥q. 

Démonstration : D'après le corollaire 6 du paragraphe 1.3, Cht£> 7/az 
est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type 
fini au-dessus de Xp) x ^(T) X(XXX) A. 

De plus, d'après la proposition 3, les deux projections 7 ^ 3 
Cht£> 7/az sont des morphismes représentables finis étales. 

Enfin, on se rappelle que les deux morphismes Probo et Proboo sont au-
dessus de (Prob,Id) et (Id,Prob) respectivement dans x Xçr) x(XxX) 
A. 

La première assertion est conséquence de ces remarques. 
Pour la seconde assertion, il suffit d'appliquer la proposition 1 du 

paragraphe 1.2 puisque : 
• la restriction de Cht^ 7/az au-dessus de Spec K(X\) X Spec ̂ (#2), 

(^1,̂ 2) 
quand X\,x2 G X' H T, x\ ^ x2> deg(xi)\u, deg(x2)\s, est localement de 
type fini et lisse sur F9, d'après le théorème 9 du paragraphe 1.2; 

Ж1,Ж2 
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• la première projection Tj, 7(p) —• Cht£> j/az est représentable étale; 
• et le morphisme 

(Frob£ o Frob* ; Id) 
C h t ^ / a 2 > C h t ^ / a 2 x C h t ^ / a 2 

peut être vu comme le composé de 

(Prob; Id) 
C h t ^ / a 2 • ChtrVI/az x C h t ^ / a 2 

et de 

„ (Prob^1 ° FVob^1 ; Id) 
C h t ^ / a 2 x Cht^>z/az U Cht^j/a2 x C h t ^ / a 2 . 

D 
Enfin, donnons : 

LEMME 7. — Soient I J <-> X\T detia? sous-schémas fermés finis 
emboîtés, g un élément de G(AT) et u, s deux entiers > 1. 

Alors, si on écrit la décomposition en classes dans G(AT) 

Kj9Kjaz = L[Kj9jKjaz, 
3 

on a un carré 2-cartésien canonique 

3 

Fixe£> Лдj, и, s) Chtrv Ja* 

¥ìyLerVI(g,u,s) ChtrVìI/az . 

Par conséquent, on a un morphisme canonique 

3 
*™D.j(0i> «> s) —• Fixe^ r(5, u, s) 

qui est représentable fini étale galoisien de groupe de Galois 

Ker[GLr(Vj) —> GLr(X>7)] Kf/Kj 

Démonstration : La première assertion résulte du lemme 4 (iii). 
La seconde s'en déduit alors d'après la proposition 5 du paragraphe 1.3. 
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Chapitre II 

Chtoucas réductibles. Filtrations de Harder-Narasimhan 

1. — 2>-chtoucas réductibles. Sous-champs d'iceux 
a) Définitions 

LEMME 1. — Soient S un schéma sur¥q et 

£ 

T£ 

£' un V-chtouca 

sur S dont le zéro io : S —» X et le pôle ioo : S —• X sont à valeurs 
dans X1. 

Soit aussi un diagramme commutatif 

0 —> Ex —> £ —> £2 —> 0 
J, J, J, 

0 —> £[ —> £' —> £'2 —• 0 
î î î 

0 —• T£i —> T£ —> T£2 —> 0 

de V S Os-Modules à droite sur X x S qui sont localement libres de type 
fini sur Oxxs, où les lignes sont exactes et les homomorphismes verticaux 
sont injectif s. 

On suppose que £\, £[, £2, £2 sont localement libres de type fini sur 
V S Os ou bien que la Ox -Algèbre V est maximale sur X tout entier. 

Alors, S s'écrit de manière unique comme réunion disjointe de deux 
parties Si et S2 à la fois ouvertes et fermées, telles que pour tout morphisme 
S' —» S, on ait la propriété suivante : S' —• S se factorise à travers Vouvert 
Si [resp.S2] si et seulement si les images réciproques sur S' des deux flèches 
£2 £2 et T&2 £'2 [resp.£i £[ et T£i £{] sont des isomorphismes. 

Le diagramme 

€1 

€1 
£'1 resp. 

£2 

T£i 

F1 C2 définit alors sur S' 

\ / \ / 
un V-chtouca ayant respectivement pour zéro et pour pôle les composés 
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S' -» 5 X et S' - • 5 - H X, et le diagramme 

£2 

r£2 

F' c2 

resp. 

£1 

ec 

e1 définit sur S' un V-chtouca trivial 

Démonstration : On remarque que l'on a sur X x S une suite exacte 
deV№ (^-Modules 

0 —• si fa —+ £'/£ —> e'2ie2 —• 0. 

Elle peut aussi être vue (via le morphisme (¿00, Id) : S —> X x S) comme 
une suite exacte de z^P-Modules sur S. 

Et par hypothèse £'/£ est localement libre de rang d sur Os-
On définit Si comme l'ouvert complémentaire du support du faisceau 

cohérent 82/82 et S2 comme l'ouvert complémentaire du support du 
faisceau cohérent £[/£1. 

Puisque le support de 8'/£ est 5 tout entier, on voit déjà que Si et S2 
sont disjoints. 

Montrons que leur réunion est tout. Il suffit de le faire lorsque S est le 
spectre d'un corps algébriquement clos K. 

Mais alors, comme ¿00 se factorise à travers I ; , on a un isomorphisme 
*So^ — Md{K). Par équivalence de Morita, cet isomorphisme permet 
d'écrire la suite exacte ci-dessus comme la somme directe d fois d'une 
suite exacte d'espaces vectoriels sur K 

0 —>Ei —> E —> E2 —> 0 

où E est de dimension 1. D'où le résultat. 
Revenons maintenant à S général. 
Sur 5i, on a 82/82 = 0 et 8[/8i —• S'/8 est un isomorphisme. 
D'autre part, on a aussi £ 2 / ^ 2 = 0 sur S±. En effet, il suffit de le 

vérifier lorsque S± = S est le spectre d'un corps et dans ce cas cela résulte 
de ce que les fibres 82 et T£2 ont même degré. On en déduit que, sur Si, 
8[/T8i —> £'/T£ est un isomorphisme. 

De la même façon, on a sur S2 : £\/£\ = 0, 8[/T8i = 0 et £'/£ —» £2/£2, 
8'/T8 —• £2/T£2 sont des isomorphismes. 

Il reste à prouver que dans le cas où V est une (9x~Algèbre maximale, 
£1, £[, £2 et £'2 sont automatiquement localement libres sur V K Os- Et 
ceci résulte de la proposition 7 du paragraphe 1.3. D 
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0 — ^ £ 1 - ^ £ — ^ £ 2 - ^ 0 

i i i 
0 —• £[ —• £' —-> £'2 0 

î î î 
0 —• T£[ —-+ T£' —• T£'2 0 

où : 

sd 

' £ 

\T£ 

S' est un V-chtouca de rang r sur S ; 

• les lignes sont exactes; 

xdd 

' £2 

J£2 

£'2 resp. 

£1 

<T£i 
m est un V-chtouca trivial de 

rang r' [resp. r — r'] sur S. 

On remarque aussitôt qu'on a des morphismes naturels de champs 

Chtqtr£r' —• Cht£-r' x Tr£ 

Chtsotr£r_r' —• Trrvr' x Cht£ 
ainsi que 

Chtqtr£r' —• Chtï, 

Chtsotr^"r' —- Chtrv . 

Maintenant, pour I «—»• X un sous-schéma fermé fini, notons Vec££ 

[resp. lr££ ] le champ qui associe à tout schéma S sur ¥q le groupoïde des 
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Le lemme 1 amène à poser la définition suivante : 

DÉFINITION 2. — Soient r, r' deux entiers avec 1 < r' < r — 1. On note 
Chtqtr^r [resp. Chtsotr^r_r ] et on appelle champ des V-chtoucas de rang 
r réductibles avec quotient trivial de rang r' [resp. avec sous-objet trivial 
de rang r — rf] le champ qui à tout schéma S sur ¥q associe le groupoïde des 
diagrammes commutatifs de V^O s-Modules à droite sur XxS, localement 
libres 
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suites exactes de Vj H C^-Modules à droite sur J x 5, localement libres 
de rangs r — r', r et r' respectivement 

0 —>Fi —>F —>T2 —>0 

[resp. et qui de plus sont munies d'un isomorphisme avec 

0 —-> TTX —• TT —• TT2 —+ 0]. 

Par ailleurs, pour tout anneau A, on note Pr'r\A) le groupe des 
automorphismes de Ar qui préservent la filtration canonique 

0 —• Ar~r' ^Ar = Ar~r' x Ar' —> Ar' —» 0. 

LEMME 3. — i4vec les notations ci-dessus, le champ Tr!p s'identifie au 
champ classifiant sur ¥q du groupe fini Pr'r'(î>j). 

Démonstration : On a le carré 2-cartésien 

Trr,r Vec£ 

J J (Frob,Id) 
/ (Id,Id) , , 

Vec^ • Vec^ xVec££ 

où le champ Vec^ s'identifie au champ classifiant sur ¥q du schéma 
en groupes S • Jff°(5,Pr'r (£>/ El Os)), donc est lisse sur Fg. D'après 
la proposition 1 du paragraphe 1.2, le champ T r ^ est étale sur ¥q. Il 
reste à prouver que pour tout corps K algébriquement clos, le foncteur 
T r ^ (SpecFg) —> T r ^ (Specie) est une équivalence, ce qui résulte du 
lemme 3 du paragraphe 1.3 et du lemme 4 du paragraphe 1.2. [] 

Or, pour tout sous-schéma fermé fini / ^ I , on a au-dessus de 
(X\I) x (X\I) des morphismes canoniques 

Chtqtr£r' —• Td£ Chtsotr£r~r' —• Tr££'. 
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Définissons donc les champs Chtqtr^j et Chtsotr^r7 r comme les produits 
fibres dans les carrés 2-cartésiens : 

9 Chtqtr£;7 —• Spec F, 

I ' 1 

Chtqtr£r' —• Trtf =SpecWq/Pr<r'(pI) 

Chtsotr^"7- —• Spec F, 

1 ' 1 

Chtsotr^r-r' —• Tr%' =Spec¥q/Pr'r'(VI) 

Comme dans la proposition 5 du paragraphe 1.3, on obtient : 

PROPOSITION 4. — Soient r,r' deux entiers avec 1 < r' < r — 1, et 
I «—• J <^-> X deux sous-schémas fermés finis emboîtés de X. 

Alors on a au-dessus de (X\J) x (X\J) des morphismes canoniques 

Chtq t r ^ —• Chtqtr!^ 

Chtsotr^y ' —• Chtsotr^f ' 

qui sont représentables finis étales galoisiens avec pour groupe de Galois le 
groupe fini 

Ker[Pr'r'(Vj) —• Pr'r'(Vj)}. 

D 

Et pour tout sous-schéma fermé I <-+ X, on remarque encore qu'on a 
au-dessus de (X\I) x (X\I) des morphismes 

Chtq t r^ —• Cht^f' x Trij 

C h t s o t r ^ ' —-> Tr^f x Cht&j 

Chtqt r^ —• Cht^j- et Chtsotr^f ' —• Cht£>,j . 
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Or, d'après le théorème 2 du paragraphe 1.3, on a la décomposition 
canonique en composantes connexes 

Tr£,j = LI SpecFç/AutE 
E 

[resp.Tr^-;' = U SpecFg/AutE] 
E 

où E décrit la famille des ^-Modules à droite sur X, localement libres de 
rang r' [resp. r — r'] et munis d'une structure de niveau / . 

En prenant les images réciproques, on obtient une décomposition na­
turelle , 

Chtq t r^ = U Chtq t r^ 
E 

[resp. Chtsotr^-7'' = U Chtsotr^] . 
E 

b) Les morphismes Chtqtr^j —> Cht^j et Chtsotr^-7^ Cht^j 

Le but de ce paragraphe est de prouver le théorème suivant : 

THÉORÈME 5. — Soient r,r' deux entiers avec 1 < r' < r — 1, I <-^> X 
un sous-schéma fermé fini de X, et n €Z un entier. 

Alors, si E décrit la famille des V-Modules à droite sur X, localement 
libres de rang r' [resp. r — r'] et de degré < n [resp. > n], munis d'une 
structure de niveau I, le morphisme 

U Ch tq t r^ —• Cht^7 
E 

[resp. U Chtsotr^ —• Chtî,j] 
E 

est représentable, quasi-fini, non ramifié et séparé. 
Autrement dit, chaque morphisme 

Chtqtr£5 —> Cht^j [resp. Chtsotr^ —• Cht^j] 

est représentable, quasi-fini, non ramifié et séparé. Et d'autre part, la 
famille des Chtq t r^ , degE < n [resp. des Chtsotr^, degJS > n] est 
finie au-dessus de chaque ouvert quasi-compact du champ Cht^ j . 

D 
Avant de passer à la démonstration, donnons quelques définitions et 

résultats préliminaires. 
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DÉFINITION 6. — Si S est un schéma sur Fq, on appelle V-chtouca 
généralisé sur S tout diagramme 

s 

T£ 

s/ 

T£ 
e' 

deVM Os-Modules à droite sur X x S localement libres de type fini, tel 
aue ? et t sont des isomorphismes en dehors d'un schéma fini sur S. 

Et si S\ = 

' £1 

T£ 

T£ et £2 = 

£2 

J£2 

c2 sont deux V-

chtoucas généralisés sur S, on appelle morphisme de £\ dans £2 tout couple 
d'homomorphismes V [3 Os-linéaires f : £\ —> £2, f • £\ —> £>2 Tendant 
commutatif le diagramme : 

£1 

T£i 

m 

f 
£2 

T£ 

T£ 
T£2 

£'2 

L'ensemble des morphismes de £\ dans £2 forme un espace vectoriel sur 
Fq que l'on note 

Hom^)T(fi,f2). 

D 
Maintenant, on a : 

PROPOSITION 7. — Pour tout schéma S sur ¥q, pour tous V-chtoucas 
généralisés £\ et £2 sur S, le fondeur 

(S' • ' • Homp,T(£i ® Os; £2 ® Os>) 

est représentable par un schéma en ¥q-espaces vectoriels sur S qui est fini 
et non ramifié, noté Homx>)T(£i (g) ',£2 ® *)• 

Démonstration : Tout d'abord, on a le lemme suivant : 
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LEMME 8. — Soit S un schéma sur ¥q et !F\, T2 deux V M Os-Modules 
à droite sur X x S qui sont de présentation finie, et tels que T2 soit plat 
sur Os- Alors le joncteur 

(S' —• S).—• Homp^i ® Os; ?2 ® Os>) 

est représentable par un fibre vectoriel de type fini sur S, que l'on notera 
HompGFi ®-, F2®-). 

Démonstration du lemme 8 : D'après Grothendieck (cf. [EGA III] 
corollaire 7.7.8), le foncteur (S" -* S) 1—• Hom0xxS,(fi®£>s', F2®Os>) 
est représentable par un fibre vectoriel sur S que l'on notera Homox (T\ ® 
-, T2 ® •)• De même, on dispose de fibres vectoriels Homox(Jri ® V ® 
-, T2 ®£>® •) et Homox(F\ ®I>® -, T2 ®•) sur S. Alors le noyau des deux 
homomorphismes C?s-linéaires 

HomojfCft®-, T2®-) -> Hom0x(.Fi®£>®-, T2®V®-) -+ 
Hom0x(.Fi®X>®-, ^2®-) 

et Hom0x (Fi ® -, T2 ® •) —• Hom0x (Fi ® D ® -, ^2 <S> •) 

induits respectivement par les homomorphismes de produit T2®V —> T2 et 
T\ ® T> —• ^1, est encore un fibre vectoriel sur S, et il répond à la question 
posée. D 

Fin de la démonstration de la proposition 7 : Notons E\ = 
Si 

e€1 
£'1 et £2 = 

' £2 
s. 

T£i 4 
C2 

\ / \ — f 
Les homomorphismes £2 —• £2, £ \ —»• £{ , T^2 —» £2 e* ~~* £\ induisent 

des homomorphismes Oo-linéaires entre fibres vectoriels sur S : 

J2 

Homp(£i <g> -, £2 ® •) — • Homî>(£i ® -, £2 ® ') 
Homp(£{ ® -, <g> •) Homi)(£i (g) -, £2 <8> •) 

Homp(T£i ® -, T£2 ® •) Homx.(T£i ® -, £2 ® •) 
Homî>(£î ® -, £2 <g> •) Homi>(T£i ® -, £2 ® •) 

Par ailleurs, on a un homomorphisme Os-q-linéaire : 

Homp(£i ® -, £2 ® •) Homz>(T£i ® -, T£2 ® •) 
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On remarque que J2, j i , ¿2 et t\ sont universellement injectifs, donc sont 
des immersions fermées. 

On voit immédiatement sur les définitions que le foncteur (S' —• S) 1—• 
Hom£>}T(£\ ® Os*, £2 ® Osf) est représentable par le sous-schéma fermé de 
Homx>(£i ® -, £2 ® •) X5 Homi>(fi ® '»̂ 2 ® ') défini par les équations 
j2(f) = ji(f') et ¿2 0 T ( / ) = ti(f'). Ce schéma est donc affine sur S. 

Il est aussi projectif sur 5, donc fini. Pour le voir, il suffit de montrer 
qu'il est aussi fermé dans le fibre projectif 

P(Homp(£i ® -, £2 ® •) x5 Homp(£{ ® -, ® •) 0 A^). 

Or en coordonnées homogènes, les équations s'écrivent 

h(flk) = j l ( /7 /0) *2 O r( / / /0) = t i( /7/o) 

soit encore j2(f) = ji(f') t2 o r(f) = f^W) 

qui est impossible à réaliser avec /0 = 0 et (/, / ' ) (0,0). 
Enfin, ce schéma est non ramifié sur 5. _ _ 
En effet, d'après l'équation J2U) = Ji(f'), Homx>jT(£i ® -, £2 ® •) est 

un sous-schéma fermé de Homx>(£{ ® -, £f2 ® •), donc aussi de Homx>(r£i ® 
-, ® ') yia *i> sî bien que 

d*l : nHomx,(-£i®-, E'2&)/S v fiiomi,,T(£i0., 

est un homomorphisme surjectif. 
Or d'après l'équation £2 0 T ( / ) = ti(f'), on a dti = 0 d'où 

Q1 ~ ~ =0 
Homx>,T(5i(g)-, £2®-)/S 

comme on voulait. 
D 

Par ailleurs, prouvons : 

LEMME 9. — Soient S un schéma sur Fq, nœthérien, et £ un faisceau 
cohérent localement libre sur X x S. 

Alors il existe un entier n G Z tel que pour tout point algébrique 
s = Spec K(S) de S, et pour tout faisceau localement libre T sur X x s 
plongé dans £s [resp. quotient de £8], on a 

deg T <n [resp. deg T > n]. 
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Démonstration : Si m (parmi un nombre fini de possibilités) désigne 
le rang de J7, tout plongement T <—• £s induit un plongement 

AmT Arn£8 

d'où une inclusion 

H°(X x s, A™?) <-+ H°(X x s, Am£s) 

entre espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K(S). 
Or, d'après le théorème de Riemann-Roch, on a 

dimK{s) H°(X x s, A^T) >àegF-g + l 

où g désigne le genre de la courbe X. 
Or la fonction s i—• dim^(s) H°(X x s, Am£s) ne dépend que du point 

image de 5 dans 5, et comme fonction de ce point, elle est constructible. 
Comme S est nœthérien, on voit que cette fonction ne prend qu'un nombre 
fini de valeurs. 

Ceci prouve que s'il existe un plongement T <^-> £s, degj7 est uni­
formément majoré. 

D'autre part, s'il existe un homomorphisme surjectif £8 —• J7, il lui 
correspond un plongement entre fibres duaux Ty °-> £%, donc deg.Fv = 
— deg.77 est uniformément majoré. [] 

Démonstration du théorème 5 : On remarque d'abord qu'au-dessus 
de (X\I) x (X\I), on a un diagramme 2-commutatif 

Chtqtr^j 

Chtqtr£r' -

ChtrVI 
i 

Chtï, 

resp. 

Chtsotr^7 r' 

Chtsotr£r r' 

ChtrVJ 

Cht£> 

où les deux morphismes verticaux sont représentables finis étales. 
Donc il suffit d'étudier le cas 7 = 0. 
On sait que l'ensemble des XMModules à droite E sur X, localement 

libres, de rang et de degré fixés et dont tout sous-C?x_Module localement 
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libre a son degré majoré par une constante fixée, est fini. Ainsi, l'assertion 
que la famille des Chtqt r^ , degl? < n [resp. des Chtsotr^, degE > n] 
est finie au-dessus de tout ouvert quasi-compact de Chtp est conséquence 
du lemme 9 ci-dessus. 

Reste à prouver que chaque morphisme 

Chtqtr^ —• Cht£> [resp. Chtsotr^ —• Cht^] 

est représentable quasi-fini non ramifié et séparé. 
On note que pour tout schéma S sur ¥qi le foncteur 

Chtqtr^(5) —-> Chtrv(S) [resp. Chtso t r^S) —• Cht^(5)] 

est fidèle. Comme le morphisme SpecFg —» SpecF^/AutE1 est représenta­
ble fini étale galoisien, il suffit donc de prouver qu'est représentable quasi-
fini non ramifié le morphisme 

Chtqtr^ x(SpecFq/Aut£;) SpecF9 —• Cht^ 

[resp. Chtsotr^ x (SpecFq/ Aut E) Spec Fq —• Chtp]. 

Ainsi, il s'agit de montrer que si S est un schéma sur F9, £ = 

' £ 

J£ 

£' 

est un £>-chtouca de rang r sur S, et E = EMOs est le D-chtouca trivial 
sur S induit par E, alors le foncteur qui à tout schéma S' —• S sur S 
associe l'ensemble des morphismes de £ ® Osf dans E ® 0$' [resp. de 
E ® Osf dans £ ® Osf] tels que les homomorphismes £ ® Osf —• E ® Osf 
et £' ® Os* —> E ® Os< soient surjectifs [resp. E ® Osf —> £ ® Os' et 
E®Os> —> £'®Osf soient injectifs et aient leurs conoyaux localement libres, 
ce qui revient à dire que les homomorphismes duaux £v ®Osf —> Ew ®Os» 
et £'y ® Osr —* Ev ® Os* soient surjectifs] est représentable quasi-fini non 
ramifié et séparé sur S. 

Ce foncteur s'envoie évidemment dans le foncteur 

Si = Homp,r (£® -, E®-) [resp. S± = Romv,T(E ®-,£® •)] 

qui d'après la proposition 7 est représentable fini non ramifié sur S. 
Sur Si x X, on a des homomorphismes canoniques 

£®0Sl —> E®0Sl £'®0Sl E®0Sl 
[resp. E®0Sl —• £®0Sl E®0Sl —• £'®0Sl } 
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et pour tout morphisme S' —• 5i, on se demande quand-est-ce que les 
faisceaux conoyaux Coker(£ ® Os1 —> E ® O5J et Coker(£' ® C?51 —• £ ® 
05l) [resp. Coker(£v®05l -> EY®0SL) et Coker(5,v®05i £v®05i)] 
sont annulés par le changement de base S' —* S\. 

D'après le lemme de Nakayama et la propreté de X, cette condition 
est représentable par l'immersion ouverte dont l'image dans Si est le 
complémentaire de l'image des supports de ces faisceaux sur X x Si. 

Ceci termine la démonstration. Q 

Comme conséquence du théorème 5 ci-dessus et du corollaire 6 du 
paragraphe 1.3, on a : 

COROLLAIRE 10. — Pour tous entiers r, r' avec 1 < rf < r—1, tout sous-
schéma fermé fini I «-> X et tout V-Module à droite E sur X, localement 
libre de rang rf [resp. r — rf] et muni d'une structure de niveau I, le champ 

Chtq t r^ [resp. Chtsotr^J] 

est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type 
fini et séparé sur ¥q. 

Il s'écrit comme réunion filtrante de sous-champs ouverts qui sont 
quotients de schémas quasi-projectifs sur¥q par l'action de groupes finis. 

D 

c) Les morphismes Ch tq t r^ —• Cht^f x Spec F^/Aut £7 et 

Chtsotr£j-> SpecFg/ Aut E x Cht^j 

Enonçons d'abord le théorème suivant : 

THÉORÈME 11. — Soient r, r' deux entiers avec 1 <r' <r — 1, I <—+ X 
un sous-schéma fermé fini, et E un V-Module à droite sur X, localement 
libre de rang r' [resp. r — r'], muni d'une structure de niveau I. 

Alors le morphisme 

Chtqtr£5 —• C h t ^ ' x Spec ¥q/ Aut E 

[resp. Chtsotr^ —• Spec ¥q/ Aut E x Chtp>7 ] 

est de type fini et lisse de dimension relative r'd [resp. (r — r')d\. 

D 
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Avant de procéder à la démonstration, rassemblons quelques résultats 
préliminaires. 

Tout d'abord, rappelons la notion de champ de Picard (cf. [SGA4], 
XVIII, paragraphe 1.4). 

DÉFINITION 12 (Grothendieck). — Soit S un schéma sur¥q. 
On appelle champ de Picard sur S tout champ A sur S muni d'un 

morphisme commutatif et associatif 

+ : A xs A —• A 

et d'un morphisme élément neutre 0 : S —> A, vérifiant les axiomes 
naturels. 

Si (A, +) et (S, +) sont deux champs de Picard sur S, un morphisme 
de l'un dans l'autre est un morphisme A—>B muni d'un 2-isomorphisme 
de commutation des deux fondeurs composés dans le diagramme 

AxsA ——+ A 

BxsB —±—• B 

et avec des compatibilités évidentes. 
Par abus de langage, appelons noyau d'un tel morphisme le produit fibre 

sur B de A-+ B et S B dans la 2-catégorie des champs. C'est encore 
un champ de Picard sur S. 

Un champ de Picard sur S est dit représentable s'il est isomorphe à un 
espace algébrique en groupes abéliens sur S. 

Un morphisme {A, +) —• (/3, +) entre champs de Picard sur S est dit 
représentable si son noyau est représentable. 

Un champ de Picard (A, +) sur S est dit algébrique s'il existe un champ 
de Picard représentable (A, +) sur S et un morphisme (A, +) —> (A, +) 
représentable lisse de type fini. 

On a le lemme suivant : 

LEMME 13. — Soit S un schéma sur ¥q. 

(i) Associons à tout complexe A' : A-1 *4° de faisceaux de 
groupes abéliens sur le grand site f.p.q.c. de S, concentré en degrés —1 
et 0 le champ A défini par le S-espace en groupoïdes correspondant. 
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Alors ce fondeur induit une équivalence de la catégorie dérivée desdits 
complexes dans la catégorie des champs de Picard sur S. 

En particulier, on dispose de la notion de triangle de champs de Picard. 
(ii) Si (A, +) est un champ de Picard sur S associé à un complexe 

A' comme dans (i), alors pour tout schéma S' sur S, le groupe des classes 
d'isomorphismes d'objets de A(S/) s'identifie à H°(S',A') et le groupe des 
automorphismes de n'importe quel objet s'identifie à H-1 (S*\A'). 

(iii) Soit (*4,+) —> (23, +) —• (C, +) —• un triangle de champs de 
Picard sur S. Alors a fortiori (A,+) est le noyau de (23, +) —> (C,+), et 
localement pour la topologie f.p.q.c, les fibres du morphisme 23 —* C sont 
isomorphes à des fibres de *4 —> S. 

En particulier, si A est représentable [resp. de type fini, resp. lisse de 
dimension relative n] il en est de même du morphisme B —> C. 

Démonstration : 
(i) est prouvé dans [SGA4], XVIII, proposition 1.4.15. 

(ii) est évident sur les définitions. 
(iii) La première assertion est claire d'après [SGA4], XVIII, corol­

laire 1.4.17. 
Pour la seconde, soient S' un schéma sur S et S' —> C un morphisme. 

D'après (ii) et l'hypothèse, il existe un recouvrement S" —* S' pour la 
topologie f.p.q.c. tel que S" —> S' —» C se relève en S" —> B. Et le choix 
d'un tel relèvement détermine un isomorphisme induit par + 

AxsS" ^->BxcS". 

La dernière assertion est conséquence immédiate des précédentes. [] 

Maintenant, prouvons : 

LEMME 14. — Soit Vecpr7 le champ qui associe à tout schéma S sur ¥q 
le groupoïde des suites exactes de V S Os-Modules à droite sur X x S, 
localement libres de rangs r — rf,r etr' respectivement 

0 —• T —> g —+ S —• 0 

dont la restriction à IxS est munie d'un isomorphisme avec la suite exacte 
canonique 0 -> VrfT' ®Os ^Vrj®Os P j ' ®Os^0. 

Alors le morphisme 

Vec^j —• Vecp"J/ x Vec£>7 
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est algébrique, de type fini et lisse. 
Plus précisément, si S est un schéma sur ¥q et £, T sont deux objets 

de Vecvj(S) et Vec^-/ (S) respectivement, alors le champ Ext^jiE.J7) 
obtenu comme produit fibre dans le carré 2~cartésien 

ExtVj(£,f) > S 

VecîV > Vecï>,/ ' x Vecx>,J 

est un champ de Picard sur S qui localement pour la topologie de Zariski 
de S peut être représenté par un complexe £_1 —> C° de Os-Modules 
localement libres de type fini. 

En particulier, le champ Extpj/(£,^7) sur S est algébrique lisse de type 
fini. 

Démonstration : Introduisons sur X x S le faisceau Hom^Os (^^) = 
HomT>{£,F) qui est localement libre de rang r'(r — r')d2 sur OxxS-
Puis introduisons le faisceau Homxfj^.J7) = HomT>(£,^F) ®ox ^ — 
Homx>(£,T ®ox I ) où ï Ç Ox est l'Idéal qui définit le sous-schéma 
fermé I X. Il est aussi localement libre de rang r'(r — r')d2 sur OxxS-

Alors, si p : X x S —• S désigne la projection, il est immédiat que 
Ext£>5/(£,F) est le champ de Picard sur S associé à l'objet 

Rp*(HomVj(£,T))[-l} 

dans la catégorie des complexes concentrés en degrés —1 et 0. Le fait que 
localement sur S, il peut être représenté par un complexe de O^-Modules 
localement libres de type fini résulte d'un théorème de Grothendieck, cf. 
[Mumford] Chapitre II, §5, puisque Hom-pj^,?7) est plat sur Os-

On conclut d'après le lemme 13 (iii). 0 

LEMME 15. — Soient S un schéma sur ¥q, A, B et B' trois V№ Os-
Modules à droites sur X x S, localement libres de rangs a, b et b, avec 
structures de niveau I, et B —• B' un homomorphisme V IEI Os-linéaire, 
injectif, dont le conoyau est supporté par le graphe d'un morphisme i : S —> 
X\I et tel que B'/B [resp. Ext^c (B'/B,VMOs)] est localement libre 
de rang /3 sur son support comme Os-Module. 
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Alors on a un triangle de champs de Picard au-dessus de S 

C • ExtVr(A,B) • Extv,(A,B') —• 

[resp. C > Extv,i(ff,A) • ExtVtI{B,A) —• } 

où C est le fibre associé au faisceau localement libre dual 

((i,îdyHomv^oJA,B'/Bf)Y = HomuV((i,ld)*A,B'/B)Y 

[resp.((i, UyExt],^(B'/B, A)) ]. 

En particulier, le morphisme 

Extjv(AB) —• Extt),i(A,B') 

[resp. ExtVJ{B',A) —• ExtVj(B,A)] 

est représentable de type fini lisse de dimension relative a(3. 

Remarque : Lorsque i : S —• X est à valeurs dans X', il est 
équivalent de demander que B1 /B ou que Ext\^0 {B'/B,V№Os) soit 
localement libre de rang /3 comme C^-Module. Et dans ce cas, le faisceau 
(i№)*Ezt*n0s(B'/B,A) s'identifie à Horm^B'/B®os **^x> (Ud)M) 
puisqu'alors Torf XxS{B'/B, Os) s'identifie à B'/B®os 

Démonstration du lemme 15 : On a une suite exacte de OxxS~ 
Modules : 

0 Homvj(A, B) -+ HomvtI(A, B') Hamv^0s (A B'/B) -+ 0 

[resp.O -+ HamViI(B',A)-+ HomVJ(B,A) -+ Extlv^0s(B'/B,A) -+ 0] 
En notant p : X x S —> S la projection, on en déduit un triangle dans 

la catégorie dérivée des complexes concentrés en degrés —1 et 0 

(i, Id)* Homv®Os (A Rp*HomViI(A, B) [-1] -> 
Rp*Homv9l(A9B')[-i\ 

[resp. (i9IdyExt]^08(ff/B9A) -+Rp.Homvj(ff,A)[-l]-+ 
Rp*HomViI{B,A)[-l}] 

d'où la première assertion puisque Extx>,j(.A, B) et Extx>}/(̂ 4, B') 
[resp.Extx>}j(jt?',*4) et ExtT>j(B,A)] sont les champs de Picard 
associés à Rp+Homvj(A,B)[—l] et Rp+HomDj(A,B')[—l] [resp. 
Rp*Homvj(ff,A)[-ï\ et Rp*HomVJ(B,A)[-l)]. 

La seconde assertion en résulte d'après le lemme 13 (iii). D 
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Démonstration du théorème 11 : Soient 5" un schéma sur ¥q et 
S -> Chtrvf x Spec F9/Aut E [resp. S -• Spec F,/Aut E x Cht^,] un 

y v 

morphisme. Il est constitué d'un obje 

T£ 

T£ 

T£ = T de Cht^/'CS) 

[resp. Cht^i7(5)] et d'un objet £ de Tr£f/(5) [resp. Tr£j'(S)] qui devient 
isomorphe à E au-dessus de chaque point géométrique de S. 

Notons ExtvjiS,?7) [resp. Extx>)/(^r,£)] le champ fibre au-dessus de S 
du morphisme 

Chtqtr£5 —•+ Cht^' x Spec ¥q/ Aut E 

[resp. Chtsotr^ —• Spec Fq/ Aut E x Cht^j ] . 

On remarque qu'on a un carré 2-cartésien 

Ext©,j(£,£) • Extp,/(f,J0xBxtl>>/(g^/)Exti,J/(5,TJ0 

ExtVtI(£,f) 
(Id,r) 

Ext©,/(5,.F) x <? ExtD,/(5,TT) 

[resp. Extu,/^,^) Extv<I(f',£ ) xExtD (T^« Ext0)/r^',5) 

Ext©,/(^,£) 
(Id.r) 

Ext©,j(.r,£) xsExtp,/(T.r,5) ] 

où d'après le lemme 14 tous les champs Extp)/(.,. ) sont algébriques lisses 
et de type fini sur S, et d'après le lemme 15 le morphisme 

ExtVtI(£,T) —• ExtVJ(£,F') 

[resp. Extu,j(^',5) —• ExtVtI(F,£) } 

est représentable et lisse de dimension relative r'd [resp. (r — r')d]. 
On conclut en appliquant la proposition 1 du paragraphe 1.2. [] 
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d) Les champs Extx>j/(£,^7) et E x t ^ j ^ f ) 

Commençons par introduire une nouvelle notion. 
Considérons de manière générale Y un schéma et U un champ sur F, 

algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type fini et lisse. 
Et soit Y —• U une section de ce champ sur Y. 

Par hypothèse, il existe U\ —• U un recouvrement étale de U par un 
schéma lisse sur Y. Alors Y\ = Y Xy U\ est un recouvrement étale de 
y , et le morphisme Y\ —> U\ Xy Y\ est une section du morphisme lisse 
U\ xY Yi —• Yi qui relève la section Y\ —> U xY Y\ de W Xy Yi —• Y\. 

Ainsi, Yî —> U\ Xy Y\ est une immersion régulière et comme telle admet 
un faisceau normal M\ sur Y\. 

De plus, si U2 —• est un autre recouvrement étale, avec [/3 = C/i x^C/2, 
Y2 = Y xu U2, Y3 = Y xu U3 = Y± xY Y2 et A/2, A/3 les faisceaux normaux 
correspondants, alors les sections Yî —> J7i xY Yi et Y2 —• [/2 Xy Y2 
s'inscrivent dans un diagramme commutatif 

C/iXyYi < C/3XyY3 • U2xYY2 

i i i 
Y1 < Y3 • Y2 

où les morphismes horizontaux sont étales. 
Il en résulte que sur I3 les trois faisceaux A/3, M\®oYl ®Y3 et A/2<8>cv2 ®Y3 

sont canoniquement isomorphes. 
De ceci, il résulte d'une part que A/i est muni d'une donnée de descente 

relativement à Y\ —> F, donc qu'il provient d'un faisceau N sur y , et 
d'autre part que ce faisceau M ne dépend pas du choix de U\. 

Le faisceau M ainsi défini sur Y est appelé le faisceau normal de la 
section Y —» U du morphisme lisse U —> Y. 

Comme sous-produit de la démonstration du théorème 11 (via celle de 
la proposition 1 du paragraphe 1.2), on a : 

COROLLAIRE 16. — Soient r, r' deux entiers avec 1 <rf <r — 1, I ^ X 
un sous-schéma fermé fini. 

Soient S un schéma sur ¥q, T — 

T 

T£ 

i 

T£ 
T£ un objet de Cht^, j (S) 

[resp. de Cht^^S)] et S un objet de Tr^j(S) [resp.Tr^f (S)}. Alors la 
section triviale du morphisme de type fini lisse de dimension relative r'd 
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[resp. (r — r')d] 

ExtVJ{£, F) = Chtq t r^ x(Chtî_;/ xTrJj —• S 

[resp. Extp,/(^¿:) = Chtsotr^7r, x ^ ^ x C h t ^ 7)5 ~"* S 1 

admet pour faisceau normal le faisceau sur S 

Honii* v o1Id)*Ext]:,^0s(F/rF^£ 

[resp. (io1Id)*Ext]:,^0s(F/rF^£) qui s'identifie à Homi^x>{F'/TF ®os 
iffix, (io,Id)*£) lorsque io : S —> X est à valeur dans Xf\. 

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme 15 et la remarque qui 
le suit. Q 

On a également : 

PROPOSITION 17. — Sous les hypothèses et avec les notations du corol­
laire 16, Extx>,i{£, F) [resp. Extx>j(F, £)] est un champ de Picard sur S. 

Il s'inscrit naturellement dans un triangle de champs de Picard sur S 
~ j—tor 

Ext©,/(£,.F) • ExtVJ(£,F) > ExtvjiS,?1)—• 
~ t — TOJ 

[resp. ExtVJ(F,£) • ExtVJ(F',£) • ExtVJ(TF,£) —•] 

où j et t sont induits par les homomorphismes V Os -linéaires F -^-> F' 
et rF —^ F' et r est induit par l'homomorphisme V M Frobs -linéaire 
F rF. 

Démonstration : Toutji'abord, il est évident sur les définitions que 
Extj>j(£,F) [resp. Ext ̂ /( .F, £)] s'identifie au noyau de l'homomorphisme 

j—tor 
ExtVJ(£, F) > Extiv(£, F') 

[resp. ExtVJ(F',£) — i ExtVJ(TF,£)]. 

Or, en notant p : X x S —> S la projection, on sait que cet homomorphisme 
est l'image par le foncteur i?p*(.)[— 1] de l'homomorphisme de faisceaux 
sur X x S 

j—tor 
Homx>^(£,F) • Homv,i(£,Ff) 

t—roj 
[resp. Homx>j(Ff,£) • Hom<Dj(rF,£)]. 
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Par conséquent, il s'agit de montrer que l'homomorphisme de faisceaux 
sur S 

FPp+Hom-DjiS,? 
j-tor 

R1p*Hom<Dj{£, T1) 

[resp. Tvp+Hom-Dji^F', i 
t—roj . Rlp*Homv,I{TF,£)] 

est surjectif. 
Et pour cela, il suffit de montrer que le morphisme 

ExtivCr,£) 
j-tor ExtvA£,Ff) 

[resp. Ext ivCr ,£) i-roj ExtivCr,£) ff d 

est lisse. 
Considérons donc S' un schéma sur S et s' : S' —• Extx>,i(£ 

[resp. s' : S' —• Ext^/C"^, f )] un point à valeur dans S'. Il s'agit de prouver 
que la fibre de j — tor [resp. t — roj ] au-dessus de s' est lisse sur S'. Pour 
simplifier les notations, on peut supposer que S' = S et noter s' = s. Alors 
cela résulte des lemmes 14 et 15 et de la proposition 1 du paragraphe 1.2 
puisqu'on a un carré 2-cartésien : 

Extp,j(£,.F)xExtl3 fJ(£F')S —• Ext2>f/(f ,̂ r)xI(.)+8>EXTL>I/(5j /̂)|tExti>,j(fiTJr) 

Extp,/(5,^) 
(Id,r) 

Ext2v(£,J0 xsExti>,/(£,T,F) 

[respectivement : 

ExtP)/(^5)xExtl) i/(r^)5 -> Extp5j(^)xt(.)+S)Extl? ^ (r^j^Ext^j^ f ) 

Extp, /^,^) 
(Id,r) 

E x t i v p ^ f ) XsExtp,j(r.r,£)] 

Afin d'exploiter cette proposition dans le cas où S est un point 
géométrique, on a besoin du lemme algébrique suivant : 
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LEMME 18. — Soient K un corps sur Fq, algébriquement clos, U et 
V deux espaces vectoriels sur K de dimension finie, A : U —» V un 
homomorphisme linéaire et tp : U —• V un homomorphisme q-linéaire. 
Alors : 

(i) Si X est injectif, le schéma en groupes Ker(A — -0) est discret; il 
s'identifie à un sous-Fq-espace vectoriel de U tel que Ker(À—ijj)^qK —» U 
est injectif; en particulier, le rang sur Fq de Ker(À — ip) est majoré par la 
dimension sur K deU. De plus, le schéma en groupes commutatifs quotient 
Coker(À — ip) est unipotent et isomorphe (non canoniquement) à Coker(À). 

(ii) Si X et ^ sont bijectifs, il existe une base u\,..., un deU et une 
base vi,..., vn deV telles que 

X(ui) = Vi, ip(ui) = Vi, Vi, 1 < i < n. 

(iii) Si X est surjectif, la composante neutre du schéma en groupes 
commutatifs Ker(À — r/>) est unipotente et isomorphe (non canoniquement) 
àKer(A). 

(iv) Factorisons ip canoniquement en U —> TU V où r est 
Visomorphisme de Frobenius et fi est un homomorphisme linéaire avec donc 
des diagrammes 

u 

dsd 

A 
V 

dd T et 

*U 

vd 
T 

rev vr 

r 

Alors, si X et \x sont surjectifs [resp. injectifs], la restriction à Ker(À — //o 
r) x Ker(T/x — r ot\) de la forme bilinéaire 

Ux'V^K (u, v*) ̂ < v*, \{u) >=< *À(<;*), u > 

est à valeurs dans Fq, et elle induit une dualité parfaite entre la partie 
discrète de Ker(À - p r ) (c'est-à-dire son quotient par sa composante 
neutre) et le groupe discret Ker(*// — r o *A) [resp. entre le groupe discret 
Ker(À — \i o r) et la partie discrète de Ker(*/i — r o *A)]. 
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Démonstration : 
(i) Ker(À—ip) est discret et étale sur K car c'est le noyau d'un homo-

morphisme séparable entre schémas en groupes lisses dont la différentielle 
d(À — i/;) = A est injective. 

Ainsi Ker(A — I/J) s'identifie à l'ensemble de ses points sur K, c'est-à-dire 
à un sous-groupe de U. 

Le fait que Ker(À — ^ ) ®FQ K U est injectif a déjà été montré dans le 
lemme 4 du paragraphe 1.3. 

Pour la seconde assertion, choisissons W un supplémentaire dans V de 
Im(À). Alors l'homomorphisme induit W —• Coker(À) est un isomorphisme. 
Par conséquent, l'homomorphisme de schémas en groupes commutatifs ¥q-
linéaires 

W —+ Coker(À - tfj) 

est étale. Comme Coker(À — -0) est connexe, cet homomorphisme est 
surjectif et son noyau est un sous-groupe discret F^-linéaire de W. 

Il s'agit donc de prouver que tout quotient de W par un sous-groupe 
discret Fg-linéaire G est isomorphe à W comme schéma en groupes 
commutatifs F^-linéaires. 

Si G = 0, il n'y a rien à prouver. 
Dans le cas contraire, choisissons / i ^ 0 dans G, et complétons / i en 

une base / i , . . . ,fk de W. 
Alors l'homomorphisme Fg-linéaire 

W —• W yi/i + h ykfk 1—> (yl ~ Vi)h + V2Î2 + -" + Vkfk 

a pour noyau ¥qfi c G. 
Donc l'homomorphisme de projection W —» W/G se factorise à travers 

cet homomorphisme W —» et W/G apparaît comme un quotient de W 
cette fois par G/¥qfi. D'où le résultat par récurrence sur le cardinal de G. 

(ii) Cela a déjà été démontré dans le lemme 4 du paragraphe 1.3. 
(iii) On fait une démonstration par récurrence sur la dimension de U. 

Si Ker-0 C KerÀ, on a nécessairement Ker^ = KerÀ puisque À est 
surjective. Posons alors U2 = U/KerX. Les homomorphismes induits A2, 
V>2 : U2 —• V sont bijectifs, donc d'après (i), Ker(À2 — ^2) est discret. De 
plus, on a une suite exacte canonique 

0 —• Ker A —• Ker(A - 0) —• Ker(A2 - V2) —• 0 

d'où le résultat dans ce cas. 
Dans le cas contraire, il existe u\ G Ker ̂  tel que v\ = \{u\) soit non nul. 
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Posons Ui = Kuu Vi = Kvi, U2 = U/Ui, V2 = V/Vi. Et soient Ai, 
V>i : Ui —> Vi et A2, 1P2 ' U2 —> V2 les homomorphismes induits. 

Le lemme du serpent nous donne immédiatement deux suites exactes : 

0 = Ker Ai —• KerA —> Ker A2 —• Coker Ai = 0 

0 = Ker(Ai-V>i) —• Ker(A-V )̂ —+ Ker(A2-^2) ^Coker(A2-^2) = 0 

Le résultat pour A — ip se déduit donc de celui pour A2 — ip2. 
Afin de préparer la démonstration de (iv), étudions un isomorphisme 

comme nous venons d'en construire : 

Ker A ^ Ker(A - u^-+ e(u) 

Pour tout élément u de KerA, l'homomorphisme composé 

K —• Ker A —• Ker(A — ip) a \—> e(au) 

est nécessairement de la forme 

a i—• auw + aquw + a9V2) + • • • 

puisqu'il est Fq-linéaire. 
Les sont nuls à partir d'un certain rang et on a = u puisque la 

différentielle de e en 0 est l'identité de Ker A. Chaque application u i—> u№ 
KerA —> U est ^-linéaire. Enfin, comme a i—> e(otu) est à valeurs dans 
Ker (A — on trouve 

rl){vP) = A(u<i+1>), Vz>0. 

Notons U° le sous-espace de U engendré par les u G KerA, i > 0, 
et V° son image par ^ ou À. Alors les homomorphismes induits Ao, Vto? 
Ao — : U° —> V° sont tous trois surjectifs. 

Notons V = U/U°, V = V/V° et Â, ^ : U V les homomorphismes 
induits. Le lemme du serpent nous donne une suite exacte 

0-> KerAo KerA KerA -> Coker A0 -> Coker A -> Coker A -+ 0 

KerA 0 0 
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donc À : U —> V est un isomorphisme. 
Supposons maintenant que ij) aussi est surjectif. Alors ip : U —• V est 

surjectif, donc bijectif. D'après (ii), il existe une base u\,..., lik de U formée 
d'éléments du sous-groupe discret Ker(À — ip). Or, comme Ao — est 
surjectif et d'après le lemme du serpent, on a une suite exacte 

0 —> Ker(À0 - ^o) —• Ker(A - VO —> Ker(Â - ^) —> 0. 

Choisissons des éléments u\,..., Uk dans Ker(À—-0) qui relèvent ûi , . . . ,û^, 
soient v i , . . . , Vk leurs images par À ou -0, et notons Ud C U et Vd C V 
les sous-espaces engendrés. On a obtenu des décompositions en sommes 
directes 

u = u°®ud v = v° E vd 

telles que \ et ip induisent des isomorphismes de Ud sur Vd. 
Démontrons maintenant (iv). 
Il suffit d'étudier le cas où A et I/J = fi o r sont surjectives, l'autre cas 

étant sa traduction en termes duaux. 
Montrons d'abord que si u e Ker(A — // o r) et v* G Ker(*/i — r o *A), 

on a 
<v\ X(u) >G Fg . 

Calculons 

< v*,\(u) >=< V*,IIOT{U) > =< t^{v*),r{u) > 
=<ro *A(v*), T(U) >= (< *A(v*), u >)« 

d'où le résultat. 

On en déduit par continuité que si u* G Ker(*̂ z — r o *A), alors 

< v*, \(u) >= 0, Vu G Ker(A - </>)° • 

Cela s'écrit encore 

Vu G Ker A, Va G X , ] T V * < t;* , A(u(i)) >= 0 

et donc la forme linéaire < u*, A(-) > s'annule sur l'espace engendré par les 
t*W, c'est-à-dire ¡7°. 

On est donc ramené au cas où U = Ud, V = Vd, autrement dit où 
A, ij) : U —• V sont tous deux bijectifs, et l'assertion (iv) devient alors 
évidente puisqu'il existe des bases ui,...,Ufc et de Ud et Vd 
vérifiant 

X(ui) = Vi = il)(ui), 1 < i < k. 

Ceci termine la démonstration. Q 
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Du lemme 18 ci-dessus et de la proposition 17, on déduit maintenant : 

THÉORÈME 19. — Avec les hypothèses et notations du corollaire 16, 
supposons que S est un point géométrique, c'est-à-dire le spectre d'un corps 
algébriquement clos contenant ¥q. 

(i) Alors le champ Extp}j(£, F) [resp. Ext^jÇFjE)] sur S est 
algébrique au sens de Deligne-Mumford, de type fini et lisse de dimension 
r'd [resp. (r — rf)d]. 

De plus, l'espace grossier associé à ce champ est représentable. C'est un 
schéma en groupes commutatifs, de type fini et lisse. 

(ii) La composante neutre de ce schéma en groupes est unipotente. 
Son algèbre de Lie est canoniquement isomorphe à 

Rom^viii^IdyZ^'/f) 

[resp. ExtpKOs(F'lTF->£) <№* s'identifie 
à HomijpC 7̂/7" 7̂® iffix> (*o>Id)*£) lorsque le zéro io est dans X']. 

Elle possède une filtration canonique à deux termes où le sous-groupe 
est isomorphe (non canoniquement) à 

Coker(H°{Xs;HomViI(£,T)) M fl0^;^/^,^))) 

[resp. Coker(H°(Xs; HomVj(FS)) H°{XS; HomVj{rF, S)))] 

et le groupe quotient est isomorphe (non canoniquement) à 

KeviH^Xs^HomvjiS^)) M H^Xs'.HomvA^^))) 

[resp.Kev{H1{XS]HomVJ{P',£)) H^Xs^Homvjf'?,£)))]. 

(iii) Par ailleurs, la partie discrète de ce schéma en groupes (c'est-
à-dire le groupe de ses composantes connexes) est canoniquement isomor­
phe à 

Homox,r(Homv(£, f), fl^ ® J -1 ® Os) 

[resp. Rom0x^T(Homv(F, £), ft^ ® J"1 ® Os)] 

où tlx est le faisceau canonique des différentielles sur X, 1 est l'Idéal 
annulateur de I dans Ox, et Hom-piS^J7) [resp. HomT>{F,£)) désigne le 
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öx-chtouca à droite [resp. à gauche] généralisé : 

Homx>(£,F) 

Homv{£,TT) 

HomT>{ß,T') [resp. Hom^F*\£) 

Hom<D(rT,£) 

Hom<D(rT,£) 

(iv) Enfin, le groupe de structure de la gerbe Extx>j(£^) [resp. 
Extx>?j(jr5£)] sur son espace grossier est canoniquement isomorphe à 

RomViT(£,T(S)I) 

[resp. Horner {T, £ ® T).] 

Démonstration : Seule l'assertion (iii) demande une explication 
supplémentaire. Il faut vérifier que les homomorphismes duaux de 

H^XsiHomvA^) H1(Xs;Homv,I(£,r')) 
H\Xs',HomVJ(£,TF)) H^Xs; Hom^^^F)) 

[resp. H1 (Xsi H omvj(F,£)) H1(XS]H(miv,i(T^^)) 
H\Xs\HomVj{F,£)) ^ H\Xs^Homv^^))\ 

sont 

YLom{Homv{£,P),ülx ®Os) —• Hom(iï'omI>(£,;F), 
OV ®X_1 ® CM 

Jïom(Homv(£, J7'), ® l'1 ® Os) —• Eom(Homv(£, TT), 
fit ® J_1 ® Os) 

[resp. Hom(Homv(TF, 6), üx ® ® <3s) —• Hom{Homv(F, S), 
üx ® X-1 ® Os) 

Яот(Hom^íT.E). Ql 6òl'1 бо О0) —• HomiH'orwní'F.£). 
üx ® X-1 ® Os 

Or, ceci n'est autre que la dualité de Serre. 
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2. — Filtrat ions canoniques de Harder-Narasimhan. Applica­
tions 

a) Pentes. Filtrations canoniques de Harder-Narasimhan 

On commence par des considérations générales. 

DÉFINITION 1. — 

• On appelle catégorie à pentes une catégorie abélienne A munie de deux 
applications 

rg : Ob A —• N deg : Ob A —• R 

qui sont additives au sens que pour toute suite exacte 0 — > C — > 0 
dans A, on a 

rg B = rg A + rg C et deg B = deg A + deg C. 

• Pour tout objet A de A avec rg A > 1, on appelle pente de A et on 
note n(A) le quotient deg A/rg A. 

• Si A est un objet de A et 0 = AQ £ Ai Ç • • • Ç. Ai = A est une 
filtration de A avec rg Ao < rg Ai < • • • < rg At y on appelle polygone de 
cette filtration Vapplication continue 

[0, rg A] —• R 

qui s'annule aux points 0 et rg A et qui sur chaque intervalle [rg Ai-i, rg Ai], 
1 < i < £, est affine de pente fi(Ai/Ai-i) — fi(A). 

• Si A est un objet de A avec rg A > 1, et a une famille de sous-objets 
de A, a sera dite bonne si : 

(i) a est stable par intersections finies et sommes finies ; 
(ii) a est nœthérienne au sens que toute suite croissante d'éléments 

de a est stationnaire ; 
(iii) si Ai G a, on a : Ai ^ 0 rg Ai > 1 ; 

(iv) si Ai, A2 sont éléments de a, on a (le signe A signifiant "et") 

rg Ai = rg A2 A Ai Ç A2 => deg Ai < degA2 . 

• Pour un tel couple (A, a), on note 

(i+(A) = sup{/i(Ai), Ai G a A rg Ai > 1} 
fi~(A) = inf {/i(j4/jli), Ai G a A rg^i < rg A}. 
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On dit que (A, a) est semi-stable si 

»+(A) = n(A) = »-(A). 

Si rg A — 0, on convient de noter fi+(A) = —oo, /i~(A) = +00. 

Faisons quelques remarques. 
Si A est une catégorie à pentes, A un objet de *4, et a une bonne famille 

de sous-objets de A, on pourra appeler maximaux les éléments Ai de a qui 
vérifient 

A2 G a A Ai Ç A2 A rg Ai = rg A2 Ai = A2 . 

La propriété (iii) exprime que 0 est maximal. D'après la propriété (ii), 
tout élément de a est contenu dans un élément maximal de même rang, 
et d'après (iv) on peut dans la définition de /i+(A) et fi~(A) se cantonner 
aux Ai qui sont maximaux. 

D'autre part, on a toujours /i+(A) > 11(A) > /i~(A) ainsi que 
l'équivalence /i+(A) = fi(A) ^~(A) = /i(A). 

D'autre part enfin, si Ai est un élément maximal de a et ^2 2 A± 
est un élément de a, la famille des B/Ai, Ai Ç B Ç A2, B G a, est 
une bonne famille de sous-objets de A2/Ai. Tout tel quotient A2/Ai sera 
implicitement muni de cette bonne famille. 

Maintenant, on peut énoncer : 

PROPOSITION 2. — Soient A une catégorie à pentes, A un objet de A, 
et a une bonne famille de sous-objets de A. Alors : 

(i) A possède une unique filtration par des éléments de a 

0 = ÂoÇAiÇ- -Âk-i £Âk = A 

telle que : 

• les Ai, 0 < i < k, sont des éléments maximaux de a; 
• chacun des quotients Ai/Ai-i est semi-stable; 
• nÇÂxfAo) > n(Â2/Âi) > > ii(Âk/Âk-i). 

On Vappelle la filtration canonique (de Harder-Narasimhan) de (A, a). 
(ii) Si p = pA désigne le polygone de cette filtration canonique, il 

majore les polygones de toutes les filtrations de A par des éléments de a. 
(iii) Pour tout Ai G a, on a r g i i > 1 fi(Ai) < n(A) + 

(iv) Le polygone p est concave, de pente maximale /J>+(A) — 11(A), et 
de pente minimale fi~(A) — fi(A). 
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(v) Si (A', a') est un autre objet de A, muni d'une bonne famille de 
sous-objets, et si u : A —» A! est un homomorphisme tel que Ker u G a et 
lmu G a!, alors 

/ / - ( A ) > / x + ( A ' ) = ^ = 0. 

Démonstration : 
(i) On raisonne par récurrence sur r = rg A. 

Pour tout entier r', 1 < r' < r, notons 

= sup{/x(Ai), Ax G a A rg Ax = r'} . 

On a M+(A) = max{//+,, 1 < r1 < r}, et il existe un unique entier ri, 
1 < n < r, tel que 

/¿+(,4) = //+ et //+(A) > //+,, Vr', n < r' < r . 

On peut choisir une suite (An) d'éléments de a, tous de rang ri, telle que 

limn^+00 /z(An) = = M+(A). 

Pour tous entiers n, p, on a 

+ rgAp = rg(An FI Ap) + rg(An + Ap) 
deg An + deg AP = deg(An N Ap) + deg(An + Ap) 

avec deg(AnnAp) < //+(A)rg(Ann Ap), rg(An + Ap) > rx et /i(An + Ap) < 
max{/x^, ri < r' < r} < /x+(A) si rg(An + Ap) > n . 

Ceci impose que pour tous N, p assez grands, An n Ap et An + Ap soient 
aussi de rang r\. On peut supposer que c'est réalisé pour tous n, p > 1. 

Si alors on introduit les A'n = Ai + • • • + An, les A'n sont tous de rang 
r±. En effet, la filtration de A'n/Ai par les (Ai H h Ap)/Ai, 1 < p < n, 
a pour quotients successifs les (Ai H h Ap)/(Ai H h Ap_i) qui sont 
des quotients de (Ap_i + Ap)/Ap_i donc de rang 0. Les A!n forment une 
suite croissante d'éléments de a, donc stationnaire. Soit Ai sa limite. 

JPour tous N, on a An Ç A'n A rgAn = rg A'n /X(An) < n(A'n) d'où 
MAi) = M+(A). 

Par choix de ri, Ai est de rang maximal vérifiant la condition //(Ai) = 
u (A) 
Si B est un autre élément de a qui vérifie B ^ 0 A //(5) = n+(A), on 

a nécessairement /Lt(j4i + B) = n+{A) = fi(A~i) puisque Ai n B = 0 ou 
DB) < H+(A). 
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Donc Ai Ç Ai + B est réalisé avec rgAi = rg(Ai + B) et fil Ai) = 
»(Ai+B). 

Ceci impose Ai = Ai + B soit B Ç Ai. 
Ai est aussi évidemment maximal, et on n'a plus qu'à appliquer 

l'hypothèse de récurrence à A/Ai. 
(i) = > (iv) est évident. _ 
(i) (iii). On remarque que Ai est filtré par les Ai n A». Chaque 

quotient AiHAi+i/AinAi = (AiHAi+i+Aij/Ai se plonge dans Ai+i/Ai. 
Il est nul ou bien vérifie 

//(Ai n Am/Ai n Ai) < fji(Ai+i/Ai). 

On conclut grâce à la concavité du polygone p. 
(iii) (ii) est évident, 
(v) Si Im u est non nul, on a par définition 

/x+(A') > /i(Imu) = /x(A/Keru) > //"(A). 

Il y a contradiction. [] 

LEMME 3. — On suppose que V est une Ox -Algèbre partout maximale. 
Soient K un corps algébriquement clos contenant ¥q et ô, 00 deux points 

de X sur K qui sont dans XF [resp. qui sont dans X' et ne sont images 
l'un de l'autre par aucune puissance de Prob]. 

Soit a un nombre dans l'intervalle ]0,1[ [resp. dans R]. 
Soit Aô,ôô lo» catégorie abêlienne des diagrammes de T*k -Modules 

cohérents sur Xk 

£ = 

< £ 
d 

JE 
dv 

£' 

où j et t sont des isomorghismes en-dehors deôô etô respectivement. 
Alors, si un tel objet E est sans torsion au sens que £ et £' sont sam 

torsion sur Ox, £ et £' sont localement libres sur T>K autrement dit £ 
définit un V-chtouca généralisé sur K. 

Par conséquent, l'application sur Ob«4ô,ôô 

rg : £ H—> rg£ = rgVK(£/£tor) = rgVK{£'/£'tor) 

est à valeurs dans N. 
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Par ailleurs, on définit l'application 

dega : Ob AÔJSS —• R S "—• a deg(det + (1 - a) deg(det £') . 

^l/ors *4ô,ôô munie de rg dega esi ime catégorie à pentes et pour tout 
objet sans torsion de AÔ,ÔÔ (c'est-à-dire tout V-chtouca généralisé sur 
K) la famille de tous ses sous-objets est une bonne famille au sens de la 
définition 1. 

Démonstration : Il est évident que AÔ^Ô est une catégorie abélienne. 
Le fait que tout objet sans torsion de AÔ,ÔÔ est un D-chtouca généralisé 

sur K résulte de la proposition 7 du paragraphe 1.3. 
Il est évident encore que les applications rg et dega sont additives. 
Reste à prouver que pour tout sous-objet sans torsion de AÔ,ÔÔ, la famille 

de tous ses sous-objets est une bonne famille. Les propriétés (i), (ii) et (iii) 
dans la définition sont clairement vérifiées. _ 

Pour ce qui est de (iv), il s'agit de voir que si £ est un objet sans 
torsion de AÔ,ÔÔ et £\ Ç £2 sont deux sous-objets de même rang, alors 

dega £1 < deëa £2- Soit T = 

T 

f 
J7' l'objet quotient de £2 par £\. 

C'est un objet de torsion et non nul, et on a 

dega £2 - dega £\ = dega J7 = -(adimK J7 + (1 - a) dimK J7'). 

Si 0 < a < 1, on a terminé. 
Et dans le second cas, la conclusion résulte du lemme suivant : 

LEMME 4. — Soient K un corps contenant Fq, et ô,ôô deux points de X 
sur K, dont aucun n'est image de l'autre par une puissance de Prob. 

Soient T et J7' des faisceaux finis sur OxK et j : J7 —> J7', t : TJ7 —> J7' 
des homomorphismes qui sont des isomorphismes en dehors de oôetdeo 
respectivement. 

Alors dinifc: J7 = dim^ J7'. 

Démonstration : Si (J7) et {T') sont les diviseurs associés à J7 et T1, 
on voit qu'il existe deux entiers n^ô et UÔ dans Z tels que 

{J7') - {J7) = n-ôôôô et (Jr')-(TJ7) = nôô. 

On en déduit {T) — (r.7r) = — riôôôô qui est possible seulement si 
UÔ = 0 = 77,55-. Donc (J7) = (J7') et a fortiori dim^ T = dim/c T'. 0 
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Dans la situation du lemme 3, on peut donc appliquer les notions de la 
définition 1. _ 

En particulier, pour tout objet £ de AÔ,ÔÔ de rang > 1, on dispose de 
sa pente d'indice a : = dega(£)/rg(£). Et si £ est sans torsion, on 
peut introduire 

//+(£) = sup{/ia(£i), Si Ç £ et rg£i > 1} 

fi~(£) = inf{//Q(£/5i), £i C £ et rg£x < ig£}. 

£ est dit a-semi-stable si /JL^(£) = fia(£) = 
D'après la proposition 2, on a maintenant : 

THÉORÈME 5. — On suppose que V est une Ox -Algèbre partout maxi­
male. 

Soient K un corps algébriquement clos contenant ¥q et ô, ôô deux points 
de X sur K qui sont dans X' [resp. qui sont dans X' et ne sont images 
Vun de Vautre par aucune puissance de Prob]. 

Soit a un nombre dans Vintervalle ]0,1[ [resp. dans R]. 

Soit £ = 

' £ 

-S 

£' un V-chtouca généralisé sur K, tel que £'/£ 

soit concentré en oo et £' jT£ soit concentré en o. 
Alors : 

(i) £ possède une unique filtration par des V-chtoucas généralisés 

0 = £0Ç£iÇ---Ç£k-iÇ£k = £ 
telle que : 

• les quotients £i/£i-i sont des V-chtoucas généralisés qui sont 
a-semi-stables ; 

• ßcy(£l/£o) > ßcx(£2/£l) > • • • > ßa(£k/€k-l) 
On l'appelle la filtration a-canonique (de Harder-Narasimhan) de £. Son 
polygone est notépa. Il vérifie les propriétés (ii), (iii) et (iv) de la propo­
sition 2. 

(iï) Si £ est un V-chtouca trivial, de la forme £ = E®w„ K où E est 

un V-Module à droite localement libre sur X, alors ua(£) 
deg(det E) 

fi(E) est indépendant de a. De plus, la filtration a-canonique de E est 
composé de V-chtoucas triviaux, et elle est indépendante de a. 
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(iii) Si £ est un V-chtouca, on a 

deer £ = deg(det £) + (1 - a) = degfdet £') - a. 

Dans la filtration a-canonique de £, tous les quotients £i/£i-i sont des 
V-chtoucas triviauxjauf un et un seul qui est un V-chtouca. 

Par conséquent, £ a une filtration canonique 

0Ç£' Ç£" Ç£ 

où : 

• £f et £/£" sont des V-chtoucas triviaux, 

• £"/£' est un V-chtouca, 

• £"/£' est a-semi-stable et 

H-{£')>lia{£"/£')>»+(£/£"). 

Démonstration : 
(i) résulte de la proposition 2. 

(ii) est évident. 

(iii) résulte du lemme 1 du paragraphe ILI. [] 

Remarquons que sous les hypothèses du lemme 3, pour tout objet C de 
Pic(X), on dispose d'un foncteur 

iL ® * • <A>o,00 * «A-o-c» 

' £ 

e 
£' 

C®£ 

\C®T£ 

' C®£' 

Par ailleurs, dans le cas où o et oo ne sont images l'un de l'autre par aucune 
puissance de Prob, on dispose de deux foncteur exacts 

Froboo • A0,oo y A0,Too 
Prob0 : An.™ — • V4TH.ÔÔ 

définis de la manière suivante : 
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A tout diagramme 

£ 

T£ 

sf 

td 

£' , Proboo [resp. Probo] associe le dia­

gramme 
£' 

sdf 

js 

4 
£00 resp. 

£o 

T£o 

fs 

4 „ 

T£ 

où ¿"00 [resp. £0] s'inscrit dans le carré cartésien et cocartésien de T>K~ 
Modules 

T£ 

T£' 

t 

too 

£' 

. 3oo 
£00 

resp. 
£o 

T£ 

ed 

to 
£ 

se 

t 
£' 

Sur les sous-catégories des P-chtoucas triviaux, Proboo et Probo sont 
l'identité et sur les sous-catégories des î>-chtoucas, ils se confondent avec 
les foncteurs déjà définis au paragraphe 1.1. 

Enfin, ils transforment X>-chtoucas généralisés en P-chtoucas généra­
lisés. 

LEMME 6. — Sous les hypothèses du lemme 3 et avec les définitions 

ci-dessus, on a pour tout objet £ = 

£ 

je ' 

£' dans AÔ,ÔÔ '• 

(i) Pour tout élément C de Pic(X) : 

dega(£ ® £) = d rg {£) deg(£) + dega(5) 

rg(£®5) = rg(5) 

(ii) Dans le cas oùoetoo ne sont images l'un de Vautre par aucit 
puissance de Frob, on a : 

degQ+1(Frob00(£)) = dega(£) = dega_1(FVob0(5)) 

rgCFVoboo^)) = rg(5) = rg(Frob0(£)) 
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Démonstration : 
(i) est évident. 
(ii) résulte de ce que, avec les notations de la discussion qui précède 

l'énoncé du lerame, on a 

deg(det S^) = deg(det £') + deg(det T£') - deg(det T£) 
= 2deg(det£') - deg(det£) 

deg(det £0) = deg(det £) + deg(det T£) - deg(det £') 
= 2deg(det£) - deg(det£') 

d'où : 

(a+1) deg(det S')-a deg(det £<*> ) =a deg(det £) + (1 - a) deg(det £') 
(a-1) deg(det£b) + (2-a) deg(det T£) =adeg(det5) + (l-Q;) deg(det£') 

comme on voulait. 0 

COROLLAIRE 7. — Toujours sous les hypothèses du lemme 3, on a pour 
tout V-chtouca généralisé 

£ = 

£ 

je 

£' 

tel que £'/£ est concentré en 55 et £' ¡T£ en o : 
(i) Pour tout élément C de Pic(X), le fondeur C ® • transforme la 

filtration a-canonique de £ en la filtration a-canonique de C® £, et les 
polygones associés sont les mêmes. 

(ii) Dans le cas oùô etôô ne sont images Vun de Vautre par aucune 
puissance de Frob, le fondeur Proboo [resp. Probo] transforme la filtration 
a-canonique de £ en la filtration (a+ 1)-canonique de Proboo (£) [resp. en 
la filtration (a — 1)-canonique de Probo(£)], et les polygones associés sont 
les mêmes. 

Démonstration : Compte tenujiu lemme 6, il suffit de voir que tout 
sous-objet maximal de l'image de £ par le foncteur considéré est l'image 
par ce foncteur d'un sous-objet maximal de £. 

Dans le cas (i), cela résulte de ce que le foncteur C® • a un quasi-inverse 
qui est C~l ® •. _ _ 

Et dans le cas (ii), cela résulte de ce que Proboo(£), £ et Probo{£) sont 
canoniquement isomorphes en dehors de ô et 55. G 
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b) Les sous—champs ouverts ChtpnjPa~p 

Soit r > 1 un entier. 
Rappelons que pour tout sous-schéma fermé fini / ^ X, on a la 

décomposition en somme disjointe 

Cht^j = 
nez 

Cht^j 

associée à l'application localement constante 

des : Chtk T —> Cht^ —> Z 

qui à tout point algébrique, c'est-à-dire à tout P-chtouca de rang r 
e 

T£ 

' £' sur un corps K associe deg(det£). 

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant : 

THÉORÈME 8. — On suppose que V est une Ox -Algèbre maximale. 
Soient r > 1 et n G Z deux entiers. 
Soit a un nombre dans l'intervalle ]0,1[ [resp. dans R]. 
Enfin, soit p : [0, r] —> R_|_ un polygone, c1 est-à-dire une application con­

tinue, affine sur chaque intervalle [rf — 1, r'}, r' = 1,2,..., r et s'annulant 
aux points 0 et r. 

Alors : 

(i) Il existe dans le champ Cht^n au-dessus de X' x X1 [resp. de 
X1 x X1 X(xxx) A] un (unique) sous-champ ouvert noté Cht^^a-P tel 
que pour tout point géométrique S = Spec K —• Chtp71 correspondant à un 
V-chtouca £ de rang r et de degré n sur K, dont le zéro et le pôle sont 
dans X' [resp. sont dans X' et ne sont images Vun de Vautre par aucune 
puissance de Frob], ce point se factorise à travers l'ouvert Chtpn,Pû!~p si et 
seulement si le polygone de lafiltration a-canonique de £ est majoré par p. 

(ii) Le sous-champ ouvert Chtpn'Pa-p est de type fini sur X' x X' 
[resp. sur X' x I ' x ( x x x ) A ] . 

D 

Avant de procéder à la démonstration, nous allons prouver quelques 
lemmes préparatoires. 
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LEMME 9. — 

(i) Soient r > n > 1 et n, ni G Z des nombres entiers. 
Soit Vecso£Q,n,ni Ze champ qui associe à tout schéma S sur ¥q le 

groupoïde des suites exactes 

0 —>£i —>£ —>£2 —>0 

de Oxx s-Modules sur X x S avec £ et £\ localement libres sur Oxxs de 
rangs respectifs r et r\ et de degrés respectifs n et n\ relativement à S, et 
avec £2 plat sur Os-

Alors le morphisme 

Vecsô 1'71'711 —>VecrGx 

(0 —>£i —>£ —>£2 —• 0) i—• £ 

est représentable et projectif. 
(ii) Soient r > n > 1 et n, m, n'x G Z des nombres entiers. Soit 

Chtso£ri,n,ni,ni le champ qui associe à tout schéma S sur¥q le groupoïde 
des diagrammes commutatifs 

о — ^ Ел e So —+ о 

0 —» 5{ - A £' X ^ —^ 0 

0 —• TS1 -£+ T£ -M T£2 —• 0 

de VMOs -Modules à droite sur X x S, où 

' £ 

je 

£' est un V-chtouca 

de rang r et de degré n sur S, où les lignes sont exactes, où £2 et £'2 sont 
plats sur Os et où £\ et £[ sont localement libres sur OxxS de rang r\d2 
et sont de degrés respectifs dn\ +r\ deg(X>) et dn[ + r\ deg(2?) relativement 
à S. 

Alors le morphisme 

Chtso£ri'B,Wl,Bl -» С,Ы.г'п 
est représentable et projectif. 
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Démonstration : 
(i) est un théorème de Grothendieck, cf. [FGA] Les schémas de 

Hilbert. 
(ii) Posons n = dn + rdeg(£>), ni = dri\ + rideg(£>), n[ = 

dn[ +n degÇD). 
On a un diagramme commutatif : 

Vecso^'rid2'n'ni < Chtso£ri'n'ni'ni • Vecsord2'rid2'n+d'ni 

I 

Vecjg < Cht£n > Vecjg 

£ < 1 (£^£'^T£) i > £' 

Autrement dit, on a un morphisme de ChtsOpn 'n'ni ,Ul dans le produit fibre 

VecsoJ? 'rid ,n'ni x d2 cht5n -T7- rd2 ,r\d2 ,n+d,n\ 
<Veĉ  VeCS°Ox 

lequel, d'après (i), est représentable et projectif sur Cht̂ 71. 
De plus, ce morphisme représente les conditions d'annulation des homo-

morphismes composés : 

£\ ®ox *D — > £ ®ox *D —y £ —> £' 2 
£[ ®ox V • £' ®0x V > £' — e 2 

S1 —f-+ £ < > £' £'2 
Tf g' T£x > T£ « > £> > £> 

D'après le lemme 3 du paragraphe 1.2, ce morphisme est donc représentable 
par une immersion fermée. 

D'où la conclusion. 0 

LEMME 10. — 

(i) II existe une constante R > 0 telle que pour tout V-chtouca 
£ 

'S' 

£' sur un corps algébriquement clos K et tout sous-Ox -Module 
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maximal T de £ (c'est-à-dire tel que £IT soit sans torsion) vérifiant 

li-{F)>R + ii+{£/F), 

T provient d'un sous-objet maximal 

T 

sdx 

T1 de 

£ 

x 

£' 

(ii) Sous les hypothèses du théorème 8, soit q : [0, rd2] —> R+ un 
polygone tel que : 

• 1 < r' < rd2 =>> ç(r') - q(r' - 1) > [q(rf + 1) - q(r')) + R, 
. 1 < rf < r =» \q{r'd'2) > p{r') + max{^(l - a); ^ ( 1 - a )} . 

Alors, pour tout V-chtouca £ = 

d 

xd 

sd 
de rang r sur un corps 

algébriquement clos K dont le polygone a-canonique est majoré par p, le 
polygone canonique du Ox -Module sans torsion £ est majoré par q. 

Démonstration : 
(i) Soit T' le sous-öx_Module maximal de £' engendré par T. Il 

s'agit de prouver que les homorphismes composés 

T®oxV —• £®oxV —• £ —• £jT 
et TT —• T£ —• £' —• £' IT' 

sont nuls si R est assez grande. 
D'une part, il existe un fibre inversible très ample C sur X tel que 

V ®ox £ so^ engendré par ses sections. Donc tout (9x-Module quotient 
de T' ®ox D es* aussi quotient d'une puissance de T ®ox £_1 d'où 

li~(F®ox V) > ii~{F®ox C'1) = fji-(F) - deg(£). 

Si donc R > deg(£), on voit d'après la proposition 2 (v) que Phomomor-
phisme T ®ox V —> £jT est nécessairement nul. 

D'autre part, on a [i~{^T) = H>~{F) et on remarque que Phomomor-
phisme £ jT —> £' jT' est injectif et que son conoyau est de torsion et de 
degré < d, d'où 

fi+{£'/?') <ii+(£/F) + d. 
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Si donc aussi R > d, on voit toujours d'après la proposition 2 (v) que 
l'homomorphisme TT —> S'IT' est nul. 

(ii) Soit 0 = €Q £ £\ Ç £2 £ • • • Ç £ la nitration canonique de 
Harder-Narasimham de £, et q son polygone associé. On raisonne par 
l'absurde en supposant que q n'est pas majoré par q. 

Soit alors i un entier qui maximise la différence (q — q)(rg£i) et posons 
T = £i. D'après nos hypothèses, on a 

d e g ^ -
rg^7 
rg£ 

ieg£ = q(rgT) >9(rg.F) 

et ß-(f)> R + p+(£/F). 

D'après (i), .F provient d'un sous-objet maximal T = 

T 

sd 
re de 

sdf 
£ 

T£ 

'£' 
X 

. Soit r', 1 < r' < r, son rang sur T>K- On a 

rg T = r'd2 rg £ = rd2 

dega £ = deg(det £) + (1 - a) = 
deg £ — r deg D 

d 
+ ( l - a ) 

et 

dega^ = deg(det^) = 
deg . F - r ' d e g D 

d 
ou bien 

degQ T = deg(det:F) + (1 - a) = 
deg.F-r'deg£> 

d 
+ ( l - a ) 

suivant que .F est un 2?-chtouca trivial ou un D-chtouca. 
Dans le premier cas, on obtient l'inégalité 

degQ^-
r' 
r 

(1-a sd 
r 

( 1 - a ) > -d<l{r'd2) 

et dans le second cas 

dega T - - dega £ - (1 - a) + - (1 - a) > -g(r'd2) 
V V u , 

d'où dega T — degQ £ > p(r') dans les deux cas, et il y a contradiction. 
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Maintenant, on peut donner : 

Démonstration du théorème 8 
(i) On considère le morphisme 

i i Chtso£ri'n'ni'ni —> Cht£n 

où (r, ni, ni) décrit l'ensemble des triplets d'entiers qui vérifient 1 < rx < r, 
ni = m ou ni = m + 1, et ani + (1 - a)ni - ^ ( n + (1 - a)) > p(ri). 

D'après le lemme 9 (ii) ci-dessus combiné au lemme 9 du paragraphe 1.4, 
ce morphisme est représentable et projectif. 

Alors l'ouvert Chtpn'^a-P complémentaire de son image répond à la 
question posée. 

(ii) On a un carré 2-cartésien 

Cht^ • Vecrv 

Hecke£> > Vec£> x Vec^ 

et d'après le lemme 7 du paragraphe 1.2, le morphisme Hecke£> XxXx 
Vec£> est (représentable) de type fini. Il en est donc de même du morphisme 

le \ 

Cht£> —» X x X x Vec£> 

y s ) 

(¿0,¿oo,£) -

De plus, d'après le lemme 2 du paragraphe 1.2, le morphisme Vecp —> 
Vec^x est (représentable quasi-affine) de type fini. Enfin, avec les notations 
du lemme 10 ci-dessus, le morphisme Chtpn'^°(-P —• Vec^x se factorise à 

,2 
travers le sous-champ ouvert de Vec^x qui classifie les fibres de degré 
dn + rdegl? dont le polygone de Harder-Narasimhan est majoré par q. Et 
on sait que cet ouvert est de type fini sur ¥q. 

Ceci achève la démonstration. [] 
Pour tout sous-schéma fermé fini I <-» X, on notera Chtp^a-P le sous-

champ ouvert de Cht^ 7 image réciproque de Chtpn'^a-P par le morphisme 
Chtp j —> Chtp 

On a 
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PROPOSITION 11. — Sous les hypothèses du théorème 8, et si I <—> X 
est un sous-schéma fermé fini vérifiant ddegl > p(l) + p(r — 1), le 
champ Cht^nfa-P est représentable quasi-projectif sur (X'\I) x (X'\I) 
[resp. (X ' \J ) ' x (*V )X(XxX)A] . 

Démonstration : D'après le théorème 8 ci-dessus et le corollaire 6 du 
paragraphe 1.3, on sait déjà que Cht£n/<*-p peut s'écrire comme le quotient 
d'un schéma quasi-projectif sur ¥q [resp. A] par l'action d'un groupe fini. 

Donc il suffit de prouver que si S = Specif —> Cht£^*a-P est un point 
géométrique correspondant à un P-chtouca £ sur un corps algébriquement 
clos K, alors tout automorphisme u de £ est l'identité. 

Or, si X désigne le faisceau d'idéaux dans Ox qui définit 7, u — Id 
détermine un morphisme 

u — Id : £ —• £ ®ox % • 

Or, d'après le lemme 6 ci-dessus, on a 

®ox 1) = i£(£)-ddegl 

tandis que par hypothèse 

d'où 
, i+(£)<p(l) M - ( £ ) > - p ( r - l ) 

ß+(S ®0xT)<ß-{S). 

D'après la proposition 2 (v), on conclut u — Id = 0. Q 

Enfin, le lemme 6 et le corollaire 7 ci-dessus impliquent : 

PROPOSITION 12. — Sous les hypothèses du théorème 8, on a : 

(i) Pour tout élément C G Pic(X), le fondeur C®- envoie le champ 
C\itr^l^a-V dans le champ 

Chtr'n+rd deg C,Pa ~p 

(ii) Les fondeurs Proboo et Frobo envoient le champ ChtrJ>n>p«-p ' res­
pectivement dans 

Chtlf+1^+1-p 

et Cht£n-1'*-1-P. 
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2. FiLTRATIONS CANONIQUES DE HARDER-NARASIMHAN. APPLICATIONS 

c) Les horocycles 

DÉFINITION 13. — Si a est un nombre réel, on appellera a-type tout 
quadruplet t = (r, E', E", n) où : 

• r>letneZ sont des entiers, 

• E' et E" sont des V-Modules à droite localement libres de type 
fini sur X, 

• les inégalités suivantes sont vérifiées : 

»-(E')> 
n - deg(det E') - deg(det E") + (1 - a) 

r - igvE' - rgvE" 
> n+{E") 

Le théorème 5 (iii) dit exactement que tout £>-chtouca £ = 

£ 

J£ 

£' 

X / 
de rang r et de degré n sur un corps algébriquement clos K et tel que 
(¿0̂ 00) est à valeur dans X' x X1 [resp. Xf x X' X(xxx) A si a $ 0 , 1 [ ] 
possède une unique filtration 

0 Ç S' Ç S" C £ 

pour laquelle il existe un a-type t = (r, E", n) avec : 

. E'^E' ®¥q K £/£" ^ E" ®Fq K, 

• £"/£' est un D-chtouca a-semi-stable. 
En effet, les inégalités dans la définition des a-types s'écrivent alors 

exactement : 
H~{£')> Ha{£"/£')>IJ,+ {£/£") 

De plus, on remarque que dans ces conditions le polygone a-canonique de 
£ ne dépend que de t. On le notera p^. Il est caractérisé par les conditions 
suivantes : 

• sur l'intervalle [0,rg£>J5'], la fonction 

X\ tPaix) 
n + (l-a) 

r 
- u(E') x 

est le polygone canonique du £>-chtouca trivial E' ; 
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n - deg(det E') - deg(det E") + (1 - a) n + (1 - a 
r - rgvE' - rgvE" r 

• sur l'intervalle [0,vgvE"], la fonction 

x^-tpUr-TgvE" + x) + 
n + (l-a) 

r 
sdx+ ds \{x-v&vE") 

est le polygone canonique du 25-chtouca trivial E". 
Considérons maintenant a un nombre réel et t = (r,E',E",n) un a-

type. 
On dispose au-dessus de Cht^ des champs 

Chtsotr!^' et Chtqtr£E". 

En prenant l'image réciproque de l'ouvert Cht^n, on définit des champs 
Chtsotr^''n et Chtqtr^"'". 

Soit Horo^ ' ' le produit fibre dans le carré 2-cartésien : 

== r,E',E",n 
Horop 

ChtQtrr-Ig"E'E 'n-deS(detE) 

Chtsotr^''n Q^r-rg^E' ,n-deg(det E') 

Il s'inscrit aussi dans le carré 2- cartésien 

== r,E',E",n 
Horop 

Chtsotr^r6-E"'£;''n-de6(detS") 

Chtqtr^"'n çj^r-rg!, J5" ,n-deg(det E") 
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2. FlLTRATIONS CANONIQUES DE HARDER-NARASIMHAN. APPLICATIONS 

On a un morphisme canonique 

тт r,E',E",n 
Horop 

Chtr~rgT>£7/_rgx>f7//'n_deĝ det jE;,)~des(det 

D'après le théorème 11 du paragraphe II.l, ce morphisme est de type fini 
et lisse de dimension relative {rgvEf + xgvE")d. 

Par ailleurs, on a aussi un morphisme canonique 

== r,E ,E ,n n, ,r,n 
Horo-n —• Cht^ 

et d'après le théorème 5 du paragraphe II.l, il est représentable quasi-fini, 
non ramifié et séparé. 

Maintenant, énonçons : 

THÉORÈME 14. — On suppose que V est une Ox -Algèbre maximale. 
Soient r > 1 etneZ deux entiers. 
Soit a un nombre dans Vintervalle ]0 ,1[ [resp. dans R]. 

(i) Pour tout a-type t = (r, E', E",n), appelons champ horocycle 
de a-type t, et notons Horo^T Ef Eff le champ image réciproque par le 
morphisme 

Tj r,E' ,E" ,n Q^r-rg^ß'-rg^^'^-degidet £7')-deg(det Я") 

du sous-champ ouvert des V-chtoucas a-semi-stables 

Chtr~rgî?jE; '~rfoS ">tt-deg(det E')-deg(det E"),pa<0 

au-dessus de X' x X' [resp.X' x Xf X(xxx) A]. 
Alors Horo ,̂,jB"'n'a est de type fini sur X'xX' [resp. X' xXf x{XxX)&\ 

et lisse de dimension relative 

(2r-vgvE'-rgvE")d-2. 

(ii) Pour tout a-type t = (r,E',E",ri), le morphisme 

Horo£fî''B"'n'a —* Cht£n 

au-dessus de X' x X' [resp.X' x X|Xx^A] est représentable par une 
immersion localement fermée. 
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(iii) Si p,q : [0, r] —> R+ sont deux polygones vérifiant p < q, alors, 
au-dessus de X' x X' [resp.X' x X' X(xxx) A], ê sous-champ ouvert 
C*\\\r2â °l— ̂  dp nVit.!in fi'prri.t. rnm.nn.p la rpiin.inr). d.i.QÔnin.iip. Rm.ip dp Vnn.Dpri. 

Cht^n'p"-P 

et des parties localement fermées Horo^ ,E ,n'a quand t = (r,E',E",n) 
décrit la famille des a-types dont le polygone pfa vérifie 

P < p í < Q , P? ФР-

Démonstration : Compte tenu des considérations qui précèdent 
l'énoncé du théorème, on a : 

(i) résulte de ce que le champ 

ç^r-rg^^-rg^JS'V-degCdet E')-deg(det E"),pa<0 

au-dessus de X' x X' [resp. X1 x X' X(xxX) A] est de type fini (d'après 
le théorème 8) et lisse de dimension relative 2(r — rgx>E' — rgvE,r)d — 2 
(d'après le théorème 9 du paragraphe 1.2). 

(ii) On sait déjà que le morphisme Horo^ 'E 'n'a —• Cht^n est représen­
table quasi-fini et non ramifié. Il suffit donc de prouver que l'application 
induite entre ensembles de points géométriques est injective, et ceci résulte 
de l'unicité de la filtration a-canonique d'un £>-chtouca. 
(iii) résulte de l'existence et unicité des filtrations a-canoniques. [] 
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Chapitre III 

Description adélique des chtoucas. 

Nombres de Lefschetz 

1. — Rappels : ̂ -espaces et /^-modules de Dieudonné, d'après 
Drinfeld 

On renvoie à [Laumon, Rapoport, Stuhler] Appendice A et [Drinfeld, 
1987] pour les démonstrations. 

A partir de maintenant, ¥q désignera toujours une clôture algébrique du 
corps fini Wq. Et on rappelle que F est le corps des fonctions de la courbe 
X, avec donc ¥q comme corps des constantes. 

DÉFINITION 1. — Un (p-espace (sur ¥q) est un espace vectoriel V de 
dimension finie sur le corps F ®wq muni d'une application Idp ® Frob-
linéaire bijective <p : V —• V. 

Un morphisme a entre deux (p-espaces (Vi,cpi) et (̂ 2,(̂ 2) est une 
application F ®fq ¥q~linéaire V\ V2 telle que tp2 o a = a o (p±. 

DÉFINITION 2. — Une ip-paire est une paire (F, II), où F est une F-
algèbre de dimension finie et commutative, et II est un élément de Fx <g>Q 
gui vérifie la propriété suivante : pour toute sous-algèbre stricte F' de F, 
II n'est pas dans le sous-groupe F / x ® Q d e F x ® Q . 

LEMME 3. — Si (F, Et) est une cp-paire, F est une F-algèbre étale. 
De phis, si N G Z est un entier non nul tel que G F, alors 

F = F[nN]. 

D 
A chaque y?-espace non nul (V, <£>), Drinfeld associe une ^-paire (i^y,^), 

II(vr>y?)) de la manière suivante : 
Pour n assez divisible, le ^-espace (V,(p) sur ¥q est défini sur ¥qn. 

Autrement dit, il existe un entier n' > 1, un espace vectoriel V de 
dimension finie sur F <g)Fq F n/, une application Idp ® Prob-linéaire <// : 
V —• V' et un isomorphisme de (^-espaces : 

( V , p ) * ( V V ) < 8 , .Fç 
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Alors v?/n' : V —> V est une application F®wq Fgn/-linéaire et bijective, 
et la sous-algèbre engendrée 

F [ ^ ' ] c E n d F ^ v ( F ' ) 

est de dimension finie sur F et commutative. 
Si IF : V -> V est le prolongement F^^F^-linéaire de (p'n , c'est-à-dire 

IT = (p'n' <g) Id|T ,̂ la F-sous-algèbre 

F' = F[W] C EndF^Tg(V) 

est isomorphe à F[<p'n'], donc est aussi de dimension finie sur F et 
commutative. 

De plus, IT commute avec y>, d'où 

F' cEnd(V,¥>). 

Posons = fl ^ [ n ^ ] . 
iV>l 

C'est une F-algèbre commutative et de dimension finie, et il existe un 
entier N > 1 tel que F(Vi(p) = F[UfN]. 

Comme H'N : V —> V est bijective, II/iV est élément de -P^y )̂ et on peut 
poser 

i W = ( n ' " ) 1 ' " " e F ¿ < , ® Q . 

On vérifie facilement que (F(y>y,),II(y)</?)) est une <^-paire et qu'elle est 
indépendante des choix à unique isomorphisme près. 

On a le théorème suivant, dû à Drinfeld : 

THÉORÈME 4. — 

(i) La catégorie des (p-espaces sur ¥q est abélienne, F-linéaire et 
semi-simple. 

(ii) L'application (V,(p) i—• (F(yjV?),II(v^)) ci-dessus induit une bi-
jection entre l'ensemble des classes d'isomorphismes de (p-espacesirréduc­
tibles et l'ensemble des classes d'isomorphismes de ip-paires (F, Et), où F 
est un corps. 

(iii) Si F est un corps extension finie de F, et n G Fx <g> Q, notons 
d(U) le plus petit dénominateur commun des rationnels deg(x)x(TV), où x 
décrit l'ensemble des places de F et deg(x) est le degré sur ¥q du corps 
résiduel de x. 
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Avec ces notations, on a pour tout cp-espace irréductible (V, <p) 

dimF®¥Tq(V) = iF(v,<p) : F]d(U{Vi(p)) 

et End(F, cp) est une algèbre à division centrale sur i^v,^) de dimension 
d(Il(vf(p))2 et d'invariants 

i n v ^ E n d ^ ) ) = -deg(x)x{U(Vi(p)) e Q/Z 

en les places x de F(y^. 

D 

Soit maintenant x une place de F. On rappelle que Fx désigne la 
complétion correspondante de F, Ox l'anneau des entiers de Fx, VJx E Ox 
un élément uniformisant, K(X) le corps résiduel et deg(x) la dimension de 
K(x) SUr Fq. 

DÉFINITION 5. — Un Fx-module de Dieudonné sur Fq est un Fx®fqFq-
module N de type fini qui est muni d'une application Idjrx(g) Frob-Zméazre 
bijective i\) : N N. 

Un morphisme a entre deux Fx-modules de Dieudonné (N1,^1) et 
(N2, ^2) est une application Fx®vqFq-linéaire N1 —> N2 telle que a = 

a o Y1. 
Les i^-modules de Dieudonné forment une catégorie qui est Fx-linéaire, 

abélienne, nœthérienne et artinienne. 
Soit io : K(X) ^ Fq un plongement fixé sur Fq. 
Et pour j e Z/deg(x)Z, notons ij = Frob7 oiQ : K(X) <-+ Fq. Alors on a 

un scindage canonique, où chacun des facteurs est un corps : 

Fx®¥Fa = 
3 

Fx%K(x)A,Fq 

Par conséquent, la donnée d'un i^-module de Dieudonné (N,tp) est 
équivalente à celle d'espaces de dimension finie Nj sur F^^^^Fq et 
d'applications semilinéaires bijectives cpj : Nj —* Nj+i sur 

IdF.®*(*) F^ob : FX®K(X\ ; Fq ^ Fx®Kfxu1+lFq 

Cela revient encore à se donner un espace vectoriel JVQ de dimension 
finie sur Fx®K(x^ioFq et une application IdFx®K(x),i0 Frobdeg^-linéaire 
bijective 

</>0 = ¥>deg(x)-l 0 ¥?deg(x)-2 O-..O(p0: N0-+ NQ. 
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Soient maintenant e > 1, r G Z deux entiers premiers entre eux. 
Soit N0 un espace vectoriel de dimension e sur FX®K^IIO¥Q avec pour 

base n i , . . . ,ne et soit V>o ' No —> iV0 l'application Id/^®*^)^ Frobdeg^-
linéaire bijective définie par : 

I f \ f WxUe SÌ Ì = 1 
^ 0 = 1 ^ 

e 
si i = 2 , . . . , e 

D'après les considérations précédentes, la paire (iVo, V>o) définit un Fx-
module de Dieudonné que l'on notera (iVe>r; i /^) . Sa classe d'isomorphis­
mes ne dépend pas des choix du plongement ¿0 : K(X) ¥Q et de l'élément 
uniformisant wx G Ox. 

Toujours d'après Drinfeld, on a les résultats suivants : 

THÉORÈME 6. — 

(i) La catégorie abélienne des Fx-modules de Dieudonné sur¥q est 
semi-simple. 

(ii) Les Fx -modules de Dieudonné irréductibles sont exactement les 
(Ney^e^) définis ci~dessus. 

(iii) Pour tous entiers e > 1, r G Z avec e A r = 1, End(iVe5r; ^e,r) 
est une algèbre à division centrale sur Fx d'invariant —7 G Q/Z. 

PROPOSITION 7. — Soit (V,(p) un <p-espace irréductible et ( F , II) = 

(Fv,a), II(V,a)) la (f-paire qui lui correspond. 

Pour toute place x de F au-dessus de x, posons 

(Vx,<Pit) = Fx®~(V,(p). 

Le scindage canonique Fx ®p F 
x\x 

Fx induit un scindage (Vx,(px) = 

x\x 
©04,¥>*) de {Vx,<px) = Fx®F(V,<p) comme Fx-module de Dieudonné. 

Alors, pour toute place x de F au-dessus de x, (Vx, (px) est isomorphe à 

(-̂ dx,r¡g! ^dXìrx) x 
où les entiers dx, rx et sx sont uniquement déterminés par : 

dx>l, rx G Z, sx > 1 
dx Arx = l 

rx/dx = deg(x)x(U)/[Fx : Fx] 

dxsx = d(Ü)[Fx : Fx] 
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Pour (N,ip) un Fx-module de Dieudonné sur ¥qi on appellera réseau 
dans N tout sous-Oa;®Fq^q-module de type fini de N qui engendre N 
comme Fx®Fqïrc?_iïiodule. 

Par ailleurs, on notera 

= {n e N I ^(n) = n}. 

LEMME 8. — Les propriétés suivantes d'un FX-module de Dieudonné 
(N, i/)) sont équivalentes : 

(i) II existe un réseau M de N tel que if)(M) = M. 
(ii) Le morphisme canonique N^(S)Fq¥q —> N est bijectif. 

(iii) (iV,?/>) est isomorphe à une puissance de (JV^oî^i.o)-
De plus, si ces conditions sont remplies, alors pour tout réseau M 

de N vérifiant ip(M) = M, = M n est un réseau dans le 
FX-espace vectoriel de dimension finie et le morphisme canonique 
M^®FgFq —• M est un isomorphisms 

D 

LEMME 9. — Les propriétés suivantes de (AT, ip) sont équivalentes : 
(i) L'ensemble M des réseaux M de N tels que : 

• i/)(M) Ç M [resp. M Ç i/)(M)], 

• 3n > 1, ^n(M) Ç wxM [resp. M Ç wxi>n(M)], 

• dim^(M/V(M)) = 1 [resp. dïiD^(fp(M)/M) = 1], 

est non vide. 
(ii) i7 existe un entier e > 1 tel que (N,ip) soit isomorphe à 

(JVe,i;^c,i) [resp.(iVe,_i;^c,-i)]. 
De plus, si ces conditions sont réalisées, M est un espace principal 

homogène pour l'action du groupe donnée par 

ZxN-^N (m,M)r—>ipm(M). 

D 

LEMME 10. — Les propriétés suivantes de (N, ij)) sont équivalentes : 
(i) // existe un réseau M dans N tel que : 

• il>(M) Ç M [resp. M Ç ip(M)\ 
• dimjr-(M/^(M)) - 1 [resp. dim^(V>(M)/Àf) = 1] 
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(ii) Il existe des entiers e > h > 1 tels que (iV, ip) soit isomorphe à 

(Nlfi;Me-h © (JVh,i; Vfc,i) [resp. (iV1,o;^1(o)e-'1 © (tfh,_i; Vh,-i)] • 

De plus, si ces propriétés sont satisfaites, tout réseau M de N satis­
faisant les conditions de (i) se décompose de manière unique en somme 
directe de deux Ox®wqWq-sous-modules libres 

M = Mét® Mc 

tels que : 

• v(Mét) = Mét 

• 4>(MC) ç Mc [resp. Mc C ip(Mc)] 

• 3n > 1, Vn(Mc) C wxMc [resp.M0 ç wxipn(Mc)} 

• dim^(Mc/^{Mc)) = 1 [resp. dimf^(V>(Mc)/Mc) = 1] 

D 

2. — Description à isogénie près des £>-chtoucas de rang r sur ¥q 

Dans cette section et jusqu'à la fin du chapitre, on fixe 0 et oo deux 
points fermés de X ou, si l'on préfère, deux places de F. 

On suppose que 0 et oo sont distincts, et qu'ils sont dans l'ouvert 
I ' C I , Ainsi les algèbres V0 = V ®ox Oo et V^ = V ®ox Ooo sont 
respectivement isomorphes à Md(Oo) et Md{0oo). 

On fixe également deux plongements K(0) ¥q et K(OO) °—• ¥Q sur Fq, 
autrement dit deux points de X(¥q) au-dessus de 0 et oo qu'on notera 0 
et 55. 

DÉFINITION 1. — Si £ = 

f £ 

J£ 

3 

t 

£' est un V-chtouca de rang r sur 

¥q ayant 0 pour zéro et oo pour pôle, on appelle fibre générique de £ le 
triplet (F, <£, i) où : 

• V est la fibre générique de £, 

• if est Vapplication Lip ® Frob-linéaire composée 

V ^rV 
sdd d 

v 
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2. DESCRIPTION À ISOGÉNIE PRÈS DES P-CHTOUCAS DE RANG r SUR ¥Q 

• i : Dop —• End(V, (p) est l'homomorphisme de F-algebres induit par 

Vaction à droite de V sur £. 

On dira que deux tels V-chtoucas sont isogènes si leurs fibres génériques 
respectives sont isomorphes. 

PROPOSITION 2. — Il existe une bijection naturelle de Vensemble des 
classes d'isomorphismes de V-chtoucas de rang r sur Fq ayant 0 pour 
zéro et 55 pour pôle sur l'ensemble des classes d'isomorphismes de paires 
((V,p,t), (Afa-J^ixi), où : 

• (V, (p) est un ip-espace sur Fq, de rang rd2 sur F ®p, Fq, 

• i : Dop —> End(V, (p) est un homomorphisme de F-algèbres, 

• les Mx, indexés par les points fermés de X, sont des réseaux, 

libres de rang r sur Vx®^qFq, dans les Fx-modules de Dieudonné 

(Vx,<Px) = (FX®FV, Fx<8>F(p) et qui vérifient : 

(i) on aWooipoo^Moo) C Mqo C (poo^Moo) ; le module (p^M^/Moo 
sur K(OO) ®wq ¥q est de longueur d et supporté par le point 55 ; 

(ii) on a VJQMQ Ç (p0(Mo) C Mo; le module Mo/<po(Mo) sur 
«(0) ®Fq ¥q est de longueur d et supporté par le point 0 ; 

(iii) si x ^ oo, 0 on a cpx(Mx) = Mx ; 

(iv) n'importe quelle base de l'espace vectoriel V sur F (S>wq Fq est 
telle que pour presque toute place x, elle s'envoie dans le réseau Mx de Vx 
et l'engendre comme Ox®^qFq-module. 

Cette bijection est induite par l'application qui à tout tel V-chtouca 

£ = 

e 

ef 

£' associe sa fibre générique ainsi que la famille des réseaux 

Mx = £®ox Ox C £®oxFx . 

Démonstration : Il est évident que si £ est un D-chtouca de rang r 
sur Fq ayant 0 pour zéro et 55 pour pôle, et si ((V,y>,i), (Mx)xex) est la 
paire associée, alors V est de rang rd2 sur F®FÇ Fg> <p) est un (p-espa.ce  
sur Fg, et les réseaux Mx satisfont les propriétés (i), (ii), (iii), (iv). 
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Réciproquement, à toute paire ({V,<p, i), (Mx)Ig|x|) vérifiant les con­
ditions de la proposition, on cherche à associer un D-chtouca S = 

6 

ef 

e 

Commençons par noter F = F<g>¥q ¥q le corps des fonctions de la courbe 
X = X ®Fq №q et pour tout point fermé x de X, soient Fx le complété de 
F selon la valuation associée à x et Ox son anneau des entiers. Si x est 
un point fermé de X et x décrit l'ensemble fini des points fermés de X 
au-dessus de x, on a 

Fx®¥aFq = Fx et OxêwJq = 
x 

Ox-

Pour tout point fermé x de X, d'image x dans X, on pose 

Vx = V®¥Fx = Vx®{Fx^Tq)Fx et Mx = Mx®{0x^Tq)Ox. 

Ainsi, Mx est un réseau dans V̂ -, libre de rang r sur la O^-algèbre 
V®ox Ox, et les propriétés (i), (ii), (iii), (iv) des Mx se traduisent par : 

(i)' MÔÔ Ç: <PÔÔ(MÔÔ) et le quotient (PÔÔ(MÔÔ)/MÔÔ est un espace 
vectoriel sur le corps résiduel K(ÔO) =¥QI de dimension d, 

(ii)' <^q(Mq) Ç Mq et le quotient Mq/Vq(Mq) est un espace vectoriel 
sur le corps résiduel K(0) = Fq, de dimension d, 

(iii)' si x ^ Ô,ôô, < (̂Mâf) = Afe, 
(iv)' n'importe quelle base de l'espace vectoriel V sur F est telle 

que pour presque toute place ôf, elle s'envoie dans le réseau Mx de Vx 
et l'engendre comme 0^module. 

Définissons alors les faisceaux £ et £' sur X par leurs sections sur tout 
ouvert U de X : 

H°(U,£) = 
xeu 

Mx) H V Ç Vx 
xeu 

H°(UJ£') = 
xeu 

(Mx + <Px(Mx)))nVÇ 

xeu 
Vx 

Comme pour tout point fermé x de X on a Mx ®ô - Fx — Vx, £ et £' 
sont des O^-Modules quasi-cohérents. Et d'après la propriété (iv)', leurs 
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fibres génériques s'identifient à V. On a des plongements évidents £ £1 
etT£ ^ £' et aussi une action de V®ox sur £ et £' compatible avec ces 
plongements. Puis, d'après le théorème d'approximation forte, on a pour 
tout point fermé x de X 

£ ®o- Ox = Mâ et £' ®o- Ox = Mx + y>* (Afe). 

On en déduit que £ et £' sont des O^-Modules localement libres de rang 
rd2 puis, d'après le lemme 4 du paragraphe 1.2, qu'ils sont localement libres 
de rang r sur V ®ox 0~x-

On en déduit aussi, d'après les propriétés (i)', (ii)' et (iii)\ que £'/£ et 
£' jT£ sont supportés par ôô et 0 respectivement et sont de dimension d 
sur F .̂ 

Ceci termine la démonstration. 0 

LEMME 3. — Soit (V,<£, i) la fibre générique d'un V-chtouca de rang r 

sur Fq, ayant 0 pour zéro et oo pour pôle, £ — 

£ 

T£ 

£' 

Soit (V,(p) = (V',(p') © (V",(p") la décomposition de (V,tp) dans la 
catégorie semi-simple des ^-espaces, où Von a regroupé dans (V7/, (p") tous 
les facteurs triviaux c'est-à-dire isomorphes à (F ®wq №q, Id/r ® Prob) et 
dans (y',ipf) tous les autres facteurs. 

Alors : 
(i) (V',(p') et (Vn,ip") sont stables par Vaction à droite de D, 

(ii) (V\(p/) est irréductible au sens qu'il ne possède pas de sous-<p-
espace stable par D, 

(iii) le rang de (V',(p') est un multiple de d2, donc de la forme r'd2 
avec r' < r. 

(iv) (V7, (ff) est non nul (soit r1 > 1) et il est isotypique, c'est-à-dire 
ne fait intervenir dans sa décomposition qu'une seule classe d'isomorphis-
mes de (p-espaces irréductibles. 

On appellera (V7',^/') la partie triviale de (V,cp,i), (V\(pf) sa partie 
irréductible etr', 1 <rf <r, son rang irréductible. 

Démonstration : (i) résulte de ce que, comme (V7, <p') et (y", ip") sont 
sans facteurs irréductibles communs dans la catégorie semi-simple des (p-
espaces, on a 

End(V, (p) = End(F', ip') x End(F", ip"). 
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Pour (ii) et (iii), considérons (W,(p) un sous-</?-espace de (V,</?) stable 
par l'action de D. Soient T et T1 les sous-fibrés maximaux de £ et £' 
engendrés par W Ç V. Les morphismes T ®ox V —» £jT, T1 ®ox ® —> 
£'IT', T —• £' jT' et rT —» £' jT' sont partout nuls puisqu'ils le sont sur 
la fibre générique et que SjT et £'jT' sont sans torsion. Autrement dit, 
T, T1 sont stables par l'action de V et les plongements £ £', T£ £' 
induisent des plongements T T', TT <-> T1. 

Or d'après le lemme du serpent appliqué au diagramme 

0 — • T —> £ —• £/T — • 0 

0 —> F —> £' —> £'/F' —> 0 

on a une suite exacte de V ®F0 F^-Modules 

0 —• T'IT £f/£ —» {£'/?)/(£/F) —• 0 

où £'/£ est supporté par oo et de dimension d sur Fg, donc irréductible 
puisque Voo = Md(Ooo). 

On en déduit que ou bien T')T = 0 ou bien T ' = £r/£. Dans le 
premier cas, comme TT et .F ont même degré, on a aussi T'lTT = 0, d'où 
un isomorphisme TT = J7. D'après le lemme 3 du paragraphe 1.3, on peut 
écrire T = F ®Fq F^ où F est un P-Module sur X. Donc (W, y?) n'a que 
des facteurs triviaux et son rang est un multiple de d2. 

De même, dans le second cas, (V/W, ip) n'a que des facteurs triviaux et 
son rang est un multiple de d2. 

Ceci prouve (ii) et (iii). 
(iv). Si l'on avait (V, (p) = (V", y/7), alors par exemple (Vb? V̂o) serait une 

puissance de (iV^o; ^i,o)> donc ne posséderait pas de réseau Mo vérifiant 
(po(Mo) Ç Mo, ce qui contredit la proposition 2. 

Par ailleurs, si (V7, ipf) n'était pas isotypique, on pourrait écrire ( V7, ip') = 
0̂ 1 >Vi) © (^2^2) avec (yïiVi) E* ( ^ 2 ^ 2 ) sans facteurs communs donc 
stables par D comme dans (i). Et cela contredirait (ii). [] 

D'après le lemme 10 du paragraphe III.l, on a : 

LEMME 4. — Soit ((V,(p,i), (Mx)xe\X\) une paire comme dans la 
proposition 2. 

Et soit r', 1 < r1 < r, le rang irréductible de (V,cp,i). 
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Le choix d'un isomorphisme = M^(000) [resp. T>0 = Md(Oo)] 
détermine par équivalence de Morita un scindage canonique 

(Kc^oo) = (^oc,^oo)d et M00 = (M00)d 

[resp. (V0,<po) = (V0^o)d et M0 = (M0)d ] 

où (Vqq, ifoo) [resp. (Vo, fio)] est un [resp. Fo]-module de Dieudonné sur 
FQ, et MQO Ç Vqq [resp. Mo Ç Vo] est un réseau. 

De plus, (Voo^lpoo) [resp. (Vo,̂ o)] se décompose canoniquement en 

(Voo, ^oc) = (Vôb, ?*>) 0 ( F * , $t) [resp. (Vo, (po) = (V0, Ç>6) 0 (%°, $ ) ] 

où pour un entier hoo, 1 < /loo < r'd [resp. ho, 1 < ho < r'd], on a 

(Vo,^o)] = (^«.-lîV'fcoo.-i) (yp,$%) - (N1,0;i>ho)rd-h°° 

[resp. (Vq, <pQ) - (NhoA; ^0)i) fàÔ, $) = (N1,0; *Pi,o)rd-h° } • 

Enfin, le réseau M^ dans [resp. Mo dans Vo] est la somme directe 
d'un réseau M<x> dans V<$o [resp. MQ dans VQ] et d'un réseau M™ dans V™ 
[resp.MQ dans VQ] qui vérifient : 

• £*(M*) = M* [resp. ^(M°) = M°], 

• Môo Q d̂b(Mob) [resp. tpô(M6) ç M6], 

• <p<5o(M<x)/Môo [resp. MQ/<^Q(MQ)] est supporté par 00 [resp. Ô] et de 

dimension 1 sur ¥q, 

• 3n > 1, Mso Ç ^>oo^ôo(Môo) [resp.^(Mô) ç WQMQ}. 

D 

Les notations ob et Ô qui apparaissent dans cette proposition vont 
maintenant acquérir un sens indépendant et désigner deux places d'une 
certaine extension finie F de F comme suit : 
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PROPOSITION 5. — Soit ((V,(p,i),(Mx)xe\x\) une paire comme dans la 
proposition 2. 

Soit (V,ip,i) — (V',ip',i) © (V",(p",i) la décomposition de (V,y>,z) en 
partie irréductible et partie triviale, et soit r', 1 < rr < r, son rang 
irréductible. Soit (W,ip) Vunique (p-espace irréductible qui entre dans la 
décomposition de (V',ip'), et soit (F, U) la (p-paire associée. 

Alors : 
(i) Le (p-espace (V',<p') est isomorphe à (W^)d. 

(ii) Si [F : F] désigne le degré sur F du corps F, on a 

[F:F]d(U) = r'd. 

(iii) Il existe seulement deux places x de F telles que x(TV) ^ 0 ; l'une, 
notée 6b, divise oo et l'autre, notée 0, divise 0. 

(iv) Si hoo, ho, 1 < hoo,ho < r'd, sont les deux entiers introduits 
dans le lemme 4, on a 

hoo = 
r'd 

[F: F] 
[FÔO : Foc] hn = 

r'd 

[F: F] 
(Vo,^fo)] 

(v) Si on note A = End(F, (p,i), A' = End(V,,y/,i), A" = 
End(V'\ (p", ï) avec donc A = A' x A", on a : 

• A' est une algèbre à division centrale sur F, de dimension (r'd/ 

[F : F])2 et d'invariants dans Q / Z ; 

[F : F]/r'd en la place oo 

- [F : F]/r'd en la place Ö 

[Fx : Fx]invx(D) en toute place £^óo,Ö de F d'image x dans F 

• A" est isomorphe à Mr-r/(D). 

Démonstration : Il existe un entier n > 1 tel que {V',(p') soit 
isomorphe à {W^)n. Donc le rang du ^-espace (W,^) s'écrit 

(1) Yg(W)=r'd2/n. 

D'autre part, d'après le théorème 4 (iii) du paragraphe III.l, il est aussi 
égal à 

(2) vg(W) = [F:F]d(Û). 
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D'après ce même théorème, F est un corps et End(VF, ip) est une algèbre 
à division centrale sur F dont la dimension est d(IV)2 et dont l'invariant en 
chaque place x de F est 

- deg(x)x(U) e Q/Z. 

On en déduit en particulier que End(Vr/,^/) = Mn(End(W, ip)) est une 
algèbre centrale simple sur F d'invariants 

-deg(x)x(U) e Q/Z 

et de dimension n2d(Ö)2 = r'2d4/[F : F]2. 
Or via z, l'algèbre à division centrale Dop sur F se plonge dans End(V, (p), 

donc aussi l'algèbre centrale simple Dop ®F F de dimension d2 sur F. 
Par conséquent, l'algèbre A' = End(V/,(/?/,i) qui est le commutateur 

dans End(V, (pf) de Dop ou de Dop ®F F est une algèbre centrale simple 
sur F d'invariant 

(3) - deg(x)x(TL) + [F£ : Fx]mvxD E Q/Z 

en chaque place £ de F au-dessus de x dans F, et de dimension 

(3r) r '2d2/[F:F]2surF. 

En particulier, on voit que [F : F] divise r'd. 
Maintenant, comme F s'identifie au centre de A' = End(V/,(^/,z), 

on voit que F ®F F^ [resp. F <g)F FQ] se plonge dans End(V^ (p^i) 
[resp. End(VQ,y>Q,i)]. De plus, le choix d'isomorphismes £>oo = Md(Ooo) 
et î>o = M^(Oo) comme dans le lemme 4 détermine par équivalence de 
Morita des décompositions de la forme 

( С , ¥ 4 ) = ( С , & о Г (v¿,<p'0) = (v¿,ñ)d 

et des isomorphismes 

E n d ( C yk, i) S End (C, # J End(F0/, ^ , End(K, . 

Or, d'après le lemme 4, ( V ^ , ^ ) [resp. (VQ, £>Q)] qui est un facteur de 
(VOOÎ̂ OO) [resp. (Vfo,̂ o)] tel que le facteur complémentaire soit trivial, est 
nécessairement de la forme 

(^0,^00 )^(^00 , -15^00 , -1) Ф (^i,o;^i,o)r'd-fc-
[resp. (C^0)^(^Äo,i;K,i) © (^i,o;^i,o)r,d-fto ] 
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d'où un isomorphisms induit 

End(^0,^)^End(^oo,_1;^oo}_1) x Mr,d_fcoo(Foo) 

[resp. End(V^,^o) = End(JVfco,i;^,i) x Mr,d-ho(F0) ] 

où, d'après le théorème 6 (iii) du paragraphe ULI, End(Nh00ì-i;/iph00ì-i)] 
[resp. End(A/r/l0)i;V;/io,i)] est une algèbre à division centrale sur 
Foo[resp. Fo] d'invariant l//ioo [resp. — 1/ho] dans Q/Z. 

Donc il existe une unique place 00 [resp. 0] de F au-dessus de la place 
00 [resp. 0] de F, telle que 

FÔO C EndCJV/^-1;^hoo,-i) tRESP- h Ç End(Nhox^h0,i)] • 

Et si on pose = C ®(r^F, F* [resp. W = V{ <8>,^ _ F6] on a 
d'après la proposition 7 du paragraphe III.l 

Vk = № 0 0 , - 1 ; [ r e s p . V¿ <* (ЛГдод; Vvx)] • 

Par ailleurs, posant (W<sb,̂ <sb) = (W^)®~F& [resp. (Wg,^) = (VF,̂ )<g)~ 
FQ], on a un isomorphisme 

Wsb^&r S (V^ft . )* [resp. (Wô,Vô)n = (^ô^ô)"] 

donc e = ~ est un entier et encore d'après la proposition 7 du para­
graphe III.l, on a : 

(4) 

1 

hoc 
dd deg(oo)oo(II) 

[FÔO : 0̂0] resp. 

1d 

ho 

deg(ÔWII) 
(Vo,^o)] 

,h00e = d(U)[Fób : F^} [/»oe = D(N)[Fô:Fo]. 

D'autre part, si x est une place de F au-dessus de la place x = oo ou 0 dans 
F mais distincte de oo et Ô, (V-, <p'£) = (VX, (p'x) ®(p®FFx)F* est isomorPne 

à une puissance de (iVi>0; V>i,o) donc aussi (Wx,i(>x) = (W,i(>) ®j?FÏ et 
toujours d'après la proposition 7 du paragraphe III. 1, cela entraîne 

5(N) = 0. 

118 



2. DESCRIPTION À ISOGÉNIE PRÈS DES D-CHTOUCAS DE RANG r SUR ¥Q 

C'est vrai aussi lorsque x est une place de F au-dessus d'une place x ^ oo, 0 
dans F car alors il existe dans (Vx, cpx) un réseau Mx tel que (px(Mx) = MXi 
et d'après le lemme 8 du paragraphe III. 1, cela impose que (Vx,(px) est 
isomorphe à une puissance de (JVi,o;^i,o)-

Ceci, combiné aux formules (4), prouve déjà (iii). 
Maintenant, d(EQ est le plus petit commun dénominateur des rationnels 

deg(ob)ob(ÎI) et deg(Ô)Ô(n). 
Or, d'après (1) et (2), on a 

d(U) = 
r'd2 

n[F : F] 
r'd 

[F:F] 

et d'après (4) 

deg(ob)6b(II) = 
—e 

d(U) 

- 1 

" r'd/\F : F] 
deg(Ô)Ô(fi) = 

e 
d(m 

1 

r'd/[F:F] 

Comme on a vu déjà que [F : F] divise r'd, on conclut : 

(5) d(U) = 
r'd 

[F: F] 
d 
n 

= e = 1 

Ceci prouve (i) et (ii). 
La combinaison de (4) et (5) prouve (iv). 
La combinaison de (3), (3') et de (5), plus le fait que invooD = invo-D = 0 

prouve la première partie de (v). 
Pour la seconde partie de (v), il faut remarquer que A" est le commuta­

teur de Dop dans End(V,/, (p") ^ M(r_r,)d2(F), et que D®FDop ^ M#(F). 
Ceci termine la démonstration. [] 

THÉORÈME 6. — Il existe une bijection naturelle de l'ensemble des classes 
d'isogénies de V-chtoucas de rang r sur ¥q ayant 0 pour zéro et 55 pour 
pôle sur Vensemble des couples (r7, (F, Et)), où : 

• rLE5* un en^er vérifiant 1 < r' < r. 
• (F, II) est une classe d'isomorphismes de (p-paires vérifiant : 

(i) F est un corps et le degré [F : F] divise r'd. 

(ii) Il existe seulement deux places x de F telles que ¿(11) =̂  0 ; l'une, 
notée 6b, divise oo et l'autre, notée 0, divise 0. 
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(iii) On a les formules 

deg(6b)6b(II) = -
1 

r'd/[F : F] 
deg(Ô)0(n) = 

1 
r'dl\F : F] 

d'où en particulier dili) = r'd 
[F:F] 

(iv) Pour toute place x de F au-dessus d'une place x de F, on a 

r'd 

\F : F] 
Fx : Fx]mvx(D) = 0 dans Q/Z. 

Cette bijection est induite par l'application qui à tout tel V-chtouca 
de fibre générique ( V, (p, i) associe le rang irréductible r' de (V, (p, i) et la 
(p-paire (F, Ê) qui correspond à l'unique (p-espace irréductible (W,VO qui 
entre comme facteur dans la partie irréductible (V'^tp') de (V, y?, i). 

Démonstration : D'après la proposition 2, il est équivalent de raisonner 
en termes de D-chtoucas comme dans l'énoncé ou bien en termes de paires 
((V, cp, i), (Mx)xe\x\) comme dans ladite proposition. C'est ce second point 
de vue qu'on utilisera. 

D'après la proposition 5, on sait déjà que si (r', (F, II)) est dans l'image 
de l'application étudiée, elle vérifie les propriétés de l'énoncé. 

Il s'agit de construire une application inverse. Soient donc r' un entier, 
1 < r' < r, et (F, II) une y>-paire satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii), 
(iv)-

Soit ( W, -0) le ^-espace irréductible qui correspond à la <^-paire (F, II) 
d'après le théorème 4 (ii) du paragraphe III. 1. 

Et soit A' une algèbre à division centrale sur F d'invariants 

[F : F]/r'd en la place 6b, 

- [F : F]/r'd en la place Ô, 

[Fx Fx]mvx(D) en toute place x ^ 6b, 0 de F 
au-dessus d'une place x de F. 

D'après la propriété (iv), on a 

dim- A' = 
F 

T'A 

[F: F] 

,2 
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Alors, DOP®FA' = (DOP®FF)®~A' et Md{End(W^)) sont des algèbres 
centrales simples sur F qui ont même dimension r'2d4/[F : F]2 = d2d(TV)2 
et mêmes invariants 

[F : F]/rrd = — deg(6b)6c(II) en la place 6b, 

< - [F : F]/r'd = - deg(Ô)0(â) en la place Ô, 

0 = — deg(x)x(II) en les places x ^ 6b, Ô de F, 

comme il résulte des propriétés (ii) et (iii) et du théorème 4 (iii) du 
paragraphe III. 1. 

Donc il existe un isomorphisme entre ces deux algèbres (unique à 
automorphisme intérieur près, d'après le théorème de Skolem-Nœther) : 

DOP ®F A' Md(End(W, VO) 

Posons (V7, ip') = (W, et soit i l'homomorphisme de F-algèbres injectif 
défini comme le composé 

i:DoP DoP ^p Af Md(End(W, rj))) = End(F7, <p'). 

On remarque que End(Vr/, y/, z), définie comme le commutant de i(DOP) 
dans End(F7,<//), s'identifie à A7. 

Par ailleurs, soit (V77, y") le y?-espace trivial de rang (r — r')d2 

DT~R' ®F (F ®Fq F^). 

Il est muni naturellement d'une action à droite de J9, c'est-à-dire d'un 
homomorphisme de F-algèbres 

i:DoP _^End(F77, if") 

et End(VR77,(̂ 77,2) s'identifie naturellement à A77 = Mr_r/(Z?). 
Posons maintenant 

(Vw) = (V\<p\i)®{V\<p\ï). 

On remarque que A = End(F, (p, i) s'identifie à A7 x A77. 
Il reste à prouver qu'il est possible de construire une famille de réseaux 

Mx dans les F^-modules de Dieudonné (Vx,(px) = (FX®FV, IdFx®Fip), 
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libres de rang r sur les Vx®wqFq, indexés par l'ensemble des points fermés 
x de X, et satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii), (iv) de la proposition 2. 

Fixons une base de l'espace vectoriel V sur F ®¥q ¥q. 
Alors il existe un ensemble fini E D {oo, 0} de places de F tel que pour 

toute place x £ E, le réseau Mx engendré dans Vx par cette base soit stable 
par l'action de VX1 libre de rang r sur Vx^q¥q et vérifie (p(Mx) = Mx. 

Maintenant, si x G £\{oo,0}, (Vx,ipx) est isomorphe à 

(V*x®¥q^ IdêFïob) 
d'après la propriété (ii) et la proposition 7 du paragraphe III. 1. Et 
n'importe quel 2?x-module libre de rang r dans le /^-module libre de 
rang r V£x engendre un réseau Mx de Vx qui est stable par £>x, libre de 
rang r sur Vx®$qWq et tel que <px(Mx) = Mx. 

Enfin, le choix d'isomorphismes d'algèbres Voo = Md(0'oo) et VQ = 
Md(Oo) détermine par équivalence de Morita des décompositions 

(Voo, <Poo) = (Voo, (V0, <p0) * (V0, $0)d 
où, par construction de (V, (p) 

(Voodoo) S (Woo, Voo) e (Nlfi; Vi,o)(r-r')d 

(V0,<po) (W0,il>o) © (JVi,o;^i,o)(r-r')d. 
Et, d'après les propriétés (ii) et (iii) et la proposition 7 du para­

graphe III. 1, on a encore 

(Woo, Voo) = №«„-1; Vfcoo.-i) © (^1,0, iPi,o)r'd-h°° 
(Wo, Vo) = № , , i ; V w ) © (^i,o,ï>i,o)r'd-ho 

où ho» = ^ [ F O Ô : Foo], ho = 0 ^ : F0}. 
D'après le lemme^lO du paragraphe III. 1, il existe donc des réseaux 

Moo Ç Voo et M0 Ç VQ tels que 

Moo Ç <poo(Moo) dimfr-(^00(M00)/M00) = 1 

<?o(M0) Ç M0 dim^(Mo/£o(M0)) = 1. 

De plus, quitte à transformer M^ [resp. M0] par Ipoo [resp. ipo] suffi­
samment de fois, on peut supposer que le support de <Poo(Moo)/Moo 
[resp. M0/v?o(Mo)] est le point oo [resp. 6]. 

Il suffit alors de prendre 

Moo = (Moo)d Ç (Voo)d = Voo 

Mo = {M0)d Ç (V0)d = V0 
pour terminer la construction. D 
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3. — Description d'une classe d'isogénies de P-chtoucas 

On conserve sur oo, 0, oo, 0 les hypothèses du précédent paragraphe. 
Pour tout sous-schéma fermé fini / X qui évite oo et 0, on note 

Chtp 7(0,ôô) le groupoïde des î>-chtoucas de rang r sur Fg, ayant 0 pour 
zéro et oo pour pôle, et qui sont munis d'une structure de niveau I. 

On note également 

Cht^(Ô,ôô) =^mCht^j(0 ,5ô) 
i 

le groupoïde obtenu par limite projective. On sait qu'en fait il n'a pas 
d'automorphismes non triviaux. 

Lorsque C décrit l'ensemble des classes d'isogénies de tels £>-chtoucas, 
on a évidemment une décomposition 

Cht^0(Ô,ôo) = IJCht^(Ô,ôô) . 
c 

Par images réciproques, on en déduit des décompositions 

Cht̂ >7(Ô,ôô) = JJCht£c7(5,ôc>) 

et _ _ 
Cht2p)+_(0,ôô) = J J C h t ^ ( 0 , ô ô ) . 

c 

D'autre part, rappelons que A désigne l'anneau des adèles de F, c'est-
à-dire le produit restreint des Fx relativement aux Ox quand x décrit 
l'ensemble des places de F. 

On introduit aussi A00'0 le produit restreint des Fx relativement aux Ox 
quand x décrit |X|\{oo,0}. Ainsi A = F^ x A00'0 x F0. 

On note encore DA = D <g>F A et £>~'° = D ®F A00'0. Ainsi DA 
[resp. D™'°] est le produit restreint des Dx relativement aux Vx quand 
x décrit \X\ [resp. |X|\{oo,0}]. 

Enfin, l'entier r > 1 étant fixé, on dispose comme dans le para­
graphe I.4b de 

G (F) = GLr(D) 

G(FX) = GLr(Dx) pour toute place x de F, 

G(A) = GLr(DA) 

G(A°°'°) = GLr(D™>°) 
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et Kx = GLr(Dx) pour toute place x de F, 

K= n Kx 
xe\x\ 

K°° «° = IL KX. 

xG|X|\{oo,0} 

Si I <-> X est un sous-schéma fermé fini [resp. et qui évite oo,0] on note 
Kj [resp. K?'°] le noyau de l'homomorphisme surjectif 

K —> GLR(2?7) [resp. X00'0 —-> GLR(2?/)]. 

On a que if [resp. K00'0] est un sous-groupe compact ouvert de G (A) 
[resp. G(A°°'0)] et que chaque Ki [resp. K™'0] est un sous-groupe ouvert 
d'indice fini dans K [resp. K00'0]. 

Avec ces hypothèses et notations, on a maintenant : 

THÉORÈME 1. — Soient C une classe d'isogénies et (V,y>, i) la fibre 
générique qui lui correspond. Soient (V, = (V',<pf,i) © (V",(p",i) 
sa décomposition en partie irréductible et partie triviale. Soient A = 
End(V,y>,î), A' = End(y',y/,i), A" = End(V",¥>",i) avec donc A = 
A' x A". 

Fixons des isomorphismes d'algèbres -^-> Md(Ooo), DQ —> Md(Oo) 
(d'où des isomorphismes induits G(FOQ) GLrd(Ooo), G(Fo) 
GLrd(O0)). 

Et soient 

(Voo, (foc) = (Kx,, ^oo)̂  (Vb, <f>o) = (Vo, $0)d 

{Voojpoo) = (VÔO^ÔC) e (v* , fà, #>) = (vô, £ô) © № ?8) 
auec (Vob,¥>ob) = ( A ^ , - ! ; ^ , - ! ) (%¥>ô) = №o, i i i o , i ) 

e* (̂ cxT ôo)̂  W ' ^ o ) triviaux, les décompositions qui leur sont associées 
(d'après le lemme 4 du paragraphe précédent). 

Alors : 

(i) Le module (y™'0)*00'0 sur D™'°, constitué des éléments de 
V™'° = V®FA°°>0 fixés par = ipêld, est libre de rang r. 

Si Y"00'0 désigne l'ensemble de ses bases sur D™'°, y00'0 est un espace 
principal homogène pour l'action à droite naturelle de G(A°°>0), ou pour 
l'action à gauche naturelle de Aut(VT)'0,^oo'0,i) = AutDcx>,o((V̂ 'V~'°)-

A 
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(ii) L'espace (V^)^~ [resp. (Vçj*)^] sur [resp.Fo] est de dimen­
sion rd — hoo [resp.rd — ho]. Si Y™ [resp.YQ] désigne l'ensemble des 
bases de cet espace, Y™[resp.YQ] est un espace principal homogène pour 
l'action à droite naturelle du groupe G™ — GLrd_/loo(Foc) [resp. GQ = 
GLrd-h0(Fo)] ou pour l'action à gauche naturelle de Aut(V ,̂<£>££) = 
AutFoo((î£r£) [resp. Aut(vl$) = AutFo((F0ô)% ^ 

(iii) Si ZÔO [resp.Zo] désigne l'ensemble des réseaux dans VÔO 
[resp. MQ dans VQ] qui vérifient : 

• MA Qjpsb^ôb) [respJpQ(Mû)jZ MQ] 
• fîôbiM^/Môo [resp. MQ/(PQ(MQ)] est supporté par œ [resp.O] et de 

dimension 1 sur¥q, 
alors ZQQ [resp.Zo] est un espace principal homogène pour l'action de Z 
donnée par 

ZXZ^^ZÔO (m,iî4)^(^ôb)mdeg(œHM5b) 

[resp. Z x Zfl — Zô (m, M ô ) ( t p 6 ) m ^ ° \ M 6 ) ]. 

(iv) Le groupe multiplicatif Ax agit naturellement à gauche sur Y00J0, 

Y™ et YQ*. Ces actions se factorisent à travers celles de Aut(V2°'^ *)= 

A u t ^ . » ^ - 0 ) ^ ' 0 ) , Aut (^* ,^*) = AutJ!.00((V*)?2) et Aut(F0ô,$) = 

AntFo((Vifo). 

(v) Le groupe multiplicatif Ax = (A')x x (A")x agit naturelle­
ment sur ZÔO [resp. ZQ] . Son action se factorise à travers celle de Z via 
l'homomorphisme 

A* — (A')x — Aut(Vfe,¥>&) F£ ^1 Z 

[resp, Ax —+ (A')x — Aut(%£ô) F0* ^ 1 Z ] 

où det es£ l'homomorphisme de norme réduite associé à l'algèbre à division 
centrale End(Vôo, fiôo) [resp. E n d ^ , ^ ) ] sur F^ [resp.Fo]. 

(vi) Notons = GLrd-h^Ooo) [resp.Kj} = GLrd-ho(Oo)] qui 
est un sous-groupe ouvert compact de G™ = GLrd_̂ loo(F00) [resp.Go — 
GLrd-h0{Fo)]. 

Alors l'ensemble Chtp^(0,ôô) s'identifie canoniquement à 

Ax\[Zob x {Y£/K£) x r00-0 x (Y0°/K$) x Z0]. 
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Et pour tout sous-schéma fermé fini I <—> X qui évite oo, 0, le groupoïde 
Chtpj7(0,ôô) s'identifie canoniquement à 

A*\[Z& x (Y£/K£) x (Y°°'°/K?'°) x (F0Ô/K0Ô) x Z-0]. 

Démonstration : (i) résulte de ce que, d'après la proposition 2 du 
paragraphe précédent, il existe dans les (14 ,^) , x G |X|\{oo,0} des 
réseaux MX1 libres de rang r sur VX®YqWq et vérifiant les propriétés 
(iii) et (iv) dans ladite proposition. En effet, d'après le lemme 8 du 
paragraphe III. 1, on a alors des isomorphismes 

(Mx)^ê¥qTQ^MX 

et d'après le lemme 4 du paragraphe 1.2, (Mx)̂ 1 est libre de rang r sur 
VX. Si donc, pour tout x G |X|\{oo,0}, on choisit (m*,m£,... ,mrx) une 
base de {MXYX sur VX et si on introduit m1 = (mxx)x^\x\\{oofi)-> • • • >mT — 
(mx)a;G|X|\{oo,o}î alors la famille m1,...,mr est une base de (V^°' )tp°°' 
surL>°°'°. 

Ainsi, (V^0'0)̂ 00' est libre de rang r sur D°°'° et les autres assertions 
s'en déduisent immédiatement. 

(ii) résulte de même du lemme 4 du paragraphe précédent. 
(iii) résulte aussi du lemme 4 du paragraphe précédent, combiné au 

lemme 9 du paragraphe III. 1. Il apparaît un facteur deg(oo) [resp. deg(0)] 
car si Môb [resp. MQ] est un élément de Z<sà [resp. Z5], et si m est un entier, 
alors le quotient 

^+1(Mdô)/^(Môb) [resp. <^(Mô)/^+1(Mô)] 

est supporté par Probm(ôô) [resp. Probm(0)]. 
(iv) est évident. 
(v) Il est évident que Ax agit naturellement sur Z^o [resp. ZQ] via 

Aut(Vrob,<?ôb) [resp. Aut(FQ,<£g)]. De plus, l'action de Aut(Vdb, [resp. 
Aut(Fg,^5)] sur Zoo [resp. ZQ] se factorise nécessairement par 

— det ~ ^ det 
Aut(Voo, tp*) • F* [resp. Aut(Vô, ip6) > F0X] 

en un homomorphisme F£ —• Z [resp. F0X —> Z]. Puis, pour connaître 
ce dernier, il suffit de connaître l'action du centre F£ de Aut(V<sb,<Pâb) 
[resp. F0X de Aut(yô, <£ô)]. Or, pour g^ G F£ flOoo, M<5o G ZÔO [resp. g0 € 
F0X fl O0, MÔ G Zô] et n G N, on a 
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' dimĵ Mob/̂ ooMoo = deg(oo)/ioo00(500) 

< dimf7M6o/^de^-)(M6b) = mdeg(oo) 

, det(9oo) = (500)'100 

[respectivement 

' dim^Mô/goMô = deg(0)/Io0(SO) 

< dimf7Mô/^deg(0)(M5) = mdeg(0) 

, det(5o) = (9o)ho 
} 

d'où le résultat. 
(vi) D'après la proposition 2 et le lemme 4 du paragraphe précédent, se 

donner un £>-chtouca dans C, muni d'un isomorphisme de sa fibre générique 
avec (V, <£, i), revient à se donner : 

• pour tout x G |X|\{oo,0} un réseau Mx dans VX, libre de rang r 
sur Vx®¥q¥q de façon à vérifier les propriétés (iii) et (iv) de ladite 
proposition^, _ _ 

• un réseau M™ dans V™ et un réseau Mq dans VQ, invariants par tp™ 
et <p® respectivement, 

• deux éléments et M5 de Z^o et ZQ respectivement. 

De plus, se donner une structure de tous niveaux en-dehors de 00 et 0 
sur le D-chtouca considéré revient à se donner pour tout x G |X|\{oo,0} 
une base de MX sur T>X<G)WQ¥Q invariante par c'est-à-dire une base sur 
D™>° de {V™'0)*00'0 qui engendre les MX. _ _ 

Et d'après le lemme 8 du paragraphe III. 1, la donnée de M™ et Mq es^ 
équivalente à celle de deux réseaux dans (V^)^~ et (Vf)^, autrement dit 
de deux éléments de Y£/K£ et Y$/K%. 

Ceci prouve la première assertion de (vi). 
Maintenant on remarque que pour tous sous-schémas fermés I <—• J c-> 

X évitant 00 et 0, le foncteur 

Cht^ j (Ô, œ) —• Cht£c7 (Ô, 00) 

est galoisien de groupe 

Kev[GLr(Vj) — GLr(Vj)} = KJ/KJ = K?>°/K?>°, 
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et comme 0 ^ 7 ' ° = {1}, on en déduit que Chtpj(0, oo) s'identifie au 

quotient de Cht^_(0, oo) par l'action à droite de ÜT̂ 0'0, ce qui termine la 
démonstration. [] 

Maintenant, décrivons en termes des identifications du théorème 1 (vi) 
l'action des opérateurs définis au paragraphe 1.1. 

PROPOSITION 2. — 

(i) Le morphisme de champs Prob^g^°°^ [resp. Rrobg6*^] induit un 
fondeur de chaque groupoïde Chtp7(0,ôô) ou Chtp^(0,ôô) dans lui-
même. De plus, ce fondeur préserve les classes d'isogénies C. Et en termes 
des identifications du théorème 1 (vi) 

Cht#}(Ü,cx>) - A ^ Z * x ( Y ~ / i C ) x (Y°°'°/K?'°) x (y0ô/K°) x ZÔ] 

Cht^ (0 ,ôô ) - AX\[ZÔÔ x (y~/üf*) x y°°-° x (y0Ô/UT0Ô) x Z5] 

son action est induite par : 

• l'identité sur y * , y°°'0 ci yoô, 
• Za translation par+1 sur Z^o [resp.Z^[ c'est-à-dire l'application 

M* —> fosb^^Wôb) [resp. M-0 ' ^ (^)deg(0)(^6)l > 

• l'identité sur ZQ [resp. ZÒO]. 
(ii) L'action de Hecke à droite du groupe GLr(£>^°'°) = G(A°°'0) 

sur le champ Cht!^00'0* induit une action sur l'ensemble Chtp^(0,oô) 
qui préserve chaque classe d'isogénies C. En termes des identifications du 
théorème 1 (vi) 

ChtgL(Ô,5ô) S AX\[ZOÔ x (Vo,^o)] x F00'0 x Y$/KI X ZÔ] 

ceííe action est induite par : 

• l'identité sur ZÔO,Y™, Y$ et Z5, 
• l'action à droite naturelle de G(A°°'°) si¿r y00'0 citée dans le théo­

rème 1 (i). 
Démonstration : 
(i) Cette action existe car le morphisme Frob^6(oo) [resp. Frobdes(0)] 

transforme le zéro 0 et le pôle ôô" en 0 et Frobdeg(oo)(ôô) = oo [resp. en 
Frobdeg(0)(Ô)=Uetôô]. 

Le reste de l'assertion est évident sur les définitions. 
(ii) est évident sur les définitions, une fois remarqué que l'action de 

Hecke préserve zéro et pôle. 0 
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4. — Description des groupoïdes de points fixes 

On conserve sur ôô, 0, oo, 0 les hypothèses des deux précédents para­
graphes. 

Par ailleurs, on se reporte aux hypothèses, notations et définitions du 
paragraphe 1.4 consacré aux correspondances de Hecke, avec maintenant 
T= {oo,0}. 

En particulier, on fixe une fois pour toutes un élément a de degré 1 dans 
(A°°'0)x. 

Si I <—• X\T est un sous-schéma fermé fini et g est un élément 
de G?(A00,°), on dispose de la correspondance finie étale ^j(g) dans 
Chtp j /az au-dessus de X^T) x X(T). 

Si de plus u, s >1 sont deux entiers avec deg(0)|?x, deg(oo)|s, on dispose 
du champ des points fixes FixeJ,j(g,u, s) qui est algébrique au sens de 
Deligne-Mumford, et étale, au-dessus de Spec *;(()) x Specft(oo). 

On note Fixe£> 7(<7,u, s)(0,ôô) le groupoïde fibre au-dessus du point 
(0,ôô) à valeurs dans ¥q. 

Le foncteur canonique 

Fixex>j7(p,u,s)(0,oo) —• Chtp7(0,ôô)/az 

induit une décomposition suivant les classes d'isogénies 

Fixeï> r(0,tz,s)(O,oo) 
c 

Fixe^c7(5,î/,s)(0,oo). 

PROPOSITION 1. — Soient I X\{oo, 0} un sous-schéma fermé fini, g 
un élément de G(A°°'°) et u, s > 1 deux entiers avec deg(0)|^,deg(oo)|s. 

Soit C une classe dHsogénies de Cht^ 7(0, ex)), et fixons des isomor-
phismes d'algèbres ^+ Md{Ooo), Do —> M^(Oo). 

Alors, avec les notations ci-dessus et celles du théorème 1 du para­
graphe III.3, le groupoïde FixepC7(#, u, s)(0,ôô) est naturellement équiva­
lent au groupoïde quotient 

Ax\{(7,M&1t,*r0,îlnô,M,)}/C x K?fiaz x K$ 

où : 

• (7, Mob, y^, y00'0, Î/QÎ MQ) décrit le sous-ensemble de Ax x x 
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y * x Y00*0 x yoô x ZQ des éléments qui vérifient 

— deg(óc)óc(det 7') = s 

7y*OOfijqofigKOO 
7yoo,0 g yOOfijqofigKOOfiJ 

ivi e yÌKÌ 

deg(Ô)Ô(det7') = u 

si l'on note 7 = (7',7") G Ax = (A')x x (A")x, F le centre de l'algèbre 
à division A', det : (A')x —• (F)x l'homomorphisme de norme réduite, et 
db, Ô les places de F déterminées par 

F * = ImiFtopFoo -> End(Vk, tp&)), F-0 = lm{F®FF0 End(Fô, £ô)), 

• l'action à droite de x Kj°'°az x K% sur ce sous-ensemble 
est induite par celle de G™ x G(A°°'°) x Gg sur Z&xY^x y°°'° x F0Ô x Z6 
(telle que précisée dans le théorème 1 du paragraphe IIL3), et par l'action 
identité sur le facteur Ax, 

• l'action à gauche de Ax sur ce sous-ensemble est induite par 
celle de Ax sur Z& x x Y°°i0 x YQ X ZQ et par l'action de conjugaison 
sur le facteur Ax 

A x x A x ^ Ax ((5,7) r—> ô^ô-1. 

Démonstration : Par définition, on a un carré 2-cartésien de champs : 

Fixe^I(g,uis) ChtrVJ/az 

Cht^j/a2 

(Proboo Frob̂ ;Id) 

Cht^j/a2 x Cht^7/az 

En prenant les fibres au-dessus du point (0,00) à valeur dans ¥q et en 
se restreignant à la classe d'isogénies C, on en déduit un carré 2-cartésien 
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de groupoïdes 

Fixe£c7(#,u, s)(0,oo) Cht£c7(0,ôô)/az 

r£>)(0,ôô) 

(Frob̂ oFrob̂ jId) 

Cht£c7(0,ôô)/az x Cht£c7(0,ôô)/az 

où, d'après le théorème 1 (vi) du paragraphe III.3, le groupoïde 
Cht^7(0,ôô) est naturellement équivalent à 

Ax\[Zob x Y™ x y00'0 x F0Ô x Z6]/K* x K™>° x K$. 

De plus, et d'après la proposition 2 (i) du paragraphe III.3, l'action de 
Frobo Frob^ sur Cht^7(0,ôô) est induite en ces termes par : 

• l'action identité sur Y°°, y00'0 et Y§, 
• la translation par deg(0) sur Zq, 
• la translation par (Vo,^o)] sur Z^. 

Enfin, d'après la proposition 2 (ii) du paragraphe III.3, et la définition 
de la correspondance Tp7(g), le groupoïde rpC7(gf)(0,ôô) s'identifie au 
quotient 

^\{{M&, y* y?'°, y?>°, yl MQ)}/K* X K?>°az x Kp°az x tfjj 

où {MAi 2/I°'°> 3/2°'°» 2/o> Mj) est ̂ e sous-ensemble de Zso x Y™ x 
Y00'0 x Y00'0 x Y$ x Zô des éléments qui vérifient 

y?'° € y^0K(Vo,^o)]p0gKp°az. 

Pour conclure il suffit, d'après le théorème 1 (v) du paragraphe III.3, de 
vérifier que les homomorphismes composés 

(A')* y AutO^.fcs,) 
det Fx 

x oo 
-oo(-) 

dr 
rd 

[resp. (A')x > Aut(%£ô) 
det 

F* • z ; 

et (A')x 
det fx 

deg(ob) ~ / \ - 2 S * ( 0 
Z 

[resp. (A')x det (F)x 
(Vo,^o)] 
(Vo,^o)] Z ] 
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sont égaux. 
On remarque que ces deux homomorphismes sont continus pour la 

topologie oo-adique [resp. 0-adique], se factorisent à travers F£ [resp. FQ] 
et que l'image dans F^resp. F0X] du sous-groupe Fx Ç Fx Ç (A')x 
a son adhérence d'indice fini. Donc il suffit de prouver que ces deux 
homomorphismes deviennent égaux quand composés avec le plongement 
F* Fx ^ (A')x. 

Soit donc i eFx Ç(A')X. 
Son image par le premier homomorphisme est 

-/looOo(Y) [resp. h00(j')} 

et son image par le second est 

-(dim~A') 
deg(oo) 
deg(oo) 

[resp. (dim~A') 
deg(Ô)-
deg(O) j(7')l • 

Or d'après la proposition 5 du paragraphe III.2, on a 

hoo = 
r'd 

[F: F] 
[Fòo '• F<x>] ho — 

r'd 

[F : F] [*ô : F0Ì dim~A'= 
r'd 

V[F:F] 

. 2 

et par ailleurs, on a évidemment 

[FÔO : F00]deg(oo)oo(7,) = deg(cx))cx)(7,) [F5 : F0]deg(0)0(7,) = deg(5)0(7/) 

d'où le résultat annoncé. [] 

Posons, les places 0 et oo étant toujours fixées : 

DÉFINITION 2. — Soient u, s > 1 deux entiers. 
Un élément 7 du groupe G(F) = GLr(D) est dit (u, s)-admissible si la 

F-algèbre engendrée F[7] se décompose en F[7] = F' x F", où : 
• F' est un corps, et si 7' désigne Vimage de 7 dans F', alors il 

existe deux places (V et 00' de F' au-dessus de 0 et 00 respectivement, telles 
que 

0 ' (7 ' )^0 , oo'(7 ')^0 

et x'{pi') = 0 pour toute autre place x' de F' au-dessus de 0 ou 00, 

• on a deg(0)0(det7) = u — deg(oo)oo(det7) = s, 
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• si 7" désigne l'image de 7 dans F", alors 7" a toutes ses 
valuations nulles au-dessus de 0 ou 00. 

Remarque : Les écritures F[7] = Fi xF"',7 = (7', 7") sont évidemment 
uniques. On pourra les appeler les décompositions canoniques de F[7] et 7. 
On dira que F' et 7' en sont les parties irréductibles, F" et 7" les parties 
triviales. 

On note que les polynômes minimaux de 7' et 7" sont premiers entre eux. 
D 

LEMME 3. — On fixe u, s>l deux entiers. 
(i) Soient C une classe d'isogénies et (V,(p,i) la fibre générique qui 

lui correspond. Et, avec les notations du théorème 1 du paragraphe III.3, 
soit 7 = (7', 7") un élément de A = Af x A" tel qu'il existe y™ G Y™ et 
?/n € K% vérifiant 

(i) 

— deg(6b)ob(det7/) = s 

7!&' ¿/00-̂ OO 

7̂ 0° ^ dmldL« 
deg(Ô)6(det7/) = u 

(avec les notations de la proposition 1). 
Alors il existe une base de (V, i) sur D ®Fq F9 telle que le plongement 

induit Ax «-* GLr(D ®Fq Fg) envoie 7 st/r im élément de GLr(D), bien 
déterminé à conjugaison près, et qui est nécessairement (u, s)-admissible. 

De plus, si F' = F[7;], F" = F[-y"], F[i\ = F' x F" est la décomposition 
canonique de F [7], F' contient F et, avec les notations de la définition 2, 0' 
est l'unique place de F' au-dessus de 0 et oo' l'unique place de F' au-dessus 
de 60. 

(ii) Réciproquement, soit 7 un élément (u, s)-admissible dans 
GLr(D). _ 

Alors il existe sur (V,i) = (D ®wq ¥q)r une structure de tp-espace 
(V, 9P, i), bien déterminée à isomorphisme près préservant 7 et telle que : 

• 7 G A = End(V,<p,i), 
• (V,y>,i) est fibre générique d'une classe d'isogénie C, 
• /a décomposition canonique F [7] = F' x F" est compatible avec la 

décomposition canonique A = A' x A", 
• le centre F de A' est contenu dans F' et, avec les notations de la 

définition 2 ci-dessus et du théorème 6 du paragraphe III.2, les places 
6c, Ô de F sont les restrictions des places oo', 0' de F', 
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• sur (F77, i), <p" est induit par Vhomomorphisme Id ® Prob de (V, i) = 
(D(S)wq¥q)r. De plus, il existe y™ G Y™ et J/Q € ÏQ* (avec /es notations 
du théorème 1 du paragraphe III.3) ieZ gwe soit vérifié le système de 
conditions (1). 

Démonstration : 
(i) Posons F7 = F[y]. Ainsi F' est un corps, plongé dans A7, et 

engendré par F et F'. 
On remarque d'abord que l'homomorphisme composé 

F' <S>~ FOÔ —-> A7 ®~ FOÔ —• End(Fob, £sb) 

est injectif. Comme End(Voo, <PÔO) est une algèbre à division, on voit que 
F' ®p FÔO est un corps. Autrement dit, il existe une unique place 6b7 de 
F' au-dessus de la place 6b de F. De même, il existe dans F7 une unique 
place Ô7 au-dessus de la place 6 de F. 

Par conséquent, on a 6b7(77) ^ 0, Ô7(77) ^ 0 et x'{^') = 0 pour toute 
autre place x' de F' au-dessus de oo ou 0, comme il résulte maintenant des 
conditions (1). Cela implique en particulier que si oo7 et 07 sont les places 
de F' restrictions de 6b' et 07, alors 6b7 [resp. Ô7] est l'unique place de F' 
au-dessus de oo7 [resp. 07]. 

Or, si II est l'élément de (F)X ® Q tel que (F,II) soit la (p-paire associée 
à (V7,^7), on a d'après le théorème 6 du paragraphe III.2 que 6b(n) ^ 0, 
Ô(n) 7̂  0 et ¿(11) = 0 pour tout autre place x de F. 

Par ailleurs, il existe dans F7 un élément non nul II7 tel que oo7(II7) ^ 0, 
07(II7) ^ 0, et x7(II7) = 0 pour toute autre place x' de F'. En effet, si 
X' désigne la courbe projective lisse sur ¥q dont le corps des fonctions 
est F7, le fibre associé au diviseur de degré 0 : deg(07)oo7 — deg(oo7)07 est 
nécessairement de torsion dans le groupe abélien Pic(X7). 

Maintenant, il existe deux entiers non nuls N, N' G Z tels que G 
(F)X C (F7)X, WN' G (F7)X Ç(F')X et «/(II*) = ob^lT^'). D'autre 
part, on a automatiquement xf(TlN) = 0 = x'(U'N ) pour toute place 
x' ï 6b7, Ô7 dans F7. Donc aussi 0f(UN) = Ô7(II7iV') d'après la formule du 
produit, et 11^ et UfN diffèrent d'une constante multiplicative. Quitte à 
remplacer N et N' par des multiples, on peut même supposer 

frN = jriN' 

Mais, d'après le lemme 3 du paragraphe III.l, F est engendré sur F par 
UN, donc F Ç F7 et F7 = F7. 
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D'autre part, il résulte encore des conditions (1) que 7" a toutes ses 
valuations nulles au-dessus de 00 ou 0. 

Maintenant, montrons qu'il existe un plongement F' Mr'(D). On 

dispose d'un plongement F' A', et on sait dim~A' = Wd WF Donc 

tous les invariants de A' (g)~ F' sont annulés par jpr^j. Or, d'après la 

proposition 5 (v) du paragraphe III.2, A' et D ®p F ont mêmes invariants 
en toutes les places x ^ 6b, 0 dans F. Par conséquent, tous les invariants 
de D ®F F' = (D <8>F F) <g)~ F' sont annulés par rdWF 

L'existence d'un plongement Ff <^-> Mr>(D) résulte alors du lemme 
suivant : 

LEMME 4. — Soient K un corps de fonctions sur un corps fini, K' un 
corps extension finie de K et A une algèbre centrale simple sur K, de 
dimension finie a2. 

Alors, il existe un plongement K' ^ A sur K si et seulement si [K' : K] 
divise a et ^K?.Kj annule tous les invariants de A®KK' en les places de K'. 

Démonstration : Supposons qu'il existe un plongement K' <^-> A. Et 
soit K" un corps plongé dans A, maximal, et contenant K'. On a que K" est 
dans A son propre centralisateur. Donc, d'après [Jacobson, II] théorème 4.8, 
on a 

\K" :K]=a et (A ®K K') ®K, K" = A ®K K" 2É MŒ(K"). 

Donc [K" : K'} = [K?:K] est un entier, et qui annule tous les invariants de 
A ®K K' en les places de K'. 

Réciproquement, si jj^rjq = OL* est un entier qui annule les invariants de 
A(S>RK1\ on peut écrire A®KK' — MA/AT (Af) où A' est une algèbre centrale 
simple sur K', de dimension a'2. On a aussi Aop ®K K' = Ma/a,(A'op) et 
le choix d'une base de A'op sur K détermine un plongement 

Aop®K K' ^Ma2(K). 

Le commutateur de Aop dans Ma2(K) est isomorphe à A, et il contient K'. 
C'est ce qu'on voulait. [] 

Suite de la démonstration du lemme 3 : 

Maintenant, le choix d'une base de (V',i) sur D ®¥q ¥q détermine un 
plongement composé 

F' ^ End(V, <//, i) ^ End(V, i) Mr>(D ®¥q F^) 
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qui, d'après le théorème de Skolem-Nœther, est conjugué de 

F' ^ Mr, (D) ^ MT, (D ®Fg . 

Autrement dit, quitte à changer de base, on peut supposer que ces 
homomorphismes composés sont égaux. 

Par ailleurs, si on choisit une base sur D de (V")* , elle induit un 
plongement 

F" ^ End(V 'V,z) = End((V"y\i) Mrn (D). 

Le composé 

F[j\ = F' x F" Mr>{D) x Mr»(D) ^ Mr(D) 

répond alors à la question posée. 
En effet, pour prouver que l'image de 7 est (u, s)-admissible on n'a plus 

qu'à remarquer que les homomorphismes 

~ x v -deg(ob)6b(-) 
(FÔO)X > Z 

~ deg(Ô)Ô(-) 
[resp. (Fô)x l i ^ Z ] 

~ det — deg(oo)oo(-) 
et ( F ^ x >(F0O)x ' Z 

~ det deg(0)0(-) 
[resp. (F-OR • (F0)x > Z ] 

sont égaux. 
(ii) 7 G GLr(D) peut être vu comme un automorphisme du D-module 

à droite Î9r, et aussi du D ®F Fg-module à droite (D ®F ^q)r-
On pose V = Ker7" ®Fq F^, V" = KerV ®¥q W~q, si (Y, 7") est la 

décomposition canonique de 7. Ainsi, 7' s'identifie à un automorphisme de 
Ker7//, ou de V7, et 7" s'identifie à un automorphisme de Ker7/, ou de 
V". On notera r' le rang de V. 

Il s'agit de mettre sur Vf et V" des structures de (^-espaces <// et y>;/ de 
façon à vérifier les propriétés de l'énoncé. 

(V"iipn) doit être un ^-espace trivial, avec 7" G End(V//,(^//,i). On 
peut prendre ip" = IdKer7' ® Erob, et c'est la seule possibilité. 

Voyons maintenant comment construire (//. 
Tout d'abord, il existe IT G (F')x tel que oo'(n') ^ 0, O'(II') ^ 0, et 

rr'(II') = 0 pour toute autre place x' de F'. 
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Et soit F = 
n€Z\{0} 

F[U/n] C F'. 

Puis, soit II l'unique élément de (F)x ® Q colinéaire à II7 et qui vérifie 

deg(6b)6b(n) = 
[F : F] 

r'd 
deg(6)Ô(n) = 

[F: F] 

r'd 

si 6b, Ô désignent les places de F obtenues par restriction de oo;, 0'. On a 
aussi x(Tl) = 0 pour toute place x ^ 6b, 0 dans F. 

Et on remarque au passage que nécessairement oo' et 07 sont les seules 
places de F' au-dessus de 6b et Ô puisque II' G (F)x (g) Q et a;7 (II7) = 0, 
Vx7^oo7,07. 

Par ailleurs, de l'existence des plongements 

F c_+ F' ^ End(Ker7",i) ^ MT> (D) 

on déduit d'après le lemme 4 que [F : F] et même [F' : F] divisent r'd, que 
-£r^- annule les invariants de D ®F F et que vLdm annule les invariants de 
[F: F] ' -FJ 
D(8)F F'. 

On voit déjà d'après le théorème 6 du paragraphe III.2 que (V',i) peut 
être muni d'une structure de (^-espace (V7,y/,z) dont la <£>-paire associée 
soit (F, II) et telle que (V, i) = {V, (p', i) © (V77, </?77, i) définisse une classe 
d'isogénie C. 

Montrons que quitte à conjuguer ip' par un élément de Aut(V7,z), on 
peut supposer que 77 G Aut(V7, y/, z) = A7. 

Pour cela, il suffit de prouver qu'existe un plongement 
F' A7 

car alors les plongements 

f c_> A7 Aut(V7, i) et F' ^ Aut(V7, i) 

seront nécessairement conjugués. _ 
Et d'après le lemme 4, il s'agit de voir que [F' : F] divise WFF et que 
F [F: F] 

[F,DF] annule les invariants de A; ®]r F . 
Cela résulte de ce qu'on a déjà prouvé, car, d'après la proposition 5 (v) 

du paragraphe III.2, A7 ®jr F' a mêmes invariants que D ®F F' en toutes 
les places distinctes de oo7 et 07, et ses invariants en oo7 et 07 sont 
respectivement 

[F: F] 

r'd 
(Vo,^o)] [F1 : F] 

r'd 
et 

[F: F] 
r'd 

(Vo,^o)] [F' : F] 

r'd 
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Ceci achève la construction d'un tp' convenable. Et il est immédiat qu'à 
isomorphisme près préservant 7' c'est la seule possibilité. 

La dernière assertion résulte de ce que, comme 7 est (u, s)-admissible, 
son image dans Aut((V£°)^~) [resp. Aut((VR0Ô)V?O)] a toutes ses valua­
tions nulles, donc engendre un sous-groupe d'adhérence compacte, qui 
nécessairement stabilise un réseau, c'est-à-dire un élément de Y£g/K™ 
[resp. Y*/K$]. D 

De la proposition 1 et du lemme 3, ainsi que du théorème 1 du 
paragraphe IIL3, on déduit immédiatement : 

THÉORÈME 5. — Soient r > 1 un entier, 00 et 0 deux places distinctes 
de F qui sont dans X', etœ, 0 deux points de X(¥q) au-dessus de 00 et 0. 

On fixe des isomorphismes d'algèbres M(i(0oo), T>o —> 
Md(O0). _ _ 

Soit (V, i) le D ®Fg ¥q-module à droite (D (g)Fq ¥q)r. 
Pour toute structure de (p-espace (V,<£,i) sur (V,i), telle que (V)* = 

{V")* soit contenu dans Dr et qui corresponde à une classe d'isogénies 
de Cht£>(0, ôo), on choisit une fois pour toutes, avec les notations du 
théorème 1 du paragraphe III.3, un point base dans 

ZÔO x Y™ x F00'0 x r05 x Z6 

c'est-à-dire : 
• une base de (V^0)^'0 sur L>~'°, 

• une base de (V™)*™ [resp. (Vf)^] sur [resp.F0], 

• un réseau dans VÔO [resp. V5] qui soit élément de ZÔO [resp. Zg]. 
En notant G(A°° '°) = GLr(D™>°), G°° = GLRD.FCOO(FOO), GG = 

GLrd.ho(F0) etA = End(V,tp,i), A' = End(F',^,1), A" = End(V",<p",i), 
on a des homomorphismes induits : 

Ax • xA det f 
deg(ôb) 
deg(oo 

ev 
Z 

Ax dv 

Ax G(A°°'0) 

sdv dv 

Ax A'x 
det dvx 

frd 
deg(0; 

dd 
Z 
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De plus, soit a un élément de degré 1 dans (Aoo,0)x, fixé une fois pour 
toutes. 

Et soient u, s > 1 deux entiers, avec deg(O) | u et deg(oc) | s. 
Pour tout élément 7 de G(F) = GLr(D) qui est (u, s)-admissible, on 

choisit une fois pour toutes une structure de (p-espace (V, ip, i) sur (V, i) 
qui satisfasse les conditions du lemme 3 (ii). Et on note A7 = Ay x A"„ 
la sous-algèbre de A = A' x A" des éléments qui commutent avec 7. 

Alors, si 7 décrit un ensemble de représentants des classes de conju­
gaison d'éléments (u, s)-admissibles de G(F) = GLr(D), les choix que 
nous avons faits déterminent une équivalence, pour tout sous-schéma fermé 
fini I X\{oo,0} et tout élément g de G(Â00,°), entre le groupoïde 
Fixe^j((7, s) (0,cx>) et la somme disjointe de groupoïdes quotients 

I I A* \{ (m* ,0~ ,5~^^mô)} / t f~ x K?»0o? x K% 

OU 

K000 ~ GLrd-hooiOoo) Ç GLrd-hooiFoo) = G •00 
00 

K™'° = Ker H GLrÇDx) —• GLr(î>/) ç GLr(D™>°) = G(A°°'U) 

x€|X| 

KQ = GLrd-h0(Oo) ç GLrd-HO(Fo) = GQ 

et {(mob,9*,5°°'°,5o^mo)} est le sous-ensemble deZxG^Gx G(A°°'°) x 
x Z de/mi par /es conditions 

00'0)-1™00'0 e 

(a00'0)-1™00'0 e КГ'°оКГ'°аг 

(g0*)-1™0» e • 

5. — Nombres de Lefschetz 

Sont toujours fixés oo, 0, ô5 et 0 comme dans les précédents paragraphes. 
Par ailleurs, on suppose que V est une Ox~Algèbre partout maximale. 

a) Polygones de Harder-Narasimhan 

139 



III - DESCRIPTION ADÉLIQUE DES CHTOUCAS. NOMBRES DE LEFSCHETZ 

LEMME 1. — Soit a un nombre réel. 
Soit .AÔ,ÔÔ ^a catégorie abélienne des diagrammes de V ®¥q ¥q-Modules 

cohérents sur X ®F ¥Q 

£ = 

£ 

d 

3 

£' 

t 

où j et t sont des isomorphismes en-dehors de oo et 0 respectivement 
Soient rg et dega les deux applications 

rg : ObAô,ôô - N 

£ rg£ — rgv~ F £/£tor) 

dega : OK4Ô,ÔÔ —• K 
sd > a degfdet £) + (!- a) deg(det f;). 

Alors AÔ,ÔÔ munie de ces deux applications est une catégorie à pentes 
(au sens de la définition 1 du paragraphe II.2). 

De plus, si £ est un objet sans torsion de AÔ,ÔÔ (c'est-à-dire un 
V-chtouca généralisé sur FQ), muni d'un automorphisme 7 de sa fibre 
générique, alors la famille de ses sous-objets dont la fibre générique est 
stabilisée par 7 est une bonne famille (toujours au sens de la définition 1 
du paragraphe II.2). 

Démonstration : Cela résulte du lemme 3 du paragraphe IL2 et du 
fait que si 7 est un automorphisme d'un certain (^-espace (V, y?, i) la famille 
des sous-espaces stabilisés par 7 est stable par intersections et sommes. [] 

D'après la proposition 2 du paragraphe II.2, on voit maintenant que 
pour tout entier r > 1 et tout nombre réel a, on peut associer à tout 
couple (¿,7) constitué d'un objet £ de Chtp(0,ôô) et d'un automorphisme 
7 de la fibre générique de 5 , un polygone a-canonique 

py.a:[0,r}^R+ 

On dispose aussi du polygone a-canonique de £ 

p A : [ 0 , r ] ^ R + 

et on a évidemment toujours l'inégalité 

Plta < Pa • 
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LEMME 2. — Soient r > 1 un entier et a un nombre réel 
Soient £ un objet de Cht^(0,ôô) et 7 un automorphisme de la fibre 

générique (V,<p,i) de E. Soit 7 = (7', 7") Vécriture qui correspond à 
la décomposition canonique (V,y?,i) = (V',<//,z) 0 (V",(p",ï) en partie 
irréductible et partie triviale. 

Enfin, soit C un élément de Pic(X) muni d'une section rationnelle non 
nulle t, et tel que Vhomomorphisme 7" : (V, </?, i) —> (V, y?, i) et H induisent 
un homomorphisme partout défini 

7"} ®t\E—>E®QxC 

Alors, en posant R = ddegC, on a : 
(i) Pour tout sous-objet maximal T de £ tel que 

uZ CF) > al £/n + R. 

la fibre générique de T est stabilisée par 7. 
(ii) Pour tout polygone p : [0, r] —> R+ vérifiant 

1 < r' < r => p(r') - p(rf - 1) > [p(r' + 1) - p(r')] + i2 

et en notant p^ a et pa les polygones a-canoniques de (£, 7) et E, on a 
l'équivalence 

P*v.a < P <ä=*> Pa < P • 

Démonstration : _ 
(i) La fibre générique de T s'écrit comme la somme directe d'un sous-

espace de (V',(p',i) qui est soit 0 soit (V',(p',i) et d'un sous-espace 
de (V", <£7/, i). Donc elle est automatiquement stabilisée par 7'. Comme 
7 = 7' + 7/;, il s'agit de voir qu'elle est aussi stabilisée par 7" c'est-à-dire 
que l'homomorphisme composé 

T^E-
y"®t 

E ®ox C —• EjT' ®ox £ 

est nul. 
Or, d'après le lemme 6 (i) du paragraphe II.2, on a 

uiiSj'?'®0ï С) = ut (S IT) + dàegC 
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d'où par hypothèse 

ßZ(f)>vt{ßlF®ox С). 

On conclut d'après la proposition 2 (v) du paragraphe II.2. 
(ii) On sait que p7 a < pa d'où déjà l'implication 

Pce <P=^P7,a < P -

Réciproquement, supposons qu'on n'ait pas pa < p. Soit 0 = £Q Ç £1 C • • • 
la filtration a-canonique de £. Soit T un objet parmi les £i qui maximise 
la quantité 

(dega T - dega £) - p(rgï) = (pa - p){vgT). 
rg£ 

Ainsi, on a 

dega T - X ^ ? L dega £ > p(rg T) 
rg£ 

et par ailleurs, il résulte de l'hypothèse sur p que 

/x-(^) >fi+(£/F) + R. 

D'après (i), la fibre générique de T est stabilisée par 7 et donc il n'est pas 
vrai non plus que p1 a < p. Q 

Considérons maintenant, pour r > 1 un entier et a G M, l'application qui 
à tout objet de Chtp(0,ôô) [resp. et qui est muni d'un automorphisme de 
sa fibre générique] associe son polygone a-canonique pa [resp. p7)QJ. Cette 
application est invariante par l'action de Pic(X) d'après le corollaire 7 (i) 
du paragraphe II.2. En particulier, si on a choisi un élément a de degré 1 
dans (Aoo'0)x, elle est invariante par az. 

Or, si / <-> X\{oo, 0} est un sous-schéma fermé fini, g est un élément 
de G(A00'0) = GLr(D™'°) et u,s > 1 sont deux entiers avec deg(0)|w et 
deg(oo)|s, le foncteur 

Fixe^7(5,u,5)(Ô,ôô) —-> Cht^j7(Ô,ôô)/az —> Cht^(Ô,ôô)/az 

associe à tout objet de Fixe^j{g,u, s)(0,ôô) un objet de Cht£>(0,ôô) 
(modulo az) et qui de plus est évidemment muni d'un automorphisme 
de sa fibre générique. 

A tout objet de Fixe£>(p, u, s)(0,ôô), on sait donc associer des polygones 
a-canoniques pa et p7 a. 
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PROPOSITION 3. — On a fixé un élément a de degré 1 dans (A°°'0)x. 
Soient r > 1 un entier et a un nombre réel. 
Soient I X\{oo,0} un sous-schéma fermé fini, g un élément de 

G(A°°'0) et s > 1 deux entiers avec deg(O) | u et deg(oo) | s. 
(i) Soit R>0 une constante telle qu'existe un élément b G (Aoo'0)x 

vérifiant : 

• bg e G(A°°»°) H Mr(X>~'°) où V™>° = U Vx, 
xG|X|\{oo,0} 

# R > -ddeg(ft) - i deg(det5) + i(8-u). 

Alors pour tout polygone p : [0, r] —> R+ tel que 
1 < r' < r = » p(r') - p{rf - 1) > [p(r' + 1) - p(r')] + R 

et pour tout objet de Fixe£> i(g,u, s) (0,00) de polygones a-canoniques pa 
etp1 , on a l'équivalence 

Pa <P<=̂ P7,a <P' 

(ii) Pour tout polygone p : [0, r] —» R+; iZ nfy a gw'tm nombre fini 
de classes d'isomorphismes dans le groupoïde Fixe£> 5)(0,ôô) don£ Ze 
polygone a-canonique p7 a vérifie 

Ecrivons que l'élément det7 dans i?x est de degré 0. On obtient 

Démonstration : 
(i) On utilise les notations de la proposition 1 du paragraphe IIL4 et la 

description qui y est faite du groupoïde Fixe£> j(g, u, s)(0, ôo). On considère 
donc un objet dans la classe d'isogénies Fixe^c7(p, u, s)(0,ôô) représenté 

par un uplet (7, Mdb,2/*, y00'0, y$, Mô) dans Ax xZobxy*xr°°'0x70ôxZô 
qui vérifie : 

— dee(6b)6o(dety) = s 

тгу̂ Г G v„K„ 
72/oo,o € yoofiK^flgK^fian pour un n e z 

7yo € « 
degfÔWdetV) = u 

—s + deg(det g) + rdn + u = 0 
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puisque a est de degré 1. 
Par ailleurs, on a 

(ba-n)K™>°gK™>°an ç G(A°°'°) n Mr(V™>°). 

Donc si C est le réseau dans A qui est engendré par b~xan en les places 
distinctes de oo, 0 et par 1 en oo et 0, C vu comme un élément de Pic(X) 
muni d'une section rationnelle vérifie l'hypothèse du lemme 2 ci-dessus. 

Or deg£ = -deg(6) + n = -deg(6) + s"̂ "dreg(detp). Ainsi, l'énoncé 
résulte du lemme 2 (ii). 

(ii) Il existe certainement une constante R > 0 comme dans (i), et on 
peut trouver un polygone q > p tel que 

1 < r' < r => q(r') - q(rf - 1) > [q(r* + 1) - q(r')] + R. 

Il suffit donc de prouver qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes d'isomor-
phismes dans Fixe£> j(g, ?x, s)(0, ôô) dont le polygone a-canonique pa vérifie 

Pce <Q-

Et ceci résulte des faits suivants : 
• D'après la proposition 6 du paragraphe 1.4, le champ 

Fixe£>j(g, 'tx, s) au-dessus de Specft(O) x Spec^(oo) est un champ algébri­
que au sens de Deligne-Mumford, étale sur FQ, donc localement fini sur ¥q. 

• Le morphisme Fixe^ 7(#, M, s) —• Cht^j/az est représentable 
par une immersion fermée. 

• On a un isomorphisme naturel : 

] J Cht^7 ^ C h t ^ / a z 
0<n<rd 

• Les morphismes Chtpn7 —>• Cht̂ 71 sont représentables finis, 
et d'après le théorème 8 du paragraphe II.2, les sous-champs ouverts 
Chtp71'̂ *-9 des Cht^n sont de type fini au-dessus de X' x X' X(Xxx) A. 

D 

b) Définition des nombres de Lefschetz 

On a fixé a un élément de degré 1 dans (Aoo'0)x et r > 1 un entier. 
On reprend les notations du paragraphe I.4b, avec T = {oo,0}. En 

particulier, le groupe G(A°°>0) = GLr(D^°'0) est muni de la mesure de Haar 
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dg°°>0 pour laquelle le sous-groupe compact ouvert K00'0 = GLr(£^°'°) 
est de volume 1. H00'0 désigne l'algèbre de Hecke de G(A°°'°), c'est-à-
dire l'algèbre de convolution des fonctions localement constantes à support 
compact de G(A°°'0) dans Q. Et pour tout sous-schéma fermé fini / ^ 
X\{oo,0}, 7i^°'° désigne la sous-algèbre de H00'0 des fonctions invariantes 
à gauche et à droite par Kj°'0 = Ker[GLr(P^°'°) GLr(2?/)]. On rappelle 
que tout élément /°°'0 de 7^?°'° s'écrit de manière unique comme une 
somme finie 

/00,0 _ Ail̂ oo.O^̂ oo.O 

où les X{ sont des nombres rationnels non nuls, les K%°'0giK%°'0 sont des 
classes distinctes dans K^°i0\G(AOOi°)/Ki^)i0 et les i^00'0^00'0 sont leurs 
fonctions caractéristiques dans G(Â°°y0). 

PROPOSITION 4. — Soient u, s > 1 deux entiers avec deg(O) | u et 
deg(oo) | s. Et soient p : [0,r] —> R+ un polygone, et a un nombre réel. 

(i) Pour tout sous-schéma fermé fini I <—> X et tout élément g de 
G (A00'0), on considère la somme 

M 

1 

#Aut(M) 

où M décrit un ensemble de représentants des classes d'isomorphismes 
d'objets du groupoïde Fixep7(#,w, s)(0, ôô) dont le polygone oc-canonique 
p7 a vérifie p7 a < p, et où pour tout tel M, # Aut(M) désigne le cardinal 
du groupe fini de ses automorphismes. 

Alors cette somme est finie. 
On la noteLeî^ J,A~ (g,u,s). 
Elle ne dépend que de la classe de g dans K^Oi0\G(Aoo,°)/K™'0. 

(ii) Pour tout élément f°°i0 de H00'0 et tout sous-schéma fermé 
I X\{oo,0} tel que /°°'0 G Hf'° Ç H°°^, on considère la somme 

i 
Хгад^°(КГПЬеГ'^(д, и, s) 

associée à l'écriture canonique 

f°°'° = 
i 

À7 11 tv-oo ,C) r̂ oo,0 . 

Alors cette somme ne dépend pas de I. 
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On la note Lef^tt-p(/oo»0>t£,5). 
C'est une fonction Q-linéaire de /°°'0 G H00'0. 

Démonstration : 
(i) La finitude de cette somme a été prouvée dans la proposition 3 (ii) 

plus haut. 
Le fait qu'elle ne dépend que de la classe de g dans K^°\G(A°°^)/K?'° 

résulte du lemme 4 (i) du paragraphe 1.4. 
(ii) Il suffit de prouver que si I <-> J ^ X\{oo,0} sont deux sous-

schémas fermés finis emboîtés avec /°°'0 G H™'° C H™'° C H00'0, alors 
les sommes associées à (/°°'0,1) et (/°°'0, J) sont égales. Or ceci résulte du 
lemme 7 du paragraphe 1.4 puisque l'indice fini [K™'° : K™'0] est égal au 
quotient des mesures 

dg™fi{K?fl)/dg™>°{K?fi). 

Enfin, la Q-linéarité est évidente. [] 

LEMME 5. — Soient u, s > 1 deux entiers, avec deg(O) | u et deg(oo) | s. 
Et soit p : [0, r] —• R+ un polygone. 

Alors pour toute fonction /°°'0 dans H00'0, l'application 

M —• Q A >-+ Lef^--p(/oo'0,fi,«) 

est périodique de période le p.g.c.d. des entiers deg(0) et deg(oo). 

Démonstration : Il est équivalent de prouver que pour tout sous-
schéma fermé fini / ^ X\{oo, 0} et tout élément g G G(A°°>0), la fonction 

M —• Q a .—> Lef^"-P(<7, u, s) 

est période de période le p.g.c.d. de deg(0) et deg(oo). 
Or les morphismes Froboeg^ et Prob^g^°°^ induisent deux foncteurs 

commutant entre eux 

Fixe^7(5,u,s)((),ôô) = t Fixe^7(3,u,5)(Ô,ôô). 

De plus, le composé (Froboeg(0))deg(oo) o (Frob^g(oo))deg(°> = 
probdeg(0)deg(oo) egt équivalencej puisque Frob est une équivalence du 
groupoïde Cht^|7(F^) dans lui-même. Donc Froboeg(0) et Frob^g(oo) sont 
eux-mêmes des équivalences. 

Et d'autre part, d'après le lemme 6 (ii) du paragraphe II.2, le polygone 
a-canonique de tout objet de Fixe£>j(g,u,s)(0,œ) est égal au polygone 
(a — deg(0))-canonique [resp. (a + deg(oo))-canonique] de son image par 
FYobdeg(0) [resp. Frob^g(oo)]. 

D'où le résultat. Q 
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6. — Expression intégrale des nombres de Lefschetz 

Sont toujours fixés oo, 0, ôô et 0 comme dans les précédents paragraphes, 
ainsi qu'un élément a de degré 1 dans (Aoo,0)x, qu'un entier r > 1, et que 
des isomorphismes ©oo^MK^oo)? A ) ^ ^ ( O o ) -

Et on suppose que V est une Ox-Algèbre partout maximale. 

a) Fonctions de troncature 
Considérons d'abord, avec les notations du théorème 1 du paragraphe 

III.3, C une classe d'isogénies, (V, <£, i) la fibre générique qui lui correspond, 
et 7 un élément de AX = Aut(V, <£, i). 

D'après ce théorème le groupoïde 

AX\[ZOÔ x y * x F00'0 x r0ô x Z6]/K£ x x tfj, 

où A7 désigne la sous-algèbre de A des éléments qui commutent avec 7, 
s'identifie au groupoïde des î>-chtoucas dans Chtp(0,ôô) qui sont dans la 
classe d'isogénie C et dont la fibre générique est munie d'un automorphisme 
dans la classe de conjugaison de 7. 

D'après les considérations du paragraphe III.5a, on peut donc associer à 
tout objet de ce groupoïde et à tout nombre réel a un polygone a-canonique 

Pour tout polygone p : [0, r] —> R+ et tout a G R, on notera t(p^a < p) 
la fonction caractéristique de l'ensemble des objets dont le polygone a-
canonique est majoré par p. C'est donc une fonction caractéristique sur 
Zob x ŷ o° x l̂ 00'0 x YQ X ZQ, invariante à gauche par A * et invariante à 
droite par x K°°^ x KQ. Elle est également invariante par Ax et en 
particulier par az, d'après le lemme 6 (i) du paragraphe II.2. 

Considérons maintenant le cas particulier où 7 est un élément (г¿, 5)-
admissible de G(F) = GLr(£>), pour s > 1 deux entiers avec deg(0)|u, 
deg(oo)|s, où (Vji) = (D <8>¥q Fg)r, et où (V, <p, i) est la structure de (p-
espace sur (V,i) qui a été associée à 7 dans l'énoncé du théorème 5 du 
paragraphe III.4. Toujours comme dans ce théorème, on a également choisi 
un point base de Z^ X Y™ x y°°'° XYQ x ZQ qui induit une identification 

Zoo x Y™ x y00'0 x y0ô x ZQ^Z X G * X G(A°°'0) X G§ X Z 

si bien que les fonctions caractéristique l(jptya<p) sont maintenant 
définies sur ZxG™x G(A°°'0) x x Z. 
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On rappelle qu'on a une décomposition canonique en partie irréductible 
et partie triviale 

(v,<p,i) = ( v \ < s , i ) ® ( v " ( p " , i ) 

et que les isomorphismes V^—>Md(Ooo), V0—>Md(Oo) induisent des 
décompositions 

VL = (VL)d VL = V&®V!*> V"=(V")d 

VÁ = (V¿)d V¿ = Vñ®V$ VÁ' = (VÁ')d 

avec V™ = V'* © V" et V$ = VJP © Vn". 

LEMME 1. — Comme ci-dessus, soient u, s > 1 deux entiers avec 
deg(0)|u, deg(oo)|s et 7 un élément (u, s)-admissible de G{F) = GLr(D). 

Soient 7 = (7', 7") la décomposition canonique de 7, r' le rang de 7' sur 
D, E = Dr, E' = Dr', E" = Dr~r' ; on a donc 7 G Aut E, E — E' ®E" 
et on suppose que 7' G KwtE', 7" G AutE". Ainsi {V',i) = E' <8>¥q ¥q et 
( V", p", i) = {E" ®¥q Tq, Id ® Prob). 

Avec les notations ci-dessus, on suppose encore que le point base choisi 
de F00'0 [resp. Y™, resp. Y$) qui est une base de (V£°'°)^ '° sur 
[ resp. de (V£?)*«> sur F^, resp. de (V$)$° sur Fo] a été construit en 

IL n ''oOjO -—- ~I T — ~U 
adjoignant à la base de (VA°°1 ) A [resp. (V^)^00, resp. (V^)fo] induite 

II 1 1 Ci 'oo,0 
par la base canonique de (Vf,)(f — E" = Dr~r une base de (VA00' 
[resp. (V£>Y~, resp. 0$)*$]. 

Alors : 
(i) En notant A7, A'Y, A"„, End(£)7, End(F/)7', End(£")7" les 

sous-algèbres de commutateurs, on a 

A = A' x A" A7 = A; , x A"„ 

et End(£)7 = End(E')Y x End(£"')7» . 
De plus, on a des identifications naturelles 

A" = End(£") A"„ = End(£")7» . 

(ii) Les sous-D-modules W de E stables par 7 sont ceux de la forme 

W = W © W" ç E' © E" = E 

où W et W" sont respectivement des sous-D-modules de E' et E" stables 
par 7' et 7". 
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(iii) L'application W »—• W = W ¥q Ç E ¥q = V induit une 
bijection de Vensemble des W comme dans (ii) tels que W = 0 ou W = E' 
sur Vensemble des sous-espaces de (V,^, i) stables parj. 

(iv) Pour W comme dans (iii), le sous-groupe de G(A°°'°) des 
éléments qui stabilisent le sous-espace W™'° de E™'° se confond avec le 
sous-groupe des éléments qui stabilisent le sous-espace W^°' de V^°'°. 

Notons-le Pw{h°°V). 
(v) Avec les notations de la définition 2 du paragraphe 111 A, soit 

7o' = 7o' l'image de 70 dans le facteur FQ, de FQ OU F[y]o [resp. 7^, = 700/ 
l'image de joo dans le facteur F'^, de F^ ou F[7)00]. Soient 7̂ ° et 7§ 
[resp. 7 ^ et 7^ ] les autres facteurs avec donc 

7o = (70M7O°') 70 = (7o',7o°') 7o°' = (7o°',7o') 

[resp. y00 = (7/00„V-') 7oo = (7oo',7S') 7^ '= (7^',7^)] 
et soient les décompositions en sommes directes correspondantes 

E'0 = E'Q,®E®' Eo = E<y®E$ E'Q,=E0, E$=Eg®E% 

[resp. E'00 = E'oof®E^' E00 = E00,®E£' E0 E E E E E£'=E£'®E'^}. 

L'isomorphisme Vo^Md(Oo) [resp. 2?00-̂ Md(000)] induit des décomposi­
tions canoniques 

E0 = (É0)d,E'0 = (EL)*, EX = (EZ)d,Ev = Œv)d,E$ = (E$)d, 
' E00 = E00,®E 

[resp. E00=(E00)d,E'=(E')d,E"=(E")d,E00,=(E00,)d,E£ =(E£ )d, 
ES =(E'~)d]. 

La base canonique de E" induit une base canonique de ÉQ [resp. Ë'^] de 
cardinal (r — r')d. Et la dimension de ËQ [resp. Ë'™ ] sur FQ [resp. F^] 
est r'd — ho [resp. r'd — hoo]. Donc le choix d'une base de cet espace induit 
un isomorphisme 

Gjj = GLrd-ho(F0)^G$ = AutFo(£00') = AutDo(E$) 

[resp. G* = GLrd_haa (F^Gg = AutFao' E00 = E00,®E = AutDao (E™')] 

Ce choix étant fait, le sous-groupe de GQ [resp. G™] des éléments qui 
stabilisent le sous-espace W$ = W0 n E° [ resp. W{£ = Woo fl E™ ] 
se confond avec le sous-groupe des éléments qui stabilisent le sous-espace 

W°0 = W0n V§ [resp. WZ = n F*] . 
Notons-le (Pw)o [resp. ( iV)*]-
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(vi) Soit W un sous-D-module de E comme dans (iii). 
Pour tout a G R , soit deg^ l'application 

Z x G°° x G(A°°'°) x G§ x Z -> R 

gro associe à tout élément de l'ensemble de départ le nombre réel dega(^r) 
où T est le sous-objet maximal engendré par W dans le V-chtouca S de 
fibre générique (V, (p, i) associé à cet élément. 

Par ailleurs, notons degw l'unique application G(A°°'°) —» Z [resp. 
GQ —• Z, resp. G™ —> Z] invariante à droite parK°°i0 [resp. KQ, resp. K™] 
et qui à tout élément de Pv^(A00'0) [resp. (P\y)o, resp. (iV)ool associe le 
degré du déterminant dans A00'0 [resp. Fo, resp. F^] de sa restriction dans 
AutDoo.o(W~'°) [resp. AutDo(W00'), resp. AntDoa(Wg)]. 

A 
.A/ors, pour tout a € M, et tout (msà,9^,,900'0,5o'mô) ^ans ^ x x 

G(A°°'°) x Gg x Z, on a l'égalité : 

d e g r ( m o ô , 0 * , ^ s 8 , m g ) 

degw(g£) + degw(g°°>°) + degw(g$) siW' = 0 

deg(oo)moô + degw(g£) + degw(g°°'°) + degw(5g) 

- deg(0)mô + (1 - a) + degf (0,1,1,1,0) si W = E' 

(vii) Pour tout polygone p : [0,r] —> R+, foui élément (moo,g^,g°°'0, 
— — ( ob oo,0 0 \ 

flg.mô) deZxG*xG(A°°'0)xGgxZ eftoufa€M, on apV^f's°°'fl '9o'm6) 
<p si et seulement si : 

( l - ^ ^ ) (deg(oo)moô - deg(0)m5 + (1-a) + degf (0,1,1,1,0)) 

+ (degHr(fl*) + degw(g°°'°) + degw(g§)) 

XgDW (degE{g~) + degE(g°°>°) + degE(g°)) < p(vgDW) 
r 

pour tout W comme dans (iii), tel que W = E' ; et 

rgDW (deg(oo)mob - deg(0)mô + (1 - a) + degf '(0,1,1,1,0)) 
r 

+ (degw(g£) + degw(g°°>0) + degw(5oô)) 

rgDW 
( d e g * ( Ô + degE(g^0) + degE(g°)) < p(rgDW) 
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pour tout W comme dans (iii), tel que W = 0. 

Démonstration : (i) résulte de ce que 7' et 7" ont leurs polynômes 
minimaux premiers entre eux et de ce que (V")* = E". 

(ii) est conséquence de (i). 
(iii) est conséquence de (ii) et (i) et de ce que (V7, y/, i) est irréductible, 

comme on a vu dans le lemme 3 (ii) du paragraphe III.2. 
(iv) résulte de ce que (V'Y = E" puisque W est de la forme 

W = W 0 W" avec W' = 0 ou W = E' et W" C E". 
(v) La dimension de EQ> sur FQ [resp. de E^I sur Foo] est 

r'd 
[F' : F]1 № • Po] [resp. r'd 

[F' : F] 
' E00 = E00 

Or, d'après la proposition 5 (iv) du paragraphe III.2, on a 

r'd 

[F: F] 
[F6 : FQ] = h0 [resp. 

r'd 

[F : F] 

' E00 = E00,®Eg 

et d'après le lemme 3 (i) du paragraphe III.4, 0' [resp. oo'] est l'unique 
place de F' au-dessus de la place Ô [resp. oo] de F si bien que 

[Ffl : F0] № : F0] 
[F : F] [Ff : F) 

fresp. [Fob : ^oo] [F', : Fooii 
[F : F] [F' : F] 

Ainsi la dimension de Éo' [resp. i^»'] est effectivement ho [resp. hoo]. 
Et la dernière assertion se prouve comme (iv). 
(vi) est évident sur les définitions. 
(vii) résulte de (vi) et de ce que, si (£, 7) est un objet de Cht£>(0, ôô) muni 

d'un automorphisme de sa fibre générique, et de polygone a-canoniquep7a, 
on a plot < p si et seulement si tout sous-objet maximal T de £ dont la 
fibre générique est stable par 7 vérifie 

dag = E00,®E rgJF 

rg£ 
\egaS<pUgT) . 
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b) Expression intégrale 

PROPOSITION 2. — Pour tout élément /°°'° de Valgèbre de Hecke H00'0 
du groupe G(A°°'0), tous entiers u,s > 1 avec deg(0)\u, deg(oo)|s, tout 
polygone p : [0, r] —» M+ et tout nombre réel a, on a Végalité 

L e f £ P ^ - P ( / ° ° ' V , 5 ) 

rd 
7 JA^az\ZxGgxG(A°°.0)xGgxZ 

•6b. 
oo n°(an(g^°)-11 

nez 
n°(an(g^°)-11g^0) 

/oÔ((5oÔ)-175oÔ)i(Mmcr'̂ 'p00, '*°'mô) < p) • dmoc • dg™ • dp00'0 • dgl • dmô 

où : 

• 7 décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison 
d'éléments (u, s)-admissibles dans G(F), comme dans le théorème 5 du 
paragraphe IIL4, 

• diriôo et dmQ sont la mesure de comptage sur Z, 

• dg™, dp00'0 et dg% sont les mesures de Haar sur G™, G(A°°'°) 
et GQ respectivement qui attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts 
compacts K£, K°°>0 et Kg, 

• et /Q désignent respectivement les fonctions caractéristiques 
de et K% dans G™ et Gg. 

Démonstration : Par linéarité, on se ramène immédiatement au cas où 
yoo,o eg{. ja fonction caractéristique îKoo,ô Koo,o d'une classe K^^gK^'0, 
où / <—> X\{oo,0} est un sous-schéma fermé fini et g est un élément de 
G(A°°'0). 

La formule résulte alors de la définition 

n°(an(g^°)-11r n°(an(g^°)-11xxx = dg~'\K?>°)Lef*r-P(g,u,s) 

et du théorème 5 du paragraphe III.4. Q 

Afin de transformer cette intégrale, nous avons besoin de quelques 
lemmes préparatoires. 

LEMME 3. — Soient u, s > 1 deux entiers avec deg(0)|i£ et deg(oo)|s et 
7 un élément (u, s)-admissible de G(F) = GLR(D). 

On se place dans les conditions et sous les hypothèses du lemme 1. Alors : 
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(i) On a pu choisir la base de (V^°°' sur D™' de telle façon 
que 7; ait même imaqe par les deux homomorphismes 

A' = End(V", i) - End(^°°'0, <p?'°, i) = 

EndDro ( (^~ ' °rr ) = Mr,(D%»°) 
Â 

et 
Mr>(D) —• Mr'(Z?^°'0). 

(ii) On a pu choisir les bases de (Vr™>)*'» et sur Foo [resp. de 

(Vo*)** et E'o' sur Fo] de telle façon que 7' ait même image par les deux 
homomorphismes 

A'=End(V,<f/,t) - End(l£*^*)=End((Vr4*)^« )*ÈMr,d-hoo 

et EndDoo (££>') = End^iE'^'^Mr^h^F^) 

\resp. A'=End(V'y,«) - End(Wô,5'°) = End((K'0)^ ) ~ MrM_feo(F0) 

et EndDo (E'° ) = EndFo (E'° )^Mr,d_ho (F0)] . 

(iii) L'algèbre des commutateurs Mr> (D)y est une algèbre matricielle 

sur le corps F' = F [7'], de dimension 
r'd \2 

\F' : F]J 
L J 

Et A', est une algèbre à division centrale sur F', de dimension r'd \2 
. [F' : F] J ' 

Enfin, les deux groupes (Mr/(jD)7/)x = GLr/(Z})7/ et (A7,)X se 
déduisent l'un de Vautre par torsion intérieure. 

(iv) Sous la condition de (i), les algèbres Mr/(D)7/ ®p A00'0 et 
A'y <S)F A00'0 s'identifient. 

(v) Les scindages 

(Mr/(D)7/) (8>F F0 = EndDo(E'0,)Yo © Mrd-/i0(Fo) ,0/ 

A ; , ®F F0 = A; , ®F/ F'& © End(vr0ô, ^8)7/ 

[resp. (Mr/(D)7/) ®F Foo = EndDoo (£7^/)7^ © Mrd-hoo ( F ^ ) ^ / 

AL, ®F Foo = A' ®F, F', © End(^*, 

soni ceua; induits par le scindage 

F<0 = F' ®F F0 = FL, © ff [resp. F^ = F' ®F F«, = F^ © F£'\ 
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De plus, et sous les conditions de (ii), les algèbres MRD-H0(Fo)y0/ et 

End(F0ô,<^)7, [resp. MRD-n^FOO)^ et End(V£>, lp*)Y] s'identifient 

Démonstration : (i) et (ii) sont conséquences du lemme suivant : 

LEMME 4. — Soient x une place de F, n > 1 un entier, 71 et 72 deux 
éléments de GLn(Dx). 

On suppose que 71 et 72 ont même polynôme caractéristique x et même 
polynôme minimal /I sur FX, et que tous les facteurs irréductibles de FI 
apparaissent avec la multiplicité 1. 

Alors 71 et 72 sont conjugués dans GLn(Dx). 
De plus, si 71 et 72 sont éléments du sous-groupe GLN(VX), si x est 

dans X', et si Vanneau quotient 0[X]//JL(X) est normal, alors 71 et 72 
sont conjugués dans GLN(VX). 

Démonstration : Ecrivons les décompositions en facteurs irréductibles 

On a les décompositions en sommes directes 

Dx — ® Ker(,ii(7i)) et Dnx = 0 Ker(Mi(72)) . 
l<i<£ l<i<£ 

Pour tout i,l <i <£, Ker(/Xi(7i)) et Ker(/ii(72)) sont des Démodules, de 
même dimension m* deg(/ii) sur FX, donc isomorphes. Ils sont munis d'une 
action de 71 et 72 respectivement, avec le même polynôme minimal fa qui 
est premier. 

La première assertion du lemme résulte donc du théorème de Skolem-
Noether. 

Supposons maintenant que 71 et 72 sont dans GLN(VX), que x est dans 
X', et que l'anneau quotient OX[X]/[I(X) est normal. 

Alors, les actions de 71 et 72 sur V™ définissent sur celui-ci deux 
structures de modules sur VX ®ox OX[X]//JL(X) qui, d'après ce qu'on vient 
de voir, deviennent isomorphes quand tensorisees par FX. Comme x est 
dans X1\ c'est-à-dire VX = MD(Ox) et que, d'après l'hypothèse sur /x, 
OX[X]//I(X) est un produit d'anneaux de valuation discrète, cela implique 
que les deux modules ainsi définis sur Vx®oxOX[X]/FJ>(X) sont isomorphes. 
C'est ce qu'on voulait. 

D 

Suite de la démonstration du lemme 3 : 
(iii) La première assertion est évidente. 

H = m---He x = A*i • • • A»/ 
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La seconde résulte de ce que, d'après la proposition 5 du paragraphe 
III.2, A7 est une algèbre à division centrale sur F de dimension rd FFx 

et de ce que, d'après le lemme 3 du paragraphe III.4, F' = F[j'] contient 
F comme sous-corps. 

La troisième assertion résulte des deux premières. 
(iv) On a un homomorphisme injectif naturel 

A;, ®f A00'0 —-+ Mr'(D)y ®F A00'0 

qui est nécessairement un isomorphisme puisque, d'après (iii), ÙJ, et 
Mr/(£))7/ ont même dimension sur F'. 

(v) La première formule est évidente. La seconde résulte de ce que 07 
[resp. oo7] est l'unique place de F' au-dessus de la place 0 [resp. 6b] de F. 

La dernière assertion se prouve alors comme (iv). [] 

LEMME 5. — Soient K un corps de fonctions sur un corps fini, AK 
son anneau des adèles et R une algèbre à division centrale sur K, de 
dimension a2. 

Alors : 
(i) Les algèbres de Lie R et Ma(K) des groupes RX et GLa(K) 

deviennent isomorphes sur toute clôture séparable de K, et Visomorphisme 
qui les relie est bien déterminé à conjugaison près. 

Par conséquent, leurs puissances extérieures maximales sur K s'identi­
fient et pour tout place x de K, le groupe RX = (R ®K Kx)x est 
unimodulaire et peut être muni d'une unique mesure de Haar dont la forme 
volume correspond à celle de la mesure de Haar sur GLa(Kx) qui attribue 
le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux. 

(ii) Soient R£ = (R®KAK)x etGLA(AK) qu'on munit des mesures 
de Haar induites par les produits des mesures de Haar introduites dans (i) 
sur les RX et les GLa(Kx). 

Et soient R^° et GL^A/f)0 les sous-groupes ouverts de R£ et GLa(Ax) 
constitués des éléments dont le déterminant dans A^ est de degré 0. 

Alors RX\R^° est compact et GLa(if)\GLa(A/<:)0 est de volume fini 
égal à celui de RX\R^°. 

(iii) Pour toute place x de K, l'homomorphisme 
det x(') 

Rï > K% —U Z 
est surjectif, et si Rx = R®KKx est encore une algèbre à division, le noyau 
de cet homomorphisme est compact, de volume 

1 

(#«(*) - l)((#«(x))2 - 1) • • • ((#«(ar))«-i - 1) 
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où #K(X) désigne le cardinal du corps résiduel de Kx. 

Démonstration : (i) R et Ma (K) deviennent isomorphes sur n'importe 
quelle clôture séparable de K car ce sont des algèbres centrales simples 
sur K de même dimension a2. Et d'après le théorème de Skolem-Noether 
l'isomorphisme qui les relie est bien déterminé à conjugaison près. 

Les autres assertions s'en déduisent immédiatement. 
(ii) Notons A£° le sous-groupe de A£ des éléments de degré 0. 

D'après [Weil] lemme 3.1.1, KX\A*° et RX\R&° sont compacts. 
D'autre part et si on choisit une mesure de Haar pour A£, on sait 

d'après [Weil] théorème 3.3.1 que RXA*\R£ et GLa(K')Ax \GLa(AK) ont 
le même volume fini. 

Et on a des suites exactes 

1 _ > #x\Axo _ ^ Rx\Rx0 RXA*°\R*° —> 1 

1 _ > K* \a£° GLa (K)\GLa (AK)° —+ GLa (K) A£°\GLa (A*)0 — 1 

et 

1 —• RxA^°\Rf —> RXA*\R* —• Z/aZ — 0 

1 —• GLQ,(K)A*°\GLA(Ax)0^ GLA(K)Ax \GLA(A*) —• Z/aZ —->0 

d'où l'on déduit que RX\R^° et GLa(if)\GLa(Ax)° ont aussi même 
volume fini. 

(iii) Soit x une place de K, et soit K'x une extension de Kx de 
dimension a et totalement ramifiée. 

De ces conditions imposées à K'x, il résulte que : 
• il existe un plongement K'x Rx sur Kx, et alors est commutatif le 

diagramme : 

detf 

rdds rx 

rd 
det 

• Phomomorphisme K'* 
det 

kdx rd 
Z est suriectif. 

La première assertion s'en déduit. 
Enfin, la seconde assertion est prouvée dans [Laumon] lemme 4.6.4 ou 

bien dans [Rogawski]. Q 
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Maintenant, prouvons : 

PROPOSITION 6. — Soient /°°>0 un élément de l'algèbre de Hecke H00'0 
du groupe G(AOCi°), u,s > 1 deux entiers avec deg(0)|u, deg(oo)|s, p : 
[0, r] —• un polygone et a un nombre réel. 

Soit 7 un élément (u, s)-admissible de G(F). 
On suppose vérifiées les hypothèses du lemme 1 (dont on conserve les 

notations) et du lemme 3 (i), (h). 
Alors on a l'égalité 

'A âz\ZxGgxG(A°°'0)xGgxZ 
(̂(̂ )-175S)/0°'° [(g00'0)'1™00'0) 

/nÖ((5nÖ)-17Po6)i(pbfc'9-'9°0' '9о,тб) < p) • dmoô • dg^.dg™'0 • dg* • draô 

d MooMO 
^G{F)^\Glool XG~' XG(A~>O)XG°' xG, 

oo ((ffoo ) 7#oc ) 
dqdddvd deĝ oo7) 

E S S I 
1 <mn/ < leg(O') 

deg(0; 
/<».0((pOO,0)-l7poo,0)/0'((flg')-l7flg') 

i t e Y,a 
%^Xoo'(det9yoo,y,9Z ;9°°'0;9° ;m0' + S ¿ 0'(det gy0,)) ^ 

•da-,™' • dg?° • dg00'0 • do2 • dg~Q> 

où : 
• /00 — foo et fo — /0 désignent respectivement les fonctions ca­

ractéristiques de = GLrd-hoo(Ooo) et K% = GLrd-ho(Oo) dans 
00 — uoo et u0 — Cr0 , 
• dg££ = d#££ , d^00'0 e£ d#o = dpg soft* /es mesures de Haar sur 

= G™ , G (A00'0) e£ GQ = G(j qui attribuent le volume 1 aux sous-
groupes ouverts compacts K™, K°°>° et 

• dmôb et dmQ sont la mesure de comptage sur Z, 
• dg10QI et dg7Q' sont les mesures de Haar sur 

G100> = ( (End^)y ®F, F'^r = (Endöoo EX x 

et 
G,o' = ((EndE')y ®F, K ) x = (EndDo 

cm attribuent le volume 1 awx sous-groupes ouverts compacts maximaux, 
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• on a posé 

^ = (gdeg(oo') _ 2deg(oo') _ j \ . . . / Jh^/lF^iFoo]-!) deg(oo') _ j \ 

//0 = (gdeg(O') _ 1)(ç2deg(0/) _ ! ) . . . ^(/io/[^,:F0]-1) degCO') _ ^ 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition 
2, du lemme 3 et du lemme 5 puisque : 

• AL, ®BV FJL/ fresp. Al, ®IP/ Fn,l est une algèbre à division centrale sur 

F'^I [resp. FQ,] de dimension ( r'd 
\F'7F} J 

2 Ih* 
dx+ ds 

2 
[resp. r'd 

sdv 
2 
dv 

hp 
2 

WD + d ed 
• les deux homomorphismes A* —• Z se factorisent respectivement en 

Ax -
7 

A'x -
7' 

(A' <8>F' F^o')x 
det 

V 
Fi/X oo'(-) 

sd 
-deg(oo') deg(oo) Z 

et A} —* A'* —. (A', <g>F, i^,)* det rp/x O'(-) 
d 

deg(O') 
deg(0) d 

• d'après le lemme 1, la fonction de troncature l(ptya < p) est invariante 
à gauche par les sous-groupes de (Ay ®F A)x et (End£>(F')7/ (g)̂  A)x 
constitués des éléments dont le déterminant est de degré 0. Q 

c) Transfert pour les termes elliptiques 
On commence par rassembler quelques lemmes préparatoires. Posons 

d'abord la définition suivante : 

DÉFINITION 7. — Soient K un corps local non-archimédien, O son 
anneau de valuation, K son corps résiduel de cardinal fini #K, etv : KX —> 
Z Vhomomorphisme de valuation. 

Pour n > 1 et t E Z\{0} deux entiers, on appelle fonction de Drinfeld 
en rang n et de niveau t la fonction 

f : GLJK) - Z 

définie suivant les cas par : 
(i) Sit>l, on a pour tout g G GLn(K) : 

• Kg) = (1 - # « ) ( ! - (#«)2) • • • ( ! - si g E MN(0)DGLn(K), 
v(det g) = t et en désignant par p la dimension sur K du noyau de la matrice 
g image de g dans Mn(«), 

• fig) = 0sig<£ Mn(0) ou v(detg) ^ t. 
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(ii) Si t < — 1, on a pour tout g G GLn(K) 

fis) = r'GT1) • 

On a le lemme fondamental suivant, dû à Drinfeld : 

LEMME 8. — Sous les hypothèses de la définition 7, soit 7 un élément 
de GLn(K), elliptique c'est-à-dire tel que K' = K[y] soit un corps. 

Soient K' le corps résiduel de K', #K' son cardinal, et n' = [K?:K} . 
Soient dg et dgy les mesures de Haar sur GLn (K) et GLn(iT)7 qui 

attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux. 
Alors, sit G Z\{0} et v(det^) — t, on a 

F NG-'io) dgX= #*') • • • (i - {#^T,-1)W : *] . 
JGLn(K)^\GLn(K) A9I 

Démonstration : Voir [Laumon] théorème 4.6.1 dans le cas t > 1. Le 
cas t < — 1 s'en déduit puisque ff(g~lryg) = /_t(fl,~17~1flf)- D 

Par ailleurs, on a : 

LEMME 9. — Sous les hypothèses de la définition 7, soit 7 un élément 
de GLn(K). On suppose que t G Z\{0} et i;(det7) = t. 

Soit 0 = E0 Ç Ei Ç • • • £ Ei-i Ç Et = E une filtration de E = Kn qui 
est respectée par 7. Soit N le radical unipotent du sous-groupe parabolique 
P de GLn(K) associé à cette filtration, et soit dn la mesure de Haar sur 
N qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact N D GLn(0). 

Enfin, pour 1 < i < £, soit 7f Vautomorphisme de Ei/Ei-i induit par 
7-

Alors : 
(i) On a 

F / t(7n).dn = 0 
JN 

à moins qu'il n'existe io, 1 < ¿0 < £, tel que 

v(àet7yiQ) = t et i ^ i0 ^(det^) = 0 . 

(ii) Si les polynômes minimaux des 7^ 1 < i < £, sont deux à deux 
premiers entre eux, on a 

/ ft(n~1jn)-dn = 0 
JN 

à moins qu 'il n'existe io comme dans (i). 

159 



Ill - DESCRIPTION ADÉLIQUE DES CHTOUCAS. NOMBRES DE LEFSCHETZ 

(iii) Si i = 2, les polynômes minimaux de j1 et 72 sont premiers 
entre eux, et v(det7l) = t, i;(det72) = 0, on a 

JN 
fí(n-17n)-dn = /1t(71)/20(72) 

où fl est la fonction de Drinfeld de niveau t sur Auti^i, E\ étant muni 
de la structure entière induite par celle de E, et est la fonction 
caractéristique du sous-groupe de AutE/Ei image de GLN(0) fl P par 
P-> AutE¡Ex. 

Démonstration : (i) résulte de [Laumon] proposition 4.2.5. 
(ii) est conséquence de (i) puisqu'alors n i—> 7_1n_17n est un difféomor-

phisme de AT, dont le jacobien est constant. 
(iii) résulte aussi de [Laumon] proposition 4.2.5. [] 

Rappelons aussi le lemme évident : 

LEMME 10. — Soient K un corps local non archimédien, O son anneau 
de valuation. 

Soient n> 1 un entier, G = GLN(K), P un sous-groupe parabolique de 
G, N son radical unipotent et M = P/N. 

(i) Soient KQ = GLN(0), dg [resp. dn, resp. dm] la mesure de Haar 
sur G [resp. N, resp. M] qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert 
compact KQ [resp. KG H N, resp. IVCI(KG H P —• M)]. 

Alors, pour toute fonction integrable f : G —> R, on a : 

<G 
f(9)-dg = 

'M 
dm 

IN 
dn 

'KG 
f(mng) • dg 

(ii) Si 7 est un élément de P dont les images dans les différents 
facteurs de M ont leurs polynômes minimaux deux à deux premiers entre 
eux, alors les groupes de commutateurs G7, P1 et M7 s'identifient. 

(iii) Sous les hypothèses de (ii), soit dg1 = dm^ une mesure de Haar 
sur le groupe G1 — M7, et soient dg, dn et dm les mesures de Haar sur G, 
N et M définies en (i). Alors, pour toute fonction integrable f sur Vorbite 
G7\G de on a : 

G7\G 
f + 1 d+ dg 

dg1 /M7\M «M7 

dm 

IN 
dn 

IKG 
f(g xn xm ximng) • dg 
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De la proposition 6 et des lemmes 8, 9 et 10, on déduit immédiatement : 

PROPOSITION 11. — Soient un élément de l'algèbre de Hecke 
7i°°'0 du groupe G(A°°>0), u,s > 1 deux entiers avec deg(0)|u, deg(oo)|s, 
/ôôS// deg(°°) [resp. y^/deg(°)] la fonction de Drinfeld en rang rd et de 
niveau -deç{oo) [resp. de niveau 3 ^ ) ] sur GLrd(Foo) = G(FOQ) [resp. 
GLrd(Fo) = G(F0)] etf = f~s/de^ ® / - ,0 0 ^/deg(o) Vélément induit 
de l'algèbre de Hecke H du groupe G (A) = G(Foo) x G(A°°'0) x G(F0). 

Alors, pour tout élément 7 de G(F) = GLr(D) qui est elliptique c'est-
à-dire tel que F' = F[j] soit un corps, on a : 
• si 7 n'est pas (u, s)-admissible 

JG(F)^aZ\G(A) 
f(g-119)'dg = 0, 

• si 7 est (u, s)-admissible (avec nécessairement 7 = 7' et toutes les 
fonctions de troncature l(ptya < p) valant 1 partout) 

G(F)7aZ\G(A) 
f(g 1ig)-dg 

sdv 
JA*az\ZxG°°xG(A°°>0)xG°xZ 

f^((.9^)-17.9S)/00'0((.900,0)-17.90010) 

/S(07o)_17flo) • dm& • dg£ • dg°°>° • dg* • dm-0 

avec les notations de la proposition 2. 

161 





Chapitre IV 

Le cas des D-chtoucas de rang r = 1 

1. — Projectivité 

Dans tout ce chapitre, on fixe a un élément de degré 1 dans Ax dont 
toutes les composantes dans les Fx valent 1 en-dehors d'un ensemble fini 
Ta de places x de F. 

On supposera également toujours que V est une 0x-Algèbre partout 
maximale sur X. 

Nous allons montrer : 

THÉORÈME 1. — 

(i) Le champ algébrique (au sens de Deligne-Mumford) Cht^/az est 
propre et lisse de dimension relative 2(d — 1) au-dessus de X' x X'. 

(ii) Si I <—> X est un sous-schéma fermé fini non vide, le champ 
Chtp j/az est représentable, projectif, et lisse de dimension relative 2(d— 1) 
au-dessus de X'\I x X'\I. 

Démonstration : Rappelons ce que nous savons déjà. 

• D'après le théorème 9 du paragraphe 1.2, le champ Cht̂ > = 
]J Cht^n est lisse de dimension relative 2(d — 1) au-dessus de I ' x I ' , 

nez 
et donc il en est de même de 

Cht^ /az^ ]J Chtpn-
l<n<d 

• D'après la proposition 5 du paragraphe 1.3, chaque morphisme 
Chtpj —• Chtp est représentable fini étale galoisien au-dessus de X\I x 
X\I, et il en est de même du morphisme Chtp7/az —• Chtp/az. 

• Enfin, on remarque que tout D-chtouca de rang 1 est irréducti­
ble, et a fortiori a-semi-stable pour n'importe quel a G]0,1[. D'après 
le théorème 8 (ii) du paragraphe II.2, on voit donc que Chtp/az = 

]J Cht^n est de type fini sur I ' x I ' , et d'après la proposition 11 du 
l<n<d 
paragraphe II.2, on sait que Cht^ 7/az est représentable quasi-projectif 
sur ( I V ) x (X'\I) dès que / + 0.' 
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En définitive, il nous suffira pour démontrer le théorème de prouver le 
critère valuatif de propreté pour le morphisme 

Cht^/az —+Xf x X ' , 

ou, ce qui est équivalent, pour le morphisme 

Cht^ ^ l ' x l ' . 

Soient donc A un anneau de valuation discrète, K son corps des fractions, 
w un élément uniformisant et k = A/wA son corps résiduel. On peut se 
limiter au cas où A est complet. 

Notons A' l'anneau local du point générique de la fibre spéciale X ® k 
plongée dans X ® A et k' — Prac(F ® k) [resp. K' = Prac(F ® K)] le corps 
des fonctions de X ® k [resp. X®K\. Ainsi, A' est un anneau de valuation 
discrète, dont le corps résiduel est A/, le corps des fractions est K', et dont 
w est aussi un élément uniformisant. 

Citons la proposition suivante due à Drinfeld : 

PROPOSITION 2. — Avec les notations et hypothèses ci-dessus, soit V 
un espace vectoriel de dimension finie sur K', muni d'une application 
(p : V —> V qui est Id ® Frob-linéaire sur K' = Prac(F ® K) et injective. 
Alors : 

(i) La famille des A'-réseaux M Ç V tels que <p(M) C M possède 
un plus grand élément Mo. 

(ii) Quitte à remplacer K par une extension finie totalement rami­
fiée et V par son tensorisé par cette extension, on peut supposer que 
l'application déduite de <p par réduction 

Tp : Mo/mMo —> M0/wM0 

n'est pas nilpotente. 

Démonstration : Voir [Drinfeld, 1989] proposition 3.2. [] 

Suite de la démonstration du théorème 1 : 

On considère un diagramme commutatif 

Specif 

Spec A 
(*0»*oo) 

Chti v 

X' x X' 
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où la flèche Spec K —> Cht̂ > consiste en un D-chtouca £K = 

ex 

dx 

dx 

de rang 1 sur de zéro %Q et de pôle ¿00. Il s'agit de prolonger £K en un 
D-chtouca sur A. 

Soit V la fibre générique de £K, identifiée aussi à celle de £'K. Et soit 
<p : V —> V l'application induite par le composé £K —• T£K —> £'K. Le 
couple (V, (p) vérifie les hypothèses de la proposition 2. Quitte à remplacer 
K par une extension finie totalement ramifiée, on peut donc supposer que 
le A'-réseau Mo satisfait la condition de la proposition 2 (ii). 

Bien sûr, on a aussi sur V une action à droite de D commutant à (p. 
Comme Mo est le plus grand réseau stabilisé par on voit que Mo est 
également respecté par l'action de D. 

Et comme X ® A est un schéma régulier dont le sous-schéma des points 
de codimension < 1 est la réunion de la fibre générique X®K et de Spec A', 
£K et £'K se prolongent de manière unique en des faisceaux localement libres 
de type fini £ et £' sur X ® A qui sur Spec A' s'identifient à Mo. Mo étant 
stable par Z), £ et £f sont munis d'actions à droite de V et MQ étant stable 
par (p, on a un diagramme d'homomorphismes V ® A-linéaires 

e 

je 

3 

£' 

t 

qui prolonge 

£K 

KT£K 

F' 

On remarque que j reste injectif quand réduit modulo w. Donc Cokerj est 
plat sur A] on en déduit qu'il est supporté par le graphe du morphisme 
Zoo : Spec A —> X et qu'il est libre de rang d sur A puisqu'il en est ainsi 
au-dessus de Spec K. 

Par ailleurs, la suite exacte 0 —> T£ —^ £' —» Cokert —» 0 nous dit que 
Cokert est de dimension projective < 1. Il en résulte que tout point associé 
à Cokert est de codimension 1, c'est-à-dire correspond à un diviseur de 
X (g) A, qui ne peut être que la fibre spéciale X ® k ou bien le graphe du 
morphisme ÎQ : Spec A —> X. 

De ces constatations, il résulte en particulier que le faisceau Coker J®A^ 
sur la fibre spéciale X ® k est concentré en le point ¿00 (Spec k) G X'(k) et 
que la partie de torsion du faisceau Coker t <S)A k sur X <g> k est concentrée 
en le point io(Specfc) G Xf(k). 

Maintenant, les fibres génériques des fibres induits £ — £ ®A k et 
£ — £' (g)A k sur la fibre spéciale X ® k s'identifient à MQ/WMQ = MQ. 
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Et par construction, l'application Tp : Mo —• Mo n'est pas nilpotente. 
Autrement dit, les sous-espaces fc'Imy?n, n > 0, sont tous non nuls. Etant 
emboîtés, ils sont égaux à partir d'un certain rang à un sous-espace non 
nul iVo de Mo- Ce dernier est stable par l'action de D et par 7p, et on a 
k'<p(N0) = N0._ _ _ _ 

Soient donc FetJ7' les sous-fibrés de £ et £! sur X®k engendrés par iVo. 
Ils sont stables par l'action de D et on a un diagramme d'homomorphismes 
V ® fc-linéaires induits par j et t et qui sont des isomorphismes en le point 
générique de X (g) k : 

T 
3 

fx t 

fd 

Donc Cokerj et Cokert sont des faisceaux de torsion et qui se plon­
gent respectivement dans Coker j ®A k et Cokert (S)A k. Ils sont sup­
portés par ioo(Specfc) et io(Specfc) qui sont dans X'(fc). Comme V est 
une O^-Algèbre partout maximale, on voit d'après la proposition 7 du 
paragraphe 1.3 que T et sont localement libres sur V ® k. Or £ et S* 
sont localement libres de rang 1 sur V ® k. Donc T = £, = £! et 
N0 = M0. 

On a prouvé que, de même que j , t reste injectif quand réduit modulo 
m. Comme on a dit pour Coker j , il en résulte que Coker t est supporté par 
le graphe du morphisme in : Spec A —• X et qu'il est libre de rang d sur A. 

D'après le corollaire 8 du paragraphe 1.3, on conclut que 

£ 

T£ 

£' est 

un D-chtouca de rang 1 sur A, de pôle ¿00 et de zéro ¿0, ce qui termine la 
démonstration. D 

2. — Cohomologie ^-adique des schémas Cht^j/az 

Dans ce qui suit, l désignera toujours un nombre premier distinct de 
la caractéristique du corps fini Wq. Et Qt désignera le corps des nombres 
^-adiques c'est-à-dire le complété de Q pour la valuation discrète associée 
à £ ou encore le corps des fractions de Z^ = limZ/lnZ. 

n 
PROPOSITION 1. — Pour tout sous-schéma fermé fini non vide I <-> X, 
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les morphismes au-dessus de (X'\I) x (X'\I) 

pVtI : Cht^>7/az —> (X>\I) * (X'\I) 

VPI : kCht7/az —• ( X ' \ i ) x ( r \ i ) 

soni représentables projectifs lisses de dimension relative 2(d — 1). 
Powr fowt entier n>0, les Qt-faisceaux 

H^I = Rn(pVJ),Qi et vHÏ = Rn(vPl)*Q£ 

sur (Xf\I) x (X'\I) sont constructibles et lisses (donc peuvent être vus 
comme des représentations du groupoïde fondamental 7r(X'\I X X'\I) de 
X'\IxX'\I dans la catégorie des Qe-espaces vectoriels de dimension finie) 
et ils s'identifient naturellement 

Démonstration : La première assertion résulte du théorème 1 du 
paragraphe IV. 1 puisque dans le paragraphe I.ld, on a pu construire un 
isomorphisme 

* : ̂ Chtj/az Cht^oP)//az 

au-dessus de Pautomorphisme de permutation dans X\I x X\I. 
Alors les faisceaux HJp 7 et vHf sont constructibles parce que les 

morphismes px>,i et x>Pi sont projectifs et ils sont lisses parce que px>,i 
et T>PI sont projectifs et lisses. 

On remarque qu'en dehors de la diagonale de X\I x X\I et comme on 
a vu dans le paragraphe I.lb, les schémas £,Cht7 et Cht^ 7 s'identifient 
naturellement. Par conséquent les faisceaux vH^ et HJp 7 s'identifient 
naturellement en le point générique de X'\I x X'\I. Comme ces faisceaux 
sont constructibles et lisses et que X'\I x X'\I est connexe, ils s'identifient 
partout. [J 

PROPOSITION 2. — Soit I X un sous-schéma fermé fini non vide. 
Alors : 

(i) Les faisceaux H% 7 sont nuls en-dehors de 0 < n < 4(d — 1). 

(ii) Chaque faisceau 7 sur X'\I x X'\I est naturellement muni 
de deux homomorphismes induits par Frobo et Proboo 

(Prob xld)*i?£)7 —> H^j et (Id x Frob)*#£,/ —+ H%j 
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dont le composé dans un sens ou dans Vautre est égal à Visomorphisme 
canonique 

(Frob)*#£,, ^ • 
Ces deux morphismes sont donc des isomorphismes. 

(iii) Si T est un ensemble fini de places de X avec T C\Ta = 0 et 
I <-» X\T, chacun des faisceaux fflpj est muni sur x X^ d'une 
action à droite naturelle de la sous-algèbre Hj de l'algèbre de Hecke HT 
du groupe G(AT) = (Dj)x, avec les notations du paragraphe I.4b. 

(iv) Si G : X'\I x X'\I —> X'\I x X'\I désigne le morphisme de 
permutation, Visomorphisme * : Chtpopj —> pChtj au-dessus de a induit 
des isomorphismes a*H^ I -^-> H^OP j qui transforment les isomorphismes 
de (ii) 

(Prob xId)*i?S}/ —• H%j et (Id x F r o b ) * ^ , —• HJfrj 

en (Id x Frob)*#£oP)/ — • FLGOP,/ et (ïYob xId)*if£op>/ —>H%OJ>I. 

(v) Le morphisme det : Cht^7 —» Cht^x 7 induit un homomor-
phisme 

Я0 , TTO 
oxJ nv>,i 

compatible aux isomorphismes de (ii) et (iv). 

Démonstration : 
(i) résulte de ce que la dimension relative de Cht^j sur X'\I x X'\I 

e s t 2 ( d - l ) . 
(ii) On définit ces homomorphismes comme étant induits par les 

morphismes 

Probo : Cht̂ > j —• pCht/ au-dessus de (Prob xld) 

et Proboo : Cht^j —• 2>Cht/ au-dessus de (Id x Prob), 

et par les identifications des faisceaux et p i î j . 

(iii) Prouvons d'abord le lemme suivant : 
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LEMME 3. — Soit S un schéma sur ¥q. Rappelons que pour tout schéma 
Y S sur S, Cor(y) désigne la Q-algèbre des correspondances finies 
étales sur Y. 

(i) Pour tout Y —• S comme ci-dessus, soit Cor/(Y) le sous-
espace vectoriel de Cor(y) sur Q, engendré par les cycles [T] tels que les 

deux morphismes composés T~^Y S soient égaux. Alors Cor/(Y) est 
une sous-algèbre de Cor (y). 

(ii) Si Y S est un schéma propre sur S et T est un Qi-faisceau 
constructible sur S, il existe une action à droite naturelle de Cor/(Y) sur 
chaque faisceau RP'f^PT, n > 0. 

/ /' 
(iii) Si Y —• S et Y1 —• S sont deux schémas propres sur S et 

Y' Y est un morphisme tel que f' = foget qui est fini étale de 
rang constant, alors Vhomomorphisme Cor (y) —• Cor (y7) envoie Cor/ (Y) 
dans Cor//(y7) et Vhomomorphisme induit est compatible avec les actions 
de Cor/(y) et Corr(Y') sur les HTf+FF et Rnfif*J7 respectivement et 
avec les homomorphismes 

RnUrr —> Rnf*g*g*f*f = RnÏJ'*T. 

Démonstration du lemme 3 : 

(i) Il suffit de remarquer que si Ti • Y x Y et T2 • Y xY 
sont deux morphismes avec / o px = f o qx et / o p2 = f o q2, et si on 
pose r = Ti xqiiY,P2 T25 alors les deux morphismes p\ x p2 : T —» Y et 
q1 x q2 : T —• Y vérifient / o (px x p2) = f o (qx x q2). 

(P»9) 
(ii) Si T • y x s Y est un morphisme avec p et q finis étales, on 

définit l'action à droite du cycle [r] sur -R71/*/*^7 comme le composé 
Rnf*f*f —> Rnf*P*P*f*F = Rnf*q*q*rF —+ Rnf*f*F 

où le premier homomorphisme est induit par l'homomorphisme d'adjonc­
tion pour p et le second l'est par l'homomorphisme de trace pour q. 

Par linéarité, on étend cette action aux combinaisons linéaires formelles 
à coefficients dans Q de tels cycles [r]. 

Il reste à prouver que cette action passe au quotient Cor/(Y) et qu'elle 
est compatible avec la multiplication dans Cor/(Y). 

Si (r, (p,q)) = II (1^, (PiiQi)), l'action de [T] est bien égale à celle de 
i 

Yl\Pi] car on a évidemment pour tout faisceau G sur Y 
i 

P*P*Q = ®Pi*V*G et <m*S = 0 M * £ . 
i i 
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Puis, si deux cycles (T,{p,q)) et (T',(p',q')) s'inscrivent dans un dia­
gramme commutatif 

r 7 

pd 
Y 

4 

r 

p 
p 

Y 

avec 7 un morphisme fini étale de degré constant égal à n, alors l'action de 
[r'] est égale à celle de n[T] car pour tout faisceau G sur Y le composé 

g 7+7*£ _^ g 

de l'homomorphisme d'adjonction et de la trace est la multiplication par n. 
Enfin, il y a compatibilité avec la multiplication car pour tout carré 

cartésien où les morphismes sont finis étales 

p 

Ti 

2i 
Y 

r 
ed 

r2 

P2 

et pour tout faisceau G sur Y, les deux homomorphismes composés 

quqiG —• G —• P2*p\G 

quqlG —• qi*P2*P2*Q*G = P2*q'i*qiP2G —> V2*v\Q 

sont égaux, ce qu'on voit immédiatement sur les fibres. 
(iii) La première assertion est immédiate. 

Pour la seconde, soit a le rang constant de Y' sur Y, et considérons 
(r, (p,g)) un cycle de Cor/(y) et (r', = Y'xYT xY Y'. Il s'agit 
de prouver que l'homomorphisme composé 

Rnf*f*f - RnfLf'*f - Rnf'M*rr = Rnf'M*f'*F - Rnf'J*F 
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est égal à a fois l'homomorphisme composé 

R*f*rT—* Rnf*P*P*f*F=Rnf*q*q*f*F^ Rnf*rr—* Rnf'J'*F. 

Or on a un diagramme commutatif où tous les carrés sont cartésiens et 
tous les morphismes sont finis étales 

v' 

r 

Y' xYT T xYY' 

q' 

Y' 

9P> 9q 

r Y' 

r 

Y 

P q /9 

Y 

donc on a, en sus de Rnflf'*F = Rnf*g*g*f*F', 

RnflP:P'*f'*F = Rnf*9*9*P*9q*9*qP*rF = Rnf*9*9*P*q*9*9*f*F 

Rnf'M*f'*F = Rnf*9*9*q*9P*9;q*f*F = Rnf*9*9*q*P*9*9* f* F 

d'où encore 

Rnf'M*î'*F = Rnf*9*9*9*9*P*P*f*?r 
et RTfM'f'T = Rnf*9*g*9*9*q*q*f*F. 

Cela permet de conclure puisque pour tout faisceau Q sur F, l'homomor­
phisme composé G —• g*g*G —> G est la multiplication par a. [] 

Suite de la démonstration de la proposition 2 : 
D'après ce lemme 3, l'assertion (iii) résulte maintenant de ce que d'après 

le théorème 5 du paragraphe 1.4, on a un homomorphisme de Q-algèbres 

H] —+ Cor(Cht^7/az) 
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dont l'image est évidemment contenue dans la sous-algèbre associée au 
morphisme Chtp7/az —> Xp) X -^(T)-

(iv) est évident puisque l'isomorphisme * transforme les morphismes 
Probo et Proboo respectivement en Proboo et Probo-

(v) est évident puisque le morphisme det commute aux différents mor­
phismes Probo, Proboo et *. D 

Prouvons maintenant le théorème suivant, dû à Drinfeld : 

THÉORÈME 4. — Soient Xi et X2 deux courbes quasi-projectives lisses 
sur Fq. 

Soient TT(XI x l2 )? ^ ( ^ I ) E¿ ^(^2) les groupoïdes fondamentaux de 
Xi xX2, Xx etX2. 

Alors le fondeur naturel 

TT(X1 X X2) —> TT(XI) X TT(X2) 

induit une équivalence de la catégorie des représentations du groupoïde 
TT(XI) X TT(X2) dans les ensembles finis dans la catégorie des revêtements 
finis étales Y de X\ x X2 qui sont munis d'un isomorphisme au-dessus de 
X1 xX2 

(Id x Prob)*r Y. 

Démonstration : Il faut d'abord montrer que si Y est un revêtement 
fini étale de X\ x X2 qui provient d'une représentation de TT(XI) X ir(X2), 
il est naturellement muni d'un isomorphisme (Id x Prob)*y Y. Pour 
commencer, on peut choisir X'2 un revêtement fini étale galoisien de X2 
tel que la représentation restreinte de TT(X2) soit trivialisée par le foncteur 
TT(X2) —• 7r(X2). Autrement dit, si Y\ est le revêtement fini étale de X\ qui 
correspond à la représentation restreinte de 7T(XL), on a un isomorphisme 
canoniaue 

v . xL -21* v; x XL 

si bien que YXX2X2 est muni d'un isomorphisme canonique 

(Id x ftob)*(Yxx,X¿) ^ YXXX'2 

au-dessus de X\ x X2. 
Cet isomorphisme est invariant par le groupe de Galois de Xf2 sur X2 

H on r. il nrovient d'un isomornhisme 

(Id x Prob)*y Y 
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au-dessus de I i x I 2 ' Et il est évident que celui-ci ne dépend pas du 
revêtement X'2 de X2 que nous avons choisi. 

Il nous faut maintenant définir un foncteur en sens inverse. 
Commençons par prouver le lemme suivant : 

LEMME 5. — Soit X\ une courbe projective lisse sur ¥q. 
Alors le champ qui à tout schéma S sur ¥q associe le groupoïde des 

schémas Y finis et plats sur X\ x S qui sont munis d'un isomorphisme 
(Id x Prob)*y Y au-dessus de X\ x S s'écrit canoniquement 

Yi 

SpecF0/Autyi 

où Yi décrit l'ensemble des classes d'isomorphismes de schémas finis plats 
sur Xi et où, pour tout tel Y\, AutYi désigne le groupe fini de ses 
automorphismes au-dessus de X\. 

Démonstration : Notons X le champ ainsi défini. 
Et soit Tro— [resp. Xi] le champ qui à tout schéma S sur ¥q associe le 

groupoïde des Modules £ sur Oj^xS, localement libres de type fini et qui 
sont munis d'un isomorphisme (Id x Frob)*£ —> £ [resp. ainsi que d'un 
homomorphisme £ <8>o—xS £ —> £, compatibles entre eux]. 

On a des morphismes naturels de champs 

X —> Xi —> Tro- • 
xi 

Or, d'après le lemme 3 du paragraphe 1.2, le morphisme X —• X\ est 
représentable par une immersion fermée. 

Et d'après la proposition 7 du paragraphe II. 1, le morphisme X\ —> 
Tro est représentable fini non ramifié. 

xi 
Enfin, d'après le théorème 2 (i) du paragraphe 1.3, TTQ est un champ 

xi 
algébrique au sens de Deligne-Mumford et étale sur ¥q. 

On en déduit que X également est un champ algébrique au sens de 
Deligne-Mumford et étale sur ¥q. 

Pour conclure, on n'a plus qu'à remarquer que le morphisme évident 

vi 

SpecFg/Autyi —• X 

induit une équivalence entre fibres au-dessus de F9, comme il résulte du 
lemme 3 du paragraphe 1.3. Il 
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Suite de la démonstration du théorème 4 : Soit maintenant Y 
un revêtement fini étale de X\ x X2l muni d'un isomorphisme (Id x 
Prob)*F Y au-dessus de X\ xX2. 

Soit X\ la courbe normalisée de X\. Elle est donc projective lisse sur 
Fq et elle contient X\ comme ouvert. 

Et soit Y la clôture normale de X\ x X2 dans le corps des fonctions de 
Y". Ainsi, Y est la restriction de Y au-dessus de X\ x X2. De plus, Y est 
sans torsion, donc plat sur X2 et comme Y est normal, ses fibres au-dessus 
des points de X2 sont sans composantes immergées, donc plates sur Xi, 
et en définitive Y est plat sur X\ x X2. Enfin, comme Y et (Id x Frob)*Y 
sont normaux et coïncident au-dessus de X\ x X2, ils coïncident partout. 

On peut maintenant appliquer le lemme 5. On voit qu'il existe un 
revêtement fini étale galoisien X2 de X2 avec un isomorphisme canonique 

YxX2X,2^Y1xX!2 

où Yî est un revêtement fini étale de X\. 
Ce revêtement Y\ correspond à une représentation de TT(XI) qui, com­

posée avec le foncteur 

7T(Xi x X'2) —» 7T(Xi) x TT(J^) —» 7T(Xi) 

est égale au composé de la représentation de n(Xi x X2) qui correspond à 
Y avec le foncteur 

n(X1 x X'2) —• tt(Xi x X2) . 

Or on a un diagramme 2-cocartésien 

TT(XiXXi) > 7T(Xi) X Tr(X )̂ 

TT(XI x X2) • TT(XI) X TT(X2) 

donc on obtient une représentation unique de TT(XI) X /K(X2) qui soit 
équivalente aux données précédentes. 

Il est évident qu'elle ne dépend pas du choix de X2. 
On a ainsi construit un foncteur en sens inverse. 
Il est évident qu'il est quasi-inverse du premier. D 
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De la proposition 1, de la proposition 2 (ii) et du théorème 4, on déduit 
immédiatement : 

COROLLAIRE 6. — Pour tout sous-schéma fermé fini non vide I X, 
chacun des faisceaux H?p î sur X'\I x X'\l peut être vu comme une 
représentation du groupoïde produit 

7T(X'\I) x ic(X'\I) 

dans la catégorie des Qi-espaces vectoriels de dimension finie. 

Prouvons encore : 

LEMME 7. — Soient T un ensemble fini de places de X avec T fl Ta = 0 
et I <-> J <-> X\T deux sous-schémas fermés finis non vides emboîtés. 

(i) Pour tout n>0, on a un plongement canonique de faisceaux de 
Q^-espaces vectoriels sur X'\J x X'\J 

Я П , . ттп Z>,7 w nV,J • 

Vu en termes de représentations, il est compatible aux actions des 
groupoïdes 7r(X'\I) X TT(X'\I) et TT(X'\J) X TT(X'\J) via le fondeur 
i r (X' \J ) - ir (XV) . 

(ii) Chacun des plongements H^j <—• H^j au-dessus de X'^ x 
XçT^ est compatible aux actions des sous-algèbres Hj et ?{j de Valgèbre 
de Hecke HT via l'inclusion Hj Ç Ti/j. 

(iii) L'action à droite de l'algèbre 7{j sur H% j comprend en parti­
culier une action à droite du groupe KT/Kj = (Vj)x et H^j s'identifie 
au sous-faisceau de H^j fixé par le sous-groupe Kj/Kj de KT/Kj. 

Démonstration : D'après la proposition 5 du paragraphe 1.3, le mor-
phisme 

Cht^ j/az —• Cht^ j/az 

au-dessus de (X'\J) x (X'\J) est représentable fini étale galoisien de 
groupe Ker[(Pj)x —• (î)/)x] = Kf/Kj. Et ce morphisme commute 
aux actions de Probo et Froboo- Par conséquent, les homomorphismes 
d'adionction 

. Tjn 
V,I > nViJ 
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sont compatibles aux actions de ir(X'\I) x TT(X'\I) et n(X'\J) x ir(X'\J) 
et au foncteur TT(X'\J) —> 7r(X'\I). On dispose aussi de l'homomorphisme 
de trace 

Я n . TTTl 
V,J > nV,I 

et le composé H% 7 —> H!p j —> 7 est la multiplication par le degré 
[KJ:KJ]. 

Ceci prouve (i) et (iii). 
Enfin, (ii) est conséquence du théorème 5 (ii) du paragraphe 1.4 et du 

lemme 3 (iii) ci-dessus. [] 

Maintenant, on a : 

PROPOSITION 8. — Soit T un ensemble fini de places de X avec TnTa = 
0. Pour tout entier n > 0, posons 

H%n= lim H%9j 
JnT=0 

qui est un faisceau de Qt-espaces vectoriels sur X'^ x Xf^Ty Alors : 

(i) Si 7r(X(T)) = lim n(X'\I) est le groupoïde fondamental de 
JnT=0 

X'^Ty chaque H^n peut être vu comme une représentation du groupoïde 
produit 

n(X[T)) x n(X'{T)) 

dans la catégorie des Q£-espaces vectoriels. 
(ii) Si HT désigne l'algèbre de Hecke du groupe G(AT) = (D^)x, 

chaque H^n est muni d'une action à droite deHT ou, ce qui est équivalent, 
d'une action à droite lisse de G(AT), et qui commute à l'action de 
ir(X') x n(X[T)). 

Cette action est admissible au sens que pour tout sous-groupe ouvert de 
G(AT), le sous-faisceau de H^n fixé par ce sous-groupe est constructible. 

(iii) Pour tout entier n>0, on dispose d'un isomorphisme 

. . TjT,n _~ TjT,n 

Il échange les actions des deux facteurs Tr(X^) et n{X'^) et il est 

compatible aux actions de (D^)x et (D°£T)X via Visomorphisme g \—• 
g-1-
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(iv) On a un homomorphisme naturel 

TTT,0 ^ TTT,0 

compatible aux actions de 7r(X'(T)) X 7T(X'(t)) ainsi qu'à Visomorphisme 

de (iii) et aux actions de (Ai)x et {D^)x via Vhomomorphisme det : 
(£>ï )*- (Ar)* . 

Démonstration : 
(i) résulte du corollaire 6 et du lemme 7 (i). 

(ii) L'existence de cette action de l'algèbre de Hecke HT résulte de 
la proposition 2 (iii) et du lemme 7 (ii). 

Cette action commute avec celle de TT(X^) X TT(X^) car l'action à 

droite du groupe G(AT) sur ChtpT et ^ChtT est compatible avec les 
morphismes Probo et Probe». 

Enfin, cette action est admissible d'après le lemme 7 (iii). 
(iii) résulte de la proposition 2 (iv) et du fait que l'isomorphisme 

* I ChtQJOP —2>Cht 

est compatible aux actions de (D°f )x et de (Dï)x via l'isomorphisme 
ai—>a \ 

(iv) résulte de la proposition 2 (v) et du fait que le morphisme 

det : Cht^T —• Cht^l 

est compatible aux actions à droite de (D^)x et de (AT)X via l'homomor­
phisme det : (Dl)x (AT)x. D 

3. — Généralités sur les représentations admissibles 

a) Représentations admissibles. Homomorphismes de traces 

Rappelons d'abord (d'après par exemple [Cartier]) : 

DÉFINITION 1. — Soient L un corps de caractéristique 0 et A une L-
algèbre munie d'une famille (e/) d'éléments idempotents telle que la famille 
(eiAei) de sous-algèbres de A est inductive de réunion A. 

On appelle représentation admissible de A tout module à droite M sur 
A tel que les sous-modules Mei sur les sous-algèbres ejAei soient tous de 
dimension finie sur le corps L et aient leur réunion éqale à M. 
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Une représentation admissible M de A est dite irréductible si elle ne 
possède d'autre sous-représentation que 0 et M. 

Une représentation admissible M de A est dite absolument irréductible 
si pour tout corps V contenant L la représentation admissible M ®LV de 
la V-algèbre A®L L' est irréductible. 

Enfin, une représentation admissible M de A est dite semi-simple si 
elle est isomorphe à une somme directe finie de représentations admissibles 
irréductibles. 

Prouvons : 

PROPOSITION 2. — Sous les hypothèses de la définition 1, on a : 
(i) La catégorie des représentations admissibles de A est abélienne 

et pour tout I, la catégorie des représentations admissibles (c'est-à-dire 
de dimension finie sur le corps L) de l'algèbre eiAej est abélienne, 
nœthérienne et artinienne. 

(ii) Le fondeur M i—• (Me/)/ induit une équivalence de la catégorie 
des représentations admissibles de A sur la catégorie des systèmes inductifs 
(Mi) de représentations admissibles des sous-algèbres ejAei, munis donc 
d'isomorphismes compatibles 

Miej Mj 

pour tous indices I, J vérifiant ejAej Ç eiAei. 
Ce fondeur admet pour quasi-inverse 

(M/) i—• lim Mi. 
i 

(iii) Si M est une représentation admissible de A qui correspond à 
un système indudif (Mi) dans l'équivalence de (ii), M est irréductible si 
et seulement si pour tout I, Mj est irréductible comme représentation de 
eiAej. 

(iv) Pour tout indice I fixé, l'application 

M i—• Me/ 

induit une injection de l'ensemble des classes de représentations admissibles 
irréductibles M de A telles que Mei ^ 0 dans l'ensemble des classes de 
représentations admissibles irréductibles non nulles de eiAej. 

De plus, pour tout tel M l'homomorphisme naturel 

End^(M) —• Ende/^ej(Me/) 

est bijedif. 
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(v) Si M est une représentation admissible semi-simple de A, alors 
pour tout corps V contenant L, la représentation admissible M ®L L' de 
A®L Lf est aussi semi-simple. 

(vi) Si M est une représentation admissible semi-simple non nulle 
de A, son algèbre End^M) des endomorphismes est semi-simple, et de 
dimension finie sur le corps L. 

De plus, M est irréductible si et seulement si End^(M) est une algèbre à 
division, et M est absolument irréductible si et seulement si le plongement 
L EIKU(M) est un isomorphisme. 

Démonstration : 
(i) résulte de ce que toute sous-représentation et toute représenta­

tion quotient d'une représentation admissible est encore admissible. 
(ii) est évident sur la définition. 

(iii) Déjà, la suffisance résulte de (ii). 
Pour la nécessité, si M est irréductible et N est une sous-représentation 

d'un Me/, alors NA est une sous-représentation de M avec NAei = N 
d'où l'on tire ou bien NA = M et N = Mei ou bien NA = 0 et N = 0. 
Ce qui prouve que Me/ est irréductible. 

(iv) Il faut prouver que si M est une représentation admissible 
irréductible de A telle que Me/ = M/ ^ 0, M est complètement déterminée 
par M/. 

Soit M = M/ ®eiAei eiA. C'est un module à droite sur A, tel que Me/ 
s'identifie à M/, et qui est muni d'un homomorphisme *4-linéaire M —• M. 
Cet homomorphisme est non nul, donc surjectif puisque M est irréductible. 

Soit encore N — {m G M, mAei = 0}. N est le plus grand sous-
module N de M tel que Nei — 0. Comme M/ est irréductible sur eiAei 
et engendre M sur A, on voit que pour tout sous-module AT de M ou bien 
N Ç N ou bien N = M. 

Par conséquent, le module M/N est irréductible. 
Enfin, l'homomorphisme surjectif M —• M se factorise évidemment 

en M/N —• M qui est un homomorphisme surjectif entre ,4-modules 
irréductibles, donc un isomorphisme. 

Ainsi, on peut effectivement retrouver M à partir de M/. 

Maintenant, l'homomorphisme naturel 

End^(M)—+EndeMe/(M/) 

est injectif puisque M est irréductible et M/ ^ 0. 
De plus, et avec les notations ci-dessus, tout endomorphisme de M/ sur 

eiAei induit un endomorphisme de M = M/ ®eiAe! eiA sur A, lequel 
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stabilise nécessairement le sous-module N — {m G M, mAei = 0 } , donc 
induit un endomorphisme de M/N = M sur A. 

Ainsi l'homomorphisme injectif 

End^(M) —• EndcMc/(Mj) 

admet un inverse à droite. C'est un isomorphisme. 

(v) Il suffit de considérer le cas où M est irréductible. Soit D = 
End^(M) qui est une algèbre à division, et de dimension finie sur L d'après 
(iv). Les sous-.4-modules de M ®L L' correspondent bijectivement aux 
sous-£>-modules à droite de D ®L L' et les sous-modules de M ®L L' sur 
A®L L' correspondent bijectivement aux idéaux à droite de D®L LF. Mais 
comme D est une algèbre à division de dimension finie sur L et comme L 
est de caractéristique 0, D®LL' est une algèbre semi-simple de dimension 
finie sur Vd'où l'on conclut. 

(vi) Si M est irréductible, End^(M) est une algèbre à division et de 
dimension finie sur L d'après (iv). 

Et si M = M™1 0 • • • 0 M™R où Mi , . . . , MR sont des représentations 
admissibles irréductibles de A, deux à deux non isomorphes, on a 

End^(M) ^ Mmi(End.A(M1)) x . . . x Mm,(End^(Mr)). 

Ceci prouve les deux premières assertions. 
Enfin, la troisième assertion résulte de la seconde puisque si M est 

irréductible et V est un corps contenant L, M®LL' est une représentation 
semi-simple de A®LL' d'après (v) et ïïndJ\®LL>(M®LL') = End^(M)(8)Jt/ 
L'. 

D 

COROLLAIRE 3. — Avec les hypothèses et notations de la définition 1, 
soit Kad(A) le groupe 

Kad(A) = lim K(eIAeI) 
i 

où, pour tout indice I, K(eiAei) désigne le groupe de Grothendieck de la 
catégorie abélienne des représentations admissibles de la L-algèbre ejAei 
et où, pour tous indices I, J avec eiAej Ç ejAej, l'homomorphisme 

K(ejAej) —• K(eIAeI) 
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est induit par le Joncteur exact 

Mj i—• Mjei. 

Alors le groupe Kad(A) est naturellement isomorphe au groupe abélien 
des sommes formelles 

5 > M [ M ] 

où M décrit un ensemble de représentants des classes d'isomorphismes de 
représentations admissibles irréductibles non nulles de A et (XM) décrit 
l'ensemble des familles d'éléments de Z telles que pour tout indice I il n'y 
ait qu'un nombre fini de M vérifiant Mei ^ 0 et XM ^ 0. 

De plus, toute représentation admissible M de A a une classe associée 
[M] dans Kad(A) et le groupe Kad(A) est engendré par l'ensemble de ces 
classes [M], 

Démonstration : C'est immédiat d'après la proposition 2 (ii), (iii) 
et (iv). 

D 

PROPOSITION 4. — Toujours avec les hypothèses et notations de la 
définition 1, on a : 

(i) Pour tout élément f de A et toute représentation admissible M 
de A, l'opérateur induit par f sur M est de rang fini sur L. On dispose 
donc de sa trace que l'on note TTM(/) € L. 

(ii) Pour tout élément f de A, l'application M \—• TTM(/) se 
factorise de manière unique en un homomorphisme 

Kad{A) —• L M i—> TrM(f) • 

Et pour tout élément fixé M de Kad(A), l'application 

f TrM(f) 

est un homomorphisme L-linéaire. 

(iii) Etant donnés M\ et M2 deux éléments de Kad(A), on a M\ — 
M2 si et seulement si TrMi(/) = TTM2(/)> V / G A. 

Plus précisément, si (Mi) est une famille finie d'éléments de Kad(A), 
No une représentation admissible irréductible de A et (Nj) un ensemble de 
représentants des classes d'isomorphismes de représentations admissibles 
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irréductibles de A dont le coefficient dans l'un des Mi au moins est non 
nul, alors il existe f G A tel que pour tout j 

f TrNj(f) = l siNj^No 
\ Tr^^f) = 0 dans le cas contraire. 

Démonstration : 
(i) Par hypothèse sur A, il existe un indice / tel que / G ejAej. 

Donc l'image de l'opérateur induit par / dans M est contenue dans Mej 
qui est de dimension finie sur L. 

(ii) Par définition, on a 

KgdJA) = limK(eIAeI). 
i 

Et pour tout / G ejAej fixé, l'application qui à toute représentation 
admissible Mj de eiAej associe la trace dans L de l'opérateur induit par 
/ dans Mi se factorise en un unique homomorphisme 

KiejAej) —• L Mj .— TrMl (/). 

D'où la première assertion. 
La seconde est évidente. 

(iii) La première assertion est conséquence évidente de la seconde. 
Pour celle-ci, soit I un indice tel que iVoej ^ 0. L'ensemble JQ des j tels 
que Njei ^ 0 est fini, et ces Njei sont irréductibles et deux à deux non 
isomorphes, comme il résulte de la proposition 2 (iv). D'après [Bourbaki] 
Chapitre 8, §12, proposition 3, les formes linéaires / i—• Trjvie/(/) 
eiAei —• L, quand j décrit Jo, sont linéairement indépendantes. Comme 
Jo est fini, il existe / G ejAei telle que 

TrNjei(/) = 1 si Njei *é 7V0e/ Nj 9é N0 

TrNjei (f) = 0 si Njd ¥ ^oej et Njei + 0 . 

Et si NjEi = 0, on a nécessairement TrNj€l(f) = 0 puisque / G eiAej. 
C'est ce qu'on voulait. Q 

b) Corps de rationalité. Corps de définition 

Posons : 
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DÉFINITION 5. — Toujours avec les hypothèses et notations de la défini­
tion 1, soient L' un corps contenant L et M' une représentation admissible 
de Valgèbre A®LL' . 

On appelle corps de rationalité de M' et on note L(M') le sous-corps 
de V qui est engendré sur L par les éléments TTM ' (f) quand f décrit A . 

On appelle corps de définition de M' tout corps L\ contenant L tel 
qu'existent une représentation admissible M\ de A ®L L\, un corps L[ 
contenant à la fois L' et L\ et un isomorphisme entre représentations 
admissibles de A®L L[ 

M' ®v L[ *É Mi <g>Ll L[. 

PROPOSITION 6. — Dans les conditions de la définition 5, on a : 
(i) Le corps de rationalité de M' se plonge naturellement dans tout 

corps de définition de M'. 
De plus, et si Mf est irréductible, le corps de rationalité de M' est égal 

à celui de M'ei pour tout indice I tel que M'ej ^ 0. 
(ii) Si M1 est irréductible et s'il existe une représentation admissible 

M de A telle que le coefficient ra' G N de [M'] dans la classe [M ®L L'] G 
Kad{A®L L') soit non nul, le corps de rationalité L(M') = L(Mfm ) est 
une extension finie de L et c 'est le plus petit corps de définition de M'm . 

(iii) Sous les hypothèses de (ii), il existe une extension finie de L 
contenant L(Mf) qui soit un corps de définition de M'. 

Démonstration : 
(i) La première assertion résulte de ce que deux représentations 

admissibles isomorphes ont même homomorphisme trace associé, et de ce 
que la formation de la trace commute aux extensions du corps de base. 

Pour la seconde assertion, on peut supposer que V est galoisien sur L, 
de groupe E. Pour tout élément a de E, on dispose de la représentation 
admissible irréductible a(M') — M' ®L',G L' de A®L L'. 

D'après la proposition 4 (iii), le corps de rationalité de M' [resp. de M'ej] 
est le plus grand sous-corps de V fixé par le sous-groupe de E constitué 
des éléments a qui vérifient a(M') £ M' [resp.a(M')ei ^ a(Mf)]. On 
conclut d'après la proposition 2 (iv). 

(ii) On peut supposer que la représentation admissible M de A est 
irréductible. Posons D = End^(M) et D' = End^LL'(M'). D'après la 
proposition 2 (vi), D et D1 sont des algèbres à division, de dimensions 
finies sur L et V respectivement. Soient C et C leurs centres, qui sont des 
corps, extensions finies de L et L'. 
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D'après la proposition 2 (v), la représentation M <g)L V de A®L L' est 
semi-simple, si bien que l'algèbre MM'(D') = End^^L^M"71') s'identifie 
à l'un des facteurs de l'algèbre semi-simple D®LL'. Autrement dit encore, 
C est l'un des facteurs de C ®L L' et on a 

M'm' * (M ®L L') ®{C®LL>) C = M ®c Cf. 

Soient c un élément qui engendre C sur L, P son polynôme minimal sur 
L et P' le polynôme minimal sur V de l'image de c dans C. Ainsi, P ' est 
un facteur de P dans l'anneau polynomial I/[-X"]. 

Les coefficients de P' sont dans V et algébriques sur L. Le sous-corps de 
V qu'ils engendrent est fini sur L et c'est un corps de définition de M/m'. 

D'après (i), ceci prouve que le corps de rationalité L(M') — L(M,m') 
est fini sur L . 

Il reste à prouver que M/m est définie sur L(M'). 
D'après ce qui précède, on peut supposer encore que V est une extension 

finie galoisienne de L. Soit E son groupe de Galois sur L(M'). A tout a G E 
est canoniquement associé un automorphisme cr-linéaire 

. <r=Id(g)cr 
M ®L L • M ®L L . 

L'image de la sous-représentation M/m' par a est une sous-représentation 
qui a même homomorphisme trace associé. D'après la proposition 4 (iii), 
cette image est encore M'771 . Ainsi, les automorphismes a se restreignent 
à M/m et ils vérifient 

a o a' — ~â o G' Ver, af G E . 

Ils définissent donc une donnée de descente sur M/m', c'est-à-dire sur tous 
les M/m e/. Comme ces derniers sont de dimension finie sur Vla donnée 
de descente est effective et la représentation Mfm est définie sur L(M/). 

(iii) Notons Lo = L(Mf). D'après (ii), LQ est une extension finie de 
L et il existe une représentation semi-simple Mo de A®L LQ telle que 
Mo®L0 1/ = M/m'. 

Do = End.4<g)LLo(Mo) est une algèbre simple de dimension finie sur 
Lo- C'est une algèbre centrale simple sur son centre Co, et si D' = 
Endw40LL/(M/), elle vérifie D0 <8>L0 LF ̂  M^^D'). 

On voit que répond à la question toute extension finie de CQ qui 
scinde l'algèbre centrale simple Do, par exemple n'importe quel sous-corps 
maximal contenant Cq de l'algèbre à division centrale associée à DQ. Q 
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Prouvons encore (d'après par exemple [Waldspurger] lemme 1.1) : 

PROPOSITION 7. — Dans les conditions de la définition 5, supposons 
que la représentation admissible M' de Valgèbre A®LL' est irréductible et 
qu'elle est ej-non ramifiée pour un certain indice I c'est-à-dire que M'ei 
est de dimension 1 sur le corps V ou encore TrM'(e/) = 1-

Alors M' est absolument irréductible et elle est définie sur son corps de 
rationalité. 

Démonstration : D'après la proposition 2 (iv), l'algèbre des endomor-
phismes de M' s'identifie à l'algèbre des endomorphismes de M'ej, laquelle 
est nécessairement V puisque M'ej est de dimension 1. D'après la propo­
sition 2 (vi), M' est donc absolument irréductible comme annoncé. 

Pour la seconde assertion, on peut supposer que L est le corps de 
rationalité de M'ej et que V est galoisien sur L de groupe S. 

Soit Mi un sous-espace non nul de M'ej et de dimension 1 sur le corps 
L. Pour tout élément / de ejAej, son action sur M'ej est la multiplication 
par le scalaire TTM / (/) qui est dans L, donc Mj est stable par cette action. 

Soit maintenant M = MjA C M'. Il suffit de prouver que l'homomor-
phisme M ®L V —> M' est un isomorphisme car alors M sera nécessaire­
ment admissible. 

Comme M' est irréductible, l'homomorphisme M ®L L' —» M' qui est 
non nul est nécessairement surjectif. Reste à prouver qu'il est injectif. 
Raisonnant par l'absurde, supposons qu'il existe des éléments mi,...,mjk 
de M, linéairement indépendants sur L et des scalaires Ài,...,Àfc G L', 
non tous nuls, tels que raiÀi H h mk\k = 0 dans M'. 

On peut supposer que cette relation est de longueur minimale et aussi 
que par exemple A2/A1 ^ L si bien qu'il existe a G S vérifiant cr^M/M) ^ 
À2/À1. Comme L est le corps de rationalité de M', les deux représentations 
admissibles irréductibles M' et cr(M') = M'®Lt^L' ont le même homomor-
phisme trace associé, donc sont isomorphes d'après la proposition 4 (iii). 

Autrement dit, M' possède un automorphisme cr-linéaire. Bien sûr il 
préserve M'ej et quitte à le multiplier par un scalaire, on peut supposer 
qu'il fixe Mj et donc aussi M. 

En prenant l'image par cet automorphisme de la relation 

raiÀi H \-mkXk = 0, 

on obtient un nouvelle relation 

^i^(Ai) H h mk(j(\k) = 0. 

On peut la combiner à la précédente pour obtenir une relation non triviale 
et de longueur plus petite. Il y a contradiction. [] 
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c) Représentations admissibles des produits tensoriels 
d'algèbres 

Commençons par le lemme suivant : 

LEMME 8. — Soient L un corps de caractéristique 0, A une L-algèbre, 
(ei) une famille d'éléments idempotents de A , vérifiant les propriétés de la 
définition 1. 

Une représentation admissible M de A sera dite isotypique si elle est 
isomorphe à une puissance d'une représentation admissible irréductible et 
elle sera dite absolument isotypique si pour tout corps V contenant L la 
représentation M ®L L' de A®L L' est isotypique. 

Alors, une représentation admissible semi-simple M de A est isotypique 
[resp. absolument isotypique ] si et seulement si son algèbre des endomor-
phismes est une algèbre simple [resp. centrale simple ] sur L. 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition 
2 (v) et (vi) puisque la formation des algèbres d'endomorphismes commute 
aux changements de base. 

D 

Dans la situation du lemme et pour toute représentation admissible 
absolument isotypique M de A , on notera d(M) l'unique entier > 1 tel que 
dimL(End^(M)) = d(M)2. 

Enonçons maintenant (d'après par exemple [Bourbaki] Chapitre 8) : 

PROPOSITION 9. — Soient L un corps de caractéristique 0, A1 et A2 
deux L-algèbres, (ej) et (e2) deux familles d'éléments idempotents de A1 
et A2, vérifiant les propriétés de la définition 1. 

Soit A l'algèbre A1 ®L A2, munie de la famille d'idempotents (e\ ® e2). 
Alors : 

(i) Si Mi et M2 sont deux représentations admissibles de A1 et A2, 
M = Mi ®L M2 est une représentation admissible de A = A1 <8>L A2. 

(ii) Dans la situation de (i) et si Mi et M2 sont semi-simples, M 
est aussi semi-simple, et 

End^(M) = E n d ^ M i ) ®L End^2(M2). 

(iii) Dans la situation de (i), et si Mi est absolument isotypique, on 
a les implications : 

• M2 isotypique ==> M isotypique, 
• M2 absolument isotypique M absolument isotypique. 
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(iv) Dans la situation de (i), et si M\ est absolument irréductible, on 
a les implications : 

• M2 irréductible M irréductible, 
• M2 absolument irréductible => M absolument irréductible. 

(v) Réciproquement, si M est une représentation admissible irréduc­
tible de A, il existe deux représentations admissibles irréductibles M\ et M2 
de A1 et A2, uniques à isomorphisme près, telles que M soit un quotient 
de la représentation admissible semi-simple M\ M2 de A. 

(vi) Dans la situation de (v) et si M est absolument isotypique, M\ 
et M2 sont aussi absolument isotypiques. 

De plus, d(M) divise le produit d(Mi)d(M2) et on a un isomorphisme 

M1®LM2^M 
d(M, )d(Mo) 

d(M) 

Enfin, pour tous f1 G A1, f2 G A2, on a 

1 

d M) 
TrM(f1®f2) = 

1 
d(Mi) 

- T W / 1 ) 
1 

d(M2) AST_199 

(vii) Dans la situation de (v) et si L est algébriquement clos, on a un 
isomorphisme 

M1®LM2^M. 

Démonstration : 
(i) résulte de ce que, pour tous indices / et J, on a un isomorphisme 

naturel 
M(e1I®e2)^(M1e))®L (M2e2). 

(ii) Pour montrer que M est semi-simple, on peut supposer que M\ 
et M2 sont irréductibles. Notons D\ = End^i(Mi) et D2 = End^2(M2) 
qui sont des algèbres à division de dimension finie sur L. On peut écrire 

Mi (g>L M2 = Mi ®L (D2 ®D2 M2) = (Mi ®L D2) ®D2 M2 

et tout sous-espace de Mi <g>£, M2 stable par les actions de A1 et A2 est de 
la forme JVi <8>D2 M2 OÙ NI est un sous-espace de Mi ®L D2 stable par les 
actions de A1 et D2. 

De plus 

Mi ®L D2 = (D! ®Di Mi) ®L D2 = (Di ®L D2) ®Dl Mi 
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et tout sous-espace JVi de Mi®L D2 stable par les actions de A1 et D2 est 
de la forme N ®D1 MI OÙ TV est un sous-espace de Di ®L D2 stable par 
les actions de D\ et D2, autrement dit un idéal à droite de la L-algèbre 
£>i ®L D2. 

Or D\®LD2 est une algèbre semi-simple puisque Di et D2 le sont et que 
le corps L est de caractéristique 0, donc M± ®L M2 est une représentation 
semi-simple. 

La seconde assertion, c'est-à-dire l'égalité 

End^(M) = End^i(Mi) ®L End^2(M2) 

est une conséquence immédiate de l'exactitude du foncteur -®L- en chacune 
des deux variables. 

(iii) résulte de (ii) et du lemme 8 puisque le produit tensoriel sur L 
d'une algèbre centrale simple et d'une algèbre simple [resp. de deux algèbres 
centrales simples ] est une algèbre simple [resp. centrale simple]. 

(iv) est conséquence de (ii) et de la proposition 2 (vi). 
(v) Il est immédiat que l'action à droite de A sur M correspond à 

deux actions à droite commutant entre elles de A1 et A2 sur M. Pour tout 
indice J, Me2 vue comme représentation de A1 est admissible. Choisissons 
un J tel que Me2 ^ 0, et soit M\ une sous-représentation admissible 
irréductible non nulle de Me2 sur A1. Alors Hom^i (Mi,M) est une 
représentation de A2, automatiquement admissible, et non nulle par choix 
de Mi. Soit M2 une sous-représentation admissible irréductible non nulle 
de Hom^i(Mx, M) sur A2. 

Sur A, on dispose d'un homomorphisme 

Mi ®L M2 —> M 

qui est non nul, donc surjectif puisque M est irréductible. 
Ceci prouve l'existence de Mi et M2. 
Leur unicité à isomorphisme près résulte de ce que pour tout indice 

J[resp. J], la représentation admissible Mi ®L M2e2 de A1 [resp. Mie} ®L 
M2 de A2] est isotypique de type Mi [resp. M2], donc aussi Me2 [resp. Me}]. 

(vi) Notons C, Ci et C2 les centres des algèbres End^(M), 
End^i(Mi) et End^2(M2). D'après (ii) et (v), C est un quotient de 
Ci ®L C2. Par conséquent, l'égalité L — C implique L — Ci et L — C2. 
D'après le lemme 8, ceci signifie que si M est absolument isotypique, Mi 
et M2 le sont. 

Mais alors, d'après (iii), Mi ®L M2 est aussi absolument isotypique, 
donc isomorphe à une puissance de M. Et l'exposant est nécessairement 
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d(Md(M)M2) Puisque EncU(M) est de dimension d(M)2 sur L et 
End^(Mi <g>L M2) = End^i(Mi) ®L End^2(M2) est de dimension d(M1)2 
d(M2)2 sur L. 

Enfin, la dernière assertion est conséquence de l'existence d'un isomor-
D(M!)D(AF2) 

phisme Mi <g>L M2 = M d<M) puisque, pour tous f1 e A1, f2 E A2, 
on a 

I W ^ C f 1 ® f) = TrMl(fl)TrM2(f). 
(vii) résulte de (v) et (vi) car alors M, M\ et M2 sont absolument 

irréductibles, donc absolument isotypiques avec 

d{M) = 1 d(Mi) = 1 d{M2) = 1 . 

D 

COROLLAIRE 10. — Soient L un corps et Y un ensemble. 
Pour tout y G Y s o i t Ay une L-algèbre, munie d'une famille (e*)iezv 

d'idempotents comme dans la définition 1, et parmi ceux-ci distinguons un 
idempotent particulier é^. 

Pour tout sous-ensemble fini Y\ de Y, notons AYl la L-algèbre (g) Ay, 
yeYi 

munie de la famille d'idempotents (ej1) indexée par \[ 1Y = 1YL, avec 
yeYr 

un élément distingué e^1. 
Pour tous sous-ensembles finis Y\,Y2 de Y avec Yi ÇY2, soit AYl <^-> 

AY2 l'inclusion définie par 

/•—• f ® 
1 ® f) = T 

«8 1 ® f) = TrMl( 

Enfin, pour tout sous-ensemble (infini) Y\ de Y, notons AYl la L-algèbre 

lim .4^ 

où Y2 parcourt l'ensemble inductif des sous-ensembles finis de Y contenus 
dans Y\. Munissons AYl de la famille évidente (ej1) d'idempotents indexée 
par limXy2 ou, si Von préfère, par le sous-ensemble XYl de T\ Xy cons-

Y2 yeYi 
titué des familles dont tous les éléments sauf un nombre fini sont égaux 
àio. 

Cette famille a un élément distingué eï1. 
Alors : 
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(i) Si Y' = Yi U • - • II Yn est une réunion disjointe de parties de Y, 
il lui est associé un isomorphisme canonique 

A Ç*A'1®T.---®T.AIn. 

(ii) Si M est une représentation admissible irréductible de AY, pour 
toute partie Y' de Y, il existe deux représentations admissibles irréductibles 
MY' et MY\Y' de AY' et AY\Y' , uniques à isomorphisme près, telles que 
M soit un quotient de MY ®L MY\Y . 

(iii) Dans les conditions de (ii) et si Y' = Yi U • • • U YN est une 
réunion disjointe de parties de Y, MY est un quotient de MYL ®L,MY2 ®L 
• • • ®L MYn. 

(iv) Dans les conditions de (ii) et si M est absolument isotypique, 
tous les MY sont absolument isotypiques. 

De plus, si Y' = Yi U • • • JJ YN est une réunion disjointe de parties de 
Y, d(MY ) divise d(MYl)d(MY2) • • • d(MYn), et il existe un isomorphisme 

MYl <g>L MY2 ®L • • • ®L MYn ^ (M1") 
d(Myl )---d(MYn ) 

d(MY ) 

Et pour tous fYl G AYl, fY2 G AY2,..., fYn G AYn, on a 

1 

d(MY') 
TVMy, (fYl ® fY2 ® • • • ® fYn) = 

1 

d(Myi) 
dsddvdd (/yi) i 

d(MYA 
TvMrn(fYn). 

(v) Dans les conditions de (iv), il existe un sous-ensemble fini Y de 
Y tel que pour toute partie Y' de Y ne rencontrant pas Y, la représentation 
MY soit eY -non ramifiée et absolument irréductible (c'est-à-dire abso­
lument isotypique avec d(MY ) = 1). 

Démonstration : 
(i) résulte de ce que le produit tensoriel commute aux limites 

inductives. 
(ii) a été montré dans la proposition 9 (v). 

(iii) D'après la proposition 9 (v), il existe certainement des représen­
tations admissibles irréductibles NYl,..., NYn de AYl,..., AYn telles que 
MY' soit un quotient de NYl ®L • • • ®L NYn. 

Alors, pour 1 < i < n, M est un quotient de 

NYi ®L (NYl N^-1 ®L NYi+1 ®L • • - ®L NYn ® My\y/), 
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donc d'un NYi (g) NY\Yi où NY\Yi est une représentation admissible 
irréductible de AY\YI. 

Toujours d'après la proposition 9 (v), cela impose NYi = MYi comme 
on voulait. 

(iv) résulte par itération de la proposition 9 (vi) compte tenu de (iii). 

(v) D'après la proposition 7, il suffit de considérer le cas où le corps 
L est algébriquement clos. 

Alors, pour toute réunion disjointe Y1 — Y\ JJ • • • ]J YN de parties de Y, 
on a un isomorphisme 

MY' ^ MYl <g>L • • • ®L MYn , 

comme il résulte de la proposition 9 (vii). 
Soit Jo G 1Y un indice tel que MeYQ ^ 0, autrement dit tel que TTM{eYQ) 

soit un entier non nul. Il existe un sous-ensemble fini YQ de Y tel que 
la composante de I0 G 1Y = 1Y° x XY\Y° dans 1Y\Y° soit l'élément 
distingué 0. 

Si donc Yî, . . . , !^ sont des parties disjointes de Y\YQ, le produit 
TTMY1 (e^1) • • • TrMYN (e^n) est un facteur de TrM(eYQ) dans N. 

Par conséquent, il existe une partie finie Y D Y0 de Y telle que pour 
toute partie finie Y1 de Y évitant F, la représentation MY soit e% -non 
ramifiée. 

Enfin, cette propriété est encore vraie lorsqu'on abandonne la con­
dition de finitude de Y1 Ç Y\Y car le choix d'un élément non nul 
mYl G MY\Yle^Yl pour toute partie finie Yî 5 Y de Y détermine un 
homomorphisme 

limMYl —• MY 
Yi 

non nul donc surjectif. [] 

4. — Calcul des traces. Applications 

a) Formules des traces 
On rappelle que a est un élément fixé de degré 1 dans Ax dont toutes 

les composantes dans les Fx valent 1 en-dehors d'un ensemble fini Ta de 
places x de F. 

Et on a supposé que V est une (9x-Algèbre partout maximale sur X. 
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On utilise les notations du paragraphe I.4b avec r = 1. Ainsi 

G (F) = DX 

G(FX) = D* pour toute place x de F 

G(A) = Dl 

Kx = D* pour toute place a; de F 

K = VA = I L KX' 
xe\X\ 

dg [resp. dgx pour a; une place de F] désigne la mesure de Haar sur le 
groupe localement compact unimodulaire G(Á) [resp. G(FX)\ qui attribue 
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact K [resp. Kx]. 

Par ailleurs, si T est un ensemble fini de places de F, on note G(ÁT) = 

J I G(FX), KT = I l Kx et dgT = d9x-
xeT xeT xeT 

On note H [resp. HX si x est une place de F, resp. HT si T est un 
ensemble fini de places de F] la Q-algèbre de Hecke du groupe G(A) [resp. 
G(FX), resp. G(AT)], c'est-à-dire l'algèbre de convolution, pour la mesure 
dg [resp. dgx, resp. dgr] des fonctions localement constantes à support 
compact de G(A) [resp. resp. G(AT)] dans Q. 

De plus, si I X est un sous-schéma fermé fini [resp. et supporté par x, 
resp. et supporté par T], on note Kj [resp. Kxj, resp. ifr,i] Ie sous-groupe 
ouvert compact 

K! = Ker[K—>Vf] 

[resp. Kxj = Ker[Kx 

resp. KT,i = Kev[KT —• P7X] ]. 
On note 7ij [resp. H^,/, resp. HT,I] la sous-algèbre de W [resp. HX, resp. 
WT] des fonctions invariantes à droite et à gauche par Kj [resp. Kxj, resp. 
KT,I] et on note / / [resp. / ^ j , resp. faj] la fonction caractéristique de Kj 

[resp. ÍCE/, resp. i^T/l fois la constante . x [resp. -———r, resp. 
dg\Ki) dgx(Kxj) 

1 ]. 
dgT(KTyi) 

Commençons par le résultat suivant : 
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PROPOSITION 1. — 

(i) Dans la Q-algèbre H [resp.Hx pour x une place de F, resp. 
HT pour T un ensemble fini de places de F], les éléments fi [resp. fxj, 
resp. fx,i] constituent une famille d'idempotents qui vérifie les hypothèses 
de la définition 1 du précédent paragraphe. 

Et pour tout I, on a 

fïHfi = Hi [resp. fXtiHxfxj = Hxj, resp. fT,iHTfT,i = WT,J] • 

(ii) Si dans chaque famille (fx,i)i [resp. ( /T , / ) / ] , on distingue 
Vêlement fx$ [resp. /7^0] qui est la fonction caractéristique du sous-groupe 
KX [resp. KT], alors la Q-algèbre H est le produit de la Q-algèbre HT et des 
Q-algèbres Hx, x £T, au sens du corollaire 10 du précédent paragraphe. 

(iii) Si Aut désigne le Q-espace vectoriel des fonctions localement 
constantes (à support compact) de G(F)\G(A)/az dans Q, muni de Vaction 
à droite par convolution de H, alors Aut est une représentation admissible 
de H. 

(iv) Pour tout élément f G H, Vopérateur induit par f dans Aut 
possède un noyau localement constant surG(F)\G(A)/azxG(F)\G(A)/az 
qui est 

(h, g) 1 * 
-yeG(F) nez 

/(an<T V ) 

Et sa trace est donnée par la formule de Seïberg 

T W / ) = 
G(F)\G(A)/az 

dg • 
7€G(F) neZ 

f(ana~4a) 

Ou encore, si 7 décrit un ensemble de représentants des classes de conju­
gaison de G(F) et si pour tout tel 7 G(F)1 désigne son commutateur dans 
G(F), on a 

T W / ) = 
7 lG(F)i\G(A)/aP 

dg-

nez 
f{ANG-LIG) • 

Démonstration : 
(i) et (ii) sont évidents. 
(iii) Comme on a déjà vu dans le lemme 5 (ii) du paragraphe III.6, 

l'espace homogène G(F)\G(A)/az est compact. 
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Ainsi, pour tout sous-schéma fermé fini I X, l'ensemble G(F)\G(A)/ 
KTO1 est fini et donc le sous-espace Aut/j de Aut qui est constitué des 
fonctions invariantes à droite par Ki est de dimension finie sur Q. 

(iv) Pour toute fonction m G Aut, calculons son image mf par l'action 
à droite par convolution de / G H. 

Pour tout h G G (A), on a 

(mf)(h) = 
IG(A)/OZ 

MIA) 

nez 
f(ana~1h) • da 

dds 
JG(F)\G(A)/aZ 

dg-
yeG(F) 

m(7 1g) 
nez 

/ K W ) 

dv 
JG(F)\G(A)/aZ 

dg • m{g) 

yeG(F) nez 
fiaTg-^h) 

Ainsi, l'opérateur induit par / possède un noyau localement constant qui 
est 

(h, g) • 
7GG(F) 

f(ang-^h) . 

Sa trace se calcule en intégrant ce noyau le long de la diagonale, ce qui 
donne la première formule. 

La seconde s'en déduit en regroupant par classes de conjugaison les 
éléments 7 G G (F). Q 

A partir de maintenant, on fixe Fs une clôture separable du corps F et 
on note le groupe de Galois de Fs sur F. 

Pour tout entier n, on note H% la fibre au-dessus du point Spec F8 x 
Spec Fs de la représentation H%}n du groupoïde produit ir(Xfa) x 
TT(X^) = 7r(Spec F) x 7r(Spec F) dans la catégorie des Q^-espaces vecto­
riels, définie dans la proposition 8 du paragraphe IV.2. 

Ainsi, chaque H% est un espace vectoriel sur Qg, muni d'une action 
continue du groupe r ^ x T ^ , c'est-à-dire de deux actions continues de 
qui commutent. 

De plus, d'après la proposition 8 (ii) du paragraphe IV.2, chaque 
est muni d'une action à droite de l'algèbre de Hecke H <8>Q Q*, commutant 
à l'action de Tp x IV, et comme tel, c'est une représentation admissible. 

Autrement dit, et en notant AF,I l'algèbre des fonctions à support fini 
du groupe Tp dans Q*, chaque Hfc est une représentation admissible de 
(H <g)Q Qe) ®Q£ AFJ ®QE AF,£-

194 



4. CALCUL DES TRACES, APPLICATIONS 

D'après la proposition 2 (i) du paragraphe IV.2, les H% sont nuls en 
dehors de 0 < n < 4(d — 1). On notera la somme alternée de classes 

Hd = 
0<n<4(d-l) 

( - m m ) H d 

dans le groupe de Grothendieck admissible 

Kad((H ®Q QI) <8>Q, AF,t ®Q£ AFJL) • 

On a le théorème fondamental suivant : 

THÉORÈME 2. — Soit f un élément de H. 
Soient Oetoo deux places de F, distinctes, qui sont dans Xf, qui ne sont 

pas dans Ta et telles que, correspondant à Vécriture H = Hoo ®Q H00'0 ®Q 
Ho, f se mette sous la forme 

/ = /œ,0®/°°'°® /0,0 

où /°°»° G H00'0 et /0,0, /00,0 sont l>es éléments idempotents distingués 
de Ho et Hoo c'est-à-dire les fonctions caractéristiques des sous-groupes 
ouverts compacts maximaux Ko et de G(Fo) et G(Foo) respectivement 

Soit To [resp. TQO] un élément de Frobenius en 0 [resp. en 00] c'est-à-
dire un élément du sous-groupe de décomposition de 0 [resp. de 00] dans 
Tp qui induit Vautomorphisme Frobdeg^ [resp. Probdeg(oo)l sur la clôture 
algébrique de K(0) [resp. de K(OO)]. 

Soient u,s>l deux entiers. 
Soit /0 G Ho [resp. f^f G Hoo] la fonction de Drinfeld en rang d et 

de niveau u [resp. de niveau —s] sur G(Fo) = GL (̂i*b) [resp. G(FOQ) == 
GLd(Foo)] comme dans la définition 7 du paragraphe IIL6c. 

Alors on a l'égalité 

Tr„, (f x тпи x TZ8) = T W / " e ® /°°'° ® «4 

dans le corps Q. 
Démonstration : 
Par définition de la trace, on a 

Ъ я . ( / х г 0 - " х г - ) = 
n. 

- i r n H S ( / x T - " x T - * ) 

D'après le lemme 7 (iii) du paragraphe IV.2 et le fait que / = /^0 ® 
/°°'° ® /o?0, on voit que les homomorphismes de faisceaux H^n —> H^n 
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avec T = {oo,0} induisent un isomorphisme de l'image de l'opérateur 
induit par /°°'° G ft00'0 = HT dans H%N sur l'image de l'opérateur induit 
par / G H dans H%N. 

Or le faisceau 71 se prolonge sur X'^ x X^ et d'après la proposition 
8 du paragraphe IV.2, l'action de TQU X r^3 ne dépend que de son image 
dans 7R(X(T)) X TT(X^) et a fortiori de son image dans 7r(XF^) x 7r(X^). 

Ainsi chaque TrH™(Î X T~QU X T^s) est égal à la trace de l'opérateur 
induit par /°°'0 x TQU X T^8 sur n'importe quelle fibre du faisceau H^N 
au-dessus de X'^ x X^. 

Considérons donc la fibre au-dessus de SpecF^, pour 0 : K(0) ¥q et 
55 : k(oo) Fg deux points de X(¥Q) au-dessus de 0 et 00. 

D'après l'hypothèse sur TO et TQO, leurs actions sur cette fibre sont celles 
des automorphismes de Frobenius arithmétiques Frobdeg^ et Probdeŝ °°̂  
de Wq. Elles sont inverses des actions des morphismes de Frobenius 
géométriques correspondants c'est-à-dire de FrobQGg^ et Frob^g^°°^ 
d'après le théorème 4 et la proposition 2 (ii) du paragraphe IV.2. 

Ainsi, chaque x TQU X T^8) est égal à la trace de l'opérateur 

induit par /°°'° x Froboeg(0)w x Frob^g(oo)s sur la fibre de H%N au-dessus 
de SpecFq. 

Maintenant, il existe certainement un sous-schéma fermé fini non vide 
I <-> X\{oo,0} tel que /°°'0 G Wj°'0, c'est-à-dire tel que /°°'° s'écrive 
comme une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de classes 
bilatères K™>°gK™>° d'éléments g G G(A°°'0). 

D'après le théorème 1 (ii) du paragraphe IV. 1 et comme / est non vide, 
le champ Cht^ 7/az est représentable projectif et lisse au-dessus de ¥q. 

De plus, d'après la proposition 6 du paragraphe 1.4, la correspon­
dance inverse de celle associée au morphisme Frob0 xoFrob^g(oo)s 
coupe transversalement toutes les correspondances j(g) dans le champ 
Chtp 7/az au-dessus de SpecF^. 

On est donc en position d'appliquer le théorème des points fixes de 
Grothendieck-Lefschetz, et avec les notations de la proposition 4 (ii) du 
paragraphe III.5 (en omettant les troncatures qui ici sont triviales puisqu'on 
est en rang r = 1), on obtient 

TrHi(f x r0-« x T-°) = Lef^(/oo-0;deg(0)«;deg(oo)S) . 

Or, d'après la proposition 2 et la proposition 11 du paragraphe III.6 et 
le fait que tout élément de G(F) = Dx est elliptique, on sait 
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Lef^(/~'Veg(0)u;deg(oo)s) = 

V ^G(F)7\G(A)/aZ nez 

(f^®r'°®iï)(ang-179)-dg 

où 7 décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison de 
G(F) et, pour tout tel 7, G(F)1 désigne son commutateur dans G{F). 

On conclut d'après la proposition 1 (iv) ci-dessus. [] 

b) Représentations automorphes 

DÉFINITION 3. — Pour L un corps de caractéristique 0, on appelle 
facteur L-automorphe de H toute représentation admissible irréductible 
et absolument isotypique II de H ®Q L telle que soit non nul le coefficient 
correspondant ra(II) de la classe [Aut ®Q£] dans le groupe K^(Ji ®Q L). 

Remarque : Si II est une représentation admissible irréductible de 
H ®Q L, il est équivalent de demander que m(II) soit non nul ou bien que 
II puisse s'écrire comme un sous-quotient de la représentation admissible 
Aut®QL. Lorsque L = C, la définition ci-dessus coïncide donc avec la 
définition usuelle. 

PROPOSITION 4. — Pour L un corps de caractéristique 0 et II un facteur 
L-automorphe de H, on a : 

(i) Le corps de rationalité Q(II) de II est une extension finie de Q. 
C'est le plus petit corps de définition de nm(n). 

(ii) // existe une extension finie de Q(II) et donc de Q qui soit un 
corps de définition de II. 

(iii) Si, pour toute place x G IIX désigne la représentation 
admissible irréductible absolument isotypique de Hx ®Q L qui est associée 
à II d'après le corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3 et la proposition 1 
(ii), alors pour toutes ces places x sauf un nombre fini, Hx est fx$ -
non ramifiée. Elle est absolument irréductible et définie sur son corps de 
rationalité, lequel est contenu dans Q(II) . 

De plus, on a : 
(iv) // existe une bijection naturelle entre l'ensemble des classes d'iso-

morphismes de facteurs L-automorphes II de H et l'ensemble des couples 
(E,TLE) avec E un sous-corps de L qui est fini sur Q et UE une classe 
d'isomorphismes de facteurs E-automorphes dont le corps de rationalité 
est E tout entier. Si II et (E,HE) se correspondent, on a 

m(U)d(U) = m(UE)d(UE) d(U)\d(UE) m(UE)\m(U) 
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et 
Q(n) = E HE ®E L = ud^/d^ 

Démonstration : 
(i) et (ii) résultent de la proposition 6 du paragraphe IV.3. 
(iii) D'après le corollaire 10 (v) du paragraphe IV.3, pour toutes les 

places x sauf un nombre fini, 11^ est fx$-non ramifiée. Cela entraîne qu'elle 
est absolument irréductible et définie sur son corps de rationalité d'après la 
proposition 7 du paragraphe IV.3. Enfin, l'inclusion Q^X^) Ç Q(II) résulte 
du corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3. 

(iv) Soit II un facteur L-automorphe de H. Posons E = Q(II) qui est 
un sous-corps de L et qui est fini sur Q d'après (i). Toujours d'après (i), la 
représentation nm(n) est définie sur E. Comme telle, elle est absolument 
isotypique donc de la forme 11^, où UE est une représentation admissible 
absolument isotypique et irréductible de H ®Q E. Nécessairement 11^ 
est un facteur £?-automorphe de H et n = m(IlE). De l'isomorphisme 
nm(n) g¿ n^(IIs) résulte alors la formule m(U)d(U) = m(UE)d(UE). 

Réciproquement, supposons donné (E,UE). Comme UE est absolument 
isotypique, HE®EL l'est aussi ; elle est donc de la forme HE<g>EL = Iln où 
II est une représentation admissible absolument isotypique et irréductible 
de H ®Q L, avec nécessairement d(ïlE) = n'd(II) si bien que d(U) divise 
d(HE). Et II est un facteur L-automorphe de 7i. 

Ces deux applications sont évidemment inverses l'une de l'autre, ce qui 
termine la démonstration. 0 

Citons maintenant le théorème suivant : 

THÉORÈME 5 (Satake). — Soient K un corps local non-archimédien, O 
son anneau de valuation, K son corps résiduel de cardinal fini #ft et w un 
élément uniformisant 

Soient n > 1 un entier, H le groupe unimodulaire GLn(K), muni de la 
mesure de Haar sur H qui attribue le volume 1 au sous-groupe compact 
ouvert maximal Ho = GLN(0) . 

Soit A Valgèbre de convolution des fonctions localement constantes à 
support compact de H dans Q. 

Et pour tout entier i > 0, soit ai e A la fonction caractéristique du 
sous-groupe ouvert compact Hi = Ker[iïo —• G\jn{0/m1)} multipliée par la 
constante [HQ : Hi]. 

On a : 

(i) Les éléments ai, i >0, constituent une famille dHdempotents de 
A qui vérifie les hypothèses de la définition 1 du paragraphe IV.3. 
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(ii) La sous-algèbre ao-Aao de A est commutative et de type fini 
sur Q. 

(iii) Si L est un corps de caractéristique O et M est une représentation 
admissible absolument irréductible de A®QL telle que Mao i1 O, alors Mao 
est de dimension 1 sur L, autrement dit M est ao-non ramifiée. 

(iv) Sous les hypothèses de (iii), il existe un unique polynôme 
à coefficients dans L, unitaire et de degré n et dont les racines 
{z\(M),..., zn(M)} dans n'importe quelle clôture algébrique de L sont non 
nulles et telles que les fonctions de Drinfeld en rang n et de niveau t, 
t G Z\{0}, /* G A, introduites dans la définition 7 du paragraphe IIL6c, 
vérifient 

T W ) = f 
zAMY +. • • + zJMY 

«i (M) V 
,(#«)n-1> • + Zn(M) 

qlqlq + 1 

si t>l 

si t < - 1 . 

Ce polynôme caractérise la représentation M. 

Démonstration : 
(i) est évident. 
(ii) résulte de l'isomorphisme de Satake, cf. [Laumon] théorème 4.1.17. 
(iii) D'après la proposition 2 (iii) du paragraphe IV.3, Mao doit être une 

représentation absolument irréductible de l'algèbre aoA<S>qLao dès lors que 
M est absolument irréductible et Mao 0- Mais comme cette algèbre est 
commutative d'après (ii), Mao est nécessairement de dimension 1 sur L. 

(iv) Lorsque L = C, c'est le contenu de [Laumon] théorèmes 7.5.4 et 
7.5.6. De plus, et si P désigne alors le polynôme unitaire à coefficients 
dans C dont l'ensemble des racines est {z\(M),..., zn(M)}, les coefficients 
de P sont des fonctions symétriques de ces racines, donc des expressions 
polynomiales à coefficients dans Q en les nombres z\ (M)* H h2n(M)* = 
TrM(/*),t > 1. Ainsi, ces coefficients sont dans le corps de rationalité de 
M. 

Ceci prouve le résultat lorsqu'il existe un plongement de L dans C. Reste 
à voir qu'on peut se ramener à ce cas. 

D'après la proposition 7 du paragraphe IV.3, M est définie sur son 
corps de rationalité, donc on peut supposer que L = Q(M). D'après la 
proposition 6 (i) du paragraphe IV.3, L est alors aussi le corps de rationalité 
de Mao- Comme l'algèbre aoAao est de type fini sur Q d'après (ii) et comme 
l'homomorphisme de trace sur Mao est un homomorphisme d'algèbres de 
aoAao dans L puisque Mao est de dimension 1, on voit que le corps L est 
engendré sur Q par un nombre fini d'éléments. 

Il peut donc se plonger dans C, comme on voulait. [] 
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Enfin, prouvons : 

PROPOSITION 6. — Soit II un facteur C-automorphe de H. 

(i) Si f est un élément de H et f~ désigne la fonction élément de H 
définie par f~(g) = fig"1), V# G G(A), alors les deux nombres complexes 

T M / ) et TïnCT) 

sont conjugués. 

(ii) Pour tout point fermé x de X' tel que le facteur de II 
correspondant au facteur Hx de H soit fx$-non ramifié, le uplet de nombres 
complexes zi(Hx),... ,Zd(Ilx) associé à EL d'après le théorème 5 (iv) est 

tel que les deux uplets 
deg(x)(d-l) 
*i(nx) 

gdeg(x)(d-l) 

qlql + dkd 
et 2i(nx),...,zD(IIX) 

sont égaux à permutation près. 

Démonstration : 
(i) Soit I ^ I u n sous-schéma fermé fini tel que, / / désignant l'élément 

idempotent correspondant de H, on ait / G fiHfi d'où aussi / ~ G fiHfj 
et 

Tïn(/) = T W / ) T W " ) = T W / - ) 
Maintenant, I I / / est un sous-quotient de la représentation de dimension 

finie sur C Aut// <8>q C et il suffit de prouver que pour toute sous-
représentation M de Aut / / <8)Q C, on a TTM(/~) = TVM ( / ) . 

Or sur le C-espace vectoriel Aut (8>qC, on dispose de la forme hermitienne 
définie positive 

(A,/2) ~ < / i | / 2 > = 
/G(F)\G(A)/az 

h{9)Î2{9)-dg . 

Si fi f„ désime une base orthonormée de M. on a donc 

IïM(/) = 
n 

i=l 
< FIF\FI > 

T W / - ) = 
n 

1=1 

<fif-\fi> 

Or d'après la proposition 1 (iv), les deux opérateurs induits sur Aut <8>QC 
par / et / " ont des noyaux localement constants sur G(F)\G(A)/az x 
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G(F)\G(A)/az, à valeurs dans Q et qui se déduisent l'un de l'autre par 
échange des deux variables. 

Donc ces deux opérateurs sont adjoints l'un de l'autre pour le produit 
hermitien < -|- > et pour tout i, 1 < i < n, on a 

<fif\fi>=<fi\fif>=<fif-\fi> • 

D'où le résultat. 
(ii) se déduit de (i) et du théorème 5 (iv). 
En effet, écrivons la décomposition II = II^ ®c IIX et choisissons un 

sous-schéma fermé fini / ^ X\{x} tel que l'élément idempotent associé 
ff dans Hx vérifie I P ff ^ 0, si bien que Trn*(/f) est un entier non nul. 

Pour tout t G Z\{0}, soient /* et /~* les fonctions de Drinfeld en rang 
d et de niveaux t et — t sur GLd(Fx) = G(FX). 

Alors on a 
/*-') = iW£). V<€Z\{ 

d'où l'on tire d'après (i) 

ï W / * - ' ) = i W £ ) . V<€Z\{0}, 

ce qui permet de conclure. 

c) Représentations ^-adiques de x attachées aux repré­
sentations automorphes 

Commençons par un lemme préparatoire : 

LEMME 7. — Soient L un corps contenant et II une représentation 
admissible absolument isotypique irréductible de H ®Q L. 

(i) Pour toute représentation admissible irréductible E de l'algèbre 
(AF,t®QiAF,i)®QiL, la représentation II®z,E de H®Q(AF9t®QiAFii)®QiL 
est isotypique. Elle s'écrit 

Titer nX£ie(n'E) 

où (II, E) est une représentation admissible irréductible, et e(H, E) est un 
entier > 1 qui divise d(II)2. 

(ii) Pour tout E comme dans (i) et tout entier n, 0 < n < 4(d — 1), 
soit m7L(II, E) la multiplicité de (II, E) dans la classe 

[H% ®Q£ L) G KAD(H ®Q (AF,e ®QI AFJ) ®Q€ L). 
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Alors les entiers ran(II, E) sont nuls sauf pour un nombre fini de représen­
tations irréductibles E (à isomorphisme près), et si on pose 

Eg = 0 E ^ M N ( N ' E ) 

E 

on a un isomorphisme 

N ®L SG (0(11,SRN(N'E))D(N)2. 
E 

De plus, si on pose pour tout E m(II, E) = ^(—l)nran(II, E) G Z et si on 
n 

définit Vêlement 

Sn = E ( - 1 ) n P n ] € # a d ( ( ^ <8>Q€ ^ ) <S>Q, L) 
n 

a/ors on a dans Kad(H ®Q (AF,£ ®Q€ £ ) Végalité 

[n] <8>L Efc = d2(n ) ( j>(II ,S)[ (n ,S)] ) . 

Démonstration : 
(i) La représentation II <8>L E est isotypique d'après la proposi­

tion 9 (iii) du paragraphe IV.3. 
De plus, les représentations Hom^^i^II, II ®L E) et Hom^^i^II , 

(II, E)) de {AF,£ ®Q£ AFJ) <8>Q£ L sont évidemment admissibles, et on a 
des isomorphismes : 

Hom^QL(n,II<g>L E)^Ed(n)2 

Hom^QL(II, II ®L S) — Hom^QL(n, (n, E))e(n'E) 

Comme la représentation E est irréductible, cela prouve que e(II, E) est 
un diviseur de d(II)2. 

(ii) Le fait que les entiers m71 (II, E) sont presque tous nuls résulte 
de ce que H% ®Q£ L, considérée comme une représentation du seul facteur 
H ®Q L, est admissible. 

Les autres assertions sont immédiates d'après (i). [] 
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LEMME 8. — Soient L et II comme dans le lemme 7. 
(i) Si la représentation II est absolument irréductible, alors 

on a pour toute représentation admissible irréductible E de 
(AF,€ ®Qe Afj) ®Qe L 

n ® L E ^ ( n , £ ) . 
On a pour tout entier n 

n<8>L ££^®(n ,£ )mn(n ' s ) 
s 

et on a dans Kad(H ®Q (Af,£ ®q£ AF,i) ®Q£ L) Végalité 

M <8>L En = ^ m ( n ' 2)[n ®L E]. 
s 

(ii) Si V est un corps qui contient L et 1T est Vunique représentation 
admissible absolument isotypique irréductible de H ®Q V qui intervient 
comme facteur dans la représentation absolument isotypique H®L L', avec 
donc un isomorphisme 

II<g)L L' = n'd(n)/d(n'), 

alors pour tout entier n on a un isomorphisme 

E£ ®L L'*(J%,)dW2 

et on a dans Kad{{AF^ <8>Qe Afj) ®q£ L') l'égalité 

L n ^ L - d(n')2 ' 

Démonstration : 

(i) Le fait que II est absolument irréductible se traduit par l'égalité 
d(U) = 1. De plus chaque entier e(II, E), qui d'après le lemme 7 (i) divise 
d(II)2, doit valoir 1. 

Toutes les assertions se déduisent alors du lemme 7. 

(ii) Par définition des entiers ran(H", E) [resp. m71 (II7, E7)], la somme 

X > n ( n , S)[(n, S)] [resp. 5 > » ( I I ' , E')[(n', S')] 
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dans le groupe KAD(H®Q (AF,£ ®qe AF,e) ®qe L)[resp. KAD(H®Q (AFJ ®Q£ 
AF,Ï) <8>QE L')) rassemble toutes les composantes de la classe [H% ®qe 
L] [resp.[ifp (g>Q£ L']] qui font apparaître II [resp. Il7] comme facteur 
correspondant à H ®Q L [resp. H ®q L'}. 

Par conséquent, il existe un isomorphisme 

( 0 ( 1 1 , £)™n(n'E)) ®L L' * 0 ( 1 1 ' , ds m E C . 

D'après le lemme 7 (ii), cela prouve la première assertion. 
La seconde s'en déduit trivialement. [] 

Du théorème 2 et du théorème 5 nous allons maintenant déduire : 

THÉORÈME 9. — Soient L un corps contenant Qe et II une représentation 
admissible absolument isotypique irréductible de H ®Q L . 

(i) L'ensemble des points fermés x de X'\TA tels que le facteur HX 
de II correspondant à l'algèbre T~LX ®QL ne soit pas fx$-non ramifié est un 
ensemble fini. On notera son complémentaire dans X'\TA. 

(ii) Pour tout entier n, 0 < n < 4(d — 1), la représentation de 
r ^ x T ^ est non ramifiée au-dessus de X$j x X^ c'est-à-dire se factorise 
à travers le fondeur 

TF x TF —• Tr(SpecF) x TR(SpecF) —• ^(X^) x ir(X{{). 

(iii) Soient 0 et oo deux points fermés de X^, ro G et G 
deux éléments de Frobenius en 0 et oo respectivement. 

Alors, pour tout entier u G N divisible à la fois par deg(O) et deg(oo), 
toutes les valeurs propres de l'opérateur induit dans E^ par l'élément 
^-u/deg(o) x ^-u/deg(oo) yF x TF sont des entiers algébriques sur Q 
dont toutes les valeurs absolues sont égales à q%u. 

Par conséquent, les représentations semi-simples 0 < n < 4(d— 1), 
ont deux à deux des facteurs irréductibles distincts. 

(iv) S'il existe n tel que la représentation Eg soit non nulle, Ii est 
un facteur L-automorphe de H. 

De plus, il existe alors un ouvert non vide X^ Ç X'N tel que pour tous 
points fermés distincts 0, oo de X^, tous éléments TQ, de VF comme 
dans (iii) et tous entiers u,s G Z, on ait 

T ^ ( T < P X T - S ) = 

d(n)2m(n)(z1(n0)tt + • • • + zd(IIo),Vdeg(oo)(d-1) 
(«i(n00)- + --- + «d(n00)-s) 
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où m(n) est le coefficient de [II] dans la classe [Aut ®QL] G Kad(H ®Q L) 
e£ zi(IIo),..., Zd(IIo) et ^(IIoo),..., ^(n^) sont comme dans le théorè­
me 5 (iv). 

Démonstration : 

(i) résulte du corollaire 10 (v) du paragraphe IV.3. 
(ii) Il s'agit de prouver que pour tout ensemble fini T de points 

fermés de Xfj, la représentation Eg de Tp x Tp se factorise à travers le 
groupoïde 7r(X(Tj) x 7r(-X|Tj). 

Or le facteur UT = (g) IIX de II qui correspond au facteur HT de H est 
xeT 

/T)0-non ramifié. Par conséquent et d'après les propositions 2 (iv) et 9 (iv) 
et (v) du paragraphe IV.3, l'homomorphisme de faisceaux 

H%N ®Q, L —> fljn ®Q, L 

induit un isomorphisme de la composante de [H^n<g)Q£L] dans le groupe de 
Grothendieck admissible de (/T,0^T/T,0®QWT)®QL = (HT$®QHT)®QL 
qui est isotypique de type (nT/r,0)®LnT sur la composante de [iiTpN®Q£L] 
dans le groupe de Grothendieck admissible de {HT®QHT) <8>QL = H®QL 

qui est isotypique de type IIT ®L nT = II, à savoir 0(11, E)mn(n'E) . 

Et d'après la proposition 8 du paragraphe IV.2, le faisceau H^N se 
prolonge sur XçT) x X[Ty et vu comme représentation du groupoïde 
7R(SpecF) x 7r(SpecF), il provient d'une représentation du groupoïde 
7T(X'{T))X7r(X'{T)). 

Cela permet de conclure puisque d'après le lemme 7 (ii) 

n ® L = ( 0 ( n , E r n ( n ' s ) ) 
d(U)2 

(iii) On conserve les notations de la démonstration de (ii), avec 
T = {0,oo}. 

Soit I <^-> X\T un sous-schéma fermé fini non vide tel que, si fj désigne 
l'élément idempotent correspondant dans WT, on ait UTfJ ^ 0, c'est-à-
dire aussi II(/T)0 ® ff) 7̂  0. 

Alors l'ensemble des valeurs propres de l'opérateur induit par r deg (0) x 
t̂t/deg(oo) gur eŝ . certainement contenu dans l'ensemble des valeurs 

propres de l'opérateur induit par r^/des(°) x rVdeg(oo) gur n>imp0rte quelle 
fibre du faisceau H^nff = iïp j . 

205 



IV - LE CAS DES P-CHTOUCAS DE RANG r = 1 

Considérons donc la fibre au-dessus de SpecFq, pour 0 : K(0) ¥Q et 
oô : K(OO) <-> Fq deux points de X(¥q) au-dessus de 0 et oo. 

Sur cette fibre, les actions de TO et TQQ sont inverses de celles de Froboeg^ 
et Prob^g(oo) et l'action de T(p/deg(0) x T~u/dG^ est égale à celle du 
morphisme de Probenius géométrique ProbM. Or d'après le théorème 1 du 
paragraphe IV. 1, le champ Chtx>,//az est représentable, projectif et lisse 
au-dessus de X'\I x X'\L 

On conclut d'après le théorème de pureté de Deligne que les valeurs 
propres de ces opérateurs ont les propriétés annoncées. 

La dernière assertion de (iii) est une conséquence évidente de la 
précédente. 

(iv) D'après la proposition 6 (iii) du paragraphe IV.3 et le lemme 8 (ii), 
on peut se limiter au cas où L est une clôture algébrique de Q .̂ 

Alors et d'après le lemme 8 (i), on a dans le groupe de Grothendieck 
admissible de H ®Q (AF,Î ®Q€ AF,Î) ®Q€ L la décomposition 

[Hi ®Q, L] = 

7T 

m(7r)M gh 

où 7r décrit un ensemble de représentants des classes d'isomorphismes de 
représentations admissibles absolument irréductibles de H ®Q L. 

D'autre part, on a dans le groupe de Grothendieck admissible de ?Ï®QL 
la décomposition 

[Aut ®QL] = 

7T 
m(7r)M 

où chaque m(7r) est un entier > 0, non nul si et seulement si n est un 
facteur L-automorphe de H. 

D'après la proposition 4 (iii) du paragraphe IV.3, il existe un élément 
/ G H tel que pour tout n intervenant dans l'une des classes [H^ L] 
ou dans [Aut(g>QjL], on ait 

T r ^ / H l s i T T ^ I I 
Tr7r(/) = 0 dans le cas contraire. 

Soit alors T un ensemble fini de places de X, contenant Ta et tel que 
/ soit de la forme / = ffî ® fc où est un élément de HT et f£ est 
l'élément idempotent distingué de HT. 

Soit Xn le complémentaire de T dans Xfj. 
Alors pour tous points fermés distincts 0, oo de X^ f peut s'écrire sous 

la forme / = ® /°°'0 ® /O|0 où /°°'° G H00'0. 
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Pour s > 1 deux entiers, on a donc d'après le théorème 2 

TïH. e» L ( V X г"8 X / ) = TrAut®nL(f-a ® /°°-Ü (8» ft). 

D'après l'hypothèse sur / et le corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3, cela 
s'écrit encore 

lWr0-u(g>T-8) = 

7T 

m(7r)IV,0(/0w)TÏWoo(/-s)Tr̂ ,o(/00'0). 

De plus, si IVW0(/0U) 7̂  0 et T ^ / - 8 ) ^ 0, alors 7ro/o,0 ? 0 et Woo,0 ^ 0 
et d'après le théorème 5 (iii) ceci implique que 7ro/o,0 et 7roo/oo,0 sont de 
dimension 1 sur L si bien que dans tous les cas 

m(7r)IV,0(/0w)TÏWoo(/-s)Tr^,o(/0 m(7r)IV,0(/0w)TÏWoo(/-s)Tr^,o(/0 

En utilisant encore l'hypothèse sur / et d'après le théorème 5 (iv), on 
obtient : 

TrSÍL(T0-UXT-S) = 

m(U)(Zl(n0r + ••• + zd(U0r)qsde^d-lHz1(Uoo)-s + ••• + z^)-*) 

Cette égalité, vraie pour tous entiers u, s Wd> 1, s'étend immédiatement 
à tous entiers s G Z, ce qui prouve la seconde assertion. 

Pour la première assertion, supposons qu'il existe n avec 7̂  0. Alors 
d'après la dernière assertion de (iii), on a aussi SĴ  ^ 0. Et d'après le 
théorème de densité de Cebotarev, les TQU X T^8 quand (0,00) décrit 
l'ensemble des couples de points fermés distincts dans et u, s décrivent 
Z, sont denses dans Tp x Tp. Comme est une représentation non 
nulle continue de T]? x T^, on voit d'après la proposition 4 (iii) du 
paragraphe IV.3, qu'il existe un tel TQU X T^S avec TT^{TQU X T^S) ^ 0, 
ce qui impose ra(II) ^ 0. 

D 

COROLLAIRE 10. — 

(i) Pour tout entier n impair, le faisceau est nul II en est de 
même du faisceau pour tout sous-schéma fermé fini I X. 

(ii) Dans le groupe de Grothendieck admissible de H ®Q Qe, on a 
lfégalité entre classes induites 

[iï£] = d2[Aut<g)QQ*]. 
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Démonstration : 
(i) La seconde assertion est conséquence de la première car d'après le 

lemme 7 (iii) du paragraphe IV.2, on a toujours 7 = i ïp / j . 
Pour la première assertion, il suffit de prouver que si L est un corps 

algébriquement clos contenant Q^, II un facteur L-automorphe de H et n 
un entier impair, alors = 0. 

Fixons 0 et oo deux points fermés distincts de X^. Et soient TO et 
comme dans le théorème 8 (iii). Pour tout entier n, 0 < n < 4(d— 1), notons 
An,iî • • • J \i,&(n) les valeurs propres de l'opérateur induit par r~deg(°°) x 
T d̂eg(0) sur s ; . 

Pour tout entier u E Z, on a donc 

TrE;[(r0-deg(oo)u * -̂deg(0)w\ _ 

n 
(-1)п((АпдГ + --- + (Лп,ь(п)Г) 

et d'après le théorème 9 (iii) les ensembles {Anji,..., \n,b(n)} sont deux à 
deux disjoints. 

Mais d'après le théorème 9 (iv) on a également 

TrSîi(r0-deg(oo)w x T~DE^U) = 

ra(II) 

l<ij<d 

(z• (Un)des(°°)ade&(°°) <*eg(0)(d-1) . (jj \ - deg(O) \u 

Ceci prouve que pour n impair, la dimension b(n) de sur L est nulle 
(ii) Soit encore L un corps algébriquement clos contenant Qe. 
Il suffit de prouver que dans Kad(H ®Q L), on a 

\Hr, ®o, L] = d2[Aut ®QL) • 

Or dans Kad{H ®Q (AF,£ ®Q£ AF,I) ®QE L), on a 

[EQ> ®Q£ L] = 
n 

®L [n] 

et dans Kad(H ®Q L), on a 

[Aut ®QL] = 

n 
m(n)[n]. 

Enfin, si 1 désigne l'élément unité dans ^ x Tf, on a d'après le 
théorème 9 (iv) 

Tïs. (l) = m(U)d2 

D'où l'on conclut. 
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d) Représentations £—adiques de I V attachées aux représenta­
tions automorphes 

Pour tout entier n G Z, on introduit Qe(n) la représentation continue 
de VF de dimension 1 sur qui se factorise à travers le foncteur —• 
7r(SpecF) —> 7r(SpecFg) et pour laquelle n'importe quel automorphisme de 
Probenius (arithmétique) de 7r(SpecFg) agit par la multiplication par qn. 

Si L est un corps contenant Qt et a est une représentation de AF,Ï®QI L 
de dimension finie sur L, on note <j(n) la représentation a ®Q£ Qe(ri). 
D'autre part, on note crv la représentation duale Homz,(<j, L) de cr. 

Les foncteurs a \—• a(n) et a \—• crv sont exacts et induisent des 
automorphismes de K(AF,£ L), notés de la même façon. 

Avec ces notations, on a : 

PROPOSITION 11. — Soient L un corps contenant Qe et U un facteur 
L-automorphe de H. 

(i) Tiji peut être vue comme une représentation semi-simple de 
(AF,£ <8>Q£ AF,Ï) ®Q£ L. 

Elle induit une représentation du premier facteur AF^®qTL qu'on 
notera On et qui est également semi-simple. 

(ii) désignant l'ouvert non vide de X' défini dans le théorè­
me 9 (i), la représentation a^i de Tp est non ramifiée au-dessus de X^ 
c 'est-à-dire se factorise à travers le foncteur 

TF —-+ Tr(SpecF) —• 7T(-XJJ) . 

(iii) X^ désignant l'ouvert non vide de X^ introduit dans le théorè­
me 9 (iv) on a pour tout point fermé 0 de XJJ, tout élément TQ G Tp comme 
dans le théorème 9 (iii) et tout wGZ 

I**-(T<Tu) = d(U)2m(md(zi(Uo)u + ••• + zd(U0)u). 

(iv) On a un isomorphisme entre représentations semi-simples de 
(AFJ ®QE AFJ) <8>Q* L 

*n ®L K ) v ( l -d)*é (j%)*W2<»W* . 

Démonstration : 

0) E& = £ ( - i ) » p a ] peut être vue comme une représentation 

IL 
semi-simple de (AF,I ®QE AF,I) L puisque d'après le corollaire 10 (i) 
les sont nulles pour tous n impairs. 

D'après la proposition 9 (v) du paragraphe IV.3, est alors semi-
simple comme représentation de AF,I ®Q€ L . 
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(ii) résulte du théorème 9 (ii). 

(iii) s'obtient en choisissant un point fermé oo de distinct de 0 et 
en posant 5 = 0 dans l'énoncé du théorème 9 (iv). 

(iv) D'après (i) ci-dessus et la proposition 9 (ii) du paragraphe IV.3, 
les deux représentations considérées sont semi-simples. 

De plus, d'après (iii) ci-dessus et le théorème 9 (iv), leurs homomor-
phismes traces associés coïncident en tous les éléments de Tp x Tp qui sont 
de la forme 

x i x ox 

avec 0,oo deux points fermés distincts de X^, To et TQO comme dans le 
théorème 9 (iii) et s E Z. 

Or ces éléments sont denses dans I V x Tp d'après le théorème de 
densité de Cebotarev. Cela permet de conclure lorsque L est une extension 
algébrique de Qi car alors les représentations de Tp x Tp considérées sont 
continues. 

Et on se ramène à ce cas d'après le lemme 4 (iv), le lemme 8 (ii) et la 
partie (i) du lemme suivant : 

LEMME 12. — Soient L et II comme dans la proposition 11. 

(i) Si V est un corps qui contient L et Uf est l'unique facteur U -
automorphe de 7i qui vérifie 

TTtfw /7 o* n'd(n)Mn') 

alors on a un isomorphisme 

^®LL'^(aíiOd(n)2/d(n')2. 

(ii) Il existe une extension finie L' de L telle que pour II' comme dans 
(i) tous les facteurs irréductibles de la représentation <7jp de Ap,i <8>Q£ L 
sont absolument irréductibles. 

(iii) Si V est une extension de L qui vérifie la conclusion de (ii) et 
m > 1 est le plus grand entier tel que la représentation a^f s'écrive sous 
la forme r™, alors est isomorphe à une puissance de r <g) rv(l — d). 

Démonstration : 
(i) résulte des définitions de cr̂  et a^, et du lemme 8 (ii). 

(ii) résulte de la proposition 6 (iii) du paragraphe IV.3b ainsi que 
de (i). 
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(iii) m est le p.g.c.d. de tous les coefficients des composantes irréduc­
tibles de la classe [crjp] et c'est aussi le p.g.c.d. des coefficient des com­
posantes irréductibles de la classe [(^n/)v(l — d)]. Comme ces composantes 
irréductibles sont en fait absolument irréductibles on voit d'après la propo­
sition 9 (iv) du paragraphe IV.3 que le p.g.c.d. des coefficients des com­
posantes irréductibles de la classe [crjp ® (0"n/)v(l ~~ °0] eŝ  m2-

On conclut d'après la proposition 11 (iv) car alors m2 doit être divisible 
pax d(W)2m(IL')<P. D 

Nous pouvons maintenant démontrer : 

THÉORÈME 13. — Soient L un corps contenant Qt, II un facteur L-
automorphe de H et Q(II) <-> C un plongement dans C du corps de 
rationalité Q(II) de II qui est un corps de nombres. 

Alors : 
(i) En utilisant les notations du théorème 5 (iv), les uplets de 

normes de nombres complexes 

( | ^ ( n o ) | ^ , . . . , M n o ) | ^ ) , 

quand 0 décrit Vensemble des points fermés de Vouvert non vide Ç 
XJJ Ç XF\TA de X, sont tous égaux à permutation près. Ils sont respectés 
par Vinvolution t \—• qd~1/t. 

Et ils prennent leurs valeurs dans l'un ou Vautre des deux ensembles 

U,<7,<r ,a У ou \оч",а^^ a "7 ,a 1 \ 

(ii) S'il existe au moins un point fermé 0 de X^ où Von sache que 

q^'1 < \zi(U0)\^^ <q% , 1 < i < d, 

alors on peut conclure que pour tout point fermé x de X^ 

\ziQIx)\**& =q~ , l<i<d. 

Et il est équivalent de dire que Eg = 0, Vn ^ 2{d — 1). 

Remarque : Les inégalités dans l'hypothèse de (ii) sont connues en tous 
les points fermés 0 de X'N si II correspond au sens de Jacquet-Langlands 
à une représentation automorphe cuspidale du groupe adélique GL^(A). 

Démonstration du théorème 13 : Que Q(II) soit un corps de nombres 
a été vu dans la proposition 4 (i). 
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(i) La symétrie par Pinvolution t \—> qd 1/t résulte de la proposi­
tion 6 (ii). 

On remarque que pour x fixé, connaître le uplet des |^(IIo)|deg(0), 
1 < i < d, revient à connaître le uplet des 

|^(n0)||^(n0)|, l<ij<d. 

Or d'après la proposition 11 (iii) et (iv) et la proposition 6 (ii), le uplet 
répété d(n)2m(II) fois des 

Zt(n0)zj(IIo), 1 < i, 3 <d, 

s'identifie au uplet des valeurs propres de l'opérateur induit par TQ1 XTQ"1 
sur la représentation semi-simple de IV x IV. 

Puis d'après le théorème 9 (iii) et le corollaire 10 (i), on voit que les 
normes de ces nombres sont à valeurs dans l'ensemble 

{1, qde^°\ g2deg(°),..., q2^-1)deg(O) j 

et que chaque norme gndes(°)5 0 < n < 2{d — 1), apparaît avec une 
multiplicité égale à la dimension sur L de E^N donc indépendante du point 
fermé 0. 

A partir de là, on conclut immédiatement. 
(ii) La première assertion est un cas particulier de (i). 

La seconde résulte de la discussion dans la démonstration de (i). 
D 

Afin de poursuivre, on a besoin de rappels sur les fonctions L associées 
aux représentations ^-adiques de IV et sur les fonctions L associées aux 
représentations automorphes cuspidales des groupes adéliques GLn(A). 

DÉFINITION 14 (Grothendieck). — Soient L une extension finie de Qi 
et U un ouvert non vide de X. 

Soit a une représentation continue de VF dans un espace de dimension 
finie sur L, non ramifiée sur U c'est-à-dire se factorisant à travers le 
fondeur 

Y p —+7r(SpecF) —> TT(Ï7) . 

On appelle fonction L partielle associée à a et on note Lu (a, z) la série 
formelle à coefficients dans Qe 

Lu(cr,z) = 
o 

1 

deta(l-r0-izdeg(°)) 

où 0 décrit l'ensemble des points fermés de U et chaque To e Tp est un 
élément de Frobenius en la place 0. 
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DÉFINITION 15 (Langlands). — Soient ni et n2 entiers, I I i et U2 
deux représentations admissibles irréductibles automorphes cuspidales des 
algèbres de Hecke sur C des groupes adéliques GLni (A) et GLn2 (A) respec­
tivement 

Soit U un ouvert non vide de X tel que pour tout point fermé x de U 
les facteurs locaux ïlix et Tl2X de I I i et II2 (qui sont des représentations 
admissibles irréductibles des algèbres de Hecke sur C des groupes GLni (Fx) 
et GLn2(Fx) respectivement) soient non ramifiées au sens du théorème 5. 

On appelle fonction L partielle associée o l l i® II2 et on note LuÇH-i <8> 
II2 , z) la série formelle à coefficients dans C 

Lu(U1^U^z) = 

X L<I<N1 Y 
l<j <n2 

1 

1 - Zj(Ulx) 
ZJ{Tl2x) 

d̂eg(x) 

où x décrit Vensemble des points fermés de U. 

THÉORÈME 16 (Grothendieck, Deligne). — Comme dans la définition 
14, soient L une extension finie de Qi et U un ouvert non vide de X. 

(i) Si a, ai, cr2 sont trois représentations de Tp comme dans la 
définition 14 et s'il existe une suite exacte 

0 —> ai —> a —> 02 —> 0 

alors on a Lu(a,z) = Lu(ai, z)Lu(a2, z). 
(ii) Toute représentation a de VF comme dans la définition 14 peut 

être vue comme un L-faisceau constructible et lisse sur U. 
Et on a la formule 

Lu(a,z) = 
detf7i/v)(l - Prob 1 z) 

det if o(a)(l — Prob 1 z) det//2(0.)(l — Prob 1 z) 

En particulier, Lu(a,z) est une fraction rationnelle. 
De plus on remarque que H^(a) — H°(a) si U = X, = 0 si U ^ X 

et que 
H2Aa)^H°(ay(-l)). 

(iii) Dans la situation de (ii), supposons que a est pure de poids n G Z 
c'est-à-dire que pour tout point fermé 0 de U, les valeurs propres de TQ1 
dans a sont des nombres algébriques sur Q dont toutes les valeurs absolues 
archimédiennes sont égales à çïdes(°). 

Alors toutes les valeurs propres de Prob-1 dans H^(a) sont des nombres 
algébriques sur Q dont les valeurs absolues archimédiennes sont de la forme 
q^ avec n1 < n + 1. 
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(iv) Soient ai et a2 deux représentations deYp comme dans la défini­
tion 14, supposées irréductibles et pures de même poids. 

Alors la fonction L(ai (g) a2lz) possède au point q~x un pôle de multi­
plicité égale à la dimension sur L de EIKIL(0*I) si ai et a2 sont isomorphes, 
et dans le cas contraire, elle n'a ni zéro ni pôle en ce point. 

Démonstration : 
(i) est évident sur la définition. 

(ii) La première assertion résulte de la définition du groupoïde 7r(U) 
et de ce que IV, étant profini donc compact, stabilise un réseau de a. 

La formule qui suit est un théorème de Grothendieck. 
Les deux expressions pour H® (a) sont évidentes, et celle pour H%(a) 

s'obtient par dualité de Poincaré-Grothendieck. 
(iii) a été démontré par Deligne. 
(iv) La représentation ai ®a2 est pure de poids 0 donc d'après (iii) le 

polynôme detj/i^^v^l—Prob-1 z) ne s'annule pas au point q~x. D'après 
(ii), le polynôme det^o^^v^l — Prob-1 z) non plus ne s'y annule pas et 
le polynôme det/f2(ai(g)fTv)(l — Prob-1 z) s'y annule avec la multiplicité 

dimL HomL(L(-l), (a\ <8> a2){-l)) = dimL HomL^i,^) 

d'où l'on tire le résultat annoncé. 0 

THÉORÈME 17. — Soient ni et n2, IIi et II2 et U comme dans la 
définition 15. Alors la série 

Lu(Ui®U^z) 

est convergente dans un voisinage de 0 dans C. 
Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout entier. 
Au point q~l elle n'a ni zéro ni pôle si ni ^ n2 ou bien si ni — n2 mais 

IIi et II2 ne sont pas isomorphes, et elle a en ce point un pôle d'ordre 1 si 
ni = n2 et Iii = II2. 

Démonstration : Voir [Shahidi]. 
D 

Nous pouvons maintenant démontrer : 

THÉORÈME 18. — Soient L un corps contenant Q>£ et II un facteur 
L-automorphe de H qui correspond au sens de Jacquet-Langlands à une 
représentation automorphe cuspidale du groupe adélique GL^(A). 
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Supposons que Von sache que toute représentation continue, non rami­
fiée sur un ouvert non vide U de X et absolument irréductible deTp dans 
un espace de dimension d'< d sur une extension finie de Qe corresponde 
au sens de Langlands à une représentation automorphe cuspidale du groupe 
adélique GL<j/(A), non ramifiée sur U. 

Alors on peut conclure que la représentation semi-simple cr̂  de Yp est 
absolument isotypique et si son unique facteur irréductible est absolument 
irréductible, il est de dimension d. 

Remarque : La supposition du théorème est réalisée d'après Drinfeld 
lorsque d < 3. 

Démonstration du théorème 18 : D'après la proposition 4 (ii) et le 
lemme 12 (i) et (ii), on peut supposer que L est une extension finie de Q$, 
que II est absolument irréductible et que s'écrit 

<^ = ©*m(<T) 

où les a sont des représentations absolument irréductibles de Tir dont on 
note da les dimensions respectives sur L. 

D'après la proposition 11, les facteurs a sont des représentations con­
tinues non ramifiées sur X^ et on a 

m(a)d(T = m(Tl)d2 . 
a 

Soit U! la représentation automorphe cuspidale de GL^(A) qui est 
associée à II au sens de Jacquet-Langlands. 

Supposons qu'il existe un facteur a avec m(a) > 1 et da < d. Alors 
par hypothèse il lui correspond au sens de Langlands une représentation 
automorphe cuspidale 11^ de GL^A) . D'après la proposition 11 (iii), on 
a une égalité de séries formelles à coefficients dans le corps Q(II) (qui est 
contenu à la fois dans L et dans C) 

Lx»(<rh ® = LX»(W ® I C , z). 

D'après le théorème 16 (ii), le premier terme est une fraction rationnelle. De 
plus, d'après le théorème 13 (ii) et la proposition 11 (iii), la représentation 
<Tn est pure de poids d — 1, donc aussi son facteur a. On en déduit grâce 
au théorème 16 (iv) et (i) que la fraction rationnelle Lx^icTjj ® crv\z) 
possède au point g-1 un pôle d'ordre ra(cr). Et d'après le théorème 17, 
Lx" (n7 (g) 11^v, z) induit une fonction méromorphe sur C qui n'a ni zéro ni 
pôle au point q~l. Il y a contradiction. 
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Ainsi, les représentations absolument irréductibles a qui interviennent 
dans la décomposition de cr̂  sont toutes de dimensions dG > d. 

Maintenant on a, toujours d'après la proposition 11 (iii), l'égalité sui­
vante entre séries formelles à coefficients dans Q(II) 

Lx»tà ® (*n)V, z) = Lx^W ® n/v)-(n)2d2. 

D'après le théorème 17, le second terme induit sur C une fonction 
méromorphe qui présente au point ç-1 un pôle d'ordre m(II)2d2. D'autre 
part et comme on a déjà dit, la représentation et ses facteurs a sont 
purs de poids d—1. D'après le théorème 16 (ii), (i) et (iv), la série formelle 
Lx^fan ® (crn)V5z) es* une fraction rationnelle qui admet au point ç-1 un 
pôle d'ordre ^m(cr)2. 

En résumé, on a 

m(a)da = m(U)d2 
cr d 

m(a)2 = m(U)2d2 et da > d, V<r. 

On en déduit 
a 
)m{a) < 

a 

m (a) dp- _ 
d ~ m(II)d qui n'est compatible avec 

cr 
]m(a)2 = m(U)2d2 que s'il n'y a qu'un seul facteur a et qui vérifie 

da = d. 

C'est ce qu'on voulait. 
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Chapitre V 

Calcul des nombres de Lefschetz en rang r > 2 

1. — Polygones canoniques de Harder-Narasimhan et tronca­
tures d'Arthur 

a) Petit dictionnaire des adèles et des fibres 

On note G le schéma en groupes sur F des automorphismes de E = Dr, 
pour r > 2 un entier. 

Soit Mo le sous-groupe de Lévi de G associé à la décomposition en 
somme directe E = D © • • • © D. Désignons par Vo [resp. .Mo] l'ensemble 
fini des sous-groupes paraboliques de G [resp. de leurs sous-groupes de 
Lévi] qui contiennent Mo. Et soit PQ G Vo le sous-groupe parabolique 
minimal associé à la filtration 0ÇDÇD2Ç1—'Ç:Dr = E. 

Tout sous-groupe parabolique P G Vo admet un unique sous-groupe de 
Lévi Mp qui soit dans Mo- En particulier Mp0 = Mo. Pour tout M G Mo 
[resp. P G Vo] on notera ZM son centre [resp. Zp = ZMP le centre de Mp]. 
On notera en particulier Zp0 = ZM0 = Zo-

On désignera par V D Vo l'ensemble de tous les sous-groupes paraboli­
ques de G. Pour tout P G V, on notera Np son radical unipotent. 

On suppose que l'ordre £>A dans = D <8>F A associé à la C?x-algèbre 
V localement libre de rang d2 et de fibre générique D est maximal, si bien 
que K = GLr(T>A) est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(A). 
Enfin, on fixe a G Ax un idèle de degré 1 dont les composantes valent 1 en 
dehors d'un ensemble fini Ta de places de F. 

Le quotient G(A)/K s'identifie naturellement à l'ensemble des V-
Modules (à droite) E localement libres de rang r sur X et munis d'une 
trivialisation de leur fibre générique c'est-à-dire d'un isomorphisme 

£ ®0x F = SF^E = Dr . 

Le P-Module S9 qui correspond à un élément g = (gx)xe\x\ de G (A) est 
caractérisé par le fait que pour tout x G \X\ 

S ®ox Ox=£x= gx(Vrx) dans Drx = Ex . 

Puis le quotient G(F)\G(A)/K s'identifie au groupoïde des D-Modules 
localement libres de rang r sur X. Si S9 est le P-Module associé à un 
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élément g G G (A), son degré est deg£^ = deg(detg) et sa pente est 

u(S') = 
degS9 
vg£9 = M-

Si maintenant P est un objet de VQ et r i , . . . ,r|p| désignent les rangs 
des facteurs simples de Mp au nombre de |P|, l'application 6 »—• 8~lP8 
permet d'identifier P(F)\G(F) au sous-ensemble Vp de P des sous-
groupes paraboliques de G dont le quotient réductif a ses facteurs de 
rangs n , . . . ,r|p|. Et Pp s'identifie à son tour à l'ensemble des filtrations 
E. = (0 = E0 £ Si £ ••- £ E|p| = S) de £7 = £>r telles que 
rg(Ei-i\Ei) = ri, 1 < i < \P\. On associe pour cela à tout sous-groupe 
parabolique Q G Pp la plus fine filtration E9 de E qu'il stabilise. 

Puis si g G G(A)/K correspond à un fibre £9 muni d'une trivialisation 
£p = E et si Q G Pp est un sous-groupe parabolique, on peut leur associer 
la filtration 8?'Q de £9 par les sous-fibrés engendrés par les Ef Ç E. 
On remarque que l'application g i—• (£9,£?'P) définit une équivalence du 
quotient P(F)\G(A)/K sur le groupoïde des V-Modules £ localement 
libres de rang r munis d'une filtration £. vérifiant rg(£i_i\£i) = r ,̂ 
1 < z < |P|. Notons au passage que pour tous g G G(A) et 6 G G (F), 
on a E b Pb = bgP 

b) Polygones et filtrations canoniques de Harder-Narasimhan 

A tout élément g G G (A) et à tout sous-groupe parabolique Q E V 
auxquels on fait correspondre le fibre £9 muni de la filtration S?1®, est 
associé le polygone PQ : [0, r] —> R défini par les conditions : 

• PQ s'annule aux bornes 0 et r et il est affine sur chaque intervalle 

[ r g # W f ' « ] , 
• pour tout indice i, on a 

Pgn(rg£?'Q) = iegSf'Q 
rg£tQ 

r 
deg£9 . 

On prouve d'après la proposition 2 du paragraphe II.2a que pour tout 
élément g G G(A) fixé et lorsque Q décrit l'ensemble V de tous les sous-
groupes paraboliques de G, la famille des polygones PQ possède un plus 
grand élément. On le note p9 et on l'appelle polygone canonique de Harder-
Narasimhan de g ou de £9. C'est un polygone concave. 

De plus, parmi les sous-groupes paraboliques Q de G dont le polygone 
Pc se confonde avec le polygone canonique p9, il en existe un plus grand 

Q9, correspondant à une filtration £. = £., qu'on appellera filtration 
canonique de Harder-Narasimhan de g ou de S9. 
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Rappelons tout de suite le lemme fondamental suivant dû à Harder et 
Narasimhan : 

LEMME 1. — Pour tout polygone p : [0,r] —> R+, Vensemble 

{geG(F)\G(A)/o? , f <p) 

est compact. 

On prouve plus généralement que pour tout élément g G G(Â) et 
tout sous-groupe parabolique P de G fixés et lorsque Q décrit l'ensemble 
de tous les sous-groupes paraboliques de G contenus dans P, la famille 
des polygones PQ possède un plus grand élément. On le note pgp et on 
l'appelle polygone canonique de Harder-Narasimhan de l'élément g muni 
de la filtration P. 

De plus, parmi les sous-groupes paraboliques Q Ç P de G dont le 
polygone PQ se confonde avec le polygone canonique pf,, il en existe 

un plus grand Q9P Ç P, correspondant à une filtration £?>®p = £9,P\ 
qu'on appellera raffinement canonique de Harder-Narasimhan de (g, P) ou 
deS?>p. 

Le lemme 1 entraîne le résultat plus général : 

COROLLAIRE 2. — Pour tout sous-groupe parabolique P G P et pour tout 
polygone p : [0,rl —> R+, Vensemble 

{g G P(F)\G(A)/az , f?p < p Ap9P > -p} 

est compact. 

Pour des raisons techniques il nous faudra aussi pouvoir modifier les 
filtrations canoniques Q9 et QgP de la façon que voici : 

Pour tout élément g G G(A) [resp. et tout sous-groupe parabolique 
P G P] et toute constante \i > 0, on notera ^Q9 [resp. fJ,Q9P] l'unique sous-
groupe parabolique de G tel que si **£9 [resp. **£9' ] désigne la filtration 
de £9 associée, alors 

í»£1\ = iE', и. F- ,\£*Л > « + и(£»\£"., U 

[resp. 

1"£Г > = Ш'р\ U Ш' . utë!' ,\£Г) > а + и(£Г\£9\ 
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Bien sûr, on ^toujours ^Q9 2 Q9 [resp. P I) ^Q9p D Qgp]. Autrement dit 
la filtration ^£9 de £9 est moins fine que la filtration canonique S9 [resp. 
la filtration M£f ' est plus fine que la filtration £?'p de £0 et elle est moins 
fine que le raffinement canonique £9'P]. 

Nous aurons également besoin d'une variante de la notion de polygone 
attaché à une filtration d'un fibre £9', lorsqu'on fixe un homomor-
phisme e : Ax/0^ -> R. 

Considérons g un élément de G(A), Q G P un sous-groupe parabolique 
de G et 7 un élément de Q(F). Ainsi 7 stabilise-t-il la filtration E'P de E = 
Dr associée à Q et pour tout indice i on peut introduire l'automorphisme 
7i restriction de 7 à Ef. On notera PQJ7J£ : [0, r] —> R le polygone défini 
par les conditions : 

• PQ,7,£ s'annule aux bornes 0 et r et il est affine sur chaque 
intervalle [ r g i ^ , rgJ5?], 

• pour tout indice i, on a 

p£>(y>e(rg£?) = (deg5f'Q + e(det7i)) - ^ ( d e g ^ + £(det7)) . 

Ici encore on prouve d'après la proposition 2 du paragraphe II.2a que 
pour tout élément g G G (A) et tout automorphisme 7 G G(F), et lorsque 
Q décrit l'ensemble de tous les sous-groupes paraboliques de G contenant 
7, la famille des polygones PQj7j£ possède un plus grand élément. On le 
note p9 £ et on l'appelle polygone ^-canonique de Harder-Narasimhan de 
(5,7). C'est un polygone concave. 

Il est réalisé par un plus grand sous-groupe parabolique Q9^ £ de G 
contenant 7, correspondant à une filtration £. ' ' , qu'on appelle filtration 
e-canonique de Harder-Narasimhan de (#,7) ou de (¿^,7). 

Plus généralement, pour g G G(A),P un sous-groupe parabolique de G 
et 7 G P{F), on dispose d'un raffinement e-canonique Qp,7)£r inclus dans 
P et contenant 7, correspondant à une filtration £, ' de £9, et dont le 
s-polygone est noté Ppj7j£. 

Lorsque e = 0 on pourra ôter le V dans toutes ces notations. 

c) Troncatures par le polygone canonique. Un peu de combi-
natoire 

Introduisons d'abord une nouvelle notation. 
Si p, q : [0, r] —• R sont deux polygones et P e V est un sous-groupe 

parabolique de G, on notera q >p p pour signifier que 

q(TgEf)>p(TgEf), l<i<\P\. 
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Pour P contenant Po, on remarque que la fonction caractéristique 
sur G (A) 

g^t{p9p >Pp) 

se confond avec celle notée dans [Arthur] 
g^rP(H(g)-T) 

si T est un cocaractère réel de Mo tel que la famille des différences de 
pentes 

[p(r') - p(r' - 1)] - \p(rf + 1) - p{r')\, 1 < r' < r, 

soit égale à celle des a(T), a décrivant l'ensemble des racines simples de PQ. 
Relions par une première formule les troncatures par le polygone cano­

nique aux troncatures d'Arthur : 

PROPOSITION 3. — Pour tout polygone concave p : [0,r] —• R+, on 
a l'identité suivante entre fonctions caractéristiques !(•••) de la variable 
9 e G (A) : 

HP9 <p)= £ (-i)1^-1 E *(P? >Pp) 
pVp0 6€P(F)\G(F) 

Démonstration : On sait que pour tout P eV et tout 6 G P(F)\G(F) 
on a p6p — P96-iP6> De plus, quand P décrit le sous-ensemble de Vo des 
éléments contenant Po et 6 décrit P(F)\G(F), <5_1P<î> décrit l'ensemble V 
de tous les sous-groupes paraboliques de G. Ainsi la somme de droite se 
récrit-elle sous la forme 

X ) ( - i ) | p | - 1 i ( * ^ p ) . 
Pev 

Lorsque p9 = maxfpp} vérifie p9 < p. tous les termes dans cette somme 

sont nuls excepté celui correspondant à P = G qui vaut 1. 
Reste à voir que si p9 n'est pas majoré par p, cette somme est nulle. Or 

on sait associer à tout P G P le raffinement canonique Q9P de (ff,P). On 
peut regrouper les termes suivant leurs raffinements canoniques et il suffit 
de prouver que pour tout Q G V : 

5 ; ( - i ) i p i - i i ( ^ > p p ) = o 

QgP=Q 

C'est le cas particulier /i = 0, Q = Q du lemme suivant : 
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LEMME 4. — Soient // > 0 une constante, p : [0, r] —> R im polygone et 
Q, Q eV deux sous-groupes paraboliques tels que Q ÇQ. 

Alors la fonction sur Q(F)\G(A)/az 

9" 
pev 

Qp=Q,tMQp=Q 

(-i)W-H№>pP) 

est la fonction caractéristique d'un sous-ensemble compact qui contient 
{9i Q9 = Q /\ ^Q9 = Q A p9 < p} et même lui est égal si le polygone p 
est /i-grand au sens que pour tout r', 1 < rf < r, \p{rf) — p(r' — 1)] > 
/z+(p(r' + l)-p(r')] . 

Démonstration : Introduisons les ensembles suivants, pour tout g G 
G(A): 

/ = {rg£f>Q , 1 < i < \Q\} 

I = {vg£?>Q ,l<i< \Q\} 

I0 = {rg£f'Q , n{£tï\£tQ) > M£f 9V&?)} 

h = {rg£fQ , n{£ti\eiQ) >n + n{£9i'Q\£9if1)} 

Ip = {rg£f>Q , (P9Q-p)(vg£f'Q)>0} 

Il est immédiat que l'application P i—• Ip = {rg£? 'P, 1 < i < \P\} définit 
une bijection de l'ensemble {P G V, Q9P = Q A ^Q9P = Q Ap9p >p p} sur 
l'ensemble des parties J de I qui vérifient Ç I Ç ï et ï\ïo U I\Ifi Ç J Q 
Ip et que pour tout tel P, \P\ — 1 = # /p . Ainsi la fonction considérée est-
elle la fonction caractéristique du sous-ensemble des g G Q(F)\G(A)/az 
vérifiant /M Ç J Ç J et Ï\ÏQ U I\ï^ = Ip- D'après le corollaire 2, c'est une 
partie compacte, et qui contient évidemment {g,Q9 = Q f\^Q9 = Q Ap 
p9 < 

Voyons maintenant ce qu'impliquent les relations Ip Ç I Ç I et 
ï\ïo U J\J^ = Ip lorsque le polygone p est //-grand. Tout d'abord, on 
prétend que Ip = 0. 

Supposant Ip ^ 0, soit r1 le plus petit des éléments de / qui maximisent 
la différence (pL—p)(r'). Comme p est //-grand on a nécessairement r' G /M 
d'où d'une part r' G / et même r7 G 7P puisque Ip ^ 0 et d'autre part 
r' G Io- Cela contredit l'égalité J\Jo U I\ïu = 
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Comme Ip = 0, on a / = /0 et I = /M c'est-à-dire Q9 = Q et = Q. 
Les relations j?g < p et = Q impliquent alors p9 =pL<p puisque le 
polygone p est //-grand. 

Ceci termine la démonstration du lemme 4 et donc aussi de la proposi­
tion 3. 

On prouve de la même façon que la proposition 3 : 

PROPOSITION 3'. — 

(i) Soit e : Ax fO£ —> R un homomorphisme. 
Pour tout polygone concave p : [0, r] —> R+, on a l'identité suivante entre 

fonctions caractéristiques !(•••) des variables g G G(A) et 7 G : 

l(P?,e<P) = 
PDPn 

(- l) l ' l -1 
6€P(F)\G(F) 
67«_1€P(F) 

т9.6,6-Ке >Р р) 

(u) Pour tout volvoone concave v : fO.rl —» R-i_, on a en particulier : 

I(pt <p) = 
P€P0 PDPn 

(-l)l^l-1 
6GP(F)\G(F) 676-lGP(F) 

НРР9 >Р р) 

d) Conséquences de l'invariance locale 

Pour tout sous-groupe parabolique P G V, on note rfnp la mesure de 
Haar sur Np(A) pour laquelle le quotient compact Np(F)\Np(Â) est de 
volume 1. 

On a le lemme fondamental suivant (pour une autre formulation, voir 
par exemple [Mœglin, Waldspurger, 1994] lemme 1.2.7) : 

LEMME 5. — Pour tout sous-groupe ouvert K' de K, il existe une 
constante ¡1 > 0 ne dépendant que de K' telle que : 

Pour tout élément g G G(A), pour tout sous-groupe parabolique P E V 
de G vérifiant P D ̂ Qg et pour toute fonction cp : G(A) —» C invariante à 
gauche par Np(F) et invariante à droite par K', on a : 

<P(9) = 
JNP(F)\NP(A) 

dnp • (p(npg) 
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Démonstration : Il n'y a pas de restriction à supposer, quitte à changer 
g en 6g et </?(•) en <̂ (<î)_1-) pour un certain 6 G G(F), que la filtration 
canonique Q9 de g est un élément Q de Vo> A fortiori P qui contient Q est 
aussi dans Vq et il n'y a plus qu'un nombre fini de possibilités pour P et 
Q. 

En écrivant la décomposition d'Iwasawa de g et d'après le corollaire 2, 
on peut supposer de plus que g est de la forme g = nzmk où : 

• keK , 

• n reste dans un domaine fondamental compact fixé de iVg(A) 
relativement au réseau iVg(F), 

• m reste dans une partie compacte fixée de MQ(A), 

• z = ( s1 , . . . , *^) est dans ZQ{A) = Z£(A) x . . . x Z^'(A) ^ 
(Ax)l^l, et pour tous indices 1 < i < j < on a //(z*) > et 
même /x^) > /x + //(^') si Zg et Zg ne sont pas dans le même facteur 
simple de Mp. 

On en déduit aussitôt que si la constante ¡1 est assez grande en fonc-
tion de K', il existe dans iVp(A) un domaine fondamental compact A/p(A) 
relativement au réseau Np(F) tel que pour tout rtp G Np(A) l'élément 
g~xnpg = k~1m~1 z~1n~1npnzmk soit dans iï7. Et comme (p est invari­
ante à droite par K', on obtient 

/ dnP • <p(nPg) = dnP • <p(g(g~lnPg)) = <p(g) . 
îVP (F)\NP (A) J JVP (A) 

D 

Le lemme 5 entraîne aussitôt le résultat plus général : 

COROLLAIRE 6. — Pour tout sous-groupe ouvert K' de K, il existe une 
constante ¡1 > 0 ne dépendant que de K' telle que : 

Pour tout élément g G G (A), pour tous sous-groupes paraboliques P, Q G 
V de G vérifiant P D Q D »Q»p et pour toute fonction (p : G(A) —> C 
invariante à gauche par Nq(F) 5 Np(F) et invariante à droite par K', on 
a : 

/ dnP • ip{nPg) = / dnQ • (p(nQg) 
JNp (F)\NP (A) JNQ (F)\NQ (A) 

D 

Pour tout polygone p : [0,r] —> JR+, l'opérateur de troncature d'Arthur 
Ap sur les fonctions localement constantes (p : G(F)\G(A) —» C est défini 
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par la formule : 

(A*V)(3) = £ (-l)^1"1 £ i (p? >P p) / dnP - v(nPfc) 
P|P0 6€P(F)\G(F) JNP(F)\Np(A) 

Ceci étant rappelé, on a : 

PROPOSITION 7. — Pour tout sous-groupe ouvert K' de K, il existe une 
constante fi > 0 ne dépendant que de K1 telle que, pour tout polygone 
p : [0, r] —• R+ qui soit fi-grand et pour toute fonction (p : G(F)\G(A) —• C 
invariante à droite par K', on ait : 

(A?<p)(g) = HP9 < pMg) , V5 e G(A) 

Démonstration : La formule de définition de (Ap(p)(g) s'écrit encore : 

(A*<p)(g) = £ (-l)lpl-1i(pf, >p p) / dnP - <p(nPg) 
éTÏ, JNP(F)\NP(A) 

Lorsque p9 = max{pp} vérifie p9 < p, tous les termes dans cette somme 

sont nuls à l'exception de celui correspondant à P = G qui vaut <p(g). 
Reste à voir que si p9 n'est pas majoré par p, cette somme est nulle. Or 

on sait associer à tout P G V le raffinement canonique Q9P = Q de (g, P) 
ainsi que, pour ¡1 > 0 fixée, la filtration ^Q9P = Q. Et si ¡1 a été choisie 
comme dans le corollaire 6, on a avec ces notations 

/ dnP • <p(nPg) = / dnQ • <p(nQg) . 
J NP (F)\NP (A) JNQ (F)\NQ (A) 

Regroupons donc les P E P suivant les couples (Q9P^Qgp) = (Q,Q) 
associés. On conclut d'après le lemme 4. [] 

e) Conséquences de la compacité du support 

On a l'autre lemme fondamental suivant : 

LEMME 8. — Pour toute partie compacte S de G(A), il existe une 
constante // > 0 telle que pour tout g G G (A) et tout 7 G G (F), on ait 
l'implication : 

g-^g G S => 7 G ^Q9 
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Démonstration : Choisissons un élément b G Ax tel que bS Ç 
Mr(Vx) n G(A). Et notons C le Ox-Module inversible associé à l'élément 
6_1. Comme g_1/yg G S, 7 induit un homomorphisme de î>-Modules sur X 
partout défini £9 E9 ®ox C. Il s'agit de montrer que pour tout indice 
i s'annule le composé 

»£9 ^£9^£9 ®0x C -+ ^£9\£9) ®ox ¿ • 

Pour cela, il suffit d'après la proposition 2(v) du paragraphe II.2a 
que la pente maximale n+ du fibre d'arrivée soit strictement inférieure 
à la pente minimale \î~ du fibre de départ. Or //+((/iff\£p) <8>OV£) = 
¡i+(^£9A£9) + dàegC et par définition même de la filtration on a 
/x~(M£¿) > /i + //+(M£f\£0). Ainsi la constante // = ddeg£ = -ddegft 
répond-elle à la question posée. [] 

Le lemme 8 entraîne aussitôt le résultat plus général : 

COROLLAIRE 9. — Pour toute partie compacte S de G (A), il existe une 
constante \x > 0 telle que pour tout élément g G G (A), pour tout sous-
groupe parabolique P de G et pour tout 7 G P(F) on ait l'implication : 

3n G Np(A),g~1jng G S = > 7 G »Q9p 

D 

Citons la conséquence suivante du lemme 8 : 

PROPOSITION 10. — Pour toute partie compacte S de G (A), il existe 
une constante ¡i > 0 telle que pour tout polygone p : [0, r] —> ]R+ cm soit 
[i-grand, pour tout g G G (A) e¿ powr íoi¿¿ 7 G G (F), on ait l'implication : 

g'i-yg eS=> Í < p) = ±(p9 < p) 

Démonstration : Bien sûr on a sans hypothèse aucune p^ < p9, d'où 
l'implication p9 <p p^ < p. 

Réciproquement supposons que p^ < p. Si ¡i est choisie comme dans le 
lemme 8, l'hypothèse g~lryg G S entraîne que 7 G **Q9. Donc le polygone 
^p9 du couple (p, ^Q9) est majoré par p^ et a fortiori par p. Or, comme p 
est /x-grand, il est équivalent de demander que ^p9 < p ou que p9 <p. Q 

Etant donnés /i : G(A)/az —• C une fonction localement constante à 
support compact et P un objet de Vo, l'opérateur (p 1—• <p * h de convo-
lution à droite par h dans l'espace des fonctions localement integrables de 
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Mp(F)Np(A)\G(A)/az dans C admet un noyau qui s'écrit 

KhMg',9) = 
-y€MP(F)J"r(A> 

dnp • h(g 1inPg'). 

La combinaison des deux lemmes fondamentaux 5 et 8 entraîne : 

PROPOSITION 11. — Soit h : G(A)/az —> C une fonction supportée par 
me partie compacte S et invariante à droite par un sous-groupe ouvert K1 
le K. 

Alors pour tout polygone p : [0, r] —> R, la fonction 

9^-
P^PQ 
QLQL 

(_D(p)-i 

6eP(F)\G(F) 
l(pp9>pp)Kh,p(S9,S9)(dg,dg) 

est à support compact sur G(F)\G(A)/az. Et si le polygone p est [i-grand 
pour ii > 0 une constante assez grande en fonction de S et K', elle est 
égale aux deux fonctions 

9>-
yeG(F) 

Hp^^pMg-^g) 

gr-^±{p9 <p)Kh,G(g,g). 

Démonstration : 
Récrivons la somme considérée sous la forme 

Per 
( - î y i - 1 ^ >P p) 

J Nr>( F)\Nr>(A) 
dnp -

ieP(F) 
h(g Snpo). 

Choisissons fx > 0 une constante qui satisfasse la conclusion du corol­
laire 9 relativement à S et celle du corollaire 6 relativement à K'. Associant 
à tout P e V le raffinement canonique Q9P = Q de (g, P) ainsi que la fil­
tration fJ,QgP = Q, on a : 

Np(F)\NP(A) 
dnp • 

7GP(F) 
Kg l^nPg) 

i 
JNp(F)\NP(A) 

dnp -
ieQ{F) 

h(g 1jnPg) 

I NQ(F)\NQ(A 
dnn • 

-reQ(F) 
h(9 1inQg) 

Regroupons donc les P e P suivant les couples (Qp,MQp) = (Q,Q) 
associés. On conclut d'après le lemme 4. U 
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Nous voulons également écrire une variante de la proposition 11 s'appli-
quant à un type particulier de fonctions h : G(A)/az —• C localement 
constantes à support compact. 

Supposons fixé s un homomorphisme du groupe multiplicatif Ax/0^ 
dans le groupe additif R. On dira qu'une telle fonction h est adaptée à e si 
elle vérifie les propriétés suivantes : 

• pour tout g G G(A) on a l'implication 

h{g)^O^e{detg) = r , 

• pour tout P G Vo et pour tout élément m = (m1,..., ralpl) dans 
Mp(A) = M£(A) x • • • x MJp '(A) tel qu'existent k,k' e K avec 

/ dnp • h{kmnpk') 7̂  0 , 
ĴVp(A) 

il y a un unique indice i, 1 < i < |P|, vérifiant 

^(detm*) = r et e(detraJ') = 0 , Vj ^ z . 

Si /i est adaptée à e, alors pour tout P G Po le noyau Kh,p : (s',<7) *-» 

/ drip - h(g~lrynpg') se décompose de manière naturelle en 

une somme 

Kh,P= 5 3 tffctP 
i<«<l̂ l 

où pour tous g*,g G G(A) et pour tout indice i, 1 < i < |P|, if̂  pG/jflO 
est défini de la manière suivante : 

On écrit pour g' et 5 des décompositions d'Iwasawa g' = m'n'k', g = 
mnk où k!, k sont dans n', n sont dans iVp(A) et m7 = (m'1,..., ra'lpl), 
m = (m1,. . . ,ra|p|) sont dans MP(A) = M£(A) X • • • X Afjf '(A). Et on 
pose 

^,p(s ' , 9) = JZ dnp' M f S W ) 

où la sommation est restreinte aux 7 = (71,. . . , 7'p') dans Mp(F) = 
M}>(F) x . . . x MJf'(P) vérifiant 

J e((mi)"17im,i) = r 

\ e((raJ')-V ra°) = 0 , Vj ^ z . 
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Introduisons encore une nouvelle notation. Pour tout sous-groupe 
parabolique P G V de G et pour tout indice i, 1 < i < |P|, on désigne par 
Pp le polygone [0, r] —> M qui est affine sur chaque intervalle [rĝ ĵ _l5 rg^j3], 
1 < j < |.P|, et qui en chaque point rgE? vaut 

-rgE? si 0 < j < i , 

r — rgE? si i < j <r. 

Ceci étant posé, on prouve de la même façon que la proposition 11 : 

PROPOSITION 11'. — Soit h : G(A)/az — • C une fonction supportée par 
une partie compacte S, invariante à droite par un sous-groupe ouvert K' 
de K et adaptée à un certain homomorphisme € : A X / 0 ^ —• R. 

Alors pour tout réel a et pour tout polygone p : [0, r] —> R, la fonction 

9 — E (-1)'P|_1 E E ^PP >P -^P)KlP(6g,6g) 
1<*<I^I 6eP(F)\G(F) 

est à support compact sur G(F)\G(A) / az. Et si le polygone p est ii-grand 
pour fi > 0 une constante assez grande en fonction de S, de Kf et de \a\, 
elle est égale à la fonction 

g ^ Y l i K a s < P ) % _ 1 7 P ) . 
jeG(F) 

D 

P€V0 
P^PQ 

2. — Transfert 

a) Traces tronquées d'Arthur et nombres de Lefschetz 

Le groupe adélique G(A) est muni de la mesure de Haar dg pour laquelle 
le sous-groupe ouvert compact maximal K = GLR(2?A) est de volume 1. 

Etant donnée h : G(A)/az —• C une fonction localement constante à 
support compact, on appelle trace tronquée d'Arthur de h par un polygone 
p l'intégrale 

Tr^p(h) = 
IG{F)\G{k)/a^ 

da-
(6g,6g) 
(6g,6g) 

(_Dip|-i 

6eP(F)\G(F) 
Hp6Pg>pP)KhtP(69,Sg) 

qui est bien définie d'après la proposition 11 du précédent paragraphe. 
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Lorsque h est de surcroît adaptée à un certain homomorphisme e : 
Ax/Oj£ —• R, on dispose aussi pour tout réel a de l'intégrale 

T&(h) = f dg- £ ( - l ) | P M Y , E 
JG(F)\G(k)/a pgp, l<i<\P\ 6eP(F)\G(F) 

l(p6P9 >p -aPUKiP(6g,6g) 

qui est bien définie d'après la proposition 117 du précédent paragraphe. On 
remarque que Tr^p(h) = Tr-P(h) et on prouvera au paragraphe VI.2f que 
les fonctions a \—• Tr^p(h) sont périodiques de période r\d. 

La suite de ce chapitre contient la démonstration du théorème suivant : 

THÉORÈME 1. — Soient Sf une partie compacte de G (A), K' un sous-
groupe ouvert de K ett>0 un entier. 

Soient 0 et oo deux points fermés de X ou, si Von préfère, deux places de 
F. On suppose que Oetoo sont distincts, qu'ils ne sont pas dans Vensemble 
fini Ta et qu'existent des isomorphismes T>o = Md(Oo), = MaiPoo). 
On suppose également que deg(O) et deg(oo) sont assez grands en fonction 
de S' ett (et précisons que cette condition est vide si S' Ç K ett = 0). 

Soient Oetœ deux points de X(¥q) au-dessus de 0 et oo. 
Soit so : Ax/0^ —> R l'homomorphisme (ax)xG|x| *-> deg(0)0(ao). 
Soit /°°'° : G(A°°'°)/az -* Q (pour A00'0 = A/(Foc x F0)) une fonction 

invariante à droite par l'image dans G(A°°'°) de K' Ç. K Ç. G(A) et 
supportée par l'image dans G(A°°,0)/az du compact S' de G(A). 

Soient u, s > 1 deux entiers avec deg(0)\u, deg(oo)|s et \u — s\ < t. 
Soit : G{F0) Q [resp. f~3' : G(Foo) Q] la fonction de Drinfeld 

en rang rd et de niveau u' = -—r-r \resp. de niveau —sf = —;—-] sur 
u deg(O) L * deg(oo)J 

G(F0) ^ GLrd{F0) [resp. sur G ^ ) S GL^F*,)]. 
Soit f : G (A)/az -> Q la fonction f = f~s' ® /°°'0 <g> fâ' qui est adaptée 

, r 
a —So. 

u 
Alors il existe une constante fi > 0, ne dépendant que de K' et S', telle 

que, pour tout polygone p : [0, r] —* R+ qui soit \i-grand, les deux fonctions 
périodiques 

R _> Q a ^ LefpP7'a-P(/°°'0,u, s) 

R Q a » T r ^ ( / ) 

aient même moyenne. Q 

Le fait que la fonction / = f^8' ® /°°'0 ® /Q' soit adaptée à 
l'homomorphisme ^eo résulte du lemme 9 (i) du paragraphe III.6c. 
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Et on rappelle que la périodicité de la fonction a \—• Lef^ nr,a 
(/°°'0, u, s) a été prouvée dans le lemme 5 du paragraphe III.5b. 

b) Une fonction de troncature auxiliaire 

Etant donné e : Ax/0^ —» R un homomorphisme, nous aurons besoin 
d'une variante de la notion de polygone e-canonique. 

Tout d'abord, on dira qu'un polynôme unitaire \ à coefficients dans F et 
dont le coefficient constant detx est non nul est adapté à e si e(detx) > 0 
et si le coefficient constant det /x de tout polynôme unitaire fi entrant en 
facteur dans % vérifie e(det /i) > 0. 

Et on dira qu'un élément 7 G G {F) est adapté à e si son polyôme 
caractéristique X7 l'est- Dans ce cas, on dira qu'un sous-module W de 
E = Dr est adapté à 7 et e si 7 préserve W et si la restriction 7 ^ de 7 
à W vérifie l'alternative e(det7v^) = 0 ou eÇdet^w) = e(det7). Comme 7 
est adapté à e, on voit que la famille des sous-modules de E adaptés à 7 
et e est stable par intersections et sommes. 

Disons aussi qu'un sous-groupe parabolique Q G V est adapté à 7 et e 
si tous les objets de la filtration associée de E sont adaptés à 7 et s. 

Il résulte de la proposition 2 du paragraphe IL 2a que pour tout élément 
g G G(A) et tout a G R, et lorsque Q décrit l'ensemble des sous-groupes 
paraboliques de G adaptés à 7 et £, la famille des polygones Pq^^£ possède 
un plus grand élément jp?J ae. C'est un polygone concave. On note Q^a£ le 
plus grand sous-groupe parabolique adapté à 7 et e qui le réalise, et £?'7'a6: 
la filtration associée du fibre S9. 

Plus généralement, si P est un sous-groupe parabolique adapté à 7 et e, 
on dispose d'un raffinement canonique Qpj7>ae Q P, correspondant à une 
filtration £0»p»7»a6 de S9 et dont le ae-polygone est noté Pp)7j0;£. 

LEMME 2. — Soit 7 G G (F) un automorphisme de E = Dr adapté à un 
homomorphisme e : Ax/0^ —• R. 

Décomposant le polynôme caractéristique de 7 en x7 = x7x7 où x7 
[resp. x7] rassemble tous les facteurs premiers ¡1 vérifiant s(det/x) > 0 
\resp.e(àetii) = 0], soient E^ = Kerx7(7), E% = Kerx7(7) et 7', 7" fe* 
restrictions de 7 à ces sous-modules de E. 

Alors : 

(i) On a Ely® E" = E. De plus les sous-modules de E adaptés à 
j et e sont exactement ceux de la forme W = Wf © W" avec W = 0 ou 
W = E^ et W1' un sous-module de E" stable par 7". 

(ii) Pour tout sous-module W de E, notons Pw le sous-groupe 
parabolique de G stabilisateur de W et degw : G (A) —> Z l'unique 
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application invariante à droite par K = GLr(PA) et qui à tout élément 
de Pw(A) associe le degré du déterminant dans Ax de sa restriction dans 
AutDA(W ®F A). 

Ceci étant posé, pour tout élément g G G (A), tout a G M et tout polygone 
p : [0, r] —» R, on a p^a£ <p si et seulement si : 

• ( l - ^ ) a s ( d e t 7 ) + degw{g) - deg?(g) < p(rgW) pour tout W 
comme dans (i) avec W = E^, 

. - 3^ae (de t7 ) + deg^(p) - TJ^degE(g) < p(igW) pour tout W 
comme dans (i) avec W = 0. 

Démonstration : 
(i) La première assertion résulte de ce que %7 = X7X7 est une 

décomposition du polynôme caractéristique de 7 comme produit de deux 
polynômes premiers entre eux. Ceci implique même que les sous-modules 
de E stables par 7 sont exactement ceux de la forme W = W 0 W" avec 
W, W" des sous-modules de E" stables par 7', 7". Alors la restric­
tion T̂ r de 7 à W vérifie e{àet^w) = 0 si et seulement si W = 0 et 
e(det^w) = e(det7) si et seulement si Wr = E'T 

(ii) est une simple traduction des définitions, compte tenu de (i). [] 

Etant donné h : G(A)/az —• C une fonction localement constante à 
support compact et x un polynôme unitaire à coefficients dans F, on dira 
que le couple (/i,x) est adapté à un homomorphisme e : Ax/0^ —» R si : 

• x est adapté à e, 
• pour toute décomposition en somme directe E = E' © E" de E = Z?r, 

tout 7" G Aut£"' vérifiant e(det7,;) = 0 et x7" I X> et tout 9 € G(A), la 
fonction 

/^(.,7") : Aut(£' ®F A) -> R ^ % - V . T " ) » ) 

est adaptée à ^f-e. 
Bien sûr, si (/1, x) est adapté à e pour un certain x? h est elle-même 

adaptée à e. 
On dira que /1 est très adaptée à e si pour tout 7 G G(F) tel qu'existe 

5 G G(A) vérifiant h(g~lryg) ^ 0, le couple (h,x-y) est adapté à s. 

PROPOSITION 3. — Soit h : G(A)/az —• C ime fonction supportée par 
une partie compacte S et invariante à droite par un sous-groupe ouvert Kf 
de K. Et soit x un polynôme unitaire à coefficients dans F, de degré rd, 
tel que le couple (/1, x) soit adapté à un homomorphisme e : Ax /Q£ —• R. 
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Alors pour tout polygone p : [0, r] —• R et tout a G R, la fonction 

5'—» 
7GG(F) 
X7=X 

lío» <v)h(a-4a) 

est à support compact modulo G(F). Et si le polygone p est [i-grand pour 
/jL>0 une constante assez grande en fonction de S, K1 et\a\, elle est égale 
à la fonction 

51" 
X7=X 

i(p£ м < p)h(g-4g). 

De plus, ces assertions restent vraies quand on restreint les sommations 
aux 7 G G (F) tels que et E" soient fixés (le support étant cette fois 
considéré modulo le sous-groupe des fixateurs de ceux-ci). 

Démonstration : 
Bien sûr, il suffit de prouver la dernière affirmation. 
Soient donc x — x'x" la décomposition canonique de x comme dans 

le lemme 2, r'd et (r - r')d les degrés de x' et x"> et E = E' © E" la 
décomposition en somme directe correspondante de E, avec E' = Dr , 
E" = Dr~r . Notons aussi G' et G" les schémas en groupes sur F des 
automorphismes de E' et £"'. 

Pour g G G (A), on s'intéresse à la somme 

76(7} 
UPZ „, < P) h(a-4g) 

où {7} désigne l'ensemble des 7 G G(F) tels que X7 — X> ^7 — 
^ = c'est-à-dire des 7 = (Y, 7") G G'(F) x G"{F) tels que x7' = X7, 
x y = x". 

Soit /x > 0 une constante assez grande en fonction de S et de K'. Notons 
Q = »Q9 et Q' = Qf)G'. 

D'après le lemme 8 du paragraphe V.le, on connait déjà l'implication 
h(g-^g) î 0 7 e Q(F). 

D'autre part, on a : 

LEMME 4. — Dans la situation ci-dessus, écrivons g sous la forme 
(g',g")nk où g' G G'(A), g" G G" (A), keK et ne NPE,(A) OÙ NPe, est 
le radical unipotent du sous-groupe parabolique PE> de G respectant le sous-
objet E' de E. Et supposons que pour certains g[ G G'(A), g'{ G G"(A) de 
polynômes caractéristiques x', x"\ on a^ h(g~1(g[1gi)g) 7̂  0. 
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Alors n est dans une partie compacte de G(A) qui ne dépend que du 
support S de h. 

Démonstration du lemme 4 : 
Faisons le changement de variable g2 = g'^gW, 92 — 9n~19\9h 
Il suffit alors de remarquer que l'application 

K9i,9i,n)*—>n (90,90 )n 

induit un homéomorphisme de l'ensemble des (g2, g2, n) G G'(A) x G" (A) x 
NpE,(A) tels que x̂ 2 = x'> X^' = x" sur l'ensemble des g2 G PE'(A) tels 
que x92 = X et Ker x'(32) = E' ® A. Q 

Suite de la démonstration de la proposition 3 : 
Remarquons que le sous-ensemble {7} fl Q(F) de G (F) est invariant à 

droite par A/Q/(F), de même d'ailleurs que l'application 7 1—• P ,̂ae sur ce 
sous-ensemble. 

Ecrivant g = (g',g")nk comme dans le lemme 4, on voit que s'il existe 

7 G {7>nQ(F) tel que h{g~l^g) ^ 0, alors Q' D m-m'Q»' QÙ \J > 0 est une 
constante ne dépendant que de S. Si donc la constante ¡1 est assez grande 
en fonction de S et de K', il résulte du lemme 5 du paragraphe V.ld que 

6€NQ,(F) 
h-Hg^-ySg) = 

INQ,(A) 
dnQI • h(g 1^nQfg), 

et cette dernière intégrale ne peut être non nulle que si NQ> = { 1 } c'est-
à-dire si Q est adapté à 7 et e. 

Ceci entraîne que J>Q)7jae < $y,ae ^ P-> donc que le polygone canonique 
de g est majoré en fonction de p, de |a| et de ¡1 et on a démontré que la 
fonction considérée est à support compact modulo G'(F) x G"(F). 

De plus, si le polygone p est (/z + /xa)-grand pour fia > 0 une constante 
assez grande en fonction de |a|, on a pour tout 7 G {7}nQ(F) l'équivalence 

Po.-v.oe < P ̂  P%.cxe < V , 

d'où l'égalité 

sss ssdc 
i(SJf«<P)ft(P"17P) = 

7€{7> 
i (pU<P)M0_170) 
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COROLLAIRE 5. — Pour h comme dans la proposition 3 et très adaptée 
à un homomorphisme e, l'intégrale 

JG(F)\G(A)/& 
dg 

71 -reG(F) 
i ( $ U < P ) % - 1 7 0 ) 

est bien définie. 
C'est une fonction périodique de période r\d de la variable a E R. 
Et elle est égale à Tr^p(h) si le polygone p est \i-grand pour \i une 

constante assez grande en fonction de S et de K'. 

Démonstration : 
La première assertion est immédiate. 
Pour la seconde, il suffit de démontrer que pour toute décomposition 

en somme directe E = E' 0 E" de E = Dr avec E1 = Dr\ E" = Dr~r' 
et notant G', G1' les schémas en groupes sur F des automorphismes de 
E', E", l'intégrale sur G'(F) x G"(F)\G(A)/az de la fonction à support 
compact 

9 1—• 
T€G(F) 

E^E', EIF = E,F 

l(^,a£<P)M5_175) 

est périodique de période r'd comme fonction de a G R. 
Or ceci s'obtient en faisant le changement de variable g \—• (a, 1)<7 dans 

G(A) qui consiste à translater par (a, 1) G G'(A) x G"(A) car pour tout 
7 G G(F) vérifiant = E1E'J< = E", on a 

ña¿¡9=p 7,(a+^d)e • 

Enfin la troisième assertion résulte de la proposition 3 combinée à la 
proposition 11' du paragraphe V.le. Q 

c) Première transformation 

Avec les notations du théorème 1 que nous voulons démontrer, nous 
allons d'abord prouver que la fonction / = f^f <g) /°°'° ® /Q est très 
adaptée à l'homomorphisme ^EQ au sens du paragraphe précédent. 

LEMME 6. — Soient K un corps local non archimédien, O son anneau 
des entiers, n > 1 et t G Z \ { 0 } deux entiers et /* : GLn(K) —• Z la 
fonction de Drinfeld en rang n et de niveau t. 

Soit E = E' ® E" une décomposition en somme directe de E = Kn. 
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Supposons qu'existent un élément g[ G Aut E' dont toutes les valuations 
des valeurs propres sont non nulles et un élément g'{ G Aut-E" dont la 
valuation du déterminant est nulle, tels que f (g, + sls) ̂  0. 

Alors : 
(i) Si M = On désigne le réseau des points entiers dans E = Kn et 

M', M" sont les réseaux intersections avec E', E", on a M = M' © M". 
(ii) Si on choisit deux bases pour les réseaux M' et M" avec en 

particulier des isomorphismes induits AutE' = GLnt(K), AutE" = 
GLn" (K) et si fn et f" désignent respectivement la fonction de Drinfeld 
en rang n' et de niveau t sur GLn/ (K) et la fonction caractéristique de 
GLn"(0) dans GLnn(K), on a pour tous g1 G Aut£" et g'1 G Aut£"' tel 
que det g" soit de valuation nulle : 

ft(9',9") = f't(9')f"(9") 

(iii) Pour g1 G Aut E', g" G Aut E" et n un élément du radical unipo-
tent du sous-groupe parabolique de Aut E préservant E', on a l'implication 

f\n-\g',9")-\9[,9'W,9")n) dssï 0 =» n € GLn(0). 

(iv) Soient Q' un sous-groupe parabolique de Aut E', NQ> son radical 
unipotent et dnQi une mesure de Haar sur NQ> . Pour g G Aut E, g' G Q' et 
g" G Aut E" tels que det g" soit de valuation nulle et que deux au moins des 
éléments induits par g' dans les facteurs de Q'/Nçt aient un déterminant 
de valuation non nulle, on a 

f dddnQ,.ft{g-\g,nQf,g")g)=0. 
JNQ, 

Démonstration : 
Comme par définition f~t{g) = /*(9_1), Vp G Aut E, il suffit de prouver 

ces assertions pour t > 1. 
(i) Comme /*(#!,g") ^ 0, on a nécessairement (gf1^g'{){M) Ç M et 

a fortiori g[(M') Ç M', g'{(M") Ç M". 
Bien sûr, on a M' © M" Ç M. En sens inverse, soit m un élément de M. 

Il s'écrit m = mf + m" avec m! G m" G E". D'autre part, les valeurs 
propres de g[ sont de valuations non nulles par hypothèse donc strictement 
positives puisque g'^M') Ç M'. Et il existe certainement un entier e > 1 
tel que g[e(mf) G M'. Or g[e(mf) + g'{e{m") = {g^gï)e{m) est dans M 
puisque (g[,g'{)(M) Ç M. Par conséquent g"e(m") G M H E" = M" et 
comme g'{ G AutE" vérifie #"(M") = M", on obtient m" G M" puis 
m' G M'. C'est ce qu'on voulait. 
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(ii) se déduit immédiatement de (i) et de la définition des fonctions 
de Drinfeld. 

(iii) Ecrivons sous forme de matrices par blocs selon la décomposition 
E = E' © E" les matrices suivantes : 

( S ' , S " ) - M , 9 ; ' ) ( 9 ' , 9 " ) = ( f l ) » = ( ? £ ) 

« - V . 9 " ) - 1 ( 9 ; . 9 ; ' ) ( 9 , , 9 > = (905 9'2b~,rl'i) 

On voit en particulier que les matrices g2, g2b — bg2, g2 doivent être à 
coefficients entiers et que même g2 G GLn"(0). 

Soit w un élément uniformisant de K. Et soit (3 le plus petit entier > 0 
tel que w&b soit à coefficients entiers. Il faut prouver que /3 = 0. Supposons 
au contraire que /3 > 0. Alors, comme g2{vo^b) — {w^b)g2 = vjP(g2b — bg2), 
on a 

g'2 mPb-wPbg% = 0 

où g2, g2, vj&b désignent les réductions modulo w des matrices à coefficients 
entiers g'2, g% et w^b. 

La matrice g1^ est inversible, donc g'2 induit un automorphisme de 
l'espace image de w^b. Mais comme toutes les valeurs propres de g'2 sont 
de valuation > 0, la matrice g'2 est nilpotente. Ainsi w^b = 0 et la matrice 
wf3~1b est à coefficients entiers. Il y a contradiction. 

(iv) Notons x' Ie polynôme caractéristique commun à tous les 
éléments g'rtQ> quand UQI décrit le radical unipotent NQ> . 

Si ft(g~1(g'nQ',g")g) — 0, Vng/ G Nçr, il n'y a rien à démontrer. 
Dans le cas contraire, il faut en particulier que toutes les racines de 

x' aient des valuations > 0 et x' s'écrit canoniquement x' — X1X2 °ù 
Xi [resp. X2] rassemble toutes les racines de valuations strictement positives 
[resp. nulles]. 

Notons E[ = KerxiG/)? E'2 = Kerx^G/)? avec donc une décomposition 
en somme directe E' = E[ ® Er2, et NQ, = A/g/ D A u t ^ , NQ, = 
NQ' n kutE'2. 

Pour tout élément ng/ G ATg/, il existe un élément UQ, G NQ' qui envoie 
Ker xi G/̂ Q' ) et Kerx^GA^Q') sur E[ et £2 respectivement. Autrement 
dit q'no' s'écrit sous la forme 

g'riQi = (n?,/) 1g'nQ,n2o,n0o, 

avec ng, G iVg,, rig, G ATg,. De plus, rig, est déterminé à multiplication à 
gauche près par un élément de NQ, X NQ, et si UQ, est choisi, TÏQ, et rig, 
sont uniquement déterminés. 
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On en déduit que si dnq, et driq, désignent des mesures de Haar sur NQ, 
et NQ,, il existe une mesure driq, sur l'espace homogène NQ, X NQ,\NQ» 

telle que 

JNQ, 
dnQ,-f\g 1(g'nQ,,g")g) = 

Jn1Q'xN1^nQ' 
drpQ, 

rdd 
dn\r 

N1 
dsx 

VW) = f'\g'nQ,)f"{g") = ftfnq,). 

En remplaçant g par ng,g, £7' par 25(, E177 par E'2 © E77, on est donc 
ramené au cas où x' = Xi > = £?J, autrement dit où toutes les racines de 
X7 ont des valuations > 0. 

On remarque encore que quitte à remplacer E1\ E",(g',g") et Qf par 
g-x(E'), g-\E"), g^ig'.g'^g et g~xQ'g, on peut supposer que g = Id. 
Encore une fois, si ^(g'riQ^g") = 0, VriQ/ G JVQ/, il n'y a rien à démontrer. 
Sinon on peut écrire d'après (ii) 

/ V W ) = f'\g'nQ,)f"{g") = ftfnq,). 

On conclut d'après le lemme 9 (i) du paragraphe III.6c appliqué à la 
fonction de Drinfeld fn. [] 

Montrons maintenant : 

PROPOSITION 7. — Avec les notations du théorème 1, la fonction f = 
fôoS ® /°°'° <g) ffî est très adaptée à Vhomomorphisme ^SQ. 

Et il existe une constante ¡1 > 0 ne dépendant que de K' et S' telle que, 
pour tout polygone p : [0, r] —> R+ qui soit ji-grand et pour tout a G M, on 
AIT : 

Tr^(/) = 
fG(F)\G(A)/aZ 

dg • 
7eG(F) 

1(Й „г.. < vmg-'ig) 

Démonstration : 
La première assertion résulte de la partie (iv) du lemme 6. 
Pour ce qui est de la seconde, la périodicité des fonctions considérées 

permet de se limiter aux a G [0,r!d]. 
Et l'égalité annoncée est un cas particulier du corollaire 5 quand fi est 

assez grande en fonction de K' et du support de / , c'est-à-dire de K', 57, 
u et s. 

Notre but est donc d'affiner ce résultat jusqu'à supprimer la dépendance 
en u et s. 
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Par définition, Tr^p(/) est l'image par la fonctionnelle jG(F)\G(A)/az ¿9' 
de la fonction qui associe à tout g la somme 

pev 

(-i)i^i-1 
l<i<\P\ 6eP(F)\G(F) 

^>Pp-*I?p)KlP dsd (8g,6g) 

ddd 

Pev 

nQ,)f"{g") = ft 
INP(F)\NP(A) 

drip ' 
7€P(n 

4(Pp,7,ae >P P)f(9 V p 0 ) 

où, pour tout P G V, P(F)£ désigne l'ensemble des 7 G P(F) tels que P 
soit adapté à 7 et e = ^£o-

Rappelons que pour g G G (A), 7 G G(F) et P un sous-groupe 
parabolique adapté à 7 et s, on dispose d'un raffinement canonique 
Qp)7)ae Q correspondant à une filtration £?>p^a£ de S* et dont le 
ae-polygone est noté j5p)7>a£. 

Si fi > 0 est̂  une constante, on peut aussi introduire le raffinement 
intermédiaire MQp?7)ae Ç correspondant à la filtration M£?'p'7'ae telle 
que 

{%?'P'7'ae} = {Sf} U {£fp^£ nQ,)f"{g") = ft nQ,)f"{g") = ft 

où, pour tout polygone p, on note dp(r') = [p(r') — p(r' — 1)] — [p(r' + 1) — 
p(r% Vr'. 

On remarque que la décomposition E = 2?7 © 15" induit une projection 
naturelle de E'^ E" dans la fibre générique de chaque 
quotient M^.%«/M^7,aeB on notera m ^ ? ^ « / m ^ p , 7 , « n ^ 

,p,i,ote jpgg,Pr(,oLe p^v/ jes Sous-fibrés maximaux engendrés par les ima­
ges de E + E1 

LEMME 8. — Soient g G G(A), P G ?, 7 G i W e etaG [0, r!d]. 
(i) 7Z existe wne constante [i\ > 0 ne dépendant que de K' et S' 

telle que si f(g~lrynpg) ^ 0 powr im certain np G iVp(A), si fi> fi\ et si 
M£?,P,7,as * rSP} dors 

M > M2 c* « ^etP'1,,ae i {Sf}, M > M2 c* « ^etP'1,,ae i {Sf}, dslsls 

(ii) 1Z existe ime constante //2 > 0 ne dépendant que de K', S', u et 
s telle que si Y] /(3~177/^p5) 7̂  0 po?/r im certain np G A/WA), si 

S7 =JSi 

M > M2 c* « ^etP'1,,ae i {Sf}, alors 

M > M2 c* « ^etP'1,,ae i {Sf}, M > M2 c* « ^etP'1,,ae K 
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Démonstration du lemme 8 : 
(i) est conséquence du corollaire 9 du paragraphe V.le combiné au 

lemme 4 du paragraphe V.2b et au lemme 6 (iii) du paragraphe V.2c 
(appliqué sur les corps locaux Fo et FQO)-

(ii) est conséquence de (i) ainsi que du lemme 5 du paragraphe V.ld et 
du lemme 8 du paragraphe V.le puisque la fonction / est très adaptée à 
Phomomorphisme e. Q 

D'autre part, on a la variante suivante du lemme 4 du paragraphe V.le : 

LEMME 9. — Soient ¡1 > 0 une constante, p : [0, r] —> R un polygone, a 
un réel, Q, Q eV deux sous-groupes paraboliques tels que QÇQet^fun 
élément de Q(F)£. 

Alors la fonction sur Q(F)\G(A)/az 

g 

PÇLV 
Q9 =Q.^Q9 =Q 

( - l ) \ p \ - 4 ( r £ ^ > v ) P 

est la fonction caractéristique du sous-ensemble 

{g, 3\P G V, Q9P^a£ = Q A "Q?> 7iae = Q A p9P^a£ > p} 

lequel est égal à {g, Q^ae = Q A MQ̂ >ae = Q A p^^e < p} si le polygone p 
est /Â-grand. [] 

Suite de la démonstration de la proposition 7 : 
Etant donnés Q Ç Q deux sous-groupes paraboliques de G, n > 0 une 

constante, p : [0, r] —• R un polygone et a G [0, r!d], considérons la fonction 
sur Q(F)\G(A)/az qui à tout g associe 

Per 

f - l ^ l - 1 
'Np(F)\Np(A 

Anv> • 

Q9 
7GP(F)E 
=Q,HQ9 =Q 

ЧРр.-v.ce > P)f{9 inpg). 

D'après les lemmes 8 (ii) et 9 ci-dessus et le corollaire 6 du para­
graphe V.ld, cette fonction est à support compact. 

Et d'après les lemmes 8 (i) et 9 ci-dessus et le corollaire 6 du para­
graphe V.ld, son intégrale pour la mesure dg est égale à celle de la fonction 

9^ 
-ï€Q(F) 

i(Q?,«e = Q/Q?,«e = Q'Kae < p)H9-^9) , 

ce qui termine la démonstration. 
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d) Suite et fin du calcul 

Enonçons le théorème général suivant : 

THÉORÈME 10. — Soient h une fonction localement constante à support 
compact sur G(A)/az et x un polynôme unitaire de degré rd à coefficients 
dans F. 

On suppose que pour deux places distinctes 0, oo de F hors de Ta, h 
est de la forme h = h^ ® h°°i0 ® ho où h^, ho, h°°>0 sont des fonctions 
localement constantes à support compact sur G(FOQ), G(Fo), G(A°°'0)/az 
telles que pour tout sous-groupe parabolique non trivial P de G et tout 
élément 7 G P(F) de polynôme caractéristique x7 = X, on ait 

7 G G(F) 
hoc{g(J/inp,ocgoo)dnp^00 = 0, 7 G G(F)XCXX 

NP(FO) 
ho(9o lrYnP,o9o)dnPio = 0, VgoeG(Fo), 

si dnpiOQ, dnp$ désignent des mesures de Haar sur Np(Foo), Np(F0). 
Alors : 

(i) Six a au moins deux facteurs premiers distincts, on a 

/G(F)\G(A)/az 
dg-

7GG(F) 
X<Y=X 

h(g-1jg) = 0. 

(ii) Si x a un seul facteur premier fi, on a 

'G(F)\G(A)/OZ 
dq • 

7€G(F) 

h{g xig) = 
/G(F)\G(A)/az 

dg • 
sqSS 

h(g X79) 

QSS 
G^(F)\G(A)/a%> 

dg-h(g 1-yflg) 

où cM est la classe de conjugaison elliptique {7 G G(F), //(7) = 0}, 7M est 
un représentant quelconque de la classe cM et G7/x désigne le sous-schéma 
en groupes de G des commutateurs de^^. [] 

Remarque : On sait déjà d'après la proposition 3 du paragraphe V.2b 
que les fonctions 

g^-
X*Y=X 

7 G G(F) 
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sont à support compact sur G(F)\G(A)/az (et il suffit pour cela de l'une 
ou l'autre des familles d'annulations en oo et 0 dans l'hypothèse). 

A fortiori les termes de gauche dans (i) et (ii) sont bien définis. 
Et les deux autres intégrales dans (ii) sont convergentes sans aucune 

hypothèse sur h. [] 

Ce théorème sera prouvé dans les prochains paragraphes. Admettons-le 
provisoirement et montrons qu'il entraîne le théorème principal : 

Démonstration du théorème 1 du paragraphe V.2a : 
On se place sous les hypothèses dudit théorème. 
On suppose en particulier que deg(O) et deg(oo) sont assez grands en 

fonction de S' et \u — s\ pour que soit vérifiée la conclusion du lemme 
suivant : 

LEMME 11. — Soient S', 0, oo, SQ et f comme dans l'énoncé du théorème 
1 du paragraphe V.2a. 

Soit {x}f l'ensemble fini des polynômes caractéristiques d'éléments 
7 G G (F) pour lesquels il existe g G G(A) vérifiant f(g~lryg) ^ 0. 

Alors, si deg(0) et deg(oo) sont assez grands en fonction de S' et \u — s\ 
(et cette condition est vide si S' Ç K et u = s), tout % G {x}f s'écrit 
canoniquement x = X'X" °ù : 

• les racines de x" ont toutes leurs valuations nulles au-dessus de 
0 et oo, si bien que £o(det X") = 0 ; 

• pour tout facteur irréductible /x de x!les valuations au-dessus 
de 0 de ses racines sont > 0, avec au moins une inégalité stricte (si bien 
que £o(det/¿) > 0), et les valuations au-dessus de oo de ses racines sont 
< 0, avec au moins une inégalité stricte. 

De plus, le coefficient constant de X> ou de X', est de valuation uf = 
DEG 5O en 0 et -s' = -A^SSY en oo. 

Démonstration du lemme 11 : 
Il est immédiat sur la définition des fonctions de Drinfeld /Q et f^s que 

toute racine d'un polynôme X £ {X}/ a toutes ses valuations > 0 au-dessus 
de 0 et toutes ses valuations < 0 au-dessus de oo. 

La seule chose qui reste à prouver est que s'il existe un facteur /x de 
l'un des X € {X}/ dont le terme constant det // soit de valuation non nulle 
en l'une des places 0, oo et de valuation nulle en l'autre, cela impose sur 
deg(0) ou deg(oo) une borne qui ne dépend que de S' et \u — s\. 

Ecrivons pour cela la formule du produit 

deg(0)0(det ¡i) + deg(oo)oo(det /x) + ^ deg(x)a;(det /x) = 0. 
xe|x|\{o,oo} 
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On conclut en remarquant que le troisième terme est borné par une 
constante qui ne dépend que de S' et \u — s\. 

Et dans le cas particulier où Sf Ç K et u = s, ce troisième terme est 
nécessairement nul si bien qu'il n'y a aucune condition à imposer sur deg(O) 
et deg(oo) pour obtenir une contradiction. [] 

Suite de la démonstration du théorème principal : 
Supposons aussi que le polygone p : [0, r] —» R+ est assez grand en 

fonction de K' et S' pour vérifier la conclusion de la proposition 7. 
Pour tout polynôme x G {x}/> on considère sa décomposition canonique 

X = x'x" e^ notant r'd et (r — r')d les degrés de x' et x"-> la décomposition 
E = E'®E" de E = L>r avec E' = Dr\ E" = Z?r-r' et G', G" les schémas 
en groupes sur F des automorphismes de E', E". 

Ainsi, pour tout a G M, Tr^p(/) s'écrit comme la somme sur tous les 
X G {x} / des intégrales 

'G' (F) x G" (F)\G(A)/az 
dg 

7€G(F) 
<p)f{9-\9'-W9',l")9).s 

Introduisant d(/ la mesure de Haar sur G'(A) = GLr/(£>A) qui attribue 
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact maximal GLr/(25A), cette 
intégrale s'écrit encore 

/G' (A) x G" (F)\G(A) /az 

dg 
dg' 

Y/GG"(F) 
x^n—x" 

JG'(F)\G'(A) 
dg'-

V€G'(F) 
1(P(7',7'').«£«o <p)f{9-\9'-W9',l")9). 

Or, d'après le lemme 2 (ii) du paragraphe V.2b, la condition 

P(7? 7"),ĉ £0 - p s'écrit exactement 

or + deg(det g') G 79 

où Ig est un intervalle fermé borné de R qui dépend de p, puisque 
££0(detx) = r. 

Fixant g G G(A) et 7" G G" {F) vérifiant X7" = x"> considérons pour 
tout n G Z l'intégrale 

sd )= DGD 

7'€C3'(F) 
XY =X' 

f(9-49'-Wg',i")9) 
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où la sommation est limitée aux g' G G'{F)\G\K) vérifiant deg(det g') = n. 
On voit par le changement de variable g' \—• ag' que la fonction n i—> Sn 
est périodique de période r'd. Par conséquent, on peut écrire pour tout 
a G M 

fG'(F)\G'(A) 
dg'-

7'eG'(F) 

1(Р?.?..„Ч «r. < v)f(g-4a'-Wa',T")i¡) 

dd 
l<n<r'd 

#((ar + n + r;dZ)n J9)Sn 

où #((ar + n + r'dZ) fl i^) désigne le cardinal fini de l'intersection 
de ar + n + r'dZ avec l'intervalle Ig. Or ce cardinal est périodique de 
période r'd/r comme fonction de a et sa valeur moyenne est £(Ig)/r'd si 
£(Ig) désigne la longueur de Ig. Par conséquent, l'intégrale considérée sur 
G'(F)\G'(A) est également périodique de période r'd/r comme fonction de 
a et sa valeur moyenne est 

ddsdx 
r'd l<n<r'd 

Sn — 
dr s 

r'd G'(F)\G'(A)/az 
da'-

T'€G'(F) 
/i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. 

Or, d'après le lemme 6 (iv) du paragraphe V.2c et le lemme 11 ci-dessus, 
toutes les fonctions /(flf_1(-,7//)p) sur G'{A) vérifient les hypothèses du 
théorème 10. Donc chaque intégrale 

JG'{F)\G'(K)/CFI 
dg' 

7,€G/(F) 
X~R=XF 

fia'1 (a''1 YO', Vio) 

est nulle si X' a au moins deux facteurs premiers, et si x' a un unique 
facteur premier [ix elle est égale à la même intégrale où l'on restreint la 
sommation aux 7' G G'(F) vérifiant /ix(7;) = 0. 

Notons {X} / Ie sous-ensemble de {X}/ constitué des polynômes X — 
X'X" dont la composante x! n'a qu'un seul facteur premier fix. Et notons 
{7}^ le sous-ensemble de G (F) constitué des éléments dont le polynôme 
caractéristique est dans {X} / et dont la restriction 7' à est elliptique 
c'est-à-dire vérifie /Ix(77) = 0. 

Ainsi on a prouvé que la moyenne de la fonction périodique a \—> 
Tr^p(f) est égale à celle de 

a 1-
/G(F)\G(A)/az 

dg-

76(7}/ 

i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli.xssc 
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Notant {c}'f l'ensemble fini des classes de conjugaison de {7}^, 7c un 
représentant de chaque c G {c}fj et G7c le sous-schéma en groupes de G 
des commutateurs de 7C, cette moyenne est encore égale à la somme sur 
les c G {c}'* des moyennes des fonctions périodiques 

sg 
JG^c{F)\G{K)/aZ 

dg-m^£<p)f{g-lic9). 

Pour tout c G {c}'f de polynôme caractéristique x € {x}/> décomposons 
X dans l'anneau des polynômes à coefficients dans FQ [resp. dans FOQ] en 

X = Xo'Xo' [resp. x = Xoo'Xœ ] 

où xo' [resp. Xoo'] rassemble toutes les racines de valuation > 0 [resp. < 0] 
et Xo [resp. x ^ ] rassemble toutes les racines de valuation 0. Bien entendu, 
XCK [resp. Xoo'] est un diviseur de x'-

Ecrivons les décompositions en sommes directes 

E0 = EQ* © E% [resp. £oo = E ^ 0 E™'] 

de E0 = E®FF0 = DR0 [resp. = E ®F F^ = D^] avec 
Eçy = Kerxo'(7c), Eo = Kerxo'(7c) [resp.E^ = KerXoo'(7c), E%' = 
Kerx^(7c)]. Notons G0' = Aut E0i, Gg = Aut£g' [resp. G^ = Aut 
G~' = Aut JE£'] et 7œ G G0>, 7g' € Gg' [resp.7oo' G G ^ , 7£' G G~'] 
les restrictions de 7C à i?o' et E§ [resp. à E^ et J5££ ]. Enfin, notons dgo> 
et dgç [resp. d*^/ et dp££ ] les mesures de Haar sur Gc et G§ [resp. G^ 
et G££ ] qui attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts 
maximaux. 

Mettons sur EQ et EQ [resp. E^ et E™ ] les structures entières induites 
par celle de EQ [resp. £"00] • Introduisons /Q,' [resp. f^8, ] la fonction de 
Drinfeld de niveau v! sur Go' [resp. de niveau —s' sur Goo'] et /0 
[resp. fj£ ] la fonction caractéristique de GQ fl GLr(Do) dans GQ [resp. 
de G™' H GLr(2?oo) dans G~']. 

Comme G(F) est dense dans G(Fo) x G(ir'00), on a pu choisir chaque 
représentant 7C de façon que /0 (7C) 7̂  0 et (7C) 7̂  0. D'après 
le lemme 6 (i), (ii), (iii) du paragraphe V.2c et le lemme 10 (i) du 
paragraphe III.6c, on a pour tout c G {c} * et tout a G M 
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JG^(F)\G(A)/aZ 
dg • 1йdss < p)f(g-^c9) 

d 
i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. 

dg^-dg™ -dg^-dgX -dgQ,-

„ „oc' „DSSD00,0 o' „ 

i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. 
i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. i.o-1(fl'-

De plus, d'après le lemme 2 (ii) du paragraphe V.2b et comme EQ* et 
En* sont contenus respectivement dans E'®FFO et E'^FFOQ, la condition 

i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. So' < p s'écrit 

AR - DEG(OO)OO(DETGOO/) - DEG(0)0(DET^o0 £ JL^oo.O/ 
y 00 y "0 

où Jc , ft n/ est un intervalle fermé borné de M. 
Notons Gloo, et GlQ, les sous-groupes de commutateurs de 7^/ et 70/ 

dans Goo* et GQ> ; munissons-les des mesures de Haar dgloo, et dglQ, qui 
attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux. 

On voit que la moyenne de chaque fonction 

a 
lG^c(F)\G(A)/a^ 

dg • i(p^c,a£s0 ^ ^c») 

est égale au produit de la moyenne de la fonction périodique 

a 1 
G7c(̂ )\[G7oo/xG~,xG(A~.o)/aZxGo/xGf7o 

dgi„rdg¿-dg~>°.dgg.dg^ 

l (a - deg(oo)oo(det57oo,) - deg(0)0(det57o,) G J^, sqlsl 

Joo \\9oo ) 7cx) 9oo )J \\9 ) lc9 )Jo {{9o ) 7o 9o ) 

et des deux intégrales orbitales 

i.o-1(fl'-Vfl, 
dgoo' 

sdqsd d 
/00' (SooWoo'Soo') et 

dscg 

daç\t 
dgl0, 

fw(9vllo'9w)-

Pour que ces deux intégrales orbitales soient non nulles, il faut d'après 
les lemmes 9 (ii) et 10 (iii) du paragraphe III.6c que les polynômes 
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minimaux de 7^/ et 70' soient premiers c'est-à-dire que FooiToo'] = F^, 
et Fo[7o'] = FQ, soient des corps. 

Autrement dit, il faut que 7C soit (u, s)-admissible au sens de la 
définition 2 du paragraphe III.4. Dans ce cas et d'après le lemme 8 du 
paragraphe III.6c, les deux intégrales orbitales valent respectivement 

deg(oo') 
deg(oo) 

d̂egCooO-l̂ d̂egCoo') _ m . (ç(̂ oo/[F /̂:F00]-l)deg(oo,) _ ^ 

et 
deg(O') 
deg(O) 

çdeg(O') i.o-1(fl'-Vfl,,V, 
et 

/a(W[^,:F0]-l)deg(0') _ i\ 

sd 
deg(oo') 
deg(oo) 00 

dd 
degfOO 

desrfO 
où deg(oo'), deg(0/) désignent les degrés résiduels sur ¥q des corps F^/, 
FQ, et /ioo, /10 désignent les dimensions sur Fœ, FO des espaces JSoo'» FO'-

Or d'après les propositions 2 et 6 du paragraphe III.6b combinées avec le 
lemme 1 (vii) du paragraphe III.6a, la moyenne des nombres de Lefschetz 
a 1—• Lef^7'a~P(/oo'0,ii, s) est égale à la somme sur tous les jc qui sont 
(u, s)-admissibles des moyennes des fonctions 

a 1— 
1 ™ ^ degÇooQ — 00 — deg(oo) 
i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. 

sddv 
G7c(F)\[G7oo/xGg,xG(A~-0)/a2x<xGv] 

dgloot-dg£ -dg^-dgg • dglQt 

l ( ( l - a) + degfoo, 1,1,1,0) + deg(oo)moo/ - deg(0)raO' 

-deg(oo)oo(detp7oo,) -deg(0)0(det57o/) G ^s^oo,opo'J 

iroo'//'̂ oo/\-l/./oo' oo'\ j-oo,0//^oo,0„oo,0\ rO'/Ŷ O'x-l̂ O' 0'\ 
/00 ((5oo ) 7cx) ffcx) ) / \\9 ) lc9 )Jo ({9o ) 7o 9o ) • 

Ceci termine la démonstration du théorème principal. 

3. — Le cas où x a plusieurs facteurs premiers distincts 

On se propose dans ce paragraphe de démontrer la partie (i) du 
théorème 10 du paragraphe V.2d. 

a) Préliminaires 

Nous rassemblons ici plusieurs lemmes dont nous aurons besoin. 
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LEMME 1. — Soit S une partie compacte de G (A). 
Soient g, g' deux éléments de G(A) tels que g' G gS, £9 et S9 les V-

Modules localement libres de fibre générique Dr qui leur sont associés et 
P G ? un sous-groupe parabolique de G. 

Alors : 
(i) La différence des deux polygones p9p et p9p est bornée par une 

constante \i\ qui ne dépend que de S. 

(ii) La différence des deux polygones canoniques pp et pp est bornée 
par ¿¿1. 

(iii) Si /JL> 2/ii, le raffinement intermédiaire fÀQ9P vérifie 

i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. 

Démonstration : 
fi) Ecrivons les décompositions d'Iwasawa 

g = pk, g' = p'k', 

avec p, p' G P(A) et k, kf G K = GLr(VA). 
Alors on a pp — pp = pîp p ; or p~xpr reste dans la partie compacte 

KSK donc le polygone pp p = —pp p reste borné en fonction de S 
uniquement. 

(ii) résulte de (i) appliqué à tous les raffinements Q Ç P de P. 
(iii) résulte de (ii) appliqué à fJ,Q9P. D 

LEMME 2. — Soit h une fonction supportée par une partie compacte S 
de G(A)/az et invariante à droite par un sous-groupe ouvert Kf de K. 

Soit E = Ei © • • • © Et une décomposition standard de E — Dr avec 
Ei = Dri,Et = Dre. Notons Mi,...,Mt les schémas en groupes sur 
F des automorphismes de Ei,..., Et. 

Pour toute permutation a de {1 ,2 , ...,£}, notons PG le sous-groupe 
parabolique de G associé à la filtration 

0 Ç % ) Ç ^ ( i ) e ^ ( 2 ) Ç - Ç B de E = Dr. 

Puis, si G = (crx)xe\x\ est une famille indexée par \X\ de permutations 
de { 1 , 2 , . . . ,£}, notons Na(A) le produit restreint des Np<rx (Fx) relative­
ment aux Np<rx (Fx) H GLr(Vx). 

Soient aussi xi, •. •, Xi des polynômes à coefficients dans F deux à deux 
premiers entre eux et Z le sous-schéma fermé de Mi x • • • x Mt constitué 
des uplets dont les polynômes caractéristiques sont x i , . . . , Xe-

Alors : 
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(i) Toutes les fonctions indexées par n G iVa(A), k G K 

hnk :Mi(A) x . . . x M*(A) —• C 

(rai,... ,ra )̂ i—• h(k~1nr1{miJ... ,ra )̂nfc) 

sont supportées par une partie compacte (Si x • • • x St)az de (Mi(A) x 
. . .xM,(A))/az. 

(ii) Il existe un sous-groupe compact Na(A) de Na(A) ne dépendant 
que de S tel que pour tous n G Na(A), k G K, on ait n G Na(A) dès que 
la restriction de hnk à Z(A) est non nulle. 

(ni) Il existe un sous-groupe ouvert compact K\ x • • • xKi de M\(A) x 
• • • x Mi(A) ne dépendant que de S et K' et par lequel sont invariantes à 
droite toutes les fonctions hnk, n G TV'7(A), k G K. 

Démonstration : 

(i) Pour que hnk(m\,..., mi) ^ 0, il faut que 

n_1(mi,... ,me)n G KSK. 

Or, la matrice n_1(mi,... , me)n a même déterminant que (mi, . . . , mç) et 
mêmes blocs diagonaux. 

D'où le résultat. 

(ii) Si /infc(rai,...,ra^)^0 avec neNa(A), keK et (rai,...,ra^)G 
Z(A), alors d'après (i) le £-uplet (rai, . . . , ra^) reste dans une partie 
compacte de ^(A) qui ne dépend que de 5, et donc aussi 
(rai, . . . , ra^)-1n-1(rai,..., m^)n, qui est dans TV*7(A), reste dans une par­
tie compacte qui ne dépend que de S. 

Or, pour toute permutation a de {1,2,..., £}, le morphisme de schémas 

Z X Npa • Z X Npcr 

((rai,..., mt)] n) i—• ((rai,..., m*); (mi,. . . , m^)"^"1^! , . . . , ra*)n) 

est un isomorphisme. 
Pour # une place de F, l'isomorphisme réciproque transforme toute 

partie compacte de Z(FX) x Np<r(Fx) en une partie compacte de Z(FX) x 
Np° (Fx) et, en-dehors d'un nombre fini de places, il transforme le compact 
(Z(FX) H GLr(Vx)) x (NPa(Fx) n GLr en lui-même. 

Le résultat annoncé s'en déduit, compte tenu de ce que toute partie 
compacte de Na(A) est contenue dans un sous-groupe compact. 
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(iii) Comme Na(A) et K sont compacts, il existe évidemment un 
sous-groupe ouvert compact Ki x • • • x de Mi(A) x • • • x M^(A) tel que 

k^rT^Kx x.--xK£)nkÇK', Vrc G W (A) , VfcGX. 

Un tel iiTi x • • • x Ki répond à la question posée. 
D 

Pour tout î>-Module localement libre £ de fibre générique E = Dr et 
tout sous-module E' de J5, on notera £ n £" le sous-D-Module maximal 
de £ dont la fibre générique est E'. 

LEMME 3. — Soit S une partie compacte de G(A). 
Soient g un élément de G(A) et £9 le V-Module localement libre de fibre 

générique Dr qui lui correspond. 
Soient 7 un élément de G (F) tel que g~xjg E S et x son polynôme 

caractéristique. 
Soient Xii — -iX£ des polynômes unitaires divisant x> deux à deux pre­

miers entre eux et tels que x et xi • • • Xi aient les mêmes facteurs premiers. 
Alors : 

(i) // existe une constante [i\ > 0 ne dépendant que de S telle que 

ti+^) > max {v+{£° n KerXi(7))} > ™f« K(£ f l n KerXi(7))} 

>M+(^)-Ml. 

(ii) Si T Ç £9 est un sous-V-Module maximal de £g tel que 
> /xi + ii+{89/F) et si T' Ç £9 fl Kerxi0(7) est un sous-V-

module d'un £9 fl Kerxi0(7) tel Que ^{^') = ^(Z9 H Kerxi0(7)) == 
max fl Kerxi(7))}; on a nécessairement 

PCF. 

Démonstration : 
(i) Les deux premières inégalités sont évidentes. 

Pour la troisième, considérons p9 le polygone canonique de g. Et rap­
pelons que d'après le lemme 8 du paragraphe V.le, il existe une constante 
Hi > 0 ne dépendant que de S telle que tout sous-P-Module maximal T 
de £9 vérifiant > 9/F) + Mi est génériquement stable par 7. 

Soit r, 1 < r < r, le plus grand entier tel que 

dp(r>) = W(r')-p'{r>-\)\-Wtf i.o-1(fl'-Vfl,,V,)fli. Vr 'G{l ,2 , . . . , r - l} . 
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On a ou bien r = r ou bien dp9(f) > /z ,̂ donc figure dans la filtration 
canonique de Harder-Narasimhan de £9 un sous-P-Module £ de rang f ; 
nécessairement sa fibre générique est stable par 7 et il vérifie 

IT(€) > n+{S) - (f - 1 K = *) - (r - rslsls d;kdo . 

Puis, comme x et xi • • • Xi ont les mêmes facteurs premiers, 5 fl Ker Xi0 (7) 
est non nul pour au moins un ¿0 G {1,2, ...,<£}. D'après le lemme 2 (ii) 
ci-dessus, il vérifie alors 

»(£ fl KerXio(7)) > IT{E H KerXi0(7)) > slsl d" Mi 

où \if[ > 0 est une constante qui ne dépend que de S. 
On voit que /¿1 = (r — l)/4 + /x'/ répond à la question posée. 

(ii) Il s'agit de prouver la nullité du composé 

Tf ^£9f) KeTxM ^ £g —• S9IT. 

Or, d'après (i) et l'hypothèse sur T, on a 

= F d= max{/i+(^nKerXz(7))} > / i+(^) - /ü > l^{ß9/T) -

On conclut d'après la proposition 2 (v) du paragraphe II.2. 

COROLLAIRE 4. — Soient x un polynôme unitaire à coefficients dans F et 
Xi, • • •, Xi des polynômes unitaires divisant x, deux à deux premiers entre 
eux et tels que x et Xi • • • Xe aient les mêmes facteurs premiers, comme 
dans le lemme 1. 

Et soit h une fonction localement constante à support compact sur 
G(A)/az. Alors : 

(i) Pour tout nombre réel /JLQ, l<* fonction 

9 
7€G(F) 

dz+4 

1( max {a+(S9 n Ker Yih))} - u(a) < unWCTSQ) 
i<i<e 

est à support compact sur G(F)\G(A)/oz. 
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(ii) On suppose que pour tout élément 7 G G (F) de polynôme carac­
téristique X7 = X et pour tout sous-groupe parabolique non trivial P de G 
contenant 7, on a 

INP(A) 
dnP.h(g 11nPg) = Q, Mg G G(A). 

Dans ce cas, si /¿0 est un réel assez grand en fonction de h, on a pour toute 
application (p : Q —• R et tout g G G (A) 

7€G(F) 
X7=X 

qd max u+ (£' H Ker Xi(7)) ~ M ) Mff'Stf) 

xd 
7€G(F) 
X̂=X 

rXi(7)) max u+{Eg nKerXi(7)) - MP) Ms'^s ) 

si <̂ -Mo désigne la fonction t 1—• (^(t)l(t < /¿0). 
£•71 particulier, pour un tel jiq, la fonction de (i) se confond avec 

— 
7€G(F 
X-y =X 

h(g X75). 

Démonstration : 
(i) est une conséquence immédiate du lemme 3 (i) ci-dessus et du 

lemme 1 du paragraphe V.lb. 
(ii) Etant donnée /i > 0 une constante, considérons le sous-groupe 

parabolique ^Q9 associé à tout g G G (A). 
D'après le lemme 8 du paragraphe V.le, on a l'implication 

V7GG(F), h(g-1>rg)ÏO=i>>Y€''(f(F) 

dès lors que ¡1 est assez grande en fonction du support de h. De plus, d'après 
le lemme 3 (ii) ci-dessus, l'expression max /i+(£^ fl Ker%i(7)) — MflO ne 

l<i<£ 
dépend alors que de la classe de 7 modulo le radical unipotent de ^Qg. 

Enfin, on voit d'après le lemme 5 du paragraphe V.ld que si ¡1 est assez 
grande en fonction de h et si ^Q9 = P est non trivial, alors pour tout 
7 e P(F) 

6eNp(F) 

h(a 1/7Ôa) = 
'jVp(A) 

dnp - h(g 1/ynpg) = 0. 
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Pour conclure, il suffit de choisir //Q G R de façon que 

»Qg = G=^ max u+(£9 D Ker YtM) - u(a) < Un . 
l<i<£ 

Or VQ9 = G V+(g) - V>~{g) < (f - 1)//, donc /i0 = (r - répond à 
la question posée. 

b) Démonstration du théorème 10 (i) du paragraphe V.2d 

On se place sous les hypothèses de ce théorème. Ainsi, le polynôme x 
compte au moins deux facteurs premiers distincts. On peut certainement 
l'écrire sous la forme x = X1X2 où xi et X2 sont deux polynômes unitaires 
non triviaux premiers entre eux. 

On sait d'après le corollaire 4 (ii) que pour /¿0 un réel assez grand en 
fonction de h 

'G{F)\G{A)/O^ 
dg • 

X7=X 
h(9 l19) 

=1 rG(F)\G(A)/aZ 
dg-

7€G(F) 
XL=X 

l(max{//+(^nKerxz(7))}-M(3) < Mo)%_17<7) 

de sorte qu'il suffit de montrer que l'expression de droite s'annule. 
D'après le corollaire 4 (i), la double sommation dans ladite expression 

de droite est absolument convergente et tous les changements de variables 
y sont autorisés. 

Les degrés des polynômes Xi et X2 sont de la forme r\d, r2d avec r\ > 1, 
r2 > 1, ri +r2 = r. On considère la décomposition standard E = E\ © E2 
de E = Dr avec Ex = DVl, E2 = DT2. On note Mi, M2 les schémas en 
groupes sur F des automorphismes de £ 1 , E2 et dm\, dm2 les mesures 
de Haar sur Mi(A), M2(A) qui attribuent le volume 1 aux sous-groupes 
ouverts compacts maximaux. 

Alors l'intégrale ci-dessus est égale à 

Mi(A)xM2(A)\G(A) 

dq 
dmi • dm2 J (M1(F)\M1(A)xM2(F)\M2(A))/az 

dmi • dm2-

7l€Mx(F) 
X71 =Xl 72€M2(F) 

XTO=X2 

1 max{/z+(£(mi'm2)9 пЕ*)\ - ß((m1,m2)a) < ß0) 

h(g 1(m1ljim1,m21j2m2)g). 

Vi=1.2 " 
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Notons P1 et P2 les sous-groupes paraboliques de G respectant les sous-
modules Ei et E2 de E = Dr. Puis, étant donnée a : \X\ —> {1,2}, 
x i—• cr̂  une application, notons Na(K) le produit restreint des Np<rx (Fx) 
relativement aux Np*x (Fx) n GLr(Vx) muni de la mesure de Haar dn qui 
attribue le volume 1 à iVa(A) n K. 

Notons dk la mesure induite par dg sur K Ç G (A). 
Pour tous éléments k e n E AT0"(A), notons /infc la fonction 

Mi (A) x M2(A) —• C (mi,m2) i—• h(k~1n~1(mi,m2)nk). 

Alors l'intégrale étudiée se récrit comme la transformée par la fonction­
nelle JK dk • JMl(F)Wl(A)/azxM2(F)W2(A)/az dmi • dm2- de l'expression 

/ dn' E E hnk(mî1jimi,RRI21I2RRI2) 
JN°(A) 7l€Ml(F) 726m2(f) 

V i(max{/x+(£(aemi'm2)n n E{) - ,i((aemi,m2)n)} < fi0) . 
\i=l,2 / eGZ 

Il nous suffira donc de prouver que pour rai G Mi(A), ra2 G M2(A), 
k e K fixés, cette expression est nulle si a a été choisie judicieusement et 
si /JLO est assez grand en fonction de h. 

Or la condition max{/x+(£("e™i>™2)n n ^ . j _ M((0eTOl ? ™2)n)} < /x0 est 
¿=1,2 

équivalente à —P20(n) < e < P^0(n) si J3^0(n) et P2o(n) désignent les 
parties entières de 

et 

donc 

-^j(,io + /i(mi, m2) - ("i."*)» n Si)) 
r2a 

^ ( / i 0 + M(mi,m2) - M+(£<"i.»*>» n E2)), 

V l f m a x ^ + ^ ^ ^ ^ n E * ) -/i((aemi,m2)n)} < //o) 
—̂' Vi=l,2 / eGZ 

-max{0,P^o(n) + P2o(n) + l } . 

D'autre part, on sait d'après le lemme 2 (ii) que pour n en-dehors d'un 
sous-groupe compact N(7(A) de Na(A) qui ne dépend que du support de 
h, on a hnk(m^1^imi,M21^2RN2) = 0 dès que x7i = Xi, X72 = X2-
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Examinons d'abord le cas où B*Q(ri) + B^ri) + 1 > 0, Vn G №(A). 
Alors il nous suffit de prouver que pour tous éléments fixés 71 G Mi(F), 
72 G M2(F) avec x7l = xi, X72 = X2 s'annulent les intégrales 

/ dn • /infc(mf 17i^i^2_172^2)^0(n), 
•/AT" (À) 

/ dn • hnk(m^1mum^2m2)(BfLo(n) + 1 ) . 
JN°(Â) 

On voit ici qu'il convient d'avoir choisi l'application a : \X\ —> { 1 , 2 } 
de telle façon que les images <7o et O-QO des places 0 et 00 soient distinctes ; 
disons par exemple que <TQ = 1 et = 2. En effet, les entiers B^Q(n) 
et B^Q(n) sont alors respectivement invariants par les facteurs Npi(Fo) et 
NP2(JFOO) de Na(A). Et on conclut d'après les hypothèses sur les facteurs 
ho et /ioo de h. 

Examinons maintenant l'autre cas où il existe au moins un n G Na(A) 
tel que B^Q(n) + B^o(n) + 1 < 0. D'après le lemme 1 (ii), on voit 
déjà qu'existe une constante Mi ne dépendant que de Na(A) (donc de 
h mais pas de Mo) telle que ou bien /i+(mi) — /i(mi) > Mo — Mi ou bien 
M+(m2) — Mm2) > Mo — Mi- Quitte à renuméroter, on peut supposer par 
exemple 

M+(m2) - /x(m2) > Mo - Mi • 

Pour toute constante M2 > 0, on peut considérer le sous-groupe 
parabolique /i2Qm2 de M2 et TJ,2~FIM2 ja filtration de E2 qui lui correspond. 
Et on remarque que /i2Qm2 est non trivial si Mo — Mi > (r ~~ 1)M2-

D'autre part, d'après le lemme 2 (i) et (iii), toutes les fonctions hnk, 
n G Na(A), sont supportées par une partie compacte (Si x S2)az de 
(Mi (A) x M2(A))/az ne dépendant que de h et invariantes à droite par un 
sous-groupe ouvert compact K\ x K2 de Mi(A) x M2(A) ne dépendant 
que de h. 

Si donc M2 est assez grande en fonction de h et si on note Q2 = ^Q™2, il 
résulte du lemme 8 du paragraphe V.le et du lemme 5 du paragraphe V.ld 
que pour tout n G Na(A) et tout 71 G M\(F) avec x7i = Xi 

72€M2(F) 
X72=X2 

hnk(m117\mi,m2 172m2) 

qs 
42EQ2ÍF)/NQ2(F) 

X72=X2 
/ATQa(A) 

driQ2 • hnk(m11цт1,т2 1ЪПС2т2). 
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De plus, il n'y a aucune restriction à supposer que rri2 G C?2(A). 
Notons d'autre part Q le sous-groupe parabolique de G respectant la 

filtration de E par l e s E ï © ^ , « > 1. D 'après le lemme 1 (iii), on voit 
que si ¡12 est assez grande en fonction de Na(A) donc de /i, la fonction 
n i—• B^in) + B*0(rc) + 1 sur iV^A) est invariante par JV*.(A) n NQ(A) 
puisqu'alors M+(£(™i>™2)n H E2) = /x+(£(™i>m2)n Q ^E^2). 

Or Na(A) H NQ(A) contient le facteur NPi (F0) H NQ(F0) et le quotient 
NQ/NPI H NQ s'identifie à NQ2. 

On conclut d'après l'hypothèse sur le facteur ho de h. [] 

4. — Le cas où x es* une puissance d'un polynôme irréductible 

On se propose dans ce paragraphe de démontrer la partie (ii) du théorè­
me 10 du paragraphe V.2d. 

a) Préliminaires sur les sous-groupes de commutateurs et les 
intégrales orbitales 

Commençons par le résultat suivant : 

LEMME 1. — Soient K un corps, R une algèbre centrale simple sur K 
de dimension d2 et r > 1 un nombre entier. 

Soit 7 G GLr(jR) un automorphisme du R-module à droite E = Rr. 
Enfin, soient /JL un polynôme à coefficients dans K et n > 1 un entier tels 
que /xn(7) = 0. 

Pour tout entier i, 0 < i < n, notons 

Ei=KerfjL^y)i 

et pour tous entiers i, 0 < i < n, etj,0<j<n — i, notons 

Eij = Ker/x(7)i + (ImM(7y n Ker /i(7)m) • 

Notons aussi V la sous-algèbre de Mr(R) constituée des endomor-
phismes de E qui respectent la filtration de E par les Eij, et M le radical 
de V. 

Alors : 

(i) La sous-algèbre End(£')7 de End(E) = Mr(R) constituée des 
endomorphismes de E qui commutent avec 7 est contenue dans V. 

(ii) Pour tout entier i, 1 <i < n, /¿(7) induit un isomorphisme 

Ei\Ei+i —• Ei-i\Ei-i,i Ç Ei-i\Ei 
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qui envoie les Ei\Eij, 0 < j < n — i, sur les Ei-\\Ei-\j+\. 
Via ces isomorphismes, l'image de tout élément de End(F)7 Ç V dans 

chaque End(£^\£^+i) s'identifie à celle dans End(£'o,i). 
En particulier, le noyau de End(£')7 V —• End(Fi) est nilpotent 

Démonstration : 
(i) résulte de ce que tout endomorphisme de E qui commute avec 7 

doit stabiliser les sous-modules Ker/¿(7)* et Im/x^p donc aussi les Eij. 
(ii) La première assertion résulte de ce que pour tout entier i 

Ker//(7)i = (M7))-1(Ker//(7)i-1), 

et pour tous entier i, j 

/x(7)(Im/i(7)j H Ker/i(7)i+1) = Im/x(7y+1 fl Ker/x(7)f. 

La seconde assertion est conséquence de la première puisque tout 
élément de End(£')7 commute a fortiori avec /¿(7) et avec les //(7)*. 

Enfin, on voit que le noyau de End(F)7 <-» V —» End(Fi) s'identifie à 
celui de End(£)7 V -* End(Ei) x End(£i\£2) x • • • x End(£n_i\£n) 
donc est contenu dans J\f. Il est nilpotent. 

D 

Remarque : 
Avec les notations du lemme 1, on voit que si [i = \i'n" est le produit de 

deux polynômes fi',n" premiers entre eux et si on pose E' = Ker//"(7), 
E" = Kern"n(j), alors E = E' © E", End(£)7 = End(E% x End(£")7 
et pour tous entiers i,j 

E'HEi= Ker H'(JY , E" nEi = Ker //'(7)* , 

E' n Eij = Ker /i/(7)* + (M,(7)j'№') n Ker //(7)i+1), 
D = Ker//'(7)* + (/i"(7)J'(£") n Ker //'(7)i+1). 

D 

PROPOSITION 2. — .Sows /es hypothèses et avec les notations du lemme 
1, on a : 

(i) Le groupe Aut(J5)7 = End(£7)7 des automorphismes de E qui 
commutent avec 7 est unimodulaire au sens que son action par conjugaison 
sur End(i£)7 induit l'action triviale sur la puissance extérieure maximale 
de End(J5)7. 
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(ii) Notons V\ la sous-algèbre de End(2?i) constituée des endomor-
phismes de E\ qui respectent la filtration par les Eqj et Viy = V\ fl 
End(J5i)7. 

Et supposons que tous les facteurs irréductibles de ¡1 apparaissent avec 
la multiplicité 1. 

Alors Vhomomorphisme 

End(£)7 —• Pi7 [resp. Aut(£)7 —• 

est surjectif 
Par conséquent, Vhomomorphisme 

E n d ( £ ) 7 ^ J ] End(£0,A£o,j-i)7 
l<3<n 

[resp. Aut(£)7 —• Y l Aut(Eoj\E0,j-i)j } 
l<j<n 

est surjectif et son noyau est le radical de End(£)7 [resp. le radical 
unipotent de Aut(2£)7]. 

Démonstration : 
(i) Il suffit de prouver l'assertion après n'importe quelle extension 

du corps de base. On peut donc supposer qu'il existe un isomorphisme 
R = Md(K). Quitte à remplacer r par rd, ceci nous ramène au cas 
où R = K. 

On peut supposer également que le polynôme minimal de 7 est scindé 
et même, d'après la remarque qui précède l'énoncé de la proposition, que 
c'est une puissance [in d'un polynôme [i de degré 1. 

En utilisant les notations du lemme 1, choisissons pour tout z, 1 < i < n, 
un sous-espace Ei de Ei qui relève le quotient Ei-iti\Ei-ifi = Ei-iti\Ei 
deEi. 

Alors, se donner un élément de End(i£)7 revient exactement à se donner 
sa restriction à chaque E{ qui est un homomorphisme arbitraire de E{ dans 
Ei=Kev^)i= 0 0 n(nY(Ej+i.). 

I<i'<i0<j<n-i' 
Pour g un élément de End(S)7, notons (g%)i<%<n la famille des homo-

morphismes qu'il induit dans les Ei-\^\Ei. 
Alors son action par conjugaison sur la puissance extérieure maximale 

de End(i?)7 est le produit sur tous les z, 1 < i < n, de 

det(gi)dimEi 
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et de 

( I I I I d e t t o ) ^ ' ) " 1 . 
l<i'<ii'<j'<n 

Comme d i m ^ = X) Z) dim Ej+v, on voit que ce produit est 1. 
I<i'<i0<j<n-i' 

C'est ce qu'on voulait. 
(ii) Montrons que l'homomorphisme End(J57)7 —> Vi7 est surjectif. Il 

suffit de le prouver après n'importe quelle extension finie séparable du corps 
de base, l'hypothèse sur ¡1 n'étant pas modifiée par une telle extension. 
On peut donc supposer qu'il existe un isomorphisme R = Md(K). Par 
équivalence de Morita et quitte à remplacer r par rd, ceci nous ramène au 
cas où R = K. 

Et d'après la remarque qui précède l'énoncé de la proposition, on peut 
supposer que /x est irréductible. 

E vu comme module sur l'anneau de polynômes K[X] via l'action de 7 
s'écrit sous la forme 

0 / . ( X r * \ * [ X ] e * 
k 

où les rik sont des entiers, 1 < rik < n, et les sont des éléments de E. 
Les éléments de End(£')7 sont déterminés par les images des e^, chacune 

étant arbitraire dans Ker/x(7)nfc. 
D'autre part, les éléments de End(£i)7 sont déterminés par les images 

des /x(7)nfc-1efc, lesquelles sont arbitraires dans E\. 
On voit qu'un tel élément de End(£i)7 est induit par un élément de 

End(i?)7 si et seulement si pour tout k l'image de //(7)nfc-1efc est dans 

/i(7)n*-1(Ker/i(7)n*). 

C'est dire exactement que cet élément est dans la sous-algèbre Vi7 de 
End(£i)7 comme on voulait. 

Maintenant, le noyau de End(£)7 —> Pi7 étant nilpotent d'après 
le lemme 1 (ii), on voit qu'un élément de End(i£)7 est inversible si 
et seulement si son image dans Pi7 l'est, si bien qu'est aussi surjectif 
l'homomorphisme 

Aut(£)7 —* . 

Enfin, remarquons que le noyau de End(£)7 —» End(i£o,j^0^-1)7 
l<j<n 

est nilpotent puisque contenu dans M d'après le lemme 1 (ii) et que 
d'autre part l'algèbre Yl End(£'oj\^o,j-i)7 est semi-simple puisque 
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par hypothèse tous les facteurs irréductibles de \i apparaissent avec la 
multiplicité 1. 

A partir de là, les deux dernières assertions résultent des deux premières. 
D 

Citons enfin le résultat suivant, dû à Rao et Deligne en caractéristique 
0 et à Howe en caractéristique > 0 : 

PROPOSITION 3. — Soient K un corps local non archimédien, R une 
algèbre centrale simple sur K de dimension d2 et r > 1 un nombre entier. 

Soient 7 G GLr(R) un automorphisme du R-module à droite E = Rr 
et Aut(£")7 le sous-groupe de Aut(E) = GLr(i?) constitué des automor-
phismes de E qui commutent avec 7. 

Enfin, soient dg et dg^ deux mesures de Haar sur les groupes localement 
compacts unimodulaires Aut(E) et Aut(£)7 et la mesure quotient sur 
Vorbite Aut(£)7\ Aut(£). 

Alors, pour toute fonction h localement constante à support compact 
définie sur A\xt(E), Vintégrale orbitale 

JAut(E)^\Aut(E) 
dg 
dg1 

h(g X70) 

est convergente. 

Démonstration : On a vu dans la proposition 2 (i) que le sous-groupe 
Aut(£")7 est unimodulaire. 

Pour ce qui est de la convergence, voir [Laumon] proposition 4.8.9. 
D 

b) Encore une nouvelle fonction de pente maximale 

Dans ce sous-paragraphe et dans les suivants, on fixe x un polynôme 
unitaire à coefficients dans F de degré rd qui est une puissance d'un 
polynôme irréductible /x. 

On note F' le corps F' = F[X]/fj,(X) et 0'X le faisceau de (9x~algèbres 
sur X des entiers de F' c'est-à-dire la clôture intégrale de Ox dans F'. 

Le faisceau d'algèbres 0'X ®V est fini sur Ox et il a pour fibre générique 
F' ®p D. Il est certainement contenu dans un faisceau d'algèbres fini sur 
Ox, de fibre générique F' ®p D et maximal pour ces propriétés. On fixe 
une fois pour toutes un tel faisceau V. 

LEMME 4. — Soient g un élément de G(A) et S9 le V-Module localement 
libre de fibre générique Dr qui lui correspond. 
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Soit 7 un élément de G(F) = GLR(Z?) dont le polynôme caractéristique 
est x-

Etant donné T un sous-V-Module de S9, on dira qu'il est (7,in­
admissible si 7 stabilise la fibre générique de T et si la restriction de 7 
à cette fibre est annulée par le polynôme irréductible //. On dira que T est 
(7,ii,V)-admissible s'il est (7,//)-admissible et s'il est stable par l'action 
à droite de V1 induite par celle de F' ®p D. 

On suppose que g~X/yg E S, où S est une partie compacte de G(A). 
Alors pour tout sous-V-Module non nul maximal T de S9 qui est (7, in­

admissible et en notant T' le plus grand sous-V-Module de T qui soit 
(7,ii,Vf)-admissïble, on a 

vgf' = vgF 

и(я > u(f') > um - un 
où /¿0 > 0 est une constante qui ne dépend que de S. 

Démonstration : 
On note d'abord que le polynôme x e* donc aussi le polynôme fi figurent 

dans un ensemble fini qui ne dépend que de 5. 
Puis on remarque que dans le A-module des polynômes de degré < deg ¡1 

à coefficients dans A, il existe certainement un 0-module compact Q ne 
dépendant que de /i tel que 

ddvd ds 

xe\x\ xe\x\ 
V rgf = rgF ®0x 0XÇVA®QÇDA®A A[X]/n(X) = D'k. 

D'après l'hypothèse g lryg G S, on voit qu'il existe une partie compacte 
S' de Mr(DA) ne dépendant que de S telle que 

д-ЧяЬ), q€Q}9ç S' 
Soit b G Ax un élément ne dépendant que de S tel que bS' C Mr(VA). 

Et notons C le Ox-Module inversible sur X associé à b G Ax. 
Pour T comme dans l'énoncé, on obtient donc 

rgf = rgF ®0x ss 
Ainsi, (F®ox est un sous-P-Module de T. Il est stable par l'action à 
droite de V puisque V'V = V, donc il est contenu dans T'. Et il contient 
F ox C 

De ceci on déduit 

rgf = rgF ®0x C < igF' < ig?, 

+dàegb = ii{F®ox £) < K^') < K^) 
Ainsi un = — ddegb répond à la question posée. 
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On a besoin de la variante suivante du lemme 3 du paragraphe V.3a : 

LEMME 5. — Soit S une partie compacte de G (A). 
Soient g un élément de G (A) et £9 le V-Module localement libre de fibre 

générique Dr qui lui correspond. 
Soit 7 un élément de G(F) de polynôme caractéristique x et tel Que 

9~X19 £ S. 
Introduisons 

rgf = rgF ®0x xssc 
= maxl/if^')) J7' Ç £9 A T1 est (7, a. V')-admissible} 

Alors : 
(i) Si £' désigne le plus grand sous-V-Module de £9 DKer/i(7) qui 

soit (7,/i, V)-admissible c'est-à-dire stable parV, on a 

rgf = rgF ®0x xss 

= m a x l / i ^ ) , ^ Ç £' A T' est stable par 7 génériquement}. 

D'autre part, si T' est un sous-V-Module de £9 qui est (j,fi,Vf)-
admissible et vérifie n^F') = M75M>£>/(£̂ )> M est 1'-semi-stable. 

(ii) // existe une constante fi\ > 0 ne dépendant que de S telle que 

rgf = rgF ®0x rgf = rgF ®0xrgf = rgF 

(iii) Si T Ç £9 est un sous-V-Module maximal de £9 stable 
génériquement par 7 et tel que ^(J7) > Mi + (£9/F) et si T' est 
un sous-V-Module de £9 qui est (7, ii,V) -admissible et vérifie ^{J7') = 
\jît nT>'(£g)> 071 a nécessairement 

T' C T. 

Démonstration : 
(i) Les deux assertions résultent de ce que si T' est un sous-P-

Module de £9 qui est (7, //, Inadmissible, ôû  sous-£>-Module maximal 
de T1 qui est stable par 7 génériquement est aussi (7, Inadmissible. 

(ii) Il est évident sur la définition que //+(£p) > l^^v'të9)- Par 
ailleurs, il existe d'après le lemme 3 (i) du paragraphe V.3a une constante 
LÀ ne dépendant que de S telle que 

at (S9 n Ker uh)) > u+(Sg) - uî . 
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Soit T un sous-D-Module maximal de S9 fl Ker//(7), stable par 7 
génériquement et qui réalise 

M^) = ^(^nKer / i (7 ) ) . 

Et soit T'le plus grand sous-P-Module de T qui soit (7, ¡1, D')-admissible. 
D'après le lemme 4, on a 

rgf = rgF ®0xxs 

où /¿0 > 0 est une constante qui ne dépend que de S. 
On voit que \i\ — + /¿0 répond à la question posée. 

(iii) Il s'agit de prouver la nullité du composé 

p^£9 —>£9/jr. 

Or, d'après (i), (ii) et l'hypothèse sur .F7, on a 

tí-f.n = u(F) > и+(€9) - in > - ui > ut(8a/Л. 

On conclut d'après la proposition 2 (v) du paragraphe II.2. 

On a également besoin du corollaire suivant : 

COROLLAIRE 6. — Soit h une fonction localement constante à support 
compact de G(A)/az dans C . 

Et soit (f : Q —> K. une application. 
Alors, si JJL > 0 est une constante assez grande en fonction de h, 

Vintégrale 

lG(F)\G(Â)/aZ 
dg • 

7€G(F) 
X-v=X 

<P(l*t.n.Ty(9) - M)H9 lrï9) 

converge si et seulement si pour tout sous-groupe parabolique standard 
P G Vo, P ^ PQ, de G converge l'intégrale 

1S 

vol(Np(A)nK) Mp(F)\MP(A)/az 
dmp • 1{»QTP = P) 

7€Mp(F) 
X-v=X 

<p(ßt „ T» (MP) - U(MP)) 
IK 

dk-
JNP(A) 

dnp • h(k 1mp1^mpnpk) 
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où dk désigne la mesure de Haar de volume 1 sur K = GLr(2?A), dmp la 
mesure de Haar sur le sous-groupe de Lévi Mp(A) qui attribue le volume 1 
à Mp(A) n K, et mp la première composante de tout mp G Mp(A) = 
M|>(A)x...xMJfl(A). 

Et dans ce cas, la première intégrale est égale à la somme des secondes 
sur tous les sous-groupes paraboliques standards P. 

Démonstration : 
Soit ¡1 > 0 une constante. L'intégrale de la fonction considérée sur 

G(F)\G(A)/az est certainement égale à la somme sur tous les sous-
groupes paraboliques standards P des intégrales de la même fonction sur 
les {g e P(F)\G(A)/az, »Qg = P}. 

De plus, si \i est assez grande en fonction de h, on a les propriétés 
suivantes, pour g G G (A) et ^Q9 = P : 

• D'après le lemme 8 du paragraphe V.le, 

% _ 1 7 S ) / 0 ^ 7 ^ ( n V7GG(F). 

• D'après le lemme 5 du paragraphe V.ld, 

Y Kg-^ôg) = f dnP- h(g-^npg), V7 G P(F). 
ÔZNp(F) JNp^ 

• D'après le lemme 5 (iii) ci-dessus, 

%_170) ï 0 = • ^<v,(g) = ^M£9 n Ei) • 

On conclut en écrivant la formule d'intégration associée à la décomposition 
d'Iwasawa. 

D 

c) Introduction d'un facteur de convergence 

On conserve les notations du sous-paragraphe précédent. 
En particulier, on a défini les fonctions de pente maximale l^^w • 

PROPOSITION 7. — 

(i) Pour toute fonction h localement constante à support compact 
sur G(A)/az et pour tout réel s > 0, Vintégrale 

Isx(h)= f dg- T q-'SLSL K^-^hig-^g) 
JG(F)\G(A)/aZ ^F) 

X-y=X 
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est convergente. Plus précisément, pour toute classe de conjugaison c dans 
G(F) de polynôme caractéristique x et pour tout réel s > 0, l'intégrale 

IsAh) = 
JG(F)\G(A)/a/ 

da • 

7£c 

rgf = rgF ®0x rgf = rgF 

est convergente. Et on a 

j (h ) dk 

C 

dsqlqd 

(ii) Pour toute classe de conjugaison c dans G(F) dont le polynôme 
caractéristique est x mais Qui n'est pas elliptique c'est-à-dire dont le 
polynôme minimal n'est pas \i, il existe une fonction h positive vérifiant 

lim/?(/*) =+00 . 
s—>0 

(iii) Si cM désigne la classe de conjugaison elliptique dans G(F) dont 
le polynôme minimal est ¡1, on a pour toute fonction h 

\im 11(h) = IClt{h) 

où ICf,(h) désigne l'intégrale convergente 

IcÁh) = 
JG(F)\G(A)/a1' 

da ' 

sqdv 

h(q 4 o ) . 

(iv) Etant données x G |X|\Ta une place et hx [resp. h) une fonction 
localement constante à support compact surG{Fx) [resp. G (A)], on dira que 
hx est inadaptée à x [resp. que h est inadaptée à x en la place x si h est de 
la forme h = hx®hx et] si pour tout 7 G G(F) de polynôme caractéristique 
X et tout sous-groupe parabolique non trivial P de G contenant 7, on a 

Np(Fx) 
dnPiX • hx(gx ̂ np^Qx) = 0, V<7x G G(FX), 

où dnpiX désigne une mesure de Haar sur Np(Fx). 
Alors, pour toute fonction h inadaptée à x en au moins une place, on a 

lim I*x(h) = Ix(h) 

où Iv(h) desiane l'intéarale converaente 

Uh) = 
IG(F)\G(A)/CLZ 

dg-
7€G(F) 
X-Y=X 

•jio-̂ o)sds. 

265 



V - CALCUL DES NOMBRES DE LEFSCHETZ EN RANG r > 2 

Démonstration : 
(i) Prouvons la première assertion. 

Pour cela, choisissons \x > 0 une constante qui vérifie la conclusion 
du corollaire 6. Il s'agit donc de prouver que pour tout sous-groupe 
parabolique standard P de G et notant hp la fonction localement constante 

Mp(A) —• C mp i—• dk - dnp • fift^mprip k), 
JK JNP(Â) 

est convergente l'intégrale 

/ dmP-i("3mp=P) V g - s < ^ ' ^ ' - " ^ » / l p ( m - l 7 m p ) . 
JMp(F)\Mp(A)/aZ 76MP(F) 

X-y =X 

Ecrivons la décomposition en facteurs Mp = Mp x • • • x MJT'. 
Pour mp = (m^, . . . ,m^ ' ) G MP(A) et e = (ei , . . . , e\P\) G Z|p|, 

la condition vQa mp — p portant sur aemp = (oeim|,,... ,aeip'mp ') 
s'explicite en 

"Q"* = M* , . . . , ^Q™^' = M]f1 et 

li~{mp)+dei >//+(mp)+de2,...,/x~(m^'-1)+de|p|_i >/i+(mp>')+de|p| . 

D'autre part, si r i , . . . , r|p| désignent les rangs de Mp, . . . , MJT', on a 

<„, iy (°ei m ^ - M ^ m p H i J ^ (mP) - /.(mp)+<% - ZM1±Z±!M^) . 

Ainsi, pour mp G Mp(A), la somme 

^ 2 i(MQa6mp = p) ^ ç-s(/î )/x>1?,(aeî )-M(aemp)) 

e-(ei,...,e|P,)GZlpl/Z ieMP{F) 
X7=X, /ip(mp17mp)#0 

converge si 5 > 0. 
Comme la partie de M*>(F)\M>(A)/az x x MJf'(F)\Afjf'(A)/az 

constituée des (mP,. . . , m^1) tels que H T P = Mp, . . . , '•Q"** = MJf1 
est compacte d'après le lemme 1 du paragraphe V.lb, l'intégrale ci-dessus 
est effectivement convergente. 
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Enfin, comme il y a convergence absolue, la seconde assertion est 
équivalente à la première, avec l'égalité I^(h) — ^2l%(h). 

c 
(ii) Soit 7c un représentant de la classe de conjugaison c. 

Soit P le sous-groupe parabolique de G attaché à la filtration de 
E = Dr par les sous-modules Ker//(7C), Ker/x2(7c),... Comme c n'est 
pas elliptique, P est non trivial. On peut supposer qu'il est standard. 

Soit Z le sous-schéma fermé de Mp constitué des éléments dont le 
polyôme minimal est \i. Bien sûr, on a jc G Z(F)Np(F). 

Soit x n'importe quelle place dans |X|\Ta. Dans Z(Fx)Np(Fx) le sous-
ensemble des points gx conjugués de 7C est un ouvert de Zariski puisque 
défini par la condition que /jt(gx) soit de rang maximal. Par conséquent, on 
peut choisir une fonction localement constante à support compact /1, de la 
forme hx ® positive, invariante par conjugaison par K, ne s'annulant 
pas en 7c et telle que hx s'annule en tous les points de G(FX) qui sont 
conjugués d'un élément de Z(Fx)Np(Fx) sans l'être de 7C. 

De ce choix, il résulte que pour toute constante ¡1 > 0 assez grande en 
fonction de h et pour tout réel s > 0, on a 

m) > 
1 

vol(NP(A)nK) , Mp(F)\MP(Â)/aZ 
? dmp • i("QMP = P) 

iez(F) 

—s(u*~ xxx _ .(т,ъ) — и(тр)) 
JNp(A] 

dnp • h(mp1jmpnp). 

Comme l'intégrale 

AfP(F)\MP(A)/az 
dmp • l(^Qmp = P) 

7€Z(F) JVp(A) 
dnp • h(mp1^fmpnp) 

diverge, on voit que lim iUh) = +00. 
s—>+oo 

(iii) résulte du théorème de convergence dominée de Lebesgue puis­
que la double sommation sur G(F)\G(Â)/az et sur cM 

IcÁh) = 
JG(F)\G(A)/az 

dg-
sscvs 

' h(g Sff) 

est absolument convergente et que, d'après le lemme 5 (ii), il existe une 
constante ¿¿1 > 0 ne dépendant que du support de h telle que 

h(a 7a) Ф 0 = > uz™(o) - U(Q) > -ил . 
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(iv) D'après l'hypothèse sur h et le corollaire 6, on a pour toute 
constante JJL assez grande en fonction de h et pour tout réel s > 0 : 

'<3(F)\G(A)/az 
dg-

7€G(F) 
X<v=X 

q - K ^ M - ^ s d v d hig-^g) 

dd 
'G(F)\G(Â)/az 

dg • 1(»Q9 = G) 
7€G(F) 
X7=X 

rgf = rgF ®0x rgf = rgF 

Et la seconde expression est évidemment continue en la variable s > 0 
puisque le quotient G(F)\{g G G(A), = G}/az est compact. C'est ce 
qu'on voulait. 

d) Décomposition par classes de conjugaison et par places 

On conserve les notations des deux sous-paragraphes précédents. 
Commençons par montrer : 

LEMME 8. — Pour toute classe de conjugaison c dans G(F) de polynôme 
caractéristique XJ notons \in° le polynôme minimal de c et choisissons jc 
un représentant de c tel que le sous-groupe parabolique Pc de G respectant 
la filtration par les 

££ = Ker/i(7c)% 0 < i < n c , 

et les 
Efj = Ker/i(7c)i + (Im/i(7c)'' fl Ker/x(7c)i+1), 0 < i < nc , 0 < j < nc - i , 

soit standard. 
Alors : 

(i) Le sous-schéma en groupes Glc de G des commutateurs de 7c 
est contenu dans Pc. 

De plus, le groupe Glc{k) est unimodulaire. On peut le munir d'une 
mesure de Haar dglc. 

(ii) Pour g un élément de G(A) et £9 le V-Module localement libre 
de fibre générique E = Dr qui lui est associé, notons 

<Pc{g) = <Pc{£9) 
r 1 0<7<nc 

degp(£o,j) -degpE9) 
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où chaque £QJ, 0 < j < nc, désigne le plus grand sous-V-Module de 
£9 fl EQJ stable par l'action à droite de V. 

Ceci étant posé, l'intégrale 

sdsks =) s 
JGlc{F)\Glc{k)/a^ 

lac{g)h{g-llc9). lac{g)h{g-llc9).ss 

est convergente pour tout réel s > 0, et elle est de la forme 

q-sipc(g)js 

où est un réel positif qui ne dépend que de s. 

Démonstration : 

(i) La première assertion a été prouvée dans le lemme 1 (i) et la 
seconde dans la proposition 2 (i). 

(ii) On sait d'après la proposition 7 (i) que pour toute fonction 
localement constante à support compact h sur G(A)/az et tout réel s > 0 
converge l'intégrale 

I'M = 
/G7c(A)\G(A) 

dq 
dglc 

lac{g)h{g-llc9). 

Comme l'expression intégrale Xsc (g) en la variable g est invariante à droite 
par K7 on voit qu'elle doit converger pour tout g. 

Pour s > 0, il s'agit maintenant de montrer que l'expression 

gs^Tc(g) 

est indépendante de g G G (A). 
Etant donné g un élément de G(A), soit £[ = £Q 0 le plus grand sous-

P-Module de S9 H E{ = S9 H E%0 stable par l'action à droite de V. 
Considérons g' un élément quelconque de G (A) tel que S9 fl E\ — £[. A 
fortiori, pour tout j , 0 < j < nc, £9 fl EQJ se confond avec £Q • le plus 
grand sous-P-Module de £9 fl J5g • stable par V. 

Maintenant, pour tout glc G G7c(A) C PC(A), £9^9' fl E{ est égal au 
transformé de £[ par la restriction de glc à E\ ®p A et il est stable par V. 
De même, £9^^9f\E{ est égal au transformé de £9f\E\ par cette restriction, 
et le plus grand sous-î>-Module stable par V qu'il contienne est égal au 
transformé de £[. 
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D'après le lemme 5 (i), on voit donc que 

^c^v (9jc9f) = ^c^v(alcg), V57c G Glc(A). 

On en déduit 

l*(g') =lç(g) qsHdes(det9')-de&(det9)) t 

Mais par ailleurs on a aussi 

¥>c(flO = Vc(g) ~ -(deg(detp') - deg(detg)). 
r 

Ainsi, on voit que 
qs^rc(g) = qs^lsc(g'). 

D'autre part, d'après la maximalité de la C?x~Algèbre finie T>', deux 
2?-Modules localement libres de fibre générique E\ qui sont stables par V 
peuvent toujours être transformés l'un en l'autre par un automorphisme de 
Ei®fA qui commute avec 7C et respecte la filtration par les Eqj<SifA. Or, 
d'après la proposition 2 (ii), un tel automorphisme peut s'écrire comme la 
restriction à E\ ®p A d'un élément de G7c(A). 

Ainsi on a pu prendre g' de la forme 

9' = 9lc9° 

où glc G G7c(A) et g0 est un élément fixé de G (A). 
Pour conclure, il suffit donc de prouver que les fonctions g 1—• Zsc (g) et 

g 1—> (pc(g) sont invariantes à gauche par G7c(A). 
En ce qui concerne Zsc (#), c'est évident sur la définition puisque dglc est 

une mesure de Haar. 
Et pour ce qui est de (pc(g), écrivons 

<Pc(g) = M£9) = l ( E de&v(£ôj) ~ de^ £9) 

0<j<nc 
= \ E ( d e g p ^ O - d e g ^ ^ n ^ n ^ ) ) . 

0<j<nc 

Sur cette écriture, l'invariance à gauche par Glc (A) apparaît immédiate­
ment, comme conséquence du lemme 1 (ii). 

D 
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Rassemblons quelques renseignements sur les fonctions (pc : 

LEMME 9. — Soit c une classe de conjugaison dans G(F) de polynôme 
caractéristique x- Avec les notations du lemme 8, on a : 

(i) Pour toute partie compacte S de G(A), la fonction tpc : G(A) —• 
Q est minorée sur le sous-ensemble {g G G(A), g~x~ïc9 £ S} par une 
constante qui ne dépend que de S. 

(ii) On peut associer à toute place x de F une fonction 

<Pc,x : G{FX) —• Q 

invariante à gauche par Glc{Fx) et telle que pour tout g = (gx)xe\x\ £ 
G (A), la somme 

xe\x\ 
lac{g)h{g-l 

soit finie et égale à <pc(g)-
(iii) Pour tout place x de F et toute partie compacte Sx de G(FX), la 

fonction <pCiX : G(FX) —> Q est minorée sur le sous-ensemble {gx G G(FX), 
9xlrïcgx G 5X} par une constante qui ne dépend que de Sx. 

Démonstration : 
(i) Soit donc g un élément de G (A) tel que g~lrycg £ S. Avec les 

notations du lemme 8 (ii), on a 

<Pc(g) = 
1 

r \)<j<nc 
deèv(soj) -deg£> S9 

D'après le lemme 4, les différences deg£>(£^) — degv(£9 fl EQJ) sont 
bornées par une constante qui ne dépend que de 5, de sorte qu'il suffit de 
minorer 

0<7<nc 
degv(£9nE^)-degvS9 

dd 
0<j<nc 

(degv(& n EC0J) - degv(£9 n E]\£° n Ej+1)).s 

Quitte à remplacer S par KSK, on peut supposer que g est dans PC(Â). 
Alors d'après le lemme 1 (ii), l'élément 

g 1 Kic)3g = Kg 1icgY 
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induit pour tout j , 0 < j < nc, un homomorphisme bien défini 

E'\E*, ! (2)i? A —• EZ , ®F A 

et Ej\Ej+1 et JEQJ peuvent être identifiés via /x(7c)-7- Cet homomor­
phisme doit rester dans une partie compacte qui ne dépend que de 5, 
et degx,(£* H Ef\E9 fl £J+1) - àegv{£g n £g?j) apparaît comme le degré de 
son déterminant dans Ax. D'où le résultat. 

(ii) Pour x une place de F et gx un élément de G(FX), notons Ex le 
réseau gx{T^rx) dans E®p FX. Et pour tout j , 0 < j < nc, notons (£QJ)X le 
plus grand sous-î^-module de £X fl ( i^j <8>FFX) qui soit stable par l'action 
à droite de V'x = V ® Ox. 

Posons 

<Pc,x(9x) = 1 
r 0<j<nc 

degîr (5o,7-)aî - degPx ) 

où, si chaque réseau (£QJ)X est représenté par une matrice (gbj)x, on a 
posé 

deg£> {SQAX = ~ deg(x)x(det(gii)x), 0 < j < nc , 

deg-n Ex = - deg(x)x(det gx). 

Il est évident sur les définitions que si (gx)X£\x\ — 9 € G (A), la somme 
Ex€|x| ^c,x(5x) est finie et égale à <pc(s). 

L'invariance à gauche par Glc(Fx) de chaque fonction ipc,x résulte du 
lemme 1 (ii) et de la formule 

<Pc,x(dx) = 
0<j<nc 

(àegv(S!iti)x-degv(exn^®FFx\£xnEI+sss19FFx)). 

(iii) est une conséquence formelle de (i) et (ii). 

Choisissons pour toute place a; de F une mesure de Haar dglc,x sur 
le groupe unimodulaire G7C(FX), de façon que la mesure de Haar dglc 
sur G7C(A) soit induite par le produit des dglciX, x G \X\. Puis, pour 
tout ensemble fini T Ç \X\ de places de F , notons dglc^ [resp. dg^J la 
mesure de Haar sur G7C(AT) [resp. G7C(AT)], produit des dglciX,x G T 
[resp. # G |X| \r l . Introduisons aussi la fonction 

(pCjT : G(AT) —• Q gT = (gx)xer 
xGT 

.<Pc,x(9X) 

[resp. : G(AT) —* Q gT = (gx)xGlx\\T 
xe\x\\T 

<PCA9X)]. 

Ceci étant posé, on a : 
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LEMME 10. — Soient T un ensemble fini de places de F et HT une 
fonction localement constante à support compact sur G(ÂT). 

Alors pour toute classe de conjugaison c dans G(F) de polynôme carac­
téristique x et pour tout réel s > 0, Vintégrale 

Ir Ahr) = 
G^C(AT)\G(AT) 

dvr 

dxrx 
r̂ c,T(Sr)̂ T(5Íi7cffT) 

est convergente. 
De plus, c'est une fonction continue de la variable s > 0. 

Démonstration : 
C'est une conséquence immédiate de la proposition 3 et du lemme 9 (iii). 

D 
Maintenant, prouvons : 

THÉORÈME 11. — Soit c une classe de conjugaison dans G (F) de 
polynôme caractéristique x-

(i) Soient Ti,... ,Tn des parties finies disjointes de \X\ et T = 
TiU-.-UTn. 

Soit h = hrx ® • • • <8> fiTn <8> hT une fonction produit tensoriel de fonctions 
localement constantes à support compact sur G(ÂT1), . . . , G(ATU), G(AT). 

Alors, pour tout réel s > 0, l'intégrale 

lT's(hT) = 
<Gyc(AT)\G(AT) 

dgT 
dd x 

g-«PÎ(9T)hT(( -Тч-l Ts 

est convergente, et on a 

11(h) = ZcV^ r J • ••IlTn(hTJlJ's(hT)I°c . 

(ii) Si la classe c n'est pas elliptique, alors pour toute partie finie T 
de \X\ et pour toute fonction positive hT localement constante à support 
compact sur G(AT) qui ne s'annule pas uniformément sur la classe de 
conjugaison de jc, on a 

]imlJ>s(hT)Pc=+oo. 
FIT—•() 

(iii) Soit h une fonction localement constante à support compact 
sur G(A)/az et inadaptée à x en au moins une place au sens de la 
proposition 7 (iv). 

Alors l'expression 
gddx 

possède une limite finie quand s tend vers 0. 
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(iv) Si la classe c n'est pas elliptique, alors pour toute place x et toute 
fonction hx localement constante à support compact sur G(FX) inadaptée 
à v. on a 

lim/c%(M = 0. 
s—' 

Démonstration : 
(i) On sait d'après la proposition 7 (i) que pour tout s > 0 converge 

l'intégrale 

Is,{h) = 
/G(F)\G(A)/az 

rdg-[ Ii >*(h* )TC = /Whjv^ 's(hÂ )ISC • 

Comme il y a encore convergence lorsqu'on remplace h par sa valeur 
absolue, on voit que dans l'expression de il y a convergence absolue 
pour la double sommation sur G(F)\G(A)/az et sur c. 

Par changement de variable, on obtient alors 

Isc(h) = 
G~(Â)\G(A 

dg 

ESSCV 
l^gMg-^g). 

La conclusion résulte maintenant du lemme 8 (ii) et du lemme 9 (ii). 
(ii) D'après la proposition 7 (ii), il existe une fonction h' > 0 

localement constante à support compact sur G(Â) qui vérifie 

lim/cs(/i') = +oo. 

Or il existe certainement un sous-ensemble fini T' D T de \X\ ainsi 
que des fonctions hT > 0 sur G(AT ), hTf\T sur G(ATt\T) et h!T, > 0 sur 
G(AT ') telles que 

hT = hTf\T (g> hT' et h' = h'T, ® hT'. 

D'après (i), on a pour tout s > 0, 

rc(h') = isc,T/(h'TI)iT's(hT')isc 

et Ii >*(h* )TC = / W h j v ^ 's(hÂ )ISC • 

D'après le lemme 10, l'expression ^ T ^ ^ T O Possède une limite quand s 
tend vers 0. On en tire 

\imir>s(hT')Fc=+oo. 
a—vi I 

D'autre part, il résulte de l'hypothèse sur hT que la limite de l'expression 
IcT'yrihT'Xr) quand s tend vers 0 doit être strictement positive. 

D'où la conclusion. 
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(iii) Ainsi il existe une place 0 de F telle que h soit de la forme 
h — ho ® h°, où ho, h° sont des fonctions sur G(F0), G(A°) et h0 est 
inadaptée à %• De plus, on peut certainement écrire h° sous la forme 
h° = hx ® h0,x où x est une place distincte de 0 et hx, h0,x sont deux 
fonctions sur G(FX), G(A°'X). 

D'après (i), on a pour tout 5 > 0, 

I'Jh) = IUh0)IUhx)I^x}'s(h°'x)Isr . 

Et d'après le lemme 10, on sait que l'expression I^x(hx) possède une limite 
finie quand s tend vers 0. 

Donc il suffit de prouver que le produit 

Isrn(ho)n°'xi's(h0'x)Ir 

possède une limite finie quand s tend vers 0. 
Nous allons le montrer par récurrence descendante sur la dimension dc 

de la classe de conjugaison de 7C dans G(FX). Ainsi, supposons le résultat 
déjà vérifié pour les classes de conjugaison de dimensions strictement plus 
grandes. 

On sait que la classe de conjugaison de 7C dans G(FX) est un ouvert 
de Zariski dans la réunion des classes de conjugaison d'éléments 7C/ qui 
sont de dimension dc> < dc. Donc il existe une fonction h'x > 0 sur G(FX), 
ne s'annulant pas uniformément sur la classe de conjugaison de 7C mais 
s'annulant sur les classes de conjugaison des 7C/ avec d ^ c et dc< < dc. 

D'après la proposition 7 (iv), on sait que l'expression 

Isx(ho®tix®h?'x) = Isc,{ho®tix®h^x) 
c' 

ddv 
c' 

X,o(ho)i!>4K)i^x}'s(h0nisc> 

possède une limite quand s tend vers 0. 
Par choix de ftj., on a x(h'x) = 0 pour tout s > 0 et toute classe 

d 7̂  c vérifiant dc> < dc. On sait aussi d'après le lemme 10 que toutes 
les expressions x(h'x) possèdent une limite finie quand s tend vers 0, et 
d'après le choix de h'x cette limite est strictement positive pour d — c. 

Enfin, l'hypothèse de récurrence est que pour toute classe d telle que 
dc' > dc, l'expression 

o(ho)i!>4K)i^x}'s(ss 

possède une limite finie quand s tend vers 0. 
Le résultat pour c s'en déduit aussitôt. 
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(iv) D'après (ii), il existe une fonction hx > 0 sur G(AX) telle que 

limi?''(/i*)I* = +oo. 

Or, d'après (iii), on sait que l'expression 

I i { h x ® h * ) = Ilx{hx)ir{hx)Il 

possède une limite finie quand s tend vers 0. D'où la conclusion. 
D 

Remarque : 
Bien que nous n'en ayions nul besoin ici, on pourrait préciser le com­

portement des diverses fonctions de la variable s que nous avons introduites. 
Tout d'abord il est évident sur les définitions que la variable s peut être 
prise dans C au lieu de M. 

Puis on pourrait montrer : 

• Sous les hypothèses du lemme 10, il existe un réel e > 0 tel que 
la fonction I^T{hr) soit définie et holomorphe dans le domaine Res > —e. 

• Rappelons que pour c une classe de conjugaison de polynôme 
caractéristique x> Mnc désigne son polynôme minimal, et notons kc < nc 
le rang du centre du plus grand quotient réductif du groupe de commuta­
teurs G7c. 

Alors la fonction J* est définie et holomorphe dans le domaine Re s > 0, 
et elle admet au voisinage de 0 un prolongement méromorphe avec un pôle 
d'ordre kc — 1. 

• Pour T et hT comme dans le théorème 11 (ii), la fonction 
Iç,s(hT) s'écrit comme un produit eulérien de fonctions holomorphes. Elle 
est définie et holomorphe dans le domaine Res > 0 et elle admet au 
voisinage de 0 un prolongement méromorphe avec un pôle d'ordre nc — kc. 

• Pour h comme dans le théorème 11 (iii), la fonction îsc (h) possède 
au voisinage de 0 un prolongement analytique. 

• Pour x une place de F et hx une fonction comme dans le 
théorème 11 (iv), les points précédents impliquent que la fonction Ilx{hx) 
admet au point 0 un zéro d'ordre au moins (kc — 1) + (nc — kc) = nc — 1. 

D 
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Démonstration de la partie (ii) du théorème 10 du paragra­
phe V.2d : 

On considère donc une fonction h de la forme /loo^/i00'0®^ où oo, 0 sont 
deux places distinctes de F, /ioo, /i00'0, ho sont des fonctions sur G(F00), 
G(A00,°), G(Fo) et h^, ho sont inadaptées à x-

Avec les notations de la proposition 7, on veut prouver 

ix(h) = iClt(h). 

D'après la proposition 7 (iv) et (iii), on sait 

Ix(h) = \imjUh), Ic (h) = lim/•(/*) 

Comme pour tout s > 0, on a 

m) = Isc(h), 
C 

il suffit de montrer que, pour toute classe c ^ cM, 

lims^o Isc (h) = 0. 

Or d'après le théorème 11 (i), on a, pour tout s > 0, 

ISc(h) = /CS,OO(M4~'0}'S(^'°KC,0(/>0KCS . 

et d'après le théorème 11 (iii) et (iv), on sait que l'expression 

Iiœ'0)>'(h™>0)I?n(hn)I!! 

possède une limite finie quand s tend vers 0, et que 

l im/' (&«,) = О 

Ceci termine la démonstration. 

Remarque : 
Esquissons une autre démonstration du théorème 10 du paragraphe V.2d 

qui s'inspire des méthodes d'Arthur (voir [Laumon] chapitre 10 pour le cas 
des corps de fonctions). 
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Considérons comme fixées une fonction /i00'0 sur G(A°°'°) et une fonction 
ho sur G(F0) inadaptée à x- D'après la proposition 3 du paragraphe V.2b, 
la fonctionnelle 

hoo H 
G(F)\G(A)/az 

dg • 
7GG(F) 
X1=X 

{h00®h^®ho)(g-1ig) 

est bien définie et elle est évidemment invariante par conjugaison. 
D'après un théorème de Harish-Chandra et Shalika (voir [Laumon] lem­

me 10.6.5), elle peut donc s'écrire 

hoo y 
c 

dd 
G7c(F00)\G(F00 

do™ 
dg*y C}oo 

' ôo(#oo17cSfoo) 

où les 7c sont des représentants des classes de conjugaison c de G (F) dont 
le polynôme caractéristique est x ê  les ac sont des coefficients réels. 

Supposons maintenant que h^ est inadaptée à x-
Dans le cas (i) où x a plusieurs facteurs premiers distincts, toutes les 

intégrales de h^ sur les orbites des 7C sont nulles, ce qui donne le résultat 
annoncé. 

Dans le cas (ii) où x es^ une puissance d'un polynôme irréductible //, 
toutes les intégrales orbitales de h^ considérées s'annulent, sauf celle qui 
correspond à la classe de conjugaison elliptique cM. 

Il reste à déterminer le coefficient aCfx ce qui est possible (mais nullement 
évident) par les méthodes d'Arthur. 
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Chapitre VI 

Formule des traces d'Arthur-Selberg et 

conjecture de Ramanujan-Petersson 

1. — Rappels sur la décomposition spectrale de Langlands 

a) Notations 

On fixe toujours X une courbe projective lisse géométriquement connexe 
sur un corps fini Fq. On note F le corps des fonctions de X, A l'anneau des 
adèles de F , OA Q A son sous-anneau des entiers et a G AX un élément de 
degré non nul dont les composantes valent 1 en dehors d'un ensemble fini 
TA de places de F. 

On fixe également D une algèbre centrale simple sur F de dimension d2, 
2?A ^ DA = D ® F A U I I ordre maximal et r > 1 un entier. On note G le 
schéma en groupes sur F des automorphismes de E = DR et K = GLR(DA) 
qui est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(A). 

Soit Mo le sous-groupe de Lévi de G associé à la décomposition en somme 
directe E = /?©•••© D. On désigne par Vo [resp. .Mo] l'ensemble fini 
des sous-groupes paraboliques de G [resp. de leurs sous-groupes de Lévi] 
qui contiennent M0. Et soit P0 G Vo le sous-groupe parabolique minimal 
associé à la filtration 0 £ D Ç D2 £ • • • Ç DR = E. 

Tout sous-groupe parabolique P G Vo admet un unique sous-groupe de 
Lévi Mp qui soit dans Mo- En particulier Mp0 = Mo. Pour tout M G Mo 
[resp. P G Vo] on note ZM son centre [resp. Zp = ZMP le centre de Mp}. 
On note en particulier Zp0 = ZM0 — ^o-

On désigne par V D Vo l'ensemble de tous les sous-groupes paraboliques 
de G. Pour tout P G P, on note Np son radical unipotent. 

Introduisons encore W C G (F) le groupe des permutations de 
{1,2,... , r} et WM = W H M (F) pour tout M G M0. 

Pour M, M' deux éléments de Mo, on notera Hom(M, M') l'ensemble 
des doubles classes a G WM\W/WM telles que aMa~x Ç M'. Si 
M = Mi x • • • x Mi et M' = M[ x • • • x M[, sont les décompositions 
de M et M7 en produits de facteurs simples de rangs r\,..., vu et 
ri , . . . ,r£,, cet ensemble Hom(M,M7) s'identifie à celui des applications 
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G : {1,2,...,*} {1,2,...,*'} telles que = 
i<% 
sls<e 

n, 1 < 3 < Pour 

M, M', M" G A ô on peut donc composer les éléments de Hom(M, M') et 
Hom(M/, M") si bien que Mo devient une catégorie. Il en est de même de 
Vo si on pose pour tous P, P' G Vo, Hom(P, P') = Hom(MP, MP>). 

b) Degrés. Polygones. Groupes de caractères 

Pour tout M G Mo, on dispose de l'homomorphisme de degré 

degM:M(A)^AxlMI^ZlMl 

où \M\ désigne le nombre de facteurs simples de M. 
Puis, Dour P G Vn, on dispose de l'homomorDhisme composé 

degp : P(A) —• MP(A) 
degMp 

zipi 

où \P\ = \Mp\. On notera encore degP l'unique prolongement de degP en 
une application G(Â) —• Zlpl qui soit invariante à droite par K. 

Cette application degP permet aussi d'associer à tout élément g G 
P(F)\G(A)/KZG(A) un polygone (normalisé) p9p. Si MP = Mx x 
• • • x M|P|, ri, r2,..., r|P| sont les rangs de Mi , . . . , M|P| et degP(g) = 
(deg!^), . . . ,deg|P|(p)) dans l}p\ c'est l'unique application [0,r] —> R 
s'annulant aux points 0 et r et qui sur chaque intervalle [rH t-r^-i, ri + 

h r*] est affine de pente degiig) deg(g) 
r 

Toujours pour un tel P G Vo, on notera ÀP le groupe de Lie complexe 
commutatif constitué des caractères MP(A)/az —• Cx qui se factorisent à 
travers l'homomorphisme surjectif 

degP : MP(A)/az (Z x • • • x Z)/(r i , . . . ,r\P\)dL . 

AP s'écrit canoniquement AP = ImAP x ReAP où ImAP désigne le 
sous-groupe de Lie réel compact des caractères unitaires et ReAP le sous-
groupe de Lie réel linéaire des caractères à valeurs dans M^. On notera 
d\p la mesure de Haar sur le groupe compact ImAP qui lui attribue le 
volume 1. 

Plus haut, nous avons prolongé degP en une application sur tout G (A) 
invariante à droite par K. Nous ferons de même avec les éléments de AP. 
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On notera pp G ReAp la racine carrée du caractère modulaire de 
Mp(A) par lequel Mp(A) agit sur les mesures de Haar dnp de Np(A) : 
rap • dnp • rrip1 = Pp(mp) • dnp, Vrap G Mp(A). 

Si P, Q sont deux objets de Vo avec P ç Q, l'inclusion MP(A) Ç MQ(A) 
induit une immersion naturelle AQ «-> Ap. 

Il y a aussi une inclusion Zq(A) Ç Zp(A) Ç Mp(A) et on note ReAp le 
sous-groupe de Lie réel de ReAp constitué des caractères qui sont triviaux 
sur Zq(A). On vérifie facilement que ReAp = ReAg x ReAp. 

On note Ap le sous-groupe de Lie complexe connexe de Ap engendré 
par ReAp. Il se décompose naturellement en Ap = ImAp x ReAp avec 
ImAp Ç ImAp, ImAp = ImAçImAp et IHIAQ fl ImAp est fini. 

Pour tout P G Vo avec r i , . . . , r\p\ les rangs des facteurs simples de Mp, 
introduisons encore la notion de composantes d'un caractère Àp G Ap 
se factorisant à travers l'homomorphisme surjectif degp : Mp(A)/az —• 
(Zx • • • xZ)/(ri, • • • ,r|p|)dZ. Pour tout indice i G { 1 , 2 , . . . , \P\} on appelle 
i-ème composante de Àp G Ap et on note Àp l'image par l'homomorphisme 
(Z x ••• x Z)/(n,. . . ,r |P|)dZ -> Cx de l'élément ( 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) où 
l'unique 1 est placé en i-ème position. 

Etant donné Àp G Ap, on notera |Àp| » 1 [resp. |Àp| > 1, resp. 
|Àp| > 1] si pour tout indice i, 1 < i < |P|, on a 

\\*P\ > | À ^ | 

[resp. Y[ \XP\ri+'3+ri > I l \XP\ri+1+'J'+r]Pl > 
l<j<i *<i<|P| 

resp. [ J |A |̂-i+r-+-i > Y l |A^r*+1+,f"+riPi]. 
l<j<i i<j<\P\ 

On a évidemment les implications 

|ÀP| » 1 |ÀP| > 1 |ÀP| > 1 . 

Et ces trois relations sont compatibles avec la multiplication dans Ap. 
Remarquons aussi que la relation |Àp| > 1 [resp. |Àp| > 1, resp. |Àp| » 

1] est équivalente à ce que pour tout élément g G P(F)\G(A)/KZQ(A) 
dont le polygone est concave [resp. concave et non nul, resp. > 0 et non 
nul], on ait \XP(g)\ > 1 [resp. |ÀP(p)| > 1, resp. \XP(g)\ > 1]. 

Enfin, si P, Q sont deux objets de Vo avec P Ç Q , les relations | • | > 1, 
| • | > 1 sont compatibles avec l'immersion AQ «-> Ap. Pour Àp G Ap 
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on notera |Àp| > 1 [resp. |Àp| > 1] si Àp vérifie cette relation en tant 
qu'élément de Ap. Et on notera |Àp| » 1 s'il existe XQ G AQ tel que le 
caractère XQ Àp G Ap vérifie |AgÀp| » 1. 

c) Paires discrètes 

Munissons le groupe adélique G(A) de l'unique mesure de Haar dg dont 
la restriction dk au sous-groupe ouvert compact maximal K = GLr(V&) 
est de volume 1. Plus généralement, pour tout M G Mo soit dm la mesure 
de Haar sur M (A) qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact 
maximal KM = K n M (A). Et pour tout P e V soit dnp la mesure de 
Haar sur Np(A) pour laquelle le quotient compact Np(F)\Np(A) est de 
volume 1. 

Pour tout P G V0, soit L2(MP(F)Np(A)\G(A)/az) l'espace des fonc­
tions de carré intégrable MP(F)NP(A)\G(A)/az —> C, muni de l'action à 
droite de G (A). Afin d'énoncer la décomposition spectrale due à Langlands 
de ces espaces, nous avons besoin de la notion de paire discrète. 

Considérons donc M un objet de Mo, X : ZM(A)/CLZ —• Cx un carac­
tère central de M(A)/az et K' un sous-groupe ouvert de K. Notons 
L2K,(M(F)\M(A)/az,x) l'espace des fonctions (p : M(F)\M{A)/az -> C 
telles que : 

• (p est invariante à droite par K' DM(A) Q K H M (A), 
• cp(zm) = x{z)(p{m), Vz G ZM(A), Vra G M(A), 
• en notant |x| : M(A)/az —> Rx l'unique caractère qui prolonge 

le module de v : ZM(A)/(IZ —» CX, la norme IIT̂ II définie par 

Il ^ 112. 
d:s: 

rdl deg(a)| 
{nd\ deg(a)|) • • • (r\M\d\ deg(a)|) M(F)\M(A)/(az)lpl 

dm - \<P(m)\2 
lxl2M 

(où r i , . . . , r\M\ désignent les rangs des facteurs simples de M) est finie. 
Puis notons L2OQ(M{F)\M{A)/az,x) la réunion filtrante des 

L2K,(M(F)\M(A)/az,x) quand K' décrit la famille des sous-groupes 
ouverts de K, munie de l'action à droite de M (A). D'après Lang­
lands (voir [Mœglin, Waldspurger, 1994] théorème VI.2.1) cet espace 
s'écrit naturellement comme la somme directe d'une partie "discrète" 
L^(M(F)\M(A)/az,x)disc et d'une partie "continue". 

THÉORÈME 1. — Pour tout M G Mo et tout caractère central x 
ZM(A)/az -> Cx, la représentation L2OQ(M(F)\M(A)/az, x W de M (A) 
est admissible. 
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Esquisse de démonstration : 
Il s'agit de prouver que pour tout sous-groupe ouvert K' de K le sous-

espace de L^0(M(F)\M(A)/az,x)disc constitué des formes invariantes à 
droite par K' n M (A) est de dimension finie. 

Or, d'après Langlands, ces formes discrètes s'obtiennent comme résidus 
des séries d'Eisenstein construites à partir des formes cuspidales sur les 
MQ(F)(NQ(A) n M(A))\M(A) avec Q G P0, MQ ç M. 

De plus, les formes cuspidales invariantes à droite par les MQ(A) n K' 
constituent des espaces de dimensions finies et comme chacun des ImAç 
est compact, chaque série d'Eisenstein ne donne naissance par résidus qu'à 
un nombre fini de formes discrètes. [] 

Chaque représentation L^(M(F)\M(A)/az,x)disc> étant admissible, 
s'écrit canoniquement comme une somme directe de sous-
représentations isotypiques dont les facteurs irréductibles sont non isomor­
phes de l'une à l'autre et qu'on appellera les composantes discrètes de 
L^(M(F)\M(A)/az)X). 

DÉFINITION 2. — On appelle paire discrète (P, n) la donnée d'un P G Vo 
et d'une représentation admissible isotypique n de Mp(A) qui soit une 
composante discrète de L2QO(M(F)\MP(A)/aZ,X'K) si Xn ' ZP(A)/az —• 
Cx désigne le caractère central de n. 

Considérons (P, 7r) une paire discrète et P P' un isomorphisme dans 
Vo c'est-à-dire une double classe a G WMP,\W/WMP représentée par une 
permutation w G W vérifiant wMpw~x = Mpi. Alors -K' — {^(w"-1-^), <p G 
7r} ne dépend pas du représentant choisi w de a et s'inscrit dans une paire 
discrète (P',7r'). On notera dans ce cas ir' = cr(7r). 

DÉFINITION 3. — On dit que deux paires discrètes (P, TT) et (P',^') sont 
équivalentes s'il existe un isomorphisme a : P P' dans Vo et un caractère 
Xp G Ap tels que 

7r' = a(7r (g) Xp) = a(7r) ® cr(Àp) . 

Introduisons enfin les groupes de fixateurs d'une paire discrète (P,TT). 
On note Fixe(7r) [resp. Fixea(7r) pour a : P —• P' un morphisme de Vo] 

le groupe fini des couples (r, jip) dans Autp0(P) x Ap qui vérifient 

T(7T (g) HP) = 7r [resp. et ar = a] , 

avec la loi de composition 

( T V P X T 1 , ^ ) = ( r V ^ r 1 ) - 1 ^ ) ^ ) . 
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Bien sûr chaque Fixea(7r) est contenu dans Fixe(7r) et il contient le 
groupe fini Fixep(7r) des caractères fip E Ap vérifiant 7r ® fip = n. 

d) Séries d'Eisenstein. Opérateurs d'entrelacement 

Si (P,7r) est une paire discrète et K' un sous-groupe ouvert de if, on 
notera Lj<f(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,7r) l'espace des fonctions (p 
Mp(F)Np(A)\G(A)/az —• C invariantes à droite par K' et telles que pour 
tout k E K la, fonction 

(pk : Mp(F)\MP(A)/az —> C m »-> pP{m)~1(p(mk) 

soit dans le sous-espace 7rÇL^(Mp(F)\Mp(A)/az, XTT)- On note 
Ll0(MP(F)Np(A)\G(A)/az17r) la réunion filtrante des espaces 
L2K,(MP(F)Np(A)\G(A)/az,7r) quand décrit la famille des sous-
groupes ouverts de K. 

LlQ(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,7r) est muni de la norme hermitienne cp 
|| r-̂ -r || définie par 

n <P 112 _ 
dds dd 

dfc- s112 
sqddx+d 

Remarquons que pour tout Ap G Ap, 7r <g> Ap = {ip\p,tp G 7r}, donc 
aussi 

L200(Mp(F)NP(A)\G(A)/az, TT ® \ P ) = 
{<p\P,<pe L200(Mp(F)NP(A)\G(A)/aZ,7T)}. 

Venons-en aux séries d'Eisentein. 
Considérons P, P' deux objets de Vo avec P Ç P7. Pour 

(p : Mp(F)NP(A)\G(A)/az —> C une fonction, on introduit la série 

E?(<p)(g) = <p(6g) , g E Mp,(F)Npf(A)\G(A)/az. Et pour 
6eP(F)\pf(F) 

tout Àp G Ap, on note Ep {<p, Àp) = Ep (ipXp). On prouve facilement que 
si la fonction Àp i-> £p Àp) est définie en un point Xp E Ap, alors elle 
l'est sur l'ouvert des Àp E Ap vérifiant |Àp| » |Àp| et elle est holomorphe 
sur cet ouvert. On note encore Ep (y>, Àp) son plus grand prolongement 
méromorphe. 

On a le résultat fondamental dû à Langlands : 

THÉORÈME 4. — Pour toute paire discrète (P,7r), tout P' E Vo avec 
P Ç P' et toute fonction tp E L2OQ(MP(F)NP(A)\G(A)/az,7r), la sène 
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d'Eisenstein 
E£\<P,\P) :g 

6eP(F)\pf(F) 
((p\p)(6g) 

est convergente dans l'ouvert \Xp\^$> 
De plus, elle admet un prolongement méromorphe à Ap tout entier. [ 

Puis introduisons les opérateurs d'entrelacement. 
Considérons cette fois deux objets P, P ' G Vo tels que Mp = Mp>. Pour 

ip : Mp(F)Np(A)\G(A)/az —• C une fonction, on introduit l'intégrale 

M£'(*>)(</) = 
JNp (A)(lNP, (A)\NP, (A) 

dnpt 
\ dnp F» 

•V{np>g),g G G (A) , 

où dnp^pi désigne la mesure de Haar sur ATp(A) fl iVp/(A) pour laquelle 
le quotient compact NP(F) D NP'(F)\NP(A) D iVp/(A) est de volume 1. 
Et pour tout Ap G Ap auquel est évidemment associé l'unique Ap/ G Ap/ 
dont la restriction à Mp/(A) = Mp(A) se confonde avec celle de Ap, on 
note Mp \(p,\p) = Mp ((pXp)Xp}. 

Ici encore on prouve que si la fonction Ap >-> Mp (<£>, Ap) est définie en 
un point Ap G Ap, elle l'est sur l'ouvert des Ap G Ap vérifiant |Ap| » |Ap| 
et elle est holomorphe dans cet ouvert. On note toujours Mp (<£, Ap) son 
plus grand prolongement méromorphe. 

On a le résultat fondamental dû à Langlands : 

THÉORÈME 5. — Soient (P, 7r) une paire discrète, P' un objet de Vo tel 
que Mp> = Mp et (p une fonction dans Ll0(MP(F)Np(A)\G(A)/aI',n). 
Alors : 

(i) L'intégrale 

Mg'(<p,\p) :g 
JNp(A)nNp, (A)\NP, (A) 

dnp/ 
dnp^pt 

(<p\p)(nP>g)\p}(g) 

est convergente dans l'ouvert \Xp\ » . 

De plus, la fonction Mp (cp, Ap) admet un prolongement méro­
morphe à Ap tout entier. Elle prend ses valeurs dans 
L^0(Mp/(JF)iVp/(A)\G(A)/az,7г,) où (P','*') est la paire discrète qui cor­
respond à (P,7r) via l'identité Mp/(A) = Mp(A). 

(ii) Pour tout P" G Vo tel qu'à la fois P C P" et P' C P", on a 
l'égalité suivante entre fonctions méromorphes de la variable Ap G Ap ; 

Epp, (Mp (ip, AP), Ap/) = Ep"(ip, Ap) 
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(iii) Pour tout P" G Vo tel que M pu = Mpi = Mp, on a V égalité 
suivante entre fonctions méromorphes de la variable Xp G Ap ; 

Mg'(M?{<p, Ap), Ap,) = Mf{v, Ap) 

En particulier on a quand P" = P : 

Mg,(Mpy'((p,\p),\p,) = <p 

D 

Etant donnée (P, 7r) une paire discrète, on dira que n est unitaire si 
|XTT I = 1- Toujours d'après Langlands, on a : 

THÉORÈME 6. — Soient (P, ir) une paire discrète telle que n soit unitaire 
et (p une fonction dans L^G(Mp(F)iVp(A)\G(A)/az,7r). Alors : 

(i) Pour tout P' D P dans Vo, la fonction méromorphe sur Ap 

XP h-> E£'((p,\p) 

est régulière sur le tore imaginaire ImAp. 
(ii) Pour tout P' G Vo tel que Mp> = Mp, la fonction méromorphe 

sur Ap 
Xp i—• Mp (cp, Xp) 

est régulière sur le tore imaginaire ImAp. 
De plus, on a pour tout Xp G ImAp ; 

\\M?{<p,\p)\\ = y\\ 

D 

Introduisons maintenant de nouveaux opérateurs qui généralisent les 
Ep et les M p \ 

Considérons (P,7r) une paire discrète, (p une fonction dans 
L200(Mp(F)NP(A)\G(A)/az,7r) et a : P P' un morphisme de V0. Ainsi 
a est-il une double classe dans WMP,\W/WMP telle que oMpo~x Ç Mp/. 
Choisissons w G W un représentant de a. 

Envisageons d'abord le cas où a est un isomorphisme c'est-à-dire où 
crMp(j~l — Mpi soit wMpw~l = Mp/. Alors on définit une fonction 
méromorphe Xp \-* Mpa((p,Xp) sur Ap par la formule 

M^(cp,XP)(g) = №flp,v>(<p,\p)[w-xg) , Vg € G (A) . 
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En effet cette expression ne dépend pas du représentant choisi w de a. 
D'après le théorème 5 (i) les fonctions Mpa((p,\p) sont dans 
LUMP, (F)NP, (A)\G(A)/az, <T(*)). 

Envisageons maintenant le cas général d'un morphisme quelconque a : 
P —> P'. Il existe certainement P G Vo tel que P Ç Pf et Mp = wMpw'1. 
Si a : P —• P désigne le morphisme de Vo induit par w G W, on définit 
une fonction méromorphe Àp i—• Ep^ip, Àp) sur Ap par la formule 

E^,XP) = E^{Mj^,\p),â{\psd)) . 

En effet, d'après le théorème 5 (ii) et (iii), cette expression ne dépend pas 
du choix du représentant w G W et de P G Vo* 

Ayant désormais construit tous les opérateurs Mp'(-, Àp) et Ep Àp), 
on remarque que le théorème 5 (ii) et (iii) se traduit pour eux par les 
propriétés de fonctorialité suivantes : 

• Si a : P —• P' est un isomorphisme de Vo et a1 : P' —> P" est 
un morphisme de Vo, on a : 

E%\AM^AP)^{DD\P)) = E&.faXp) 

• Si a : P —> Pf et crr : P' —• P;/ sont deux isomorphismes de Po, 
on a : 

MftAM?t<,(<p, Ap),a(AP)) = Msd^^Xp) 

e) La décomposition spectrale de Langlands 

Introduisons de nouveaux espaces, dits de fonctions de Paley-Wiener. 
Etant donnés (P, n) une paire discrète, Kf un sous-groupe ouvert de 

K [resp. et a : P —> P' un morphisme de P0], soit L|c,(ImAp x 
MP(P)iVp(A)\G(A)/az,7r) l'espace [resp. soit L^v(ImAp x MP(P) 
ATp(A)\G(A)/az,7r) le sous-espace] des fonctions 

$ : ImAp x Mp(F)NP(A)\G(A)/az C 

telles que : 

• la fonction Àp h-» $(Àp,-) est une combinaison linéaire finie 
à coefficients dans Ljc,(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,7r) de caractères du tore 
ImAp, 
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• pour tout Xp G Ap et tout \ip G Fixep(7r) [resp. tout (r,//p) G 
Fixecr(7r)], on a 

<E>(Àp//p,.) = $(Àp,.) 

[resp. M£ ($(Ap/iP, •), Ap/xp) = $ (T(ÀP) , • ) ] . 

Notons aussi L^(ImAp x MP(F)NP(A)\G(A)/az,ir) l'espace [resp. 
L̂ OC7(ImAp x Mp(F)NP(A)\G(A)/az,7r) le sous-espace] réunion filtrante 
des'L^,(ImAp x MP(F)NP(A)\G(A)/az,7r) [resp. des L^v(ImAP x 
MP(F)Np(A)\G(A)/az,ir)] quand A7 décrit la famille des sous-groupes 
ouverts de K. 

Sur cet espace L^(ImAp x Mp(F)NP(A)\G(A)/az,7r) on peut mettre 
la norme hermitienne <J> »—• || r^r|| définie par 

i ^ II . 

" M 
ss 

ImAp 
sqs *(Ap,-)n3 

' |X-I " 

Son complété [resp. le complété de chaque sous-espace 
L^^ImAp x Mp(F)NP(A)\G(A)/az,Tv)] pour cette norme est noté 
L2(ïmAP x Mp(F)JVP(A)\G(A)/az,7T) [resp. l£(ImAp x MP{F) 
NP(A)\G(A)/az,7T)}. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de décomposition spec­
trale de Langlands : 

THÉORÈME 7. — Soit P' un objet de Vo. 
Alors pour toute paire discrète (P, n) avec n unitaire et pour tout 

morphisme a : P —• P' deV, l'application définie sur L^c(ImAp x Mp(F) 
7Vp(A)\G(A)/az,7r) par la formule 

$ i—• IFixe^Tr)!" -1/2 
JlmAp 

dXP-Ep'<J($(Xp,-),XP) 

induit une isométrie du sous-espace L^oa(ImAp x Mp(F)Np(A)\ 
G(A)/az, 7r) sur un sous-espace de L2(MP>(F)Np>(A)\G(A)/az) et elle est 
nulle sur le supplémentaire orthogonal de ce sous-espace dans L^c(ImAp x 
Mp(F)Np(A)\G(A)/az,Tr). Elle induit par suite une isométrie du sous-
espace complété L2 (ImAp xMp(F)Np(A)\G(A)/az,7r) sur un sous-espace 
fermé de L2(MP,(F)NP,(A)\G(A)/az). 

Enfin L2(Mp> (F)Np/ (A)\G(A)/az) est la somme directe hilbertienne de 
ces sous-espaces fermés quand (P, n) décrit un ensemble de représentants 
des classes d'équivalence de paires discrètes avec TT unitaire et quand a 
décrit un ensemble de représentants des orbites dans Homp0(P, P') sous 
l'action à droite de Fixe(7r). U 
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f) Expression spectrale des noyaux 

Dans tout ce paragraphe on considère h : G(A)/az —* C une fonction à 
support compact invariante à droite et à gauche par un sous-groupe ouvert 
K' de K. 

Pour tout objet P de Vo, l'opérateur cp i—• ip * h de convolution 
à droite par h dans l'espace des fonctions localement integrables de 
Mp(F)Np(A)\G(Â)/az dans C admet un noyau qui s'écrit 

Kh,p{sf,g) = 
76MP(F) riVP(A) 

dnp • h(g lrynPgf) . 

Et pour tout caractère Àp G Ap on dispose aussi de l'opérateur composé 

(p i-> ((<£>Àp) * /i)Àp1 = h{ip, Àp) . 

Il est immédiat que pour toute paire discrète (P, n) chacun de ces 
opérateurs envoie l'espace LlQ(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,7r) dans le sous-
espace L2K,(MP(F)Np(A)\G(A)/az,7r). Or d'après le théorème 1 il n'y a 
qu'un nombre fini de classes d'équivalence de paires discrètes (P, n) pour 
lesquelles l'espace L2K,{Mp(F)Np{A)\G{A) / az ,n) soit non nul et chacun 
de ces espaces est de dimension finie. De ces considérations et du théorème 
7, on déduit : 

COROLLAIRE 8. — Pour tout P' G Vo et pour toute fonction h : 
G(A)/az —> C à support compact et invariante à droite et à gauche par 
un sous-groupe ouvert K' de K, le noyau de Vopérateur de convolution à 
droite par h dans L2(Mp'(F)Npf(A)\G(A)/az) s'écrit sous la forme 

Kh,p>(g',g) = 
(P.TT) <peBK,(P,<K) aellom<p0(P,P') 

1 

Fixe(7T) 

JlmAp 
d\p - E?Jh(<p, Ap), \p)(g')EÇ'J<p, Xp)(g) 

où (P, 7r) décrit un ensemble de représentants des classes d'équivalence 
de paires discrètes avec n unitaire et où BK'(P^) désigne une base 
orthonormée finie de chaque espace L2K,(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,n). [] 

Nous aurons également besoin d'une variante du corollaire 8 s'appliquant 
à un type particulier de fonctions h : G(A)/az —• C comme ci-dessus. 
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Considérons h une telle fonction qui soit adaptée à un homomorphisme 
e : Ax/0£ - 4 l a u sens du paragraphe V.le. Comme on a vu, pour tout 
P G Po, le noyau Kh,p se décompose de manière naturelle en une somme 

Khip = ^ 2 KKP • 
I<*<ipi 

Pour tout indice i, 1 < i < |P|, on dispose dans l'espace des fonctions 
localement intégrables de Mp(F)Np(A)\G(A)/az dans C de l'opérateur 
de noyau Klhp 

(p \—> (p h 

où 

{fp *< h){g') = f A . KlP(g',gMg) , V</ G G (A) . 
JMp(F)NP(A)\G(A)/az ANP 

Et pour tout caractère Àp G Ap, on dispose aussi de l'opérateur composé 
tp i—• hl((p,\p) = ((<^Ap) ** /i)Àp1. Ici encore, pour toute paire discrète 
(P,7r), chacun de ces opérateurs envoie LlQ(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,7r) 
dans le sous-espace L^,(MP(F)NP(A)\G(A)/azJ7r). 

Avec ces hypothèses et ces notations, on déduit encore du théorème 7 
la variante suivante du corollaire 8 : 

COROLLAIRE 8'. — Soient e : AX/0£ —» R un homomorphisme et 
h : G(A)/az —+ C une fonction à support compact, invariante à droite 
et à gauche par un sous-groupe ouvert K1 de K et adaptée à e. 

Alors pour tout P' G Po et pour tout indice i', 1 < i' < |P' | , le noyau 
Klh p, s'écrit sous la forme 

KiP,(9',9)=Y: E E E 
(P,TT) v?G5K,(P,7R) <7eHomPo(P,P') 1<*<|P| 

I p A x , / dXp . E ^ h ^ Ap), Ap)(5,)^;^,Ap)(ff) 
|^ixe(7rj| JImAp 

où (P, 7r) décrit un ensemble de représentants des classes d'équivalence 
de paires discrètes avec 7r unitaire et où BK'(P^) désigne une base 
orthonormée finie de chaque espace L'jCf(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,ir). [] 

2. — La formule des traces d'Arthur-Selberg : le côté spectral 

a) Une assertion d'intégrabilité 

Le présent paragraphe 2 repose sur la proposition suivante : 
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PROPOSITION 1. — Soient (P, TT) une paire discrète avec n unitaire, K' 
un sous-groupe ouvert de K, Xp •—> <p(Xp) une fonction analytique sur 
ImAp à valeurs dans l'espace de dimension finie 
L2K,(Mp{F)Np(k)\G(k)/a7L,'K), ip un élément de ce même espace 
L|c,(Mp(F)iVp(A)\G(A)/az,7r), {p} une famille compacte de polygones 
p : [0, r] —• R et {a} une partie compacte de R. 

Alors il existe sur G(F)\G(A)/al une fonction positive intégrable qui 
majore en modules toutes les fonctions 

*(Pp' >pfP-°LPp^))www 
p'ev0 
P'DPQ 

*(Pp' >pfP-°L 
aeUomVo (P,P') 6eP'(F)\G(F) 

*(Pp' >pfP-°LPp^)) dXp . ̂ (^(ÀxÀp), \i\P)(6g)E%a(<p, X2XP)(6g) 

quand p, a décrivent respectivement {p}, {a}, X\,X2 décrivent un certain 
voisinage de ImAp dans Ap et i décrit { 1 , 2 , . . . , |P|}. qkqkD 

Avant de procéder à la démonstration de cette proposition, notons-en 
tout de suite deux conséquences qui s'obtiennent par combinaison avec les 
corollaires 8 et 8' du paragraphe VI. If : 

COROLLAIRE 2. — Pour toute fonction h : G(A)/az —* C à support 
compact et invariante à droite et à gauche par un sous-groupe ouvert K' 
de K et pour tout polygone p : [0, r] —• R, l'intégrale Tr-P(h) de la fonction 
à support compact sur G(F)\G(A)/az 

9^ 
Pev0 
PDP0 

*(Pp' >pfP-°L 

5GP(F)\G(F) 
i(p^>Pp)KhtP(Sg,Sg) 

est égale à la somme finie 

<wcxd 

1 

Fixe(7r)| *(Pp' >pfP-°L 'G(F)\G(A)/oz 
d9-Kff;°,(l,l,g) 

où (P, 7r) décrit un ensemble de représentants des classes d'équivalence de 
paires discrètes avec n unitaire, et BK' (P, n) désigne une base orthonormée 
finie de chacun des espaces L2K,{Mp(F)Np{h)\G{k) / az 0 
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COROLLAIRE 2'. — Soit h : G(A)/az —• C une fonction à support 
compact, invariante à droite et à gauche par un sous-groupe ouvert K' 
de K et adaptée à un certain homomorphisme e : Ax /0^ —• R. 

Alors pour tout polygone p : [0, r] —> R et pour tout nombre réel a, 
l'intégrale Tr^p(h) de la fonction à support compact sur G(F)\G(A)/az 

9 
PDP0 

(-i)i'i-1 
l<i<\P\ 6eP(F)\G(F) 

t{p6P9>Pp-apP)KitP(69,69) 

est égale à la somme finie 

qsv 

1 
Fixe(7r)| i<*<|P| <peBK,(P,n] G(F)\G(A)/az 

dg • sd+ d2sd 
ds + sd2d ,(1,1,5) 

où (P, 7r) décrit un ensemble de représentants des classes d'équivalence de 
paires discrètes avec TT unitaire, et BK' (P, TT) désigne une base orthonormée 
finie de chacun des espaces L2K,(Mp(F)Np(A)\G(A) / az,TT). [] 

b) Démonstration de ladite intégrabilité 

D'après Langlands la fonction Ap i—• <p(\p) à valeurs dans [resp. 
l'élément ip de ] l'espace L2Kf(MP(F)NP(A)\G(A)/az,7r) est de la forme 

(p(\P) = Resx EZ(<p(\p), •) [resp. <p = Resx EZfa •)] 

où _ _ 
• (P, 7r) est une paire discrète telle que P Ç P et que TT soit unitaire 

cuspidale, 
• Res^ est un opérateur de résidus en un point A dans A~ tel que | A| > 1, 
• Ap \—• (p(\p) est une fonction analytique à valeurs dans [resp. (p est 

un élément de ] l'espace L2K,{M~(F)N~(A)\G(A)/az,n). 

Bien sûr l'inclusion PCP induit un morphisme de Vo- Son composé 
avec tout morphisme a : P —> P' de Vo sera noté a : P P'. D'autre 
part, pour i G {1,2,... , |P|}, choisissons un i G {1,2,.. . , |P|} antécédent 
de z via l'inclusion PCP. 

Nous sommes amenés, pour tous Ai G Ap, Ai, A2 G A—, à considérer la 
fonction sur G(F)\G(A)/az qui associe à tout g G G (A) la somme 

p'ev0 
P'DP0 

*(Pp' >pfP-°LP 

(reHomp0 (F,F') ôeP'(F)\G(F) 
HPP9, >P, P - ap?0) 
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./ImÀp 
dXP -£|T~(£(AIAP),AIAP)(<^*(Pp' >pfP-°LPp^)). 

Nous allons d'abord transformer ces expressions en un point g G G(A) 
fixé. 

Encore une fois, associons à tout P ' D P0 dans Vo et tout 6 G 
P'(F)\G(F) le raffinement canonique Qf-iP/6 = Q de {g.S^P'S). Et_si 

> 0 est une constante, on dispose aussi de la filtration ^Q^-IPFS — 
avec donc Q ÇQ^ Ç Ô^P'Ô. De plus le couple (Q, QM) peut être écrit sous 
la forme Q = 5_1P6, QM = O Ù P 0 Ç P Ç ^ , Î G P{F)\G{F). 

En regroupant les termes, notre expression se récrit 

p,p^ev0 
P^DPDPQ 

6eP(F)\G(F) p'eVn 
Qr^P^Qi9,^ 

*(Pp' >pfP-°LPp^)) 

<7EHonvp0 (P,P') 

*(Pp' >pfP-°LPp^))< 
'imAp 

dAp-Ef-^AxAp), \i\p){6g)EZ'~(!p, A2Ap)(<5<?). 

Or d'après le corollaire 6 du paragraphe V.ld et si la constante fi > 0 
est choisie assez grande en fonction du sous-groupe ouvert K' de K, on 
peut substituer aux séries d'Eisenstein leurs termes constants de la manière 
suivante : 

E^mX1Xp),XiXp)(6g)= 
*(Pp' >pfP-°LPp^)) 

dn-pn • ££'~(</?(AiAp), X1Xp)(n-p»6g) 

z 

*(Pp' >pfP-°LPp^)) 
dd 

^ ( ^ ( A I A P J . A X A P ) ^ ) , 

E?~(<p,\2\P)(6g) = 
!N-»(F)\N-H(A 

dn-p» • E~~((p,\2\p)(rip»6g) 

ss 
*(P-°LPp^)) 

<J2=CT 

*(Pp' >pfP-°LPp^)) 

où on note ai, 0*2 G Homp0(P, P') les composés de tous morphismes 
<7i,cr2 £ Honvp0(P,P11) avec le morphisme de Vo induit par l'inclusion 
PM C P'. 

Il est clair d'autre part que si la constante // > 0 est assez grande en fonc­
tion des compacts {p} et {a}, alors, pour tous a G Homp0(P, P'), cri, (72 G 
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Honi'p0(P, P**), les égalités a[ = a = a'2 impliquent les équivalences 

pg. >p, p - ap^P <=• p% >pl p - appV <=• >w p -W dls D 

Ainsi notre expression se récrit-elle encore 

d5 - d5s 
P^DSSSSPDPQ 

6eP(F)\G(F) ) (Tî GHomp^P,?") 
i ( 4 ^ > p ^ - ^ ( i ) ) 

s + 5s 
*(Pp' >pfP-°LPp^))x 
*(Pp' >pfP-°LPp^))ss 

*(Pp' >pfP-°L 
JlmAp 

d\p-

EZ (Ç>(\i\P),\i*p)(6g)E£r (lp,\2\P)(6g). 

Or on a le lemme suivant : 

LEMME 3. — Soient // > 0 une constante, P, P, P, PM des éléments 
de VQ vérifiant PC P et Po Ç P Ç PM, ai, 02 de^x morphismes dans 
Hom^o (P,PM) et g élément de G(A). .Aiors ; 

(i) L'ensemble {P' e VQ, Q9P, = P A MQp, = PM} ou fciera est w'de 
ou 6zen est égal à {P' eVo,P*lÇ.P'ÇP} pour un unique P D PM dans 
VQ. 

(ii) Pour tout P D PM dans Po, somme 

(_l)|P'|-i 

P'eVo 
P^CP'QP' 
3aeHom<p0(P,P'),cri=<7=cr£ 

vaut ou bien 0 ou bien (—l)'p 
Et le second cas se produit si et seulement si les homomorphismes 

a\ : ReA~ —» ReAp**, o% : ReA~ —* ReApM induits par les inclusions 
Zp» aiZ-aï1, Zp» <—> ô Z—ô "1 vérifient les conditions suivantes : 

• al et a% envoient le sous-groupe ReA~ de ReA~ dans le sous-

groupe ReApx de ReAp^, 
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• Vhomomorphisme oXJa^ : À~ H-> 0"ï(A~)02(Ap) 1 envoie ReA~ 

dans le sous-groupe ReÂ M de ReAp,*, 

• le sous-groupe engendré dans ReAj^. Ç ReApM par al(ReA~), 

^(ReA-) et (o^/o^KRe Ap) rencontre le cône des caractères X^ < 1 . 

Démonstration du lemme 3 : 
(i) Il est clair que l'ensemble {P' G Vo, Q%> = P A ^Q%, = PM} est 

non vide si et seulement si il contient l'élément r . 
Dans ce cas, introduisons les ensembles 

I={vgSf'p , l<i<\P\}, 

7n = Ы£?'р , u(£tP\£?'P) > и(£?'р\£?±р)\ , 

lu = Ш!'Р , ß(£tp\£tp) >u + u(£tp\£ï±p)} 

7 = {rg5fp ' , 1 < J < | s d ^ | } , 

avec donc J\io II ̂  Ç -f Ç • 
Et pour tout P ' D P dans 7>0, notons IP> = {rg£/'F ,1 < j < \ P ' \ } . 

L'application P' i-> Ip< définit une bijection sur l'ensemble des parties 
de / et pour tout P ' D P les conditions Q9P, = P et TTQ9P/ = P*1 sont 
équivalentes à 7\T^_Ç Ip> Q I c'est-à-dire P' Ç P' ç p" si T' D P est 
défini par I-pi = 

(ii) De la même façon, l'ensemble des P' € VQ tels que 

P* ÇP> Ç p' 

3a e Honi7>0(P,P'),o-'1=à = (T'2 

ou bien est vide ou bien est égal à {P' e Vo,P" Q P' Q P} pour un 
certain P" e V0 vérifiant P1 Ç 7" Ç ~P. Et on a 

P'eT>N 
P"ÇP'ÇP' 

(-1)'P'|-1 = 
IPIQLPIQIP'I 

ksk d+ )sldl:dl 0 si P " Ç P ' 

(-l)lp'l-i si p" = p' 

d'où la première assertion. 
Le second cas est réalisé si et seulement si le sous-ensemble envisagé de 

Vo Si P comme unique élément. Or la première condition de l'énoncé por­
tant sur al et 02 traduit le fait que les deux morphismes de Homp0(P, P ) 
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induits par ai et cr2 se factorisent chacun dans Homp0(P, P'). La seconde 
condition portant sur crj/cr̂  traduit le fait que a\ et 02 induisent le même 
morphisme dans Homp0(P, P ). Et la troisième condition traduit le fait 
que l'ensemble considéré n'a d'autre élément que P . Q 

Suite de la démonstration de la proposition 1 : Rappelons que 
nous avons déjà fixé la constante /x > 0 en fonction du sous-groupe ouvert 
K' de K et des compacts {p} et {a}. Fixons également des éléments P, 
PM, P G Vo vérifiant P0 Ç P Ç P . Disons que deux morphismes 
de Homp0 (P,PM) sont équivalents s'ils se déduisent l'un de l'autre par 
composition avec un élément de Aut(P) commutant avec l'inclusion P C P 
et fixant 7? (8) À. Cette relation est compatible avec les conditions du 
lemme 3 (ii). Faisons donc décrire à a± et 02 deux classes de Homp0(P, PM) 
qui satisfassent ces conditions. 

Il nous suffit maintenant de prouver que lorsque p décrit {p}, a décrit 
{a}, j décrit {1,2,... , |PM|} et Ài,À2 décrivent un certain voisinage de 
ImAp dans Ap, les fonctions 

g ^ tip9 >рм p - apLM) 
«/ImAp 

d\p • Res^1 
cri 

Et №(A1AP),.A1Ap)(5) 

Res^ 
cri 

Et (£,.dd\2\pl)(g) 

sur l'ouvert U dans P(F)\G(A)/az constitué des élément g tels que 
{P' G P0,QP> = P A »Q9P, = PM} - {P' G Po, PM Ç P ' Ç P'} sont 
uniformément majorées en modules par une fonction integrable. 

On remarque que l'opérateur d'intégration JimApd\p- ci-dessus est 
appliqué à des fonctions analytiques de la variable Àp G Ap si bien que le 
contour ImAp peut être déplacé. Pour tout Ào G ReAp proche de 1, nos 
fonctions s'écrivent encore sous la forme : 

9 ^ÌiPp*>P*P-apjPj 
L A D 

d\p - Res^ 

Cl 

Et (^(A1AoAp),-A1A0Ap)(^) 
P,CTl 

Resx 
C2 

Et ( i v A ^ ô V X s ) 
P,CT2 

D'autre part, nous pouvons évidemment nous limiter au cas où les deux 
résidus qui apparaissent dans cette expression ne sont pas identiquement 
nuls. Mais alors on déduit de [Mœglin, Waldspurger, 1994] proposition 
V.3.15 et proposition VI. 1.6 (c), que pour tous ai, dans les classes 
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considérées, pour tout Ai dans un certain voisinage de À dans A~ et avec 

les notations du lemme 3 (ii), les caractères crJ(|Ài|) et ̂ ( l^il) dans Re Aĵ x 
sont < 1. Comme les conditions du lemme 3 (ii) sont satisfaites, on a pu 
choisir le caractère Ào G Re Ap proche de l^dejelle sorte que pour tous ai, 
(72 dans les classes considérées, pour tous Ai, A2 dans un certain voisinage 
de A dans A~ et pour tous Ai, A2 dans un certain voisinage de ImAp dans 
Ap, le caractère 

^(|ÂI|)AÏ(|A1|)A2*(|À2|)c72*(|A2|)KK)(Ao) 

dans ReApM se projette dans ReA^ sur un élément < A < 1 et dans 
Re Ap/ à l'intérieur d'un voisinage V de 1 arbitrairement petit en fonction 
du voisinage choisi de ImAp dans Ap. 

Or pour tout Ap G ImAp, la fonction de la variable g G G(A) qui est le 
quotient du module de 

ET (̂ (A1A0Ap),Â1A1A0Ap)£;|M (£ , A ^ A ^ â ; 1 ) 

par le caractère 

^Î(|Â1|K(|A1|)A2*(|Â2|)CR2*(|A2|)K/<72*)(Ao)4, 

est invariante à gauche par Mp^(F), Npn(A) et Z-pn(A). Et le sous-
ensemble U' de P(F)\G(A)/az constitué des éléments g G G(A) tels que 

{ •g G (7, c'est-à-dire que pour tout Pf G Vo on a l'équivalence 

Qp, = PA»QgP, ^ F ^ F ç P ' ç ? ' , 

•il existe pE{p}, a G {a} et j'g{1, 2 , . . . , \P^\} vérifiant pL^—» p-apL», 

se projette sur une partie compacte de Mp»(F)Np»(A)Zp»(A)\G(A). On 

en déduit qu'en sus du caractère A < 1 dans ReAj^ et du voisinage V de 1 
dans ReAp>, il existe une constante C > 0 telle que, pour tous Ai, A2 dans 
un voisinage suffisamment petit de ImAp dans Ap, pour tout Ap G ImAp 
et pour tout g G U\ on ait 

| R e s ^ F (^(AiA0Ap),.AiA0Ap)(5)ResX£;F (£, ^ A ^ A ^ 1 ) ^ 

< CA(g) max{\r(g)}fa{g) . 
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Or, si le voisinage V de 1 dans Re Ap/ a été pris assez petit, la fonction 
sur U' C P(F)\G(A)/az 

g ^ CA(g) max {X? (g)} fa (g) 

est integrable. 
Cela termine la démonstration de la proposition 1. [] 

c) Première transformation des coefficients de Fourier par 
échange de deux sommations 

Nous conservons les hypothèses et les notations de la proposition 1. 
D'après cette proposition, la fonction 

ImAp x ImAp —> C (Ai,À2) > 
rG(F)\C?(A)/aZ 

7dg.K^¿(\usss\2,g) 

est bien définie et analytique. Nous voulons calculer sa valeur en l'élément 
neutre (1,1). Nous savons que c'est la somme des coefficients de Fourier de 
cette fonction, c'est-à-dire des intégrales 

ImAp 
d\i -Xi(^i) 

«/ImAp 
d\2 -X2(A2) 

JG(F)\G(A/aZ 
dg.K^(X1,X2,g) 

quand (X15X2) décrit l'ensemble des couples de caractères de ImAp. 
Comme les fonctions (Ai,A2) • K^Ç£(\i, A2,#) sont invariantes par 

ImAp plongé diagonalement dans ImAp xImAp, un coefficient de Fourier 
comme ci-dessus ne peut être non nul que si xi et X2 sont égaux à un même 
caractère x de ImAp. 

D'après la proposition 1, on peut intervertir les sommations JïmAp dAi-, 
JimAp d^2m et fG(F)\G(A)/az ^9' si bien qu'après changement des variables 
Ai et A2 en \\/\p et A2/Ap, et comme fimApd\p = 1, le coefficient de 
Fourier attaché à (x, x) s'écrit 

G(F)\G(A)/a% 
dg-

p'ev0 
P'DPQ 

*(Pp' >pfP-°L 

aeHomVo (P,P') 6eP(F)\G(F) 
tipi9, >„, p-ocp^h 

'ImAp 
*(Pp' >pfP-°LP 

Jim hp 
dA2-X(A2)^MAx),A1)(^)^;(T(^A2)(<55). 

Or d'après le théorème 7 du paragraphe VI. le, pour tout P ' G Vo et tout 
a G Homp0(P, P7), les deux fonctions 

9 1 
JïmAp 

dX\-x(Xi)Epa{ip{X\), Xi)(g),g h-
JïmAp 

dX2-x{\2)E^,X2)(g) 
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sont de carré integrable sur Mp/(F)iVp/(A)\G(A)/az. Donc le produit de 
la première et de la conjuguée de la seconde est integrable sur Mp>(F) 
Np'(A)\G(A)/az et a fortiori sur l'ouvert défini par la condition pgp, > , 

p — app,*^. Ainsi notre coefficient de Fourier s'écrit-il encore 

p'ev0 
P'̂ Po 

Wp* >p 

aeUomVQ (P,P') 

< Wp* >p,P~<*Pp') 
ImAf 

d A i - x í A i ^ í ^ A O . A O O ) ; 

Jim Ap 
dA2-x(A2)^'(V,A2)(.)> 

où < •;• > désigne le produit hermitien dans chaque L2(Mp/(F) 
7VP,(A)\G(A)/az). 

Par souci de commodité, nous allons modifier un peu l'indexation de 
cette somme. Nous avons besoin pour cela de nouvelles notations. 

Rappelons d'abord que si P,P' G Vo, Homp0(P, P') se plonge na­
turellement dans l'ensemble des applications surjectives de l'intervalle 
{1,2,.. . , \P\} sur l'intervalle {1,2,... , \P'\}. En sens inverse, si P G V0 
et a est une application surjective de l'intervalle {1,2,... , \P\} sur un in­
tervalle {1,2,... , £}, il existe un unique P' G Vo tel que \P'\ = t et que, si 
on écrit les décompositions Mp = M\ x • • • x M\p\ et Mp> = M[ x • • • x M'£l 
alors Mj Ç M^-y 1 < j < \P\. On notera dans ce cas P' = cr(P) et a 
définit un élément de Homp0(P, <r(P)). 

D'autre part, si r est une permutation d'un ensemble {1,2,... ,£}, on 
notera r+ : { 1 , 2 , . . . , - > {1,2,...,*+} [resp. r " : { 1 , 2 , . . . , - > 
{1,2,... ,^-}] l'unique application surjective telle que r+(r_1(l)) = 1 
[resp. r~(r_1(l)) = 1] et que pour tout j , 1 < j < £, on ait 

r+fr-Hi+D) - T + i r ^ m m [resp.r-fr-Hj+l)) = r-ir-H.?))! 
si r-1(j+l)>r-1(j) , 

r+ír-Hj+l)) = r+ír-1^)) [resp.T-ÍT-Hi+l)) = r-ir-^'ÎH-l] 
si r-1(j+l)<r-1(j) . 

Quand t = \P\ pour P un élément de Po> on disposera donc dans Vo de 
r+(P) et r"(P) . 

Ceci étant posé et fixant un P G Vo, associons à tout couple (Pf,cr) où 
Pf G Vo, P' 2 Po et a G Homp0 (P,P') le couple (r,Q) où r est l'unique 
permutation de {1,2,.. . , |P|} telle que 
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• le composé or 1 : {1,2,.. . , |P|} —•{1,2,..., |P'|} soit croissant, 
• pour tous ¿1, ¿2 G {1,2,.. . , |P|}, on ait l'implication 

il < i2 A a(h) = a(i2) r(zi) < r(i2) , 

et où Q = <r(P). Il est clair que cette application définit une bijection sur 
l'ensemble des couples (r, Q) où 

• r appartient à l'ensemble 6|p| des permutations de {1,2,.. . , |P|}, 

• Q est élément de V0 et r(P) Ç Q Ç r " ( P ) . 

Ainsi, nous avons prouvé : 

LEMME 4. — Dans la situation de la proposition 1 et pour tous caractères 
Xi> X2 de ImAp, le coefficient de Fourier 

Jim. hp 
d\i • y i (A/ 

/ImAp 
dA2 • X2(A2) 

JG(F)\G(A)/az 
dg-K%&\\i,\3,g) 

est nul si xi 7̂  X2 et si xi = X2 = X M est égal à 

TG&\P\ 
T(P)ÇQÇT-(P 

(_1)IQ|-I 

< HPQ >QP-apTT{(py 
JïmAp 

dÀi.x(Ai)^ST(y(Ai),Ai)(.); 

'ImAp 
dA2-x(A2)^)T(^A2)(-)> 

où <•;•> désigne le produit hermitien dans chaque L2(MQ(F) 
No(F)\G(A)/az). 

d) Transformées de Fourier des fonctions de troncature. Con­
dition de recollement d'Arthur 

Afin de calculer les produits hermitiens qui apparaissent dans le lemme 
4, il nous faut écrire chacune des fonctions caractéristiques t(p'q >Q 

p — o^(p)) comme une expression intégrale en les caractères éléments 
de ImAç. Les deux lemmes qui suivent affirment l'existence d'une telle 
écriture et en précisent les propriétés formelles dont nous aurons besoin. 
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LEMME 5. — Soit P G Po- A tout polygone p : [0,r] —» R et à toute 
permutation r G &\P\ de {1,2,... , \P\} on peut associer une fonction 
rationnelle 

Mp ^ et Mp ^ 

ayant pour dénominateur fip 

1<J<|P| 

x Mp ^ et Mp ^ Mp xxx J de telle sorte 

que : 
(i) Pour tout /xo <̂  1 dans Re Ap, tout polygone p et toute r G &\p\, 

on a Végalité suivante entre fonctions sur MT(P)(F)NT(P)(A)\G(A)/az : 

(-i)|T'(p)hli(p;-(P) >r-(P) p5Pr+(p) <r+(p) P) = 

/lmAF 
dfip • ÎPT(MOMP)^(MOMP)(0 

(ii) Pow totit polygone p, tout entier i € { l , 2 , . . . , | P | } , totrô a G R 
et toutes permutations ri,r2 G @|p| telles que T2T{~1 soi* Za transposition 
de deux entiers adjacents £ et £ + 1, /es dewrc expressions polynômiales 

^jp—otp 
a 

ri(<) 
(MP) 

1<7<|P| 

(i.rw+1)-MÎT1W)) 

sd 
*(Pp' >pfP-°LP 
dd + d 

[UP) 

1<3<\P\ 

Mp ^ et Mp ^x Mp ^ et Mp ^ 

prennent la même valeur en tout point lip E Ap dont les composantes 

f/p = Mp ^ et Mp ^ — Mp 50n̂  égales. 
(iii) Powr fcmt entier i G {1,2,... , |P|}, iZ earzste caractère x1 de 

Ap tel que pour tout polygone p, tout a G R et toute r G &\p\, on ait 
Végalité suivante entre fonctions rationnelles sur Ap : 

ÎP 
Mp ^ et Mp ^ 

Mp ̂  et Mp ̂  x ^pyT 

Démonstration : Notons r i , . . . ,r|p| les rangs des facteurs simples de 
Mp. Par définition Ap est le groupe des caractères de Mp(A)/az qui 
se factorisent à travers l'homomorphisme surjectif degP : Mp(A)/az —• 
Zlpl/(ri,. . . , r|p|)dZ donc Ap s'identifie au groupe dual de 
Zlpl/(r1,...,r|p|)dZ. 
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D'autre part, pour tout polygone p et toute r G ©|p|, l'application 
m -> ( - l ) ^ " ^ ! - 1 ! ^ ^ >T_(P) p , p ^ <T+(P) p) sur M?(Â)/az se 
factorise également à travers degP et peut être vue comme une application 
sur Zlpl/(ri,...,r|P|)dZ. 

Pour tout [ip G Ap avec \[ip\ <C 1, introduisons donc la série convergente 

E ( - i ) |T_(p) | -1i(p;% >r-(p) P , P S J ) <r+(P) P ^ P V ) 

mGZlpl/(ri,...,r|P|)dZ 
= îp|T(|XP). 

L'assertion (i) est évidente sur cette formule. Le fait que la fonction i p 

soit rationnelle de dénominateur /xp JJ (Mp ~~ Mp ^ ) et les 
1<J<|P| 

assertions (ii) et (iii) résultent de ce que pour tout n G Z et tout z G C, 

mêZ 
m>n 

DD n+1 

1 - 2 
si |z| < 1 , 

SVXC 

DD 
1-1/z 

zn DDV 
z-l 

si \z\ > 1 

On prouve de la même façon le second lemme qui précise les résidus des 
fonctions tPr : 

LEMME 6. — Soit p : [0, r] —• R un polygone. Alors à tout Q G Vo on 
peut associer une fonction rationnelle 

F)NQ(Â) F)NQ(Â) 

ayant pour dénominateur [IQ 
i<i<IQI 

DSDV - /ig), de telle sorte que : 

(i) Pour tout Q e Vo et tout /JQ » 1 dans ReAç, on a Végali\ 
suivante entre fonctions sur MQ(F)NQ(Â)\G(A)/O1 : 

(-l)M-H(pQ >Q P) : 
«/ImÀQ 

d/ig •ÎJ(A*QA*Q)(MQA*Q)(0 
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(ii) Pour tout P G VQ, toute permutation r G &\p\ de {1,2,.. . , \P\}, 
tout caractère /xo <C 1 dansReAp, toute famille de caractères //g G ReAg, 
fiq » 1 quand Q G Po, r(P) Ç Q Ç T - ( P ) , et toirôe fonction holomorphe 
V> : Ap —• C, on a la formule de résidus 

/ dfip-îJp^iiAo/ApWliolip) = ^2 / D/̂ Q - Î Q C M Q M Q ) ^ ^ " 1 ^ ^ ) ) 
VlmAp QePo Îm̂ Q 

r(P)ÇQÇr-(P) 

r"1 
où on a note r -1 chacun des composés Ag Ar(p) Ap. [] 

Signalons tout de suite que la propriété du lemme 5 (ii) nous servira à 
mettre en œuvre le lemme suivant dû à Arthur : 

LEMME 7. — Soient P G Po, fi un domaine dans Ap et (I/JT : fi —> C) 
une famille de fonctions holomorphes indexée par Vensemble &\p\ des 
permutations r de {1,2,... , |P|} et vérifiant la condition de recollement 
suivante : 

Si ri,T2 G &\p\ sont deux permutations telles que r2T1~1 soit la trans­
position de deux entiers adjacents £ et £ + 1, les deux fonctions ipTl et 
Vv2 prennent la même valeur en tout point fip G fi dont les composantes 

fip = \ip ^ et jip ^ = fip sont égales. 
Alors la fonction 

V>p *-+ ^2 

reelP] 

^T(MP) 

I I (MÏ w+1)-/iï 0)) 
l<i<|P| 

est partout définie et holomorphe sur fi. 

Démonstration : Il suffit de prouver que pour tous 
¿1,̂ 2 G {1,2,..., |P|}, £\ ^ £2, l'hypersurface définie par l'équation 
f/p = f/p n'est pas singulière pour la fonction considérée. 

Or le groupe fini G\p\ se décompose naturellement comme une réunion 
disjointe de singletons {r} et de paires {TI,T2} de telle façon que : 

• Pour tout singleton {r} il n'existe pas d'entier £ tel que { £ 1 ^ 2 } = 
{r_1(£), r_1(£+l)} si bien que l'hypersurface /Xp = /ip n'est pas singulière 
pour la fonction 

^r(^p) 
fJLp dd sd '(¿+1) Mp et Mp ^ 

1<3<\P\ 

303 



VI - FORMULE DES TRACES ET CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSSON 

• Pour toute paire {TI,T2} il existe un unique entier £ tel que 
r-\e) = el = Tï\e + i), rrHt + i) = e2 = ^\e) et r^Hj) = r ^ o o , 
VJ 7̂  ij £ + 1 , si bien que d'après la condition de recollement Phypersurface 
f/p = /ip n'est pas singulière pour la fonction 

/ip ^M / ip) 

1<J<IPI 
rx(A1)E«T(^(A1),A1 

i<i<|P| 

dsssugtz sy+ 1 
rx(A1)E«T(^(A1),A1 

On conclut en faisant la somme. [] 

e) Calcul des coefficients de Fourier au moyen de Pisométrie 
de Langlands 

Revenons à la situation de la proposition 1 et du lemme 4. Etant donnés 
r G &\p\ une permutation de {1,2,.. . , | P | } et Q un élément de Vo vérifiant 
T(P) Q Q Q T~(P) , nous pouvons maintenant calculer le produit hermitien 
dans L2(MQ(F)NQ(A)\G(A)/az) des deux fonctions 

( - i ) i« i - i i (pb>op-o!p:w) 
'ImAp 

dX1-x(Xi)E^MX1),X1)(-) 

et 

'ImAp 
dA2-x(A2)JSgr(^A2)(-)-

D'après le lemme 6 (i), la première de ces deux fonctions s'écrit 

/Im AQ 

rx(A1)E«T(^(A1),A1xxx 
/ImAp 

dArx(A1)E«T(^(A1),A1)(.)(^MQ)(0 

pour /XQ un caractère 2> 1 dans ReAç que l'on choisit très proche de 
1. Rappelons ici que l'élément (p et les y?(Ai), Ai G ImAp, sont dans 
l'espace L2(Mp(P)iVp(A)\G(A)/az,7r) où (P,7r) est une paire discrète. 
Pour Ài,À2 G Ap, /ig/iQ G AQ et a G 6|p| une permutation de 
{1,2,. . . , |P|} telle qu'on ait ra(P) Ç Q en sus de r(P) Ç Q, on voit 
que la relation d'égalité entre représentations 

T(7r) ® T(Ai)/ig/iQ = TO-(7T) ® Tcr(A2) 

est équivalente à ce qu'il existe Â  G ImAp tel que 
• (0", ATT) G Fixe(7r) Ç Autp0(P) x ImAp, 
• Ai =a(A2)/r-1(/i^/iQ)(7(A7r). 

D'après le théorème 7 du paragraphe VI.le, nous obtenons : 
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LEMME 8. — Dans la situation de la proposition 1 et pour tout caractère 
X delmkp, le coefficient de Fourier explicité dans le lemme 4 est égal à 
la somme 

(̂ À̂ EFixeÎTr) ree|P| Qev0 
T{P),TV{P)ÇQÇT-{P) 

Im AQ 
duo • 

srx(A1)E«T(^( 
UnUo) 

Im Ap 
d\p-x(T l(MQAtQ)or(A1r)Ap/o-(Ap)) 

<M:(rP)(¥'(^(Ap)/r-1(^MQ)ÍT(A.)),(T(Ap)/r-1(^/xg)ÍT(A.)): 

M S ( ^ A P M A I ) > 

où chaque /ig est un caractère » 1 dans Re AQ choisi très proche de 1 et 
< •;• > désigne le produit hermitien dans les espaces L2(MT(p)(F) 
JVT(P)(A)\G(Â)/aV(7r)). D 

Fixons un élément (cr, À )̂ G Fixe(7r). Nous allons réindexer la somme 
sur les r e 6\P\ et les Q e V0 vérifiant T{P),T<J(P) Ç Q Ç r~(P) qui 
apparaît dans ce lemme. 

Commençons par introduire ra l'unique permutation de { 1 , 2 , . . . , \P\} 
telle que 

• ra transforme chacune des orbites de cr en un intervalle de 
{ 1 , 2 , . . . , | P | } , 

• Tfj est croissante sur chacune des orbites de cr, 
• pour tous j i , J2 G { 1 , 2 , . . . , |P|}, on a l'implication 

min{crfc(jfi), k G Z} < min{<r*(¿2), k G Z} r<,(¿i) < ^0*2 ) 

Pour Q eVo fixé, il existe au plus une permutation r E &\p\ telle que 
r(P), rcr(P) Ç Q Ç r~(P). C'est le cas si et seulement si il existe une 
permutation r ' G ©|p|? nécessairement unique, vérifiant 

• (*)<r • T' transforme en intervalle tout intervalle qui est image 
par ra d'une orbite de cr et r1 est croissante sur tout tel intervalle, 

• T ' T ^ P ) , T'Taa(P) ÇQÇ (T')-T*(P) . 
On introduit alors r" G S|p| l'unique permutation telle que r = / r V ^ , 

D'autre part, on notera Pa G Po le plus petit sous-groupe parabolique 
contenant tous les TaaK(P), k G Z. Il est clair que l'ensemble { 1 , 2 , . . . , |P<r|} 
s'identifie à celui des orbites de a et que le groupe &\pa\ des permutations 
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de cet ensemble est en bijection naturelle avec l'ensemble des permutations 
T' G &\p\ qui satisfont la condition ci-dessus. 

Si maintenant Q G Po et r, r' G &\p\ sont deux permutations se 
correspondant comme ci-dessus avec r = T'VTCT, nous pouvons récrire de 
la manière suivante un certain nombre des termes qui apparaissent dans 
l'expression du lemme 8 : 

• Comme à la fois r(P) Ç Q et T ' T ^ P ) Ç Q, on a pour tout 
MQMQ € AQ, T , , - 1 ( ^ ^ Q ) - /i^/ig d'où T-1(IIQHQ) = TÏ1TJ-1(IIQQIIQ) et 

aussi î g ' ^ ^ ^ / i g ) = Ç ^ " ^ ^ ) . 

• Comme r//_1(/iQ/iQ) = //q//q et d'après les théorèmes 5 (iii) et 
6 (ii) du paragraphe VI. ld, on a pour tout Àp G ImAp : 

<Mp)(TP)(^(a(AF)/r-1(/x^Q)<7(A7r)),a(AP)/r-1(/x^Q)^(A7r)); 

Mp)(tpj(̂ ,Ap)r<T(A7r)> 

=<M;XP)(^(a(Ap)/r-1r'-1(4/iQ)<T(A.)), 

a(Ap)/r-1r'-1(^Q)a(A7r)) ; M ^ j ^ , Ap)rVCT<r(A7r) > 

Procédons donc à ces substitutions dans l'expression du lemme 8. Puis, 
en gardant fixes un élément (a, À )̂ G Fixe(7r) et une permutation r', 
faisons la somme sur tous les Q G Po vérifiant r/r0-(P), r/r(Ta(P) Ç 
Q Ç (r/)~rcr(P), condition qui est équivalente à T'(Pa) Ç Q C (r/)~(PCT). 
D'après la formule de résidus du lemme 6 (ii), nous obtenons : 

LEMME 9. — Dans la situation de la proposition 1 et pour tout caractère 
X de ImAp, le coefficient de Fourier du lemme 4 est égal à la somme 

E / dXP- Í а^-Х{т-\а1^)а{К)\р/а{\Р)) 
(o-,A7r)eFixe(7r) 

/г-1(м°^) 

xxx+x 
w + x 

Va) 
(Р<Т) /г-1(м°^) 

s/г-1(м°^) 
/г-1(м°^) (^(а(Лр)/г-1(м°^)а(А7Г)),а(ЛР)/г-1(^)^(А.)) ; 

ИГТТ„(Р 
*Р,тт„с 

(<р, Ар)гг(Тсг(А7Г) > 

Im Ар JIm Лра 

où, pour tout (er, A,r) e Fixe(7r), 
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• /x£ désigne un caractère <C 1 dans ReApa, choisi très proche 
de 1, 

• le groupe &\pa\ des permutations de { 1 , 2 , . . . , |P<r|} est identifié 
à Vensemble des permutations r de { 1 , 2 , . . . , | P | } satisfont la condition 
(*)<r ci-dessus, 

• icr désigne Vindice dans { 1 , 2 , . . . , |P<j|} correspond à Vindice 
T(j{i) dans { 1 , 2 , . . . , | P | } via l'inclusion ra(P) Ç PA. [] 

Nous pouvons améliorer ce résultat en appliquant le lemme 7 : 

COROLLAIRE 10. — Dans la situation de la proposition 1 et du lemme 
9, et pour tout (cr, Àtt) e Fixe(7r), la fonction sur ImAp x Apa 

(Apj/i^) 
/г-1(м°^) 

/г-1(м°^) 
/г-1(м°^) 

/г-1(м°^) 
V1P,TTT 

(^(a(Ap)/r-1(^)^(A7r)),a(Ap)/T-1(Ma)a(A7r)) ; 

M^;j(^Ap)rr£7a(A7r) 

esi 6zen définie et analytique dans un voisinage de ImAp x ImApa. 
De plus, il est loisible dans la formule du lemme 9 de prendre tous les 

caractères n0a égaux à 1. 

Démonstration : La seconde assertion résulte de la première et du 
lemme 9 par déplacement des contours d'intégration. 

Quant à la première assertion, elle résulte du lemme 7. En effet, d'après 
le lemme 5 (ii), la famille de fonctions 

qq 

1<7<|PJ 

/г-1(м°^)/г-1(м°^)/г-1(м°^) /г-1(м°^) 
dds M > T €&\sqlmsl > 

vérifie la condition de recollement du lemme 7 et il en est de même des 
produits hermitiens intervenant en facteurs d'après les théorèmes 5 (iii) et 
6 (ii) du paragraphe VI. ld. 0 

f) Enoncé des résultats 

Nous conservons les notations du paragraphe e. Nous arrivons au bout 
du calcul entrepris dans les paragraphes c et e : 

THÉORÈME 11. — Sous les hypothèses de la proposition 1, l'intégrale 

JG(F)\G(A)/aZ 
xx /г-1(м°^) 

/г-1(м°^) X I , . ? ) 
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est égale à la somme 

(cr,À7r)GFixe(7r] fImApff 
q 6d 

qd 
lim sdv 

dq + d2 

^p—ap 
T-A,R 

(Pn-/г-1(м°^) /г-1(м°^) /г-1 

<MpT:iPH(p(r-H\J/г-1(м°^) aa)\Z\T-H 

М Р Г ftC(КЖ)ттаа(XL) > 

où, pour tout (<J,A^) G Fixe(7r) Ç Autp0(P) x ImAp, les A£ décrivent 
un ensemble d'antécédents par l'application Ap »—> rcr(cr(Ap)/Apcr(A7r)) de 
l'intersection finie de son image avec ImAp^ dans ImATff(p). 

De plus, tous les termes dans cette somme sont périodiques de période 
rïd comme fonctions de a G M. 

Démonstration : L'intégrale JG(F)\G(A)/az dg-K^°£(l, l,g) est égale 
à la somme des coefficients de Fourier de la fonction analytique sur 
ImAp x ImAp : 

(Ai,A2) 
JG(F)\G(A)/az 

da- <r<P,OL,IT (Ai,A2,5) 

Or tous les coefficients de Fourier en dehors de ceux explicités dans le 
lemme 4 sont nuls. Et ces derniers sont calculés dans le lemme 9 et le 
corollaire 10. 

La formule annoncée en résulte si on remarque que, pour tout (cr, Xn) G 
Fixe(7r) fixé, 

• l'homomorphisme ImAp —> ImAp Ap i—> o{\p)/\p admet 
pour noyau r~1(ImAp<7) et pour image r~1(ImA^p^), 

• les deux sous-groupes r ~1 (Im Kpa ) et r ~1 (Im A^p^ ) engendrent 
ImAp et leur intersection est finie. 

Pour ce qui est de la périodicité, rappelons que d'après le lemme 5 (iii), il 
existe un caractère xt<r de Apa tel que pour tout a G R et toute r G &\pa\, 
on ait l'égalité : 

îP-(«+i)P;<£> /г-1(м°^)xx 
t *P„,t 

On conclut en remarquant que tous les éléments r(T(cr(A )̂/A^cr(A7r)) 
dans ImAp, ont un ordre qui divise r\d. Q 
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Ce théorème va nous permettre de donner une expression spectrale 
pour les traces tronquées Tr-P(h) [resp. Tr^p(h)] du corollaire 2 [resp. 
du corollaire 2']. Introduisons d'abord une notion commode : 

Appelons quadruplet discret tout quadruplet (P, 7r,cr, A )̂ constitué 
d'une paire discrète (P,7r) et d'un couple (cr, À*) G Fixe(7r) Ç Autp0(P) x 
AP. 

Disons que deux quadruplets discrets (P, 7r, cr, À^) et (P;, 7r', a', À ,̂) sont 
équivalents s'il existe un isomorphisme r : P —• P ' dans Vo et un caractère 
Xp G Ap tels que n' = r(7r<g) Ap), cr' = TGT~X et À̂ ., = r(Xna~1(Xp)/Xp). 

Disons qu'un quadruplet discret (P, 7r, cr, À )̂ est bon si la représentation 
7T est unitaire (d'où nécessairement G ImAp) et si les orbites de 
cr G Autp0(P) Ç 6|p| agissant sur {1,2,... , |P|} sont des intervalles. Dans 
ce cas, on note Pa G Po le plus petit sous-groupe parabolique contenant 
tous les crk(P), k G Z. Et on convient d'identifier le groupe ©ip̂ i au 
sous-ensemble de &\p\ constitué des permutations r qui transforment en 
intervalle tout intervalle de {1,2,.. . , |P|} qui est une orbite de a, et qui 
sont croissantes sur tout tel intervalle. 

On remarque que si (P, 7r) est une paire discrète avec n unitaire et 
(a, Xn) est un fixateur de 7r, alors, pour ra G &\p\ défini comme dans 
la discussion qui précède l'énoncé du lemme 9, le quadruplet discret 
(ra(P), r(7(7r),rcrcrr~1,ra(À7r)) est bon. Ainsi toute classe d'équivalence de 
quadruplets discrets compte-t-elle au moins un bon représentant. 

Enfin, si (P, 7T, cr, Xn) est un quadruplet discret, on note Fixe(P, 7r, cr, À )̂ 
le sous-groupe commutateur de (cr, À )̂ dans Fixe(P,7r). On voit que 
l'ensemble des (cr̂ À!̂ ) G Fixe(P, TT) tels que les quadruplets discrets 
(P, 7r,cr, ÀTT) et (P, 7r, cr', Àf̂ ) soient équivalents a pour cardinal le quotient 

FixeP,*) 
I Fixe(P, 7r, cr, Àtt)! 

En combinant le corollaire 2 et le théorème 11 nous obtenons main­
tenant : 

THÉORÈME 12. — Sous les hypothèses du corollaire 2, la trace tronquée 
Tr^thS est éoale à. la somme 

(P,7T,CT,AW) 

1 
|Fixe(P,7r,cr, À*)! /Im APa 

dK-

sdd 
lim a(À7r)) 

~1,ra(À7r)) 
fp.JßMK)/>Z(r(K)) 

^ 2 (MP (F)Np (A)\G(A)/oZ ,tt) 
~1,ra(À7r)) • . A ^ W A f ) ) - 1 

~1,ra(À7r)) •Л1\„1и„)оМ-Л1\„1иЛ 
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où (P,7r, cr, Àtt) décrit un ensemble de bons représentants des classes 
d'équivalence de quadruplets discrets, et les À£ décrivent un ensemble 
d'antécédents par l'application \p i-> cr(Xp)/Xp(r(X7r) de l'intersection finie 
de son image avec ImAp^ dans ImAp. [] 

Nous déduisons de même du corollaire 2' et du théorème 11 : 

THÉORÈME 12'. — Sous les hypothèses du corollaire 2', la trace tronquée 
Tr^p(h) est égale à la somme 

~1,ra(À7r)) 

s1 
|Fîxe(P,7r, (7,^)1 

~1,ra(À7r)) J Im A pa 
D\RR • 

\CR 
A7T 

lim ÛĤi 
~1,ra(À7r))xxx+x 

~1,ra(À7r)) 
wc 

^ ^ ) / A > ( A , ) ; 

^L2 (MP(F)NP (A)\G(A) /az ,w 
k +xks 
"P,T<7 » 

A ^ W A * ) ) -

oMP)(TP)(-, A ' A ^ ) o h \ ; K K I H * ) ] 

où les (P,7r,a, Àtt) et Zes À£ sont comme dans l'énoncé du théorème 12, et 
où chaque ia désigne l'indice dans {1,2,.. . , |P<r|} qui correspond à l'indice 
i dans {1,2,.. . , |P|} via l'inclusion P Ç Pa. 

De plus, tous les termes dans cette somme sont périodiques de période 
r\d comme fonctions de a G R. [] 

3. — Application à la conjecture de Ramanujan-Petersson 

Dans ce paragraphe, nous nous limitons au cas où d = 1, D = F et 
V = Ox, avec donc G = GLr. 

a) Composantes locales. Valeurs propres des opérateurs de 
Hecke 

Si T est un ensemble fini de places de P, notons A^ le produit des Px, 
x e T [resp. AT le produit restreint des Px, x G |-X"|\T, relativement aux 
OJ. 

Etant donnés n > 1 un entier, T\,..., Tk des parties finies deux à 
deux disjointes de \X\ et T = T\ II • • • II T*, toutes représentations ad­
missibles ^ , . . . , 7TTk, TTT de GLn (ATl ) , . . . , GLn (ATfc ), GLn (AT) induisent 
une représentation admissible TT^ ® • • • ® ^rk ® TTT = 7r de GLn(A), et 
réciproquement toute représentation admissible irréductible n de GLn(A) 
s'écrit de manière unique (à isomorphisme près) sous cette forme et ses 
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composantes n?!,..., ^Tk, nT sont elles-mêmes admissibles irréductibles. 
En particulier, on peut associer à une telle représentation 7r une com­
posante locale nx (qui donc est une représentation admissible irréductible 
de GLn(Fx)) en toute place x de F. 

Rappelons le résultat suivant (déjà contenu dans le théorème 5 et la 
proposition 6 du paragraphe IV.4b) : 

PROPOSITION 1. — Soient x une place de F, n > 1 un entier, et nx une 
représentation admissible irréductible de GLn(Fx) qui est non ramifiée au 
sens que le sous-espace des invariants par GLn(Oa;) n'est pas nul 

Alors il existe une famille {21(71̂ ), . . . , zn(7rx)} d'éléments de Cx, 
uniquement déterminée à permutation près, telle que, pour tout t G Z\{0}, 
la fonction de Drinfeld ff de niveau t sur GLn(Fx) vérifie 

~1,ra(À7r))x 
*1 + '"+Zn(^x)t 

ZI(TTX) 

\qdeg(x)(n-l) 
t 

+ ••• + 
Zn(nx) 

^deg(a;)(n-l) , 

si t > 1 

) si t < - 1 . 

De plus, dans le cas où la représentation nx est unitaire, les deux familles 

{zi(7rx),...,zn(7rx)} et 
J. 

qdeg(x)(n-l) 
Zl{7TX) 

Qdeg(x)(n-1) 

zn{nx) 
sont égales à per­

mutation près. A fortiori, la famille {\zi(7rx)\,..., |̂ n(̂ a;)|} est symétrique 
par rapport à la valeur g^steX"-1)/2 dans R*. [] 

Notons que pour toute représentation admissible irréductible n de 
GLn(A), ses composantes locales nx sont non ramifiées en dehors d'un 
ensemble fini de places x de F et il leur est attaché des familles 
{^i(^)5 • • • ? zn(7rx)}. Lorsque n est unitaire, il en est de même de toutes ses 
composantes locales 7cXJ si bien que la seconde assertion de la proposition 
1 s'applique à toutes les TTX non ramifiées. 

Pour toute paire discrète (P, 7r), la représentation admissible isotypique 
7r de Mp(A) est en fait irréductible d'après [Mœglin, Waldspurger, 1989] 
(à partir du cas cuspidal traité par Shalika). Si r i , . . . ,r\p\ désignent les 
rangs des différents facteurs de Mp, n s'écrit sous la forme 7Ti ® • • • <g> 
7T|p| où 7Ti,... ,7T|p| sont des représentations admissibles irréductibles de 
GLri (A),..., GLr|p| (A) qu'on peut appeler les composantes de ir. 

Nous aurons besoin de l'encadrement suivant, dû à Jacquet et Shalika : 

PROPOSITION 2. — Soit n une composante discrète de 
LlQ(G(F)\G(A)/al), nécessairement unitaire et irréductible comme 
représentation de G (A). 
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On suppose que ir est cuspidale. 
Alors, pour toute place x de F où la composante locale irx est non 

ramifiée, on a 

~1,ra(À7r))s l*,f7T_ïl 

gdeg(*)(r-l)/2 
:çideg(x) ? 1 < i < r m 

b) Rappels sur les zéros et pôles des opérateurs d'entrela­
cement 

Nous rassemblons dans la proposition suivante les résultats connus à ce 
sujet dont nous aurons besoin : 

PROPOSITION 3. — Soient (P, n) une paire discrète avec TT unitaire 
cuspidale, r la transposition de deux indices adjacents i et i + 1 dans 
{1,2,.. . , \P\}, 7Ti et 7Ti+i les composantes de n d'indices i eti + 1. 

Alors : 
(i) La famille d'opérateurs 

M;;TP)(-, AP) :Ll(MP(F)NP(A)\G(A)/az,TT) -

Ll(MT(P)(F)NT{P)(A)\G(A)/aZ,SDT(*)) 

est une fraction rationnelle comme fonction de Xp G Ap qui ne dépend que 
du quotient Ap/Àp"1 des deux composantes Xp et Ap-1 d'indices i et i + 1 
de Xp. 

(ii) Si un élément Xp E Ap est un pôle de cette fraction rationnelle, 
il vérifie l'un des termes de l'alternative : 

• ou bien lA^I/lA^1! < 1, 
• ou bien lApl/IAp"1! = q et les deux représentations TTi ® 

(Alp/9)deg() et TTi+i <g> ( A ^ 1 ) ^ 0 sont isomorphes. 
(iii) Si s e C est un zéro de la fonction de Rankin-Selberg s i-> 

L(5,7Ti ® 7Tf+i)> afors 5 est dans la bande critique 0 < Res < 1 et il existe 
un zéro Xp G Ap de la fraction rationnelle de (i) tel que Ap/A^1 = qs. 

Démonstration : (i) Il est évident sur la définition que la famille 
d'opérateurs d'entrelacement Mp^\-,Xp) ne dépend que de la variable 
Ap/Ap-1. C'est une fraction rationnelle d'après [Mœglin, Waldspurger, 
1994] proposition IV.1.12. 

On sait d'autre part (voir par exemple les paragraphes II. 1 et II.2 de 
[Mœglin, Waldspurger, 1989]) qu'en procédant au changement de variable 
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Àp/Àp"1 = qs, l'opérateur d'entrelacement Mp^(-,Àp) s'écrit sous la 
forme 

L(s,7Ti ® 7Tj+i) 
L(l + 5, TTi (g) 7ri+i)e(5, 7Ti (8) 7Tt+l) 

< P ) ( - , A P ) 

OU 
• l'opérateur d'entrelacement normalisé Np^\-, Àp) est une fraction ra­

tionnelle en la variable Àp/Ap"1 qui, d'après la proposition 1.10 de [Mœglin, 
Waldspurger, 1989] n'a pas de pôle dans le domaine lAp/Àp"1! > 1, 

• ni ® 7Ti+i) est une puissance de q3, 
• s i—> L(s,7Ti (g) 7Ti+i) est une fraction rationnelle en la variable gs dont 

les zéros sont dans la bande critique 0 < Res < 1 et dont les pôles sont 
simples et sont exactement les s G C tels que ou bien Res = 0 et les 
représentations ^ <g> gsdes() et 7̂ +1 sont isomorphes ou bien Res = 1 et 
les représentations 7̂  <g> g(s_1)deg(') et 71̂ +1 sont isomorphes. 

Les assertions (ii) et (iii) s'en déduisent aussitôt. [] 
c) Rappels sur les spectres discrets, d'après Mœglin et 

Waldspurger 

Le résultat principal de [Mœglin, Waldspurger, 1989] est : 

THÉORÈME 4. — Soit (P, 7r) une paire discrète avec n unitaire. 
Alors il existe une paire discrète (P , 7?) avec P Ç P et n unitaire 

cuspidale, ainsi qu 'un caractère À dans Re A ~ Ç Re A ~ tels que : 

• Pour tout i G { 1 , 2 , . . . , | P | } et si on considère l'ensemble Ji des 
indices j G {1, 2 , . . . , | P | } qui s'envoient sur i via l'inclusion P C P , toutes 
les composantes TÏJ, j £ Ji, sont égales. 

• Le \P\-uplet des composantes de À dans R* est la juxtaposi­
tion de \P\ uplets de longueurs respectives #J\,..., #J\p\ qui sont les 
( WJi-(q 2 q 2 1 < i < IPL 

• Toute fonction dans L200(Mp(F)NP(A)\G(A)/az17r) s'écrit 
comme un résidu en le point À G ReA£ d'une série d'Eisenstein A£ h-> 
EE(<p, A£), À£ G A-, associée à une fonction 

L^(M~(F)iV~(A)\G(A)/az,i). 

Afin d'exploiter ce résultat, nous aurons besoin de connaître la forme 
précise des coefficients constants des fonctions de Drinfeld. 
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PROPOSITION 5. — Soient n > 1 un entier, P Ç GLn un sous-
groupe parabolique semi-standard (c1 est-à-dire contenant le tore maximal 
diagonal), Np le radical unipotent de P, et Mp = GLni x • • • x GLn|p| le 
quotient réductif P/Np. 

Soient x une place de F, dnx la mesure de Haar sur Np(Fx) qui attribue 
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact Np(Ox), et pp : P(FX) —• R* 
la racine carrée du caractère modulaire de P(FX). 

Soient t G Z\{0} un entier et /* [resp. fj, 1 < i < \P\] la fonction de 
Drinfeld en rang n [resp. ni] et de niveau t sur GLn(Fx) [resp. GLni(Fx)]. 

Alors, pour tout m = (ra1,..., raJpl) dans Mp(Fx) = GLni (Fx) x • • • x 
GLn, (Fx), on a : 

pjm) 
fNP(Fx) 

dnx • /*(mnx) = 
i<*<|J'l 

9deg(a3)IL^i|t|/*(rai) 

I<J<I^I 

i(mj G GLnÀOx)) 

Démonstration : Voir par exemple [Laumon] proposition 4.2.5. {] 

d) Enoncé du théorème principal 

Notre but est de démontrer le résultat suivant : 

THÉORÈME 6. — A toute composante ni, 1 < i < \P\, d'une 
représentation unitaire n s'inscrivant dans une paire discrète (P,TT), est 
attaché un nombre (nécessairement unique) £ni G {0, | } de telle sorte que : 

(i) Pour tout i G { l , 2 , . . . , | P | } , pour toute place x de F en-dehors 
de Ta où le facteur local 7Ti,x de ni est non ramifié, la famille {^(TT^)} 

associée à TÏI X comme dans la proposition 1 vérifie 

Ll(MT(P)(F)NT(P)(A)\G(A)/aZ,T(«) 

(ii) Pour toute transposition r de deux indices adjacents i et i + 1 
dans { 1 , 2 , . . . , \P\}, la famille d'opérateurs 

MTP{P(-, XP):L200(MP(F)NP(A)\G(A)/az, TT) 

Ll(MT(P)(F)NT(P)(A)\G(A)/aZ,T(«)) 

qui est une fraction rationnelle en la variable \P/\lpX deCx est telle que 
tous ses zéros et pôles vérifient 

Ll(MT(P)(F)NT(P)(A)\G(A)/a 
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Avant de procéder à la démonstration de ce théorème, donnons-en tout 
de suite la conséquence suivante : 

THÉORÈME 7. — 

(i) Soit 7T une représentation automorphe cuspidale irréductible uni­
taire de GLr(A). Alors : 

• Sir est impair, TT vérifie la conjecture de Ramanujan-Petersson, 
c'est-à-dire que pour toute place x G \X\ où n est non ramifiée, on a 

i i—i 
\zi(nx)\Ae^ = q~5~, 1 <i <r, et on pose en = 0. 

• Si r est pair, ou bien 7r vérifie la conjecture de Ramanujan-
Peter sson au sens ci-dessus, et on pose = 0 ; ou bien, pour toute place 
x G |X| où 7T est non ramifiée, la moitié parmi les \zi(7rx)\de^, 1 < i < r, 
valent gI12"+4 et Vautre moitié cf* *, et on pose en = \. 

(ii) Etant données deux telles représentations ni, TT2 de GLri(A), 
GLr2(A), tous les zéros de la fonction de Rankin-Selberg s \-> L(s,it\ (8)^2) 
sont sur la droite Re s = ^ si eni = en2 et sur les droites Re s = \, Re s = | 
SÌ €7TL ^ SLSLD . 

Démonstration : 

(i) Quitte à tensoriser n par un caractère unitaire de GLr(A) = 
G(A) se factorisant à travers Phomomorphisme de degré, on peut supposer 
que (G, 7r) est une paire discrète avec TT unitaire cuspidale et appliquer le 
théorème 6 (i) combiné à l'encadrement de la proposition 2 et à la propriété 
de symétrie de la proposition 1. 

Si en = 0, on voit que pour tout x G |-X"|\Ta où TT est non ramifiée, tous 
les 1 (̂̂ )1deg(x) valent q~*~. 

Et si sn = j , alors pour tout x G |X|\Ta, la moitié des |^(TTX)| DEG(A:) 

valent gS^+i et l'autre moitié ç2"^1-*, ce qui n'est possible que si r est 
pair. 

Comme l'élément a G Ax a pu être choisi de façon que Ta évite n'importe 
quel sous-ensemble fini strict de (i) est démontré. 

(ii) Ici encore et quitte à tensoriser par un caractère, on peut 
supposer que TT = TT\ ® 112 s'inscrit dans une paire discrète (P, TT) avec 
r = n + r2 et |P| = 2. 

On conclut en combinant le théorème 6 (ii) et la proposition 3 (iii). [] 
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e) Commencement de la démonstration : Application de la 
formule des traces d'Arthur-Selberg, du théorème des points fixes 
de Grothendieck-Lefschetz et du théorème de pureté de Deligne 

Nous allons démontrer le théorème 6 par récurrence sur le rang r > 1 
de G = GLr. Supposons donc le résultat déjà connu en tous les rangs < r 
et cherchons à prouver que toutes les paires discrètes (P, TT) de G avec TT 
unitaire le vérifient également. 

Montrons d'abord qu'en-dehors du cas où P = G et 7r est unitaire 
cuspidale, l'hypothèse de récurrence permet d'associer à toute composante 
7Ti de 7T un unique eni G {0, j } satisfaisant la propriété (i). Il faut distinguer 
deux cas. 

Si | P | > 2, c'est-à-dire si TT a plusieurs composantes, ITÌ est une 
représentation admissible irréductible d'un GLri(A) avec V{ < r. Et 
il existe un caractère unitaire £ de GLri(A) se factorisant à travers 
l'homomorphisme de degré tel que 7r< <8> £ soit une composante discrète 
de la représentation L^0(GLRI(P)\GLri(A)/az). On voit que eVi = eni®ç 
répond à la question posée. 

D'autrej>art, si P = G mais n n'est pas cuspidale, considérons la paire 
discrète (P,TT) avec n unitaire cuspidale et ici nécessairement | P | > 2 qui 
est associée à (P, 7r) comme dans le théorème 4. Toutes les composantes Kj 
de 7T sont égales et il résulte dudit théorème 4 combiné à la proposition 5 
que en = e%j vérifie la propriété (i). 

Montrons ensuite qu'en-dehors du cas où \P\ = 2 et n est unitaire 
cuspidale, l'hypothèse de récurrence entraîne que toute transposition r de 
deux indices adjacents i et i + 1 vérifie la propriété (ii) relativement aux 
£TTÌ Ê  £TTÌ+I Que nous venons d'exhiber. Ici encore il y a deux cas. 

Si | P | > 3, il existe une paire discrète (P/,7r/) d'un G' = GLr/ 
avec r' < r, \P'\ = 2 et 7r; unitaire telle que = TTÌ (8) (/Xp)deg('\ 
7rf2 = 7Ti_|_i ® (/ip^)deg() pour un certain /ip G ImAp. En notant r' la 
transposition des deux indices 1 et 2, on voit donc que les deux fractions 
rationnelles 

XP M;;TP)(-,AP) : L200(MP(F)Np(A)\G(A)/az,7r) —, 

Ll(MT(P)(F)NT{P)(A)\G(A)/az,T(sls*)) 

et 

Xp, MTp,(p(;Xpf) : L200(Mp/(F)NP>(A)\G'(A)/azy) — 

L^(Mr,(P0(F)ArT,(p,)(A)\G'(A)/aZ,T'(7r')) 
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ont mêmes zéros et mêmes pôles si /ipAp///p"1Àp"1 = Àp//Ap,. Comme 
£TTÌ = et eni+1 = enf2, la paire discrète (P, 7r) vérifie bien la propriété (ii). 

D'autre part, si |P| = 2 mais n n'est pas cuspidale, considérons 
la paire discrète (P, n) avec n unitaire cuspidale et ici nécessairement 
|P| > 3 qui est associée à (P, n) comme dans le théorème 4. J\ et J2 
désignent les sous-ensembles de {1,2,.. . , |P|} constitués des indices j 
s'envoyant respectivement sur 1 et 2 via l'inclusion P C P . Ainsi, quand 
j décrit Ji [resp. J2], les composantes ifj sont-elles toutes égales et a-t-on 
nécessairement eni = [resp. eV2 = e^] d'après la proposition 5. Comme 
la propriété (ii) est déjà connue pour la paire discrète (P, 7r), il résulte du 
théorème 4 que la paire (P, 7r) la vérifie également. 

Il nous reste à prouver que, pour toute composante discrète cuspidale 
7T de L^(G(P)\G(A)/az), il existe en G { 0 , \ } vérifiant la propriété (i), 
et que, pour toute paire discrète (P, n) de G avec |P| = 2 et n unitaire 
cuspidale, la transposition r des deux indices 1 et 2 vérifie la propriété (ii) 
relativement à eni et en2 déjà définis. 

Nous allons déduire cela de la formule de traces que voici : 

LEMME 8. — Soient I ^ X un sous-schéma fermé fini et K' = Kj = 
Ker[GLR(OA) —• GLR(C?/)] le sous-groupe ouvert associé de K = GLR(0A). 

Soient 0 et 00 deux points fermés de X ou, si Von préfère, deux places 
de F, et 0, 00 deux points de X(¥q) au-dessus de 0,00. On suppose que 0 
et 00 sont distincts et ne sont pas dans Ta ni dans le support de I. 

Soit f : G (A) /az —» <Q> la fonction caractéristique de K' que multiplie 

= [K : Kf). Ainsi f s'écrit-elle f = /«, ® /°°'° ® f0 où f^, f0 
vol{K') 
sont les fonctions caractéristiques de GLr(Ooo), GLr(Oo) dans GLr(Foo), 
GLR(P0) et / °° '° est une fonction sur GLr(A°°'0)/az. 

Soit u > 1 un entier divisible par deg(0) et deg(oo). 
Soit fç}' [resp. fœ'] la fonction de Drinfeld de niveau uf = -—-r-r [resp. 

aeg(UJ 
-s' = --JL-] sur GLr(Fo) Iresp.GLriF^)]. Et soit fu : G(A)/az Q 

deg(oo) 
la fonction ® /°°'0 ® /0 qui est adaptée à l'homomorphisme eo : 
A * / O A - R (<>x)xe\x\ ~ deg(0)0(ao). 

Alors, pour tout polygone p : [0, r] —• R+ assez grand en fonction de K' 
uniquement, la moyenne de la fonction périodique sur R 

« ^ L e f ^ - p ( / ° ° ' 0 , u , « ) 
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est égale à la moyenne de la somme de fonctions périodiques 

axx 
(-, AÎ^/M.) 

1 
I Fixe(P, 7T, <r, Xv)\ 1<*<|P| ' Im Ap_ 

d\a 
ssx+x 

lim (-, AÎ^/M.) 
(-, AÎ^/M.) 

(-, AÎ^/M.) 
(-, AÎ^/M.) (aMK)IK<j{K)) 

^L (̂Mp(F)ArP(A)\G(A)/aZ,,r \(Мт":>(-Ла\1)га(\1))-1о 

M;,(TP)(-, A Î ^ / M . ) o (fuy(', X^Xcr/fi^)] 

où les notations sont celles des théorèmes 12 et 12' du paragraphe VI.2f. 

Démonstration du lemme 8 : C'est la combinaison du théorème 1 
du paragraphe V.2a et du théorème 12' du paragraphe VI.2f. [] 

Dans ce qui suit, nous allons fixer le sous-groupe ouvert K' = Ki de 
K, les places 0, oo G \X\, les points 0,ôô G X(¥q) ainsi qu'un polygone de 
troncature p assez grand en fonction de K'. 

Nous allons nous attacher à préciser le comportement en le multiple u 
de deg(0) et deg(oo) des différents termes apparaissant dans la formule du 
lemme 8. 

Voyons d'abord le premier terme : 

LEMME 9. — La moyenne de la fonction périodique 

a^LeffTa-P(f°°>0.u.u) 

est, comme fonction du multiple u de deg(0) et deg(oo), de la forme 

xe{x} 
cxXu 

où chaque c\ est une constante dans C et {A} est un ensemble fini 
d'éléments de CX dont les modules sont dans qïz. 

Démonstration du lemme 9 : La fonction périodique considérée est 

en escalier (en fait, elle est localement constante en-dehors de - t t t Z ) . 
(r —1)! 

Il suffit donc de montrer que pour tout a G R fixé, la fonction u \-> 
Lefr^,a~P(foo,0,u^u) est de la forme requise. 

Choisissons J X un sous-schéma fermé fini évitant 0,oo et Ta, 
contenant I comme sous-schéma fermé et tel que le revêtement galoisien 
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Cht^Pafp/az du champ ChtQPafp/az soit un schéma quasi-projectif lisse 
sur Fq. La fonction f = <g> /°°'0 ® /0 peut évidemment s'écrire 

sdv 

i 

CIIK z où les Qi décrivent un ensemble fini de représentants 

des classes modulo Kj dans Ki, les ^Kjg.az désignent les fonctions carac­
téristiques des classes Kjgiaz dans G(A)/az et les Ci sont des nombres ra­
tionnels. Chaque gi induit un automorphisme de Cht^* jp et par définition 

L20(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ,w) 

ss 
i 

;Civol(^)|Fixe(ft x Probu,Cht^77aZ *(xxx) (0,ôô))|. 

Soit uo le p.p.c.m. de deg(O) et deg(oo). Pour tout gi fixé et comme 
l'automorphisme induit est d'ordre fini et commute avec Frobu°, on voit 
par un argument de descente qu'existe un schéma quasi-projectif lisse S sur 
¥QU0 muni d'un isomorphisme Chtr^jp/az X(xxX) (0,ôô) = S ®Fqu0 Fg 
faisant se correspondre gi xFrobw° et Frobw°. Pour tout multiple u de deg(O) 
et deg(oo), on peut donc écrire |Fixe(^ x Frobw, Cht^a jp/az X(xxx) 
(o,oo))| = |Fixe(FVobw,S®¥qUQ F?)|. 

On conclut en combinant le théorème des points fixes de Grothendieck-
Lefschetz et le théorème de pureté de Deligne. [] 

f) Fin de la démonstration : Identification de la forme des 
différents termes dans la formule des traces 

Commençons par expliciter davantage les termes de traces figurant dans 
l'énoncé du lemme 8 : 

LEMME 10. — Chacune des expressions 

TrL20(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ,w) [(МР,т<т ("> ^К)та(Ю) 

OM£TP)(., KK/^) ° UU)\;KK/H*)] 

apparaissant dans la formule du lemme 8 est égale à 0 si n est ramifiée en 
0 ou oo, et dans le cas contraire est égale à 

^L\rf(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ^)L(MP^a(^ ^K)T(J(K)) SDDXD * 

L20(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ,w)xL20(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ,w) 
k 

L20(Mp(F)Np(A)\G 

1<]<\P\ 
L20(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ,w)xxs 

xx 
**(*j,oo) deg?oo)g(rJ-l)" 

319 



VI - FORMULE DES TRACES ET CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSSON 

où r i , . . . , r\p\ désignent les rangs des différents facteurs de Mp. 

Démonstration du lemme 10 : Les fonctions de Drinfeld /g' et 
f^s sont invariantes par GLr(Oo) et GLr(Ooo) respectivement. Donc ou 
bien /Q* [resp. f^s ] agit comme 0 au cas où n est ramifiée en 0 [resp. en 
oo], ou bien, au cas où n est non ramifiée, elle agit comme sa trace que 
multiplie l'opérateur induit par la fonction caractéristique /o de GLr(Oo) 
[resp. /oo de GLr(Ooo)]- Comme /oo <g> /°°'0 ® /0 = / est la fonction 

caractéristique de Kf que multiplie —777777 — [K : K'\. donc induit 
VOl(A') 

l'opérateur de projection orthogonale de L^0(Mp(F)ATp(A)\G(A)/az,7r) 
sur le sous-espace L|c,(Mp(F)iVp(A)\G(A)/az,7r), on conclut d'après la 
proposition 1 combinée à la proposition 5. [] 

Puis étudions la dépendance en u de ces termes en distinguant plusieurs 
cas : 

LEMME 11. — Pour tout quadruplet discret (P,7r,(7, AW) qui est bon et 
ne s'inscrit pas dans l'un des deux cas suivants : 
• P = G et TT est unitaire cuspidale, 
• \P\ = 2, 7r est unitaire cuspidale et a est la permutation identique des 

deux indices 1 et 2, 
et pour tout Z E { 1 , 2 , . . . , | P | } , la moyenne de l'expression du lemme 8 

a 
/im APcr 

dsv 
A7T 

lim sd+x 
ddds+ d 

i „ :T^4U„<T(\Z)/\Z<T(\„)) 

^L^(Mp(F)NP(A)\G(A)/a^^ L|c,(Mp(F)iVp(A)\G(A)/az,7r) 

L|c,(Mp(F)iVp(A)\G(A)/az,7r)wwsq 

est, pour toifct multiple u assez grand de deg(O) et deg(oo), de la forme 

\e{\} 

cx\u 

où chaque c\ est une constante dans C et {A} est un ensemble fini 
d'éléments deCx dont les modules sont dans qïz'. 

Démonstration du lemme 11 : D'après le lemme 10, on peut se 
limiter au cas où 7r est non ramifiée en 0 et 00, et il suffit de prouver que 
la moyenne de chacune des fonctions périodiques 

L|c,(Mp(F)iVp(A)\G(A)/az,7r)x 

dsd;dldmvf+ 

J Im A pa 
dKr-ÌXl'/Xi'r 
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lini 
x(F)iVp 

x +x0x 

(A)\G(A)/az,7r) 
x +x 

L|c,(Mp(F)iVpxki 

^ L » (MP (F)JVP (A)\G(A) /aZ -) [' M ^ - . A . A ^ A * ) ) - 1 

°Mpf' ( •, Â  A-7 / UCR )1 

a la forme requise dès lors que u est assez grand. 
Or nous savons déjà que |^fc(7ri,o)|deg(0) € g£7r* + 2z et |^(7rj)00)|des(°°) E 
L|c,(Mp(F 
Si = jcr, i et j sont dans la même orbite de a si bien que en. = e^. et 

on a terminé. 

Si au contraire v ^ j<7, déplaçons le contour d'intégration ImÀp^ dans 

l'opérateur / dXa- de façon à faire tendre le quotient Xlj /XJaa vers 
0. D'après le lemme 7 du paragraphe VI.2d, les seules singularités que 
l'on rencontre sont celles induites par les pôles des Â  i-> Mp\ ;(-, AaA£) 

et par les zéros des Â  i-> Mp^J(-, A<jA£). Rappelons-nous aussi que 
tout opérateur d'entrelacement s'écrit comme un composé d'opérateurs 
d'entrelacement associés à de simples transpositions d'indices adjacents, 
opérateurs dont nous savons situer les zéros et les pôles. 

Ainsi tous les sous-espaces apparaissant dans la formule des résidus 
doivent-ils satisfaire des équations de la forme A/ /A/ = Ai, \jjX<? = 

^ 71—1 jTl fi 1 9 1 
A2,...,A/ /À/ = An avec i = i°, i1, i2 , . . . , in , in = j des indices 
dans {1,2,.. . , | P | } et Ai, A2,..., An des coefficients dans Cx qui vérifient 
|Ai| G ge*«°~c,r«1+*z,...,|An| G < ^ ; n - i - £ ^ + 5 Z . Quant aux résidus à 
l'infini, ils sont nuls si u est assez grand. D'où la conclusion. [] 

LEMME 12. — Soit (P , 7r, <J, A^) im quadruplet discret tel que P = G (si 
bien que a est la permutation identique de {1} et Pa = G) et que n soit 
unitaire cuspidale. 

Alors, quand Xa parcourt le groupe fini ImAp^ = ImAc, chacune des 
expressions 

^1,2 (G(F)\G(A)/CLZ.TT) [/*(•> -Ml 

est égale à 0 si n est ramifiée en 0 ou oo, et dans le cas contraire est égale 
à 

dime L\, (G(F)\G(A)/az, TT) 
ww 

L|c,(Mp(F)iVpx (Mp(F)iVp 

t 

U 
DEG(OO) 
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Démonstration du lemme 12 : C'est un cas particulier du lemme 10 

LEMME 13. — Soit (P, 7r,a, À^) un quadruplet discret tel que | P | = 2, 
que a soit la permutation identique de { 1 , 2 } (avec donc Pa = P) et que ir 
soit unitaire cuspidale. 

On considère la moyenne de la fonction périodique 

a \-
i=l,2JlmAp 

d\p • lim 
MpGAp ree 
/xpt->l 

T(i 
LP,r up /xn 

r^rL2K,(Mp(F)Np(A)\G{A)/a^^)KMP',T \'> Ap)) 1 O A Ç ^ ( . , A P / M P ) 

o(r)*(-,Ap/Aip)] 

.A/ors on a suivant les cas : 
(i) 5i 7T est ramifiée en 0 oo, cette moyenne vaut 0. 

(ii) Si 7T est non ramifiée en 0 et oo et si Xn ̂  1, cette moyenne est, 
pour tout multiple u assez grand de deg(0) et deg(oo), de la forme 

A<E{A} 
sdv+ 

où chaque c\ est une constante dans C et {A} est un ensemble fini 
d'éléments deCx dont les modules sont dans qtz. 

(iii) Si 7T est non ramifiée en 0 et oo et si AT = 1, cette moyenne est, 
pour tout multiple u assez grand de deg(0) et deg(oo), de la forme 

x (x ) 
cxXu + 

A6{A}-, 
c'AA" 

x +x s 

sdv 

OÙ 
• chaque c\ est une constante dans C et {À} est un ensemble fini 

d'éléments de Cx dont les modules sont dans q?z, 

• {^}K' désigne l'ensemble fini des A G Cx tels que \X\ < 1 
et gï/e A s'écrive X = Ap/Àp OÎZ Ap/Ap pour Xp un élément de Ap 
en lequel l'opérateur MTj?^\-,XP) : L2K,(MP(F)NP(A)\G(A)/az,7r) -+ 
LjC,(MTo(p)(P)Arro(p)(A)\G(A)/az,ro(7r)) associé à la transposition TQ des 
deux indices 1 et 2 admette un zéro ou un pôle, 

322 



3. APPLICATION À LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON 

• pour tout A G {A}jf,, c'x est une constante réelle < 0, et Z\ est 
un ensemble fini non vide d'éléments de Cx dont l'ensemble des modules 
est contenu dans q£*i-£"2 + 2Z et symétrique par rapport à qr~x. 

Démonstration du lemme 13 : 
(i) est une conséquence immédiate du lemme 10. 
(ii) D'après le lemme 10, la fonction considérée s'écrit encore 

a 
I=12̂ IMAP 

dXp • 

re&2 

lsls 
dsqdkl 

R(i) 
r(p)(l/A^ 

dime L2K,(MP(F)Np(A)\G(A)/az,ir) 

^P)uq^u 

k 

L|c,(Mp(F)iVp 
¿=1,2 

{\3P)-Uq*u 

t 
zp(7r^r^(^a{rj-1)u 

si r\ et r2 désignent les rangs des deux facteurs de Mp. C'est donc 
une somme sur les deux indices i , j G { 1 , 2 } . Examinons chaque terme 
isolément. 

Quand i ^ j , on peut déplacer le contour d'intégration ImAp dans 
l'opérateur JîmApdXp- de façon à faire tendre Ap/Ap vers 0 et on ne 
rencontre jamais de singularité, si bien que ce terme est nul dès lors que u 
est assez grand. 

Et quand i = j , le terme a la forme requise puisque |£fc(71-̂ 0)|DEG(0) G 
ge*i+iz, Vfc et 1^(^,00)1^7 G gc"i+iz,W avec ici eVi = eWj. 

(iii) Notons Ap 1—• Mp°^(-, Xp)f la dérivée de la fraction rationnelle 

Ap Mp^oP)(-, Ap) en la variable tfp/Xj,. 

Pour tout a G M et tout i G { 1 , 2 } , les deux fonctions \ip 1—• &Pp^Pl (MP) 
^p-apToii) 

et HP H-> ipTo T°(P)(//p) s'écrivent chacune comme le quotient d'une 
puissance de //p//ip par 1 — /Xp/^p et /ip/^p — 1 respectivement. 

On déduit facilement de cette remarque et du lemme 10 que la moyenne 
de la fonction considérée s'écrit comme la somme de 

i,j=l,2JLmAF 
dXp-TrT2 
_ A ^ K' 

,(MP(F)NP(A)\G(A)/aZi7r) 
(Mp(F)i ,Aj>)-1 L|c,(Mp(F dssqd 

r—Vi 
[XP)uq-^u k 

L|c,(Mp(F)iVpxL|c,(Mp(F R — VA 
uq-^u fi 

,̂ (̂ -,00)" d̂ ŷ (ró-l)u 
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et d'une constante fois 

¿=1,2 •'ImAp 
dXp • dimeL2KI(Mp(F)Np(A)\G(A)/az,n) 

L|c,(Mp(F)iVp 

k 
z k { * i , o ) ^ { \ P ) - u q i u s f f >€(7r i>oo)"*^-1)U. 

Le second terme est de la forme rencontrée dans (ii) et pourra être rangé 
dans la partie X^AG{A} C*AN de l'expression cherchée. 

Pour ce qui est du premier terme, remarquons déjà que pour tout (i,j) 
la famille des modules 

\q 2 \гкЫг.о)\^^д 2 Ытг,-,оо)| â Twwwfl'-i i 
kl 

est contenue dans q£*I~£NJ+?Z et qu'elle est symétrique par rapport à qr~x 
d'après la proposition 1. Puis distinguons suivant le couple (i, j ) . 

Si i = j , on voit que l'expression obtenue peut à son tour être rangée 
dans la partie ]CAE{A} CAAU. 

Et quand (i, j) = (1,2) [resp. (2,1)], déplaçons le contour d'intégration 
ImAp dans l'opérateur /ImApdAp- de façon à faire tendre Ap/Ap [resp. 
Àp/Àp] vers 0. Ceci fait apparaître les résidus de la fraction rationnelle 

Ap H+ TrL̂ (̂Mp(F)iVp(AAG(A)/aZj7r) м;ог(-,лр)-1омг)гч-,лру] 

en les Ap G Ap vérifiant | Ap/Ap | < 1 [resp. |Ap/Ap| < 1]. Or on 
vérifie aisément que ladite fraction rationnelle n'est autre que la dérivée 
logarithmique du déterminant 

Ap^det(M^oP)(.,Ap)) 

pour n'importe quel choix de bases dans L^,(Mp(F)iVp(A)\G(A)/az,7r) 
et L|c,(Mro(p)(F)iVro(p)(A)\G(A)/az,To(7r)). D'autre part, les résidus à 
l'infini s'annulent dès lors que u est assez grand et, pour = (1,2) 
[resp. (2,1)], l'intégrale 

'ImAp 
(l\p- LÏL2 (Mp(F)JVp(A)\G(A)/aZ,w)lMP,ro V'ÁP) 

oM^Pi^pqkqklqYUxUxpr 
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est égale à la somme 

dd 
AGCX 
|A|<1 

n\\u [resp 
A€CX lAÎ I 

nx\-u] 

où chaque n\ désigne l'ordre en le point A G Cx de la fraction rationnelle 
Xp »-> det(Mp°^(-, Ap)) en la variable Àp/Àp. On voit que tous les 
coefficients sont des entiers négatifs sauf quand |A| < 1 et n\ < 0 [resp. 
|À| > 1 et rt\ > 0], mais d'après la proposition 3 (ii) du paragraphe VI.3b 
(complétée par l'équation fonctionnelle des opérateurs d'entrelacement), 
un tel terme ne peut exister qu'avec |A| = g-1 [resp. |A| = g] et = eno 
si bien qu'on peut le ranger dans la partie c\\u. D'où la conclusion. 

AG{A} 

Fin de la démonstration du théorème 6 : Rassemblons les ren­
seignements contenus dans les lemmes 8, 9, 11, 12 et 13. On obtient une 
identité de la forme 

7T 
"cdimc Ll,(G(F)\G(Á)/az, TT 

k 

(F)iVp L|c,(Mp(F)iVp 

£ 
!̂ (TTOO)" - u 

deg(oo) 
sd 

(P,TT) AG{A}-, 

cd+ x 
zezx 

x +x ds 
A€{A} 

cx\u 

pour tout multiple u assez grand de deg(0) et deg(oo), où 
• 7T décrit un ensemble de représentants des classes de composantes 

discrètes cuspidales de L^c(G(F)\G(A)/az) qui sont non ramifiées en 0 
et oo, 

• (P, 7r) décrit un ensemble de représentants des classes de paires 
discrètes (P, 7r) avec |P| = 2 et 7r unitaire cuspidale non ramifiée en 0 et oo, 

• les ensembles finis {A}^, et Z\, À G {A}^,, sont définis comme 
dans le lemme 13 (iii), 

• les sont des constantes réelles > 0, les c'x des constantes réelles 
< 0, et les c\ des constantes complexes, 

• {A} est un ensemble fini d'éléments de Cx dont les modules sont 
dans Ç2Z. 

De cette identité, nous déduisons que pour toute n vérifiant 
L2K,{G{F)\G{h)laz,<K) ¿ 0, on a 

L|c,(Mp(F)iVp xwx lldeg(oo) (Z rrèZ \/h P 
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et que pour toute (P, 7r), on a 

|A| G ^ I " ^ + Ï Z , VA G {A}^/ . 

En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Commençons par nour 
rappeler que chaque famille {|̂ (7To)|deg(0) }k ou {|̂ (7roo)|deg(oo) }e est 
symétrique par rapport à q~5~', qu'aussi chaque famille {|z|,z G Z\}, 
A £ {A}K'5 est contenue dans g -̂e^H-Jz et Symétrique par rapport à 
gr_1 et que tous les |A|, A G {A}^, , sont < 1. Puis considérons la famille 
réunion disjointe de tous les |zk (TTO) |DEG(0) qr~11zt {JÏOO) | ~ deg(o°) qui ne sont 
pas dans q^z ainsi que la famille réunion disjointe de tous les {\z,z G Z\} 
qui ne sont pas contenus dans q^z. Il résulte de l'identité ci-dessus que ces 
deux familles sont égales à permutation près. Or la moyenne géométrique 
de la première est qr~x et celle de la seconde est < gr_1. Il y a contradiction. 

Comme on peut choisir arbitrairement le sous-groupe ouvert K' = Ki 
de K et les places 0 et oo, on a terminé. [] 
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