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Introduction

L’objet principal de ce livre est la conjecture de Ramanujan—Petersson
sur les corps de fonctions. Rappelons de quoi il s’agit.

On considére F' un corps de fonctions dont le corps des constantes I,
est fini & ¢ éléments, F, les complétés de F en les différentes places z, deg,
les valuations associées et A I’anneau des adeles de F'.

Toute représentation admissible irréductible 7 de GL,(A), r > 1, est
un produit ) 7, de représentations admissibles irréductibles des GL,.(Fy).

xz

Pour presque toute z, 7, est non ramifiée et il existe dans C* r nombres
21(mz), ..., 2r(mz), bien définis & permutation pres, tels que 7, soit un sous-
quotient de 'induite normalisée du caractere (q1_5E deg() 2, (1,))9e8=() x

- X (ql;zr deg(?) 2, (1, ))9%8=() de GL;(F;) x --+ x GLy(F;). Quand 7,
est unitaire, la famille {|z1(7z)|, ..., |2r(7z)|} dans R est symétrique par
rapport a q%l deg(z)

D’autre part, & toutes représentations automorphes cuspidales irréducti-
bles unitaires m, 7’ de GL,.(A), GL,/(A), r,7’ > 1, est associée la fonction
s — L(s,m ® 7') de Rankin-Selberg. C’est une fonction rationnelle en ¢°
dont les poles sont sur les droites Res = 0, Res = 1.

Les deux conjectures suivantes sont bien connues :

ConseEcTURE 1 (Ramanujan-Petersson). — Soit m une représentation
automorphe cuspidale irréductible unitaire de GL,.(A). Alors, en toute place

x ot T est non ramifiée, on a |z;(nz)| = g T dee®@ 1 <i<r.

CONJECTURE 2. — Soient w, 7' deux représentations automorphes cus-
pidales irréductibles unitaires de GL,(A), GL,/ (A). Alors tous les zéros de
la fonction s — L(s,m ® #’) sont sur la droite Res = 3.

Rappelons que Drinfeld a successivement prouvé la conjecture 1 (et
méme en fait la correspondance de Langlands) dans les cas suivants :

e quand une des composantes 7, de 7 est la représentation de Steinberg
et r = 2, en étudiant la cohomologie & coefficients constants des variétés
modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce travail a été
généralisé par Laumon en rang quelconque);

e quand une des composantes 7, de 7 est supercuspidale et r = 2, en
étudiant la cohomologie & coefficients dans certains systémes locaux des
variétés modulaires classifiant les faisceaux elliptiques de rang 2 (et ce
travail a été généralisé par Flicker et Kazhdan en rang quelconque);

e quand r = 2, en étudiant la cohomologie des variétés modulaires
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INTRODUCTION

classifiant les chtoucas de rang 2.

Rappelons d’autre part que dans la situation de la conjecture 1, Jacquet
et Shalika ont obtenu I'encadrement ¢~ %96(®) < g7 de8(®)|z ()| <
q%deg(”), 1 < i < r, et que dans la situation de la conjecture 2, Jacquet,
Piatetski-Shapiro, Shahidi et Shalika ont montré que les zéros de la fonction
L envisagée sont dans la bande 0 < Res < 1.

Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME PRINCIPAL. —

(i) Soit ™ une représentation automorphe cuspidale irréductible uni-
taire de GL,(A). Alors :

e Sir est impair, T vérifie la conjecture 1 et on pose e, = 0.

e Sir est pair, ou bien w vérifie la conjecture 1 et on pose e = 0,
ou bien pour toute place x ou 7 est non ramifiée, la moitié parmi les z;(wy),

1 < i < r, sont de module q Zh+1)dee(@) et I'gutre moitié de module
r—1 1

g(F )96 ¢t on pose er = §.
(ii) Pour deuz telles représentations w,n' de GL,(A), GL, (A), tous

les zéros de L(s,m @ %') sont sur la droite Res = % 8t Ex = Eq €t sur les
droites Res = 1, Res = 3 si e, # €.

La démonstration de ce théoréme est calquée sur celle de Drinfeld en
rang 2. On s’intéresse aux modules d’éléments {z;(7;)} et {¢°, L(s, 7®7') =
0}. L’idée est de relier ces derniers aux valeurs propres de 1'opérateur de
Frobenius agissant sur la cohomologie a supports compacts d’une certaine
variété de type fini sur F; (en combinant le théoréme des points fixes
de Grothendieck-Lefschetz et une formule des traces d’Arthur-Selberg
convenable) et d’invoquer le théoréme de pureté de Deligne. Drinfeld a
introduit des objets permettant de réaliser ce projet. Ce sont les variétés
(ou plutot les champs) classifiant les chtoucas de rang r.

Ce livre rassemble la thése de 'auteur (Orsay, 1994) et une prépublica-
tion ultérieure (Orsay, 1995). Un résumé en a été présenté dans deux notes
parues aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris (tome 322,
série I, 1996).

En voici le contenu détaillé :

On commence dans le chapitre I par rappeler la définition des chtoucas
ainsi que les principales propriétés géométriques de leurs champs classi-
fiants.

Soit X la courbe projective lisse sur Fq dont le corps des fonctions est
F. Par souci de généralité et suivant une idée de Stuhler, on introduit
également D une algebre & division centrale de dimension d? sur F et D
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INTRODUCTION

une Ox—Algebre finie de fibre générique D qui soit maximale pour cette
propriété.

Un D—chtouca de rang r sur un schéma S (sur F,) est un diagramme

elhe Se
ou &, £ sont des D X Og—Modules & droite localement libres de rang r
sur X x S, 7€ désigne le D K Os-Module (Idx x Frobg)*E, et j et ¢ sont
des homomorphismes D K Og-linéaires, injectifs et dont les conoyaux sont
supportés respectivement par les graphes de morphismes pole i, : S — X
et zéro ip : S — X et sont localement libres de rang d comme Og—Modules.

Etant donné I — X un sous—schéma fermé fini évitant le zéro et le
pole, une structure de niveau I sur un tel D—chtouca consiste en la donnée
d’isomorphismes £ — D} X Og, £ — D} R Og compatibles avec j et .

On généralise les résultats de [Drinfeld, 1987] en s’inspirant des argu-
ments de [Laumon, Rapoport, Stuhler]. On prouve que les champs Cht?, ;
classificant les D—chtoucas de rang r avec structure de niveau I sont
algébriques au sens de Deligne-Mumford. L’application qui & un D—chtouca
associe son zéro et son pole définit des morphismes Chtp ; — X\I x X\I
qui sont localement de type fini et méme lisses de dimension relative
2(rd — 1) au—dessus de X'\I x X’\I, ot 'on note X’ le plus grand ou-
vert de X en tous les points fermés duquel I’algébre D est déployée. Et
pour tous sous-schémas fermés finis emboités I — J — X, le foncteur
d’oubli Chtp, ; — Chtp, ; au-dessus de X\ J x X\J est représentable fini
étale galoisien.

En notant A le schéma complémentaire dans X x X de la diagonale et de
ses transformées par les puissances de (Frobx x Idx) et de (Idx x Frobx),
on dispose dans les Chtp, ; de deux morphismes de Frobenius partiels Frobg
et Frob,, au-dessus des endomorphismes (Frobx x Idx) et (Idx x Frobx)
de A. Leur composé dans un sens ou dans ’autre est le morphisme de
Frobenius.

Soient a € A* un idele de degré 1, Dy 'ordre maximal dans Dy = DQp
A qui correspond & D, G le schéma en groupes sur F' des automorphismes
de E = D", K le sous-groupe ouvert compact maximal GL.(Dy) de
GL,(Da) = G(A), H Dalgébre de Hecke de G(A) c’est—a—dire I’algebre
de convolution des fonctions localement constantes & support compact de
G(A) dans Q et, pour tout I — X, H; la sous-algebre des fonctions
invariantes & gauche et & droite par K; = Ker[K — GL.(Dy)].

Alors on dispose sur le champ représentable lim Chtp, ;/ a? d’une action

I
& droite de G(A). Elle est équivalente 3 la donnée, pour tout I — X, d’un
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INTRODUCTION

homomorphisme de H; dans ’anneau des correspondances finies étales de
Cht%, I / aZ .

Les champs Cht}, ;/a” sont localement de type fini et n’ont qu’un
nombre fini de composantes connexes mais, pour r > 2, ils ne sont pas
de type fini.

On cherche donc dans le chapitre II & les écrire de fagon aussi naturelle
que possible comme des réunions filtrantes d’ouverts de type fini, en
généralisant le dernier paragraphe de [Drinfeld, 1987] qui traite le cas
D=F,r=2.

Dans ce but, on choisit de recourir aux notions de filtrations et polygones
canoniques de Harder—Narasimhan. Pour cela il nous faut, étant donné
S = Spec K le spectre d’un corps algébriquement clos, disposer d’une
fonction rang et d’une fonction degré sur les objets de la catégorie abélienne
des diagrammes

=E-Leg e

ou &, & sont des D ® K—Modules cohérents et j, t induisent des isomor-
phismes au—dessus d’un ouvert non vide. Comme fonction rang on prendra
évidemment rg & = rg € = rg€’. En revanche, les deux fonctions deg(det &)
et deg(det &’) sont distinctes et aucune ne parait préférable & ’autre. On
est donc amené a introduire un parametre réel o et a définir la famille de
fonctions deg, £ = a deg(det &) + (1 — ) deg(det &’).

Pour tout réel a et tout polygone p : [0,7] — R4, on construit
maintenant des ouverts Chtj’¢=P dans les Chtp, ; en demandant que
le polygone a—canonique de Harder—Narasimhan soit majoré par p. Les
Chtp P T <P /a? sont de type fini et si I est de degré assez grand en fonction
de p, ce sont des schémas. Ils sont stables par l’action de la sous-algebre
de H; constituée des fonctions dont le support est contenu dans KA*. Et
chaque Cht]P#=? est transformé par Froby et Frob, respectivement en

Chtpy s =" ot ChtjFet1=P,

Pour tous polygones p,q avec 0 < p < g, on décrit aussi les différences
entre les Cht7?e=? et les Cht};’=? comme des réunions finies disjointes
de strates, les horocycles Chaque horocycle est plongé par une immersion
localement ferme et il est muni par ailleurs d’'un morphisme lisse dans

un ChtD’p «=0 avec ' < r, morphisme dont les fibres sont des groupes
commutatifs unipotents.

Dans le chapitre III, on considére 0,00 deux places distinctes de F'
correspondant & des points fermés de X', v/, s > 1 deux entiers et

u = u’ deg(0), s = s’ deg(c0), et f' € H une fonction sur G(A) de la forme
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INTRODUCTION

f''= foo ® f0 ® fo ol foo et fo sont les fonctions caractéristiques de
GL; (Do) & GL4(Oo) et GL-(Dp) = GL,4(0p) sur GL, (D) = G(Foo)
et GL,(Dg) = G(Fp). Etant donnés 0,50 deux points de X au-dessus de
0,00 & valeurs dans une cloture algébrique F, de F, et I < X un sous—
schéma fermé fini tel que f’ € Hj, on s’intéresse a 1’ensemble (ou plutdt au
groupoide, car il y a des groupes finis d’automorphismes) des points fixes
du composé de la correspondance associée & f’' et des morphismes Frobg
et Frobg, dans la fibre Chty, ; 5.5/a” de Chtp, ;/a” au-dessus de (0,30).

On commence par décrire le groupoide Cht, , 5 a(Fq) /a%, classant pour
1 "

cela les objets par classes d’isogénies c’est—a—dire regroupant entre eux les
chtoucas ayant méme fibre générique. Puis on obtient une description en
termes adéliques du groupoide de points fixes considéré. Tout ceci est dii &
Drinfeld.

Ce groupoide est infini en général mais pour tout polygone p : [0,7] —
R4 et tout parametre réel « il n’y a qu’un nombre fini de points fixes
dont le polygone a—canonique de Harder-Narasimhan soit majoré par p.
On appelle nombre de Lefschetz leur cardinal compté avec multiplicités,
noté

Lef;f”“’sp(f“”o, u,Ss).

Comme fonction de a, ce nombre est périodique et il est localement
constant en—dehors d’un réseau affine de R dont la période est rationnelle.

Dans le cas particulier ou u = s et le support de la fonction f’ est
contenu dans KA*, ce nombre n’est autre que le cardinal de I’ensemble des
points fixes du composé de la correspondance associée 3 f’ et du morphisme
Frobg Frob?, = Frob" agissant sur ’ouvert de type fini Chtgp }’g; /a® (qui
est un schéma si deg I est assez grand en fonction de p). D’aprtles’ le théoréme
des points fixes de Grothendieck—Lefschetz, il s’interpréte comme la trace
de ce composé agissant sur la cohomologie & supports compacts de cet
ouvert.

On donne dans le cas général une premieére expression pour ces nombres
de Lefschetz. C’est une somme sur certaines des classes de conjugaison
dans G(F), celles dites (u, s)-admissibles, d’expressions intégrales adéliques
qui font intervenir la fonction f>° ainsi que des fonctions de troncature
associées a p et a.

Pour celles de ces classes de conjugaison qui sont elliptiques, il n’y a
pas de troncature et on obtient en définitive des intégrales orbitales de la
fonction f* ® f0® f¥ ot f° et f& sont certaines fonctions sphériques
introduites par Drinfeld.

Le cas particulier du rang r = 1, étudié dans le chapitre IV, fournit un
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INTRODUCTION

modele simple de tout ce qu’on voudrait faire grace aux chtoucas.

Comme dans [Laumon, Rapoport, Stuhler]|, on prouve d’abord que
chaque ChtD 1/a% est représentable, projectif et lisse de dimension relative
2(d -1) au—dessus de X' \Z x X'\I. Ceci correspond du coté géométrique
a la compacité du quotient D*\Dy /aZ du c6té adélique.

Ainsi dispose-t—on des espaces de cohomologie f—adique Hp ,0<n<
4(d — 1), de la fibre générique. Ils sont munis d’une action du groupe de
Galois du corps des fonctions de X x X, et aussi de Froby et Frob,,
D’aprés un théoréme de [Drinfeld, 1978], elles équivalent & la donnée d’une
action du carré I'r X I'r du groupe de Galois I'r de F. Et commutant
avec celle—ci, chaque HJ ; est encore muni d’une action de H;. Ainsi,
chaque H} = lmHJ ; est muni d’une action de H = limH; et pour

I 1
tout I, Hp ; C HE, est image de 'opérateur induit par ’élément neutre
de lalgebre H;.

On cherche a décrire la représentation virtuelle

Hp= Y (-)"[Hp]
0<n<4(d—1)
de HxT'r xT'p.

Pour cela, il suffit de calculer les traces Trysx (f' x 75 “ X 72') avec 0,
00, f! = foo ® f°® fo, ¢/, s’ comme plus haut et 79, To, deux éléments de
Frobenius de I'r en les places 0,c0. Pour u = v’ deg(0), s = s’ deg(c0) et
f' € Hj, une telle trace est égale par définition de 'actionde H xI'r xI'p
a celle sur la cohomologie de Cht%), 7/a% du composé de la correspondance
associée & f’ et des morphismes Frobg et Frobg.

D’apres le théoréme des points fixes de Grothendieck—Lefschetz et le
calcul du chapitre III, elle est égale a

Y (e 0 fi) g )

YEG(F)

’
u

I d
G(F)\G(A)/aZ

qui n’est autre que la trace dans ’espace Aut des formes automorphes sur
G(F)\G(A)/a® de I'opérateur de convolution associé & f° ® 0 ® f&.

On obtient en définitive que sur une cloture algébrique Q, 2 C de Q,
la représentation HJ, peut se mettre sous la forme

> I ® @t @ ()Y (1 - d)

ou IT décrit I’ensemble des facteurs irréductibles de Aut, chaque m/'(II)
est un entier divisant la multiplicité m(II) de II et chaque 7*(II) est une
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INTRODUCTION

représentation semi-simple de I'r de dimension d/ %(%)7, ()Y désignant

la représentation duale. De plus 77} est non ramifiée partout ol II est non
ramifiée et il existe un ouvert non vide de X ot la fonction L de 7y} est

égale & celle de II élevée a la puissance ‘/%((%%.

Le chapitre V a pour objet d’exprimer les nombres de Lefschetz définis
au chapitre III comme les traces tronquées d’Arthur de certaines fonctions
sur G(A)/a?.

On commence, ayant rappelé la correspondance entre fibrés et adéles,
par relier les troncatures par le polygone canonique de Harder-Narasimhan
et celles d’Arthur. Les manipulations nécessaires sont basées sur trois
principes simples. Le premier, de nature combinatoire, consiste, quand
on considére une somme alternée indexée par toutes les filtrations d’un
certain fibré, & regrouper entre elles les filtrations qui ont le méme raf-
finement canonique de Harder-Narasimhan. Le second consiste & exploiter
P’invariance locale des fonctions considérées pour remplacer des sommes
discrétes par des intégrales continues. Le troisieme enfin permet de limiter
certaines sommations sur G(F') & des sous—groupes paraboliques en usant
de la compacité du support des fonctions considérées.

La définition de la trace tronquée Tr=P(h) d’une fonction h localement
constante & support compact sur G(A)/a® par un polygone p : [0,7] — R
est calquée sur celle d’Arthur dans le cas des corps de nombres. Quand
h est d’un certain type, on introduit également des variantes Tr>?(h) qui
sont des fonctions en escalier et périodiques de la variable réelle a et qui
valent Tr<P(h) en o = 0.

On montre que, sous certaines conditions, les deux fonctions périodiques
o — Lefgp”"°‘sp(f°°'0,u, s) et o +— TrsP(f* ® f0 ® f&) ont la méme
valeur moyenne. La raison pour laquelle il faut considérer des moyennes est
que les fonctions degrés qui servent a définir les troncatures sont & valeurs
discretes : elles font intervenir des intersections de réseaux et de domaines
bornés; or le cardinal d’une telle intersection n’a pas d’expression simple
mais sa moyenne sur tous les translatés du domaine considéré est le quotient
du volume de ce domaine par celui du réseau.

La démonstration de cette formule passe par celle d’un résultat général
portant sur les sommes

9+— Y _h(g'v9)

indexées par les v € G(F) de polyndome caractéristique x, = x fixé. On
montre que si h vérifie certaines propriétés d’annulation en au moins deux
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places alors l'intégrale de cette expression (qui est & support compact sur
G(F)\G(A)/a%) est nulle si x a au moins deux facteurs premiers distincts
et sinon est égale & l'intégrale de la méme somme restreinte aux v qui
sont elliptiques. La démonstration de la seconde assertion, qui est la plus
difficile, généralise un argument qui se trouve dans [Gelbart, Jacquet] pour
le cas r = 2, D = F; elle fait intervenir certains produits eulériens sur
toutes les places.

Dans le chapitre VI enfin, on transpose sur les corps de fonctions la
formule des traces d’Arthur-Selberg (qui consiste & exprimer en termes
spectraux les traces tronquées d’Arthur) puis on applique celle—ci aux
fonctions f* ® f*° ® f¥ ce qui, par combinaison avec la formule du
chapitre V, permet de démontrer notre théoréme principal.

On commence par rappeler ’énoncé de la décomposition spectrale de
Langlands, a partir des notions de séries d’Eisenstein et d’opérateurs
d’entrelacement de Langlands. Les objets sont ici plus faciles & manipuler
que sur les corps de nombres du fait que les fonctions degrés sont & valeurs
dans Z (au lieu de R) dont le dual R/Z est compact (contrairement & R).
En particulier la partie discréte dans la représentation L2(G(F)\G(A)/a%)
de G(A) est une représentation admissible.

L’énoncé de la formule des traces d’Arthur—Selberg est évidemment
semblable & celui dans le cas des corps de nombres. En revanche, nous
en donnons ici une démonstration différente de celle d’Arthur, basée sur
le seul énoncé de la décomposition spectrale de Langlands. Nous faisons
un calcul direct, sans passer par des comparaisons asymptotiques et qui
consiste essentiellement & appliquer la formule d’inversion de Fourier &
certaines fonctions périodiques que 1’on introduit.

La démonstration proprement dite de notre théoreme principal se fait
simultanément pour les assertions (i) et (ii), par récurrence forte sur la
somme des rangs. On combine la formule de comptage du chapitre V,
la formule des traces d’Arthur—Selberg, le théoreme des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz et le théoreme de pureté de Deligne. On se sert
également des encadrements de Jacquet, Shalika et Jacquet, Piatetski—
Shapiro, Shahidi, Shalika déja cités ainsi que de la description par Moeglin
et Waldspurger du spectre discret des GL,(A).

Je tiens & exprimer ma tres profonde gratitude envers Gérard Laumon
qui m’a introduit & la géométrie des chtoucas puis a la formule des traces
d’Arthur—Selberg et a dirigé ma these. Il m’a consacré un temps con-
sidérable, aussi bien pour me communiquer au jour le jour ses connaissances
que pour relire avec un soin scrupuleux le texte que je lui soumettais, et
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il n’a cessé de me prodiguer ses encouragements lesquels ont été pour moi
un soutien tres fort.

Je remercie également Jean-Loup Waldspurger d’avoir eu la patience
de lire la partie spectrale de la démonstration et de m’avoir fait corriger
plusieurs erreurs.

Je remercie Laurent Clozel et Guy Henniart pour d’utiles discussions.

Enfin, j'exprime ma trés vive reconnaissance envers Mme Bonnardel
et Mme Le Bronnec qui ont assuré avec une compétence et une patience
remarquables la saisie entiére du manuscrit.
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Chapitre I

D-chtoucas : généralités

1. — Définitions, structures de niveau, opérations

Ce paragraphe est constitué de généralisations de notions introduites
par Drinfeld et Stuhler.

a) Notations

Fixons une fois pour toutes une courbe projective lisse géométriquement
connexe X sur un corps fini Fy. On note F' son corps des fonctions. Ainsi,
les places de F s’identifient aux points fermés de X. On note |X| leur
ensemble.

Pour toute place z de F, on note :

e F, le complété z-adique de F,

e O, 'anneau des entiers de F,

e 0, un élément uniformisant,

e x(z) le corps résiduel de O,

e deg(z) la dimension de k(z) sur Fg,

e z: FX — Z la valuation de Fy, telle que z(w;) = 1.

On notera A ’anneau des adéles de F' et O son sous—anneau des entiers.

On dispose de ’lhomomorphisme de groupes

deg: AX — Z
(az)zEIXI — _Zdeg(w)w(am)'

Fixons aussi une fois pour toutes D une algebre a division centrale sur F',
de dimension finie d2.

Soit D une Ox-Algebre, c’est-a-dire un faisceau d’algebres sur X,
localement libre de rang d? comme Ox-Module, et dont la fibre générique
est D. On notera X' le plus grand ouvert de X ou pour tout point fermé x
D, est isomorphe & GL4(O;). A remarquer qu’on dispose de la Ox-Algebre
opposée D°P dont la fibre générique est la F-algebre opposée D°P.

Si f: Y — X est un schéma sur X, on notera (-)V le foncteur qui & tout
f*D-Module & droite £ sur Y associe le f*D°P-Module & droite sur YV’

gv = Homfap(é',f*D) .

15
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Tous les schémas (ou les champs) considérés seront sur F,. Et si, Y, Z sont
deux tels objets, Y x Z désignera leur produit sur F,.

Si S est un schéma sur Fy, on notera Frob : S — S le morphisme qui
est ’identité sur ’ensemble sous-jacent et qui sur le faisceau de structure
Og est 1’élévation a la puissance gq.

Et si X est un champ sur F,, on notera Frob : X — X" le morphisme qui
pour tout schéma S sur F, induit le foncteur

X(S8) — X(9)
(s:S—>Xr—(soFrob: S-S5 —-X).

Cette définition est compatible avec la précédente lorsque X est en fait un
schéma.
Ces morphismes Frob seront appelés morphismes de Frobenius.

b) D-chtoucas a droite et a gauche

DEFINITION 1. — Pour r > 1 un entier et S un schéma, on appelle
D-chtouca a droite [resp. & gauche] de rang v sur S tout diagramme

- &
J ’
£ ‘-/——; £ /t'
g [resp. &' < oTg]

ou :

e & et & sont des DX Og-Modules a droite localement libres de rang r
(et a fortiori des Ox xs-Modules localement libres de rang rd?);

o 7E désigne le DR Og-Module (Idx x Frob)*€ ;

e j et t sont des homomorphismes D ® Og-linéaires, injectifs et dont
les conoyauz sont supportés respectivement par les graphes de morphismes
o :S— X etig: S — X ;

e j et t ont leurs conoyauz localement libres de rang d comme Og-
Modules ;

o les homomorphismes duauz j¥ et t¥ ont leurs conoyaux localement
libres de rang d comme Og-Modules.

Remarque : Lorsque iy : S — X [resp. ip : S — X] est & valeurs dans
I'ouvert X', les conditions sur les conoyaux de j et jV [resp. de t et tV]
dans la définition sont équivalentes. []
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1. DEFINITIONS, STRUCTURES DE NIVEAU, OPERATIONS

A partir du paragraphe 1.2, on n’étudiera plus que les D-chtoucas &
droite, et on dira alors plus simplement D-chtoucas.

Toujours pour r > 1 un entier et S un schéma, et étant donnés deux
D-chtoucas (3 droite) de rang 7 sur S (£1,€],71,t1) et (E2,E5, j2,t2), il
est naturel d’appeler morphisme de 'un dans ’autre la donnée de deux
morphismes D X Og-linéaires f : &, — & et f' : €] — &}, tels que soit
commutatif le diagramme :

f
&H — &
It f,\-h
&g — &
t
1V f /s

Et de méme s’agissant des D-chtoucas a gauche.

On notera Cht(S) [resp. 1,Cht(.S)] la catégorie dont les objets sont les
D-chtoucas & droite [resp. & gauche| de rang r sur S et dont les fleches sont
les isomorphismes de D-chtoucas.

Maintenant, si S’ — S est un morphisme de schémas, le foncteur d’image
réciproque - ® oy Og' de la catégorie des Modules sur D X Og dans celle
des Modules sur D X Og/ induit un foncteur

Cht;(S) — Chtp(S")
[resp. 5HCht(S) — L,Cht(S5")] .

Ainsi, la collection des Cht}(S) [resp. 1, Cht(S)] quand S décrit la
catégorie des schémas sur I, définit une catégorie fibrée. Il est immédiat
que c’est un champ pour la topologie f.p.q.c., cf. [Laumon, Moret-Bailly].

On notera ce champ Chtyp, [resp. 7,Cht]. Les applications (£,&’,5,t) —
(%0, %c0) définissent un morphisme de champs

Chtp — X x X
[resp. HCht — X x X]

dont les deux composantes sont appelées respectivement le zéro et le pole,
et sont notées 0 et oo.
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On remarque que si (€, j,t) est un D-chtouca & droite [resp. & gauche]
de rang r sur un schéma S, dont le zéro et le pole ne se rencontrent pas
c’est-a-dire tel que le morphisme (Zp,%00) : S — X x X se factorise & travers
P’ouvert complémentaire de la diagonale A x de X x X, alors le diagramme

se compléte en un diagramme & la fois cartésien et cocartésien de DX Og-
Modules

£ £
t N v N
8” y & [resp. gl 8” ]
N /t N A
& &

et (£,€",j',t') définit un D-chtouca & gauche [resp. & droite] de rang r sur
S, qui a méme zéro et méme pdle que (£,&’,7,t).

De plus, cette construction est fonctorielle.

Ceci prouve qu’au-dessus de l'ouvert X x X — Ax, les champs Chtp, et
»Cht sont naturellement équivalents.

c) Structures de niveau en dehors du zéro et du péle

DEFINITION 2. — Sotent v > 1 un entier et I — X un sous-schéma
fermé fini. Une structure de niveau I sur un D-chtouca & droite [resp.
a gauche] (€,€',j,t) de rang v sur un schéma S consiste en la donnée
d’isomorphismes de Orxs-Modules

i: (D))" ROs S5 Exs i :(Dr)"WOs > Efyg
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compatibles aux actions de Dy et tels que le diagramme

Jirxs , tirxs -
ixs — gjxs A Eixs
~ in' ~
N /s
(Dr)"®Os
tirxs , Jirxs
Erxs —— ngS — "EIxs

.
. ~ 1]t ~
N
('D[)Txo,g

soit commutatif.

Remarque : 11 résulte de cette définition que si ip, i : S — X sont le
zéro et le pole du D-chtouca considéré, leur image doit rester dans ’ouvert
X\I complémentaire de I dans X. []

Si (€1,&1,71,t1) et (£2,E, j2,t2) sont deux D-chtoucas & droite [resp.
a gauche] de rang r sur un schéma S, munis de structures de niveau I
(i1,4}) et (i2,15), on appelle morphisme de I'un dans l'autre tout couple
d’homomorphismes f : & — &, f' : & — &5 qui définisse un morphisme
de D-chtoucas et qui de plus vérifie fi7xg 041 = iz, f|II><S 0y = 5.

On notera Chtp, ;(S) [resp. ,Chtr(S)] la catégorie dont les objets sont
les D-chtoucas & droite [resp. & gauche| de rang r avec structure de niveau
I sur le schéma S et dont les fleches sont les isomorphismes de tels objets.

Si 8’ — S est un morphisme de schémas, on a un foncteur induit

Chtp, ;(S) — ChtTD’I(S') [resp. 5 Cht;(S) — 5 Chtr(S")] .

Ainsi, la collection des Chtp ;(S) [resp. 5,Chtr(S’)] quand S décrit la
catégorie des schémas sur F, définit une catégorie fibrée. Il est immédiat
que c’est un champ pour la topologie f.p.q.c. On notera ce champ Cht, ;
[resp. ;,Chty].

Si I — J — X sont des sous-schémas fermés finis emboités de X,
tout D-chtouca (£,£’,7,t) sur un schéma S qui est muni d’une structure
de niveau J est a fortiori muni d’une structure de niveau I puisque
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Dj ®o, Or = Dr et (Eyxs) o, Or = Erxs- On a donc un morphisme
canonique de champs

ChtT‘D,J - Cht"’l')’]' [resp. TDCht_] — TDChtI] .

Bien siir, lorsque I = @, on a Chtp, y = Chty, [resp. 5,Chty = 7,Cht] donc
pour tout sous-schéma fermé fini I de X, on a un morphisme canonique de
champs

Chtp ; — Chtp  [resp. pCht; — L,Cht] .

Et d’apres la remarque qui suit la définition 2, le morphisme composé

Chtp ; — Chtp — X x X
[resp. ,Cht; — 5, Cht — X x X]

se factorise & travers 'ouvert (X\I) x (X\I) de X x X.
Enfin, on note que les champs Chtp, ; et 7,Cht; s’identifient au-dessus
de (X\I) x (X\I) — Ax\1.

d) Les opérations Frobg, Froby, et *
Soit r > 1 un entier.
On remarque que si le diagramme

définit un D-chtouca & droite [resp. & gauche| de rang r sur un schéma S,
avec pour zéro ig : S — X et pour pdle i : S — X, alors le diagramme

&' o
t N
TE . [resp. TE]
N "t/
1'8/ 'rg/
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définit un D-chtouca & gauche [resp. & droite] de rang r sur S, dont le
zéro est iy [resp. ip o Frobg = Frobx oig] et dont le pole est i, o Frobg =
Frobx oiso [resp. ioo)-

De plus, ces constructions sont fonctorielles.

On définit ainsi des morphismes de champs

Frobs, : Cht, — 5Cht  Frobg : ,Cht — Cht}

qui rendent commutatifs les diagrammes :

Froboo Frobg

Chtl, —=, rCht rCht —=°,  Cht]
l (0,00) (0,00) l l (0,00) (0,00) l
XxX — XxX XxX —— XxX
Id x xFrobx Frobx xIdx

De plus, il est immédiat que les morphismes composés Frobg o Frob., et
Frobo, o Froby sont égaux aux morphismes de Frobenius dans Cht}, et
pCht respectivement. Enfin, les morphismes Frob., et Froby se relevent
trivialement, pour tout sous-schéma fermé fini I — X, en des morphismes

Froby, : Chtrp’ ;1 — pChty  Frobg : 5Cht; — Cht;D, I
qui vérifient encore
Frob,, o Frobg = Frob  Frobg o Frob,, = Frob .

Rappelons aussi qu’au-dessus de X x X — Ay, les champs Chty et
»Cht peuvent étre identifiés. Si donc on définit le schéma A sur F,
comme la limite projective de tous les ouverts de X x X obtenus comme
complémentaires des transformés de Ax par les puissances de Idx x
Frobx et de Frobx xIdx, on voit que Frobg et Frob,, deviennent des
endomorphismes de Cht7, au-dessus de A. Leur composé dans un sens ou
dans 'autre est le morphisme de Frobenius.

Par ailleurs, si (£,£’, j,t) est un D-chtouca & droite [resp. & gauche] sur
un schéma S, alors la famille duale (€Y, €'V, jV,tV) obtenue en appliquant
au diagramme (&, £’, j, t) le foncteur contravariant Hompro, (-, PROg) =
(-)V définit un D°P-chtouca & gauche [resp. & droite] sur S, et le zéro et le
pole sont échangés.

De plus, ces constructions sont fonctorielles.
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On définit ainsi des morphismes de champs
% : Cht, — HopCht % : ,Cht — Cht]op

au-dessus du morphisme de permutation de X x X.
Ils se relevent trivialement, pour tout sous-schéma fermé fini 7 — X, en
des morphismes

*: Chtp ; — popChty % : ,Chty — Chtpop ;-
Et sont vérifiées les identités
xo0x =Id, * o Froby, ox = Frobg , * o Frobg ox = Frob,, .

Enfin, au-dessus de X x X — Ax, on a le morphisme induit * : Cht, —
Chtp., dont on remarque que c’est méme une involution de Cht7, lorsque
D et D°P sont isomorphes et en particulier si D = F,d =1, D = Ox.

e) Les opérateurs de Hecke

Remarquons que si (€,&’, j,t) est un D-chtouca de rang r sur un schéma
S et L est un faisceau inversible sur X, alors (LQ®E,LRE',1d, ®7,1d ®1)
définit un D-chtouca de rang r sur S.

De plus, si (€,£’, j,t) est muni d’une structure de niveau I et £ est muni
d’une structure de niveau I c’est-a-dire d’un isomorphisme de O;-Modules

OI:’EIa

alors (LQ®E,L®E 1A, ® j,1d ® t) est également muni d’une structure
de niveau I.

Et ces constructions sont fonctorielles.

Par conséquent, si I — X est un sous-schéma fermé fini et si Pic;(X)
désigne le groupe des faisceaux inversibles sur X munis d’une structure de
niveau I, alors Pic;(X) agit sur le champ Chtfp, ; [resp. ,Chty].

En particulier, le groupe de Picard Pic(X) = Picg(X) agit sur le champ
Cht}, [resp. ,Cht].

Et pour I — J < X deux sous-schémas fermés finis emboités
de X, laction de Picj(X) et celle de Pic;(X) sont compatibles via
I’homomorphisme de groupes Picj(X) — Picy(X) et le morphisme de
champs Chtp, ; — Chtp, ; [resp. 5,Chty; — 5,Chty].

Par ailleurs, si (£,€’,j,t) est un D-chtouca de rang r sur un schéma S,
(i : DFROg > Erxs;i’ : DFROg S €, ) est une structure de niveau I
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sur (£,€',j,t) et g est un élément du groupe GL,(D;) C Aut(D] X Og),
alors (i o g; i’ o g) définit une nouvelle structure de niveau I sur (£,&’, j,t).

Et ces constructions sont fonctorielles.

Ainsi, pour tout sous-schéma fermé fini I — X, on a une action & droite
du groupe GL,(Dy) sur le champ Cht?, ; [resp. ;,Chty].

Et pour I — J — X deux sous-schémas fermés finis emboités de X,
Paction & droite de GL.(Dy) et celle de GL,(Dy) sont compatibles via
I’homomorphisme de groupes GL.(D;) — GL,(D;) et le morphisme de
champs Chtp, ; — Chtp ; [resp. 5,Cht; — 5,Chty].

Considérons maintenant T" un ensemble fini de points fermés de X. On
introduit le champ

Cht3" = lim Cht},; [resp. ,Cht” = lim 7,Cht;]
INT=0 INT=0
ou I décrit le systeme inductif filtrant des sous-schémas fermés finis de X

qui ne rencontrent pas 7.
Les morphismes zéro et pole de Chth [resp. ’DChtT] dans X se fac-

torisent & travers X (1) = Spec( ﬂ Ox ) le schéma localisé de X le long

zeT
de T.

Et d’apreés ce qui précéde, on a sur le champ Cht;)’T [resp. %ChtT] une
action du groupe commutatif PicT(X) = lim Picy(X) et une action &

INT=0
droite du groupe lim GL.(Dr).
INT=0
Rappelons qu’on a noté A ’anneau des adeles de F' et Oy = H O,
z€|X|
son sous-anneau des entiers. Introduisons les idéaux Ar = H F, et
z€T

Or = H O, et les anneaux quotients AT = A/Ar, OT = 0,/Or puis

zeT
A} =Ker(A* — (AT)*), OF = Ker(O5 — (0T)*) et (F*)T = F* noz,
le sous-groupe de F'* constitué des éléments qui sont des unités en toutes
les places dans T
On remarque que ’on a des isomorphismes canoniques
Pic'(X) = lim Pic/(X) = F*\A*/OF = (F*)T\(AT)*
INT=0
(préservant les degrés), et
lim GL.(Dr) & GL(D ®o, O7) .
INT=0
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Or (AT)* g’identifie au centre et GL,.(D ®c0, OT) & un sous-groupe du
groupe GL,(D ®ox AT) = GL,(D ®F AT) = GL.(D}).

Nous allons définir sur le champ Cht};” [resp. 7,Cht” ] une action & droite
du groupe GL,. (DY) qui prolonge les actions déja définies des sous-groupes
(AT)* et GL,(D ®o, O7T).

Pour cela, introduisons le semi-groupe

I = GL.(D}) N M, (D ®o, OT) .

Il est immédiat que GL,(DI) est engendré par I' et (AT)*. Donc il
suffit de définir une action de I" sur le champ Chth [resp. Q,ChtT] qui
prolonge celle de GL,(D ®o, OT) et qui coincide avec celle de (AT)* sur
Iintersection I'N (AT)* = (AT)* N OT.

Soit donc g € T, et soit (&1,&1,71,t1) un objet de Chth(S) [resp.
7,ChtT(S)]. 11 est muni d’isomorphismes

i1: (D®oy OT)T KOs > & Rox of
i1 (D®oy OT) ' ROs 5 & ®0, OT.

L’élément g de M, (D®¢, OT) induit un endomorphisme de (P®o, OT)"®
Os. Via iy et i}, il induit aussi des endomorphismes de & ®o, OT et
&l ®o, OT, notés [g] et [g]’ respectivement.

On cherche & définir le D-chtouca (€2, &3, j2, t2) = (€1, &1, J1,t1)g. Tout
d’abord, prenons pour &; et & les DROg-Modules obtenus comme produits
fibrés dans les diagrammes :

B8 B
& — & ®oy OT & 5 €@, OT
l v l lg] l ¥ l lg)
£ — & ®oy OT & 2 & ®e, OF

On remarque que [g] et [g]’ sont des homomorphismes injectifs et que
leurs conoyaux sont plats sur Og. De plus, les homomorphismes composés

&1 = &1 @0y OT — Coker|g]
& LR & ®oy OF — Coker[g]'
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sont surjectifs. Cela résulte de ce qu’ils deviennent surjectifs quand trans-
formés par le foncteur - ®¢, OT puisque

Coker[g] ®o, OT = Coker|g]
Coker[g)’ ®0, OT = Coker[g]’ .
Ainsi, on a des suites exactes
0 — & — & — Coker[g] — 0
0 — & — & — Coker[g] — 0.

On en déduit que la formation de & et £ commute aux changements de
base, et que &; et £} sont plats sur Og et méme localement libres de rang
rd? sur Oxxs.

Par tensorisation, on a aussi des suites exactes

0 — & ®oyx OT — & ®oy OT — Coker[g] — 0
0 — & Qox OT — €] ®p, OT — Coker[g] — 0 .
Donc 3 et 8’ induisent des isomorphismes

B s
&2 Roy or s &1 Roy oT 5& Rox ors 5{ Rox oT .

Ceci prouve qu’en dehors de T, &; et &} sont localement libres de rang r
sur DX Og. Et ils le sont aussi au-dessus de T" puisque 1a v et 4/ sont des
isomorphismes.

Maintenant, définissons les homomorphismes j;,t2 comme étant ceux
induits par ji,¢; dans les sous-Modules &, &5,7€2 de &1,&1,7&5.

Et mettons sur (&3,&5,72,t2) la structure de niveau constituée des
isomorphismes composés

1 g~!
iz : (D ®oy OT)" KOs =5 & ®0, 0T =5 £ ®0, OT

i gt

i1 (D®oy OT) R Os — & ®oy 0T =5 £ ®0, OT .

Comme on a vu, cette construction est fonctorielle, et elle répond
clairement aux questions posées.
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Rappelons maintenant que pour tout sous-schéma fermé I — X, on a
défini des morphismes :

Frob : ChtrD, 1 — pCht; Frobg : ,Cht; — Cht’D’ I
* : Chtp ; — 5o, Cht; % : pCht; — Chtpop |
Alors Frob,, et Froby commutent aux actions de Pic;(X) et GL,.(Dy). Et
* transforme les actions de Pic;(X) et GL,(Dy) en celles de Picy(X) et
GL,(D7?) via les homomorphismes
Pic;(X) — Picy(X) g—gt
GL.(D;) — GL. (D) g—gt.

Puis, pour T" un ensemble fini de points fermés de X, on obtient par
limite projective des opérateurs

Frob, : Chtj3" — 7,Cht” Froby : 5,Cht” — Cht7;”
*: Cht" — 7,,,Cht” % : ,Cht” — Cht7;,

qui vérifient

Frob, o Frobg = Frob Frobg o Frob,, = Frob
xo*x=1Id * 0 Frobo, ox = Frobg * o Frobg o% = Frob,, .

De plus, Frob, et Froby commutent & I’action de Hecke de GL,. (DY) et *
transforme I’action de GL, (D7) en celle de GL, (D T) via ’homomorphis-
me g — g~ L.

Enfin, on note que Chth et 7,Cht” s’identifient naturellement au-dessus
de X(T) X X(T) - AX(T)-

f) Le morphisme det : Cht}, ; — Chtg, ;

LEMME 3. — Soit r > 1 un entier.
Il existe un unique morphisme de schémas en monoides sur X

det : M, (D) — Ox

qui, au-dessus du point générique de X, coincide avec le morphisme de
norme réduite.
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Et de plus, le morphisme (det)? : M,.(D) — Ox coincide avec le
morphisme évident

AT : M, (D) — Ox .

Démonstration : On sait que localement pour la topologie étale, la
Ox-Algebre D se plonge dans M4(Ox). Autrement dit, on peut choisir un
recouvrement étale Y7 de X muni d’un plongement de Oy, -Algebres

11 : DOy, — Md((gyl)

qui est un isomorphisme en chaque point générique de Y;.
Et si Y2 est un autre recouvrement étale de X, muni d’un autre

plongement
iz :D® 0Y2 — Md(OY2) ’

alors en chaque point générique de Y7 X x Y, les deux isomorphismes
D ® Oy, ®ox Ov, — Ma(Ovixxva)
induits par i; et i se déduisent I'un de ’autre par conjugaison.
On considére maintenant ’homomorphisme composé
detoiy : M, (D ® Oy,) — M,4(Oy,) — Oy, .
Pour tout (Y3,42), les homomorphismes
det oi; : M, (D ® Oy,) — Oy,

detoiz : M, (D ® Oy,) — Oy,
induisent sur Y; x x Y2 des homomorphismes égaux

MT(D®OY1 ®0x OY2) : OYIXXY2

puisque coincidant aux points génériques de Y7 x x Ys.
En particulier, les deux homomorphismes sur Y; x x Y7

M’I‘(D®0YI ®ox Oyl) e Ovixxv: »

déduits de det oi; via les deux projections, sont identiques, ce qui signifie
par descente étale que det oi; provient d’'un homomorphisme de schémas

en monoides sur X
det : M, (D) — Ox .

Et toujours d’apres ce qui précéde, il ne dépend pas du choix de (Y7, 41).

Au-dessus du point générique de X, il coincide évidemment avec le
morphisme de norme réduite.

Enfin, les homomorphismes (det)? et A™" sont égaux car ils coincident
au-dessus du point générique de X. []
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En particulier, on a un homomorphisme de schémas en groupes sur X
det : GL,(D) — GL,(0Ox) ,

et pour tout sous-schéma fermé I — X, on a par changement de base un
homomorphisme
det : GLT(DI) — GLl(OI) .

Ainsi, det induit encore un homomorphisme
Ker[GL,(D) — GL,(Dy)] — Ker[GL;(0Ox) — GL1(Oy)] .

Notons Vecp, ; [resp. pour ' > 1, Vec"o' «.1) le champ sur F, qui classifie
les D-Modules & droite [resp. les Ox-Modules] £ sur X, localement libres
de rang r [resp. r’] et munis d’une structure de niveau I, c’est-a-dire d’un
isomorphisme de Dr-Modules [resp. de Or-Modules]

(D))" =5 & [resp. (O;)" =5 &1 .

Autrement dit, Vecp, ; [resp. Vecfg’x, 1] est le champ classifiant du schéma
en groupes sur X

Ker[GL,(D) — GL.(Dy)]
[resp. Ker[GL,»(Ox) — GL~(Or)] ] .

On voit maintenant que ’homomorphisme det induit un morphisme de
champs sur I,
det : Vecp ; — Vec})x,I .

Mieux encore, comme det : GL.(D) — GL1(Ox) provient de det :
M,(D) — Ox, on voit que si S est un schéma sur Fy, & et & deux
D X Og-Modules a droite sur X x S, localement libres de rang r et munis
de structures de niveau I, et si u : £, — &3 est un homomorphisme DXOg-
linéaire, respectant les structures de niveau, on a un homomorphisme induit

detu:det&; — det&s .

De plus, la section (det u)? de (det £ )¢®(det £;) ¢ s’identifie & la section
ATy de (AT &) ®@ (AT &)L

En particulier, lorsque u est génériquement inversible dans toute fibre
au-dessus de S, on a 1’égalité entre diviseurs de Cartier

(detw) = %(A”’?u) .
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Il est clair maintenant que les foncteurs
(&,&',7,t) — (det &,det £, det j,det t)
définissent des morphismes de champs
det : Cht}, ; — Chtg,
det : ,Cht; — &, Cht; .

Ils commutent & I’action de Frob.,, Frobg et *.
Et ils sont compatibles aux actions de Pic;(X), GL, (D) et GL1(Oy) via
les homomorphismes

Pic;(X) — Pics(X) g g
GL-(D1) — GL1(Or) g detg .

Enfin, pour T un ensemble fini de points fermés de X, on obtient par
limite projective des morphismes de champs

Chtp" — Chtgl
5Cht” — & Cht”
et un homomorphisme de groupes
det : GL,(DT) — GL;(AT)
qui sont compatibles.

2. — Représentabilité. Lissité
A partir de maintenant, on n’étudiera plus que les D-chtoucas & droite.
Commencons par prouver la proposition générale suivante :

PROPOSITION 1. — Soient Y un schéma sur Fy, U, V deux champs sur
Y

Soient "U le champ sur'Y qui se déduit de U par le changement de base
Frob
Y =, Y, et7:U — "U le morphisme au-dessus de Y qui se déduit du
Frob Frob
morphisme U 2 U au-dessus de Y —— Y.

Soit encore (a,3) : V — "U Xy U un morphisme au-dessus de Y.
On forme le carré 2-cartésien (ot donc les deuz composés (1,Id) oy et
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(o, B) o j sont non pas égaur mais isomorphes et W est universel pour
cette propriété) :

w — Uu
i | e
y —(a—ﬁ)> U Xy U

Supposons que les champs U et V sont algébrigues localement de type
fini sur'Y, et que le morphisme a: YV — "U est représentable. Alors :

i) W est un champ algébrique localement de type fini surY ;

ii) le morphisme diagonal W — W xy W (qui est automatique-
ment représentable, séparé et de type fini) est partout non ramifié (donc
quasi-fini) ;

iii) si de plus U est lisse sur Y et le morphisme o : V — "U est

lisse de dimension relative n, alors W est lisse de dimension relative n sur
Y.

Remarque : La proposition s’applique en particulier lorsque U est de
la forme Y =Y xU’, auquel cas W est aussi défini par le carré 2-cartésien :

w — u’
l l (Frob,1d)
yV — UxU

Démonstration de la proposition :

i) résulte de ce que la 2-catégorie des champs algébriques locale-
ment de type fini sur Y est stable par la formation des produits fibrés.

ii) Soient S un schéma sur Y et wy, w2 : S — W deux objets de
W(S).
Il s’agit de prouver que ’espace algébrique qui représente le faisceau
Isom(w;, wq) est non ramifié sur S.

OI‘, en notant J('U)1) ="M, J(w2) = V2, 7(w1) = U1, 7(“)2) = u2 on a un
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carré cartésien d’espaces algébriques au-dessus de S :

Isom(w;, w2) =, Isom(ug,u2)

j 1 l (7,1d)

(@,8)
Isom(v1,v2) - Isom(Tuy, Tug2) X Isom(uy,us2)

On remarque immédiatement que I’homomorphisme entre faisceaux de
différentielles relatives

dr: Q}s;om("'u,l ,Tuz)/S &® Olsom(ulyu2) - QIlsom(ul,uz)/S

est nul.
D’autre part, le morphisme

Isom(vq,v2) =5 Isom(uy, Tug)

est une immersion localement fermée.
En effet, il s’écrit : S Xy S — S xry S donc s’obtient par changement
de base a partir de
V—VxyV

qui est une immersion localement fermée, puisque le morphisme o : V —
U est représentable par hypothése.
De ceci, on déduit que ’lhomomorphisme

da: QIlsom("ul,"uz)/S ® Olsom(vl w2) T Q%som(vl,vg)/s

est surjectif.

De méme, le morphisme (7,Id) est une immersion fermée, donc aussi
le morphisme j : Isom(w;,w2) — Isom(vy,v2) si bien qu’est surjectif
I’homomorphisme

dj: QIlsom(m w2)/S ® Olsom(wl’w2) - Qllsom(wl’“’?)/s ’

On obtient en définitive que ’homomorphisme

1 1
leom("ul,"ug)/S ® Olsom(wl wz) T leom(wl yow2)/S
est & la fois nul et surjectif, donc que

1 —
Qsom(ws,wy)/s =0  comme voulu.
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iii) Par hypothese, il existe un schéma U lisse sur Y avec un
morphisme U — U représentable lisse surjectif. On a un carré cartésien
d’espaces algébriques :

W=WxyuU — U

l 3’ l (,1d)

(o',8")
V=V X(rUxylU) (TU Xy U) — "UxyU

Comme W — W est représentable lisse surjectif, il s’agit de prouver que
si w est un point (géométrique) de W, notant v'(w) = u, j'(w) = v, W est
lisse sur Y au point w de dimension relative

n + dim,, (W/W) = n + dim,, (U/U) .

Or U et "U xy U sont lisses sur Y aux points u et ("u,u) de dimen-
sions relatives dim,(U/Y) et dim,(U/Y) + dim-,("U/Y) = 2dim, (U/Y)
respectivement.

Et le morphisme V — Y se factorise en

V=V x@ruxuy((UxU) —Vxyuy "U—"U—Y
donc est lisse au point v de dimension relative
dim, (U/U) + n + dim-,("U/Y) .

D’aprés [EGA IV 4] proposition 17.3.2, on a seulement & prouver que
I’homomorphisme entre espaces tangents

Tu(o!8)
Ty (V]Y) ——0 Try iy ("U xy U/Y) / T, (7, 1d)(Tu(U/Y))

est surjectif.
Autrement dit, il suffit de montrer que

T-u("U/Y) x Tu(U/Y) = To(!, B)(To(V/Y)) + T (7, 1d)(Tu(U/Y))
Or T, (1, 1d)(T,(U/Y)) = {0} x T,(U/Y) et le composé T,(V/Y) —

Tru("U) X Ty(U) — T+ ("U) est surjectif par hypothese.
D’ou la conclusion. []
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Remarque : On peut montrer que la propriété ii) entraine que W est un
champ au sens de Deligne-Mumford, c’est-a-dire possede un recouvrement
étale par des schémas.

Mais nous le verrons directement dans le cas qui nous intéresse. []

Fixons r > 1 un entier et I — X un sous-schéma fermé fini. On cherche
a appliquer la proposition 1 avec W = ChtTD, 1- Pour cela, on a besoin d’une
série de lemmes.

Rappelons que Vec%, ; désigne le champ classifiant des D-Modules a
droite sur X, localement libres de rang r et munis d’une structure de niveau

~

I. Sil’on fixe un isomorphisme de O;-Modules (Dy)" — (O I)sz , cela induit

un morphisme de champs Vecp, ; — Vecfgdx I

LEMME 2. — Le morphisme de champs
Vecp 1 — Vecgi;’ I
est représentable quasi-affine de type fini.

Démonstration : Soient S un schéma et S — Vecgi:, ; un objet de

Vecgi;, 1(8) c’est-a-dire un fibré £ de rang rd? sur X x S, avec structure
de niveau I.
On considere le foncteur

(S’ — S) — HomoXXS’ ('Dg Osr,Endost, (5 Rog OSI)) .

D’aprés un théoréme de Grothendieck, cf. [EGA III| corollaire 7.7.8, il est
représentable par un fibré vectoriel S; — S sur S associé & un faisceau de
présentation finie.

Puis, pour tout morphisme de schémas S’ — S;, on se demande quand—
est—ce que I’homomorphisme induit

DX OS" — EndOXxsl (g ®OS OSI)

est un anti-homomorphisme d’Algebres et que de plus l’isomorphisme
(DIROg)" S (0/R0s )™ 2 £;®0;Os: est Dy-lindaire pour la structure
de D-Module & droite ainsi définie sur £ ®p4 Og'.

Cela revient & demander que des sections des faisceaux cohérents sur
X x 81 : Endoy,s (€ ®os Os,), Homox,s, (D ®ox D ®ox € ®os
Os,, D ®ox € ®o; Os,) et -HO"'nOXxs1 (D ®ox (D1 XK Os,)", € ®os Os,)
soient annulées par le changement de base S’ — S;. Or ces faisceaux sont
tous plats sur S7, donc cette condition est représentable par une immersion
fermée S, — S; comme il résulte du lemme suivant :
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LEMME 3. — Soient Z — Y un morphisme projectif de schémas, F,G
deuz faisceauzr cohérents sur Z tels que G soit plat sur Oy eta : F — G
un homomorphisme global.

Alors il existe une immersion fermée Yo — Y telle que pour tout
morphisme de schémas Y' — Y, I’homomorphisme a soit annulé par le
changement de base Y' — Y si et seulement si Y/ — Y se factorise a
travers Yy.

Démonstration du lemme 3 : D’aprés Grothendieck, cf. [EGA III]
corollaire 7.7.8, le foncteur (Y' - Y) — Homonyy, (F ®0y, Oy, G ®o,
Oy) est représentable par le fibré vectoriel associé & un certain faisceau
cohérent Q sur Y. En particulier, ’homomorphisme a correspond & un
homomorphisme de Oy-Modules @ — Oy.

Alors, si T désigne le faisceau image de Q dans Oy, le sous-schéma fermé
Yy de Y défini par I'Idéal Z répond & la question posée. []

Avant de reprendre la démonstration du lemme 2, prouvons le lemme
suivant :

LEMME 4. — Soient A, A’ deux anneauzr (commutatifs) locauz, A — A’
un homomorphisme local, et R une A-algébre qui est libre de type fini
comme A-module.

Alors, pour tout R-module (d droite) M qui est libre de type fini sur A,
M est libre de rang r sur R si et seulement si M @4 A’ est libre de rang r
sur R, A'.

Démonstration du lemme 4 : La nécessité est évidente. Il faut
prouver la suffisance.

Supposons d’abord que A’ est le corps résiduel de A. Soit m4,..., M,
une base de M ® 4 A’ sur R®4 A’, et soient my,...,m, des éléments de
M qui relevent T4,...,m,. Ils définissent un homomorphisme R-linéaire
R"™ — M. D’aprés le lemme de Nakayama, il est surjectif. Puis, comme il
devient bijectif quand transformé par - ® 4 A’ et que M est plat sur A, il
est bijectif. C’est ce qu’on voulait.

Ceci nous ramene au cas ou A et A’ sont des corps. On voit déja que M
est projectif sur R. En effet, il faut prouver qu’est exact le foncteur

N — Hompg(M, N)
ce qui équivaut a ’exactitude du foncteur
N — Homp(M,N)®4 A' = Hompg , 4/ (M ®4 A',N®4 A)

qui résulte de ce que M ® 4 A’ est libre sur R®4 A'.
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Mais alors, on n’a plus qu’a prouver que M/Mrad(R) est libre de rang
r sur R/rad(R).
Or on sait que R/rad(R) s’écrit canoniquement comme un produit de
A-algebres simples de dimensions finies.
Donc il suffit de prouver que pour toute A-algebre quotient R de R qui
est simple, on a
dimA(M ®r —R) = rdimAI—i!

et cela résulte immédiatement de ce que
dima (M ®4 A') ®rgaa (R®4 A')) = rdima (R®4 A')

puisque M ® 4 A’ est libre de rang r sur R4 A’. []

Fin de la démonstration du lemme 2 : Maintenant, pour tout
morphisme de schémas S’ — S, on se demande quand-est—ce que le
D K Ogi-Module £ ®og Os' est localement libre de rang r. D’apres le
lemme 4 ci-dessus, il faut et il suffit que 'image de X x S’ dans X x Ss soit
contenue dans 'ouvert maximal Z o £ ®p4 Os, est localement libre de
rang 7. Si donc on note S3 'ouvert de S; complémentaire du fermé image
du complémentaire de 'ouvert Z dans X x Sz, on voit que la condition
demandée est représentable par I'immersion ouverte S5 — Ss. Ceci termine
la démonstration. []

Puis prouvons :

LEMME 5. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini

I — X, le champ Vecp, | est algébrique, localement de type fini et lisse sur
F,.

Démonstration : On sait déja que pour tout entier ' > 1, le champ
Vecolx 0 = Vecc; est algébrique sur F, et localement de type fini,
cf. [Laumon, Moret- Ballly] théoreme 4.14. 2 1. De plus, le morphisme de
champs Vecox = Veco est un torseur sous le schéma en groupes lisse

S — GL,(O; ® Og) si bien que le champ Vecoxy ; aussi est algébrique sur
F, et localement de type fini.

Maintenant, le choix d’un isomorphisme de Or-Modules (D;)" —
(O7)r¥’ détermine un morphisme de champs Vecp ; — Vecfgd; 7 qui
d’apres le lemme 2 est représentable quasi-affine de type fini. Donc le champ
Vecyp ; encore est algébrique sur F, et localement de type fini.

Il reste & prouver que le champ Vecp, ; est formellement lisse sur F,.
Soient donc S le spectre d’une F,-algébre locale artinienne A et S — S un
sous-schéma fermé défini par un idéal J vérifiant J2 = 0. Et soit £ un objet

N
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de Vecp, ;(S5), c’est-a-dire un DR Oz-Module sur X x S qui est localement
libre de rang r, avec structure de niveau I.

D’apres [Illusie] Chapitre IV, proposition 3.1.5, 'obstruction & relever
€ en un DX Og-Module sur X x S localement libre de rang r git dans le
groupe de cohomologie EXt%go_s_(g, f@ogJ ). Or, comme le DRO5-Module

€ est localement libre, les faisceaux E:vthgoE(f,? Qo< J) sont nuls pour

i > 1. Et comme S est le spectre d’une algébre artinienne, X x S est de
dimension de Krull 1 si bien qu’en définitive Ext%gog(—g,z Qo J) = 0.

Soit donc £ un D K Og-Module sur X x S localement libre de rang r
et qui releve £. Considérons la base €, ...,¢&, de Elx'é sur Dy X O3 qui
correspond & la structure de niveau (D; X Oz)" = €,, 5. Comme I x S est
un schéma affine, la base €,...,¢€, se reléve en une famille ey, ..., e, dans
E1xs, laquelle définit un homomorphisme D; X Og-linéaire

(Dr®Osg)" — &1xs -

Comme sa réduction modulo J est un isomorphisme, et que (D; R Og)"
et &1xs sont localement libres sur Oy B Og, c’est un isomorphisme. Ceci
termine la démonstration. []

Posons maintenant :

DErFINITION 6. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini
I — X, on note Hecke’i), 1 le champ qui associe a tout schéma S sur Fq le
groupoide Heckep, ;(S) des diagrammes

e L ¢
A4

&

ou :

o &, & et & sont des DK Og-Modules sur X x S, localement libres de
rang r et munis de structures de niveau I, c’est-d-dire d’isomorphismes
D; K Og-linéaires

~

(D1ROs) 5 Erxs , DIROs) S Erxs , (DrROs)" S Efss

e j et t sont des homomorphismes D & Og-linéaires, injectifs et dont les
conoyaux sont supportés respectivement par les graphes de morphismes
too : S = X\ etig: S — X\I;
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e j ett ont leurs conoyauz localement libres de rang d comme Og-Modules ;
o les homomorphismes duauz jV et tV ont leurs conoyauz localement libres
de rang d comme Og-Modules ;

e j et t sont compatibles aux structures de niveau I.

Avec cette définition, il est clair que I’on a un diagramme 2-cartésien de

champs

Chtp; — Vecp ;

l l

l ‘A T
Heckep ; — Vecp | X Vecp ;.

Les deux morphismes horizontaux sont

e L g £ = & .
L —E  et| ot/ - (£,€) .

TE é"
Les deux morphismes verticaux sont

e L o¢ N -
¢ — t/ avecE="E et E— (TE)E) .

‘r(c/' g

On veut démontrer :

LEMME 7. — Le morphisme de champs

Heckep, ; — (X\I) x (X\I) x Vecp,

~

t/ — (i0>ioo,£)
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est représentable et quasi-projectif.

De plus, si X' désigne l’ouvert mazimal de X ou D est une Ox-
Algébre d’Azumaya (c’est-a-dire est localement isomorphe pour la topologie
étale & M4(Ox)), alors la restriction du morphisme au-dessus de l’ouvert
(X'\I) x (X'\I) x Vecp | est méme projective et lisse de dimension relative
2(rd - 1).

Démonstration : Notons Injp, ; le champ qui associe & tout schéma S
sur F, le groupoide des diagrammes

£l ¢
ou:
o £ et £ sont des D X Og-Modules & droite sur X x S, localement libres
de rang r et munis de structures de niveau I ;
e j est un homomorphisme D X Og-linéaire, injectif et dont le conoyau est
supporté par le graphe d’un morphisme i : S — X\I;
e j et 7V ont leurs conoyaux localement libres de rang d comme Og-
Modules;

e j est compatible aux structures de niveau I.
On a un diagramme 2-cartésien

r T
Heckep ; — Injp

l l

T r
Injp; — Vecp,
ou les deux morphismes horizontaux sont

e &g ; _
A —(ESE) et (E—E)-E
£

et les deux morphismes verticaux sont

8/

£ S ., ;
A —(E—=E) e (E=E)-E.

£
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Donc on est réduit a prouver :

LEMME 8. — Les deuz morphismes de champs
Injp; — X\I x Vecp;
ELey — (5,6
E€de)y — (G,8)

sont représentables et quasi-projectifs.
De plus, ils sont mémes projectifs et lisses de dimension relative rd — 1
au-dessus de X'\I x Vecp ;.

Démonstration : Soient donc S un schéma sur Fg, i : § — X\I un
morphisme et £ [resp. £'] un objet de Vecp ;(S).

Considérons le foncteur qui & tout schéma S’ — S sur S associe
I’ensemble des suites exactes de Ox x s--Modules

0 —€Qps Oy — & — Q—0
[resp. 0 — & — &' ®pz Oy — Q — 0]

ot £’ [resp. £] est localement libre de rang rd?, et Q est supporté par le
graphe du composé i’ : S — S — X et localement libre de rang d sur Og:.

En posant Q' = (Id,d')*Extp, (Q,Oxxs) [resp. @ = (Id,i)*Q)],
cela revient & considérer I’ensemble des Og,-Modules quotients Q' de

(14, i,)*HO’InoXxS, (8 ®os Os, Oxxsr) = Homos, ((Id,?)*€& ®os Osg, Og')

[resp. (Id,%)*E’ ®os Og’] qui sont localement libres de rang d.

Ce foncteur est donc représentable par un morphisme S; — S qui est
grassmannien, donc projectif. Notons & et Q; [resp. & et Q;] les faisceaux
canoniques sur X x S;. Pour tout morphisme de schémas S’ — S; on se
demande quand-est—ce que 'action de DX Og: se prolonge & &] ®os, Og’
[resp. &1 ®os, Osr] et & Q1 ®o;, Osr. Cela revient a demander que soit
annulé I’homomorphisme

D Qox H‘O'm'OXXS1 (8{, OXXSI) - E:I)t(lg)‘xsl (Ql’ OXXSl)
[resp. &1 ®o, D — Q4] par le changement de base S’ — ;.
D’apres le lemme 3, cette condition est représentable par une immersion

fermée Sy — S;.
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Enfin, pour tout morphisme S’ — S, on se demande quand—est—ce que
le DR Og-Module & droite £] ®o;, Os' [resp. £1 ®og, Os'] est localement
libre de rang r et que le conoyau de (€] ® Og')V — (€ ® Og)V |[resp.
(&' ® 0Og)V — (&1 ® Osr)VY], qui est automatiquement plat sur Og,
est localement libre de rang d sur Og. D’apres le lemme 4 et la fin de
la démonstration du lemme 2, cette condition est représentable par une
immersion ouverte Sz C S5.

Il reste & voir que si ¢ : § — X\I prend ses valeurs dans X', alors le
morphisme S3 — S est projectif lisse de dimension relative rd — 1.

On a que ¢*D est une Algebre d’Azumaya, donc quitte & remplacer S
par un recouvrement étale, on peut supposer qu’il existe un isomorphisme
i*D 5 My(Os).

Pour S — S un morphisme de schémas, se donner un Og/,-Module
quotient Q' de Homo,, ((Id, )*€ ®og O, Os:) [resp. (Id,4)*E’ ®os Os/]
sur S’ qui soit localement libre de rang d et compatible avec l’action &
gauche [resp. a droite] de M4(Og) revient, par équivalence de Morita, & se
donner un Og-Module quotient d’un certain fibré de rang rd?/d = rd qui
soit inversible.

On voit que Sy est ’espace projectif sur S associé a ce fibré. Il est lisse
de dimension relative rd — 1.

Enfin, il est immédiat que dans ce cas S3 = S2. []

D’aprés le lemme 5 et le lemme 7, on peut maintenant appliquer la
proposition 1 au diagramme 2-cartésien de champs :

ChtrD,I — VeCTD’I
1 | (Frob,19)
Heckep, ; — Vecp  x Vecp 1

l

(X\I) x (X\I)

On obtient déja le résultat suivant, di & Drinfeld dans le cas D = Ox :

THEOREME 9. — Pour tout entier r > 1 et tout sous-schéma fermé fini
I— X, ChtrD, ; est un champ algébrique localement de type fini.
De plus, le morphisme diagonal
Chter,I — Chtr'D’I X ChtTD’I
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est représentable, séparé, de type fini et partout non ramifié.
Enfin, le morphisme

(0,00) : Chtp, ; — (X\I) x (X\I)

est lisse de dimension relative 2(rd — 1) au-dessus de Uouvert (X'\I) x

(X'\I).
I

Remarque : Les mémes conclusions s’appliquent évidemment aux
champs 7,Cht;.

3. — Chtoucas triviaux. Applications

DerFINITION 1. — Soient Y — X un sous-schéma fermé de X, Dy la
Oy -Algébre induite sur'Y par D, et r > 1 un entier.

Pour tout schéma S sur Fy, on appelle Dy -chtouca trivial de rang r sur
S tout Dy B Og-Module a droite £ sur'Y x S, localement libre de rang r,
et qui est muni d’un isomorphisme

TESE

ot "€ désigne le Dy B Og-Module (Idy x Frobg)*E.

On notera Trp, le champ sur F, qui associe & tout schéma S sur F,
le groupoide des Dy-chtoucas triviaux de rang r sur S. En particulier, si
Y = X, on dispose du champ Tr}, des D-chtoucas triviaux de rang r.

Et si I < X est un sous-schéma fini fermé, on note Trp, ; le champ des
D-chtoucas triviaux de rang r, avec structure de niveau I, obtenu comme
le produit fibré dans le carré 2-cartésien

p1 — SpecF,

l l

' T
Trp — Ty,

ou le morphisme Tr;, — Trp, est défini par les foncteurs de restriction
& — &ixs, et le morphisme SpecF, — Trp, est la section évidente
S — ((D})r X Os) de TI‘TDI.
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THEOREME 2. — Pour tout sous-schéma fermé Y — X, et tout entier
r > 1, le champ Trp, sur Fy s’écrit comme la somme disjointe sur les
objets E de Trp,, (SpecF,) des champs classifiants sur Fy des groupes finis
Aut E d’automorphismes.

Autrement dit :

(i) Le champ Trp s’écrit

Trp = H SpecF,/ Aut E
E

ou E décrit la famille des D-Modules a droite sur X, localement libres de
rang r.

(ii) Si I — X est un sous-schéma fermé fini, on a
p, = SpecF,/GL.(Dy) .

Comme conséquence de (i) et (ii), on a pour tout sous-schéma fermé fini
I—X
Trp = HSpec F,/AutE
E

ot E décrit la famille des D-Modules a droite sur X, localement libres de
rang r, et munis d’une structure de niveau I.

Démonstration : Le champ Trp,, s’inscrit dans le carré 2-cartésien

b, ——  Vech,

l l (Frob,Id)

i, (1d,1d) . ,
Vecp, —— Vecp, X Vecp,

ol Vecp,, désigne le champ classifiant des Dy-Modules a droite localement
libres de rang r.

Or Vecp,, est un champ algébrique, localement de type fini et lisse sur
Fqy. En effet, pour Y = X, on I’a vu dans le lemme 5 du paragraphe 1.2 et
si Y — X est un sous-schéma fermé fini, cela résulte de ce que Vecp,, est
le champ classifiant du schéma en groupes

S+ GL,(Dy B O5) .
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D’apres la proposition 1 du paragraphe 1.2, on voit déja que Trp, est
un champ algébrique localement de type fini et étale sur F,.

Il reste seulement & prouver que si E décrit la famille des objets de

Dy (SpecFy), alors le morphisme de champs

1 SpecF,/ Aut E — T3,
E

induit une équivalence entre fibres au-dessus de Spec K, pour tout corps
algébriquement clos K contenant IF,.

Et ceci résulte du lemme suivant, compte tenu du lemme 4 du para-
graphe 1.2.

LeEMME 3 (Drinfeld). — Soient Z un schéma projectif sur Fgq, et K un
corps algébriquement clos contenant IF,.

Alors le foncteur F — FQ® K de la catégorie des faisceauz cohérents sur
Z dans la catégorie des faisceaux cohérents G sur Z ® K qui sont munis
d’un isomorphisme "G = G (ot "G désigne le faisceau (Idz x Frobk)*G)
est une équivalence.

Démonstration du lemme 3 : Soit Oz(1) un faisceau trés ample sur
Z. On sait que le foncteur

Fo @EAZFw) [resp. 6 DHA(Z @ K,G(n)]

n>0 n>0

induit une équivalence de la catégorie des faisceaux cohérents sur Z [resp.
sur Z ® K] sur la catégorie quotient de la catégorie des modules gradués de
type fini sur l’algébre graduée @,,, H°(Z,0z(n)) [resp. @B,,>c H*(Z ®
K,0z(n) ® K)] par la sous-catégorie des modules dont les facteurs sont
nuls & partir d’'un certain rang [resp. De plus, ce foncteur commute au
foncteur 7).

Ceci nous ramene au cas ou Z = Spec K et les faisceaux cohérents sont
simplement les espaces vectoriels de dimension finie, c’est-a-dire finalement
a I’énoncé suivant :

LEMME 4. — Soient K un corps algébriquement clos contenant Fy, U
et V deux espaces vectoriels sur K de dimension finie, A : U — V un
homomorphisme linéaire et 1 : U — V un homomorphisme g-linéaire.

Alors, si Uy = Ker(A — v), l’homomorphisme

Uo®r, K — U
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est injectif si X est injectif, et il est bijectif si \ et ¢ sont bijectifs.

Démonstration du lemme 4 : Supposons A injectif. Soit eq,...,ex
une famille d’éléments de Uy, linéairement indépendants sur F,. I faut
voir qu’ils sont aussi linéairement indépendants sur K. Supposons qu’il
existe une relation linéaire non triviale aje; + - - - + axer = 0. On peut la
supposer minimale, au sens que le nombre de termes non nuls est minimal.

En prenant ’image par 1, on obtient

aj(er) + -+ ofb(er) =0

qui s’écrit encore
aji(er) +---+agr(ex) =0

et comme A est linéaire et injective, on trouve
aje; +---+aje,=0.

Par minimalité de la relation de départ, on obtient que les uplets

(a1,...,0x) et (of,...,af) sont proportionnels, autrement dit que

Qi,...,0r) est proportionnel a un uplet d’éléments de F,. Il y a con-
q

tradiction.

Supposons maintenant que A et ¢ sont bijectifs. Et notons n la dimension
sur K de U ou V. D’apres ce qui précede, il suffit de voir que Uy est toujours
de cardinal ¢™.

Considérons le sous-schéma fermé de GL, x GL, x A™ défini par

T z§
I’équation g, | : -92| : = 0. C’est évidemment un schéma en
Tn zd
groupes sur GL,, x GL,, qui est affine et étale. Montrons qu’il est également
fermé dans GL,, x GL,, x P".
En coordonnées homogénes, 1’équation s’écrit

z1/To zi/xd 1 zi
al  |-g| : |=0 sit g 'g|  |-g| : |=0

Zn/To z [z} Tn zd

qui est impossible & réaliser si 29 = 0.

Ainsi, ce schéma en groupes est fini et étale sur GL,, x GL,; par
conséquent son rang est constant, égal & celui pour g; = go = I, et c’est
ce qu’on voulait.

Ceci acheéve la démonstration du lemme 4, donc aussi du lemme 3 et du
théoréeme 2. []
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Comme conséquence du théoréme 2, on a :

ProprosITION 5. — Soient I — J — X deuzx sous-schémas fermés finis
emboités de X et r > 1 un entier.
Alors le morphisme canonique de champs au-dessus de (X\J) x (X\J)

ChtrD’J — Chtr'D,I

est représentable fini étale galoisien avec pour groupe de Galois le groupe
fini
Ker[GLr('DJ) — GLT(DI)] .

Démonstration : Cela résulte de ce qu’on a alors les carrés 2-cartésiens

Chtp ; — SpecF,

l l

Cht, — Trp, = SpecF,/GL.(Dy)

et

Chtp; — SpecF,

! l

Chtp, — p, = SpecFy/GL,(Dr)

si bien que les morphismes Chtp ; — Chtp et Chtp ; — Chtp sont
représentables finis étales galoisiens avec pour groupes de Galois respectifs
GL.(Dy) et GL.(Dy). []

COROLLAIRE 6. — Pour I — X un sous-schéma fermé fini de X etr > 1
un entier, le champ Cht%y 1 8’écrit comme réunion filtrante de sous-champs
ouverts qui sont quotients de schémas quasi-projectifs sur Fq par Uaction
de groupes finis.

En particulier, Chtp, 1 est un champ algébrique au sens de Deligne-
Mumford, et il est séparé sur F,.

Démonstration : Considérons I’ < X un sous-schéma, fermé fini non
vide contenant I et de méme support que I.
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On a des morphismes de champs
Chtr'D’Ir — HeCkerD’I/ — (X\I) X (X\I) X VeC%’I/ b VeCrD’I/ .

Le premier de ces morphismes s’obtient par changement de base a
(Frob,Id)
partir de Vecp, ; ———————— Vecp 1 x Vecp . D’aprés le lemme 7 du
paragraphe 1.2, le second morphisme est représentable quasi-projectif. Et
le troisiéme est trivialement représentable quasi-projectif.
De plus, d’aprés le lemme 2 du paragraphe 1.2, le morphisme Vecp ;, —

Vecg’l;, 1 est représentable quasi-affine de type fini.

Or on sait que Vecgi;, 1+ contient un sous-champ ouvert (celui des fibrés
I'-stables) qui est représentable par une réunion disjointe de schémas quasi-
projectifs, cf. [Seshadri] Quatriéme partie. Donc le sous-champ ouvert de
ChtrD’ 1 obtenu par image réciproque est lui-méme représentable par une
réunion disjointe de schémas quasi-projectifs sur F,. Et son quotient par
laction du groupe fini Ker[GL,(Dy) — GL.(Dy)] est un sous-champ
ouvert Uy de Chtp, ;.

Maintenant, les Uy (quand I’ décrit ’ensemble ordonné des sous-
schémas fermés finis de X qui contiennent I et ont méme support)
constituent une famille filtrante d’ouverts de Chtp, ; dont la réunion est
tout, car tout fibré est stable pour une structure de niveau de degré assez
grand. [J

Donnons une autre conséquence du lemme 3 :

PROPOSITION 7. — Supposons que D est une Ox -Algébre mazimale c’est-
da-dire que pour tout point fermé x de X, D, = D Qo O, est un ordre
mazximal dans la F;-algébre D, = D Qp F.

Soient S un schéma sur Fq et € g & 7€ un diagramme de DX Og-
Modules sur X xS, ot € et E' sont localement libres de type fini sur Oxxs,
j et t sont injectifs, et les faisceaux Coker j et Cokert ont leurs supports
inclus dans X' x S.

Alors € et £ sont localement libres sur DX Og.

Démonstration : Si d =1, D = Oy, il n’y a rien & démontrer.

Sid>1,ona X’ # X sibien que j et t restent injectifs au-dessus de
tout point algébrique de S. D’apres le lemme 4 du paragraphe 1.2, on peut
se limiter au cas ou S est le spectre d’un corps algébriquement clos K.

Notons e le rang sur Ox, de € et £'.

Soit z un point de X\X’. Pour tout sous-schéma fermé fini I — X
supporté par z, les homomorphismes induits £7xs — 7,5 «— "Erxs sont
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des isomorphismes, donc d’apres le lemme 3, on a une écriture canonique
/
E1xs =2 €ixs = Er®r, K

ol Ej est un module libre de rang e sur O; et muni d’une action de Dy.
Par conséquent, on obtient

&' ®ox Oz 2 E Qoy Oz =lim E1xs = E; ®F, K
I

ou E; =Jim Ey est un module libre de rang e sur O, et muni d’une action

de D,.

Or D, = D ®r F, est une algebre matricielle sur une algebre a division
centrale sur F, de dimension d2.

On voit déja que e est un multiple de d2, ce pour tout z € X\X’. Or le
p.p.c.m. des entiers d;, quand z décrit X\ X', est d. Donc e est un multiple
de d2.

Par conséquent, pour tout z € X\ X', E; ®o, Fy est libre sur D,. Puis,
comme D, est un ordre maximal dans D,, E, est libre sur Dy, cf. [Curtis-
Reiner] théoréme 26.24 iii). D’aprés encore le lemme 4 du paragraphe 1.2,
cela implique que € et £’ sont localement libres sur D® K en tous les points
au-dessus de X\ X'.

Et ils le sont aussi en les points au-dessus de X’ puisque leur rang est
un multiple de d?. []

COROLLAIRE 8. — Supposons que la Ox -Algébre D est partout mazimale.
Pour S un schéma sur Fq, on considére un diagramme

J

E < &
t
€

ou :

e & et & sont des DX Og-Modules & droite sur X x S, localement libres
de type fini comme Ox xs-Modules;

e j et t sont des homomorphismes D W Og-linéaires, injectifs, et dont
les conoyaux sont supportés respectivement par les graphes de morphismes
loo : S = X etig: S — X et sont localement libres de rang d sur leurs
supports comme Og-Modules.
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Alors, si les morphismes i, et ig sont a valeurs dans X' C X, € et &'
sont automatiquement localement libres comme D K Og-Modules.
Autrement dit, le diagramme ci-dessus définit un D-chtouca sur S.

4. — Correspondances de Hecke

a) Préliminaires

Dans tout ce paragraphe, on fixera T' un sous-ensemble fini de | X|. On
utilisera les notations du paragraphe I.1e. On fixe également un élément a
de (AT)* qui est de degré 1. Il en existe d’apres le lemme suivant :

LEMME 1. — Pour tout sous-ensemble fini T de | X|, les entiers deg(z) =
[k(x) : Fy), quand = décrit | X|\T', sont globalement premiers entre euz.

Démonstration : Pour tout entier » > 1, notons N, = Z deg(z).

z€|X|
deg(z)|v

En notant g le genre de la courbe X, ’hypothese de Riemann pour X nous
dit exactement que

Vv>1, |N, —¢" —1| <2g9q"/?.

En particulier, si v est un nombre premier assez grand, ’ensemble
{x € | X|,deg(z) = v} est toujours non vide. D’oti la conclusion. []

Cet élément a étant fixé, il détermine un plongement
Z — (AT)* nsa™
et donc aussi un plongement de Z dans

(F)T\(AT)* = Pic" (X) = Jim Pic/(X) .
INT=0

Et pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T, 'homomorphisme ainsi
défini Z — Picy(X) est une section de deg : Pic;(X) — Z.

Maintenant, on remarque de maniére générale que pour tout entier
r > 1, on dispose de 'application localement constante

deg : Chtp ; — Chtp, — Z
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qui & tout point algébrique, c’est-a-dire a tout D-chtouca de rang r
£
~ deg€ —rd
—rdegD
&' | sur un corps K associe deg(det &) = °8 dr g~.
Va

e

I1 lui correspond une décomposition en somme disjointe

Chtp, ; = [ Chtz? .
A=YA

11 est immédiat que via le plongement Z — Picy(X) 'action de +1 € Z

d
sur Chty, ; transforme chaque Cht7"; en Chtgt’;'r .
D’ol des isomorphismes naturels

II chtyy = Chty, ;/a” .
0<n<rd

b) Algébres de Hecke
L’entier r > 1 étant fixé, on note G le schéma en groupes sur F' des
automorphismes de D", avec donc

G(F) = GL.(D)
G(Fy) = GL,(D,) pour toute place  de F'
G(A) =GL,.(D ®F A) = GL,(Da)

G(AT) = GL.(D ®r AT) = GL.(D}) d’ot G(A) = G(AT) x [ G(F:)
z€T
et K; = GL,(D;) pour toute place z de F

K= ][] K. cG(A), K =lim GL,(D;)

z€|X| I
K'= J] K.cG@AT), KT = lim GL.(D).
z€|X\T INT=0

Si I — X [resp. I — X\T] est un sous-schéma fermé fini, on notera K;
[resp. K7] le noyau de ’homomorphisme surjectif

K — GL.(D;) [resp. KT — GL.(Dy)] .
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On remarque que K [resp. K] est un sous-groupe compact ouvert
de G(A) [resp. G(AT)] et que chaque K [resp. K¥] est un sous-groupe
compact ouvert d’indice fini dans K [resp. K7T].

De plus, le groupe localement compact G(A) [resp. G(AT)] est unimo-
dulaire. Soit donc dg [resp. dg”] la mesure de Haar sur G(A) [resp. G(AT)]
qui donne le volume 1 au sous-groupe K [resp. KT].

De méme, pour tout x € T, K, est un sous-groupe ouvert compact de
Gz, qui est unimodulaire. Soit donc dg, la mesure de Haar sur G, pour
laquelle K, est de volume 1. On a dg = dg” x H dgs.

z€T

Enfin, on remarque que a% s’identifie 4 un sous-groupe discret dans le
centre de G(A) [resp. G(AT)).

Posons maintenant :

DEFINITION 2. — On appelle algébre de Hecke de G(A) [resp. G(AT),
resp. Gy pour x € T) et on note H [resp. HT, resp. H;] la Q-algébre
de convolution, pour la mesure dg [resp. dgT, resp. dg;] des fonctions
localement constantes & support compact de G(A) [resp. G(AT), resp. G,]
dans Q.

Et pour tout sous-schéma fermé fini I — X [resp. I — X\T], on note
Hp [resp. HT] la sous-algébre de H [resp. HT] des fonctions invariantes a
gauche et & droite par K [resp. KT).

Remarque : Ona H = HT ® @ H, et Hy = HT ® @ H,, pour

z€T z€T
I— X\T.
Par ailleurs, H [resp. H”] est la réunion filtrante des Hy [resp. HT].
Enfin, chaque H; [resp. H7| admet pour élément neutre la fonction

1
caractéristique de K [resp. K7| fois la constante ——— = [K : K]
dg(Kr)

[resp. = [KT: K¥] = [K : Ki]].

1
dgT (Kr)

c) Correspondances de Hecke
Sont toujours fixés T un sous-ensemble fini de X, a un élément de degré
1 dans (AT)* et r > 1 un entier.

On rappelle que d’apres le paragraphe I.1e, on dispose sur Cht%T de
I’action de Hecke & droite du groupe G(AT) = GL,(DY).
Enongons :

ProPOSITION 3. — Pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T et tout
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élément g du groupe G(AT), le morphisme

d,.
ChtpT /a2 ——— 14,9 ——— ChtT /a% x Chtp T /a® — Cht}, ;/a® x Cht}, ;/a®

est représentable affine.

Son image T, ;(g) est un sous-champ fermé de Chtp, /a® x Cht, ;/a®
au-dessus de X1y X X(r).

De plus, les deuz projections au-dessus de X(1) X X(r)

P’B,I(g) — ChtrD,I/ a*

sont des morphismes représentables finis étales.

Démonstration : D’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3, on sait,
pour tout sous-schéma fermé fini J — X\T, qu’au-dessus de X(1) X X(7)
le morphisme Chth — Cht’{,, s est représentable affine pro-fini galoisien
de groupe K7T.

On en déduit immédiatement qu’au-dessus de X (1) X X(r), le morphisme
composé

(Id,-g) T
Cht /a —’Cht /a XCht /a ———)ChtDI/a XChtDI/a

est représentable affine pro—fini.
Son image I'}, ;(g) est un sous-champ fermé de Chtf, ; /a® x Chtf, ;/a®.
De plus, le morphisme

Cht3" /a® — T'p 1(9)

est représentable affine pro-fini galoisien de groupe K; N gK;g~!, tandis
que les morphismes
Cht /(l —)ChtDI/a

sont représentables affines pro-finis galoisiens de groupes respectifs K et
gKig™'.

Ceci termine la démonstration puisque K;NgKrg~! est un sous-groupe
ouvert d’indice fini & la fois dans Ky et gK;g~1. []

Rappelons ici une définition générale.
Si X est un champ sur F,, on appelle correspondance finie étale dans X
toute somme formelle finie
Z AilYi]
(]
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ou les A; sont des éléments de Q et les Y; sont des champs munis de deux

. — . 4 . 4
morphismes p;,q; : Y; — X qui sont représentables finis étales. Et on
pose entre les correspondances finies étales sur X les relations formelles
suivantes :

esiY HYi est une décomposition en somme disjointe, alors
i

Y]=>[vi];

(3
e si on a un diagramme commutatif

X
p'{ Tp

Y 5 Y
VAR

X

avec p,q,p’,q , f représentables finis étales et f de degré constant n > 1,
alors [Y'] = n[Y].

On notera Cor(X) l’espace vectoriel sur Q des correspondances finies
étales dans un champ & sur F,. Cet espace devient une Q-algebre si on
définit le produit [Y] - [Y’] de deux classes associées & des champs Y et

Y’ munis de morphismes représentables finis étales p,q : Y S X et
p,qd Y = X comme la classe de Y Xg,x,p Y' munie de p x p’ et
axgq.
On remarque que si X, X’ sont deux champs sur F, et X’ — X est
un morphisme représentable fini étale de degré constant n > 1, alors
1
lapplication [Y] — =[X’ xx Y X x X’'] définit un homomorphisme de Q-
n
algebres
Cor(X) — Cor(X’).
En effet, la compatibilité au produit résulte de ce que si Y7, Y5 sont deux
champs sur F,; munis de morphismes représentables finis étales : Y; =X
et Y, —X , alors on a un isomorphisme canonique

(X' X_;in Xxx,) X x’ (X/ Xy Yo X,yX/) =X Xx Y] X.)(X’ Xx Yo X,YX’
ainsi qu’un morphisme représentable fini étale de degré constant égal & n

X/XXY1 Xxx/XX}/gX_xXI—>XIXXY1 XX}@XXXI.
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Enfin, on remarque que d’aprés la proposition 3, chaque I'p, ;(g) définit
au-dessus de X7y x X(7) une correspondance finie étale dans Cht, ;/a”.
Démontrons le lemme préparatoire suivant :

LEMME 4. — Soit I — X\T un sous-schéma fermé fini. Alors :
(i) Le sous-champ fermé au-dessus de X1y X X(r)

I'}, 1(9) = Chtp, ;/a® x Chtp, ;/a®

associé a tout élément g de G(AT) ne dépend que de la classe de g dans
Kf\G(AT)/Kfa®

(ii) Sig,g’ sont deuz éléments de G(AT) et si on écrit la décomposi-
tion en classes dans G(AT)

K{gK{g'K[a ]_[Klgz z,

on a un morphisme canonique représentable fini étale

FTD,I(g) Xcmr73 1 /aZ FTD,I(Q’) — HF%,I(gi)
i
qui au-dessus de chaque composante I'p, 1(9:) est de degré constant égal au
cardinal fini du quotient
(KfgKfa* ng:K{ g’ K] a®)/K]d" .

(iii) SiJ — X\T est un autre sous-schéma fermé fini avec I — J, si
g est un élément de G(AT) et si on écrit la décomposition en classes dans
G(AT)
KfgKfa" = || KJg;K7a"
j

on a une décomposition canonique

ChtT’D,J/aZ Xchty, ,/aZ I'p,1(9) XChty, ,/aZ Cht;)’J/aZ = HF’B,J(QJ')

Démonstration : Remarquons d’abord que pour J < X\T un sous-
schéma fermé fini, A un élément de G(AT) et s;,s, deux points de
ChtrDT a valeurs dans un schéma S sur Fy, I'image de (s1,s2) dans
Cht, ;/a” x Chtp, ;/a” se factorise & travers le sous-champ fermé I'p s(h)
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si et seulement si localement pour la topologie f.p.q.c. de S, on a s; €
s1KThKTa2.

(i) et (iii) se déduisent immédiatement de ce fait.

Pour (ii) et toujours d’aprés la méme remarque, on est amené a
s’intéresser aux triplets (si, sz, s3) de points de Chth a valeurs dans un
schéma S qui vérifient

s2 € 51K7T gKTa%, s3€ s,K7g'K7a” .
Ces conditions impliquent en particulier
s3 € s1KTgKT g K¥a? .
D’ou 'existence d’un morphisme canonique

I'p,1(9) X Chty, ;/al I'p1(9) — HFT’D,I(gi) .

Ce morphisme est compatible aux couples de projections sur Chtp ; /aZ%,
et on sait que ces projections sont représentables finies étales. Donc ce
morphisme est lui-méme représentable fini étale.

Maintenant, pour s3 = s1h avec h € K7 gK¥g’K¥aZ, on n’a plus qu’a
déterminer le nombre de classes s2 K7 aZ telles que

82 € 51 KT gKTa”
et
33 € 5 KFg'KTa? <> sy € shKF g ' KT .
Ce nombre est égal au cardinal fini du quotient
(KigKja® NhKfg' ' Kja®)/K] a"
et il ne dépend que de la classe de h dans K7 \G(AT)/KFaZ.
Ceci termine la démonstration.

Remarquons que pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T' chaque
élément f de 'H}r s’écrit de maniére unique comme une somme finie

f=3 Mlkroxy

ou les \; sont des nombres rationnels non nuls, les K fgiK IT sont des
classes distinctes dans K7 \G(AT)/KT et les 1 k1, gt sont leurs fonctions

caractéristiques dans G(AT).
Ceci permet d’énoncer :
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THEOREME 5. — Pour tout sous-schéma fermé fini I — X\T', associons
a toute fonction f = Z’\ii KTg:KT la correspondance finie étale dans

Chtp, ;/a? définie comme la somme formelle
> Xdg" (K7D, 1(9:)] -

Alors :
(i) L’application ainsi définie
H] —> Cor(Cht}, ;/a®)
est un homomorphisme de Q-algébres.

(ii) SiI — J — X\T sont deuz sous-schémas fermés finis emboités,
alors le diagramme de Q-algébres

Hf — Cor(Chtf, ;/a®)

l !

HY — Cor(Chtp, ;/a%)

est commutatif.

Démonstration : Cette application est bien définie d’apreés la proposi-
tion 3 et le lemme 4 (i).

(i) résulte du lemme 4 (ii).

(ii) I1 existe bien un homomorphisme

Cor(Cht’"D,_,/aZ) — Cor(Cht}, ;/a®)
car d’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3, le morphisme
Cht}, ;/a* — Chtp, ;/a®
est représentable fini étale galoisien avec pour groupe de Galois
Ker[GL,(D;) — GL.(D1)]| & KF /KT

donc de degré constant égal & I'indice [KT : KT].
La commutativité du diagramme résulte du lemme 4 (iii) et de ce que
[KT : K] =dg"(KT)/dg" (KT). [

55



I — D-CHTOUCAS : GENERALITES

d) Sous-champs des points fixes
Enoncons :

ProprosITION 6. — Soient I — X\T un sous-schéma fermé fini, g un
élément de G(AT) et u,s deuz entiers > 1.

On se place au-dessus de X (1) X X(1) X(xxx) A.

Soit Fixep 1(g,u,s) le champ obtenu comme produit fibré dans le carré
2-cartésien

Fixep ;(g,u,8) — Chtp, ;/a®
1 l (Frobg o Frob ;1d)
F’"D,I(g) s ChtTD’I/aZ X Cht"—D’I/aZ .

Alors Fixep ;(g,u,s) est un champ algébrique au sens de Deligne-
Mumford, localement de type fini au-dessus du sous-schéma fermé fini des
points fires de Frob® x Frob® dans X (1) x X(1) X(xxx) A qui est

H (Spec k(z1) x Spec k(z2))

T1,T2

ot x1,x2 € T, x1 # T2, deg(x1)|u, deg(x2)|s.
De plus, sa restriction au-dessus des (z1,x2) qui sont dans X' x X' est
étale sur IF,.

Démonstration : D’apres le corollaire 6 du paragraphe 1.3, Chtp, ;/ a?
est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type
fini au-dessus de X(7y x X (1) X (xxx) A

De plus, d’apres la proposition 3, les deux projections I'p ; =
Chtp ;/a” sont des morphismes représentables finis étales.

Enfin, on se rappelle que les deux morphismes Frob, et Frob,, sont au-
dessus de (Frob,Id) et (Id, Frob) respectivement dans X7y X X(1) X (x x x)
A.

La premiére assertion est conséquence de ces remarques.

Pour la seconde assertion, il suffit d’appliquer la proposition 1 du
paragraphe 1.2 puisque :

e la restriction de Chtp, ; /a® au-dessus de H Spec k(1) x Spec k(x2),

(z1,72)
quand 7,22 € X' NT, o1 # T2, deg(z1)|u, deg(x2)|s, est localement de
type fini et lisse sur 4, d’apres le théoreme 9 du paragraphe 1.2;
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e la premiére projection I'}, ;(g) — Chtp, 7/ a” est représentable étale;
e et le morphisme

Frobg o FrobZ_ ; Id)
Cht}, ;/a? (Frobg = Cht}, ;/a? x Cht}, ;/a?

peut étre vu comme le composé de

(Frob; Id)
Cht}, ;/a* —————— Cht}, ;/a” x Cht}, ;/a®

et de

(Froby ™! o Frob®;!; Id)
Cht}, ; /a% x Cht}, ; /a 0 Cht}, ;/a% x Cht}, ;/a .

0

Enfin, donnons :

LEMME 7. — Soient I — J — X\T deuzr sous-schémas fermés finis
emboités, g un élément de G(AT) et u,s deuz entiers > 1.
Alors, si on écrit la décomposition en classes dans G(AT)

T, 1T L T, 1T Z
KjgKja” = HKJngJa )
J
on a un carré 2-cartésien canonique

[ Fixep s(gj,u,8) —  Chtp, ;/a?

o |

FixeD (g, u, 5) — Chtyp, ;/a”

Par conséquent, on a un morphisme canonique

H FixerD,J(gj, u, S) - Fixe%,[(g’ U, S)
J

qui est représentable fini étale galoisien de groupe de Galois
Ker(GL,(D;) — GL.(D;)| 2 KF /KT .

Démonstration : La premiére assertion résulte du lemme 4 (iii).
La seconde s’en déduit alors d’apres la proposition 5 du paragraphe I.3.

0

57






Chapitre II

Chtoucas réductibles. Filtrations de Harder—Narasimhan

1. — D—chtoucas réductibles. Sous—champs d’iceux

a) Définitions

LEMME 1. — Soient S un schéma sur Fq et &' | un D-chtouca

€
sur S dont le zéro ig : S — X et le péle i : S — X sont a valeurs

dans X'.
Soit aussi un diagramme commutatif

0 — & — &€ — & — 0

l 1 !
0o — & — & — & — 0
T T 1

0 — & — TE — &% — 0

de DX Og—Modules a droite sur X x S qui sont localement libres de type
fini sur Oxxs, ot les lignes sont exactes et les homomorphismes verticauz
sont injectifs.

On suppose que &1, &1, &2, £ sont localement libres de type fini sur
DR Og ou bien que la Ox—-Algébre D est mazimale sur X tout entier.

Alors, S s’écrit de maniére unique comme réunion disjointe de deux
parties S1 et Se d la fois ouvertes et fermées, telles que pour tout morphisme
S’ — S, on ait la propriété suivante : S’ — S se factorise a travers l'ouvert
S1 [resp.S2] si et seulement si les images réciprogques sur S’ des deuz fléches
Er o &y et TE — &) [resp.&1 — E] et TEL — E1] sont des isomorphismes.

81 82

Le diagramme &l [resp. & ] définit alors sur S’

TE TE,
un D-chtouca ayant respectivement pour zéro et pour pole les composés
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&
i ; N\
S -8 = Xet8 - 8 = X, et le diagramme &
7
&
&
N e .y
[resp. &l ] définit sur S’ un D-chtouca trivial.
T&

Démonstration : On remarque que 'on a sur X x S une suite exacte
de D X Og—Modules

0— & /& —EJE— E/E — 0.

Elle peut aussi étre vue (via le morphisme (io0,Id) : § — X x §) comme
une suite exacte de 5 D-Modules sur S.

Et par hypothése £'/E est localement libre de rang d sur Og.

On définit S; comme I'ouvert complémentaire du support du faisceau
cohérent &5/E; et Sy comme louvert complémentaire du support du
faisceau cohérent £1/&;.

Puisque le support de £'/E est S tout entier, on voit déja que S; et S,
sont disjoints.

Montrons que leur réunion est tout. Il suffit de le faire lorsque S est le
spectre d’un corps algébriquement clos K.

Mais alors, comme i, se factorise & travers X', on a un isomorphisme
it, D =2 My(K). Par équivalence de Morita, cet isomorphisme permet
d’écrire la suite exacte ci—dessus comme la somme directe d fois d’une
suite exacte d’espaces vectoriels sur K

0—F, —F—FEy,—0

ou E est de dimension 1. D’ou le résultat.

Revenons maintenant a S général.

Sur S, on a &/E =0et £ /€ — E'/E est un isomorphisme.

D’autre part, on a aussi £,/7€2 = 0 sur S;. En effet, il suffit de le
vérifier lorsque S; = S est le spectre d’un corps et dans ce cas cela résulte
de ce que les fibrés & et "€; ont méme degré. On en déduit que, sur Sy,
E1/T& — E'/7E est un isomorphisme.

De la méme fagon, on asur Sz : £1/€, =0,&1 /7€ =0et E'/E — &/,
E'|TE — E}/TE; sont des isomorphismes.

Il reste & prouver que dans le cas oul D est une Ox—Algebre maximale,
&1, €], € et &) sont automatiquement localement libres sur D X Og. Et
ceci résulte de la proposition 7 du paragraphe 1.3. (]
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Le lemme 1 améne & poser la définition suivante :

DEFINITION 2. — Soient r, ' deuz entiers avec 1 <1’ <r—1. On note
Chtqtryy” [resp. Chtsotrp ~" ] et on appelle champ des D—chtoucas de rang
r réductibles avec quotient trivial de rang r' [resp. avec sous-objet trivial
de rang r —71'] le champ qui d tout schéma S sur F, associe le groupoide des
diagrammes commutatifs de DROg—Modules a droite sur X xS, localement
libres

0 — 81 b & — 82 — 0

! ! !
0 — & — & — & — 0
T T T

0 — & — ¢ — & — 0

ou :
&
N,
° £ est un D—chtouca de rang r sur S ;
/
€
e les lignes sont exactes;
82 61
\‘ / ! . .
) . & [resp. &l ] est un D-chtouca trivial de
TE, &

rang v’ [resp. r —r'] sur S.

On remarque aussitot qu’on a des morphismes naturels de champs
Chtqtry” — Chtly™ x Trj,
Chtsotry™ ™" — Try™ x Chtj
ainsi que
Chtqtry” — Cht},
Chtsotry ™" —> Cht},.

’
Maintenant, pour I — X un sous-schéma fermé fini, notons Vecr’

[resp. T?rg:/] le champ qui associe & tout schéma S sur F, le groupoide des
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suites exactes de Dy ® Og—Modules & droite sur I x S, localement libres
de rangs r — r/, r et r’ respectivement

0—F —F —F,—0
[resp. et qui de plus sont munies d’un isomorphisme avec
0—)1-.7:1 —*T]'-——-)T]'-z —->0].

Par ailleurs, pour tout anneau A, on note P"”"'(A) le groupe des
automorphismes de A” qui préservent la filtration canonique

0 A" " S AT=A""" x A" — A" — 0.

LEMME 3. — Avec les notations ci-dessus, le champ ’I‘rg:’ s’identifie au
champ classifiant sur Fy du groupe fini prr’ (Dp).

Démonstration : On a le carré 2—cartésien

rr’ r,r’
'TI'DI Ea— VeCDI

l (Frob,Id)

rpt (d1d) ! !
Vecpy, —— Vecp, x Vecp,

ot le champ Vecg;l s’identifie au champ classifiant sur F, du schéma
en groupes S — HO(S,P™" (D; ® Og)), donc est lisse sur F,. D’apres

la proposition 1 du paragraphe 1.2, le champ ’I‘rg:’ est étale sur Fy. I
reste a prouver que pour tout corps K algébriquement clos, le foncteur

TY%:,(Spec Fy) — Tr;;:'(Spec K) est une équivalence, ce qui résulte du
lemme 3 du paragraphe 1.3 et du lemme 4 du paragraphe 1.2. 0

Or, pour tout sous—schéma fermé fini I — X, on a au—dessus de
(X\I) x (X\I) des morphismes canoniques

Chtqtryy” — g’;' Chtsotry™ ™" — ’I‘rgzl .
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Définissons donc les champs Chtqtr et Chtsotrp ™ comme les produits
fibrés dans les carrés 2—cartésiens :

Chtqtrgf; — SpecF,

l l

Chtqtrgrl — ’I‘rg:/ = SpecF,/P™" (Dy)

Chtsotrp’, T SpecF,

l l

Chtsotr’y™ ™™ — TrfTD’:l = SpecF,/P™" (Dr)

Comme dans la proposition 5 du paragraphe 1.3, on obtient :

PROPOSITION 4. — Soient r,7’" deur entiers avec 1 < r' < r —1, et
I — J — X deux sous—-schémas fermés finis emboités de X .
Alors on a au-dessus de (X\J) x (X\J) des morphismes canoniques

Chtqtr”/ — Chtqtry);

Chtsotrg Jr — ChtsotrM v’

qui sont représentables finis étales galoisiens avec pour groupe de Galois le
groupe fini
Ker[P™" (D) — P™" (Dyp)].

0

Et pour tout sous—schéma fermé I <— X, on remarque encore qu’on a
au—dessus de (X\I) x (X\I) des morphismes

Chtqtrly; — Chtyy x Trp;
Chtsotrp, LN TD_ITI X Chtg’ I
Chtqtr%f, — Chtp; et Chtsotry, I Chtp, ;.
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Or, d’aprés le théoreme 2 du paragraphe 1.3, on a la décomposition
canonique en composantes connexes

;,',, = ]I SpecF,/AutE
E

[resp. Tr’"D_,ITI = ]I SpecFy/AutE]
E

ol E décrit la famille des D—-Modules a droite sur X, localement libres de
rang 7’ [resp.r — '] et munis d’une structure de niveau I.

En prenant les images réciproques, on obtient une décomposition na-
turelle

Chtqtr;)’f} = Chtqtrgﬁ

[resp. Chtsotrp’, "=

|
E
11
E
b) Les morphismes Chtqtrg — Chtp, ; et Chtsotry - Chtp ;

Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréme suivant :

THEOREME 5. — Soient r,7’ deuz entiers avec 1 <1’ <r—-1,1 —- X
un sous—schéma fermé fini de X, et n € Z un entier.

Alors, si E décrit la famille des D—-Modules a droite sur X, localement
libres de rang ' [resp. r — r'] et de degré < n [resp. > n|, munis d’une
structure de niveau I, le morphisme

I Chtqtrg{”; —  Chtp ;
E

[resp. ]}_3[ Chtsotrgf, — Chtp 4]

est représentable, quasi—fini, non ramifié et séparé.
Autrement dit, chaque morphisme

Chtqtrgf”} — Chtp ;  [resp. Chtsotrgﬁ — Chtp ;]

est représentable, quasz —fini, non ramifié et séparé. Et d’autre part, la
famille des ChtqtrD 7, deg E < n [resp. des ChtsotrD 7, deg E > n| est
finie au—dessus de chaque ouvert quasi—compact du champ ChtD I

0

Avant de passer & la démonstration, donnons quelques définitions et
résultats préliminaires.
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DEFINITION 6. — Si S est un schéma sur Fy, on appelle D—chtouca
généralisé sur S tout diagramme
£ J
N P
/4
€

de DK Og-Modules a droite sur X x S localement libres de type fini, tel
que j et t sont des isomorphismes en dehors d’un schéma fini sur S.

& &

~ AW ~
Et si & = y El | et & = p &, | sont deur D-
& &,

chtoucas généralisés sur S, on appelle morphisme de &, dans gz tout couple
d’homomorphismes D ® Og-linéaires f : &1 — &, f' : & — & rendant
commutatif le diagramme :

& AN &
\ PN
&l — &
/! - /!
7'81 I—— 782

L’ensemble des morphismes de &, dans &, forme un espace vectoriel sur
Fq que l'on note

HOInD,-r (5'1 s gg) .

Maintenant, on a :

PROPOSITION 7. — Pour tout schéma S sur Fy, pour tous D-chtoucas
généralisés &, et € sur S, le foncteur

(S’ — S) — Homp,,-(gl d OSI, gz ® 0,5")

est représentable par un schéma en IF,—espaces vectoriels sur S qui est fini
et non ramifié, noté Homp (&1 ® -, €2 ® +).

Démonstration : Tout d’abord, on a le lemme suivant :
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LEMME 8. — Soit S un schéma sur Fq et F1, Fo deuz DX Og-Modules
a droite sur X x S qui sont de présentation finie, et tels que F3 soit plat
sur Og. Alors le foncteur

(S, —_ S) — Homp(}'l ® Ogr, Fo® Osl)

est représentable par un fibré vectoriel de type fini sur S, que l’on notera
Hom«D(]:l ® %y .7:2 ® )

Démonstration du lemme 8 : D’aprés Grothendieck (cf. [EGA III]
corollaire 7.7.8), le foncteur (S’ — §) — Homo, ., (F1®0s, F2®0Os/)
est représentable par un fibré vectoriel sur S que ’on notera Homp, (F1 ®
-, F2 ® -). De méme, on dispose de fibrés vectoriels Homp, (F1 ® D ®
- Fo®@D®-) et Homp, (F1®D®-, F2®-) sur S. Alors le noyau des deux
homomorphismes Og-linéaires

HomOx (Fl®', -7:2®) - HomOx(fl®D®" f2®D®) -
Homox(}'1®’D®-, .7:2®')

et Homp, (F1®: F2®:) — Homp, (F1®D®:, F2Q-)

induits respectivement par les homomorphismes de produit 7,®D — F3 et
F1®D — Fi, est encore un fibré vectoriel sur S, et il répond & la question

posée. 0

Fin de la démonstration de la proposition 7 : Notons gl =

&1 &

8{ et £~2 = \ Eé
7 /
81 Tg2
Les homomorphismes £ — &5, &1 — &1, 7E2 — &5 et "€ — £ induisent
des homomorphismes Og-linéaires entre fibrés vectoriels sur S :

Homp(£1®-, £8) — Homp(&1®- E®°)
Homp(€]® -, £4®) — Homp(£1®- E,®)
Homp("61® -, €2 ® ) % Homp("61 Q@+, £5,® )
Homp (£l ®-, £,®-) —— Homp("6,®-, £®°)

Par ailleurs, on a un homomorphisme Og—q-linéaire :
Homp(£; ® -, £2® ) — Homp("61® -, "E2® )
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On remarque que js, j1, t2 €t t; sont universellement injectifs, donc sont
des immersions fermées.

On voit immédiatement sur les définitions que le foncteur (S’ — S) —
Homyp (51 ® Ogr, 52 ® Og) est représentable par le sous—schéma fermé de
Homp(& ® -, &2 @ -) xs Homp(€] ® -, & ® -) défini par les équations
J2(f) = 51(f") et ta o 7(f) = t1(f’). Ce schéma est donc affine sur S.

Il est aussi projectif sur S, donc fini. Pour le voir, il suffit de montrer
qu’il est aussi fermé dans le fibré projectif

P(Homp (£ ® -, £2® ) xgHomp(£] ® -, £4®-) D AL).
Or en coordonnées homogenes, les équations s’écrivent

J2(f/fo) = 51(f'/ fo) taor(f/fo) =t1(f'/fo)
soit encore ) =n(f)  teor(f) = ()
qui est impossible & réaliser avec fo = 0 et (f, f') # (0,0).
Enfin, ce schéma est non ramifié sur S. _ _
En effet, d’aprés ’équation ja(f) = j1(f’), Homp (&1 ® -, E2 ® +) est
un sous-schéma fermé de Homp (€] ®-, £, ®-), donc aussi de Homp ("6, ®
-, €4 ® ) via t;, si bien que

.0l 1
dtl . Qﬂom'p(fg]@', 5{,@')/5 QHOHID,T(&®', 528,)/5

est un homomorphisme surjectif.
Or d’apres I’équation t3 o 7(f) = t1(f’), on a dt; = 0 d’ou

1 - - =0
Homp,, (£1®-, £2®-)/S

comme on voulait.

Par ailleurs, prouvons :

LEMME 9. — Soient S un schéma sur Fy, neethérien, et £ un faisceau
cohérent localement libre sur X x S.

Alors il existe un entier n € Z tel que pour tout point algébrique
s = Speck(s) de S, et pour tout faisceau localement libre F sur X X s
plongé dans & [resp. quotient de &;], on a

degF <n [resp.deg F > n].
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Démonstration : Si m (parmi un nombre fini de possibilités) désigne
le rang de F, tout plongement F — &, induit un plongement

A™F — A™E,
d’ou une inclusion
H°(X x s, A™F) — H°(X x 5, A™E,)

entre espaces vectoriels de dimension finie sur le corps k(s).
Or, d’apres le théoréeme de Riemann—Roch, on a

dim,(;) H*(X x s, A™F) > degF —g+1

ol g désigne le genre de la courbe X.

Or la fonction s — dim, ) H 0(X x s, A™E,) ne dépend que du point
image de s dans S, et comme fonction de ce point, elle est constructible.
Comme S est noethérien, on voit que cette fonction ne prend qu’un nombre
fini de valeurs.

Ceci prouve que s’il existe un plongement F — &, deg F est uni-
formément majoré.

D’autre part, s’il existe un homomorphisme surjectif £ — F, il lui
correspond un plongement entre fibrés duaux FV — &), donc deg F¥ =
—deg F est uniformément majoré. U

Démonstration du théoréme 5 : On remarque d’abord qu’au—dessus
de (X\I) x (X\I), on a un diagramme 2-commutatif

, rr—r' r
Chtqtry; — Chtp Chtsotrp ;©  —  Chtp,;

1 I | ]

'I‘,T’ s ’
Chtqtr, — Chtp Chisotry ™" —  Cht}

ol les deux morphismes verticaux sont représentables finis étales.

Donc il suffit d’étudier le cas I = 0.

On sait que ’ensemble des D-Modules a droite E sur X, localement
libres, de rang et de degré fixés et dont tout sous—Ox—-Module localement
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libre a son degré majoré par une constante fixée, est fini. Ainsi, ’assertion
que la famille des Chtqtrgﬁ, deg E < n [resp. des Chtsotrgf‘}, deg E > n)|
est finie au—dessus de tout ouvert quasi—compact de Cht?, est conséquence
du lemme 9 ci—dessus.

Reste & prouver que chaque morphisme

Chtqtr;® — Cht}, [resp. Chtsotrp? — Cht]

est représentable quasi—fini non ramifié et séparé.
On note que pour tout schéma S sur Fy, le foncteur

Chtqtry®(S) — Cht},(S)  [resp. Chtsotr}? (S) — Cht,(S)]

est fidele. Comme le morphisme SpecF, — SpecF,/ Aut E est représenta-
ble fini étale galoisien, il suffit donc de prouver qu’est représentable quasi—
fini non ramifié le morphisme

ChtqtrgE X (SpecF,/ Aut E) Spec F, — Chtr»D

[resp. ChtsotrgE X (SpecF,/ Aut ) SpecFg —  Chtp).

£
N\

Ainsi, il s’agit de montrer que si S est un schéma sur F,, £ = &

T g /‘
est un D—chtouca de rang 7 sur S, et E=ER Og est le D—chtouca trivial
sur S induit par E, alors le foncteur qui & tout schéma S’ — S sur S
associe ’ensemble des morphismes de £ ® Ogs/ dans E ® Og [resp. de
E ® Og dans E® Og] tels que les homomorphismes £ ® Ogr — E ® Og:
et & ® Ogr — E ® Ogs soient surjectifs [resp. E ® Ogr — £ @ Og et
E®0g — E£'®0Og: soient injectifs et aient leurs conoyaux localement libres,
ce qui revient & dire que les homomorphismes duaux €Y ® Qg — EV Q@ Og:
et £’V ® Og — EY ® Og: soient surjectifs] est représentable quasi—fini non
ramifié et séparé sur S.
Ce foncteur s’envoie évidemment dans le foncteur

S1 = Homp,,-(é~'® . E® -) [resp.S1 = HomD,T(E@) -,g® ]

qui d’apres la proposition 7 est représentable fini non ramifié sur S.
Sur S x X, on a des homomorphismes canoniques

E®0s, — E®O0Og, €/®Osl — E®O0Og,
[resp. E®0s, — EQO0g, E®ROs;, — &Q0g |
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et pour tout morphisme S’ — Si, on se demande quand—est—ce que les
faisceaux conoyaux Coker(€ ® Os, — E ® Og,) et Coker(£' ® Og, > EQ®
Og, ) [resp. Coker(£¥Y ®0s, — EV®0g, ) et Coker(£'V®0s, — EV®0s, )]
sont annulés par le changement de base S’ — 5.

D’apres le lemme de Nakayama et la propreté de X, cette condition
est représentable par l’immersion ouverte dont 'image dans S; est le
complémentaire de I'image des supports de ces faisceaux sur X x S;.

Ceci termine la démonstration. 0

Comme conséquence du théoréeme 5 ci—dessus et du corollaire 6 du
paragraphe 1.3, on a :

COROLLAIRE 10. — Pour tous entiersr, v’ avec1 < r’ < r—1, tout sous—
schéma fermé fini I — X et tout D-Module a droite E sur X, localement
libre de rang r' [resp. r — 1’| et muni d’une structure de niveau I, le champ

Chtqtr%ﬁ [resp. Chtsotrgf‘,'

est un champ algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type
fini et séparé sur F,.

Il s’écrit comme réunion filtrante de sous—champs ouverts gqui sont
quotients de schémas quasi-projectifs sur Fy par l’action de groupes finis.

I

c) Les morphismes Chtqtrgﬁ — ChtTDT}"/ x SpecF,/AutE et
Chtsotr%ﬁ——» SpecF,/ Aut E x Chtg, I

Enongons d’abord le théoreme suivant :

THEOREME 11. — Soient v, v’ deuz entiers avec 1 <1’ <r—-1,I— X
un sous—-schéma fermé fini, et E un D-Module d droite sur X, localement
libre de rang r' [resp. r — 7’|, muni d’une structure de niveau I.

Alors le morphisme

Chtatry — Cht}} x SpecFy/ AutE
[resp. Chtsotr’,}f‘; — SpecF,/ Aut E x Cht%',, |

est de type fini et lisse de dimension relative r'd [resp. (r —r')d].
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Avant de procéder a la démonstration, rassemblons quelques résultats
préliminaires.

Tout d’abord, rappelons la notion de champ de Picard (cf. [SGA4],
XVIII, paragraphe 1.4).

DErINITION 12 (Grothendieck). — Soit S un schéma sur F,.
On appelle champ de Picard sur S tout champ A sur S muni d’un
morphisme commutatif et associatif

+Z.AXS.A—>.A

et d’un morphisme élément neutre 0 : S — A, vérifiant les axiomes
naturels.

Si (A,+) et (B,+) sont deuz champs de Picard sur S, un morphisme
de Uun dans lautre est un morphisme A — B muni d’un 2—isomorphisme
de commutation des deux foncteurs composés dans le diagramme

AxsA —— A

l l

BxsB —— B

et avec des compatibilités évidentes.

Par abus de langage, appelons noyau d’un tel morphisme le produit fibré
sur B de A — B et S — B dans la 2—catégorie des champs. C’est encore
un champ de Picard sur S.

Un champ de Picard sur S est dit représentable s’il est isomorphe d un
espace algébrique en groupes abéliens sur S.

Un morphisme (A,+) — (B,+) entre champs de Picard sur S est dit
représentable si son noyau est représentable.

Un champ de Picard (A,+) sur S est dit algébrique s’il existe un champ
de Picard représentable (A,+) sur S et un morphisme (A,+) — (A,+)
représentable lisse de type fini.

On a le lemme suivant :

LEMME 13. — Soit S un schéma sur F,.

(i) Associons a tout compleze A : A™1 5 A0 de faisceaur de
groupes abéliens sur le grand site f.p.q.c. de S, concentré en degrés —1
et 0 le champ A défini par le S—espace en groupoides correspondant.
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Alors ce foncteur induit une équivalence de la catégorie dérivée desdits
complezxes dans la catégorie des champs de Picard sur S.
En particulier, on dispose de la notion de triangle de champs de Picard.

(ii) Si (A,+) est un champ de Picard sur S associé & un compleze
A’ comme dans (i), alors pour tout schéma S’ sur S, le groupe des classes
d’isomorphismes d’objets de A(S’) s’identifie a H°(S', A’) et le groupe des
automorphismes de n’importe quel objet s’identifie ¢ H1(S', A).

(iii) Soit (A,+) — (B,+) — (C,+) — un triangle de champs de
Picard sur S. Alors a fortiori (A, +) est le noyau de (B,+) — (C,+), et
localement pour la topologie f.p.q.c., les fibres du morphisme B — C sont
isomorphes d des fibres de A — S.

En particulier, si A est représentable [resp. de type fini, resp. lisse de
dimension relative n] il en est de méme du morphisme B — C.

Démonstration :
(i) est prouvé dans [SGA4], XVIII, proposition 1.4.15.
(i) est évident sur les définitions.

(iii) La premiére assertion est claire d’aprés [SGA4], XVIII, corol-
laire 1.4.17.

Pour la seconde, soient S’ un schéma sur S et S’ — C un morphisme.
D’aprés (ii) et ’hypothése, il existe un recouvrement S” — S’ pour la
topologie f.p.q.c. tel que S” — S’ — C se reléve en S” — B. Et le choix
d’un tel relévement détermine un isomorphisme induit par +

AxgS" = BxcS8".
La derniére assertion est conséquence immédiate des précédentes. 0

Maintenant, prouvons :

LEMME 14. — Soit VecD ; le champ qui associe d tout schéma S sur F,
le groupoide des suites ezactes de D ® Og-Modules & droite sur X x S
localement libres de rangs r — r',r et r' respectivement

0—wF—5Gg—&—0

dont la restriction a I X S est munie d’un isomorphisme avec la suite exzacte
canonique 0 - D7 WOg — Df KOs — D}’ KOs — 0.
Alors le morphisme

7‘1‘

Vecg, — Vecp 1 X VecD I
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est algébrique, de type fini et lisse.

Plus précisément, si S est un schéma sur Fy et £, F sont deux objets
de Vecg, 1(S) et Vec 1 "(S) respectivement, alors le champ Extp 1(E, F)
obtenu comme produit fibré dans le carré 2—cartésien

Extp (£, F) —— S
Vecgf;  — Vec;;’;, X Vecg, I

est un champ de Picard sur S qui localement pour la topologie de Zariski
de S peut étre représenté par un compleze L1 — L° de Os—-Modules
localement libres de type fini.

En particulier, le champ Extp (€, F) sur S est algébrique lisse de type
fini.

Démonstration : Introduisons sur X xS le faisceau Homprog (€, F) =
Homp(E,F) qui est localement libre de rang 7/(r — r')d? sur Oxxs.
Puis introduisons le faisceau Homp 1(€,F) = Homp(E,F) ®ox T =
Homp(E,F ®o, I) ou T C Ox est I'ldéal qui définit le sous—schéma
fermé I — X. Il est aussi localement libre de rang r'(r — r')d? sur Oxxs.

Alors, si p : X x § — S désigne la projection, il est immédiat que
Extp, 1(€,F) est le champ de Picard sur S associé a I'objet

Rp.(Homp 1(€,F))[—1]

dans la catégorie des complexes concentrés en degrés —1 et 0. Le fait que
localement sur S, il peut étre représenté par un complexe de Og—Modules
localement libres de type fini résulte d’'un théoréme de Grothendieck, cf.
[Mumford] Chapitre II, § 5, puisque Homp (€, F) est plat sur Og.

On conclut d’apres le lemme 13 (iii). 0

LEMME 15. — Soient S un schéma sur Fq, A, B et B’ trois DX Og-
Modules a droites sur X x S, localement libres de rangs a, b et b, avec
structures de niveau I, et B — B’ un homomorphisme D X Og-linéaire,
injectif, dont le conoyau est supporté par le graphe d’un morphisme i : S —
X\I et tel que B'/B [resp. Extpg, (B'/B, DK Og)] est localement libre
de rang B sur son support comme Og—Module.
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Alors on a un triangle de champs de Picard au—dessus de S

L — ExtD,I(A,B) — Ext'p,](A,B/) —
[resp. L —— Extp;(B',A) —— Extpi(B,A) — ]

ot L est le fibré associé au faisceau localement libre dual

(6,14 Hompao, (4,B/B))” = Homuo (G, 1)"A,B/8))”

v
[resp. ((z, 1d)* Exthge, (B'/B, .A)) ].
En particulier, le morphisme
ExtD,I(A, B) — ExtD,I(A, B')
[resp. Extp (B, A) — Extp (B, A)]
est représentable de type fini lisse de dimension relative af3.

Remarque : Lorsque i : S — X est & valeurs dans X', il est
équivalent de demander que B'/B ou que Eztpg, (B'/B,DROs) soit
localement libre de rang 8 comme Og—Module. Et dans ce cas, le faisceau
(i,1d)* Extpg o (B'/B, A) s'identifie & Homp(B'/B®o, i*Q, (i,1d)*A)
puisqu’alors Tor?x *$(B'/B,Og) s’identifie & B'/B ®04 i*Qk.

Démonstration du lemme 15 : On a une suite exacte de Oxxs—
Modules :

0— HO’ITI/D,I(.A, B) - HO’!TLD,[(A, B’) - Hongos (A, B,/B) -0
[resp.0 — Homp,1(B', A) — Homp 1(B, A) = Extpge (B'/B,A) — 0]
En notant p: X x S — S la projection, on en déduit un triangle dans
la catégorie dérivée des complexes concentrés en degrés —1 et 0
(,1d)* Hompros (A, B'/B)— Rp. Homp,1 (A, B)[-1] —
Rp.Homp (A, B')[-1]
[resp. (i,1d)* Extyge (B /B, A) —=Rp.Homp 1(B', A)[-1]—
Rp*HO’me,[(B, A) [—1]]
d’ou la premiére assertion puisque Extp j(A,B) et Extpr(A,B)
[resp. Extp ;(B', A) et Extp (B, A)] sont les champs de Picard
associés & Rp.Homp (A,B)[-1] et Rp.Homp (A,B)[-1] [resp.
Rp,Homyp 1(B', A)[-1] et Rp.Homp 1(B, A)[-1]].
La seconde assertion en résulte d’apres le lemme 13 (iii). 0
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Démonstration du théoréme 11 : Soient S un schéma sur F, et
S — Cht}y 7 x SpecF,/AutE [resp.S — SpecF,/ Aut E x Chtf, ;] un
d N\
morphisme. Il est constitué d’un objet F' | =Fde Cht;,_y}”, (S)
TF
[resp. Chtg, 1(S)] et d’un objet £ de ’I‘rg, 1(S) [resp. ;,’,}'/ (S)] qui devient
isomorphe & F au—dessus de chaque point géométrique de S.

Notons Extp (€, F) [resp. Extp 1(F,E)] le champ fibre au-dessus de S
du morphisme

Chtqtr%’f’} — Cht;;fl x SpecF,/ Aut E
[resp. Chtsotrgf, — SpecF,/Aut E x Chtg, IR E

On remarque qu’on a un carré 2—cartésien

Extp 1(E,F) —— Extp1(£,F) Xuxtp.(e,7) Extp,1(€,"F)

J l

(1d,7)
Extp,[(g,f) _ EXt'D,I(g,]:) Xg Extp,I(S,T}')

[resp. EXtD’I(f’ §) — Extp(F,§) XExtp,1("F,E) Extp,1("F, )

l 1

Id,7)
ExtD,I(}"',E) (———-> Extp,l(}",E) Xg Extp,l("}",ff) ]

ou d’apres le lemme 14 tous les champs Extp 1(.,.) sont algébriques lisses
et de type fini sur S, et d’apres le lemme 15 le morphisme

Extp (€,F) — Extpi(€,F)
[resp. Extp (F',£) — Extp(F,€) |

est représentable et lisse de dimension relative 'd [resp. (r — r’)d].
On conclut en appliquant la proposition 1 du paragraphe 1.2. [
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d) Les champs Extp 7 (£, F) et Extp ;(F, &)

Commencons par introduire une nouvelle notion.

Considérons de maniere générale Y un schéma et ¢ un champ sur Y,
algébrique au sens de Deligne-Mumford, localement de type fini et lisse.
Et soit Y — U une section de ce champ sur Y.

Par hypothese, il existe Uy — U un recouvrement étale de I par un
schéma, lisse sur Y. Alors Y; = Y Xy U; est un recouvrement étale de
Y, et le morphisme Y7 — U; Xy Y7 est une section du morphisme lisse
Ui Xy Y1 — Y7 qui releve la section Y7 - U Xy Y; delUd xy Y7 — Y7.

Ainsi, Y7 — U; Xy Y est une immersion réguliére et comme telle admet
un faisceau normal N sur Y;.

De plus, si Uy — U est un autre recouvrement étale, avec Uz = Uy Xy U,
Yo=Y xyUs, Y3 =Y xyy Uz = Y; xy Ys et Ny, N3 les faisceaux normaux
correspondants, alors les sections Y7 — U; Xy Y] et Yo — U Xy Ya
s’'inscrivent dans un diagramme commutatif

U1><y}/1 — U3XyY3 —_ U2XYY2

| | |

Y — Y3 — Y;

ou les morphismes horizontaux sont étales.

Il en résulte que sur Yj les trois faisceaux N3, N1 ®o,, Oy, et No®oy, Oy,
sont canoniquement isomorphes.

De ceci, il résulte d’une part que N; est muni d’une donnée de descente
relativement 4 Y; — Y, donc qu’il provient d’un faisceau N sur Y, et
d’autre part que ce faisceau N ne dépend pas du choix de Uj.

Le faisceau N ainsi défini sur Y est appelé le faisceau normal de la
section Y — U du morphisme lisse 4 — Y.

Comme sous—produit de la démonstration du théoréme 11 (via celle de
la proposition 1 du paragraphe 1.2), on a :

COROLLAIRE 16. — Soient r, ' deux entiers avec 1 <7’ <r—-1,I — X
un sous—schéma fermé fini.

Foo
j
Soient S un schéma surFq, F = F' | un objet de Chty, 1 (S)
TF t
[resp. de Chtg, 1(S)] et € un objet de ’I‘r’;, 1(S) [resp.TrH}‘/(S’)]. Alors la
section triviale du morphisme de type fini lisse de dimension relative r'd
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[resp. (r —r')d]

~ . ,,_’rl
Extp,1(€, F) = Chtqtrp X (b xTeg, ) S — S

[resp. Extp (F,E) = Chtsotrp X y§ — 8§ ]

r—r/ /
(Tr‘D,I XCht%yI

admet pour faisceau normal le faisceau sur S
Homis p ((i(x,, 1d)*E, F /.7-')

[resp. (io, 1d)*Extpge, (F'/7F,E) qui s’identifie @ Homisp(F'/TF @os
5%, (i0,1d)*E) lorsque ip : S — X est d valeur dans X'].

Démonstration : Il suffit d’appliquer le lemme 15 et la remarque qui
le suit. I

On a également :

PropoOSITION 17. — Sous les hypothéses et avec les notations du corol-
laire 16, Extp ;(€,F) [resp. Extp 1(F,E)| est un champ de Picard sur S.
1l s’inscrit naturellement dans un triangle de champs de Picard sur S
~ j—to
EXtD’I(S,}-) —_— EXt'D,[(S,]:) J—T> EXt'D,I(g,}-I) —

t—Toj

[resp. Extp (F,€) —— Extp(F,E) — Extp ("F,E) —]

ou j ett sont induits par les homomorphismes DX Og-linéaires F REANY

et TF - F' et T est induit par l’homomorphisme D K Frobg-linéaire
F-TF.

Démonstration : Tout d’abord, il est évident sur les définitions que
Extp, 1(€,F) [resp. Extp 1(F, )| s’identifie au noyau de ’homomorphisme
j—tor
EXtD,I(E, .7:) — EXtD,I(g, .7:/)

t—Toj

[resp. Extp (F',€) —— Extp("F,E)].

Or, en notant p : X xS — § la projection, on sait que cet homomorphisme
est I'image par le foncteur Rp.(.)[—1] de I’homomorphisme de faisceaux
sur X x S
j—tor
HomD,I(E,}') — HomD,I(S,J-")

t—T0j

[resp. Homp (F',E) —— Homp ("F,E)].
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Par conséquent, il s’agit de montrer que I’homomorphisme de faisceaux
sur S

j—toT
Rlp*HomD,I(S, .7'.) ]—> Rlp*Homp,I(E, f/)
t—T7o0j

[resp. R'p.Homp (F',€) ——> R'p.Homop 1("F,E))

est surjectif.
Et pour cela, il suffit de montrer que le morphisme

j—toT
ExtD,I(E, .7‘-) J—> EXtD,I(g, .7:')
t—T0j

[resp. Extp (F,€) —— Extp("F,£)].
est lisse.

Considérons donc S’ un schéma sur S et s’ : S’ — Extp (€, F)
[resp. s’ : S’ — Extp ;("F,&)] un point & valeur dans S’. Il s’agit de prouver
que la fibre de j —t o7 [resp.t — 70 j] au—dessus de s’ est lisse sur S’. Pour
simplifier les notations, on peut supposer que S’ = S et noter s’ = s. Alors

cela résulte des lemmes 14 et 15 et de la proposition 1 du paragraphe 1.2
puisqu’on a un carré 2—cartésien :

Extp,1(E&,F)XExtp 1(6F)S — Extp (€, F)Xj(.)+s,Extp 1 (£,7),t Extp,1(E7F)

! !

(Id,7)
Extp,l(g,]:) —_— Ext'p,[(g,]:) Xg Extp,_r(é',’f)

[respectivement :

Extp, 1(Fi€)XExtp 1 (- FeyS — Extp 1(FI€)X¢()45,Extp 1 (- F£),jEXt DI ("F3E)

! !

(Id,T)
Ext'p,j(f',g) — EXtD,I(.F',S) Xg EXtD,I(T}-’,S)]

0

Afin d’exploiter cette proposition dans le cas ou S est un point
géométrique, on a besoin du lemme algébrique suivant :
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LEMME 18. — Soient K un corps sur F,, algébriquement clos, U et
V deuz espaces vectoriels sur K de dimension finie, A : U — V un
homomorphisme linéaire et ¢ : U — V un homomorphisme g-linéaire.
Alors :

(i) Si A est injectif, le schéma en groupes Ker(A — 1) est discret; il
s’identifie a un sous-IF4—espace vectoriel de U tel que Ker(A—v)®f, K — U
est injectif; en particulier, le rang sur Fy de Ker(A — ) est majoré par la
dimension sur K de U. De plus, le schéma en groupes commutatifs quotient
Coker(A —1)) est unipotent et isomorphe (non canoniqguement) a Coker(X).

(ii) Si A et ¢ sont bijectifs, il existe une base uy,...,u, de U et une
base v1,...,v, de V telles que

Mws) =vi, P(w)=wv;, Vi, 1<i<nm.

(iii) Si A est surjectif, la composante neutre du schéma en groupes

commutatifs Ker(A — ) est unipotente et isomorphe (non canoniquement)
a Ker()).

(iv) Factorisons 9 canoniquement en U —— U -5 V od 1 est
l’isomorphisme de Frobenius et y est un homomorphisme linéaire avec donc
des diagrammes

U L, 174 tU 42‘— ty
l T /‘” et J«T ‘Al‘l’
U T(*U)

Alors, si X et p sont surjectifs [resp. injectifs|, la restriction a Ker(A — po
7) X Ker("pu — 7 o *)) de la forme bilinéaire

Ux'V —K (u,v*) —< v*, A1) >=<*A(v*),u >

est a valeurs dans Fy, et elle induit une dualité parfaite entre la partie
discréte de Ker(\ — p o 1) (c’est-a—dire son quotient par sa composante
neutre) et le groupe discret Ker(*u — 7 o t)A) [resp. entre le groupe discret
Ker(A — poT) et la partie discréte de Ker(*u — 7 0?\)].
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Démonstration :

(i) Ker(A—1) est discret et étale sur K car c’est le noyau d’un homo-
morphisme séparable entre schémas en groupes lisses dont la différentielle
d(A — ) = X est injective.

Ainsi Ker(\—1) s’identifie & ’ensemble de ses points sur K, c’est—a—dire
a un sous—groupe de U.

Le fait que Ker(A —9) ®p, K — U est injectif a déja été montré dans le
lemme 4 du paragraphe 1.3.

Pour la seconde assertion, choisissons W un supplémentaire dans V de
Im(X). Alors ’homomorphisme induit W — Coker(\) est un isomorphisme.
Par conséquent, I’homomorphisme de schémas en groupes commutatifs IF,—
linéaires

W — Coker(A — 9)
est étale. Comme Coker(A — 1) est connexe, cet homomorphisme est
surjectif et son noyau est un sous-groupe discret Fy-linéaire de W'.

Il s’agit donc de prouver que tout quotient de W par un sous—groupe
discret IF,-linéaire G est isomorphe & W comme schéma en groupes
commutatifs Fg-linéaires.

Si G =0, il n’y a rien & prouver.

Dans le cas contraire, choisissons f; # 0 dans G, et complétons f; en
une base fi,..., fr de W.

Alors I'homomorphisme [F,—linéaire

W —Ww nh+ ot yfe— W —y)fityefo+ o+ yefe

a pour noyau F,f; C G.

Donc I’homomorphisme de projection W — W/G se factorise & travers
cet homomorphisme W — W, et W/G apparait comme un quotient de W
cette fois par G/Fgfi. D’ou le résultat par récurrence sur le cardinal de G.

(ii) Cela a déja été démontré dans le lemme 4 du paragraphe 1.3.

(iii) On fait une démonstration par récurrence sur la dimension de U.

Si Kery C Ker A, on a nécessairement Keriy = Ker A puisque A est

surjective. Posons alors Us = U/Ker . Les homomorphismes induits A,

o : Up — V sont bijectifs, donc d’aprés (i), Ker(A2 — 12) est discret. De
plus, on a une suite exacte canonique

0 — Ker A — Ker(A — ¢) — Ker(A2 — 92) — 0

d’ou le résultat dans ce cas.
Dans le cas contraire, il existe u; € Ker v tel que v1 = A(u1) soit non nul.
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Posons U; = Kuy, Vi = Kvy, Uy = U/Uy, Vo = V/V;. Et soient Ay,
1 : Uy — Vi et Ag, 92 : Uy — Vi les homomorphismes induits.

Le lemme du serpent nous donne immédiatement deux suites exactes :
0=Ker \; — Ker A\ — Ker \s —Coker \1 =0
0=Ker(\; —¢1) — Ker(A—19) — Ker(Ay—12) —> Coker(Az—12)=0
Le résultat pour A — 1) se déduit donc de celui pour Ay — 5.

Afin de préparer la démonstration de (iv), étudions un isomorphisme
comme nous venons d’en construire :

Ker A\ = Ker(A —%)°  u+—— e(u)
Pour tout élément u de Ker A, ’homomorphisme composé
K — Ker A — Ker(A —v¢) a+— e(au)
est nécessairement de la forme
puisqu’il est [F,-linéaire.
Les u(® sont nuls & partir d’un certain rang et on a u(®) = u puisque la
différentielle de e en 0 est I'identité de Ker A. Chaque application u — (¥

Ker A — U est ¢*-linéaire. Enfin, comme a — e(au) est a valeurs dans
Ker(\ — ), on trouve

Pu®) = AutD)), vi>o0.

Notons U? le sous—espace de U engendré par les u(®, u € Ker \, i > 0,
et V9 son image par ¥ ou A. Alors les homomorphismes induits Ay, %o,
Ao — %o : U® — VO sont tous trois surjectifs.

Notons U = U/U°, V = V/V® et X\, ¥ : U — V les homomorphismes
induits. Le lemme du serpent nous donne une suite exacte

0 — Kerlg — Ker\ — KerX — Coker \g — Coker A — Coker A — 0

| I |
Ker A 0 0
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donc X : U — V est un isomorphisme.

Supposons maintenant que 9 aussi est surjectif. Alors ¢ : U — V est
surjectif, donc bijectif. D’apres (ii), il existe une base %y, . . . , Uy de U formée
d’éléments du sous-groupe discret Ker(X — 1). Or, comme Ao — v est
surjectif et d’apres le lemme du serpent, on a une suite exacte

0 — Ker(A\g — 90) — Ker(A — ) — Ker(A — ) — 0.

Choisissons des éléments u1, . . ., ur dans Ker(A—1) qui relévent @y, . . . , T,
soient v1, ...,V leurs images par A ou v, et notons U¢ C U et V¢ C V
les sous-espaces engendrés. On a obtenu des décompositions en sommes
directes
U=U9U? V=V'gV

telles que X et v induisent des isomorphismes de U¢ sur V<.

Démontrons maintenant (iv).

Il suffit d’étudier le cas ou A et ¥ = u o 7 sont surjectives, I’autre cas
étant sa traduction en termes duaux.

Montrons d’abord que si u € Ker(A — po7) et v* € Ker(*p — 7 0 %)),
on a

<v*, AMu) >€F,.
Calculons
<v*, A(u) >=<v*,por(u) > =< u@*),7(u) >
=< 70 A(w*), 7(u) >= (< *A(w*),u >)?

d’otu le résultat.

On en déduit par continuité que si v* € Ker(*u — 7 0 *}), alors

<v*,Au) >=0, Vue Ker(A—1)°.
Cela s’écrit encore
Vu € Ker A\, Va € K, Zaqi <v*, A(u(i)) >=0
i>0

et donc la forme linéaire < v*, A\(-) > s’annule sur I’espace engendré par les
u® | c’est—a—dire UP.

On est donc ramené au cas ou U = U?, V = V¢, autrement dit ot
A, ¥ : U — V sont tous deux bijectifs, et ’assertion (iv) devient alors
évidente puisqu’il existe des bases ui,...,ux et vi,...,v; de U¢ et V¢

vérifiant
/\(ui) =v; = 2/1(’11,‘), 1<i<k.

Ceci termine la démonstration. 0
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Du lemme 18 ci—dessus et de la proposition 17, on déduit maintenant :

THEOREME 19. — Avec les hypothéses et notations du corollaire 16,
supposons que S est un point géométrique, c’est—a—dire le spectre d’un corps
algébriquement clos contenant IF,.

(i) Alors le champ Extp (€ ,F) [resp. Extp, 1(F,€)] sur S est
algébrique au sens de Deligne-Mumford, de type fini et lisse de dimension
r'd [resp. (r —r')d].

De plus, l’espace grossier associé a ce champ est représentable. C’est un
schéma en groupes commutatifs, de type fini et lisse.

(ii) La composante neutre de ce schéma en groupes est unipotente.
Son algébre de Lie est canoniquement isomorphe a

Homigop((ioo,ld)*g,f'/f)

[resp. Ext%)mos (FI™F,€) qui s’identifie
a Hom:p(F'/™F ® igQ, (i0,1d)*E) lorsque le zéro ig est dans X'].

Elle posséde une filtration canonique & deuz termes ot le sous—groupe
est isomorphe (non canoniquement) d

Coker(H*(Xs; Homp 1(€,F)) = H*(Xs; Homp 1(€, F')))
[resp. Coker(H®(Xg; Homp 1(F',€)) = H(Xs; Homp 1("F, E)))]

et le groupe quotient est isomorphe (non canoniquement) d

Ker(H(Xg; Homp (€, F)) = HY(Xs; Homp (€, F')))
[resp. Ker(H'(Xs; Homp 1(F,£)) LN HY(Xg; Homp 1("F,£)))] -

(tii) Par ailleurs, la partie discréte de ce schéma en groupes (c’est-
d—dire le groupe de ses composantes connezes) est canoniquement isomor-
phe a

Homox,,-(HomD(é',f), Qﬁ( RI'® Os)
[resp. Home, - (Homp(F,E), Q% @ T ® O3)]

ou Q% est le faisceau canonique des différentielles sur X, I est I’Idéal
annulateur de I dans Ox, et Homp(E,F) [resp. Homp(F,E)] désigne le
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Ox —chtouca ¢ droite [resp. d gauche] généralisé :

Homp(E,F) Homp(F,€)

N /

Homp(E,F') [resp. Homp(F',E) ]

/ N

Homp(E,” F) Homp("F,€)

(i) Enfin, le groupe de structure de la gerbe Extpyl(é',f) [resp.
Extp 1 (F,E)| sur son espace grossier est canoniquement isomorphe

Homp,T (8, j:v' ® I)
[resp. Homp ,(F,€ ®T) ]

Démonstration : Seule l’assertion (iii) demande une explication
supplémentaire. Il faut vérifier que les homomorphismes duaux de

HY(Xg;Homp 1(€,F)) % HY(Xs;Homp (€, F"))
HI(XS;HomD,I(E,T]:)) Hl(Xg;HomD,I(é',}"'))
[resp. HY(Xg;Homp 1(F',E)) HY(Xg; Homp 1("F,£))
Hl(XS;HomDJ(]:’,S)) Hl(XS;HomD,I(f,E))]

= = |=

sont

Hom(Homp(E,F'), Q% ®IT'®0s) — Hom(Homp(E,F),
I 0s)
Hom(Homp(E,F'), Q% ® I '®0s) — Hom(Homp(E,™ F),
Q% ®I7'®0s)
[resp. Hom(Homp("F,€),Q4 ® I-' ® Os) — Hom(Homp(F',E),
Q% ®I1®0s)
Hom(Homp(F,€),Q% ® I 1 ®0s) — Hom(Homp(F',E),
Q% ®I71®0s)).

Or, ceci n’est autre que la dualité de Serre. 0
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2. — Filtrations canoniques de Harder—Narasimhan. Applica-
tions

a) Pentes. Filtrations canoniques de Harder—Narasimhan
On commence par des considérations générales.

DEFINITION 1. —
e On appelle catégorie a pentes une catégorie abélienne A munie de deux
applications

rg:Ob A— N deg: Ob A — R

qui sont additives au sens que pour toute suite exacte0 - A — B — C — 0
dans A, on a

rg B=rg A+rgC et degB=degA+degC.

e Pour tout objet A de A avec rg A > 1, on appelle pente de A et on
note u(A) le quotient deg A/rg A.

o Si A est un objet de A et 0 = Ay & A1 & -+ & Ay = A est une
filtration de A avec rg Ay < rg Ay < --- < rg Ay, on appelle polygone de
cette filtration Uapplication continue

0, rg Al — R

qui s’annule auz points 0 et rg A et qui sur chaque intervalle [rg Ai1, rg A,
1< i<, est affine de pente u(A;/A;—1) — p(A).

e Si A est un objet de A avec rg A > 1, et a une famille de sous—objets
de A, a sera dite bonne si :

(i) a est stable par intersections finies et sommes finies;

(ii) a est neethérienne au sens que toute suite croissante d’éléments
de a est stationnaire ;

(iii)) si Ay €a,ona:A #0<=1rg A >1;

(iv) si Ay, Ay sont éléments de a, on a (le signe A signifiant “et”)
rg Ay =r1g A2 N A1 G A => deg A; < degAs.
o Pour un tel couple (A, a), on note

p*(A) = sup{u(A1), A1 €anrg A > 1}
p~ (A) =inf{u(A/A1), A1 € aArgA; <rg A}.
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On dit que (A, a) est semi-stable si

g (A) = p(4) = p=(4).
Sirg A =0, on convient de noter u*t(A) = —oo, pu~(A) = +oo.

Faisons quelques remarques.

Si A est une catégorie & pentes, A un objet de A, et a une bonne famille
de sous—objets de A, on pourra appeler maximaux les éléments A; de a qui
vérifient

Ay ea AN A CA A rgA1=rgA2=>A1=A2.

La propriété (iii) exprime que 0 est maximal. D’aprés la propriété (ii),
tout élément de a est contenu dans un élément maximal de méme rang,
et d’aprés (iv) on peut dans la définition de u*(A) et u~(A) se cantonner
aux A; qui sont maximaux.

D’autre part, on a toujours pt(A) > u(A) > p (A) ainsi que
I’équivalence pt(A) = p(A) <= p~(A) = u(A).

D’autre part enfin, si A; est un élément maximal de a et A2 2 A;
est un élément de a, la famille des B/A;, Ay C B C A;, B € a, est
une bonne famille de sous—objets de Az/A;. Tout tel quotient Ay/A; sera
implicitement muni de cette bonne famille.

Maintenant, on peut énoncer :

ProrosiTION 2. — Soient A une catégorie d pentes, A un objet de A,
et a une bonne famille de sous—objets de A. Alors :
(i) A posséde une unique filtration par des éléments de a

0=AGA G A1 GCAr=A4

telle que :
o les A;, 0 < i <k, sont des éléments mazimauz de a;
e chacun des quotients A; /Zi_l est semi-stable ;
o u(A1/Ao) > p(A2/A1) > -+ > p(Ax[Ak-1).
On Uappelle la filtration canonique (de Harder-Narasimhan) de (A,a).
(ii) Si p = p4 désigne le polygone de cette filtration canonique, il
magore les polygones de toutes les filtrations de A par des éléments de a.
(iii) Pour tout A; € a, on argA; >1=> u(A1) < p(A) + ﬂr'ggTA:l.
(iv) Le polygone B est concave, de pente mazimale u*(A) — p(A), et
de pente minimale p~(A) — p(A).
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(v) Si(A',d') est un autre objet de A, muni d’une bonne famille de
sous—objets, et si u: A — A’ est un homomorphisme tel que Keru € a et

Imu € o, alors
p(A) > put(A) = u=0.

Démonstration :

(i) On raisonne par récurrence sur r = rg A.
Pour tout entier 7/, 1 < r’ < r, notons

pf, = sup{u(A1), Ay €aArgd, =r'}.

On a pt(A4) = max{ul, 1 < 7' < r}, et il existe un unique entier 1,
1<r; <r, tel que

pt(A) =pt et pt(A)>ph, V', ri<r’' <r.
On peut choisir une suite (A,) d’éléments de a, tous de rang 71, telle que
limp oo w(An) = pf, = p(4).
Pour tous entiers n, p, on a

rg An + 184, =18(An N Ap) +18(An + Ap)
deg A, + deg Ap = deg(An N Ap) + deg(An + A4,)

avec deg(AnNAp) < pt(A)rg(AnNAp), 1g(An+Ap) > 11 et p(An+A4,) <
max{ut, 11 <7’ <r} < pt(A)sirg(dn, + A4,) > 1.
Ceci impose que pour tous n, p assez grands, A, N A, et A, + A, soient
aussi de rang r1. On peut supposer que c’est réalisé pour tous n, p > 1.
Si alors on introduit les A}, = A; +--- + Ap, les A}, sont tous de rang
1. En effet, la filtration de A;,/A; par les (A; +---+ Ap)/A1, 1 <p < n,
a pour quotients successifs les (A; +---+ A,)/(A1 + -+ + Ap—1) qui sont
des quotients de (A,—1 + Ap)/Ap—1 donc de rang 0. Les A} forment une
suite croissante d’éléments de a, donc stationnaire. Soit A; sa limite.
Pour tous n, on a A, C A}, A1gA, = rg A, = u(4An) < p(4;,) dot
p(Ar) = pt(4).  _ _
Par choix de r1, A; est de rang maximal vérifiant la condition u(4;) =
wt(A).
Si B est un autre élément de a qui vérifie B # 0 A u(B) = p*(A), on
a nécessairement u(A; + B) = pt(A) = u(A;) puisque A; N B = 0 ou
(A1 N B) < pt(A).
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Donc A; C A; + B est réalisé avec 1g A; = rg(4; + B) et u(4;) =
w(Ar+B). _

Ceci impose A; = A; + B soit B C A;.

A; est aussi évidemment maximal, et on n’a plus qu’a appliquer
I’hypothése de récurrence & A/A;.

(i) = (iv) est évident.

(i) = (iii). On remarque que A; est filtré par les A; N A;. Chaque
quotient Al ﬂZiH/AI ﬂzi = (Al ﬁzﬂ_l +:47,)/—Zz se plonge dans ZH.]_/Z,;.
Il est nul ou bien vérifie

p(A1 N Aip1 /AL N A;) < p(Aia [A:).

On conclut grace a la concavité du polygone p.
(iii) = (ii) est évident.
(v) Si Imu est non nul, on a par définition

pt(A') > p(Imu) = p(A/ Keru) > p~(4).
Il y a contradiction. [

LEMME 3. — On suppose que D est une Ox—Algébre partout mazimale.

Soient K un corps algébriguement clos contenant F, et 0, 3 deuz points
de X sur K qui sont dans X' [resp. qui sont dans X' et ne sont images
Pun de l’autre par aucune puissance de Frob].

Soit o un nombre dans lintervalle ]0,1[ [resp. dans R].

Soit As= la catégorie abélienne des diagrammes de Dy —Modules
cohérents sur Xg

&

ou j ett sont des isomorphismes en—dehors de o0 et 0 respectivement.
Alors, si un tel objet £ est sans torsion au sens que £ et £ sont sans
torsion sur Ox, € et £ sont localement libres sur Dy autrement dit £
définit un D—-chtouca généralisé sur K.
Par conséquent, lapplication sur Ob As s

rg: g'_’ rgg =TIgpy (S/Eto,.) =TI8py (g,/géor)
est a valeurs dans N.
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Par ailleurs, on définit lapplication
deg, : ObAs s — R € — adeg(det &) + (1 — ) deg(det £').

Alors Az munie de rg et deg,, est une catégorie a pentes et pour tout
objet sans torsion de Az (c’est-d—dire tout D—chtouca généralisé sur
K) la famille de tous ses sous—objets est une bonne famille au sens de la
définition 1.

Démonstration : Il est évident que A5z est une catégorie abélienne.

Le fait que tout objet sans torsion de A3z est un D—chtouca généralisé
sur K résulte de la proposition 7 du paragraphe 1.3.

Il est évident encore que les applications rg et deg, sont additives.

Reste a prouver que pour tout sous—objet sans torsion de Az =5, la famille
de tous ses sous—objets est une bonne famille. Les propriétés (i), (ii) et (iii)
dans la définition sont clairement vérifiées. _

Pour ce qui est de (iv), il s’agit de voir que si £ est un objet sans
torsion de Asss et 51 G 52 sont deux sous—objets de méme rang, alors

f
~ ~ ~ N ~ ~
deg, &1 < deg, &;. Soit F = F' | lobjet quotient de & par &;.
F

C’est un objet de torsion et non nul, et on a

deg, & — deg,, & = deg, F = =(adimg F + (1 — o) dimg F').

Ul -

Si0 < a<1,on aterminé.
Et dans le second cas, la conclusion résulte du lemme suivant :

LEMME 4. — Soient K un corps contenant Fy, et 0,50 deux points de X
sur K, dont aucun n’est image de l’autre par une puissance de Frob.

Soient F et F' des faisceaux finis sur Ox, etj: F > F , t:"F - F
des homomorphismes qui sont des isomorphismes en dehors de o0 et de ©

respectivement.
Alors dimg F = dimg F'.

Démonstration : Si (F) et (F') sont les diviseurs associés & F et F,
on voit qu’il existe deux entiers nz et ng dans Z tels que

(F)=(F)=nz0o et (F)—("F)=nzo.

On en déduit (F) — ("F) = ng0 — nz0 qui est possible seulement si
ns = 0 = nz. Donc (F) = (F') et a fortiori dimg F = dimg F'. 0
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Dans la situation du lemme 3, on peut donc appliquer les notions de la
définition 1.

En particulier, pour tout objet £ de As s de rang > 1, on dispose de
sa pente d’indice a : po(€) = deg, (€)/rg(€). Et si £ est sans torsion, on
peut introduire

uf;(g) = SuP{ﬂa(§1), 51 - £ et rggl >1}
p;(g) = inf{llla(g/gl)a gl - £ et rggl < rgg} .

£ est dit a-semi-stable si p} (€) = po(€) = uz (€).
D’apres la proposition 2, on a maintenant :

THEOREME 5. — On suppose que D est une Ox—Algébre partout maxi-
male.

Soient K un corps algébriquement clos contenant IF, et 0,50 deuzx points
de X sur K qui sont dans X' [resp. qui sont dans X' et ne sont images
l’un de Uautre par aucune puissance de Frob).

Soit a un nombre dans l’intervalle |0, 1] [resp. dans R].

£
. el \ ! z 2z Ly !
Soit £ = & un D-chtouca généralisé sur K, tel que E'/E
TE
soit concentré en 5 et £’ /7E soit concentré en G.

Alors :

(i) £ posséde une unique filtration par des D—chtoucas généralisés
0:6’:;)(;51(;...(;5’6_1 ggk:g

telle que :

e les quotients g’, /gi—l sont des D-chtoucas généralisés qui sont
a—semi—stables;

o pa(€1/€0) > pal€2/€1) > -+ > pa(Ek/Ek-1)- B
On lappelle la filtration a—canonique (de Harder-Narasimhan) de €. Son
polygone est noté B,. Il vérifie les propriétés (ii), (iii) et (iv) de la propo-
sition 2.
(ii) i€ est un D—chtouca trivial, de la forme € = E®r,K ou E est
deg(det E)
rgpE
w(E) est indépendant de o. De plus, la filtration a-canonique de E est
composé de D—-chtoucas triviauz, et elle est indépendante de a.

un D-Module & droite localement libre sur X, alors piq(€) =
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(iii) Si € est un D-chtouca, on a
deg,, £ = deg(det &) + (1 — a) = deg(det ') — .

Dans la filtration a—canonique de £ , tous les quotients gz / &; ;—1 sont des
D-chtoucas triviauz_sauf un et un seul qui est un D—chtouca.
Par conséquent, £ a une filtration canonique

0CEGCECE

o & et E/E" sont des D-chtoucas triviaus,
o E"/E" est un D-chtouca,

o E"/E" est a-semi-stable et

B () > pa(&/E) > p*(E/E").

Démonstration :
(i) résulte de la proposition 2.
(ii) est évident.
(iii) résulte du lemme 1 du paragraphe II.1. [

Remarquons que sous les hypotheses du lemme 3, pour tout objet £ de
Pic(X), on dispose d’un foncteur

& L®E

N\
LR : A5z — As;s /5' — \£®8'
& LRTE

Par ailleurs, dans le cas oli 0 et 30 ne sont images 1’un de ’autre par aucune
puissance de Frob, on dispose de deux foncteur exacts

Froby : Asss — A5
Frob, : Aszs — A

définis de la maniére suivante :

91



II — CHTOUCAS REDUCTIBLES. FILTRATIONS DE HARDER-NARASIMHAN

€ .
N
A tout diagramme &' |, Froby, [resp.Frobyg] associe le dia-
7
et
gramme
g &
\{oo Jo
Eo [resp. N ‘r 5]

Tg! /t‘°° &
ou & [resp.&| s’inscrit dans le carré cartésien et cocartésien de Dg—
Modules

t to

T — & & — €&

] | doo [resp. 1 do lj}

Tgl T“’ goo T — 8’

oo t
Sur les sous—catégories des D—chtoucas triviaux, Frob., et Frobg sont
I’identité et sur les sous—catégories des D—chtoucas, ils se confondent avec
les foncteurs déja définis au paragraphe I.1.
Enfin, ils transforment D-—chtoucas généralisés en D—chtoucas généra-
lisés.

LEMME 6. — Sous les hypothéses du lemme 3 et avec les définitions
£
ci—dessus, on a pour tout objet €= &' | dans A5 :
€

(i) Pour tout élément L de Pic(X) :
deg, (L ® ) = d rg () deg(L) + deg,, (§)
1g(£ ® £) = rg(€)

(ii) Dans le cas ot 0 et S ne sont images l'un de ’autre par aucune
puissance de Frob, on a :

degg, ;1 (Frobes (£)) = deg,, (£) = deg,_, (Frobo(£))
rg(Frobe (€)) = rg(€) = rg(Froby(£))
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Démonstration :
(i) est évident.
(ii) résulte de ce que, avec les notations de la discussion qui précede
I’énoncé du lemme, on a

deg(det£o,) = deg(det ') + deg(det™E’) — deg(det "E)
= 2deg(det £’) — deg(det &)

deg(det&) = deg(det&) + deg(det"E) — deg(det &’)
= 2deg(det &) — deg(det &)

d’ou :

(+1) deg(det £') —a deg(det £x) =adeg(det £)+(1—a) deg(det &)
(a—1) deg(det &)+ (2—a) deg(det "E) =adeg(det £)+(1—a) deg(det &)
comme on voulait. 0

COROLLAIRE 7. — Toujours sous les hypothéses du lemme 3, on a pour

tout D—chtouca généralisé

tel que E'/E est concentré enS et £'/7E en o :

(i) Pour tout élément L de Pic(X), le foncteur L ® - transforme la
filtration a—canonique de € enla filtration a—canonique de L ® £ , et les
polygones associés sont les mémes.

(ii) Dans le cas ot 0 et 3© ne sont images 'un de l’autre par aucune
puissance de Frob, le foncteur Frobe, [resp.Froby| transforme la filtration
a—canonique de € en la filtration (a4 1)-canonique de Frobe () [resp. en
la filtration (o — 1)-canonique de Frobo(£)], et les polygones associés sont
les mémes.

Démonstration : Compte tenu du lemme 6, il suffit de voir que tout
sous—-objet maximal de I'image de £ par le foncteur considéré est I'image
par ce foncteur d’un sous—objet maximal de £.

Dans le cas (i), cela résulte de ce que le foncteur £L® - a un quasi-inverse
quiest L1 ®-. o _

Et dans le cas (ii), cela résulte de ce que Froby(€), £ et Froby(£) sont
canoniquement isomorphes en dehors de 0 et G.
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b) Les sous—champs ouverts Chtg','f“ <p

Soit r > 1 un entier.
Rappelons que pour tout sous-schéma fermé fini I — X, on a la
décomposition en somme disjointe

Chtp, ; = ]_[ Chtp"
nez

associée a ’application localement constante
deg : Chtp, ; — Chtp — Z

qui & tout point algébrique, c’est-a—dire & tout D-chtouca de rang r
£

&’ | sur un corps K associe deg(det ).

e

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 8. — On suppose que D est une Ox —Algébre mazimale.

Soient r > 1 et n € Z deux entiers.

Soit a un nombre dans l’intervalle |0, 1{ [resp. dans R].

Enfin, soitp : [0,7] — Ry un polygone, c’est—i—dire une application con-
tinue, affine sur chaque intervalle [r' — 1,7'], ' =1,2,...,r et s’annulant
auz points 0 et r.

Alors :

(i) Il existe dans le champ Chtp" au-dessus de X' x X' [resp. de
X' x X' x(xxx) A] un (unique) sous-champ ouvert noté Chtz™” «SP o]
que pour tout point géométrique S = Spec K — Cht3"™ correspondant & un
D-chtouca € de rang r et de degré n sur K, dont le zéro et le péle sont

dans X' [resp. sont dans X' et ne sont images 'un de l'autre par aucune
puissance de Frob|, ce point se factorise a travers 'ouvert Chtgn’p «SP g et

seulement si le polygone de la filtration a—canonique de £ est magjoré par p.

USRS

(ii) Le sous-champ ouvert Chtp est de type fini sur X' x X'
[resp. sur X' x X' x(xxx) A

0

Avant de procéder a la démonstration, nous allons prouver quelques
lemmes préparatoires.
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LEMME 9. —

(i) SoientrT >11 >1 et n,ny € Z des nombres entiers.
Soit Vecsogy ™™ le champ qui associe d tout schéma S sur Fy le
groupoide des suites exactes

0— & —E—&E —0

de Oxxs—Modules sur X x S avec £ et &1 localement libres sur Oxxs de
rangs respectifs v et r1 et de degrés respectifs n et n; relativement a S, et
avec &3 plat sur Og.

Alors le morphisme

TyT1,1,N1
Vecsoox

— Vecp,,
(0—>51 — €& — & -——-)O)»—»S
est représentable et projectif.
(ii) Soient r > r1 > 1 et n, n1, n} € Z des nombres entiers. Soit

/
Chtsoy, ™™™ le champ qui associe & tout schéma S sur Fq le groupoide
des diagrammes commutatifs

0 — & — &€ — & — 0
l ! l

0o — & — & = & — 0

T T T

0 — & L g 18 g, 0

N
de DROg—-Modules a droite sur X x S, ou &' | est un D—chtouca
&

de rang T et de degré n sur S, ou les lignes sont exactes, ou & et £, sont
plats sur Og et ou & et €] sont localement libres sur Oxxs de rang r1d?
et sont de degrés respectifs dny + 71 deg(D) et dn) +r; deg(D) relativement
as.

Alors le morphisme

’
TyT1,1,N1,MN ™nn
Chtsop, — Chtj

est représentable et projectif.
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Démonstration :

(i) est un théoréme de Grothendieck, cf. [FGA] Les schémas de
Hilbert.
(ii) Posons m = dn + rdeg(D), 71 = dn; + r1deg(D), 7} =
dn) + ry deg(D).
On a un diagramme commutatif :

2 2 = — ’ e
rd?,r1d*,n,m T,T1,M,N1,7 rd?,r1d? ni+d,n)

Vecsop, «—— Chtsogp —— Vecso
Vecgi; — Chty" — Vecgl;
& — (8T — &

Autrement dit, on a un morphisme de Chtsoz, *"™"*""* dans le produit fibré

rd?,r1d? 7,7 rn rd?,r1d? 7+d,n)
Vecsoox xVng,; Cht3 xvecgi; Vecsog,

lequel, d’apres (i), est représentable et projectif sur Chty".
De plus, ce morphisme représente les conditions d’annulation des homo-
morphismes composés :

E1®@ox D — EQox D » £ > &
&1 ®ox D —:f——) &' ®ox D & 7 > &
& s & g 2o
e L, e g L, og

D’apres le lemme 3 du paragraphe 1.2, ce morphisme est donc représentable
par une immersion fermée.
D’ou la conclusion. [

LEmME 10. —

(i) Il existe une constante R > 0 telle que pour tout D-chtouca
£

&' | sur un corps algébriquement clos K et tout sous—Ox —Module

Tg/l
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mazimal F de € (c’est-a—dire tel que E/F soit sans torsion) vérifiant
p(F) > R+ p*(E/F),
F &

F provient d’un sous—objet mazimal F' | de &

s e’
(ii) Sous les hypothéses du théoréme 8, soit q : [0,7d?] — R4 un
polygone tel que :
e 1<r <rd = q(r')—q(r'—1) > [g(r' +1) —q(r'")] + R,
o 1< 7 <r=>1q(r'd?) >p(r') +max{r7'(1 —a); (1 - a)}.
£
Alors, pour tout D—chtouca £ = &' | de rang r sur un corps

T g /
algébriguement clos K dont le polygone a—canonique est majoré par p, le
polygone canonique du Ox—-Module sans torsion € est majoré par q.

Démonstration :

(i) Soit F’ le sous—-Ox-Module maximal de £’ engendré par F. Il
s’agit de prouver que les homorphismes composés

F®oyD — E®oyD — € — EJF
et TF — TE — & — E&F

sont nuls si R est assez grande.

D’une part, il existe un fibré inversible trés ample £ sur X tel que
D ®p, L soit engendré par ses sections. Donc tout Ox—Module quotient
de F ®o, D est aussi quotient d’une puissance de F ®p, L~} d’olt

p~(F ®ox D) > ™ (F ®ox L71) = ™ (F) — deg(L).

Si donc R > deg(L), on voit d’apres la proposition 2 (v) que ’homomor-
phisme F ®p, D — £ /F est nécessairement nul.

D’autre part, on a = ("F) = p~(F) et on remarque que I’homomor-
phisme £/F — &'/F’ est injectif et que son conoyau est de torsion et de
degré < d, d’ou

pHE/F) < utE/F) +d.
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Si donc aussi R > d, on voit toujours d’aprés la proposition 2 (v) que
I’homomorphisme "F — &' /F’ est nul.

(ii) Soit 0 = & G & & & & --- & € la filtration canonique de
Harder—Narasimham de &, et § son polygone associé. On raisonne par
I’absurde en supposant que § n’est pas majoré par q.

Soit alors % un entier qui maximise la différence (g — ¢)(rg&;) et posons
F = &;. D’apres nos hypotheses, on a

deg F — %z%degé’ =q(rgF) > q(rg F)
et pu (F)>R+ut(E/F).

]:'
D’apres (i), F provient d’un sous—objet maximal F= F' | de
TF
&
E= & |.Soit 7,1 <7’ <r, son rang sur Dg. On a
TE
rgF =r'd?® rg€&=rd?
~ —rdegD
deg, & =deg(detE) + (1 —a) = deg dr S 1-a)
et
/
- _ D
deg, F = deg(det F) = deg 7 dr deg ou bien
~ d —1r'degD
deg, F =deg(det F)+ (1 —a) = cg —r deg +(1-0)

d

suivant que F est un D—chtouca trivial ou un D—chtouca.
Dans le premier cas, on obtient ’inégalité

deg, F — ddeg £+ 1‘:(1 —a)> lq(7"d2)
o ro° r d
et dans le second cas
~ 7 = r’ 1,
deg, F — 7dega£— l-—a)+ 7(1 —a) > Eq(rd )

d’ott deg,, F — -’T—' deg,, € > p(r’) dans les deux cas, et il y a contradiction.

0
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Maintenant, on peut donner :

Démonstration du théoréme 8 :
(i) On considére le morphisme

] Chtsop™ ™™™ — Chtg"

ou (r,ny,n}) décrit ’ensemble des triplets d’entiers qui vérifient 1 < r; <,
ny=nyouny=n;+1,etan; +(1—-a)n] — Z2(n+(1-a)) > p(r).
D’apres le lemme 9 (ii) ci-dessus combiné au lemme 9 du paragraphe 1.4,
ce morphisme est représentable et projectif.
Alors Pouvert Chtp™? «=P complémentaire de son image répond & la
question posée.

(ii) On a un carré 2—cartésien

Chtp, —— Vecp

! !

Hecke, —— Vecp x Vecp

et d’aprés le lemme 7 du paragraphe 1.2, le morphisme Heckep, — X x X X
Vech, est (représentable) de type fini. Il en est donc de méme du morphisme

£

N
Chtp, — X x X x Vecp & | — (40,%00,E) .

T g /‘
De plus, d’aprés le lemme 2 du paragraphe 1.2, le morphisme Vecp, —
2
Vecgix est (représentable quasi-affine) de type fini. Enfin, avec les notations

. , 1B < 2 N
du lemme 10 ci-dessus, le morphisme Cht7""==" — Vecy se factorise &

travers le sous—champ ouvert de Vecgl; qui classifie les fibrés de degré
dn + rdeg D dont le polygone de Harder-Narasimhan est majoré par q. Et
on sait que cet ouvert est de type fini sur F,.
Ceci achéve la démonstration. [
Pour tout sous-schéma fermé fini I — X, on notera Chtgt}’ﬁ" =P Je sous—
champ ouvert de ChtY, ; image réciproque de Chtz™” =P par le morphisme
ChtrD,I b ChtT»D .

Ona:
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ProprosiTiON 11. — Sous les hypothéses du théoréme 8, et si [ — X
est un sous-schéma fermé fini vérifiant ddegl > p(1) + p(r — 1), le

champ Cht7;"P==F est représentable quasi-projectif sur (X'\I) x (X'\I)
[resp. (X'\I) X (X\I) % (xxx) Al
Démonstration : D’apres le théoréme 8 ci—dessus et le corollaire 6 du

paragraphe 1.3, on sait déja que ChtD PaSP peut s’écrire comme le quotient
d’un schéma quasi—projectif sur F, [resp A] par Paction d’un groupe fini.

Donc il suffit de prouver que si S = Spec K — Chtr ™PaSP ost un point

géométrique correspondant & un D-chtouca £ sur un corps algébriquement
clos K, alors tout automorphisme u de £ est 'identité.

Or, si Z désigne le faisceau d’idéaux dans Ox qui définit I, v — Id
détermine un morphisme

u—Id:g—>§®oxI.
Or, d’apres le lemme 6 ci—dessus, on a
(€ ®ox I) = uf(€) — ddegI
tandis que par hypothése
. pE@) <p(l) pa (€)= -p(r—1)
d’ou - ~
1 (€ ®ox I) < pga(€).
D’apres la proposition 2 (v), on conclut © —Id = 0. U
Enfin, le lemme 6 et le corollaire 7 ci-dessus impliquent :

PropoSITION 12. — Sous les hypothéses du théoréme 8, on a :
(i) Pour tout élément L € Pic(X), le foncteur L& - envoie le champ
Cht3™P==F dans le champ

Chtr ,n+rddeg £,p,, <p

Tn’pa p

(ii) Les foncteurs Froby, et Frobg envoient le champ Chtz res-

pectivement dans
Chtr n+19pa+1 Sp
D

et Chtr»n l,pa 1<P
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c) Les horocycles

DEFINITION 13. — Si a est un nombre réel, on appellera a—type tout
quadruplet t = (r,E',E" n) o1 :
e r>1 etn €Z sont des entiers,

e E' et E" sont des D-Modules a droite localement libres de type
fini sur X,

o les inégalités suivantes sont vérifiées :

n — deg(det E') — deg(det E”) + (1 — a)

— El + EII
p(E) > r—rgpE' — rgpE” > pr(E")
g N
Le théoréme 5 (iii) dit exactement que tout D—chtouca £ = Py &
&

de rang r et de degré n sur un corps algébriquement clos K et tel que
(G0, 900) est & valeur dans X’ x X' [resp. X' x X' X(xxx) A si o ¢]0,1] ]
possede une unique filtration

0CEGCE"CE

pour laquelle il existe un a—type t = (r, E', E” ,n) avec :
o &'2E' @y, K E/E"2E"®5 K,
o & /&' est un D—chtouca a—semi-stable.

En effet, les inégalités dans la définition des a—types s’écrivent alors
exactement :

w(E) > pa(E"/E) > ut(E/E")
De plus, on remarque que dans ces conditions le polygone a—canonique de

& ne dépend que de . On le notera p’,. Il est caractérisé par les conditions
suivantes :

o sur l'intervalle [0, rgp E’], la fonction

n+(1-a)
r

z — ph,(z) + ( - u(E’))w

est le polygone canonique du D—chtouca trivial E’;
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e sur l'intervalle [rgpE’,r — rgp E"], la fonction z — pf,(z) est affine
de pente

n —deg(det E') —deg(det E") + (1-a) n+(1-a),
r—rgpE’ —rgpE” r ’

e sur l'intervalle [0,rgp E”], la fonction
1—
z+— pt(r—rgpE" + ) + (ﬁ—(r—a—) - u(E")) (x —rgpE")

est le polygone canonique du D—chtouca trivial E”.

Considérons maintenant & un nombre réel et t = (r, E', E”,n) un a-
type.

On dispose au—dessus de Chtp, des champs

ChtsotrgEl et Chtqtr” "

En prenant I'image réciproque de I'ouvert Cht3", on définit des champs
Chtsotry,” "™ et Chtqtrp® ™.

1"

. ———1",E 1E s . 2 2 s .
Soit Horop le produit fibré dans le carré 2—cartésien :

———r,E',E" \n _ ot dot B
HOI‘OD - Chtqter rgp B/ \E'' ;n—deg(det E')
Chtsotr2Z ™ ——, Cht" '8 E',n—deg(det E')

D D

Il s’inscrit aussi dans le carré 2— cartésien :

N i 1"l "

_—‘,HOI'O nELEY n SN Chtsotrrv—rgDE ,E',n—deg(det E")
’" _ E" n—deg(det E"'
Chtqtrz?’™ ——  Cht), &P nodesldet BY)
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On a un morphisme canonique

=——nE" E";n r—rgp E' —rgp E'' ,n—deg(det E')—deg(det E’)
Horop, — Chty, .

D’apres le théoréme 11 du paragraphe II.1, ce morphisme est de type fini
et lisse de dimension relative (rgpE’ + rgpE”)d.
Par ailleurs, on a aussi un morphisme canonique

———nE E'n
Horop — Chtg"

et d’apres le théoréme 5 du paragraphe II.1, il est représentable quasi-fini,
non ramifié et séparé.
Maintenant, énongons :

THEOREME 14. — On suppose que D est une Ox—Algébre mazimale.
Soient r > 1 et n € Z deuzx entiers.
Soit o un nombre dans Uintervalle 10, 1] [resp. dans R].

(i) Pour tout a-type t = (r,E’',E",n), appelons champ horocycle

de a-type t, et notons HorogEl’E”’"’a le champ image réciproque par le

morphisme

=B E'n r—rgp B —rgp E'' ;n—deg(det E')—deg(det E"')
Horop, — Chtp

du sous—champ ouvert des D—chtoucas a—semi-stables

r—rgp E'—rgp E' ;n—deg(det E’)—deg(det E"’),p, <0
Cht};

au—dessus de X' x X' [resp. X' x X' x(xxx) A].

Alors Horo%El’E"’"’a est de type fini sur X' x X' [resp. X' x X' x x x x)A]

et lisse de dimension relative
(2r —rgpE’ —1gpE")d - 2.
(if) Pour tout a—type t = (v, E', E"”,n), le morphisme
HorogE/’E”’n’a — Chtp"

au-dessus de X' x X' [resp. X' x X(y, yA] est représentable par une
immersion localement fermée.
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(iii) Sip,q : [0,7] — Ry sont deuz polygones vérifiant p < q, alors,
au-dessus de X' x X' [resp. X' x X' x(xxx) Al], le sous—champ ouvert

5. < . o oy .
Cht)™P==7 de Cht7y" s’écrit comme la réunion disjointe finie de 'ouvert
D D )
TN,Po <P
Chty"P

et des parties localement fermées HorogEl’E”’""" quand t = (r,E',E" n)
décrit la famille des a—types dont le polygone p!, vérifie

p<pi<gq, P¥#p.

Démonstration : Compte tenu des considérations qui précedent
q
I’énoncé du théoréme, on a:

(i) résulte de ce que le champ

r—rgp E' —rgp E'';n—deg(det E’')—deg(det E'),p, <0
Cht};

au-dessus de X' x X’ [resp. X' x X’ X(xxx) A] est de type fini (d’apres
le théoréme 8) et lisse de dimension relative 2(r — rgp B/ — rgpE")d — 2
(d’aprés le théoréme 9 du paragraphe 1.2).

. . P . rE',E" n,a N s
(ii) On sait déja que le morphisme Horoy — Chty" est représen-

table quasi—fini et non ramifié. Il suffit donc de prouver que I’application
induite entre ensembles de points géométriques est injective, et ceci résulte
de 'unicité de la filtration a—canonique d’un D—chtouca.

(iii) résulte de I’existence et unicité des filtrations a—canoniques. U
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Chapitre III

Description adélique des chtoucas.

Nombres de Lefschetz

1. — Rappels : p—espaces et F,—modules de Dieudonné, d’apres
Drinfeld

On renvoie & [Laumon, Rapoport, Stuhler] Appendice A et [Drinfeld,
1987] pour les démonstrations.

A partir de maintenant, F, désignera toujours une cléture algébrique du
corps fini Fy. Et on rappelle que F' est le corps des fonctions de la courbe
X, avec donc FF, comme corps des constantes.

DEFINITION 1. — Un p-espace (sur F,) est un espace vectoriel V de
dimension finie sur le corps F' ®r, E muni d’une application Idr ® Frob—
linéaire bijective p : V — V.

Un morphisme o entre deur p—espaces (Vi,¢p1) et (Va,p2) est une
application F' ®p, ]F_q—linéaz're Vi = Vs telle que oo =0 ;.

DEFINITION 2. — Une @-paire est une paire (F H) ot F est une F-
algébre de dimension finie et commutative, et II est un élément de F* ®Q
qui vérifie la propriété suivante : pour toute sous—algebre stricte F' de F,
II n'est pas dans le sous—groupe F'* @ Q de F* ® Q.

LEMME 3. — Si (f, ﬁ) est une p-paire, F est une F—algébre étale.
_ De plus, si N € Z est un entier non nul tel que IV € F, alors
F = F[IIV].
0

A chaque p—espace non nul (V, ¢), Drinfeld associe une y-paire (F(v,,),
v,,)) de la maniére suivante :

Pour n assez divisible, le p—espace (V,¢) sur F, est défini sur Fyn.
Autrement dit, il existe un entier n’ > 1, un espace vectoriel V'’ de
dimension finie sur F ®f, F ./, une application Idr ® Frob-linéaire o
V! — V' et un isomorphisme de p—espaces :

Vo) = (Vo) @,
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Alors ¢'™ : V' — V' est une application F ®F, F, —linéaire et bijective,
et la sous—algebre engendrée

Fly'™] C Endreg ¥, (V')

est de dimension finie sur F' et commutative.
SiIl' : V — V est le prolongement F'®p, Fy-linéaire de ¢'™ , c’est-a—dire
II'=¢'" @ Idg-, la F-sous-algebre

F' =F[ll'l c EndF®Fqﬁ(V)

est isomorphe & F[p'™], donc est aussi de dimension finie sur F et
commutative.
De plus, I commute avec ¢, d’ou

F' C End(V, ).

Posons F(y,,) = (\ F[II'V].
N>1

C’est une F—algebre commutative et de dimension finie, et il existe un
entier N > 1 tel que F(y,,) = F[II'V].

Comme I’V : V — V est bijective, IT'" est élément de F(}., et on peut
poser

H(V’(p) = (H’N)l/ﬂ N (S F(>;/,v) ® Q .

On vérifie facilement que (F{v,,),I(v,,)) est une p—paire et qu’elle est
indépendante des choix & unique isomorphisme pres.
On a le théoréme suivant, di & Drinfeld :

THEOREME 4. —

(i) La catégorie des p—espaces sur F, est abélienne, F-linéaire et
semi—simple.

(ii) L’application (V,¢) — (Fv,4),(v,y)) ci-dessus induit une bi-
Jjection entre l’ensemble des classes d’isomorphismes de p—espaces irréduc-
tibles et l’ensemble des classes d’isomorphismes de p—paires (F,II), ou F
est un corps.

(iii) Si F est un corps extension finie de F, et Il € F* ® Q, notons
d(II) le plus petit dénominateur commun des rationnels deg(Z)Z(II), ou

décrit Uensemble des places de F et deg(Z) est le degré sur Fq du corps
résiduel de Z.
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1. RAPPELS : p-ESPACES ET F;~-MODULES DE DIEUDONNE

Avec ces notations, on a pour tout p—espace irréductible (V, ¢)
dimpg, 7,(V) = [Fv) : Fld(Tv))

et End(V, @) est une algébre a division centrale sur F(y,,) de dimension
d(Iv,,))? et d’invariants

invz(End(V, ¢)) = — deg(£)Z(I(v,)) € Q/Z

en les places & de F(y,,)-

0

Soit maintenant x une place de F. On rappelle que F, désigne la
complétion correspondante de F', O, I’anneau des entiers de Fy, w, € O,
un élément uniformisant, x(z) le corps résiduel et deg(z) la dimension de
k(z) sur F,.

DEFINITION 5. — Un Fy-module de Dieudonné sur F, est un F,® Fq-
module N de type fini qui est muni d’une application Idpw<§Frob—lz'néaz're
bijective ¥ : N — N.

Un morphisme o entre deur F,—modules de Dieudonné (Ni,1) et
(N2,12) est une application FxéyquTq—linéaire N1 == N, telle que Y00 =
ao;.

Les F,—modules de Dieudonné forment une catégorie qui est F,—linéaire,
abélienne, ncethérienne et artinienne.

Soit ig : (x) — F, un plongement fixé sur F.

Et pour j € Z/ deg(x)Z notons i; = Frob’ oig : k(z) — Fy. Alors on a
un scindage canonique, ou chacun des facteurs est un corps :

Fa:@]FqE = HFI®K,($),1:]’E
J

Par conséquent, la donnée d’un F;-module de Dieudonné (N,%) est
équivalente & celle d’espaces de dimension finie N; sur Fm®n(x) i ]Fq et
d’applications semilinéaires bijectives ¢; : N; — NJ+1 sur

IdF, ®r(z) Frob : Fo®x(z),i,Fq — Fa®x(z),is:Fa-

Cela revient encore & se donner un espace vectoriel Ny de dimension
finie sur Fz@)n(x),ioF—q et une application Idpz®ﬂ(m),io Frob?°&(®)_Jindaire
bijective

Yo = Pdeg(z)—1 © Pdeg(x)—2° " 9o : No = No.
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Soient maintenant e > 1, r € Z deux entiers premiers entre eux.

Soit Ny un espace vectoriel de dimension e sur Fmé’n(z),ioE avec pour
base n1,...,ne et soit Yo : No — Ny 'application Idp, ®I€(-’E),io Frobdes(®)_
linéaire bijective définie par :

_Jwine sii=1
Yo(ni) = {ni_l sit=2,...,e

D’apres les considérations précédentes, la paire (N, o) définit un F,—
module de Dieudonné que I’on notera (Ne ,;¥e,r). Sa classe d’isomorphis-
mes ne dépend pas des choix du plongement ig : £(z) — F, et de 'élément
uniformisant w, € O.

Toujours d’apres Drinfeld, on a les résultats suivants :

THEOREME 6. —

(i) La catégorie abélienne des Fy—modules de Dieudonné sur F, est
semi—simple.

(ii) Les Fy—modules de Dieudonné irréductibles sont exactement les
(Ne,r; Ye,r) définis ci-dessus.

(iii) Pour tous entiers e > 1, r € Z avec e AT = 1, End(Ne r; Ye,r)
est une algébre a division centrale sur F, d’invariant —Z € Q/Z.

PROPOSITION 7. — Soit (V,p) un @-espace irréductible et (F,II) =
(Fv,p)s IL(v,p)) la p-paire qui lui correspond.
Pour toute place T de F au-dessus de T, posons
(Va, 02) = Fs®z(V, ).
Le scindage canonique F, Qp F = II F; induit un scindage (Vi,pz) =
|z
D (Vz, 3) de (Va,pz) = Fo®Fp(V, ) comme Fy-module de Dieudonné.

|z
| Alors, pour toute place & de F au—dessus de z, (Vz,pz) est isomorphe d
(Nd:'n'a'f'i; wdi{"i)Si

ou les entiers dz, vz et sz sont uniquement déterminés par :
dz >1, rz €%, sz >1
di Nrz =1
rz/ds = deg(z)Z(I1)/[F; : Fy)
dzsz = d(II)[F; : Fy)

108



1. RAPPELS : ¢p-ESPACES ET F,;~MODULES DE DIEUDONNE

Pour (N,%) un F;—module de Dieudonné sur IF‘_q, on appellera réseau
dans N tout sous—Om@)Fq]Fq—module de type fini de N qui engendre N

comme Fw®yq]F_q—module.
Par ailleurs, on notera

N¥ ={n € N |¢¥(n)=n}.

LEMME 8. — Les propriétés suivantes d’un F,—module de Dieudonné
(N, %) sont équivalentes :

(i) Il existe un réseau M de N tel que (M) = M.
(i) Le morphisme canonique N¥®g F; — N est bijectif.
(i) (N, ) est isomorphe d une puissance de (N1,0;%1,0)-
De plus, si ces conditions sont remplies, alors pour tout réseau M
de N wvérifiant Y(M) = M, MY = M N NY est un réseau dans le

Fy—espace vectoriel de dimension finie N ¥ et le morphisme canonique
MYQg ,Fy — M est un isomorphisme.

0

LEMME 9. — Les propriétés suivantes de (N,v)) sont équivalentes :
(i) L’ensemble N des réseaur M de N tels que :

o Y(M) C M [resp. M C ¢p(M)),

o In>1, Y (M) C wyM [resp. M C wyyp™(M)],

o dimg—(M/y(M)) =1 [resp. diqu—(l/)(M)/M) =1],
est non vide.

(ii) Il existe un entier e > 1 tel que (N,%) soit isomorphe a
(Ne,1§¢e,1) [resl)- (Ne,—l;we,—l)]-
De plus, si ces conditions sont réalisées, N est un espace principal
homogéne pour l’action du groupe Z donnée par

ZxN — N (m,M)—s y™(M).

LeMME 10. — Les propriétés suivantes de (N,1)) sont équivalentes :
(i) Il existe un réseau M dans N tel que :

o $(M) C M [resp. M C $(M)]
o dimg~(M/4(M)) =1 [resp. dimg—(y(M)/M) = 1]
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(ii) Il existe des entiers e > h > 1 tels que (N,v) soit isomorphe d
(N1,05%1,0)° ™" ® (Nh,15¥h,1) [resp. (N1,0;91,0)°™" & (Nh,—15¥h,-1)] -

De plus, si ces propriétés sont satisfaites, tout réseau M de N satis-
faisant les conditions de (i) se décompose de maniére unique en somme
directe de deur O,Qr, F,—sous-modules libres

M=Mét®Mc

tels que :

o Y(ME) = Mt
o (M°) C M® [resp. M© C (M°)]
e 3n>1, Pp"(M°) C w,M® [resp. M® C w, 9" (M°)]
° dimﬂ(MC/'t/)(Mc)) =1 [resp. dimﬂ('«,[z(Mc)/MC) =1]
0

2. — Description a isogénie prés des D—chtoucas de rang r sur IF_q

Dans cette section et jusqu’a la fin du chapitre, on fixe 0 et co deux
points fermés de X ou, si ’on préfere, deux places de F'.

On suppose que 0 et co sont distincts, et qu’ils sont dans l'ouvert
X' C X. Ainsi les algébres Dy = D ®o, Op et Do = D ®ox O sont
respectivement isomorphes & My(Op) et M4(Oco)-

On fixe également deux plongements x(0) — F, et k(00) — F, sur Fq,
autrement dit deux points de X (]Fq) au-dessus de 0 et oo qu'on notera 0
et 0.

E .
J
" N
DEFINITION 1. — Si € = &' | est un D-chtouca de rang r sur
e 7t
IF_q ayant 0 pour zéro et 55 pour péle, on appelle fibre générique de E le
triplet (V,p,1) ot :

e V est la fibre générique de &,
e ¢ est lapplication Idr @ Frob-linéaire composée

N I
V—-7V—7V,
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e i: D — End(V, ) est 'homomorphisme de F-algébres induit par
Paction & droite de D sur €.

On dira que deux tels D—chtoucas sont isogénes si leurs fibres génériques
respectives sont isomorphes.

PrOPOSITION 2. — Il eziste une bijection naturelle de l’ensemble des
classes d’isomorphismes de D-chtoucas de rang r sur Fyq ayant 0 pour
2€ro et 30 pour péle sur l’ensemble des classes d’isomorphismes de paires

((V,,1), (My)serxy), o :
o (V,9) est un p-espace sur Fy, de rang rd? sur F ®F, F,,
e i: D — End(V, ) est un homomorphisme de F-algébres,
o les M, indexés par les points fermés de X, sont des réseaur,
libres de rang r sur ’Dz@Fng, dans les Fy—modules de Dieudonné
(Va, 9z) = (Fu®FV, F.®Fy) et qui vérifient :

(1) on @ WeoPoo(Moo) € Moo C poo(Moo) ; le module poo(Moo)/ Moo
sur k(0o) ®r, F, est de longueur d et supporté par le point 0 ;

(ii) on @ woMy C @o(Mp) C My; le module My/po(Mo) sur

k(0) ®F, F; est de longueur d et supporté par le point 0 ;
(iii) si x # 00,0 on a Yz (Mz) = My ;
(iv) m’importe quelle base de l’espace vectoriel V sur F ®p, F, est
telle que pour presque toute place z, elle s’envoie dans le réseau M, de V;
et l’engendre comme O, ®r F,-module.
Cette bijection est induite par lapplication qui d tout tel D—chtouca

&
&= &' | associe sa fibre générique ainsi que la famille des réseaux

&

M, = 8®0X0z C gé)osz .

Démonstration : Il est évident que si € est un D—chtouca de rang r
sur F, ayant 0 pour zéro et 56 pour pole, et si ((V,¢,1), (Myz)zex) est la
paire associée, alors V est de rang rd? sur F ®F, ]F_q, (V, ¢) est un p—espace
sur F,, et les réseaux M, satisfont les propriétés (i), (ii), (iii), (iv).
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Réciproquement, & toute paire ((V,,1), (Mz)ze|x|) Vérifiant les con-

ditions de la proposition, on cherche & associer un D-chtouca & =
£
N e

T g /

Commencons par noter F = F ®F, IF_q le corps des fonctions de la courbe
X=X ®F, F; et pour tout point fermé Z de X, soient Fz le complété de
F selon la valuation associée & T et Oz son anneau des entiers. Si est
un point fermé de X et T décrit I’ensemble fini des points fermés de X
au—dessus de z, on a

T

Fxém‘q]F_q = HFE et O,,@]FQF; = HO;
T

Pour tout point fermé Z de X, d’image z dans X, on pose

®r,Fo)
Ainsi, Mz est un réseau dans Vz, libre de rang r sur la Oz—algebre
D R0y Oz, et les propriétés (i), (ii), (iii), (iv) des M, se traduisent par :

(i) M= C ¢=(Mx) et le quotient ¢s5(Mss)/Ms est un espace
vectoriel sur le corps résiduel x(55) = Fy, de dimension d,

(i)’ @5(Mg) C Mg et le quotient Mg/ p5(Mz) est un espace vectoriel
sur le corps résiduel x(0) = F,, de dimension d,

(iii)’ si T # 0,30, pz(Mz) = Mz

(iv)’ n’importe quelle base de I’espace vectoriel V sur F est telle
que pour presque toute place Z, elle s’envoie dans le réseau Mz de Vi
et ’engendre comme Oz—module.

Définissons alors les faisceaux & et £ " sur X par leurs sections sur tout
ouvert U de X :

B, &)= ([[ Me)nve ] v

TeU zeU
HOU, &) = (1‘[ (M; + go-z-(ME))) nve[]w
zeU zeU

Comme pour tout point fermé Z de X on a Mz Qo5 Fz=V Eet &
sont des Ox—Modules quasi-cohérents. Et d’aprés la propriété (iv)’, leurs
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fibres génériques s’identifient 3 V. On a des plongements évidents £ — &’
et "€ — &’ et aussi une action de D®op, O sur £ et £’ compatible avec ces
plongements. Puis, d’aprés le théoréeme d’approximation forte, on a pour
tout point fermé T de X

g®OYOE:ME et 8I®OYOE=M§+(,05(M§).

On en déduit que £ et £’ sont des Ox—Modules localement libres de rang
rd? puis, d’apres le lemme 4 du paragraphe 1.2, qu’ils sont localement libres
de rang r sur D Qo, O%.

On en déduit aussi, d’apreés les propriétés (i)', (i)’ et (iii)’, que £'/E et
&' /7€ sont supportés par o6 et 0 respectivement et sont de dimension d
sur F,.

Ceci termine la démonstration. 0

LEMME 3. — Soit (V,p,1) la fibre générique d’un D-chtouca de rang r

£
_ _ o o N
sur Fq, ayant 0 pour zéro et 0 pour pole, £ = &

Tg /l
Soit (V,p) = (V',¢') ® (V",¢") la décomposition de (V,y) dans la
catégorie semi-simple des p—espaces, ot l’on a regroupé dans (V" ¢") tous
les facteurs triviauz c’est-d—-dire isomorphes d (F ®p, F,, Idr ® Frob) et
dans (V',¢') tous les autres facteurs.
Alors :

(i) (V',¢) et (V",¢") sont stables par laction & droite de D,

(i) (V',¢') est irréductible au sens qu’il ne posséde pas de sous—p—
espace stable par D,

(iii) le rang de (V', ') est un multiple de d?, donc de la forme r'd?
avecr’ <r.

(iv) (V',¢') est non nul (soit v’ > 1) et il est isotypique, c’est-d—dire
ne fait intervenir dans sa décomposition qu’une seule classe d’isomorphis-
mes de p—espaces irréductibles.

On appellera (V",¢") la partie triviale de (V,p,1), (V',¢') sa partie
irréductible et r', 1 < 1’ <, son rang irréductible.

Démonstration : (i) résulte de ce que, comme (V’, ¢’) et (V”, ") sont
sans facteurs irréductibles communs dans la catégorie semi-simple des ¢—
espaces, on a

End(V, ) = End(V’, ') x End(V",¢").
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Pour (ii) et (iii), considérons (W, ¢) un sous—p—espace de (V, ) stable
par action de D. Soient F et F' les sous—fibrés maximaux de £ et &’
engendrés par W C V. Les morphismes F ®o, D — E/F, F' Qo D —
E'VF',F—-E&|F et "F — E'|F sont partout nuls puisqu’ils le sont sur
la fibre générique et que £/F et £'/F’ sont sans torsion. Autrement dit,
F, F' sont stables par ’action de D et les plongements £ — &', 7€ — &’
induisent des plongements F — F', TF — F'.

Or d’apres le lemme du serpent appliqué au diagramme

0 — F — & — E/F — 0

l l l

0 — F — & — &/F — 0

on a une suite exacte de D ®p, F,—Modules
0 —F|F—E)E— (E)F)/EIF)—0

ou &'/ est supporté par 56 et de dimension d sur E, donc irréductible
puisque Do, & My(Oco)-

On en déduit que ou bien F'/F = 0 ou bien F'/F = &'/E. Dans le
premier cas, comme " F et F ont méme degré, on a aussi F'/7F = 0, d’ou
un isomorphisme "F = F. D’apres le lemme 3 du paragraphe 1.3, on peut
écrire F = F Qp, F,, ot F est un D-Module sur X. Donc (W, ¢) n’a que
des facteurs triviaux et son rang est un multiple de d?.

De méme, dans le second cas, (V/W, ¢) n’a que des facteurs triviaux et
son rang est un multiple de d?.

Ceci prouve (ii) et (iii).

(iv). SiYon avait (V, ) = (V”,¢"), alors par exemple (Vj, o) serait une
puissance de (IN1,0;%1,0), donc ne posséderait pas de réseau My vérifiant
wo(Mp) & My, ce qui contredit la proposition 2.

Par ailleurs, si (V/, ¢’) n’était pas isotypique, on pourrait écrire (V/,¢') =
(VI,¢1) & (V3,¢5) avec (V{,¢]) et (Va,¢5) sans facteurs communs donc
stables par D comme dans (i). Et cela contredirait (ii). 0

D’apres le lemme 10 du paragraphe III.1, on a :

LEMME 4. — Soit ((V,¢,1), (Mz)ze|x|) une paire comme dans la
proposition 2.
Et soit ', 1 <1’ < r, le rang irréductible de (V, ¢,1).
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Le choiz d’un isomorphisme Do = My(O) [resp. Do = My4(Op)]
détermine par équivalence de Morita un scindage canonique

(Voo,(Poo) = (‘7007(:500)‘1 et Moo = (Moo)d
[Tesp' (VE),SOO) = (‘76) ¢O)d et MO = (M/O)d ]

0t (Voo, Boo) [resp. (Vo, Po)] est un Fuo [resp. Fol-module de Dieudonné sur

Fy, et Moo C Vo [resp. My C Vp] est un réseau.
De plus, (Voo, o) [resp. (Vo, Po)] se décompose canoniquement en

Voo, Boo) = (Vao, @) ® (V2,32) [resp. (Vo, o) = (Vs, 3) @ (VO, &)

ou pour un entier hoo, 1 < hoo < 7'd [resp. ho,1 < ho < 7'd], on a

(Vso, Bs0) = (Nhoy - 13 Vho 1) (VX,FR) 2 (Ny 05 91,0)74 hoe
[resp.  (Va, @) 2 (Nho,1; Yho,1) VO, &) = (N1,031,0)7¢ 0 .

Enfin, le réseau Moo dans 1700 [resp. JTJO dans ‘70] est la somme directe
d’un réseau M, dans Vi, [resp. M dans Vj) et d’un réseau M dans VX
[resp. M{ dans V] qui vérifient :

o FRMZ) =MZ [resp. GH(MS) = M),
* Ms, C 9so(Ms) [resp. ¢5(Mp) © M),
Ps(Ms)/ Mg [resp. Mﬁ /%(1\7@)] est supporté par 5o [resp. 0] et de

dimension 1 sur Fy,
o In>1, My C Woodl (M) [resp. §3(Mz) C woMj).
0

Les notations co et 0 qui apparaissent dans cette proposition vont
maintenant acquérir un sens indépendant et désigner deux places d’une
certaine extension finie F' de F' comme suit :
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PropoSITION 5. — Soit ((V, ¢,1), (Mz)g¢x|) une paire comme dans la
proposition 2.

Soit (V,p,1) = (V',¢',i) @ (V",¢",1) la décomposition de (V,p,i) en
partie irréductible et partie triviale, et soit ', 1 < r' < r, son rang
irréductible. Soit (W, ) l'unique p—espace irréductible qui entre dans la
décomposition de (V',¢'), et soit (F,II) la p—paire associée.

Alors :

(i) Le p—espace (V', ') est isomorphe a (W, )<.
(ii) i [F : F] désigne le degré sur F du corps F, on a
[ﬁ : F]d(ﬁ) =r'd.
(iii) Il existe seulement deux places T de F telles que iz(ﬁ) # 0; lune,

notée o, divise oo et ’autre, notée 0, divise 0.

(iv) Si hoo, ho, 1 < hoo,ho < 7'd, sont les deux entiers introduits
dans le lemme 4, on a

/ - /
=T F Rl ko= —
[F: F) [F: F)

(v) Si on note A = End(V,¢,i), A’ = End(V',¢/,1), A" =
End(V", ¢" 1) avec donc A = A’ x A, on a :

Je%s) [F() . F()] .

o A est une algébre & division centrale sur F, de dimension (r'd/
[F : F))? et d’invariants dans Q/Z :
[F: F)/r'd en la place &
— [F: F]/r'd en la place 0
[F5 : Fy)invg(D) en toute place #,0 de F d’image = dans F

o A" est isomorphe & M,_.(D).

Démonstration : Il existe un entier n > 1 tel que (V’,¢’) soit
isomorphe & (W,4)™. Donc le rang du p—espace (W, ) s’écrit

(1) rg(W) =r'd*/n.

D’autre part, d’apres le théoréme 4 (iii) du paragraphe IIL.1, il est aussi
égal 3

(@) rg(W) = [F : Fld(TI).
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D’apres ce méme théoréme, F est un corps et End(W, 1) est une algebre
a division centrale sur F' dont la dimension est d(II)? et dont 'invariant en
chaque place Z de F' est

— deg()&(I1) € Q/Z.
On en déduit en particulier que End(V’, ¢') & M, (End(W, 7)) est une
algebre centrale simple sur F d’invariants
— deg(#)Z(IT) € Q/Z

et de dimension n2d(I)% = r'2d*/[F : F)2.

Or via 1, 'algebre a division centrale D°P sur F se plonge dans End( ),
donc aussi ’algébre centrale simple D Qg F de dimension d2 sur F.

Par conséquent, l'algebre A’ = End(V’,¢’,7) qui est le commutateur
dans End(V’,¢’) de D°P ou de D ®F F est une algdbre centrale simple
sur F d’invariant

(3) — deg(#)&(I1) + [F; : Fylinv,D € Q/Z
en chaque place Z de F au—dessus de z dans F', et de dimension
(3" r'2d?J[F : F)? sur F.

En particulier, on voit que [F : F) divise r'd.

Maintenant, comme F s'identific au centre de A’ = End(V’ '),
on voit que F ®p Fy, [resp. F ®p Fp se plonge dans End(V.,, . 1)
[resp. End(V{, ¢, ¢)]. De plus, le choix d’isomorphismes Do, = My(Ou)
et Dy & My(Op) comme dans le lemme 4 détermine par équivalence de
Morita des décompositions de la forme

(Vior 0ho) 22 (Vie, 8)? (Vg 06) = (Vi 85)?
et des isomorphismes
End(VL, ¢l,4) = End(VL, %) End(Vy,¢h,i) = End(Vy, @)

Or, d’aprés le lemme 4, (V.,3..) [resp. (V{, )] qui est un facteur de
(Voo» Poo) [resp. (Vo, $o)] tel que le facteur complémentaire soit trivial, est
nécessairement de la forme

(véo’a’oo)g(th,—l;iﬁhw,—l) @ (N1,0;¢1,0)T/d_h°°
[I‘eSP. (‘7('),1 (56 & (Nhoyl;/l/)ho,l) @ (N1’0;¢1’0)r’d—ho ]
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d’oli un isomorphisme induit

End(V.,3..) = End(Nn, —1;%hey,—1) X Mya_n(Foo)
[resp.  End(Vg, &) = End(Nio,1; $ho,1) X Mpa_ho(Fo) ]

ou, d’apres le théoréme 6 (iii) du paragraphe III.1, End(Np_ —1;%h,,~1)]
[resp. End(Np,,1;%h,,1)] est une algébre & division centrale sur
Fy[resp. Fo] d’invariant 1/hs [resp. —1/ho] dans Q/Z.

Donc il existe une unique place co [resp. f)] de F au—dessus de la place
oo [resp. 0] de F, telle que

Fs C End(Nn,,-1;%he,,~1) [resp. ﬁ(, C End(Nho,15Yho,1)] -

Et si on pose V’ =V.® ® FgrFa) Fs, [resp. 176' =V ﬁ()] on a

(F®rFo)
d’apres la proposition 7 du paragraphe III.1
Vi & (Nhoy1; Yheo,-1)  [resp. V3 2 (Nho,y; Yho.1)] -

Par ailleurs, posant (W, ¥&) = (W, ¢)®§f'o~o [resp. (W5, v5) = (W, ¥)®%
Fj), on a un isomorphisme

(W, o)™ = (Vi, @5,)?  [resp. (Ws, v5)"™ = (V4, 35)

donc e = % est un entier et encore d’aprés la proposition 7 du para-
graphe III.1, on a :

_ 1 _ deg(s0)s(Ih) 1 _ deg(0)0(I)
(4) hoo [P : Foo) resp. ho [Fg : Fy]
hooe = d(I)[Fiss : Foo] hoe = d(I1)[F}; : Fo)

D’autre part, si Z est une place de F au—dessus de la place z = oo ou 0 dans
F mais distincte de & et 0, (VZ, &%) = (V., & )®( ForF, )F est isomorphe

& une puissance de (N1,0;%1,0) donc aussi (Wz,¥z) = (W,9) ®5 F; et
toujours d’apres la proposition 7 du paragraphe III.1, cela entraine

#(I) =
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C’est vrai aussi lorsque Z est une place de F au-dessus d’une place x # oo 0
dans F car alors il existe dans (V, ¢,) un réseau M, tel que ¢, (M) = M,,
et d’apres le lemme 8 du paragraphe IIL.1, cela impose que (V;,p,) est
isomorphe & une puissance de (N1,0;%1,0).

Ceci, combiné aux formules (4), prouve déja (iii).

Maintenant, d(ﬁ) est le plus petit commun dénominateur des rationnels
deg(co)So(IT) et deg(0)0(IT).

Or, d’apres (1) et (2), on a

(@) = v _, T
n[F : F] [F: F)
et d’apres (4)
deg(50)50({l) = —o = —— ©)0(i)= :
R = s =T F . O® d(H) rd)[FF]

Comme on a vu déja que [F : F] divise 'd, on conclut :

~ r'd _cf
n

(5) d(n)—m =e=1

Ceci prouve (i) et (ii).

La combinaison de (4) et (5) prouve (iv).

La combinaison de (3), (3’) et de (5), plus le fait que invee D = invoD = 0
prouve la premiére partie de (v).

Pour la seconde partie de (v), il faut remarquer que A” est le commuta-
teur de D°P dans End(V", ¢"') 2 M(,_,1)q2(F), et que DQpDP = Mg (F).

Ceci termine la démonstration.

THEOREME 6. — Il eziste une bijection naturelle de l’ensemble des classes
d’isogénies de D-chtoucas de rang r sur F, ayant 0 pour zéro et 5 pour

péle sur Uensemble des couples (r', (F,1I)), ot

o 7' est un entier vérifiant 1 <1’ <.
. (F H) est une classe d’isomorphismes de p—-paires vérifiant :

(i) F est un corps et le degré [F : F) divise r'd.

(i) Il eziste seulement deuz places T de F telles que :E(ﬁ) # 0; lune,
notée o, divise oo et ’autre, notée 0, divise 0.
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(iii) On a les formules

~ 1 P 1
deg(co)o(Il) = ———— deg(0)0(Il) = ————
Bl = = 7] 200 = o F 7
FRRY . . e /d
d’ot en particulier d(II) = -k

(iv) Pour toute place & de F au-dessus d’une place z de F, on a

r'd

[ﬁ ] [F3 : Fglinvg(D) =0 dans Q/Z.

Cette bijection est induite par Uapplication qui a tout tel D-chtouca
de fibre générique (V,p,1) associe le rang irréductible v’ de (V,p,1) et la
p—paire (ﬁ,ﬁ) qui correspond d l'unique p—espace irréductible (W, ) qui
entre comme facteur dans la partie irréductible (V', ¢') de (V, p,1).

Démonstration : D’apres la proposition 2, il est équivalent de raisonner
en termes de D—chtoucas comme dans I’énoncé ou bien en termes de paires
((V,,1), (Mz)ze|x|) comme dans ladite proposition. C’est ce second point
de vue qu’on utilisera. o

D’apres la proposition 5, on sait déja que si (1, (F,II)) est dans 'image
de l'application étudiée, elle vérifie les propriétés de I’énoncé.

Il s’agit de construire une application inverse. Soient donc r’ un entier,
1 <7 <r,et (F,II) une p—paire satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii),
(iv) )

Soit (W, 1) le p—espace irréductible qui correspond a la p—paire (F, ﬁ)
d’apres le théoréme 4 (ii) du paragraphe III.1.

Et soit A’ une algebre & division centrale sur F d’invariants

([F: F)/r'd en la place o,
— [F : F]/r'd en la place 0,

[ﬁ;c : F;)inv, (D) en toute place T # %, 0 de F

| au-dessus d’une place = de F.

D’apres la propriété (iv), on a

dimz A’ = (%)2
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Alors, D? @ A’ = (D°? @ F) ®z A’ et My(End(W,)) sont des algebres

centrales simples sur F' qui ont méme dimension '2d*/[F : F]? = d2d(II)2
et mémes invariants

[F : F]/r'd = — deg(c0)S(II) en la place o,

— [F : F]/r'd = — deg(0)0(II) en la place 0,

0=- deg(:i:):f:(ﬁ) en les places & # 0,0 de F,
comme il résulte des propriétés (ii) et (iii) et du théoréme 4 (iii) du
paragraphe II1.1.

Donc il existe un isomorphisme entre ces deux algébres (unique &
automorphisme intérieur pres, d’apres le théoréme de Skolem-Ncether) :

D? @p A" — My(End(W, 9))

Posons (V',¢’) = (W, )4, et soit i ’homomorphisme de F-algebres injectif
défini comme le composé

~

i:D? — D?®p A" = My(End(W,v)) = End(V’,¢’).
On remarque que End(V’, ¢, ), définie comme le commutant de i(D°P)

dans End(V’, ¢), s’identifie & A'.
Par ailleurs, soit (V”,¢") le p—espace trivial de rang (r — r')d?
D’r‘—'r/ ®F (F ®]Fq E) .

Il est muni naturellement d’une action & droite de D, c’est—a—dire d’un
homomorphisme de F-algebres

i: D — End(V", ")

et End(V"”,¢", 1) s’identifie naturellement & A” = M,_..(D).
Posons maintenant

Vp,i) = (V' ¢ i) @ (V" ¢",1).
On remarque que A = End(V, ¢, i) s’identifie & A’ x A”.
Il reste a prouver qu’il est possible de construire une famille de réseaux

M, dans les Fy~modules de Dieudonné (V;,¢,) = (Fo®rV, Idr, ®r¢),
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libres de rang r sur les D, @FQF_q, indexés par ’ensemble des points fermés
z de X, et satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii), (iv) de la proposition 2.

Fixons une base de ’espace vectoriel V sur F ®r, F,.

Alors il existe un ensemble fini ¥ O {00, 0} de places de F tel que pour
toute place x ¢ L, le réseau M, engendré dans V, par cette base soit stable
par P'action de D, libre de rang r sur 'D,,-@yqﬂ?: et vérifie p(M;) = M,

Maintenant, si z € ¥\{00,0}, (V,, ) est isomorphe &

(V#=®r,Fyq, 1d® Frob)
d’aprés la propriété (ii) et la proposition 7 du paragraphe III.1. Et
n’importe quel D,—module libre de rang r dans le D,—module libre de
rang r V= engendre un réseau M, de V. qui est stable par D,, libre de
rang r sur DxQ@Fq]FTq et tel que pz(M3) = M.

Enfin, le choix d’isomorphismes d’algebres Do, = My(Ox) et Dy
M4(Op) détermine par équivalence de Morita des décompositions

(Vooa 3000) = (‘7007 (Eoo)d (‘/0, (PO) = (%a @0)(1
oll, par construction de (V, p)
(Voo Boo) = (Woo, Poo) @ (V1,03 861,0) "

(Vo, Bo) = (Wo,%0) ® (N1,03%1,0)" 4.
Et, d’aprés les propriétés (ii) et (iii) et la proposition 7 du para-
graphe III.1, on a encore
(Woos $o0) = (Nho, 15 $heo,—1) ® (N1,0,%1,0)" @
(Wo, %0) 2 (Nho,1; Yho,1) ® (N1,0,%1,0)" 4P
Ol hoo = £ [Fs, : Foo], ho = £ 4(Fy : Fol.

[F:F]
__D’apres le lemme 10 du paragraphe II1.1, il existe donc des réseaux

M C Vo etMOCVbtelsque
Moo C <Poo(Moo) dlmﬁ(aoo(Moo)/Moo) =1

$o(Mo) C Mo dimF—(Mo/%(ﬁo)) =1.

De plus, quitte & transformer M, [resp. M()] par o [resp. <p0] suffi-
samment de fois, on peut supposer que le support de P (Moo) /M
[resp. Mo/ Po(Mp)] est le point S [resp. 0].

11 suffit alors de prendre

My = (Moo)d c (‘700)(1 = Ve
Mo = (Mo)? C (Vo) = V&

pour terminer la construction. 0
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3. — Description d’une classe d’isogénies de D—chtoucas

On conserve sur 55, 0, 00, 0 les hypothéses du précédent paragraphe.

Pour tout sous—schéma fermé fini I — X qui évite co et 0, on note
Cht?, ;(0,35) le groupoide des D—chtoucas de rang r sur Fy, ayant 0 pour
zéro et G pour pole, et qui sont munis d’une structure de niveau 1.

On note également

Chi, (0, ) = Jim Cht}, ; (0, 3)
I

le groupoide obtenu par limite projective. On sait qu’en fait il n’a pas
d’automorphismes non triviaux.

Lorsque C décrit ’ensemble des classes d’isogénies de tels D—chtoucas,
on a évidemment une décomposition

Chtp, 5(0,50) = [ [ Cht5(0, ).
C

Par images réciproques, on en déduit des décompositions

Chtp, ;(0,5) = | | Cht3 (0, 5)
C

et
Chtp, . (0,5) = [] Cht3’,_(0,5).
C

D’autre part, rappelons que A désigne ’anneau des adeéles de F', c’est—
a—dire le produit restreint des F, relativement aux O, quand x décrit
I’ensemble des places de F.

On introduit aussi A0 le produit restreint des F}, relativement aux O,
quand z décrit | X|\{oo,0}. Ainsi A = F, x A0 x F.

On note encore Dy = D ®r A et D§\°’0 = D @p A®0, Ainsi Dy
[resp. DX°’O] est le produit restreint des D, relativement aux D, quand
x décrit | X| [resp. | X[\{oo, 0}].

Enfin, 'entier » > 1 étant fixé, on dispose comme dans le para-
graphe 1.4b de

G(F) = GL,(D)
G(F;) = GL.(D,) pour toute place x de F,
G(A) = GL,(Da)

G(A>°) = GL,(D°
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et K, = GL,.(D,) pour toute place z de F,

K= H K,
z€|X|
K0 — H K,.
€] X|\{o0,0}

Si I — X est un sous-schéma fermé fini [resp. et qui évite 0o, 0] on note
K7 [resp. K}”’O] le noyau de ’homomorphisme surjectif

K — GL.(Dy) [resp. K®° — GL,(Dy)].

On a que K [resp. K] est un sous—groupe compact ouvert de G(A)
[resp. G(A™?)] et que chaque K [resp. K;>°] est un sous—groupe ouvert
d’indice fini dans K [resp. K]

Avec ces hypotheses et notations, on a maintenant :

THEOREME 1. — Soient C une classe d’isogénies et (V,p,1) la fibre
générique qui lui correspond. Soient (V,p,1) = (V',¢',i) & (V",¢",1)
sa décomposition en partie irréductible et partie triviale. Soient A =
End(V,¢,i), A" = End(V',¢',7), A" = End(V",¢",i) avec donc A =
Al x A,

Fizons des isomorphismes d’algébres Do, — M3(Ooo), Do — My(Op)
(d’ou des isomorphismes induits G(Fe) — GLra(Os), G(Fo) —

GL4(0p)).
Et soient
(Voos o) = (Voo, Poo)? (Vo 90) = (Vo, Bo)*
(Voo; Poo) = (Vs B) @ (V2,32) (Vo §o) = (Vs &) @ (V5 @)
avec (Vso, Ps0) = (Nhoo, 15 Vhoo,~1) (Va, @5) = (Nho,15%ho,1)

et (170‘?, PR), (‘7})6, 458) triviauz, les décompositions qui leur sont associées
(d’apreés le lemme 4 du paragraphe précédent).

Alors :

(i) Le module (VA°°’0)“’°°’O sur D°, constitué des éléments de

VA°°’0 = V@pA™? fizés par 00 = pQId, est libre de rang r.

Si Y0 désigne I’ensemble de ses bases sur DZ°’0, Y0 est un espace
principal homogéne pour action & droite naturelle de G(A>°), ou pour

00,0

Uaction & gauche naturelle de Aut(V,° 000 ) = Aut Dx,o((Vf 0)9™%).
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(ii) L’espace (170‘1:°)";2 [resp. (‘7;)6)&’3'] sur Foo [resp. Fo] est de dimen-
sion rd — hoo [resp.rd — hol. Si Y [resp. YY) désigne l’ensemble des
bases de cet espace, Y X[resp. Y| est un espace principal homogéne pour
Vaction a droite naturelle du groupe GX = GLyg—h_ (Foo) [resp. GY =
GLpq— ho(FO)] ou pour laction a gauche naturelle de Aut(VX,5%) =
AutFw((V°°)“’°°) [resp. Aut(VJ,Z0 AutFO((VO)"’O)]

(i) $i Zs [resp. Zg) deszgne Vensemble des réseauz Mg, dans Vs
[resp. M~ dans Vo] qui vérifient :

o Mg C <p°°(M°o) [resp. <pO(M0) - Mo]
o P5(Ms)/Ms [resp. M0/<p0(M )] est supporté par o5 [resp.0)] et de

dimension 1 sur F,,
alors Zs, [resp. Z;) est un espace principal homogéne pour Uaction de Z
donnée par

Z x Zo"o — Zob (m, Mob) — ({b’ob)mdeg(oo)(ﬁob)

[resp. Zx Zz— Z; (m, M) —> (Z5)™ 5O (M) .

(iv) Le groupe multiplicatif A* agit naturellement & gauche sur Y >°,
Y et Y0 Ces actions se factorisent d travers celles de Aut(Vy™> ?90;0 04 =

00,0 ~ ~ o~ e T
Autu,i"”((VAw’O)‘aA ), Aut(Ve2, 5%) = Autp,, (V2)#=) et Aut(VY, 3) =
Autr, ((V9)%).
(v) Le groupe multiplicatif A* = (A’)* x (A”)* agit naturelle-

ment sur Zx [resp. Zg|. Son action se factorise a travers celle de Z via
l’homomorphisme

det —oo(+)
A — (A — Aut(Vg, Pe) — FX —5
det 0(-)

[resp. A* — (AN — Aut(V(),gp()) — F — Z ]

ou det est ’homomorphisme de norme réduite associé a l’algébre d division
centrale End(Vi,, $s) [resp. End( 0,<p0)] sur Fo [resp. Fp).

(vi) Notons K& = GLpg—h, (Os) [resp. Ko = GLy4—n,(00)] qui
est un sous—groupe ouvert compact de G2 = GLyq_p_ (Fso) [resp.GS =
GLra—ho (Fo)]-

Alors ’ensemble Cht _(0,0) s’identifie canoniquement d

AX\[Zs, x (YS/K&'?) x YO x (YO/KQ) x Zj).
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Et pour tout sous—schéma fermé fini I — X qui évite 00,0, le groupoide
Cht7;(0,30) s’identifie canoniquement d

AX\[Zs x (YR /KD) x (YOO /K°) x (YO /KQ) x Zg) .

Démonstration : (i) résulte de ce que, d’aprés la proposition 2 du
paragraphe précédent, il existe dans les (V,¢z), ¢ € |X|\{oo,0} des
réseaux M,, libres de rang r sur D_T@FGF; et vérifiant les propriétés
(iii) et (iv) dans ladite proposition. En effet, d’aprés le lemme 8 du
paragraphe III.1, on a alors des isomorphismes

(M,)¥= @Fq]F_q = M,

et d’apres le lemme 4 du paragraphe 1.2, (M,)?= est libre de rang r sur
D,. Si donc, pour tout z € |X|\{oo,0}, on choisit (m},m2,...,mr) une
base de (M)?= sur D, et si on introduit m! = (M} )ee|x|\{o0,0}1--->»M" =
(M) ze|x|\{c0,0}> alors la famille m!,...,m" est une base de (VA'?‘”O)"’W0
sur D0,

Ainsi, (V,° 0)¢*° est libre de rang r sur D> et les autres assertions
s’en déduisent immédiatement.

(ii) résulte de méme du lemme 4 du paragraphe précédent.

(iii) résulte aussi du lemme 4 du paragraphe précédent, combiné au
lemme 9 du paragraphe III.1. Il apparait un facteur deg(oco) [resp. deg(0)]

car si M, [resp. Mj] est un élément de Zs, [resp. Zj], et si m est un entier,
alors le quotient

o (Ms) /P2 (M) [resp. @0 (Mp) /70 (Mp)]

est supporté par Frob™ (o) [resp. Frob™ (0)].

(iv) est évident.

(v) Il est évident que A™ agit naturellement sur Zg [resp. Zj| via
Aut(Vs, Bs) [resp. Aut(1~/(~,, ©5)]- De plus, P’action de Aut(V, Ps) [resp.
Aut(V5, 35)] sur Zs, [resp. Zg) se factorise nécessairement par

~ det ~ det
Aut(V, ) — FX [resp. Aut(Vy, 5) —— Fy'l
en un homomorphisme FX — Z [resp. F;' — Z]. Puis, pour connaitre
ce dernier, il suffit de connaitre 'action du centre FX de Aut(Vi, Ps)
[resp. Fy* de Aut(%,%)]. Or, pour g € FX NOx, Mg € Zs [resp. go €
Fg N Oy, 2\7.75 €ZsletneN,ona
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dimF oo/goo o = deg(oo)hoooo(goo)
dimF oo/~_m Cleg(C’Q)(Mo'o) = mdeg(oo)
det(goo) = (goo)hco

[respectivement
dimi,:; Mﬁ/goﬁﬁ = deg(O)hOO(go)
dimg- M;/ @5 4800) (M) = m deg(0)

det(go) = (go)"™

]
d’ou le résultat.
(vi) D’apreés la proposition 2 et le lemme 4 du paragraphe précédent, se
donner un D—chtouca dans C, muni d’un isomorphisme de sa fibre générique
avec (V, ¢,1), revient & se donner :

e pour tout z € |X |\{oo 0} un réseau M, dans V,, libre de rang r
sur D,®r, F, de facon a vérifier les propriétés (iii) et (iv) de ladite
proposition 2 2

e un réseau Mg *® dans V°° et un réseau M MD dans Vo , invariants par ¢

et cpo respectlvement
e deux éléments Mg, et M0 de Zx et Zj respectivement.
De plus, se donner une structure de tous niveaux en—dehors de co et 0

sur le D—chtouca considéré revient & se donner pour tout = € |X|\{oo,0}
une base de M, sur D,®r,F, invariante par ¢, c’est-a—dire une base sur

DX de (V;° 0)¢*° qui engendre les M.
Et d’aprés le lemme 8 du paragraphe IIL1, la donnée de M ® et MY est

équivalente a celle de deux réseaux dans (V°°)%o et (V‘))“"0 autrement dit

de deux éléments de Y° /K% et YO /K.

Ceci prouve la premiére assertion de (v1).

Maintenant on remarque que pour tous sous—schémas fermés I — J —
X évitant oo et 0, le foncteur

Cht%;(0,55) — Chtp%(0,5)
est galoisien de groupe

Ker[GL,(Dy) — GL.(Dy)] = K1/Ky = K{*° /K5,
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et comme OK?’O = {1}, on en déduit que Cht%?,(ﬁ, o0) s’identifie au

quotient de Chtg,ck__ (0,50) par I’action & droite de K‘IX”O, ce qui termine la
démonstration. 0

Maintenant, décrivons en termes des identifications du théoréme 1 (vi)
I’action des opérateurs définis au paragraphe I.1.

ProOPOSITION 2. —

(i) Le morphisme de champs Frob3®&(™) [resp. Frobgeg(o)] induit un
foncteur de chaque groupoide Cht%,l(ﬁ,&) ou Chtp, . (0,50) dans lui-
méme. De plus, ce foncteur préserve les classes d’isogénies C. Et en termes
des identifications du théoréme 1 (vi)

Chtg(0,3) = A\[Zso x (Y2 /KZ) x (Y K7*°) x (Y9 /K) x Zj
Chty,. (0,50) & A™\[Zs x (Yo /KZ) x Y x (Y /K3) x Zg
son action est induite par :

o lidentité sur Y, YO et Yg’,
e la translation par +1 sur Zs, [resp. Zs] c’est-d—dire ’application
Mg — () 8 (Ms)  [resp. My — (95) O (M5)]
o lidentité sur Zy [resp. Zs).
(ii) L’action de Hecke & droite du groupe GL.(D°) = G(A>®?)

sur le champ Chtg{w’o} induit une action sur l’ensemble Chtp, . (0,30)

qui préserve chaque classe d’isogénies C. En termes des identifications du
théoréme 1 (vi)
Chtp_ (0,0) 2 AX\[Zs x YO/ KR x YO x YO /K x Zj)
cette action est induite par :
o Uidentité sur Zs,, Y, YO et Zj,
e l'action & droite naturelle de G(A™®°) sur YO citée dans le théo-
réme 1 (i).

Démonstration :

(i) Cette action existe car le morphisme Frobd®&(*) [resp. Frobd®s(”))
transforme le zéro 0 et le pole 0 en 0 et Frob°&(*)(55) = oo [resp. en
Frob%8() (0) = 0 et ).

Le reste de I’assertion est évident sur les définitions.

(ii) est évident sur les définitions, une fois remarqué que I'action de
Hecke préserve zéro et pole. U
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4. — Description des groupoides de points fixes

On conserve sur o0, 0, 0o, 0 les hypothéses des deux précédents para-
graphes.

Par ailleurs, on se reporte aux hypotheses, notations et définitions du
paragraphe 1.4 consacré aux correspondances de Hecke, avec maintenant
T = {00, 0}.

En particulier, on fixe une fois pour toutes un élément a de degré 1 dans
( A°°’0) X

Si I — X\T est un sous-schéma fermé fini et g est un élément
de G(A>?), on dispose de la correspondance finie étale I'p 1(g9) dans
Cht, ;/a” au-dessus de X(7) X X(7).

Si de plus u, s > 1 sont deux entiers avec deg(0)|u, deg(oo)|s, on dispose
du champ des points fixes Fixep, ;(g,u,s) qui est algébrique au sens de
Deligne-Mumford, et étale, au—dessus de Spec £(0) x Spec k(00).

On note Fixep, ;(g,u,5)(0,30) le groupoide fibre au-dessus du point
(0,30) & valeurs dans F,.

Le foncteur canonique

Fixe}, ;(g, u, s)(0,50) — Cht}, ;(0,50)/a”

induit une décomposition suivant les classes d’isogénies

Fixe}, ;(g, 4, 5)(0,50) = [ | Fixe (g, u, 5)(0,) .
C

ProprosITION 1. — Soient I — X\{oo,0} un sous-schéma fermé fini, g
un élément de G(A™°) et u, s > 1 deux entiers avec deg(0)|u,deg(c0)|s.

Soit C une classe d’isogénies de Chtp, I(ﬁ ), et fizons des isomor-
phismes d’algébres Doy — M4(Os), Do — My(Oo).

Alors, avec les notations ci-dessus et celles du théoréme 1 du para-
graphe 111.3, le groupoide Fixe%?,(g, u,8)(0,30) est naturellement équiva-
lent au groupoide quotient

Ax\{(7, oo’ygg’yoo 0?y87M())}/Kg.§ X K}’o’oaz X Kg

e (v, oo,yoo,yoo o,yO,MO) décrit le sous—ensemble de A* X Zs, x

129



IIT — DESCRIPTION ADELIQUE DES CHTOUCAS. NOMBRES DE LEFSCHETZ

Y2 x Y00 x YO x Z des éléments qui vérifient

[ — deg(co)do(dety’) = s
Y5 € Yo KD

{ e yOK 09K "
143 € y3KS

| deg(0)0(det ') =

si Uon note v = (7,7") € AX = (A')* x (A")*, F le centre de lalgébre
a division A', det : (A")* — (F)* Uhomomorphisme de norme réduite, et
%, 0 les places de F déterminées par

~

% = IM(FO®pFo — End(Vi, %)), Fy = Im(FQpFy — End(Vs, ),

e laction d droite de K& x K°%a? x KQ sur ce sous-ensemble
est induite par celle de G2 x G(A®0) x GY sur Zs x YL x Y0 x Y x Z;
(telle que précisée dans le théoréme 1 du paragraphe I11.3), et par l’action
identité sur le facteur A*,

e l'action & gauche de A* sur ce sous—-ensemble est induite par
celle de A* sur Zg x YX x Y0 x Y@ x Zj et par l’action de conjugaison
sur le facteur A*

A% x AX — AX (6,7) — 6671

Démonstration : Par définition, on a un carré 2—cartésien de champs :

Fixe"l‘),l(g7 u, '5) - Cht’,"‘D,I/a’Z
Jv l (Frobg o Frob?_;Id)
I'p 1(9) «——— Chtp, ;/a® x Chty, ;/a®

En prenant les fibres au—dessus du point (0,35) & valeur dans F, et en
se restreignant a la classe d’isogénies C, on en déduit un carré 2—cartésien
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de groupoides

Fixep’(g,u,5)(0,50) —— Cht3% (0,50)/a®

J j' (Frobg o Frob?_;Id)

I'55(9)0,%)  —— Chtp(0,5)/a? x Cht}(0,55)/a?

ou, d’aprés le théoréme 1 (vi) du paragraphe III.3, le groupoide
Chtg‘f_, (0,50) est naturellement équivalent &

AX\[Zg X YO x YO x YO x Z5] /KX x K&° x KJ.

De plus, et d’aprés la proposition 2 (i) du paragraphe II1.3, I’action de
Froby Frob:, sur Cht%?l (0,0) est induite en ces termes par :

e l’action identité sur Y°, Y0 et Yoﬁ,
e la translation par ﬁ(o) sur Zg,
e la translation par Ele-g%&ﬁ sur Zs.

Enfin, d’aprés la proposition 2 (ii) du paragraphe II1.3, et la définition
de la correspondance I'}, ;(g), le groupoide I‘g?,(g)(ﬁ, o) s’identifie au
quotient

AN\{(Ms, 955, 970 4577, 90, M)}/ KR x Ki*%" x K7*%a? x Ky
ol (Mg, y&, yf"’o, y‘z’o’o, yg, Mjp) est le sous—ensemble de Zg, x Y. x
Y0 x Y0 x Y x Z5 des éléments qui vérifient

ygo;o c ylooyoK})OyOgKIOO,OaZ .

Pour conclure il suffit, d’apres le théoreme 1 (v) du paragraphe I11.3, de
vérifier que les homomorphismes composés

~ de —oo(+)

(A — Aut(Vi, P) —s FX 57,

~ de 0-)

[resp. (A")* ——  Aut(V5,35) —t>F0xL>Z]

deg(so 0.0()

et (A)X _det, (F)* s 7
deg(0 6()
de ~ €,
resp. (A< =X (F)X Oy
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sont égaux.

On remarque que ces deux homomorphismes sont continus pour la
topologie co—adique [resp. 0-adique], se factorisent & travers FS [resp. Fy']
et que 'image dans FX[resp. F{‘] du sous-groupe F* C F* C (A')*
a son adhérence d’indice fini. Donc il suffit de prouver que ces deux
homomorphismes deviennent égaux quand composés avec le plongement
FX s FX < (A')X.

Soit donc 7' € F* C (A")*.

Son image par le premier homomorphisme est

—heo0o(Y') [resp. hoO0(Y')]

et son image par le second est

~(aimg A S ) fresp. (dimz 24 o).

Or d’apres la proposition 5 du paragraphe III.2, on a

/ - / / 2
hoo = %[y, : Foo] ho = — 2 [F- Fy) dim;A':(fd )
[F: F] [F:F [F: F]

et par ailleurs, on a évidemment
[Fs, : Foo) deg(00)oo(7') =deg(c0)S0(v') [Fy : Fo] deg(0)0(y') =deg(0)0(v)

d’ou le résultat annoncé. U
Posons, les places 0 et 0o étant toujours fixées :

DEFINITION 2. — Soient u, s > 1 deux entiers.
Un élément v du groupe G(F) = GL.(D) est dit (u, s)-admissible si la
F—-algébre engendrée F|vy] se décompose en F|y] = F' x F", ou

o F' est un corps, et si ' désigne l’image de v dans F', alors il
existe deuz places 0' et oo’ de F' au—dessus de 0 et oo respectivement, telles
que

() #0, od'(¥)#0
et '(y") = 0 pour toute autre place =’ de F' au—dessus de 0 ou oo,

e on a deg(0)0(dety) =u — deg(oo)oo(dety) = s,
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e si v désigne l'image de v dans F”, alors v a toutes ses
valuations nulles au—dessus de 0 ou oo.

Remarque : Les écritures F[y] = F'xF" v = (v,~") sont évidemment
uniques. On pourra les appeler les décompositions canoniques de F'[v] et .
On dira que F’ et 4’ en sont les parties irréductibles, F” et 4" les parties
triviales.

On note que les polynémes minimaux de 4’ et 4" sont premiers entre eux.

0

LEMME 3. — On fize u, s > 1 deuz entiers.

(i) Soient C une classe d’isogénies et (V,,1) la fibre générique qui
lui correspond. Et, avec les notations du théoréme 1 du paragraphe II1.3,
soit v = (7,7") un élément de A = A’ x A" tel qu’il eziste yX € Y et
yg € Kg vérifiant

— deg(co)co(det ') = s

vyoo € yRKX
(1)
798 € YK

deg(0)0(dety') = u

(avec les notations de la proposition 1).

Alors il existe une base de (V,i) sur D ®p, ]ITq telle que le plongement
induit A* — GL.(D ®r, Fy) envoie v sur un élément de GL,(D), bien
déterminé & conjugaison prés, et qui est nécessairement (u, s)—admissible.

De plus, si F' = F|'], F" = F["], F[y] = F' x F" est la décomposition
canonique de F[v], F' contient F et, avec les notations de la définition 2, 0/
est l'unique place de F' au~dessus de 0 et 0o’ 'unique place de F' au—dessus
de 0.

(ii) Réciproqguement, soit v wun élément (u,s)—admissible dans
GL,(D).

Alors il existe sur (V,i) = (D ®r, Fq)" une structure de p-espace

(V,,1), bien déterminée a isomorphisme prés préservant v et telle que :

o ye€ A =End(V,,i),

e (V,p,1) est fibre générique d’une classe d’isogénie C,

o la décomposition canonique F[y] = F' x F" est compatible avec la
décomposition canonique A = A’ x A",

o le centre F' de A’ est contenu dans F' et, avec les notations de la
deﬁmtzon 2 ci—dessus et du théoréme 6 du pamgmphe I11.2, les places
%, 0 de F sont les restrictions des places oo’, 0/ de F”,
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o sur (V",i), ¢" est induit par ’homomorphisme 1d ® Frob de (Vi) =
(D®r,Fq)". De plus, il eziste y2 € Y et y§ € Yy (avec les notations
du théoréme 1 du paragraphe I11.3) tel que soit vérifié le systéme de
conditions (1).

Démonstration :

(i) Posons F = f[’y’]. Ainsi F’ est un corps, plongé dans A’, et
engendré par F et F'.
On remarque d’abord que I’homomorphisme composé

F ®F ﬁc;o — A’ ®§ ﬁc;o — End(17°~°,¢'0~°)

est injectif. Comme End(Voo, Y% ) est une algebre & division, on voit que
F' Q% Fx est un corps. Autrement dit, il existe une unique place co’ de
F’ au—dessus de la place co de F. De méme, il existe dans F’ une unique
place 0/ au—dessus de la place 0 de F.

Par conséquent, on a &o'(y') # 0, 0/(y’) # 0 et (7') = 0 pour toute
autre place &' de F' au—dessus de oo ou 0, comme il résulte maintenant des
conditions (1). Cela implique en particulier que si 0o’ et 0’ sont les places
de F' restrictions de o’ et 0, alors &’ [resp. 0] est I'unique place de F
au—dessus de oo’ [resp. 0'].

Or, si II est élément de (F))* ®Q tel que (F, II) soit la p—paire associée
a (V',¢'), on a d’apres le théoréme 6 du paragraphe II1.2 que So(I) # 0,

0(TI) # 0 et Z(IT) = 0 pour tout autre place Z de F.

Par ailleurs, il existe dans F’ un élément non nul IT’ tel que oo’ (IT') # 0,
0'(IT") # 0, et /(II') = 0 pour toute autre place ' de F’. En effet, si
X'’ désigne la courbe projective lisse sur F, dont le corps des fonctions
est F’, le fibré associé au diviseur de degré 0 : deg(0’)oo’ — deg(c0’)0’ est
nécessairement de torsion dans le groupe abélien Pic(X’).

Maintenant, il existe deux entiers non nuls N, N’ € Z tels que v e
(F)x C (F)%, TN e (F')* C (F')* et oo’(HN) = &/(I'V'). D’autre
part, on a automatiquement #'(IIN) = 0 = & (II'N') pour toute place
& # &', 0/ dans F’. Donc aussi 0/(IIV) = 0/(I'N") d’aprés la formule du
produit, et IV et TN’ different d’une constante multiplicative. Quitte a
remplacer N et N’ par des multiples, on peut méme supposer

o =m".

Mais, d’apres le lemme 3 du paragraphe IIL1, F est engendré sur F' par
IV, donc F C F' et F' = F'.
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D’autre part, il résulte encore des conditions (1) que v” a toutes ses
valuations nulles au—dessus de oo ou 0.
Maintenant, montrons qu’il existe un plongement F’ < M,.(D). On

dispose d’un plongement F' — A’, et on sait dimz A’ = (rgdﬁ) . Donc

tous les invariants de A’ ®x F” sont annulés par TI%’_] Or, d’apres la
proposition 5 (v) du paragraphe II1.2, A’ et D ®F F ont mémes invariants
en toutes les places & # &,0 dans F. Par conséque,nt, tous les invariants
de D®r F' = (D ®F F) ®% F' sont annulés par Ifr’%“T

L’existence d’un plongement F’ — M,.(D) résulte alors du lemme
suivant :

LEMME 4. — Soient K un corps de fonctions sur un corps fini, K' un
corps extension finie de K et A une algébre centrale simple sur K, de
dimension finie 2.

Alors, il existe un plongement K' — A sur K si et seulement si [K' : K]

divise o et Iﬁ annule tous les invariants de AQ g K' en les places de K'.

Démonstration : Supposons qu’il existe un plongement K’ — A. Et
soit K" un corps plongé dans A, maximal, et contenant K’. On a que K" est
dans A son propre centralisateur. Donc, d’apres [Jacobson, II] théoréme 4.8,
on a

[K” : K] =a et (A RK K/) QK K" = ARk K" =~ Ma(K") .

Donc [K" : K'| = g7z est un entier, et qui annule tous les invariants de
A ®k K’ en les places de K’.

Réciproquement, si ﬁ = o/ est un entier qui annule les invariants de
A®k K', on peut écrire AQ g K' = Mo/ (A’) o1 A’ est une algeébre centrale
simple sur K’, de dimension /2. On a aussi AP Qg K’ = M o/ (A'°P) et
le choix d’une base de A’°P sur K détermine un plongement

AP @k K' — M,2(K).
Le commutateur de A°? dans M,z (K) est isomorphe & A, et il contient K'.

C’est ce qu’on voulait. [l

Suite de la démonstration du lemme 3 :

Maintenant, le choix d’une base de (V',i) sur D ®p, F, détermine un
plongement composé

F' < End(V',¢,i) < End(V',i) =+ M (D ®r, F,)
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qui, d’apres le théoreme de Skolem—Ncether, est conjugué de
F' — M,-/(D) — MT/(D ®F, F;) .

Autrement dit, quitte & changer de base, on peut supposer que ces
homomorphismes composés sont égaux.

Par ailleurs, si on choisit une base sur D de (V")?”, elle induit un
plongement

F" — End(V",¢",i) = End((V")¥" i) = M,(D).
Le composé
Fiyl = F' x F" My (D) x Myr(D) < My (D)
répond alors a la question posée.

En effet, pour prouver que I’image de 7 est (u, s)-admissible on n’a plus
qu’a remarquer que les homomorphismes

(Fip)* — B0 g
~ deg(0)0(-
fresp. (Fy)x 500 4,
o (Fu)x 2 (o om0
~ de deg(0)0(-)
[resp. ()% ——s (Fp)* s V7]

sont égaux.

(ii) v € GL,(D) peut étre vu comme un automorphisme du D-module
a droite D", et aussi du D ®p, F;—module & droite (D ®g, Fy)".

On pose V' = Kery” ®r, Fq, V" = Ker?y ®r, Fy, si (v/,7") est la
décomposition canonique de 4. Ainsi, 7’ s’identifie & un automorphisme de
Ker~”, ou de V', et 4" s’identifie & un automorphisme de Ker+’, ou de
V”. On notera 7’ le rang de V'.

Il s’agit de mettre sur V' et V" des structures de p—espaces ¢’ et ¢’ de
facon a vérifier les propriétés de I’énoncé.

(V" ¢") doit étre un p—espace trivial, avec v/ € End(V",¢",i). On
peut prendre ¢” = Idker, ® Frob, et c’est la seule possibilité.

Voyons maintenant comment construire ¢'.

Tout d’abord, il existe II' € (F')* tel que oo'(II') # 0, 0'(I") # 0, et
z'(I') = 0 pour toute autre place =’ de F'.
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Etsoit F= () F[II'"]CF.
_ nezZ\{0} _
Puis, soit IT 'unique élément de (F)* ® Q colinéaire & IT' et qui vérifie

[F: F)
r'd

[F : F]
r'd

deg(c0)co(fT) = - deg(0)0(ID) =
si %0, 0 désignent les places de F obtenues par restriction de oo’, 0. On a
aussi #(II) = 0 pour toute place Z # 0,0 dans F.

Et on remarque au passage que nécessairement oo’ et 0 sont les seules
places de F’ au-dessus de o et 0 puisque I’ € (F)* ® Q et «/(I') = 0,
Vz' # oo/, 0.

Par ailleurs, de ’existence des plongements

F — F' < End(Ker~",i) = M,.(D)

on déduit d’apres le lemme 4 que [F F) et méme [F' : F) divisent r'd, que

_r'd 'd _r'd
FF annule les invariants de D ® Fet que [z, annule les invariants de
D®p F'.

On voit déja d’apres le théoréme 6 du paragraphe II1.2 que (V’, 1) peut
étre muni d’une structure de p—espace (V',¢’,i) dont la ¢—paire associée
soit (F,II) et telle que (V, ¢,) = (V/,¢',i)®(V", ", i) définisse une classe
d’isogénie C.

Montrons que quitte & conjuguer ¢’ par un élément de Aut(V’,3), on
peut supposer que 7' € Aut(V’, ¢, i) = A’.

Pour cela, il suffit de prouver qu’existe un plongement

F' — A
car alors les plongements
F'— A" Aut(V')i) et F' — Aut(V',9)

seront nécessairement conjugués.
Et d’aprés le lemme 4, il s’agit de voir que [F” : F] divise =% [F F] et que

TF?] annule les invariants de A’ @z F’.

Cela résulte de ce qu’on a déja prouvé, car, d’apres la proposition 5 (v)
du paragraphe I11.2, A’ ® z F’ a mémes invariants que D ® F’ en toutes
les places distinctes de oo’ et 0, et ses invariants en oo’ et 0’ sont
respectivement

I F][F'ftfso]=[—{7—;%—] et iy F][FO,. 6]=_[F;IZdF]_
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Ceci acheve la construction d’un ¢’ convenable. Et il est immédiat qu’a
isomorphisme prés préservant 7’ c’est la seule possibilité.

La derniére assertion résulte de ce que, comme 7 est (u, s)-admissible,

son image dans Aut((V°°)‘Poo) [resp. Aut((VO)‘PO)] a toutes ses valua-
tions nulles, donc engendre un sous—groupe d’adhérence compacte, qui
nécessairement stabilise un réseau, c’est—a—dire un élément de Y° /K
[resp. Y7 /KQ). [

De la proposition 1 et du lemme 3, ainsi que du théoréme 1 du
paragraphe II1.3, on déduit immédiatement :

THEOREME 5. — Soient r > 1 un entier, oo et 0 deux places distinctes
de F qui sont dans X', et o5, 0 deuz points de X (F,) au—dessus de oo et 0.

On fize des isomorphismes d’algébres Do, — My(Os), Do —
M4(Oy). . .

Soit (V,1) le D ®f, Fy-module d droite (D ®r, Fq)".

Pour toute structure de p—espace (V,p,1) sur (V,i), telle que (V)¥ =
v )"’ soit contenu dans D" et qui corresponde d une classe d’isogénies
de Cht}(0,30), on choisit une fois pour toutes, avec les notations du
théoréme 1 du paragraphe I11.3, un point base dans

Zs x Y2 x YO0 x Y0 x Z;
c’est—a—dire :
o une base de (V0)*™° sur D°
e une base de (176");:3 [resp. (‘76);8] sur Fo, [resp. Fy),
e un réseau dans Vs [resp. Vo] qui soit élément de Zx [resp. Zp).
En notant G(A®®) = GL.(DY?), GX = GLrg—n,, (Fwo), Gy =

GLrd—ho (Fo) et A=End(V, p,1), A'= End(V’, ¢',1), A"=End(V", " 1),
on a des homomorphismes induits :

deg(co) ~
det ~ _deggoogoo(')

AX —— A — FX —— 5 Z
AX — G
AX —— G(A®?)
A — 5 QO o

0 T OLI0
AX AIX Fx Z
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De plus, soit a un élément de degré 1 dans (A®°)*, firé une fois pour
toutes.

Et soient u, s > 1 deuz entiers, avec deg(0) | u et deg(oo) | s.

Pour tout élément v de G(F) = GL.(D) qui est (u, s)-admissible, on
choisit une fois pour toutes une structure de p—-espace (V,p,1) sur (V,1)
qui satisfasse les conditions du lemme 3 (ii). Et on note A, = Al, x A7,
la sous—algébre de A = A’ x A" des éléments qui commutent avec 7.

Alors, si v décrit un ensemble de représentants des classes de conju-
gaison d’éléments (u,s)-admissibles de G(F) = GL.(D), les choiz que
nous avons faits déterminent une équivalence, pour tout sous—schéma fermé
fini I — X\{00,0} et tout élément g de G(A®?), entre le groupoide
Fixe}, ;(g,u,8)(0,30) et la somme disjointe de groupoides quotients

I_I A:/(\{(mo.o7 g;..g?goo’()’ gg7m())}/Kg.~? X K}’O’OaZ X Kg
5

ol

ng = Ger—-ho0 (Ooo) C Ger—hoo (Foo) = Gg.-;

EK® =Ker| [[ GL-(Dz) — GL(Dr)| € GL.(D°) = G(A™?)

z€|X|
xF#00,0

K = GLr4—1o(00) € GLya—no(Fo) = G

et {(ms, 953, 9", 98, m5)} est le sous—ensemble de Z x G x G(A™P) x
G x Z défini par les conditions

(92) 9% € K
(goo,O)—l,ygoo,O € K}XJ,OgK;X),OaZ

(99) gl € K§ .

5. — Nombres de Lefschetz

Sont toujours fixés 0o, 0, 36 et 0 comme dans les précédents paragraphes.
Par ailleurs, on suppose que D est une O x—Algebre partout maximale.

a) Polygones de Harder—Narasimhan
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LEMME 1. — Soit o un nombre réel. .
Soit Aﬁ,& la catégorie abélienne des diagrammes de D ®r, Fq—Modules

cohérents sur X Qp . I_F‘;

ot j et t sont des isomorphismes en—dehors de 50 et 0 respectivement.
Soient rg et deg, les deuz applications

rg: ObAsss — N
Er— g€ = rgD®FqE(<€' /Etor)
deg, : ObA5 — R
£ — adeg(det &) + (1 — o) deg(det ).

Alors A5 munie de ces deuz applications est une catégorie d pentes
(au sens de la définition 1 du paragraphe 11.2).

De plus, si E est un objet sans torsion de Asss (c’est-d—dire un
D-chtouca généralisé sur F,), muni d’un automorphisme v de sa fibre
générique, alors la famille de ses sous—objets dont la fibre générique est
stabilisée par v est une bonne famille (toujours au sens de la définition 1
du paragraphe 11.2).

Démonstration : Cela résulte du lemme 3 du paragraphe I1.2 et du
fait que si y est un automorphisme d’un certain p—espace (V, ¢, 1) la famille
des sous—espaces stabilisés par v est stable par intersections et sommes. []

D’apres la proposition 2 du paragraphe II.2, on voit maintenant que
pour tout entier 7 > 1 et tout nombre réel o, on peut associer a tout
couple (€,7) constitué d’un objet £ de Cht7,(0,30) et d’un automorphisme
v de la fibre générique de £ , un polygone a—canonique

Pyo i [0,7] — Ry
On dispose aussi du polygone a—canonique de £
Do & [0,7] — R4
et on a évidemment toujours l'inégalité

Pya < Pq -
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LEMME 2. — Soient r > 1 un entier et a un nombre réel.

Soient £ un objet de Chty(0,50) et v un automorphisme de la fibre
générique (V,p,i) de E. Soit v = (v,7") Vécriture qui correspond d
la décomposition canonique (V,p,i) = (V',¢',i) & (V”,¢",i) en partie
irréductible et partie triviale.

Enfin, soit £ un élément de Pic(X) muni d’une section rationnelle non
nulle £ et tel que I’homomorphisme v : (V,p,i) — (V,p,1) et £ induisent
un homomorphisme partout défini

V' @L:E—E®oy L.

Alors, en posant R = ddeg L, on a :

(i) Pour tout sous—objet mazimal F de £ tel que
ua(F) > ul(E/F)+ R,

la fibre générique de F est stabilisée par .
(ii) Pour tout polygone p : [0,7] — Ry vérifiant

1<r<r=p()—p(' —1)>[pr' +1)—p(r)]+R

et en notant p, , et P, les polygones a—canoniques de (g ,7) et g, on a
U’équivalence
ﬁ—Wa Sp<:>1—7a Sp‘

Démonstration : _

(i) La fibre générique de F s’écrit comme la somme directe d’un sous—
espace de (V' ,¢’,i) qui est soit 0 soit (V’,¢’,7) et d’un sous—espace
de (V”,¢",7). Donc elle est automatiquement stabilisée par +'. Comme
v =4"+4", il s’agit de voir qu’elle est aussi stabilisée par " c’est—a—dire
que ’homomorphisme composé

~ ~ "Rl ~ ~ o~
Fo &l S0, £ — E/F @0, L

est nul.
Or, d’apres le lemme 6 (i) du paragraphe I1.2, on a

ut (E/F ®oy L) = pk(E/F) + ddeg £
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d’ol par hypothese
1a(F) > uh(E/F ®oy L)

On conclut d’apreés la proposition 2 (v) du paragraphe I1.2.
(ii) On sait que p,, , < P, d’ou déja I'implication

Pa SP=DPya <P

Réciproquement, supposons qu ’on n’ait pas p,, < p. Soit 0 = 80 - 51
la filtration a—canonique de £. Soit F un objet parmi les & qui maximise
la quantité

~

~ F ~ ~ ~
(deg, F — -5 = dega &) —plre F) = (7 — ) 7).

rg

Ainsi, on a

deg,, F — rg]j deg,, £ > p(rg F)
rg€

et par ailleurs, il résulte de I’hypothése sur p que
u(F) > pt(E/F)+R.

D’apres (i), la fibre générique de F est stabilisée par v et donc il n’est pas
vrai non plus que p,, , < p. 0

Considérons maintenant, pour r > 1 un entier et a € R, ’application qui
a tout objet de Cht,(0,30) [resp. et qui est muni d’un automorphisme de
sa fibre générique] associe son polygone a—canonique p,, [resp. P, o] Cette
application est invariante par 'action de Pic(X) d’apres le corollaire 7 (i)
du paragraphe I1.2. En particulier, si on a choisi un élément a de degré 1
dans (A>0)* elle est invariante par aZ.

Or, si I — X\{oo, 0} est un sous-schéma fermé fini, g est un élément
de G(A>0) = GL.(DJ°) et u,s > 1 sont deux entiers avec deg(0)|u et
deg(00)|s, le foncteur

Fixep, (9, u, 8)(0,50) — Cht} ;(5,59)/a* — Cht}p(0,)/a”

associe & tout objet de Fixel, ;(g,u,s)(0,50) un objet de Chty(0,0)
(modulo a%) et qui de plus est évidemment muni d’un automorphisme
de sa fibre générique.

A tout objet de Fixel,(g,u, s)(0,30), on sait donc associer des polygones
a—canoniques P, €t D .
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PROPOSITION 3. — On a fizé un élément a de degré 1 dans (A>0)*.

Soient r > 1 un entier et o un nombre réel.

Soient I — X\{oo,0} un sous-schéma fermé fini, g un élément de
G(A>®0) et u,s > 1 deux entiers avec deg(0) | u et deg(co) | s.

(i) Soit R > 0 une constante telle qu’eziste un élément b € (A>0)*
vérifiant :

e bg € GA®)N M, (DP°) 0a D= [ Do,
z€|X|\{o0,0}

o R> —ddeg(b) — L deg(detg) + (s — u).
Alors pour tout polygone p : [0,r] — R4 tel que
1<r' <r=p(r') —p(r' = 1) > [p(r' + 1) = p(r')] + R

et pour tout objet de Fixep 1(g,u, 5)(0,50) de polygones a—canoniques D,
et Dy o, 0N a l'équivalence

Po P DPya <P

(ii) Pour tout polygone p : [0,7] — Ry, il n’y a qu’un nombre fini
de classes d’isomorphismes dans le groupoide Fixep ;(g,u, s)(0,50) dont le
polygone a—canonique P., , vérifie

Pya <P

Démonstration :

(i) On utilise les notations de la proposition 1 du paragraphe II1.4 et la
description qui y est faite du groupoide Fixep, ;(g, u, s) (0,30). On consideére
donc un objet djm/ns la classe d’~isogénies Fixe%?, (g,u,s)(0,50) repré§enté
par un uplet (v, M, ¥, y>°, 43, Mp) dans AX x Z5, x YO xY *Ox Y% Z5
qui vérifie :

[ — deg(co)co(dety') = s

e € Yo KS

vy e y°°'OK}’°’OgK}’°‘Oa" pour unn € Z
196 € Yo Ko

| deg(0)0(dety’) = u

Ecrivons que I’élément dety dans F'* est de degré 0. On obtient

—s+deg(detg) + rdn+u =0
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puisque a est de degré 1.
Par ailleurs, on a

(ba™™) K709 K% C G(A™C) N M, (D).

Donc si L est le réseau dans A qui est engendré par b~1a™ en les places
distinctes de 00,0 et par 1 en oo et 0, £ vu comme un élément de Pic(X)
muni d’une section rationnelle vérifie ’hypothése du lemme 2 ci—dessus.

Or deg L = —deg(b) + n = —deg(b) + s—_-’—‘;dre—g—mm. Ainsi, I’énoncé
résulte du lemme 2 (ii).

(ii) 11 existe certainement une constante R > 0 comme dans (i), et on
peut trouver un polygone g > p tel que

1<r'<r=q(r')—q(r' = 1) > [q(r' +1) — q(*')] + R.

Il suffit donc de prouver qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isomor-
phismes dans Fixep, ;(g, u, 5)(0,50) dont le polygone a—canonique 5,, vérifie

PaZ49-

Et ceci résulte des faits suivants :

e D’apres la proposition 6 du paragraphe 1.4, le champ
Fixep 1(g,u, s) au-dessus de Spec k(0) x Spec k(c0) est un champ algébri-
que au sens de Deligne-Mumford, étale sur I, donc localement fini sur F,.

e Le morphisme Fixe}, ;(g,u,s) — Chtp, ;/a” est représentable
par une immersion fermée.

e On a un isomorphisme naturel :

II ontg’, = Chtf, ;/a”

0<n<rd

e Les morphismes Chtp; — Chtp" sont représentables finis,
et d’aprés le théoréeme 8 du paragraphe IL.2, les sous—champs ouverts
Chtp™P= <9 des Cht7" sont de type fini au-dessus de X’ x X’ x(xxx) A.

b) Définition des nombres de Lefschetz

On a fixé a un élément de degré 1 dans (A=?)* et r > 1 un entier.
On reprend les notations du paragraphe 1.4b, avec T = {00,0}. En
particulier, le groupe G(A>?) = GLT(DX°’0) est muni de la mesure de Haar
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dg>° pour laquelle le sous-groupe compact ouvert K0 = GL,(DX"’O)
est de volume 1. H>0 désigne 1’algébre de Hecke de G(A>?), c’est—a—
dire I’algebre de convolution des fonctions localement constantes a support
compact de G(A>?) dans Q. Et pour tout sous-schéma fermé fini I —
X\{o0,0}, H§°’O désigne la sous—algebre de H>? des fonctions invariantes
a gauche et & droite par K ?°’0 = Ker[GL, (’DZ°’0) — GL,(Dy)]. On rappelle
que tout élément f>0 de ’HCI’°’0 s’écrit de maniére unique comme une

somme finie
00,0 __ E i
f : Af,, K;x:,ogiK?o,O
k)

ou les \; sont des nombres rationnels non nuls, les K}X”OgiK}x”O sont des
classes distinctes dans K$°°\G(A®0)/ K70 et les 1 K0, goo0 sont leurs
I kel §

fonctions caractéristiques dans G(A>?).
ProprosITION 4. — Soient u, s > 1 deuz entiers avec deg(0) | u et
deg(oco) | s. Et soient p : [0,7] — R4 un polygone, et a un nombre réel.

(i) Pour tout sous—-schéma fermé fini I — X et tout élément g de
G(A>®0), on considére la somme

1
%: # Aut(M)

ou M décrit un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes
d’objets du groupoide Fixel, 1(g,u, s)(0,50) dont le polygone a-canonique
Dy, Vérifie D, o < p, et ou pour tout tel M, # Aut(M) désigne le cardinal
du groupe fini de ses automorphismes.

Alors cette somme est finie.

On la note Lefgf;}”"S (9,u,s).
Elle ne dépend que de la classe de g dans K3*°\G(A®0)/K>°.

(ii) Pour tout élément f0 de H™O et tout sous-schéma fermé
I < X\{oo,0} tel que f=° € H;>® C H>O, on considére la somme

00,0 ( 700,0 7Dy, <P
E Aidg™"(K7>")Lefp 17 (g, u, 8)
i
associée a l’écriture canonique
00,0 _ § .
f — : Azjl.KIoo,OgiKIoo,O R
(3

Alors cette somme ne dépend pas de I.
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On la note Lef;_;i""sp(fw’o, u, ).
C’est une fonction Q-linéaire de f>° € H>0.

Démonstration :

(i) La finitude de cette somme a été prouvée dans la proposition 3 (ii)
plus haut.

Le fait qu’elle ne dépend que de la classe de g dans K;°%\G(A*>0)/K>°
résulte du lemme 4 (i) du paragraphe 1.4.

(ii) Il suffit de prouver que si I — J — X \{oo O} sont deux sous-
schémas fermés finis emboités avec f*0 € H}° 0 c HT % ¢ H™0, alors
les sommes associées & (f°0,I) et (£, J) sont egales Or ceci resulte du
lemme 7 du paragraphe 1.4 puisque l’mdlce fini [K7°" : KJ %0,0 | est égal au
quotient des mesures

dg™°(K7°°) /dg™* (K3°).
Enfin, la Q-linéarité est évidente. 0

LEMME 5. — Soient u, s > 1 deux entiers, avec deg(0) | u et deg(o0) | s.
Et soit p : [0,r] — Ry un polygone.
Alors pour toute fonction f°0 dans H>°, ’application

R—Q a|—>Lef’p“’°' P(£0 u, s)
est périodique de période le p.g.c.d. des entiers deg(0) et deg(oo).

Démonstration : Il est équivalent de prouver que pour tout sous—
schéma fermé fini I — X\{0o,0} et tout élément g € G(A>?), la fonction

R—Q o — Lefy ’p”’ "_p(g,u s)

est période de période le p.g.c.d. de deg(O) et deg(c0).

Or les morphismes Frobi®(®) et Frob2®8(*) induisent deux foncteurs
commutant entre eux

Fixep, (g, u, 5)(0,50) — Fixep (g, u,5)(0,).

De plus, le composé (Frobo®®(®))des(®) o (Frobdes(=))des(0) —
Frobd¢&(?) 4e8(=) egt yne équivalence, puisque Frob est une équivalence du
groupoide Chtp, 1(F,) dans lui-méme. Donc Frobdeg(o) et Frobdeg(°°) sont
eux—meémes des equlvalences

Et d’autre part, d’aprés le lemme 6 (ii) du paragraphe I1.2, le polygone
a—canonique de tout objet de Fixe}, ;(g,u, s)(0,30) est égal au polygone
(oo — deg(0))—canonique [resp. (o + deg(co))—canonique| de son image par
Frobg®®(® [resp. Frobds(™)],

D’ou le résultat. [
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6. — Expression intégrale des nombres de Lefschetz

Sont toujours fixés co, 0, 3 et 0 comme dans les précédents paragraphes,
ainsi qu’un élément a de degré 1 dans (A>?)*, qu’un entier r > 1, et que
des isomorphismes Do, —M4(Owo), Do— M4(Op).

Et on suppose que D est une Ox-Algebre partout maximale.

a) Fonctions de troncature

Considérons d’abord, avec les notations du théoréme 1 du paragraphe
II1.3, C une classe d’isogénies, (V, @, 7) la fibre générique qui lui correspond,
et v un élément de A* = Aut(V, ¢, 7).

D’apres ce théoréme le groupoide

AX\[Zs x YO x YOO x YO x Zg] /K x K=° x K{,

ou A, désigne la sous-algébre de A des éléments qui commutent avec v,
s’identifie au groupoide des D-chtoucas dans Cht7,(0,30) qui sont dans la
classe d’isogénie C et dont la fibre générique est munie d’un automorphisme
dans la classe de conjugaison de 7.

D’apres les considérations du paragraphe II1.5a, on peut donc associer a
tout objet de ce groupoide et & tout nombre réel o un polygone a-canonique
Dya-

Pour tout polygone p : [0,7] — R4 et tout @ € R, on notera l(ﬁg,)a <p)
la fonction caractéristique de I’ensemble des objets dont le polygone a-
canonique est majoré par p. C’est donc une fonction caractéristique sur
Zg x Y2 x YO x Y x Z, invariante & gauche par A et invariante &
droite par K x K0 x Kg. Elle est également invariante par A* et en
particulier par a%, d’apres le lemme 6 (i) du paragraphe I1.2.

Considérons maintenant le cas particulier ou 7 est un élément (u,s)-
admissible de G(F') = GL,(D), pour u,s > 1 deux entiers avec deg(0)|u,
deg(co)|s, ot (V,i) = (D ®g, Fy)", et ol (V,¢,4) est la structure de ¢-
espace sur (Vi) qui a été associée & vy dans ’énoncé du théoreme 5 du
paragraphe III.4. Toujours comme dans ce théoreme, on a également choisi
un point base de Zg x Y2 x Y0 x Y x Z5 qui induit une identification

Za X YO x YO x YO x Zg57 x GX x G(A®) x G x Z

si bien que les fonctions caractéristique l(f),(y',)a < p) sont maintenant

définies sur Z x GX x G(A®?) x GJ x Z.
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On rappelle qu’on a une décomposition canonique en partie irréductible
et partie triviale

V,p,i) = (V', ¢, i) @ (V", 9", 1)

et que les isomorphismes Dy, —M4(Os), Do—M4(0Op) induisent des
décompositions

Vie= V)t Vi =Ve@ Ve V=V
Vi=()t W=VzeV® V=)
avec VE = V! gV et VO = V0 o V'
LEMME 1. — Comme ci-dessus, soient u,s > 1 deux entiers avec
deg(0)|u, deg(oo)|s et v un élément (u, s)-admissible de G(F) = GL,(D).
Soient v = (v',v") la décomposition canonique de vy, v’ le rang de ' sur
D,E=D",E'=D",E"=D"";onadoncy€ AwtE, E=E & E"
et on suppose que v’ € Aut E', ¥ € Aut E”. Ainsi (V',i) = E' ®F, Fq et
V", ¢",i) = (E" ®r, Fq,1d ® Frob).
Avec les notations ci-dessus, on suppose encore que le point base choisi
- ~ 00,0
de Y0 [reip. Y, resp. YP] qui est une base de (Vo0 sur fo’o
[ resp. de (VX)P% sur Fyo, resp. de (VO)? sur Fy| a été construit en
1100,0 ~ ~y ~ ~n
adjoignant d la base de (V' °°)?A " [resp. (V)%= resp. (Vg')#°] induite
" ’ 100,0
par la base canonique de (V")¥" = E” = D"™" une base de (V20)%a
[resp. (Vi®)#=, resp. (V§0)#0.
Alors :
(i) En notant A, AL,, A”,, End(E),, End(E")/, End(E") les
sous-algébres de commutateurs, on a
A=A"xA" A, =A% x AL,

et End(E)y = End(E’)y X End(E") . .
De plus, on a des identifications naturelles

A" = End(E") Az,, = End(E"),» .
(ii) Les sous-D-modules W de E stables par vy sont ceux de la forme
WZW,®WHQE/@E”=E

ot W’ et W sont respectivement des sous-D-modules de E' et E" stables
par vy et~".
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(iii) L’application W — W = W &k, F, C E ®r, Fy = V induit une
bijection de ’ensemble des W comme dans (ii) tels que W' =0 ou W' = E'
sur ’ensemble des sous-espaces de (V,p, 1) stables par ~y.

(iv) Pour W comme dans (iii), le sous-groupe de G(A®?) des
éléments qui stabilisent le sous-espace WA de E°°’ se confond avec le

sous-groupe des éléments qui stabilisent le sous-espace WZO’O de V;° 0,
Notons-le Py (A%0).

(v) Avec les notations de la définition 2 du paragraphe 111.4, soit
Yo = Yoo Uimage de o dans le facteur Fy, de Fyy ou F[vy]o [resp. ’700' = 'yoo/
l’image de Yoo dans le facteur F!, de F' ou F[y]e). Soient v et 7
[resp. /" et v2'] les autres facteurs avec donc

% =067 w0=00,7%) = (10" )
[resp. Yoo = (Voors 1) Yoo = (10,7 ) 1S = (1, 750)]
et soient les décompositions en sommes directes correspondantes
E)=E), ®EY Ey=Ey®EJ E\y=Ey E=EY ®E}
[resp. El,=FE' ,®E' Eo=Eo ®EYX E.,=Ecx EEX =E> ®E"].

L’isomorphisme Do—M4(Oy) [resp. Doo—M4(O0)] induit des décomposi-
tions canoniques

Eo = (Eo)?, By = (Eg)%, Ef = (E§)?, Eo = (Eo)%, E§ = (Eol)d ,
E — (EIO )d

[resp. Eow=(Ew)?, Eto=(EL)%, Ete=(E%)?, Eoor=(Eoo)?, EX' (E°° ),
B = (B ).
La base canonique de E” induit une base canonique de EY [resp. E!.] de
cardinal (r — r')d. Et la dimension de E®" [resp. E'®'] sur Fy [resp. Feo)

est r'd — ho [resp. r'd — hoo]. Donc le choiz d’une base de cet espace induit
un isomorphisme

G = GLygp, (Fo)SGY = Autp, (EY) = Autp, (EY)
[resp. G°~° = GLTd—hoo (FOO)Z)GOOI = Autpoo (Eggl) = AutDoo (Egg,)] .
Ce choiz étant fait, le S0US- groupe de G [resp. G| des éléments qui

stabilisent le sous-espace WS = Wo N EY [ resp. W' = W N EZ]
se confond avec le sous-groupe des elements qui stabzlzsent le sous-espace

Wo =Won Vg [resp. Weg = Weo N VE).
Notons-le (Pw )} [resp. (Pw)Z).
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(vi) Soit W un sous-D-module de E comme dans (iii).
Pour tout a € R, soit degzv Uapplication

Z x G2 x G(A®®) x G x Z — R

qui associe a tout élément de 'ensemble de départ le nombre réel deg, ( (.7-" )

ot F est le sous- objet mazimal engendré par W dans le D-chtouca E de
fibre générique (V, p,1) assocze a cet élément.
Par ailleurs, notons deg" lunique application G(A> 0) — Z [resp

G0 — 7Z, resp. G°° — Z|] invariante & droite par Ko 0 [resp. KO, resp. K, °°]

et qui & tout élément de Py (A>°) [resp. (PW)O, resp. (PW)°°] associe le
degré du determznant dans A>®0 [resp Fy, resp. Fuo) de sa restriction dans
AutD:, o (We20) [resp. Autp,(WY'), resp. Autp, (W)

Alors, pour tout a € R, et tout (M, g%, g° ,go,mﬁ) dans Z x G x
G(A>®0) x GY x Z, on a Uégalité :
degyy (Mo, 92, 9%, 98, mp)
deg" (92) + deg" (9°°) + deg" (g5) siW'=0
= { deg(co)ms, + deg" (¢%) + deg"” (¢°°) + deg" ()
—deg(0)mg + (1 — a) + degIEI(O, 1,1,1,0) si W =F'

(vii) Pour tout polygone p : [0,r] — Ry, tout élément (ms, g5o, 9%

o _o0,0

go,mo) de ZXG°°><G(A°° O)XGOXZ et touta€R, on ap( 529009 ’g°’m°)
< p si et seulement si :

(1 - g) (deg(oo)mc;<> — deg(0)mg + (1—a) + deglil (0,1,1,1, 0))

(degW(g ) + deg" (9°°0) + deg" ( 8))

rgpW 5
—ED™ (deg" (g2) + deg®(9°) + deg”(49) ) < plrpW)

pour tout W comme dans (iii), tel que W' = E' ; et

. _rgpW

(deg(oo)m5° — deg(0)mg + (1 — @) + deg? (0,1,1,1, 0))

+(degw(g ) + deg™ (g°°0) + deg"” (go)>

~TEDW (deg® (¢%) +dog®(9°°) + deg®(4d)) < plrgpW)
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pour tout W comme dans (iii), tel que W’ = 0.

Démonstration : (i) résulte de ce que +/ et 'y ont leurs polynémes
minimaux premiers entre eux et de ce que (V")¢" = E".

(ii) est conséquence de (i).

(iii) est conséquence de (ii) et (i) et de ce que (V’, ¢, i) est irréductible,
comme on a vu dans le lemme 3 (11) du paragraphe IIL.2.

(iv) résulte de ce que (V”)¢' = E” puisque W est de la forme
W=WeeW"avecW =0ouW = E’ et W' CE".

(v) La dimension de Ey sur Fy [resp. de Eoo sur Fi] est

r'd , r'd y

—|Fy : . —— . F, .
[F/ . F] [FO FO] [reSp [F/ . F] [Foo 00]]
Or, d’apreés la proposition 5 (iv) du paragraphe II1.2, on a

/

[F ] ———|[Fg : Fo] = hg [resp. [F ][F : Fo] = hool

et d’aprés le lemme 3 (i) du paragraphe III.4, 0/ [resp. oo'] est I'unique
place de F” au-dessus de la place 0 [resp. ] de F si bien que

[Fg : Fo] _ [Fy : Fol res [F : Foo] _ [Fior : Fool,
[F: F) [F': F) P- [F : F) [F':F) *°

Ainsi la dimension de Ey [resp. Eoo] est effectivement hg [resp. Aoo].
Et la derniére assertion se prouve comme (iv).
(vi) est évident sur les définitions.

(vii) résulte de (vi) et de ce que, si (£, ) est un objet de Cht}, (0, 50) muni
d’un automorphisme de sa fibre générique, et de polygone a-canonique Dy,a

on a p, , < p si et seulement si tout sous-objet maximal F de € dont la
fibre générique est stable par «y vérifie

deg, (F) — "L deg, £ < p(reF) .
rgf
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b) Expression intégrale

PROPOSITION 2. — Pour tout élément f>0 de l’algébre de Hecke H>°
du groupe G(A>®9), tous entiers u,s > 1 avec deg(0)|u, deg(oco)|s, tout
polygone p : [0,7] — R4 et tout nombre réel a, on a l’égalité

Lefr’ﬁ”"’sp(f‘”’0 u, 8)

_Z/Ax oB\ZX Gl x G (A 0) x G T f°°((gggy17goo ) o0 (a™(g%0) " 1yg™0)

n€Z

M1900 ) 90,mg ) oo 0
£(ed)~ ’Ygo)i(P( 952.,9%"%,0.m) <p)-dmg - dg - dg>™P - dgd - dmg

\

ou .

e v décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison
d’éléments (u, s)-admissibles dans G(F'), comme dans le théoréme 5 du
paragraphe 111.4,

o dms, et dmg sont la mesure de comptage sur Z,
o dg®, dg>0 et dgl sont les mesures de Haar sur G2, G(A™®°)

et GY respectivement qui attribuent le volume 1 auz sous-groupes ouverts
compacts KX, K0 et K,

o f& et fy désignent respectivement les fonctions caractéristiques

de K et K3 dans G et GY.
Démonstration : Par linéarité, on se raméne immédiatement au cas ou
0.0 . e . ) 00,0 00,0
f°>7 est la fonction caractéristique 1 K0gK0 d’une classe K;""gK; ",
ou I — X\{o0,0} est un sous-schéma fermé fini et g est un élément de

G(A™0).

La formule résulte alors de la définition
Lefgﬁ”"’sp(]lK?o,ogKIoo,o, u, s) = dg™°(K7>%)Lefy; ’p" "‘p(g, u, 8)

et du théoréme 5 du paragraphe III.4. U

Afin de transformer cette intégrale, nous avons besoin de quelques
lemmes préparatoires.

LeEMME 3. — Soient u,s > 1 deuz entiers avec deg(0)|u et deg(oco)|s et
~ un élément (u, s)-admissible de G(F') = GL.(D).
On se place dans les conditions et sous les hypothéses du lemme 1. Alors :
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(i) On a pu choisir la base de (VA°°’O)“°X°'O sur D0 de telle fagon
que v ait méme image par les deur homomorphismes
A’ = End(V', ¢, i) — End(V,*°, ©>0,i) =
EndDZ\o,o((VA:“’O)“’?’O) ~ M, (DP)
et
M,.(D) — M,(D°).

(i) On a pu choisir les bases de (I7go°"°)5§i° et B/ sur Fy [resp. de
(170’6)‘/’30 et E(',O/ sur Fy) de telle fagon que ' ait méme image par les deux
homomorphismes

A'=End(V', ¢, i) — End(V'®, §'%)=End((V/®)¥= )2Mya—n_ (Fso)
et Endp_(E'>") =Endp_(E'® )5 Mug_n_ (Fs)

[resp. A'=End(V", ¢/, 6) — End(Vg0, 3) =End((V{®)#%) = Myra_n, (Fo)
et Endp,(EYX) = Endp, (EX )5S Mua_ny(Fo)] -

(iii) L’algébre des commutateurs M,/ (D), est une algébre matricielle
r'd \2
[F'- F]) '
Et A;, est une algébre o division centrale sur F’, de dimension
r'd \2
([F ' F]) ’
Enfin, les deuz groupes (M,(D)y)* = GLp(D)y et (AL)* se
déduisent l’un de l’autre par torsion intérieure.
(iv) Sous la condition de (i), les algébres M,/(D), ®p A0 et
Al ®F A>0 g’identifient.
(v) Les scindages

(MTI(D),YI) Qr Fy = EndDo (E(’),)% &) Mrd—ho (FO)’Y(’)OI

sur le corps F' = F['], de dimension (

Afyl ®p Fy = Afyr QF FZ,/ @ End(f}()ﬁa &8)7’
[resp.  (M;/(D)y) ®F Foo = Endp_ (Elr)vy, ® Mra—heo (Foo)yroor
A;/ ®F Foo = Afy, QF Fcl,o' S End(";oo;o’ Gg)‘Y’]
sont ceux induits par le scindage

Fy=F QpFy=F}), ®F) |[resp. F.,=F ®p Fs, = F,, ® F/>'] .
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De plus, et sous les conditions de (ii), les algébres My q_p, (Fo)or €t
i - ()
End(Vg, &) [resp. Mra—h.,(Foo)yeo €t End(VX, $%).] s’identifient.
Démonstration : (i) et (ii) sont conséquences du lemme suivant :

LEMME 4. — Soient z une place de F, n > 1 un entier, 71 et o deuz
éléments de GL,,(Dy).

On suppose que v; et v ont méme polynéme caractéristique x et méme
polynéme minimal p sur Fy, et que tous les facteurs irréductibles de
apparaissent avec la multiplicité 1.

Alors v, et 2 sont conjugués dans GLy, (D).

De plus, si vy, et y2 sont éléments du sous-groupe GL, (D), si x est
dans X', et si Uanneau quotient O[X]/u(X) est normal, alors v; et o
sont conjugués dans GL, (D).

Démonstration : Ecrivons les décompositions en facteurs irréductibles

p=pacccpe X=p0 o pgt

On a les décompositions en sommes directes

Dz = @D Ker(ui(n)) et Dp= €D Ker(u(rn) -

1<:i<¢8 1<i<L¢

Pour tout ¢, 1 <@ < ¢, Ker(ui(71)) et Ker(ui(y2)) sont des D -modules, de
méme dimension m; deg(u;) sur F;, donc isomorphes. Ils sont munis d’une
action de y; et 7y, respectivement, avec le méme polynéme minimal u; qui
est premier.

La premiere assertion du lemme résulte donc du théoréme de Skolem-
Noether.

Supposons maintenant que 7y; et 72 sont dans GL, (D), que x est dans
X', et que 'anneau quotient O,[X]/u(X) est normal.

Alors, les actions de 7v; et 72 sur D) définissent sur celui-ci deux
structures de modules sur D, @, O[X]/p(X) qui, d’apres ce qu’on vient
de voir, deviennent isomorphes quand tensorisées par F,. Comme x est
dans X', c’est-ad-dire D, = My(O;) et que, d’aprés I'’hypothése sur pu,
O;z[X]/1(X) est un produit d’anneaux de valuation discréete, cela implique
que les deux modules ainsi définis sur D, ®0_ Oz [X]/u1(X) sont isomorphes.
C’est ce qu’on voulait.

0

Suite de la démonstration du lemme 3 :
(iii) La premiére assertion est évidente.
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La seconde résulte de ce que, d’aprés la proposition 5 du paragraphe
II1.2, A’ est une algebre & division centrale sur F de dimension ([e;e'd?])
et de ce que, d’aprés le lemme 3 du paragraphe II1.4, F' = F[v'] contient
F comme sous-corps.

La troisiéme assertion résulte des deux premieres.

(iv) On a un homomorphisme injectif naturel
Al ®p A — M,(D)y @ A%

qui est nécessairement un isomorphisme puisque, d’apres (iii), A7, et
M, (D). ont méme dimension sur F"’.
(v) La premiére formule est évidente. La seconde résulte de ce que 0
[resp. oo'] est I'unique place de F’ au-dessus de la place 0 [resp. 0] de F.
La derniére assertion se prouve alors comme (iv).

LEMME 5. — Soient K un corps de fonctions sur un corps fini, Ax
son anneau des adéles et R une algébre a division centrale sur K, de
dimension o?.

Alors :

(i) Les algébres de Lie R et My(K) des groupes R* et GL4(K)
deviennent isomorphes sur toute cloture séparable de K, et l’isomorphisme
qut les relie est bien déterminé a conjugaison prés.

Par conséquent, leurs puissances extérieures mazximales sur K s’identi-
fient et pour tout place x de K, le groupe R} = (R ®k K;)* est
unimodulaire et peut étre muni d’une unique mesure de Haar dont la forme
volume correspond d celle de la mesure de Haar sur GLo(K;) qui attribue
le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts mazrimauz.

(ii) Soient Ry = (R®xAKk)™ et GLo(Ak) qu’on munit des mesures
de Haar induites par les produits des mesures de Haar introduites dans (i)
sur les RY et les GLo(K).

Et soient RX® et GLo(Ak)° les sous-groupes ouverts de R} et GLy(Ak)
constitués des éléments dont le déterminant dans Ay est de degré 0.

Alors RX\RX® est compact et GLq(K)\GLa(AK)® est de volume fini
égal a celui de R*\R°.

(iii) Pour toute place ¢ de K, I’homomorphisme

det .
R} = KX ﬂ) Z
est surjectif, et st R, = RQy K, est encore une algébre a division, le noyau
de cet homomorphisme est compact, de volume

1
(#n(x) — D((#r(2))? — 1) - - (#s(z))>"1 - 1)
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ot #k(x) désigne le cardinal du corps résiduel de K.

Démonstration : (i) R et M, (K) deviennent isomorphes sur n’importe
quelle cloture séparable de K car ce sont des algebres centrales simples
sur K de méme dimension a?. Et d’apres le théoréme de Skolem-Noether
I’isomorphisme qui les relie est bien déterminé & conjugaison pres.

Les autres assertions s’en déduisent immédiatement.

(ii) Notons AX® le sous-groupe de A} des éléments de degré 0.
D’aprés [Weil] lemme 3.1.1, K*\AX° et R*\RX? sont compacts.

D’autre part et si on choisit une mesure de Haar pour Ak, on sait
d’apres [Weil] théoréme 3.3.1 que R*AX\R} et GLo(K)AX\GLo(Ak) ont
le méme volume fini.

Et on a des suites exactes

1 — K\AX? — R*\R{® — R*A\R;® — 1

1— KX\AX? — GL4(K)\GLa(Ag)® — GLo (K)A°\GLa (Ak)? — 1
et

1 — R*AF\RZ® — R*AX\Ry — Z/aZ — 0

1—GLa(K)AR\GLa(Ak)? — GLa(K)AR\GLa(Ax) — Z/aZ —0

d’ott 'on déduit que R*\Ry° et GLn(K)\GLa(AKk)® ont aussi méme
volume fini.

(iii) Soit = une place de K, et soit K une extension de K, de
dimension « et totalement ramifiée.
De ces conditions imposées & K, il résulte que :
e il existe un plongement K, — R, sur K, et alors est commutatif le
diagramme :

K — R
det\, /det
KX
det (")
e ’homomorphisme K.* K x Z est surjectif.

La premieére assertion s’en déduit.
Enfin, la seconde assertion est prouvée dans [Laumon] lemme 4.6.4 ou
bien dans [Rogawski]. 0
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Maintenant, prouvons :

PROPOSITION 6. — Soient f>° un élément de l’algébre de Hecke H>°
du groupe G(A>®?), u,s > 1 deuz entiers avec deg(0)|u, deg(co)l|s, p :
[0,7] = R4 un polygone et a un nombre réel.

Soit v un élément (u, s)-admissible de G(F).

On suppose vérifiées les hypothéses du lemme 1 (dont on conserve les
notations) et du lemme 3 (i), (ii).

Alors on a légalité

/ R (D) M) 0 (970) g0
AXal\ZXx G x G(A®0)x GO xZ

~ ~ ~ _ & 00,0 0, -~ =
f(())((gg)_l’)’gg)]l(ﬁ(y%w’gw’g 90,1M0) < p) - dms - dgX.dg>P - dgf - dmg

§ : 0o’ "N_1 ’
H MO/G F).al 'wa o o foo ((goo ) Y9 )
oo G G Ao,
1<m ’Steegg 0] ( )'Ya‘ \ 'yoo'x oo X ( )XGO xG‘yO’

15m015%{%—'}1
F20((g0)~1yg=0) 78 ((98) el )

’ ’ ' deg (0’
_(Moor — SEZ 00 (det gy001)i9 19°°°%398 3o + S5y 0’ (det ,01)) <

D)

dgryoor ~dg§§' - dg>0 -dg8/ - dgor

ou :

o f& = f' et f0 = f¥ désignent respectivement les fonctions ca-
ractéristiqgues de K = GLpg_p(Oco) et Kg = GLp4—po(0o) dans
G2 =G et GY=GY, )

o dg® = dg’, dg™° et dgd = dg) sont les mesures de Haar sur
GL = G, G(A™0) et GY = GY' qui attribuent le volume 1 auz sous-
groupes ouverts compacts K&, K0 et K0,

e dms et dmg sont la mesure de comptage sur Z,

® dgyoo €t dg o sont les mesures de Haar sur

!

G'yoo’ = ((End E/)fyl ®F’ éo/)x = (El’ldDw Eéol): ,

et
G'YO, = ((End E,)'Y/ ®F/ F(;/)x == (EndDo E{)/):/
o/

qui attribuent le volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts marimauz,
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® on a posé

foo = (gde8(%") — 1)(g2dea() _ 1).. . (q(heo/[FooriFoc]=1) deg(o0’) _ 1)

po = (gde8(©) — 1)(g2de8(0) _1)... (glho/[Fg:Fo]-1)deg(0') _ 1),

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition
2, du lemme 3 et du lemme 5 puisque :

o AL, ®p: F, [resp. AL, ®F: Fy] est une algébre & division centrale sur
N2 2 N2
v [resp. Fy,] de dimension (I;,—‘}I) = (W‘%) [resp. (T;’_‘;‘I) =
(et )
F,:Fo] ’

. —_— . .
o les deux homomorphismes A,’y‘ — Z se factorisent respectivement en

— deg oo’
det, pax ) Tdester

A% —>A,'Y>,< — (AL, ®p Fuo )< — F, > Z » Z
0'() E=0)
et AX — A — (AL, @p Fy)* SSFY — 2 —"— Z,

e d’aprés le lemme 1, la fonction de troncature ﬂ(ﬁ—(, ,)a < p) est invariante
a gauche par les sous-groupes de (A}, ®r A)* et (Endp(E’), ®F A)*
constitués des éléments dont le déterminant est de degré 0. 0

c) Transfert pour les termes elliptiques
On commence par rassembler quelques lemmes préparatoires. Posons
d’abord la définition suivante :

DerFINITION 7. — Soient K un corps local non-archimédien, O son
anneay de valuation, k son corps résiduel de cardinal fini #k, etv: K* —
Z ’homomorphisme de valuation.

Pourn > 1 ett € Z\{0} deux entiers, on appelle fonction de Drinfeld
en rang n et de niveau t la fonction

ft:GL(K) - Z

définie suivant les cas par :
(i) Sit>1, on a pour tout g € GL,(K) :

o f{(g) = A—#r)(1—(#k)?) - (1—(#r)P7?) sig € Mn(O)NGLy(K),
v(det g) =t et en désignant par p la dimension sur k du noyau de la matrice
g tmage de g dans M, (k),

e fi(g) =0 si g ¢ M,(O) ou v(detg) # t.
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(ii) Sit < —1, on a pour tout g € GL,(K)
fflle=r"tg™"-

On a le lemme fondamental suivant, di a Drinfeld :

LEMME 8. — Sous les hypothéses de la définition 7, soit v un élément
de GL,(K), elliptique c’est-d-dire tel que K' = K[y] soit un corps.

Soient k' le corps résiduel de K', #«’ son cardinal, et n’ = I—RJ‘—KI

Soient dg et dg, les mesures de Haar sur GL,(K) et GLn(K), qui
attribuent le volume 1 auzx sous-groupes ouverts compacts mazrimauz.

Alors, sit € Z\{0} et v(dety) =t, on a

(g7 v9) - di;i = (L= #) o (L= () ) 2]

/GL,,(K)q\GLn(K) y

Démonstration : Voir [Laumon| théoréme 4.6.1 dans le cas ¢t > 1. Le
cas t < —1 s’en déduit puisque ff(g~1vg) = f~t(g 1y 1g). 0

Par ailleurs, on a :

LEMME 9. — Sous les hypothéses de la définition 7, soit v un élément
de GL,,(K). On suppose que t € Z\{0} et v(dety) =t.

Soit0=Ey G E1 G-+ G Ep1 & Ep =FE une filtration de E = K™ qui
est respectée par . Soit N le radical unipotent du sous-groupe parabolique
P de GL,(K) associé a cette filtration, et soit dn la mesure de Haar sur
N qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact N N GL,(O).

Enfin, pour 1 < i < ¢, soit 7; l'automorphisme de E;/E;_; induit par

.
Alors :

(i) On a
[ 1om)-dn =0
N
a moins qu’il n'existe ig, 1 < ig < £, tel que
v(det¥;,) =t et i#io=v(dety;)=0.

(ii) Si les polynémes minimaux des 7;, 1 < i < £, sont deux & deux
premiers entre euzx, on a

/ fi(n™'yn) -dn=0
N
a moins qu’il n'existe ig comme dans (i).
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(iii) Si € = 2, les polynémes minimaux de 7, et ¥, sont premiers
entre euz, et v(det7y,) =t, v(det¥y,) =0, on a

/N o tym) - dn = FH ) £2(T)

ot fi est la fonction de Drinfeld de niveau t sur Aut Ey, E; étant muni
de la structure entiére induite par celle de E, et f9 est la fonction
caractéristique du sous-groupe de Aut E/E; image de GL,(O) N P par
P — AuwtE/E,;.

Démonstration : (i) résulte de [Laumon| proposition 4.2.5.
(i) est conséquence de (i) puisqu’alors n — y~1n=1yn est un difféomor-
phisme de N, dont le jacobien est constant.

(iii) résulte aussi de [Laumon| proposition 4.2.5. 1
Rappelons aussi le lemme évident :

LEMME 10. — Soient K un corps local non archimédien, O son anneau
de valuation.

Sotent n > 1 un entier, G = GL,(K), P un sous-groupe parabolique de
G, N son radical unipotent et M = P/N.

(i) Soient Kg = GL,,(O), dg [resp. dn, resp. dm] la mesure de Haar
sur G [resp. N, resp. M| qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert
compact Kg [resp. Kg NN, resp. Im(Kg N P — M))].

Alors, pour toute fonction intégrable f : G — R, on a :

/Gf(g)-dg=/Mdm/Ndn ch(mng)-dg

(ii) Si v est un élément de P dont les images dans les différents
facteurs de M ont leurs polynéomes minimauz deux d deur premiers entre
euz, alors les groupes de commutateurs G, P, et M., s’identifient.

(iii) Sous les hypothéses de (ii), soit dg, = dm, une mesure de Haar
sur le groupe G, = M., et soient dg, dn et dm les mesures de Haar sur G,
N et M définies en (i). Alors, pour toute fonction intégrable f sur ’orbite

G,\G de~, ona:

_ d dm 1 -1
/ flg vg) - =L =/ — [ dn [ flg7'n 'mymng) - dg
G \G dgy I mdmy N Jke
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De la proposition 6 et des lemmes 8, 9 et 10, on déduit immédiatement :

ProposITION 11. — Soient f®°0 un élément de l’algébre de Hecke
H>O0 du groupe G(A>®P), u,s > 1 deuz entiers avec deg(0)|u, deg(oo)]s,
fi2/ de(o) [resp. fo / deg(0)] la fonction de Drinfeld en rang rd et de
niveat — gort=y [resp. de niveau a—eé‘m] sur GLy4(Foo) = G(Foo) [resp.
GL,a(Fo) = G(Fo)] et f = f'! 48() @ f00 @ 52/ 46O piement induit
de l’algeébre de Hecke H du groupe G(A) = G(Fx) X G(A®?) x G(Fp).

Alors, pour tout élément v de G(F) = GL,(D) qui est elliptique c’est-
a-dire tel que F' = F[y] soit un corps, on a :
e si 7y n'est pas (u, s)-admissible

/ flg7vg) -dg =0,
G(F),af\G(A)

o si vy est (u,s)-admissible (avec nécessairement v = 7' et toutes les
fonctions de troncature ﬂ(ﬁ,(y',)a < p) valant 1 partout)

/ flg7vg) - dg
G(F)aZ\G(A)

-/ R R RO (60) )
AXal\Zx G x G(A®0)x GOxZ

£(ad) " 79d) - dms, - dg2 - dg>° - dgl - dmy

avec les notations de la proposition 2.
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Chapitre IV

Le cas des D—chtoucas de rang r =1

1. — Projectivité

Dans tout ce chapitre, on fixe a un élément de degré 1 dans A* dont
toutes les composantes dans les F, valent 1 en—-dehors d’un ensemble fini
T, de places = de F'.

On supposera également toujours que D est une Ox—Algebre partout
maximale sur X.

Nous allons montrer :

THEOREME 1. —
(i) Le champ algébrique (au sens de Deligne-Mumford) Cht},/a? est
propre et lisse de dimension relative 2(d — 1) au—dessus de X’ x X'.
(ii) Si I — X est un sous-schéma fermé fini non vide, le champ

Cht»}), 1/a% est représentable, projectif, et lisse de dimension relative 2(d—1)
au—dessus de X'\I x X'\I.

Démonstration : Rappelons ce que nous savons déja.

e D’aprés le théoréme 9 du paragraphe 1.2, le champ Cht%) =

I Cht3" est lisse de dimension relative 2(d — 1) au-dessus de X’ x X',
neZ
et donc il en est de méme de

Chtp/a®= J] Chtp".

1<n<d

e D’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3, chaque morphisme
Chtle’ ; — Cht3, est représentable fini étale galoisien au-dessus de X\I x
X\I, et il en est de méme du morphisme Chty, ;/a% — Chtp,/aZ.

¢ Enfin, on remarque que tout D—chtouca de rang 1 est irréducti-
ble, et a fortiori a—semi-stable pour n’importe quel o €]0,1[. D’apres

le théoréme 8 (ii) du paragraphe IL.2, on voit donc que Cht},/a? =

11 Cht%,’" est de type fini sur X’ x X’, et d’aprés la proposition 11 du
1<n<d

paragraphe I1.2, on sait que Cht%,, 1/a% est représentable quasi-—projectif
sur (X'\I) x (X'\I) dés que I # 0.
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IV — LE cAs DES D-CHTOUCAS DERANG r =1

En définitive, il nous suffira pour démontrer le théoréme de prouver le
critére valuatif de propreté pour le morphisme
Cht},/a? — X' x X',
ou, ce qui est équivalent, pour le morphisme
Cht}, — X' x X'.

Soient donc A un anneau de valuation discrete, K son corps des fractions,
w un élément uniformisant et k¥ = A/wA son corps résiduel. On peut se
limiter au cas ou A est complet.

Notons A’ I'anneau local du point générique de la fibre spéciale X ® k
plongée dans X ® A et k' = Frac(F ® k) [resp. K’ = Frac(F ® K)] le corps
des fonctions de X ® k [resp. X ® K]. Ainsi, A’ est un anneau de valuation
discrete, dont le corps résiduel est &/, le corps des fractions est K’, et dont

w est aussi un élément uniformisant.
Citons la proposition suivante due & Drinfeld :

PropPosITION 2. — Avec les notations et hypothéses ci—dessus, soit V
un espace vectoriel de dimension finie sur K', muni d’une application
¢ :V =V qui est Id ® Frob-linéaire sur K' = Frac(F ® K) et injective.
Alors :

(i) La famille des A'-réseaur M C V tels que o(M) C M posséde
un plus grand élément M.

(ii) Quitte a remplacer K par une extension finie totalement rami-
fiée et V par son tensorisé par cette extension, on peut supposer que
Uapplication déduite de ¢ par réduction

¢ . M()/ZUMO i Mo/wMo
n’est pas nilpotente.

Démonstration : Voir [Drinfeld, 1989] proposition 3.2. 0

Suite de la démonstration du théoréme 1 :

On considére un diagramme commutatif

SpecKk ———  Cht},

| |

(iO »zoo)

SpecA — X' x X’
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1. PROJECTIVITE

ol la fleche Spec K — Cht}, consiste en un D—chtouca Ex = Ex

TEK
de rang 1 sur K, de zéro ig et de pole i. Il s’agit de prolonger & K €n un
D—chtouca sur A.

Soit V' la fibre générique de €k, identifiée aussi & celle de €. Et soit
¢ : V. — V Dapplication induite par le composé Ex — "Ex — Ei. Le
couple (V, ) vérifie les hypothéses de la proposition 2. Quitte & remplacer
K par une extension finie totalement ramifiée, on peut donc supposer que
le A'-réseau M) satisfait la condition de la proposition 2 (ii).

Bien siir, on a aussi sur V' une action a droite de D commutant a .
Comme M est le plus grand réseau stabilisé par ¢, on voit que My est
également respecté par ’action de D.

Et comme X ® A est un schéma régulier dont le sous—schéma. des points
de codimension < 1 est la réunion de la fibre générique X ® K et de Spec A’
Ek et Ej se prolongent de maniére unique en des faisceaux localement libres
de type fini £ et £ sur X ® A qui sur Spec A’ s’identifient & My. My étant
stable par D, £ et £ sont munis d’actions & droite de D et My étant stable
par ¢, on a un diagramme d’homomorphismes D ® A-linéaires

& . £
J K
N\ , N,
& qui prolonge Ex
€ /; "€k /

On remarque que j reste injectif quand réduit modulo . Donc Coker j est
plat sur A; on en déduit qu’il est supporté par le graphe du morphisme
loo : OSpec A — X et qu'il est libre de rang d sur A puisqu’il en est ainsi
au—dessus de Spec K.

Par ailleurs, la suite exacte 0 — 7€ -, & — Cokert — 0 nous dit que
Cokert est de dimension projective < 1. Il en résulte que tout point associé
a Cokert est de codimension 1, c’est—a—dire correspond & un diviseur de
X ® A, qui ne peut étre que la fibre spéciale X ® k ou bien le graphe du
morphisme iy : Spec A — X.

De ces constatations, il résulte en particulier que le faisceau Coker j® 4 k
sur la fibre spéciale X ® k est concentré en le point i, (Speck) € X'(k) et
que la partie de torsion du faisceau Cokert ® 4 k sur X ® k est concentrée
en le point io(Speck) € X'(k).

Maintenant, les fibres génériques des fibrés induits € = £ Q4 k et
§=¢9 A k sur la fibre spéciale X ® k s’identifient & Mo/wMy = M.
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IV — LE cas DEs D-CHTOUCAS DE RANG r = 1

Et par construction, ’application g : My — My n’est pas nilpotente.
Autrement dit, les sous—espaces k' Im @™, n > 0, sont tous non nuls. Etant
emboités, ils sont égaux a partir d’un certain rang & un sous—espace non
nul No de M. Ce dernier est stable par P'action de D et par B, et on a
k'g(No) = No.

Soient donc F et F les sous—fibrés de € et £ sur X ®k engendrés par No.
Ils sont stables par I’action de D et on a un diagramme d’homomorphismes
D ® k-linéaires induits par j et t et qui sont des isomorphismes en le point
générique de X ® k :

F
Donc Cokerj et Cokerf sont des faisceaux de torsion et qui se plon-
gent respectivement dans Cokerj ® 4 k et Cokert ®4 k. Ils sont sup-
portés par i (Speck) et io(Speck) qui sont dans X'(k). Comme D est
une Ox—Algebre partout maximale, on voit d’apres la proposition 7 du
paragraphe 1.3 que F et F sont localement libres sur D ® k. Or € et &
sont localement libres de rang 1 sur D ® k. Donc F = &, F =F et
_]\70 = Mo.

On a prouvé que, de méme que j, t reste injectif quand réduit modulo
w. Comme on a dit pour Coker j, il en résulte que Coker ¢ est supporté par
le graphe du morphisme iy : Spec A — X et qu’il est libre de rang d sur A.

£
D’apres le corollaire 8 du paragraphe 1.3, on conclut que E | est
TE
un D-chtouca de rang 1 sur A, de poéle i, et de zéro i, ce qui termine la
démonstration. 0

2. — Cohomologie /—adique des schémas Chtp, ;/a?

Dans ce qui suit, £ désignera toujours un nombre premier distinct de
la caractéristique du corps fini F,. Et Q, désignera le corps des nombres
¢-adiques c’est—a—dire le complété de Q pour la valuation discréte associée
& £ ou encore le corps des fractions de Z; = im Z/¢"Z.

n

PROPOSITION 1. — Pour tout sous—schéma fermé fini non vide I — X,
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2. COHOMOLOGIE ¢-ADIQUE DES SCHEMAS Cht%,, 1/a%

les morphismes au-dessus de (X'\I) x (X'\I)

poy ¢ Chtp /e — (X'\I) x (X'\)
ppr : pChtr/a? — (X'\I) x (X'\])

sont représentables projectifs lisses de dimension relative 2(d — 1).
Pour tout entier n > 0, les Qq—faisceauz

HE ;= R"(pp,1)«Qe et pHf = R"(ppr)«Qe

sur (X'\I) x (X'\I) sont constructibles et lisses (donc peuvent étre vus
comme des représentations du groupoide fondamental w(X'\I x X'\I) de
X'\Ix X'\I dans la catégorie des Q,—espaces vectoriels de dimension finie)
et ils s’identifient naturellement.

Démonstration : La premiére assertion résulte du théoréme 1 du
paragraphe IV.1 puisque dans le paragraphe 1.1d, on a pu construire un
isomorphisme

% : 5Chty/a? = ChtlpopyI/aZ

au—dessus de I’automorphisme de permutation dans X\I x X\I.

Alors les faisceaux HT ; et pH sont constructibles parce que les
morphismes pp ; et pp; sont projectifs et ils sont lisses parce que pp s
et ppy sont projectifs et lisses.

On remarque qu’en dehors de la diagonale de X\I x X\I et comme on
a vu dans le paragraphe I.1b, les schémas L,Cht; et Cht%) 1 S’identifient
naturellement. Par conséquent les faisceaux pH et Hp ; s’identifient
naturellement en le point générique de X'\I x X'\I. Comme ces faisceaux
sont constructibles et lisses et que X'\ x X"\ I est connexe, ils s’identifient
partout. (]

PROPOSITION 2. — Soit I — X un sous—schéma fermé fini non vide.
Alors :

(1) Les faisceaur HE ; sont nuls en—dehors de 0 <n < 4(d —1).

(ii) Chagque faisceau HT ; sur X'\I x X'\I est naturellement muni
de deur homomorphismes induits par Frobg et Frob,

(Frob xId)*Hf ; — Hp; et (Id x Frob)*Hp ; — Hp
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IV — LE cAs DES D-CHTOUCAS DE RANG r =1

dont le composé dans un sens ou dans l'autre est égal a l’isomorphisme
canonique

(Frob)*Hp ; = Hp ;.
Ces deur morphismes sont donc des isomorphismes.

(i) Si T est un ensemble fini de places de X avec TNT, = 0 et
I — X\T, chacun des faisceauzr HEp ; est muni sur X1y x X(1) d’une
action & droite naturelle de la sous—algébre HT de l’algébre de Hecke HT
du groupe G(AT) = (DT)*, avec les notations du paragraphe 1.4b.

(iv) Si o : X'\I x X'\I - X'\I x X'\I désigne le morphisme de
permutation, l’isomorphisme * : Cht%yp, ; — HCht; au—dessus de o induit
des isomorphismes o*Hp, — Dor, 1 qui transforment les isomorphismes

de (ii)

(Frob xId)*Hp,, — Hp, et (IdxFrob)*Hp, — Hp,
en (Id x Frob)*Hpo, ; — Hpop €t (FrobxId)*Hpe, ; — Hpop 1

(v) Le morphisme det : Cht%,y, — Cht(lng induit un homomor-
phisme
ng,l - H%,I
compatible auz isomorphismes de (ii) et (iv).
Démonstration :

(i) résulte de ce que la dimension relative de Cht%), 7 sur X'\IxX'\I
est 2(d — 1).

(ii) On définit ces homomorphismes comme étant induits par les
morphismes

Frobg : Chtp; — 35Cht; au-dessusde (Frob xId)
et Frobg : ChtID,I — LCht; au-dessus de (Id x Frob),

et par les identifications des faisceaux Hp ; et pHT.
(iii) Prouvons d’abord le lemme suivant :
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2. COHOMOLOGIE /-ADIQUE DES SCHEMAS Chtlp, 1/at

LEMME 3. — Soit S un schéma sur Fy. Rappelons que pour tout schéma

Y L. 8 sur S, Cor(Y) désigne la Q-algébre des correspondances finies
étales sur'Y .

(i) Pour tout Y L, 5 comme ci-dessus, soit Corg(Y) le sous—
espace vectoriel de Cor(Y) sur Q, engendré par les cycles [I'] tels que les

deuz morphismes composés ' Y 1, 8 soient égauz. Alors Corg(Y') est
une sous—algébre de Cor(Y).

(ii)) SiY 1, S est un schéma propre sur S et F est un Qg—faisceau
constructible sur S, il existe une action & droite naturelle de Cors(Y) sur
chaque faisceau R" f« f*F, n > 0.

(i) S1 Y I, S et Y L5 S sont deuz schémas propres sur S et
Y’ -5 Y est un morphisme tel que f' = fo g et qui est fini étale de
rang constant, alors I’lhomomorphisme Cor(Y') — Cor(Y’) envoie Cor¢(Y')
dans Cory(Y') et ’homomorphisme induit est compatible avec les actions
de Cors(Y) et Cors(Y') sur les R™ . f*F et R™f|f"*F respectivement et

avec les homomorphismes
R'ff*"F — R"fug.g" f*F=R"f,f"F.

Démonstration du lemme 3 :

(p1,q1) (p2,92)
(i) Il suffit de remarquer que si I'; LY XY et Iy oy xy

sont deux morphismes avec fop; = foqy et fopy = foqq, et si on
pose I' = 'y Xgq, v,p, I'2, alors les deux morphismes p; x p; : I' = Y et
q1 x g2 : ' —= Y vérifient f o (p1 x p2) = f o (q1 X g2).

(»,9)
(i) SiI' —— Y XY est un morphisme avec p et ¢ finis étales, on

définit I’action & droite du cycle [I'] sur R" f, f*F comme le composé
R"ff*F — R"fupup* f*F = R" fuquq* f*F — R"f. f*F
ol le premier homomorphisme est induit par I’homomorphisme d’adjonc-
tion pour p et le second 1’est par I’homomorphisme de trace pour gq.
Par linéarité, on étend cette action aux combinaisons linéaires formelles
a coefficients dans Q de tels cycles [I'].
Il reste & prouver que cette action passe au quotient Cors(Y) et qu’elle

est compatible avec la multiplication dans Cor(Y).
Si (T, (p,q)) = [I(Ts, (pi,q:)), Vaction de [I'] est bien égale & celle de

(2
> [I's] car on a évidemment pour tout faisceau G sur Y’
@

p.0°G =P piniG et 606 =P a.gG.
% %
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IV — LE cAs DES D-CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

Puis, si deux cycles (T, (p,q)) et (IV,(p’,q’)) s’inscrivent dans un dia-
gramme commutatif

Y
p’
/
r T T
q K
Y

avec 7y un morphisme fini étale de degré constant égal & n, alors ’action de
[I] est égale & celle de n[I'] car pour tout faisceau G sur I' le composé

g —wy'G—g

de 'homomorphisme d’adjonction et de la trace est la multiplication par n.
Enfin, il y a compatibilité avec la multiplication car pour tout carré
cartésien ou les morphismes sont finis étales

r

R/ O\
1 Ly
(h\ ,/ b2

Y

r

et pour tout faisceau G sur Y, les deux homomorphismes composés

q1+q19 — G — p2.p2G
014419 — Q14D 02" 01 G = P2+41491" P3G — P2«P3G
sont égaux, ce qu’on voit immédiatement sur les fibres.

(iii) La premiere assertion est immédiate.
Pour la seconde, soit a le rang constant de Y’ sur Y, et considérons
(T, (p, g)) un cycle de Cors(Y) et (I, (p',¢')) = Y’ xy ' xy Y. 1l s’agit
de prouver que I’homomorphisme composé

R fuf*F — R"f,f""F - R fip,p" f*F = R"fLq.d" f"F - R"f,f* F
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2. COHOMOLOGIE /-ADIQUE DES SCHEMAS ChtID’ 1/a%

est égal & a fois ’homomorphisme composé
R*f.f*F— R fupup* f* F=R"fuquq* f*F — R i f*F— R"fL f"F.

Or on a un diagramme commutatif ol tous les carrés sont cartésiens et
tous les morphismes sont finis étales

I‘\l
p/ / \ ql

Y’ XyF FXyY’

N AN
N AN S

donc on a, en sus de R"f f'"*F = R"f.g.g* f*F,
R fup 0" f"”*F = R" f1949"Ds9qx 930" [*F = R" 1 949" P+q" 9+ 9" f* F
R f1qud* f"*F = R" f1 99" 0 9pr 30" [* F = R" fu 90" s 949" f* F
d’ou encore
R 00 f™*F = R" f+9+9" 99" D" f* F
et R"fuq.q"" f""F = R"fug.9" 9+9" 0:q" f* F .

Cela permet de conclure puisque pour tout faisceau G sur Y, I’homomor-
phisme composé G — ¢.9*G — G est la multiplication par a. [

Suite de la démonstration de la proposition 2 :
D’apres ce lemme 3, ’assertion (iii) résulte maintenant de ce que d’apres
le théoréme 5 du paragraphe 1.4, on a un homomorphisme de Q-algebres

H] — Cor(Chtp, ;/a®)
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IV — LE cAs DES D—-CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

dont I'image est évidemment contenue dans la sous—algebre associée au
morphisme Chtp, ;/a% — X (1) x X().

(iv) est évident puisque ’isomorphisme * transforme les morphismes
Frobg et Frob,, respectivement en Frob, et Frobyg.

(v) est évident puisque le morphisme det commute aux différents mor-
phismes Frobg, Frob., et *. 0

Prouvons maintenant le théoréme suivant, dii & Drinfeld :

THEOREME 4. — Soient X, et Xo deux courbes quasi—projectives lisses
sur Fg.

Soient (X1 X X2), m(X1) et m(X2) les groupoides fondamentauzr de
X1 X Xg, X1 et Xz.

Alors le foncteur naturel

(X1 x Xg) — m(X1) x m(X2)

induit une équivalence de la catégorie des représentations du groupoide
m(X1) X m(X2) dans les ensembles finis dans la catégorie des revétements
finis étales Y de X1 X Xy qui sont munis d’un isomorphisme au—dessus de
Xl X X2

(Id x Frob)*Y — Y.

Démonstration : Il faut d’abord montrer que si Y est un revétement
fini étale de X; x X5 qui provient d’une représentation de 7(X;) x 7(X2),
il est naturellement muni d’un isomorphisme (Id x Frob)*Y — Y. Pour
commencer, on peut choisir X} un revétement fini étale galoisien de X,
tel que la représentation restreinte de m(X3) soit trivialisée par le foncteur
m(X3%) — m(X2). Autrement dit, si Y7 est le revétement fini étale de X; qui
correspond & la représentation restreinte de w(X;), on a un isomorphisme
canonique

YXX2X§ =Y x X,

si bien que Yy, X3 est muni d’un isomorphisme canonique
(Id x Frob)*(Yxx, X3) = Yix, X}
au—dessus de X; x X,.
Cet isomorphisme est invariant par le groupe de Galois de X5 sur X»
donc il provient d’un isomorphisme

(Id x Frob)*Y =Y
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2. COHOMOLOGIE ¢-ADIQUE DES SCHEMAS ChtID‘ 1/a®

au—dessus de X; x X5. Et il est évident que celui—ci ne dépend pas du
revétement X} de X5 que nous avons choisi.
Il nous faut maintenant définir un foncteur en sens inverse.
Commengons par prouver le lemme suivant :

LEMME 5. — Soit X1 une courbe projective lisse sur F,.

Alors le champ qui d tout schéma S sur Fy associe le groupoide des
schémas Y finis et plats sur X1 x S qui sont munis d’un isomorphisme
(Id x Frob)*Y —5Y au-dessus de X; x S s’écrit canoniquement

H SpecF,/ Aut Y.
Y.

ol -Y_uiécm't Uensemble des classes d’isomorphismes de schémas finis plats
sur X1 et ou, pour tout tel Y1, AutY, désigne le groupe fini de ses
automorphismes au—dessus de X;.

Démonstration : Notons X le champ ainsi défini.
Et soit Tro_ [resp. A1] le champ qui & tout schéma S sur F, associe le
1

groupoide des Modules £ sur Ox_lx g localement libres de type fini et qui
sont munis d’un isomorphisme (Id x Frob)*€ — £ [resp. ainsi que d’un
homomorphisme £ ®o‘ﬂxs & — &, compatibles entre eux].

On a des morphismes naturels de champs

./'l"—>.)€'1—>’I‘r(9Y .
1

Or, d’apres le lemme 3 du paragraphe 1.2, le morphisme X — X; est
représentable par une immersion fermée.

Et d’apres la proposition 7 du paragraphe II.1, le morphisme &; —
Tro._ est représentable fini non ramifié.

Enﬁn d’apres le théoréme 2 (i) du paragraphe 1.3, ’I‘ro_ est un champ
algébrique au sens de Deligne-Mumford et étale sur [F,.

On en déduit que X également est un champ algébrique au sens de
Deligne-Mumford et étale sur IFg.

Pour conclure, on n’a plus qu’a remarquer que le morphisme évident

H SpecF,/ AutY; — X
Y.

induit une équivalence entre fibres au—dessus de ]F_q, comme il résulte du
lemme 3 du paragraphe 1.3. (]
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IV — LE cas bEs D-CHTOUCAS DE RANG 7 =1

Suite de la démonstration du théoréme 4 : Soit maintenant Y
un revétement fini étale de X; x X5, muni d’un isomorphisme (Id x
Frob)*Y = Y au-dessus de X; x Xs.

Soit X la courbe normalisée de X;. Elle est donc projective lisse sur
IF, et elle contient X; comme ouvert.

Et soit Y la cloture normale de X; x X, dans le corps des fonctions de
Y. Ainsi, Y est la restriction de Y au-dessus de X; x X,. De plus, Y est
sans torsion, donc plat sur X, et comme Y est normal, ses fibres au-dessus
des points de X, sont sans composantes immergées, donc plates sur X1,
et en définitive Y est plat sur X; x Xo. Enfin, comme Y et (Id x Frob)*Y
sont normaux et coincident au—dessus de X; x X3, ils coincident partout.

On peut maintenant appliquer le lemme 5. On voit qu'’il existe un
revétement fini étale galoisien X, de X5 avec un isomorphisme canonique

YXXzXél)le.Xé

ou Y] est un revétement fini étale de X;.
Ce revétement Y; correspond & une représentation de 7(X;) qui, com-
posée avec le foncteur

(X1 X X3) — m(X1) x 7(X5) — 7(X1)

est égale au composé de la représentation de w(X; x X5) qui correspond &
Y avec le foncteur

7T(X1 X Xé) e 7T(X1 X Xg) .

Or on a un diagramme 2—cocartésien

(X1 x X})) —— w(Xy1) x w(X3)

| |

7T(X1 X Xz) E— 71'(X1) X 7T(X2)

donc on obtient une représentation unique de 7(X;) x 7(X2) qui soit
équivalente aux données précédentes.

11 est évident qu’elle ne dépend pas du choix de XJ.

On a ainsi construit un foncteur en sens inverse.

Il est évident qu’il est quasi—inverse du premier. [
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2. COHOMOLOGIE /-ADIQUE DES SCHEMAS Cht%;) 1/a®

De la proposition 1, de la proposition 2 (ii) et du théoréme 4, on déduit
immédiatement :
COROLLAIRE 6. — Pour tout sous—schéma fermé fini non vide I — X,

chacun des faisceaur Hp ; sur X'\I x X'\I peut étre vu comme une
représentation du groupoide produit

7(X'\I) x 7(X'\I)

dans la catégorie des Qq—espaces vectoriels de dimension finie.

Prouvons encore :

LEMME 7. — Soient T' un ensemble fini de places de X avec TNT, =0
et I — J — X\T deux sous—schémas fermés finis non vides emboités.

(i) Pour tout n >0, on a un plongement canonique de faisceauzr de
Q¢—espaces vectoriels sur X'\ J x X'\J

n n
Hp;— Hp ;.

Vu en termes de représentations, il est compatible auz actions des
groupoides w(X'\I) x w(X'\I) et w(X'\J) x n(X'\J) via le foncteur
m(X\J) - m(X'\I).

(ii) Chacun des plongements Hp ; — Hp, ; au-dessus de X(p) X
XET) est compatible auz actions des sous—algébres HY et HY de l’algébre
de Hecke HT wvia Uinclusion HT C HE.

(iii) L’action & droite de l’algébre HS sur HE ; comprend en parti-
culier une action & droite du groupe KT /K] = (Dj)* et Hf, ; s’identifie
au sous—faisceau de HE, ; firé par le sous-groupe K /K7 de KT /K7.

Démonstration : D’apres la proposition 5 du paragraphe 1.3, le mor-

phisme
Chty, ;/a* —> Chtp, ;/a”
au—dessus de (X'\J) x (X’\J) est représentable fini étale galoisien de
groupe Ker[(D;)* — (D;)*] = K¥/K?T. Et ce morphisme commute
aux actions de Froby et Frob,. Par conséquent, les homomorphismes
d’adjonction
Hp;— Hp
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sont compatibles aux actions de 7(X'\I) x 7(X'\I) et 7(X'\J) x 7(X'\J)
et au foncteur 7(X’\J) — 7(X’\I). On dispose aussi de ’homomorphisme
de trace

H'B,J - H%,I

et le composé Hp 1 — Hp ; — Hp ; est la multiplication par le degré
(KT : KT).

Ceci prouve (i) et (iii).

Enfin, (ii) est conséquence du théoréme 5 (ii) du paragraphe 1.4 et du
lemme 3 (iii) ci-dessus. 0

Maintenant, on a :

ProprosITION 8. — Soit T' un ensemble fini de places de X avec TNT, =
(0. Pour tout entier n > 0, posons

Tn __ . n
HD = hm HD,I
INT=0

qui est un faisceau de Qq—espaces vectoriels sur X ET) x X ZT)' Alors :

(i) S m(X(y) = lim 7n(X'\I) est le groupoide fondamental de
INT=0
X(T , chagque H;";’” peut étre vu comme ure représentation du groupoide
produit

m(X(ry) X 7(X(1))
dans la catégorie des Qg—espaces vectoriels.
(ii) Si HT désigne lalgébre de Hecke du groupe G(AT) = (DI)X%,

chaque Hg’" est muni d’une action & droite de HT ou, ce qui est équivalent,
d une action a droite lisse de G(AT), et qui commute & laction de

T) x m(X (T))
ette action est admissible au sens que pour tout sous—groupe ouvert de
G(AT), le sous—faisceau de H " fizé par ce sous—groupe est constructible.

(iii) Pour tout entier n > 0, on dispose d’un isomorphisme

~

* Hg’" AN Hg:,’; .

Il échange les actions des deuz facteurs m(X(r,) et m(X(r)) et il est

compatible auz actions de (DT)* et (DPT)* via lisomorphisme g —>
-1
gt
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(iv) On a un homomorphisme naturel
T,0 T,0
HOx - H’D

compatible auzr actions de 7T(X£T)) X 7r(XéT)) ainsi qu’d l’isomorphisme
de (iii) et auz actions de (AT)* et (DI)* wia I’homomorphisme det :
(DR)* — (AT).
Démonstration :
(i) résulte du corollaire 6 et du lemme 7 (i).

(ii) L’existence de cette action de 1’algebre de Hecke H” résulte de

la proposition 2 (iii) et du lemme 7 (ii).
Cette action commute avec celle de m(X(ry) X m(X ET)) car l’action a
droite du groupe G(AT) sur Cht,},’T et LCht” est compatible avec les

morphismes Frobg et Frob,.
Enfin, cette action est admissible d’aprés le lemme 7 (iii).

(iii) résulte de la proposition 2 (iv) et du fait que ’isomorphisme

* Chtgg;, — LCht”

est compatible aux actions de (D{PT)* et de (Df)* via lisomorphisme
-1
g | 4 g .

(iv) résulte de la proposition 2 (v) et du fait que le morphisme
1,T 1,T
det : Chts” —> Cht}T

est compatible aux actions & droite de (D% )* et de (AT)* via I’homomor-
phisme det : (D)* — (AT)*. 0

3. — Généralités sur les représentations admissibles
a) Représentations admissibles. Homomorphismes de traces
Rappelons d’abord (d’aprés par exemple [Cartier]) :

DEFINITION 1. — Soient L un corps de caractéristiqgue 0 et A une L—
algébre munie d’une famille (er) d’éléments idempotents telle que la famille
(erAey) de sous—algébres de A est inductive de réunion A.

On appelle représentation admissible de A tout module a droite M sur
A tel que les sous—modules Mey sur les sous—algébres ey Aey soient tous de
dimension finie sur le corps L et aient leur réunion égale ¢ M.
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Une représentation admissible M de A est dite irréductible si elle ne
posséde d’autre sous—représentation que 0 et M.

Une représentation admissible M de A est dite absolument irréductible
st pour tout corps L' contenant L la représentation admissible M ®1, L' de
la L'—algébre AQ®p L' est irréductible.

Enfin, une représentation admissible M de A est dite semi-simple si
elle est isomorphe a une somme directe finie de représentations admissibles
irréductibles.

Prouvons :

ProrosITION 2. — Sous les hypothéses de la définition 1, on a :

(i) La catégorie des représentations admissibles de A est abélienne
et pour tout I, la catégorie des représentations admissibles (c’est-a—dire
de dimension finie sur le corps L) de lalgébre erAer est abélienne,
neethérienne et artinienne.

(ii) Le foncteur M — (Mej)1 induit une équivalence de la catégorie
des représentations admissibles de A sur la catégorie des systémes inductifs
(My) de représentations admissibles des sous—algébres ey Aey, munis donc
d’isomorphismes compatibles

MIeJ AN MJ

pour tous indices I, J vérifiant ey Aey C erAej.
Ce foncteur admet pour quasi—inverse

(Mp) — lim M.
I

(iii) Si M est une représentation admissible de A qui correspond a
un systéme inductif (M1) dans l’équivalence de (ii), M est irréductible si
et seulement si pour tout I, M est irréductible comme représentation de
erAe;g.

(iv) Pour tout indice I fixé, 'application

M +— Me;

induit une injection de l’ensemble des classes de représentations admissibles
irréductibles M de A telles que Mer # 0 dans l’ensemble des classes de
représentations admissibles irréductibles non nulles de ey Aey.

De plus, pour tout tel M I’homomorphisme naturel

EndA(M) i Ende;Ae; (MCI)
est bijectif.
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(v) Si M est une représentation admissible semi-simple de A, alors
pour tout corps L' contenant L, la représentation admissible M @, L' de
A®p L' est aussi semi—simple.

(vi) Si M est une représentation admissible semi-simple non nulle
de A, son algébre End o(M) des endomorphismes est semi-simple, et de
dimension finie sur le corps L.

De plus, M est irréductible si et seulement si End 4(M) est une algébre a
division, et M est absolument irréductible si et seulement si le plongement
L — End 4(M) est un isomorphisme.

Démonstration :

(i) résulte de ce que toute sous-représentation et toute représenta-
tion quotient d’une représentation admissible est encore admissible.
(ii) est évident sur la définition.
(iii) Déja, la suffisance résulte de (ii).

Pour la nécessité, si M est irréductible et N est une sous-représentation
d’un Me;, alors NA est une sous—représentation de M avec NAe;y = N
d’ou l'on tire ou bien NA = M et N = Mejy ou bien NA=0et N =0.
Ce qui prouve que Mej est irréductible.

(iv) I1 faut prouver que si M est une représentation admissible
irréductible de A telle que Me; = M # 0, M est completement déterminée
par Mj.

Soit M = My ®e; s, €1 A. C’est un module & droite sur A, tel que Me;
s’identifie & M7, et qui est muni d’un homomorphisme A-linéaire M — M.
Cet homomorphisme est non nul, donc surjectif puisque M est irréductible.

Soit encore N = {m € M, mAe; = 0}. N est le plus grand sous—
module N de M tel que Ne; = 0. Comme M; est irréductible sur e;.Ae;
et engendre M sur A, on voit que pour tout sous-module N de M ou bien
N C N ou bien N = M.

Par conséquent, le module M /N est irréductible.

Enfin, ’homomorphisme surjectif M — M se factorise évidemment
en M/N — M qui est un homomorphisme surjectif entre .A-modules
irréductibles, donc un isomorphisme.

Ainsi, on peut effectivement retrouver M & partir de Mj.

Maintenant, ’homomorphisme naturel
End4(M) — Ende, 4¢, (M7)

est injectif puisque M est irréductible et M; # 0.
De plus, et avec les notations ci-dessus, tout endomorphisme de My sur
erAer induit un endomorphisme de M = M ®c, 4, €14 sur A, lequel
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stabilise nécessairement le sous-module N = {m € M, mAe; = 0}, donc
induit un endomorphisme de M /N = M sur A.
Ainsi ’homomorphisme injectif

EndA(M) — EndeIAeI (MI)

admet un inverse a droite. C’est un isomorphisme.

(v) Il suffit de considérer le cas ou M est irréductible. Soit D =
End 4(M) qui est une algebre a division, et de dimension finie sur L d’apres
(iv). Les sous—A-modules de M ®p L’ correspondent bijectivement aux
sous—D-modules & droite de D ®, L’ et les sous—modules de M ®p, L’ sur
A®p L' correspondent bijectivement aux idéaux & droite de D ®, L'. Mais
comme D est une algébre a division de dimension finie sur L et comme L
est de caractéristique 0, D ®j, L' est une algebre semi—simple de dimension
finie sur L', d’ott 'on conclut.

(vi) Si M est irréductible, End 4 (M) est une algebre & division et de
dimension finie sur L d’aprés (iv).

Etsi M =2 M™&---@&M™ ou My,...,M, sont des représentations

admissibles irréductibles de A, deux & deux non isomorphes, on a

End 4 (M) = My, (End 4(M1)) X -+ X My, (Enda(M,)) .
Ceci prouve les deux premiéres assertions.
Enfin, la troisieme assertion résulte de la seconde puisque si M est

irréductible et L’ est un corps contenant L, M ®p, L’ est une représentation
semi-simple de A®y, L' d’apres (v) et Endgg, /(M ®r L) = End4(M)®L

L.
0

CoOROLLAIRE 3. — Avec les hypothéses et notations de la définition 1,
soit Kqq(A) le groupe

Kad(.A) = (h_m K(eIAeI)
I

ot, pour tout indice I, K(erAey) désigne le groupe de Grothendieck de la
catégorie abélienne des représentations admissibles de la L—algébre ey Aer
et ou, pour tous indices I, J avec e;Aer C ey Aey, I’homomorphisme

K(ejAey) — K(erAey)

180



3. GENERALITES SUR LES REPRESENTATIONS ADMISSIBLES

est induit par le foncteur exact
M J M JEr .

Alors le groupe Kqq(A) est naturellement isomorphe au groupe abélien
des sommes formelles
> AulM]

ou M décrit un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes de
représentations admissibles irréductibles non nulles de A et (A\pr) décrit
l’ensemble des familles d’éléments de Z telles que pour tout indice I il n’y
ait qu’un nombre fini de M vérifiant Mer # 0 et Apr # 0.

De plus, toute représentation admissible M de A a une classe associée
[M] dans K,q4(A) et le groupe K,q4(.A) est engendré par l’ensemble de ces
classes [M].

Démonstration : C’est immédiat d’aprés la proposition 2 (i), (iii)

et (iv).
0

ProposiTioN 4. — Toujours avec les hypothéses et notations de la
définition 1, on a :
(i) Pour tout élément f de A et toute représentation admissible M
de A, Uopérateur induit par f sur M est de rang fini sur L. On dispose
donc de sa trace que l’on note Trps(f) € L.

(ii) Pour tout élément f de A, Uapplication M +—— Trp(f) se
factorise de maniére unique en un homomorphisme

Koi(A) — L M — Trp(f).

Et pour tout élément fixé M de K,q(A), Uapplication

fr— Trm(f)

est un homomorphisme L-linéaire.

(iii) Etant donnés My et My deux éléments de K,q4(A), on a My =

M, si et seulement si Trar, (f) = Trap, (f), Vf € A.
Plus précisément, si (M;) est une famille finie d’éléments de K,q4(A),
Ny une représentation admissible irréductible de A et (N;) un ensemble de
représentants des classes d’isomorphismes de représentations admissibles
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irréductibles de A dont le coefficient dans l'un des M; au moins est non
nul, alors il existe f € A tel que pour tout j

TI‘Nj(f) =1 st Nj = No
Try;(f) =0 dans le cas contraire.

Démonstration :

(i) Par hypothese sur A, il existe un indice I tel que f € erAe;y.
Donc I'image de 'opérateur induit par f dans M est contenue dans Me;
qui est de dimension finie sur L.

(ii) Par définition, on a

Kod(A) = lim K (erAey) .
1

Et pour tout f € erAe; fixé, 'application qui & toute représentation
admissible M; de ey Ae; associe la trace dans L de 'opérateur induit par
f dans M se factorise en un unique homomorphisme

K(ejAer) — L Mp+— Tra, (f).

D’ou la premiére assertion.
La seconde est évidente.

(iii) La premiére assertion est conséquence évidente de la seconde.
Pour celle—i, soit I un indice tel que Npey # 0. L’ensemble Jyp des j tels
que Njer # 0 est fini, et ces Nje; sont irréductibles et deux a deux non
isomorphes, comme il résulte de la proposition 2 (iv). D’aprés [Bourbaki]
Chapitre 8, §12, proposition 3, les formes linéaires f +— Trn,e,(f)
erAe; — L, quand j décrit Jy, sont linéairement indépendantes. Comme
Jo est fini, il existe f € e;.Aey telle que

Trnje,(f) =1 si Njer = Noey <= N; = No
T&‘Njel(f) =0 si Njej ¥ Noey et Njel # 0.

Et si Nje; = 0, on a nécessairement Try,e,(f) = 0 puisque f € e;Ae;.
C’est ce qu’on voulait. 0

b) Corps de rationalité. Corps de définition

Posons :
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DEFINITION 5. — Toujours avec les hypothéses et notations de la défini-
tion 1, soient L' un corps contenant L et M' une représentation admissible
de l'algébre AQp L'.

On appelle corps de rationalité de M’ et on note L(M') le sous—corps
de L' qui est engendré sur L par les éléments Tra (f) quand f décrit A.

On appelle corps de définition de M’ tout corps Li contenant L tel
qu’existent une représentation admissible My de A ®r Ly, un corps L}
contenant & la fois L' et Ly et un isomorphisme entre représentations
admissibles de A ®r L}

M @p L} = M ®r, L .

ProprosITION 6. — Dans les conditions de la définition 5, on a :

(i) Le corps de rationalité de M' se plonge naturellement dans tout
corps de définition de M'.
De plus, et si M' est irréductible, le corps de rationalité de M’ est égal
a celui de M'er pour tout indice I tel que M'ey # 0.

(i1) Si M’ est irréductible et s’il existe une représentation admissible
M de A telle que le coefficient m’ € N de [M'] dans la classe [M Q@ L'] €
Koi(A®yL L') soit non nul, le corps de rationalité L(M') = L(M'™) est
une extension finie de L et c’est le plus petit corps de définition de M’ m’

(i) Sous les hypothéses de (ii), il existe une extension finie de L
contenant L(M') qui soit un corps de définition de M’'.

Démonstration :

(i) La premiére assertion résulte de ce que deux représentations
admissibles isomorphes ont méme homomorphisme trace associé, et de ce
que la formation de la trace commute aux extensions du corps de base.

Pour la seconde assertion, on peut supposer que L’ est galoisien sur L,
de groupe ¥. Pour tout élément o de ¥, on dispose de la représentation
admissible irréductible o(M’) = M’ @/, L' de AQr L’.

D’apres la proposition 4 (iii), le corps de rationalité de M’ [resp. de M'e;]
est le plus grand sous—corps de L’ fixé par le sous—groupe de ¥ constitué
des éléments o qui vérifient o(M’') = M’ [resp.o(M')e; = o(M')]. On
conclut d’apres la proposition 2 (iv).

(ii) On peut supposer que la représentation admissible M de A est
irréductible. Posons D = End 4(M) et D' = Endag,r/(M'). D’aprés la
proposition 2 (vi), D et D’ sont des algebres & division, de dimensions
finies sur L et L’ respectivement. Soient C et C’ leurs centres, qui sont des
corps, extensions finies de L et L.
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D’apres la proposition 2 (v), la représentation M ®; L' de A®y, L’ est
semi-simple, si bien que I’algébre M,,/(D') = End zg, 1/ (M'™') s’identifie
a I'un des facteurs de I’algébre semi-simple D®y, L'. Autrement dit encore,
C' est 'un des facteurs de C ®;, L' et on a

M'™ = (M®LL)®cg.)C' =MecC .

Soient ¢ un élément qui engendre C sur L, P son polynéme minimal sur
L et P’ le polyndme minimal sur L’ de 'image de c dans C’. Ainsi, P’ est
un facteur de P dans I’anneau polynomial L'[X].

Les coefficients de P’ sont dans L’ et algébriques sur L. Le sous—corps de
L' qu'’ils engendrent est fini sur L et c’est un corps de définition de M'™ .

D’apreés (i), ceci prouve que le corps de rationalité L(M') = L(M'™)
est fini sur L.

Il reste & prouver que M’'™ est définie sur L(M").

D’apres ce qui précede, on peut supposer encore que L’ est une extension
finie galoisienne de L. Soit ¥ son groupe de Galois sur L(M’). A tout o € &
est canoniquement associé un automorphisme o-linéaire

, o=Ild®c ,
ML —— MQ®.L".

L’image de la sous-représentation M’™ par @ est une sous-représentation
qui a méme homomorphisme trace associé. D’apres la proposition 4 (iii),
cette image est encore M’ m’ Ainsi, les automorphismes @ se restreignent
a M'™ et ils vérifient

P P -7 /
coo'=Gocog’ Vo,0 €X.

Ils définissent donc une donnée de descente sur M’ ""', c’est—a—dire sur tous
les M'™ e;. Comme ces derniers sont de dimension finie sur L', la donnée
de descente est effective et la représentation M'™ est définie sur L(M’).

(iii) Notons Lo = L(M'). D’apres (ii), Lo est une extension finie de
L et il existe une représentation semi-simple My de A ®p Lo telle que
My ®p, L' = M'™ .

Dy = Endag,r,(Mop) est une algebre simple de dimension finie sur
Lg. C’est une algebre centrale simple sur son centre Cp, et si D' =
End g, (M), elle vérifie Dy ®r, L' & M,/ (D").

On voit que répond & la question toute extension finie de Cy qui
scinde ’algebre centrale simple Dy, par exemple n’importe quel sous—corps
maximal contenant Cy de I’algebre a division centrale associée & Dy. 0
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Prouvons encore (d’aprés par exemple [Waldspurger| lemme 1.1) :

ProposiTION 7. — Dans les conditions de la définition 5, supposons
que la représentation admissible M' de l'algébre A®y L' est irréductible et
qu’elle est ey—non ramifiée pour un certain indice I c’est—a—dire que M'e;
est de dimension 1 sur le corps L' ou encore Trps(er) = 1.

Alors M’ est absolument irréductible et elle est définie sur son corps de
rationalité.

Démonstration : D’aprés la proposition 2 (iv), ’algébre des endomor-
phismes de M’ s’identifie & ’algébre des endomorphismes de M’e;, laquelle
est nécessairement L’ puisque M'e; est de dimension 1. D’apres la propo-
sition 2 (vi), M’ est donc absolument irréductible comme annoncé.

Pour la seconde assertion, on peut supposer que L est le corps de
rationalité de M'’e; et que L’ est galoisien sur L de groupe X.

Soit M un sous—espace non nul de M'’e; et de dimension 1 sur le corps
L. Pour tout élément f de er.Ae;s, son action sur M'e; est la multiplication
par le scalaire Trp (f) qui est dans L, donc M est stable par cette action.

Soit maintenant M = M; A C M’. 1l suffit de prouver que ’homomor-
phisme M ®p L' — M’ est un isomorphisme car alors M sera nécessaire-
ment admissible.

Comme M’ est irréductible, ’homomorphisme M ®; L' — M’ qui est
non nul est nécessairement surjectif. Reste a prouver qu’il est injectif.
Raisonnant par ’absurde, supposons qu’il existe des éléments my,...,my
de M, linéairement indépendants sur L et des scalaires \1,..., \x € L/,
non tous nuls, tels que miA; + -+ + mgAx = 0 dans M.

On peut supposer que cette relation est de longueur minimale et aussi
que par exemple A2/A; ¢ L si bien qu'il existe o € X vérifiant o(A2/A2) #
A2/A1. Comme L est le corps de rationalité de M’, les deux représentations
admissibles irréductibles M’ et 0(M') = M'®r/ ,L’ ont le méme homomor-
phisme trace associé, donc sont isomorphes d’aprés la proposition 4 (iii).

Autrement dit, M’ posséde un automorphisme o-linéaire. Bien sir il
préserve M'e; et quitte & le multiplier par un scalaire, on peut supposer
qu'’il fixe M; et donc aussi M.

En prenant 'image par cet automorphisme de la relation

miAdr+ - +mpA =0,
on obtient un nouvelle relation
myo(A1) + - +mgo(Ag) =0.

On peut la combiner & la précédente pour obtenir une relation non triviale
et de longueur plus petite. Il y a contradiction. [
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c) Représentations admissibles des produits tensoriels
d’algébres

Commencons par le lemme suivant :

LEMME 8. — Soient L un corps de caractéristiqgue 0, A une L-algébre,
(er) une famille d’éléments idempotents de A, vérifiant les propriétés de la
définition 1.

Une représentation admissible M de A sera dite isotypique si elle est
isomorphe @ une puissance d’une représentation admissible irréductible et
elle sera dite absolument isotypique si pour tout corps L' contenant L la
représentation M @1, L' de AQ®y L' est isotypique.

Alors, une représentation admissible semi-simple M de A est isotypique
[resp. absolument isotypique | si et seulement si son algébre des endomor-
phismes est une algébre simple [resp. centrale simple | sur L.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition

2 (v) et (vi) puisque la formation des algébres d’endomorphismes commute
aux changements de base.

0

Dans la situation du lemme et pour toute représentation admissible
absolument isotypique M de .A, on notera d(M) 'unique entier > 1 tel que
dimz, (End 4(M)) = d(M)?2.

Enoncons maintenant (d’apres par exemple [Bourbaki| Chapitre 8) :

PROPOSITION 9. — Soient L un corps de caractéristique 0, A! et A2
deuz L-algébres, (e}) et (€%) deuz familles d’éléments idempotents de A’
et A2, vérifiant les propriétés de la définition 1.

Soit A l'algébre A' ® 1, A%, munie de la famille d’idempotents (e} ® €%).

Alors :

(i) Si My et M, sont deuz représentations admissibles de A' et A?,
M = M; ®, M, est une représentation admissible de A = A' ®r, A2.

(ii) Dans la situation de (i) et si My et My sont semi-simples, M
est aussi semi-simple, et

EndA(M) = End 41 (Ml) ®r End 42 (Mz) .

(iii) Dans la situation de (i), et si My est absolument isotypique, on
a les implications :
e M, isotypique => M isotypique,
e M, absolument isotypique =—> M absolument isotypique.
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(iv) Dans la situation de (i), et si My est absolument irréductible, on
a les implications :

o M, irréductible = M irréductible,
o My absolument irréductible —> M absolument irréductible.

(v) Réciproquement, si M est une représentation admissible irréduc-
tible de A, il existe deux représentations admissibles irréductibles My et My
de Al et A%, uniques d isomorphisme prés, telles que M soit un quotient
de la représentation admissible semi-simple M, ® My de A.

(vi) Dans la situation de (v) et si M est absolument isotypique, M,

et My sont aussi absolument isotypiques.
De plus, d(M) divise le produit d(M,)d(Mz) et on a un isomorphisme

d(My)d(Mg)
M, Qp My = M~ a4y |

Enfin, pour tous f' € A, f2€ A%, ona

1

(M ) ’I\er(fz)

TrM(f1®f2)_ Ter(f)

d(M) d(M )

(vil) Dans la situation de (v) et si L est algébriquement clos, on a un
isomorphisme
M, ®p My =M.

Démonstration :

(i) résulte de ce que, pour tous indices I et J, on a un isomorphisme
naturel

M(e; ® €3) & (Mier) ®r (Mae?) .
(ii) Pour montrer que M est semi-simple, on peut supposer que M;
et M, sont irréductibles. Notons D; = End 4:(M;) et D2 = End 42(M>)
qui sont des algebres & division de dimension finie sur L. On peut écrire

M, ®L My = My ®p, (D2 ®p, M2) = (M1 ®1 D2) ®p, M2

et tout sous—espace de M; ®, M, stable par les actions de A! et A2 est de
la forme N1 ® p, M3 ou N; est un sous—espace de My ®, D, stable par les
actions de A! et Ds.

De plus

M, ®1 D; = (D; ®p, M) ®L Dy = (D1 ® D2) ®p, M,
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et tout sous—espace N; de M; ®;, D, stable par les actions de A! et D5 est
de la forme N ®@p, M; ol N est un sous—espace de D1 ® D, stable par
les actions de D; et D2, autrement dit un idéal & droite de la L-algebre
D, ®r D..

Or D;®r, D, est une algebre semi—simple puisque D; et Dy le sont et que
le corps L est de caractéristique 0, donc M; ® M> est une représentation
semi-simple.

La seconde assertion, c’est—a—dire 1’égalité

El’ldA(M) = EndA1 (Ml) QL End_Az (Mz)

est une conséquence immédiate de I’exactitude du foncteur -®, - en chacune
des deux variables.

(iii) résulte de (ii) et du lemme 8 puisque le produit tensoriel sur L
d’une algebre centrale simple et d’une algébre simple [resp. de deux algebres
centrales simples | est une algébre simple [resp. centrale simple].

(iv) est conséquence de (ii) et de la proposition 2 (vi).

(v) Il est immédiat que l’action & droite de .4 sur M correspond &
deux actions & droite commutant entre elles de A® et .42 sur M. Pour tout
indice J, Me? vue comme représentation de A! est admissible. Choisissons
un J tel que Me% # 0, et soit M; une sous-représentation admissible
irréductible non nulle de Me? sur A!. Alors Hom4:(Mj, M) est une
représentation de .42, automatiquement admissible, et non nulle par choix
de M;. Soit M, une sous-représentation admissible irréductible non nulle
de Hom 4: (M7, M) sur A2

Sur A, on dispose d’'un homomorphisme

M, ® My — M

qui est non nul, donc surjectif puisque M est irréductible.

Ceci prouve l'existence de M; et Ms.
J(resp. I], la représentation admissible M; ®, Mae% de A! [resp. Miel ®L
M, de A?] est isotypique de type M [resp. M), donc aussi Me? [resp. Mej].

(vi) Notons C, C; et Cy les centres des algébres End4(M),

End 41 (M1) et End42(Mz). D’apres (ii) et (v), C est un quotient de
C:1 ®r, Cs. Par conséquent, 1’égalité L = C implique L = C; et L = Cs.
D’apres le lemme 8, ceci signifie que si M est absolument isotypique, M;
et M, le sont.

Mais alors, d’aprés (iii), M; ®1 M> est aussi absolument isotypique,
donc isomorphe & une puissance de M. Et I’exposant est nécessairement
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ﬂ%l(%)M—zz puisque End4(M) est de dimension d(M)? sur L et
End4(M; ®1 M;) = End 41 (M;) ®1, End 42(M>) est de dimension d(M;)?
d(M;)? sur L.

Enfin, la derniére assertion est conséquence de I’existence d’un isomor-
phisme M; ®1, M, = M“_A{hﬁ#ﬂ puisque, pour tous f! € Al, f? € A2,
on a

Tra @M, (fl ® fz) =Trum, (fl)Ter(f2) .
(vii) résulte de (v) et (vi) car alors M, M; et M, sont absolument
irréductibles, donc absolument isotypiques avec

dM)=1 d(M;)=1 d(M)=1.

COROLLAIRE 10. — Soient L un corps et Y un ensemble.

Pour tout y € Y, soit AY une L-algébre, munie d’une famille (€¥)rczv
d’idempotents comme dans la définition 1, et parmi ceux—ci distinguons un
idempotent particulier eg.

Pour tout sous—ensemble fini Y, de Y, notons AY' la L-algébre @ AY,
yeEY]

munie de la famille d’idempotents (ef*) indezée par [] I¥ = IV, avec
yEYD

un élément distingué eéf‘.
Pour tous sous—ensembles finis Y1, Yo de Y avec Y; C Y3, soit AVt —
AY2 Vinclusion définie par

pso( @ 4)-req.

yE€Y2\Y1
Enfin, pour tout sous—ensemble (infini) Y; de Y, notons AY* la L—algébre
. Y;
lim, A"

ou Yy parcourt l’ensemble inductif des sous—ensembles finis de Y contenus
dans Y. Munissons AY' de la famille évidente (e}*) d’idempotents indexée
par li_nl)IY2 ou, si l'on préfére, par le sous—ensemble I¥' de [] IY cons-
Y2 yeY:
titué des familles dont tous les éléments sauf un nombre fini sont égaux
a 0.
Cette famille a un élément distingué 65,1.
Alors :
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(i) SiY' =Y1]]:--11Y. est une réunion disjointe de parties de Y,
il lui est associé un isomorphisme canonique

AY 2 AV @, .. @ AV

(ii) Si M est une représentation admissible irréductible de AY , pour
toute partie Y’ deY, il existe deux représentations admissibles irréductibles
MY et MY\Y' de AY' et AY\Y', uniques a isomorphisme preés, telles que
M soit un quotient de MY ®p MY\Y".

(iii) Dans les conditions de (u) et s Y = Yi[[---1IYn est une
réunion disjointe de parties de Y, MY est un quotient de MY' @ M2 @y,

- ®p MY,

(iv) Dans les conditions de (ii) et si M est absolument isotypique,
tous les MY' sont absolument isotypiques.

De plus, si Y' =Y1][]---[I1Yn est une réunion disjointe de parties de
Y, d(MY'") divise d(MY1)d(MY2) - .. d(MY"), et il existe un isomorphisme

, dgMlen-d;MYnz
MY QLM Q- @ M™ = (M)

Et pour tous f¥f1 € AV, fY2 e AY2, ... f¥» e AY" ona

1
d(MY")

1
d(MM)

Trpyv (@@ @)=

T e )+ Gy Toaess (117

(v) Dans les conditions de (iv), il eziste un sous—ensemble fini Y de
Y tel que pour toute partieY' de Y ne rencontrant pasY , la représentation
MY soit eé/ -non ramifiée et absolument irréductible (c’est—a—dire abso-

lument isotypique avec d(MY') = 1).
Démonstration :
(i) résulte de ce que le produit tensoriel commute aux limites
inductives.
(ii) a été montré dans la proposition 9 (v).
(iii) D’apres la proposition 9 (v), il existe certainement des représen-
tations admissibles irréductibles NYt,..., N¥» de AM1,..., AY» telles que

MY’ soit un quotient de NY1 @, --- @ N¥».
Alors, pour 1 < i <n, M est un quotient de

NYi ®L (NY1 ®L ®L NYi—l ®L NYi+1 ®L ®L NY" ®MY\Y/),
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donc d'un NYs ® NY\Yi ot NY\Yi est une représentation admissible
irréductible de AY\Y:.

Toujours d’apres la proposition 9 (v), cela impose N¥¢ = MY comme
on voulait.

(iv) résulte par itération de la proposition 9 (vi) compte tenu de (iii).

(v) D’apres la proposition 7, il suffit de considérer le cas ot le corps
L est algébriquement clos.
Alors, pour toute réunion disjointe Y’ =Y, [[---[[ Y. de parties de Y,
on a un isomorphisme

MY'?I__MYI ®L"'®LMY"’

comme il résulte de la proposition 9 (vii).

Soit Iy € ZY un indice tel que Me}, # 0, autrement dit tel que Traz(e}, )
soit un entier non nul. Il existe un sous-ensemble fini —_170 de Y tel que
la composante de Iy € IY = I¥° x I¥\Yo dans ZT¥\Yo soit 1’élément
distingué 0.

Si donc Yi,...,Y, sont des parties disjointes de Y'\Yy, le produit
Trpm (e%") < Tragva (eé’") est un facteur de TrM(e_};) dans N.

Par conséquent, il existe une partie finie Y O Y de Y telle que pour
toute partie finie Y’ de Y évitant Y, la représentation M Y soit e%/ "_non
ramifiée.

Enfin, cette propriété est encore vraie lorsqu’on abandonne la con-
dition de finitude de Y’ C Y\Y car le choix d’un élément non nul
m¥1 € MY\"1 e%,\yl pour toute partie finie Y; O Y de Y détermine un
homomorphisme

: Y1 Y
IimM"™? — M
Y1

non nul donc surjectif. 1

4. — Calcul des traces. Applications

a) Formules des traces

On rappelle que a est un élément fixé de degré 1 dans A* dont toutes
les composantes dans les F,, valent 1 en—dehors d’un ensemble fini T, de
places x de F'.

Et on a supposé que D est une Ox-Algébre partout maximale sur X.
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On utilise les notations du paragraphe 1.4b avec » = 1. Ainsi

G(F) = D~
G(F;) = D} pour toute place z de F
G(A) = D

K, = D pour toute place z de F'

K =Dy = [] Ka;
z€|X|

dg [resp. dg; pour = une place de F] désigne la mesure de Haar sur le
groupe localement compact unimodulaire G(A) [resp. G(F;)] qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact K [resp. K,].

Par ailleurs, si T est un ensemble fini de places de F', on note G(Ar) =
11 G(F), Kr = [] Ko et dgr = [ dge.
z€eT ze€T z€T

On note H [resp. H; si = est une place de F, resp. Hy si T est un
ensemble fini de places de F] la Q-algébre de Hecke du groupe G(A) [resp.
G(Fy), resp. G(Ar)], c’est-a-dire l'algebre de convolution, pour la mesure
dg [resp. dgs, resp. dgr] des fonctions localement constantes & support
compact de G(A) [resp. G(F}), resp. G(Ar)] dans Q.

De plus, si I < X est un sous-schéma fermé fini [resp. et supporté par z,
resp. et supporté par T, on note K [resp. Ky 1, resp. Kr,1] le sous-groupe
ouvert compact

K; =Ker[K — Df]
[reSp. K:c,l = Kel‘[Kz — D;(] ’
resp. K1, = Ker[K7 — Df]].

On note H; [resp. Hy, 1, resp. Hr,r| la sous-algébre de H [resp. Hy, resp.
Hr] des fonctions invariantes & droite et & gauche par K [resp. K 1, resp.
Kr,1] et on note fr [resp. fz 1, resp. fr 1] la fonction caractéristique de K

[resp. K 1, resp. K7 | fois la constante resp.

1

dgT(KT,I)]'
Commencgons par le résultat suivant :

1 1
——— [resp. ——,
9K " g (Kar)
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ProposiTION 1. —

(i) Dans la Q-algébre H [resp.H, pour x une place de F, resp.
Hr pour T un ensemble fini de places de F), les éléments fr [resp. fz.1,
resp. fr 1] constituent une famille d’idempotents qui vérifie les hypothéses
de la définition 1 du précédent paragraphe.
Et pour tout I, on a

frHfr =Hr [resp. fo1Hzfo,r = Ha1,resp. friHrfrr = Hr1).

(ii) Si dans chaque famille (fz1)1 [resp. (fr,)i], on distingue
Uélément f, g [resp. frp] qui est la fonction caractéristique du sous-groupe
K, [resp. K1), alors la Q-algébre H est le produit de la Q-algébre Hr et des
Q-algébres Hy, x ¢ T, au sens du corollaire 10 du précédent paragraphe.

(iii) Si Aut désigne le Q-espace vectoriel des fonctions localement
constantes (a support compact) de G(F)\G(A)/a? dans Q, muni de Uaction
a droite par convolution de H, alors Aut est une représentation admissible
de H.

(iv) Pour tout élément f € H, lopérateur induit par f dans Aut
posséde un noyau localement constant sur G(F)\G(A)/a% x G(F)\G(A) /a*

qui est
(hg)— D D fla*g™'vh).

YEG(F) n€Z

Et sa trace est donnée par la formule de Selberg

TrAut(f)z/ dg- Y > fla"g'vg) .

GFNGW)/al | CG(F)neL

Ou encore, si v décrit un ensemble de représentants des classes de conju-
gaison de G(F) et si pour tout tel v G(F), désigne son commutateur dans
G(F), on a

Trauw(f) = dg - "9 vg) .
=3 RS SELCar)

nezZ

Démonstration :

(i) et (ii) sont évidents.

(iii) Comme on a déja vu dans le lemme 5 (ii) du paragraphe IIL.6,
I’espace homogene G(F)\G(A)/a® est compact.
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Ainsi, pour tout sous-schéma fermé fini I — X, I’ensemble G(F)\G(A)/
K1a® est fini et donc le sous-espace Aut f; de Aut qui est constitué des
fonctions invariantes & droite par K est de dimension finie sur Q.

(iv) Pour toute fonction m € Aut, calculons son image mf par I’action
a droite par convolution de f € H.

Pour tout h € G(A), on a

(mf)(h) = [G 2O Fg ) - do

nez
= dg - m(y~'g) ) f(a"g~'7h)
/G<F)\G(A)/aZ 76;@ nze;,
= dg - m(g) f(a™g~'yh) .
/G(F)\G(A)/a 76;@) ,;Z

Ainsi, 'opérateur induit par f posséde un noyau localement constant qui

est
(hg) = Y fla"g™y
YEG(F)
Sa trace se calcule en intégrant ce noyau le long de la diagonale, ce qui
donne la premiére formule.
La seconde s’en déduit en regroupant par classes de conjugaison les
éléments v € G(F). 0

A partir de maintenant, on fixe F; une cloture séparable du corps F' et
on note I'r le groupe de Galois de F; sur F.

Pour tout entier n, on note H3 la fibre au-dessus du point Spec F, x
Spec F, de la représentation Hp i du groupoide produit (X E@)) X
m(X], @) = 7(Spec F) x m(Spec F) dans la catégorie des Qg-espaces vecto-
riels, deﬁme dans la proposition 8 du paragraphe IV.2.

Ainsi, chaque H7, est un espace vectoriel sur Q, muni d’une action
continue du groupe I'r X I'p, c’est-a-dire de deux actions continues de I'p
qui commutent.

De plus, d’apres la proposition 8 (ii) du paragraphe IV.2, chaque H3
est muni d’une action & droite de ’algebre de Hecke H ®q Q¢, commutant
a laction de I'r x I'p, et comme tel, c’est une représentation admissible.

Autrement dit, et en notant Ap, ’algebre des fonctions & support fini
du groupe I'r dans Qy, chaque HJ est une représentation admissible de
(H ®q Q¢) ®q, AF,e ®q, AFye-
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D’aprés la proposition 2 (i) du paragraphe IV.2, les Hf sont nuls en
dehors de 0 < n < 4(d — 1). On notera Hy, la somme alternée de classes

Hp= > (-)"[Hp]

0<n<4(d—1)

dans le groupe de Grothendieck admissible

Kaq((H ®q Q¢) ®q, Ar,e ®q, Ar,) -

On a le théoréme fondamental suivant :

THEOREME 2. — Soit f un élément de H.

Soient 0 et co deux places de F, distinctes, qui sont dans X', qui ne sont
pas dans T, et telles que, correspondant a l’écriture H = Hoo ®g H®° ®q
Ho, f se mette sous la forme

f=fo ® 0 ® fo0

ot f0 € H®O et fo,0, foo,p sont les éléments idempotents distingués
de Ho et Hy c’est-a-dire les fonctions caractéristiques des sous-groupes
ouverts compacts mazimauz Ko et K, de G(Fp) et G(Fw) respectivement.

Soit 1o [resp. Teo] un élément de Frobenius en 0 [resp. en oo c’est-d-
dire un élément du sous-groupe de décomposition de 0 [resp. de oo] dans
T'r qui induit l'automorphisme Frobd%8(®) [resp. Frobdeg(°°)] sur la cloture
algébrique de k(0) [resp. de k(00)].

Soient u,s > 1 deuz entiers.

Soit f§ € Ho [resp. f° € Hw) la fonction de Drinfeld en rang d et
de niveau u [resp. de niveau —s| sur G(Fp) = GL4(Fo) [resp. G(F) =
GL4(Foo)] comme dans la définition 7 du paragraphe II1.6¢c.

Alors on a égalité

Try (f x 76 x 755°) = Trau(f° ® f<° ® ')

dans le corps Q.

Démonstration :
Par définition de la trace, on a

Trgy (f X 7% X 70°) = Y _(=1)"Trap (f x 757 X 155°) .
n

D’apres le lemme 7 (iii) du paragraphe IV.2 et le fait que f = foo 9 ®
% ® fo,p, on voit que les homomorphismes de faisceaux Hg’" — H%"

195



IV — LE cAS DES D—CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

avec T = {00,0} induisent un isomorphisme de I'image de 1'opérateur
induit par >0 € H*0 = HT dans Hg’" sur 'image de 'opérateur induit
par f € H dans H%"’.

Or le faisceau Hg’" se prolonge sur X (T) x X fT) et d’apres la proposition
8 du paragraphe IV.2, I'action de 7, * x 7.° ne dépend que de son image
dans 7(X(g)) x 7(X(7,) et a fortiori de son image dans (X, (0)) X T(X(o0))-

Ainsi chaque Trap (f X 7™ X 75.°) est égal a la trace de 'opérateur
induit par f° x 75 x 7L® sur n’importe quelle fibre du faisceau Hg’"
au-dessus de X (’0) x X foo). B B _

Considérons donc la fibre au-dessus de SpecFy, pour 0 : x(0) — F, et
% : k(00) — [y deux points de X (F,) au-dessus de 0 et .

D’apres I’hypothese sur 7y et 7, leurs actions sur cette fibre sont celles

des automorphismes de Frobenius arithmétiques Frobd¢8(® et Frobdes(>)
de F,. Elles sont inverses des actions des morphismes de Frobenius

géométriques correspondants c’est-a-dire de Frobgeg(o) et Frobggg(‘x’)
d’apres le théoréme 4 et la proposition 2 (ii) du paragraphe IV.2.

Ainsi, chaque Tng( fx 15" x 1°) est égal & la trace de I'opérateur
induit par £ x Frobgeg(o)u x Frobdee(®)¢ gyr la fibre de H5™ au-dessus
de SpecF,.

Maintenant, il existe certainement un sous-schéma fermé fini non vide
I — X\{c0,0} tel que f>° € H}°, clest-a-dire tel que f*° s'écrive
comme une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de classes
bilateres K7*'gK >0 d’éléments g € G(A>0).

D’apres le théoréme 1 (ii) du paragraphe IV.1 et comme I est non vide,
le champ Cht%), 1/aZ est représentable projectif et lisse au-dessus de Fq.

De plus, d’aprés la proposition 6 du paragraphe 1.4, la correspon-
dance inverse de celle associée au morphisme Frobg®(®* o Frobdes(>o)s
coupe transversalement toutes les correspondances 1"1D, ;(g) dans le champ
Chtp, ;/a? au-dessus de SpecF,.

On est donc en position d’appliquer le théoreme des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz, et avec les notations de la proposition 4 (ii) du
paragraphe IIL.5 (en omettant les troncatures qui ici sont triviales puisqu’on
est en rang r = 1), on obtient

Tras (f X 75" x 75°) = Lefp (£°°°; deg(0)u; deg(c0)s) .

Or, d’apres la proposition 2 et la proposition 11 du paragraphe II1.6 et
le fait que tout élément de G(F') = D* est elliptique, on sait
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Lefp,(f°; deg(0)u; deg(co)s) =
>/ S (20 @ 0 @ f2)(ag M) - dg
. JG(F)4\G(A)/at

n€EZ

ol v décrit un ensemble de représentants des classes de conjugaison de
G(F) et, pour tout tel v, G(F)., désigne son commutateur dans G(F).
On conclut d’apres la proposition 1 (iv) ci-dessus.

b) Représentations automorphes

DEFINITION 3. — Pour L un corps de caractéristique 0, on appelle
facteur L-automorphe de H toute représentation admissible irréductible
et absolument isotypique II de H ®q L telle que soit non nul le coefficient
correspondant m(Il) de la classe [Aut @gL] dans le groupe Koq(H ®q L).

Remarque : Si IT est une représentation admissible irréductible de
'H ®q L, il est équivalent de demander que m/(II) soit non nul ou bien que
IT puisse s’écrire comme un sous-quotient de la représentation admissible
Aut ®gL. Lorsque L = C, la définition ci-dessus coincide donc avec la
définition usuelle.

ProPOSITION 4. — Pour L un corps de caractéristique 0 et IT un facteur
L-automorphe de H, on a :

(i) Le corps de rationalité Q(II) de Il est une extension finie de Q.
C’est le plus petit corps de définition de TI™ID

(ii) Il existe une extension finie de Q(II) et donc de Q qui soit un
corps de définition de II.

(iii) 8%, pour toute place x € |X|, II, désigne la représentation
admissible irréductible absolument isotypique de H; ®q L qui est associée
a IT d’aprés le corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3 et la proposition 1
(ii), alors pour toutes ces places x sauf un nombre fini, I, est fr g -
non ramifiée. Elle est absolument irréductible et définie sur son corps de
rationalité, lequel est contenu dans Q(II) .

De plus, on a :

(iv) Il eziste une bijection naturelle entre l’ensemble des classes d’iso-
morphismes de facteurs L-automorphes II de H et ’ensemble des couples
(E,IIg) avec E un sous-corps de L qui est fini sur Q et IIg une classe
d’isomorphismes de facteurs E-automorphes dont le corps de rationalité
est E tout entier. Si Il et (E,IIg) se correspondent, on a

m(IDd(Il) = m(lg)d(lg) d(M)|d(llg) m(Ilg)|m(II)

197



IV — LE cas DEs D-CHTOUCAS DE RANG 7 = 1

et
Q) = E Mg ®g L ¢Me)/d0)

Démonstration :

(i) et (ii) résultent de la proposition 6 du paragraphe IV.3.

(iii) D’apres le corollaire 10 (v) du paragraphe IV.3, pour toutes les
places z sauf un nombre fini, I, est f; g-non ramifiée. Cela entraine qu’elle
est absolument irréductible et définie sur son corps de rationalité d’apres la
proposition 7 du paragraphe IV.3. Enfin, l'inclusion Q(II;) C Q(II) résulte
du corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3.

(iv) Soit II un facteur L-automorphe de H. Posons E = Q(II) qui est
un sous-corps de L et qui est fini sur Q d’apres (i). Toujours d’apres (i), la
représentation II™ID est définie sur E. Comme telle, elle est absolument
isotypique donc de la forme II%, ou IIg est une représentation admissible
absolument isotypique et irréductible de 'H ®q E. Nécessairement IIg
est un facteur F-automorphe de H et n = m(Ilg). De I’isomorphisme
™) H’E(HE ) résulte alors la formule m(I1)d(IT) = m(Ilg)d(Ig).

Réciproquement, supposons donné (E,IIg). Comme IIg est absolument
isotypique, Il ® g L 1’est aussi; elle est donc de la forme Il @ g L = " ou
IT est une représentation admissible absolument isotypique et irréductible
de H ®q L, avec nécessairement d(Ilg) = n'd(II) si bien que d(II) divise
d(I1g). Et II est un facteur L-automorphe de H.

Ces deux applications sont évidemment inverses 'une de ’autre, ce qui
termine la démonstration. 0

Citons maintenant le théoréme suivant :

THEOREME 5 (Satake). — Soient K un corps local non-archimédien, O
son anneau de valuation, Kk son corps résiduel de cardinal fini #k et @ un
élément uniformisant.

Soient n > 1 un entier, H le groupe unimodulaire GL,(K), muni de la
mesure de Haar sur H qui attribue le volume 1 au sous-groupe compact
ouvert mazimal Hy = GL,(O).

Soit A l'algébre de convolution des fonctions localement constantes a
support compact de H dans Q.

Et pour tout entier i > 0, soit a; € A la fonction caractéristique du
sous-groupe ouvert compact H; = Ker[Hy — GL,(O/w")] multipliée par la
constante [Hp : H;].

Ona:

(i) Les éléments a;, i > 0, constituent une famille d’idempotents de
A qui vérifie les hypothéses de la définition 1 du paragraphe IV.3.
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(ii) La sous-algébre apAag de A est commutative et de type fini
sur Q.

(iii) S% L est un corps de caractéristique O et M est une représentation
admissible absolument irréductible de AQqL telle que Mag # 0, alors Mag
est de dimension 1 sur L, autrement dit M est ap-non ramifiée.

(iv) Sous les hypothéses de (iii), il existe un unique polynéme
G coefficients dans L, unitaire et de degré m et dont les racines
{z1(M), ..., zo(M)} dans n’importe quelle cloture algébrique de L sont non
nulles et telles que les fonctions de Drinfeld en rang n et de niveau t,
t € Z\{0}, f* € A, introduites dans la définition 7 du paragraphe IIL6c,
vérifient

21 (M)t + - + 2, (M)? si t>1
Tra(f?) = sy \t won \E
(52 )+ + () i t<-1.

Ce polynéme caractérise la représentation M.

Démonstration :

(i) est évident.

(ii) résulte de l’isomorphisme de Satake, cf. [Laumon] théoréme 4.1.17.

(iii) D’apres la proposition 2 (iii) du paragraphe IV.3, Maq doit étre une
représentation absolument irréductible de I’algébre ag.A®q Lag dés lors que
M est absolument irréductible et Mag # 0. Mais comme cette algebre est
commutative d’apres (ii), Mao est nécessairement de dimension 1 sur L.

(iv) Lorsque L = C, c’est le contenu de [Laumon] théorémes 7.5.4 et
7.5.6. De plus, et si P désigne alors le polynéme unitaire a coefficients
dans C dont ’ensemble des racines est {z1(M), ..., 2,(M)}, les coefficients
de P sont des fonctions symétriques de ces racines, donc des expressions
polynomiales & coefficients dans Q en les nombres z; (M)t +- - -+ 2, (M)t =
Trar(f?),t > 1. Ainsi, ces coefficients sont dans le corps de rationalité de
M.

Ceci prouve le résultat lorsqu’il existe un plongement de L dans C. Reste
& voir qu’on peut se ramener a ce cas.

D’apres la proposition 7 du paragraphe IV.3, M est définie sur son
corps de rationalité, donc on peut supposer que L = Q(M). D’apres la
proposition 6 (i) du paragraphe IV.3, L est alors aussi le corps de rationalité
de May. Comme ’algebre ag.Aag est de type fini sur Q d’apres (ii) et comme
I’homomorphisme de trace sur Magy est un homomorphisme d’algebres de
apAag dans L puisque Mag est de dimension 1, on voit que le corps L est
engendré sur Q par un nombre fini d’éléments.

Il peut donc se plonger dans C, comme on voulait. 0
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Enfin, prouvons :

ProposITION 6. — Soit II un facteur C-automorphe de H.

(i) Si f est un élément de H et f~ désigne la fonction élément de H
définie par f=(g) = f(g71), Vg € G(A), alors les deuzx nombres complexes

Tra(f) et Trn(f7)

sont conjugués.

(ii) Pour tout point fermé x de X' tel que le facteur II, de II
correspondant au facteur H, de 'H soit f, g-non ramifié, le uplet de nombres
complezes z1(Il;), . .., 2zq(Il;) associé a I1, d’aprés le théoréme 5 (iv) est
gdee(@)(d-1) gdes(@)(d-1)

et z1(Ilz), ..., zq4(Il;)

z21(I0z) 7777 zq(Iy)
sont égauz a permutation preés.

tel que les deuzx uplets

Démonstration :

(i) Soit I — X un sous-schéma fermé fini tel que, f; désignant I’élément
idempotent correspondant de H, on ait f € fiH fr d’ou aussi f~ € fiHf
et

Tra(f) = Trng, () Treo(f™) = Ty, (F7) -

Maintenant, I f; est un sous-quotient de la représentation de dimension
finie sur C Aut f; ®g C et il suffit de prouver que pour toute sous-
représentation M de Aut fr ®q C, on a Trp(f~) = Trm(f)-

Or sur le C-espace vectoriel Aut ®gC, on dispose de la forme hermitienne
définie positive

(s o) =< filfa >= [ £1(9)T2(9) - dg -
G(F)\G(A)/aZ
Si fi,..., fn désigne une base orthonormée de M, on a donc

Tru(f) =), < fiflfi >
=1

Tem(f) =) < fifIfi> .
i=1

Or d’apres la proposition 1 (iv), les deux opérateurs induits sur Aut ®gC
par f et f~ ont des noyaux localement constants sur G(F)\G(A)/a? x
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G(F)\G(A)/a%, & valeurs dans Q et qui se déduisent 1'un de 'autre par
échange des deux variables.

Donc ces deux opérateurs sont adjoints I’'un de 'autre pour le produit
hermitien < -|- > et pour tout i, 1 <7 <n, on a

< fiflfi >=< filfif >=< fif "|fi > .

D’ou le résultat.

(ii) se déduit de (i) et du théoréme 5 (iv).

En effet, écrivons la décomposition II = II, ®c II* et choisissons un
sous-schéma fermé fini I — X\{z} tel que ’élément idempotent associé
fF dans H* vérifie II” f§ # 0, si bien que Trp=(ff) est un entier non nul.

Pour tout t € Z\{0}, soient f: et f;* les fonctions de Drinfeld en rang
d et de niveaux t et —t sur GL4(Fy) & G(Fy).

Alors on a

(o ff)" =f"teff

d’ott l’on tire d’apres (i)
Trn, (f; ") = Trn, (ff) , Vt € Z\{0},

ce qui permet de conclure. (]

c) Représentations /—adiques de I'r x I'r attachées aux repré-
sentations automorphes

Commencons par un lemme préparatoire :

LEMME 7. — Soient L un corps contenant Q, et Il une représentation
admissible absolument isotypique irréductible de H ®q L.

(i) Pour toute représentation admissible irréductible ¥ de l’algébre
(AFe®Q,AF,)®q, L, la représentation IQ LY de HRQ(Ar i ®q, Ar,e)®q, L
est isotypique. Elle s’écrit

e, T (10, $)m)

ou (II, X) est une représentation admissible irréductible, et e(IL,3) est un
entier > 1 qui divise d(IT)2.

(ii) Pour tout ¥ comme dans (i) et tout entier n, 0 <n < 4(d —1),
soit m™(I1, ) la multiplicité de (II,X) dans la classe

[HD ®q, L] € Koda(H ®q (A ®q, Ar) ®q, L)
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Alors les entiers m™(I1, X) sont nuls sauf pour un nombre fini de représen-
tations irréductibles ¥ (4 isomorphisme prés), et si on pose

£ — @z @
. _
z

on a un isomorphisme

e, op = (o).
)3

De plus, si on pose pour tout ¥ m(I,X) = > (-1)"m"™(I,X) € Z et si on

définit ’élément
Sh = Y_(-1)"[Sf] € Kaa((Ar:e ®q, Are) ®q, L)

alors on a dans K.q(H ®q (AF,e ®q, Are) ®q, L) l’égalité

) @ T = () (Y m(IL, D)L, T)])
z

Démonstration :
(i) La représentation II ®; X est isotypique d’aprés la proposi-
tion 9 (iii) du paragraphe IV.3.
De plus, les représentations HomH®QL(H,H ®r X) et HomH®QL(H,
(IL, X)) de (Ar¢ ®q, Ar¢) ®q, L sont évidemment admissibles, et on a
des isomorphismes :

HomH@,QL (H, e 2) o Zd(n)2
Homyggr (IL T ®f T) = Hompegr (11, (11, £)) >

Comme la représentation X est irréductible, cela prouve que e(II, X) est
un diviseur de d(II)2.

(ii) Le fait que les entiers m™(II, X) sont presque tous nuls résulte
de ce que Hp ®q, L, considérée comme une représentation du seul facteur
'H ®q L, est admissible.

Les autres assertions sont immédiates d’apres (i). 1
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LEMME 8. — Soient L et II comme dans le lemme 7.

(i) Si la représentation I est absolument irréductible, alors
on a pour toute représentation admissible irréductible X de

(AF,e ®q, AFe) g, L
I, r=(ILY).

On a pour tout entier n
ne. Iy = @a,z)™
o)

et on a dans Koa(H ®q (AF,e ®q, Ar,e) ®q, L) I’égalité

[M®LSh =) m(LI) QL.
2

(i) Si L’ est un corps qui contient L et II' est l'unique représentation
admissible absolument isotypique irréductible de H ®q L' qui intervient
comme facteur dans la représentation absolument isotypique I1® L', avec
donc un isomorphisme

M@ L = [/
alors pour tout entier n on a un isomorphisme
Sp ®p L' & (S, )4 /4am)?
et on a dans Koq((Are ®q, Are) ®q, L) I’égalité

. dm? ..,
ZH ®L L’ = mzn/ .

Démonstration :

(i) Le fait que II est absolument irréductible se traduit par 1’égalité
d(IT) = 1. De plus chaque entier e(II, X), qui d’aprés le lemme 7 (i) divise
d(T1)%, doit valoir 1.

Toutes les assertions se déduisent alors du lemme 7.

(ii) Par définition des entiers m™(Il, X) [resp. m"(Il', ¥')], la somme
Y m(IL, £)((IL, £)] [resp. 3 mr I, )((I, z')]]
5 5]
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dans le groupe Koq(H ®q (Ar,e ®q, Ar,) ®q, L)[resp. Koa(H ®q (AFe Qq,
Ar¢) ®q, L')] rassemble toutes les composantes de la classe [HE ®q,
L] [resp.[H} ®q, L']] qui font apparaitre I [resp.I'] comme facteur
correspondant & H ®q L [resp. H ®q L'].

Par conséquent, il existe un isomorphisme

(@(H, 2)’""(“’2)) ®r L' = @I, =)™ @)
2/

=

D’apres le lemme 7 (ii), cela prouve la premiére assertion.
La seconde s’en déduit trivialement. 0

Du théoréme 2 et du théoréme 5 nous allons maintenant déduire :

THEOREME 9. — Soient L un corps contenant Q, et IT une représentation
admissible absolument isotypique irréductible de H ®q L.

(i) L’ensemble des points fermés x de X'\T, tels que le facteur II,
de 11 correspondant a l’algebre H, ®q L ne soit pas f, g—non ramifié est un
ensemble fini. On notera X{; son complémentaire dans X'\T,.

(ii) Pour tout entier n, 0 < n < 4(d — 1), la représentation ¥, de
I'r xT'r est non ramifiée au-dessus de X{; x Xq; c’est-da—dire se factorise
a travers le foncteur

I'r x I'r — 7(Spec F') x w(Spec F') — w(Xq) x m(Xqp) -

(iii) Soient 0 et co deux points fermés de Xi;, 70 € I'r et Too € T'r
deuzx éléments de Frobenius en 0 et oo respectivement.

Alors, pour tout entier u € N divisible a la fois par deg(0) et deg(oo),
toutes les valeurs propres de lopérateur induit dans X par l’élément
To u/ deg(0) o —u/deg(>0) 4o Tr x Tp sont des entiers algébriques sur Q
dont toutes les valeurs absolues sont égales a qz".

Par conséquent, les représentations semi-simples X, 0 <n < 4(d—1),
ont deux a deux des facteurs irréductibles distincts.

(iv) S’il existe n tel que la représentation LF soit non nulle, II est
un facteur L-automorphe de H.
De plus, il existe alors un ouvert non vide X{; C Xp; tel que pour tous
points fermés distincts 0, oo de X{i, tous éléments 1, T de I'r comme
dans (iil) et tous entiers u,s € Z, on ait

Trs; (0" X 75°) =

d(T1)2m(T1) (21 (To)¥ + - - - + 2q(TIo)¥)q® de8(o)(d—1)
(21(TMoo) ™% + -+ + 24 (o) ™°)
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ou m(I1) est le coefficient de [II] dans la classe [Aut ®gL] € Kqa(H ®q L)

et 21(Ilp), . .., z4(Ilp) et 21(Ils), . - -, 24(Ilso) sont comme dans le théore-
me 5 (iv).
Démonstration :

(i) résulte du corollaire 10 (v) du paragraphe IV.3.

(if) Il s’agit de prouver que pour tout ensemble fini 7' de points
fermés de Xfj, la représentation X de I'r x I'r se factorise a travers le
groupoide m(X(z)) X 7(X(z))-

Or le facteur Il = ) II, de II qui correspond au facteur Hr de H est
zeT
fr,g—non ramifié. Par conséquent et d’apres les propositions 2 (iv) et 9 (iv)

et (v) du paragraphe IV.3, ’'homomorphisme de faisceaux
Hp" ®o, L — Hp" 8o, L

induit un isomorphisme de la composante de [Hg’" ®q, L] dans le groupe de
Grothendieck admissible de (frgH7 fr,0®eHT)®oL = (Hrs®oHT)QeL
qui est isotypique de type (Il fr ) ®LII7 sur la composante de [H%"@Qe L]
dans le groupe de Grothendieck admissible de (Hr ®gHT)®q L = H®q L

qui est isotypique de type IIr ®, II7 = II, & savoir [@(H, 2)’""(“’2)].
5

Et d’apres la proposition 8 du paragraphe IV.2, le faisceau Hg’" se
prolonge sur X ('T) X XET), et vu comme représentation du groupoide

m(Spec F') x m(Spec F'), il provient d’une représentation du groupoide
W(X(’T)) X W(XET))-
Cela permet de conclure puisque d’apres le lemme 7 (ii)

Mo Sf = (P, 5" @)

b

d(I1)?

(iii) On conserve les notations de la démonstration de (ii), avec
T = {0, 00}.

Soit I — X\T un sous-schéma fermé fini non vide tel que, si f7 désigne
’élément idempotent correspondant dans H”, on ait IIT fIT # 0, c’est—a—
dire aussi II(frp ® fF) # 0.

u/ deg(0)

Alors I’ensemble des valeurs propres de I’opérateur induit par 7

d .
ol dee() gyp YT est certainement contenu dans I’ensemble des valeurs

propres de ’opérateur induit par 7’ / deg(0) , ru/ deg(c0)

1 Tyn T _ n
fibre du faisceau Hp" fi = Hp .

sur n’importe quelle
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Considérons donc la fibre au-dessus de SpecF,, pour 0 : k(0) — F, et
& : k(00) — F, deux points de X (F,) au-dessus de 0 et oco.

Sur cette fibre, les actions de 79 et 7, sont inverses de celles de Frob,

et Frob28(™) et Taction de 7/ 4% x 754/ 4°8(>) et ggale & celle du
morphisme de Frobenius géométrique Frob”. Or d’apres le théoréme 1 du
paragraphe IV.1, le champ Chtp ;/a’ est représentable, projectif et lisse
au—dessus de X'\I x X'\I.

On conclut d’apres le théoréme de pureté de Deligne que les valeurs
propres de ces opérateurs ont les propriétés annoncées.

La derniére assertion de (iii) est une conséquence évidente de la
précédente.

deg(0)

(iv) D’apres la proposition 6 (iii) du paragraphe IV.3 et le lemme 8 (ii),
on peut se limiter au cas ou L est une cloture algébrique de Q.
Alors et d’aprés le lemme 8 (i), on a dans le groupe de Grothendieck
admissible de H ®q (Ar, ®q, AF,¢) ®q, L la décomposition

[Hp ®e. Ll =) %; ®r 7]

ol 7 décrit un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes de
représentations admissibles absolument irréductibles de H ®q L.

D’autre part, on a dans le groupe de Grothendieck admissible de H®q L
la, décomposition

[Aut®qL] = Z m(m)[]

ou chaque m(7) est un entier > 0, non nul si et seulement si 7 est un
facteur L—automorphe de H.

D’apres la proposition 4 (iii) du paragraphe IV.3, il existe un élément
f € H tel que pour tout 7 intervenant dans I'une des classes [H} ®q, L]
ou dans [Aut ®gL], on ait

{’I‘r,,(f)=1si7r§ﬂ

Tr.(f) = 0 dans le cas contraire.

Soit alors T un ensemble fini de places de X, contenant T, et tel que
f soit de la forme f = fI ® fr ol fr est un élément de Hr et fj est
’élément idempotent distingué de HT.

Soit X{i le complémentaire de T' dans X;.

Alors pour tous points fermés distincts 0, co de X{j, f peut s’écrire sous
la forme f = foo 9 ® f0 ® fo 9 ot f0 € H®O.
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Pour u, s > 1 deux entiers, on a donc d’apres le théoréme 2
Trryeq,L(T0 " X 7o X f) = Traugqr(fo’ ® 20 ® £§).

D’apres I’hypothése sur f et le corollaire 10 (iv) du paragraphe IV.3, cela
s’écrit encore

Trsy (15 ®75") = Y M) Trry (f3) Trry, (F7) Trmoo.o (f0) .

De plus, si Trx, (f§) # 0 et Trr (f*) # 0, alors 7o fo,p # 0 et Moo foo,0 7 0
et d’apres le théoreme 5 (iii) ceci implique que 7o fo g €t Moo foo ¢ SONt de
dimension 1 sur L si bien que dans tous les cas

Trro (£6) Trmeo (foo®) Trmee0 (£°°°) = Ty (f5') Trr, (£°) Trn (f) -

En utilisant encore ’hypothése sur f et d’aprés le théoréme 5 (iv), on
obtient :

TI‘):;ﬁ(Td_u X 10 =
m(IT) (21 (To)* + - - - + 2a(Tho)*)g* ¥~V (2 (o) =° + -+ - + 24(Teo) ~°)

Cette égalité, vraie pour tous entiers u, s > 1, s’étend immédiatement
a tous entiers u, s € Z, ce qui prouve la seconde assertion.

Pour la premiére assertion, supposons qu’il existe n avec Xf # 0. Alors
d’aprés la derniére assertion de (iii), on a aussi X}; # 0. Et d’apres le
théoréme de densité de Cebotarev, les 75 x 7° quand (0,00) décrit
P’ensemble des couples de points fermés distincts dans X|; et u, s décrivent
Z, sont denses dans I'r x I'r. Comme Xj; est une représentation non
nulle continue de I'r X I'r, on voit d’aprés la proposition 4 (iii) du
paragraphe IV.3, qu'il existe un tel 75 “ x 75.° avec Trs. (o™ x71°) #0,
ce qui impose m(II) # 0.

0

COROLLAIRE 10. —

(i) Pour tout entier n impair, le faisceau HP est nul. Il en est de
méme du faisceau Hp, | pour tout sous-schéma fermé fini I — X.

(ii) Dans le groupe de Grothendieck admissible de H ®qg Q¢, on a
l’égalité entre classes induites

[Hp] = d*[Aut ®oQy] .
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Démonstration :

(i) La seconde assertion est conséquence de la premiere car d’apres le
lemme 7 (iii) du paragraphe IV.2, on a toujours Hp, ; = HE f1.

Pour la premiére assertion, il suffit de prouver que si L est un corps
algébriquement clos contenant Qg, II un facteur L-automorphe de H et n
un entier impair, alors ¥ = 0.

Fixons 0 et oo deux points fermés distincts de X{;. Et soient 7y et 7oo
comme dans le théoréme 8 (iii). Pour tout entier n, 0 < n < 4(d—1), notons
An,1s- -3 Anb(n) les valeurs propres de I'opérateur induit par 7, deg(o0) o
75528 gur .

Pour tout entier u € Z, on a donc

Trs;, (g 15" x 75998O08) = S (1) (An,1)* + - + np(m))™)
n

et d’apres le théoréme 9 (iii) les ensembles {An 1,...,An p(n)} sont deux &
deux disjoints.
Mais d’apres le théoréme 9 (iv) on a également

rI\rEﬁ (TJ deg(oo)u x ,ro—odeg(o)u) —

m) Y (z(TIp)de8() gdos(o0) desO (1) 4 (17 )~ deg(@)u

1<i,j<d

Ceci prouve que pour n impair, la dimension b(n) de Lf sur L est nulle.
(ii) Soit encore L un corps algébriquement clos contenant Q.
11 suffit de prouver que dans K,q4(H ®q L), on a

[H} ®q, L] = d*[Aut ®qL] .
Or dans Kyq4(H ®q (AF,e ®q, AF,e) ®q, L), on a

[H ®q, L = Y Th L (1]
I
et dans K,4(H ®q L), on a

[Aut ®gL] = Y _ m(IL)[II].
II

Enfin, si 1 désigne I’élément unité dans I'r x I'r, on a d’apres le
théoréme 9 (iv)
Trgy (1) = m(I)d®.

D’ou l'on conclut. 0
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d) Représentations f—adiques de I'r attachées aux représenta-
tions automorphes

Pour tout entier n € Z, on introduit Q,(n) la représentation continue
de I'r de dimension 1 sur Q; qui se factorise a travers le foncteur I'r —
m(Spec F') — w(SpecF,) et pour laquelle n’importe quel automorphisme de
Frobenius (arithmétique) de m(SpecF,) agit par la multiplication par ¢".

Si L est un corps contenant Q et o est une représentation de Ar,®q, L
de dimension finie sur L, on note o(n) la représentation o ®g, Q¢(n).
D’autre part, on note oV la représentation duale Homy, (o, L) de o.

Les foncteurs 0 — o(n) et 0 — oV sont exacts et induisent des
automorphismes de K(Ar¢ ®q, L), notés de la méme fagon.

Avec ces notations, on a :

ProposiTiON 11. — Soient L un corps contenant Q; et I un facteur
L-automorphe de H.

(i) f; peut étre vue comme une représentation semi-simple de
(Are ®q, Are) ®q, L.
FElle induit une représentation du premier facteur Ap,®q, L qu’on
notera oy et qui est également semi-simple.

(i) X désignant Pouvert non vide de X' défini dans le théore-
me 9 (i), la représentation of; de I'r est non ramifiée au-dessus de X[
c’est—d—dire se factorise a travers le foncteur
I'r — w(Spec F) — 7w(Xf) -

(iii) X{; désignant l'ouvert non vide de X{; introduit dans le théore-
me 9 (iv) on a pour tout point fermé 0 de Xy, tout élément o € I'r comme
dans le théoréme 9 (iii) et tout u € Z

Trog (15*) = d(I1)*m(IT)d(21 (To)" + - - + 24(Tlo)") -

(iv) On a un isomorphisme entre représentations semi-simples de
(AF,e ®q, ArF¢) ®q, L

oh ®r (of)V (1 —d) & (zﬁ)d(n)zm(n)dﬂ’ .

Démonstration :
(i) 5 = Y (-1)"[Zf] peut étre vue comme une représentation
n
semi-simple de (Ar, Qq, Ar¢) ®q, L puisque d’aprés le corollaire 10 (i)
les X7; sont nulles pour tous n impairs.
D’apreés la proposition 9 (v) du paragraphe IV.3, of; est alors semi-
simple comme représentation de Ar, ®q, L.
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(ii) résulte du théoreme 9 (ii).

(iii) s’obtient en choisissant un point fermé co de X; distinct de 0 et
en posant s = 0 dans 1’énoncé du théoréme 9 (iv).

(iv) D’apres (i) ci—dessus et la proposition 9 (ii) du paragraphe IV.3,
les deux représentations considérées sont semi—simples.

De plus, d’aprés (iii) ci—dessus et le théoréme 9 (iv), leurs homomor-
phismes traces associés coincident en tous les éléments de I'r X I' p qui sont
de la forme

TO—’U X To_os

avec 0,00 deux points fermés distincts de X{i, 7o et Toc comme dans le
théoréme 9 (iii) et u, s € Z.

Or ces éléments sont denses dans I'r x I'r d’aprés le théoréme de
densité de Cebotarev. Cela permet de conclure lorsque L est une extension
algébrique de Qg car alors les représentations de I'r X I'r considérées sont
continues.

Et on se raméne & ce cas d’apres le lemme 4 (iv), le lemme 8 (ii) et la
partie (i) du lemme suivant :

LEMME 12. — Soient L et II comme dans la proposition 11.

(i) Si L' est un corps qui contient L et II' est l'unique facteur L'-
automorphe de H qui vérifie

II L LI o~ H/d(l‘l)/d(l‘l') ,
alors on a un isomorphisme
of ®r L' = (ot )4*/40)*

(ii) Il existe une extension finie L' de L telle que pour II' comme dans
(i) tous les facteurs irréductibles de la représentation of, de Are ®q, L
sont absolument irréductibles.

(iii) Si L' est une extension de L qui vérifie la conclusion de (ii) et
m > 1 est le plus grand entier tel que la représentation opy, s’écrive sous
la forme ™, alors £} est isomorphe d une puissance de 7 @ V(1 — d).
Démonstration :
(i) résulte des définitions de of; et o7y, et du lemme 8 (ii).

(ii) résulte de la proposition 6 (iii) du paragraphe IV.3b ainsi que
de (i).
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(iii) m est le p.g.c.d. de tous les coefficients des composantes irréduc-
tibles de la classe [of;] et c’est aussi le p.g.c.d. des coefficient des com-
posantes irréductibles de la classe [(o7/)V (1 —d)]. Comme ces composantes
irréductibles sont en fait absolument irréductibles on voit d’apres la propo-
sition 9 (iv) du paragraphe IV.3 que le p.g.c.d. des coefficients des com-
posantes irréductibles de la classe [0}y, ® (of/)V (1 — d)] est m?2.

On conclut d’aprés la proposition 11 (iv) car alors m? doit étre divisible
par d(IT')?m(I1")d2. 0

Nous pouvons maintenant démontrer :

THEOREME 13. — Soient L un corps contenant Qq, II un facteur L-
automorphe de H et Q(II) — C un plongement dans C du corps de
rationalité Q(II) de II qui est un corps de nombres.

Alors :

(i) En utilisant les notations du théoréme 5 (iv), les uplets de
normes de nombres complexes

(121 (o) 7., |za(TLo) [T ),

quand 0 décrit l’ensemble des points fermés de louvert non vide X{; C
X € X'\T, de X, sont tous égauz d permutation preés. Ils sont respectés
par Vinvolution t — ¢4~ 1/t.

Et ils prennent leurs valeurs dans l'un ou l’autre des deux ensembles

{l’q’ q27"' ’qd_2’qd_1} ou {q1/27 q3/27"'7qd—5/27 qd—3/2}.
(ii) S’ existe au moins un point fermé 0 de Xy ou l’on sache que
1
¢ < ()| = < ¢f, 1<i<d,

alors on peut conclure que pour tout point fermé x de Xy

1

(L) | ™™ =¢" 7, 1<i<d.

Et il est équivalent de dire que Xy = 0, Vn # 2(d — 1).

Remarque : Les inégalités dans ’hypothese de (ii) sont connues en tous
les points fermés 0 de Xy, si II correspond au sens de Jacquet-Langlands
3 une représentation automorphe cuspidale du groupe adélique GL4(A).

Démonstration du théoréme 13 : Que Q(II) soit un corps de nombres
a été vu dans la proposition 4 (i).
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(i) La symétrie par 'involution ¢ — ¢q%~!/t résulte de la proposi-
tion 6 (ii).
On remarque que pour z fixé, connaitre le uplet des |z;(Ilp)] T ,
1 < ¢ < d, revient & connaitre le uplet des

|z;(Io)||2;(ITo)|, 1<14,j <d.

Or d’apres la proposition 11 (iii) et (iv) et la proposition 6 (ii), le uplet
répété d(IT)2m(II) fois des

Z’i(HO)zj(HO) ) 1< i) .7 < d)

s’identifie au uplet des valeurs propres de I’opérateur induit par 75 1 To 1

sur la représentation semi-simple ¥f; de I'r x I'p.
Puis d’apres le théoreme 9 (iii) et le corollaire 10 (i), on voit que les
normes de ces nombres sont a valeurs dans ’ensemble

{1, qdeg(O)’ q2 deg(O), ey q2(d—1) deg(O)}

et que chaque norme ¢"9%€(®) 0 < n < 2(d — 1), apparait avec une
multiplicité égale & la dimension sur L de £2", donc indépendante du point
fermé 0.
A partir de 14, on conclut immédiatement.
(ii) La premiére assertion est un cas particulier de (i).
La seconde résulte de la discussion dans la démonstration de (i).

Afin de poursuivre, on a besoin de rappels sur les fonctions L associées
aux représentations /—adiques de I'r et sur les fonctions L associées aux
représentations automorphes cuspidales des groupes adéliques GL, (A).

DEFINITION 14 (Grothendieck). — Soient L une extension finie de Qq
et U un ouvert non vide de X.

Soit o une représentation continue de I'r dans un espace de dimension
finie sur L, non ramifiée sur U c’est-a—dire se factorisant a travers le
foncteur

I'r — n(Spec F) — w(U).

On appelle fonction L partielle associée a o et on note Ly(o,2) la série
formelle a coefficients dans Q,

Lu(O',Z) = H

0

1
det, (1 — 75 ' 2dee(9))

ot 0 décrit I’ensemble des points fermés de U et chaque 19 € I'r est un
élément de Frobenius en la place 0.
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DeriniTiON 15 (Langlands). — Soient ny et ny entiers, II; et Il
deuzx représentations admissibles irréductibles automorphes cuspidales des
algébres de Hecke sur C des groupes adéliques GL,, (A) et GL,(A) respec-
tivement.

Soit U un ouvert non vide de X tel que pour tout point fermé x de U
les facteurs locaux 111, et Ilp, de II; et IIy (qui sont des représentations
admissibles irréductibles des algébres de Hecke sur C des groupes GLy,, (Fy)
et GL,, (F;) respectivement) soient non ramifiées au sens du théoréme 5.

On appelle fonction L partielle associée 6 II; ® ITy et on note Ly (I1; ®
1Y, z) la série formelle a coefficients dans C

1
Ly 10, 2) =[]
i H T e
. 1<1"<I (1 e g(z))
Sisng
1<j<ny

ou = décrit ’ensemble des points fermés de U.

THEOREME 16 (Grothendieck, Deligne). — Comme dans la définition
14, soient L une extension finie de Qg et U un ouvert non vide de X.

(i) Si o, 01, o2 sont trois représentations de I'r comme dans la
définition 14 et s’il existe une suite exacte

0—o —0c—09y—0

alors on a Ly(o,2) = Ly(01,2)Ly(02,2).
(ii) Toute représentation o de I'r comme dans la définition 14 peut

étre vue comme un L—faisceau constructible et lisse sur U.
Et on a la formule

detg1(o) (1 — Frob™ 2)

Ly(o,2) = .
v(o) detHg(a)(l — Frob™! z) detch(a)(l — Frob™! z)

En particulier, Ly (o, 2) est une fraction rationnelle.
De plus on remarque que H(0) = H%(0) siU =X, HO=0sU # X
et que
H (o) = H(0V(-1)).

(iii) Dans la situation de (ii), supposons que o est pure de poidsn € Z
c’est—a—dire que pour tout point fermé 0 de U, les valeurs propres de 15 1
dans o sont des nombres algébriques sur Q dont toutes les valeurs absolues
archimédiennes sont égales o g% 4¢8(0),

Alors toutes les valeurs propres de Frob™" dans H1 (o) sont des nombres
algébm'ques sur Q dont les valeurs absolues archimédiennes sont de la forme

qF avecn' <n+1.
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(iv) Soient oy et oy deux représentations de I'r comme dans la défini-
tion 14, supposées irréductibles et pures de méme poids.

Alors la fonction L(o; ® 0y, z) posséde au point ¢~ un péle de multi-
plicité égale d la dimension sur L de Endy(01) si o1 et o2 sont isomorphes,
et dans le cas contraire, elle n’a ni zéro ni péle en ce point.

Démonstration :

(i) est évident sur la définition.
(ii) La premiére assertion résulte de la définition du groupoide (U
et de ce que I'r, étant profini donc compact, stabilise un réseau de o.
La formule qui suit est un théoréme de Grothendieck.

Les deux expressions pour H?(c) sont évidentes, et celle pour HZ(o)
s’obtient par dualité de Poincaré—Grothendieck.

(iii) a été démontré par Deligne.
iv) La représentation o1 ® gy est pure de poids 0 donc d’apres (iii) le
iv) L ésentati ®oy est d ids 0 donc d’apres (iii) 1
polyndme det ;1 (01®a¥)(1—]5‘r0b_1 z) ne s’annule pas au point ¢~1. D’aprés
ii), le polynéme det go(,, gov)(1 — Frob™" 2) non plus ne s’y annule pas e
ii), le polynéme det o (o, goy)(1 — Frob™ 1 ’ 1 t
le polynéme dety2 (5, @oy)(1 — Frob™! 2) s’y annule avec la multiplicité

dim;, Homp(L(-1), (of ® 02)(-1)) = dim;, Homp(o1,02)
d’ol1 'on tire le résultat annoncé. 0

THEOREME 17. — Soient n, et ng, II; et Il et U comme dans la
définition 15. Alors la série

Ly(Il; ® I13, 2)

est convergente dans un voisinage de 0 dans C.

Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout entier.

Au point g~ elle n’a ni zéro ni pole si ny # ny ou bien si ny = ny mais
IT;, et II; ne sont pas isomorphes, et elle a en ce point un pole d’ordre 1 si
ni =ng et Hl 2112.

Démonstration : Voir [Shahidi].

Nous pouvons maintenant démontrer :

THEOREME 18. — Soient L un corps contenant Qp et II un facteur
L-automorphe de H qui correspond au sens de Jacquet-Langlands d une
représentation automorphe cuspidale du groupe adélique GLg4(A).
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Supposons que l’on sache que toute représentation continue, non rami-
fiée sur un ouvert non vide U de X et absolument irréductible de I'r dans
un espace de dimension d' < d sur une extension finie de Qqp corresponde
au sens de Langlands a une représentation automorphe cuspidale du groupe
adélique GLg (A), non ramifiée sur U.

Alors on peut conclure que la représentation semi-simple op; de I'r est
absolument isotypique et si son unique facteur irréductible est absolument
wrréductible, il est de dimension d.

Remarque : La supposition du théoréme est réalisée d’aprés Drinfeld
lorsque d < 3.

Démonstration du théoréme 18 : D’apreés la proposition 4 (ii) et le
lemme 12 (i) et (ii), on peut supposer que L est une extension finie de Qg,
que II est absolument irréductible et que op; s’écrit

o = @am(”)

ol les o sont des représentations absolument irréductibles de I'r» dont on
note d, les dimensions respectives sur L.

D’aprés la proposition 11, les facteurs o sont des représentations con-
tinues non ramifiées sur Xjj et on a

2:777,(0)(1(7 =m(IT)d?.

Soit IT' la représentation automorphe cuspidale de GL4(A) qui est
associée a II au sens de Jacquet—Langlands.

Supposons qu’il existe un facteur o avec m(o) > 1 et d, < d. Alors
par hypothése il lui correspond au sens de Langlands une représentation
automorphe cuspidale I/, de GLg4,(A). D’apres la proposition 11 (iii), on
a une égalité de séries formelles & coefficients dans le corps Q(II) (qui est
contenu a la fois dans L et dans C)

Lxn(on®0Y,2) = Lxn(I' @ 11,7, 2) .

D’apres le théoréme 16 (ii), le premier terme est une fraction rationnelle. De
plus, d’apres le théoréme 13 (ii) et la proposition 11 (iii), la représentation
oy est pure de poids d — 1, donc aussi son facteur . On en déduit grace
au théoréme 16 (iv) et (i) que la fraction rationnelle Lx.(of ® 0V,2)
posséde au point ¢~! un pdle d’ordre m(c). Et d’aprés le théoréme 17,
Lxn(I'®II,", z) induit une fonction méromorphe sur C qui n’a ni zéro ni
pole au point ¢~!. Il y a contradiction.
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Ainsi, les représentations absolument irréductibles o qui interviennent
dans la décomposition de of; sont toutes de dimensions d, > d.

Maintenant on a, toujours d’apres la proposition 11 (iii), I’égalité sui-
vante entre séries formelles & coefficients dans Q(II)

252
Lg(o @ (01)",2) = Ly (I @ I1Y ¢
D’apres le théoreme 17, le second terme induit sur C une fonction
méromorphe qui présente au point ¢~! un péle d’ordre m(I1)2d?. D’autre

part et comme on a déja dit, la représentation oy; et ses facteurs o sont

purs de poids d — 1. D’apres le théoréme 16 (ii), (i) et (iv), la série formelle

Lxy(of;®(077)Y, 2) est une fraction rationnelle qui admet au point ¢~ un

pole d’ordre " m(c)2.

o
En résumé, on a

Zm(a)da = m(I)d? Zm(a)2 =m(I1)?d® et d, >d, Vo.

On en déduit Zm(a) < Z —(ﬂd— = m(II)d qui n’est compatible avec

Z m(o)? = m(H)zd2 que s 11 n’y a qu'un seul facteur o et qui vérifie

d. =d.

C’est ce qu’on voulait. 0
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Chapitre V

Calcul des nombres de Lefschetz en rang r > 2

1. — Polygones canoniques de Harder—-Narasimhan et tronca-
tures d’Arthur

a) Petit dictionnaire des adéles et des fibrés

On note G le schéma en groupes sur F' des automorphismes de £ = D",
pour r > 2 un entier.

Soit My le sous-groupe de Lévi de G associé a la décomposition en
somme directe E = D @ --- @ D. Désignons par Py [resp. Mp] ’ensemble
fini des sous-groupes paraboliques de G [resp. de leurs sous—groupes de
Lévi] qui contiennent My. Et soit Py € Py le sous-groupe parabolique
minimal associé & la filtration 0 G D ¢ D? ¢ -.- G D" = E.

Tout sous-groupe parabolique P € Py admet un unique sous-groupe de
Lévi Mp qui soit dans My. En particulier Mp, = My. Pour tout M € M,
[resp. P € Pp] on notera Z)s son centre [resp. Zp = Zps, le centre de Mp|.
On notera en particulier Zp, = Zp, = Zp.

On désignera par P D Py I'ensemble de tous les sous-groupes paraboli-
ques de G. Pour tout P € P, on notera Np son radical unipotent.

On suppose que 'ordre Dy dans Dy = D @ A associé & la Ox—algebre
D localement libre de rang d? et de fibre générique D est maximal, si bien
que K = GL,(D,) est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(A).
Enfin, on fixe a € A* un idele de degré 1 dont les composantes valent 1 en
dehors d’un ensemble fini 7, de places de F'

Le quotient G(A)/K s’identifie naturellement & l’ensemble des D-
Modules (& droite) £ localement libres de rang r sur X et munis d’une
trivialisation de leur fibre générique c’est-a-dire d’un isomorphisme

E®oy F=Ep~E=D".

Le D-Module £9 qui correspond & un élément g = (gz)z¢|x| de G(A) est
caractérisé par le fait que pour tout z € | X|

E®ox Oy =& = 9,(D}) dans D, = E, .

Puis le quotient G(F)\G(A)/K s’identifie au groupoide des D-Modules
localement libres de rang r sur X. Si £9 est le D-Module associé & un
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élément g € G(A), son degré est deg€9 = deg(detg) et sa pente est
g
= u(g)-

Si maintenant P est un objet de Py et ry,...,7p| désignent les rangs
des facteurs simples de Mp au nombre de |P|, ’application § — §~1P§
permet d’identifier P(F)\G(F) au sous-ensemble Pp de P des sous-
groupes paraboliques de G dont le quotient réductif a ses facteurs de
rangs r1,...,7|p|- Et Pp s’identifie 4 son tour & I’ensemble des filtrations
E = 0=EFE & E & -+ G Ep = E)de E = D" telles que
rg(E;—1\E;) = r;, 1 < i < |P|. On associe pour cela & tout sous-groupe
parabolique @) € Pp la plus fine filtration EC de E qu’il stabilise.

Puis si g € G(A)/K correspond & un fibré £9 muni d’une trivialisation
EL = F et si Q € Pp est un sous-groupe parabolique, on peut leur associer
la filtration £9°9 de &9 par les sous-fibrés engendrés par les E? C E.
On remarque que l’application g — (€9 ,8:"’P) définit une équivalence du
quotient P(F)\G(A)/K sur le groupoide des D-Modules £ localement
libres de rang r munis d’une filtration & vérifiant rg(&;_1\&) = i,
1 < i < |P|. Notons au passage que pour tous g € G(A) et § € G(F),

-1
ona £9°% PO — gho P

b) Polygones et filtrations canoniques de Harder-Narasimhan

A tout élément g € G(A) et a tout sous-groupe parabolique Q@ € P
auxquels on fait correspondre le fibré £9 muni de la filtration &Y @ est
associé le polygone p% : [0,7] — R défini par les conditions :

° sz s’annule aux bornes 0 et r et il est affine sur chaque intervalle
[rggf_,?, g€ ,Q]’
e pour tout indice i, on a

gqu
Py (rg€9'?) = deg €99 — =-—deg €7 .

On prouve d’apres la proposition 2 du paragraphe I1.2a que pour tout
élément g € G(A) fixé et lorsque @ décrit ’ensemble P de tous les sous-
groupes paraboliques de G, la famille des polygones ng possede un plus
grand élément. On le note p9 et on ’appelle polygone canonique de Harder-
Narasimhan de g ou de £9. C’est un polygone concave.

De plus, parmi les sous—groupes paraboliques ) de G dont le polygone
pé’? se confonde avec le polygone canonique 77, il en existe un plus grand

Q°, correspondant & une filtration £99° _ 89 qu’on appellera filtration
canonique de Harder-Narasimhan de g ou de £9.
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Rappelons tout de suite le lemme fondamental suivant di & Harder et
Narasimhan :

LEMME 1. — Pour tout polygone p : [0,7] — Ry, l’ensemble
{9 € G(F)\G(A)/d® , 7* < p}
est compact. U

On prouve plus généralement que pour tout élément g € G(A) et
tout sous-groupe parabolique P de G fixés et lorsque @ décrit ’ensemble
de tous les sous-groupes paraboliques de G contenus dans P, la famille
des polygones pgz posséde un plus grand élément. On le note % et on
P’appelle polygone canonique de Harder-Narasimhan de 1’élément g muni
de la filtration P.

De plus, parmi les sous—groupes paraboliques @ C P de G dont le
polygone p% se confonde avec le polygone canonique p%, il en existe

— Yald —_
un plus grand Q‘;’; C P, correspondant & une filtration &7 Qe = S‘?’P,
qu’on appellera raffinement canonique de Harder-Narasimhan de (g, P) ou
de £9°F.

Le lemme 1 entraine le résultat plus général :

COROLLAIRE 2. — Pour tout sous-groupe paraboligue P € P et pour tout
polygone p : [0,7] — R4, ’ensemble

{g € P(F)\G(A)/a® , pp <pAPp > —p}
est compact. 0

Pour des raisons techniques il nous faudra aussi pouvoir modifier les
filtrations canoniques Qg et @% de la fagon que voici :

Pour tout élément g € G(A) [resp. et tout sous-groupe parabolique
P € P] et toute constante x> 0, on notera *Q° [resp. “Qp] 'unique sous-

groupe parabolique de G tel que si ng? [resp. "E‘,‘J’P] désigne la filtration
de &9 associée, alors

{*&]} = {fﬁ,u(ff_l\f?) > p+ u(??\ffﬂ)}
[resp.
P

=9,P =9,P = =9,P —9,P\ 59,P
(M€Y = {EPTYULE)  uETLN\EDT) > i+ &) \ELDY -
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Bien siir, on a touJours #Q° 2 Q° [resp. P 2 *Q% 2 Q%) Autrement dit
la filtration #&° de £9 est moins fine que la filtration canonique &° [resp.

la filtration “E% est plus fine que la filtration &2 P de £9 et elle est moins
. =9,P
fine que le raffinement canonique £ |.

Nous aurons également besoin d’une variante de la notion de polygone
attaché & une filtration £9° d’un fibré &9, lorsqu’on fixe un homomor-
phisme € : A*/O5 — R.

Considérons g un élément de G(A), @ € P un sous-groupe parabolique
de G et ~ un élément de Q(F'). Ainsi v stabilise-t-il la filtration E de E =
D" associée a @ et pour tout indice i on peut introduire ’automorphisme
~; restriction de v & Ef') . On notera p%me : [0,7] — R le polygone défini
par les conditions :

° pQ e Sannule aux bornes 0 et r et il est affine sur chaque
intervalle [rgE? |, rgEZ),
e pour tout indice ¢, on a

B®
PY e (18ER) = (deg €99 + e(det 7)) — - (deg £9 + ¢(det 7)) .

Ici encore on prouve d’apres la proposition 2 du paragraphe I1.2a que
pour tout élément g € G(A) et tout automorphisme v € G(F'), et lorsque
Q@ décrit I’ensemble de tous les sous-groupes paraboliques de G contenant
v, la famille des polygones p%ms possede un plus grand élément. On le
note pg . et on I'appelle polygone e-canonique de Harder-Narasimhan de
(g9,7). C’est un polygone concave.

Il est réalisé par un plus grand sous-groupe parabolique @’ghe de G
contenant <y, correspondant & une filtration 39’7’5, qu’on appelle filtration
e-canonique de Harder-Narasimhan de (g,~y) ou de (£9,7).

Plus généralement, pour g € G(A), P un sous-groupe p parabohque de G
et v € P(F'), on dispose d’un raffinement e-canonique Q Py,e inclus dans

P et contenant <y, correspondant a une filtration £ & e de &9, et dont le
e-polygone est noté py . ..
Lorsque € = 0 on pourra oter le “c” dans toutes ces notations.

c) Troncatures par le polygone canonique. Un peu de combi-
natoire

Introduisons d’abord une nouvelle notation.
Si p,q : [0,7] — R sont deux polygones et P € P est un sous—groupe
parabolique de G, on notera q >p p pour signifier que

a(tg Ef) > p(rg EF), 1<i<|P|.
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Pour P contenant Py, on remarque que la fonction caractéristique
sur G(A)
9+— 1(pp >p p)
se confond avec celle notée dans [Arthur]

gr—7p(H(g9) - T)

si T est un cocaractére réel de My tel que la famille des différences de
pentes

[p(r') —p(r' = )] = [p(r' + 1) —p(r)], 1<7' <,

soit égale a celle des a(T'), o décrivant I’ensemble des racines simples de Fp.
Relions par une premiere formule les troncatures par le polygone cano-
nique aux troncatures d’Arthur :

ProposITION 3. — Pour tout polygone concave p : [0,7] — Ry, on
a lidentité suivante entre fonctions caractéristiques 1(---) de la variable
geG(A) :

_ - 6
1 <p)= Y -DF N 1@F >, p)
pero 6€P(F)\G(F)

Démonstration : On sait que pour tout P € P et tout § € P(F)\G(F)
on a p‘}ss" = pg_l ps- De plus, quand P décrit le sous-ensemble de Py des
éléments contenant Py et § décrit P(F)\G(F), -1 Pé décrit 'ensemble P
de tous les sous-groupes paraboliques de G. Ainsi la somme de droite se
récrit-elle sous la forme

> (-1)PI(pE >, p) -
PeP

Lorsque p9 = r}glg%c{p'}’,} vérifie p9 < p, tous les termes dans cette somme

sont nuls excepté celui correspondant & P = G qui vaut 1.

Reste a voir que si p9 n’est pas majoré par p, cette somme est nulle. Or
on sait associer & tout P € P le raffinement canonique Q% de (g, P). On
peut regrouper les termes suivant leurs raffinements canoniques et il suffit
de prouver que pour tout Q € P :

> ()P pE >, p) =0
PeP
3% -a

C’est le cas particulier 4 = 0, Q@ = Q du lemme suivant :
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LEMME 4. — Soient p > 0 une constante, p : [0,r] — R un polygone et
Q, Q € P deuz sous-groupes paraboliques tels que Q C Q.
Alors la fonction sur Q(F)\G(A)/a”

g—| Y. ()P(p >, p)

g PeP
09 =0.+09 =
Q%=0.+Q%=Q

est la fonction caractemstzque d’un sous—-ensemble compact qui contient
{g, =QA*Q° = QA P? < p} et méme lui est égal si le polygone p
est pu—grand au sens que pour tout ', 1 < v/ < r, [p(r') — p(r' — 1)] >
p+ [p(r’ +1) — p(r')].

Démonstration : Introduisons les ensembles suivants, pour tout g €

G(A) :
I ={rg€?,1<i<|Ql}
1 ={rg€f'5, 1<i< Q)
= {rg€?? , u(EL\EPD) > u(EPO\ELD)}
T, = {1g€29 , w(EZ\EPD) > u+ u(€F\ELD)}

I, = {rg€f? , (v} — p)(xg€F?) > 0}

Il est immédiat que I’application P +— Ip = {rgé’g’ 1 <i < |P|} définit
une bijection de I’ensemble {P € P, QP =QA “Qp =QAp} > p p} sur
I'ensemble des parties J de I qui vérifient I, C T C Tet I\IpUI\I, C J C
I, et que pour tout tel P, |P| -1 = #Ip. Am31 la fonction considérée est—
elle la fonction caractéristique du sous—ensemble des g € Q(F)\G(A)/a”
vérifiant I, wCIC Iet I\I[oUI\ u = Ip. D’apres le corollaire 2, c’est une
partie compacte, et qui contient évidemment {g,Q—g = @_/\“@g =QAP <
p}.

Voyons maintenant ce qu’impliquent les relations I, C I C T et
I\Iy U I\I, = I, lorsque le polygone p est y—grand. Tout d’abord, on
prétend que I, = 0. _

Supposant I, # 0, soit 7’ le plus petit des éléments de I qui maximisent
la différence (pga— p)(r'). Comme p est yu—grand on a nécessairement ' € I,

d’oll d’une part v’ € I et méme r’ € I, puisque I, # 0 et d’autre part
r' € Iy. Cela contredit 1'égalité I\Io U I\I, = I,,.
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Comme I, =0, on a I = Iy et I = I, cest-a-dire @’ = Q et *Q° = Q.
Les relations pg) < p et #Q° = Q impliquent alors p9 = p% < p puisque le
polygone p est u—grand.

Ceci termine la démonstration du lemme 4 et donc aussi de la proposi-
tion 3.

[

On prouve de la méme fagon que la proposition 3 :

ProposITION 3’. —
(i) Soite:A*/O5 — R un homomorphisme.
Pour tout polygone concave p : [0,7] — R4, on a lidentité suivante entre
fonctions caractéristiques 1(---) des variables g € G(A) et v € G(F) :

_ - )
1@ <p)= Y ()P Y0 A, >p P)

PePy §€ P(F)\G(F)
P2 Pg 6v6—1eP(F)

(ii) Pour tout polygone concave p : [0,r] — Ry, on a en particulier :

1@ <p)= Y ()P > 1(6¥ > p)

PePg S€P(F)\G(F)
P2 Py 66— leP(F)

d) Conséquences de l’invariance locale

Pour tout sous—groupe parabolique P € P, on note dnp la mesure de
Haar sur Np(A) pour laquelle le quotient compact Np(F)\Np(A) est de
volume 1.

On a le lemme fondamental suivant (pour une autre formulation, voir
par exemple [Moeglin, Waldspurger, 1994] lemme 1.2.7) :

LEMME 5. — Pour tout sous-groupe ouvert K' de K, il existe une
constante p > 0 ne dépendant que de K’ telle que :

Pour tout élément g € G(A), pour tout sous-groupe parabolique P € P
de G vérifiant P D *Q° et pour toute fonction ¢ : G(A) — C invariante a
gauche par Np(F) et invariante & droite par K', on a :

w(g) = dnp - p(npg)

/NP(F)\NP(A)
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Démonstration : Il n’y a pas de restriction & supposer, quitte & changer
g en 8g et ©(-) en p(671-) pour un certain § € G(F), que la filtration
canonique Q° de g est un élément Q de Py. A fortiori P qui contient () est
aussi dans Py et il n’y a plus qu'un nombre fini de possibilités pour P et
Q.

En écrivant la décomposition d’Iwasawa de g et d’apres le corollaire 2,
on peut supposer de plus que g est de la forme g = nzmk ou :

e ke K,

e n reste dans un domaine fondamental compact fixé de Ng(A)
relativement au réseau Ng(F'),

e m reste dans une partie compacte fixée de Mg(A),

o 2= (2%,...,219) est dans Zg(A) = ZL(A) x -+ x ZJ\(A)
(AX)IQl] et pour tous indices i, j, 1 <i<j<|Q|, ona u(zt) > u(2?), et
méme p(2*) > p+ p(2?) si Z¢ et Z7 ne sont pas dans le méme facteur
simple de Mp.

On en déduit aussitot que si la constante p est assez grande en fonc-
tion de K, il existe dans Np(A) un domaine fondamental compact Np(A)
relativement au réseau Np(F') tel que pour tout np € Np(A) 1’élément
g ! 12 In"Inpnzmk soit dans K’. Et comme ¢ est invari-

npg = k7 tm~1z71n"
ante & droite par K’, on obtient

1

dnp - p(npg) = /__dnp ~p(9(9™ " nrg)) = ¢(9) -

/NP(F)\NP(A) Np(a)

Le lemme 5 entraine aussitot le résultat plus général :

COROLLAIRE 6. — Pour tout sous-groupe ouvert K’ de K, il existe une
constante p > 0 ne dépendant que de K’ telle que :

Pour tout élément g € G(A), pour tous sous-groupes paraboliques P, Q €
P de G vérifiant P D Q D Q% et pour toute fonction ¢ : G(A) — C
invariante a gauche par Ng(F) D Np(F') et invariante & droite par K', on
a:

dnp - p(npg) = / dng - p(nQg)

/Np(F)\Np (A) N@(F)\Nq(A)

0

Pour tout polygone p : [0,r] — R4, 'opérateur de troncature d’Arthur
AP sur les fonctions localement constantes ¢ : G(F)\G(A) — C est défini
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par la formule :

W)=Y P S 1 5, p) / dnp - p(npsg)
A 8€P(F)\G(F) Np(F)\Np(A)
=0

Ceci étant rappelé, on a :

PROPOSITION 7. — Pour tout sous-groupe ouvert K’ de K, il existe une
constante pu > 0 ne dépendant que de K’ telle que, pour tout polygone
p:[0,7] = R4 qui soit u-grand et pour toute fonction ¢ : G(F)\G(A) — C
invariante & droite par K', on ait :

(AP)(g) = 1(p° < p)p(9) , Vg € G(A)

Démonstration : La formule de définition de (AP¢)(g) s’écrit encore :

(APp)(g) = Y (-1)PI"'1(pd >, p) dnp - p(npg)
PeP NP(F)\NP(A)

Lorsque p9 = r}ygg{pﬁ,} vérifie p9 < p, tous les termes dans cette somme

sont nuls & I’exception de celui correspondant & P = G qui vaut ¢(g).

Reste & voir que si p9 n’est pas majoré par p, cette somme est nulle. Or
on sait associer a tout P € P le raffinement canonique Qf; = Q de (g, P)
ainsi que, pour p > 0 fixée, la filtration “@?3 = Q. Et si u a été choisie
comme dans le corollaire 6, on a avec ces notations

dn - ¢(neg) = [ dng - pngy) -

/NP(F)\NP(A) N@(F)\Nq(A)

Regroupons donc les P € P suivant les couples (Q5,*Qp) = (Q,Q)
associés. On conclut d’apres le lemme 4.

e) Conséquences de la compacité du support

On a l'autre lemme fondamental suivant :

LEMME 8. — Pour toute partie compacte S de G(A), il existe une
constante p > 0 telle que pour tout g € G(A) et tout v € G(F), on ait
Uimplication :

g'geS=yerQ’
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Démonstration : Choisissons un élément b € A* tel que bS C
M, (Da) N G(A). Et notons L le Ox-Module inversible associé & 1’élément
b=1. Comme g~'vg € S, v induit un homomorphisme de D-Modules sur X
partout défini £9 1> £9 ®ox L. 1l s’agit de montrer que pour tout indice
1 s’annule le composé

HE] — €9 D E9 R0y, L — (PEJ\E) ®oyx L
Pour cela, il suffit d’apres la proposition 2(v) du paragraphe II.2a
que la pente maximale ut du fibré d’arrivée soit strictement inférieure
a la pente minimale x~ du fibré de départ. Or pt((*€;\E9) o, L) =
pt(HE\EY) + ddeg L et par définition méme de la filtration *E° on a
p=(FE)) > p+ pt(*E)\E9). Ainsi la constante u = ddegL = —ddegh
répond-elle a la question posée. 0

Le lemme 8 entraine aussitot le résultat plus général :

COROLLAIRE 9. — Pour toute partie compacte S de G(A), il existe une
constante p > 0 telle que pour tout élément g € G(A), pour tout sous-
groupe parabolique P de G et pour tout v € P(F) on ait implication :

3n e Np(A),g 'yng € S = v € “Q5

Citons la conséquence suivante du lemme 8 :

ProposITION 10. — Pour toute partie compacte S de G(A), il existe
une constante p > 0 telle que pour tout polygone p : [0,r] — R4 qui soit
p-grand, pour tout g € G(A) et pour tout vy € G(F), on ait l’implication :

9 'vgeS=1(p <p)=1(p° <p)

Démonstration : Bien siir on a sans hypothese aucune pg < p9, d’ou
I'implication p? < p = pJ <p.

Réciproquement supposons que pg < p. Si p est choisie comme dans le
lemme 8, I’hypothése g~1vg € S entraine que vy € “@g. Donc le polygone
Hp9 du couple (g, “@g) est majoré par pJ et a fortiori par p. Or, comme p
est p-grand, il est équivalent de demander que #p9 < p ou que ¢ < p. []

Etant donnés h : G(A)/a? — C une fonction localement constante &
support compact et P un objet de Py, 'opérateur ¢ — ¢ * h de convo-
lution & droite par h dans I’espace des fonctions localement intégrables de
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Mp(F)Np(A)\G(A)/a% dans C admet un noyau qui s’écrit

Knp(d,9)= Y, / dnp - h(g~'ynpg’).
YEMPp(F) Ne(A)

La combinaison des deux lemmes fondamentaux 5 et 8 entraine :

PROPOSITION 11. — Soit h : G(A)/aZ — C une fonction supportée par

une partie compacte S et invariante a droite par un sous—groupe ouvert K’
de K.
Alors pour tout polygone p : [0,7] — R, la fonction

g— Y ()P N Ay >, p)Kn,p(69,69)

rero 6€P(F)\G(F)

est a support compact sur G(F)\G(A)/a%. Et si le polygone p est p—grand
pour > 0 une constante assez grande en fonction de S et K', elle est
égale auz deux fonctions

g— Y 1@ < p)h(g~'g)
YEG(F)
g— 1(P° < p)Kn,c(9,9)-

Démonstration :

Récrivons la somme considérée sous la forme
PG S it 1(7 8 p)/ dnp- Y. h(g'ynpg).
PeP Np(F)\Np(A) ~vEP(F)

Choisissons p > 0 une constante qui satisfasse la conclusion du corol-
laire 9 relativement & S et celle du corollaire 6 relativement & K’. Associant
a tout P € P le raffinement canonique 6‘; = @ de (g, P) ainsi que la fil-
tration "Q‘;’p =@,ona:

dnp- Y h(g™'ympy)
YEP(F)

dnp- Y h(g"'ynpg)
YEQ(F)

dng- Y h(g™'mqg)
YEQ(F)

/NP(F)\NP(A)

/NP(F)\NP(A)

/NQ(F)\NQ(A)

Regroupons donc les P € P suivant les couples (@5,*Q%) = (Q,Q)
associés. On conclut d’apres le lemme 4.
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Nous voulons également écrire une variante de la proposition 11 s’appli-
quant & un type particulier de fonctions h : G(A)/a? — C localement
constantes & support compact.

Supposons fixé € un homomorphisme du groupe multiplicatif A*/Of
dans le groupe additif R. On dira qu’une telle fonction h est adaptée 3 ¢ si
elle vérifie les propriétés suivantes :

e pour tout g € G(A) on a l'implication
h(g9) #0 = e(detg) =r,

e pour tout P € P, et pour tout élément m = (m?,...,m/"!) dans
Mp(A) = ME(A) X --- X M}Lpl(A) tel qu’existent k, k' € K avec

/ dnp - h(kmnpk') #0
Np(A)

il y a un unique indice 3, 1 < i < |P|, vérifiant
e(detm’) = r et e(detm?) =0, Vj #1i .

Si h est adaptée & €, alors pour tout P € Py le noyau Ky p : (¢',9) —

/ dnp - (g 'ynpg’) se décompose de maniére naturelle en
Np(A)

YEMPp(F)
une somme

Kn,p= Z K} p
1<i<|P|
ou pour tous ¢’,g € G(A) et pour tout indice i, 1 < i < |P|, K};,P(g’,g)
est défini de la maniere suivante :

On écrit pour ¢’ et g des décompositions d’Iwasawa ¢’ = m/n’'k/, g =
mnk ou k', k sont dans K, n/,n sont dans Np(A) et m’ = (m'%,...,m/IPl),
m = (m*,...,m/P!) sont dans Mp(A) = ME(A) x -+ x MI',PI(A). Et on
pose

K p(d',9) = Z / dnp - k(g™ 'ynpyg')
~ JNp(A)

ot la sommation est restreinte aux v = (v%,...,7/"!) dans Mp(F) =
ML(F) x -+ x M}]DP](F) vérifiant

o((m)Hyim) =7
e((m)yim) =0, ¥ #i
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Introduisons encore une nouvelle notation. Pour tout sous-groupe
parabolique P € P de G et pour tout indice 7, 1 < ¢ < |P|, on désigne par
p% le polygone [0,7] — R qui est affine sur chaque intervalle [rgEf_l, rgEJI-D I,
1 < j <|P|, et qui en chaque point rgEJP vaut

—rgEJP si 0<j<1i,
r—rgEf si i<j<r.

Ceci étant posé, on prouve de la méme fagon que la proposition 11 :

PROPOSITION 11°. — Soit h : G(A)/a% — C une fonction supportée par
une partie compacte S, invariante & droite par un sous—groupe ouvert K’
de K et adaptée a un certain homomorphisme ¢ : A* /O — R.

Alors pour tout réel o et pour tout polygone p : [0,7] — R, la fonction

gr— > (-DFFL N N Ay >, —aph) K] p(69,69)

PeP, 1
Pevo 1<i<|P| € P(F)\G(F)

est @ support compact sur G(F)\G(A)/a%. Et si le polygone p est u—grand
pour p > 0 une constante assez grande en fonction de S, de K' et de |a|,
elle est égale a la fonction

gr— Y AP0 <Ph(gT179).
YEG(F)

2. — Transfert
a) Traces tronquées d’Arthur et nombres de Lefschetz

Le groupe adélique G(A) est muni de la mesure de Haar dg pour laquelle
le sous—groupe ouvert compact maximal K = GL,.(D,) est de volume 1.

Etant donnée h : G(A)/aZ — C une fonction localement constante &
support compact, on appelle trace tronquée d’Arthur de h par un polygone
p l'intégrale

1<) = dg- 3 ()P S 4G 5, p)Ko p(69,50)

G(F)\G(A)/aZ Pero 6€P(F)\G(F)

qui est bien définie d’aprés la proposition 11 du précédent paragraphe.
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Lorsque h est de surcroit adaptée & un certain homomorphisme ¢ :
Ax/ O}: — R, on dispose aussi pour tout réel o de 'intégrale

<Pip) — . _1)lPI-1
) /c:(F)\G(A)/aZ - 2, (Y 22

PeP, i
PSR 1<i<|P| € P(F)\G(F)

1(p¥ >, —apb)K} p(89,69)

qui est bien définie d’apres la proposition 11’ du précédent paragraphe. On
remarque que Try =4 (h) Tr=P(h) et on prouvera au paragraphe VL.2f que
les fonctions o — Tr=P(h) sont périodiques de période r!d.

La suite de ce chapltre contient la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME 1. — Soient S’ une partie compacte de G(A), K' un sous-
groupe ouvert de K et t > 0 un entier.

Soient 0 et oo deux points fermés de X ou, si l’on préfére, deuz places de
F. On suppose que 0 et co sont distincts, qu’ils ne sont pas dans l’ensemble
fini T, et qu’ezistent des isomorphismes Dy = M4(Op), Doo = My(On).
On suppose également que deg(0) et deg(oo) sont assez grands en fonction
de S’ et t (et précisons que cette condition est vide si S’ C K et t =0).

Soient 0 et 50 deuz points de X (F,) au-dessus de 0 et co.

Soit g0 : A* /Ox — R ’homomorphisme (az)zc|x| — deg(0)0(ao).

Soit f0 : G(A®0)/aZ — Q (pour A®C = A/(F, x Fp)) une fonction
invariante & droite par limage dans G(A™?) de K’ C K C G(A) et
supportée par l’image dans G(A>®°)/aZ du compact S' de G(A).

Soient u, s > 1 deuz entiers avec deg(0)|u, deg(oo)|s et |u —s| < t.

Soit f& : G(Fy) — Q [resp. fu ' . G(Fso) — Q)] la fonction de Dmnfeld

en rang rd et de niveau u' =

[resp. de niveau —s' = — dog (oo)]

deg(0)
G(Fp) = GL,.d(FO) [resp. sur G(Foo) 22 GergFoo)]

Sozt f:G(A)/a® — Q la fonction f = f3* ® fCOQ f¥ qui est adaptée
a 680.

Alors il existe une constante u > 0, ne dépendant que de K' et S', telle
que, pour tout polygone p : [0,7] — Ry qui soit p-grand, les deuz fonctions
périodiques _

R-Q aw Lefgp"“"_p(fw’o,u, s)
R—Q o~ Tr3%(f)

aient méme moyenne. [

Le fait que la fonction f = f;o" ® f0® f(‘,‘/ soit adaptée a
’homomorphisme Leg résulte du lemme 9 (i) du paragraphe III.6c.
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Et on rappelle que la périodicité de la fonction o +— Lefgﬁ"""sp

(f*°,u, s) a été prouvée dans le lemme 5 du paragraphe IIL5b.
b) Une fonction de troncature auxiliaire

Etant donné e : A*/Of — R un homomorphisme, nous aurons besoin
d’une variante de la notion de polygone e-canonique.

Tout d’abord, on dira qu’un polynéme unitaire x & coefficients dans F' et
dont le coefficient constant det y est non nul est adapté & € si e(det x) > 0
et si le coefficient constant det u de tout polyndme unitaire p entrant en
facteur dans x vérifie e(det p) > 0.

Et on dira qu'un élément v € G(F) est adapté a € si son polyome
caractéristique x. l’est. Dans ce cas, on dira qu’un sous-module W de
E = D" est adapté a «y et ¢ si v préserve W et si la restriction yw de v
a W vérifie 'alternative e(det yw) = 0 ou e(det yw) = e(dety). Comme 7
est adapté & €, on voit que la famille des sous—-modules de E adaptés a v
et € est stable par intersections et sommes.

Disons aussi qu’un sous—groupe parabolique @ € P est adapté a vy et ¢
si tous les objets de la filtration associée EC de E sont adaptés a v et €.

Il résulte de la proposition 2 du paragraphe II.2a que pour tout élément
g € G(A) et tout o € R, et lorsque @ décrit ’ensemble des sous-groupes
paraboliques de G adaptés a -y et €, la famille des polygones pfgmas possede

un plus grand élément pJ ... C’est un polygone concave. On note Q .. le

plus grand sous—groupe parabolique adapté & vy et € qui le réalise, et E9mae
la filtration associée du fibré £9.

Plus généralement, si P est un sous—groupe parabolique adapté & -y et ¢,
on dispose d’un raffinement canonique Q?’m oe & P, correspondant a une

filtration £9°77*¢ de £9 et dont le ae—polygone est noté ﬁg’,’)‘,ae'

LEMME 2. — Soit v € G(F) un automorphisme de E = D" adapté d un
homomorphisme € : A* /O — R.

Décomposant le polynome caractéristique de v en x4 = X\, X% 0 X/
[resp. x.y] rassemble tous les facteurs premiers p vérifiant e(detpu) > 0
[resp.e(det u) = 0], soient E], = Kerx/,(7), Ey = Kerxj(7) et v, 7" les
restrictions de v d ces sous—modules de E.

Alors :

(i) On a E, ® EJ = E. De plus les sous-modules de E adaptés a
v et € sont ezactement ceuz de la forme W = W' & W avec W =0 ou
W' = E. et W" un sous-module de EJ stable par ~".

(ii) Pour tout sous-module W de E, notons Pw le sous—groupe
parabolique de G stabilisateur de W et deg” : G(A) — Z lunique
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application invariante d droite par K = GL.(Dy) et qui a tout élément
de Pw (A) associe le degré du déterminant dans A* de sa restriction dans
Autp, (W ®F A).

Ceci étant posé, pour tout élément g € G(A), tout a € R et tout polygone
p:[0,r] = R, on apy .. <p siet seulement si :

. (1 - Egrﬂ)as(det ) +deg"” (g) — Y deg®(g) < p(rgW) pour tout W
comme dans (i) avec W’ = E.,

o —% oe(dety) + deg” (g) — &Y deg®(g) < p(rgW) pour tout W
comme dans (i) avec W' = 0.

Démonstration :

(i) La premiére assertion résulte de ce que x, = XyX~ est une
décomposition du polynéme caractéristique de v comme produit de deux
polynoémes premiers entre eux. Ceci implique méme que les sous—modules
de E stables par <y sont exactement ceux de la forme W = W' @ W avec
W', W” des sous-modules de E!, E7 stables par v/, v". Alors la restric-
tion yw de v & W vérifie e(detyw) = 0 si et seulement si W/ = 0 et
e(det yw) = e(det ) si et seulement si W’ = E.

(ii) est une simple traduction des définitions, compte tenu de (i). 0

Etant donné h : G(A)/aZ — C une fonction localement constante &
support compact et x un polynéme unitaire & coefficients dans F', on dira
que le couple (h,x) est adapté & un homomorphisme € : A* /O — Rsi:

e x est adapté a €,

e pour toute décomposition en somme directe E = E' ® E" de E = D",
tout 7"’ € Aut E” vérifiant e(dety”) = 0 et x4~ | X, et tout g € G(A), la
fonction

hI(-, ") : Aut(E' @ A) - R ¢’ — h(g1(¢',7")g)

est adaptée a EETE—'S.

Bien siir, si (h,x) est adapté & € pour un certain x, h est elle-méme
adaptée a €.

On dira que h est trés adaptée a € si pour tout v € G(F) tel qu’existe
g € G(A) vérifiant h(g~1vg) # 0, le couple (h, x) est adapté a e.

PROPOSITION 3. — Soit h : G(A)/a? — C une fonction supportée par
une partie compacte S et invariante @ droite par un sous-groupe ouvert K’
de K. Et soit x un polynome unitaire d coefficients dans F, de degré rd,
tel que le couple (h,x) soit adapté ¢ un homomorphisme € : A* /O — R.
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Alors pour tout polygone p : [0,7] — R et tout a € R, la fonction

gr— Y 1@ <P)h(g779)

YEG(F)
Xy=X

est & support compact modulo G(F'). Et si le polygone p est p—grand pour
p > 0 une constante assez grande en fonction de S, K' et |a|, elle est égale
a la fonction

gr— Y 1B 0 <P)h(g719)-

YEG(F)
Xy=X

De plus, ces assertions restent vraies quand on restreint les sommations
auz v € G(F) tels que E., et E soient fizés (le support étant cette fois
considéré modulo le sous—groupe des fizateurs de ceuz—ci).

Démonstration :

Bien siir, il suffit de prouver la derniére affirmation.

Soient donc x = x'x” la décomposition canomque de x comme dans
le lemme 2, r'd et (r — 7')d les degrés de x’ et X", et E = E' & E" la
decompos1t10n en somme directe correspondante de E, avec E' = D",
E" = D', Notons aussi G’ et G” les schémas en groupes sur F des
automorphismes de E' et E".

Pour g € G(A), on s’intéresse a la somme

> (72 0 <P) h(g 9)
ve{~}

olt {7} désigne I’ensemble des v € G(F) tels que x, = x, E, = F/,
EJ = E", c’'est-a~dire des v = (v',7") € G'(F) x G"(F) tels que x = X/,
Xy = X"
’YSOIt ,u, > 0 une constante assez grande en fonction de S et de K’. Notons

Q=+Q et Q' =QnG.

D’apres le lemme 8 du paragraphe V.le, on connait déja I'implication
h(g~'vg) # 0= € Q(F).

D’autre part, on a :

LEMME 4. — Dans la situation ci-dessus, écrivons g sous la forme
(¢',g")nk ot g’ € G'(A), g" € G"(A), k € K et n € Np,,(A) ot Np,, est
le radical unipotent du sous—groupe parabolique PE, de G respectant le sous—
objet E' de E. Et supposons que pour certains g1 € G'(A), g € G"(A) de
polyndémes caractéristiques x', X", on ait h(g~1(g1,97)9) # 0
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Alors n est dans une partie compacte de G(A) qui ne dépend que du
support S de h.

Démonstration du lemme 4 :
Faisons le changement de variable g} = ¢'~1g1¢’, g4 = ¢"1g/g".
Il suffit alors de remarquer que ’application

(92’92’"')'__""' 1(g2’g )n

induit un homéomorphisme de I’ensemble des (g5, g5,n) € G'(A) x G"(A) x
Npg, (A) tels que xg; = X', Xgy = X" sur 'ensemble des g2 € Pg/(A) tels
que x4, = x et Kerx'(g2) = E' Q A. [

Suite de la démonstration de la proposition 3 :

Remarquons que le sous—ensemble {y} N Q(F) de G(F') est invariant a
droite par Ng/(F), de méme d’ailleurs que I'application v — pg . sur ce
sous—ensemble.

Ecrivant g = (¢, 9”)nk comme dans le lemme 4, on voit que s’il existe
v € {7}NQ(F) tel que h(g~1yg) # 0, alors Q' D *~#'Q° ot i/ > 0 est une
constante ne dépendant que de S. Si donc la constante u est assez grande
en fonction de S et de K’, il résulte du lemme 5 du paragraphe V.1d que

Y. kg 'v6g) = / dng - h(g™ g g),
6€NG/ (F) Nq/(A)

et cette derniére intégrale ne peut étre non nulle que si Ng: = {1} c’est—
a—dire si Q) est adapté a~vyete.

Ceci entraine que pQ yoe S P ae < p, donc que le polygone canonique
de g est majoré en fonction de p, de |a| et de x et on a démontré que la
fonction considérée est & support compact modulo G'(F) x G (F).

De plus, si le polygone p est (1 + pq)-grand pour o > 0 une constante
assez grande en fonction de ||, on a pour tout v € {y}NQ(F') ’équivalence

POyae SP P 0e <P,
d’ou l'égalité :

> AF e <PRTIG) = D 1B e < P)R(gTM9)

v€{~} v€{~}

234


http://Po.-v.oe

2. TRANSFERT

COROLLAIRE 5. — Pour h comme dans la proposition 3 et trés adaptée
a4 un homomorphisme €, l’intégrale

/ dg- Y 150 <PA(g70)
G(P\GW)/e2 —  CG(r)
est bien définie.
C’est une fonction périodique de période rld de la variable o € R.
Et elle est égale & Tr=P(h) si le polygone p est u—grand pour p une
constante assez grande en fonction de S et de K'.

Démonstration :

La premiére assertion est immédiate.

Pour la seconde, il suffit de démontrer que pour toute décomposition
en somme directe E = E' ® E” de E = D" avec E' = D™, E" = D™
et notant G’, G” les schémas en groupes sur F des automorphismes de
E', E", Vintégrale sur G'(F) x G"(F)\G(A)/a% de la fonction & support
compact

g— >, 1B <D)h(g'9)
YEG(F)
E\=E', Ef/=E"
est périodique de période r’d comme fonction de o € R.

Or ceci s’obtient en faisant le changement de variable g — (a, 1)g dans
G(A) qui consiste & translater par (a,1) € G'(A) x G”(A) car pour tout
v € G(F) vérifiant E{, = E', El = E", on a

plal)g — 59
Pyae” =P (aytla)e”

Enfin la troisiéme assertion résulte de la proposition 3 combinée a la
proposition 11’ du paragraphe V.le. 0

c) Premiére transformation

Avec les notations du théoréeme 1 que nous voulons démontrer, nous
allons d’abord prouver que la fonction f = f* ® f*° ® f¥ est trés
adaptée a ’homomorphisme -¢¢ au sens du paragraphe précédent.

LEMME 6. — Soient K un corps local non archimédien, O son anneau
des entiers, n > 1 et t € Z\{0} deuz entiers et f* : GL,(K) — Z la
fonction de Drinfeld en rang n et de niveau t.

Soit E = E' ® E" une décomposition en somme directe de E = K™.
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Supposons qu’eristent un élément g5 € Aut E' dont toutes les valuations
des valeurs propres sont non nulles et un élément gf € Aut E” dont la
valuation du déterminant est nulle, tels que ft(g,g7) # 0.

Alors :

(i) Si M = O™ désigne le réseau des points entiers dans E = K™ et
M', M" sont les réseauz intersections avec E', E"”, on a M = M' & M".

(ii) Si on choisit deuz bases pour les réseaux M’ et M" avec en
particulier des isomorphismes induits Aut E’ = GL,/ (K), AutE" =
GL,(K) et si f'* et f" désignent respectivement la fonction de Drinfeld
en rang n' et de niveau t sur GL,/(K) et la fonction caractéristique de
GL,»(O) dans GLn»(K), on a pour tous ¢’ € AwtE’ et g¢" € Aut E” tel
que det g"” soit de valuation nulle :

ft(g',g") — flt(g/)fll(gll)

(ili) Pourg’ € Aut E’, g” € Aut E” et n un élément du radical unipo-
tent du sous—groupe parabolique de Aut E préservant E', on a l’implication

ffin (', 9") M (g1, 97)(g', g")n) # 0 = n € GL,L(O) .

(iv) Soient Q" un sous—groupe parabolique de Aut E', Ng: son radical
unipotent et dng: une mesure de Haar sur Ng/. Pour g € Aut E, ¢’ € Q' et
g" € Aut E” tels que det g” soit de valuation nulle et que deux au moins des
éléments induits par g’ dans les facteurs de Q'/Ng/ aient un déterminant
de valuation non nulle, on a

/ dng - f{(g7 (¢'ng,9")g) =0.
Nq/

Démonstration :

Comme par définition f~%(g) = ft(g!), Vg € Aut E, il suffit de prouver
ces assertions pour £ > 1.

(i) Comme f*(g1,9g}) # 0, on a nécessairement (g1, g7)(M) C M et

a fortiori g{ (M') C M', g{(M") C M".

Bien siir, on a M’ @ M"” C M. En sens inverse, soit m un élément de M.
Il s’écrit m = m' + m” avec m’ € E’, m" € E”. D’autre part, les valeurs
propres de gj sont de valuations non nulles par hypothése donc strictement
positives puisque g1(M’') C M’. Et il existe certainement un entier e > 1
tel que gi¢(m') € M’'. Or gg(m') + g{¢(m”) = (91,97)¢(m) est dans M
puisque (g7,97)(M) C M. Par conséquent gy/¢(m”) € M NE" = M" et
comme gy € Aut E” vérifie g/ (M") = M”, on obtient m” € M" puis
m’ € M'. C’est ce qu’on voulait.
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(ii) se déduit immédiatement de (i) et de la définition des fonctions
de Drinfeld.

(iii) Ecrivons sous forme de matrices par blocs selon la décomposition
E = E' ® E" les matrices suivantes :

/
(9',9") " (91,90)(d",9") = (%2 92,) n= (Ig IZ)
/ / "
n"Y(g',9") (91, 97)(g" 9" = (%2 g2b - bgz )
92

On voit en particulier que les matrices g5, g5b — bgh, g5 doivent étre a
coefficients entiers et que méme g5 € GL,~(O).

Soit = un élément uniformisant de K. Et soit 3 le plus petit entier > 0
tel que w?b soit a coefficients entiers. Il faut prouver que 3 = 0. Supposons
au contraire que 3 > 0. Alors, comme g5(w?b) — (wPb)gy = wP(ghd — bg¥),
on a o

95 wPb — whbgi =0
ol ._qz, §§, wPb désignent les réductions modulo z des matrices a coefficients
entiers g5, gy et wPb.

La matrice g_g est inversible, donc @ induit un automorphisme de
I’espace image de wPb. Mais comme toutes les valeurs propres de g5 sont
de valuation > 0, la matrice g} est nilpotente. Ainsi @Pb = 0 et la matrice
w@P~1b est a coefficients entiers. Il y a contradiction.

(iv) Notons x’ le polynéme caractéristique commun & tous les
éléments g'ng: quand ng: décrit le radical unipotent Ngy.

Si ft(g~'(9'ng,9")g) =0, Vng: € Ng/, il n’y a rien & démontrer.

Dans le cas contraire, il faut en particulier que toutes les racines de
X' alent des valuations > 0 et X' s’écrit canoniquement x' = x}x5 ou
X1 [resp. x5] rassemble toutes les racines de valuations strictement positives
[resp. nulles].

Notons E{ = Ker x}(g'), F4 = Ker x5(g’), avec donc une décomposition
en somme directe E' = Ej ® Ej, et Nj = Ng N AuwtEj, N} =
N, Q' N Aut Eé

Pour tout élément ng: € N, il existe un élément nOQ, € Ng qui envoie
Ker x1(g'ng’) et Kerx5(9'ng) sur Ef et Ej respectivement. Autrement
dit g'ng s’écrit sous la forme

g'ng = (ndy) " g'ngmemy
avec ngy, € N, ngy € N&,. De plus, n), est déterminé & multiplication &

gauche prés par un élément de N}, x N2, et si nd), est choisi, nf, et nd,
sont uniquement déterminés.
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On en déduit que si dng, et dn?), désignent des mesures de Haar sur Nj,
et N3, il existe une mesure dng), sur I'espace homogeéne N}, x N3,\Ng
telle que

/ dng-f* (97 (9'ngr, 9")9) = / o dnge | dng | dng
Ny N1, xN2,\Ng/ NZ, Ng,

Q Q
ft((noQ,g)"l(g'an,nél, g”)n%,g) )

En remplacant g par nOQ,g, E' par E{, E"” par E} & E”, on est donc
ramené au cas ou X' = x}, E' = Ej, autrement dit ou toutes les racines de
x' ont des valuations > 0.

On remarque encore que quitte & remplacer E’, E” (¢’,9") et Q' par
9 (E"), g7H(E"), g7'(d',9")g et g7'Q’g, on peut supposer que g = Id.
Encore une fois, si f*(¢'ng’, g") =0, Vng: € Ng, il n’y a rien & démontrer.
Sinon on peut écrire d’apres (ii)

fi(g'ng,g") = f*(g'ne)f"(¢") = f*(g'ne) -

On conclut d’apres le lemme 9 (i) du paragraphe III.6c appliqué a la
fonction de Drinfeld f’t.

Montrons maintenant :

PROPOSITION 'I7 — Avec les notations du théoréme 1, la fonction f =
2% ® fOQR f¥ est trés adaptée 6 I’homomorphisme Z€o-

Et il existe une constante u > 0 ne dépendant que de K' et S’ telle que,
pour tout polygone p : [0,7] — R4 qui soit p—grand et pour tout o € R, on
ait :

TrE”(f)=/ dg- Y A nze, <P)F(97M79)

G(FN\GW)/a LG

Démonstration :

La premiére assertion résulte de la partie (iv) du lemme 6.

Pour ce qui est de la seconde, la périodicité des fonctions considérées
permet de se limiter aux a € [0, r!d].

Et I’égalité annoncée est un cas particulier du corollaire 5 quand p est
assez grande en fonction de K’ et du support de f, c’est—a—dire de K’, S’,
u et s.

Notre but est donc d’affiner ce résultat jusqu’a supprimer la dépendance
en uets.
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Par définition, Tr=P(f) est 'image par la fonctionnelle /. G(F)\G(A)/aZ dg-
de la fonction qui associe a tout g la somme

S P ST SN 1Y >, p— apb) K p(89, 89)

Fer 1<i<|P| 6€ P(F)\G(F)
o Sl MR TR DT S IO
Pep Np(F)\Np(A) YEP(F)e

ou, pour tout P € P, P(F). désigne ’ensemble des v € P(F') tels que P
soit adapté a v et € = Leo.

Rappelons que pour g € G(A), v € G(F) et P un sous-groupe
parabollque adapté & v et ¢, on dispose d’un raffinement canonique

P’,Y’ae C P, correspondant 3 une filtration £977* de £9 et dont le
ae—polygone est noté py oy

Si p > 0 est une constante, on peut aussi introduire le raffinement
intermédiaire #QY P~ae & P, correspondant a la filtration ugIPTAE elle
que

{I-‘fgig1pv71‘15} — {gf} @] {é}]vpv’hae’ dﬁaﬂ,ae(rggf’ﬂ%ae) > u}

ou, pour tout polygone p, on note dp(r’) = [p(r') —p(r' —1)] — [p(r' +1) —
p(r")], vr'.

On remarque que la décomposition E = E'Iv ) E;’ induit une projection
naturelle de E,’y, E,’y’ dans la fibre générique de chaque
quotient HEPTee gGETE  On potera HEIPE jugSETAE A E.,
ugPET e ngPLEM € N BN Jes sous—fibrés maximaux engendrés par les ima-
ges de E;, ET.

LEMME 8. — Soient g € G(A), P € P, v € P(F). et a € [0,r!d].

(i) Il existe une constante p; > 0 ne dépendant que de K' et S’
telle que si f(g~ynpg) # 0 pour un certain np € Np(A), si u > py et si
uggPmee ¢ {EF}, alors

(PP PRI V) 2 s (BT BT ).

(i) Il existe une constante uz > 0 ne dépendant que de K', S’, u et
s telle que si Y,  f(g7'yy'npg) # 0 pour un certain np € Np(A), si

v/ €Aut E,’Y
! — !
Byt =B

> pg et si pESPTOE ¢ {£F}, alors
- ~’P)’ ~vP$1 ~1P,7 ~’P1a
G B e P G S
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Démonstration du lemme 8 :

(i) est conséquence du corollaire 9 du paragraphe V.le combiné au
lemme 4 du paragraphe V.2b et au lemme 6 (iii) du paragraphe V.2c
(appliqué sur les corps locaux Fy et Fi).

(ii) est conséquence de (i) ainsi que du lemme 5 du paragraphe V.1d et
du lemme 8 du paragraphe V.le puisque la fonction f est trés adaptée a
I’homomorphisme ¢. U

D’autre part, on a la variante suivante du lemme 4 du paragraphe V.1c :

LEMME 9. — Soient u > 0 une constante, p : [0,7] = R un polygone, o

un réel, Q, Q € P deux sous—groupes paraboliques tels que Q CQetyun
élément de Q(F)e.

Alors la fonction sur Q(F)\G(A)/a®

gr— > ()PP}, o > D)
PeP
Q?"y ae—Q Q%'y ae=9

est la fonction caractéristique du sous—ensemble
{g’ P eP, Q?”y ae = QA ”Qg’,'y,ae =Q Ap!I]’,'y ae ~ p}

lequel est égal a {g, Q'r s = =QA ”Qv ae = QAP o < p} sile polygone p
est p—grand.

Suite de la démonstration de la proposition 7 :

Etant donnés @ C @ deux sous—groupes paraboliques de G, u > 0 une
constante, p : [0,7] — R un polygone et a € [0, r!d], considérons la fonction
sur Q(F)\G(A)/a® qui & tout g associe

>yt [ dnp- Y 1y > P meg).

PeP Np(F)\Np(A) . 'yGP(F);
QP'y c:s_Q QP'y ae =Q

D’aprés les lemmes 8 (ii) et 9 ci—dessus et le corollaire 6 du para-
graphe V.1d, cette fonction est a support compact.

Et d’apres les lemmes 8 (i) et 9 ci—dessus et le corollaire 6 du para-
graphe V.1d, son intégrale pour la mesure dg est égale a celle de la fonction

g — > QY pe =Q, Q% 0 = Q1% e <P)f(9719),
YEQ(F)

ce qui termine la démonstration. U
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d) Suite et fin du calcul
Enongons le théoréme général suivant :

TuEOREME 10. — Soient h une fonction localement constante a support
compact sur G(A)/a® et x un polynéme unitaire de degré rd & coefficients
dans F'.

On suppose que pour deuz places distinctes 0,00 de F' hors de Tg, h
est de la forme h = hoo ® h®0 @ hg 0% hoo, ho, h®0 sont des fonctions
localement constantes a support compact sur G(Fw), G(Fp), G(A®?)/aZ
telles que pour tout sous—groupe paraboliqgue non trivial P de G et tout
élément v € P(F) de polynome caractéristique x, = x, on ait

/ hoo(gc:o17nP,wgoo)an,oo =0, V9o € G(Fo)
NP(Foo)

/ ho(95 *Ympogo)dnpo =0, Vg0 € G(Fp),
Np(Fo)

8t dnpco, dnpo désignent des mesures de Haar sur Np(Fi), Np(Fp).
Alors :

(i) Si x a au moins deuzx facteurs premiers distincts, on a

dg- Y h(g~'vg)=0.

YEG(F)
Xy=X

/G(F)\vaaz

(ii) S% x a un seul facteur premier u, on a

dg - h(g~'g) = / dg- ) h(g7'v9)
/G(F>\G<A>/aZ ve;m G(F)\G(A)/aZ 1;
Xy=X
= / dg - (g™ 1u9)
Gy (F\G(A)/al

ot ¢, est la classe de conjugaison elliptique {y € G(F), u(y) = 0}, v, est
un représentant quelconque de la classe c, et G.,, désigne le sous—schéma
en groupes de G des commutateurs de v,,. 0

Remarque : On sait déja d’apres la proposition 3 du paragraphe V.2b
que les fonctions

g— Y h(g7'g)

YEG(F)
Xy=X
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sont & support compact sur G(F)\G(A)/a? (et il suffit pour cela de I’une
ou 'autre des familles d’annulations en oo et 0 dans ’hypothese).

A fortiori les termes de gauche dans (i) et (ii) sont bien définis.

Et les deux autres intégrales dans (ii) sont convergentes sans aucune
hypothése sur h. 0

Ce théoreme sera prouvé dans les prochains paragraphes. Admettons-le
provisoirement et montrons qu’il entraine le théoréme principal :

Démonstration du théoréme 1 du paragraphe V.2a:

On se place sous les hypothéses dudit théoreme.

On suppose en particulier que deg(0) et deg(oo) sont assez grands en
fonction de S’ et |u — s| pour que soit vérifiée la conclusion du lemme
suivant :

LEMME 11. — Soient S’, 0, 0o, €9 et f comme dans l’énoncé du théoréme
1 du paragraphe V .2a.

Soit {x}s lensemble fini des polynémes caractéristiques d’éléments
v € G(F) pour lesquels il existe g € G(A) vérifiant f(g~1vg) # 0.

Alors, si deg(0) et deg(oo) sont assez grands en fonction de S’ et |u— s|
(et cette condition est vide si S’ C K et u = s), tout x € {x}y s’écrit

canoniquement x = x'x" ot :

e les racines de x" ont toutes leurs valuations nulles au—dessus de
0 et co, si bien que eo(det x”’) =0;

e pour tout facteur irréductible pu de X', les valuations au—dessus
de 0 de ses racines sont > 0, avec au moins une inégalité stricte (si bien
que go(det u) > 0), et les valuations au—dessus de oo de ses racines sont
<0, avec au moins une inégalité stricte.

De plus, le coefficient constant de x, ou de X', est de valuation v’ =
Jear0y €n 0 et —s’=—m en 0o.

Démonstration du lemme 11 :

Il est immédiat sur la définition des fonctions de Drinfeld fé" et f;s' que
toute racine d’un polynéme x € {x}s a toutes ses valuations > 0 au-dessus
de 0 et toutes ses valuations < 0 au—dessus de co.

La seule chose qui reste & prouver est que s’il existe un facteur y de
I'un des x € {x}s dont le terme constant det y soit de valuation non nulle
en I'une des places 0,00 et de valuation nulle en ’autre, cela impose sur
deg(0) ou deg(oo) une borne qui ne dépend que de S’ et |u — s|.

Ecrivons pour cela la formule du produit

deg(0)0(det ) + deg(oo)oo(det u) + Z deg(z)z(det ) =0.
z€|X|\{0,00}
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On conclut en remarquant que le troisitme terme est borné par une
constante qui ne dépend que de S’ et |u — s|.

Et dans le cas particulier ou S’ C K et u = s, ce troisi¢me terme est
nécessairement nul si bien qu’il n’y a aucune condition & imposer sur deg(0)
et deg(oo) pour obtenir une contradiction.

Suite de la démonstration du théoréme principal :

Supposons aussi que le polygone p : [0,7] — R, est assez grand en
fonction de K’ et S’ pour vérifier la conclusion de la proposition 7.

Pour tout polynéme x € {x}, on consideére sa décomposition canonique
x = X'x" et, notant r'd et (r—7')d les degres de x’ et x"', la décomposition
E=FE®E"de E=D" avec E' =D",E" =D et G', G" les schémas
en groupes sur F' des automorphismes de E', E".

Ainsi, pour tout a € R, TrSP(f) s’écrit comme la somme sur tous les

X € {x}s des intégrales

dg - 17 .. <p)f(g™*9).
/C"’(F>><G"’(F)\G(A)/aZ ;L;m TiEueo

xy=x, B\ =E', El/=E"
Introduisant dg’ la mesure de Haar sur G'(A) = GL,/(Dy) qui attribue

le volume 1 au sous—groupe ouvert compact maximal GL, (D,), cette
intégrale s’écrit encore

[ Gos [
G'(A)xG"(F)\G(A)/aZ 49" G'(F)\G'(A)

”EG"(F)
X1 =x""

Z (p(’y A'")ateo < p)f( (g/ I’Y/gl,’)’”)g) .

v/ €G! (F)
=/
X’Y,_X

Or, d’aprés le lemme 2 (ii) du paragraphe V.2b, la condition

’

59'9 < p Séeri
Py y),azeg SP S écrit exactement

ar +deg(detg’) € I,

ou I, est un intervalle fermé borné de R qui dépend de g, puisque
Teo(det x) = 7.

Fixant g € G(A) et v’ € G"(F) vérifiant x,» = x”, considérons pour
tout n € Z 'intégrale

/dg > flee e "))

~ GG’(F)
Xy =x'
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ou la sommation est limitée aux ¢’ € G'(F)\G’'(A) vérifiant deg(det g') = n.
On voit par le changement de variable ¢’ — ag’ que la fonction n — S,
est périodique de période r'd. Par conséquent, on peut écrire pour tout
acR

dg/. ]1*~g' , _pfglg' 171917 g
/G'(F)\G/(A) Z (p(*r A")seateo )f(g™( )9)

v/ €G! (F)

=/
X’Y’ X

> #((er +n+1'dZ)N1,)S,

1<n<r'd

ou #((ar + n + r'dZ) N I;) désigne le cardinal fini de lintersection
de ar + n + r'dZ avec lintervalle I;. Or ce cardinal est périodique de
période r'd/r comme fonction de o et sa valeur moyenne est £(I,)/r'd si
£(1,) désigne la longueur de I,. Par conséquent, I'intégrale considérée sur
G'(F)\G'(A) est également périodique de période 'd/r comme fonction de
o et sa valeur moyenne est

1 v 5 -0 d- Y faHd A
T 1<n<r’'d r G,(F)\GI(A)/G'Z ~' €G! (F)
X =x'

Or, d’apres le lemme 6 (iv) du paragraphe V.2c et le lemme 11 ci—dessus,
toutes les fonctions f(g=1(-,7"”)g) sur G’(A) vérifient les hypothéses du
théoreéme 10. Donc chaque intégrale

. flgHd g9
v/ €G! (F)

=1/
X'Y, x

/G’(F)\G’(A)/a

est nulle si X’ a au moins deux facteurs premiers, et si X’ a un unique
facteur premier u, elle est égale & la méme intégrale ou I'on restreint la
sommation aux 7' € G'(F) vérifiant p, (y') = 0.

Notons {x}; le sous-ensemble de {x}; constitué des polynémes x =
x'x" dont la composante x’ n’a qu'un seul facteur premier y,. Et notons
{7}} le sous—ensemble de G(F) constitué des éléments dont le polynome
caractéristique est dans {x}’ et dont la restriction 7' & E. est elliptique
c’est—a—dire vérifie Hx #) = O

Ainsi on a prouvé que la moyenne de la fonction périodique a

TrSP(f) est égale & celle de

o— dg - 107 ,-.. <) f(g7179).
GFN\G(4)/aZ 7;{;}} e
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Notant {c}’; I’ensemble fini des classes de conjugaison de {7}, Ye un
représentant de chaque c € {c}}; et G, le sous—schéma en groupes de G
des commutateurs de ., cette moyenne est encore égale a la somme sur
les ¢ € {c}’; des moyennes des fonctions périodiques

o — dg - 1(F5, oz, <PIF(97'7e9)-
Gue (FI\G(A)/aZ

Pour tout ¢ € {c}’; de polynome caractéristique x € {x}}, décomposons
x dans ’anneau des polynomes 3 coefficients dans Fy [resp. dans Fi] en

X=XoXq  [resp. X = Xoo XX |

ol xg/ [resp. xoo:] rassemble toutes les racines de valuation > 0 [resp. < 0]
et xJ [resp. x3 '] rassemble toutes les racines de valuation 0. Bien entendu,
X0’ [resp. Xoo’] €st un diviseur de x’.

Ecrivons les décompositions en sommes directes

Ey=FEy ® Egl [resp. Eyw=FE & Egg,]

deE0=E®FF0=DO [respE = E Q®r Fo = D{] avec
Ey = KerXO’(7c)7 EO = KerXO (7e) Lresp Esr = Ker Xoor(7c), Eoo =
Ker x "(7.)]. Notons Gor = Aut Eol Gy = Aut EY' [resp. Goor = Aut Eoof
GX = AwtEX] et o € Gy, 'yo € GY [resp. Yoo € Goor, & e QL]
les restrlctlons de 7. & Eo/ et E8 [resp. & Eoo et E°° ]. Enfin, notons dgy
et dgQ [resp. dgoo et dg’] les mesures de Haar sur Go' et GO [resp. G oo’
et G°°] qui attribuent le volume 1 aux sous—groupes ouverts compacts
maximaux.

Mettons sur E} et ES [resp. Eoo et EX'] les structures entidres induites
par celle de Fy [resp. Ex]. Introduisons fo,l [resp. f”sl] la. fonction de
Drinfeld de niveau u' sur Gy [resp. de niveau —s’' sur Goo'] et fY
[resp. fg,f’ ] la fonction caractéristique de GY N GL,(Dy) dans GY [resp.
de G N GL, (D) dans GZ].

Comme G(F) est dense dans G(Fo) X G(Fw), On 2 pu choisir chaque
représentant v, de facon que f&(v.) # 0 et f2* (v.) # 0. D’aprés
le lemme 6 (i), (ii), (iii) du paragraphe V.2c et le lemme 10 (i) du
paragraphe IIL.6c, on a pour tout c € {c}} et tout « € R
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/ dg - 135 oz, <P)F(97'7c9)
Gre (F\G(A)/aZ “

/ dgoor - dg - dg™° - dg§ - dgor-
Grye (FI\[Goor XGZ' xG(A%:0) /oL xGY x G ]

’ ) OI
4 (780" 950 977 90 9o/
l(p’YC’a 560 S p)

£ (950 Yoo 9oo ) 2 (92 )12 92 ) £ ((9°°°) ™)
78 ((99) 7% 90 ) f3 (99 701 90) -

De plus, d’apres le lemme 2 (ii) du paragraphe V.2b et comme Ey et
E.. sont contenus respectivement dans E' ® r Fy et E' @ Fo, la condition
oo’ 00,0 o’
ﬁ?y::xgﬁog 90 9o’ S p s’écrit

ar — deg(oo)oo(det goor) — deg(0)0(det gor) € J¢

!’ OI
9% 9°°%99

ou J;m,gwyogo, est un intervalle fermé borné de R.
oo

Notons G’:m, et G,,, les sous—groupes de commutateurs de vor €t yor
dans G et Gor ; munissons—les des mesures de Haar dg,_, et dg,, qui
attribuent le volume 1 aux sous—groupes ouverts compacts maximaux.

On voit que la moyenne de chaque fonction

o — dg - 1(5,’;6’0550 < p)f(g_l'ch)
Gy (F)\G(A)/al
est égale au produit de la moyenne de la fonction périodique

a— / dg,_, -dgggl -dg°°’0-dggl “dgn,
Gro (F\[Gry, XGE' xG(A®0)/aLxGY X Gy )]

1(a — deg(oo)oo(det g,_,) — deg(0)0(det g,,,) € J° )

9%’ g6y
()Y E 92 £ ((9%°°) 1 veg™0) 5 (90 )78 98 )

et des deux intégrales orbitales

d ’ o _ dgo/ ’ _
/ dg°° ot (9 Voo Goor) €t / d—-fé‘/ (95" ¥0'90') -
Gyt \Goo! 9 oo Gy \Gor @Gy

Pour que ces deux intégrales orbitales soient non nulles, il faut d’apres
les lemmes 9 (ii) et 10 (iii) du paragraphe III.6c que les polynomes
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minimaux de Yoo’ et 7o soient premiers c’est-a—dire que Foo[Yoor] = Fiy,
et Fo[yo] = F§, soient des corps.

Autrement dit, il faut que <. soit (u,s)-admissible au sens de la
définition 2 du paragraphe III1.4. Dans ce cas et d’apres le lemme 8 du

paragraphe IIL.6c, les deux intégrales orbitales valent respectivement

deg(00’) , deg(oo’)—1y/, 2 deg(co) (heo /[F". ,:Foo]—1) deg(co’
oA T de —1).-.. oo/[Fopr:Foo eg(©) _ 1
deg(oo) (g )(g )+ (g )

_ deg(o0’)
. . ~ deg(co)
e e
deg(0')  geg(o’ 2 deg(0’ ho/[F’,:Fo]—1) deg(0’
—22 7 (gdee(0) _ 1) (g2 de8(0) 1)-- - (qtho/For: o] eg(0) _1)
deg(0)
_ deg(0)
- deg(O) /“I’O 9

ol deg(oco’), deg(0’) désignent les degrés résiduels sur F, des corps F._,,
Fy et hoo, ho désignent les dimensions sur F,, Fo des espaces Exor, Eo .

Or d’apres les propositions 2 et 6 du paragraphe II1.6b combinées avec le
lemme 1 (Vll) du paragraphe II1.6a, la moyenne des nombres de Lefschetz
o — Lefgp"""sp (f>9, u, s) est égale & la somme sur tous les 7. qui sont
(u, 8)—admissibles des moyennes des fonctions

a— )
’
1<m ,5d_"3_((°i)2
oo deg(oo
degSO’!
15"‘0'5 deg(0

oo/J'O/ , ,
Gryo (F)\[Gr_, XGZ' XG(A>0)/alxGY X Gy )]

dgy,,, - dg%Z’ - dg*>° - dgf - dgn, -
i ((1 —a)+ degf’ (0,1,1,1,0) + deg(oco)moor — deg(0)myq

— deg(oo)oo(det g_,) — deg(0)0(det g, ) € J;gg’geo.ogg’)
7 ((9Z) L 98 ) 0 ((97°) Mg 0) S ((99) 18 93 ) -

Ceci termine la démonstration du théoréme principal. [

3. — Le cas ou x a plusieurs facteurs premiers distincts

On se propose dans ce paragraphe de démontrer la partie (i) du
théoréme 10 du paragraphe V.2d.

a) Préliminaires

Nous rassemblons ici plusieurs lemmes dont nous aurons besoin.
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LEMME 1. — Soit S une partie compacte de G(A).

Soient g, g’ deuz éléments de G(A) tels que g’ € gS, £9 et £9' les D-
Modules localement libres de fibre générique D™ qui leur sont associés et
P € P un sous—groupe parabolique de G.

Alors :

(i) La différence des deuz polygones p% et p‘l’; est bornée par une
constante py qui ne dépend que de S.
(i) La différence des deux polygones canoniques py et ﬁj’; est bornée
par .
(iii) St p > 2u1, le raffinement intermédiaire "(_;)—fa vérifie

hoQh Q.

Démonstration :
(i) Ecrivons les décompositions d’Iwasawa
g=pk, ¢=pk,
avec p, p' € P(A) et k, k' € K = GL,(Da).
Alors on a p-‘{,' -pp = p’l’;lp '; or p~!p’ reste dans la partie compacte

-1_7

/—1 , .
KSK donc le polygone p% P = —p% P reste borné en fonction de S
uniquement.

(ii) résulte de (i) appliqué & tous les raffinements Q C P de P.
(iii) résulte de (ii) appliqué & “Q%. 0
LEMME 2. — Soit h une fonction supportée par une partie compacte S

de G(A)/a? et invariante & droite par un sous—groupe owvert K' de K.
Soit E = E1 @ --- ® E; une décomposition standard de E = D" avec

E,=Dm,...,E;, = D™. Notons My,..., M, les schémas en groupes sur
F des automorphismes de Eq, ..., E;,.
Pour toute permutation o de {1,2,...,£}, notons P° le sous-groupe

parabolique de G associé a la filtration
OgEa(l) QE(,(I)@E,(Z) C..-CFE de E=D".

Puis, si 0 = (0z)z¢|x| est une famille indexée par | X| de permutations
de {1,2,...,£}, notons N°(A) le produit restreint des Npo. (Fy) relative-
ment auz Npos (F;) N GL,(Dy).

Soient aussi x1,...,Xxe des polynomes a coefficients dans F' deuz & deuz
premiers entre euzx et Z le sous—schéma fermé de My X - -- X My constitué
des uplets dont les polynomes caractéristiques sont x1,...,Xe-

Alors :
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(i) Toutes les fonctions indexées par n € N°(A), k € K

h™* :M;(A) X -+ x My(A) — C

(ma,...,mg) — h(k~n"1(my,...,me)nk)

sont supportées par une partie compacte (S; X -+ x Sp)a? de (Myi(A) x
o+ x My(A))/a.

(ii) 1l existe un sous—groupe compact N°(A) de N?(A) ne dépendant
que de S tel que pour tousn € N?(A), k € K, on ait n € N°(A) dés que
la restriction de h™* a Z(A) est non nulle.

(iii) Il existe un sous—groupe ouvert compact Ky X---x Ky de M1(A)Xx
-+ X My(A) ne dépendant que de S et K' et par lequel sont invariantes d
droite toutes les fonctions h™*, n € N°(A), k € K.

Démonstration :
(i) Pour que h™*(my, ..., me) # 0, il faut que

n~Y(my,...,my)n € KSK.

Or, la matrice n=!(my, ..., m¢)n a méme déterminant que (my,...,m,) et
mémes blocs diagonaux.
D’ou le résultat.

(ii) Si h™*(my,...,me)#0 avec n€ N°(A), k€ K et (my,...,my) €

Z(A), alors d’aprés (i) le ¢—uplet (mq,...,m,) reste dans une partie
compacte de Z(A) qui ne dépend que de S, et donc aussi
(mi,...,me) " *n"t(my,...,me)n, qui est dans N°(A), reste dans une par-
tie compacte qui ne dépend que de S.

Or, pour toute permutation o de {1,2,...,£}, le morphisme de schémas

ZXNPa ——VZXNpa

(m1,...,me);n) — ((Ma,...,me); (Mma,...,me) " *n"(my,...,me)n)

est un isomorphisme.

Pour x une place de F, l'isomorphisme réciproque transforme toute
partie compacte de Z(F;) x Npo(Fy) en une partie compacte de Z(Fy) x
Npo(Fy) et, en—dehors d’un nombre fini de places, il transforme le compact
(Z(Fz) N GL,(D;)) x (Npe (Fz) N GL,(D;)) en lui-méme.

Le résultat annoncé s’en déduit, compte tenu de ce que toute partie
compacte de N?(A) est contenue dans un sous—groupe compact.
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(iii) Comme N°(A) et K sont compacts, il existe évidemment un
sous—groupe ouvert compact K X - -- X Kp de My(A) X - - - x My(A) tel que

En YKy x---x K))nk CK', Yne N°(A), Vke K .

Un tel K; X --- X Kp répond a la question posée.
[

Pour tout D-Module localement libre £ de fibre générique E = D" et
tout sous-module E’ de FE, on notera £ N E’ le sous"D-Module maximal
de £ dont la fibre générique est E’.

LEMME 3. — Soit S une partie compacte de G(A).

Soient g un élément de G(A) et £9 le D-Module localement libre de fibre
générique D™ qui lui correspond.

Soient v un élément de G(F) tel que g~vg € S et x son polynéme
caractéristique.

Soient x1,...,Xxe des polynomes unitaires divisant x, deux d deux pre-
miers entre eux et tels que x et x1 ...x¢ aient les mémes facteurs premiers.

Alors :

(i) Il existe une constante p; > 0 ne dépendant que de S telle que
+(&9 +(g9 ) +(g9 )
pT(€%) 2 max {u" (£ NKerxi()} > max {uy (€Y NKerxi(7))}
> pt(€9) — m.
(ii) Si F C &9 est un sous-D-Module mazimal de E9 tel que
p=(F) > p1+ ut(EI/F) et si F' C €9 N Kerxio(y) est un sous-D—

module d’un €9 N Ker x;,(y) tel que u(F') = pt (€9 N Kerxi (7)) =

fgai{e{MJr (&9 NKerxi(7))}, on a nécessairement
_z_

F CF.

Démonstration :

(i) Les deux premiéres inégalités sont évidentes.

Pour la troisiéme, considérons 7Y le polygone canonique de g. Et rap-
pelons que d’apres le lemme 8 du paragraphe V.le, il existe une constante
py > 0 ne dépendant que de S telle que tout sous—"D-Module maximal F
de &9 vérifiant p=(F) > put(E9/F) + p} est génériquement stable par .

Soit 7, 1 <7 < r, le plus grand entier tel que

dp? (r') =[p (') =p* (r' - 1)] - [p° (' +1)-P* ()] <1, Vr'e{1,2,...,7-1}.
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On a ou bien 7 = 7 ou bien dp?(F) > uj, donc figure dans la filtration
canonique de Harder—Narasimhan de £9 un sous-D-Module £ de rang 7;
nécessairement sa fibre générique est stable par + et il vérifie

p= (&) 2 pt(€) - F—1)py =pt(E9) - F—1)u).

Puis, comme x et X ... x¢ ont les mémes facteurs premiers, £ NKer x;, (7)
est non nul pour au moins un iy € {1,2,...,£}. D’aprés le lemme 2 (ii)
ci—dessus, il vérifie alors

(€ NKer xio (7)) = 1~ (€ NKerxio (7)) 2 ™ (€) — pf

ou pY > 0 est une constante qui ne dépend que de S.
On voit que p; = (r — 1)pj + pf répond & la question posée.

(ii) Il s’agit de prouver la nullité du composé
F'— E9NKeryi,(y) = €I — EI/F.
Or, d’apres (i) et ’hypothése sur F, on a

o (F)=wF) = lrgg[{#”r(ﬁgﬂKer xi(M)} = ut(E9)—m > ut(E/F).

On conclut d’apres la proposition 2 (v) du paragraphe II.2.

i

COROLLAIRE 4. — Soient x un polynéme unitaire a coefficients dans F et
X1,---,Xe des polyndmes unitaires divisant x, deux & deuxr premiers entre
eux et tels que x et x1...x¢ aient les mémes facteurs premiers, comme
dans le lemme 1.

Et soit h une fonction localement constante d support compact sur
G(A)/a®. Alors :

(i) Pour tout nombre réel uy, la fonction

g— > 1(max{u* (€ NKerxi(7)} - ulg) < Ho)h(g™'19)

YEG(F)
Xy =X

est & support compact sur G(F)\G(A)/a?.
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(ii) On suppose que pour tout élément vy € G(F) de polynéme carac-
téristique x, = x et pour tout sous—groupe parabolique non trivial P de G
contenant vy, on a

/ dnp - h(g"'ynpg) =0, Vge G(A).
Np(A)

Dans ce cas, si p4o est un réel assez grand en fonction de h, on a pour toute
application ¢ : Q — R et tout g € G(A)

> <p( max ut (€9 N Ker xi(7)) - u(g))h(g‘lvg)

1<i<t
YEG(F)
Xy=X
= ) pSH (ggagce pt (€9 NKerxi(7)) — u(g))h(g‘lvg)
YEG(F) 1=
Xy=X

si pSHo désigne la fonction t — (t)1(t < o).
En particulier, pour un tel po, la fonction de (i) se confond avec

g— Y hlg7'v9).

YEG(F)
Xy=X

Démonstration :

(i) est une conséquence immédiate du lemme 3 (i) ci—dessus et du
lemme 1 du paragraphe V.1b.

(i) Etant donnée p > 0 une constante, considérons le sous—groupe
parabolique “Qg associé a tout g € G(A).
D’aprés le lemme 8 du paragraphe V.le, on a I'implication

Vy€G(F), h(g~'yg) #0 =y €*Q"(F)
des lors que y est assez grande en fonction du support de h. De plus, d’apres
le lemme 3 (ii) ci-dessus, ’expression max pt(E9 NKer x;(v)) — n(g) ne

dépend alors que de la classe de v modulo le radical unipotent de “Qyg.

Enfin, on voit d’apres le lemme 5 du paragraphe V.1d que si p est assez
grande en fonction de h et si #Q° = P est non trivial, alors pour tout
v € P(F)

> higabe) = |

dnp - h(g‘lfynpg) =0.
6€Np(F) Np(A)
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Pour conclure, il suffit de choisir py € R de fagon que

Q' =G = max u* (€7 NKerxi(7)) — pl9) < o

Or #Q° = G = u*(g) — p~(g9) < (r — 1)p, donc po = (r — 1)p répond &
la question posée.
]

b) Démonstration du théoréme 10 (i) du paragraphe V.2d

On se place sous les hypothéses de ce théoréme. Ainsi, le polynéme x
compte au moins deux facteurs premiers distincts. On peut certainement
’écrire sous la forme x = x1x2 ou X1 et x2 sont deux polynomes unitaires
non triviaux premiers entre eux.

On sait d’apres le corollaire 4 (ii) que pour po un réel assez grand en
fonction de h

dg - h(g™ g)
/G(F)\G(A)/aZ «eg;m

Xy=X

- dg- 3" 1 (max{ut (€9 NKer xa(1))} ~ 1(g) < o) hlg™"79)
GFNG@A)/a ~ ,iq(m =12
Xy =X

de sorte qu’il suffit de montrer que ’expression de droite s’annule.

D’apres le corollaire 4 (i), la double sommation dans ladite expression
de droite est absolument convergente et tous les changements de variables
y sont autorisés.

Les degrés des polynoémes x; et x2 sont de la forme ryd, rod avec r; > 1,
ro > 1, 71 + 192 = r. On consideére la décomposition standard E = E; & E»
de F = D" avec E; = D™, E5 = D™. On note M;, M> les schémas en
groupes sur F' des automorphismes de F;, Ey et dm;, dmg les mesures
de Haar sur M;(A), M3(A) qui attribuent le volume 1 aux sous-groupes
ouverts compacts maximaux.

Alors l'intégrale ci—dessus est égale a

dg
%y . dm; - dmao-
My (A)x Ma(AN\G(A) 41 - A2 J (0, (F)\ My (A) x M (F)\ M3 (4)) /a2

> 2 a(max{ut ™90 E)) - p((ma,ma)g) < o)

Y1E€M1(F) v2€Mo(F)
Xvy1=X1  Xvyp=X2

h(g~ ! (my 'mimy, my M yama)g) .
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Notons P! et P? les sous—groupes paraboliques de G respectant les sous—
modules E; et E; de E = D". Puis, étant donnée o : |X| — {1,2},
x — 0, une application, notons N?(A) le produit restreint des Npos (Fy)
relativement aux Npo. (Fy;) N GL,(D,) muni de la mesure de Haar dn qui
attribue le volume 1 & N9(A) N K.

Notons dk la mesure induite par dg sur K C G(A).

Pour tous éléments k € K, n € N°(A), notons h™* la fonction

Mi(A) x Ma(A) — C  (my,mg) — h(k™'n~(my, mg)nk).

Alors 'intégrale étudiée se récrit comme la transformée par la fonction-
nelle [, dk - [, M (F)\M: (A) /0 x My (F)\ Ma (A) /o dm; - dmsy- de I’expression

/()dn- Z Z R™ (m7 tyimy, my  yams)
No(A

Y1EM1(F) v2€Mo(F)
Xvy1 =X1 Xy =X2

> 1 (max{ut (€@ 0 By — p((a*my, ma)n)} < po ) -
=1,
ecZ

Il nous suffira donc de prouver que pour m; € M;(A), my € Ms(A),
k € K fixés, cette expression est nulle si o a été choisie judicieusement et
si po est assez grand en fonction de h.

Or la condition E%{M‘F(S(“e"‘"mz)” NE;) — p((a®mi, me)n)} < po est

équivalente & —B2 (n) < e < B, (n) si B, (n) et B2 (n) désignent les
parties entieres de

,
m_d(“o + p(my, mg) — pt(EmmI™ 0 By))
et

T
g (Ho + (a1, m2) - pt(Emman 0 By)),

donc

Z n(g%{u‘i“(g(aeml,mZ)n n Ez) _ u((aem1,m2)n)} < HO)
e€Z ’

= max{0, B, (n) + B (n) + 1}.
D’autre part, on sait d’aprés le lemme 2 (ii) que pour n en—dehors d’un
sous—groupe compact N?(A) de N?(A) qui ne dépend que du support de

h,on a h"k(ml_lfylml,mz_l'yzmg) =0 dés que Xy, = X1, Xvy2 = X2
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Examinons d’abord le cas ot B, (n) + B% (n) +1 > 0, Vn € N?(A).
Alors il nous suffit de prouver que pour tous éléments fixés v, € M;(F),
Y2 € Ma(F) avec X4, = X1, Xvo = X2 S’annulent les intégrales

/ dn - K™% (my tyimy, mz_l’Yzmz)B}m (n),
Ne(A)

/ dn - ™ (mTyymy, mz‘lfygmz)(Bio (n)+1).
Ne(A)

On voit ici qu’il convient d’avoir choisi l’application o : | X| — {1,2}
de telle fagon que les images o et 0o des places 0 et oo soient distinctes;
disons par exemple que g9 = 1 et 0 = 2. En effet, les entiers B}Lo (n)
et B2 (n) sont alors respectivement invariants par les facteurs Np:(Fp) et
Np2(Fy) de N9(A). Et on conclut d’apres les hypotheses sur les facteurs
ho et hoo de h.

Examinons maintenant ’autre cas ou il existe au moins un n € N°(A)
tel que B (n) + B2 (n) + 1 < 0. D’aprés le lemme 1 (ii), on voit
déja qu’existe une constante p; ne dépendant que de N?(A) (donc de
h mais pas de o) telle que ou bien ut(m;) — pu(m1) > po — w1 ou bien
pt(me) — p(mg) > po — p1. Quitte & renuméroter, on peut supposer par
exemple
pt(ma) — p(ma) > po — pa -

Pour toute constante ps > 0, on peut considérer le sous—groupe
parabolique "ZQTM de M, et “2E " la filtration de E, qui lui correspond.
Et on remarque que “2Q" ~ est non trivial si g — g1 > (r — 1) .

D’autre part, d’aprés le lemme 2 (i) et (iii), toutes les fonctions h™*,
n € N°9(A), sont supportées par une partie compacte (S; x S2)a? de
(M;(A) x M3(A))/a” ne dépendant que de h et invariantes & droite par un
sous—groupe ouvert compact Ky x Ky de M;(A) x M3(A) ne dépendant
que de h.

Si donc g est assez grande en fonction de h et si on note Q2 = “2@7”2, il
résulte du lemme 8 du paragraphe V.le et du lemme 5 du paragraphe V.1d
que pour tout n € N?(A) et tout v; € My (F') avec X, = X1

nk(, —1 -1
E: h™ (mi " yimi, my ~yamz)
Y2 €EM2(F)
Xyg =X2

— kio,—1 -1

= ) / dnq, - K™ (my yima, my "v2ng,me) .

¥2€Q2(F)/Ng, (F) Y Nas(A)
Xy =X2
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De plus, il n’y a aucune restriction & supposer que my € Q2(A).

Notons d’autre part @ le sous—groupe parabolique de G respectant la
filtration de E par les E; & “2—E‘72, i > 1. D’apres le lemme 1 (iii), on voit
que si up est assez grande en fonction de N?(A) donc de h, la fonction
n+— BL (n) 4+ B2 (n) + 1 sur N?(A) est invariante par N°(A) N Ng(A)
puisqu’alors pt(EMmum2n 0 By) = yt(£mimen qua BT,

Or N?(A)NNg(A) contient le facteur Np:(Fp) N Ng(Fo) et le quotient
NQ/NPl N Ngq s’identifie & Ng,.

On conclut d’apres ’hypotheése sur le facteur hg de h. [

4. — Le cas ou x est une puissance d’un polynéme irréductible

On se propose dans ce paragraphe de démontrer la partie (ii) du théore-
me 10 du paragraphe V.2d.

a) Préliminaires sur les sous—groupes de commutateurs et les
intégrales orbitales

Commencons par le résultat suivant :

LEMME 1. — Soient K un corps, R une algébre centrale simple sur K
de dimension d? et r > 1 un nombre entier.

Soit v € GL,(R) un automorphisme du R-module & droite E = R".
Enfin, soient u un polynéme a coefficients dans K et n > 1 un entier tels

que p" () = 0.
Pour tout entier i, 0 < i < n, notons

E; = Ker u(y)*
et pour tous entiers i, 0 <i<mn, et j, 0 < j <n—1, notons
E;; = Kerp(7)" + (Im p(7)? N Ker u(7)"1).

Notons aussi P la sous-algébre de M,(R) constituée des endomor-
phismes de E qui respectent la filtration de E par les E; ;, et N le radical
de P.

Alors :

(i) La sous—algébre End(E), de End(E) = M,(R) constituée des
endomorphismes de E qui commutent avec 7y est contenue dans P.

(ii) Pour tout entier i, 1 < i < n, p(y) induit un isomorphisme
E\Eiy1 — Ei_1\Ei-11 C Ei1\E;
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qui envoie les E;\E; j, 0 < j <n—i, surles E;_1\E;_1 j41.
Via ces isomorphismes, image de tout élément de End(E), C P dans
chaque End(E;\E;+1) s’identifie d celle dans End(Ey;).
En particulier, le noyau de End(E), — P — End(E,) est nilpotent.
Démonstration :

(i) résulte de ce que tout endomorphisme de £ qui commute avec 1y
doit stabiliser les sous—modules Ker ()" et Im p(<y)? donc aussi les E; ;.

(ii) La premiére assertion résulte de ce que pour tout entier i

Ker u(7)" = (u(y)) ™ (Ker p(7)"™1),

et pour tous entier i, j

p(y)(Im p(y)? NKer p(y)**1) = Im p(7)"* N Ker p(7)*.

La seconde assertion est conséquence de la premiére puisque tout
élément de End(E)., commute a fortiori avec pu(7y) et avec les p(v)*.
Enfin, on voit que le noyau de End(F), — P — End(E,) s’identifie &
celui de End(E), — P — End(E;) x End(E1\E3) X - -+ x End(En_1\Enr)
donc est contenu dans N Il est nilpotent.
[

Remarque :
Avec les notations du lemme 1, on voit que si u = p/u” est le produit de

deux polynémes p', u” premiers entre eux et si on pose E' = Ker u/™(7),
E" = Ker pu""(v), alors E = E' ® E”, End(E)., = End(£’), x End(E"),
et pour tous entiers i, j

E'NE; =Kerp/(7)*, E"NE; =Kerp"(v)¢,
E'NE;; =Kerpy'(7)" + (W' (7)(E') NKer p' (7)),
E"NE;; =Kerp"(v)' + (1" (v)’ (E") N Ker p" (7)) .

0

ProprosiTION 2. — Sous les hypothéses et avec les notations du lemme
1l,ona:

(1) Le groupe Aut(E), = End(E)Y des automorphismes de E qui

commutent avec vy est unimodulaire au sens que son action par conjugaison

sur End(E), induit Uaction triviale sur la puissance extérieure mazimale
de End(E),.
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(ii) Notons Py la sous—algébre de End(F;) constituée des endomor-
phismes de E; qui respectent la filtration par les Ep; et Py, = P1 N
End(E1)-.

Et supposons que tous les facteurs irréductibles de u apparaissent avec
la multiplicité 1.
Alors ’homomorphisme

End(E)y, — Py [resp. Aut(E)y — Py]

est surjectif.
Par conséquent, I’homomorphisme

End(E), — ][] End(Eo;\Eo;-1)y

1<j<n

[resp. Aut(E)W——» H Aut(Eoyj\EO,j_l),y]

1<j<n

est surjectif et son noyau est le radical de End(E), [resp. le radical
unipotent de Aut(E),].

Démonstration :

(i) Il suffit de prouver ’assertion aprés n’importe quelle extension
du corps de base. On peut donc supposer qu’il existe un isomorphisme
R = My(K). Quitte & remplacer r par rd, ceci nous rameéne au cas
ou R=K.

On peut supposer également que le polynéme minimal de v est scindé
et méme, d’apres la remarque qui précede 1’énoncé de la proposition, que
c’est une puissance p™ d’un polyndéme p de degré 1.

En utilisant les notations du lemme 1, choisissons pour tout 7, 1 < i < n,
un sous—espace E; de E; qui releve le quotient Ei_11\Fi—10 = Ei_11\E;
de E,

Alors, se donner un élément de End(E), revient exactement & se donner
sa restriction & chaque E; qui est un homomorphisme arbitraire de E; dans

E;=Kerp(7)'= @ & p(r)V(Ejrir):

1<i/<i 0<j<n—i’

Pour g un élément de End(E),, notons (g;)1<i<n» la famille des homo-
morphismes qu'’il induit dans les E;_1 1\ E;.

Alors son action par conjugaison sur la puissance extérieure maximale
de End(F),, est le produit sur tous les i, 1 < i < n, de

det(gi)dim E;
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et de

(I I sao==) "

1<i'<ii<j'<n
Comme dimE; = ), Y  dimEj 4y, on voit que ce produit est 1.
1<i/<4 0<j<n—i’
C’est ce qu’on voulait.

(ii) Montrons que I’lhomomorphisme End(E), — Py, est surjectif. Il
suffit de le prouver aprés n’importe quelle extension finie séparable du corps
de base, ’hypothése sur p n’étant pas modifiée par une telle extension.
On peut donc supposer qu'il existe un isomorphisme R = My(K). Par
équivalence de Morita et quitte & remplacer r par rd, ceci nous ramene au
casou R =K.

Et d’aprés la remarque qui précede I’énoncé de la proposition, on peut
supposer que p est irréductible.

E vu comme module sur ’anneau de polynémes K[X] via I’action de 7
s’écrit sous la forme

D u(X)™\K [ X]ex
k

ol les n; sont des entiers, 1 < ni < n, et les e sont des éléments de E.

Les éléments de End(E), sont déterminés par les images des ey, chacune
étant arbitraire dans Ker u(y)™*.

D’autre part, les éléments de End(E,), sont déterminés par les images
des p(y)™ ek, lesquelles sont arbitraires dans E;.

On voit qu’un tel élément de End(E;), est induit par un élément de
End(E), si et seulement si pour tout k 'image de u(7y)™*~'ex est dans

(7)™ (Ker pu(7)™) .

C’est dire exactement que cet élément est dans la sous-algebre Py, de
End(E;), comme on voulait.

Maintenant, le noyau de End(E), — P, étant nilpotent d’apres
le lemme 1 (ii), on voit qu'un élément de End(E), est inversible si
et seulement si son image dans Pj, l'est, si bien qu’est aussi surjectif
I’homomorphisme

Aut(E)y — Pp, -
Enfin, remarquons que le noyau de End(E), — [[ End(Eo ;\FEo,-1)y
1<5<
est nilpotent puisque contenu dans N d’aprés le lemme 1 (ii) et que

d’autre part l'algebre [] End(Ep;\FEo,j—1)y est semi-simple puisque
1<j<n
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par hypothese tous les facteurs irréductibles de p apparaissent avec la
multiplicité 1.
A partir de 13, les deux derniéres assertions résultent des deux premiéres.

0

Citons enfin le résultat suivant, dii & Rao et Deligne en caractéristique
0 et & Howe en caractéristique > 0 :

ProrosiTiON 3. — Soient K un corps local non archimédien, R une
algébre centrale simple sur K de dimension d? et r > 1 un nombre entier.

Soient v € GL,(R) un automorphisme du R-module & droite E = R"
et Aut(E), le sous—groupe de Aut(E) = GL,(R) constitué des automor-
phismes de E qui commutent avec 7.

Enfin, soient dg et dg, deuzx mesures de Haar sur les groupes localement
compacts unimodulaires Aut(E) et Aut(E). et d%"; la mesure quotient sur
Dorbite Aut(E),\ Aut(E).

Alors, pour toute fonction h localement constante a support compact
définie sur Aut(E), Uintégrale orbitale

/ 99 h(g~"vg)
A

ut(E),\ Aut(E) 99y
est convergente.

Démonstration : On a vu dans la proposition 2 (i) que le sous—groupe
Aut(FE), est unimodulaire.
Pour ce qui est de la convergence, voir [Laumon] proposition 4.8.9.

0

b) Encore une nouvelle fonction de pente maximale

Dans ce sous—paragraphe et dans les suivants, on fixe x un polynéme
unitaire a coefficients dans F' de degré rd qui est une puissance d’un
polynome irréductible p.

On note F’ le corps F' = F[X]/u(X) et O le faisceau de Ox-algebres
sur X des entiers de F’ c’est—a—dire la cloture intégrale de Ox dans F'’.

Le faisceau d’algebres O’y ® D est fini sur Ox et il a pour fibre générique
F' ®F D. 1l est certainement contenu dans un faisceau d’algébres fini sur
Ox, de fibre générique F’ ® r D et maximal pour ces propriétés. On fixe
une fois pour toutes un tel faisceau D’.

LEMME 4. — Soient g un élément de G(A) et £9 le D-Module localement
libre de fibre générique D™ qui lui correspond.
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Soit v un élément de G(F) = GL,(D) dont le polynéme caractéristique
est x.

Etant donné F un sous-D-Module de £9, on dira qu’il est (vy,p)-
admissible si vy stabilise la fibre générique de F et si la restriction de 7y
a cette fibre est annulée par le polynome irréductible u. On dira que F est
(v, 1, D')—admissible s’il est (7, p)—-admissible et s’il est stable par l’action
a droite de D' induite par celle de F' @f D.

On suppose que g~ 1vg € S, ot S est une partie compacte de G(A).

Alors pour tout sous-D—-Module non nul mazimal F de £9 qui est (7, pu)-
admissible et en notant F' le plus grand sous-D-Module de F qui soit
(v, 4, D')-admissible, on a

rgF =r1gF
u(F) = p(F') > p(F) — po
ou po > 0 est une constante qui ne dépend que de S.

Démonstration :

On note d’abord que le polyndme x et donc aussi le polynéme p figurent
dans un ensemble fini qui ne dépend que de S.

Puis on remarque que dans le A-module des polynémes de degré < deg

a coefficients dans A, il existe certainement un O-module compact Q ne
dépendant que de u tel que

Dy= [[ .= [ P’ ®0x 0: CDa®QC Da®a AX]/u(X) = Dj.
z€|X| z€|X|

D’apreés I’hypothése g~1vg € S, on voit qu’il existe une partie compacte
S’ de M, (Ds) ne dépendant que de S telle que

9 a(7), g Qg S
Soit b € A* un élément ne dépendant que de S tel que bS’ C M,.(Dy).
Et notons £ le Ox—Module inversible sur X associé & b € AX.
Pour F comme dans 1’énoncé, on obtient donc

(FQoyx L)YD' C F.
Ainsi, (F®o, L)D' est un sous—-D-Module de F. Il est stable par 1’action &
droite de D’ puisque D'D’ = D’, donc il est contenu dans F’. Et il contient
F ®ox L.

De ceci on déduit
rgF =1gF ®o, L <rgF <r1gF,
u(F) +ddegb = u(F ®ox L) < p(F') < u(F).
Ainsi po = —ddegb répond a la question posée.
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On a besoin de la variante suivante du lemme 3 du paragraphe V.3a :

LEMME 5. — Soit S une partie compacte de G(A).

Soient g un élément de G(A) et £9 le D-Module localement libre de fibre
générique D™ qui lui correspond.

Soit v un élément de G(F') de polynome caractéristique x et tel que

g lvg€S.
Introduisons

+ — 7t g
Py, 07 (9) = Py, D’ (€9)
= max{u(F'), F' CEINF' est (y,p, D')-admissible}.

Alors :

(1) Si &' désigne le plus grand sous-D-Module de £9 NKer p(y) qui
soit (v, u, D')—admissible c’est-a—dire stable par D', on a

b0 (E9) = 4 (E)
= max{u(F’),F' C & ANF' est stable par v génériqguement}.

D’autre part, si F' est un sous-D-Module de £9 qui est (y,u,D')-
admissible et vérifie u(F') = pt , 5/(E9), il est y-semi~stable.

(ii) Il existe une constante p1 > 0 ne dépendant que de S telle que
pr(E9) 2 pf , p(E9) 2 uF(E9) — .

(iii) St F C &9 est un sous-D-Module mazimal de £9 stable
génériquement par v et tel que p  (F) > p1 + pt(E9/F) et si F' est
un sous—D-Module de £9 qui est (v, u, D’')—admissible et vérifie u(F') =
,u,JYr, 4D’ (&9), on a nécessairement

FCF.

Démonstration :

(i) Les deux assertions résultent de ce que si F’ est un sous-D-
Module de €9 qui est (7, 4, D')-admissible, tout sous-D-Module maximal
de F' qui est stable par v génériquement est aussi (v, u, D')-admissible.

(ii) 11 est évident sur la définition que p*(£9) > u;”,p, (&9). Par
ailleurs, il existe d’aprés le lemme 3 (i) du paragraphe V.3a une constante
w} ne dépendant que de S telle que

uh (E9 NKer p(y)) > p*(E9) — py -
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Soit F un sous-D-Module maximal de £9 N Ker u(vy), stable par 7y
génériquement et qui réalise

1(F) = p (€9 NKer p(y)).

Et soit F’ le plus grand sous—D-Module de F qui soit (v, 4, D’)—admissible.
D’apreés le lemme 4, on a

W(F') = w(F) — po
ou po > 0 est une constante qui ne dépend que de S.
On voit que p1 = pj + po répond & la question posée.
(iii) Il s’agit de prouver la nullité du composé

Fl— & — EIF.
Or, d’apres (i), (ii) et I’hypothese sur F', on a
py (F) = u(F) > pt(E9) — 1 > pd (E9) — pa > pt (E9/F).

On conclut d’apres la proposition 2 (v) du paragraphe II.2.

On a également besoin du corollaire suivant :

COROLLAIRE 6. — Soit h une fonction localement constante a support
compact de G(A)/a® dans C.

Et soit p : Q — R une application.

Alors, si p > 0 est une constante assez grande en fonction de h,
lintégrale

dg - ot n/(9) — n(9))h(g " vg)
/G<F>\G<A)/aZ 7;@;) TP

Xy=X

converge si et seulement si pour toul sous—groupe parabolique standard
P e Py, P2 Py, de G converge l’intégrale

ot/
vol(Np(A) N K) Jap(r)\Mp(A)/aZ

S el (mb) = utme) [ dk [ dnp bk mp menph)
K Np(A)

YEMPp (F)
Xy=X

dmp : ]].(“@mp = P)
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ou dk désigne la mesure de Haar de volume 1 sur K = GL,(Dy), dmp la
mesure de Haar sur le sous—groupe de Lévi Mp(A) qui attribue le volume 1
a Mp(A) N K, et m} la premiére composante de tout mp € Mp(A) =
MB(A) x --- x MIPI(4).

Et dans ce cas, la premiére intégrale est égale a la somme des secondes
sur tous les sous—groupes paraboliques standards P.

Démonstration :

Soit © > 0 une constante. L’intégrale de la fonction considérée sur
G(F)\G(A)/a® est certainement égale & la somme sur tous les sous-—
groupes paraboliques standards P des intégrales de la méme fonction sur
les {g € P(F)\G(A)/a?, *Q° = P}.

De plus, si p est assez grande en fonction de h, on a les propriétés
suivantes, pour g € G(A) et *Q° = P :

e D’apres le lemme 8 du paragraphe V.1e,

h(g~'vg) #0=> v € P(F), Yy € G(F).
e D’apres le lemme 5 du paragraphe V.1d,
Y. h(g'yég) = / dnp - h(g~'ynpg), Vv € P(F).
8€Np(F) Np(A)

e D’apres le lemme 5 (iii) ci—dessus,

h(g~tvg) #0=>pt , p(9) = ud , p/(EINET).

On conclut en écrivant la formule d’intégration associée a la décomposition
d’Iwasawa.

c) Introduction d’un facteur de convergence

On conserve les notations du sous—paragraphe précédent.
En particulier, on a défini les fonctions de pente maximale u,‘;" uD'
ProPOSITION 7. —

(i) Pour toute fonction h localement constante a support compact
sur G(A)/a® et pour tout réel s > 0, l’intégrale

+
15 (h) = / dg- g0 @O (=103
() G(F)\G(A)/aZ 2

YEG(F)
Xy=X
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est convergente. Plus précisément, pour toute classe de conjugaison c dans
G(F) de polynéme caractéristique x et pour tout réel s > 0, l’intégrale

—s(ut - —
Iz(h) — / dg . Zq (I“’,Y‘P’,Dl(g) #(9))h(g 1’)‘9)
G(F\GA)/aZ

est convergente. Et on a
I(h) =Y _I:(h).
[+

(ii) Pour toute classe de conjugaison c dans G(F') dont le polynéme
caractéristique est x mais qui n’est pas elliptique c’est—a—dire dont le
polyndome minimal n’est pas u, il existe une fonction h positive vérifiant

lir%Ij(h) = +400.

(iil) Sic, désigne la classe de conjugaison elliptique dans G(F) dont
le polynéme minimal est u, on a pour toute fonction h

lim 13, () = L, ()

ou I, (h) désigne l'intégrale convergente

Ichz/ dg - h(g~1vg).
) CENGWY/aE 2 Ma0)

YECL

(iv) Etant données x € | X|\T, une place et h; [resp. h] une fonction
localement constante a support compact sur G(Fy) [resp. G(A)], on dira que
hy est inadaptée a x [resp. que h est inadaptée d x en la place = si h est de
la forme h = hy; ®h® et si pour tout v € G(F') de polynéme caractéristique
X et tout sous—groupe paraboligue non trivial P de G contenant v, on a

/ dnpg - ha:(g;l’)’nP,wgz) =0, Vg, € G(Fx) ’
NP(Fz)

ot dnpy désigne une mesure de Haar sur Np(F}).
Alors, pour toute fonction h inadaptée d x en au moins une place, on a

lim I3 (h) = Iy(h)

ou I, (h) désigne intégrale convergente

L h=/ dg - h(g~vg).
(A) G(F)\G(A) /o 2, M)

YEG(F)
Xy=X
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Démonstration :

(i) Prouvons la premiére assertion.
Pour cela, choisissons p > 0 une constante qui vérifie la conclusion
du corollaire 6. Il s’agit donc de prouver que pour tout sous—groupe
parabolique standard P de G et notant hp la fonction localement constante

MP(A) —C mp i—*/ dk-/ dnp 'h(k_lmpnp k),
K Np(A)

est convergente l'intégrale

/ dmp-1(*Q""=P) Z q“"(“:,y,v'(m;)‘“(m“)hp (mplymp).
Mp(F)\Mp(A)/oZ ~EMp(F)
Xy=X

. . s P
Ecrivons la décomposition en facteurs Mp = Mp x -+ x M 1'3 3
P
Pour mp = (m};,...,m'PI) € Mp(A) et e = (ey,...,ep|) € ZIFI,
.. —a®m |P|
la condition »Q ~~ = P portant sur a®mp = (aelm};,...,aelleP
s’explicite en

—ml —mlP
e lits Trelids
7

|
= Mp,... =M1';p| et

_ —/ _|P|- P
p~ (mb)+dey >pt (m2)+deg, ..., 1 (mIP | 1)+de;p|_1 >u+(m|P I)+de|p| .
D’autre part, si r1,...,7 p| désignent les rangs de M;,..., MILPI, on a

_ _ +--.+
ph, pr(@tmp)—p(amp)=pt , p (mp)—p(mp)+d(ey — =)

T

Ainsi, pour mp € Mp(A), la somme

Z jl(u@aemp = P) Z q—‘s(ll"tu.‘D’(aEIm}’)_l‘(aemP))

e=(e1,...,e|p|)€Z|P|/Z YEMPp(F)
X~y =X hp(m;l'ymP)#O

converge si s > 0.
Comme la partie de ML(F)\ML(A)/aZ x --- x MIP{F)\MIF(4)/a?

1 |P
constituée des (m};,...,mllfl) tels que Q"7 = ML,...,hQ"F = Mll,P|
est compacte d’apres le lemme 1 du paragraphe V.1b, I'intégrale ci-dessus
est effectivement convergente.
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Enfin, comme il y a convergence absolue, la seconde assertion est
équivalente & la premiére, avec I'égalité I3 (h) = > IZ(h).
c

(if) Soit 7. un représentant de la classe de conjugaison c.

Soit P le sous—groupe parabolique de G attaché & la filtration de
E = D" par les sous-modules Ker u(v.), Ker u?(v.),... Comme c n’est
pas elliptique, P est non trivial. On peut supposer qu’il est standard.

Soit Z le sous—schéma fermé de Mp constitué des éléments dont le
polyéme minimal est u. Bien siir, on a v, € Z(F)Np(F).

Soit z n’importe quelle place dans |X|\T,. Dans Z(F,)Np(F;) le sous—
ensemble des points g, conjugués de 7. est un ouvert de Zariski puisque
défini par la condition que p(g,) soit de rang maximal. Par conséquent, on
peut choisir une fonction localement constante a support compact h, de la
forme h, ® h®, positive, invariante par conjugaison par K, ne s’annulant
pas en 7. et telle que h;, s’annule en tous les points de G(F;) qui sont
conjugués d’un élément de Z(F,)Np(F;) sans I’étre de ..

De ce choix, il résulte que pour toute constante y > 0 assez grande en
fonction de h et pour tout réel s > 0, on a

> - /
vol(Np(A) N K) Jup(F)\Mp(4)/aZ

—s(ut mb)—p(m 5
Z q (17, o (mp)—p(mp)) / dnp - h(mpl’)’mPnP) .
e Np(A)

I(h) dmp -1(*Q"" = P)

Comme l'intégrale

/ dmp-1(*Q"F = P) Z / dnp - h(mp'ympnp)
Mp(F)\Mp(A)/aZ veZ(F) Y NP (h)

diverge, on voit que lim I?(h) = +o0.
8—+00

(iii) résulte du théoréme de convergence dominée de Lebesgue puis-
que la double sommation sur G(F)\G(A)/a? et sur ¢,

I, (h =/ dg- » h(g7'vg
) G(F)\G(A)/aZ Z ( )

YECL

est absolument convergente et que, d’apres le lemme 5 (ii), il existe une
constante y; > 0 ne dépendant que du support de h telle que

h(g™v9) # 0= pf , p/(9) — u(g) > —pu -
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(iv) D’aprés I’hypotheése sur h et le corollaire 6, on a pour toute
constante u assez grande en fonction de h et pour tout réel s >0 :

—s(ut - _
/ dg - Z q s(u7 , pr(9) ”(g))h(g 1yg)
G(F)\G(A)/aZ ~EG(F)
Xy=X
— Ce(ut -
_ / g A =G) T ¢ Fham @ KDy
G(F)\G(A)/aZ vEG(F)
Xy=X

Et la seconde expression est évidemn_l_ent continue en la variable s > 0
puisque le quotient G(F)\{g € G(A), *Q° = G}/a® est compact. C’est ce
qu’on voulait.

[

d) Décomposition par classes de conjugaison et par places

On conserve les notations des deux sous—paragraphes précédents.
Commengons par montrer :

LEMME 8. — Pour toute classe de conjugaison c dans G(F') de polynéme
caractéristique x, notons pu™c le polynome minimal de c et choisissons v,
un représentant de c tel que le sous—groupe parabolique P, de G respectant
la filtration par les

E; = Keru('yc)i , 0<i<ne,
et les
Ef; = Kerp(ye)' + (Im p(ve)’ NKer p(7e)™*), 0<i<me, 0<j <ne—i,

soit standard.
Alors :

(i) Le sous-schéma en groupes G,, de G des commutateurs de 7,
est contenu dans P,.
De plus, le groupe G, (A) est unimodulaire. On peut le munir d’une
mesure de Haar dg,,.

(if) Pour g un élément de G(A) et £9 le D-Module localement libre
de fibre générique E = D" qui lui est associé, notons

0e(9) = pel€) =~ ( Y degp(£h) — degp £°)

0<j<n.
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ot chaque 86,3-, 0 < j < ne, désigne le plus grand sous-D-Module de
E9 N E§ ; stable par Uaction & droite de D'
Ceci étant posé, l’intégrale

=s(ut | 51(9ve9)—1(97c9))

I(9) = dg,. - q

/G’Yc (F)\G’Yc (A)/az
est convergente pour tout réel s > 0, et elle est de la forme

g P9 e

ot I? est un réel positif qui ne dépend que de s.

Démonstration :

(i) La premiere assertion a été prouvée dans le lemme 1 (i) et la
seconde dans la proposition 2 (i).

(ii) On sait d’aprés la proposition 7 (i) que pour toute fonction
localement constante & support compact h sur G(A)/aZ et tout réel s > 0
converge ’intégrale

d _
HORY) =9 T2 (g)hlg ™).
G (W\G(A) 997

Comme ’expression intégrale Z3(g) en la variable g est invariante & droite
par K, on voit qu’elle doit converger pour tout g.
Pour s > 0, il s’agit maintenant de montrer que ’expression

@*#01()

est indépendante de g € G(A).

Etant donné g un élément de G(A), soit £] = &; , le plus grand sous—
D-Module de €9 N Ef = £9 N Ef, stable par l'action a droite de D'.
Considérons ¢’ un élément quelconque de G(A) tel que £9' N E¢ = &]. A
fortiori, pour tout j, 0 < j < ng, &9 n E§ ; se confond avec 8(')’]- le plus
grand sous-D-Module de £9 N E ; stable par D'.

Maintenant, pour tout g,, € G~.(A) C P.(A), 979" N ES est égal au
transformé de £] par la restriction de g,, & Ef ®F A et il est stable par D’.
De méme, £99NEY est égal au transformé de £9N E¥ par cette restriction,
et le plus grand sous—D-Module stable par D’ qu’il contienne est égal au
transformé de £7.
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D’apres le lemme 5 (i), on voit donc que

wh o (9v9) = 1d L 5(94.9), Yoy € Gy (A).
On en déduit

I.Cs (gl) — Ig (g) qs% (deg(det g’)—deg(det g)) )

Mais par ailleurs on a aussi

peld) = pels) — ~ (deg(det ') — deg(det g)).

Ainsi, on voit que )
qwc(g)zg(g) — qswc(g )Ij(g') .

D’autre part, d’apres la maximalité de la Ox—Algebre finie D/, deux
D-Modules localement libres de fibre générique E{ qui sont stables par D’
peuvent toujours étre transformés 1'un en ’autre par un automorphisme de

{®F A qui commute avec 7. et respecte la filtration par les EG ;®r A. Or,
d’aprés la proposition 2 (ii), un tel automorphisme peut s’écrire comme la
restriction & Ef ® 7 A d’un élément de G, (A).

Ainsi on a pu prendre ¢’ de la forme

g =9,.9°

oll g, € G4, (A) et g° est un élément fixé de G(A).

Pour conclure, il suffit donc de prouver que les fonctions g — Z2(g) et
g — @.(g) sont invariantes & gauche par G, (A).

En ce qui concerne Z¢(g), c’est évident sur la définition puisque dg,, est
une mesure de Haar.

Et pour ce qui est de ¢.(g), écrivons

oelo) = pe(€) = 1 ( 32 degp(£l;) - degp £7)

0<j<nc

1 C C
= Z (degD(Séyj)—degD(SgﬂEj\SgﬂEjH)).

0<j<nec

Sur cette écriture, I'invariance & gauche par G.,,(A) apparait immédiate-
ment, comme conséquence du lemme 1 (ii).
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Rassemblons quelques renseignements sur les fonctions ¢, :
LEMME 9. — Soit ¢ une classe de conjugaison dans G(F') de polynéme
caractéristique x. Avec les notations du lemme 8, on a :

(i) Pour toute partie compacte S de G(A), la fonction ¢, : G(A) —
Q est minorée sur le sous—ensemble {g € G(A), g~'v.g € S} par une
constante qui ne dépend que de S.

(ii) On peut associer a toute place x de F' une fonction
Pe,x :G%P;)__%(Q

invariante & gauche par G, (Fy) et telle que pour tout g = (gz)ze|x| €

G(A), la somme
> 0ew(90)
z€|X|

soit finie et égale d pc(9g)-

(i) Pour tout place x de F' et toute partie compacte Sy de G(Fy), la
fonction @ 5 : G(Fg) — Q est minorée sur le sous—ensemble {g, € G(Fy),
97 17e9z € Sz} par une constante qui ne dépend que de S,.

Démonstration :

(i) Soit donc g un élément de G(A) tel que g~ 'v.g € S. Avec les
notations du lemme 8 (ii), on a

pelg) =1 ( Y demp(&s,) - degp£?).

0<j<n,

D’apres le lemme 4, les différences degp(&p ;) — degp (€9 N EF ;) sont
bornées par une constante qui ne dépend que de S, de sorte qu'’il suffit de
minorer

Z degp (€9 N Ej ;) — degp &9

0<j<n.

= > (degp(€9 N E§;) — degp(£9 N ES\EI N ES,y)).
0<j<nc

Quitte & remplacer S par KSK, on peut supposer que g est dans P.(A).
Alors d’apres le lemme 1 (ii), ’élément

9 () g = plg™ veg)
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induit pour tout j, 0 < j < n., un homomorphisme bien défini

et ES\ES,, et Eg; peuvent étre identifiés via p(yc)?. Cet homomor-
phisme doit rester dans une partie compacte qui ne dépend que de S,
et degp(E9NES\EINES ) —degp(E9 N EF ;) apparait comme le degré de
son déterminant dans A*. D’ou le résultat.

(ii) Pour z une place de F et g, un élément de G(F;), notons &, le
réseau g, (D) dans E ®f F,. Et pour tout j, 0 < j < n., notons (8(’,’]-),5 le
plus grand sous—D,—module de £, N (Egy ;®F F) qui soit stable par I’action
a droite de D, =D’ ® O;.

Posons

1
bea(ge) = =( D degp, (€6,)x — degp, &)
0<j<nc
ou, si chaque réseau (& ;). est représenté par une matrice (gp ;)z, OR a
posé
degp, (£o,;)c = — deg(z)z(det(gp ;)2), 0<J<ne,
degp_ &; = —deg(z)x(det g;) .
Il est évident sur les définitions que si (9z)z¢|x| = 9 € G(A), la somme

2 ze|x| Pe,z(9s) est finie et égale a pc(g).
L’invariance & gauche par G, (F;) de chaque fonction ¢, résulte du
lemme 1 (ii) et de la formule

1
Pe,x (gz) = ; Z (deg’D,c (‘c’.(’),j)w_d"}g'DI (gan;®FFx\anE;+1 ®FF1:)) .
0<j<ne

(iii) est une conséquence formelle de (i) et (ii).

0

Choisissons pour toute place z de F' une mesure de Haar dg,, . sur
le groupe unimodulaire G, (F;), de facon que la mesure de Haar dg.,,
sur G, (A) soit induite par le produit des dg,, ., * € |X|. Puis, pour
tout ensemble fini T C |X| de places de F, notons dg,, 1 [resp.dgl] la

mesure de Haar sur G, (Ar) [resp. G, (AT)], produit des dg,, .,z € T
[resp. z € | X|\T. Introduisons aussi la fonction

Pe,T -+ G(AT) E— Q gr = (gz)wGT L Z Soc,:c(gm)
zeT

[resp. T : G(AT) — Q ¢ = (92)zeix\T V> Z Ye,e(gz)] -
z€|X\T

Ceci étant posé, on a :
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LEMME 10. — Soient T un ensemble fini de places de F' et hr une
fonction localement constante & support compact sur G(Ar).

Alors pour toute classe de conjugaison ¢ dans G(F') de polynéme carac-
téristique x et pour tout réel s > 0, Uintégrale

dgr
2r(hr) = [ =
G (Ar)\G(AT) @G, T

est convergente.
De plus, c’est une fonction continue de la variable s > 0.

-7 hr (97 1egr)

Démonstration :
C’est une conséquence immédiate de la proposition 3 et du lemme 9 (iii).

0

Maintenant, prouvons :

THEOREME 11. — Soit ¢ une classe de conjugaison dans G(F) de
polynéme caractéristique x.
(i) Soient Ti,...,T, des parties finies disjointes de |X| et T =
ThU---UT,.
Soit h = hy, ®---®@hr, ® hT une fonction produit tensoriel de fonctions
localement constantes a support compact sur G(Ar,),...,G(Ar, ), G(AT).
Alors, pour tout réel s > 0, l’intégrale

d T
1rem) = [ o
Grye (ATI\G(AT) 407,

est convergente, et on a

(k) = gy (hry) -+ I, (hr )1 (RT)I2

. q—wcT(gT)hT((gT)—l%gT)

(ii) Si la classe ¢ nest pas elliptique, alors pour toute partie finie T
de |X| et pour toute fonction positive hT localement constante a support
compact sur G(AT) qui ne s’annule pas uniformément sur la classe de
conjugaison de 7., on a

lim ITS (RIS = +o0.

(iii) Soit h une fonction localement constante & support compact
sur G(A)/a® et inadaptée ¢ x en au moins une place au sens de la
proposition 7 (iv).

Alors Dexpression
13(h)

posséde une limite finie quand s tend vers 0.
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(iv) Sila classe ¢ n'est pas elliptique, alors pour toute place x et toute
fonction h; localement constante & support compact sur G(F,) inadaptée
ax, ona

lim I3, (hs) = 0

Démonstration :

(i) On sait d’apres la proposition 7 (i) que pour tout s > 0 converge
P’intégrale

—s + _ _
Ij(h):/ dg'zq w7 .o (9) u(g))h(g 1%9).
G(FN\G@) /el 3

Comme il y a encore convergence lorsqu’on remplace h par sa valeur
absolue, on voit que dans ’expression de I?(h) il y a convergence absolue
pour la double sommation sur G(F)\G(A)/a? et sur c.

Par changement de variable, on obtient alors

d _
HORY) 29 22 ()h(g ).
G (ANG(A) 9.

La conclusion résulte maintenant du lemme 8 (ii) et du lemme 9 (ii).
(ii) D’apres la proposition 7 (ii), il existe une fonction A’ > 0
localement constante a support compact sur G(A) qui vérifie

lim Ij(h') = +00.

Or il existe certainement un sous—ensemble fini T O T de |X]| ainsi
que des fonctions AT > 0 sur G(AT ) hpnr sur G(Arn1) et hp > 0 sur
G(A1) telles que

hT =henr @ hT et B =hp @hT .
D’apres (i), on a pour tout s > 0,
(W) = I3 g (W) IT (A7) I
et I (W)IT = I pnp(hrna) I (W)

D’apres le lemme 10, I'expression I7 7 (h7,) possede une limite quand s
tend vers 0. On en tire

hm I3 (RT VS = +o0.

D’autre part, il résulte de I’hypothese sur AT que la limite de I’expression

IZ pnr(hrn7) quand s tend vers 0 doit étre strictement positive.

D’ou la conclusion.
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(iii) Ainsi il existe une place 0 de F' telle que h soit de la forme
h = ho ® h°, ot hg, h° sont des fonctions sur G(Fp), G(A®) et ho est
inadaptée & x. De plus, on peut certainement écrire h° sous la forme
R0 = hy ® hO® ol z est une place distincte de 0 et A, A%® sont deux
fonctions sur G(F,), G(A%®).
D’apres (i), on a pour tout s > 0,

I3(h) = I2 o (ho) IZ 4 (ho ) I30%H2 (RO™)IZ

Et d’apres le lemme 10, on sait que 'expression I ;(h;) posséde une limite
finie quand s tend vers 0.
Donc il suffit de prouver que le produit

8 o(ho) 13012 (RO=)I¢

possede une limite finie quand s tend vers 0.

Nous allons le montrer par récurrence descendante sur la dimension d.
de la classe de conjugaison de 7. dans G(F;). Ainsi, supposons le résultat
déja vérifié pour les classes de conjugaison de dimensions strictement plus
grandes.

On sait que la classe de conjugaison de 7. dans G(Fy) est un ouvert
de Zariski dans la réunion des classes de conjugaison d’éléments v, qui
sont de dimension d. < d.. Donc il existe une fonction A, > 0 sur G(F;),
ne s’annulant pas uniformément sur la classe de conjugaison de v, mais
s’annulant sur les classes de conjugaison des v avec ¢’ # c et dy < d.

D’apres la proposition 7 (iv), on sait que 1’expression

I (ho ® hly ® h®) = Z I% (ho ® hl, ® hO®)
Z 5 o(ho) I3 L (R)IS#1 (10=) I3,

posséde une limite quand s tend vers 0.

Par choix de h;, on a I ,(h;) = 0 pour tout s > 0 et toute classe
¢ # c vérifiant do < d.. On sait aussi d’aprés le lemme 10 que toutes
les expressions I, ,(h;) possedent une limite finie quand s tend vers 0, et
d’apres le choix de hl, cette limite est strictement positive pour ¢’ = c.

Enfin, ’hypothése de récurrence est que pour toute classe ¢’ telle que
der > d., 'expression

12 o (ho) IE™H° (RO%) I3,

posséde une limite finie quand s tend vers 0.
Le résultat pour c s’en déduit aussitot.
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(iv) D’apres (ii), il existe une fonction A* > 0 sur G(A®) telle que
li_% IZ*(h®)IZ = +o0.
Or, d’apres (iii), on sait que ’expression
12 (he ® 1) = 12, (ha)I2°(A*) 2

posséde une limite finie quand s tend vers 0. D’ou la conclusion.

Remarque :

Bien que nous n’en ayions nul besoin ici, on pourrait préciser le com-
portement des diverses fonctions de la variable s que nous avons introduites.
Tout d’abord il est évident sur les définitions que la variable s peut étre
prise dans C au lieu de R.

Puis on pourrait montrer :

e Sous les hypotheses du lemme 10, il existe un réel € > 0 tel que
la fonction I3 7-(hr) soit définie et holomorphe dans le domaine Res > —¢.

e Rappelons que pour ¢ une classe de conjugaison de polynéme
caractéristique x, pu™ désigne son polynéme minimal, et notons k. < n.
le rang du centre du plus grand quotient réductif du groupe de commuta-
teurs G,,.

Alors la fonction I? est définie et holomorphe dans le domaine Re s > 0,
et elle admet au voisinage de 0 un prolongement méromorphe avec un pole
d’ordre k. — 1.

e Pour T et hT comme dans le théoréme 11 (ii), la fonction
IT:s(hT) s’écrit comme un produit eulérien de fonctions holomorphes. Elle
est définie et holomorphe dans le domaine Res > 0 et elle admet au
voisinage de 0 un prolongement méromorphe avec un poéle d’ordre n. — k..

e Pour h comme dans le théoréme 11 (iii), la fonction I?(h) possede
au voisinage de 0 un prolongement analytique.

e Pour z une place de F et h, une fonction comme dans le
théoréme 11 (iv), les points précédents impliquent que la fonction I3 , (h;)
admet au point 0 un zéro d’ordre au moins (k. — 1) + (n. — k) = n. — 1.
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Démonstration de la partie (ii) du théoréme 10 du paragra-
phe V.2d :

On considére donc une fonction & de la forme ho ® h°°®hg ot1 0o, 0 sont
deux places distinctes de F, hoo, h°0, hg sont des fonctions sur G(Fy),
G(A>?), G(Fp) et hoo, ho sont inadaptées & .

Avec les notations de la proposition 7, on veut prouver

I,(h) =1, (h).
D’apres la proposition 7 (iv) et (iii), on sait
L(k) = kim I3(R), I, (h)=lm I (k).
Comme pour tout s > 0, on a

I3(h) =Y _I:(h),

il suffit de montrer que, pour toute classe ¢ # c,,

lims,o IS (h) =0.
Or d’apres le théoreme 11 (i), on a, pour tout s > 0,

I3 (R) = I3 oo (hoo) I3 (h0) I3 o (o) 12
et d’apres le théoreme 11 (iii) et (iv), on sait que 1’expression
I} 0hs (h0)I2 o (ho) IZ

possede une limite finie quand s tend vers 0, et que

;Er%) I o (hoo) = 0.

Ceci termine la démonstration.

0

Remarque :

Esquissons une autre démonstration du théoréme 10 du paragraphe V.2d
qui s’inspire des méthodes d’Arthur (voir [Laumon| chapitre 10 pour le cas
des corps de fonctions).
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Considérons comme fixées une fonction h>? sur G(A>?) et une fonction
ho sur G(Fp) inadaptée & x. D’apres la proposition 3 du paragraphe V.2b,
la fonctionnelle

hoo — dg - Z (hoo ® R0 ® hO)(g_lfyg)
G(F)\G(A)/aZ ~EG(F)
Xy=X

est bien définie et elle est évidemment invariante par conjugaison.
D’apres un théoréeme de Harish—Chandra et Shalika (voir [Laumon| lem-
me 10.6.5), elle peut donc s’écrire

dgeo -1
hoo — a/ * hoo(9o6 Vegoo)
~ Z * 6 (Fa)\G(Foo) @re,00 (

ol les 7, sont des représentants des classes de conjugaison ¢ de G(F') dont
le polynéme caractéristique est x et les a, sont des coefficients réels.

Supposons maintenant que h, est inadaptée a x.

Dans le cas (i) ou x a plusieurs facteurs premiers distincts, toutes les
intégrales de h, sur les orbites des 7. sont nulles, ce qui donne le résultat
annonceé.

Dans le cas (ii) ou x est une puissance d’un polynoéme irréductible ,
toutes les intégrales orbitales de h, considérées s’annulent, sauf celle qui
correspond a la classe de conjugaison elliptique c,,.

Il reste & déterminer le coefficient o, ce qui est possible (mais nullement
évident) par les méthodes d’Arthur.

[
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Chapitre VI

Formule des traces d’Arthur—Selberg et

conjecture de Ramanujan—Petersson

1. — Rappels sur la décomposition spectrale de Langlands
a) Notations

On fixe toujours X une courbe projective lisse géométriquement connexe
sur un corps fini Fy. On note F' le corps des fonctions de X, A I’anneau des
adeles de F', Op C A son sous-anneau des entiers et a € A* un élément de
degré non nul dont les composantes valent 1 en dehors d’un ensemble fini
T, de places de F'.

On fixe également D une algébre centrale simple sur F' de dimension d?,
Dy € Dy = D ®F A un ordre maximal et » > 1 un entier. On note G le
schéma en groupes sur F' des automorphismes de £ = D" et K = GL,.(D,)
qui est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(A).

Soit My le sous-groupe de Lévi de G associé a la décomposition en somme
directe E = D @ --- @ D. On désigne par Py [resp. M| I’ensemble fini
des sous-groupes paraboliques de G [resp. de leurs sous—groupes de Lévi]
qui contiennent Mj. Et soit Py € Py le sous-groupe parabolique minimal
associé 3 la filtration0 ¢ D¢ D* ¢ --- ¢ D" = E.

Tout sous-groupe parabolique P € Py admet un unique sous-groupe de
Lévi Mp qui soit dans M. En particulier Mp, = M. Pour tout M € My
[resp. P € Py) on note Zys son centre [resp. Zp = Zy, le centre de Mp|.
On note en particulier Zp, = Zp, = Zp.

On désigne par P D Py I’ensemble de tous les sous-groupes paraboliques
de G. Pour tout P € P, on note Np son radical unipotent.

Introduisons encore W C G(F) le groupe des permutations de
{1,2,...,7} et Wy = WN M(F) pour tout M € M.

Pour M, M’ deux éléments de My, on notera Hom(M, M') I’ensemble
des doubles classes ¢ € Wy \W/Wy, telles que oMo~! C M’'. Si
M= M x---xMget M = M{ x --- X M, sont les décompositions
de M et M’ en produits de facteurs simples de rangs ri,...,rp et
T,...,Ty, cet ensemble Hom(M, M’) s’identifie & celui des applications
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o:{1,2,...,£} - {1,2,...,¢'} telles que r} = Z r;, 1 < j < /{. Pour
1<i<e
o(i)=j
M, M', M" € My on peut donc composer les éléments de Hom(M, M’) et
Hom(M’, M") si bien que M, devient une catégorie. Il en est de méme de

Po si on pose pour tous P, P! € Py, Hom(P, P') = Hom(Mp, Mp/).

b) Degrés. Polygones. Groupes de caractéres

Pour tout M € My, on dispose de I'homomorphisme de degré
deg,, : M(A) 25 AxIM| 28 7iM]|

ou |M| désigne le nombre de facteurs simples de M.
Puis, pour P € Py, on dispose de ’homomorphisme composé

degprp,
degp : P(A) — Mp(A) — ZIP!

ou |P| = |Mp|. On notera encore degp 'unique prolongement de degp en
une application G(A) — ZIF! qui soit invariante & droite par K.

Cette application degp permet aussi d’associer & tout élément g €
P(F)\G(A)/KZg(A) un polygone (normalisé) p%. Si Mp = M; X
-+ X Mip|, T1,T2,...,7|p| sont les rangs de My,...,M|p| et degp(g) =
(deg1(9),- - .,degp|(g)) dans ZIP!, c’est 1'unique application [0,7] — R
s’annulant aux points 0 et r et qui sur chaque intervalle [rq+---+7r;—1,71+
deg;(g) deg(g)

T; T

.-+ + 1;] est affine de pente

Toujours pour un tel P € Py, on notera Ap le groupe de Lie complexe
commutatif constitué des caractéres Mp(A)/a% — C* qui se factorisent &
travers ’homomorphisme surjectif

degp : Mp(A)/a® — (Z x -+ x Z)/(r1,...,rp|)dZ .

Ap s’écrit canoniquement Ap = ImAp X ReAp ou ImAp désigne le
sous-groupe de Lie réel compact des caractéres unitaires et ReAp le sous-
groupe de Lie réel linéaire des caractéres & valeurs dans R}. On notera
d\p la mesure de Haar sur le groupe compact ImAp qui lui attribue le
volume 1.

Plus haut, nous avons prolongé degp en une application sur tout G(A)
invariante & droite par K. Nous ferons de méme avec les éléments de Ap.
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On notera pp € ReAp la racine carrée du caractére modulaire de
Mp(A) par lequel Mp(A) agit sur les mesures de Haar dnp de Np(A) :
mp -dnp - m;l = pfg(mp) -dnp, Vmp € MP(A).

Si P, Q sont deux objets de Py avec P C @, 'inclusion Mp(A) C Mg(A)
induit une immersion naturelle Ag — Ap.

Il y a aussi une inclusion Zg(A) C Zp(A) C Mp(A) et on note ReAg le
sous-groupe de Lie réel de ReAp constitué des caractéres qui sont triviaux
sur Zg(A). On vérifie facilement que ReAp = ReAg x ReA$.

On note Ag le sous-groupe de Lie complexe connexe de Ap engendré
par ReAg. Il se décompose naturellement en Ag = ImAg X ReAg avec
ImAjQ, CImAp, ImAp = ImAqlmAg et ImAg N ImAjQ, est fini.

Pour tout P € Py avec ry,...,7|p| les rangs des facteurs simples de Mp,
introduisons encore la notion de composantes d’un caractéere Ap € Ap
se factorisant & travers ’homomorphisme surjectif degp : Mp(A)/a?Z —
(Zx---xZ)/(r1,...,7rp|)dZ. Pour tout indice i € {1,2,...,|P|} on appelle
i-éme composante de Ap € Ap et on note A} I'image par I’homomorphisme
(Z x ---xZ)/(r1,...,7p|)dZ — C* de I'élément (0,...,0,1,0,...,0) ot
I’'unique 1 est placé en i-éme position.

Etant donné Ap € Ap, on notera |[Ap| > 1 [resp. |Ap| > 1, resp.
|[Ap| > 1] si pour tout indice ¢, 1 < i < |P|, on a

bl > F
. [N . T
[resp. H |,\;>|r1—+'7+—r, > H |A;|+ri+l+...+rlpi,
1<5<s i<j<|P|
. [ . s
resp. [[ Mol > ] AL | TR,
1< <i i<j<|P|

On a évidemment les implications
Ap|>1= |Ap|>1=|Ap|>1.

Et ces trois relations sont compatibles avec la multiplication dans Ap.
Remarquons aussi que la relation [Ap| > 1 [resp. [Ap| > 1, resp. |Ap| >
1] est équivalente & ce que pour tout élément g € P(F)\G(A)/KZg(A)
dont le polygone est concave [resp. concave et non nul, resp. > 0 et non
nul], on ait |[Ap(g)| > 1 [resp. |Ap(g)| > 1, resp. |[Ap(g)| > 1].
Enfin, si P,Q sont deux objets de Py avec P C @, les relations |- | > 1,
| -] > 1 sont compatibles avec 'immersion Ag < Ap. Pour A2 € A2
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on notera [A2| > 1 [resp. |A2| > 1] si A? vérifie cette relation en tant
qu’élément de Ap. Et on notera |,\§| > 1 s’il existe A\g € Ag tel que le
caractére A\g A2 € Ap vérifie \gAZ| > 1.

c) Paires discrétes

Munissons le groupe adélique G(A) de 'unique mesure de Haar dg dont
la restriction dk au sous-groupe ouvert compact maximal K = GL,(Dy)
est de volume 1. Plus généralement, pour tout M € Mg soit dm la mesure
de Haar sur M (A) qui attribue le volume 1 au sous-groupe ouvert compact
maximal Kpr = K N M(A). Et pour tout P € P soit dnp la mesure de
Haar sur Np(A) pour laquelle le quotient compact Np(F)\Np(A) est de
volume 1.

Pour tout P € Py, soit L%(Mp(F)Np(A)\G(A)/a?) I'espace des fonc-
tions de carré intégrable Mp(F)Np(A)\G(A)/a? — C, muni de l’action 3
droite de G(A). Afin d’énoncer la décomposition spectrale due & Langlands
de ces espaces, nous avons besoin de la notion de paire discréte.

Considérons donc M un objet de Mo, x : Zp(A)/a? — C* un carac-
tere central de M(A)/a’ et K’ un sous-groupe ouvert de K. Notons
L%, (M(F)\M(A)/a%, x) l'espace des fonctions ¢ : M(F)\M(A)/a? — C
telles que :

e  est invariante & droite par K' N M(A) C K N M(A),

e p(zm) = x(2)p(m), Vz € Zp(A), Vm € M(A),

e en notant [x| : M(A)/a? — R P'unique caractére qui prolonge
le module de x : Zp(A)/a?Z — C*, la norme |||—~i—||| définie par

”£”2 — Td' deg(a)l / m- |‘P(m)|2
x| (r1d| deg(a)]) - - - (r|md| deg(a)|) Ja(ry\nm(a)/(aZ) P Ix|2(m)

(ol 71,...,7a désignent les rangs des facteurs simples de M) est finie.

Puis notons L2 (M(F)\M(A)/a%,x) la réunion filtrante des
L%, (M(F)\M(A)/a%,x) quand K’ décrit la famille des sous-groupes
ouverts de K, munie de laction & droite de M(A). D’aprés Lang-
lands (voir [Moeglin, Waldspurger, 1994] théoréme VI.2.1) cet espace
s’écrit naturellement comme la somme directe d’une partie “discrete”
L% (M(F)\M(A)/a®,X)disc et d’une partie “continue”.

THEOREME 1. — Pour tout M € My et tout caractére central x :
Zy(A)/a% — C*, la représentation L2 (M(F)\M(A)/a%, x)disc de M(A)
est admissible.
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Esquisse de démonstration :

Il s’agit de prouver que pour tout sous-groupe ouvert K’ de K le sous-
espace de L2 (M(F)\M(A)/aZ,X)disc constitué des formes invariantes &
droite par K’ N M(A) est de dimension finie.

Or, d’apres Langlands, ces formes discretes s’obtiennent comme résidus
des séries d’Eisenstein construites a partir des formes cuspidales sur les
Mg (F)(Ng(A) N M(A))\M(A) avec Q € Po, Mg C M.

De plus, les formes cuspidales invariantes & droite par les Mg(A) N K’
constituent des espaces de dimensions finies et comme chacun des ImAq
est compact, chaque série d’Eisenstein ne donne naissance par résidus qu’a
un nombre fini de formes discretes. (]

Chaque représentation L2 (M (F)\M(A)/a%,X)d4isc, étant admissible,
s’écrit canoniquement comme une somme directe de sous—
représentations isotypiques dont les facteurs irréductibles sont non isomor-

phes de 'une & 'autre et qu’on appellera les composantes discrétes de
L% (M(F)\M(A)/a* x).

DEFINITION 2. — On appelle paire discréte (P, ) la donnée d’un P € Py
et d’une représentation admissible isotypique m de Mp(A) qui soit une
composante discréte de L2 (M(F)\Mp(A)/a%,xx) si Xz : Zp(A)/a® —
CX* désigne le caractére central de .

Considérons (P, 7) une paire discréte et P -2 P’ un isomorphisme dans
Py c’est-a-dire une double classe o € Wy, \W/Wi, représentée par une
permutation w € W vérifiant wMpw=! = Mp:. Alors 7' = {p(wt-w),p €
7} ne dépend pas du représentant choisi w de o et s’inscrit dans une paire
discrete (P, 7). On notera dans ce cas 7’ = o(m).

DEFINITION 3. — On dit que deuz paires discrétes (P,m) et (P',n’) sont
équivalentes s’il existe un isomorphisme o : P — P’ dans Py et un caractére
Ap € Ap tels que

' =o(r®Ap) =0o(m) @ c(Ap) .

Introduisons enfin les groupes de fixateurs d’une paire discréte (P, 7).
On note Fixe(r) [resp. Fixe,(m) pour o : P — P’ un morphisme de Py|
le groupe fini des couples (7, up) dans Autp,(P) X Ap qui vérifient

T(T @ up) = [resp. et oT = 0],
avec la loi de composition
(r%, up) (" wp) = (T2, () T () up) -
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Bien sir chaque Fixe,(7) est contenu dans Fixe(w) et il contient le
groupe fini Fixep(m) des caractéres up € Ap vérifiant 7 @ up = 7.

d) Séries d’Eisenstein. Opérateurs d’entrelacement

Si (P, ) est une paire discréte et K’ un sous-groupe ouvert de K, on
notera L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,7t) Despace des fonctions ¢
Mp(F)Np(A)\G(A)/a? — C invariantes 3 droite par K’ et telles que pour
tout k € K la fonction

i : Mp(F)\Mp(A)/a® — C m — pp(m)~ p(mk)

soit dans le sous-espace wCLZ (Mp(F)\Mp(A)/a% xr). On note
L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/a®,7) la réunion filtrante des espaces
L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,m) quand K’ décrit la famille des sous-
groupes ouverts de K.

2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ) est muni de la norme hermitienne ¢ —

“Tx%” définie par
P 2 Pk |12
22 = / SR2NTH
o] el

Remarquons que pour tout Ap € Ap, 7 ® Ap = {@Ap,p € 7}, donc
aussi

L2 (MP(F)NP(A)\G(A)/GZ ™R /\p) =
{Ap, ¢ € L, (Mp(F)Np(A)\G(A)/d®,m)} .

Venons-en aux séries d’Eisentein.

Considérons P, P’ deux objets de Py avec P C P’. Pour
¢ : Mp(F)Np(A)\G(A)/a% — C une fonction, on introduit la série
EF(p)9) = >,  (69), 9 € Mp/(F)Np:(A)\G(A)/a®. Et pour

SEP(F)\P'(F)
tout Ap € Ap, on note EP (¢, A\p) = EE'(¢\p). On prouve facilement que
si la fonction Ap — EF "(¢, Ap) est définie en un point A} € Ap, alors elle
Pest sur 'ouvert des )\ pEAp verlﬁant |Ap| > |A}| et elle est holomorphe

sur cet ouvert. On note encore EP (¢, Ap) son plus grand prolongement
méromorphe.
On a le résultat fondamental di a Langlands :

THEOREME 4. — Pour toute paire discréte (P,n), tout P’ € Py avec
P C P' et toute fonction ¢ € L% (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ), la série
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d’Fisenstein
Ef (pAp):g— 3 (Ap)(89)
S€P(F)\P'(F)
est convergente dans Uouvert |\p| > |—;;L|.
De plus, elle admet un prolongement méromorphe a Ap tout entier. []

Puis introduisons les opérateurs d’entrelacement.
Considérons cette fois deux objets P, P’ € Py tels que Mp = Mp:. Pour
@ : Mp(F)Np(A)\G(A)/a? — C une fonction, on introduit I'intégrale

ME (¢)(g) = /

Np(A)Nps (A)\Npi (4) A1P,P/

dn P!

~p(npg),g9 € GA) ,

ol dnp pr désigne la mesure de Haar sur Np(A) N Np/(A) pour laquelle
le quotient compact Np(F) N Np:/(F)\Np(A) N Np/(A) est de volume 1.
Et pour tout A\p € Ap auquel est évidemment associé 'unique Apr € Ap:
dont la restriction & Mp/(A) = Mp(A) se confonde avec celle de Ap, on
note M% (0, \p) = ME (pAp) A5/

Ici encore on prouve que si la fonction Ap — ME ' (¢, Ap) est définie en
un point A} € Ap, elle 'est sur Pouvert des Ap € Ap vérifiant |Ap| > |A}]
et elle est holomorphe dans cet ouvert. On note toujours Mp "(¢, Ap) son
plus grand prolongement méromorphe.

On a le résultat fondamental dii & Langlands :

THEOREME 5. — Soient (P, ) une paire discréte, P’ un objet de Py tel
que Mp: = Mp et ¢ une fonction dans L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, ).
Alors :

(i) L’intégrale

dn P’

ME (o, Ap): g — - (pAp)(nprg) A5 (9)

Np(A)NNp (A)\Np: (A) GTP,P’

est convergente dans ouvert |Ap| > ]%;_I'

De plus, la fonction M };’(go, Ap) admet un prolongement méro—
morphe & Ap tout entier. Elle prend ses wvaleurs dans
L% (Mp/(F)Np:/(A)\G(A)/a®,7') ou (P',7') est la paire discréte qui cor-
respond a (P, ) via Uidentité Mp/(A) = Mp(A).

(ii) Pour tout P" € Py tel qu’a la fois P C P" et P C P"”, on a
l’égalité suivante entre fonctions méromorphes de la variable A\p € Ap :

EE (ME (¢, \p), Apr) = EE" (0, 2p)
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(iii) Pour tout P" € Py tel que Mpn = Mp = Mp, on a l’égalité
suivante entre fonctions méromorphes de la variable A\p € Ap :

ME (ME (0, Ap), \er) = ME" (1, A)
En particulier on a quand P" = P :
ME (ME (¢, Ap), Ap') =
[

Etant donnée (P,7) une paire discréte, on dira que 7 est unitaire si
|x=| = 1. Toujours d’apreés Langlands, on a :

THEOREME 6. — Soient (P, ) une paire discréte telle que w soit unitaire
et ¢ une fonction dans L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ). Alors :
(i) Pour tout P' D P dans Py, la fonction méromorphe sur Ap

Ap — EE (0, 2p)

est réguliére sur le tore imaginaire ImAp.

(ii) Pour tout P’ € Py tel que Mpr = Mp, la fonction méromorphe
sur Ap )
Ap — MII: (807 )‘P)

est réguliére sur le tore imaginaire ImAp.
De plus, on a pour tout A\p € ImAp :

IME (0, Ap)ll = llll
0

Introduisons maintenant de nouveaux opérateurs qui généralisent les
EE et les ME'.

Considérons (P,m) une paire discréte, ¢ une fonction dans
L% (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,T) et 0 : P — P’ un morphisme de Po. Ainsi
o est-il une double classe dans WMP,\W/ W, telle que oM, po~1 C Mpr.
Choisissons w € W un représentant de o.

Envisageons d’abord le cas ou o est un isomorphisme c’est-a-dire ou
oMpo~! = Mp: soit wMpw™! = Mp:. Alors on définit une fonction
’ ’
méromorphe Ap — MFE (o, Ap) sur Ap par la formule

ME. (¢, Ap)(g9) = ME P (p,Ap)(w™'g) , Vg € G(A) .
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En effet cette expression ne dépend pas du représentant choisi w de o.
D’aprés le théortme 5 (i) les fonctions MPF, (p,Ap) sont dans

L%, (Mp/(F)Np/ (A)\G(A)/a®,a(r)).

Envisageons maintenant le cas général d’un morphisme quelconque o :
P — P’. 1l existe certainement P € Py tel que P C P’ et Mz =wM pw1.
Si @ : P — P désigne le morphismg de Py induit par w € W, on définit
une fonction méromorphe Ap — E}; »(®@,Ap) sur Ap par la formule

’

EE (¢, Ap) = BE (ME5(0,\p),5(Ap)) -

En effet, d’apres le théoréme 5 (ii) et (iii), cette expression ne dépend pas
du choix du représentant w € W et de P € P,.
Ayant désormais construit tous les opérateurs ME (-, Ap) et E 1}:,:7('7 Ap),

on remarque que le théoréme 5 (ii) et (iii) se traduit pour eux par les
propriétés de fonctorialité suivantes :

e Si o : P — P est un isomorphisme de Py et ¢’ : P/ — P est
un morphisme de Py, on a :

Ef o (MEo(0,2p),0(AP)) = Ep oo (10, Ap)

e Siog:P— P eto: P — P"” sont deux isomorphismes de Py,
ona:

ME o (ME, (9, Ap),0(AP)) = ME .1 (0, Ap)

e) La décomposition spectrale de Langlands

Introduisons de nouveaux espaces, dits de fonctions de Paley-Wiener.

Etant donnés (P,7) une paire discréte, K’ un sous-groupe ouvert de
K [resp. e¢ 0 : P — P’ un morphisme de Py, soit L%, (ImAp x
Mp(F)Np(A)\G(A)/a®,m) Vespace [resp. soit L%, ,(ImAp x Mp(F)
Np(A)\G(A)/a%, ) le sous-espace] des fonctions

® : ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/a® — C

telles que :

e la fonction Ap — ®(Ap,-) est une combinaison linéaire finie
a coefficients dans L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ) de caractéres du tore
ImAp,
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e pour tout Ap € Ap et tout pp € Fixep(w) [resp. tout (7, up) €
Fixe, ()], on a

<I)(AP/J'P’ ) = Q(AP, )
[resp. M}f’., (®(Appp,-), Apup) = ®(T(Ap),")].

Notons aussi L2 (ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/a®,7) I'espace [resp.
L2, ,(ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, ) le sous-espace] réunion filtrante
des L%, (ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ) [resp. des L%, ,(ImAp x
Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, )] quand K’ décrit la famille des sous-groupes
ouverts de K.

Sur cet espace L2 (ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ) on peut mettre
la norme hermitienne & — ”I)%I” définie par

o D(Ap, -
IglP= [ @l (|P e
X ImAp X"rl

Son  complété [resp. le complété de chaque sous-espace
L2, ,(ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,m)] pour cette norme est noté
L*(ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/a®,7) [resp. L2(ImAp x Mp(F)
Np(A)\G(A)/d®,)].

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de décomposition spec-
trale de Langlands :

THEOREME 7. — Soit P’ un objet de Pg.

Alors pour toute paire discréte (P,m) avec m unitaire et pour tout
morphisme o : P — P’ de P, l’application définie sur L (ImAp x Mp(F)
Np(A)\G(A)/a%, ) par la formule

B > [Fixe, (m)|~1/2 / drp - EEL(®(\p, ), Ap)
ImAp

induit une isométrie du sous-espace L2, ,(ImAp x Mp(F)Np(A)\
G(A)/a%, ) sur un sous-espace de L?(Mp:(F)Np:(A)\G(A)/a?) et elle est
nulle sur le supplémentaire orthogonal de ce sous—espace dans L2 (ImAp x
Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,r). Elle induit par suite une isométrie du sous-
espace complété L2 (ImAp x Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, ) sur un sous—espace
fermé de L*(Mp:(F)Np/(A)\G(A)/aZ).

Enfin L*(Mp/(F)Np/(A)\G(A)/a?) est la somme directe hilbertienne de
ces sous-espaces fermés quand (P,7) décrit un ensemble de représentants
des classes d’équivalence de paires discrétes avec m unitaire et quand o
décrit un ensemble de représentants des orbites dans Homp, (P, P') sous
laction a droite de Fixe(r).
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f) Expression spectrale des noyaux

Dans tout ce paragraphe on consideére h : G(A)/a%Z — C une fonction &
support compact invariante a droite et & gauche par un sous-groupe ouvert
K' de K.

Pour tout objet P de Py, l'opérateur ¢ +— ¢ * h de convolution
a droite par h dans l’espace des fonctions localement intégrables de
Mp(F)Np(A)\G(A)/a? dans C admet un noyau qui s’écrit

Knp(dh9)= ), /N dnp - k(g™ ynpg’) .

YEMp(F) P(A)

Et pour tout caractére Ap € Ap on dispose aussi de ’'opérateur composé

@ = ((PAp) * B)AG" = h(p, Ap) -

Il est immédiat que pour toute paire discréte (P,7) chacun de ces
opérateurs envoie 'espace L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,7) dans le sous-
espace L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ). Or d’apres le théoréme 1 il n’y a
qu’un nombre fini de classes d’équivalence de paires discrétes (P, m) pour
lesquelles 1'espace L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a?, ) soit non nul et chacun
de ces espaces est de dimension finie. De ces considérations et du théoréeme
7, on déduit :

COROLLAIRE 8. — Pour tout P' € Py et pour toute fonction h :
G(A)/a® — C a support compact et invariante a droite et a gauche par
un sous-groupe ouwvert K' de K, le noyau de opérateur de convolution a
droite par h dans L*(Mp/(F)Np:(A)\G(A)/a%) s’écrit sous la forme

1
Knp (g, 9) Z Z Z |Fix—e(7r)|

(P,m) p€Bg/(P,m) o€Hompy(P,P’)

/1 e BEL (e Ar) ) 6 B (o Ar) )
mAp

ou (P,m) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence
de paires discrétes avec m wunitaire et ot By/(P,7) désigne une base
orthonormée finie de chaque espace L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, 7). []

Nous aurons également besoin d’une variante du corollaire 8 s’appliquant
A un type particulier de fonctions h : G(A)/a%? — C comme ci-dessus.
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Considérons h une telle fonction qui soit adaptée & un homomorphisme
e : AX/Of — R au sens du paragraphe V.le. Comme on a vu, pour tout
P € Py, le noyau K}, p se décompose de maniére naturelle en une somme

Kh,P: : : K;’L,P’
1<i<|P|

Pour tout indice ¢, 1 < 7 < |P|, on dispose dans ’espace des fonctions
localement intégrables de Mp(F)Np(A)\G(A)/a® dans C de P'opérateur
de noyau K}, p

e *th
ol
i ’ dg i ’ /
(e m&) = [ 39K p(9,9)0l0) , Vo' € G(A) .
Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ dNP ’

Et pour tout caractére A\p € Ap, on dispose aussi de ’opérateur composé
@ — hi(p, p) = ((pAp) ¥* K)Ap'. Ici encore, pour toute paire discréte
(P,m), chacun de ces opérateurs envoie L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, )
dans le sous-espace L2, (Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, ).

Avec ces hypothéses et ces notations, on déduit encore du théoréme 7
la variante suivante du corollaire 8 :

COROLLAIRE 8. — Soient € : AX/OF — R un homomorphisme et
h : G(A)/a® — C une fonction & support compact, invariante & droite
et a gauche par un sous-groupe ouvert K' de K et adaptée d €.

Alors pour tout P’ € Py et pour tout indice i/, 1 < ¢/ < |P’'|, le noyau
K} p, s’crit sous la forme

Kip(dho)=Y, Y, > >

(P,w) pE€By: (P,7) c€Homp, (P,P’) 1S(*)SIP,|
o(i)=i

1
| Fixe(m)| J1map

ot (P,m) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence
de paires discrétes avec m unitaire et ou Bg/(P,m) désigne une base
orthonormée finie de chaque espace L%,(Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,7). ]

d\p - EE, (K (0, Ap), \p)(¢')EE., (0, AP)(9)

2. — La formule des traces d’Arthur-Selberg : le c6té spectral
a) Une assertion d’intégrabilité

Le présent paragraphe 2 repose sur la proposition suivante :
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PRrOPOSITION 1. — Soient (P, m) une paire discréte avec m unitaire, K’
un sous-groupe ouvert de K, A\p — ¢(Ap) une fonction analytique sur
ImAp a valeurs dans l’espace de dimension  finie
sz (Mp(F)Np(A)\G(A) /a:,w), ¢ un élément de ce méme espace
L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a*,7), {p} une famille compacte de polygones
p:[0,7r] = R et {a} une partie compacte de R.

Alors il existe sur G(F)\G(A)/a% une fonction positive intégrable qui
magore en modules toutes les fonctions

g K<(175a¢1(,\1’,\2,g) = Z (_l)lP'|_1 Z Z

P'ePq o€Homp, (P,P’) §€ P'(F)\G(F)
P'2Py

1% >, p— app?) / dAp - EE,(p(MAp), MAP) (89)ER, (9, A2Ap)(69)

quand p,a décrivent respectivement {p}, {a}, A1, A2 décrivent un certain
voisinage de ImAp dans Ap et i décrit {1,2,...,|P|}. 0

Avant de procéder a la démonstration de cette proposition, notons-en
tout de suite deux conséquences qui s’obtiennent par combinaison avec les
corollaires 8 et 8 du paragraphe VI.1f :

COROLLAIRE 2. — Pour toute fonction h : G(A)/a®? — C & support
compact et invariante & droite et a gauche par un sous-groupe ouvert K’
de K et pour tout polygone p : [0,7] — R, Uintégrale Tr<P(h) de la fonction
a support compact sur G(F)\G(A)/a?

g > ()P N 4(pY >, p)Kn,p(89,69)

;51;% 5€P(F)\G(F)

est égale a la somme finie

dg - K:(T; )w(l L9)

Z | Fixe(m)] lee(?f)l /G(F)\G(A)/ z

(Pym) k' (Pym)

ot (P,m) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de
paires discrétes avec T unitaire, et Bg/ (P, m) désigne une base orthonormée
finie de chacun des espaces L%,(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, ). 0
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COROLLAIRE 2. — Soit h : G(A)/a? — C une fonction & support
compact, invariante & droite et d gauche par un sous-groupe ouvert K’
de K et adaptée a un certain homomorphisme € : A* /O — R.

Alors pour tout polygone p : [0,7] — R et pour tout nombre réel a,
Vintégrale TrsP(h) de la fonction & support compact sur G(F)\G(A)/a®

g Y (=pFImt > 1(p¥ > p— opb)K] p(8g,69)

PePg 1<iZ|P| 6€P(F)\G(F
1) <i<|P| s€ P(F)\G(F)

est €gale a la somme finie

1 / o
| Fixe()| dg- K>t (1,1,9)
;L;) | Fixce(r)| ISzZS:IPI tpEB;P,w) G(F\G(A)/aZ (o)

ot (P,7) décrit un ensemble de représentants des classes d’équivalence de
paires discrétes avec m unitaire, et Bi/ (P, ) désigne une base orthonormée
finie de chacun des espaces L2, (Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, ). 0

b) Démonstration de ladite intégrabilité

D’apres Langlands la fonction Ap — ¢(Ap) & valeurs dans [resp.
’élément ¢ de | I'espace L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ) est de la forme

¢(Ap) = Res; EX($(Ap),-) [resp. p = Res; BE(5,-)]

N

ol
° (13, 7) est une paire discréte telle que PCPet que 7 soit unitaire
cuspidale, _ _
e Resj est un opérateur de résidus en un point X dans Ag tel que [A| > 1,
e A\p — @(Ap) est une fonction analytique & valeurs dans [resp. @ est
un élément de | I'espace L (Mz(F)Nz(A)\G(A)/d®, 7).

Bien siir I'inclusion P C P induit un morphisme de Py. Son composé
avec tout morphisme o : P — P’ de Py sera noté ¢ : P — P’. D’autre
part, pour ¢ € {1,2,...,|P|}, choisissons un ¢ € {1,2,...,|P|} antécédent
de i via linclusion P C P.

Nous sommes amenés, pour tous A\; € Ap, Xl,Xz € Alg, a considérer la
fonction sur G(F)\G(A)/a? qui associe & tout g € G(A) la somme

PIRC I . 1 >, p—app))

P/ePg og€Homp, (P,P’) 6€ P'(F)\G(F)
P'DOP
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[ de- BE@0aAn). Turr) 60 EE (7. X2 hr) b0)
ImAp ’ ’

Nous allons d’abord transformer ces expressions en un point g € G(A)
fixé.

Encore une fois, associons & tout _P’ DI ) Eans Po et tout 6§ €
P'(F)\G(F) le raffinement canonique Qj-1p5 = Q de (9,6~ 1 P'6). Et s1
1 > 0 est une constante, on dispose aussi de la ﬁltratlon ”Qg s = Q"
avec donc Q C Q C 6~1P’5. De plus le couple (Q, Q" ) peut étre écrit sous
laforme Q=5 ‘P38, Q" =5 'P"Gou P, CPCP" §eP(F)\G(F).

En regroupant les termes, notre expression se récrit

2. >, 7

PP'ePy 6eP(F)\G(F) _ F'€Po o€Homp (P,P’)
P*DOPDPy Q=P Q%5 =P"

16, >, p-ap”) | dAp-BEL(EO0AR), Xixr) 69) EEZ(P, XaAr) (69)
ImAp ’ 4

Or d’apres le corollaire 6 du paragraphe V.1d et si la constante u > 0
est choisie assez grande en fonction du sous-groupe ouvert K’ de K, on
peut substituer aux séries d’Eisenstein leurs termes constants de la maniere
suivante :

EE(3(\Ap), MAr)(89)= / dnp - EE~(§(MAp), MAp) (npe59)
’ Npu (F)\Npu (A) ’
= Y EBE,(@Ap), MAp) ()

o1 EHompo (P,F”‘)

r_
oy=0

EE(%, %2Ap)(g) = / dnp - BE~(3, 3aAp) (n-Bg)
: N (F)\ N (4) :

= Z EP,ag((;E, X2Ap)(89)
o2 GHomrpo (;,-};”)
oh=0c
ou on note 01,05 € Hompo(P P’) les composés de tous morphismes

01,02 € Hompo(P P* ) avec le morphisme de Py induit par linclusion
Ptcp.

Il est clair d’autre part que si la constante u > 0 est assez grande en fonc-
tion des compacts {p} et {a}, alors, pour tous o € Homp, (P, P'), 61,02 €
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Homp, (P, P"), les égalités o, = & = o/ impliquent les équivalences

P >pe p— a2 =l >, p— apl? = L >0 p— apZ®.

Ainsi notre expression se récrit-elle encore

Z Z Z ]l(p%u >pr P — apa—lu(z))

_PP'ePo  FeP(F)\G(F) o;,02€Homp, (P,P*)
P*DPDP,

( 2 (—1)“’"‘1) / d\p-
ImAp

P’'ePo

5 3,
Qp=PrQy=P"
3o€Homp (P,P'),0] =;=a;

EE (@(Ap), Midp)(B9)EE" (7,%22p)(59).

Or on a le lemme suivant :

LeMME 3. — Soient pu > 0 une constante, P, P, P, P* des éléments
de Py vemﬁant P CPetPyCPC P , 01,09 deuxr morphismes dans
Homp, (P, P*) et g un élément de G(A). Alors :

(i) L’ensemble {P’ 6_7_70, Qp =E/\ “Qp = P} ou_l;ien est vide
ou bien est égal & {P' € Py, P" C P' C P} pour un unique P 2 P" dans
Po.

(ii) Pour tout P 2P dans Py, la somme

SN
P'ePy

P*cpP'CP
Joc€Homp, (P,P'),0} =;=a;

vaut ou bien 0 ou bien (—1)|F|_1.

Et le second cas se produit si et seulement si les homomorphismes
o : ReAy — ReAps, 05 : ReA; — ReAps induits par les inclusions
Zpr — 014507 L Zen — 022505 ! vérifient les conditions suivantes :

e o} et 05 envoient le sous-groupe RJeAg de ReAy dans le sous-

groupe ReA—-,, de ReApu
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o Uhomomorphisme o} /03 : Az — a1 (A5)o3(A5) ™! envoie ReAy
dans le sous-groupe ReA}—P,:. de ReApn,

e le sous-groupe engendré dans RJeAg:, C ReApr par of(Re Ag),
o3(Re Ag) et (07/03)(Re Ap) rencontre le cone des caractéres )\g; <1l.

Démonstration du lemme 3 :

(i) 1 est clair que 'ensemble {P’ € Py, Q} Jp, = =PAHQp = P} est
non vide si et seulement si il contient ’élément P".
Dans ce cas, introduisons les ensembles

= {rgtf? , 1<i< [P},
To = {rge?” , w(EL\EPT) > w(EPT\ELD)}
T = {rg€?T , p(EP\EPT) > u+ p(EFT\ELD)}
I={rg?"" , 1<j <[P},

avec donc I\Io [[I, CIC T1.

Et pour tout P’ O P dans Py, notons Ip: = {rgSf’P 1 <7 < |P|}
L’application P — Ip définit une bijection sur l'ensemble des parties
de T et pour tout P’ D P les conditions Qp = P et “Qp = P" sont
équivalentes & I \Tu_g Ip: C I C’est-a-dire P C P C P'siP D P est
défini par Ir = I'\I,,.

(ii) De la méme fagon, ’ensemble des P’ € Py tels que
P‘cPCP
Jdo € Homp,(P,P'),0] =0 =0

(SR

ou bien est vide ou bien est égal & {P’ € 'Po,ﬁ” C P C ﬁ’} pour un
—//

certain P € Py vérifiant P C P  CP.Etona
. 4 E—4
S T SR LT NP
_ P'ePg IFIQIPIQIFII (_I)IP -1 si P =P
P/IgP,gFI

d’ol1 la premiére assertion.

Le second cas est réalisé si et seulement si le sous-ensemble envisagé de
Po a P’ comme unique élément. Or la premiere condition de 1’énoncé por-
tant sur o] et o3 traduit le fait que les deux morphismes de Homp, (P, _13/)
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induits par o, et o, se factorisent chacun dans Homgp, (P, FI). La seconde
condition portant sur o} /o3 traduit le fait que o; et o3 induisent le méme

morphisme dans Homp, (ﬁ,ﬁ/). Et la troisitme condition traduit le fait
que ’ensemble considéré n’a d’autre élément que 7. U

Suite de la démonstration de la proposition 1 : Rappelons que
nous avons déja fixé la constante y > 0 en fonction du sous-groupe ouvert
K’ de K et des compacts {p} et {a}. Fixons également des éléments P,
P, P e Py verlﬁant PRCPCP'cC P'. Disons que deux morphismes
de Hompo (P P") sont équivalents s’ils se déduisent 'un de I’autre par
composition avec un élément de Aut(P) commutant avec inclusion P C P
et fixant * ® \. Cette relation est compatible avec les conditions du
lemme 3 (ii). Faisons donc décrire & o, et oy deux classes de Homp, (P, P")
qui satisfassent ces conditions.

I1 nous suffit maintenant de prouver que lorsque p décrit {p}, o décrit
{a}, j décrit {1,2,...,|P"|} et A1,y décrivent un certain voisinage de
ImAp dans Ap, les fonctlons

g ll(pg};u >5up - ap%u) dAp - Resy ZE~ (@(A1Ap), -A1Ap)(9)

ImAp o1

DH o~ <1
Ress 3 BE  (8,-22Ap )(9)
o2 ’

sur l'ouvert U dans P(F )\G(A) /a® constitué des élément g tels que
{P' € Py,Q% = PAHQ% = P'} = {P' € Py,P* C P/ C P’} sont
uniformément majorées en modules par une fonction intégrable.

On remarque que l’opérateur d’intégration fIm Ap d\p- ci-dessus est
appliqué a des fonctions analytiques de la variable A\p € Ap si bien que le
contour Im Ap peut étre déplacé. Pour tout A\g € Re Ap proche de 1, nos
fonctions s’écrivent encore sous la forme :

g~ 1(pL, >pep—apk.) [ dAp- ResAZE~ (B(A120Ar), A1 2oAp)(9)

mAp

Res,\ZE~ (@ 2225 25)(9)

D’autre part, nous pouvons évidemment nous limiter au cas ou les deux
résidus qui apparaissent dans cette expression ne sont pas identiquement
nuls. Mais alors on déduit de [Moeglin, Waldspurger, 1994] proposition
V.3.15 et proposition VI.1.6 (c), que pour tous o1, o2 dans les classes
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considérées, pour tout A\, dans un certain voisinage de A dans Ag et avec

les notations du lemme 3 (ii), les caractéres o*(|A1]) et 0% (|A1]) dans Re A-II;;
sont < 1. Comme les conditions du lemme 3 (ii) sont satisfaites, on a pu
choisir le caractére A\g € Re Ap proche de 1 de telle sorte que pour tous o1,
o2 dans les classes considérées, pour tous A;, A2 dans un certain voisinage
de X dans A% et pour tous \;, A2 dans un certain voisinage de ImAp dans

Ap, le caractere
ot (A1])at (Mal)os (1Xal)as (1X2])(oF /03) (M)

dans ReApr se projette dans Re Af; sur un élément < A < 1 et dans
Re A & l'intérieur d’un voisinage VPde 1 arbitrairement petit en fonction
du voisinage choisi de ImAp dans Ap.

Or pour tout Ap € ImAp, la fonction de la variable g € G(A) qui est le
quotient du module de

B ~ BH o~ T —1v-1
EE | (@120rp), MMAoAP)EE | (5220225 AP )
par le caractere

o1 (Mal)ot(Aa)os (Ral)os (Aal)(0F/03) (Ao) pn
est invariante & gauche par Mpu(F), Npu(A) et Zpu(A). Et le sous-
ensemble U’ de P(F)\G(A)/a® constitué des éléments g € G(A) tels que
og € U, c’est-a-dire que pour tout P’ € Py on a ’équivalence
Q% =PAHQYL =P« P'CP CP,
oil existe pe{p},ac{a} et je{1,2,...,|P"|} vérifiant PLu>pe p—ap%,,,

se projette sur une partie compacte de Mpu (F)Npu(A)Zpu(A)\G(A). On
en déduit qu’en sus du caractere A < 1 dans ReAf; et du voisinage V de 1
dans ReAy, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous A1, Az dans
un voisinage suffisamment petit de ImAp dans Ap, pour tout A\p € ImAp
et pour tout g € U’, on ait

|Ress EZ. (8(AdoAr), -Mhore)(9)Ress EE (3,322 ™35 )(9)
< CA(g) max {Xz(9)}0%+ (9) -
;/
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Or, si le voisinage V de 1 dans Re Ay a été pris assez petit, la fonction
sur U’ C P(F)\G(A)/a®

g~ CA(g) max {Xz'(9)}p%(9)

est intégrable.
Cela termine la démonstration de la proposition 1. 0

c) Premiére transformation des coefficients de Fourier par
échange de deux sommations

Nous conservons les hypothéses et les notations de la proposition 1.
D’apres cette proposition, la fonction

ImAp x ImAp —» C (A1, Ag) — dg.K3F%" (A1, A2, 9)
GFNG@)/aZ T
est bien définie et analytique. Nous voulons calculer sa valeur en 1’élément
neutre (1,1). Nous savons que c’est la somme des coefficients de Fourier de
cette fonction, c’est-a-dire des intégrales

[ oot [ deat) [ dg - KS1C5 (0a, 20, 9)
ImAp ImAp G(F)\G(A/aZ ’

quand (1, x2) décrit ’ensemble des couples de caractéres de Im Ap.

Comme les fonctions (A1, A2) — KE(’f 50;’,'
Im Ap plongé diagonalement dans Im Ap X Im A p, un coefficient de Fourier
comme ci-dessus ne peut étre non nul que si x; et x2 sont égaux & un méme
caractere xy de Im Ap.

D’apres la proposition 1, on peut intervertir les sommations fI mAp dAy-,
Jima,p @X2- €t fG( F)\G(A)/aZ 49 si bien qu’aprés changement des variables
A1 et Ay en A\;/Ap et A\a/Ap, et comme fImAP d\p = 1, le coefficient de
Fourier attaché a (x, x) s’écrit

(A1, A2, g) sont invariantes par

/ ng.Z(_l)IP'I—l Z Z il(pf,’i >, p—ap?,(,i))
G(F)\G(A)/a P'ePg o€Homp, (P,P’') 66 P(F)\G(F)
P'DPy

/ dX; - x(A1) dXz - X(/\z)E}I:,:y@P()\l), A1)(89)EE, (1, A2)(69).
ImAp ImAp

Or d’apres le théoréeme 7 du paragraphe VI.le, pour tout P’ € Py et tout
o € Homp, (P, P’), les deux fonctions

g /1 AdArWEﬁ;(so(Al)w)(g),gH dh2x(A2)EE, (0, 22)(g)

P ImAP
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sont de carré intégrable sur Mp:(F)Np/(A)\G(A)/a%. Donc le produit de
la premiére et de la conjuguée de la seconde est intégrable sur Mp/(F)
Np:(A)\G(A)/a? et a fortiori sur 'ouvert défini par la condition p%, >or

p— ap}’,(,’). Ainsi notre coefficient de Fourier s’écrit-il encore

PR EEDS

P’ePg g€Homp, (P,P’)
P'2Py

<A > p—opp?) [ i X ER, (p(A), 2) ()
map

[ xa XODEE. (0. 2a)() >
ImAp

ot < -;- > désigne le produit hermitien dans chaque L2(Mp/(F)
Np/(A)\G(A)/a?).

Par souci de commodité, nous allons modifier un peu l'indexation de
cette somme. Nous avons besoin pour cela de nouvelles notations.

Rappelons d’abord que si P,P’ € Py, Homp,(P, P') se plonge na-
turellement dans l’ensemble des applications surjectives de l’intervalle
{1,2,...,|P|} sur lintervalle {1,2,...,|P’|}. En sens inverse, si P € Py
et o est une application surjective de lintervalle {1,2,...,|P|} sur un in-
tervalle {1,2,...,¢}, il existe un unique P’ € P, tel que |P’| = £ et que, si
on écrit les décompositions Mp = My X ---x M|p| et Mpr = M X ---x My,
alors M € M;;),1<j< |P|. On notera dans ce cas P’ = o(P) et o
définit un élément de Homyp, (P, o(P)).

D’autre part, si 7 est une permutation d’un ensemble {1,2,...,¢}, on
notera 7+ : {1,2,...,¢} — {1,2,...,£%} [resp. 7= : {1,2,...,4} —
{1,2,...,£7}] l'unique application surjective telle que 7+(7~1(1)) = 1
[resp. 7~ (771(1)) = 1] et que pour tout j, 1 < j < 4, on ait

() = (G fresp. 7 (rA (1) = = (r ()]
si 77G+H) >77(),
) = () fresp. (- () = 7 (7 G)HH)
si 77154 <T7L(H).

Quand £ = |P| pour P un élément de Py, on disposera donc dans Py de
7+ (P) et 7 (P).

Ceci étant posé et fixant un P € Py, associons & tout couple (P’, o) ol
P’ € Py, P' D Py et 0 € Homp, (P, P’) le couple (7,Q) ou 7 est 'unique
permutation de {1,2,...,|P|} telle que
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e le composé o771 : {1,2,...,|P|} — {1,2,...,|P’|} soit croissant,
e pour tous i1,iz € {1,2,...,|P|}, on ait 'implication

i1 < ig A O'(il) = O’(iz) - T(il) < T(iz) ,
et ou Q = o(P). Il est clair que cette application définit une bijection sur
I’ensemble des couples (7, Q) ou
e 7 appartient 4 '’ensemble & p| des permutations de {1,2,...,|P|},
o (Q est élément de Py et 7(P) C Q C 7~ (P).

Ainsi, nous avons prouvé :

LEMME 4. — Dans la situation de la proposition 1 et pour tous caractéres
X1, X2 de Im Ap, le coefficient de Fourier

/ dA1 - x1(A1) dAz - x2(A2) dg - Kf(’.’ja;()\l, A2,9)
ImAp ImAp G(F)\G(A)/aZ ’

est nul si x1 7# x2 et si x1 = x2 = X il est égal a

Z Z (-1)lQi-1

T€G|p| QE€Pg
T(P)SQET™ (P)

<1 >ap-ar[}) [ ah-XTEL, (). M)
mAp

| XD, () >

mAp

ot <--> désigne le produit hermitien dans chaque L%*(Mqg(F)
No(F)\G(A)/a").

0

d) Transformées de Fourier des fonctions de troncature. Con-
dition de recollement d’Arthur

Afin de calculer les produits hermitiens qui apparaissent dans le lemme
4, il nous faut écrire chacune des fonctions caractéristiques ll(p‘Q >qQ
p— ap:g)) comme une expression intégrale en les caractéres éléments
de ImAg. Les deux lemmes qui suivent affirment l’existence d’une telle

écriture et en précisent les propriétés formelles dont nous aurons besoin.
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LEMME 5. — Soit P € Py. A tout polygone p : [0,7r] — R et & toute
permutation 7 € Sp| de {1,2,...,|P|} on peut associer une fonction

rationnelle p
ip,:Ap—C

ayant pour dénominateur pp — H (u;,_l(j ) _ u;_l(j )), de telle sorte
1<5<|P|
que :
(i) Pour tout po < 1 dans Re Ap, tout polygone p et toute T € Gp|,
on a ’égalité suivante entre fonctions sur M, p)(F)N,p)(A)\G(A)/a? :

(=)l PN(p,_ oy >1-(p) PPyt (py Srt(p) P) =

/1 . dpp - T (popp)T(porp)(:)

(ii) Pour tout polygone p, tout entier i € {1,2,...,|P|}, tout a € R
et toutes permutations 11,72 € 6|p| telles que To1y 1 soit la transposition
de deuz entiers adjacents £ et £+ 1, les deux expressions polyndomiales

Ap—ap:l(i) ~1(i41 —1y,
i @we) [ g 7 -ug @)
1<5<|P|

et
T2(%)

~p—ap.. -1 i+1 —1/.
trn *Owe) TI G - @)
1<5<|P|
prennent la méme valeur en tout point up € Ap dont les composantes

-1 -1 -1 -1
pi D O gm0 O ot dales.

(iii) Pour tout entier i € {1,2,...,|P|}, il existe un caractére x* de
Ap tel que pour tout polygone p, tout o € R et toute T € G|p|, on ait

. . . | I
l’égalité suivante entre fonctions rationnelles sur Ap :

7 (i) 7(4)
Ap—(a+1)p.,.(p) — Xi"p_ap.,,(p)

P,r 1I‘P,‘r'

Démonstration : Notons 7y, ..., p| les rangs des facteurs simples de
Mp. Par définition Ap est le groupe des caractéres de Mp(A)/a? qui
se factorisent & travers ’homomorphisme surjectif degp : Mp(A)/aZ —
Z\P\/(ry,...,mp|)dZ donc Ap sidentific au groupe dual de
ZlPI/(’I‘l, cee ,r|p|)dZ.
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D’autre part, pour tout polygone p et toute 7 € &p|, 'application

m i (=1)l7 @I=1q(pTC 1);. >.-(p) D, P TS(I),) <+(p) p) sur Mp(A)/a® se
factorise également a travers degp et peut étre vue comme une application
sur Z'Pl/(rl,...,r|p|)dZ.

Pour tout up € Ap avec |up| < 1, introduisons donc la série convergente

Z (-pl®)I= 11(177(-72:) >, (P) P,pfgr(l):) <.+p) P)up (M)
m€Z|P|/(r1,...,r|p|)dZ

=P
= iP,T(uP)'

L’assertion (i) est évidente sur cette formule. Le fait que la fonction 71\;,,

-1 -1/
soit rationnelle de dénominateur pp — H G+ _ 7 0y et les
1<j<|P|

assertions (ii) et (iii) résultent de ce que pour tout n € Z et tout z € C,

n+1
Z z™ sifz|<1,
mGZ
m>n
n+1
z si|z|>1.

Zz l—l/z -1
m<n

0

On prouve de la méme facon le second lemme qui précise les résidus des
fonctions 17 Pt

LEMME 6. — Soit p : [0,7] —» R un polygone. Alors a tout Q € Py on
peut associer une fonction rationnelle

ig . AQ — (C
ayant pour dénominateur g — H ( I+l _ u’é), de telle sorte que :
1<5<iQ|

(i) Pour tout @ € Py et tout ud > 1 dans ReAq, on a Uégalité
suivante entre fonctions sur Mg(F)Ng(A)\G(A)/aZ

(~1)@11(py, > p) = /I  duq- Ty(ume) (ime)()
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(ii) Pour tout P € Py, toute permutation T € &p| de {1,2,...,|P|},
tout caractére po < 1 dans Re Ap, toute famille de caractéres ,uOQ € ReAg,
u% > 1 quand Q € Py, 7(P) C Q C 7 (P), et toute fonction holomorphe
¥ : Ap — C, on a la formule de résidus

dup - Tp, (our)b(ponr) =Y | duq-1o(udue)d(r™ (1Hq))

ImAp Qepy VImAq
T(P)CQCT™(P)

T—l

ot on a noté T=! chacun des composés Aq — A-(py — Ap. U

Signalons tout de suite que la propriété du lemme 5 (ii) nous servira a
mettre en ceuvre le lemme suivant di a Arthur :

LEMME 7. — Soient P € Py, Q un domaine dans Ap et (¢ : Q@ — C)
une famille de fonctions holomorphes indexée par l’ensemble & p| des
permutations T de {1,2,...,|P|} et vérifiant la condition de recollement
sutvante :

Si 11,72 € G p| sont deuz permutations telles que 1T L soit la trans-
position de deux entiers adjacents { et £ + 1, les deux fonctions ¢, et

¥r, prennent la méme valeur en tout point up € €2 dont les composantes

—1 -1 -1 -1
up (¢+1) = ug @ o e () =up (£+1)
Alors la fonction

Y- (pp)
2L =G =G
1
reom 1 wp 9 —up @)
1<j<|P|

sont égales.

est partout définie et holomorphe sur Q.

Démonstration : I suffit de prouver que pour tous
01,8 € {1,2,...,|P|}, €1 # {2, hypersurface définie par 1’équation
p,f,‘ = ufg‘ n’est pas singuliére pour la fonction considérée.

Or le groupe fini &,p| se décompose naturellement comme une réunion
disjointe de singletons {7} et de paires {r1, 72} de telle fagon que :
e Pour tout singleton {7} il n’existe pas d’entier ¢ tel que {¢1, 42} =
{771(£), 771(£+1)} si bien que I'hypersurface u5 = u% n’est pas singuliére
pour la fonction

¢1' (,U‘P)

~ G rG)
H (up —pp )
1<5<|P|

up
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e Pour toute paire {71,72} il existe un unique entier £ tel que
e = = 3 0+ 1), T+ 1) = by = 71 (0) et () = 75 (H),
Vj # £,£+ 1, si bien que d’apres la condition de recollement ’hypersurface
uf.} = p.f.? n’est pas singuliére pour la fonction

up Y (kp) Y (1p)
—1 i+1 —1/. ~T(: 1 —1/. .
H (“;1 G )_I"";’l (J)) H (”;3 G+ )_u;g (J))
1<5<|P| 1<5<|P|
On conclut en faisant la somme. 0

e) Calcul des coefficients de Fourier au moyen de I’isométrie
de Langlands

Revenons a la situation de la proposition 1 et du lemme 4. Etant donnés
T € G|p| une permutation de {1,2,...,|P|} et Q un élément de P, vérifiant
7(P) C Q C 7 (P), nous pouvons maintenant calculer le produit hermitien
dans L?(Mqg(F)Ng(A)\G(A)/a?) des deux fonctions

(D105 >e p—ori) [ dh-XTWES, (e M)
map

et

/I A dl\z'x(’\"’)Elc’z,f(‘P, A2)(:) .

D’apres le lemme 6 (i), la premiere de ces deux fonctions s’écrit

R ——ap:(") -
/I | dug T T me) [ XINES, (o0 M) (60
mAQ

ImAp

pour ,uOQ un caractere > 1 dans ReAg que l'on choisit trés proche de
1. Rappelons ici que I’élément ¢ et les p(A\1), A1 € ImAp, sont dans
I'espace L?2(Mp(F)Np(A)\G(A)/a%,7) ou (P,7) est une paire discréte.
Pour A;,\2 € Ap, pguq € Ag et 0 € &|p une permutation de
{1,2,...,|P|} telle qu’'on ait 70(P) C Q en sus de 7(P) C @, on voit
que la relation d’égalité entre représentations

7(m) ® T(A1)pghe = To(m) ® To(X2)

est équivalente a ce qu’il existe A\ € Im Ap tel que
e (0,\r) € Fixe(r) C Autp,(P) x ImAp,

o A1 =0(A)/T7Hudprg)o(Ax).
D’apreés le théoréeme 7 du paragraphe VI.1le, nous obtenons :
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LEMME 8. — Dans la situation de la proposition 1 et pour tout caractére
x de Im Ap, le coefficient de Fourier explicité dans le lemme 4 est égal d

la somme
(0,\x)EFixe(n) TES) p| QePy
T(P),Ta(P)CQCT™ (P)
"”"""’:Eg) 0 —1/,0
dug - 1g (HorQ) dAp - (17" (kQr@)o(Ax)Ap/a(Ap))
ImAgq ImAp

< Mp®P (p(o(Ap) /7 (1G1Q)o (An)), o (AP) /T (1S 1@) o (Ar));
MLE) (o, Ap)To(Ar) >

P,to
ou chaque uOQ est un caractére > 1 dans Re Ag choisi trés proche de 1 et
< 4+ > désigne le produit hermitien dans les espaces L?(M.(p(F)

N-(p)(A)\G(A)/a®, 7(m)).

Fixons un élément (o, A;) € Fixe(w). Nous allons réindexer la somme
sur les 7 € &p| et les Q € Py vérifiant 7(P),70(P) € Q C 77 (P) qui
apparait dans ce lemme.

Commencons par introduire 7, I'unique permutation de {1,2,...,|P|}
telle que
e 7, transforme chacune des orbites de o en un intervalle de
{1,2,...,|P|},

e T, est croissante sur chacune des orbites de o,

e pour tous j1,j2 € {1,2,...,|P|}, on a 'implication
min{c*(j1), k € Z} < min{c*(j2), k € Z} = 7,(j1) < 7o (j2) -

Pour @ € Py fixé, il existe au plus une permutation 7 € & p; telle que
T(P), To(P) € Q C 7= (P). C’est le cas si et seulement si il existe une
permutation 7/ € G| p|, nécessairement unique, vérifiant

e (%), : 7' transforme en intervalle tout intervalle qui est image
par 7, d’une orbite de o et 7’ est croissante sur tout tel intervalle,
o 7'7,(P), T'150(P) C Q C (')~ 75(P) .
On introduit alors 7" € & p| 'unique permutation telle que 7 = 7"/7'7,.

D’autre part, on notera P, € Py le plus petit sous-groupe parabolique
contenant tous les 7,0%(P), k € Z. Il est clair que ’ensemble {1,2,...,|P,|}
s’identifie a celui des orbites de o et que le groupe &|p,| des permutations
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de cet ensemble est en bijection naturelle avec I’ensemble des permutations
7' € 8|p| qui satisfont la condition (*), ci-dessus.

Si maintenant Q@ € Po et 7,7 € &|p| sont deux permutations se
correspondant comme ci-dessus avec 7 = 7"'7'7,, nous pouvons récrire de
la maniére suivante un certain nombre des termes qui apparaissent dans
I’expression du lemme 8 :

e Comme & la fois 7(P) C Q et 7'7,(P) C Q, on a pour tout
poeQ € Ag, ™" H(ugre) = uoug dot TH(uGue) = T (uQkuQ) et
™(4) /75 (i)

—ap_,

aussi 14, @ (NOQNQ) =1, *® (N%/‘Q)‘

e Comme 7" _1(,u%,uQ) = ,u%pQ et d’apres les théoremes 5 (iii) et
6 (ii) du paragraphe VI.1d, on a pour tout Ap € ImAp :

M (p(o(Ap) /7 (1G1Q)o (M), o (M) 77 (1D @) (Ar));
MpE (p Ap)To(Ar)>

=< Mp 7PN (o (Ap) /757" (G uq)o (An)),
o(Ap) /5 T (1S p0)o (An)) 5 Mp 1o (0, Ap)T 700 (Ar) >

Procédons donc a ces substitutions dans 1’expression du lemme 8. Puis,
en gardant fixes un élément (o,\;) € Fixe(w) et une permutation 7/,
faisons la somme sur tous les Q € Py vérifiant 7/7,(P), 7'7,0(P) C
Q C (7")"71,(P), condition qui est équivalente & 7'(P,) C Q C (7')~(Ps).
D’apres la formule de résidus du lemme 6 (ii), nous obtenons :

LEMME 9. — Dans la situation de la proposition 1 et pour tout caractére
x de Im Ap, le coefficient de Fourier du lemme 4 est égal a la somme

Z / dAP . / dﬂa’ . X(To__l(ugu‘a)g()\ﬂ-)Ap/O'()\P))
(Uy)\n-)EFixe(r) Im AP Im APa

~AD—O T(io)
Z ﬂf’a,TpT(Pa)(ﬂgﬂa)
TGGIF’UI
< M= o(0(Ap) /75 (1010 )0 (An)), 6 (Ap) /75 (O o) o (M)
MEeP) (o Ap)TTe0(Ar) >

P, 17150

ot, pour tout (o, ;) € Fixe(r),
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o 1 désigne un caractére < 1 dans ReAp,_, choisi trés proche
de 1,

e le groupe G|p,| des permutations de {1,2,...,|P;|} est identifié
a Uensemble des permutations T de {1,2,...,|P|} qui satisfont la condition
(*¥)o ci-dessus,

e i, désigne l'indice dans {1,2,...,|P,|} qui correspond d l’indice
75(2) dans {1,2,...,|P|} via Uinclusion 7,(P) C P,. i

Nous pouvons améliorer ce résultat en appliquant le lemme 7 :

CoROLLAIRE 10. — Dans la situation de la proposition 1 et du lemme
9, et pour tout (o,Ar) € Fixe(n), la fonction sur ImAp x Ap,

T(io)

~p—ap_ p
(AP, ko) Z 1p - ) (o)
TES|py|
< M= (o (Ap) /75 (1o )o (An)), 5 (AP) /75 (e ) (An)) 5
ML P (p, Ap)TT00(Ar) >

P, 17150

est bien définie et analytique dans un voisinage de InAp x ImAp, .
De plus, il est loisible dans la formule du lemme 9 de prendre tous les
caractéres pd égauz a 1.

Démonstration : La seconde assertion résulte de la premiére et du
lemme 9 par déplacement des contours d’intégration.
Quant & la premiere assertion, elle résulte du lemme 7. En effet, d’apreés
le lemme 5 (ii), la famille de fonctions
(ig)
o TT 57 0%) — pgONI,  (,) , T By
1<5<|Po |

vérifie la condition de recollement du lemme 7 et il en est de méme des
produits hermitiens intervenant en facteurs d’apres les théorémes 5 (iii) et
6 (ii) du paragraphe VI.1d.

f) Enoncé des résultats

Nous conservons les notations du paragraphe e. Nous arrivons au bout
du calcul entrepris dans les paragraphes c et e :

THEOREME 11. — Sous les hypothéses de la proposition 1, I’intégrale

dg- K=P*'(1,1,9
/c:w)\c:(m/aZ ¢Op (1 1:9)
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est égale a la somme

/ )
(osAn )Elee(1r) ImAp, AT

lm s 3 T O (0 (A0) /A0 (A k)
#aeAPa ?
TES|p,|

< METZP (157 o [10)AS), 7o Mo/ 110)A)
ME= ) (0,77 (Ae)AD) 100 (M) >

P,11,0
ou, pour tout (0,Ar) € Fixe(w) C Autp,(P) x ImAp, les A\ décrivent
un ensemble d’antécédents par lapplication Ap — 75(0(Ap)/Apo(Az)) de
intersection finie de son image avec ImAp, dansImA, p).
De plus, tous les termes dans cette somme sont périodiques de période
rld comme fonctions de a € R.

Démonstration : L’intégrale z dg-KSP®(1,1, g) est égale
G(F)\G(A)/aZ QR

a la somme des coefficients de Fourier de la fonction analytique sur
ImAp xImAp :

A1, A2) — dg - KSP®Y (A, Ae, g
O, 22) G(F)\G(A)/aZ #Chip A2 22:9)

Or tous les coefficients de Fourier en dehors de ceux explicités dans le
lemme 4 sont nuls. Et ces derniers sont calculés dans le lemme 9 et le
corollaire 10.
La formule annoncée en résulte si on remarque que, pour tout (o, A,) €
Fixe(7) fixé,
e 'homomorphisme ImAp — ImAp Ap — o(Ap)/Ap admet
pour noyau 7, }(Im Ap,) et pour image 7, 1(Im Aﬁ’( P

e les deux sous-groupes 7, }(Im Ap, ) et 7, ! (Im Af;’( P)) engendrent
Im Ap et leur intersection est finie.

Pour ce qui est de la périodicité, rappelons que d’apres le lemme 5 (iii), il
existe un caractere x*> de Ap, tel que pour tout a € R et toute 7 € &p_|,
on ait 1’égalité :

Ap—(a+1)p:(i°') . Ap—ap:(ia)
Pa"r (Fe) = Xza 1Pa’7‘r (Fe)
On conclut en remarquant que tous les éléments 7,(0(A2)/A20(Ar))

dans Im Ap, ont un ordre qui divise r!d.
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Ce théoréme va nous permettre de donner une expression spectrale
pour les traces tronquées Tr<P(h) [resp. Tr=P(h)] du corollaire 2 [resp.
du corollaire 2’]. Introduisons d’abord une notion commode :

Appelons quadruplet discret tout quadruplet (P,m,0,Ar) constitué
d’une paire discréte (P, 7) et d’un couple (o, Ar) € Fixe(n) C Autp,(P) x
Ap.

Disons que deux quadruplets discrets (P, 7,0, Ar) et (P, 7’,0’, AL,) sont
équivalents s’il existe un isomorphisme 7 : P — P’ dans Py et un caractére
Ap € Aptelsque ' =T(m@Ap), o' =TT et A, = T(Az0" (Ap)/Ap).

Disons qu’un quadruplet discret (P, m, o, Ax) est bon si la représentation
7 est unitaire (d’ou nécessairement A € ImAp) et si les orbites de
o € Autp,(P) C 6p| agissant sur {1,2,...,|P|} sont des intervalles. Dans
ce cas, on note P, € Py le plus petit sous-groupe parabolique contenant
tous les 0*(P), k € Z. Et on convient d’identifier le groupe S\p,| au
sous-ensemble de &p| constitué des permutations 7 qui transforment en
intervalle tout intervalle de {1,2,...,|P|} qui est une orbite de o, et qui
sont croissantes sur tout tel intervalle.

On remarque que si (P,7) est une paire discréte avec 7 unitaire et
(0,Ax) est un fixateur de =, alors, pour 7, € &|p| défini comme dans
la discussion qui précede 1’énoncé du lemme 9, le quadruplet discret
(1o (P), 7o(7), 7007, 1,75 (Ar)) est bon. Ainsi toute classe d’équivalence de
quadruplets discrets compte-t-elle au moins un bon représentant.

Enfin, si (P, 7,0, Ax) est un quadruplet discret, on note Fixe(P, 7,0, Ar)
le sous-groupe commutateur de (o,\r) dans Fixe(P,w). On voit que
I’ensemble des (o/,)\.) € Fixe(P,m) tels que les quadruplets discrets
(P,m,0,Ar) et (P,m,0’,A.) soient équivalents a pour cardinal le quotient

| Fixe(P, )|
| Fixe(P, 7,0, A\r)|

En combinant le corollaire 2 et le théoréme 11 nous obtenons main-

tenant :
THEOREME 12. — Sous les hypothéses du corollaire 2, la trace tronquée

TrSP(h) est égale a la somme

1
Z IFixe(P7 7r7 07 Aﬂ')l ImAP‘, dAo’ . ;

(P,m,0,Ax)
. -~p
lim sps D, Tp, (1e0(A7)/A70 (M)
TES p,|

(P o o\\—
T 2 (0Mp (F) NP (AN\G(A) /a2, ) [(MP,(-ra) (5 AeAg)Ta (A7)~
T P o o
OMEP (X2 Aa [145) © B, A Ao /1)
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VI — FORMULE DES TRACES ET CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSSON

ot (P,m,0,A\x) décrit un ensemble de bons représentants des classes
d’équivalence de quadruplets discrets, et les AZ décrivent un ensemble
d’antécédents par lapplication Ap — o(Ap)/Apo (M) de lintersection finie
de son image avec ImAp, dans ImAp. 0

Nous déduisons de méme du corollaire 2’ et du théoréme 11 :

THEOREME 12’. — Sous les hypothéses du corollaire 2, la trace tronquée
Tr=P(h) est égale d la somme

1
> | Fixe(P,m,0, Ar)| 2 /ImAPad/\a'%,:

(P,m,0,Ax) 1<i<|P|
— T(io)
im s > Tp " (40 (AD)/A50 ()
l"aeAPa b
TES|p,|

P o\
Tr L2 (0 (F) NP (ANG(A) /02 m) [(ME) (- Ao AD)Ta (M)
oMED (, X900 /1) © B (X Ao/ o)

ou les (P,m,0,Az) et les A2 sont comme dans l’énoncé du théoréme 12, et
ot chaque i, désigne lindice dans {1,2,...,|P,|} qui correspond a l’indice
i dans {1,2,...,|P|} via linclusion P C P,.

De plus, tous les termes dans cette somme sont périodiques de période
r!d comme fonctions de o € R. U

3. — Application a la conjecture de Ramanujan-Petersson

Dans ce paragraphe, nous nous limitons au casou d = 1, D = F et
D = Ox, avec donc G = GL,.

a) Composantes locales. Valeurs propres des opérateurs de
Hecke

Si T est un ensemble fini de places de F', notons A7 le produit des F;,
z € T [resp. AT le produit restreint des F;, z € | X|\T, relativement aux
Og).

Etant donnés n > 1 un entier, T,...,T; des parties finies deux a
deux disjointes de |X| et T' = Tj I - - - II T}, toutes représentations ad-
missibles 77, ..., 71, 77 de GL,(AT,),...,GLy(Ag, ), GL, (AT) induisent
une représentation admissible 7, ® --- ® 1, ® 77 = 7w de GL,(A), et
réciproquement toute représentation admissible irréductible 7 de GL,(A)
s’écrit de maniére unique (& isomorphisme prés) sous cette forme et ses
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3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON

composantes 7, ..., 7T, , . sont elles-mémes admissibles irréductibles.

En particulier, on peut associer & une telle représentation 7 une com-
posante locale 7, (qui donc est une représentation admissible irréductible
de GL,(F;)) en toute place = de F.

Rappelons le résultat suivant (déja contenu dans le théoréeme 5 et la
proposition 6 du paragraphe IV.4b) :

ProrosITION 1. — Soient x une place de F', n > 1 un entier, et 7, une
représentation admissible irréductible de GL,,(Fy) qui est non ramifiée au
sens que le sous-espace des invariants par GL,(O,) n’est pas nul.

Alors il existe une famille {z1(nz),...,2n(7g)} d’éléments de C*,
uniquement déterminée d permutation prés, telle que, pour tout t € Z\{0},
la fonction de Drinfeld f* de niveau t sur GLy(F,) vérifie

21(mz)t 4+ + 2n (7))t si t>1,
Tere(F) = (—zl(““”) )t I (—z"(“) )t si t<-—1.

gdes(@)(n—1) gdes(@)(n—-1)

De plus, dans le cas ot la représentation 7, est unitaire, les deux familles

qdes(@)(n—1) gles(@)(n—1)
t{ } sont égales a per-
{z1(7z), ..., 2n(mz)} € ) n(m sont égales a per
mutation prés. A fortiori, la famille {|21(7z)|, ..., |2n(7z)|} est symétrique

par rapport d la valeur qe8(®)(n=1)/2 dqpsg RX.

Notons que pour toute représentation admissible irréductible « de
GL,(A), ses composantes locales 7, sont non ramifiées en dehors d’un
ensemble fini de places  de F et il leur est attaché des familles
{#1(7z), ..., 2zn(mz)}. Lorsque 7 est unitaire, il en est de méme de toutes ses
composantes locales 7, si bien que la seconde assertion de la proposition
1 s’applique a toutes les 7, non ramifiées.

Pour toute paire discréte (P, 7), la représentation admissible isotypique
7 de Mp(A) est en fait irréductible d’aprés [Mceglin, Waldspurger, 1989
(2 partir du cas cuspidal traité par Shalika). Si ry,...,7 p| désignent les
rangs des différents facteurs de Mp, m s’écrit sous la forme 7 ® --- ®
mp| OU 71,...,mp| sont des représentations admissibles irréductibles de
GLr, (A),...,GLy, (A) qu'on peut appeler les composantes de .

Nous aurons besoin de I’encadrement suivant, di & Jacquet et Shalika :

ProposiTION 2. — Soit m wune composante discréte de

L2 (G(F)\G(A)/a%), nécessairement unitaire et irréductible comme
représentation de G(A).
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VI - FORMULE DES TRACES ET CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSSON

On suppose que T est cuspidale.
Alors, pour toute place x de F ou la composante lacale 7, est non
ramifiée, on a

—1 deg(z) |2i(72)| 14 .
¢ < Ssme-vE < €@ 1<i<r.

0

b) Rappels sur les zéros et péles des opérateurs d’entrela-
cement

Nous rassemblons dans la proposition suivante les résultats connus & ce
sujet dont nous aurons besoin :

ProposiTiON 3. — Soient (P,m) une paire discréte avec m unitaire
cuspidale, T la transposition de deuzr indices adjacents i et i + 1 dans
{1,2,...,|P|}, m; et miy1 les composantes de w d’indices i et i+ 1.

Alors :

(i) La famille d’opérateurs

MEP) (., Ap): L2 (Mp(F)Np(A)\G(A) /d?, T) —
L2 (M. py(F)N,(py(A)\G(A)/aZ, 7(r))

est une fmctiqn rationnelle comme fonction de A\p € Ap qui ne dépend que
du quotient \b /N des deuz composantes Ao et N d’indices i et i + 1
de \ P-
(ii) Si un élément Ap € Ap est un péle de cette fraction rationnelle,
il vérifie l'un des termes de Ualternative :
o ou bien |Ap|/|NFH < 1,
e ou bien |Ab|/|A5| = q et les deuz représentations m; ®
(A5 /q)%80) et w1 ® (Ni1)98(1) sont isomorphes.
(iii) St s € C est un zéro de la fonction de Rankin-Selberg s —
L(s,m; ® fti+1), alors s est dans la bande critique 0 < Res < 1 et il existe
un zéro A\p € Ap de la fraction rationnelle de (i) tel que \o /X' = ¢°.

Démonstration : (i) Il est évident sur la définition que la famille

d’opérateurs d’entrelacement M;ff )

(-,Ap) ne dépend que de la variable

5/ /\?,H. C’est une fraction rationnelle d’aprés [Moeglin, Waldspurger,
1994) proposition IV.1.12.

On sait d’autre part (voir par exemple les paragraphes II.1 et I1.2 de

[Mceglin, Waldspurger, 1989]) qu’en procédant au changement de variable
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3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON

AL /X5 = ¢°, Popérateur d’entrelacement M;,(f )(-,)\p) s’écrit sous la
forme

L(s,mi ® #it1) NT(P)
L P‘r ( Ap )
1+ s,m ® Fit1)e(s, m; @ Fig1)
ou

o I’'opérateur d’entrelacement normalisé N;ff ) (+, Ap) est une fraction ra-
tionnelle en la variable A%/ /\i+1 qui, d’apres la proposition I.10 de [Moeglin,
Waldspurger, 1989] n’a pas de pole dans le domaine |AL /A5 > 1,

e ¢(s,m; ® #;+1) est une puissance de ¢°,

e s — L(s,m; ® #t;+1) est une fraction rationnelle en la variable ¢° dont
les zéros sont dans la bande critique 0 < Res < 1 et dont les pdles sont
simples et sont exactement les s € C tels que ou bien Res = 0 et les
représentations 7; ® ¢°9¢8() et 7;,; sont isomorphes ou bien Res = 1 et
les représentations m; ® q(*~1)d¢8() et ;. ; sont isomorphes.

Les assertions (ii) et (iii) s’en déduisent aussitot. 0

c) Rappels sur les spectres discrets, d’aprés Moceglin et
Waldspurger

Le résultat principal de [Moeglin, Waldspurger, 1989) est :

THEOREME 4. — Soit (P, ) une paire discréte avec m unitaire.
Alors il ezxiste une paire discréte (P,m) avec P C P et T unitaire
cuspidale, ainsi gu’un caractére A dans Re Ag C ReAg tels que :

e Pour touti € {1,2,...,|P|} et si on considére l’ensemble J; des
indices j € {1,2,...,|P|} qui s’envoient sur i via Uinclusion P C P, toutes
les composantes 7rJ, j € J;i, sont égales.

o Le |ﬁ[—uplet des composantes de X dans RY est la jurtaposi-

tion de |P| uplets de longueurs respectives #Ji,...,#Jp| qui sont les
(BB sisip

e Toute fonction dans L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ,m) s’écrit
comme un résidu en le point A € Re Ag d’une série d’Eisenstein )\g —
Eg(c,b', /\g), )\g € Af, associée d une fonction

¢ € L3 (Mx(F)N5(A)\G(A)/a", 7).
I

Afin d’exploiter ce résultat, nous aurons besoin de connaitre la forme
précise des coefficients constants des fonctions de Drinfeld.
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ProposiTION 5. — Sotent n > 1 un entier, P C GL, un sous-
groupe parabolique semi-standard (c’est-a-dire contenant le tore mazximal
diagonal), Np le radical unipotent de P, et Mp = GLy, X --- X GL le
quotient réductif P/Np.

Soient x une place de F', dny la mesure de Haar sur Np(F;) qui attribue
le volume 1 au sous-groupe ouvert compact Np(O), et pp : P(F;) — RX
la racine carrée du caractére modulaire de P(Fy).

Soient t € Z\{0} un entier et f* [resp. ff, 1 < i < |P|] la fonction de
Drinfeld en rang n [resp. n;] et de niveau t sur GL,(F;) [resp. GLn, (Fy)].

Alors, pour tout m = (m?,...,mPl) dans Mp(F;) = GLy, (F) X - X
GLp p (Fz), on a :

polm) [ dng fimng) = 3 g T )
Np(Fz)

1<i<|P|

n|P|

[l 1w € GL,,(0s))

1<5<|P
J#i

Démonstration : Voir par exemple [Laumon]| proposition 4.2.5. 0
d) Enoncé du théoréme principal
Notre but est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 6. — A toute composante m;, 1 < i < |P|, d’une
représentation unitaire ™ s’inscrivant dans une paire discréte (P, ), est
attaché un nombre (nécessairement unique) ex, € {0, 1} de telle sorte que :

(i) Pour touti € {1,2,...,|P|}, pour toute place z de F en-dehors
de T, ou le facteur local m; ; de m; est non ramifié, la famille {z;(m; z)}
associée a m; ; comme dans la proposition 1 vérifie
1
|2j(mi )| € g t32 | )

(ii) Pour toute transposition T de deuz indices adjacents i et i + 1
dans {1,2,...,|P|}, la famille d’opérateurs

MEPD ( Ap): L2, (Mp(F)Np(A)\G(A) /d?, 1) —
L2 (M (p) (F)N,(p) (A\G(A) /a®, 7(r))

qui est une fraction rationnelle en la variable Ao /X' de C* est telle que
tous ses zéros et poles vérifient

Xp/ A € gfm et
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3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON

Avant de procéder & la démonstration de ce théoréeme, donnons-en tout
de suite la conséquence suivante :

THEOREME 7. —

(i) Soit  une représentation automorphe cuspidale irréductible uni-
taire de GL,(A). Alors :

e Sir est impair, ™ vérifie la conjecture de Ramanujan-Petersson,
c’est-a-dire que pour toute place x € |X| ou 7 est non ramifiée, on a

Izi(wz)|deslf=5 = q%‘l, 1<i<r, et on pose e = 0.

e Si r est pair, ou bien T vérifie la conjecture de Ramanujan-
Petersson au sens ci-dessus, et on pose e = 0; ou bien, pour toute place

1
z € |X| ou 7w est non ramifiée, la moitié parmi les |z;(m;)|%e@ , 1 < i <,
r-141 e, =11
valent ¢ = 71 et autre moitié g 2 ~4, et on pose e, = %.

(ii) Etant données deuz telles représentations w1, my de GL.,(A),
GL,,(A), tous les zéros de la fonction de Rankin-Selberg s — L(s, T ® it3)

sont sur la droite Res = % St €, = En, €t sur les droites Res = %, Res = %

81 Exy F Emy-

Démonstration :

(i) Quitte & tensoriser 7 par un caractére unitaire de GL.(A) =
G(A) se factorisant & travers ’homomorphisme de degré, on peut supposer
que (G, ) est une paire discréte avec 7 unitaire cuspidale et appliquer le
théoréme 6 (i) combiné & ’encadrement de la proposition 2 et & la propriété
de symétrie de la proposition 1.
Si e, = 0, on voit que pour tout z € | X|\T, ou 7 est non ramifiée, tous
1 r—1
les |2;(7z)| 5@ valent ¢z .

Et si e, = 1, alors pour tout z € |X|\T,, la moitié des |zz(7rw)|5§?7
valent ng_l"’% et autre moitié qrz;l‘%, ce qui n’est possible que si r est
pair.

Comme ’élément a € A* a pu étre choisi de fagon que T, évite n’importe
quel sous-ensemble fini strict de | X|, (i) est démontré.

(ii) Ici encore et quitte & tensoriser par un caractére, on peut
supposer que m = m; ® 7y s’inscrit dans une paire discréte (P, m) avec
r=ri+ryet|P|=2.

On conclut en combinant le théoréme 6 (ii) et la proposition 3 (iii). []
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e) Commencement de la démonstration : Application de la
formule des traces d’Arthur-Selberg, du théoréme des points fixes
de Grothendieck-Lefschetz et du théoréme de pureté de Deligne

Nous allons démontrer le théoréme 6 par récurrence sur le rang r > 1
de G = GL,. Supposons donc le résultat déja connu en tous les rangs < r
et cherchons & prouver que toutes les paires discrétes (P, 7) de G avec 7
unitaire le vérifient également.

Montrons d’abord qu’en-dehors du cas ot P = G et m est unitaire
cuspidale, I’hypothése de récurrence permet d’associer & toute composante
m; de  un unique &, € {0, 3} satisfaisant la propriété (i). Il faut distinguer
deux cas.

Si |P| > 2, c’est-a-dire si m a plusieurs composantes, 7; est une
représentation admissible irréductible d’'un GL,,(A) avec r; < r. Et
il existe un caractére unitaire £ de GL,,(A) se factorisant & travers
P’homomorphisme de degré tel que m; ® £ soit une composante discrete
de la représentation L2 (GLy,(F)\ GL;,(A)/aZ). On voit que ex; = er;c¢
répond a la question posée.

D’autre part, si P = G mais 7 n’est pas cuspidale, considérons la paire
discréte (P, 7) avec 7 unitaire cuspidale et ici nécessairement |P| > 2 qui
est associée & (P, 7) comme dans le théoréme 4. Toutes les composantes 7;
de 7 sont égales et il résulte dudit théoréme 4 combiné a la proposition 5
que e, = €5, Vvérifie la propriété (i).

Montrons ensuite qu’en-dehors du cas ou |P| = 2 et 7 est unitaire
cuspidale, ’hypothése de récurrence entraine que toute transposition 7 de
deux indices adjacents i et i + 1 vérifie la propriété (ii) relativement aux
Ex; €t €x,, que nous venons d’exhiber. Ici encore il y a deux cas.

Si |P| > 3, il existe une paire discréte (P’,7n’) d’'un G’ = GL,
avec ' < r, |P'| = 2 et 7 unitaire telle que 7 = m; ® (ub)desl),
Ty = Mig1 ® (N?l)deg(') pour un certain up € ImAp. En notant 7’ la
transposition des deux indices 1 et 2, on voit donc que les deux fractions
rationnelles

Ap +— MEP(, Ap) : L2, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, m) —
L2, (M, () (F) N7 (p)(A)\G(A) /a%, 7(r))
et
b — MBE) (, Apr) : Lo(Mp (F)Np: (A\G'(A)/a%, 7') —
L% (Mo(pry(F) Ny (pry (A\G'(A) /a®, 7' ("))
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3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON

ont mémes zéros et mémes poles si pbdb /e NSt = AL, /A%,. Comme
En; = Enxt €t Ex,,, = Eqs, la paire discréte (P, 7) vérifie bien la propriété (ii).

D’autre part, si |P| = 2 mais m n’est pas cuspidale, considérons
la paire discréte (P,7%) avec 7 unitaire cuspidale et ici nécessairement
|P| > 3 qui est associée & (P,7) comme dans le théoréme 4. J; et J
désignent les sous-ensembles de {1,2,...,|P|} constitués des indices j
s’envoyant respectivement sur 1 et 2 via l'inclusion PCP. Ainsi, quand
Jj décrit Jy [resp. Jz], les composantes 7; sont-elles toutes égales et a-t-on
nécessairement £, = €z, [resp. €x, = €z,] d’apres la proposition 5. Comme
la propriété (ii) est déja connue pour la paire discréte (ﬁ, ), il résulte du
théoreéme 4 que la paire (P, ) la vérifie également.

Il nous reste a prouver que, pour toute composante discréte cuspidale
7 de L2 (G(F)\G(A)/a?), il existe e, € {0, %} vérifiant la propriété (i),
et que, pour toute paire discréte (P,7) de G avec |P| = 2 et 7 unitaire
cuspidale, la transposition 7 des deux indices 1 et 2 vérifie la propriété (ii)
relativement a €., et e, déja définis.

Nous allons déduire cela de la formule de traces que voici :

LEMME 8. — Soient I — X un sous-schéma fermé fini et K' = K; =
Ker[GL,(Oa) — GL.(Oy)] le sous-groupe ouvert associé de K = GL,(Op).

Soient 0 et co deux points fermés de X ou, si l’on préfére, deux places
de F, et 0, 0 deuzx points de X (Fq) au-dessus de 0,00. On suppose que 0
et oo sont distincts et ne sont pas dans T, ni dans le support de I.

Soit f : G(A)/a? — Q la fonction caractéristique de K' que multiplie
m = [K : K'|. Ainsi f s’écrit-elle f = foo @ f*° ® fo 0t foo, fo
sont les fonctions caractéristiques de GL,(Ow), GL,(Op) dans GL.(Fw),
GL,(Fp) et £ est une fonction sur GL,(A>0)/aZ.

Soit u > 1 un entier divisible par deg(0) et deg(oo).

Soit f¥' [resp. f=*'] la fonction de Drinfeld de niveau v’ = EE:ES [resp.
u

-8 = —deg(oo)] sur GL,(Fp) [resp. GL,(Fw)]. Et soit f* : G(A)/a%? — Q
la fonction fo‘osl ® f*0® f&" qui est adaptée a l’homomorphisme €q :
AX/O;: - R (az)z€|X| — deg(O)O(G'O)

Alors, pour tout polygone p : [0,7] — R, assez grand en fonction de K’
uniquement, la moyenne de la fonction périodique sur R

By oS
o Lefgi"""‘p(fw’o, U, u)
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est égale d la moyenne de la somme de fonctions périodiques

1
am Y | Fixe(P, m, 0, Az)| 2 /mApadAa.)\Za

(P,m,0,x) 1<i<|P| YL

lim e > Tp o ) (150 (0) /50 ()

€EAp
e i T€G|pa|

(P) o o\ —
T2 (Mp(F)NpaNGAY/alm) [(MPra (5 A AT)TI(AT)) 'o

MT(P)( )\a a/ua) (fu)( C’/IJ’U)]

ot les notations sont celles des théorémes 12 et 12’ du paragraphe VI1.2f.

Démonstration du lemme 8 : C’est la combinaison du théoréeme 1
du paragraphe V.2a et du théoréme 12’ du paragraphe VI.2f. 0

Dans ce qui suit, nous allons fixer le sous-groupe ouvert K’ = K de
K, les places 0,00 € | X|, les points 0,50 € X (F,) ainsi qu'un polygone de
troncature p assez grand en fonction de K'.

Nous allons nous attacher & préciser le comportement en le multiple u
de deg(0) et deg(oo) des différents termes apparaissant dans la formule du
lemme 8.

Voyons d’abord le premier terme :

LEMME 9. — La moyenne de la fonction périodique

»P», a_p(foo ,0

o+ Lef, , Uy U)

est, comme fonction du multiple u de deg(0) et deg(oo), de la forme

z C)\)\u

Ae{r}

ou chaque cy est une constante dans C et {A} est un ensemble fini
d’éléments de C* dont les modules sont dans q%Z.

Démonstration du lemme 9 : La fonction périodique considérée est
1
—7).
(r—1)! )
Il suffit donc de montrer que pour tout @ € R fixé, la fonction u —

D
Lefg)" =P (£0,0 4 ) est de la forme requise.
Choisissons J — X un sous-schéma fermé fini évitant 0,00 et Ty,
contenant I comme sous-schéma fermé et tel que le revétement galoisien

en escalier (en fait, elle est localement constante en-dehors de
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3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON

Cht, ’p o« “p /a% du champ Chty ’p o« -p /a® soit un schéma quasi-projectif lisse
sur ]F La fonction f = foo ® f*° ® fo peut évidemment s’écrire
f= Zc,-il Kygial ou les g; décrivent un ensemble fini de représentants

i
des classes modulo K; dans K, les 1 Kygial désignent les fonctions carac-
téristiques des classes K yg;a” dans G(A)/aZ et les c; sont des nombres ra-
tionnels. Chaque g; induit un automorphisme de Cht ’p g <p et par définition

Lefc;f:’“‘p( 70 u, u)
= Zc, vol(K j)| Fixe(g; x Frob®, Cht ’p"<p/a X xxx) (0,30))].

Soit up le p.p.c.m. de deg(0) et deg(oo). Pour tout g; fixé et comme
Pautomorphisme induit est d’ordre fini et commute avec Frob“°, on voit
par un argument de descente qu’existe un schéma quasi-projectif lisse S sur

Fquo muni d’un isomorphisme Cht ”; aSP /a® x(xxx) (0,50) = S QF 450 F,
faisant se correspondre g; x Frob™ et Frob”0 Pour tout multlple ude deg(O)
et deg(oco), on peut donc écrire |Fixe(g; X Frob", Chtg) P, “—p /a® X (xxx)
(0,0))| = | Fixe(Frob®, S ®r_., F,)|-

On conclut en combinant le théoréme des points fixes de Grothendieck-
Lefschetz et le théoréme de pureté de Deligne. 0

f) Fin de la démonstration : Identification de la forme des
différents termes dans la formule des traces

Commencons par expliciter davantage les termes de traces figurant dans
I’énoncé du lemme 8 :

LEMME 10. — Chacune des expressions
(0 a
Trr2 (Mp(F)Np(ANG(A)/aZ,m) (M MEE) (- A X))o (A)) ™
7(P o u\1 o
oMEP (- X5Aa /11a) © (F4) (- XA /1)

apparaissant dans la formule du lemme 8 est égale a4 0 si w est ramifiée en
0 ou oo, et dans le cas contraire est égale a

T(P _
Trr2 | (Mp(F)Np(ANG(A) /o m) [(MER) (-, A A2)Ta ()
oMpP) (A2 /10)] (M) o 10)1 ) q T S 24 (i o) T
k
3 (A2 /o)) 4TS 2 00) T g3
1<5<|P| J;
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ouTy,...,7Tp| désignent les rangs des différents facteurs de Mp.

Démonstration du lemme 10 : Les fonctions de Drinfeld fY et
= sont invariantes par GLy (Oo) et GL, (Ooo) respectivement. Donc ou
bien f¥ [resp. f2*'] agit comme 0 au cas ol 7 est ramifiée en 0 [resp. en
00|, ou bien, au cas o 7 est non ramifiée, elle agit comme sa trace que
multiplie I’opérateur induit par la fonction caractéristique fo de GL,(Op)
[resp. foo de GL,(Os)]. Comme foo, ® f*° ® fo = f est la fonction

— . ! . .
Yol(K) [K : K'], donc induit
'opérateur de projection orthogonale de L2 (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, )

sur le sous-espace L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, ), on conclut d’aprés la
proposition 1 combinée a la proposition 5. [

caractéristique de K’ que multiplie

Puis étudions la dépendance en u de ces termes en distinguant plusieurs
cas :

LEMME 11. — Pour tout quadruplet discret (P,m,0,\r) qui est bon et
ne s’inscrit pas dans l’un des deur cas suivants :
o P =(@ et est unitaire cuspidale,
e |P| =2, 7 est unitaire cuspidale et o est la permutation identique des
deuz indices 1 et 2,

et pour tout i € {1,2,...,|P|}, la moyenne de l’expression du lemme 8
"'('o)
o dAs th wot 3 Ap 2 (o0 (M) /AZ0(Ax))
ImAp, o€AP, TEG|p,|

‘r (P) o
Tr 12 (0p (F)Np(ANG(A)/aZ,m) (MPro (5 AaAT) T (AT))

oMED) (, A3 ho o) 0 (£ (s X5 A0 1)
est, pour tout multiple u assez grand de deg(0) et deg(o0), de la forme
Z C,\)\u
Ae{A}

ot chaque c) est une constante dans C et {A\} est un ensemble fini
d’éléments de C* dont les modules sont dans q32.

Démonstration du lemme 11 : D’aprés le lemme 10, on peut se
limiter au cas ol 7 est non ramifiée en 0 et oo, et il suffit de prouver que
la moyenne de chacune des fonctions périodiques

> 25 (Ti,0) 6@ 24 (75, 00) ™ T8l / Ao - (N7 /A7)
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T(ig)

. ~p—ap] 7
Hm o1 E 1p "% (peo(A2)/A20(Ar))
ILGGAPU i
TES|py|

T(P o o\\—
TfL?« (Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ ) [(MP,(TU) (-, A A7) e (A7)
ML (X7 ha o)

a la forme requise dés lors que u est assez grand.

Or nous savons déja que |zx (7ri,0)|d951105 € ¢°~tiZ g | Z[(ﬂ'j,oo)l——mglw €

en;+3L

q
Si i = jo, i et j sont dans la méme orbite de o si bien que €, = &, et
on a terminé.
Si au contraire i, # jo, déplagons le contour d’intégration Im Ap_ dans
'opérateur / d),- de facon & faire tendre le quotient Al /e vers

ImAp,
0. D’apres le lemme 7 du paragraphe VI.2d, les seules singularités que

l’on rencontre sont celles induites par les poles des A\, — M}T,,(f )(-, AsAZ)

. P .
et par les zéros des A\, — M;’(m)(-,/\a)\z). Rappelons-nous aussi que
tout opérateur d’entrelacement s’écrit comme un composé d’opérateurs
d’entrelacement associés a de simples transpositions d’indices adjacents,
opérateurs dont nous savons situer les zéros et les pdles.

Ainsi tous les sous-espaces apparaissant dans la formule des résidus
.0 .1 ;1 12
doivent-ils satisfaire des équations de la forme A\ /A = Aj, A& /A¢ =
n—1 :n
A2, .., A JAE = A, avec i = 40,i1,42 ... ,4""1 ™ = j des indices
dans {1,2,...,|P|} et A1, A2,..., A, des coefficients dans C* qui vérifient

- lZ - : lZ 2 \
M| € ¢Fro a3 N | € ¢"in-t T T2% Quant aux résidus A
Pinfini, ils sont nuls si u est assez grand. D’ou la conclusion. U

LEMME 12. — Soit (P, 7,0, Ar) un quadruplet discret tel que P = G (st
bien que o est la permutation identique de {1} et P, = G) et que 7 soit
unitaire cuspidale.

Alors, quand )\, parcourt le groupe fini InAp, = ImAg, chacune des
€Tpressions

Trs (crnem)/atmlf (5 A)]

est égale a 0 si 7 est ramifiée en 0 ou oo, et dans le cas contraire est égale

a

dime L%/ (G(F)\G(A) /a?, ) Z 21 (o) T8 @ g(r—1)u Z 24(Too) " Tow()
k ¢
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Démonstration du lemme 12 : C’est un cas particulier du lemme 10.

I

LEMME 13. — Soit (P,7,0,A) un quadruplet discret tel que |P| = 2,
que o soit la permutation identique de {1,2} (avec donc P, = P) et que
soit unitaire cuspidale.

On considére la moyenne de la fonction périodique

Ap—apr(g
am Y [ dpelim s Y T5 T (up /)

T(P — (P
Trrz , (Mp(F)Np(ANG(A)/aZ ) [(MED (- 2p)) ™ o MED (-, Ap/up)
o(f*)'(,Ap/pp)] -

Alors on a suivant les cas :
(i) Sim est ramifiée en 0 ou oo, cette moyenne vaut 0.

(ii) Sim est non ramifiée en 0 et 0o et si A # 1, cette moyenne est,
pour tout multiple u assez grand de deg(0) et deg(o0), de la forme

Z C)\Au

Ae{r}

ot chaque c) est une constante dans C et {\} est un ensemble fini
d’éléments de C* dont les modules sont dans q%Z.

(iii) Sim est non ramifiée en 0 et co et si Ar = 1, cette moyenne est,
pour tout multiple u assez grand de deg(0) et deg(o0), de la forme

Z A" + Z A" Z 2%

Ae{A} Ae{A} L, 2€Z

ou

e chague c) est une constante dans C et {\} est un ensemble fini
d’éléments de C* dont les modules sont dans q3%,

o {A\}% désigne Uensemble fini des A € C* tels que |A| < 1
et que \ sécrive A\ = AbL/A% ou AL /AL pour A\p un élément de Ap
en lequel Uopérateur MP" (-, \p) : L% (Mp(F)Np(A)\G(A)/a®, 1) —
L%, (Mo p)(F)Nro(p)(A)\G(A)/a®, 7o(r)) associé d la transposition 1o des
deuz indices 1 et 2 admette un zéro ou un pdle,
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3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON

e pour tout A € {A}%/, ¢ est une constante réelle < 0, et Z est
un ensemble fini non vide d elements de C* dont l’ensemble des modules
est contenu dans qE"l‘E"z"' 32 et symétrique par rapport d q" 1.

Démonstration du lemme 13 :
(i) est une conséquence immédiate du lemme 10.
(ii) D’apres le lemme 10, la fonction considérée s’écrit encore

aHZ/ dap > 1p, “”*‘”(1/,\ )

1=1,2 TE€G2
dim¢ L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ, )

()\z )uq 5 uzzk(ﬂ' 0)“e'g(0 Z()\J) uq—gLu
j=1,2

D 2(mj,00) T gl
£

si 71 et ro désignent les rangs des deux facteurs de Mp. C’est donc
une somme sur les deux indices ¢,j € {1,2}. Examinons chaque terme
isolément.

Quand i # j, on peut déplacer le contour d’intégration ImAp dans
Popérateur [l Ap AP de fagon & faire tendre Ap/ M), vers 0 et on ne
rencontre jamais de singularité, si bien que ce terme est nul des lors que u
est assez grand.

1
Et quand i = j, le terme a la forme requise puisque |2x(7; )| 3@ €
1
¢~ t32 Vk et |26(Tj,00) | 3EC) € qs"f+%z,\7’€ avec iCi €y, = Eq;.
(iii) Notons Ap — M;"ﬁo”)( Ap)' la dérivée de la fraction rationnelle
Ap — M;"f )(-,Ap) en la variable Al L/A%.
Pour tout a € R et tout 7 € {1, 2}, les deux fonctions up — iﬁ:g ke (1p)

apfo(t)

et up — i P ®) (up) s'écrivent chacune comme le quotient d’une

puissance de ph/p2 par 1 — pb/u% et pl/p% — 1 respectivement.
On déduit facilement de cette remarque et du lemme 10 que la moyenne

de la fonction considérée s’écrit comme la somme de

Mo (P - To(P
Z /Id,f"’ Trp2, (Mp(F)Np(ANG(A) /a2 Z pTO) (Ap) "o p°£0)(,>\p)’]
i,j=1,2v M

(Ao)q uzzk(ﬂ 0) T (XF,) ™ —L"ZZz(ﬂj,oo)*“gqu(”_l)"
¢
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et d’une constante fois
> / d\p - dime L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a?, )
i=1,27ImAp

(/\z )uq 2 Ly Z Zk(ﬂ'z 0)_(eg 0) ()‘P)—u ——J-u Z ze(ﬂ'] oo) m_jq("']’—l)u
L

Le second terme est de la forme rencontrée dans (ii) et pourra étre rangé
dans la partie )¢ {r} ©AA* de lexpression cherchée.

Pour ce qui est du premier terme, remarquons déja que pour tout (3, j)
la famille des modules

{q:{“|zk(m,0)|—ryde;o qr—;ﬁ|Ze(ﬂjm)l——7—He;w qr,-—1}“

—En; + 3L r—1

est contenue dans ¢~ et qu’elle est symétrique par rapport a ¢
d’apres la proposmon 1. Puis distinguons suivant le couple (3, 7).

Si i = j, on voit que I’expression obtenue peut & son tour étre rangée
dans la partie )¢5y A"

Et quand (3,j) = (1,2) [resp. (2,1)], déplagons le contour d’intégration
ImAp dans l'opérateur [, dAp- de fagon & faire tendre A\p/A% [resp.
A% /A}] vers 0. Ceci fait apparaitre les résidus de la fraction rationnelle

o(P To(P
AP = Trp2 (rp () NP (A\G(A) /a2 z | Mp )( Ap)” IOMPO-SO)(v)‘P),]
en les Ap € Ap vérifiant |A\L/)%| < 1 [resp. |A%/AL| < 1]. Or on

vérifie aisément que ladite fraction rationnelle n’est autre que la dérivée
logarithmique du déterminant

Ap = det(MEE) (-, 2p))
pour n’importe quel choix de bases dans L%, (Mp(F)Np(A)\G(A)/a%, )
et L%, (Mo p)(F) Ny (p)(A)\G(A)/a®, 7o(m)). D’autre part, les résidus a

linfini s’annulent dés lors que u est assez grand et, pour (i,5) = (1,2)
[resp. (2, 1)], intégrale

(P) -1
/ A aAp 'TrLz /(Mp(F)Np(A)\G(A)/aZ ,w)[ ;Oro (,Ap)
maAap
T0(P u
oMPD) (-, Ap)|(Nb/Xp)

324



3. APPLICATION A LA CONJECTURE DE RAMANUJAN-PETERSON

est égale & la somme

- Z nyA* [resp. Z naA"Y

AeC* AeC*

Ix|<1 IX|>1
ou chaque n) désigne 'ordre en le point A € C* de la fraction rationnelle
Ap — det(M}T,‘,’g)(-,)\p)) en la variable AL/)\%. On voit que tous les
coefficients sont des entiers négatifs sauf quand |A| < 1 et ny < 0 [resp.
|A| > 1 et ny > 0], mais d’apres la proposition 3 (ii) du paragraphe VI.3b
(complétée par ’équation fonctionnelle des opérateurs d’entrelacement),
un tel terme ne peut exister qu’avec |\| = ¢! [resp. || = ¢] et €x, = €n,
si bien qu’on peut le ranger dans la partie Z cxA¥. D’ou la conclusion.

Ae{r}

0

Fin de la démonstration du théoréme 6 : Rassemblons les ren-
seignements contenus dans les lemmes 8, 9, 11, 12 et 13. On obtient une
identité de la forme

Y endime Ly, (G(F)\G(A) /a2, 7)Y 2k (o) #60 gT DS 2 (o) ~ Fostr

k £
52D T DETD JESY

(Pym) Ae{A}, zEZ) Ae{r}

pour tout multiple u assez grand de deg(0) et deg(oo), ou

e 7 décrit un ensemble de représentants des classes de composantes
discrétes cuspidales de L2 (G(F)\G(A)/a%) qui sont non ramifiées en 0
et oo,

e (P,m) décrit un ensemble de représentants des classes de paires
discretes (P, 7) avec | P| = 2 et 7 unitaire cuspidale non ramifiée en 0 et co,

e les ensembles finis {A\}%. et Zx, A € {A\}%,, sont définis comme
dans le lemme 13 (iii),

e les c, sont des constantes réelles > 0, les ¢} des constantes réelles
< 0, et les c) des constantes complexes,

e {A} est un ensemble fini d’éléments de C* dont les modules sont

1
dans q3Z2.

De cette identité, nous déduisons que pour toute w vérifiant

L%{’ (G(F)\G(A)/az,ﬂ') 7é O’ on a
|2k (0) | 756 |24 (o) | 260 € q32 , Yk, €,
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et que pour toute (P, ), on a
Al € ¢ t3Z  yx e A}k .

En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Commengons par nour
rappeler que chaque famille {|zj (7r0)|m e ou {Ize(woo)lasl(Tﬂ }e est
symétrique par rapport & ¢~z , qu’aussi chaque famille {|z|,z € Z,},
X € {A\}%, est contenue dans q":"l“s"er%Z et symétrique par rapport a
q"! et que tous les |A|, A € {A\}%,, sont < 1. Puis considérons la famille
réunion disjointe de tous les |2k (7r0)|#(0)q7_1|n(7r00)|_m qui ne sont
pas dans q%Z ainsi que la famille réunion disjointe de tous les {\z,z € Z)}
qui ne sont pas contenus dans q%Z. Il résulte de 1’identité ci-dessus que ces
deux familles sont égales & permutation pres. Or la moyenne géométrique
de la premiére est ¢" ! et celle de la seconde est < ¢" 1. Il y a contradiction.

Comme on peut choisir arbitrairement le sous-groupe ouvert K’ = Kj
de K et les places 0 et 0o, on a terminé. [
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