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PREFACE

Les deux articles de ce volume sont consacrés & ’étude de deux aspects différents
de systémes dynamiques hyperboliques pour des situations explicites. Le premier
article aborde les propriétés stochastiques des sommes de Birkhoff d’une fonction
réguliére le long des trajectoires d’une transformation dilatante T de l'intervalle,
la mesure de référence étant la mesure de Lebesgue. Le deuxiéme article considére
Pasymptotique du nombre de trajectoires périodiques; la situation considérée est
celle du flot géodésique sur certaines surfaces 4 courbure négative, non compactes
mais d’aire finie. Les deux aspects sont étudiés par une méthode commune, celle de
la théorie spectrale des opérateurs de transfert.

Dans le premier cas cet opérateur n’est autre que l’adjoint P de la transformation
T par rapport a la mesure de Lebesgue; si f est la fonction réguliére donnée, I’étude
de la loi des sommes de Birkhoff S,(z) = 3—1 f o T*(z) se raméne & celle de
I'itération des opérateurs « transformés de Fourier » Py définis par Py = P [e”‘f (p].
Les deux problémes principaux étudiés sont celui du théoréme central limite et
celui du théoréme limite local. L’étude du premier probléme met en jeu la famille
des opérateurs P, pour A petit; elle est menée sous des conditions trés générales

concernant la partition (dénombrable) de l'intervalle définie par T et elle aboutit &
un théoréme central limite avec reste de la forme O (ﬁ) Une difficulté importante

qui apparait et est contournée, est le manque d’informations précises sur la densité
de la mesure T-invariante dans le cas d’une partition dénombrable. Dans ’étude du
théoréme local il est essentiel de controéler le spectre Py pour tout A réel; ceci dépend
d’une inégalité fonctionnelle introduite pour A = 0 par Doeblin et Fortet dans ’étude
des chaines & liaisons complétes. Cette étude met en évidence certaines équations
fonctionnelles satisfaites par f qui sont discutées en utilisant les points périodiques
de T. L’article se présente comme un travail de synthése et les principaux résultats
nouveaux sont relatifs au cas d’une partition dénombrable comme celle par exemple
de la transformation « en fraction continue ».

Le deuxiéme article est basé sur la méthode du codage et la représentation du flot
géodésique comme flot spécial au-dessus d’une certaine transformation dilatante T'
définie sur le bord du disque; cette transformation traduit la dynamique du groupe
fondamental sur le bord et est analogue 4 la transformation en « fraction continue ».
Le principal résultat dit que le nombre de géodésiques fermées de longueur au plus a
est équivalent & %:% ou h est I’exposant critique de la série de Poincaré correspondante,
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comme dans le cas général des surfaces compactes. Le nombre de géodésiques fermées
de longueur au plus a s’exprime & l’aide des potentiels (ou de la résolvante) de
Popérateur adjoint de T par rapport a la mesure naturelle. L’asymptotique recherchée
dépend alors d’une étude précise du spectre d’opérateurs de la forme P, pour tout
A réel. La fonction f qui intervient ici est la fonction plafond du flot spécial et
contrairement & la situation précédente, elle est bornée mais de taille controélée.
La situation géométrique explicite permet I’étude du spectre Py ; elle fait appel en
particulier & la propriété de mélange du flot géodésique qui se trouve donc établie au
cours de cette étude. Les difficultés principales sont liées a la non compacité de la
surface qui se traduit ici par le fait que la fonction f est non bornée et la partition
associée & T infinie. L’article se présente comme une premiére étape de 1’étude de
ce sujet complexe par la méthode des opérateurs de transfert. Ce sujet est étudié
par de trés nombreux auteurs, en général par la méthode de la fonction zéta ou bien
par la formule des traces. On peut, par exemple, citer le travail de Parry et Pollicott
qui fait 'objet d’un volume de cette série o ’on trouvera de nombreuses références.
L’étude prend comme point de départ le cas de la formule modulaire qui a ’avantage
de se préter a une étude trés explicite; le résultat obtenu est nouveau dans le cas
considéré par les auteurs d’une perturbation de la courbure constante et la méthode
peut s’étendre de maniére beaucoup plus générale. Clairement, il s’agit 1a de cas trés
particuliers ol 'asymptotique mentionnée plus haut reste valable. Le domaine de
validité d’une telle asymptotique n’est pas entiérement connu mais la méthode des
opérateurs de transfert permet au moins d’aborder cette question pour les variétés
non compactes géométriquement finies méme en courbure variable.

Dans de nombreuses situations naturelles, la présence de singularités ne permet pas
P’application immédiate du formalisme thermodynamique. La méthode des opérateurs
de transfert est cependant assez souple pour permettre des variantes comme celles
développées ici. Elle permet aussi de traduire de maniére analytique certaines
propriétés géométriques, elle admet des interprétations probabilistes utiles et son
formalisme s’étend naturellement au cas ou la fonction f est & valeurs matricielles au
lieu d’étre & valeurs réelles comme c’est en particulier le cas dans ’étude des produits
de matrices aléatoires. Elle est donc susceptible d’applications nouvelles dans des
situations de type hyperbolique de plus grande dimension.

Y. Guivarc’h
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE
L’INTERVALLE ET THEOREMES LIMITES

Anne BROISE

On fait ici un travail de synthése sur les transformations dilatantes de I'intervalle ayant
une partition finie ou dénombrable. On montre l’existence de mesures invariantes
absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue pour une classe de
transformations dilatantes plus large que celle étudiée habituellement. Ensuite, on
montre des théorémes limites central et local, on donne la vitesse de convergence
et des conditions d’annulation de la variance basées sur les points périodiques de la
transformation. On précise les théorémes limites obtenus par des théorémes de grands
écarts. Enfin on montre comment s’appliquent ces théorémes sur divers exemples de
transformations.

A synthesis on interval expanding maps is done. We prove the existence of invariant
measures which are absolutely continued with respect to Lebesgue measure for a
larger class of expanding maps. Then we prove central and local limit theorems, we
give the convergence rate and some conditions on the variance annulation based on
the periodic points of the map. We precise these limit theorems by large deviation
theorems. To conclude we show how to apply these theorems on various examples.
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INTRODUCTION

Ce travail est une synthése des théorémes limites pour les transformations dilatantes
de l'intervalle : existence de mesures invariantes absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue, théorémes limites central et local, vitesse de convergence.
Ensuite, on compléte les théorémes limites obtenus par des théorémes de grands
écarts. Il s’agit d’un prolongement du travail de J. Rousseau-Egeéle [RE]. Cette
derniére étude est compléte pour le cas des transformations dilatantes de l'intervalle
ayant une partition finie, car la densité de la mesure invariante est alors assez bien
connue. Ce n’est pas le cas des transformations dilatantes de l'intervalle ayant une
partition infinie dénombrable sous les hypothéses de J. Rousseau-Egele sauf dans
certains cas bien particuliers.

On étend ici les énoncés au cas général des transformations dilatantes ayant
une partition dénombrable sous des hypothéses qui généralisent de fagon naturelle
celles données par A. Lasota et J. Yorke [L.Y] dans le cas des partitions finies.
Les hypothéses faites par J. Rousseau-Egele sur la densité des mesures invariantes
permettent de se ramener & des opérateurs markoviens. Comme il est difficile de
préciser les mesures invariantes pour une transformation dilatante quelconque, on a
évité d’employer ces hypothéses dans la preuve des résultats annoncés. Ici, on envisage
surtout le cas des transformations dilatantes admettant une partition dénombrable ;
mais cette étude contient évidemment comme cas particulier celle des transformations
ayant une partition finie, ce qui justifie ce travail de synthése.

On se donne une transformation dilatante T de [0, 1] (ici le lecteur peut supposer
que T est monotone, dilatante et de classe C? sur un ensemble fini ou dénombrable
d’intervalles). Dans un premier temps, on construit hm, la mesure de probabilité
invariante par T absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue m; sa
densité h est & variation bornée. La construction de hm se fait par I’étude spectrale
~ de l'opérateur de Perron-Frobenius ® associé 4 T, comme & préserve les fonctions &
variation bornée, on peut utiliser le théoréme de C. Ionescu-Tulcea et G. Marinescu
[IT.M]. On prouve une inégalité d’un type considéré par W. Doeblin et R. Fortet
[D.F|, en généralisant la démonstration de A. Lasota et J. Yorke [L.Y].

On suppose alors que le systéme (T, hm) est ergodique (donc que 1 est une valeur
propre simple de ®), on doit d’ailleurs pouvoir s’affranchir de cette hypothése —voir
K. Ishitani [I] ainsi que T. Li et J. Yorke [L.Y]— en se restreignant aux différentes
classes ergodiques de T'.
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On se donne maintenant une fonction f & variation bornée, on note S,f =
_ . 1 .
SRy f o T* et on pose o2 = limp 00 = [ (Snf)?hdm > 0; si o n'est pas nul
(voir plus loin) alors, on démontre que les sommes S, f suivent :

— un théoréme limite central avec vitesse de convergence :

— un théoréme limite local : pour tout intervalle A de R de longueur finie,
uniformément en z dans R, on a :

c

sup
vER

im_ovahmi{e € [0,1]: = + S (@) — nm(fh) € A)] - 2w —o,

et on précise ces deux théorémes & l'aide de deux théorémes de grands écarts. Pour
faire cela, on adapte la méthode spectrale de S.V. Nagaev [N], qui a déja été utilisée
par Y. Guivarc’h et J. Hardy dans le cas des diffeomorphismes d’Anosov [G.H] et
par E. Le Page pour les produits de matrices aléatoires [L]. Elle consiste 4 normaliser
Popérateur @, c’est-a-dire a le rendre markovien en posant :

Py ®(gh)

h

et a consideérer la chaine de Markov associée & P. On obtient des théorémes limites en
perturbant P et en faisant des développements limités en utilisant la décomposition
spectrale de opérateur perturbé. Pour pouvoir normaliser ®, voir [I], [Mo], [RE],
on doit supposer que sur {h # 0}, % est encore & variation bornée, pour que
P préserve lui aussi I’espace vectoriel des fonctions a variation bornée. G. Keller
[Ke], R. Adler et L. Flatto [A.F], [M.P.V] ont donné des conditions sur T' pour que
cette hypothése soit satisfaite. Comme en général on peut difficilement préciser les
propriétés de h, on ne sait pas si elle est vérifiée pour les transformations admettant
une partition dénombrable. Dans la classe de transformations dilatantes choisies
ici, il existe d’ailleurs des contre-exemples, on en donnera un. On ne va donc pas
normaliser ®, mais le perturber directement et utiliser la méthode des développements
limités. La technique employée permet aussi de donner des conditions précises sur f
pour que o ne soit pas nul, en utilisant des points périodiques de T'. Ces conditions
sont essentielles dans les théorémes précédents et sont nouvelles. Finalement on
donne quelques exemples d’applications de ces théorémes, en particulier pour les
[-transformations et la transformation « fraction continue ».

Ce travail compléte donc Particle de J. Rousseau-Egele. Il généralise les travaux
de T. Morita [Mo] qui considére des transformations dilatantes qui ont une partition
dénombrable « markovienne », il peut alors se ramener a des opérateurs markoviens.
On pourrait envisager une application & des généralisation des travaux de V. Baladi
et G. Keller [B.K] ainsi qu’a ceux de F. Hofbauer et G. Keller [H.K] pour des
transformations dilatantes avec une partition dénombrable. Pour étre complet, il faut
signaler I’approche de M. Rychlik [Ry] pour obtenir des propriétés supplémentaires
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de la densité de la mesure invariante pour des transformations dilatantes de I'intervalle
avec des propriétés plus restrictives que celles introduites ici sans utiliser le théoréme
de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Dans tous les travaux que l'on vient de citer, on se
place dans des espaces de fonctions & variation bornée ; d’autres espaces fonctionnels
ont été envisagés, par exemple K. Krzyzewski et W. Szlenk [Krl], [Kr2], [Kr.S]
utilisent des fonctions différentiables. Ils obtiennent alors d’autres propriétés pour
la densité h de la mesure invariante, c’est le cas aussi de D. Mayer [Ma] et de R.
Maiié [M]. Bien str les conditions sur les transformations envisagées sont différentes
de celles adoptées ici.

J’ai réalisé en partie ce travail & FIRMAR a I’Université de Rennes I pendant que
je préparais ma thése. C’est avec plaisir que je me permets de remercier ici Yves
Guivarc’h pour tout ce que j’ai appris en travaillant avec lui.






1 NOTATIONS ET PREMIERES
DEFINITIONS

On note l'intervalle [0,1] par I. On munit I de la tribu de ses boréliens B et de la
mesure de Lebesgue m. On note L!(m) 'espace des fonctions de I dans C qui sont
intégrables sur I.

Définition 1.1. — Soit f une fonction de I dans C, on dit que f est a variation
bornée si :

o(f) = s Y |f(as) ~ flaiss)

est fini, on prend le supremum sur l’ensemble des subdivisions finies de I (a;)1<i<n,
n dans N*.

Un élément f de L'(m) est dit & variation bornée si

v(f) = inf v(g)
gef
est fini, on prend Uinfimum sur la classe de f modulo m, f = {g: I ->C: f=
g m-p.p. }.
On note V l’ensemble {f € L*(m): v(f) < oo}.

Remarque. — On peut considérer que V est ’ensemble des fonctions continues &
droite sur I, ayant un nombre au plus dénombrable de sauts dans I. A chaque élément
f de V, on peut associer une mesure u dont la variation totale est bornée telle que
pour tout z de I, f(z) = u([0, z]).

V est un sous espace de L!(m) qui n’est pas fermé pour la norme || - ||1 [car la suite
de fonctions f,(z) = sin 111/, 1(z) est dans V mais elle converge vers f(z) =sin 1
qui appartient & L!(m) mais n’est pas dans V).

On définit alors la norme || - ||, sur V par :

Il = o(f) + I £ll2-

Cette norme rend 'espace (V, || -||») complet car la boule unité de ’espace des mesures
dont la variation totale est bornée est compacte pour la topologie de la convergence
faible des mesures & variation totale bornée.
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On a pour tout f de V', pour tout z,y dans I :

|f1(z) = [fI(y) < v(f),
on a donc :

/0 (171(z) = 1f1(®)]dy = |£1(z) = I fllx < v(f)-

Ainsi ||flleo = Iflli < v(f) c’est-a-dire ||f|loo < ||f]lv- On en déduit qu’une suite
(fn)n>o0 d’éléments de V' qui converge dans V vers f converge uniformément sur I.

Comme si f et g sont dans V, on a : ||fgll1 < |[flleollglls + I f]l1llgllcc €t comme
pour une subdivision (a;)1<i<n finie de I on a :

S I(fo)a) - ool < D (17(@i)lg(ar) — glass)| + lo(aollf(as) ~ f(asr)]
< Wflle 3 loos) = glausn)] + lgloo 3 1£(00) = Fasso)l

On en déduit que : v(fg) < || flleo?(9) + |gllccv(f), et donc :

fglle < N fllcollgllo + ligllooll £l
Ifglle < 20 Fllullgllo-

On construit maintenant une classe de transformations dilatantes pour lesquelles on
pourra montrer le théoréme limite central.

10



2 UNE CLASSE DE TRANSFORMATIONS
DILATANTES

2.1 Définition de C

On va maintenant donner la classe des transformations dilatantes sur laquelle on
travaillera ensuite. Dans un premier temps, on va définir la partition associée & une
transformation.

On appelle 9 I'ensemble des applications de I dans lui-méme, vérifiant la condition
suivante :

Il existe une partition finie ou dénombrable de I : (I;);cs telle que la
restriction de T' & chaque intervalle I; se prolonge en une fonction de
classe C! et strictement monotone sur I;.

On remarque que si T est dans 9, alors :

— il existe une partition, parmi toutes celles qui vérifient la condition précédente,
qui est la plus grossiére (ou la moins fine); on l'appellera la partition associée
a T, on la notera (I;)jer;

— pour tout entier k > 0, T* est aussi dans 9 (car T envoie I dans I). La partition
associée & T* est d’ailleurs un raffinement de la partition associée a T'.

Dans toute la suite on ne travaillera qu’avec des applications de 9.
On appelle alors € la classe des applications 7" de I dans lui-méme qui
appartiennent a 9 et telles que :

(1) La restriction de T' & I; est strictement monotone et se prolonge en une
application dérivable & dérivée lipschitzienne sur I; ou (I;),cs est la partition
de I associée & T .

(2) 1l existe un entier ng > 0, tel que v = infjey, infeer, [(T7°) (z)| > 2, ot
(Ij)jen, est la partition associée a T™°.

(3) infjes,, m(T™(T;)) > 0.

(4) supje,, SUPspyer, | TG = K < oo,

11
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Par exemple :

T
0 a4 a3 a2 ai 1

Ces hypotheéses sont suffisantes pour démontrer I'existence d’une mesure invariante
par T" absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue ainsi que le théoréme
limite central. Par contre, pour démontrer le théoréme limite local on a besoin d’une
condition apparemment beaucoup plus restrictive, on prendra T dans ¢ ou €’ est la
classe des applications T' de € vérifiant la condition supplémentaire suivante :

3") Pour tout k > 0, inf;cy, m(T*(I;)) > 0, ou (I; ics. est la partition associée
. JE€TK J Jli€Jdk
aTr.

Remarques. —

Quand la partition associée a T' est finie, les conditions (3), (3’) et (4) sont évidentes.
Si pour tout j de J, T'(I;) = I, alors (3) et (3’) sont vérifiées.

La condition (4) entraine que pour tout N > 0,

aup| @@ = @YY@ en
T-y

Si T est dans €', alors pour tout entier n > 0, T™ est aussi dans €’.

Si les restrictions de T' aux ensembles I; se prolongent de fagon C? sur 7]', on peut
remplacer la condition (4) par la condition (4') suivante :

@Y (@) |
PRy T <

12
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On note I_] = [aj,a;+1]. Au point a;, T n’est pas définie a priori, cependant, on dira
souvent que T est définie sur chaque intervalle fermé de la partition en prenant aux
bords de l'intervalle la valeur limite, par exemple ici :

T(a;) = lim T(x).

T—aj,r>a;

La condition (3’) est nécessaire pour démontrer le théoréme limite local (voir la pro-
position 9.1). Il suffit par contre pour démontrer ’existence d’une mesure invariante
ou le théoréme limite central pour T de supposer (3) (voir la proposition 4.1).

2.2 Exemples d’éléments de C

- Les [(-transformations : elles sont définies par Tz = Bz[1] ou ,8 est un réel
strictement supérieur a 1. La partition associée & T est 0 < 11, <- Iﬁ_] <1

Sur chaque intervalle : [ ] o0 0<j<[B —1etsur [L 1], T est hnealre

doncona (1),y=p0> 1 par hypothése d’ou (2) (on prend le plus petit entier
ng tel que 8™ > 2) et comme la subdivision est finie, T est dans €.

— On vérifie aisément que la généralisation des [-transformations : les
applications Tz = Bz + « [1] ou 8 > 1,0 < a < 1 sont encore dans €.

— Les applications linéaires par morceaux telles qu’il existe une partition
(Ix) finie ou dénombrable telle que T'(Iy) = I, T est linéaire sur I et
|T'z| > 1+ ¢ ou € > 0 sont aussi des éléments de €. (La aussi, on prend le
plus petit entier ng tel que (1 + &)™ > 2.)

— La transformation « fraction continue » : elle est définie par T (0) =0 et
pour z €]0,1]Tz = {1}. La partition de I associée & T est (I =]737,2[)nen-

etsur I,, Tx = % —n qui est une fonction de classe C*° strictement monotone
sur [n+1, 1], d’on (1). Pour tout n > 0, T(I,) = I, d’ott (3). On remarque que
T'(1) = —1.
Ona:
f |(ToT =
Jinf [(ToT)(a) =4
en effet T'z = —;15 sur U, I,, Tz = z%, et
1 1 1 1 1
ToT) T (Tz)T' = i — =
(ToT) (@) =T'(T2)T'(x) = (Tz)? z? (l—nx)ZSIme]n—’rl’n[
Alors :
inf |(T?)(z)| = inf inf 1 inf _ 4
z€Ul, n>0z€l, (1 —nz)?  n>0(1-25)2 7

13
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d’ou (2)

(T*)"(x) = T"(&)T'(Tz)+T"(Tz)(T"(2))?
-1 2, 2 1 201-2Tz)
(Tz)? 23 + (Tz)3z* ~  z4(Tx)3

(T2)"(x)

et = —xzlz =nxl—n six 1
(RO 21 —2Tz)Tx =2 (z ) e[ ]

n+1'n

D, . T2 "
Ou SUPgeur, |[(77) (ac)]2

=SUD, >0 o5 n+1 =2 < 00. Ainsi T est dans C.

Remarque. — 11 existe des transformations T' qui vérifient (1), (2) et (3) mais qui
n’appartiennent pas a C, en effet : soit T' définie par

T0 =0

Tz = Llog(nz +bn)+ an sur [

1
Rl 22

Tz =4z —2sur [§,3]
Tz =4z —3sur [3,1]

avec a, = Llog[(n+1)(e" —1)] et b, = Lil"__'eln—_l, ils sont choisis de facon & ce que

T(:) =1, T(n+1) =0, d’ot (3). Sur I,,, T est une fonction de classe C?, on a :
1
T't=——(F=—
n+1
nx + ——

qui est une fonction décroissante sur | — 0o, zo[ et sur ]zo, +0o[ o

e"n/(n+1)—1

o= n(e® — 1)

comme on a : —00 < Ty < m < L < 00 et comme sur ]z, oo[, T’z est dans RY, on

en déduit que T est strictement croissante sur I,,, la condition (1) est donc vérifiée

(e"=1)(n+1)
(n+1)(en—1)—e™m+n+1
= inf{4,(1-e™)(n+1),n>2}=3(1-e?)

1
. / . . 1o —
;Iéf} |T'z| = 1nf{;r;f2T (n),4} inf{4, }

car la fonction z — (z + 1)(1 — e™%) est strictement croissante sur [1, c0].
v =3(1 —e %) = 2,59 > 2, la condition (2) est donc vérifite. Mais la condition (4)
n’est pas vérifiée, en effet :

T'(z) - T'(y)

‘=n sur I, pour n > 2.

-y
On a donc T -
neN* g£y€el, -y
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L’INTERVALLE

Remarque. — 11 existe des transformations T' qui sont dans € mais qui n’appar-
tiennent pas & ¢’. On en donne maintenant un exemple qui reprend une idée de A.
Boubakri. On définit la transformation linéaire par morceaux T par :

T(0) =0

Tm:%x—gsurl():[%,l]
T:z::%x—lsurh:[%,%]
Te=28z—%sur I =[3,3]

Tz =an(z — %) +1sur I, = [;L%, %], pour n > 3.

Tx

| /

o

™~
T~

1.'13

N
W=
=
Al

2
On choisit a,, de fagon a ce que T envoie I, sur [% - 2—711—2, 1}, on prend a,, = £2+_1)4j:_122'
Toutes les pentes des applications linéaires sont plus grandes que 2. Ceci montre que
T est dans C et aussi que ng = 1.

T envoie
Iy et I sur [%,1] =L UL UI
I sur [g,l] = %, %] Ul et [g, %] ch

Lysur (8- gt 1] = [3 — gk 8| ULo et [3 — gr, 8] C L sin > 3.

Alors pour construire la partition associée a T2, on découpe Iy et I; en trois
intervalles : I, ; = I; N T7(I;) ou ¢ vaut 0 ou 1, j vaut 0, 1 ou 2. Par contre,
pour n > 2, on découpe I, en deux intervalles : I,; = I, N T~Y(I;) ou i vaut 0
ou 1. Pour n > 2, T envoie I sur [ — 513, 3], T? l'envoie sur [1 — 323, 1]. Ainsi
inf m(T%(I; ;)) = inf,>3 % = 0, ce qui prouve que T n’est pas dans €. Pour cette
transformation on va montrer le théoréme limite central mais pas le théoréme limite
local.

15






3 L’OPERATEUR DE PERRON-FROBENIUS

On considére un élément T de €, on définit alors 'opérateur de Perron-Frobenius
associé & T, ®r: L*(m) — L(m) par :

1 1
/¢Tf-gdm=/ f-goTdm ou f e L'(m)et g e L*(m).
0 0

Les principales propriétés de &7 sont :
(i) @ est un opérateur linéaire continu de L!(m).
(ii) @7 est positif : f > 0= & f > 0, donc |®r f| < &7|f| pour f dans V.

(iii) @7 est une contraction de L!(m).

)
)
(iv) ®r préserve l'intégrale : fol ®rfdm = fol fdm.
(v) ®rn = (®7)".

)

(vi) @7 f = f si et seulement si T laisse la mesure 4 = fm invariante.

Démonstration de (i) et de (vi) : Pour f dans L'(m), on a :
1 1
I@rflli =supyg.<ilfy ®rf - g9dm| <supjg <1 fy If]-1goT|dm

< supygy <t 1 fllllg o Tlleo < I f1l1-

Si &1 f = f alors pour tout g de L>(m) on a : fol fgdm = fol fg o Tdm en particulier
pour g = 14, avec A dans B on a

B(A) = W(T~(4).
Si p = fm est invariante par T', pour tout g de L>(m) on a :
1 1 1 1
/ gon,u=/ gdu ie. : / fgonm=/ fgdm d'ou &7 f = f.
0 0 0 0

O
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A. BROISE

Remarque. — 'm est une mesure invariante par T si et seulement si &1 = 1.

Les conditions imposées aux transformations 7' de € permettent une écriture
explicite de @7, pour m-presque tout = de I on a :

orf(z) =Y foz) |T' ] 1rq, (),

jeJ

ou o; : T(I;) — I; est la réciproque de T restreinte & I;. En effet, I'égalité de
définition de &7 donne par changement de variables pour tout f de L*(m), pour tout
g de L*(m) :

/fgonm Z f-gonm

Jj€J

1
= Z/ flosy g(y)mdm(y)

jeJ

-3 / floj [T, ((17 e, @dm(z)

Jj€J

= [13 s gy ey @lo(@im(a)

[par le théoréme de la convergence monotone dans le cas d’une subdivision
dénombrable et en découpant f en f* — f~ avec f* et f~ positives.] D’ou :

@Tf Zf o;T IT, )I T(I )(x) m-p.p.

JjEJ

Désormais on note ® 4 la place de &1 et on définit pour tout z de I

Zf 05T |T/ )IIT(IJ)("I")

JjE€J

18



4 LE THEOREME DE IONESCU-TULCEA ET
MARINESCU

4.1 Les hypotheses

Ce théoréme permet de faire la décomposition spectrale de ® et de montrer
Pexistence d’une mesure invariante pour 7' et absolument continue par rapport m.
On énonce d’abord ses hypotheéses.

Les hypothéses. — (0, ] |}o) et (£,] - |l¢) sont deux espaces de Banach sur C,0 est
contenu dans £, ils vérifient de plus ’hypotheése :

(a) si (fn)n>0 est une suite d’éléments de 0 qui converge dans £ vers f et si pour
tout n > 0 || frnllo < C, alors f est dans™0 et on a || fllv < C.

® est un opérateur de £ dans £ qui laisse stable U et qui est borné par rapport a la
norme || - ||v, il vérifie les conditions :

(b) sup,5o{ll®"flle, f €0, [Iflle <1} < H < 0.
(c) Il existe ng > 0, < 1 et B < oo tels que :

@™ flo < allflko + Bl flle-

(d) si V est une partie bornée de (0, | - |lv) alors @™V est relativement compacte
dans (£, ]| - [|)e)-

Avant d’énoncer et de prouver le théoréme de Marinescu et Ionescu-Tulcea, on
remarque que :

Proposition4.1. — Si T est dans C, ® vérifie les hypothéses (a), (b), (c) et (d).

Démonstration. — On prend pour £ 'espace L!(m) muni de la norme ||-||; et pour
U le sous espace de £ constitué des fonctions dont la variation est finie, on le munit
de la norme || f|ly = v(f) + || f|l1, c’est en fait (V] - ||»).

(a) - Ona A = {f € L}(m): ||f|lo < C} est une partie compacte de L*(m). On le
voit en remarquant que toute fonction a variation bornée peut étre considérée comme
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A. BROISE

la fonction de répartition d’une mesure u non nécessairement positive. On dispose de
la convergence faible des mesures.

Soit (¢n )n>0 une suite de A on associe alors une suite de mesures (un )n>0 de variation
totale bornée sur [0, 1]. Il existe donc une sous-suite de mesures (p,, )x>0 qui converge
faiblement vers p. Soit ¢(x) = ([0, z]), comme I'ensemble des points de discontinuité
de p est dénombrable, on en déduit que ¢,, — ¢ p.s. Les ¢, sont bornées on peut
donc appliquer le théoréme de Lebesgue et alors : ¢, — ¢ dans L*(m) et ||¢]l, < C,
d’ot la compacité de A dans L'(m).

Soit alors une suite (fr)n>0 de points de A qui converge vers f un élément de L(m)
et telle que || fr]lv < C. On a alors lim, o ||f — frll1 = 0 et || fa]le < C. Comme A
est compacte dans L'(m) alors f est dans A, donc f est dans V' et vérifie || f||, < C.

(b) - Comme & est une contraction de L!(m), on a pour f dans V, ||®f|1 < ||fll1
ainsi sup,, 5o {[[@"fll1, f € V, [ fl1 £ 1} <1 < 0.

(c) - Pour démontrer la condition de Doeblin-Fortet, on s’inspire des travaux de
Lasota et Yorke [L.Y] pour une transformation dilatante & subdivision finie.

On sait qu'il existe un entier ng > 0, tel que inf |(T™)’(z)| = v > 2. On considére
alors la transformation T™°. L’opérateur de Perron-Frobenius associé est ®™°, que
I’on va écrire ainsi :

no 1
@ f § f 0;T T"O ( )ilT o(I )(‘T)
J€Jng

ot (I)jeu,, est la partition associée & T™°, o; la réciproque de la restriction de T' &
I;. Soit f un élément de V fixé, on calcule la variation de ®™° f :

v(®"f) = w Z(I(Tio),l)oaj-lwo(fj)

5€Tng

dow [(I(Tf;j"l) ©0j.-1rno(7,)

jeJnO

IN

On pose T™(I;) = [a;, b;]. Comme (I(_T’%)’I) o0, est une fonction & variation bornée
sur I, on en déduit que :

f f

+|(Tn°) I( gj J)+|(Tn0) |(Ujbj)

f ] f
0 [ () © 0310y 51| < Viay 1€ o))
(Temayy) © %3 esa| < vtesillemayy
ol Vg, 5,1(g) désigne la variation de la fonction g sur lintervalle [a;,b;]. On a :

g (3505) + | 0385) < Vi) (i 0 09) +2_ ik, [z y0)

et

o

- f 1 f '
ze;g{bj]I(Tno),(ajx)l S — /[%bj]|—(Tn0),|(ajx)dm(;v)
1
vss——— d
m(Tno(Ij)) /;_]If| m

20
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L’INTERVALLE

par changement de variable. .
D’aprés (3), on sait qu'il existe § > 0, tel que infje s, m (T"° (Ij)) =¢ > 0. Donc :

0(#0) <2 3 vto,0 |(rmey) 03] + 31411

3€Tmg

On calcule maintenant

f ] f
Yia;b;] | (7)) 00 -—sup ~(056¢) — (06—
[aj,bj] |:((T"°) J Jez:ll J l (T 0)/( jve 1)|
ol 0 = (6¢)o<e<m est une subdivision finie de [aj, b;].
St o) — (o0
Y iy st) ~ ey
’” 1
< flo;0e) — f(0j00-1)|—————
2110500 = ot prmyrggy
+ ilf(ffj"e—l)ll . ;(050e) — . oy (0500-1))
2 Ty Ty
1
< [
= 121271'(7*110) "(,0¢) |Z|f°‘7](0€) fo0j(0e-1)
TR ONT 0"9 = THFmoNT 0"0 —
+ Supl(TO)(]e) (To)(]fl)l
1<<m B — Op—1
D 1f 005(0e-1)]-16c — 6o ].
=1

On passe alors a la limite et on prend le supremum sur 1’ensemble des subdivisions
finies de [a;, b;] : S;. Comme on a les inégalités suivantes :

1 1 1
- |< - <z
2 N Tyios00) = P Ty <5
oy (056¢) — W(Uﬂ'o‘-’—l)l
1<t<m O — 0p—1
(T™) (0,60) — (T™) (0,00-1)
< su < — <00
S B 8o T ) (o, 0 Ty (oy0) | = 72 <

C =

supZIfoo] 8¢) — f 0 0;(6e—1)| = vr, (f) ;

JZI

supZ|foa] B0_1)\.160 — 0 l|—/ |£|dm.

’Zl
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On en déduit que :

" 1 K 2
v@™f) <2 (o) + 7)) + 1.

Alors :
2™ fllo < allfllo + Bl flla

aveca=%<%=1et0§ﬂ<oo.

On remarque ici que dans le cas d’une partition dénombrable, I’hypothese (4) sur T
est nécessaire. En fait, les hypothéses qu’on a prises pour les éléments de C sont les
plus faibles possibles pour faire la démonstration de la proposition 4.1 en suivant la
méthode de Lasota et Yorke [L.Y] et sa généralisation donnée par Kowalski [Ko].

On remarque aussi que si pour tout j de J, T™a;, b;] = I, on a directement :
n 1 K
v(®™ f) < ;v(f) + ?Ilflll-

(d) - Si V est une partie bornée de (V,|| - ||,), comme ® est un opérateur borné de
V alors @™V est une partie bornée de (V, || - ||,) donc de (L*(m),] - ||1)-

On en déduit alors que ®™°V est une partie relativement compacte de (V, ||.||,) car
d’apres la preuve du (a) l'injection de (V, || - ||») dans (L*(m), || - ||1) est compacte. O

4.2 Le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu

Théoréme 4.2. —  Sous les hypothéses (a), (b), (c) et (d), ® n’a qu’un nombre fini
de valeurs propres de module 1 : Ay,... , )\, et @ s’écrit alors :

14
¢=Z)\iq>i+\1/.

=1

Les ®; sont des opérateurs linéaires bornés de 0 dans ®,(0) qui est de dimension
finie et est contenu dans 0. U est un opérateur linéaire borné de 0 qui a un rayon
spectral p(¥) < 1 dans (0, || - |lv). De plus on a :

VP, = &,V = 08,8, =0 si i# 02 =09,
On peut alors écrire : @™ =30 | A\?®; + U™ pour tout n > 0.

Démonstration. — La démonstration donnée ici reprend celle de C. Ionescu-Tulcea
et G. Marinescu dans [IT.M], on peut aussi se reporter au travail de H. Hennion
dans [H]. Elle se fait en plusieurs étapes.

1ERE ETAPE : on démontre que ¢ a un nombre fini de valeurs propres de module 1
et que les espaces propres associés sont de dimension finie.

Lemme 4.3. — Soit m > 1 alors, ||®™™ f|lv < &™||fllo + L] flle-
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Démonstration. — D’aprés les hypotheéses (b) et (c) pour tout entier m on a :
[@™|le < H < oo donc [|2™ flle < H| flle et [|2™ fllo < allflo + Bl flle-
Alors, pour m > 1,0n a:
[@™7 fllo < | @I flfo + BB I f|le < af| @I flfn + BH] £l e
par récurrence on obtient alors :
187 flko < o™ fllo + BH(L +a+---+a™ )| flle.

Comme 0 < a < 1 on en déduit que BH(1+a+---+a™ 1) < Jf_la O
On en déduit alors le lemme 4.4.

Lemme 4.4. — Les normes (||®7|}v)n>1 sont uniformément bornées.
Démonstration. — D’aprés le lemme 4.3 sim > 0,on a:
@™k < o™ + L.

Comme & est un opérateur borné par rapport i la norme de 0, il en est de méme
pour ", n < ng, il existe donc M > 0 tel que, ||2"|v < M < 0o pour n < ng. D’ou
{II®" |l }n>0 est uniformément bornée. [

On note pour tout A de C,

V() = {f €0: &f = Af}
c’est I’espace propre associé a A, si V() # {0} alors A est une valeur propre de ®.
Lemme 4.5. — V() est de dimension finie si |A\| = 1.

Démonstration. — Pour cela, on montre que X =0V(A)N{f € V: ||flle < 1} est
compact. Soit f dans X, on a donc : ||f|le <1let ®f = Af. Alorson a :

187 fllo = A" fllo = [ fllo < allfllo + Bllflle < ell flo + 8.

Comme 0 < a@ < 1alorson a: || flb < 1—@(—! X est donc une partie bornée de 0, par
(d) elle est transformée en une partie compacte de £ par ®"°. Mais X est invariant
par ®". X est donc une partie compacte de £ donc dim0(\) est finie. O

Lemme 4.6. — ® n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1.

Démonstration. — Dans le cas contraire, il existerait une suite infinie de valeurs
propres distinctes de module 1 : Aq,...,Aq,... Ay # Aj si ¢ # j. Pour tout n, on
choisit f, dans V(\,), fn # 0. Les (frn)n>0 sont linéairement indépendants (dans £
comme dans V). On note X (n) = vect {f1,..., fn}. X(n) est strictement inclus dans
X(n + 1). Le lemme de F. Riesz prouve alors 'existence d’une suite g1,... ,gn,...
telle que ||gnlle =1 et ||gn — flle > % ot f est dans X(n—1) et g, dans X(n). Si une
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fonction f est dans X (n), elle s’écrit : f = 37" | a; fi, alors ®™(f) vaut Y o, A"a; f;
et est dans X (n) . Si f est dans X (m) alors pour tout entier p > 0, 5-®(f) — f est
dans X (m — 1). En effet

1 m )\z m m—1 )\i
Eqﬂ’f -f= ;ai(m)pf - ;aifi = z=Z1 ai((m)p - 1)fi.

Pour n > ng, on a:

I~ ‘I’"ggllv = [12"g;llo < a*@igjllo + Lllg;lle = &*™llg;llo + L.

Comme 0 < a < 1, il existe alors n(j) > 0 tel que pour tout n > n(j) et n > nyg,

o™l g;ll < 1.

On en déduit que ensemble {5 ®"g;,j € N*,n > sup{n(j),no}} est la transformee
J

par ®"° d’une partie bornée de VU, d’aprés (4) c’est donc une partie compacte de £,
il existe donc deux sous-suites ( ]s) et (ns) croissantes de (j) et (n) telles que la suite
(57 @™ g;,)s>0 converge dans £. Mais :

Js

1 1,
D = W(I)nsgjs - et o S+1gjs+1
Js Js+1 Q
1 MNs41 1 Ns
D = ||gj .+ (/\TSJ‘I’ Gis41 — Jis4r — W(I) 9is)
Js

o1 e

1 n . 1
Comme Kﬂm‘b stlgi 1 — 9.y, €st dans X (js41 — 1) et comme —n;«‘P”ngs est dans
Js+1

X (js) qui est contenu dans X (js+1 — 1) on en déduit que D > } par hypothése sur
la suite (gn)n>0. Ceci contredit le fait que (—a—@" 95.) converge dans £ et donc il

existe un nombre fini de valeurs propres de module 1.0
2EME ETAPE : On construit les opérateurs ®).

Lemme 4.7. — Quelque soit le nombre compleze A de module 1, quelque soit f dans
0, il existe f dans’0 tel que

1 no+n—1 1
lim {[= )" ——<I>’°f fil =o.
n—oo || N
k=no e
Démonstration. — SoitV = {f € £: limp 00 || f — gnlle = 0 avec (gn)n>0 une suite
de 0V}, 0 est un espace de Banach quand on le munit de la norme || - [l qui est la

restriction 3°0 de la norme ||- ||¢. L’opérateur ® préserve I’espace 0 et il existe H > 0,
tel que pour tout entier m > 1, on ait [|®™||¢ < H, par le théoréme de Hahn-Banach
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il existe un prolongement ® de ® a0 qui vérifie pour tout f de ™0, pour tout entier
m>0: . .
P"f=dMfet |75 < H.

Le lemme 4.4 entraine que les normes ||®™|vm > 1 sont uniformément bornées par
M =sup; <, co0 [|2™l0. Pour f dans™, on a :

n—1

1 1 . 1l n—
I~ > W‘I’kf““v s - D 18 flk <
k=0 k=0
{ Ifle  siM<1

=) e

M| fllo  siM>1.

L’ensemble {2 > 77 m@’“ f, n € N*} est une partie bornée de VU par (d) elle est
transformée par ®™° en une partie compacte de £. C’est

1 n+no—1 1
{; > F<1>’°f,n>0}.
k=no

On peut donc en extraire une sous-suite convergente dans £ donc ﬁans“_l_‘). Il existe
donc une suite (n,), strictement croissante d’entiers et une fonction f de 0 telle que :

np+mno—1
lim ||— —<I>’“ fll =o.
Jm | Y WD) =0
k=no e
On montre maintenant que f est dans 0, on observe que :
no+np—1 1 no+np—1

z:XﬂW e > 1195l < Ml flfe.
k-’no P k=’no

f est donc limite dans £ d’une suite de points de ¥ qui sont bornés par M| f|lv dans
0, Phypothése (a) permet de conclure que f est dans 0 et || fllo < M| fl}o-

En fait, on montre que la suite f, = %Z:”Z: ! 3 ®*f converge aussi dans £ et
donc dans 0 vers f, on remarque d’abord que :

Of = M.

En effet, on a :

2
12 fn, = Afnylle = < —|flle-
Np

kS

i nﬁi_l (I)k+1f ~ "0%_1 <I)kf
i G Ne-1

k=ng k=no

On montre ensuite que la suite f,, converge dans 0 vers f, on a :
f=Ff+(-1)
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Alors :
_ln+§:—1 1 ok7 . LR L okis_F
hmq 2 wU+U-DI=f+g ,;0 F2 -

n+ng—1 1 {)k

Il suffit donc de montrer que la suite 1 =Dk

pour conclure. On remarque que la sulte

(f = f) converge dans 0 vers 0

1M, ® ® o1 g — f @roth-l
r-= kz @ ]f:(I—X)[I+X+---+m+kZ:TW]f
=ng =1

converge vers f — f dans 0, on en déduit donc que : f — f est dans la fermeture de
Im(I — %) prise dans 0. Il suffit donc de montrer que pour tout g de cet ensemble,

la suite g, = £ ZZi'Z;’ ! 7% ®*(g) converge vers 0. D’abord, si g est dans Im(I — 3),

il existe z dans O tel que g = (I - %)z Alors :

1 no 1 ng +n—1z

Ano Z Ano+n—1

1 2
nlle = = < =|zlle-
lgnlle =~ < Zzlle

e
Maintenant si g est dans la fermeture de Im(I — 3), il existe g’ = (I — 2)z, 2z dans©
tel que [|g — ¢'|le < £. Alors :

no+n—1 q) no+n—1 ‘~I>k ¢ 2
/
o = _— < =—4 -
lonlle = [ +( > Srlo—9)+ k‘[: F @D <5+ llelle
k=no =no £

Cette suite tend vers 0, ce qui termine la démonstration. [J

On peut alors poser pour tout f de0, f = &y f, & est un opérateur linéaire, il envoie
0 dans ®5(0) qui est contenu dans V. L’inégalité || f|lv < M| f|k entraine alors que

|8l < M pour tout A € C, |A| = 1.
On a aussi, pour tout n :

1 no+n— 1¢kf

<
¢

+
Z ||<I>’°flls < H||fle,

1"
n

k='no

on a donc :
@xflle < H| flle et donc [[®xle < H.

3EME ETAPE : On démontre les derniéres assertions du théoréme.

Lemme 4.8. — L’image deO par @5 est V(\).
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Démonstration. — Soit f dansO(\), on a: & f = Xk f k > 1. Alors :
no+n—1 1 no+n—1

1 1
- kz w2 == kz f=f=af="f

=ng =ng

Ainsi V()) est contenu dans ®,(0V). Soit f dans (V) alors il existe g dans 0 tel
que f = ®),g pour tout n >0 ona:

1 no+n—1 1 1 no+n—1 1
k _ o pktl
e[~ > &l == ) w2 )
k=no k=no
n+l. 1 " 11
= A —®F(g) - = drog.
n ’l’l+1 Z )\k (g) n)\no—l Y

k:nu

On passe alors a la limite dans £, on obtient : ®5f = Af. On en déduit alors que
pour tout A € C,|A| = 1, non valeur propre de &, @, = 0. O

Lemme 4.9. — Soit \ une valeur propre de module 1 de ® alors ®2 = ®,.

Démonstration. — Soit f dans™ alors @, f est dans U(A) comme si f est dansV(A)
on a: ®)f = f on en déduit alors que ‘I>§f = ®,f. &, est donc une projection de 0
sur V(A). O

Lemme 4.10. — Si p et A sont distinctes alors ®,®, = 0.

Démonstration. — Si f est dans 0, alors ®,f est dans U(u), ce qui entraine que
®,P,,f est dans V(p) NV(A) = {0}. On peut alors décomposer UV en :

V=@, 0(N) B0.

On note maintenant ®; a la place de ®,,. Les ®; sont des projections de VU dansV()\;)
qui sont de dimension finie. Une fonction f de’0 s’écrit alors de fagon unique

f=®:f+ -+ ®,f + g ou g appartient &°0.
Alors pour tout m >0 on a:
"f =AT®1f + -+ AP f + 2™y,

en effet : si on note o la projection de U sur ®, on pose ¥f = &g = Pof = ocPf.
On a oV = ¥ car ¥ préserve I'espace W. On a donc : ™o = U™ ce qui entraine
VP, = ;¥ = 0 car V(A;) NW = {0}. Par construction, ¥ n’a pas de valeur propre
de module 1 dans 0. C’est un opérateur borné de 0 et de £ on a :

[0 e = [18™ = A*®1 = -+ = A Bple < [[@™le + 1Drlle + - + [[Bplle,
d’ou ||[¥™||¢ < (p+1)M. De méme on a: ||[¥™|}y < (p+1)H. Ainsi ¥ (V) est contenu
dans 0 et ¥ a un rayon spectral p(¥) < 1 dans (0, | - |). O
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4.3 Conséquences

D’aprés la proposition 4.1, on peut appliquer ce théoréme & ®. On s’intéresse a la
valeur A = 1, on définit alors h = ®;(1). Comme la fonction 1 est un élément de V,
d’apreés la démonstration du théoréme (2&me étape) on sait que h est dans V, il reste
a montrer que h n’est pas nulle. On a fol hdm = 1. En effet h est définie comme la
limite dans © des fonctions h, = % ZZ:Z;’_I ®*(1). La propriété (iv) de 'opérateur
de Perron-Frobenius entraine que pour tout n > 0,

n+no—1
1 0

1 1
hpdm = = /(I)kldm=1.
/0 LY [P0

k=ng

Comme h est dans V donc dans L!(m), on en déduit alors que fol hdm = 1 donc que
h n’est pas nulle. Par construction h est positive d’apres (ii) et (iv). On en déduit
alors que ¢ admet 1 pour valeur propre et qu’une fonction propre associée est h.

4.4 Exemples et remarques

Exemples. —

— La transformation « fraction continue » :

1 1 1
sur |——,=[, ona: Tz = — —n.
n+ln T

La réciproque vaut donc :

-1
_ ! )
anz—w+net (g% @+ n)y?
L’opérateur @ vaut alors :
1 1 1 1
of(z) =) f( ) et h(z) = —

S1oTtn (x +n)?

car fol h(z) dz = 1 et on vérifie aisément que :

Bh(z) 1 Z( 1 1 ) 1 1

log2n21x+n x+n+1 log21+x

— Dans le cas d’une transformation linéaire par morceaux et vérifiant T'(I;) = I,
on a h =1 et m est T-invariante.

— Pour les 3-transformations, si 3 € Net a = 0, &f(z) = %Zf;é (m—'},‘—k) et
®1 =1donc h=1.
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Remarque 1. — La fonction h n’est pas obligatoirement strictement positive, par
exemple si on prend Tz = Bz +afl],32=F+1,8>0et a= 3—;'[2 Ona:

_ 1

h
5

1
(3 +4B8)(Ljo,(2-p)/21 + Lig/2,1) + 5 (38 + D(Lj2-p)/2,6-1)/21 + Liasp/20)-
On a ainsi construit une mesure Am absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue mais non nécessairement équivalente & m tel que (T, hm) soit un systéme
dynamique.

Remarque 2. — Dans le cas ou la partition est finie, G. Keller [Ke] a montré que
{h # 0} est une réunion finie d’intervalles ouverts et qu'’il existe D > 0 tel que sur
{h#0},0ona:

1/D < h(z) < D.

L’hypothése de partition finie est capitale et la démonstration de Keller [Ke| ne
peut pas étre généralisée au cas dénombrable. Cela tient essentiellement au fait
suivant : si {z,,n € 9} est une famille dénombrable de réels strictement positifs
alors a = inf,,cy z, est positif ou nul tandis que dans le cas d’une famille finie il est
strictement positif.

Un élément T de C sera dit markovien s’il vérifie de plus la condition suivante :
Dans le cas d’une partition finie :

(5f) Pour tout j € J, il existe K; C J tel que T'(I;) = Ugek, I et il existe
un entier p > 0 tel que pour tout j € J, T?(I;) = I.

Dans le cas d’une partition dénombrable :

(56d) Pour tout j € J, T(I;) = I.

Dans le cadre markovien le “folklore theorem” donne des résultats analogues &
celui de Keller :

Théoreme. — Si T € C est markovien, alors T admet une mesure invariante hm
équivalente & la mesure de Lebesgue et ergodique. De plus la densité h est continue
par morceauz les discontinuités ont lieu uniquement auzx points de séparation de la
partition et il existe D > 0 tel que :

1
La démonstration est donnée dans [A.F] dans le cas d’une partition finie et dans
[M.P.V] dans le cas d’une partition dénombrable.
Si on remplace la condition (5d) par la condition (5d’) suivante :

(5d') L’ensemble {T'(I;),j € J} est constitué d’un nombre fini d’intervalles
distincts et {T'(a;): j € J} est contenu dans {a;: j € J}.
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Si on suppose que le systéme (T, hm) est mélangeant et que le support de h est I,
alors la fonction % est & variation bornée. Ce dernier résultat a été montré par Morita

dans [Mo].

Remarque 3. — Dans le cas d’une partition finie comme dans le cas markovien, la
fonction %1{ h0} est dans V, on peut donc normaliser 'opérateur ® ou éventuellement

sa restriction a {h # 0} en posant Pg = %"), ce qui simplifie les calculs car P est
markovien. Cependant dans € il existe des éléments tels que %1{,#0} n’appartient
pas & V. On va maintenant en donner un exemple qui montre bien que 'hypothése
(3) suffit pour que 'hypothése %1(x.0; est & variation bornée ne soit pas réalisée.
Cet exemple est capital ici, car il justifie aussi la facon dont seront menées les
démonstrations dans toute la suite : on ne normalisera pas 'opérateur ® pour
qu’il devienne markovien. Cet exemple vérifie aussi 'hypothése (3') et alors les
théorémes limites central et local sont vérifiés pour cette transformation. On prend
la transformation 7T linéaire par morceaux suivante :

Tx

1

0l11 1 1 T
68 1 3 1

1 1
siz € [2—n,2n—_1],T$=ana:+bn,n>0

1 2
avec a, = 2" —ézetb 4n—1.
T envoie l'intervalle [, 5==1] dans [4%, 1]. L’opérateur de Perron-Frobenius associé
4T est:

](9?)‘

n>0

T est bien dans € et donc il existe h dans V, h positive et d’intégrale 1 telle que
®h = h, h est la limite dans V' de la suite

S

k=1

SI'—‘
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On a 1
ol(z) =y 5;1[21”,1]@).
n>0
On remarque que :
2n

B CORDPE TERIC)}
k=1

ce qui prouve d’ailleurs que T est dans ¢’, on a donc :

1 —bn
@1[51,;,#__1](37) = Z o )1[—5,1]( z)
n>0
T —b,
=3 —1[7 Il 52 ()
n>0
1 (L'—bk 1
- g (2 = i)
Ainsi on a :
2k1
Z 1 (z).
41
k12>:0 ko= 1a’“1ak 2

Par récurrence, on obtient alors pour tout entier £ > 0,

2k1 2’92 1

CTEES 3D 3D

k1>0 ka2=1 ke=1

xan, - 1[T,1]( z).

Ce que l'on peut aussi écrire en utilisant le théoréme de Fubini :

1
D=3 2 2 Z o an,ar, Mg (@)

ke>0p, >kt y, Sk >822

ou encore :

=2 2 X - Z PR

anan, g 1(2).

k1>0 4, >k 3> 52

Ainsi :
hn(z) =Y p(n)113 (),
k>0

avec
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On remarque que les px(n) sont strictement positifs car les ax le sont. On peut donc
chercher h sous la forme :

= gpkl[fk"’l](x) avec pr = nllnéopk(") > 0.

pr existe bien car la fonction h existe dans V, on en déduit aussi que la série ), pk
est finie, c’est la valeur de h sur l'intervalle [1,1]. Comme ®h = h, on a :

®h(z) =) P Z —1[7,11 =y —1[41,11(””) =D vl (@) = ().

k>0 = £>0 k>£ £ £>0

Ainsi on a pour tout £ > 0 :

pe = Zpkz—Zpk

k>£ k>‘

Comme la suite des a, est croissante et comme les py sont positifs ou nuls, on en déduit
alors que les pi forment une suite positive décroissante elle est donc convergente vers 0
car la somme ) k>0 Pk est finie. On montre maintenant que les px ne sont pas nuls,
on suppose le contraire : il existe donc un plus petit entier £ > 0 tel que p, = 0, la
relation précédente entraine alors que :

et donc :

ce qui contredit le fait que £ soit le plus petit possible, ainsi p, est strictement positif.
On en déduit que pour tout z non nul de I, h(z) n est pas nul en effet il existe un
entier n, tel que z soit dans D'intervalle [47"=,4=("==1)] et alors A(z) = Y45, Dk
Cette derniére égalité montre alors que : -

lim h(z) = 0.

z—0

D autre part, comme 0 n’est dans aucun des intervalles |4, 1], on a h(0) = 0 et donc
l{h;éo} n’est pas dans V car h est continue et s’annule en 0.
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1
" h(z)
i
h(z) f 1 I
| | I
I | n
| | I
| | I
| | I
| | o
| | I |
p— | I I
I | I I I
I | I I T !
4 | I I I I
! I I I I I
- | I Ll L |
11 1 * 01 1 1z
16 1 16 1

On rappelle ici que T est dans €, les théorémes limites central et local sont donc
vérifiés pour cette transformation.

4.5 Hypotheése sur le systeme (I, B, T, hm)

Dans toute la suite, on suppose que 1 est une valeur propre simple de
®. Tant que I'on ne le précisera pas (jusqu’au théoréme limite local), on
suppose que T est dans C et non pas dans ¢’

Alors le systéme (I, B, T, hm) est ergodique. On en déduit :

Proposition 4.11. — Les autres valeurs propres de module 1 de ® sont toutes simples
et sont des racines p-iémes de 'unité. De plus, il existe une fonction v de L%(hm)
de module 1 sur I telle que pour tout 0 < j < p, v'h est dans V, vP = 1 et
®(v7h) = Mvih on A = e™/P,

La décomposition spectrale de ® donnée par le théoréme de Ionescu-Tulcea et
Marinescu peut alors s’écrire, pour f dans V et pour k > 0,

B(7) = Bo(f) + 3 W) + B()

ot ®; est la projection de V sur l’espace Cvh.

Démonstration. — D’abord on montre que s’il existe u non nul dans V tel que
Pu = Au, avec A de module 1, distinct de 1 alors il existe v dans L?(hm) ne s’annulant
pas sur I tel que u = vh. En effet |®u| = |u|, mais d’aprés (ii) |Pu| < ®|u| donc
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®|u| > |u| > 0. D’apres (iv) fol ®|u|dm = fol |u|dm. Ainsi ®|u| = |u| m-p.p. donc on a
®|u| = |u| dans V, comme 1 est valeur propre simple de ® associée a h, on en déduit
que |u| = kh ol k est une constante positive, qu’'on peut toujours choisir égale a 1.
On peut donc écrire u = vh, v est une fonction de module 1 de L?(hm) avec vh dans
Vetona:

®(vh) = Avh.

Sur {h # 0}, on peut poser P(v) = ﬂ,‘:—hl. P admet T pour adjoint dans L2(hm) et
est une contraction de L2(hm), en effet, si on note (v, w)pm, le produit scalaire de
L?(hm) :

1 1
(P, W) hm :/ ®(vh) - wdm = / v-woThdm = (v,woT)pm
0 0

|Pvllzpm =  sup  [(Pv,w)nml|.
||w||2,th1
Comme
1 1 1
[{Pv,w)pm| = l/ ®(vh)wdm| = |/ v - w o Thdm)| _<_/ |v-woT|hdm
0 0 0
1 1 1 1
< [/ vzhdm]i[/ w? o Thdm)? = lvll2,hmllwl|2,hm.,
0 0
on a donc :

[1Poliz,hm < [[V]l2,hm-

Soit, maintenant, A # 1 une valeur propre de module 1 de ®. Il existe donc v dans
L?(hm), ne s’annulant pas sur I et vh dans V qui vérifie :

®(vh) = Avh donc Pv = Av,

A est donc une valeur propre de module 1 de P. v est un point fixe de 'opérateur ;

qui est une contraction de L2(hm) car |A| = 1. Son adjoint dans L%(hm) est AT, en
effet :
(v, whhm = ;quol ®(vh)wdm = -}\—fol v-wo Thdm

= i(vvw °T>hm = (’U, %w oT)hm

et \X =1 d’on % = \. Dans un espace de Hilbert, les points fixes d’une contraction
sont ceux de son adjoint. Ainsi
woT =w.

Si v; est dans V et vérifie aussi Avy o T = v; alors comme v ne s’annule pas sur I on
a:
v U1
(2)oT = —.
v v
Alors

U1 1 . U1 U1
—_ . = — e, — =(I)—'h-
<I>(voT h) <I>(v h) i.e vh (v )
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Donc %! est une constante et —}; n’admet qu’un espace vectoriel de dimension 1 comme
invariant, c’est-a-dire \ est une valeur propre simple de P et donc de ®.

On montre maintenant que les valeurs propres de ® sont les racines p-iémes de 'unité.
Si a # 1 est une valeur propre de & de module 1 associée & vh, on a pour tout z de I :

) = Tt M1

JjeJ

Pour tout z de {h # 0}, ’équation précédente représente un barycentre de points de
module 1 qui reste de module 1 donc, pour tout z de I tel que h(o;z)1y fj)(x) # 0
et h(z) #0on a:

av(z) = v(o;z).
On a aussi, pour tout n > 0, pour tout j de J :
a"v"(z) = v"(o,x),

donc
®(v"h) = a™v"h.

v™h est dans L?(hm), V est dense dans L?(hm), v"h peut s’écrire 4 une constante
multiplicative prés comme la limite de la suite ¢ Z;c é —1-®7(¢p) ot p est une fonction
quelconque bien choisie de V', d’aprés la preuve du théoréme de Ionescu-Tulcea et
Marinescu cette suite admet une limite dans V, v™h est donc dans V et est une
fonction propre de ® associée & a”. Comme ® n’admet que p valeurs propres de
module 1 distinctes, on en déduit qu’elles forment un groupe fini de cardinal p du
disque unité. Ainsi :

{1,202, ., A} = {1, A, ..., P71}
avec A\ = e%7™/P_ Les fonctions propres s’écrivent h, vh,..., v~ h, comme elles sont

simples, on en déduit que vP = 1. O

On veut maintenant démontrer le théoréme limite central suivant : soit f un
élément de V & valeurs réelles, on pose

n—1
Snf =Y foT,
k=0
sous I’hypothése
0? = lim ( "f) hdm > 0

n—oo fq \/7_7,

et si m(fh) =0 on a alors :

Sn
lim hm[—= <v] = e~ /2
im m[o_ v] T / du pour tout v dans R.
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D’apreés la méthode des fonctions caractéristiques de Paul Lévy, il suffit de prouver
que pour tout t de R,

1
. it Snf _42
lim eteVahdm = et /2,

On remarque que :
1 . 1 1 )
/ oV hdm =/ o h-1oTdm =/ @n[ezt% - hldm.
0 0 0

On est donc amené & étudier ®"[e" V= - h] et pour cela & construire un nouvel
opérateur ®¢(i6) vérifiant pour tout g de V et tout 6 réel :

&3(i6)(g) = &"[c 5 ).
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5 LES PERTURBATIONS DE
L’OPERATEUR &

On perturbe 'opérateur @ : soit f une fonction réelle appartenant & V, pour tout 6
dans C, on définit opérateur ®¢(0) par :

D4(0)(g) = lexp(0f) - g] od g est dans V.
Proposition 5.1. — L’opérateur ®¢(0) vérifie les propriétés suivantes :

(P1) ®,(0) = ®
(P2) Pour tout 0 de C, ®¢(0) est un opérateur continu de V.

(P3) L’application 8 — ®£(0) est analytique.

(P4) Pour tout entier n > 0, pour tout compleze 8, on a l’égalité m-presque partout :

n—1

®7%(6)(9) = @"[exp(6Snf)-g] ot Suf =)  foT*.
k=0

La propriété (P4) permet de faire I’étude de S,f en utilisant les propriétés
spectrales de ®£(6).

Démonstration. —
(P2) : On montre d’abord que si f est dans V et # dans C alors exp(@f) est dans V.

Ona:
1 1
| exp(67)] = / Jexp(0f)ldm = [ exp(Red f)dm < exp(|Reslf]1.) < oo
0 0

donc exp(ff) est dans L'(m). Pour toute subdivision (a;)o<i<n finie de [0,1], on a :

ZIexp (8f( a, 1)) exp(ﬂf(ai))“f( i) — flai-1)|

3 exp(6) (@) — exp(61) (air) o

IA

Z!f @) = flai)| sup [10exp(6o)])
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Ainsi
v[exp(6f)] < K¢lb|v(f) < oo.

On fixe maintenant § dans C et g dans V'

[2£0)(@Dllv < 12l - [ exp(6f) - gllv < 2[| @]l - | exp(6F)l[o - [lgllo-

D’ou la continuité de ®4(0) dans V et on a : || ®4(0)||v < 2||®||v - || exp(81)]|o-

(P3) : Comme

o " o] - v ™
1220 gl < @, - 17l < 221 - gl 2O

la série > o0, n, 9°®(f"g) est normalement convergente dans V et sa limite vaut
®4(0)(g). Ainsi la fonction § — ®() est analytique.

(P4) : On montre d’abord que pour f, g dans V P'on a :
®[foT - g] = f - Pg m-presque partout.

Si f est dans V et ¢ dans L°°(m), on note (f, ¢) pour fol fédm. On a par définition
de @,

(®(foT-g)9) T-g9,60T)

(fo

(9,(f- ¢)°T> car f€V = f € L™(m)
(

(m

Il

Bg,¢- f) = (f-29,9)-

Ceci étant vrai pour tout ¢ de L>(m), on en déduit que ®[foT-g] = f-Pg m-presque
partout. On peut alors démontrer (P4) par récurrence sur n :

c’est vrai au rang 1 par définition de ®£(9).

On suppose que ®%(0)(g) = 2" [exp(0S, f) - g] m-p.p.

Alors, il existe N7 dans B, m(N;) =0et sur [\ Ny on a:

2 (0)(9) = @}(0)[@5(6)(9)]
®"[exp(0Sn f) - @£(0)(9)]
= ®"[exp(6S,f)®(exp(0f)g)].

Il existe Ny dans % tel que m(Nz) =0 et sur I\ Ny ona:

Plexp(0f) - glexp(Snf) = @[exp(0Snf)oT -exp(6f)- gl
®[exp(0Sn+1f) - g)-

Soit alors N3 = N; U Ny, on a : m(N3) = 0 et sur I\ N3,

Il

@7+ (0)(9) = @"[®((exp OSnt1f) - 9)] = @ exp(6Snt1f)g). O

Le spectre de ® () est donné par le théoréme des perturbations.
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Proposition 5.2. — 1l existe un réel a > 0 tel que si |0] < a, alors pour tout n > 1,
pour tout g de V, on peut écrire :

p—1

0)(9) = A5 (8)20(6)(9) + D _ AL()2k(6)(9) + TF(B)(9).

k=1
Avec :

— les applications 6 — ®x(6), 8 — Ai(6) et 0 — ¥y(0) sont analytiques dans un
voisinage de § = 0 ;

- A(0) = M* et A\g(6) est une valeur propre de ®(0) de module plus grand que
—*2+%(\I’) =p2;

~ les opérateurs By (0) sont des projections de V' sur le sous espace propre V (A (6))
qui est de dimension 1 et ®x(0) = @k, (Do(f) = m(fh)-h);

— Uopérateur Us(0) est un opérateur sur V de rayon spectral p(¥s(6)) < po,
Us(0) =V et pour tout 0 <k<p—1:

T4 (0)@x(6) = ®(0)¥s(6) =0 et [[T}(O) (M)l < Cp3* 6.

Démonstration. — Elle est reprise du chapitre vii du livre de Dunford et
Schwartz [D.S].

Résultats préliminaires

Notations. — 9 est ’ensemble des opérateurs de V' & valeurs dans V.

Si ® est dans 9, on note :

p(®) ={z€C: M\ — & est inversible dans 9}
o(®) =C\p(®).

Si z est dans p(®), R(z,®) = (2] — ®) ! existe dans V. F(®) est 'ensemble de toutes
les fonctions f qui sont analytiques dans un voisinage de o(®). Si f est dans F(®),
si U est un ouvert qui contient o(®) dont la frontiére B est constituée d’un nombre
fini d’arcs rectifiables de Jordan orientés positivement et si U U B est contenu dans
le domaine d’analycité de f, alors f(®) est défini par :

21,71'}{ 1z

Cette égalité est la généralisation de la formule de Cauchy dans C, elle est la clé de
toute la démonstration.

Lemme 5.3. — L’ensemble G des éléments de 9 qui admettent un inverse dans 9
est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs dans 9.
5 =9

De plus Uapplication est un homéomorphisme pour la topologie de la

- A1
convergence uniforme des opérateurs dans 9.
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Démonstration. — On rappelle d’abord que dans V', on a :
AB[lv < 2[|Alls||Bllo-
S n’est pas vide, car l'opérateur identité est dans §. On montre que si A est dans

9, alors § contient la sphére Sy = {B € 9: ||B — All» < 3[|A7[|;'}. Si B est dans
Sa, B~ vaut A7 Y22 (((A— B)A™!)" et alors :

1B =AMy < 247 Y I(A-B)AT)
n=1

0o
2047, Y 4 A- Bl AT
n=1

< C||A—-B||, car B est dans Su

IN

g =9
ainsi est un homéomorphisme. [J
{ A A P
Corollaire 5.4. — Si Oy et ® sont dans D, si z est dans p(P) et si |D — Polly <

$IR(2z, ®)|I5* alors z est dans p(®) et :

R(z,®0) = R(2,@) Y _[(® — ®0)R(z, ®)]".

n=0

On a pour z et 2/, z # 2/, dans p(®) :

1

P "®) =
Rz ®)R(, @) = 5—

[R(z,®) — R(Z, ®)].

En effet :
(21 — ®)R(2,®)R(z,®)(Z'I-®) =1

et (2I — ®)[R(z,®) — R(2,®)|(Z'I - ®)=['"T—-®— 2] + ®] = (2 — 2)I.

Lemme 5.5. — Soit U un ouvert de C dont l’adhérence est contenue dans p(®),
alors il existe v > 0 tel que si |8| <, on a :

U C p(24(6))

et pour tout z de U, § — R(z,®5(0)) est une fonction analytique au voisinage de
8 =0.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 5.4, on sait que pour tout z de p(®),

. 1 -
si[|@ - 25(0)]lo < £ R(2,®)[;" alors 2 € p(2(6))-
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Soit U un ouvert de C dont I’adhérence est contenue dans p(®), alors pour tout A
de U, R(A, ®) est dans V et n’est pas nul. Comme :

i)
li R(z,®)||, = 1 —II(I = =), =0,
|zllgnmll (2, @)l im |z|”( z) llo

on a alors :

5= inf S|[R(z ®)|;"
zeU 4

Maintenant, si pour tout z de U, on a :
@ —2(O)]o <6

on en déduit que :
1 -
12— @£(6)]lo < 7Rz, )"

et donc z est dans p(®£(6)), ainsi U est contenu dans p(®y(6)).

De plus R(z,®£(0)) = R(2,®) Y oo o[(® — ®£(0))R(z, ®)]™ est une série qui converge
normalement pour || - ||, et pour la norme de la convergence uniforme des opérateurs
de 9. Comme la fonction § — ®—® () est analytique au voisinage de 0, on en déduit
alors que 6 — R(z, ®£(0)) est analytique pour tout z de U dés que ||® — ®£(0)|, < 4.
Cette condition, & cause de (P1) et (P4) revient & |8] < r. D’ou le lemme 5.5. O

Lemme 5.6. — Soit g un élément de 5(®), alors il existe un réel v > 0 tel que
pour tout |8] < 7, g est dans F(®s(0)) et g(®s(0)) est un opérateur qui dépend
analytiquement de 0 au voisinage de 60 = 0.

Démonstration. — Soit U un voisinage de o(®) sur lequel g est analytique. Soit Uy
un voisinage de o(®) dont la frontiére B est constituée d’un nombre fini d’arcs de
Jordan orientés positivement et tel que U; U B soit contenu dans U. D’aprés le lemme
précédent, il existe un réel r > 0 tel que si |§| < r alors la fonction 6§ — R(z, ®£(0)) est
analytique le long de B et la série R(z, ®£(0)) = R(z,®) Y. [(® — ®4(0))R(2, ®)]"
converge uniformément pour la topologie de la convergence uniforme des opérateurs
de 9 et normalement dans (V, || - ||,,). Ainsi

gmw=iﬁwwmmw

2w

se développe au voisinage de 0 en une série entiére en 6 et donc g(®s(6)) est un
opérateur qui dépend analytiquement de 6 si 0| < 7.

Démonstration de la Proposition 5.2. —

On construit dans un premier temps les opérateurs ®(0) et M(#). Les points
(/\k)os k<p—1 sont des points isolés du spectre de ®, pour tout &, il existe donc un réel
rr > 0 tel que :

B\, k) Na(®@) = {A*},
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.
on prend par exemple ry = inf{%w—), J)ﬁil j # k}. Ainsi les cercles (C(XF,74))x et
(o, M) = C(0, p2) sont entierement contenus dans p(®). On note B la réunion
de tous ces cercles, c’est une courbe constituée d’un nombre fini d’arcs rectifiables de
Jordan, on va supposer que B est orientée positivement.

Pour 0 < k < p—1, on définit les opérateurs :

1
24(6) = 51— ?{C R CLYOS

1
M(0) = - R Z,(p 0))dz.
O =5z f.,  Fe20)
Comme pour tout z de B, la fonction 6 — R(z,®¢(6)) est analytique au voisinage
de 8 = 0, on en déduit qu'il existe un réel 6y > 0 tel que les fonctions 6 — @ () et
0 — M(6) sont analytiques sur {|0] < 6o}.

On remarque Popérateur ®;(f) ne dépend pas du domaine d’intégration choisi,
on peut prendre n’importe quel arc rectifiable de Jordan contenu dans p(®) dont
I'intérieur ne contient que le point A* de o(®). Il en est de méme pour M (6). On peut
donc écrire que :

1 1
@ke =—f RZ,@ 6 d2=f RZ’,(D 7] dZ,
O =557 f 0, FEWOM=50 f  RE250)
avec 0 < 1, < Tg.

On peut alors montrer que ces opérateurs sont des projections :

BOBO) = s § o 20 ¢ RGO

1

— R(z,®5(0))R(2',®(0))d2'dz
(2im)? ?{*(,\k,rk)xcw,r; ! !

1 [R(z,9¢(6)) — R(2,2£(6))]

S dz'dz
(2im)? f;()\k,rk)xC(Ak,rL) 2 —z

1 1 dz
—s b RCOG-f
1T C()\kﬂ";c) 1T C(A*,ry) z z

+L R(z,®;(6))]— }{C LAY

2w C(Xk,mg) 2 ()‘k»r;c) 2l —z

dz

1
= — RZ/,Q 0 dzl=¢k0
57 fo BB = 0200
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en appliquant le théoréme de Fubini et le théoréme des résidus. De la méme facon on
obtient :

O, (0)M(0) = M(0)D(0) = D(0)P;(0) =0, M(6)M(6) = M(6).
De plus pour |6] < 6y on peut écrire :
I=30(0)+P1(0) +---+ Pp_1(0) + M(0)

ot les fonctions 6 — ®(6) et 0 — M(0) sont analytiques en 6 et ®4(0) = .

On montre maintenant qu’il existe 0 < by < 6y tel que si || < by alors
dim <I>k(0)(V) = dim q)k(V) =1.

Comme ®4(0) = &4 et comme 6§ — P4(6) est analytique en 8 au voisinage de 0, il
existe 0 < by < 6 tel que :

si |9| < by alors ||<I>k(0) — (I)k”v < 1.

Si on suppose que dim @ (0)(V) > 2, alors il existe h; et hy dans ®(0)(V) qui sont
linéairement indépendantes. Comme dim ®; (V') = 1, il existe un scalaire A tel que :
@ (h1) = APk (h2), on pose h = hy — Ahg. h n’est pas nulle et appartient & V. Comme
ona: [®; — Pk(0)](h) = —h, la condition || @y — Px(0)||, < 1 n’est pas valable. Donc
si|0] <byona:

dim &, (9)(V) = 1.

On construit maintenant les fonctions § — Ag(8). Soit gx une base ®x(V), il existe
0 < b < bx tel que si || < by, alors ®4(0)(gx) est une base de ®(6)(V). En effet
®4(gx) = gk qui n’est pas nulle en § = 0 donc elle n’est pas nulle dans un voisinage de
0 car 6 — ®(6) est analytique en 0. ®4(0)(gx) est donc bien une base de ®4(6)(V)
si || < bx. On a alors pour |0] < by :

2(0)[2x(0)(9x)] = x(0)[@7(0)(gk)] = Ak (0)Px(6)(9x)-

La fonction 6 — Ag(0) vaut Ak en 0 et est analytique en # comme produit de fonctions

analytiques en . On en déduit alors qu'’il existe 0 < by < by, tel que si |f] < by, alors
e (6) est dans B(A\*, ) . On a alors démontré que g (#) est une valeur propre de

®(0) et que I'espace propre associé ®x(0)(V) est de dimension 1 pour 0] < by.

On construit maintenant 'opérateur ¥ ¢(#). On pose d’abord

a = inf{b,1 < k < p},
a est strictement positif. Pour |§] < a, on a, si k # j :

®(0)®;(6) = 0.
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On pose maintenant () = M(0)®s(0) = ®5(6)M(6). Pour |0| < a, la fonction
6 — W(6) est analytique en 6 comme composée de fonctions analytiques en 6 et on
a pour tout n de N*, pour tout g de V :

p—1

6 <a= 2}0)(9) = D AR(O)Bx(6)(9) + L}(6)(9)-

k=0

Comme ®(0) = 5 §, 2R(z, ®4(6))dz et comme ¥ ;(6) = $;(0)M (), on en déduit
que :

v,(0) = % ?i 2R(z, 5(0))M(6)dz
1

= — zR(z,®¢(0))dz
267 S0 (2, 2£(6))

car on a R(z,®(0))M(6) = 0 le long de C(\*¥, i) et R(z, 5(0))M(0) = R(z,®(6))
le long de C(0, p2). On a donc de méme pour n dans N* :

n _ 1 n _ 1 n+1 27r ia(n+1) e
j0) = 5= §. o ROz = 5 | e R 2 (6))do
Alors :
n pg+1 2 3
15O < 2 [ 1Rl 2,0 1) o

Mais R(pze’™, ®4(0))(h) vaut 0 en § = 0. Comme 6 — R(pze*™, () est un
opérateur analytique pour tout a de [0, 2] on en déduit que :

IR(p2e™, @£(68))]lv < CI6]

avec

€= s |R(pe, 8) gL R(pre 2, 0))]
ol<a

comme 6 — q);q;& est analytique en 6, la constante C est finie. Alors on a :

2m n+1

lw7@®I < | Clolda— = coptiol

Ce qui termine la preuve de la proposition 5.2. [J

Remarques. —
Si @ est un imaginaire pur alors |e’f| = 1, on a donc

18701 < ||®]l1 < 1et donc |Mg(0)] < 1.
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L’hypothese, les valeurs propres de & de module 1 sont simples, est capitale pour
avoir § — A\ (6) est analytique en 6 dans un voisinage de 8 = 0. Sinon, si ME est
une valeur propre de module 1 de multiplicité m, on a 8 —> Ax(#) est une fonction
analytique de la variable §%/™ .

Ici on a fait la démonstration avec une perturbation analytique, on aurait trés bien
pu prendre une famille d’opérateurs qui dépend de 6 de fagon C*, k > 0 dans un
voisinage de # = 0. On aurait alors les mémes conclusions en remplagant « analytique
dans un voisinage de § = 0» par «de classe C* dans un voisinage de § = 0». On
peut méme améliorer un peu ’étude spectrale de ®(6).

On va prouver la proposition suivante, elle servira quand on démontrera les
théorémes de grands écarts :

Proposition 5.7. — 1 existe un réel 0 < b < a, tel que pour tout nombre compleze
6 = 61 + i02, avec |01| < b, lopérateur ®;(01 + i62) a un ensemble fini G(61 + i62)
de valeurs propres de module [A(01)| ot |[A(61)| = supg<k<p—1 |Ak(01)]. On peut alors
écrire, pour tout g de V, pour tout entier n,

01 +i02)(g) = Y, p"Du(61+1i62)(g) + LF (61 +i62)(9)
HEG(6,+i62)

ou ®,(601 + 162) est le projecteur de V sur V(u) qui est de dimension finie et ot
Us(61 + i02) est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur a |A(61)|, ils
vérifient de plus :

D, (01 +i02)P, (01 +162) =0 sip#p',
B2 (01 +i62) = B, (61 + i)
®,(01 +102)T (61 + i02) = Up(01 +i62)P,. (01 + i62) = 0.
Remarques. —

Pour 6 dans R, |0| < b 'opérateur ®7(0) vérifie aussi le théoréme des perturbations,
c’est-a-dire que ’on peut développer, au voisinage de a = 0, (0 + i) en a.

Ce résultat est uniquement local, on utilise pour le démontrer uniquement le fait que
T est dans € et non pas la condition plus forte (3') que vérifient les éléments de ¢’

Démonstration. — On va utiliser le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu ; on
I'applique & Popérateur x—® (61 +42) odt A(61) désigne la valeur propre de ®7(61)
qui réalise le supremum :

|A(61)] = 0<2gg_1 | Ak (01)]-

On doit donc vérifier les conditions (b) et (c) du théoréme 4.2. Soit g dans V', on a :

|27 (61 + i62)(g)] = |@" (e TSI g)| < @™ (757 |g|) = @(61)(I9])-
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D’apres le théoréme des perturbations, comme 61| < a, on a :

3(0:)(lgl) =D _[Mw(00)]"@x(61)(Ig]) + LF(61)(lg])
k=0
< MO S 268 + ¥301) gl
k=0
Donc : B
P (0, + 10
||L/\ni(0_1_)3)(_)”1 < Z 2% (61)(lgD 11 + %7 (61) (gDl
k=0

Comme Py, est une projection, on a :

[@x(01)(IgDlx < llglls-

Comme ¥y est un opérateur de rayon spectral strictement plus petit que 1 sur V,
ona:

%% (61)(lgDllx < Cliglh-

Donc il existe H tel que

@7(6:1 +i62)(g)

<1 < .
:1;%{“ (1) fl,llgllh <1,9€V}<H<o0

On vérifie maintenant la condition de Doeblin-Fortet, il suffit de montrer qu’il existe
0<a<l, >0 tels que pour g dans V, on ait :

&7°(6, + i6)(9)

U(—)\,r(e“l)—‘) < av(g) + Bllglla-
Or
®7° (01 + 62)(9) 1 N o ) o .
St T P 2 7 O i82)(0) (a0~ 01 i02)6) o)

Comme :

|27° (61 + 162)(9)(ae) — @F° (61 +62)(9)(ac+1)|

(01+102)Sny f .

e 0

=1 > —Wloajlcrno(m](ae)
J€Jng

e(el+"'02)snof .

- [[_W—] 0 0 1pno(z;)) (ae-1)]|
< |1@%°(61)(lg1) (@) — @7°(61)(19])(ae-1)| + 2|27°(61)(|g!)(ae)|
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et comme :

|@%°(61)(lg])(ae)

8% (61)(I91)(ae-1)l

< |@™(lgl)(ae) — @™ (lg])(ag-1)]| - sup [e? 5|
+ |efiSnof(@) _ fiSnoflasn)) N I———(Tﬁo), 00 1rno(r;)l(ae-1)
J€Jng
< [supe®f]™[|@™ (lg])(ae) — 2" (|g])(ae-1)|
+ 2 | 0 0j(ae—1)Lrmo(ry (ae-1)).
= (T™)
J€Jng
On en déduit alors que :
D% (61 +102)(9) 1
‘ B o fy(@m 2 2(|®%°(6 :
AR S oo ([sup e T [w(2™ (|g1)) + 2llgll] + 2[|®%° (61)(Ig])]I1]

Mais il existe K(f,01,n0) et K1(no) tels que

2% (1) (19Dl < K(f,61,m0)lI9]l1,

v(@™|g)) < §v<g> + Ky (no) g1

Comme il existe 0 < b < a tel que si |6;] < b

01 f
sup e
<1,

S
alors comme v > 2 :

2 sup e f

= — o< 1.

F @

Alors :
1
0< 8= [K(/,01,m0) + (Ka(no) +2) - (sup e )] s < o

On applique alors le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, on a donc les résultats
annoncés. [

On dispose maintenant de tous les outils, on peut alors démontrer le théoréme
limite central.
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6 THEOREME LIMITE CENTRAL

Jusqu’ici, on n’a eu besoin que de ’hypothése (3) et non (3') pour démontrer les
résultats précédents qui sont les seuls qui vont servir dans la démonstration du
théoréme limite central. On fixe donc une transformation 7" de € et on rappelle que
le systéme dynamique (I,%,T,hm) est ergodique. On fixe f un élément de V, a
valeurs réelles, on suppose, quitte a lui enlever une constante, que m(fh) = 0. On
veut étudier le comportement des sommes

N-1

Snf=7) foT*

k=0

On va d’abord démontrer le résultat capital de cette partie.

6.1 Calcul de la variance

Proposition 6.1. — La suite My = fol (%)zhdm est convergente dans R, soit o2
sa limite. On a les équivalences suivantes.

0°=0 & f=u—uoT dans L*(hm), avec u dans L*(hm) et uh dans V
& fh=uh—uoT-h dansV.

Démonstration. — Elle se fait en plusieurs étapes.

1ERE ETAPE : On démontre I'existence de la limite de la suite (Mn)n>o

1
My = /O(M)zhdm=%(SNf,SNf>hm
1

N
N—-1N-1
= ¥ Z(fOTk,fOTe)hm
k=0 ¢=0
1 N-1
- N|:N<fvf>hm+2’;(N_k)<foTk7f>hm

car la mesure hm est invariante par T'.
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On désigne par P 'opérateur adjoint de T par rapport a la mesure Am dans ’espace
de Hilbert L2(hm), P est défini par I'égalité :

(Pf,9)hm = (f,9° T)hm f,g appartenant a L?(hm).

Les deux remarques suivantes vont permettre de donner la décomposition spectrale
de P au point f.
Remarque 1. —

Si f et g sont dans V, alors P est aussi 'opérateur adjoint de T pour la dualité
LY(hm)-L*(hm).

Si f est dans V, donc dans L!(hm) et L2(hm) on a :
Pf-h=®(fh) m-p.p.

et donc :

O(fh
Pf= %1{;,#0} hm-p.p.

Comme f est dans V, on en déduit que pour tout £k > 0, on a :

% (fh
Prf = glf )1{h¢o}
p k
®;(fh vE(fh
- m(fh)l{h;eo}-f-z)\f—j(’;f )1{h¢o}+ %f )1{h#0}
j=2
p k
&.(fh U*(fh
PEf = Z/\?#l{h;ﬂ)}'{' glf )1{h¢0}
j=2
ou :
Uk(fh
H Elf )l{h;éo} <Rl < p* 1Bl < Crp®(IF 11 nm
1,hm

avec 0 < p < 1. Comme || fhlly = || fhll1 + v(fh) = || fll1,hm + v(fh). v(fh) étant fini,
il existe donc une constante Cy > 1 telle que v(fh) < (Cy — 1)|| f|l1,hm- Ainsi :

N-1 k

My = (f;m+2) (1= 30T, fim
k=1
N-1

= ~(f,flmm+2) (1-

k=

k

ﬁ)(f) Pkf)’l’m

2
"_o

= _<f’f>hm+2< (1_%)Pkf’f>h’m
0

x>
Il
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Maintenant, on démontre que la suite (30 =0 (1 £)P* f)n>o converge dans L* (hm).
D’aprés la décomposition spectrale, on a :

N-1 & N-1 e 1
DA =P =D (1= DN (R + T (FR)] 2 L gnsoy
k=0 k=0 7j=1

Comme Y p o' AF = 1= _’\;‘V et comme Y n ' kAR = _i'f\; -5+ %, alors :

—1 .
k. i 5 1 1 1 11— XMW+ & (fh)
Z(l_N)Pf 2;[1—)\1+N1—)\j_ﬁ (1= MN)2 = oo
]:

N-1
*(fh) Tk ( fh
+ h L) T Z k Linzo}-
k=0
Comme :
Tk(fh
H : )1{h¢0} < Co*(| £ll1.hm,
1,hm

k _ k
on en déduit que les suites Ziv:_ol ﬂhfﬁl et E,ICV:OI kw—g—hll{h#} sont convergentes
dans L!(hm).

s _2\I(N+1) L Joos
Comme limy 00157 + 1{, T 1/\] ~ l(f‘ 7] = T3, on en déduit la convergence

dans L'(hm) de la suite 3 p o (1 — £)P* f, soit G dans L'(hm) sa limite. G vérifie
(I = P)G = f. Dailleurs :

p—1

G = 23 T B (R + D TR Lk
: k=0

j=1

Exactement de la méme fagon, on montre que h EkN:_Ol(l - %)Pk f converge dans V,
sa limite vaut Gh. Ainsi on en déduit que la suite My admet une limite 02 dans R
et que :

02 = 2<G7 f)hm - <f7 f)hm
avec G dans L'(hm), Gh appartenant & V et (I — P)G = f. On a aussi :

o? =2y 75 (@i (), hm + 3 (T (1), F)m] = (f, F)nm
k=0

2EME ETAPE : On suppose que o2 = 0, on montre les deux assertions annoncées.

Lemme 6.2. — La suite (S f)n>o est uniformément bornée dans L%(hm).
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Démonstration. — Comme o2 est nul, on a :

ISN £113 hm = N My

oo N-1
= 2N ) (T*(fh), flm =2 Y K(L*(fh), )m
k=N k=0

Pl (N _
23 X2 w0, )

Jj=1

1
(5 (FR), )] = | / TH(fh) - fdm] < [ZF(fR)o - Il < Co*

avec 0 < p < 1. Donc :

> N
N 3 (@A (7h), f)m] < ONY—

k=N

N-1 -1 _ N N
= = (1-p2 1-p

A est de module 1 donc |1 — M| < 2. Ainsi :

2C =
2 v Z s, 2
1SNl hm < a=p2 " 2j=1 I1— )\jlzl(q)J(fh):f>m| <r‘t. 0O
Lemme 6.3. — Pour tout g de L?>(hm), pour tout 0 < j < p — 1, il existe S; dans

L2(hm) N LY(km), m(S;h) = 0 tel que lon ait :
I\P_I)noo<SNp+jf7g>hm = (S],g>hm

Démonstration. — Pour tout N > 0, pour tout g de L%(hm) tel que gh soit dans V/,

on a:
-1

SNf7 Z

_)\zN N-1
@i(gh))m + D (£, ¥*(gh))m
k=0

Comme la suite ,Ic\;_ol( f, ¥*(gh))., est convergente et comme AP = 1, on en déduit
que pour 0 < j < p — 1, les suites ((Snp+;f,9)nm)N>0 sont convergentes.

On prend maintenant g dans L?(hm), gh n’est pas nécessairement dans V. V est
dense dans L?(hm). D’apreés le lemme 6.2, la suite (Snp+;f)N>0 est uniformément
bornée par r dans L2(hm), on en déduit alors que la convergence de la suite

(<SNp+jf» 9)hm)N>0-
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On en déduit donc que les suites Snp+; f sont faiblement convergentes dans L2(hm),
on appelle S; leurs limites faibles, elles sont dans L?(hm). Alors comme 1 est dans
L?(hm), on en déduit que :

(S5, Vam = I}gnoo(SNp+jf»1>hm-

N-1

<SNf’1> = E(foTka:l)hm =N<.f71>hm =07

k=0
donc (S}, 1)pm = m(Sjh) = 0. Comme la fonction signe de S; est dans L?(hm) on en
déduit que m(|S;|h) est fini, donc que S; est dans L*(hm). O

Lemme6.4. — Ona:f=S-SoT dans L%(hm) avec S = %2?;3 S;.

Démonstration. — Pour tout N > 0, pour tout 0<j<p—1lona:
f—foTNPH = Snpyif — SnprifoT.

Donc, pour tout g de L2(hm), on a :

(f = foT™? Y g)hm = (SNpsif — Snp+if 0T, 9)nm
= <SNp+jf7 g)hm - <SNp+jf oT, g)hm
(Snp+5fr 9 hm — (Snp+5 f, P9 hm-

On en déduit que :
I\Jh—inoo<f - f OTNIH_jvg)hm = (Sj7g>hm - <Sj7Pg>hm
donc '
lim (f o TNPY g)pm = —(Sj, @) am + (Sj © T, g)nm + (f+ 9) hm-

N—o0

Or <.f OTNp+j, g>hm = <f OTNp+j,gh>m-
D’abord si gh est dans V on a : (f o TNPHi gV, = (f, ®VP+i(gh)),, que l'on peut
décomposer :

p—1
(FoT™PH ghm = Y ANPHDUB,(gh), f)m + m(gh)(h, fim
=1

+ (TNPY(gh), fim
p—1

= Y AI(@i(gh), Pl + (TP (gh), f)m.

i=1
On a imy—00(¥N(gh), f)m = 0 car ¥ a un rayon spectral p < 1, donc
p—1
lim <f ° TNP+Jag>hm = Z )‘ij <¢’L(gh‘)v f)m

N-oo 4
i=1
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Maintenant si gh n’est pas dans V, gh est donc simplement dans L?(hm). V est dense
dans L2(hm), il existe donc une suite d’éléments de V qui approche uniformément
gh dans L2(hm). On en déduit que I'on a aussi :

p—1
lim (f o TNP*7, g)pm = - A9 (2i(gh), f)m.

N—o0 :
=1

Donc pour tout g dans L%(hm), pour tout 0 < j <p—1,ona:

p—1

(£,9)hm = (S; = S; 0T, ghhm + ¥ _ A9 (®i(gh), f)m-

=1

On fait la somme de ces p équations, comme 25;3 A = 0, on en déduit que, pour
tout g de L2(hm), on a :
152
(f,9)hm = ;Z(Sj =80T, g)hm-
=0

C’est-a-dire f = S — S o T dans L2(hm), en posant S = %E;’;& S;. 0O

Maintenant on veut calculer explicitement S.

Lemme 6.5. — Ona:P(SoT)=S dans L?(hm).
Démonstration. — On sait que S est dans L?(hm), donc SoT est aussi dans L2(hm)
car

/I(S o T)?hdm = /152 o Thdm = /Iszhdm < oo.
Par définition de P on a pour tout g de LZ(hm) :
(P(SoT),9)hm = (SoT,g0T)rm = (S, g)hm
et donc P(SoT) = S dans L%(hm). O
Lemme 6.6. — S = f— G dans L'(hm) et Sh = (f — G)h dans V.

Démonstration. — Des lemmes 6.4 et 6.5, on déduit que pour tout 0 < j < p—1,
pour tout N > 0, on a :

Np+j '
> P*f=PNrtig — S dans L*(hm).
k=1

Donc pour tout g de L%(hm), on a :

Np+j .
(3" P*f,9)nm — (f,9)hm = (P4 S, ghpm — (S, @) hem.
k=0 .
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On a
(Y Pofighhm =Y (@il fh). )+ D ()90
k=0 i=1 k=0

On appelle u la fonction de L2(hm) telle que uh appartient & V et (I — ¥)(uh) = fh.
On a alors :

Np+j p—1 1 — \iG+D)

lim (Z PkfaQ)hm;’ZW( i(fh), @)m + (U, 9)hm
k=0

N—o00 :
=1

S est dans LZ(hm), V est dense dans L?(hm), quitte & approcher uniformément S
par une suite d’éléments de V', on a donc :

lim (PNPYIS g)y Z N9 (P

N—o00

Ainsi pour tout g de L%(hm), pour tout 0 < j<p—1,ona:

P i(j+1) p—1
S LN 10, (5 — (G = —(Ss 5+ 3 N 04 (H), )

i=1 =1

On fait la somme de ces p équations, on obtient, pour tout g de L?(hm) :

<S’g>hm =(f- uvg>hm - Z 1— ) <q)i(fh)vg>m = <f - G7g>hm
Donc dans L?(hm), S est égal & f — G, ou G vérifie (I — P)G = f, comme fh et Gh
sont dans V, on en déduit que Sh est aussi dans V. O
3EME ETAPE : On démontre la réciproque. Si f = uoT — u, avec u dans L?(hm) et

uh dans V. Alors Sy f = woT™ — u. Donc

1 1
/(\/LJ_V.SNf)L’hdm:%/ (W2 oTVN —2uo0TV - u+u?)hdm
0 0

qui tend bien vers 0 quand N tend vers +oo donc 02 = 0. O

On peut alors démontrer le théoréme limite central.

6.2 Le théoréme limite central

Définition 6.7. — On dit qu’une fonction f de V, m(fh) = 0, vérifie ’hypothése (H)
s’il existe u dans L%(hm) avec uh dans V tel que

f=u—uoT dans L*(hm) ou fh =uh —wuoT-h dans V.
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Théoréme 6.8. — Soit f dans V, si f — m(fh) ne vérifie pas (H), alors pour tout
réel v, on a :
- N h 1 v
lim hm[w <o) = ___/ et /2gt.
N—oo oV'N Ver J-
Démonstration. — La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes.

1ERE ETAPE : On montre que A\(0) = hm(f).
D’aprés la proposition 5.2 pour tout |#| < a, on a :

1 1 1
/ exp(i0S, f)hdm = / " (exp(i0S, f)h)dm = / &7%(i6)(h)dm
0 0

0

Il

kgo,\g(w) /0 @ (i0)(h)dm + /0 O™ (i0)(h)dm

Toutes les fonctions écrites sont analytiques en 6. On fixe t dans R, alors pour n
suffisamment grand, on a : || < a. Alors :

! Snf n, 0t zt it
/Oexp(zt— )hdm 2)\ )/ (- dm—l—/o (=) (h)dm

n

On peut alors développer fo exp(it—;t)hdm :

nglty Y 2 tzi_tn : i,
A (n) = [A —|~n)\k(0) 32 k(0)+n2€(n)] avec nlgr;os(n)——O
n LAL(0 t2 M(0)  N2(0), 2 _ it
= el kk))[l‘aﬁ(——'i(k)’_izk )+ 52|

it (1) it
{i:] Dy ’I’ —
()= += nﬁ(n)

ol <I>§cl) et €(£) sont des opérateurs bornes de V et ot limy o0 [|€(2)]|, = 0. Alors :

it 1 (1) it_ it
/0 (D wam = [ @umyim + /0<I>1(h)dm+;s(g),

it ! 0 sik#0
avec lim 5(%) =0 et / @ (h)dm = { sik#
0

n—00 1 sik=0.

On obtient alors :

1 Lo
/ exp(it%)hdm = exp(itAy(0)) + % / @81)(h)dm - exp(itAp(0))
0 0

2
- t—(Ag’(O) — 27 (0)) exp(it2y(0))

’Lt kg )\;C(O) /1 1)
+ E n £z ®;’(h)dm
n & 1/\ Ak ) o ¥ (h)
1t

+ /Ow”(:)( )dm+§s(n)
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Comme [|¥"(£)(h)||» < |£|Cp5™", on peut passer a la limite dans le second membre,

on obtient alors : )

lim exp(it%)hdm = expl[itAg(0)].

n—o0 0

Mais le théoréme de Birkhoff entraine, comme (I, 8, T, hm) est un systéme dynamique
ergodique et comme f est dans L*(m) donc dans L(hm), que

n—o00

lim -S%J—t =m(fh) hm-p.p,

cette derniére fonction étant hm-intégrable on en déduit que :

lim 1 exp(it%)hdm = exp(itm(fh)) = exp(itAy(0)).

n—00 0

Ainsi pour tout t fixé dans R, on a exp(itm(fh)) = exp(itAy(0)), donc m(fh) = Ay(0)
que l'on suppose pour la suite de la preuve égale &4 0. [J
2EME ETAPE : On démontre que 02 = \{(0). Il est bien connu que :

/ (2nL ]2hd 6—2{/1 exp(ZL.5, )hdm]
o2 o p \/ﬁ n |t=0-
On fixe t dans R, alors pour n suffisamment grand :
p—1

! it o it oo it
/O exp( =S )hdm = kZOM = / () (ydm + /0 ¥ () (h)dm

on peut alors faire un developpement de at2 fo exp( \/_ Snf)hdm, car toutes les

fonctions écrites sont analytiques en ﬁ. Pour dériver le premier terme on utilise

(wv)" = u"v+ "+ 200/, avee u(t) = X{(Z) et o(t) = fy u(35)(h)dm. Si k 0,
on a:

v(0) = 0,u(0) = A", /(0) = iy/RAF*~D X, (0).

On a aussi :

ol les opérateurs <I>£1), <I>§c2) et s(\’/—%) sont des opérateurs bornés de V et ou :

limp 00 ||6(\’/—%)||v = 0. Ainsi :

; 1
36,:2 [)‘n(\z/t—)/ 7‘t— (h)dm]j1=0 = *)\"k%/() @iz)(h)dm

1
— 2A(m=Dk ) (0) /O &1 (h)dm.
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Si k= 0,v(0) = 1,u(0) = 1,4/(0) = 0,u”(0) = —AZ(0).

V(0) = \/_ " 80 (R)dm et v"(0) = / 8?) (h)dm.
On sait que :
n, U 1 n it
HOR0 = g f RO

La fonction § — R(A, ®£(i0)) est analytique si |0] < a, il existe donc N > 0 tel que
n > N entraine que :

2 it
A @ = /\<I>—~——(1))\<I>——(2) —R(—
R( (\/—)) R(),®) \/—R( ) R(’\q))+nR(\/ﬁ)
ou les opérateurs R (), @), R (), ®) et R( \/—) sont des opérateurs bornés de V' et
ou limp 00 IIR(W)(h)llv = 0. Ainsi :

8_2 /1 \pn(__i_t_)(h)dm = _l._l_f A"R@(A)dA
atz 0 f \/ﬁ t=0 = n 21T C(p2,0)

qui tend vers 0 quand n tend vers +oo. Ainsi :

1M2 _ " k(n—1)y/ (1)
/O(ﬁ)hdm - )\(0)+2Z,\ A(O)/@ (h)dm

k=1

+ [/ (2)(hdm+ZA"’“/ 82 (h)dm] + = ()

Comme 02 = limy_, 00 fol (%’i—f)zhdm. Et comme dans le second terme tout a une limite

sauf éventuellement le terme borné 2 °2_1 A(*=Dk X, (0) fol <I)§C1) (h)dm qui « tourne »,
on en déduit qu’il tend vers 0 quand n tend vers +o00. Et donc :

o2 =x5(0). O

3EME ETAPE : On démontre que lim,_, o fol @’;(\;—%)( Ydm = exp(=% " )-

On fixe t dans R, alors pour n suffisamment grand, on peut écrlre d’apres la
proposition 5.2 :

vt
/0 B} () (h)am

w%) /0 %(%)(h)dm

p—1

ny it [t it vt
+ M) | e Gmmim+ [ ey Zoymim
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TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L’INTERVALLE

On a: lim, fol \I’}‘(\}—%)(h)dm = 0 comme dans la lére étape,
it 2, it* t zt
[/\0(‘\/—5)] = [1=5-%(0) - Br/n (0) + n\/_ \/— i

.3
e PNO/2py _ B ym o

it
avec lim 6(2—) =0,
n—00 n

/1q> oy hydm =1+ L [ 80 (hyam + e AL
o Vn f 0 NN
Pour k # 0, 0on a :

it X (0) % X{(0) i3 AY0)  it?

[Ak(\;_tﬁ)]n = M- TN aye & +nﬁ€(%)l”
N /\"kexp[\/ﬁ X (0 %t-ﬁ(*i&o) +2/\ALZ§CO))]
1= B+ )
/01 B ) (dm = 2 01 B (h)dm + ~e(Z).
D'ou :

1 Zt 24/
37 (—=)(h)dm =e—t Ao (0)/2
| emm

7

Comme la fonction 6 — Ag(i6) est analytique et comme il existe a > 0 tel que si
6] < a, on a |[Ax(if)| < 1, on en déduit que 5‘;—(,?—) est réel. En effet :

it 3 itA) (0) Y& 42 ! (1) 1
+ ﬁZ)\k"e’ #(O)3F gt [A"]/ ®, ' (h)dm + o(—=
k=1 0

AL(0) 82 \/(0 )
0 ZXQD) | 7).

M (0) = NF[1 + 40

On passe au module :

1>[1-6Im <A2(°)> —ije (AZ(O)>]2+[BR6 <’\;°(0)) —ﬁzm (AZ(O))]2+0(02)

Ak 2 Ak Ak 2 £\E
doi
1> 1-20Im (*93(,?)> +62[Re ( %0 )]2 +[Im (*'A(ko)>]2 —Re <A§(k°))]+o(92)
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ce qui est possible uniquement si I m%&?—’ = 0. Donc on peut passer a la limite et

on a:
1

A n i _220©@ (0) _ _4282
nlgrolo A Qf(\/ﬁ)(h)dm = =e v z. O
4EME ETAPE : Conclusion.
On a démontré que :
2
Jlim / (h)dm = lim / exp( Spf)hdm = et .
f )

On a donc aussi : lim, s fol exp(itf—"\/-%)hdm = e_th qui est la transformée de Fourier
de la loi normale N(0,1). La méthode des fonctions caractéristiques de Paul Lévy
entraine alors la convergence en loi de f—"\/% vers la loi normale M(0,1). Donc pour
tout vde R,on a:

lim hm = / 0
Jim hm{nL f <ol=—=
Remarque. — Le théoréme limite central reste valable pour toute mesure de

probabilité v = hyhm avec hih dans V. Alors, pour f dans V, m(fh) = 0 et ne
vérifiant pas (H), pour tout réel v, on a :

Am V[ J;— \/—'/

La démonstration est exactement celle qui précéde, il suffit de montrer que l'on a
pour tout t de R:

im [ @2 ) (hahydm = tim /lex @52y = e~
PR A = B Jo TP T

n—o0 0

Les développements limités précédents restent valables et donnent :

/ (\/— (mh)dm = e 57 /Oltbo(hlh)dm

“ §Ak" X (0)F =[] / &) (hhy)dm + o )
ﬁk_l € [ A k 1)am \/ﬁ .

Comme fol ®o(h1h)dm = m(h1h) = 1, on a le résultat voulu en passant 3 la limite.

Application. — Si on sait que la fonction %1{,#0} est dans V, on prend

1 1
T O R £ 0)
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on obtient alors :

i m[{2=2L < v} {h#0}] / -
m =
n—o0 m({h 75 0}) vV 2T — 00
Par exemple pour la transformation fraction continue, on a :
1
h(z) = Tog2 1 g donc {h#0} =T et m({h #0}) =1.

On a donc pour tout f de V, m(fh) = 0, f ne vérifiant pas (H), pour tout réel v :

nll)n;om[w_f—_v]zx/lz_/v e~ du
angohm[—_ ]—\/__/

Pour la transformation T'(z) = Bz + afl], 8 = (1 +v5)/2,a = (3—8)/2, on a :
{h=0}=[(B-1)/2,0] et m({h #0}) =5 —1. Alorson a :

nl_gr;om[{f;i <up\[(B- 1>/z,an - %/ e

lim hm

i 2L <o) = = [ o
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7 REMARQUES A PROPOS DE
L’HYPOTHESE (H)

Pratiquement, pour appliquer le théoréme central limite & une fonction f, on doit
étre capable de décider si elle vérifie 'hypothése (H) ou non.

Remarque 1. — Dans le cas ol f est une fonction continue sauf en un nombre
dénombrable (au plus) de points de I : 5¢, on peut préciser (H). Si f =u—uoT
hm-p.p (m(fh) = 0), la proposition 6.1 et le lemme 6.6 donnent la valeur de u :

=S= —[Zﬂw hf) +Z k(M) hseoy -

On peut maintenant trouver les points de discontinuité de w, ils correspondent aux
points de discontinuité de h, de (¥7(fh)) en- et de (2x(fh))2<k<p [ce sont les points
de discontinuité de (®7(fh));>n, car :

n+no 1
D(f) = nli_’m — Z <I>J dans v,
=

on utilise ici le fait que si f, — f dans V alors f, — f uniformément sur IJ.
Points de discontinuité de h, h est définie comme la limite dans V de la suite :

1 n+no—1
= k
-2 oW,
J=no
ses points de discontinuité sont donc ceux des fonctions (®*(1)). On a :
1)(:17 Z |T’(0'] ]'T(I_])(m)v

JjeJ

la fonction z — Wéﬁﬂ étant continue sur I, les points de discontinuité de ®(1) sont
donc les {T'(aj),j € J}. L’ensemble des sauts de h est donc :

Sh = {T”(aj)lj eJ,n> 1}.
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Points de discontinuité de ®(fh), on a :
B(F)(@) = () (032) Ly (@)

= |T"(o52)|

Les sauts de ®(fh) sont alors les sauts de (f 0 0;);es donc ensemble T'(3¢), ceux de
(hooj)jes donc T(5)) et 'ensemble {T'(a;)};ecs. Donc :

S<I>(fh) = T(Sh U fff U {aj}jeJ).
Alors les sauts de ®; sont dans I’ensemble :

UnZnOTn[ffh U (ff U {aj}jeJ].

Comme U™(fh) = ®*(fh) — \"®1(fh) — - — A"P~D&,_(fh) car m(fh) =0ona:
Ju = U T"[fjh Ufff U {(lj}je]].
n>1

Soit § = 3, USf UT~1(5,). C’est un ensemble dénombrable de points de I et sur
(IN{h #0})\Tonaf=u—uoT.J se compose de 'ensemble des images par
T™ n > 0, des points de discontinuité de f et des points de la subdivision de I

associée & T :
§=|J T[{a;,5 € J}UT].
n>0
Ainsi si on est capable de montrer qu’'un point y T-périodique de période k n’est pas
dans S UTY(S)U---UT*(S), on peut utiliser le test des points périodiques pour
décider si f vérifie la condition (H) ou non : on calcule a = Sk f(y), si a n’est pas nul
alors f ne vérifie pas (H), si a = 0, éventuellement, f vérifie (H).

Remarque 2. — Dans le cas ol h est minorée par une constante strictement positive
sur {h # 0}, la fonction #1(n0} est dans V alors :

(e ] p—1
u=G-f= 1 | S WER) + 30 ()| Loy
Jj=1 Jj=1
est dans V.
L’équation : fh = uh —uoT - h dans V revient donc & : f = u—uoT dans V et
donc uoT = u — f est dans V. Ceci n’est pas possible si la subdivision associée & T
admet un nombre dénombrable de morceaux.
Ainsi on peut énoncer la proposition suivante :
Proposition 7.1. — Si T est une transformation dilatante telle que :
1. la partition associée admet un nombre dénombrable de morceauz;
2. h est minorée par une constante strictement positive sur {h # 0}.

Alors pour toute fonction non constante de V', on peut appliquer le théoréme limite
central .
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Cette proposition s’applique par exemple & la transformation « fraction continue ».
pp

Une classe intéressante de fonctions f est celle des indicateurs de borélien, on a :

Proposition 7.2. — Si %l{h:}go} est dans V, si f est lindicatrice d’un borélien A de
B, si f —hm(A) vérifie (H), donc s’il existe u de V' tel que f — hm(A) =uoT —u
alors :

1. ou hm(A) =0 ou 1

2. ou il eriste 1l <k <p-—1 tel que hm(A) = %.

Démonstration. — On suppose donc que f — hm(A) = uoT — u avec u dans V. On

a alors :
e2i7r[f—hm(A)] — e[uoT—u]Ziﬂ'

f vaut 0 ou 1, donc :

e—27rihm(A) — ean(uoT—u) .

Ainsi, on a :
@(e2iu7r o Th) — eZiuﬂ' “h = e—ZiWhm(A)q)(e%uw . h),

car e®2™ b, est dans V. Donc, e2™"™(4) est une valeur propre de module 1 de ®, elle
vaut donc 1 ou A\, 1 <k <p-—1.

Si e2imhm(4) = 1, alors comme hm(A) est dans [0,1], on a : hm(A4) =0 ou 1.

Si e2mhm(4) = )k alors hm(A4) = £. O

Cette proposition s’applique par exemple aux transformations linéaires par morceaux
suivantes T: z — Bz + a[l], avec a =0 et 8> 1 ou @ €]0,1[ et 3 > 2. Ce sont les
cas ou elles sont faiblement mélangeantes, voir Wilkinson [W]. On en déduit qu’on
peut appliquer le théoréme limite central & l'indicatrice de n’importe quel intervalle
non vide strictement contenu dans [0, 1].
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8 LA VITESSE DE CONVERGENCE

La méthode employée pour démontrer le théoréme central limite permet aussi de
donner la vitesse de convergence.

Théoréme 8.1. — Sous les hypothéses du théoréme 6.8 et si m(fh) = 0, il existe une
constante C > 0 telle que :

sup |hm —/ e 7du|l < —.

UGRI [ \/— e ) | Tn
Démonstration. — Elle repose sur 'inégalité de Berry-Esseen [F| qui peut s’écrire

ici :
Il existe K > 0 tel que pour tout U > 0, tout n vérifiant \/— <a,ona:

2 U 1 zuo\/_hd _ _u?
sup|hm[s— <w / ez d < —+= / o m-e * |du.
vn U [u

veR U

Comme 7 < a, alors pour tout u dans [—U, U] qui vérifie 7= < @, on peut alors
utiliser la proposition 5.2, on a :

1 1 .
iusnl ny U
ov/n —_

/0 © m / @f(a\/ﬁ)(h)dm

U

1 .
= MG [ 2ok

p—1 iu 1 . .
mnu mu
A - n
> / k(aﬁ)(h)dm+/ (T
alors
1 usaf u?
e“ovihdm —e 7| < / dm
I | Z| P f ) (R)dm|
+ |/ \I'" h)dm|
(e /<1>0 )(h)dm — e~ 5 |.
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Les applications f ) sont analytiques. Les opérateurs 7 - <I>k(

=)

et Us( \/ﬁ) sont analythues on a alors :

R Cpy*?
|/0 () (Wdm| < .

D’apreés les calculs de la 3éme étape de la preuve du théoréme limite central on a :

) [ ey man — = o)

iu 1) k u

+ O‘\/_ ¢0 (h)dm+ \/ﬁe(a\/ﬁ)”
_u? AIU|3 Blu|
e 7|

VTR

|)\"(U\/_) fol @k(ai“n)(h)dm| < exp[—g—:C,f]Dk\}‘ﬁ ou Ci est dans R. On peut alors

intégrer

U | o b1
/ Lo Iulm < —/ e (Au+B) +ZDke % Ck+cp du
-U k=2

uz u2 .
comme ffoo: e~ 7 du=+/2m et f_’LOO: u?e” "z du = /27 on obtient :

v |f1 ™ 7VE hdm — e %l ND 20p"+1U
du < V2 D
[U ]ul (\/— \/") Z k \/— 0'\/_
Gl

Ainsi :

Suf / 2. K. G U
hm|—= <] — du| < — + —— + Cypn !
s lhml S TS g TRt T

: U _ .
et ceci pour v < a on peut prendre U = ay/no avec a < a. On a alors :

Vo2 K C1 | Coppt!
sup |hm[__.f. <] - / e~ zdu|l < + L 4 2P
veR oyn ~ oo cay/n  w/n o
comme pg"'l est négligeable devant ﬁ car p2 < 1 on a le résultat voulu en posant

_ K Cy .
C=25+ —,} + Z
Snf 1 / Vo2 Cc
sup |hm[— —— e Tdul<—. O
veRI [\/— v] e | 7
On remarque ici qu’il suffit que T soit dans € pour montrer ce résultat, I’hypothése
(3') n’a pas encore servi.
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9 THEOREME LIMITE LOCAL

Jusqu’ici, seule I’hypothése (3) a servi, maintenant on va utiliser I’hypothése plus
forte (3’). On suppose donc que T est dans € ¢ et bien sar que le systéme dynamique
(I, B, T, hm) est ergodique. Soit f une fonction 4 variation bornée et a valeurs réelles
fixée. D’abord on va prouver un résultat préliminaire, il donne la décomposition
spectrale de 'opérateur ®4(i6) pour tout 6 de R et non plus simplement au voisinage
de 8 = 0 comme dans le théoréme des perturbations. Ce résultat spectral étant
prouvé, on pourra alors démontrer un théoréme limite local en adaptant simplement
la méthode de Rousseau-Egele [RE].

9.1 Décomposition spectrale de I’opérateur ®(i6)

Proposition 9.1. —  Pour tout § de R, l'opérateur ®¢(i6) vérifie les hypothéses du
théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu.

Il faut déja remarquer que ce résultat est beaucoup plus fort que ceux de la partie 6,
car il est global, on verra ici que I’hypothése (3) ne suffit plus et que ’on va vraiment
utiliser (3).

Démonstration. — On remarque qu’il suffit de vérifier ’inégalité de Doeblin-Fortet,
car ®4(i0)(g) = ®(e*®g) si g est dans V. Il suffit donc de montrer qu'il existe un
entier N > 0 et des constantes 0 < a < 1, 0 < 8 < 00, tels que pour g dans V on
ait :

(@™ (i6)(9)) < erw(g) + Bllgll:-

La démonstration est & peu prés la méme que celle de la proposition 4.1. On fixe g
dans V, 6 dans R, on écrit :

0(i6)(g) = 8" (e5Vro . g)

@Nno Z [l(TN"U SR ].TNnQ(I‘].)](Z‘).
JEJNnO
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Ici la partition (I})jesy,, est relative a la transformation TN™ les (0;)jc.y,, sont
les réciproques partielles de 77V, Ainsi :

(@Y™ (i0)(g)) = ] Z ws”""f)o .1 i)
f 9) = v |(TNmo)| 95 " LTNno(Iy)
]eJNnO
g- eioanof
S Z ’U[WOU]"].TNM)(L_)].
jeJNno

Dés que la partition associée & T' contient un nombre infini de morceaux, la fonction
SNnof 1 est plus & variation bornée sur I'; par contre, Syn, f est & variation bornée
sur TN (T;) pour tout j € Jyn,. On peut donc utiliser la propriété suivante dés que
¢ est & variation bornée au moins sur [a,b], on a :

vlp - o] < lp(@)l + [p(0)] + via,5y(9),

ol V[q,p)(p) désigne la variation de ¢ dans l'intervalle [a,b]. On désigne par [aj, b;]
V'intervalle TN™(I;), j étant dans Jyy,. Alors,

g . eieSNnof g . eieSNngf

v] [(TNmo)/| Oaj'l[aj,bj]] < ’U[a]-,b,-][ [(TNmoY/| o o]

g g
+ IW oaj(aj)| + |W o a;(bj)|-

D’apreés les calculs faits dans la proposition 4.1, on a :

iy o301 + gty ° o401 < o @) + G+ 3) [ lalam.
Ou
6= inf [m(TN™(I;))] >0,

jeJNno

(Tm) () = (T™)'(y)
z -y

K =sup| | < o0,

on prend le supremum pour z et y dans le méme intervalle I; quelconque de la
£i0SNng f

partition de T™°, x distinct de y. Il reste donc & majorer : v[aa’ba][gl(_TNW o 0]
= A;.

0SNnf g - €ifSnnof

T €
g9 OJj(ae)—WOUj(Q[_l)l

Aj= supz i—|(TN"°)’|

s =1
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ol (a¢)o<e<m est une subdivision finie de l'intervalle [a;,b;] et S est I'ensemble de
toutes ces subdivisions. Mais :
ieSNn f
g-e5nmo
T 2 T Ty o)
lgooj(ae) —goaj(ae1)
- |(TNm0)" 0 0j(cxe)]

g ezeanof

+

'9°Ui(af)||(—T‘1\%ﬁ;)7 o 0j() — (T—Nlngy 0 a;(ar-1)|

N'I’Lo 1
+ Z |(TN )(C’Jae 1)(6i0f(Tk("ja‘))—eiof(Tk(ajae_x)))L
no

On en déduit alors que :
4y % o100+ S [ lalam-+ oNnan(s) s (ol o o)
7= N 1519 2N I; 0 z€laj,b; (TN”D) ! .

Comme g est & variation finie, on peut toujours supposer que I(T—,\ﬂ,T), o ¢;| atteint
son supremum sur [a;, b;], ne serait-ce que par valeur limite, au point z; € [a;,b;].
Or:

|‘@%07 ooj|(z;) < %“(T—I\?MT ooj(z;) — (77\;97;)7 oj(a;)l

9 b — I e

+ I(TNno)’ J(b]) (TNHO)’ J( J)l
g

+ |(TNTL0)/ (aJ)I+I(TNn0) Oaj(bj)l]

1 9 1 KN 2
§[U[aj,bj](|(]Tno)7 oaj|) + S (9) + (,yz—N + 3)/{ lg|dm]

1 KN 1
—= VI, v+ = dm.
S0+ G+ 3) [ loldm

IA

IN

Ainsi :
1 KN 1 KN 1
A< o)+ 20 / lgldm + Nrgu(f) |0l vr, () + (o + 3) / lgldm).
g N g, ¥ ¥ 6" J,

Donc :
@™ (i0)(g)] < E%:no[ (f;,i + %) /1 j lg|dm](2 + Nngu(f)|6]]
N
< 2+ Nnov(f)lell[:ylwv(g) + G + )l

Ona:0<%<%,donc
2+ Nngu(f)|0)

lim N

=0,
N—>oo vy
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f et 0 étant fixés, on en déduit 'existence d’un entier N > 0 tel que

oo 2 +Nn?vv(f)|0[ <l
Y
D’autre part, comme § n’est pas nul, (c’est I’hypothése (3')), le nombre g =
( ,‘i{—;;r + 1)(2 + Nnov(f)|6]) est fini. On en déduit alors la décomposition spectrale
de l'opérateur ®£(i6). Pour tout 6 de R, pour tout f de V fixés, si g est dans V,
n dans N alors :
Hi0)(9) = Y Ae®elg) + R}(i0)(9)
§€E(9)

ou E(6) est un ensemble fini, éventuellement vide, A¢ est une valeur propre de module
1 de ®;(if), D¢ est le projecteur de V sur le sous-espace propre V(A¢) qui est de
dimension finie. R¢(i6) est un opérateur de V dans V de rayon spectral strictement
plus petit que 1, il vérifie pour £ dans E(0), ®¢ o Rf(i0) = Rs(if) o ¢ = 0. 1l
faut remarquer qu’en général pour # grand, il n’y a pas de valeur propre de module
1 et que ®;(i0) est un opérateur de rayon spectral strictement plus petit que 1.
On remarque ici que 'on a vraiment utilisé ’hypothése (3'), si on avait simplement
supposer I’hypothése affaiblie (3) : infje, m(T™ (I;)) = 8 > 0, comme on peut le
faire pour démontrer que ® vérifie les hypothéses du théoréme de Ionescu-Tulcea et
Marinescu, on aurait déduit de

a:?_“"w:_(f)Wl<1

Pexistence d’un 6y > 0 tel que pour 6] < 6o, Df(i6) vérifie le théoréme de Ionescu-
Tulcea et Marinescu, cela ne suffirait pas pour montrer alors le théoréme limite local
car on a vraiment besoin d’avoir la décomposition spectrale de ®¢(:6) pour 6 grand
et non pas simplement dans un voisinage de 0. [J

9.2 Le théoreme limite local

On va maintenant pouvoir démontrer un théoréme limite local pour T wune
. /
transformation de €

Théoréme 9.2. — On se place sous les hypothéses du théoréme limite central pour f.
On suppose de plus que pour tout 6 de R*, l'opérateur ®;(if) n’admet aucune valeur
propre de module 1. Alors pour tout intervalle fini A de R, uniformément en z, on a :

_,2
li_)m lov/nhm[{z € I: z+ Sp.f — nm(fh) € A}] - ! ex?=m(A)| = 0.
n—00 m

Démonstration. — Quitte & enlever une constante & f, on peut toujours supposer
que m(fh) = 0, il suffit donc de montrer que :

.2
lim |ov/nhm[{z € I: 2+ S, f € A}] — 1 ex?nm(A)| = 0.

72



TRANSFORMATIONS DILATANTES DE L'INTERVALLE

On définit la suite de mesures (v, )n>0 par :

1
vulg) = ov/meTTn / 9(z + Suf)hdm.
0

Ce théoréme limite local est donc une conséquence de la convergence vague de la suite
(vn) vers la mesure de Lebesgue % En effet on aura alors, pour tout borélien A,

donc en particulier tout intervalle fini A de R,

i () = 72

Donc uniformément en z réel, au voisinage de n = oo,

vzz

620’271.

ovnhmlz + Spf € Al ~ m(A).

Il est bien connu que pour prouver une convergence vague, il suffit de tester sur
JC, I’ensemble des fonctions de L. (R) dont la transformée de Fourier est continue
a support compact, voir par exemple Breiman [B]. J( n’est pas vide car il contient
[)\ »—)} (%)2 On fixe g un élément de J(, on suppose que le support de § est dans
—4,90], o1 :

§(t) = L /+0<> (x)e™ " dx
" Vo)’ '

Le théoréme d’inversion s’écrit alors :

- L7 t)e®dt = L Y t)e’®dt
g(l‘)— \/2—71_ oo g( )6 - \/ﬁ — g( )8 .

Pour montrer le théoréme limite local, il suffit de prouver que :

1 +oo
lim o\/ﬁ/ z+ Sp hdm——/ emdt—h n(2) =0.
Jm lova [ gz +5u) = Jim (222

D’abord, on a :

—22 1 +o0 itz 2
e2%n = T/ esvre t /24t
VaTl J—co

+o00
§0) = 712—_7; / o(t)dt

1t(z+Snf)dt

I
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Donc, on a :

zt(z-{-Snf)dt]hdm

a\/ﬁ/olg(z+5nf)hdm = //

1
= _"\/’7 / a(t)e™| / e5nf hdm]dt
Vorn
/+50\/_ t
V2m do/n 0\/_

En appliquant successivement le théoréme de Fubini et le théoréme du changement
de variable. On remarque que :

itz

evf[/ e’ N"hdm]dt

. , .
[ e ndm = (5 D = @0, D
Ainsi :
oV / 2+ Sufhim = —— [ e @3y h), 1)
\/2_ so/n U\/— ovn
On a alors :

Ane) = [ T e @) 0), D — 00) [ et

z) = n R _ g e Ivne .
" —do/n J\/_ ! U\/ﬁ " )
Pour calculer la limite on va séparer deux cas : t est proche de 0, on appliquera le
théoréme des perturbations, ¢ est assez éloigné de 0, on utilisera ’hypothése ®4(it)
n’admet pas de valeurs propre de module 1.
1ERE ETAPE : t est proche de 0, le théoréme des perturbations permet d’écrire

1t

(‘I’?(m)(h)al)m

+ NI IR ), D+ ()

La fonction ¢t — [Ag(

A

) (@0

it it
(

o) PG

(g%xh),wm

o’i\;ﬁ)(h)’1>m + <‘I’?(g%)(h), 1>m]§(ﬁ) que 'on

~ -— 2 Y s ra
nomme U, converge vers §(0)e™* /2 de maniére dominée pour Iﬁl < a,a>0.En

effet, on a déja vu que :

n —t2/2
dim X =
nlgr;ofboa Y(h),1)m =1,
Jim (0 ¢ ( \/—)(  Dm =0.
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De plus, il existe ag > 0, tel que : si atﬁ est dans | — ap, ap| alors :

l)\n h) 1> —t2/2| < Cle—t2/4,

( \/—)@0( \/—)(
I<\If?(;—ﬁ)(h), V| < Capl < Cae P74,

Ainsi :

it it

(e

La fonction § est continue sur [—§, 4], il existe donc az > 0 tel que : si # est dans

B ( )0, U+ (W) ), = €02 < O™t

] — a2, 2] alors :
t

aVn

Donc, il existe a = inf{ay,az} > 0 tel que si : # est dans | — @, af on ait :

19(=—=) —9(0)| < 1.

U () = §(0)e™ 72| < Cae™ /H|glloo + e~ /2.
Cette derniére fonction étant intégrable sur R, on en déduit que :
taoyn it

lim [Un(t) — §(0)e™/2]eavi = 0.

n—00 —ao\/ﬁ

2EME ETAPE : On s’occupe maintenant des termes :

taoyi .
Lo G0, D
Comme :
11300 (@5 (22) (), Lm = O car &35 = 0,
NG <L,

g est bornée.

On en déduit que pour tout ¢ fixé :

lim (®;( i t

Jim J\/—)(h)J)m)\?(m)ﬁ(m

)\j(a%) est une valeur propre de ® f(%), son module est donc strictement plus

) =0.

petit que 1 sauf pour ¢t = 0. Donc, si 0 < € < |0t7| < «a alors :

(@ <(,f><> 1)m A7 ( \'F)|<cp < Cle—tla,
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Quitte a changer C’, on peut supposer que cette majoration est aussi valable sur
[—¢,¢€], le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue entraine alors que :

lim eIV (—
n—oo —aa\/ﬁ go\/Nn

it it _
)<<1>j((-7——ﬁ)(h), 1>mg(m)dt =0.

3EME ETAPE : On suppose maintenant a < {ﬁl < ¢. Comme, on a fait '’hypothése

que ®(it) n’admet pas de valeur propre de module 1 si ¢t # 0, le rayon spectral de
Popérateur ®(it) est donc strictement plus petit que 1. Il existe donc 0 < p < 1 tel
que si a < IEL—\/RI < 8, alors :

(@F (=) (1), V)] < O
Poyn

Ainsi :

itz it t
eaﬁ< % _) h)71 mg _)dt SC,Pn\/ﬁ7
s G B Dd

qui tend vers 0 quand n tend vers co.

itz
4EME ETAPE : Il reste fl t> a0y et/ 23(0)e~v= dt a étudier. Cette derniére intégrale
tend vers 0 quand n tend vers oo, car elle est majorée par fl H>ao i e~t'/2 |9(0)|dt qui

est le reste d’une intégrale convergente.
Ainsi lim,, 00 |An(2)| = 0. Ceci achéve la preuve du théoréme limite local. O

9.3 Conditions sur f pour que ®(it) n’ait pas de valeur propre de
module 1

On va maintenant discuter I’hypotheése faite pour démontrer le théoréme limite local :
®4(it) n’admet pas de valeur propre de module 1sit # 0. On va prouver une condition
nécessaire et suffisante sur f pour que ®4(it) ne vérifie pas cette hypothése.

Proposition 9.3. — Soit f dans V,hm(f) = 0, soit £ dans R,€ # 0, les conditions
(1) et (2) sont équivalentes :

(1) il existe r dans [0,27[,g dans V,g # 0: ®4(i€)(g) = €'"g

(2) il existe ¢ & valeurs réelles vérifiant €?h dans V telle que :

el = etret?°Te pm-p.p.

Démonstration. — (2) = (1) ‘
On a: e®f = ee¥°Te~% hm-p.p. avec e'*h appartenant 4 V. Alors
®:(i€)(e"’h) = e ®(e¥°Te e’ h) m-p.p.

= " ®(e"°Th) = e"®(e™ 0o Th) m-p.p.
e e hm-p.p.
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Il existe donc g dans V, g = ¥ hm-p.p. tel que ®(i€)(g) = e g.

(1) = (2) A
On a: ®4(i€)(g) = €'y, donc :

|9l = 12£(i€)(9)] = |@(e** - g)] < @g|.

Comme m(|g|) = m(®|g|), on en déduit que ®|g| = |g| m-p.p. et donc que |g| = kh ou
k est une constante positive (on va prendre k = 1). On peut donc écrire que g = €%
hm-p.p. ol @ est & valeurs réelles, e*h est dans V. La condition (1) entraine alors
qu’il existe N dans B, hm(N) = 0, il existe ¢ & valeurs réelles, €*’h dans V tels que
pour tout z de I\ N, on ait :

®(ef e h)(z) = e e’ @ h(z).
ou :
i iz) jip(ojz 1 ir i (T
() DO Dh(o53) s (2) = €T (@),
jeJ J
Comme pour tout z de I,
JjeJ

I’équation () représente donc pour tout  de {h # 0} N (I \ N) un barycentre de
points de module 1 qui reste de module 1; ceci n’est possible uniquement si on a
l’égalité de tous ces points. Ainsi, pour tout z dans {h # 0} N (I \ N), pour tout j de
J tel que z soit dans T'([;), on a :

eiff(ajz)eicp(aj ) ez'reup( )
Donc, pour tout y de Ujeso;[{h # 0}\N] = T~}[{h # 0}\N], on a :

¥ f(Y) = giriwoT(y) g—ip(y)
De plus on a : T~ ({h # 0}) C {h # 0}. En effet, si = est dans {h # 0} alors :

0 # h(z Zh 75 1 1p(2),
IT [T"(052)|
JjeJ
il existe donc j dans J tel que :
h(o;x) # 0 et x est dans T'(I;),

donc tel que ojz soit dans {h # 0}, c’est-a-dire z dans T({h # 0}). Comme
hm[T~Yh # 0}] = hm[{h # 0}] = 1, il existe N1 dans B tel que T-[{h # 0}] =
{h # 0} \ N1 avec hm(N;) = 0. Alors

T~[{h #0}] T~ {h#0}\T7(N)

{h#0}\ N1 \T7H(N)
IN[{h=0}UN, UT}(N)].
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Il existe donc N = {h =0} U N; UT~}(N),hm(N) = 0 tel que pour tout z de I\ N
on ait :
eif (@) — girgiwoT () o—ip(z)

Ainsi il existe ¢ & valeurs réelles, e!#h appartenant & V, telle que
el = ee¥°Te™% pm-p.p. O

Pratiquement f de V est une fonction continue sur I, sauf en un nombre (au plus)
dénombrable de points de I, soit I cet ensemble. e*°h est dans V, on peut donc
aussi supposer que ’on a une représentation continue sauf en un nombre (au plus)
dénombrable de points de I. A 'aide du théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu,
on peut préciser dans quel ensemble sont contenus les points de discontinuité de e®%.
D’abord, on remarque que e*" est une valeur propre simple de ® #(i€) dans V. Sinon
il existerait ¢; et @y a valeurs réelles, e¥1h, e¥*h dans V, telles que :

ez{f — ezreuploTe—upl _ ez’reupgoT —ip2 hm-p.p.

D’ou

q:.(ei(<p1—<pz)°Th) — eilp1—02)p — q;(ei(m—«pz)h)
et donc e¥¥17%¥2) = k ce qui contredit le fait que ®;(¢) admet e” comme valeur
propre multiple dans V. On en déduit alors que e*’h est I'unique solution (& une
constante multiplicative prés) de ’équation K () = ¢ ou K est I'opérateur de V
dans V défini comme la limite de la suite d’opérateurs de V dans V :

N+4+ng—1
( >, e—"%’;(is)>

k=no NZI

Comme e est une valeur propre simple de & £(i€), K est un projecteur sur ’espace
vectoriel engendré par e*?h. Alors pour tout ¥ de V, K(v) = ¢(¢)e*h. On choisit ¢
dans V, continue sur I et telle que ¢(¢)) = 1. On a alors, pour tout z de I,

N+ng—1
ePh() = lm [ Y ek (E)())(e).
k= no

On connait donc les points de discontinuité de e¥h dans I, ils appartiennent &
5= |J 755 U{a;}ses]-
n>1

Ceux de €' sont donc dans {h = 0} UJ (qui est un ensemble de mesure nulle). Ainsi
dans le cas, oi f est continue sauf en un nombre au plus dénombrable de points de
I, 'équation

ef = eire?°Te~ hm-p.p.

revient donc & ’équation suivante : pour tout z de I\ [{h =0} UJ],

f (@) — giroipoT () o —ip(@)
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Maintenant, on peut préciser comment vérifier si ®¢(i€) admet une valeur propre
de module 1. On prend deux points T-périodiques = et y n’appartenant pas a
FUTYF)U---UTP(3) ou p est la plus petlte perlode commune de z et y. On

calcule pour £ de R*,e 52 enzet y.Sie S (z) #e . (y) alors ®7(i§) n’admet
pas de valeur propre de module 1.

Si maintenant on suppose que h est minorée par une constante strictement positive
sur {h # 0}, on peut préciser la proposition 9.3.

Proposition 9.4. — On suppose que —1,;1{;#0} est dans V. S’il existet de R* et s de R*
tels que D (it) et Ds(is) admettent une valeur propre de module 1 alors ®¢(i(t + s))
admet aussi une valeur propre de module 1.
Démonstration. — D’aprés la proposition précédente on a :

etf = etrtetrtoT et hmop.p.

e*f = etmse¥s°Te~%s hm-p.p.
ou ¢, ps sont dans V et prennent des valeurs réelles, car %l{h?’;o} est dans V. Ceci
entraine que :

eiltt)f = ilretrs) gilpetes)oT o —ipetes) pp b

eiritsetPttsoTe=t0tts pm p p.

ol e*¥¢+s est dans V et ;4 prend ses valeurs dans R. Si ¢ + s # 0, on en déduit que
®4(i(t + s)) admet une valeur propre de module 1. [

Corollaire 9.5. — On suppose que %l{h?go} est dans V. Alors, G = {t € R: ®4(it)
admet une valeur propre de module 1} est un sous-groupe additif de R.

Les sous-groupes additifs de R sont de la forme G = {nf,n € Z} ou R.

D’aprés les calculs de la 3éme étape de la démonstration du théoréme limite central,
dans un voisinage de § =0 on a :

()] = 1—20Im| (0)]
+ (Rl )]+I o2k e 2Oy 4 gp2)
Comme |\ (i6)] < 1 on en déduit donc que :
(2] = 0, Rkl 4 pry2 D)) e 2el0y <
Donc si pour tout 1 < k < p—1 on a : Re2[2k2] 4 rm2[2k{0] _ pe[2(] <

on en déduit que dans un voisinage de 6 = 0, opérateur ®4(:f) n admet pas de
valeur propre de module 1, il existe donc un plus petit 6y > 0, éventuellement infini
tel que 0 < |f] < 6 entraine ®¢(if) n’admet pas de valeur propre de module 1 et
éventuellement (si 6y est fini) ®£(i6y) admet une valeur propre de module 1. On en
déduit alors que G = {nfy,n € Z} est un sous-groupe discret de (R, +).
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9.4 Théoréme limite local dans le cas d’une fonction a valeurs entiéres

Maintenant, on va montrer que si f = k—m(kh) ot k est dans V et prend des valeurs
entiéres, on a aussi un théoréme limite local. (On ne suppose plus que h est minorée
par une constante strictement positive sur {h # 0}.)

Théoréme 9.6. — Si f = k—m(kh) ne vérifie pas (H), alors uniformément en z réel,
pour tout intervalle fini A de R, on a :

1 _2 X
li)m lov/nhm[z + Spf € A] — ——e 3% Z 1a(z — nm(kh) + £)| =

V2 oo
Démonstration. — Comme dans le théoréme limite local, il suffit de montrer que si

g est dans JC, alors :

n—00

lim |a\/_/ g(z+Snf)hdm—\/%e 7 Z g9(z —nm(kh) + £)| = 0.

£=—00

Comme g est dans I on a,

1 o/n +o00 .
ovn /O 9(z + Snf)hdm = % /_ §(t)e™ (@%(it)(h), 1)mdt.

Comme S, f = Spk — nm(kh), on a :
@}L(zt)(h) — q)n(eitsnf . h) — (I)n(eitsnk . h)e—itm(kh)n — e_itm(kh)HQZ(it)(h).

Comme k ne prend que des valeurs entiéres, alors la fonction ¢ — (®%(it)(h), 1)m est
périodique de période 2. Alors :

1
A = 0’\/’[_7,/ g(z+ Spf)hdm
0

+o00 +m+20m
ayn ~ itz ,—itm nIFN(;
= ——\/\2/_; N §(t)etzetmERn (SR (it)(h), 1) dt
—m+2¢m

+00  gm
oyn ; _ )
= X § : §(t + 207)e t+2em)(z=nm(kh) (7 (3t)(h), 1) dt
o z=—oo/—" a( ) (®% (it)(h), 1)

€=—-o00

oyn 17 ;
_ 7\2/__; [ Gt @3t ), ma

ot G(t) = 3720 . §(t + 2¢m)ei2ér(z—nm(kh) et donc
+0’\/_1l‘ itz

VR / g(Z+Snf)hdm—\7= e f)ew@( ﬁ(h) 1) md
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La formule sommatoire de Poisson entraine que pour tout x de R on a :

+27r€ ff 5 ;
Wor Z g(2mn)e*™”.
Ly n=-—00
Pour z = 27(z — nm(kh)), on obtient :
400 ) 1 +o0
G(0)= ) g(amp)eitt=—rmkh) = T > g(z — nm(kh) +0).
=—00 £=—00
Ainsi :
o Z (z — nm(kh) + £) L[ et /2e7/7 G(0)dt
—e 204n - = —— ovn
V2T — V2T J—so
Donc,

|a\/_/ 9(z + Snf)hdm — ’\/]éze 27 Z (z — nm(kh) + £)|

£=—o00
+ov/nn itz t n it —t2/2
7 R U - e GO
190 e~ /2e7VR d|.
\/2? |lt|<ov/nm

Maintenant on refait exactement le méme raisonnement que dans le théoréme
précédent car G est une fonction continue (c’est une somme finie de fonctions
continues car g est dans J( ), on en déduit que :

1

1
Jim ilelg Ia\/_ 9(2 + Snf)hdm — \/?e -5 Z g(z — nm(kh) + £)| = 0,

£=—o00

ce qui achéve la preuve. (J
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10 THEOREME DES GRANDS ECARTS

10.1 Introduction, définition de 7 et &

Le but de cette partie est de donner un équivalent au voisinage de n = +o0o de la
quantité hm[s—;‘li > ¢] ou € est positif, assez petit et ou f est dans V, m(fh) = 0.
Cela permettra d’avoir le comportement de hm[%"rf > z] quand n tend vers +oo et
quand z tend vers +0o comme /n c’est-a-dire

. T
lim —=¢>0.
n,z—00 v/MN

Pour montrer les résultats de cette partie, on s’est aidé de l’article de E. Le Page
[L] pour les produits de matrices aléatoires. Afin de pouvoir exprimer facilement
hm[i;‘li > ], on introduit le produit croisé associé¢ & T et f. On pose :

T: IXR—>IxR
(z,t) = (Tz,t + f(z)).

On remarque que pour n > 0, T"(z,t) = (T™(x),t + Snf(z)).
On définit ’adjoint & de T par rapport & la mesure m ® [ ou ! est la mesure de
Lebesgue sur R. Pour tous g, de L} o,(I x R), g2 de L%, (I xR) on a :
(291, 92)met = (91,92 © T)mat-
Alors pour tout g de L} o,(I x R), on obtient :

Bo(a,1) = Y a(o2,t = 1(0,2)) prrpos iy )
jeJ J

Remarque. — Si g(z,t) = g1(z)g2(t) avec g; dans V, on a :
J d9te.00am(@) = [ g, ~f@))dm(a).
On en déduit alors que :
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Proposition 10.1. — Pour tout f de V, on a :
Snf . xn
hm[T >el= | ®"(1{—o0,—ne] - h)(x,0)dm(z).
I

Démonstration. — On a :

pl 2L > g = 15, om0 @h(e)m(o)
J )1 (=5 f (@ dm(o)

/;‘i"%h ' 1[—00,—n€])(z’ O)dm(w)

en utilisant la remarque précédente pour g(x,t) = h(z)1[_co,—ne)(t). O

Pour démontrer le théoréme des grands écarts, dans le cas de variables aléatoires in-
dépendantes, identiquement distribuées de loi y, on utilise le procédé de relativisation
de Cramer [F], [C]. Cela consiste & choisir un ¢t dans R tel que fi(t) = [ e**du(z) soit
fini et & construire une nouvelle mesure de probabilité tu de la facon suivante :

_ €p(dx)
at) -

Les résultats que ’on obtient pour la marche aléatoire de probabilité *u donnent alors
des résultats similaires pour la marche associée & . On va faire & peu prés la méme
chose ici. Ce qui va jouer le role de la transformée de Laplace ici est I’existence de
Vopérateur ®¢(6), 6 dans R.

‘u(dz)

10.2 Relativisation du noyau

D’apreés la théorie des perturbations, on connait la décomposition spectrale dans V'
de ®4(6) pour tout réel 0, |0 < a, il a pour valeurs propres Ag(8), A1(6), - -+, Ap—1(6),
elles sont simples associées aux fonctions propres ho(8), h1(6), - - -, hp—1(6). De plus
les fonctions 6 — A\ (6) et 6 — hi(8) sont continues. Les autres valeurs spectrales
de ®(0) sont celles de 'opérateur ¥¢(6) qui est de rayon spectral pg < p < 1. Sia
est suffisament petit, comme Ao(0) =1 et ho(0) = h par continuité on peut toujours
supposer que |f| < a entraine :

Ao(6) > 0,ho(6) = 0
{ho(6) =0} € {h =0},

car la convergence dans V entraine la convergence uniforme et car hi(0) et h
admettent des représentants continus par morceaux ayant un nombre dénombrable
de sauts. On a, de plus, le résultat suivant :

Proposition 10.2. — Si || < a, alors \o(8) est la valeur propre dominante de ®¢(0).
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Démonstration. — Pour tout k <p—1,0ona:
®5(0)hi(0) = Ae(0)hi(6).
On définit sur {ho(f) # 0} l'opérateur Qp suivant : pour ¢ dans V :
2£(0)(¢ - ho(6))
Xo(0)ho(8)

Comme {ho(0) # 0} contient {h # 0}, on restreint I’étude de Qg & {h # 0}. Pour z
dans {h #0},on a:

Qop =

eef(ajx)ho(ﬁ)(dja:)lT(I—j)(x) (0:0)
2o O)ho () (@) T (o;z)] L7

Qop(z) =

JjE€J

Qe est un opérateur positif markovien sur {h # 0}. Onapour 1 <k <p-1,

me(6), _ M(6) hu(6)
W@~ 300) Tal@)
Donc :
I Lol 2 100G L@l = 12 17 Lo

Ce qui entraine :
A (6)] < 1A0(0)] = Xo(6). O

On note maintenant hg et Ag a la place de ho(8) et Ag(#). Dans toute la suite, on
notera pour r € C :

er: R—-oC
t— e,
Pour 0 € R, |0| < a, fixé, on définit
Yo IxR—-R

(z,t) — hg(z)e—g(t),
g est une fonction propre de @ associée & la valeur propre Ag. En effet :
dpp(z,t) = Z%(Uﬂvt - f(o;z)) |T'(1 2] 175 (z)
jeJ
eo(t)8;(6)ho ()
= dgpo(z,t).
Sur {h # 0}, hg ne s’annule pas, on peut donc construire un opérateur markovien sur

{h # 0} en posant : pour ¢ dans V :

ORI ORE 2
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Remarque. — °®(p)(z) n’est défini que si x est dans {h # 0}. Ce n’est pas génant
car dans la suite, on ne I'appliquera qu’a des fonctions ¢ = g - h o1 g est telle que
pour tout t de R, z — g(z,t) est dans V.

Pr:oposition 10.3. — Soit (°X,,, GSn)nZO la chatne de Markov de noyau de transition
9®, alors on a :

hm[Snf > ne] = [Moe " Eq n, [(1g- - €6)(° S +ne) - ( Xn)]

Eo 1y (9(°Sn,9X,)) désigne l’espérance de la variable g(°S,,%X,) par rapport & la
mesure hgm quand (°Sp,%Xo) = (0,0).

Démonstration. — On sait que :

hm[Suf > el / 811 oo _ne - h](z, 0)dm(z)
I
= [ i Bl 0)dm(a)
{h+£0}
]
Y /{h#o}o (et - - +eo)(@,0)ho(2)dm(2)
= NBon (o net+€0)CS) e (O Xo)

= Doe™ I Bo[(La- - e0)(*Sn + )2 (X)),

on utilise ici la formule de relativisation (*) précédente. OJ

10.3 Etude de la chaine (°X,,,°S,),>0

Dans ce paragraphe, on va démontrer que la chaine (° X,,, %S, )n>0 vérifie une loi des
grands nombres, un théoréme limite central et un théoréme limite local fonctionnels,
ils permettent d’obtenir les équivalents de hm[S, f > ne| grace & un bon choix de 6.
D’abord, on va démontrer deux résultats sur 'opérateur ®4(8 + ia), o dans R.

Lemme 10.4. — Pour tout o de R, on a : pour g dans V
Bopale-ia(*5:)(0 R X)) = 5z [ 830 -+i0)(hag - h)@)im(z).
De plus, on peut développer cette expression au voisinage de a = 0.
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Démonstration. — On a, d’aprés la formule de relativisation (*) :

6
Eo,hle-ia(®Sn)(g - H)(*Xa)] = /{ @"[e—iag - hl(z,0)hs(z)dm(z)

h#0}
he (:L’)

1 / ~
- " [e_ine—ghog - h](z,0

A J {0} [ ohag - hi( )900(95,0)
1 -
= = [ ®"[e—(6+ia)hog - h](z,0)dm(z).

Ay Jr

dm(z)

Mais

®"[e_(o4ia)hog - h](z,0) ®"[e(6-+ia) (Snf)hog - h](z)

% (60 + ia)(heg - h)(x).

Ainsi :
Bople-ia’S)g - WX = 5 [ 870 +i0)(hog - W)(@)dm().
6 JI

D’aprés le théoréme des perturbations 5.7, on sait que 1’on peut développer fIJ}‘(O-i—ia)
au voisinage de @ = 0. On a pour g dans V, pour « assez petit :

B5(0+i0)(g) = 3 M0 +i0)@4(8 + i) g) + U5 (6 +i)(g),
k=0

Me(8 + i) = Ag(6) + iaX, () — ZN/(6) + a?e(a)
(0 + i) (9) = Bk (6)(9) + i’ (8)(g) — 527 (6)(9) + A?ex()(9)

¥ (0 + i) a pour rayon spectral p; < p < 1,
ce qui prouve le résultat annoncé. [J

On notera dans toute la suite :
2

Ao (0 +ia) = Ngtia = Ao +iady — % 4§ + a’e(a)

et vg la mesure de probabilité définie pour tout g de V', g s’annulant avec h par :

@@@=m%m.

Lemme 10.5. — On suppose que pour tout § de R*, Uopérateur ®¢(i§) n’admet pas
de valeur propre de module 1. Alors pour tout o dans R*, l'opérateur
®+(0 +ia)(gh
Qi g €V 1 Qu(g) = 2O L) (5ho) /\eho)(g ) cy

qui est défini sur {h # 0} est de rayon spectral strictement plus petit que 1.
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Démonstmtion. — On suppose le contraire : il existe g dans V', r dans R tels que
Qag = €'"g. Alors :
|7(0 + i) (ghe)| = Xehelg|-

Mais :

|@[e(®*i)f ghg]|
B[e?! |g|he]
2(6)(lg]he)-

|@£(6 + i) (gho)|

IA A

On obtient donc :
®(0)(Iglhe) > Xohelgl.

On intégre par rapport & la mesure vg qui invariante pour @, on obtient donc :

25(6)(Iglheo)

o) = va(lgl).

v(lgl) < ve(
On a donc 'égalité :
®(0)(lglhe) = Aoholg| hm-p.p.

Ainsi g = ¥ ol ¢ est & valeurs réelles. L’équation Q,g = €'"g devient alors, pour z

de {h # 0} :

. 4 0f(o;) 4 o
Zezaf(aja:)ewz(ajz)[ € hg(O'].'E) ]lT(I_,)(m) — e"‘eup(’?)'

2 Noho(@IT"(0,7)

On a un barycentre de points de module 1 qui reste de module 1 donc pour tout
de T(I;) N {h # 0}, j dans J,on a:

eiaf(ajw)eigo(aj:c) — eirezlp(z).

Ce qui revient a e'*f = ee?¥e~°T hm-p.p. Ceci contredit 'hypotheése ® (i)
n’admet pas de valeur propre de module 1 si £ # 0. O

Le lemme suivant permettra, par la suite, de montrer une loi des grands nombres
et un théoréme limite central pour la marche considérée :

Lemme 10.6. — Ona :

Y
lim_Bo,nle—iz (*Sa)h(*Xa)] = 7% vy(h),

' o2 )‘NAG_()\I )2
. 0 ) - [0
Jlim_ Bopgleiz (Sn = FEMACXa) = T w(h).
Démonstration. — On applique le lemme 10.4 avec a = &, g = 1.

Bopale-i3 (SMC X)) = 5 [ 85(6-+15)(hho)(&)im(z) = A(n,0).

g
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que ’on développe pour n assez grand.

A(n,0>=in< 70+ (hho), Uim

[Aw b+ Se(SN" - vo(h) + i (@ (hho), 1) + = (e(=) (hho), L]
) (%ji"‘))"<¢k(o+i§><hhe),1>m+< 30+ 52) (o), D
k=1

On passe alors a la limite quand n tend vers +o00, & cause du lemme 10.5 et comme :
. n o _

on trouve :

Y
lim_ Eo,h[e—iz (°Sn)h(°Xn)] = eT%5 vy (h).

Pour le second résultat, on développe jusqu’au rang 2, on emploie exactement les
mémes arguments, on obtient :

_a? ﬂxo (A,,)Z
lim Eo,ple—is . (°Sp — ’\ )h("X )] = | ] ve(h). O

On va noter " o
Npdo = ()*

A
En 6 = 0, 03 vaut 0% qui est strictement positif, il existe donc un intervalle centré
en 0 sur lequel o2 est strictement positif, car la fonction § — o2 est continue au
voisinage de 0.

o5 =

Remarque. — On peut aussi faire la preuve du lemme 10.6 sans utiliser le lemme 10.5
mais c’est un peu plus long. On raisonne comme dans la démonstration du théoréme
limite central pour S, f, (donc sous des hypothéses un peu plus larges pour f).

On va maintenant montrer un théoréme limite local fonctionnel pour la suite de
variables aléatoires (° X,,?S,,), on choisit || < a tel que gg > 0.

Lemme 10.7. — Pour toute fonction g continue & support compact sur R, on a :

lim sup [v27nosEon, [9(2 +° Sn ne)—hw"—“]—e‘ﬁg/ﬂo (t)dtvo(h)] = 0
nro0 P 6.L50,he |9 ho (0 X ) - g (] =0.

Démonstration. — 1l suffit de le montrer pour g dans 3C, § est donc continue 3
support compact par exemple dans [—d, +4]. On a :

1 +4 )
9(z+98, —ne) = Wer / §(u)eiEt Sn=ne)ugy
mJ-5
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D’on,
h(®X,
Eoh[9(2 + %85 — ns)h—e((gX—))]
= Ey ho[\/—/ z(z+ Sn—ne)ud hg(oX )]
1 +4é GSn .
= T g Eop, [eiu(—_—ne)h(eXn)hg(eXn)]g(u)e’“zdu.
Alors :

Cn = Eonlg(z+9Sn ne)h(("X ))]\/?ao—e 2"”9/ g(t)dtvg(h)

+ovnos : 98, —ne, h(°X
/_:6\/7_”9 (\/7—7, )e‘/—"EOho[em( N )he(eX)

I

ldu

+o0o
- / e/ 2e! TV dug(0)ve(h).

—00

On passe a la limite en utilisant le lemme 10.5, comme dans le théoréme limite local
pour S, f et on a le résultat voulu exactement pour les mémes raisons. OJ

10.4 Théoremes des grands écarts

On peut alors démontrer deux versions du théoréme des grands écarts, on remarque
d’abord que pour || < a, la fonction 9: 6 — log \¢ est bien définie. De plus on a :

¥(0) =0,
¥(0) = % = m(fh) =0,
0
v'(0) =3 - Gy = o? >0,
¥"(6) = a2.

Au voisinage de 6 = 0, la fonction v est donc strictement convexe. On suppose avoir
choisi a suffisament petit pour que ¥ soit strictement convexe sur [—a, +a]. On choisit

maintenant £ dans |0, 3&—352[ La droite y = te coupe alors la courbe y = 9(t) en 2
points : 0 et 8. > 0. Comme % est une fonction convexe, 0. vérifie ’équation :

wl(ee) =
On peut alors montrer les deux résultats suivants :

Théoreme 10.8. —  Si pour tout { de R*, ®f(i€) n’admet pas de valeur propre de
module 1, alors :
Snf

. 1
nll}n;o(hm[T >e])n = Ng,e

—0c¢€
B .
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Théoréme 10.9. — Sous les mémes hypothéses pour f, au voisinage de n = +00,
ona:
(52t S o g (Ao.e~%) e, (h)
V2mnb.og, ’
Démonstration du théoréme 10.8. — La proposition 10.3 entraine que :

hm[% > €] = (Aoe %) Eo s [(1r_ - €9)(°Sp + me) h *Xn)]-

he
D’aprés le lemme 10.6,

ll)m EO,he [ei%(osn + nE)hi(eXn)] = eia(¢l(9)_€)ye(h)7
n—o0 2]

pour 6 = 6., on en déduit que la chaine ((¢S,, + ne, eXn))nZO vérifie la loi des grands

nombres :
98, + ne

n

P
—— 0, quand n — oc.

On en déduit alors que :

6. .
[Bo e, [(1a_-€0,) C<Sotne) g (X > B, (15 -e0.)(— 2nen) (X))
O

Comme la quantité %(9‘ X,) est bornée et comme

. S, +ne
Jim Eo p,, [(1r- - €0, )(————) =1,
on en déduit alors que :
. b:S. +mne. h 1
lim sup(Eo.n, (1. - €0 )(— ) 7= (" X X7 > 1.
n—oo
D’autre part :
9 S, +ne. h 1 h 1
[Eo,he, [(1r_ - €0, ) (———— )—(e nI* < [Eop,, [E(GEXn)]]"
< [vo.(h)+n]"

qui converge vers 1 quand n tend vers +o00. Donc :

lim hm(S,f > nelv =e % .. O

Démonstration du théoréme 10.9. — La fonction ¢t — e‘oetl{tso} est directement
Riemann-intégrable. Le lemme 10.7 est donc encore valable pour cette fonction, pour
0=0,,2=0,0ona:

S+n5h

nBToo |vV2mnoy, Eoho, [(1r_ - €5, )( hes ( )] — /oo e~ 0t . vg, (k)] = 0.
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Donc la limite quand n tend vers 400 de la quantité suivante :

6 —0ce\n
Sn + nE)i(QEXn)] _ ()‘056 )

|V2mnog, (Ae,€7%€)" Eo by, [(1R_ - €5, )(
n hoE 05

ve. ()l

est nulle. Car :
A@ e—ese — e('lp(ee)_ese) < 1

et car :
Oce —¢(0:) = sup [te — ()] > 0.

t€(0,a]

C’est-a-dire :

(Ko e7%)

li_)m |V27rnos, hm[Snf > ne| — 7 ve.(h)| = 0.
n o0 €

Donc, au voisinage de n = +00, on a :

(Xo.e™%¢)"vg, (h)
0:V2mnog, '

Remarque. — On peut aussi avoir en utilisant des méthodes similaires la vitesse de
convergence dans le théoréme limite central pour la marche (?S,,’ X,,). On obtient
alors un théoréme des grands écarts un peu plus précis mais tout a fait analogue a
celui obtenu pour des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
voir par exemple Crépel [C] et Feller [F]. Les calculs étant ici longs et peu intéressants,
on s’en dispensera.

hm[Spf > ne| ~ O
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11 APPLICATIONS SUR DES EXEMPLES

11.1 Premier exemple : La transformation 7'z = 2x[1]

La mesure m est invariante par T'. L’opérateur de Perron-Frobenius associé & T
est :

8f(2) = 51(5) + F(E5)]

On va prendre plusieurs types de fonctions et voir si on peut leur appliquer les
théorémes limites précédents.

11.1.1 Les polynémes de degré1: f(z) =az +b

Quitte & enlever une constante, on peut supposer que m(f) = § + b = 0, donc que
f(z) = a(2z — 1), a dans R*. Dans ce cas on peut calculer directement o2 :

oo

= (f, fm+2D (f,fo T )m.

k

Il
-

pour tout n > 1lona:

1
(ffoT*)m = a2/(2x—1)(2T’°x—1)dm
0
1 1 1
= a2[4/ a:Tkwdm—2/ wdw—Z/ T*z dz + 1]
0 0 0

1
= a2[4/ tT*z dx — 1],
0
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on a de plus :

1 1 -1 (pt1)/2F
/ zT*z dzx / z{2*z} do = Z / z(2%z — p) dz
0 0

I

p—0 JP/2*
22 p+1 Py P ptley P,
= Z = (1)) = 5" = (5))]
1 %1
d’ou : 11
(frfoT*)m = 042527-

Ainsi 02 = %2—[1 +2-1. ﬁi] = a? > 0, pour tout polynéme de degré 1, on peut
appliquer le théoréme limite central. Pour appliquer le théoréme limite local, il faut
trouver les valeurs propres de module 1 de ®4(i£). On a pour z de I, g dans V :

8,(i€)(9) () = me e le=%g(Z) + g(ZI 1)),
2 2

2iox

x+1

On remarque que pour g(z) =e

8(i€)(9)(z) = cos(§a)g(z).

g est donc une fonction propre associée & la valeur propre cos({a), qui est de module
1 si £ est dans ZZ. A l'aide du test des points périodiques, on voit qu’il n’y a pas
d’autres valeurs de £ pour lesquelles ®¢(i€) admet des valeurs propres de module
1, on cherche & résoudre dans 0, Z| lequatxon e¥51f(1) = ¢#521(1/3)/2 cest-a-dire

‘5“ = 1, ses solutions dans R appartiennent a4 2°Z qui ne rencontre pas |0, Z[. Alors
f sécrit u —uoT + ak, udans V, k dans V & \ valeurs entiéres, m(k) = 0, on peut
méme préciser que u(r) = —2ax et que k() = 1[1/2,1)(z) — 1j0,1/2)(x). u n’étant pas
nul, on ne peut donc pas appliquer le théoréme limite local & f polynéme de degré 1.

ona:

11.1.2 Les polynomes de degré 2
On prend f(z) = a(3z? — 1) + B3(2z — 1). On trouve par un calcul analogue.

8 5
o? 2,82 + ‘?;Olz + Eaﬂ

qui est positif si (a, 8) # (0,0) car
5
A=(5)?-4.-=-=<0.
) 3 <
On a donc le théoréme limite central. Pour le théoréme limite local, on résoud

I’équation
Sk f(p)/k — €Sk (P')/ K
(%) e e
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ou p et p’ sont des points périodiques de T de période k et k', pour p=0et p=1, on

trouve £ dans %?T"zﬁZ, pour p =0 et p =1/3, on trouve ¢ dans z ;_2’_’3 Z. Si 6(53::625 )

n’est ni un entier ni I'inverse d’un entier, alors on a le théoréme hmlte local.

11.1.3 Les indicateurs d’intervalle : f = 1(,4, (a,b) # (0,1),0 < a <
b<1

La proposition 7.2 entraine le théoréme limite central car m([a,b]) = b — a est dans
10, 1[. La fonction f étant a valeurs entieres, telle que f —m(f) ne s’écrit pas u—uoT,
on a alors le 2éme théoréme limite local pour f et T : uniformément en z, pour tout
intervalle fini A de R, au voisinage de n = +o00, on a :

m({xelzél[ayb](j’kz)ez+n(b—a)+A}) axl/_f/_ Z 1a(z—n(b—a)+8).

11.1.4 Les fonctions f = aljp1/3 + bl{/32/3, ab # 0, |b/a| non inclus
dans {n, i 2l 1 nc N*}

Ynd n )+l
On a J = {1/3,2/3}, f ne s’écrit pas u —uoT + —'4'— avec u dans V en effet 1/7 est
un point 3-périodique n’appartenant pas & U T~1(F) U T2(9) et

Ssf(1/T) _a+b _ fUUT)+ 1@/ +f4/T) _a+b _a
3 3 3 3 3

£0.

On a donc le théoréme limite central. f n’est pas & valeurs entiéres car |b/a| et |a/b|
ne sont pas dans N. On résoud ’équation

(%) €Sk f()/k — (iSk (p)/K'

ol p et p’ sont des points périodiques de T de période k et k' n’appartenant pas a
Utk T4(3) et Upar T~4(5). Pour p = 3/7, p’ = 7/15 on trouve : £ dans 2*Z. Pour
p=1/7,p' =1/15 on trouve : £ dans ZZZ.

Les sous groupes 247 et 2427 sont d’intersection non réduite & 0 s’il existe k dans
Z tel que :

24m 24m 247 24m k
5 hoar e UmRbouTEk= e S b= 1

a.

Ce qui est impossible. On peut donc appliquer le ler théoréme limite local & f
et T. Donc uniformément en z réel, pour tout intervalle fini A de R, au voisinage
de n = 400, 0n a:

estn m(A)

m({z € I: Spf(z) € z+n(b—a)+ A}) ~ oTn o
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11.1.5 Les polynomes trigonométriques

On choisit pour fonction f un polynéme trigonométrique, on ’écrit :

N N
f(z) = Z a, cos(2kmz) + Z be sin(27lx).

k=1 £=1

Ona [y f(z)dz = 0.
Conditions sur les ay, by pour que f vérifie la condition (H)
On suppose f = ¢ — ¢p o T. ¢ admet un développement en série trigonométrique :

o(z) = Z ay cos(2mkz) + Z Besin(27éz).
k ¢

o(z) — o(Tz) = Z ay cos(2rkz) + Z Be sin(27x)
k ¢

- Z oy cos(drkz) — Z Be sin(4mlz)
k ¢

= Z(azk — ag) cos(4mkx) + Za2k+1 cos(2(2k + 1)wz)
k k

+ Z(ﬁze — Be) sin(4nlx) + Z B2e+18in(2(2¢ + 1)wx).
¢

¢
Ainsisi f=¢—¢oT,ona:

1§k5[ﬁ] G2 TORT G ESN ap=0
2 A2k+1 = Q2k+1

M — Bae —
ISES[———]{bu B2e — Be et 0>M =0

2 barr1 = Poes1

On en déduit alors que : si 2 < N donc si k < logN " a:

log2
k
o =a1,02 = a1 +az,...,0k = E Qqe,
=0
et donc
[log N/ log 2]
Qok = E Qge si 2k > N.
£=0

De méme, pour : 2% < % donc pour k < N2_I° 3 ona:

k
a3 = a3, = a3 + ag, 12 = a3 + ag + A12,... ,03.0k = E 3.9t
£=0
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et donc :
[(log N —log 3)/ log 2]

Qg.9k = Z a3.9¢ 513 - 2k > N.
£=0
On obtient donc les relations suivantes pour f =¢ — ¢oT :
1. ZL(:;)g N-—logk)/log2] a
et N.
9. Eg(i%g M —log k)/ log 2] bk2
et M.

¢ = 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1
¢ = 0 pour k entier non multiple de 2 compris entre 1

Si I'une de ces conditions n’est pas vérifiée, on sait alors que o2 est strictement positif.
Ici, on peut méme calculer la valeur exacte de o2

1 0 1
02=/ f2dm+22/ ffoT*dm.
0 k=1 0

On remarque que :

i k

fol cos(2kmz) cos(2gmz)dz = ; z g i k
0 sig#k

fol sin(2kmz) sin(2gnz)dz = 1 Zi Z i k

fol sin(2kwz) cos(2qrz)dr = 0.
Alors
1 L& M
| am = sdh+ )
[N/2p] [M/27]

—[ Z arQgar + Z bgbezp]

Dans le cas ot [££] ou [2£] est nul on impose & la somme correspondante d’étre nulle.
On obtient alors :

/OlffoTPdm

oo [N/27] [M/27]
ot = —[Z ai + Zbe] + Z[ > akzear + Z bearbe]
p=1 k=1
1 [(log N—log k)/ log 2] [(log M —log k) / log 2]
= §[ Z [ Z akzp]z + ‘ Z [ Z bezy]zl.
1<k impair <N p=0 1<¢ impair <M p=0

On peut alors appliquer le théoréme central limite et méme donner la vitesse de
convergence pour f un polynéme trigonométrique.

Remarque. — On obtient des résultats analogues si on prend pour transformation
T(z) = rz[1], avec r un entier supérieur & 2.
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11.2 Deuxieéme exemple : La transformation Tz = Sz + «[1], 8 > 0,
B=p+leta=%L
On a

h(z )_3+4B

1+3ﬁ

[L0,258)() + Ly (@)] + —— (1222 oy(2) + 1,8 /(@)]

La fonction h a pour points de discontinuité ’ensemble {0, 2—;@-, %,a, g, 1}. Cet
ensemble est invariant par T'.

s h(@)
3448 —
5 | | |
| | |
| | |
1 Tz [ I [
| | |
| | |
8 143 [ I [
2 5 — /o
a 1 [ [ I
[ [ |
1 [ [ |
2 Lo I I
[ [ |
% Lo Lo |
2-8 [ [ |
2 [ [ |
[ [ |
L1 11 L
ol 2-pp-1 1 a g 12 ol 28p1 1 ap 17
2 2 2 2 2 2 2 2
Si on prend f une fonction continue sur I, 3¢ est alors vide et
2-p B- 1 2— ﬁ -1 B
3= n ™ Yy T o Y o 1 y &y 5 .
Un>o0 {0 2 2 } {0 2 a ) 1}

On peut donc appliquer le test des points périodiques & f en prenant des points
n’appartenant pas & J ni a [%, a] qui est I’ensemble {h = 0}.

Ainsi on peut appliquer le théoréme central limite & T et f « bien choisie » continue
sur I. C’est un exemple de S-transformation tel que le systéme (T, u) est ergodique
et non faiblement mélangeant, voir Wilkinson[W].

Par exemple, pour un polynéme de degré 1 f(z) =ax +b,on a:

w(f) = /f :c)dsc——+b—0s12 —b.

On se limite & f(z) = 1—;£(2z — 1), on remarque que si u(z) = z alorson a :
1-Bz—-38 =280z —-1)-1 sur [0,2—;g]

uw(@) —u(Tz)=¢ (1-PB)z— %ﬁ %é(% -1) sur [2—;'9, g]
Q1-Pz+1L=2802z-1)+1 sur (1]
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Ainsi f(z) = u(z) — u(Tz) + k(z), avec : k(z) = Lis g (z) — 1[0,%](3)'
On remarque que si v(z) = 1[0,_@;_1](:3) = 1jq,1)(2), alors :
vol —v=1pg y+1izze ) = Ljo,200) = L5 e00) = Lpg e2a) + Lfa
avec Ty =251 821 <y < let To=0,3 <6 < o Donc:
voTl —v=2(2g y— 1 220)) + (ez2 ) — Lpga)) = 26 + .
Comme {h = 0} z]%, a[, on en déduit que hm-p.p.
1

K@) = 3 [o(Tz) (@),
donc que f = ¢ — ¢ o T hm-presque partout, ainsi pour un polynéme de degré 1,
o=0.

Si maintenant, on prend f(z) = cos(27z), on a : u(f) = —23—+54é sin(w3). Pour le
point 2-périodique p = 2@, ona:

S2f(p) — 2u(f) = —2cos(2mp) + 4

> +54ﬂ sin(mw(3) # 0.

Donc on a le théoréme limite central pour f.

11.3 Troisieme exemple : Les transformations «homographiques par
morceaux »

Ce sont des généralisations de la transformation « fraction continue » : Tyz = {%}
La proposition suivante donne toutes les bijections de [0, 1] qui sont des homogra-
phies :

Proposition 11.1. — Si ¢ est une bijection croissante de [0,1] qui est une homogra-
phie, alors il existe un parameétre a de R tel que :

= folz).

(z) = ox
v (a—L)z+1
Alors les bijections de [0,1] qui sont des homographies sont de la forme fo oul— f,.

Démonstration. — ¢ est entiérement déterminée par (¢(0), (1)) = (0,1) et par
¢'(0) = &® o0t « est dans R?,, ce qui donne le résultat annoncé. O

Pour a dans RY, on définit les transformations de I'intervalle suivantes :
To=Tho f 1.

Alors pour tout  de I, on a :
1
Ta(z) = {e?( - D},
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en effet :

1 (lJa—a)z+a 2, 02 41
f%(:c)_ T =1—-« +?—a2(;—1)+1.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 11.2. — Pour tout o de R, T, est dans C et la densité de la mesure

invariante est
1 1

T log(l+1/a?)z+ a2

ho(z)

Démonstration. — L’appartenance a C des transformations 7, se montre exacte-
ment comme celle de T;7. Pour calculer la densité de la mesure invariante, on calcule
I'opérateur de Perron-Frobenius associé, il vaut :

a? o?

@af(z')=T§f(x+n+a2)(x+n+a2)2v

on vérifie aisément que h,, est solution de ®ohy = ho. O

Remarque. — Pour a # 1, il n’existe pas de bijection ¢ strictement monotone de I
telle que :
To=¢p toTio0.

Sinon, on aurait :

1 1
ho =h e’ h(z) = —_
op-l¢f| avec h(z) g2l 1z
et donc : 1og'2
_ 2\eCa - 08
(ps(ilf) = C(.’L‘ +a )Ec -1 avec Cq = m
€ = 1 si ¢ est croissante, ¢ = —1 si elle est décroissante, C' est une constante

déterminée par ¢;(0) = 0 et ¢_1(1) = 0. On trouve :

z+ a2\ z+a2\
(Pl(-’L') = < a2 ) -1 et 90——1(33) = <1+a2) - L

On calcule alors ;! o Ty o ¢, pour les bijections que I'on a trouvées, on remarque
que l'on ne retrouve pas la quantité T,,, on en déduit alors que T, et T} ne sont pas
conjuguées (au sens ou il n’existe pas de bijection ¢ strictement monotone de I telle
que Ty = p~ 10Ty 0).

Pour avoir des transformations croissantes par morceaux, on compose I par
g(z) = 1 — z, on trouve pour 8 dans ]1,+o0] :

Ty(e) =1 {8 -1} et Ws(e) = o7 =5
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Pour représenter ces transformations, il est plus facﬂe de se ramener & une partition
fixe. Ici la partition associée & T, est : [ = UneN[m, —QTY—L]
On passe de cette partition a la partition : I = UneN*[n g n] par ’homographie
fa- On a: Ty = fo 0ta © f1/q, Ol Ly est la transformation qui consiste & joindre le
point (n+_1, 1) au point (,0)
(1,0). On fait de méme pour T}, on définit tj; en mversant les roles de 0 et de 1. On
représente ici les transformations t, et tf@.

ta :

s Bg>1
1 1
I !
B0 \‘
I
o I ‘ \ A4
0t \
Wy \ | a= 1
R \ <1
f a
| \\ \\ V
\ \\\
o' ... 3% 1% 1 z 0 i3 3 1 z
Pour jouer sur deux pentes on pose pour 7 €]0, 1[
z sur [0
s@={ 7, M
= sur[y,1]
=2  sur |0
== sur [y,1].
En composant S, ou S; par 7,, on peut jouer sur 2 pentes, avoir 2 parameétres et
avoir une transformation continue sur I. On note T., a=8y0Ty et T) =8 0T,

Pour que T’ soit dans , il faut supposer que o? > « car 1 est un pomt ﬁxe et car
la pente en 1 vaut 7

2
o >
S’ T‘Y,a Tlf.a 7
Y
1
0' « 1
Sﬂ, ot
0 1 0 2o a® T 0 2 o af
7 it sty L TiTat ety 1

101



A. BROISE

L’opérateur de Perron-Frobenius associé vaut :

B o) 012 a2’y
Oyafl@) = ;[f('yz+n+a2)('yw+n+a2)2
a? a?(1—7)
+f((fy—1)x+n+a2+1)((7—1):c+n+a2+1)2]
& ) = = f o? o’y
yvafl@) = 7;)[ (7—7x+n+a2)(’7—’)’$+n+a2)2
a? o?(1-7)
+f((1—7)x+n+’7+a2)((1—’y)$+n+’)’+0¢2)2]'
On pose

94(8) = r—r = - ]
(A+1/a®)z+1Az+1 aﬁﬁm2 T+ 5

ga est dans V si A > —1. Pour trouver les densités des mesures de probabilité

invariantes par les T’ o on calcule les images de g4 par ®, o et par @, ,, ona:
2 2
oy a’(l1-7)
® T) =
v,ada(T) Aa2+fyz+ae2+Aa2+(7—1)x+1+a2
9 1 1
= o [:L'+ o?(1+4) T — 1+a2g1+A)]
2 I—y
2 2
o’y a*(1—7)
3/ =
7a94(2) Aa2+’y—'yz+a2+Aa2+(1—7)x+1+a2+7
1 1
= a2[

2(1+A)+y .. _ a2£1+A2+’y]'
T+ T— T pv
Ainsi g4 est une fonction propre de &, , associée & 1 si :

a?(1+ A) 1 _(A+1)a2+1_l

~y A+1jaz® 1—~ A

donc si a?A4% + (a? + 1)A+ 1 — v = 0, pour que g4 soit dans V on doit prendre

2 _1)2 2
A= \ﬁa D° 44077 (2 1 1)20.

De méme g4 est une fonction propre de <I>fy’a associée 4 1 si :

?(A+1)+~y 1 ot A4+ D)aP+y 1
1—v T A+1/a? ¥ A

d’ou si :

a2A2+(a2+'y+1)A+%+'y=0eta2A2+(a2+'y)A+'y=0.
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A = — est I'unique solution du systéme. Comme on a supposé que a? > v, on en
déduit que h4 est bien dans V' et est la densité de la mesure invariante par T,’m

Dans tous ces cas, la densité h de la mesure invariante est majorée par une
constante strictement positive sur [0,1], alors % est encore dans V, on en déduit
d’aprés la proposition 7.1 que I'on peut appliquer le théoréme limite central a toute
fonction f non constante de V. D’aprés la proposition 9.3, on sait que l'opérateur
®¢(i€) admet une valeur propre de module 1 s’il existe ¢ & valeurs réelles, avec e - h
dans V telle que :

etf = eme°Te™% hm-p.p.

Comme f et % sont dans V on en déduit que e*°T et e sont toutes les deux dans
V, ceci n’est possible que si e*¥ est constante et donc si f est & valeurs entiéres. Ainsi
pour toute fonction f de V, on peut appliquer un théoréme limite local, le second si
f est a valeurs entiéres, le premier sinon.

On a trouvé par le calcul la valeur explicite des densités des mesures invariantes
par T,, T[,, Ty ) T'y - On va maintenant essayer d’expliquer pourquoi la densité
a une forme aussi simple. Dans un premier temps, on va se restreindre au cas de
T,. D’abord, on va voir comment on code les points de l'intervalle I & P’aide de T, ;
ensuite, on va prolonger T, de facon a ce qu’elle devienne bijective, cela consiste en
fait & trouver un ensemble & qui représente tous les « passés » d’un point quelconque
de I, on notera T, cette bijection. Alors I'action de T, sur I x 9 n’est rien d’autre
que l'action d’un semi-groupe contenu dans SI(2,R). Ainsi, la mesure de Liouville
resteinte & I x @ est invariante par Ty, on obtient alors naturellement en projettant
cette mesure sur I la mesure invariante par T,.

Le cas des transformations T T%a, T o Se traite de la méme fagon, la principale
difficulté est de trouver l’expressxon exphclte de I’ensemble P qui représente tous les
« passés » possibles de I.

L’intérét de la construction faite pour T, est qu’on peut définir «le» développe-
ment en fractions continues dans Z(«) d’un point de I et aussi qu’on peut poursuivre
’analogie avec les fractions continues classiques (o = 1) en construisant une dissection
de Farey associée & T,, et interpréter ’action de T, sur les géodésiques du demi-plan
de Poincaré qui pour extrémités x dans I et y dans 9.

La principale différence avec le cas classique est qu’ici on utilise uniquement un
semi-groupe de matrices de SI(2,R) et non un groupe : SI(2,Z) pour faire cette
construction, voir C. Series [S1] [S2] et R. Moeckel [Moe]. Le fait d’utiliser uniquement
un semi-groupe entraine que ’ensemble limite n’est pas R mais I U®. Cependant, le
fait que le semi-groupe soit en quelque sorte discret permet de faire le méme type de
raisonnement que dans le cas de S1(2,Z) qui lui est discret. Il faut aussi noter qu’en
général le groupe associé a T, n’est lui pas discret.

Pour z dans I, on a :

Toz ={o?(; - 1)}

1 2 2
= a2(-x— —1) —ny si z est dans |

> 0.
1+a2+n;’ a2 +n hm
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2 2
: o o .
On a alors si z est dans [——%— ) nl], ny >0:

o? a

Toz+ni+o? Tazimgg

Toz 0 1|1 %
—_— =
a 1 af |0 1

ol M - z désigne 'action de la matrice M sur le complexe z :

M.z [a b] z_az—i—b

ni

0 1 Tox
a

1 a+2

=«

c d|l ° T cz+d
. 0 1 1 i ,
On note M, et N, les matrices 1 et 0 ‘i‘ . Si Tyx n’est pas nul, on peut
o
recommencer, on trouve :

2
2 = aM N™ MyN" - L%
(6

Plus généralement si pour tout k, TXz est défini, on trouve :

Tk
T =aMuNI M N2 - M N2 . %

etz =a lim MGNJ*MGNZ?--- MoNZ* - 0.
k—o00

Ainsi z est entiérement déterminé par la suite des entiers (n;);>0 et T, n’est rien
d’autre que le décalage de la suite (n;). Pour rendre T, bijective, on considére le
décalage sur les suites indexées par Z et non plus par N* et donc on considére le
passé @ des points = de I.

Si y est dans &P, alors on peut écrire que :

y= lim aN; M NZ" MG - N M-,

comme N;'M;! = M;1N;1 on a aussi :
Y= lim aM;ltN;MMa_ltN;n“ . Ma_ltN;"—" -0,
k—o0
%SP est donc l’ensemble limite du semi-groupe engendré par {M 1*N;™ :n > 0},
donc 9 n’est rien d’autre que l'intervalle | — 0o, —a2]. On remarque I'on peut voir I

comme l’ensemble limite du semi-groupe engendré par {M N2 :n > 0}. On définit
alors le prolongement naturel de T, par :

T, IxPoIx?
(z,y) = (Taz, @®(; — 1) — n1(2)).
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T, est bijectif et correspond au décalage sur la suite bilatére qui détermine
entiérement le couple (z,y). Il n’est pas difficile alors de vérifier que la mesure de
Liouville sur I x @ : dv(z,y) = (Tdf%% est invariante par T,. En la projettant sur la
premiére coordonnée on en déduit la mesure invariante par T, c’est hom, en effet :

/-a’ dy 1
o (@=y?  zta?

On peut alors continuer ’analogie avec la transformation « fraction continue>» et
adapter la vision géométrique faite dans le travail de F. Dal’bo et M. Peigné qui suit.
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