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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU 

NOMBRE DE GÉODÉSIQUES FERMÉES SUR 

LA SURFACE MODULAIRE EN COURBURE 

NON CONSTANTE 

Françoise DAL'BO & Marc PEIGNÉ 

Soit g£ une perturbation de la métrique hyperbolique sur M = H2/PSL2(Z) , nous 
démontrons que le nombre de géodésiques fermées sur (M,ge) de longueur au plus 
a est équivalent quand a tend vers +00 à eaôe /aSe (où ôe est l'exposant critique de 
la série de Poincaré associée à PSL2(Z)) . La démonstration de ce résultat repose sur 
un codage des géodésiques fermées de (M,ge) relié au développement en fractions 
continues des réels et sur l'utilisation d'un théorème du renouvellement harmonique 
nécessitant une étude spectrale précise de l'opérateur de transfert mis en jeu. Nous 
retrouvons également par cette méthode probabiliste la distribution asymptotique 
des constantes de Lévy des nombres quadratiques. 

Let g£ be a variation of the hyperbolic metric on M = H2/PSL2(Z) , we prove that 
the number of closed geodesies on (M,g£) with length less or equal to a is equivalent 
to eaSe /aS€ (where S£ is the critical exponant of the Poincaré series associated with 
PSL2(Z)) . The proof of this result is based on a coding of closed geodesies related to 
the continuous fractions expansion of the reals and on an harmonic renewal theorem 
which requires a precise description of the spectrum of the appropriate transfer 
operator. Using this probabilistic method, we give a new proof of the asymptotic 
distribution of the Levy constants of the quadratic numbers. 





TABLE DES MATIÈRES 

Introduction 115 

1 Codage des géodésiques de M en courbure constante 
1.1 Points de changement des géodésiques de M 2 

1.2 Propriétés des éléments hyperboliques de PSL2(Z) 

1.3 Passage au quotient 

121 
122 

125 

127 

2 Flot géodésique et codage en courbure constante 
2.1 Représentation du flot géodésique par un flot spécial 

2.2 Lien entre mesure de Gauss et mesure de Liouville 

129 
129 

130 

3 Comportement asymptotique du nombre de géodésiques fermées 
de M en courbure constante 131 
3.1 Le théorème A se déduit du théorème B 132 

3.2 Démonstration du théorème B 134 

4 Distribution asymptotique des constantes de Lévy des nombres 
quadratiques 139 
4.1 Résumé de la démonstration du théorème 4.0.1, partie (i) 140 

4.2 Résumé de la démonstration du théorème 4.0.1 partie (ii) 142 

5 Étude du comportement asymptotique du potentiel harmonique 
d'une marche de Markov sur R 145 
5.1 Démonstration du théorème du renouvellement harmonique 147 

5.2 Le couple (P, / ) vérifie les hypothèses H 0 , Hi, H 2 , H 3 , H 4 151 

6 Perturbation de la métrique de Poincaré sur M 155 
6.1 Codage des géodésiques fermées de (M, # e ) 155 

6.2 Transformation dilatante et mesure Te-invariante sur A + 157 

6.3 Comportement asymptotique de n£(a) 161 

6.4 Le couple (P£ife) vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3, H 4 165 

6.5 Mélange du flot géodésique sur (M,g£) 171 

Bibliographie 

113 

175 





INTRODUCTION 

Notons d la distance de Poincaré sur M2 et g la métrique de Poincaré sur la surface 
modulaire M = H2/PSL2(Z). Soit e > 0, une métrique g£ sur M est une e-
perturbation de g si la distance d£ induite par g£ sur M2 et la courbure K£ de (M,g£) 
satisfont les hypothèses suivantes : 

1. Pour tous 2i , Z2 G M2, 

(l + e)-1d(z1,z2) < de(z1,z2) < (1 + e)d(zu z2). 

En d'autres termes, les espaces métriques (H2,d) et (H.2,d£) sont (1 + £, 0)-
quasi-isométriques f 1 11. 

2. Il existe b e]0,1] et R > 0 tels que pour tout z G H2,cv(zu z2). < -fc2 et(zu z2). = - 1 
si Imz > i?. 
En d'autres termes, la courbure de M est strictement négative et égale à — 1 
dans la pointe. 

Une telle métrique est obtenue par exemple en perturbant la métrique g 
« régulièrement » dans un compact de M. 
Notons S£ l'exposant critique de la série de Poincaré S7GPSL2(Z) e~sde^n^\ si e = 0 
alors ôo — 1, nous démontrons le 

Théorème A. — // existe s® > 0 tel que pour tout 0 < £ < SQ, le nombre 7r£(a) 
de géodésiques primitives fermées orientées de (M, g£) de longueur au plus a soit 
équivalent à eaÔ£ /aS£ lorsque a tend vers +oo. 

Si e i=- 0, ce théorème est nouveau, le cas de la courbure variable ayant été abordé 
(à notre connaissance) jusqu'à présent pour des variétés compactes ([23], [20] et [27] 
pour le problème plus général des flots d'axiome A). La méthode classique utilisée en 
courbure variable s'appuie sur l'existence d'une partition de Markov associée au flot 
géodésique, garantie par la compacité de la variété. Cette méthode semble s'étendre 
au cas convexe cocompact mais n'est apparemment pas adaptée à l'étude des variétés 
avec Dointes. 

Si e = 0, la courbure est alors constante égale à —1 et dans ce cas le 
théorème A est connu ([15], [26], [10]). Différentes méthodes ont été développées 
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en courbure constante. L'une d'elles, basée sur la formule des traces de Selberg [29], 
est particulièrement bien adaptée aux variétés de volume fini (même infini si la variété 
est une surface dont l'exposant critique S G ] | , l ] (cf. [10])) et précise dans certains 
cas [15] l'asymptotique par un reste. Cette approche ne paraît pas appropriée à la 
courbure variable. 

La méthode que nous utilisons ici pour démontrer le théorème A a été introduite 
par S. Lalley [19] pour dénombrer les géodésiques fermées des quotients de HP par 
des groupes de Schottky (dans [8] nous étendons cette étude à des groupes libres 
contenant des transformations paraboliques). Le fait que les groupes de Schottky 
soient purement hyperboliques est essentiel dans le travail de S. Lalley, cela assure, 
dans le codage des géodésiques fermées mis en jeu, le caractère dilatant du décalage 
et la régularité hôldérienne de la fonction plafond. Dans notre cas, afin de conserver 
cette propriété de dilatation, nous sommes amenés à introduire un codage d'alphabet 
infini. Nous compensons cette difficulté en exploitant la géométrie du problème et 
notamment la dynamique des transformations de PSL2(Z). 

Voici le résumé du déroulement de la démonstration du théorème A : 
Notons <9elHI2 le bord de (H2,<i£) (cf. [11] chap. 7). Nous introduisons une 

transformation dilatante T£ sur 9eH2, traduisant la dynamique des éléments de 
PSL2(Z) sur le bord. Nous codons alors les géodésiques fermées de (M,g£) par des 
points T£-périodiques de d£M2 et exprimons leur longueur à l'aide d'une fonction f£ 
définie sur d£M2. En un deuxième temps nous construisons une mesure de probabilité 
v£ sur d£M2 invariante par T£ et absolument continue par rapport à la mesure de 
Patterson a£ [17]. Nous relions ensuite 7r£(a) aux mesures â<w<<<définies pour tout 
£ G d£M2 et pour toute fonction continue par morceaux et bornée cp sur d£M2 par 

¥KOl[0,a 
c<x 

n=l 

1 

2n 
¥x<<<l[0,a 

¥KOl [0 ,a ] (We(O) 

Où San/ett') = feiO + fe(T£ï') + • • • w<<+ < f £ ( T ^ i ' ) . 

Le théorème A se déduit alors du 

Théorème B. — Soient 0 < s < SQ et A un intervalle de d£M2 tel que v£{A) > 0. 

Lorsque a tend vers +co N^^IA)x<est équivalent à h£((t)a£(A)eaÔ£/a5£ uniformé

ment par rapport à £ G d£M2 (la fonction h£ représentant la densité de v£ par rapport 
à a£). 

Les mesurew<^ùma^ s'expriment comme potentiel harmonique de la chaîne de 
Markov (Yn,/e(Yi) + ••• + /e(Yn)) sur <9eIHI2 x R, les transitions du processus Yn 
étant gouvernées par l'opérateur P£ adjoint de T£ par rapport à v£. Après une étude 
spectrale précise de P£, on montre que le théorème B découle directement du résultat 
général suivant : soient X un espace métrique compact, (Xn)n>o une chaîne de 
Markov sur X de noyau de transition Q et g une fonction borélienne positive sur 
X ; on note Q le noyau de transition sur X x R associé à la chaîne de Markov 
(Xn,g(Xi) + • • • + g(Xn))n>0. On a le 
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Théorème du renouvellement harmonique. — Supposons que le couple (Q,g) satis
fasse les hypothèses Ho, H\, H2, H$ et H4 explicitées dans le paragraphe 5. Soient /x 
Vunique mesure de probabilité Q-invariante sur X et m la mesure de Lebesgue sur 

R. La famille de mesures m n>l 
1 
n 

Qr ((x,a),dy,dt) 

Pour démontrer ce théorème nous reprenons des arguments développés dans [1], 
[13] et [21]. Soulignons que l'étude directe du comportement asymptotique de ces 
potentiels évite l'utilisation, comme dans [19] d'un théorème des grands écarts. 
L'étude spectrale de P£ permet aussi d'appliquer un théorème du renouvellement 
« classique » (c'est-à-dire sans le facteur ^ ) et, en reprenant les arguments de 
Y. Guivarc'h et J. Hardy [13], d'obtenir la 

converge vaguement lorsque 

a tend vers +00 vers la mesure produit ^{dy) 0 m(dt) uniformément par rapport à 
xeX 

Proposition . — Pour tout 0 < £ < EQ le flot géodésique sur le fibre unitaire tangent 
de (M,g£) est mélangeant relativement à la mesure fi£ ®m (voir § 6.5). 

La démonstration que nous proposons de ce résultat repose sur l'étude de 
l'opérateur de transfert P£. 

Nous donnons également une application de notre méthode « probabiliste » à 
l'arithmétique en retrouvant des résultats de C. Faivre concernant la distribution 
asymptotique des constantes de Lévy des nombres quadratiques. Introduisons 
brièvement quelques notations : si x G]0,1] est un irrationnel quadratique, on note 
N(x) la plus petite période de son développement en fractions continues et £(x) 

la « longueur » de x définie par £(x) - 2 <i=0 
N(x)- logTHx) si N(x) est pair et 

i{x) = - 4 yN(x)-l 
2̂ = 0 

logT*(x) sinon. De plus, si [ao(x),ai(x),... 1 est le développement 

en fractions continues de x, on pose 0« (x) 
q<n(x) 

[a0(x)5... ,an(x)] si x est un irrationnel 

quadratique alors la suite (̂ - logqn(x))n>1 converge vers un réel noté (3(x) et appelé 
« constante de Lévy » de x. Nous avons le 

Théorème[9]. — Soient a > 0 etiïa Vensemble des irrationnels quadratiques x G]0, 1] 
tels que £(x) < a. 

i) Le cardinal de ÜA est équivalent à 31og2 
7T¿ 

ea lorsque a tend vers +00. 

ii) La sommt xw< (5{x) est équivalente à ea 
4 

lorsque a tend vers +00. 
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À PROPOS DU PLAN... 

Les paragraphes 1 à 5 sont rédigés dans le but d'exposer une méthode nouvelle 

permettant de retrouver des résultats connus. Suite à la rédaction de ce travail 

nous avons été encouragés à l'adapter au cas de la courbure « légèrement » variable. 

Souhaitant conserver l'esprit initial dans lequel nous nous étions placés, nous avons 

ajouté le paragraphe 6 dans lequel nous indiquons les modifications à apporter à la 

démonstration du théorème A en courbure constante pour obtenir l'asymptotique 

de n£(a) avec s ^ 0. Cette extension à la courbure variable s'appuie sur différents 

travaux parus sur les variétés hyperboliques (au sens de M. Gromov) . Les références 

que nous utilisons sont : le livre de E. Ghys et P. de la Harpe [11], un article de M. 

Bourdon [4] sur le bord des CAT(—l)-espaces et un article de V . Kaimanovitch [17] 

sur les mesures invariantes. 

Nous tenons à remercier Y. Guivarc % pour ses précieux conseils, E. Le Page pour 

l'intérêt permanent qu'il a porté à ce travail ainsi que L. Guillopé pour la précision 

avec laquelle il a lu notre première rédaction. 

Les discussions que nous avons eues avec F. Ledrappier et ses encouragements 

nous ont aidés à aboutir à la rédaction du paragraphe 6. 
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1 CODAGE DES GÉODÉSIQUES DE M EN 
COURBURE CONSTANTE 

Jusqu'au paragraphe 4, la surface modulaire est munie de la métrique de Poincaré. 

Le codage décrit dans ce paragraphe est bien connu ([30], [14]). Nous développons 
ici la présentation donnée dans [14]. 

On rappelle que PSL2(Z) est engendré par la translation T\(Z) = Z+1 et la rotation 
d'ordre trois r(zx<cv^ùmSoit D le domaine fondamental de PSL2(Z) représenté par 
la figure 1.1, la réunion D U rD Ur2D forme un triangle idéal dont les images par 
PSL2(Z) pavent M2 (Fig. 1.2). 

x< 

D 

r 

FiG. 1.1. 

Les côtés de ces triangles idéaux appelés lignes de Farey correspondent aux images 
par PSL2(Z) de l'axe imaginaire L = {iy \ y > 0} . Notons L la projection sur M de 
L, les deux points iy et r2T\{iy) de L, se projettent donc sur le même point de L. 

Dans la suite du texte, le terme géodésique de H2 est synonyme de géodésique 
orientée d'extrémités irrationnelles. Une telle géodésique coupe une infinité de lignes 
de Farey et se projette sur M en une géodésique orientée restant dans un compact. 
Pour alléger le texte, on appelle géodésique de M la projection sur M d'une géodésique 
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D 

2 ri 
r D 

rD 

- 1 0 î 
3 

î 
2 

2 
3 1 

F ig. 1.2. 

de H2. Pour coder les géodésiques de M, l'idée est d'associer à chaque géodésique ses 
points d'intersection avec L (fig. 1.3) ce qui sur M2 revient à associer à une géodésique 
ses points d'intersection avec les lignes de Farey. 

1.1 Points de changement des géodésiques de M2 

Soit a une géodésique de H2 ; elle coupe une infinité de lignes de Farey. Choisissons 
un point Fo situé à l'intersection d'une ligne de Farey Lo et de a. En se déplaçant sur 
a à partir de Fo dans le sens positif (resp. sens négatif), on rencontre successivement 
des lignes de Farey Li, L2, • • • (resp. L_i, L_2 , . . . ) en des points Fi, F2, . . . (resp. 
F_i, F_2, . . . ) appelés points de Farey de a (fig. 1.4). Nous orientons les géodésiques 
Ln selon la convention : (a,Ln) E]0,7t[. Notons 7n l'unique élément de PSL2(Z) 
envoyant l'axe imaginaire L orienté dans le sens croissant sur Ln ; on obtient ainsi 
une suite bilatère (jn)nez d'éléments de PSL2(Z). 

Soit t_i = TT\ ; pour tout z G I 2 on a T-i(z) = z 
z+1 

Lemme 1.1.1. — Pour tout n G Z , il existe en+i G { ± 1 } tel que 7n+i = 7n^n+i • 

Démonstration. — La géodésique 7^1(a) coupe 7~1(Ln) = L au point de Farey 
7~1(Fn). Le point de Farey suivant est 7^1(Fn+x) et se situe sur 7~1(Ln+i) = 
7~17n+i(L) . Deux cas se présentent (fig. 1.5) : soit 7~1(Ln+i) = n ( L ) soit 
7 - 1 ( £ « + i ) = t _ 1 ( L ) . 
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L 
M 

FlG. 1.3. 

Corollaire 1.1.2. — // existe une suite (e^eN formée de +1 et de — 1 telle que : 

1. sin> 1, alors 7n = 7oT£l • • • r£n<< 

2. sin< 0, alors 7n = 7 0 ^ • • •c<<c<< 

Parmi les points de Farey de a on distingue les points particuliers suivants : 

Définition 1.1.3. — Le point Fn est un point de changement de a si en ^ £n+i-<< 

Soit Co un point de changement de a. Par une construction analogue à celle des 
points de Farey, on associe à a la suite (Cn)nez des points de changement rencontrés 
en se déplaçant sur a à partir de Co. Les points Cn se situent sur des lignes de Farey 
orientées notées 7cri(£) (fig. 1.6). En utilisant le corollaire 1.1.2 on montre la 

Propriété 1.1.4. — Il existe une suite bilatère d'entiers strictement positifs ( n ^ e z 
et e e { ± 1 } tels que : 

1. si k > 1, alors 7cfc "Ŷ  TUl T712 • • • TUk 

2 si k < 0, alors 1Ck - ICoTl^rr"-1 • • • r - ^ t l < x < 

Soit s(z) = - 7 , on a la relation re 1 = ST-£S. Par conséquent si k < 0 on a 
w< = 1CQST^T_£> rnk+1 9 

Les extrémités de a se déduisent de la suite ( n ^ e z grâce à la 

Proposition 1.1.5. Soient £_ et £ les extrémités de a orientée de £_ vers £ ; on a 

£ - = 7c0s([n0n_in_2 * w< et £ = 7Co([™in2n3---] £) 

où [nin2ns"-] = lim^-^+oo[ni712713 • • • ne] avec la convention [ni] 
[nin2n3 • • • ni] = l / (ni 4- [n2n3 • • • ni]) pour £ > 1. 

w< 

ni 
et 

123 



F. D A L ' B O & M. P E I G N É 

FIG. 1.4. 

Démonstration. — Commençons par le cas k > 1 et e = — 1. On remarque que 

r! î i - - - r^1)FC(0) = [nin2---nfc/] et T^\>--Tp1)k(oo) = [n1n2---nk»] 

avec si k est pair, k' = k, k" = k — 1 et sinon, kf = k — 1, k" = k. Ces deux suites 
de fractions convergent quand k tend vers +oo, vers un même nombre x G [ 0 , 1 ] 
dont le développement en fractions continues est [nin2 • • • ] . Par conséquent, 7cFE(0) 
et 7cfc(°°) convergent vers 7c0(aO- La suite des points de changement (Cfc)fceN de a 
converge donc vers 7c0 (#) ce qui entraîne que £ = 7c0 (#). Si maintenant on suppose 
k > 1 et e = 1, on a alors 

rni . . . T(*1)k+1 ( 0 ) = m + [ra2 • • • nk»\ et Tni . . . r(n_̂ 1)fc+1 (oc) = ni + [n2 • • • nkt] 

et le raisonnement précédent s'applique en remplaçant x par x x. Le cas où < 0 se 
traite de façon analogue. 

On est à présent en mesure de coder les géodésiques de H2 marquées en des points 
de changement. Etant donnés une géodésique a de H2 et CQ un point de changement 
sur a, on associe à (a,Co) le quadruplet ([non_i • • • ] , [nin2 • • -],£,7c0)- On no^e © 
la transformation de décalage sur les quadruplets définie par 

6([n0n_i • • • ] , [nin2 •••],£, 7) = ([nin0n_i • • • ] , [n2n3 • • • ] , - £ , 7 ^ ) • 

Remarquons que la projection de 9 sur la seconde coordonnée correspond à 
l'application de Gauss T (déjà introduite par A. Broise § 3 ) qui à x G]0,1] associe la 
partie fractionnaire de ^. Les propriétés suivantes découlent directement du codage. 
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n\Fn+l) n\Fn+l) 

n\Fn+l) 
a 

a 

ln\Fn+l) 

n\Fn+l 

n\F+l) 

n\Fn+) 

0 1 

FiG. 1.5. 

Propriétés 1.1.6. — 

1. Soit Ci le point de changement de a qui suit Co, le couple (a, Ci) est codé par 
6([n0n_i • • • ] , [nin2 • • -] ,£,7c0). 

2. Soit g e PSL2(Z), le couple (g(a), g(Co)) est codé par ([non-1 • • • ] , [nin2 • • •],£, <77c0)-

En résumé, une géodésique a de H2 d'extrémités £_ et £ marquée en un point de 
changement C est codée par l'unique quadruplet (x-, x, £, 7) G]0, l]2 x { ± 1 } x PSL^Z) 
défini par : 

1. Cey(L) et (a,7(£)) G]0,tt[; 

2. £ = 7(x-£) ; 

3. C-=ls(xZ£)-

1.2 Propriétés des éléments hyperboliques de PSL2(Z) 

Soient 7 une transformation hyperbolique de PSL2(Z) et Fix(7) la géodésique fixée 
par 7 orientée du point répulsif vers le point attractif de 7. Choisissons sur Fix(7) 
un point de changement Co et notons x,£,7o), le quadruplet associé au couple 
(Fix(7),C0). Comme (Fix(7),7(C0)) = (7Fix(7),7(C0)), le couple (Fix(7),7(C0)) 
est représenté d'après la propriété 1.1.6 par x, e, 770). Par ailleurs, 7(60) est un 
point de changement Ck avec k > 1 ; donc, toujours d'après la même propriété, on 
a (£_,£,£,770) = Ofc(x_,x,£,70). En développant X- et x en fractions continues et 
en revenant à la définition de 0 , on établit la : 
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- 2 

C-i 

Co 
a 

Ci 
\ 

c2 

-1 0 1 

7 c _ ! = r± xr_l ; 7c0 = rx 1 ; 7Cl = Id ; 7c2 = r2 j 

FIG. 1.6. 

Proposition 1.2.1. — Soit 7 î/n élément hyperbolique de PSL2(Z). // existe 70 G 
PSL2(Z),£ G { ± 1 } ; une suite d'entiers (n*)* strictement positifs et un entier pair 
k > 1 £e/s g^e : 7 = 70T™1 • • • t ^ ^ q - 1 . De plus, les extrémités de Fix(7) sont 
£_ = 70S ([nknk-i - • -ni)~£) et £ = 70 ([nin2 • -nk}~£) où [m • • • nfc] désigne la 
fraction continue T-périodique de période [nin2 • • -nk]. 

Notons qu'alors (Fix(7),Cb) est codé par le quadruplet ([nknk-i • • • ni], 
[nin2 • • • nk], e, 70). Déterminons le module de la valeur propre | À7 | > 1 de 7. D'après 
la proposition précédente, on peut se restreindre au cas où 7 = T™1 • • • T™* . Le lemme 
suivant se trouve dans [2] et [30], nous reprenons ici la démonstration de M. Bauer. 

Lemme 1.2.2 (Lemme clef). — La valeur propre supérieure à 1 de T™1 • • • r™k£ est égale 

aitili ( ^ ( [ n T ^ n * ] ) ) - 1 . 

Démonstration. — Soient Mi = (JJ) et M_i =n\Fn+l<)n\<Fn+l)w< les matrices de SL2(Z), 
associées à T\ et r_i. D'après la proposition 1.2.1 on a : 

Meni • • • M"k£ 
[ni • • • nk] — e 

1 
= A 

ni •••rifel 1-e 

1 (*) 

Les matrices M f et M™! s'écrivent également M f = SDn etn\Fn+w<<^^l)n\Fn+l) = Dn5 avec 
Z5n = ( Ç i ) e t 5 = ( ? Â ) . Puisque S2 = Id, la relation (*) devient 

n\Fw<<n+l) 1 

ni • • • nfc - 1 = A 
1 

[ni • • • nk - 1 - 1 
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L'égalité Dnt 
w< 

< 
= X 

1 

< 1 

x 

nous donne 

n\Fnw<<+l) 
n\Fn<ww+l) 

1 

[ni'-'Uk]' -1 
[ni-- nk] n\Fn+l) n\Fn+l) 1 

[nkni • • 'Tlk-l] 

ce qui entraîne 

n\Fn+l)n\Fn+ 
n\Fn+l)n\Fn+l) 

1 

[n\'-nk] 1 
••[ni'-nk] 1[n2'"nkni\ 1[nkni--nk-i] 1 

1 

ni--nk) 

1.3 Passage au quotient 

Une géodésique â de M est marquée en un point de changement C si elle se relève 
sur M2 en une géodésique a marquée en un point de changement C. 

L 
Cn-l 

wx< 

Cn+l 

a 

FIG. 1.7. 

D'un point de vue géométrique, si Cn_i, Cn, Cn+i sont trois points de changement 
consécutifs sur â, l'un des deux arcs géodésiques Cn-iCn, CnCn+i tourne autour de 
la pointe et l'autre non (Fig. 1.7). 

Les différents relevés sur H2 de (â, C) correspondent aux images par PSL2(Z) 
de (a,C). Si (a,C) est codé par (#_,#, £,7) (cf. § 1.1), l'ensemble de tous 
ses relevés est représenté par {(#_,#,£, #7), # G PSL2(Z)} (cf. propriété 1.1.6). 

Pour coder (â,(7) choisissons le représentant (x_, x, £, Id), noté plus simplement 
(x_,x,e). Géométriquement, (#_,£,£) représente l'unique géodésique marquée de 
H2 se projetant sur (â,C) dont les extrémités £ vérifient : £_ < 0, £ > 0, 
( 1 + £ _ ) ( 1 —£) < 0, et qui est marquée en son point d'intersection avec l'axe imaginaire 
L. 

Si maintenant â est une géodésique primitive fermée de M, elle se relève sur M2 
en un axe Fix(7) d'un élément hyperbolique 7 G PSL2(Z) primitif (i.e. 7 ^ gn avec 
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g G PSL2(Z) et n > 1). Soit P G Fix(7), la longueur de â est égale à la distance de 
Poincaré de P à 7 (P ) , c'est-à-dire à 2 log |À7 | où À7 est la valeur propre de module 
> 1 de 7. Soit (x, x-,e) le triplet codant (â, C). D'après la proposition 1.2.1, il existe 

un entier pair k > 1 et k entiers strictement positifs (rii)i=1 tels que x = [ni • • • n&] et 
X- — [rik - • • ni]. Pour coder (à, C) on peut ne retenir que puisque X- se déduit 
directement de x. Le couple 0([ni • • -rifc],£) = ([n2 • • • n^ni], — e) code la géodésique 
marquée au point de changement qui suit C. La géodésique â contient donc k points 
de changement différents et d'après le Lemme-Clef 1.2.2 on a la 

Propriété 1.3.1. — Soit ( a ,C) une géodésique fermée et marquée de M codée par Z< 

couple ([ni • • • n*;], e). La longueur de â est égale à —2 logHp=o ^"P[ni ' * ' nk]-

En résumé, une géodésique fermée de M est codée par un couple (x, e) G]0,1] x { ± 1 } 
vérifiant Thx = x pour un certain entier pair k > 1. Soit f{x) = —2 \ogx ; la longueur 
de a est égale à Skf(x) = f{x) + f(Tx) + • • • + f(Tk~1x) (où k est la plus petite 
période de x). Ce codage permet d'exprimer le nombre 7To(a) de géodésiques fermées 
primitives de longueur au plus a sur M munie de la métrique de Poincaré sous la 
forme : 

7T0(a) = 
w< 

n=l ' 

1< 

n 
ï{x e]o,i]\TZnx = x, 

S2nf(x) < a et 2n est la plus petite période paire de x}. 

Remarque. — Si on remplace PSL2(Z) par un sous-groupe T d'indice fini, les couples 
(â, C) de la surface S = M2 /Y sont alors codés par 
\x-,x,e,ïi) G]0,1]2 x { ± 1 } x PSL2(Z)/r. Notons F = PSL2(Z)/T; le nombre 7rr(a) 
de géodésiques fermées de S de longueur au plus a s'écrit alors : 

7rr(a) = 
+00 

n=l 

1 

n 
№ , £ , 7 ) G]0,1] x { ± 1 } xF\T2n(Xien) = (*,e,7), 

S2nf(x) < a et 2n est la plus petite période paire de x}. 

où f ( x , £ , 7 ) = (Tx,-e,7ri1/xw<<<l). 
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2 FLOT GÉODÉSIQUE ET CODAGE EN 
COURBURE CONSTANTE 

Notons (at)teR Ie ftot géodésique défini sur le fibre unitaire tangent de la surface M 
privée de ses points singuliers. 

2.1 Représentation du flot géodésique par un flot spécial 

Soit G l'ensemble des géodésiques de M marquées en un point de changement. 
Cet ensemble est une section du flot géodésique puisque l'orbite par ce flot d'une 
géodésique â marquée en un point quelconque rencontre G. À tout couple (â , C) G (5, 
on associe le réel strictement positif t(â, C) correspondant au temps de premier 
retour de at(â,C) sur G. Notons T l'application de Poincaré sur G définie par 
T(â,C) = at(â?c)(â, C) ; le réel t(â,C) représente la distance de C au point de 
marquage de T ( â , C). 

x< 
kl 

*(S,C) 

identification sur M de ces 2 points 

[â,C) T(â,C) G 

F I G . 2 . 1 . 

1 2 9 
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2.2 Lien entre mesure de Gauss et mesure de Liouville 

La relation que nous établissons entre ces deux mesures est connue ([30]). Relevons 
la situation sur M2 et notons G l'ensemble des géodésiques de M2 d'extrémités £_ et 
£ vérifiant : £_ < 0,£ > 0, (1 + £_)(1 — £) < 0. D'après les § 1.1 et 1.2, une géodésique 
marquée (â ,G) de G codée par (x-,x,è) se relève en une unique géodésique de G 

d'extrémités £_ = _i 
X-

n\Fn+l) marquée en son point d'intersection avec 

l'axe imaginaire. Notons T\ l'application sur G qui relève T. L'image par T\ d'une 

géodésique a de G d'extrémités £ est la géodésique 7 (a) où 7 = si £ > 1 et 

7 = r_i J si £ < 1. Il existe donc une partition dénombrable (Gi)ieN de G telle que 
sur chaque Gi l'application Xi corresponde à l'action d'un élément r~ni. Soit \i la 

restriction à G de la mesure de Liouville nFn+l) 
n\+l) 

sur le fibre unitaire tangent de M2, 

où |£_ — £| désigne ici la longueur euclidienne de la corde reliant £_ à £. L'invariance 
de \x sous l'action de PSL2(Z) entraîne son invariance sous l'action de T\. 

Si maintenant on code les éléments de G par les triplets (x,X-,e) de 
fO, 112 x i —1, 11, l'application Ti se traduit par le décalage ©, et a devient la mesure 
©-invariante (encore notée ¡1) définie par n(dx- dx de) = dx- dx 

(l-\-x-x) (¿+1 + *-i)(<fe). 

Considérons la projection p de [0, l]2 x { ± 1 } sur la seconde coordonnée et l'application 
de Gauss T sur ]0,1]. Puisque p o © = T o p, la mesure image p(/i) est T-invariante. 
Pour tout borélien A de [0,1], on a p(ii)(A) = /¿([0,1] x A x { ± 1 } ) ce qui s'écrit 

encore 

p(fi)(A)=2 
JA 

dx 
r1 

^0 

dx-

(1 + XX-)2 
2 

dx 

JAl + x' 

Anrès normalisation de v(a). on retrouve la mesure de Gauss (introduite également 

par A. Broise § 4.4) sur [0,1] définie par h(x) dx où h(x) w< 1 
l+xi loer2 ' 
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3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU 

NOMBRE DE GÉODÉSIQUES FERMÉES DE 

M EN COURBURE CONSTANTE 

On rappelle que le codage des géodésiques fermées de M (§ 1.3) conduit à l'expression 
suivante de 7To(a) : 

7T0(a) = 
+00 

71=1 

1 

n 

L-{x e]o,i]\T2nx = x, 

S2nf{x) < a et 2n est la plus petite période paire de x}. 

Dans ce paragraphe, nous démontrons le 

Théorème 3.0.1 (Théorème A en courbure constante). — Le nombre 7To(a) de géodé
siques primitives fermées de M (ou d'un revêtement fini de M) de longueur au plus 
a est équivalent à ~- lorsque tend vers +00. 

Pour a > 0, on pose N(a) = JZn>i n# {xГж-Др_1 (Га?) I T<2nx = x et S2nf(x) < 0} ; on 
a N(a) — iV(|) < 7To(a) < N(a). Pour établir le théorème A, il suffit donc de montrer 
que AT (a) est équivalent à ^ lorsque a —» +00. Pour ce faire, nous reprenons une idée 
de S. Lalley [191 et approchons N(à) par des quantités de la forme 

N(Xia)(l[a,ß]] 

n>l 

1 

n {y\T^(y)=x} 
lW](î/)l[0,a](S2n/(y)) 

où [a,/?] est un intervalle inclus dans ]0,1] et x un élément de ]0,1]. En exprimant 
N(x,a) comme potentiel harmonique d'un opérateur positif P (§ 3.2), on obtient le 

Théorème 3.0.2 (Théorème B en courbure constante). Soit [a, ß] C [0,1] ; lorsque a 
tend vers +oo 7 N(x a ) ( l r a /31) est équivalent à 3-a 

(l+x)log2 
ea 

a uniformément par rapport 
à x e]0,1]. 

Ce théorème permet d'expliciter le comportement asymptotique de N(a) (§ 3.1) ; 
sa preuve se fait en appliquant le théorème du renouvellement harmonique au couple 
(PJ) (§ 3.2). 
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3.1 Le théorème A se déduit du théorème B 

Notation. — Soit x = [ni, n2 , . . . ] ; pour tout entier p > 1, on note Rp{x) le rationnel 
[m,n2 , . . . ,np]. 

La première étape consiste à relier N{a) aux mesures N(x^ay Pour ce faire, nous 
fixons k > 1 et nous numérotons les différents fc-uplets d'entiers non nuls : 

n\Fn+l) ( 4 \ (0 i G N* 

Pour chaque i > 1, nous notons l'intervalle formé des irrationnels x G]0,1] tels 
que Rk(x) = [ n ^ , . . . , nj^] et nous fixons un élément x^ de Ii ; remarquons que 
№)*GN* forme une partition de l'ensemble des irrationnels de ]0,1]. Soit x G Ii ; si x 
vérifie T2nx = x pour un certain entier n > 1, on lui associe le réel x' G Ii tel que 
R2n(xf) = #2n(x) et T2nx' = a?« : 

S = [PlP2 * ' 'P2nPlP2 ' a;7 [piP2"-P2nnì'},... , n ^ } , . . . ] (3.1) 

(0 (0 (*) avecpi = n\\p2 = n 2 , p k = nKkJ. 3.2) 

On construit ainsi une bijection entre l'ensemble des x e Ii tels que T2nx = x pour 
un certain entier n > 1 et l'ensemble des x' G /* tels que T2nx' = #W ; soulignons que 
pour tout 0 < £ < 2n, on a R2n+k-i(T£x) = R2n+k-e{T£xf). Le lemme 3.1.1 permet 
un contrôle précis de | f(T£x) — f(T£x') |. 

Lemme 3.1.1. — JZ existe A/"o G N et A > 0 tels que pour tout p > No et tous 
irrationnels x,y G]0, 1] vérifiant Rp(x) = Rp{y), on ait \\ogx — logy\ <w<xx 

Grâce à ce lemme, on a 

\S2nf(x)-S2nxf(x')\ c< A 
+00 

p=k 

1 

2P 
<o^m 

d'où les inégalités 

+oo 

¿=1 
^(X(^a-ek)(W<<N(a) (*) 3t<cvw<N(a) < 

+00 

1=1 
N(x^),a+ek)(1Ii) 

x<w 
cxw< 

Notons que limfc_^+00 ek = 0. Le comportement asymptotique de N(a) est donc 
étroitement lié à celui de N(XiCL). Le théorème B est démontré dans le paragraphe 3.2 ; 
admettons le momentanément et expliquons comment le théorème A s'en déduit. 

Démonstration du théorème A. — Le lemme de Fatou appliqué à l'inégalité (*) nous 

donne 

xc<< 

<nc 

w< 

mili) 

( l H-zW) log 2 
< lim ini 

a—>-+oc 

a 

od 
Nia) 

où m(Ii) désigne la mesure de Lebesgue de l'intervalle U. Le passage à la limite 
lorsque a tend vers +00 dans l'inégalité (**) est plus délicat et nécessite un argument 
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de domination afin de pouvoir utiliser le théorème de Lebesgue. Signalons que cette 
difficulté n'existe pas dans [19], puisque dans ce cas la famille des indices i est finie. 
Le lemme suivant résout cette difficulté. 

Lemme 3.1.2. — 17 existe une suite (Cj)j>i de R+, vérifiant Yl^=i^3 < +00 ^ e 

que pour tout a > 0 et tout i > 1, on ait N^n\Fn+l)n\Fn+l)x(i) < C i ~ . 

Grâce à ce lemme et au théorème B, nous avons limsup. , , ̂  -^N(a) < 

w< <x 
<x< 

m(Ii) 
(1+х(^)\оё2' 

Il suffit pour achever la preuve du théorème A de faire tendre 

к vers -foo et de remarquer que 

lim 
+oo 

i=l 

m(Ii) 
( l + zW)log2 

w< 
i 

< 

dx 
[l + zW) log 2 

= 1. 

Démontrons maintenant les lemmes 3.1.1 et 3.1.2. 

Démonstration du lemme 3.1.1. — Pour tout irrationnel x G]0, 1], on a | x — Rp(x) \ < 
2̂ гт ([K]). En notant ni = [ ^ ] , on obtient pour p > 3, 

\x - RP(x)\ 
1 

ni +Tx 
1 

Гж-Др_1 (Га?) 
< | Г ж - Д р _ 1 (Га?) I 

ni 
< x 

x<w< 

d'où la double inégalité 1 
i 

2P-3 < Rp(x) 
x 

< 1 + 1 
2p-3 • 

Puisque Rp(x) = Rp(y), on a 

alors 
1 - i 

9P-3 
1 + 

2P-3 
1 

< 
X 

У 
< 

1 i 
2P-3 

1 - 1 2P-3 
Il existe donc deux constantes A et N$ indépendantes de x et y telles que pour p > TVq, 
on ait | logx - logy| < ^ . 

Démonstration du lemme 3.1.2. — On a 

N(x^),a)1h = Sn>l ïïS{y|T2n(y)=x(*)} 1/гЫ1[0,а](^2п/(?/))-
Sans perdre en généralité, on peut supposer que k = 2£. Notons que si Rn(x) = 

\Pl--Pn] w<< п 
a = Pl 1 

Tx = P 2 , . . . , 1 
.Тп-1ж = Pn, d'où Snf(x) > logpi •••pn. 

Décomposons alors A^(i) en ДГ' ,(17J -f iV" ,(17J avec 

V > ^ ) ( 1 / J 
< 

71=1 

1 

n {l/|T2*(y)=a(0} 
1дЫ1[0,а](52п/Ы) 

et 

^ ) , а ) ( ^ ) 

+ CX) 

<vcx 

w 

П [у|т2»а,)=я;(0} 
1/,Ы1[0|а1(52п/Ы). 

133 

file:///Pl--Pn


F. D A L ' B O & M. P E I G N É 

Pour tout 1 < n < £, si y e li et T2ny = x& alors R2n(y) = R2nГж-Др_1 (Га?) Гж-Д et donc 
Snf(y) > 2log n • • • ufi). Par conséquent 

7V(x(0,a)(1^) < 
£ 

n=l 

1 

n 
l[0,a](21og n ^ - ' - n W ) . 

La fonction x 
e33 

w< 
étant croissante sur M+, on a pour tout réel a positif 

V a ] < 1 0 ea 
1 + a J 

x< 

1 + £ , 
< 

< 

a 

1 + x 

ex 

d'où at; ,(17.) 3 
ea 
a 

avec C[ = 
<x 
-m=l 

1 
n 

1+2 log ni0 -ni*) 
(ni-nn)2 

Notons que la série 

S Î ^ T ^ es^ convergente. 

Majorons maintenant le terme Гж-Др_1 (Гаw<<?) On a 

iV(/x(oïa)(1/*) 

+ oo 

x<< 

1 

79 z|T2n-*(z)=a:(0}{y|T'te)=;^ 
l/i(2/)l[0,a](^2n-^W + 5 , / (y ) ) .w< 

La condition y e U entraîne Re(y) =cb<n^} d'où Stf(y) > Ai avec Ai = 

21og • • . n [ ° . On obtient alors N"a)(lh) << JV(x<,))a_^)(l[o,i])-

D'après le théorème B , il existe A > 0 tel que Ns (i) „^(1/,) < -AT <x<< 
<x<< pour tous 

j e N* et a > Ai. Pour ^ < 1, on obtient Ar(x(0,a)(1/J < ^ < ^ Ç ^ e - A i . Il 

suffit pour conclure de remarquer que la série Aie~Ai est convergente. 

3.2 Démonstration du théorème B 

Introduisons l'opérateur de transfert associé à la transformation T, c'est-à-dire 
l'ooérateur P adioint de T nar raonort à la mesure de Gauss v(dx) — h(x) dx avec 

h(x) = î 
(l+x)log2 Pour toute fonction borélienne bornée tp sur ]0,1], on a 

Mx G]0,1], P<p(x) 
+ OC 

n=l 

1 + X 

(n + x)(n + 1< + x)<< 
-p 

1 

Гж 
x< 1 

M A ) {y \T(y)=x] 
h(y)e-tMip(v)<< 

avec / ( y ) = —21ogy. Les itérés de P sont donnés par la formule 

Vn > 1, Pn<p(x) 
1 

h(x) 
{y\T^(y)=x} 

h(y)e Snf(y)<p(y) avec Snf = 
n-l 

w< 
foTk. 
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Remarques. — 

1. La mesure de Gauss v étant une probabilité T-invariante, l'opérateur P est 
markovien, i.e. PI = 1. 

2. La transformation T est définie sur ]0,1] mais prend ses valeurs dans l'intervalle 
compact [0,1] ; ainsi, pour tout entier n > 1, on a T ( ^ ) = 0. L'opérateur P joue 
le rôle d'inverse de T, ce qui explique que les formules ci-dessus restent valables 
pour toute fonction borélienne bornée (f définie sur le compact [0,1] ; dans le 
paragraphe 5.2, nous montrerons même que P opère sur l'espace des fonctions 
lipschitziennes sur [0,1]. 

Dans le paragraphe 2.2, nous avons vu que l'intervalle [0,1] peut être lu comme 
une section du flot géodésique sur le fibre unitaire tangent de M, la transformation 
T correspondant alors à l'application de premier retour sur cette section; le flot 
géodésique sur M induit une autre transformation T définie sur le produit croisé 
]0,1] x R par f (x, s) = (Tx, s + f(x)). 

D'un point de vue géométrique, il serait plus satisfaisant de remplacer / par la 
fonction hauteur t (§ 2.1) correspondant à la distance parcourue entre deux points de 
changement consécutifs sur une géodésique. Néanmoins, lorsque x vérifie Tnx = X, 
on a Snt(x) = Snf(x) ; dans un certain sens, on peut donc dire que la transformation 
« mémorise » la distance parcourue entre deux passages consécutifs sur la section. 

La mesure v®m sur le produit ]0,1] x R est T-invariante. Comme précédemment, 
introduisons l'adjoint P de la transformation T par rapport à la mesure v <S> m ; pour 
toute fonction borélienne bornée sur ]0,1] x R on a 

Pxfj(x, s) = 
x< 

n=. 

1+X 

(n + x)(n + 1 + x) 
< 

<x 

n + X 
, s - t 

1 

n + X 

1 
h{x) 

{y\T(y)=x) 

h(y)e-fMil>(y,8-f(y))w< 

Les itérés de P sont donnés par Pnî/j(x,s) = i 
<x [y |T»(y)=x] h(y)e-s»*M 

ip(y,s- Snf(y)< 
Notons Xa(s) = e sl[-a,o](s). Pour tout (x,a) G]0,1] x R+ et toute fonction 

borélienne bornée ip sur [0,1] on a alors N(x a)(^) = , + 00 
-m=l 

lp2r 
n h Ka) > ,0 ) . 

Remarque. — Lorsque l'on remplace PSL2(Z) par un sous-groupe T d'indice fini, le 
nombre 7i*r(a) de géodésiques fermées de longueur au plus a de la surface H2/r s'écrit 
(voir remarque du § 1.3) : 

7Tr(a) = 

+oo 

n=l 

1 

2n 
={(*, 7) €]0 ,1] x { ± 1 } x F | f2n{x, s, 7) = (x, e, 7),<x<<< 

5,2n/(^) < a et 2n est la plus petite période paire de x} 

avec F = PSL2(Z)/r et T(x,e,j) = (Tx, -e, JT£1/X])<. 
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Notons m' la mesure uniforme sur { ± 1 } x F ; la mesure v <g> m' est T-invariante. 
L'opérateur P, adjoint de T par rapport à la mesure v 0 m' s'écrit alors 

Pcp(x,s,i) = 

{y\T(y)=x} 

h(y) {y\T(y)=x} 
{y\T(y)=x} 

il 

pour toute fonction borélienne bornée ip sur [0,1] x { ± 1 } x F. L'étude du 
comportement asymptotique de 7Tr(a) est modelée sur celle de 7To(a), en changeant 
P en P et en reprenant les arguments développés dans ([14]). 

Démonstration du théorème B. — Notons q la fonction indicatrice de l'intervalle 
[a,/3] C [0,1]. Fixons e > 0 et posons K = roi 

w< 
On a 

K-l 

x<<< 
e*el[_(M-l)e,-*e[ ^ Xa < 

K 
s.—-v 

f=0 

M+l)ei{y\T(y)=x}{y 

d'où les deux inégalités 

h(x] 

<x< 

£=o 

w i-oo 

n>l 

1 

n 

p2r '9 
Kh 

l[-{£+l)e-£e\ {y\T(y)=x}{y\T(y)=x} 

et 

NM(g) < h(x) 
K 

£=0 

s(*+l)e 
4-00 

n>l 

1 
n 

p2r '9 
\h 

l[-(£+l)e-£e[ ( x , 0 ) . 

Notons que, d'après la définition de P, pour tout £ > 1 on a 

p2n 9 

h 
[-(£+l)e-£e[ (x,0) p2r 9_ 

h 
1 xv< (x,£e). 

Ainsi, nous sommes amenés à étudier le comportement lorsque £ tend vers +oo 
du potentiel E n > i n^2n((x'^)'^^)" Cette étude fait l'objet du paragraphe 5; 
nous montrons en particulier dans ce paragraphe que le couple (P, / ) vérifie les 
hypothèses Ho, Hi, H2, H3, et H4 du théorème de renouvellement harmonique 5.0.2. 
En appliquant ce théorème au couple (P2, / + / o T) on obtient 

lim sup 
ze[o,i 

£ 
+00 

n=l 

1 

n 
p2i (9 

\h 
{y\T(=x} (x,fe) V 9 

w< 
= 0. (*) 

Par ailleurs, nous avons le 

Lemme 3.2.1. — Soient (u£(x))e>o une suite de fonctions strictement positives 
sur [0,1] et (vz)i>o une série à termes positifs divergente. Sous l'hypothèse 

lim^_> 
+00 SUP#e[o,i] 

uAx) 
< - 1 = 0, on a 

lim sup 
*-H-°°a:e[0,l] 

n 
wx< 

uAx) 
\7l 
{y\T(y) 

= 0. 
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En combinant ce lemme avec l'égalité (*), on obtient 

K 

<x 

w< 
+00 

n=l 
n 

1 p2n < 

h 
w< (£+l)e,-*e[ (z,0) 

K->+oc 

x< 

1 

<< 

£ 

• 1 

0 
<p(*) dt 

uniformément par rapport à x G [0,1]. 

Remarquons l'équivalence K 
x< 

<x 
£ KT->-+oo 

eK£ 
Ke 

le choix de e étant arbitraire, on 

obtient finalement N(xa\(ip) 
a—>-\-oo 

h(x) < 
a 

r-1 
'0 ip{t) dt uniformément par rapport à 

x € [0,1], ce qui achève la démonstration du théorème B. 
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4 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES 

CONSTANTES DE LÉVY DES NOMBRES 

QUADRATIQUES 

Nous expliquons ici comment retrouver par la méthode développée dans le paragraphe 
précédent des résultats déjà démontrés dans C. Faivre [9]. Soient x un irrationnel de 
]0,1], [ni(x), 712(2;), • • • ] son développement en fractions continues et le rationnel 
[ni(#),... ,rtk(x)] (cf. proposition 1.1.5). Le théorème de P. Lévy [22] établit, pour 
presque tout x G]0, 1] la convergence suivante : 

lim 
1 

k 
log qk{x) 

7T2 

12 log 2 

Supposons maintenant que x soit un irrationnel quadratique, c'est-à-dire racine d'un 
polynôme du second degré à coefficients entiers ; son développement en fractions 
continues est alors périodique et l'on a x = [ni(x),... , njsf(x)] où N est la plus petite 
période de ce développement. Dans [9], C. Faivre montre que la suite (^ log qk(x)) k>1 

converge vers la « constante de Lévy » f3(x) = —jj YliLç)11°S Tl(x). Lorsque N est 
pair, d'après le paragraphe 1, le réel x code une géodésicjue fermée de M marquée 
en un point de changement, de longueur £(x) = —-2 ^¿=0 log Tl(x) = Swfix)-
Lorsque N est impair il faut doubler la période ; le réel x = [ai • • • a^CLi • • • cln] code 
alors une géodésique fermée de M marquée en un point de changement, de longueur 

= - 4 E t ô 1 l o g { y \ T ( y ) = x } { y \ T ( y ) = 2SNf(x). 

En supposant l'équivalent ^ de 7To(a) a priori connu, C. Faivre établit le théorème 
suivant : 

Théorème 4.0.1 ([9]). — Soient a un réel positif et fia Vensemble des nombres 
irrationnels quadratiques x de [0,1] tels que £(x) < a. 

i) Le cardinal fia est équivalent à 3 log 2ea 
n2 

lorsque a tend vers +00. 

ii) La somme xw 3(x) est équivalente à ea 
4 

lorsque a tend vers +00. 

Comme corollaire immédiat, C. Faivre obtient la convergence suivante : 

lim 
a—y-\-oc 

c<w 

{y\T(y)=x} 
{y\T(y)=x} 

7T2 

12 log 2 
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qui exprime le fait qu'en « moyennisant » convenablement les constantes 0(x) on 

retrouve asymptotiquement la constante 7T2 
12 log 2 

établie par P. Lévy. 

4.1 Résumé de la démonstration du théorème 4.0.1, partie (i) 

Notons tipa (resp. 3%a) l'ensemble des éléments de <cia dont la plus petite période du 
développement en fractions continues est paire (resp. impaire). On a 

{y\T(y 
x< 

n=l 

# { x e ] o , i ] | T 2 n x = x, S2nf(x) < a et 2n plus petite période} 

{y\T(y)= 
+00 

n=0 
x< x € ] 0 , l ] T2n+1x = x, S2n+if{x) 

a 

2 
et 2n + 1 plus petite période 

L'assertion (i) du théorème 4.0.2 résultera des deux lemmes suivants : 

Lemme 4.1.1. — Le cardinal de $va est équivalent à 31og2 
7T̂  

ea lorsque a tend vers +oo. 

Lemme 4.1.2. — Le cardinal de $%a est équivalent à 31og2 
7T2 

32 lorsque a tend vers +oo. 

Pour établir ces lemmes, nous suivons la méthode développée dans le paragraphe 3 ; 
nous indiquons seulement ici les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.1.1, celles 
de la preuve du lemme 4.1.2 étant rigoureusement les mêmes. 

Soit U(a) = £ n > ! # {x e]0,1] | T2nx = x et S2nf(x) < a}. 

En utilisant l'encadrement U(a) — {/(§) < ^ U(a), on constate que pour établir 

le lemme 4.1.1, il suffit de montrer que U(a) est équivalent à 31oe2 
w ea lorsque a tend 

vers + co. 

Étape 1. Perturbation des points périodiques. 

Pour toute fonction borélienne positive ip sur [0,1], on considère le noyau U(x^((p) 

défini par : 
{y\T(y)=x} 

™>1 {y\T2ny=x} 

<¿>{y)l[0,a}{S2nf(y))', 

En introduisant pour k fixé, la partition (Ii)i>i du § 3.1, on obtient les inégalités 

suivantes : 
+ 00 

2=1 

{y\T(y)=x}{y\T(y)=x}\=x} (*) 

et 

U{a) < 
+oo 

i=l 

U(xW,a+£k){W < U(a) x< 

avec limfc^+oo £k = 0. 
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Étape 2. Théorème du renouvellement « classique » et comportement des 

^(s,a)(¥>)-

En introduisant le noyau P associé au couple (P, / ) , on obtient 

U(x,a)(<P) = HX) 
n>l 

pin w< 

< 
Xa (*,0) 

où h(x) = i 
(l+x)log2 et Y As) e *l[_a>0](s). 

Fixons alors e > 0 et posons K = w< 
< 

On a 

K-l 

£=0 
e*ei[-(M-l)e,-*e[ ^ Xa 

K 

£=0 

{y\T(y)=x}{y\T(y)=x} 

d'où les deux inégalités 

h(x) 
K-l 

£=0 

w< 

n>l 

pin < 

h 
s<<$ ( x , f e ) < ^ f a ) M 

et 

U(Xia){y>) < Hx) 

K-l 

v< 

{y\T(y)=x} 

n>l 

pin ^< 

< 
{y\T(y)=x} (x,£e) 

En appliquant le théorème de renouvellement « classique » (§ 5) au couple 
(P2, / + / o T) , on établit la convergence suivante : 

lim 
n>l 

pin < 
< 

{y\T(y)= (x,£e) 
s 

E v 
w 

< 

uniformément par rapport à x G [0,1], avec E = ^(/(t) + / o T(t))i/(dt) = 2v(f) = 
7T2 

3 log 2 * 
En appliquant alors le lemme 3.2.1, et en faisant tendre e vers 0, on montre 

que lorsque a tend vers +oo, le réel U(x a)(<p) est équivalent à h(x) k 3 log 2 
7T2 

w< 
o 
1 y(t) dt 

uniformément par rapport à x G [0,1]. 

Étape 3. Asymptotique de U(a) 

Reprenons ici les inégalités (*) et (**) de l'étape 1. Le lemme de Fatou appliqué à 
(*) donne : 

e-ek 

E 

+oo 

i=l 

m{Ii)h(x{i)) <liminf 
a—>+oo 

rU(a) 
x< 
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Par ailleurs, en adaptant la preuve du lemme 3.1.2, on établit l'existence d'une série 
à termes positifs convergente (£^)i>i telle que J/(x(o,a)(l/*) ^ Diea. Ceci autorise le 
passage à la limite dans (**) 

lim sup 
U(a) 
w< 

<w 

E 

+00 

w 

m(Ii)h(xW). 

Pour achever la preuve du lemme 4.1.1, il suffit de faire tendre k vers +00. 

4.2 Résumé de la démonstration du théorème 4.0.1 partie (ii) 

L'assertion ii) du théorème 4.0.1 résultera des deux lemmes suivants : 

Lemme 4.2.1. — La somme •xeni (3(x) est équivalente à 
w 
4 

lorsque a tend 

vers +00. 

Lemme 4.2.2. — La somme w<v (3{x) est équivalente à 
a 

e 2 4 
lorsque a tend 

vers +00. 

Indiquons les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.2.1. On a 

bn,< 

xc<ù: 
+00 

n=l 

1 

: 4n 
{x I T2nx=x} 

2n plus petite période 

S2nf(x)l[0,a}(S2nf(x)). 

Posons Via) = m>l 
1 

4n {x\T2nx=x} S2n/(x)l[o)fl](S2n/(x)). On vérifie que pour 

établir le lemme 4.2.1, il suffit de montrer que Via) est équivalent à ea 
4 

lorsque a tend 
vers -h 00. 

Étape 1. Perturbation des points périodiques. 

Posons VtXia)(<p) = m>l 
1 

4n T2«-y=x} <p(y)S2nf(y)l[0,a](S2nf(y))-

Du lemme 3.1.1 découlent les deux inégalités suivantes : 

+00 

i=l 

{y\T(y)=x}{y\T 
<x 

2 

+00 

¿=1 

S2nf(y)l[0,aw<<](S2nf(y)) (*) 

et 

V(a)< 
+ 00 

i=l 

S2nf(y)l[0,a](S2n 
<< 

2 

+00 

i=l 
N(x(^,a+ek)(1Ii) (**) 

avec lim^-^+oo ek = 0. 
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Étape 2. Théorème du renouvellement harmonique et comportement de 
S2nf(y)l[0x< 

On a V(Xta)((p) = h(x) 
4 >n>l 

1 
n. 

p2n <8>£a) (x,à) avec Ça(t) -te ^ [ . ^ ( t ) , 

En approchant alors £a par une fonction en escalier et en appliquant le théorème de 
renouvellement harmonique au couple (P2, / + / o T) , on montre que V(x^(tp) est 

équivalent à h(x) 
4 

ea 
o 

p(t)dt lorsque a tend vers -foo 

Étape 3. Asymptotique de V(a). 

Le lemme de Fatou permet de passer à la limite en a dans l'inégalité (*) de l'étape 1 ; 
pour faire de même dans l'inégalité (**), on adapte le lemme 3.1.2 et on utilise le 
théorème de convergence dominée de Lebesgue. On conclut en faisant tendre k vers 
+CO. 

143 





5 ETUDE DU COMPORTEMENT 

ASYMPTOTIQUE DU POTENTIEL 

HARMONIQUE D'UNE MARCHE DE 

MARKOV SUR R 

On considère un espace métrique compact (X, d) et une probabilité de transition 
Q(x,dy) sur X . Soit (Xn)n>o une chaîne de Markov de noyau Q sur X , définie 
sur un espace probabilisé (ÎîjîjP). Le noyau Q contrôle les transitions du processus 
(Xn)n>o : le point x E X est transformé en y avec la probabilité Q(x, dy). On associe 
au noyau Q un opérateur (noté encore Q) défini sur l'espace des fonctions boréliennes 
bornées ip sur X par : 

Vx G X , Q<p(x) = 
Jx 

<p(y)Q(x,dy). 

Soit g une fonction borélienne positive sur X ; on établit sous certaines hypothèses 
un théorème limite relatif aux sommes ergodiques Sn = ^22=i # № 0 - Pour ce faire, 
on se place sur l'espace produit X x R et l'on considère sur cet espace la chaîne 
de Markov (Xn, 5n)n>o de noyau de transition Q : le point (x, s) est transformé en 
(y, s —g (y)) avec la probabilité Q(x, dy). Ainsi, pour toute fonction borélienne bornée 
(p sur X x R, on a 

Q<p(x,s) = 
< 

<p(y,s-g(y))Q(x,dy)x<. 

Fixons (x,a) e X x R. Les trajectoires partant de (x,à) de la chaîne (Xn, 5n)n>o 
s'écrivent (Xn(u), 5n(cj))n>0 avec X0(u) = x et Sn(v) = a-J2k=i 9(Xk(u)). Notons 
que les transitions sur X x R de cette chaîne sont gouvernées par le noyau Q ; on dit 
que (Xn,5n)n>o est une chaîne semi-markovienne sur X x R. Le processus (5n)n>o 
apparaît comme une généralisation des marches aléatoires à pas indépendants sur R 
et est parfois appelé « marche de Markov » sur R ([12]). 

Fixons un intervalle I dans R. Le théorème du renouvellement ([5]) donne le 
comportement asymptotique du temps moyen de passage T^X^{I) dans l'intervalle 
/ du processus (Sn)n>o lorsque le point origine So = a est « rejeté » en +00 ; 
l'expression « temps moyen » signifie que l'on pondère les différentes trajectoires du 
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processus (5n)n>o par leurs probabilités de réalisation. Si on note E(x?a)[(£>(Xn, Sn)] = 
E[^(Xn,5n)|S2nf(y)l[0,a]( ] , o n a : 

T(x,a)(I) = E(x,û 

n>0 

l / (5n) 

n>0 

Q n ( l x ® l / ) ( x , a ) . 

Lorsque g est constante sur R, égale à £" > 0, pour tout u G O on a £n(c<;) = 
S'o(^) — nE\ ainsi pour toute trajectoire partant de a assez grand, le temps moyen 
de passage dans / est approximativement où m(I) désigne la longueur de I. 
Si g n'est pas constante, le fait de « rejeter » a en +00, permet d'atteindre un 
régime stationnaire lors du passage dans l'intervalle I\ on peut alors remplacer g 
par « la valeur moyenne » E des variables aléatoires g(Xk) ce qui donne le même 
comportement asymptotique que lorsque g est constante. 

Nous introduisons la famille (QA)AGM des opérateurs « transformée de Fourier » 
associés au couple (Q,g) et définis, pour toute fonction borélienne bornée ip sur X , 

par 

Q\<p(x) = 
X 

<p(y)e%x°WQ(xM 

Soit L(X) l'espace des fonctions lioschitziennes sur X, muni de la norme 

IMI = M r» +™(<P) avec \(p\ = suvxGX\(p(x)\ et mUp) = sup 
x,yex 
x^y 

\<p(x)-<p(y) I 
d(x,y) 

Introduisons les hypothèses suivantes : 

Ho Q opère sur L(X). 

Hi 77 existe sur X une unique mesure de probabilité Q-invariante fx et le rayon 
spectral sur L{X) de ^opérateur R = Q — /i est strictement inférieur à 1. 

H2 Le rayon spectral sur L(X) des opérateurs Q\ est inférieur ou égal à 1 et, pour 
X non nul, l'opérateur (I — Q\) est inversible sur L{X). 

H3 supx€X Qg3(x) < +00 et fx g(x) n(dx) > 0. 

H4 Les opérateurs Q\ opèrent sur L(X) et la fonction X -» Q\ est de classe C3 de 
(E, | . | ) dans l'espace de Banach ( £ ( L ( X ) , ||. | | ) , ||. ||) des applications linéaires 
sur (L(X). Il. Il) muni de la norme usuelle. 

Lorsque g est une fonction lipschitzienne et positive sur X , l'hypothèse H3 est 
satisfaite; si de plus, Q opère sur L(X) (hypothèse Ho), il en est de même pour 
les opérateurs Q\ et l'on montre aisément que la fonction À i-> Q\ est (?°° de R 
dans £ ( L ( X ) , y. ||) ([13]). Dans l'exemple que nous traitons, g{x) = —21ogx n'est 
pas lipschitzienne sur ]0,1], la condition H4 ne se déduit donc plus des hypothèses 
Ho et H3 ; la « géométrie » de l'opérateur P intervient alors fortement. Enfin, 
l'hypothèse H2 est parfois délicate à vérifier ([26], [28]) ; dans l'exemple géométrique 
traité ici, la vérification de cette condition repose sur le théorème de Ionescu-Tulcea 
et Marinescu [16]. Dans ce qui suit, m désigne la mesure de Lebesgue sur R et l'on 
pose fi(g) = Jx g(x) fi{dx). 
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Théorème 5.0.1 (Théorème du renouvellement). — Supposons que le couple (Q, g) 

vérifie les hypothèses Ho, H\, H2, H$ et H4. Alors, lorsque a tend vers +00, la 

famille de mesures ( ^n=o Qn((xi °)-> dydi) ) converge vaguement vers la mesure 
V / a>0 

j^/ji(dy) (g) m(dt), uniformément par rapport à x e X. 

On trouve dans ([13]) une preuve de ce théorème dans le cas particulier où g G L(X). 
Le problème de la convergence uniforme est traité en détail dans ([25]). Enfin, dans 
([2]) est abordé le cas où la fonction g prend ses valeurs dans Rd, d > 1. Sous les 
hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4 la preuve s'adapte aisément. Dans le paragraphe 5.1, 
nous établissons une variante de ce théorème. 

Théorème 5.0.2 (Théorème du renouvellement harmonique). — Sous les hypothèses 

Ho, Hi, H2, H3 et H4, la famille de mesures Q JU>1 1 
n 

ôn [(x, a), dydi) 
a>0 

converge 

vaguement lorsque a tend vers +00 vers la mesure fi(dy) ®m(dt), uniformément par 
rapport à x G X. 

Dans le paragraphe 5.2, nous montrerons que le couple (P, / ) introduit dans le 
paragraphe 3 vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4. 

5.1 Démonstration du théorème du renouvellement harmonique 

Par un argument probabiliste classique ([5]), il suffit pour prouver le théorème 5.0.2 
de montrer que, pour tout fonction </? G L(X) et toute fonction u strictement positive 
sur M et dont la transformée de Fourier û est C000 à support compact, on a : 

lim sup 
a->+ooxeX 

a 

+00 

71 = 1 

1 

n 
Qn(cp®u)(x,a) x<< 

<x 
u(y) dy : 0. 

En utilisant la transformée de Fourier inverse, on établit les égalités suivantes : 

V£ G [0,1[ 
+00 

n=l 

tn 

n 
Qn((p®u)(x,a) 

4-00 

E n=l 

5n_1(5N(^(8)u)(a:,a) ds 

>t +00 

0 n=l 

*n_1%,o)b(*n)u(a + Sn)] ds 

wx< 

r0 71=1 

s^E^oMXn] 
1 

2tt x< 
û(A)eiA(fl+5»>dA] ds 

1 

2tt < 
eiXaû{\) 

<x<< 

'0 n=l 
s^Qlipix) ds dX 

l'intervertion des signes ]T et f étant possible puisque t G [0,1[. 
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Comme s G 0 , 1 , les opérateurs (I — sQ\) sont inversibles sur L(X) et l'on a 
-t-oo 
'71=1 

sn-1Q5 = (I - sQx)'1 o Q\. Posons alors 

S2nf(y)l[0,a](S2 1 

2tt < 
eiAaÛ(A) 

/0 

w 
(I-8Qx)-L(Q\<p)(x)d8w< dX; 

pour démontrer le théorème 5.0.2, il nous faut établir la convergence suivante : 

lim sup a }[™ h*,**) (w, <p) - /x(y?)û(0) = 0. 

L'étude, lorsque t —> 1, de l'intégrale J0*(J - sQx)~1(Q\<p)(x) ds est étroitement liée 
au comportement au voisinage de 0 de la fonction A 4 ( I - SQA)-1 (définie sur R* 
d'après l'hypothèse H A Le lemme suivant est démontré à la fin de ce paragraphe. 

Lemme 5.1.1. — Sous les hypothèses HQ, HI, H% et H4, il existe S > 0 tel que 

VA G [S, 5] Q\ = k(X)fj,\ + R\w< 

où 

1. k(X) est la valeur propre dominante de Q\ sur L(X). 

2. ii\ est le projecteur propre sur L(X) associé à k(X) et R\ est un opérateur borné 
sur L de rayon spectral p(R\) strictement inférieur à 1. 

S. R\fi\ = [i\R\ = 0. 

4. Les fonctions X —> k(X), R\, n\ sont de classe (r*3 sur [—6,6]. 

De plus, il existe une fonction 0: X h» 0(X) de classe C1 sur [—S, S] telle que 
k(X) = l + iu(q)X + X20(X). 

Décomposons û en û\ + ^ 2 , le support (compact) U\ de û\ étant inclu dans R* et celui 
de {¿2 dans [S, S], Sous les hypothèses H2 et H4, la fonction (s, A) i-> ( / — SQA)-1 est 
de classe (?3 sur [0,1] x R*. Elle est donc bornée sur [0,1] x U\, ainsi que ses dérivées 
jusqu'à l'ordre 3 ; en particulier, il existe une constante K\ (indépendante de x G X 
puisque les opérateurs mis en jeu sont bornés sur L(X)) telle que pour tout a > 0 et 
tout x G X , on ait 

lrm/(X)M)(ui,<¿?) 
x< 

a3 ' 

inégalité qui découle du lemme classique suivant : 

Lemme 5.1.2. — Soient k G N* et f une fonction de classe £k sur R. On suppose 
que les fonctions /,/',.-• > f^ sont integrables sur R. Alors, pour tout réel a, on a 

ak 
JR 

eixaf{x) dx 
/R 1 

f(k)(x) dx. 
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Étudions maintenant l'intégrale I(x,a,t)(u2i(p)- D'après le lemme 5.1.2, pour tous 
s e [0,1[ et A e [S, -S], on a : 

(I-sQx)-1 
1 

1 - sk(X) 
-fix + (/ - sRx) -i 

Notons J(Xi<ht) l'intégrale ^ fReiXaû2(X) [fQ(I - sRx) 1{Qx<p)(x)ds) dX. La fonc

tion (5, A) 1—> (/ — sRx)~x étant de classe (?3 sur [0,1] x [S, S], il existe, comme pour 

l'intégrale /(x,a,*)( î> <p)> une constante i f 2 > 0 telle que pour tout a > 0 et tout 

x G A , on ait : 

lim J(x,a,t) 
K2 

a3 

Il nous reste donc à étudier le comportement lorsque t —> 1 de l'intégrale 

J(x,a,t) 
1 

27T R 
elXaÛ2(X)fix(Qx^)(x) 

t 

lo 

ds 

1 - sk(X) 
dX. 

Pour ce faire, on effectue une intégration par partie, si bien que cette intégrale se 
décompose en if(x,a,t) + £(*,a,*) avec 

K(x,a,t) 
- 1 

2ina 'R 
eiXaÛ2(X)iix(Qxip)(x] 

k'(X) 

k(X) 

t 

1 - tk(X) 
-dX 

L(x,a,t) — 
- 1 

2iira , JR 

eiXo d 

,dx 
(û2(X)fix(Qxv)(x)) û2(X)nx(Qx<p(x)) 

k'(X) 

k(X) '0 

ds 

1 - sk(X) 
dX. 

L'étude du comportement lorsque t tend vers 1 de l'intégrale if(x,a,t) est délicate et 
fait apparaître une identité approchée. Le lemme suivant est démontré à la fin du 
paragraphe. 

Lemme 5.1.3. — Soit f une fonction continue sur [—S, S] telle que 

X —> b(X) = f(xï~f(°ï admette un prolongement continu en 0. On a 

lim 
< 

'S 
eiXa f(X) 

1 - tk(X) 
dX 

/ (0 ) 
<< 7T + 

< 

!-ô 

sin Xa 

X dX 
i 

<<< 

<x 

-ô 
b(X)eiXadX 

i 

<c< 

< 

/-s 

Xf(X)6(X) 

1 - k(X) 
eiXadX. 

Appliquons le lemme 5.1.3 à la fonction fx(X) = u2{X)fix{Qx^p){x) e'(A) 

k(X) 
Cette 

fonction étant de classe C sur \—ô, S], la fonction b^ : A ^ fxM-fx(0) 
x est continûment 

derivable sur [—5, ô] ; on obtient alors, via le lemme 5.1.3, l'existence d'une constante 
K3 > 0 telle que, pour tout a > 0 et x e X , on ait : 

lim aK{x^t) - Mv>)û(o) 
C3 

a 
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Enfin notons que la fonction À h-> ni 
Jo 

ds 
l-sk(X) 

est integrable sur [—5,5]. L'intégrale 

L(x,a,t) converge donc, quand t tend vers 1, vers 

£(x,a,l) — 
- 1 

2i7ra 
ei\a 

'R 

d 

dx 
(û2{\)n\{Q\(p){x)) S2nf(y)l[0,a](S2n fc'(A) 

k(X) 

i 

Jo 

ds 

1 - sk(X) 
dX. 

et l'on a supzçx a L(x a D < +oo. Par conséquent, on a de même 

supxGx a 
a>0 

S2nf(y)l[0,a](S < +oo. En remplaçant dans l'intégrale Jï a tx la fonction 

A 4 û2(X)nx(Q\y)(x) par A d (û2(\)ii\(Q\<p)(x)) û2(X)vx(Q\(p)(x) xw< 
fc(A) on 

obtient l'existence d'une constante K4 > 0 telle que, pour tout x € X et tout a > 0, 
on ait 

limL(x,M) 
K4 

a2 ' 

Pour résumer, on a décomposé I(x^a^(u,(p) en /(x,a,t)(^i,^) + ^a,*) + ^(x,o,t) + 
L(x,a,t) et établi l'existence de constantes Ki, K2, K% et K4 telles que 

lim aI{x^t)(uU(p) 
w< 

a2 

J™ajr(x,o,t) 
#2 
a2 

lim aK^x^t) - fz(<p)â(0) 
#3 

a 

et lim aL(x^t) 
# 4 

< 

[ nous reste à démontrer les lemmes 5.1.1 et 5.1.3. 

Démonstration du lemme 5.1.1. — La décomposition spectrale sur L(X) des 
opérateurs QA, A E [—5,5], découle de celle de Q et du fait que Q\ est une perturbation 
de classe (£3 de l'opérateur Q au voisinage de 0. Pour obtenir la dernière assertion du 
lemme, il suffit de faire le développement limité d'ordre 3 de k{X) au voisinage de 0 
et de calculer k'(0) ; ce dernier point mérite d'être explicité. Pour tout n > 1, on a 

Qx/ l{x)=Ex e 
ixLsn 

k 
X 

n 

n 
fix/ni{x) + m/ni(x). 

En dérivant, on obtient 

i 

n 
Ex Sne 

iX/nSn 
= k' 

A 

n 
k 

A 

<x 

v n—1 
/ZA/nl(z) + 

1 
+ 

n 
k 

' A 

n 

n 

'n l(x) 
1 

n 

n-1 

e=o 

R{, R'x/ R^-'lix) 
In. 'n. /n 

d'où 

- E * [5n] = fc'(0) 
n 

1 

n 
x<ww< 

1X< 

n 
R^R'lix) 
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On conclut en intégrant les deux membres de l'égalité par rapport à la mesure \x puis 
en faisant tendre n vers +00. 

Démonstration du lemme 5.1.3. — On a 

rô 

-s 
f(X)eiXa 

1 

l-tk(X) 

1 

1 - t(l + w(g)X) 
dX = t 

< 

'-s 

A2/(A)6(A) 

( l - t f c ( À ) ) ( l - t ( l + vx(ff)A)) 
eiXadX 

ainsi, grâce au théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient 

lim 
t->i 

*8 

<x 
f(X)eiXa 

1 

1 - tk(X) 
<x 

1 

1 - t(l + ifi(g)X) 
dX x 

1 

<v< 

»8 

J-ô 

A/(A)B(A) 

1 - jfe(A) 
eiXadX. 

Par ailleurs 

< 

R-<5 

f(X)eiXa 

l-t(l + iii{g)X) 
-dX = 

.<5 

-ô 

1-t 

(1 - t)2 + t2fi(g)2X2 
:f{X)eiXadX + 

tifx(g) 

2 

x< 

'-s 

X(f(X)eiXa - f{-X)e~iXa) 

(l-t)2+t2fji{g)2X2x<< 
d\ 

d'où 

lim 
*<5 

J-ô 

f(X)eiXa 

1 - t(l + z//(#)A) 
dA 

/ (0) 
<x< 

7T + 
,6 

'-<5 

sin Xa 

X 
dX 

i 

via) 

-5 

-(5 
6(A)eïAadA. 

5.2 Le couple (P, / ) vérifie les hypothèses H0, Hi , H2, H3, H4 

Introduisons les « opérateurs de Fourier » (P\)\çr définis, pour toute fonction 
borélienne bornée ip sur [0,1] et pour x G [0,1], par P\(p(x) = P(e'lX^cp)(x), ce qui 
s'écrit encore 

P\V(x) = 
x< 

n=l 

1< 

(n + x)(n + 1 + a;) 
_e2iAlog(n+x)̂  1 

,72 + X 

Soit L l'espace des fonctions lipschitziennes sur [0,1], norme par 
Il ^11 — l^loo + m(^) ou l-loo désigne la norme de la convergence uniforme sur 
[0,1] et m((p) — sup̂ -éy ^^lZy\v^ ; l'espace (L, | | . | | ) est un R-espace de Banach 
et l'application identité est compacte de (L, ||. ||) dans (L, |. 1 ^ ) . Nous allons montrer 
que les opérateurs P\ opèrent sur L et contrôler leur spectre sur cet espace. Dans la 
proposition suivante, v désigne la mesure de Gauss introduite dans le paragraphe 2.2. 

Proposition 5.2.1. — 

1. L'opérateur P opère sur L et le rayon spectral sur L de l'opérateur P — v est 
strictement inférieur à 1. 

2. Pour X non nul, l'opérateur P\ opère sur L et son rayon spectral sur L est 
strictement inférieur à 1. 
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Démonstration. — Nous énonçons tout d'abord deux lemmes dont les preuves 
reposent sur des arguments développés dans ([14]) et qui vont nous permettre de 
contrôler le spectre des opérateurs P\. 

Lemme 5.2.2. — i7 existe deux constantes positives A et B telles que, pour toute 
fonction ip E L et tout réel X, on ait 

| f t ¥ > l o o < M o o et \\Px<p\\ 5/8!MI + 04 + £ | A | ) M o o -

Lemme 5.2.3. — Soient (p e L et a un nombre complexe de module 1. Si P\tp = aip, 
alors a = 1, À = 0, et ip est constante sur [0,1]. 

Les inégalités du lemme 5.2.2 montrent que, pour tout À E M, l'opérateur P\ est un 
opérateur de Doeblin-Fortet sur L à puissances bornées ([16], [24]) ; ainsi d'après le 
théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu ([16], [24]), P\ a au plus un nombre fini 
de valeurs propres de module 1, les sous-espaces propres associés sont de dimension 
finie et le reste du spectre est inclu dans un disque de rayon strictement inférieur à 1. 
Lorsque À est non nul, l'opérateur P\ ne possède pas de valeur propre de module 1 
(lemme 5.2.3) si bien que son rayon spectral est strictement inférieur à 1. (Hypothèse 
H2). En revanche, pour À = 0, la valeur propre 1 est simple, l'espace propre ker(P—Id) 
est celui des fonctions constantes sur [0,1], et le projecteur propre associé à 1 s'identifie 
à une mesure de probabilité P-invariante sur [0,1]. Ainsi, on peut écrire P — v + R 

avec p(R) = lim+00 \\Rn || n < 1. (Hypothèse Hi). 

Démonstration du lemme 5.2.2. — La première inégalité découle du fait que P 
est un opérateur markovien sur [0,1]. Posons pn(x) — l+a 

(n+x)(n-\-l+x) pour tous 
x, y G [0,1] et n > 1, on a 

\Px<p(x) - PMy)\ <\v>\x 
'+OO 

,71 = 1 

\Pn(x) -Pn(y)\ 

x< 

71=1 

Pn(y) eiAIog(n+a;) - e-iXlo^n+y) 

+00 

71 = 1 

<c< <x 
1 

n + X -ip 
1 

n + y 

< M o c 6\x-y\ 
+00 

71 = 1 

1 

n2 

+00 

71=1 
Pniy sin 

'À 

2 
log 

n + x" 

n + y 

+ m(<p) 
4-00 

71=1 

Pniy) 
n2 

\x~y\ 

d'où la seconde inégalité du lemme. 

Démonstration du lemme 5.2.3. — Considérons d'abord le cas où À = 0. Les égalités 
P((p) = eî(V et i/P = v entraînent P\(p\(x) = |<p(sc)|, ^(cte)-presque sûrement; les 
fonctions (p et P(p étant continues sur [0,1] et le support de v étant [0,1], cette égalité 
est en fait satisfaite pour tous les points x de [0,1]. 
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Soient xo et x\ dans [0,1] tels que \<p(xo) | = infxe[o,i] I et 

I <p{xi) I — suPrce[o,i] I <f(x) I 5 Par convexité on a 

V n > l \<p(x0)\ w< 
1 

n + x0 
et |<p(xi)| = w< 

1 

<x<<x< 

En faisant tendre n vers +co, on obtient | tp(xo) | = | </?(0) | et | <p(x±) \ = \ <p(0) | ; ainsi, 
ip est de module constant sur [0,1]. 

Montrons à présent que la fonction ip est constante sur [0,1] ; en supposant ip non 
nulle, l'égalité P<p = e%ey> nous donne 

VxG [0, l ] ,Vn> 1 ip 
1 

n + xy 
S2nf(y)la] 

Ainsi, pour tout x G [0,1J, on a ip(x) = e tuip(0) ; la fonction </? est donc constante 
sur [0,1] et eid = 1. 

Considérons à présent le cas où A est quelconque. Les égalités P\<p = exQip et vP = v 
entraînent P\ip \ = \ ip \ et donc ip est de module constant sur [0,1]. Par convexité, on 
obtient 

\fx G [o,i] , Vn > i e2i\ log(n+x)̂  1 

S2nf(y) 
é\{x) 

d'Où limn^+00 e2*Alog(n+x) = e xv<<< 
<P{0) 

en particulier 

limn-^+oo e2iA log(2n + x) 
S2nf(yx< 

_ e2iAlog2 : 1 et limn_>+00 g2iA log(3n + :r) 
e2iA log(n + cc) 

_ e2iAlog3 1, d'où 

A = 0. Pour A 7̂  0, lopérateur P\ ne possède donc pas de valeur propre de module 1. 

Il nous reste à étudier la régularité de la fonction P\. Nous avons la 

Proposition 5.2.4. — L'application A »-» P\ est développable en série entière en tout 

point de R. 

Démonstration. — Fixons Aq G R ; pour tout t G R on a 

Pxo+Mx) = P 
'+oo 

e=o 

'itY 
< 

eiXofftp (x). 

Nous allons montrer que pour 11| assez petit la série >+oo 
<x jPA 

ei\0f f£ egt normaie_ 

ment convergente dans (L, ||. | | ) . En posant alors 

V ^ G L SN(Xo,t)(<p) = 
N 

x<< 

(itY 
w< 

P(eiXoff<p) 

on en déduit que la suite d'opérateurs (<S7v(Ao,i)).w>i converge vers P\0+t dans 
l'espace (£(L, | | . | | ) , | | . | | ) des applications linéaires de (L, | | . | | ) ; ainsi la fonction 
À i—> P\ est développable en série entière au voisinage de Aq et 

W>l,V<p€L 
dPx 

dX 
x<w^ùm ieP(eiX°f fip). 
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Il nous suffit donc de montrer que la série v + OO 
d=0 

(it)e 
il 

elX°f f£ est normalement 
convergente dans (L, ||. | | ) . 

Pour tout n > 1 et pour tout x G [0,1], posons fn{x) = 21og(n + x) ; on a 
l/nloo < 21og(n+ 1), m(/n) < 2 et pour tout A G R, | |ciA^ Il < 1 + |A |m(/n) . 

Par ailleurs, il existe K > 0 tel que pour tout n > 1, \\pn \\ < K 
n2 

Il existe donc une 
constante C > 0 telle que 

\P{eiXof)f)\ 

x< 

71=1 

l | P n | | | | e ^ | | \\fn\\£ 

<C 
+oo 

71=1 

(2 + 21og(n + l))* 

n2 

Notons que la somme w< 
<£=0 

x< 
m = l 

Iti* 
< 

(2+21og(n+l))' 
n2 

= e2\t\ ^7l>] 
(n+l)2"'" 

7l2 
est finie 

si \t\ < w 
/2 par conséquent, pour \ t\ < i '2 

la série +oo 
£=0 

l i l i 
¿1 

I P(eiXof)fe I converge. 
Ceci achève la démonstration de la proposition 5.2.4. 
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6 PERTURBATION DE LA METRIQUE DE 

POINCARÉ SUR M 

Fixons à présent une perturbation g£ de la métrique de Poincaré sur M. On note d£ la 
distance induite par la métrique relevée sur H2, K£ la courbure de g£ et d la distance 
de Poincaré sur H2. On rappelle que les deux hypothèses suivantes sont vérifiées : 

1. Pour tous zi, zo G H2, 

(l+e)-1d(z1,z2) < d£{zuz2) < (1 + e)d(zu z2). 

2. Il existe b G]0,1] et R > 0 tels que pour tout z G H2, Ke(z) < -b2 < 0. et 
KÀz) = -1 si Imz > R. 

L'hypothèse (1) traduit le fait que les espaces métriques (H2 ,^ ) et (H2,d) sont 
quasi-isométriques et l'hypothèse (2) entraîne que (M2,d£) est un CAT(—fr2)-espace 
[4]. On note d£M2 son bord (au sens des classes d'équivalences de rayons géodésiques 
asvmptotes) et dE2 = R U i c o ) . 

6.1 Codage des géodésiques fermées de ( M , g£) 

Soient £ G d£M2 et r£(t) un rayon géodésique pointé en £. Étant donnés zi,z2 G 
H2, la limite, quand t tend vers H-oo, de d£(zi, r£(t)) — d£(z2,r£(t)) existe et est 
indépendante du rayon choisi, on la note B^{z\,z2) ([4], [11]). Géométriquement 

^ | (^ i5^2) correspond à la distance entre les horosphères basées en £ et passant 
respectivement par z\, z2. Si £7 est le point fixe attractif d'une isométrie hyperbolique 
7 de (H2, d£), la quantité £?| (2,7(2)) est indépendante de z et correspond au 
déplacement d1 d'un point de l'axe de 7 sous l'action de 7. Nous choisissons comme 
point base dans H2 le point z, on pose : 

dy = B |7(t,7(<)). 

Soient £1,^2 £ d£M2 et z un point appartenant à la géodésique passant par £1 et 
£2 ; le produit de Gromov (£1 | £2)e défini par 

( 6 1 6 ) , 
w< 
c<v (S ? x ( M Bl(i,z)) 
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est indépendant du point z et représente, au signe près, la distance entre les 
horosphères passant par i et basées respectivement en £1, £2-

Considérons sur <9eHI2 x <9eHI2 l'application D£ définie par 

S2nf(y)l[0,a]f)) 

S2nf(y)l[0,a]2 (i, zi) 
(où b est la borne supérieure de la courbure Ke). 

L'espace M2 muni de la distance bd£ étant un CAT(-l)-espace, D£ est une distance 
visuelle sur d£M2 ([4]). Ce résultat est dû à M. Bourdon que nous remercions ici pour 
les éclaircissements qu'il nous a apportés sur les C AT (—1)-espaces. On note Do = D. 

Le théorème suivant établit une correspondance entre les deux espaces métriques 
a i 2 , a ) et (du2,D). 

Théorème 6.1.1 ([11]Proposition 4.14). — L'application (W2,d£) (H2,d) s'étend 
en un homéomorphisme bi-Hôlder (d£W2,D£) (dW2,D) équivariant par rapport à 
l'action de PSL2(Z) (Le. (^07 = 7 0 ^ . 

Soient zi, z2 G H2 ; on définit le produit de Gromov sur (H2, d£) par 

(zi I z2)£ 72 {de(i, zi) + de(z, z2) - d£(zuz2)). 

On note (zi | ¿2)0 — (zi I z2). Les espaces (H2, d) et (M2, d£) étant quasi-isométriques, 
il existe Ax > 0 tel que ([11] p. 90) 

(l + s ) " 1 ^ ! \z2)-Al (zi I z2\ (l+e)(z! I z2) + Ax. (*) 

Considérons £1,^2 € d£M2 et ri(i),r2(t) les rayons géodésiques issus de i et pointés 
respectivement en £i,£2- En appliquant l'inégalité (*) à r\(t) et r2{t) et en utilisant 
le fait que limt^+0o(iri(t),r2(t))e = (£1 I &)e on conclut qu'il existe B > 1 tel que 

1 

B [D{<p(Zi)Mb))] 
x<< (i, zi) + de(z 

(i, zi) + de(z, B[i%(Éi) ,V>(6))] 
xc< 

(**) 

Cette inégalité précise le théorème 6.1.1. On déduit du théorème 6.1.1 le 

Corollaire 6.1.2. — 

1. Une transformation de PSL2(Z) fixe le même nombre de points sur d£M2 que 
sur dB2. 

2. L'ensemble limite de PSL2(Z) agissant sur (H2,de) est d£M2. 

Notons £_i le point fixe de r_i agissant sur ĉ IHI2 et A l'ensemble d£W2 privé de 
l'orbite sous PSL2(Z) de En utilisant le théorème 6.1.1 et le codage des points 
de R — Q en fractions continues développé dans le paragraphe 1, on obtient la 
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Proposition 6.1.3 (codage des points de A ) . Soit £ G A , il existe une unique suite 
o ; ( 0 de PSL2(Z) 

o;(£) =Trsn\r^2,Trsn3,... own, G N* et r , sÇ { ± 1 } 

(i, zi) + de(z, z 
£ = lim rrsni • r(s™l)fc+lr(£-l)-

Notation. — On note A+ l'ensemble des £ G A tels que le premier terme de a;(£) soit 
de la forme T™± ou r f avec n G N*. (Remarquons que ^ ( ^ + ) = ^ + _ Q+)• 

On rappelle (proposition 1.2.1) que toute transformation hyperbolique de PSL2(Z) 
est conjuguée à une transformation de la forme T^T™* • • • r™£ avec r G { ± 1 } , G 2N*, 
et G N*. Considérons à présent une géodésique primitive fermée â sur (M,g£) de 
longueur £e(a), il existe donc 7 = t^t™2 • • • t!!£ dont l'axe se projette sur â. Notons 
£7 le point fixe attractif de 7 sur <9eHI2, on a la relation : 

4 ( â ) cw< (zu z2). 

Soient £ G A + et uj\ le premier terme de la suite on définit Te : A + —>• A + et 
f£ : A + - > A + par : 

r e ( 0 = ^ e t / e ( 0 = B|(<,û;i(0)-

Remarquons que £7 = £7 et 5fc/£(£7) = /e(£7) H h /e(Tfe-1£7) = 4 ( « ) . Fixons 
a > 0 et notons 7re(a) le nombre de géodésiques primitives fermées orientées de (M, g£) 
de longueur au plus a, en reprenant les arguments développés dans le paragraphe 1, 
on obtient la relation : 

7T£{a) = 

+00 

n=l 

1 

2n 
# { £ G A + | I ; 2 " £ = £, 2n plus petite période de £, £2n./e(£) ^ a 

Remarque. — Si £ = 0, autrement dit si la courbure est constante on obtient 

7T0(a) = 
+00 

n=l 

1 

2n # [a; G E+ \ Q+ I T02n:z = 2n plus petite période de 52n/o0z) < a 

Cette expression de 7ro(a) diffère de celle donnée à la fin du paragraphe 1, toutefois 
en prenant l'image de l'intervalle [l ,+oo[ par la transformation 1/x, en remplaçant 

Tb par l'application de Gauss T et fo(x) par f(x) == logx (qui est cohomologue à 
Bx(i,r™\ï) si x = [m,n2, . . . ] ) , on retrouve l'expression initiale de 7To(a). 

6.2 Transformation dilatante et mesure T€-invariante sur A+ 

En revenant à la définition de D£ et en utilisant les propriétés de JE?|(2I,Z2) on 

obtient pour tout 7 G PSL2(Z) et tous £i,£2 G <9eHI2 : 

0e ( 7 ( 6 ) , 7 ( 6 ) ) 
e|(B|i(i,7-(i))+B|2(i,7-(i)))^(656)>(i, zi) + de(z, z 

(*) 
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Remarquons que si 7 est parabolique et si £7 est son point fixe B^ (z, 7(i, zi) + de(z, zw<<< = 0. 

En effet, Blii^-^i)) = ^ ( ^ " " ( i ) ) < H ( * > T n ( 0 ) < £(1+e)d(»,7-n(t)) 

avec linin-j.+oo ^d£(i, 7_n(i)) = 0. On obtient en particulier 

(i, zi) + de(z, z (i, zi) +w(i, zi) + d de(z, z 

On rappelle que /e(£) = Bî{i,T™{i)) où est le premier terme du développement 

de£. 

Proposition 6.2. L Il existe SQ > 0, N G N* et a > 0 £e/s çtte po^r tout 0 < e < £Q 

et £ e A+ , 
S * / e ( 0 > a. 

En utilisant la relation (*) on déduit le 

Corollaire 6.2.2. — Pour tout 0 < e < s$, il existe /3 > 1 tel que pour tout £ G A+ 
dont le développement commence par r™1, r™*,... , r!!^ on ai£ ; 

cB|(i,r»IO+Bî,(0(t,T:;O+-+BjJV-1(0(i,T:^t) w< 

-En particulier si £i, £2 £ A+ e£ sz a;(£i),^(£2) commencent par les mêmes N premiers 
termes alors 

£ > e ( ï f & , 2 f & ) 
(i, zi) + de(z, z 
(i, zi) + de(z, z 

Avant de démontrer la proposition, commençons par démontrer les deux lemmes 
suivants. 

Lemme 6.2.3. — // existe A > 0 tel que pour tous £ G d£M2 e h G I 2 

(1 + e)-1 (ByM(i, z) - (e2 + 2e) d(i, z)) - A < BUi,z) 

< (1 + £)(Bv(o(«, s) + ( l - (1 + e)"2) d(t, 2)) + A 

Démonstration. — Soient £ G A et re(£) le rayon géodésique issu de i dans (H2,d) 
et pointé en £ ; pour tout 2 G H2 

lim (2 I re(t))e 
£—•+00 

1 

2V 
(i, zi) + dw<<<e(z, z 

De même si r(£) représente la rayon géodésique issu de i dans (M2,d) et pointé en 
(i, zi) d 

lim (2 I KO) 
1 

2 
{d(z,i) + Btfi{i)(i,z)) 

Appliquons l'inégalité (*) du paragraphe 6.1 aux points rAt) et z : 

Q + e)n::^ù,<<-\z\rt$))-Ax<{z\r&y)e (l + e)(z |re(«)) + i4i. (6.1) 
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Pour faire tendre t vers +00, nous avons à estimer (z \ r£{t)). Le demi-plan de Poincaré 
étant log3-hyperbolique, on a ([11] p. 28) : 

{z I r£(t)) > mm{(z I r(t)), (r(t) | r£(t))} - log3. (6.2) 

Par ailleurs, le triangle géodésique de sommets re(t), r(t), i est 41og3-fin ([11] p. 41), 
et donc ([11] p. 38) : 

d(i,[rM),r(t)]) < (rM) I r(t)) +41o<xg3<. (6.3) 

Les points r£(t) et r(t) convergent vers </?(£), ce qui entraîne que la distance du 
point i au segment géodésique [re(£), r(£)] converge vers +00. On déduit alors des 
inégalités 6.2 et 6.3 que pour t grand 

(z\r£(t))>{z\r(t))-\og3w<.wx<< 

L'inégalité suivante (pour t grand) découle alors de 6.1 : 

(1 + e)-\z I r(t)) - (1 + e)-1 log3 - A1<(z\ r£(t))£. 

En faisant tendre t vers +00 et en utilisant l'hypothèse de quasi-isométrie 
de(h z) < (1 + e) d(i, z), on obtient l'existence d'une constante B G M telle que pour 
tous z G M2 et £ G A+ : 

(1 + e^B^ihz) + d(i,z)[(l + s)-1 - (1 + e)] + -B < J3f (î,z). 

La majoration est obtenue en intervertissant les rôles de d£ et d. 

Lemme 6.2.4. — 77 existe sq > 0 et rj > 0 tels que pour tous 0 < e < €0 et 
x G R+—Q+ dont le développement en fractions continues estr™1, r!!2,... , t^^m-i^» • • • 
Vinéqalité suivante soit satisfaite : 

Bx (i, t?1 (1)) - (2e + e2) d (i, (i)) > t). 

Démonstration. — Soit r c ^ Q e t O < a : < l , son développement en fractions 
continues est de la forme T™\T™2T™\ • • •. On pose x\ = rZ\xx. Un calcul élémentaire 
montre que 

Bx ( i , r ^ i ) log 
x\ + (nixi + l)2 

1 + xj 

(i, zi) + w< 
(z, z(i, zi) + 

log 
1 

2 
2 + n\ + m n\ + 4 

Par conséquent : 

Bx (i ,r_ii) > log2 si ni = 1 

( i , ^ * ) > log 
l+(m+l)2 

2 sinon 
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Posons s\ = 2e + s2, on a 

\BX (Z,T_IZ) - eid(i,T-ii) > log 21+£i 
(3+V5)£i 

si ni = 1 

Bx ( ¿ , ^ 2 ) - M ( i , T ^ 2 ) >l0g 5i-£l 
2 

si ni > 2 

En prenant e suffisamment petit on obtient le lemme. 

Il reste le cas où x > 1 ; notons r-f ni,rZ\2 • • • son développement en fractions 

continues. Soit s(z) = — \, on rappelle que ST-j~nis — r™\, ainsi d (z, TJ^Z) = d (z, T ^ Z ) 

et Bx (i^rZ^i) = Bi/x (i,rZ\i) ce qui nous ramène au cas précédent. 

Démonstration de la proposition 6.2.1. — Soient A; E N* et £ E A+. On pose 

uj(0 = r ^ r ^ . - . . Par définition Skfe(è) = S¡ (г , r^r ! !^•• r^1)fc+la(г) ) , ainsi 
d'après le lemme 6.2.3, 

5fe/e(0 > (1 + e)-1 (skfoMO) - (e2 + 2e)dw<cb,(iX1---r^1)k+ls(i))) •A. 

Notons x = x<w^ù$< on a 

Skfo(x) = /o(z) + fo(Tx) + ••• + /oCT*"1*) 

et 

(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, 

k 

P=l 

(i, zi) + de(z, zw< 
(i, zi) + de(z, zx< 

ainsi 

5 f c / e ( 0 > ( l + ^)-1 

' k 

w< 

MTP^x) - (e2 + 2e)d(i,Tp1)p+la(i)) -A. 

Comme fo(Tpx) = £?tpx (2, T(7^I)p+is(^)) on obtient grâce au lemme 6.2.4 l'inégalité 

Skfe(0 ^ (1 + X fcn — A. Il suffit alors de choisir k assez grand, de sorte que 

(1 + x ^ - A > 0 . 

Notonswx<p^ùmune mesure de Patterson sur A et ô£ l'exposant critique de la série 
de Poincaré S7ePSL2(z) e~sde^^^\ Puisque la courbure de M est égale à —1 en 
dehors d'un compact (hypothèse 2), on a cr£(A) > 0. En courbure constante (e = 0), 
la mesure o~o correspond à la mesure de Lebesgue et ¿0 = 1. La construction de la 
mesure a£ est due, en courbure variable, à V. Kaimanovitch ; nous le remercions ici 
pour les discussions que nous avons eues avec lui sur ce sujet. Pour tout borélien A 
de d£M2 et tout 7 E PSL2(Z), la relation suivante est vérifiée : 

(i, zi) + de(z, z 

'A 

(i, z<<) w+ de(z, z 
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À l'aide de cr£, on construit la mesure fi£(d£-d£) sur A x A définie par 

(i, zi) + de(z, z ae(dÇ-)a£(dÇ) 

(i, zi) + de(z, z 

Il découle de l'égalité (*) introduite au début du paragraphe 6.2 que \ie est invariante 
sous l'action de PSL2(Z) . 

Soit s G { ± 1 } , introduisons les ensembles A+ = { £ G A+|cj(£) = rsnir^---} 
et Aj = { £ G A - A + | w ( 0 = rs-nirrsn2 • • • } • L'ensemble y>(A+) (resp. <p(Aj)) 
représente les réels positifs (resp. négatifs) dont le développement en fractions 
continues commence par (resp. r~n). On note À = Us=±i ^-s x ^ + ; l'image 
par ip x (p de À est relativement compacte dans <p(A) x ip(A) privé de la diagonale, il 
existe donc c > 0 tel que pour tout (£_,£) G À, 

Z ? e ( £ _ , O > c > 0 . 

Ceci montre que la mesure ii£ en restriction à A est finie. Considérons l'application 
T£ sur À définie par Te(£_, £) = (u;f T££) où u;i désigne le premier terme de u;(£), 
l'invariance de /i£ par PSL2(Z) entraîne T£\i£ = Soient c^1 = /xe(À) et À A A 
la projection de (£-,£) sur £, la mesure z/£ définie sur A par z/£ = cip(/xe) est une 
mesure de probabilité T£-invariante. De façon plus explicite, vAdJt) est définie par : 

V£(dO = he(0°e№ Où /1,(0 = 
w< 

aJdf) 

(i, zi) + de(z, z 
si £ G A+ 

6.3 Comportement asymptotique de 7r£(a) 

Nous détaillons ici les modifications à apporter au paragraphe 3 pour obtenir le 
théorème A lorsque £ est non nul. Pour tout point £ G A+ et tout borélien A C A+, 

posons 

(i, zi) + de(z, z 
+oo 

n=l 

1 

2n (i, zi) + de(z, z 
lA(v)Mo,a](S*nfe№)' 

Soit P£ l'opérateur adjoint de T£ relativement à la mesure v£ ; pour toute fonction 
borélienne bornée cp de A+ dans C, on a 

(i, zi) (i, zi) + de(z, z 
x<< 

n=l 

(i, zi) + 

M O 
e-*«/«(T-r«^(T2r^). 

Notons P£ l'adjoint par rapport à la mesure ve <g) m de la transformation Te définie 
par fe(Ç, s) = (Te(£), s + f£(0) ! Pour toute fonction borélienne ^ de A+ x E dans C 

on a 

V £ G A + PeH?(U) 

+00 

n=l 

(i, zi) < 

M O 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de 
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En posant Xa{t) = e Setl [-0,0] (*) on obtient 

(i, zi) + de 
+00 

n=l 

1 

2n 
-Mop? 

'U 
x< 

ta (E,O). 

Dans le paragraphe 6.4 nous montrons qu'il existe eo, tel que pour 0 < e < so le couple 
(Pe,/e) vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4 du théorème du renouvellement 
harmonique (théorème 5.0.2). Admettons cette propriété; on obtient alors le 

Théorème 6.3.1 (Théorème B). — Soit A un borélien de A+ tel que v£(A) > 0 et 
dont la frontière est v£-négligeable. Lorsque a tend vers +00, le nombre xcw<^$ùùA) 

est équivalent à h£(^)a£(A)Ë^- uniformément par rapport à £ G A+. 

Pour obtenir le comportement asymptotique de 7T£(a) nous suivons le para
graphe 3.1. Nous relions donc n£(a) aux quantités a^(l^). Fixons un entier pair 

k > 0 et une numérotation ( ( n ^ , . . . >^j^)) .>]L de tous les /c-uplets différents d'en

tiers strictement positifs. Soient r = ±1 et j > 1, on note A*- l'ensemble des points £ 

de d£M2 dont le développement u;(£) commence par rr 1 , r_2r ,... , r_kr . Soit £rj un 
point fixé dans Arj ; à tout £ G ASJ tel que Tj?n£ = £ on associe le point £' G Arj défini 
par T£2n£' = Çrj. Il nous reste à présent à contrôler les variations de f£ (analogue du 
lemme 3.1.1) et sa taille (analogue du lemme 3.1.2). Le lemme suivant est essentiel 
pour cette étude. 

Lemme 6.3.2. — // existe C > 0 et, pour tout n>l, il existe Kn > 0 tels que 

1. Pour tout £ G Alr7 
1 

C 
Kn<ehf<(T*V <CKn. 

2. Pour tous £, 77 G A_r, 

(i, zi) + de(z, z(i, zi) 
+ de(z, z(i, zi) + de(z, z CKnDe(Ç,ri) 

De plus 1 
K 

2b K n < K n 2 h ^ e \ w < < 

Démonstration. — On suppose r = 1 et on note £1 le point fixe de T\ . 

1. — x<Soit £ G Al1? on rappelle que /e(rf£) = B | (2 , r f z ) . En utilisant la relation 

(*) du paragraphe 6.2 et le fait que w<v;:(i, r1~1(i)) = 0 on obtient 

ebfe(r?t) = 
(i, zi) +<<< 

(i, zi) + d<< 
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Les espaces (OH2, D) et (9£H2, D£) étant en correspondance bi-Hôlder, il existe A > 1 
tel que D£(n,£) < A pour tous £, 77 G A + et de plus Dç(A'ti,€i) > \ . Par conséquent 

1 

A2 

1 

D £ 2 W ^ I ) 

(i, zi) + de(z, Л2 
(i, zi) + de(z, 

Pour tOUS 7/1,7/2 G Л+ pOSOnS Д 1(7/1,7/2) Ре(тд,т72) 
£e(»7i,Éi)£>efa2,Éi) 

Remarquons que si 

7/1,7/2 G A^jl alors Ai(7/1,7/2) < A"3. On vérifie de plus que pour tout n G Z, 
AiC^TT/bT™7/2) = Ai(7/1,7/2). Fixons un point £0 G Л115 on déduit de la propriété 
précédente que Ai(£,£o) < A3. 

Ainsi 1 
(i, zi) + de 

1 
Ле(тГЕ0,6) < A i ( r ? e , r ? & ) : Ai (0£o)- En utilisant le fait que 

lim„^.+00 T"£O = £1 on obtient l'existence d'une constante K > 0 telle que pour n 
assez grand 

1 
w Ое(гГСо,6) 

£>e(Tf£o,ò) 
l + A 3 £ > e ( T f É o , & ) 

(i, zi) + de(z, z 
(i, zi) + de(z, z 

(i, zi) + de(z, z 

1 - Л З / ? е ( т ^ 0 , Ы 
ЯХ>е(тГ&,6)wx<s. 

L'assertion 1 découle directement de cette inégalité, la constante Kn est ici égale à 
i 

(i, zi) + de(z, z 
D'après l'inégalité (**) du paragraphe 6.1 on a 

1 

B 2 / % ( & ) , ¥ > t ë i ) ) 
2b 

iî+î 

<Kn< 
B2 

(i, zi) +(i de(z, z< )26(l+e) 

Un calcul explicite en courbure constante conduit à l'encadrement suivant : 

1 

К 
2b <Kn< Kn 2b(l+e) 

2. — Soient £,7/ G A t p Posons А(£,т/) = (i, zi) + еЬ/е(тГ»7) On a 

(i, zi) de(z 0£2(£,£i) 
Яе2(тГ£,Ы 

D2(v,ù) 
(i, zi) + de(z, 

d'où 

(i, zi) + w<<de(z, z 1 

(i, zi) + de 
i 

D i t t a i ) 

1 

(i, zi) + de(z, z 
(i, z(i, zii) + de(z, z<w< 

< A2 
1 

(i, zi) + de(z, z 

1 

(i, zi) + de(z, z (i, zi) + de(z, z)w<(i, zi) + de(z, z<< 

L'assertion 2 se déduit alors de l'assertion 1 et de la relation : 

(i, zi) + de( (i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, z(i, 
(i, zi) + de(z, z(i, zi) + de(z, zw< 

Le cas où r = — 1 se traite de la même façon. 
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On déduit de ce lemme l'analogue du lemme 3.1.1. 

Corollaire 6.3.3. — Soit 0 < e < eo (donné dans la proposition 6.2.1), il existe 
0 < p < l,No > 1 et deux constantes B et C tels que pour tout p > No et tous 
£,77 G A+ dont les développements tt>(£), uj(rj) coïncident jusqu'au rang p on ait 

\feiO-fe(v)<w< BD£(T£Ç,T£n) Co" 

Démonstration. — Soient £, 77 € A+ dont les développements commencent par T" et 
coïncident jusqu'au rang p ; d'après le lemme 6.3.2, on a 

(i, zi) + 

ebfe(r>) 
- 1 

CKnD£(T£Ç,T£r,) 

c 
C2D£(T£Ç,T£V). 

Par ailleurs d'après le corollaire 6.2.2, pour e < £o, il existe /3 > 1 tel que pour tous 
rji, rj2, dont les développements ont les mêmes N premiers termes on ait 

D£(T£N^T£Nr,)>pD£^,n). 

Les suites u;(£) et uj(î]) coïncident jusqu'au rang p, donc 

De(TeÇ,Teri) < A 
' 1 ' 

w< 

i 
avec l = 

p - l 

N 

Le corollaire se déduit de cette inégalité et du fait que | log(l + u) | < 2 | u | au voisinage 

de 0. 

Revenons à l'approximation des points périodiques. On suppose k > No. Soit 
£ G A+ tel que T?n£ = £ ; d'après le corollaire 6.3.3, |52n/e(0 - ftnAté') I < 0k où 
Ok = A •foo 

<x< 
1 

<x Notons iV£(a) = -t-oo 
w< 

1 
2n # eeA+ | T £ 2 " E = í e t 5 2 „ / £ ( 0 < 4 -

On a l'encadrement suivant : 

+oo 

3 = 1 . r=±l 
iV(^,a-^)(lA^) N£(a) 

+oo 

3=1 r=±l 
iVUrJ-,a+0fc)(1ArJ)-

Il nous reste pour obtenir l'asymptotique de 7r£(a) à démontrer un analogue du 
lemme 3.1.2. En reprenant la démonstration de ce lemme, on constate que le seul 
point à vérifier est l'existence pour tous r = ±1 et j > 1 d'une constante arj vérifiant 
les propriétés suivantes : 

l. V£ e A+ SkfeiO > arj-

2. -v-f OO 
-3 = 1 jr=±l arje arj -hoo. 

L'existence des constantes arj découle du 

Lemme 6.3.4. — Il existe D > 0 tel que pour tout £ G A Í r , on ait 

2 

1+e 
logn - D < /£(rrn£) < 2(1 + e) logn + D. 
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Démonstration. — Ce lemme est une conséquence directe du lemme 6.3.2 (1) et de 
l'encadrement de Kn. 

D'après le lemme 6.3.4, on a Skfe{£>) > 2 
l+e 

log (i, zi) + de(z, z kD si £ G A+ En 

choisissant choisissant e < 1, la constante arj = 2 
<w 

log n[j)...n[j)w< kD vérifie les hypothèses 

(1) et (2). 

6.4 Le couple (Pe, fe) vérifie les hypothèses H0, Hi , H2, H3, H4 

Dans le paragraphe précédent, nous avons expliqué comment le théorème A se 
déduit du théorème B. Pour établir ce dernier théorème, il suffit de prouver que 
le couple (Pe,/e) vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3, et H4 du théorème du 
renouvellement harmonique (Théorème 5.0.2). 

L'opérateur P£ est l'adjoint de T£ relativement à la mesure de probabilité 
hF(£)crJd£) sur A+ ; ainsi, pour toute fonction borélienne bornée <p de A+ dans C on 

a 
(i, zi) + <x<cde(z, z 
(i, zi)<< + de(z, zw 

cw 

71 = 1 

(i, zi) + d 

M O 

(i, zi) w<<+ de(z, z<<x 

Remarquons que P€ s'étend aux fonctions boréliennes bornées de A+ dans C 
et que A+ est compact. On rappelle (paragraphe 6.2) que si £ € A+, alors 

M O : A-r 
(i, i de(z, 

wx<:ù ^wx< 
De par son expression, lorsque x< 

b 
< 1 (resp. à. 

6 
(i, zi) 

la fonction h£ est ^--hôldérienne (resp. lipschitzienne) sur chaque ensemble (A+, D£)<. 

Posons a = ^ ; pour fixer les idées, nous supposerons a = ^ < 1, l'autre cas se 
traitant de façon analogue. 

Introduisons l'espace La(A+) des fonctions <z? de A+ dans C telles que 

IMI = Moo +m((P) < + °° aveC m M = SUP5=-r-lSUP x<w^ùm 
x<w 

(i, zi) + de(z 
+ de(z, z 

La fonction 

h£ étant a-hôldérienne et bornée, on a h£ G La(A+). Nous allons montrer que P£ 
opère sur La(A+) et contrôler son spectre sur cet espace ; pour ce faire, nous décrivons 
d'abord la régularité sur A+ des fonctions pn, n > 1 définies par 

V £ G A + P N ( 0 
(i, zi) + < 

M O 

e-6efe(T2rt)m 

Pour tout ip G La(A+), notons (pn la fonction définie par V£ G A+,</?n(£) = </?(r™r£). 
Nous avons : 

Lemme 6.4.1. — II existe eo > 0 tel que, pour tout 0 < e < €o, les fonctions 

Pn,n > 1; appartiennent à La(A+) et tel que la série X^N>1 ||Pn|| soit convergente. 

De plus, pour tout (p G La(A+), la famille ((pn)n>i est bornée dans (La(A+), ||. ||). 

Démonstration. — Montrons tout d'abord que les fonctions pn, n > 1, sont bornées 
sur A+ et que la série J2n>i \Pn\oo es^ convergente. D'après le lemme 6.3.2, il existe 
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Ci > 0 tel que 

V£ e A+ (i, zi) + de(z, z Ci 

n2 5£ 
' 1 + e 

d'où, pour tout n > 1, |Pn loo Ci 
cxw< 

1 
/1 oo 

h 
x< 

< +00. 

La série de Poincaré '7GPSL2(Z) 
e-sd£(i,7(i)) converge pour s > ô£, on a Sn = 1 et 

d£(i^(i)) < (l+e)d(i,7(i)) ; donc á£ > i 
1+e 

La série x< IPnloc converge si 2Ô£ 
1+e 

1 

et en particulier si 2 
;i+e)2 > i. 

Étudions maintenant la régularité des fonctions pn, n > 1 ; pour tous £, 77 E A+ on a 

e-<We(TlU) e-Ô£fe(T™rri) 
e-S£f£(r^rO e-ôefe(r2rri) 

eSefe(r2rt) (i, zi) + de(z, z 

Rappelons que a b < 1: ainsi, d'après le lemme 6.3.2, il existe C2 > 0 telle que 

e-6efe(T2rZ) eSefe(T2rri) 
(i, zi) + de(z, z 

2S£ 
71*+* 

M 

Par ailleurs, pour tous £,77 € A+, et tout n > 1 on a 

(i, zi) + de(z, z e-|(/e(^rí) + /e(^rr,)) xw<bnmù 

si bien que, d'après le lemme 6.3.2 (i), il existe C3 > 0 telle que 

V£, 7} G A + V n > 1 £>?(r!U,T2rr/) 
C3 

-
n 1+' 

(i, zi) + de 
xw<m(z, z 

(**) 

Combinons maintenant ces deux inégalités pour contrôler le coefficient m(pn) ; pour 
tous £, 77 G A+, on a 

\Pn(0-Pn(v) \ < 
1 

<x< 
1 

xw< 
(i, zde(z, z (i,) de(z, z 

1 
vc,;ù 

| / i , ( rürO-^(rür77) e-6sfe(r2rO 

he{rlrf,) 

bn,:< 
e-ôefe{r2rZ) _ e-¿£/£(r-rry) 

<xv< 
m 1 

/1, 
<xv< 

2As_ 
TI ! + e 

1 
< OO 

m(h£) 

<cx<< 

1 
/le OO 

<bn; 

n i+e 

x<vbcw 

où C4 est une constante strictement positive. Il existe donc C > 0 telle que, pour 
tOUt TI > 1, \\pn II c 

xw< La fonction pn appartient donc à L^A"1") et pour e assez 

petit (plus précisément si 1 6, 
1+e 

1) la série m>l ||Pn|| es^ convergente. 
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Pour établir la deuxième assertion du lemme, il suffit de remarquer que grâce à 
l'inégalité (**) ci-dessus, on a 

m((fn) < 
C3 

wx< 
<x< 
wx< 

Ceci achève la démonstration du lemme 6.4.1. 

Corollaire 6.4.2 (Hypothèse H0). — Pour 0 < e < €Q, l'opérateur P£ opère 
continûment sur L a ( A + ) et Pl\+ — 1a+-

Démonstration. — Soit (p G L a ( A + ) . On a ||Pe<p|| < J2n>i \\Pn\\ WVnW si bien que 
d'après le lemme précédent, pour 0 < e < £Q, il existe K > 0 tel que 

\\Pe<p\\<K\\<p\\. 

Pour montrer que P£1A+ = 1a+> il suffit de rappeler que P£ est l'adjoint de T£ par 
rapport à v£ et que la mesure v£ est une mesure de probabilité Te-invariante sur A + . 
Ainsi P £ 1a+(£) = 1 a + ( 0 pour ^-presque tout £ ; cette égalité est en fait vérifiée en 
tout point £ de A + puisque P £ 1a+ est continue sur A + et que le support de v£ est 

A+. 

Introduisons à présent les opérateurs transformée de Fourier Px,e, A G M, associés 
au couple (P£, fe) et définis par 

V ^ G L A ( A + ) , V £ G A + PxMO 
n>l 

P n ( Î ) E < A / ' ( T - € V ( r ! Î P 0 ; 

D'après le corollaire 6.3.3, on a 

V£,r?G A+ eiXfs(rH:rC ei\f£(r"rr] ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 1 

< | A | ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) <B\\\D £(t,rj)w< 

Ainsi, en remplaçant <^(r™r£) par </?A,n(£) = e 2 A ^ £ ^ R - R ^ V ( r - r O dans la preuve du 
lemme 6.4.1 on montre que la famille des (y?A,n)n>i e s t bornée dans ( L a ( A + ) , | | . | | ) . 
Comme dans le corollaire 6.4.2, on en déduit que pour tout À G R , P\ £ opère sur 
( M A + ) , | | . | | ) . 

Il nous reste à contrôler le spectre de P\,£ sur La(A
+) (hypothèses Hi et H 2 ) . 

Nous allons utiliser le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Les hypothèses de 
ce théorème sont vérifiées grâce au lemme suivant (analogue du lemme 5.2.2). 

Lemme 6.4.3. — Pour 0 < e < €Q, il existe N G N*, p G]0, 1[ et deux constantes 
positives A et B tels que, pour tout (p G La(A

+) et tout À G M on ait : 

\Px,e<p\co^\<P\oo e t \\PxM\ < H M I + ( ¿ + £ | A | ) M o o 
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Démonstration. — Pour tout À G M et toute fonction ip G La(A+) on a 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,))ei\(fe( 

d'où la première inégalité. 

Nous allons maintenant établir la deuxième inégalité en supposant À = 0 ; on se 
ramène à ce cas en remplaçant <p(r™r£) par </?(rI!:r£)e2A^r-^ dans ce qui suit. 

D'après le corollaire 6.2.2 il existe (3 > 1 et N G N* tel que, pour tous £ et rj dont les 
développements CJ(£) et uj(rj) coïncident jusqu'au rang N on ait : 

Ds(TENt,TeNr])>pD^,r,). (*) 

Pour tous fei,... , kw G N* notons pia—kN *a fonction définie par 

V£ G A+ pfcl...fcN(0 = PkAOPkAr-U) • • W ^ I R - i r • • • T%0-

Soulignons que pour tout £ G A+, 2fcl...fcN>1Pfc1...fcJV(0 = 1 car ^e^1 = 1 

On a pour tout £ G A + , P J V ( 0 ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 
T(-l)Nr 

xvw< Ainsi, 

pour tous £,77 G A+, on obtient : 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 

fcl---fcjV>l 
p*:i-feN(0 w <x<b, 

,:;^ù 
<c<< 
cvnw << T(-1)N' 

<x< 

+ l^loo 
fci •••fĉ  >1 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 

xvw<< 

fcl •••fcjV>3 
Pfci •••fc;v l^ùm 

/(-1)"' 
fcl FCJV 

T-RÇ)T(_l)Nr 
vnx< 

+ M00 
fcl •••fcjv >1 

bfci-FCIV(0 -Pfci-fejv^)! 

À partir de l'inégalité (*) on obtient 

fcl •••fcjv >1 
ei\(fe(T»rt)x<< KT(-l)Nr 

. -k\ c kN 
r_r^,r(_1)Nr 

xvw< 
1 

: /3« 
<cvx< 

Par ailleurs De(r2r^r2rv) = e'^f'{T2^)+f'lr2rV))De(^ 77) 5 donc d'après le 
lemme 6.3.2, il existe C\ > 0 tel que pour tous £,77 G A+, on ait 
D?(T?rÇ,TÏrri) < CiD?(C,r/), d'où : 

fci •••fcjv>l 
|pfci-fc;v(£) -Pfci-fcjv(^)! 

IV 

¿=1 fci •••fcjv >1 

Mkl...kN(£,^rj) 
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avec 

ei\(fe(T»rt)-MT2rr,))ei\(fe(T»rt 

\Pk£ T(-iy-1r 
sw<< -Pke 

ki-i 
r(_l)£-ir xw< 

Pke+i---kN T(-lYr •rhJrv 

N 

£=1 ke>l 

m{Pkl)C[-lD'm,r]) 

et Yln>i m(Pn) < + ° ° d'après le lemme 6.4.1. Finalement il existe une constante 

K > 0 telle que m(PN(p) < ^m(y>) + l f Moo> d'où II pN(f\\ ^ H ^ ) + ^l^loo avec 

P= jôi €]0, l [et A = K + 1. 

D'après le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu, l'opérateur P£,\ sur La(A+) 
a au plus un nombre fini de valeurs propres de module 1 ; les sous-espaces propres 
associés sont de dimension finie et le reste du spectre est inclus dans un disque de 
rayon strictement inférieur à 1. Pour que les hypothèses Hi et H2 soient vérifiées par 
le couple (P2, f£ + f£ oT£) il nous reste à établir le : 

Lemme 6.4.4. — Soient (p G L(A+) et 6 G M tels que P£,\tp = e%ey. Deux cas peuvent 
alors se présenter : 

1. X = 0, el9 = 1 et ip est constante sur A+ ; 

2. A = 0, eie = -1 et (p = C (lA+ - 1A+ ) . 

Démonstration. — Considérons d'abord le cas où À = 0. On a P£1A+ = 1A+ , 

PelA+i = 1A+ et P2 opère sur chacun des espaces L(A^1) et L(AĴ X) ; il suffit donc 

de montrer que el2d — 1 et que (p est constante sur Ajf" et A l r 

Les égalités P£(p = el9<p et v£P£ — v£ entraînent P£ |</?| (£) = | |, ve(d£)-presque 
sûrement ; les fonctions (p et P£(p étant continues sur L(A^1) et L(Al1), et le support 
de v£ étant A+, cette égalité est satisfaite en tout point £ G A+. 

Étudions par exemple la restriction de cp à A+ ; il existe £0 et £1 dans A+ tels que 

I V>(fo) I = inf̂ eA+ MO1 et l<P(fi) I = s ^ e A Î ! M O I- par convexité on a 

V n , m > 1 \<p(t0)\ : ^ ( T f ^ i & ) | et | ^ ) | ei\(fe(T»rt)-

En faisant tendre n vers +00 on obtient M £ o ) | = M£i ) l et (p est donc de module 
constant sur Ai ; l'égalité P£ip = e2l6(p nous donne alors, par convexité 

V£ G A+,Vn,ra> 1 
ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) 

En faisant tendre n vers +00, on obtient </?(£) = e 2z(9(^(Fix(ri)) ; la fonction tp est 
donc constante sur At et e2%e = 1. 
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Considérons à présent le cas où À est quelconque. Les égalités P\<p = el6(p et v£P£ = v£ 
entraînent P£ \ ip \ = \<p\ et donc ip est de module constant sur A+. Par convexité, on 
obtient 

V £ e A + , V n > l ei\(fe(T»rt)-MT2rr,)) cbw< 

d'où limn^+00 e*A/^r-^) = eie vit) 
<¿>(Fix(r_r)) 

En particulier, pour toute suite (rik)k>i 

strictement croissante d'entiers on a limt-y+oo eiX{fs(rn_kr + 10-fs(ryrO) = 1. D'après le 
lemme 6.3.2, on a limn^+00 f£ <xvm = +00 et d'autre part limn_>+00 V£eA+,w< 

fe(T"Û = 0 

(car ei\(fe(T V£eA+, n;,ù V£e<A+, Bi 
x< (¿,T2pÍ) < 

x< 
V£eA+, 

et limn^oo ^x< 
-TÍ 

V£eA+, V£ewA+, V£eA+, = 0). 

Nous avons le 

Lemme 6.4.5. — Soit (un)n>i une suite de réels telle que limn_>+00 un = +oo et 
limn^+00 un+i — un = 0. Alors, pour tout a > 0, il existe une suite strictement 
croissante d'entiers (rik)k>i telle que 

lim (unk+l -unk)=a. 
k—>+oo 

Démonstration. — Il suffit de poser no = 1 et n^+i = sup{p > n& | up < uUk + a} , 
pour tout k > 1. 

On applique ce lemme à la suite /£(r™r£) ; pour tout a > 0 on a elXa = 1 d'où À = 0. 

Ainsi, lorsque À est non nul, P£2A ne possède pas de valeurs propres de module 1 
si bien que son rayon spectral sur La(A+) est strictement inférieur à 1 (Hypothèse 
H2). En revanche, pour À = 0, la valeur propre 1 est simple, l'espace propre associé 
est celui des fonctions constantes sur A+ et le projecteur propre s'identifie à une 
mesure de probabilité Pe-invariante sur A+ ; on peut alors écrire P2 = v£ + R£ avec 

p(R£) = lim^+oo \\R£\\» < 1 (Hypothèse Hi). 

L'hypothèse H3 est simple à vérifier puisque d'une part, d'après le lemme 6.4.1 il 
existe Ci > 0 tel que 

Vn > 1 Ibnll 
Ci 
2Ô£ 

n! + e 
(avec 

2Ô£ 

V£e 
1 pour 0 < £ < €Q) 

et d'autre part, d'après le lemme 6.3.4, il existe C2 > 0 tel que 

V n > l , V £ e A + / e ( rür0 | < 2 (1+ S) logn + C2. 

Par conséquent, pour tout £ G A+, on a | P£/ |(£) | <C\ •f 00 
m=l 

(2(l+e) log n+C2)3 
26r. 

qui 

est fini; en particulier ve(fe) ~ ve{Pef£) < +00. 
Par ailleurs, d'après le corollaire 6.2.2, il existe e0 > 0, N G N* et C0 > 0 tels que pour 

tout £ G A+, on ait SNf£(Ç) > C0- Ainsi ve(fe) = j^u£(SNf£) > C0. L'hypothèse H3 

est donc bien satisfaite. Il nous reste à vérifier l'hypothèse H4. Nous avons la 
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Proposition 6.4.6. — L'application À i-> P£,\ est développable en série entière en 

tout point de R . 

La preuve de cette proposition est analogue à celle de la proposition 5.2.4. Les seules 

modifications à apporter portent sur les ordres de grandeur des normes des fonctions 

£ Pn(0 et £ i-» / £ ( T ™ £ ) 5 d'après les lemmes 6.3.4 et 6.4.1, il existe des constantes 

Ci et C2 telles que 

V n > l | |pn|| 
C i 

2<5£ 
vvvv 

et V£ G A+ I /£(rrn£) I < 2(1 + e) l o g n + C2. 

Ces majorations permettent d'établir l'analyticité sur R de la fonction À P£,\. 

6.5 Mélange du flot géodésique sur ( M , ge) 

On rappelle (§ 6.2) que toute géodésique orientée de M se relève de façon unique 

en une géodésique orientée de (H.2,d£) dont les extrémités £ - , £ appartiennent à 

l'ensemble À = L U = ± i A - s x L'ensemble E formé des éléments ( ( £ _ , £ ) , t) de 

A x R tels que 0 < t < / e (£ ) , quotienté par la relation ( ( £ _ , £ ) , /£ (£) ) ~ ( f£ (£_ , £) , 0) 

s'identifie au fibre unitaire tangent UM de (M,g£) (voir § 6.2 pour la définition de 

Te)-

Rappelons que la mesure définie sur A x K par 

(He <g>m)(d£_ dÇdt) = 
a£{dZ-)ae{d£) 
V£eA+, 

2d£ 
b 

m(dt) 

est invariante par l'application qui à ( ( £ _ , £ ) , i ) associe (Te(£_,£) ,£ — /e (£ ) ) et par 

le flot (as)seu défini par a s ( (£_ ,£ ) , t ) = ( (£_ ,£ ) ,£ + 5)- Notons (cL8)8eR la projection 

de (as)5GR sur E, ce flot correspond au flot géodésique sur UM. La mesure fi£ (g) m 

induit sur i£ une mesure \ie (g) m invariante par le flot (âa)s€R. On déduit de l'étude 

spectrale des opérateurs (P\)AGR la 

Proposition 6.5.1. — Pour tout Q < £ < £Q, le flot géodésique sur le fibre unitaire 

tangent de (M,ge) est mélangeant relativement à la mesure fi£ (g) m. 

Démonstration. — Nous adaptons ici la démonstration de Y . Guivarc'h et J. Hardy 

[13] du mélange d'un flot spécial construit à l'aide d'une fonction hôldérienne sur un 

sous-décalage de type fini. 

Quitte à normaliser \x£ on a fi£ 0 m(E) = v£(f£) ; pour établir la proposition, il faut 

montrer que pour toutes fonctions $ et \£ de h2(E, \i£ (g) m ) , on a 

lim / * ( $ , # ) 
t—ï+oc 

1 

xw< fi£ <g> ra($)/i£ (g> ra(#) 

avec / * ( $ , # ) = $((£_, £), 8)9 o â*((£_, £ ) , s)fi£ ® m(d£_ d£ ds). 

Par un argument de densité, il suffit d'établir cette convergence pour toute fonction $ 

(resp. 9) de la forme (p®u (resp. xjjÇÇv) où y? est hôldérienne sur À, w est une fonction 
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de R dans R et le support de <p®u est inclus dans {( (£_ ,£) , s ) G Â x R | 0 < s < /e(£)} 
(idem pour ^ et v) ; comme (ip (g>0(2?(ç_,OM»-s s - Sn/e(0) = 0 pour tout n ^ 0, on 
peut écrire 

V£eA+,V£eA+, 
+00 

71 = 0 
0(2 ? ( ç _ , O M » - s n / e ( O ) 

d'où ( V ® « ) o ô t ( K - , 0 . « ) m=0 
V£eA+,V£eA+, 
V£eA+,V£eA+, s„/e (0) et on obtient alors 

V£eA+,V£eA+, 
+00 

n=0 
AXR 

V£eA+,V£eA+,V£eA+, 

0(2?(ç_,OM»-sn/e(O)0(2?(ç_,OMwv<<< 

Remarquons que <p et tp s'identifient à des fonctions des suites bilatères ( r ^ ^ e z , 
avec u;(£_) = (TZ^ )t<o et u;(£) = (r^)^. En utilisant de nouveau un argument de 
densité dans L2(A,/ie) il suffit de considérer les projections de (p et ip sur les espaces 
correspondant aux suites unilatères de coordonnées d'indices > — £ avec £ > 0 ; quitte 
à translater par une puissance de T£ (ce qui ne modifie pas l'intégrale ci-dessus car 
la mesure [i£ est T£-invariante), il suffit alors de considérer le cas £ — 0, c'est-à-dire 
le cas où (p et i/> appartiennent à La(A"1"). 

On a alors 

0(2?(ç_,OM»-
+00 

n—O A+ XR 

xvw< 

M O 
u(*M2?0t; (* + * 5„/e(0)i/e(de)m(d«) 

< 

n=0 
A+ XR 

x< < 

Kh£ 
(g)<< 5)V;(0î;(5)i/£(^0m(^s) 

avec w<^ùmmw<pour tout s G R. D'après l'étude spectrale des P£,\, le couple 
(Pe, /e) vérifie les hypothèses Ho, Hi, H2, H3 et H4. En utilisant alors le théorème 5.0.1 
(théorème du renouvellement « classique » ) on a 

V(£, 5) G A+ x M lim 
t—>+oo 

+00 

71 = 0 

0(2?(ç_,OM»-sn/e(O) "«(* , ) / i«Wni (* ) 

Mfe) 

Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue nous donne alors 

lim 
t->-+oo 

It(<p®u,il>®v) 
fa ® (g) uj/ig; (g) ra(^ (g) 

wx< 

d 'où la proposition. 
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