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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU
NOMBRE DE GEODESIQUES FERMEES SUR
LA SURFACE MODULAIRE EN COURBURE
NON CONSTANTE

Francoise DAL’BO & Marc PEIGNE

Soit . une perturbation de la métrique hyperbolique sur M = H?/PSLy(Z), nous
démontrons que le nombre de géodésiques fermées sur (M, g.) de longueur au plus
a est équivalent quand a tend vers +oo & €% /ad, (o &, est ’exposant critique de
la série de Poincaré associée & PSL2(Z)). La démonstration de ce résultat repose sur
un codage des géodésiques fermées de (M, gc) relié au développement en fractions
continues des réels et sur 'utilisation d’un théoréme du renouvellement harmonique
nécessitant une étude spectrale précise de l'opérateur de transfert mis en jeu. Nous
retrouvons également par cette méthode probabiliste la distribution asymptotique
des constantes de Lévy des nombres quadratiques.

Let g. be a variation of the hyperbolic metric on M = H?2/PSLy(Z), we prove that
the number of closed geodesics on (M, g.) with length less or equal to a is equivalent
to e*% /af, (where &, is the critical exponant of the Poincaré series associated with
PSL3(Z)). The proof of this result is based on a coding of closed geodesics related to
the continuous fractions expansion of the reals and on an harmonic renewal theorem
which requires a precise description of the spectrum of the appropriate transfer
operator. Using this probabilistic method, we give a new proof of the asymptotic
distribution of the Lévy constants of the quadratic numbers.
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INTRODUCTION

Notons d la distance de Poincaré sur H? et § la métrique de Poincaré sur la surface
modulaire M = H?/PSLy(Z). Soit € > 0, une métrique g sur M est une -
perturbation de § si la distance d. induite par g. sur H? et la courbure K, de (M, g.)
satisfont les hypothéses suivantes :

1. Pour tous 21, 2o € H?,
(14 ¢)7td(21, 22) < de(21,22) < (1 +¢€)d(z1, 22).

En d’autres termes, les espaces métriques (H?,d) et (H2,d.) sont (1 + ¢,0)-
quasi-isométriques [11].

2. Ilexiste b €]0,1] et R > 0 tels que pour tout z € H?, K. (2) < —b? et K.(z) = -1
si Imz > R.
En d’autres termes, la courbure de M est strictement négative et égale & —1
dans la pointe.

Une telle métrique est obtenue par exemple en perturbant la métrique §
« réguliérement » dans un compact de M. _

Notons . I’exposant critique de la série de Poincaré Z’yGPSLg(Z) e=3d(17()) gig =0
alors §p = 1, nous démontrons le

Théoréme A. — Il existe 9 > 0 tel que pour tout 0 < € < &g, le nombre 7-(a)
de géodésiques primitives fermées orientées de (M,g.) de longueur au plus a soit
équivalent & e®% /ad. lorsque a tend vers +oo.

Si € # 0, ce théoréme est nouveau, le cas de la courbure variable ayant été abordé
(& notre connaissance) jusqu’a présent pour des variétés compactes ([23], [20] et [27]
pour le probléme plus général des flots d’axiome A). La méthode classique utilisée en
courbure variable s’appuie sur 'existence d’une partition de Markov associée au flot
géodésique, garantie par la compacité de la variété. Cette méthode semble s’étendre
au cas convexe cocompact mais n’est apparemment pas adaptée a 1’étude des variétés
avec pointes.

Si € = 0, la courbure est alors constante égale 4 —1 et dans ce cas le
théoréme A est connu ([15], [26], [10]). Différentes méthodes ont été développées
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en courbure constante. L’une d’elles, basée sur la formule des traces de Selberg [29],
est particuliérement bien adaptée aux variétés de volume fini (méme infini si la variété
est une surface dont 'exposant critique & € ]1,1] (cf. [10])) et précise dans certains
cas [15] Pasymptotique par un reste. Cette approche ne parait pas appropriée a la
courbure variable.

La méthode que nous utilisons ici pour démontrer le théoréme A a été introduite
par S. Lalley [19] pour dénombrer les géodésiques fermées des quotients de H" par
des groupes de Schottky (dans [8] nous étendons cette étude & des groupes libres
contenant des transformations paraboliques). Le fait que les groupes de Schottky
soient purement hyperboliques est essentiel dans le travail de S. Lalley, cela assure,
dans le codage des géodésiques fermées mis en jeu, le caractére dilatant du décalage
et la régularité holdérienne de la fonction plafond. Dans notre cas, afin de conserver
cette propriété de dilatation, nous sommes amenés a introduire un codage d’alphabet
infini. Nous compensons cette difficulté en exploitant la géométrie du probléme et
notamment la dynamique des transformations de PSLy(Z).

Voici le résumé du déroulement de la démonstration du théoréme A :

Notons 8.H? le bord de (H?,d.) (cf. [11] chap. 7). Nous introduisons une
transformation dilatante T, sur O.H?, traduisant la dynamique des éléments de
PSL4(Z) sur le bord. Nous codons alors les géodésiques fermées de (M, g.) par des
points T.-périodiques de 0.H? et exprimons leur longueur & l'aide d’une fonction f.
définie sur 9.H?. En un deuxiéme temps nous construisons une mesure de probabilité
ve sur O;H? invariante par T, et absolument continue par rapport a la mesure de
Patterson o, [17]. Nous relions ensuite 7c(a) aux mesures N ,, définies pour tout

€ 9:H? et pour toute fonction continue par morceaux et bornée ¢ sur 9,H? par
p

+oo 1
Niew@ =3 5= >, @) oa(Snfe(€)
n=1""¢//T2ng'=¢

ou Sane(gl) = fs(fl) + fe(Tefl) ++ fs(Tfn_li')-

Le théoréme A se déduit alors du

Théoréeme B. — Soient 0 < € < &g et A un intervalle de 8;H? tel que v.(A) > 0.
Lorsque a tend vers +00 N ,(14) est équivalent a he(€)oe(A)e% [ad. uniformé-
ment par rapport & & € O:.H? (la fonction h. représentant la densité de v. par rapport
4 oe).

Les mesures (Eg,a) s’expriment comme potentiel harmonique de la chaine de
Markov (Yn, fo(Y1) + -+ + fe(Yn)) sur 8:.H? x R, les transitions du processus Y,
étant gouvernées par l'opérateur P adjoint de T, par rapport & v.. Aprés une étude
spectrale précise de P., on montre que le théoréme B découle directement du résultat
général suivant : soient X un espace métrique compact, (X,),>0 une chaine de
Markov sur X de noyau de transition @ et g une fonction borélienne positive sur
X ; on note Q le noyau de transition sur X x R associé a la chaine de Markov
(Xn,9(X1) + -+ + g(Xn))nz0. On ale
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Théoréme du renouvellement harmonique. — Supposons que le couple (Q,g) satis-
fasse les hypothéses Hy, Hy, Hy, Hs et Hy explicitées dans le paragraphe 5. Soient u
l'unique mesure de probabilité Q-invariante sur X et m la mesure de Lebesgue sur

R. La famille de mesures (a Yon>1 Lon ((w,a),dy,dt)) converge vaguement lorsque

a tend vers +oo vers la mesure produit u(dy) ® m(dt) uniformément par rapport &
e X.

Pour démontrer ce théoréme nous reprenons des arguments développés dans [1],
[13] et [21]. Soulignons que ’étude directe du comportement asymptotique de ces
potentiels évite 'utilisation, comme dans [19] d’un théoréme des grands écarts.
L’étude spectrale de P. permet aussi d’appliquer un théoréme du renouvellement
« classique » (c’est-a-dire sans le facteur %) et, en reprenant les arguments de

Y. Guivarc’h et J. Hardy [13], d’obtenir la

Proposition. — Pour tout 0 < € < g le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent
de (M, g.) est mélangeant relativement a la mesure pe @ m (voir § 6.5).

La démonstration que nous proposons de ce résultat repose sur l’étude de
I'opérateur de transfert P;.

Nous donnons également une application de notre méthode « probabiliste » a
Parithmétique en retrouvant des résultats de C. Faivre concernant la distribution
asymptotique des constantes de Lévy des nombres quadratiques. Introduisons
briévement quelques notations : si z €]0,1] est un irrationnel quadratique, on note
N(z) la plus petite période de son développement en fractions continues et £(z)
la « longueur » de x définie par {(z) = —2 Zf\;(x)_llogTi(a:) si N(z) est pair et
Uz) = —4 va:(g)_l log T%(z) sinon. De plus, si [ao(z), a1(x), . . .] est le développement
en fractions continues de z, on pose %7":%) = [ao(2),... ,an(x)]; si  est un irrationnel
quadratique alors la suite (% log g, (ac))n>1 converge vers un réel noté 8(x) et appelé
« constante de Lévy » de z. Nous avons le

Théoreme[9]. — Soienta > 0 et I, l’ensemble des irrationnels quadratiques z €]0, 1]
tels que £(z) < a.

i) Le cardinal de J, est équivalent a -3%55—26‘1 lorsque a tend vers +o00.

ii) La somme 3 ., B(z) est équivalente a % lorsque a tend vers +o0.
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A PROPOS DU PLAN...

Les paragraphes 1 & 5 sont rédigés dans le but d’exposer une méthode nouvelle
permettant de retrouver des résultats connus. Suite & la rédaction de ce travail
nous avons été encouragés a ’adapter au cas de la courbure « légérement » variable.
Souhaitant conserver ’esprit initial dans lequel nous nous étions placés, nous avons
ajouté le paragraphe 6 dans lequel nous indiquons les modifications & apporter a la
démonstration du théoréme A en courbure constante pour obtenir 1’asymptotique
de m.(a) avec € # 0. Cette extension & la courbure variable s’appuie sur différents
travaux parus sur les variétés hyperboliques (au sens de M. Gromov). Les références
que nous utilisons sont : le livre de E. Ghys et P. de la Harpe [11], un article de M.
Bourdon [4] sur le bord des CAT(—1)-espaces et un article de V. Kaimanovitch [17]
sur les mesures invariantes.

Nous tenons a remercier Y. Guivarc’h pour ses précieux conseils, E. Le Page pour
Uintérét permanent qu’il a porté & ce travail ainsi que L. Guillopé pour la précision
avec laquelle il a lu notre premiére rédaction.

Les discussions que nous avons eues avec F. Ledrappier et ses encouragements
nous ont aidés & aboutir & la rédaction du paragraphe 6.
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1 CODAGE DES GEODESIQUES DE M EN
COURBURE CONSTANTE

Jusqu’au paragraphe 4, la surface modulaire est munie de la métrique de Poincaré.

Le codage décrit dans ce paragraphe est bien connu ([30], [14]). Nous développons
ici la présentation donnée dans [14].

On rappelle que PSLy(Z) est engendré par la translation 7 (2) = z+1 et la rotation
d’ordre trois r(z) = 2%, Soit D le domaine fondamental de PSLy(Z) représenté par
la figure 1.1, la réunion D U rD U r?D forme un triangle idéal dont les images par
PSL2(Z) pavent H? (Fig. 1.2).

T1

T

Fic. 1.1.

Les cotés de ces triangles idéaux appelés lignes de Farey correspondent aux images
par PSLy(Z) de I’axe imaginaire L = {iy|y > 0}. Notons L la projection sur M de
L, les deux points iy et 7271 (iy) de L, se projettent donc sur le méme point de L.

Dans la suite du texte, le terme géodésique de H? est synonyme de géodésique
orientée d’extrémités irrationnelles. Une telle géodésique coupe une infinité de lignes
de Farey et se projette sur M en une géodésique orientée restant dans un compact.
Pour alléger le texte, on appelle géodésique de M la projection sur M d’une géodésique
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ﬁ
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—

Fic. 1.2.

de H2. Pour coder les géodésiques de M, I'idée est d’associer & chaque géodésique ses
points d’intersection avec L (fig. 1.3) ce qui sur H? revient 4 associer & une géodésique
ses points d’intersection avec les lignes de Farey.

1.1 Points de changement des géodésiques de H?

Soit o une géodésique de H?; elle coupe une infinité de lignes de Farey. Choisissons
un point Fy situé a 'intersection d’une ligne de Farey Lg et de . En se déplagant sur
a & partir de Fy dans le sens positif (resp. sens négatif), on rencontre successivement
des lignes de Farey Li,Lg,... (resp. L_1,L_o,...) en des points Fy, Fy,... (resp.
F_1,F_5,...) appelés points de Farey de a (fig. 1.4). Nous orientons les géodésiques
L,, selon la convention : (a,L,) €]0,7[. Notons 7, l'unique élément de PSLy(Z)
envoyant ’axe imaginaire L orienté dans le sens croissant sur L, ; on obtient ainsi
une suite bilatére (v, )nez d’éléments de PSLy(Z).

Soit 7_; = r71 ; pour tout z € H? on a 7_1(2) = -2

Tzl
Lemme 1.1.1. — Pour tout n € Z, il existe pq1 € {1} tel que Yny1 = YnTe,yr -
Démonstration. — La géodésique 7, () coupe v, (L,) = L au point de Farey

7-1(F,). Le point de Farey suivant est y;!(Fn+1) et se situe sur v, '(Ln41) =
¥ 4n41(L). Deux cas se présentent (fig. 1.5) : soit v, (Lnt1) = 71(L) soit
Y (Lnt1) = T-1(L).

122
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Fic. 1.3.
Corollaire 1.1.2. — Il existe une suite (€;)ien formée de +1 et de —1 telle que :
1. sim>1, alors v, = YoTe, - Te,,
2. sin <0, alors v, = 7075?,175__11 .. .Ts—nlﬂ

Parmi les points de Farey de a on distingue les points particuliers suivants :
Définition 1.1.3. — Le point F,, est un point de changement de a si €, # €pt1.-

Soit Cy un point de changement de a. Par une construction analogue & celle des
points de Farey, on associe a « la suite (Cp,)nez des points de changement rencontrés
en se déplagant sur a a partir de Cy. Les points C, se situent sur des lignes de Farey
orientées notées vc, (L) (fig. 1.6). En utilisant le corollaire 1.1.2 on montre la

Propriété 1.1.4. — 1l existe une suite bilatére d’entiers strictement positifs (n;)iez
et € € {£1} tels que :

1. sik 21, alors yo, = YeoTe T8 -+ T ks,

. _ —ng__—N-1 —MNk41
2. sik <0, alors yo, = Yo, T_2°Te T T(C1)ke
Soit s(2) = —1, on a la relation 77! = s7_.s. Par conséquent si k < 0 on a
— n-1 Nk+1
YO, = YCoSTIOT_, STk

Les extrémités de a se déduisent de la suite (n;);cz grace a la

Proposition 1.1.5. — Soient £_ et € les extrémités de o orientée de £ vers £; on a
§- =cos([non-1m—2---]7%) et & =g,([ninanz---17°)
ot [ningng---] = limgyoo[nineng---ng avec la convention [n;] = L et

[ningns - ng) = 1/(ny + [nang - - - ngl) pour £ > 1.
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A A

Ly L,

a
Fy /\ F
L_1 F—l F2 L2
F_,
-2 -1 0 1
Fic. 1.4.
Démonstration. — Commencons par le cas kK > 1 et € = —1. On remarque que
T (0) = [ang ] e 7T (00) = iy ]

avec si k est pair, ¥’ = k, k" = k — 1 et sinon, k¥’ = k — 1, k¥ = k. Ces deux suites
de fractions convergent quand k tend vers +oo, vers un méme nombre z € [0,1]
dont le développement en fractions continues est [ninz - - -]. Par conséquent, y¢, (0)
et y¢, (00) convergent vers ¢, (). La suite des points de changement (Ck)ren de o
converge donc vers ¢, (z) ce qui entraine que £ = y¢, (). Si maintenant on suppose
k>1lete=1, on a alors

TP T (0) =y + g omke] b T T (00) = 1+ 2]

et le raisonnement précédent s’applique en remplacant x par 7. Le cas ot k < 0 se
traite de fagon analogue.

On est & présent en mesure de coder les géodésiques de H? marquées en des points
de changement. Etant donnés une géodésique a de H? et Cy un point de changement
sur a, on associe & (a,Cp) le quadruplet ([non_1---},[nin2---],€,v¢c,). On note ©
la transformation de décalage sur les quadruplets définie par

O([non—1+--],[manz - +-],&,7) = ([nanon—1 - -], [nanz - -], =&, y7").
Remarquons que la projection de © sur la seconde coordonnée correspond &

I'application de Gauss T (déja introduite par A. Broise § 3) qui & = €]0, 1] associe la
partie fractionnaire de -}; Les propriétés suivantes découlent directement du codage.
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A
- 3 '7;1 (Lnt1)

&I(Fn+l)

_1(Fn+1)

Fic. 1.5.

Propriétés 1.1.6. —

1. Soit C; le point de changement de o qui suit Co, le couple (o, Cy) est codé par
O([non—1---],[man2---],6,7¢c,)-

2. Soit g € PSL2(Z), le couple (g(a), g(Co)) est codé par ([non—1-- -], [nin2--+],€,97c,)-

En résumé, une géodésique o de H? d’extrémités £_ et £ marquée en un point de
changement C est codée par I'unique quadruplet (z_, z,¢,7) €]0,1]2x{£1} xPSL2(Z)
défini par :

1. C e ~(L) et (o, (L)) €]0,7[;
2. £=7(z7%);

3. & =ys(zZ%).

1.2 Propriétés des éléments hyperboliques de PSL,(Z)

Soient 7 une transformation hyperbolique de PSL2(Z) et Fix(v) la géodésique fixée
par +y orientée du point répulsif vers le point attractif de . Choisissons sur Fix(y)
un point de changement Cy et notons (r_, z,€,70), le quadruplet associé au couple
(Fix (%), Cp). Comme (Fix(y),v(Co)) = (vFix(v),7(Cs)), le couple (Fix(y),v(Co))
est représenté d’aprés la propriété 1.1.6 par (z_,,€,77o). Par ailleurs, v(Cp) est un
point de changement Cy avec k > 1; donc, toujours d’aprés la méme propriété, on
a(z_,r,6,7%) = ©%(z_,z,€,7). En développant z_ et z en fractions continues et
en revenant & la définition de ©, on établit la :
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C,

-2 -1 0 1

— 1 -1, — 1. —_ 14 - _ 2
Y1 =T1 T_157Ce =T 77C1_Id) YC, = T3

Fic. 1.6.
Proposition 1.2.1. —  Soit v un élément hyperbolique de PSLo(Z). Il existe vy €
PSL3(Z),e € {*1}, une suite d’entiers (n;); strictement positifs et un entier pair
k > 1 tels que : v = o ---7™~5 . De plus, les extrémités de Fix(y) sont
€- = yos([xme—1 1) %) et & = v ([Pinz - 7g|"%) ou [y - 71| désigne la

fraction continue T-périodique de période [ning - - - ng).

Notons qu’alors (Fix(y),Co) est codé par le quadruplet ([gng—1-- 71,
[mimz k], €, Y0). Déterminons le module de la valeur propre | A, | > 1 de 4. D’apres
la proposition précédente, on peut se restreindre au cas ot y = 72t - - - 7%, Le lemme
suivant se trouve dans [2] et [30], nous reprenons ici la démonstration de M. Bauer.

Lemme 1.2.2 (Lemme clef). — La valeur propre supérieure ¢ 1 de 71 --- 7% est égale
. Trk—1 S |
a [Tpmo (TP(rr—"mx]))
Démonstration. — Soient My = (§1) et M_y = (19) les matrices de SLy(Z),

associées a 73 et 7_1. D’aprés la proposition 1.2.1 on a :

MP .. M™ ([m]_s) _) ([m]—e) "
1 1

Les matrices MJ* et M™; s’écrivent également M = SD, et M*, = D,S avec
Dn,=(91)et S=(9}). Puisque S? = Id, la relation () devient

1 1
Do Do ([W]—l) - ([m]‘l) '
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1
L’égalité D, (1) =z ( + 1) nous donne
x Nk z

1 1
D,, ---D, = k) Dy, - Dn,_,
1 k ([—nl — nk]_1) [nl nk] k ([—-——nknl — nk—l]-l)

ce qui entraine

1 1

Dy, -+ Dy, ([n — ]_1) = [nl = .nk]—llnz o .nknlj—l[nknl e ‘nk—1]_1 <
[

1.3 Passage au quotient

Une géodésique & de M est marquée en un point de changement C si elle se reléve
sur H? en une géodésique a marquée en un point de changement C.

Fic. 1.7.

D’un point de vue géométrique, si Cp,_1, Cpn, Cny1 sont trois points de changement
consécutifs sur &, I'un des deux arcs géodésiques Cy,_1Cp,, Cp,Cpy1 tourne autour de
la pointe et autre non (Fig. 1.7).

Les différents relevés sur H? de (@,C) correspondent aux images par PSL2(Z)
de (o,C). Si (a,C) est codé par (z_,z,e,7) (cf. § 1.1), I'ensemble de tous
ses relevés est représenté par {(z_,z,€,97),9 € PSLa(Z)} (cf. propriété 1.1.6).
Pour coder (d,C_’) choisissons le représentant (z_,z,e,1d), noté plus simplement
(z—,z,£). Géométriquement, (z_,z,c) représente l'unique géodésique marquée de
H? se projetant sur (&, C) dont les extrémités &_, ¢ vérifient : £_ < 0, & > 0,
(14+£-)(1-€) < 0, et qui est marquée en son point d’intersection avec I’axe imaginaire
L.

Si maintenant & est une géodésique primitive fermée de M, elle se reléve sur H?
en un axe Fix(y) d’un élément hyperbolique v € PSLy(Z) primitif (i.e. v # g™ avec
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g € PSL2(Z) et n > 1). Soit P € Fix(y), la longueur de & est égale a la distance de
Poincaré de P & ~(P), c’est-a-dire & 2log |\ | o )\, est la valeur propre de module
> 1de 7. Soit (z,z_,€) le triplet codant (&, C). D’aprés la proposition 1.2.1, il existe
un entier pair k > 1 et k entiers strictement positifs (n;)%_; tels que z = [A7 -~ 7y et
x_ = [Ag - n1). Pour coder (&, C) on peut ne retenir que (z,€) puisque z_ se déduit
directement de z. Le couple ©([f1 - ng), &) = ([Rz- - ngn1), —€) code la géodésique
marquée au point de changement qui suit C. La géodésique @& contient donc k points
de changement différents et d’aprés le Lemme-Clef 1.2.2 on a la

Propriété 1.3.1. —  Soit (&, C) une géodésique fermée et marquée de M codée par le
couple ([iTng),€). La longueur de & est égale a —2log H’;;(l) TPl ng).

En résumé, une géodésique fermée de M est codée par un couple (z,¢) €]0,1]x{£1}
vérifiant T*x = x pour un certain entier pair k > 1. Soit f(z) = —2logz; la longueur
de & est égale & Sif(z) = f(z) + f(Tz) + -+ f(T* 'z) (ou k est la plus petite
période de z). Ce codage permet d’exprimer le nombre m(a) de géodésiques fermées
primitives de longueur au plus @ sur M munie de la métrique de Poincaré sous la
forme :

+0
mo(a) = Z ﬁ#{m €)0,1]| %"z = z,
n=1
Sanf(z) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.

Remarque. — Sion remplace PSLy(Z) par un sous-groupe I d’indice fini, les couples
(@,C) de la surface S = H?/T sont alors codés par
(z—,x,€,%) €]0,1)2 x {£1} x PSL2(Z)/T. Notons F = PSLy(Z)/T ; le nombre nr(a)
de géodésiques fermées de S de longueur au plus a s’écrit alors :

+o00
(@) = 3 S #{(@,67) €0,1] x {£1} x FIT%(z,6,9) = (@,5,7),

n=1

Sonf(z) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.

ou T'(z,¢,7) = (Tz, —6,'77',.,[1/:"]).
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2 FLOT GEODESIQUE ET CODAGE EN
COURBURE CONSTANTE

Notons (at):cr le flot géodésique défini sur le fibré unitaire tangent de la surface M
privée de ses points singuliers.

2.1 Représentation du flot géodésique par un flot spécial

Soit G l'ensemble des géodésiques de M marquées en un point de changement.
Cet ensemble est une section du flot géodésique puisque l'orbite par ce flot d’une
géodésique & marquée en un point quelconque rencontre G. A tout couple (a,C) € G,
on associe le réel strictement positif ¢(&, C) correspondant au temps de premier
retour de a;(&,C) sur G. Notons T l'application de Poincaré sur G définie par

T(@,C) = aya,e)(@,C); le réel t(a,C) représente la distance de C au point de
a

R+ A
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2.2 Lien entre mesure de Gauss et mesure de Liouville

La relation que nous établissons entre ces deux mesures est connue ([30]). Relevons
la situation sur H? et notons G I’ensemble des géodésiques de H? d’extrémités £_ et
& vérifiant : £ < 0,£>0,(1+&-)(1—¢) < 0. D’apres les § 1.1 et 1.2, une géodésique
marquée (&,C) de G codée par (z_,z,¢) se reléve en une unique géodésique de G

—€
d’extrémités £ = (—w%) , € = 7%, marquée en son point d’intersection avec

’axe imaginaire. Notons T} P’application sur G qui reléve T. L’image par T; d’une
géodésique o de G d’extrémités £_, £ est la géodésique y(a) ou v =7, €] g E>1et

vy = T_—l[g—l] si £ < 1. 1l existe donc une partition dénombrable (G;)iecn de G telle que

sur chaque G; l'application T} corresponde & I'action d’un élément 7.™. Soit u la
de_dg
l€-—¢|
ou |{_ — &| désigne ici la longueur euclidienne de la corde reliant £_ & £. L’invariance

de pu sous l'action de PSL2(Z) entraine son invariance sous ’action de T7.
Si maintenant on code les éléments de G par les triplets (z,z_,¢) de
[0,1)2 x {—1,1}, I'application T} se traduit par le décalage ©, et u devient la mesure

©-invariante (encore notée y) définie par p(dz_ drde) = (%(5“ + d_1)(de).

Considérons la projection p de [0, 1]2 x {£1} sur la seconde coordonnée et I’application
de Gauss T sur |0, 1]. Puisque po © = T o p, la mesure image p(u) est T-invariante.
Pour tout borélien A de [0,1], on a p(u)(A) = u([0,1] x A x {£1}) ce qui s’écrit

encore 1
dr_ dx
P(“)(A)—Q/Adw/o m*z/,,ux-

Apreés normalisation de p(u), on retrouve la mesure de Gauss (introduite également

par A. Broise § 4.4) sur [0, 1] définie par h(z) dz ou h(z) = m.

restriction & G de la mesure de Liouville sur le fibré unitaire tangent de H?,
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3 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU
NOMBRE DE GEODESIQUES FERMEES DE
M EN COURBURE CONSTANTE

On rappelle que le codage des géodésiques fermées de M (§ 1.3) conduit a Pexpression
suivante de mp(a) :

+o00 1
= Z ;#{3} €]0,1]| T?*"z = =,

n=1

Sonf(z) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.
Dans ce paragraphe, nous démontrons le

Théoréme 3.0.1 (Théoréme A en courbure constante). — Le nombre mo(a) de géodé-
siques primitives fermées de M (ou d’un revétement fini de M) de longueur au plus
a est équivalent a < lorsque tend vers +00.

Pour a > 0, on pose N(a) = }_,5 L4 {2 €)0,1]|T?z =z et Sonf(x) < a}; on
a N(a)—N(§) < mo(a) < N(a). Pour établir le théoréme A, il suffit donc de montrer
que N(a) est équivalent a % lorsque a — +00. Pour ce faire, nous reprenons une idée
de S. Lalley [19] et approchons N (a) par des quantités de la forme

Niz,a)(Lja,8) = Z Z 1{a,8/(¥) 10,0 (S2n f ()

n>1 {yIT"”(y) x}

ol [, 3] est un intervalle inclus dans ]0,1] et x un élément de ]0,1]. En exprimant
N(¢,q) comme potentiel harmonique d’un opérateur positif P (§ 3.2), on obtient le

Théoréme 3.0.2 (Théoréme B en courbure constante). — Sozt [, B] C [0,1]; lorsque a
tend vers +00, N(z,q)(1[a,g]) est équivalent a mgm X & uniformément par rapport

az €0,1].

Ce théoréme permet d’expliciter le comportement asymptotique de N(a) (§ 3.1);
sa preuve se fait en appliquant le théoréme du renouvellement harmonique au couple

(P, f) (§3.2).
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3.1 Le théoréme A se déduit du théoréme B

Notation. — Soit £ = [n1,ng,...|; pour tout entier p > 1, on note Ry(z) le rationnel
[nl, na,... ,TLP].

La premiére étape consiste a relier N(a) aux mesures N(z,q)- Pour ce faire, nous
fixons k > 1 et nous numeérotons les différents k-uplets d’entiers non nuls :

N*k = {(n(li),... ,ng)), i€ N*}.

Pour chaque ¢ > 1, nous notons I; l'intervalle formé des irrationnels z €]0,1] tels
que Ri(z) = [n{?,... ,ng)] et nous fixons un élément () de I;; remarquons que
(I;);en~ forme une partition de 'ensemble des irrationnels de ]0,1]. Soit = € I;; si z
vérifie T?"xz = x pour un certain entier n > 1, on lui associe le réel ' € I; tel que

R27l ($I) = RZn(x) et Tanl = ;I;(’) :

T =[Pz Panprp2- -] ¢— &' = [p1p2 - p2ant?, ... 0, ] (3.1)
avecpl—ng),p —ng),... ,pkzn() (3.2)

On construit ainsi une bijection entre ’ensemble des x € I; tels que T?"z = = pour
un certain entier n > 1 et Pensemble des ' € I; tels que %"z’ = z(¥) ; soulignons que
pour tout 0 < £ < 2n, on a Ropik—e(Tr) = Ronyk—e(T%z’). Le lemme 3.1.1 permet
un controle précis de | f(T¢z) — f(T*z’)|.

Lemme 3.1.1. — 1l existe Ng € N et

A > 0 tels que pour tout p > Ny et tous
irrationnels z,y €]0,1] vérifiant Ry(z) = Rp(y)

»(y), on ait |logz —logy| < ZAP

Gréace a ce lemme, on a

+oo 1
|Son f(@) = Sanf(z')] < A2;2—p =€k
d’ou les inégalités
+00 +o00

ZN(z(i),a——ek)(lli) < N(a) (*) et N < ZN z(%) a+€k)(11) (**)

i=1 i=1

Notons que limg_y4006r = 0. Le comportement asymptotique de N(a) est donc
étroitement lié & celui de N(; 4). Le théoréme B est démontré dans le paragraphe 3.2;
admettons le momentanément et expliquons comment le théoréme A s’en déduit.

Démonstration du théoréme A. — Le lemme de Fatou appliqué a I'inégalité () nous
donne

400
] m(L:)
€k ¥ < el
¢ Z(Hx()logz—hlmf;ofe N@)

ou m(I;) désigne la mesure de Lebesgue de l'intervalle I;. Le passage & la limite
lorsque a tend vers +o0o dans l'inégalité (*x) est plus délicat et nécessite un argument
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de domination afin de pouvoir utiliser le théoréme de Lebesgue. Signalons que cette
difficulté n’existe pas dans [19], puisque dans ce cas la famille des indices ¢ est finie.
Le lemme suivant résout cette difficulté.

Lemme 3.1.2. — Il exziste une suite (C;);j>1 de RT, vérifiant Z;’:f C; < +oo telle
que pour tout a > 0 et tout i > 1, on ait N(I(i) a)(lIi) < Ci%.

An A PR . 5
Grace a ce lemme et au théoréme B, nous avons limsup, .. =N(a) <
ek z;"f % 11 suffit pour achever la preuve du théoréme A de faire tendre
k vers 400 et de remarquer que

X m@) /1 dz
lim —_—— = —_—— =1
k—too < (14+2@W)log2  Jo (1+2z®)log2
Démontrons maintenant les lemmes 3.1.1 et 3.1.2.

Démonstration du lemme 3.1.1. — Pour tout irrationnel z €]0,1], ona |z — Ry(z)| <

7=t ([K]). En notant n; = [1], on obtient pour p > 3,

1 1 < |Tx — Rp—1(T'z)| <

-R - _
|2 »(2)] n+Te ni+Ry—1(Tx) |~ n? = 9p-3

N e R .
d’out la double inégalité 1 — 5 < —"z(—m) < 1+ 55. Puisque Ry(z) = Ry(y), on a
alors ) .

1+ 5= VvV 1—5=
Il existe donc deux constantes A et Ny indépendantes de x et y telles que pour p > Ny,
on ait |logz — logy| < 2%.

Démonstration du lemme 3.1.2. — On a
N(m(i)’a)lli = anl % Z{y | T2n(y):z(1)} 111 (y)l[O,a] (San(y))~

Sans perdre en généralité, on peut supposer que £ = 2¢. Notons que si R*(z) =

[p1---pn] alors [2] = p1, [75] = P2y [7eerg] = Pn, d00 Spf(z) > logp: - pn.

Décomposons alors N(x(,‘)ya)(].ji) en N(Im(i),a)(lh) + NE;(i),a)(lIi) avec

NEm(i),a)(lIi) = Z ']; Z 1;, (y)l[O,a] (San(y))

14
n .
n=1" {y|Tn(y)=z())

et
+oo 1

Mot = & 2 S 1nsnse)

n
n=t+1 " {y|T?"(y)=2®}
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Pour tout 1 < n < ¢, siy € I; et T?"y = ) alors Ryn(y) = Ran (z¥) et donc
Snf(y) > 2log n? - n{Y). Par conséquent

4
1 . ,
Nizw ) (11) < > —1j0,0](210g n{ . n).

n=1

. x ’ . ’ oy
La fonction x — le étant croissante sur R™, on a pour tout réel a positif

“+z

~ a e*

e* el+zx
Loal = 1.2 (m) =

d’ou N/ .
(z(l) ,a

+00 v
.—1 O} est convergente.

a Y 14+2log n{?...n® L.
)(111.) < C/< avec O = Yoo _ 1% a7 Notons que la série

Majorons maintenant le terme N {’x (i),a)(l r,).-Ona

+001

Niwoytn) = 3 > 3 1) 10.0 (Sen—ef(2)+Sef ().

n=L+1  {z|T?"~¢(2)=z®} {y | T¢(y)=2}

La condition y € I; entraine Ry(y) = [ngz)ny)] d’ou Spf(y) > A; avec 4; =

() (4) :
2log ny” ---n;’. On obtient alors Nélac(i),a)(lli) < N(z(i),a—Ai)(l[Ovl])'
D’apres le théoreme B, il existe A > 0 tel que N(x(i)’a)(lh) < Alf:a;_/‘zi pour tous

1 € N* et a > A;. Pour A; < 1, on obtient N(Z(,-) a)(]‘lz) < A% < A%Aie"“’. Il

suffit pour conclure de remarquer que la série ), A;e 4 est convergente.

3.2 Démonstration du théoréeme B

Introduisons 'opérateur de transfert associé a la transformation T', c’est-a-dire
lopérateur P adjoint de T par rapport a la mesure de Gauss v(dz) = h(z) dz avec

h(z) = ra)1eg3- Pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur ]0,1], on a

+00
vz €]0,1], Pyp(z) :,;1 (n+x1+$ )w( . ) = h(lm) > k(e T We(y)

Y n+1+4z n+zc w17 ah=a}
avec f(y) = —2logy. Les itérés de P sont donnés par la formule
1 n—1
Yn>1, Plp(z)=-— Z h(y)e~ 5 Wy (y) avec Spf = Z foTk.
h(z)
{y|T™(y)==} k=0
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Remarques. —

1. La mesure de Gauss v étant une probabilité T-invariante, l'opérateur P est
markovien, i.e. P1 =1.

2. La transformation T est définie sur 0, 1] mais prend ses valeurs dans l'intervalle
compact [0,1]; ainsi, pour tout entier n > 1, on a T(%) = 0. L’opérateur P joue
le role d’inverse de T', ce qui explique que les formules ci-dessus restent valables
pour toute fonction borélienne bornée ¢ définie sur le compact [0,1]; dans le
paragraphe 5.2, nous montrerons méme que P opére sur 'espace des fonctions
lipschitziennes sur [0, 1].

Dans le paragraphe 2.2, nous avons vu que l'intervalle [0, 1] peut étre lu comme
une section du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent de M, la transformation
T correspondant alors & l'application de premier retour sur cette section; le flot
géodésique sur M induit une autre transformation T définie sur le produit croisé
10,1} x R par T'(z,s) = (T'z,s + f(z)).

D’un point de vue géométrique, il serait plus satisfaisant de remplacer f par la
fonction hauteur ¢ (§ 2.1) correspondant & la distance parcourue entre deux points de
changement consécutifs sur une géodésique. Néanmoins, lorsque z vérifie Tz = «,
on a Spt(z) = S, f(z); dans un certain sens, on peut donc dire que la transformation
« meémorise » la distance parcourue entre deux passages consécutifs sur la section.

La mesure v ® m sur le produit ]0,1] x R est T-invariante. Comme précédemment,
introduisons ’adjoint P de la transformation T par rapport a la mesure v ® m ; pour
toute fonction borélienne bornée ¢ sur |0,1] x R on a

+o0

Poes) =Y e (e - 1)) -

~(ntz)nt+ltz n+z’ n+z

1
=— Y he TWyy,s— f))
@) ) 2r=e)

Les itérés de P sont donnés par P"i(z,s) = a) ofy | T (y)=2) h(y)e=Snf )

Notons xa(s) = e *1[_q,0)(s). Pour tout (z,a) €]0,1] x R* et toute fonction
borélienne bornée ¢ sur [0,1] on a alors N, q)(¢) = Shoe 1p2n (£ ® xa) (,0).

n=1n

Remarque. — Lorsque ’on remplace PSL2(Z) par un sous-groupe I' d’indice fini, le
nombre 7r(a) de géodésiques fermées de longueur au plus a de la surface H? /T s’écrit
(voir remarque du § 1.3) :

+o00
me(e) = 3 oo #1(@6,9) €0,1] x {£1) x FIT%(z,,9) = (2,6,7),

Sanf(x) < a et 2n est la plus petite période paire de z}.

avec F = PSLy(Z)/T et T(z,¢,7) = (Tz, —e, 371/)).
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Notons m/ la mesure uniforme sur {+1} x F; la mesure v ® m’ est T-invariante.
L’opérateur P, adjoint de T par rapport 4 la mesure v ® m’ s’écrit alors

~ _ h _ _
Po(z,e,9) = ). %e FWg(y, e, 37 %)
v T(y)==}

pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur [0,1] x {*1} x F. L’étude du
comportement asymptotique de nr(a) est modelée sur celle de m(a), en changeant
P en P et en reprenant les arguments développés dans ([14]).

Démonstration du théoréme B. — Notons g la fonction indicatrice de l'intervalle
[a, 8] C [0,1]. Fixons € > 0 et posons K = [¢]. On a

K-1 K

Z 6£€1[-(e+1)e,-z5[ < Xa < Ze(e+1)€1[—(£+l)s,—26[

£=0 =0

d’ou les deux inégalités

K-1
) 3 > B (L @1 (r41)e,-t01) (2,0) < Nsor(9)

n>1

et

z ,a) g) < h Ze(f—{-l)e Z P2n (% ® 1[—(5+1)s,—€5[) (.’17,0)

n>1

Notons que, d’aprés la définition de P, pour tout £ > 1 on a

pn (% ® 1[—(l+l)s,—le[) (z,0) = P?" (h ® 1, o[) (z, Le).

Ainsi, nous sommes amenés & étudier le comportement lorsque £ tend vers +oo
du potentiel 3,5, 1P?"((z,£e),dydt). Cette étude fait I'objet du paragraphe 5;
nous montrons en particulier dans ce paragraphe que le couple (P, f) vérifie les
hypothéses Hy, H;, Hy, Hs, et Hy du théoréme de renouvellement harmonique 5.0.2.
En appliquant ce théoréme au couple (P2, f + f o T') on obtient

+00
L zon (9 g
£ P (201 ) (o,te) —v (2)| =0.
@Brfwmzl[lopl] gn p© el (@, 6e) v h (*)
Par ailleurs, nous avons le
Lemme 3.2.1. — Soient (ug(x))e>0 une suite de fonctions strictement positives

sur [0,1] et (ve)e>o une série & termes positifs divergente. Sous Uhypothése

—i—l—ll_o on a

limg—, 4 00 SUP,¢ [0,1]

Z?:o ug ()

=0.
Z?:o Ve

lim sup
£=+00 z¢00,1]
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En combinant ce lemme avec I’égalité (x), on obtient

- ¢ =1 p2n [P e '
£ _ n r ~ -
S-S P (Fotwmesl) 00, 2 (2 | eta

uniformément par rapport a z € [0, 1].

efe eKs

P K . . o
Remarquons ’équivalence »_,_, % Ko FE le choix de ¢ étant arbitraire, on
- —400

obtient finalement N(g oy(¢) ~ h(z)% fol ©(t) dt uniformément par rapport a

a—+00
z € [0,1], ce qui acheéve la démonstration du théoréme B.
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4 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES
CONSTANTES DE LEVY DES NOMBRES
QUADRATIQUES

Nous expliquons ici comment retrouver par la méthode développée dans le paragraphe

précédent des résultats déja démontrés dans C. Faivre [9]. Soient z un irrationnel de
10,1}, [n1(z), n2(z), . . . | son développement en fractions continues et f;:—g; le rationnel

[n1(z),... ,nk(z)] (cf. proposition 1.1.5). Le théoréme de P. Lévy [22] établit, pour
presque tout z €]0, 1] la convergence suivante :

2

~ 12log2’

1
lim —lo x
k—igloo k 8 (Ik( )
Supposons maintenant que z soit un irrationnel quadratique, c’est-a-dire racine d’un
polynéme du second degré a coefficients entiers; son développement en fractions
continues est alors périodique et l'on a z = [n1(z),... ,ny(z)] oo N est la plus petite
période de ce développement. Dans [9], C. Faivre montre que la suite (% log qx (m)) E>1

converge vers la « constante de Lévy » B(z) = —% Z?;Bl log T%(z). Lorsque N est
pair, d’aprés le paragraphe 1, le réel z code une géOdéSi(}\l[le fermée de M marquée
en un point de changement, de longueur ¢(z) = -2 i::)llog T (z) = Snf(z).

Lorsque N est impair il faut doubler la période; le réel © = [a1 - ana1 -~ -an] code
alors une géo}sllésique fermée de M marquée en un point de changement, de longueur
—1 .

lz) = -4, log T*(z) = 2SN f(z).
En supposant 1’équivalent % de mo(a) a priori connu, C. Faivre établit le théoréme
suivant :
Théoréme 4.0.1 ([9]). — Soient a un réel positif et 9, l’ensemble des nombres
irrationnels quadratiques x de [0,1] tels que £(z) < a.

i) Le cardinal 9, est équivalent a 31—°§72€—a lorsque a tend vers +o0o.

ii) La somme Y, ., B(x) est équivalente a & lorsque a tend vers +o0o.

Comme corollaire immédiat, C. Faivre obtient la convergence suivante :

. #Y4 i
lim =
a—+00 Zze‘Ja ﬂ(.’l,') 12 10g2
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qui exprime le fait qu’en « moyennisant » convenablement les constantes (5(z) on
retrouve asymptotiquement la constante % établie par P. Lévy.

4.1 Résumé de la démonstration du théoréme 4.0.1, partie (i)

Notons 92 (resp. 9%) 'ensemble des éléments de 9, dont la plus petite période du
développement en fractions continues est paire (resp. impaire). On a

“+oo
#IP = Z # {:1; €]0,1] |T2"m =z, S2.f(z)<a et 2n plus petite période}

n=1

+oo
#.‘!fl = Z # {:L‘ €]0,1] |T2"+1z =z, Sont1f(z) <

n=0

et 2n + 1 plus petite période}

VRS

L’assertion (i) du théoréme 4.0.2 résultera des deux lemmes suivants :

Lemme 4.1.1. — Le cardinal de 9% est équivalent a %25—26‘1 lorsque a tend vers +00.
Lemme4.1.2. — Le cardinal de (‘Jfl est équivalent a %25—28% lorsque a tend vers +oo.

Pour établir ces lemmes, nous suivons la méthode développée dans le paragraphe 3;
nous indiquons seulement ici les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.1.1, celles
de la preuve du lemme 4.1.2 étant rigoureusement les mémes.

Soit U(a) = 3,51 # {z €]0,1]|T?"z = z et Sz f(x) < a}.
En utilisant ’encadrement U(a) — U (%) < #9% < U(a), on constate que pour établir

le lemme 4.1.1, il suffit de montrer que U(a) est équivalent & 2:%62e% lorsque a tend
vers +00.

Etape 1. Perturbation des points périodiques.

Pour toute fonction borélienne positive ¢ sur [0,1], on considére le noyau Uy q) ()

défini par :
U(x,a)(‘p) = Z Z ‘p(y)l[o,a](San(y));

n>1{y|T?"y==z}
En introduisant pour k fixé, la partition (I;);>1 du § 3.1, on obtient les inégalités
suivantes :

+o00
Z U(x(i),a-sk)(lfi) < U(a) (*)
=1
et
+00
U(a) < Z U(m(i),a+ak)(lli) < U(a) (**)

i=1

avec limyg_, 1 o €, = 0.
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E‘tape 2. Théoréme du renouvellement « classique » et comportement des
Ulz,a) (p)-

En introduisant le noyau P associé au couple (P, f), on obtient

Utz,a) (e (z) Y P ( ®Xa) (z,0)

n>1

o h(z) = ooz €t Xal(s) = €™ 1{_a,0)().

Fixons alors € > 0 et posons K = [2¢]. On a

K-1 K
Z eeel[—(e+1)s,—ee[ < Xa < Ze(“l)el[_(ul)s,—es[
£=0 £=0

d’ou les deux inégalités

hz) Z =5 PZH( ® 1<) (3,2) < UL, (%)

n>1

et

K-1
U(z a)((p < h(l‘ ego e(€+1)e Z P?n (% ® 1[—5,0[) (.’1,‘,[8)

n>1

En appliquant le théoréme de renouvellement « classique » (§ 5) au couple
(P2, f + foT), on établit la convergence suivante :

i P (£ 1) o) 50(2)

umformement par rapport & z € [0,1], avec E = fo )+ foT(®)v(dt) =2u(f) =

3log2 En appliquant alors le lemme 3.2.1, et en falsant tendre € vers 0, on montre

que lorsque a tend vers +00, le réel Uy, q)(¢) est équivalent & h(z )ﬁg—e“ fo t)dt
uniformément par rapport a z € [0, 1].

Etape 3. Asymptotique de U(a)

Reprenons ici les inégalités () et (xx) de ’étape 1. Le lemme de Fatou appliqué a
(*) donne :
e—ck +oo
Zm a:(’ < liminf Ula)

a—+o0o %
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Par ailleurs, en adaptant la preuve du lemme 3.1.2, on établit I’existence d’une série
a termes positifs convergente (D;);>1 telle que U(z(,-),a)(l 1,) < D;e®. Ceci autorise le
passage a la limite dans (*x)

lim sup
a—+o00 €

) < fz m(I:) ().

Pour achever la preuve du lemme 4.1.1, il suffit de faire tendre k vers +oo.

4.2 Résumé de la démonstration du théoreme 4.0.1 partie (ii)

L’assertion ii) du théoréme 4.0.1 résultera des deux lemmes suivants :

Lemme 4.2.1. — La somme ), 4» B(z) est équivalente & % lorsque a tend
vers +00.
Lemme 4.2.2. — La somme ) i B(x) est équivalente a €2 lorsque a tend
vers +00.

Indiquons les étapes essentielles de la preuve du lemme 4.2.1. On a

+o0
Z B(z) = Z 211; Z Son f(2)1(0,0)(S2n f()).

zedh n=1 {z|T?*"z=x}
2n plus petite période

Posons V(a) = 3,5, = 2 (e | T2ra=z} S2nf (%) 1(0,0](S2n f(2)). On vérifie que pour
établir le lemme 4.2.1, il suffit de montrer que V (a) est équivalent & % lorsque a tend
vers +00.

Etape 1. Perturbation des points périodiques.

Posons V(z,a)(%) = 2> 2 2| Teny=z} P(Y)S2n f(Y)L10,0)(S2n f ()
Du lemme 3.1.1 découlent les deux inégalités suivantes :

6
Z‘/(m(’) a—¢g) 11 = ZN(J:(‘) a— Ek)(lf ) < V( ) (*)
=1
et
+o00
<Y Ve aren (1) )+ 2k Z N® aven)(11) (*%)

i=1 =1

avec limyg_, 400 €5 = 0.
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Etape 2. Théoréme du renouvellement harmonique et comportement de
Viz.a)(p)-

On a V(x,a)(<p) = Mf—) ZnZl %}52" (f ® §a) (z,a) avec &,(t) = —te‘tl[_a,(,](t).

En approchant alors £, par une fonction en escalier et en appliquant le théoréme de
renouvellement harmonique au couple (P2, f + f o T), on montre que V|, q)(¢) est

équivalent & %”‘)e“ fol ©(t) dt lorsque a tend vers +o00

Etape 3. Asymptotique de V().

Le lemme de Fatou permet de passer a la limite en a dans l'inégalité () de l’étape 1;
pour faire de méme dans 'inégalité (x*), on adapte le lemme 3.1.2 et on utilise le

théoréme de convergence dominée de Lebesgue. On conclut en faisant tendre k vers
+o00.
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5 ETUDE DU COMPORTEMENT
ASYMPTOTIQUE DU POTENTIEL
HARMONIQUE D’UNE MARCHE DE
MARKOYV SUR R

On considére un espace métrique compact (X,d) et une probabilité de transition
Q(z,dy) sur X. Soit (Xn)n>o une chaine de Markov de noyau @ sur X, définie
sur un espace probabilisé (2, F,P). Le noyau @ contrdle les transitions du processus
(Xn)n>o0 : le point z € X est transformé en y avec la probabilité Q(z, dy). On associe
au noyau @ un opérateur (noté encore Q) défini sur I’espace des fonctions boréliennes
bornées ¢ sur X par :

Vz € X, Qcp(x)z/xw(y)Q(%dy)-

Soit g une fonction borélienne positive sur X ; on établit sous certaines hypothéses
un théoréme limite relatif aux sommes ergodiques S, = > ,_; g(Xx). Pour ce faire,
on se place sur ’espace produit X x R et ’on considére sur cet espace la chaine
de Markov (X,, Sn)n>0 de noyau de transition Q : le point (z, s) est transformé en
(y,s—g(y)) avec la probabilité Q(z, dy). Ainsi, pour toute fonction borélienne bornée
psur X xR, on a

Qola,s) = /X o, s — 9(v))Q(z, dy).

Fixons (r,a) € X x R. Les trajectoires partant de (z,a) de la chaine (Xy, Sn)n>0
s'écrivent (Xp(w), Sn(w))n>0 avec Xo(w) =z et Sp(w) =a—) p_; 9(Xk(w)). Notons
que les transitions sur X x R de cette chaine sont gouvernées par le noyau @ ; on dit
que (Xn,Sn)n>0 est une chaine semi-markovienne sur X x R. Le processus (Sp)n>0
apparait comme une généralisation des marches aléatoires a pas indépendants sur R
et est parfois appelé « marche de Markov » sur R ([12]).

Fixons un intervalle I dans R. Le théoréme du renouvellement ([5]) donne le
comportement asymptotique du temps moyen de passage T(; o)(I) dans l'intervalle
I du processus (S,)n>0 lorsque le point origine Sp = a est « rejeté » en +o0;
I'expression « temps moyen » signifie que I’'on pondere les différentes trajectoires du

145



F. DAL’BO & M. PEIGNE

processus (Sy)n>0 par leurs probabilités de réalisation. Si on note E(; q)[¢(Xn, Sp)] =

Elp(Xn, Sn) |X0=w’30=a], ona:

T(z,0)(I) = Ez,0) Z 1:(Sn) | = Z Q"(1x ® 11)(, a).

n>0 n>0

Lorsque g est constante sur R, égale & E > 0, pour tout w € Q on a Sy(w) =
So(w) — nE; ainsi pour toute trajectoire partant de a assez grand, le temps moyen
de passage dans I est approximativement MEI—) ou m(I) désigne la longueur de I.
Si g n’est pas constante, le fait de « rejeter » a en +o0o, permet d’atteindre un
régime stationnaire lors du passage dans l'intervalle I; on peut alors remplacer g
par « la valeur moyenne » E des variables aléatoires g(X) ce qui donne le méme
comportement asymptotique que lorsque g est constante.

Nous introduisons la famille (Qx)xer des opérateurs « transformée de Fourier »
associés au couple (Q, g) et définis, pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur X,
par

Qrpla) = /X o(y)eM W Q(z, dy).

Soit L(X) I’espace des fonctions lipschitziennes sur X, muni de la norme

lell = lelo + m(p) avec oy, = sup,ex |w(@)] et m(p) = e,

z)
sup
cyeX d(z,y
zHy
Introduisons les hypothéses suivantes :

Hy Q opere sur L(X).

H; Il existe sur X une unique mesure de probabilité Q-invariante p et le rayon
spectral sur L(X) de Uopérateur R = Q — u est strictement inférieur ¢ 1.

Hy Le rayon spectral sur L(X) des opérateurs Qx est inférieur ou égal a 1 et, pour
A non nul, Uopérateur (I — Q) est inversible sur L(X).

H; sup,cx Q93(x) < +o0o et [y g(x) p(dz) > 0.

H, Les opérateurs Qx opérent sur L(X) et la fonction A — Q) est de classe @3 de
(R,|.|) dans Uespace de Banach (£(L(X),||.|l),|.||) des applications linéaires
sur (L(X), ||.]l) muni de la norme usuelle.

Lorsque g est une fonction lipschitzienne et positive sur X, I’hypothése Hs est
satisfaite; si de plus, @ opeére sur L(X) (hypothése Hp), il en est de méme pour
les opérateurs @ et I’on montre aisément que la fonction A — @, est €* de R
dans £(L(X),].]l) ([13]). Dans ’exemple que nous traitons, g(z) = —2logz n’est
pas lipschitzienne sur 0,1], la condition Hy ne se déduit donc plus des hypothéses
Ho et Hs; la « géométrie » de l'opérateur P intervient alors fortement. Enfin,
I’hypothése Hy est parfois délicate & vérifier ([26], [28]) ; dans 'exemple géométrique
traité ici, la vérification de cette condition repose sur le théoréme de Ionescu-Tulcea
et Marinescu [16]. Dans ce qui suit, m désigne la mesure de Lebesgue sur R et ’on

pose u(g9) = [y g9(x) p(dz).
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Théoréme 5.0.1 (Théoréme du renouvellement). —  Supposons que le couple (Q,g)
vérifie les hypothéses Hy, Hy, Ho, Hs et Hy. Alors, lorsque a tend vers +oo, la

famille de mesures (En—O "((z,a),dy dt)) , converge vaguement vers la mesure
a>

u—(g—),u(dy) ® m(dt), uniformément par rapport ¢ x € X.

On trouve dans ([13]) une preuve de ce théoréme dans le cas particulier ou g € L(X).
Le probléme de la convergence uniforme est traité en détail dans ([25]). Enfin, dans
([2]) est abordé le cas ot la fonction g prend ses valeurs dans R%, d > 1. Sous les
hypothéses Hy, H;, Ho, H3 et Hy la preuve s’adapte aisément. Dans le paragraphe 5.1,
nous établissons une variante de ce théoréme.

Théoréme 5.0.2 (Théoréeme du renouvellement harmonique). — Sous les hypothéses
Hy, Hy, H,, H3 et Hy, la famille de mesures (a st -71; ~"((z, a),dy dt)) , converge
= a>

vaguement lorsque a tend vers +o00 vers la mesure u(dy) ® m(dt), uniformément par
rapport a x € X.

Dans le paragraphe 5.2, nous montrerons que le couple (P, f) introduit dans le
paragraphe 3 vérifie les hypothéses Hg, Hy, Hy, Hs et Hy.

5.1 Démonstration du théoréme du renouvellement harmonique

Par un argument probabiliste classique ([5]), il suffit pour prouver le théoréme 5.0.2
de montrer que, pour tout fonction ¢ € L(X) et toute fonction u strictement positive
sur R et dont la transformée de Fourier @ est ¢> & support compact, on a :

az 23 p @ u)(aa) - u(@)/U(y)dy =0.

n= 1

lim sup
a—-+00 rzeX

En utilisant la transformée de Fourier inverse, on établit les égalités suivantes :
tn t +o©
vt € [0,1] Z —Q"(p ®u)(z,a) /Zs” 1Q™ (¢ ® u)(z,a)ds
t +oo
_ /O Zs"_llE(zyo)[cp(Xn)u(a—i-Sn)] ds

t +oo 1 A
/ E(E»O)M(Xn)%/Rﬂ()\)e’)‘(“"'s")d)\] ds

1 z/\a»\ e n—-1n
=5 ). (/ 23 Qho(z)ds | dA

Iintervertion des signes Y et [ étant possible puisque ¢ € [0,1].
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Comme s € [0,1], les opérateurs (I — sQ») sont inversibles sur L(X) et 'on a
+oe s 1QY = (I — 5Qx)~" 0 Q. Posons alors

liemo (e = 5= [ a0 ([ (1500 @uple)ds) an

pour démontrer le théoréme 5.0.2, il nous faut établir la convergence suivante :

lim sup ahm I(zat)(u ) — p,((p)ﬁ(())’ =0.

a——+00 xeX

L’étude, lorsque t — 1, de l'intégrale fot (I —5Q,)"1(Qxrp)(z) ds est étroitement lice
au comportement au voisinage de 0 de la fonction A — (I — sQ,)~! (définie sur R*
d’apres ’hypothése Hy). Le lemme suivant est démontré a la fin de ce paragraphe.

Lemme 5.1.1. — Sous les hypothéses Hy, Hy, Hs et Hy, il existe § > 0 tel que
VA€ [-4,8] Qx=k(Aux+ Ry

ot
1. k(\) est la valeur propre dominante de Q sur L(X).

2. p est le projecteur propre sur L(X) associé a k() et Ry est un opérateur borné
sur L de rayon spectral p(R)) strictement inférieur a 1.

3. Rapx = uaRy =0.
4. Les fonctions A — k(\), Ry, px sont de classe @3 sur [-9,4].

L:;1

De plus, il existe une fonction 6: A — 6()\) de classe sur [—6,6] telle que

E(A) =1+ du(g)X + A260(N).

Décomposons 4 en @ + 4, le support (compact) Uy de 4y étant inclu dans R* et celui
de 1 dans [—§, 8]. Sous les hypothéses Hy et Hy, la fonction (s, A) — (I —sQ»)~?

de classe € sur [0,1] x R*. Elle est donc bornée sur [0,1] x Uy, ainsi que ses dérivées
jusqu’a l'ordre 3 ; en particulier, il existe une constante K; (indépendante de z € X
puisque les opérateurs mis en jeu sont bornés sur L(X)) telle que pour tout a > 0 et
tout x € X, on ait

. K
P_rﬂ I(z,a,t)(uly <P) < 0—3’

inégalité qui découle du lemme classique suivant :

Lemme 5.1.2. — Soient k € N* et f une fonction de classe % sur R. On suppose
que les fonctions f, f',... , f*®) sont intégrables sur R. Alors, pour tout réel a, on a

ak/e”“f(:c)dw S/‘f(k)(o:)}dx.
R R
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Etudions maintenant lintégrale I(z,,t)(u2, ). D’aprés le lemme 5.1.2, pour tous
s€f0,1{et A€ [§,—6],ona:

(I — SQA)—I = 1_—1——/1,,\ + (I - SR,\)_l

sk(X)
Notons J(z ) lintégrale 5= [ e*da(X) (fOt(I - sRA)‘l(QAga)(z)ds) d)\. La fonc-

tion (s,A) = (I — sRy)~! étant de classe ¢ sur [0, 1] x [—4, ], il existe, comme pour
lintégrale I(; o +)(u1,%), une constante Kz > 0 telle que pour tout a > 0 et tout
x € X, on ait :

K,
S @

}I_Ig J (z,a,t)
Il nous reste donc & étudier le comportement lorsque ¢ — 1 de I'intégrale

) ¢ d
J(zsat) = % Remﬂz(/\)m(QMP)(w) (/0 Tﬁ) dX.

Pour ce faire, on effectue une intégration par partie, si bien que cette intégrale se
décompose en Kz q.¢t) + L(z,a,t) avec

-1 : K)ot

K(gat) = %ima Reuaﬁz(/\)m(Q,\(P)(x) KO 1—th(V)

i

Lt = 5 [ e (55 @00 (@0)(@) - ta @) 5 ) || 7=y

2ima

L’étude du comportement lorsque ¢ tend vers 1 de l'intégrale K, ,¢) est délicate et
fait apparaitre une identité approchée. Le lemme suivant est démontré a la fin du
paragraphe.

Lemme 5.1.3. — Soit f une fonction continue sur [—4, 6] telle que
A—=b(A) = M admette un prolongement continu en 0. On a

]
: o JA)
1 ida —
1) ¢ T—th(h) dA

10 (H / ’ sinAadA) i /‘* b — /‘s MOPO) a gy

u(g) 5 A w(g) J-s u(g) Jos 1—k(X)
. X . . K ()
Appliquons le lemme 5.1.3 & la fonction fz(A) = d2(A)pr(Q@arp)(z) R Cette

fonction étant de classe €2 sur [—4, 8], la fonction by : A > M est continfiment
dérivable sur [—§, 6] ; on obtient alors, via le lemme 5.1.3, 'existence d’une constante
K3 > 0 telle que, pour tout @ > 0 et z € X, on ait :

. X Cs
lim aK (g a0 — p(e)a(0)| < —
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Enfin notons que la fonction A\ — fol #;:’(A) est intégrable sur [—§,d]. L’intégrale
L(z,q,+) converge donc, quand ¢ tend vers 1, vers

-1
2ima

L(z,a,l) =

Lo (5 @m@n@) - et @@ Ty [ =™

et 'on a supzex a | Lz, | < +0o0. Par conséquent, on a de méme

SUPzex @ ‘llmt_,l J(x a t)‘ < +00. En remplagant dans l'intégrale J(’w at) la fonction
a>0 ’ &y

A @a(Via(@a)(@) par A = 2 (a2 (Via (Qap) (2)) — 2(Nia (Qa) (2) 552, on
obtient ’existence d’une constante K4 > 0 telle que, pour tout z € X et tout a > 0,
on ait

Pour résumer, on a décomposé I(z g 1) (u, ) en Iz q4)(U1,¥) + J(z,a,t) + K(zyat) +
L(z,q,t) et établi 'existence de constantes K, Kz, K3 et Ky telles que

sO)lSK

K
‘ lim aJ(x at) ‘

}1_13 aK(:c,a,t) M(‘p ’

et ’th_IH aLz,q) ‘ < —

Il nous reste & démontrer les lemmes 5.1.1 et 5.1.3.

Démonstration du lemme 5.1.1. — La décomposition spectrale sur L(X) des
opérateurs Q», A € [—4, ], découle de celle de Q et du fait que @ est une perturbation
de classe @3 de 'opérateur Q au voisinage de 0. Pour obtenir la derniére assertion du
lemme, il suffit de faire le développement limité d’ordre 3 de k(\) au voisinage de 0
et de calculer k£’(0) ; ce dernier point mérite d’étre explicité. Pour tout n > 1, on a

. /S M\ n
x/nl(ac):IEm e =k - m/nl(a:)+RA/n1(x).

En dérivant, on obtient
i */,Sn (A A\t
—E; |Sn =k(=-)k|- 1
nE [S e ] (n - py, 1(z) +

1 A " n —£—1
+ﬁk (ﬁ) IM/ ZR 1(z)

d’ou ) 1 1
¢ / / n—1p/
—E; [Sn] = — gl —R"" " Ryl(x).
~Eq[S] = K(0) + ~pp1(z) + —R" " Rol(2)
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On conclut en intégrant les deux membres de 1’égalité par rapport & la mesure p puis
en faisant tendre n vers +o00.

Démonstration du lemme 5.1.3. — On a

é e 1 B 1 _ d /\2f(’\)@()‘) ei/\a
[0 (i - r=ram) @ = L momi -

ainsi, grace au théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

[ Pa 1 1 1 PANON) ina
i [ 100 (e~ Trrrma) = L ok
Par ailleurs

J F(A)eira B s 1—+t N
/_5 1-t(1 +iy(g))\)d)\ = /4 1—1? +t2u(g)2/\2f(/\)e Aagx +

tip(g) [° A(f(N)ee — f(=N)e~9)
2 /_5 1021 2agne 2

+

d’ou
0 f()ere _ f(0) ® sin\a IR AR
i [ = e () g [ e

5.2 Le couple (P, f) vérifie les hypothéses Hy, H;, H,, H3, H,

Introduisons les « opérateurs de Fourier » (Py)xer définis, pour toute fonction
borélienne bornée ¢ sur [0,1] et pour z € [0,1], par Pyxp(z) = P(e*p)(z), ce qui
s’écrit encore

P,\<p(:r) — g:o l+z 621‘)\ log(n+z)(p 1
—(n+z)(nt+l+a) n+z)’

Soit L l’espace des fonctions lipschitziennes sur [0, 1], normé par

lell = |¢le + m(p) o |.|, désigne la norme de la convergence uniforme sur
[0,1] et m(p) = sup,, Jﬂ%@—l; Pespace (L, ||.||) est un R-espace de Banach
et 'application identité est compacte de (L, ||.||) dans (L, |.|, ). Nous allons montrer
que les opérateurs Py opérent sur L et controler leur spectre sur cet espace. Dans la
proposition suivante, v désigne la mesure de Gauss introduite dans le paragraphe 2.2.

Proposition 5.2.1. —

1. L’opérateur P opére sur L et le rayon spectral sur L de l'opérateur P — v est
strictement inférieur a 1.

2. Pour A non nul, lopérateur Py opére sur L et son rayon spectral sur L est
strictement inférieur a 1.

151



F. DAL'BO & M. PEIGNE

Démonstration. — Nous énongons tout d’abord deux lemmes dont les preuves
reposent sur des arguments développés dans ([14]) et qui vont nous permettre de
controler le spectre des opérateurs P, .

Lemme 5.2.2. — 1l existe deux constantes positives A et B telles que, pour toute
fonction ¢ € L et tout réel A, on ait

|Pa¢los <1910 et I1Paell < s lloll + (A+ BIA]) |0l

Lemme 5.2.3. — Soient ¢ € L et a un nombre complexe de module 1. Si Pyxy = ap,
alors a =1, A =0, et ¢ est constante sur [0, 1].

Les inégalités du lemme 5.2.2 montrent que, pour tout A € R, 'opérateur Py est un
opérateur de Doeblin-Fortet sur L & puissances bornées ([16], [24]) ; ainsi d’aprés le
théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu ([16], [24]), P a au plus un nombre fini
de valeurs propres de module 1, les sous-espaces propres associés sont de dimension
finie et le reste du spectre est inclu dans un disque de rayon strictement inférieur a 1.
Lorsque A est non nul, 'opérateur Py ne posséde pas de valeur propre de module 1
(lemme 5.2.3) si bien que son rayon spectral est strictement inférieur a 1. (Hypothése
Hj). En revanche, pour A = 0, la valeur propre 1 est simple, I’espace propre ker(P —1d)
est celui des fonctions constantes sur [0, 1], et le projecteur propre associé a 1 s’identifie
a une mesure de probabilité P-invariante sur [0,1]. Ainsi, on peut écrire P = v + R

1
avec p(R) = limyo || R || n < 1. (Hypothése H;).

Démonstration du lemme 5.2.2. — La premiére inégalité découle du fait que P
est un opérateur markovien sur [0,1]. Posons p,(z) = m—%; pour tous

z,y€[0,1] et n>1,0na

+o0o
| Pxp(z) = Pap(y)] < lolo (len —Pa(®)| + Y Pa(y)

n=1

+2_:pn(y)‘<p(niw> “P(niy)‘
(zz HEED))

Pn

girlog(n+z) _ ,—iXlog(n+y) ‘)

lw—yl

d’ou la seconde inégalité du lemme.

Démonstration du lemme 5.2.8. — Considérons d’abord le cas ou A = 0. Les égalités
P(p) = €% et vP = v entrainent P || (z) = |¢(z)|, v(dz)-presque slrement ; les
fonctions ¢ et Py étant continues sur [0, 1] et le support de v étant [0, 1], cette égalité
est en fait satisfaite pour tous les points z de [0, 1].
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Soient zo et x; dans [0, 1] tels que |p(xo)| = infzeo,1) | ()] et
[¢(z1)| = sup,epo,1) 1 (x)|; par convexité on a

1 1
> 1 |so<xo>|=\<p(n+wo) ot '“"(“)'ZMnm)’

En faisant tendre n vers +o0o, on obtient |¢(zg)| = |¢(0)] et |@(z1)| = |¢(0)]; ainsi,
¢ est de module constant sur [0, 1].

Montrons & présent que la fonction ¢ est constante sur [0,1]; en supposant ¢ non
nulle, 'égalité Py = e nous donne

Ve e€[0,1,Vn>1 ¢ ( ) = ep(z).

Ainsi, pour tout x € [0,1], on a p(z) = e~*®y(0); la fonction ¢ est donc constante
sur [0,1] et ¥ = 1.

Considérons a présent le cas out A est quelconque. Les égalités Py = e®®p et vP = v
entrainent P |p| = || et donc ¢ est de module constant sur [0, 1]. Par convexité, on
obtient

n+x

Vz € [0,1],Vn >1 e¥rloe(nta), ( ) = ep(x)

n+x
d’0ut limp,_, 4o €22 108(n+2) — e_w%(%z ; en particulier

. 2iX log(2n+a) . . 2iX log(3n+x) ,
e — p2idlog2 __ e — p2idlog3 _ [
lim,, 400 STt = € g2 =1 et lim, 400 S Tesnrer = € g3 =1, d’ou

A = 0. Pour X\ # 0, opérateur P, ne posséde donc pas de valeur propre de module 1.

Il nous reste a étudier la régularité de la fonction A — P\. Nous avons la

Proposition 5.2.4. — L’application A — Py est développable en série entiére en tout
point de R.
Démonstration. — Fixons A\g € R; pour tout ¢t € Ron a
S (0 o o
Pyrep(z) =P > Te’ Il | ().
=0
~ srie SF0 GO cidof fe
Nous allons montrer que pour |t| assez petit la série D, “5~€**°/ f* est normale-
ment convergente dans (L, || .||). En posant alors
o (WD) s o
VoeL Sn(ot)(p) =), Tp(ez ol fp)
=0

on en déduit que la suite d’opérateurs (Sy(Ao,t))n>1 converge vers Py 4: dans
Vespace (L(L,||-]]),|l-]]) des applications linéaires de (L,||.]|); ainsi la fonction
A — P, est développable en série entiére au voisinage de Ao et

dP)

VZZ].,V(,OEL KIA=>\0(¢)

— ilp(ei)‘offlcp).

153



F. DAL’BO & M. PEIGNE

Il nous suffit donc de montrer que la série Z+°° LZI)_ e**of f¢ est normalement
convergente dans (L, ||.||).

Pour tout n > 1 et pour tout z € [0,1], posons fp,(z) = 2log(n + z); on a
| fale < 2log(n+ 1), m(fn) < 2 et pour tout A € R, ||ei’\fn || <1+ |A|m(fn)

Par ailleurs, il existe K > 0 tel que pour tout n > 1, ||p,| < Z. 11 existe donc une
constante C > 0 telle que

+o0
| P(e)f9)]| < Z pall |27 |1l £ 1

<CZ(2+210g n+1))

¢ 2/t] .
Notons que la somme 3,5 S°F Lt 2rzlognt )] - ez‘tI s Sn—HL est finie

n=1 ¢!
si |t| < 1/, ; par conséquent, pour |t| < 1/,, la série Zz o [, || P(e ’>‘°f fe || converge.
Ceci achéve la démonstration de la proposition 5.2.4.
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6 PERTURBATION DE LA METRIQUE DE
POINCARE SUR M

Fixons a présent une perturbation g. de la métrique de Poincaré sur M. On note d; la
distance induite par la métrique relevée sur H?, K, la courbure de g. et d la distance
de Poincaré sur H2. On rappelle que les deux hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. Pour tous 21, 22 € HZ2,

(1 + 8)_1d(2’1, 22) < de(zl, 22) < (1 + e)d(zl, 22).

2. 11 existe b €]0,1] et R > 0 tels que pour tout z € H?, K. (2) < —b? < 0. et
K. (z2)=-1silmz>R.

L’hypothése (1) traduit le fait que les espaces métriques (H?,d.) et (H?2,d) sont
quasi-isométriques et I’hypothése (2) entraine que (H?2,d.) est un CAT(—b?)-espace
[4]. On note 8.H? son bord (au sens des classes d’équivalences de rayons géodésiques
asymptotes) et 0H? = R U {c0}.

6.1 Codage des géodésiques fermées de (M, g.)

Soient ¢ € 0.H? et rc(t) un rayon géodésique pointé en £. Etant donnés z;,2; €
H?, la limite, quand t tend vers +oo, de dc(21,7:(t)) — de(22,7:(t)) existe et est
indépendante du rayon choisi, on la note Bg(21,22) ([4], [11]). Géométriquement
‘Bg (zl,zg)' correspond & la distance entre les horosphéres basées en £ et passant

respectivement par z1, 22. Si {, est le point fixe attractif d’une isométrie hyperbolique
v de (H?,d.), la quantité B¢ (2,7(z)) est indépendante de z et correspond au
déplacement d, d’un point de ’axe de  sous I’action de . Nous choisissons comme
point base dans H? le point %, on pose :

dy = Bg (i,7(1))-

Soient £1,&; € :H? et z un point appartenant & la géodésique passant par &; et
&2 ; le produit de Gromov (&; | &2). défini par

(51 I 52)5 = 1/2 (Bgl (i»z) + Bgz(ivz))
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est indépendant du point z et représente, au signe prés, la distance entre les
horosphéres passant par i et basées respectivement en &7, &3.

Considérons sur 8. H? x 9,H? I'application D, définie par

De(£1,6) =0
D.(£1,€&2) = e ¢1182)e (ou b est la borne supérieure de la courbure K.).
L’espace H? muni de la distance bd. étant un CAT(—1)-espace, D, est une distance

visuelle sur 8:H? ([4]). Ce résultat est da & M. Bourdon que nous remercions ici pour
les éclaircissements qu’il nous a apportés sur les CAT(—1)-espaces. On note Dy = D.

Le théoréme suivant établit une correspondance entre les deux espaces métriques
(6:H2, D) et (6H?, D).

Théoréme 6.1.1 ([11] Proposition 4.14). —  L’application (H?,d,) Id, (H2,d) s’étend
en un homéomorphisme bi-Hélder (0.H?, D) BN (0HZ2, D) équivariant par rapport d
Uaction de PSLy(Z) (i.e. poy=7yop).

Soient z1, 22 € H?; on définit le produit de Gromov sur (H?,d.) par
(Z1 | Z2)e = 1/2 (de(’l:, 21) + de(i, 22) - de(zl, Zz)) .

On note (21 | z2)0 = (21 | 22). Les espaces (H?, d) et (H?, d.) étant quasi-isométriques,
il existe A; > 0 tel que ([11] p. 90)

(14e) Mz | 22) — A1 < (21| 22)e < (1 4+ €)(21 | 22) + Ay (%)

Considérons &1,&2 € 0. H? et r1(t),m2(t) les rayons géodésiques issus de i et pointés
respectivement en &1, £,. En appliquant l'inégalité (x) & r1(t) et r2(t) et en utilisant
le fait que lim; 400 (7r1(2), r2(t))e = (&1 | £&2)e on conclut qu'il existe B > 1 tel que

1

= [D(e(6), 9@ < Dulr, &) < BID(o(E), 9(E)] 1+ ()

Cette inégalité précise le théoréme 6.1.1. On déduit du théoréme 6.1.1 le
Corollaire 6.1.2. —

1. Une transformation de PSLy(Z) fize le méme nombre de points sur 0:H? que
sur OHZ.

2. L’ensemble limite de PSLo(Z) agissant sur (H?,d.) est O:H?2.

Notons £é_; le point fixe de 7_; agissant sur 8. H? et A ’ensemble 0.H? privé de
Porbite sous PSL3(Z) de £—1. En utilisant le théoréme 6.1.1 et le codage des points
de R — Q en fractions continues développé dans le paragraphe 1, on obtient la
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Proposition 6.1.3 (codage des points de A). — Soit £ € A, il existe une unique suite
w(€) de PSLy(Z)
w() =7, 72 im0 oun; € N* etr,s € {1}
telle que
£= im Tt (6

Notation. — On note At I'ensemble des £ € A tels que le premier terme de w(&) soit
de la forme 7™; ou 7J* avec n € N*. (Remarquons que ¢(A*) = R — Q™).

On rappelle (proposition 1.2.1) que toute transformation hyperbolique de PSLy(Z)
est conjuguée a une transformation de la forme 71772 . . . 7% avec r € {£1}, k € 2N*,
et n; € N*. Considérons & présent une géodésique primitive fermée & sur (M, g.) de
longueur £.(@), il existe donc y = 771772 ... 7% dont 1'axe se projette sur &. Notons
&, le point fixe attractif de v sur 0.H?, on a la relation :

te(a) = B (4,7(3))-
Soient £ € At et w; le premier terme de la suite w(¢) on définit Tp: AY — AT et
fe: AT — At par:
Te(§) = wi € et fe(€) = Bg (i,w1(1)).

Remarquons que TFE, = &, et Spfe(&y) = f-(&) + -+ f-(T*71&,) = £c(@). Fixons
a > 0 et notons 7. (a) le nombre de géodésiques primitives fermées orientées de (M, ge)
de longueur au plus a, en reprenant les arguments développés dans le paragraphe 1,
on obtient la relation :

+o00

me(a) = Z :‘2%# {€e At | T2"¢ = ¢, 2n plus petite période de &, San fo(€) < a}.
n=1

Remarque. — Si € = 0, autrement dit si la courbure est constante on obtient

+oo
1
mo(a) = Z %# {z € R*\ Q" |T¢"z = z, 2n plus petite période de z, S2n fo(z) < a} .
n=1

Cette expression de mo(a) différe de celle donnée 4 la fin du paragraphe 1, toutefois
en prenant l'image de lintervalle [1, +oo[ par la transformation !/, en remplagant

Ty par application de Gauss T et fo(z) par f(z) = logz (qui est cohomologue &
B (i,7"1%) si ¢ = [n1,n2,...]), on retrouve I'expression initiale de mo(a).

6.2 Transformation dilatante et mesure 7 .-invariante sur A"

En revenant & la définition de D, et en utilisant les propriétés de Bf (#1,22) on
obtient pour tout v € PSLy(Z) et tous &1, &, € 0. H? :

De(v(2),7(E2)) = e} (B 4B, 6™ D) p (e, £,). (*)
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Remarquons que si v est parabolique et si £, est son point fixe B (i,77'(i)) = 0.
Bn effet, BE, (1,7-2(0)) = LBE, (i7~"(9) < Ldelior(0) < L(1+ £)d(iry ()

avec limp—, 100 2d:(1,77"(i)) = 0. On obtient en particulier

De(v(£),&,) = De(&1,&5)erBa 77 @),

On rappelle que f.(§) = Bg(i,7;(i)) ot 77 est le premier terme du développement
de £.

Proposition 6.2.1. — 1l existeeg > 0, N € N* et a > 0 tels que pour tout 0 < € < gg
et € At
Sn fe(§) > a.

En utilisant la relation (x) on déduit le

Corollaire 6.2.2. — Pour tout 0 < € < gg, il existe 8 > 1 tel que pour tout £ € AT
dont le développement commence par T/, 102, ... , 7N on ait :
eBE(i,Tgli)+Bf,(£)(i,r’_‘gi)+~~~+B;N_1(5)(i,TfNi) > B.

En particulier si &1,&2 € AT et siw(&1),w(€2) commencent par les mémes N premiers
termes alors

D (TN&,TNE) > B°De(61,82).

Avant de démontrer la proposition, commencons par démontrer les deux lemmes
suivants.

Lemme 6.2.3. — Il existe A > 0 tel que pour tous £ € O, H? et z € H? :

(L4 &) Y (By(e) (6, 2) — (€2 + 2¢) d(i, 2)) — A < B§(4, 2)
< (L+¢€)(Byey(i,2) + (1 — (L +¢€)72) d(3,2)) + A.

Démonstration. — Soient ¢ € A et r.(t) le rayon géodésique issu de i dans (H?, d)
et pointé en ¢ ; pour tout z € H?

lim (2 | re(t))e = 5(de(z,) + BEG5,2))

t—+o00

De méme si r(t) représente la rayon géodésique issu de i dans (H?,d) et pointé en
p(€) : .
(z|r() = E(d(z,i) + By (¢) (4, 2))

Appliquons l'inégalité (*) du paragraphe 6.1 aux points r.(t) et z :

lim
t—+o00

(1+e) Mz re(t) — AL < (2| re(t)e < (1 +€)(2 | e(t)) + Ar. (6.1)
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Pour faire tendre ¢ vers +00, nous avons a estimer (z | r¢(t)). Le demi-plan de Poincaré
étant log 3-hyperbolique, on a ([11] p. 28) :

(2 | 7e(t)) 2 min {(z | r(2)), (r(t) | 7<(t))} — log3. (6.2)

Par ailleurs, le triangle géodésique de sommets r¢(t), r(t), © est 4log 3-fin ([11] p. 41),
et donc ([11] p. 38) :

d(i, [re (), r(t)]) < (re(t) | r(t)) + 41og3. (6.3)

Les points 7.(t) et r(t) convergent vers ¢(£), ce qui entraine que la distance du
point i au segment géodésique [r(t),7(t)] converge vers +o0o0. On déduit alors des
inégalités 6.2 et 6.3 que pour ¢t grand

(2 [7e(t)) 2 (2 [ 7(2)) — log3.
L’inégalité suivante (pour ¢ grand) découle alors de 6.1 :

(1+e)7 (2| r(t)) = (1 +e) 7 log3 — A1 < (2| re(t))e.

En faisant tendre ¢ vers +o0 et en utilisant ’hypothése de quasi-isométrie
de(%,z) < (1 +¢€)d(i, z), on obtient I’existence d’une constante B € R telle que pour
tous z € H? et £ € AT :

(1+€)7'By(e) (i, 2) + d(i, 2)[(1+ €)™ = (1 + €)] + B < B (i, 2).
La majoration est obtenue en intervertissant les roles de d et d.

Lemme 6.2.4. — 1l existe eg > 0 et n > 0 tels que pour tous 0 < e < gg et
z € RY—QT dont le développement en fractions continues est 77, 772, ... , 7'("_’“1)“18, el
l'inégalité suivante soit satisfaite :

Ba (i,77 (i) — (2 + ) d (5,77 (6)) > .

Démonstration. — Soit ¢ Q et 0 < =z < 1, son développement en fractions
continues est de la forme 7"}7{"27"$ - - -. On pose z; = 7_{"*z. Un calcul élémentaire

montre que

22 + (nyzy + 1)2
1+

1
d (i,7"%%) =log§ <2+nf+n1\/n%+4>

B, (i,7-11) > log2 sing=1
B, (i,Tf‘li) > log l—t(—'%"'—l)z sinon

Bg (i,7™4) = log

Par conséquent :
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Posons €1 = 2¢ + €2, on a
b

B, (i,7-11) — e1d (i,7—11) > log (—3%_:)—51 sing =1
B, (i,7Mi) — exd (¢,7741) > log 51;1 sing > 2

En prenant € suffisamment petit on obtient le lemme.

Il reste le cas od z > 1; notons 74 "*,7_ fz --- son développement en fractions
continues. Soit s(z) = —1, on rappelle que s7; "*s = 774, ainsi d (i, 71*1) = d (4, 7"'%1)

et By (i, T:{“z') =By (i,7717) ce qui nous raméne au cas précédent.

Démonstration de la proposition 6.2.1. — Soient £k € N* et £ € AT. On pose
w(f) = tM7l2.... Par définition Skf.(§) = B (i,ﬂ“*rf?'-7'("_’°1)k+ls(i)), ainsi
d’aprés le lemme 6.2.3,

Skfe(€) 2 (14 €)™ (Sufolp(©) — (2 + 200 d (i, 72 7700 () ) = A

Notons z = ¢(£); on a
Skfo(x) = fo(®) + fo(Tx) + -+ fo(T*'2)

et
@ (6,7 ey @) € D0 (5770, 0)
ainsi

Skfe(g) > 1 + 5 (Z fO Tp 1 (52 + 25)d (i77-(n_p1)p+1s(i))> - A.

Comme fo(TPzx) = Brey (i, -r(n_pl),,+ls(i)) on obtient grace au lemme 6.2.4 I'inégalité

Skfe(€) > (1 +¢)~! x kn — A. 1l suffit alors de choisir k assez grand, de sorte que
(1+e)"txkn—A>0.

Notons o.(d¢) une mesure de Patterson sur A et §. 'exposant critique de la série
de Poincaré 3_. cpsr,(z) e~sd=(:7()) " Puisque la courbure de M est égale & —1 en
dehors d'un compact (hypothése 2), on a o.(A) > 0. En courbure constante (¢ = 0),
la mesure o correspond & la mesure de Lebesgue et §o = 1. La construction de la
mesure o, est due, en courbure variable, & V. Kaimanovitch ; nous le remercions ici
pour les discussions que nous avons eues avec lui sur ce sujet. Pour tout borélien A
de 0.H? et tout v € PSLy(Z), la relation suivante est vérifiée :

oe(v(A)) = / 5B 5 ().

A
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A T'aide de o, on construit la mesure . (dé_d€) sur A x A définie par

Je(dﬁ—)ae(df) )
D.(£,6-)2%

11 découle de I’égalité () introduite au début du paragraphe 6.2 que . est invariante
sous I'action de PSLy(Z).

Soit s € {1}, introduisons les ensembles A} = {£ € AT |w(f) = 772}
et A; = {£ € A—AT|w(€) = 7;™77%---}. L’ensemble ¢(A}) (resp. p(A]))
représente les réels positifs (resp. négatifs) dont le développement en fractions
continues commence par 77 (resp. 7, "). On note A = (J,_,, AZ, x A} ; l'image
par ¢ x ¢ de A est relativement compacte dans p(A) x p(A) privé de la dlagonale, il
existe donc ¢ > 0 tel que pour tout (£_,&) € A,

pe(d€-dE) =

D.(¢-,§) > c>0.

Ceci montre que la mesure y. en restriction & A est finie. Considérons I’application
T, sur A définie par T (£_,€) = (wy *é_, T:€) o w; désigne le premier terme de w(¢),
I'invariance de p. par PSLy(Z) entraine T.pu. = .. Soient cl_1 = pe(A) et A 5 A
la projection de (£_,&) sur £, la mesure v, définie sur A par v, = c1p(pe) est une
mesure de probabilité T,-invariante. De fagon plus explicite, v (d€) est définie par :

ve(d€) = he(€)02(d€) o he(E) = / ﬁ si€ e AL,

6.3 Comportement asymptotique de 7.(a)

Nous détaillons ici les modifications & apporter au paragraphe 3 pour obtenir le
théoréme A lorsque ¢ est non nul. Pour tout point £ € AT et tout borélien A C AT,
posons

N, (1 Z Y La)lo(Senf(n)

n= 1 {77|T2"77 3

Soit P. l'opérateur adjoint de T, relativement & la mesure v, ; pour toute fonction
borélienne bornée ¢ de A+ dans C, on a

X he(rm .
WEEAT Ppl)= ) T(T(Zr)f_)e*‘”“’-’“so(rzs)-
n=1 €

Notons P. I’adjoint par rapport a la mesure v. ® m de la transformation TE définie
par T¢(§, s) = (Te(§), s + f<(€)) ; pour toute fonction borélienne ¥ de A* x R dans C
on a

hE('r"

—5efe(‘f'2,»§) n _ n
h€(€ \I/(T—r€7t fE(T—rg))'

+oo
VEe AT Pt =) =
n=1
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En posant X, (t) = e~%*1[_, o)(t) on obtient

+o00
Niw(10) =3 5@ (32 @) (6.0,

n=1 €

Dans le paragraphe 6.4 nous montrons qu’il existe £¢, tel que pour 0 < € < gg le couple
(P, fe) veérifie les hypotheses Hy, Hy, Hy, Hz et Hy du théoréme du renouvellement
harmonique (théoréme 5.0.2). Admettons cette propriété; on obtient alors le

Théoréme 6.3.1 (Théoréme B). —  Soit A un borélien de At tel que v.(A) > 0 et
dont la frontiere est v.-négligeable. Lorsque a tend vers +o0o, le nombre N&’a)(l A)

est équivalent a he(€)o:(A) e; e: uniformément par rapport ¢ £ € AT,

€

Pour obtenir le comportement asymptotique de m.(a) nous suivons le para-
graphe 3.1. Nous relions donc m¢(a) aux quantités NG, a)(l A). Fixons un entier pair
k > 0 et une numérotation ((n(lj ), . ,ng )))321 de tous les k-uplets différents d’en-
tiers strictement positifs. Soient r = £1 et 7 > 1, on note A:rj I’ensemble des points &

G @ o)
de 8.H? dont le développement w(¢) commence par 7% , 72 ,...,7_% . Soit &; un
point fixé dans A,; ; & tout £ € A,; tel que T2"¢ = ¢ on associe le point ¢’ € A,; défini
par T2"¢' = &,;. Il nous reste a présent & controler les variations de f. (analogue du
lemme 3.1.1) et sa taille (analogue du lemme 3.1.2). Le lemme suivant est essentiel

pour cette étude.

Lemme 6.3.2. — Il existe C > 0 et, pour tout n > 1, il existe K,, > 0 tels que

1. Pour tout £ € AT,
%Kn < el (78 < COK,,.

2. Pour tous £,m € AT,
- (76 _ 1T | < CK,,De (€, 7).

De plus, %nﬁf < K, < Kn2b(+e),

Démonstration. — On suppose 7 = 1 et on note &; le point fixe de 7.
1. — Soit £ € AT,, on rappelle que f.(1{*¢) = B{(i,7{i). En utilisant la relation
(*) du paragraphe 6.2 et le fait que B (4, 77 1(i)) = 0 on obtient

e _ _DG&)
D2(r€, &)
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Les espaces (OH?, D) et (6.H?, D,) étant en correspondance bi-Holder, il existe A > 1
tel que De(n,€) < A pour tous &,n € AT et de plus De(AY, &) > 4. Par conséquent

1 v anmoe A
A2 D2(r{€, &) T ~ D2(m1€,61)

Pour tous 7;,m2 € AT posons Aj(m,n2) = ﬁ%' Remarquons que si

m,nN2 € A'_"1 alors Aj(n1,7m2) < A3. On vérifie de plus que pour tout n € Z,
A1(TPm, 7Pn2) = A1(n1,7m2). Fixons un point & € AT, on déduit de la propriété
précédente que A;(€,&) < A3

Ainsi

De(rl}’ﬁ,ﬁl) - DE(T{}&’&) < A (TPE, 1) = A1(€,&). En utilisant le fait que
lim, 400 T1*€0 = &1 on obtient I'existence d’une constante K > 0 telle que pour n
assez grand

ED.(r16, &) < o)

= 1+A3DE(T{160)61) S D&(T{lgvgl)

DE(FFEO?&I)
= 1— A3D.(1]60, 1)

< KD.(110,&1)-

L’assertion 1 découle directement de cette inégalité, la constante K, est ici égale &
D—m%zo——m. D’aprés 'inégalité (**) du paragraphe 6.1 on a
€ 1 ’

1 <K B2
B2D(p(&), (61))"

< < .
¥o =" T D(p(1ib), p(61))20+e)
Un calcul explicite en courbure constante conduit a ’encadrement suivant :

—l—n% < K, < Kn?(+e),

2. — Soient £, € At,. Posons A({,n) = |eb<(77€) — ebfe(rim) | On a
_| D& &)  Di(né&) -

M6 =| pitees ~ it

MEm) < D66 | S ~ Barme |+ e | D26, 60) - D2(m.60)]
- D2(r€,&) DZ(rin,&)| DZ(rin,&) ' ¢ ‘

1 1

D2(t]€,&1)  D2%(n, &)

2

+ et (M A2 | D2(¢,€1) — D2(n, &1)] .

L’assertion 2 se déduit alors de I’assertion 1 et de la relation :
D(€,) = BT HIT0) D, (7, 7pg)

Le cas ou r = —1 se traite de la méme fagon.
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On déduit de ce lemme I’analogue du lemme 3.1.1.

Corollaire 6.3.3. — Soit 0 < ¢ < gy (donné dans la proposition 6.2.1), il existe
0 < p<1,Nyg > 1 et deur constantes B et C tels que pour tout p > Ny et tous
&,m € AT dont les développements w(§), w(n) coincident jusqu’au Tang p on ait

|f€(€) - fe("])l < BDs(ng,Te"]) < Cpp.

Démonstration. — Soient £, € A} dont les développements commencent par 77 et
coincident jusqu’au rang p; d’aprés le lemme 6.3.2, on a

i) ‘ < CEnD(T:£, Ten)

<82 < 02D, (1h¢, Tu).

ebfs (m) re

Par ailleurs d’apreés le corollaire 6.2.2, pour € < gg, il existe § > 1 tel que pour tous
71, M2, dont les développements ont les mémes N premiers termes on ait

D(TN¢,TNn) > BD:(&,n).

Les suites w(£) et w(n) coincident jusqu’'au rang p, donc

DAT.6.Ton) < A [ X ‘ 0= |21
6( &, 571)— <E> avec —[T]

Le corollaire se déduit de cette inégalité et du fait que |log(1 + u)| < 2|u| au voisinage
de 0.

Revenons a l'approximation des points périodiques. On suppose k& > Np. Soit
e At tel que Tz"{ & ; d’aprés le corollaire 6.3.3, | S2n fe (&) — Sanf:(€')| < 6k ou
O = AY % 75 Notons N¢(a) = 305 m# {6 € AT |T2"E = € et Sanfe(€) < a}.
On a l’encadrement suivant :

Z > Nieya-o0(da) S N°(a) < Z D N, are0(La,,)-

j=lr==%1 j=lr==%1

Il nous reste pour obtenir 'asymptotique de m.(a) & démontrer un analogue du
lemme 3.1.2. En reprenant la démonstration de ce lemme, on constate que le seul
point a vérifier est ’existence pour tous 7 = +1 et j > 1 d’une constante a,; vérifiant
les propriétés suivantes :

L Ve A Sife(€) > any.

2. S tee

j=1 2ur=41 Orje” "7 < +00.

L’existence des constantes a,; découle du

Lemme 6.3.4. — Il existe D > 0 tel que pour tout &€ € AT, on ait :

1+€logn— D < fo(7€) <2(1+¢)logn+ D.
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Démonstration. — Ce lemme est une conséquence directe du lemme 6.3.2 (1) et de
I’encadrement de K,.

D’aprés le lemme 6.3.4, on a Sk f-(£) > %l g( @ nfcj)) kDsi€e A+ En
choisissant € < 1, la constante a,; = % ( . .nff )) — kD vérifie les hypothéses
(1) et (2).

6.4 Le couple (P., f.) vérifie les hypotheses Hy, H;, H,, H3, H,

Dans le paragraphe précédent, nous avons expliqué comment le théoréme A se
déduit du théoréme B. Pour établir ce dernier théoréme, il suffit de prouver que
le couple (P, f.) vérifie les hypothéses Ho, H;, Hz, Hs, et Hy du théoréme du
renouvellement harmonique (Théoréme 5.0.2).

L’opérateur P. est l’adjoint de T relativement & la mesure de probabilité
he(€)oe(d€) sur AT ; ainsi, pour toute fonction borélienne bornée ¢ de A* dans C on
a

X he(r, .
VeeAT Pol6)=D ‘z%e“*“’-r%<ﬂe>.
n=1 €

Remarquons que P s’étend aux fonctions boréliennes bornées de A+ dans C
et que At est compact. On rappelle (paragraphe 6.2) que si & € AJ, alors

ge(d€-) . De : )
- par son expression, lorsque S < 1 (resp. % > 1),
= s (&)™ ’ °

la fonction h, est f-holderlenne (resp. lipschitzienne) sur chaque ensemble (A}, De).
Posons a = éb-‘—; pour fixer les idées, nous supposerons a = ébi < 1, Pautre cas se
traitant de facon analogue.
Introduisons l'espace L,(A™) des fonctions ¢ de AT dans C telles que
lell = lele + m(p) < +oo0 avec m(p) = supy_; supg, neA+ %&l@ La fonction

he étant a-holdérienne et bornée, on a he € Ly(AT). Nous allons montrer que P:
opere sur L, (A™) et contréler son spectre sur cet espace ; pour ce faire, nous décrivons
d’abord la régularité sur A* des fonctions p,, n > 1 définies par

(T. &) _b.fo(em
v A+ n — -\ TT>/ 6efs(7'—r§)_

Pour tout ¢ € Lo(A*), notons ¢, la fonction définie par V€ € A}, 0, (€) = o(T7,.€).
Nous avons :

Lemme 6.4.1. — 1l existe g > 0 tel que, pour tout 0 < e < €, les fonctions
Pn,n > 1, appartiennent & Lo(AT) et tel que la série > on>1 1Pl soit convergente.
De plus, pour tout ¢ € Lo(AY), la famille (pr)n>1 est bornée dans (Lo(AY),|.])).

Démonstration. — Montrons tout d’abord que les fonctions p,,n > 1, sont bornées
sur At et que la série an1 |Pn | est convergente. D’aprés le lemme 6.3.2, il existe
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C; > 0 tel que

VEE At emd () < Ci

25
n 14¢€
d’ou, pour tout n > 1, |pn |, —ZQg_: ’%| |h|o < 400.

n” 1+e
La série de Poincaré 3, cpgr,2) e~*d=(7()) converge pour s > &, on a & = 1 et
d.(i,7(1)) < (1+¢€)d(4,7(7)) ; donc d¢ > 11? La série Zn21 | Pr | o, converge si ﬁﬁg >1
et en particulier si ﬁ > 1.

Etudions maintenant la régularité des fonctions p,, n > 1; pour tous ¢, ne€Afona

e_éefE(Tfrg) — e*ssfs(‘rfr"]) |
e_éifE(Tzrg)e_ésfs(Tﬁrn)

le-«semr’:rs) _ e dcfe(2m) ‘ _ |

Rappelons que a = % < 1; ainsi, d’aprés le lemme 6.3.2, il existe Co > 0 telle que

‘ —6efe("'_r§) —e 6sfe(7'_r"l)| < CZD (6’ ) (*)

n1+s

Par ailleurs, pour tous £,n € Af, et tout n > 1on a
De(r",€, 7, ) = e~ (L2 1CRm) D (¢, )

si bien que, d’aprés le lemme 6.3.2 (i), il existe C3 > 0 telle que :

Cs
VEmeAF,Yn>1 DE(r"& ) < — = D(€,). (s5)

n-i+te

Combinons maintenant ces deux inégalités pour controler le coefficient m(p,); pour
tous £,n € A}, on a

11
he(§)  he(n)

1 n
+ —— | he(T2,.€) — he(TD, e 0efe(T208)
he (1) l e(T2,.8) e( "I)‘

G | emiesir2,8) — gmbereron|
he ()

|Pn(€) —pr(n)| < ‘ he (77 €)e 8¢S (T28)

1
R

ou Cy4 est une constante strictement positive. Il existe donc C > 0 telle que, pour
tout n > 1, ||pn | < —Cs— La fonction p, appartient donc & Lo (A™) et pour € assez

petit (plus prec1sement si 2—€— > 1) lasérie 3,5, [|pn || est convergente.
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Pour établir la deuxiéme assertion du lemme, il suffit de remarquer que grace a
linégalité (*x*) ci-dessus, on a

C
mign) < —=m(p).
n £

Ceci achéve la démonstration du lemme 6.4.1.

Corollaire 6.4.2 (Hypothése Hy) — Pour 0 < e < ¢go, l'opérateur P. opére
contindment sur Lo(AT) et P1lp+ = 1p+.

Démonstration. — Soit ¢ € Lo(A*). On a [[Pep|| < 32,51 [|Pall [l@n || si bien que
d’aprés le lemme précédent, pour 0 < € < g, il existe K > 0 tel que

| Pl < K|l

Pour montrer que P.1,+ = 1,+, il suffit de rappeler que P; est ’adjoint de T par
rapport & v, et que la mesure v, est une mesure de probabilité T.-invariante sur A*.
Ainsi P,15+(€) = 15+(&) pour ve-presque tout ; cette égalité est en fait vérifiée en
tout point ¢ de At puisque P.1,+ est continue sur A™ et que le support de v, est
AT,

Introduisons & présent les opérateurs transformée de Fourier Py ., A € R, associés
au couple (P., f.) et définis par

Vo € La(A+)»v€ € Aj PA,S‘P(O = Zpn(&)ei/\fE(TfTE)@(Tfr{);

n>1

D’aprés le corollaire 6.3.3, on a :

VE,m e AF eirfe(T26) _ ei)\fe(‘r’_‘rn)‘ <

<A fe(r2,€) = fe(r2,m) | < BIX| De(€,m).

eMFe (T2 &)~ fe(rm)) _ 1‘

Ainsi, en remplagant (77, £) par @y n(€) = ("2 p(77 £) dans la preuve du

lemme 6.4.1 on montre que la famille des (¢x,n)n>1 est bornée dans (Lo (A1), ].|])-
Comme dans le corollaire 6.4.2, on en déduit que pour tout A € R, Py . opére sur
(La(AT), [1-1D-

Il nous reste & controler le spectre de Py, sur Lo(AT) (hypotheéses H; et Ha).
Nous allons utiliser le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Les hypothéses de
ce théoréme sont vérifiées grace au lemme suivant (analogue du lemme 5.2.2).

Lemme 6.4.3. — Pour 0 < ¢ < g, il existe N € N*, p €]0,1[ et deuz constantes
positives A et B tels que, pour tout ¢ € Lo(AT) et tout A € R on ait :

|Prepl <0l et || Preell <pllell +(A+BIA) |l -
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Démonstration. — Pour tout A € R et toute fonction ¢ € Lo(A™) on a

IPA,E‘ploo S P€ |<p|oo S lsoloo
d’otu la premiére inégalité.

Nous allons maintenant établir la deuxiéme inégalité en supposant A = 0; on se
rameéne 3 ce cas en remplagant (7" £) par (17 £)e*Me(72+8) dans ce qui suit.

D’apreés le corollaire 6.2.2 il existe § > 1 et N € N* tel que, pour tous € et 7 dont les
développements w(§) et w(n) coincident jusqu’au rang N on ait :

De(TN¢,Tn) > BDe (€, ). (*)
Pour tous ki, ... ,kx € N* notons pg, ...k, la fonction définie par
VE € AT Prykn (€) = Piy (O)Pka (T556) - P (T, TERE).

Soulignons que pour tout & € A}, 37, 4 o) Pkyky (§) =1 car PN1=1.

On a pour tout £ € A}, PsN‘P(g) = Zkl...szl Prykn (€)@ (T(k_Nl)Nr s Tflrﬁ) Ainsi,
pour tous £,m € A}, on obtient :

|PYo(&) — PYom) | < Y rekw (O] 0 (Tnp o 7EE) = 0 (7 7|

k1---kn2>1
10l D [Phakn (€) = Py (0)
ki1---kn2>1
<Sm@) D ek (ODE (g TEE T v, o TH)
ky-kn>1
H10le D 1Prykn () = Prykn (1)
ki1---kn2>1

A partir de I'inégalité (x) on obtient

1
> Pk (OO0 (1, T T, ) < S DX(E )
kyokn 21

Par ailleurs D (7".&,7".n) = e—%(fE(Tfff)"'f‘(TfT"))Ds (&,m); donc d’apres le
lemme 6.3.2, il existe C; > 0 tel que pour tous &,7 € A, on ait
Dg(r2,.&,m2,m) < C1D(§,n), dou :

N
Z |pk1""€N(£) = Pkyi-kn (| < Z Z M, kn (&6777)
1kn21

ki--kn21 =1k
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avec

Mk1~~k1v (£7 &, 7]) = Pky---ko_1 (6)
Dk, (T(kiz)ll—lr .. .Tf‘rf) — Pk, (T(Icf—l)lz_xr .- 'Tﬁlm) |

k
Pkoyq-kn (T(il)‘-’r e Tf{rn)

N
<D milpk,)CETDE )
f=1ke>1

et 3,51 m(pn) < +oo d’aprés le lemme 6.4.1. Finalement il existe une constante
K > 0 telle que m(PNy) < ﬁ%m(cp)+K|<ploo, d’ou || PNy| < pm(p)+Alep|,, avec
p= 731—0,- €]0,1[et A=K +1.

D’apres le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, Popérateur P. y sur Lo (AT)
a au plus un nombre fini de valeurs propres de module 1; les sous-espaces propres
associés sont de dimension finie et le reste du spectre est inclus dans un disque de
rayon strictement inférieur a 1. Pour que les hypothéses H; et H; soient vérifiées par
le couple (P2, f. + f- o T¢) il nous reste & établir le :

Lemme 6.4.4. — Soient p € L(AT) et € R tels que P yp = €%¢p. Deux cas peuvent
alors se présenter :

1. A=0, e =1 et ¢ est constante sur At ;

2.2=0, ¢ = —1 et<p=c(1Al+ _1At1),

Démonstration. — Considérons d’abord le cas ot A = 0. On a P.1 AF = 1+,

-1
Pelje =1,+ et P2 opére sur chacun des espaces L(AY;) et L(AY,); il suffit donc
i20

de montrer que e*?? =1 et que  est constante sur A} et At,.

Les égalités P.p = €y et 1. P. = v, entrainent P. |¢| (&) = |¢(€)], ve(d€)-presque
stirement ; les fonctions ¢ et P.¢ étant continues sur L(AT,) et L(At,), et le support
de v, étant A, cette égalité est satisfaite en tout point £ € A™T.

Etudions par exemple la restriction de ¢ & AT ; il existe & et & dans A—}L tels que
|p(€o) | = infecpy [0(E)] et [0(61)| = supeep+ [9(€)]. Par convexité on a

Vn,m 21 Je(é)| = |e(r{m71&0)| et |p(&1)] = lo(r{ )]

En faisant tendre n vers +oo on obtient ()| = [¢(€1)] et ¢ est donc de module
constant sur AiF ; légalité P.p = e*® nous donne alors, par convexité

VE €AY, Vn,m > 1 (rrTiE) = €0 (€).

En faisant tendre n vers +o0o, on obtient ¢(§) = e~ 29 (Fix(r1)) ; la fonction ¢ est
donc constante sur A et €2 = 1.
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Considérons & présent le cas oti A est quelconque. Les égalités Pyp = e®p et v. P. = v,
entrainent P. || = |¢| et donc ¢ est de module constant sur A*. Par convexité, on
obtient

VE € AF Vn > 1 M To(rn ) = e(¢)

d’ou limy,_y 4o €M (72r8) = e""w—(},—%(%ﬁ. En particulier, pour toute suite (nk)r>1

strictement croissante d’entiers on a limg_, 4 o ei’\(fs(f—’:+15)“f (rIFe) — 1. D’apres le
lemme 6.3.2, on a lim,_, o fe(77,.£) = 400 et d’autre part limp,— 4o fe(T ey —

fE(T—TE) =0
(car |fs(7'n+lf) folr frf | = ‘Ben ¢ (T__Tli,*r'_‘ri) — B‘ifrﬁ (i,T’_’ri)‘ =
ifrﬁ ( ‘ - ‘Ble(‘r_r) ( 7’)‘ = 0)

Bii‘ri (1, T_ rlz) ’,

Nous avons le

Lemme 6.4.5. — Soit (un)n>1 une suite de réels telle que lim,_,4 oo Un = +00 et
limy, 400 Unt1 — Un, = 0. Alors, pour tout a > 0, il existe une suite strictement
croissante d’entiers (ng)k>1 telle que

kgr-il-loo(unk+1 - unk) =a.

Démonstration. — 1l suffit de poser ng = 1 et ngy1 = sup{p > ni |up < up, + a},
pour tout k > 1.

On applique ce lemme 4 la suite f-(7",.£); pour tout a > 0 on a €** = 1 d’oit A = 0.

Ainsi, lorsque A est non nul, P 'x» De posséde pas de valeurs propres de module 1
si bien que son rayon spectral sur L, (A1) est strictement inférieur & 1 (Hypothése
H,). En revanche, pour A = 0, la valeur propre 1 est simple, I’espace propre associé
est celui des fonctions constantes sur A et le projecteur propre s’identifie & une
mesure de probabilité P.-invariante sur At ; on peut alors écrire P2 = v, + R, avec
p(Re) = limn_ 400 | R?||* < 1 (Hypothése H;).

L’hypothése H3 est simple & vérifier puisque d’une part, d’aprés le lemme 6.4.1 il
existe C; > 0 tel que

Cy
Yn>1 |pa| < T (avec

26
*~ > 1 pour 0 < € < &)
n1+z 1 3

et d’autre part, d’aprés le lemme 6.3.4, il existe C2 > 0 tel que

vn > 1L,VE e Af | fo(7,6)] < 2(1+¢)logn + Cs.

2(14¢) log n+C: .
Par conséquent, pour tout £ € A}, on a |P5f§(§)| <o KL)—“L&M—Z’L, qui

nlte

est fini; en particulier v (f3) = ve(P:f3) < +o0.

Par ailleurs, d’aprés le corollaire 6.2.2, il existe g > 0, N € N* et Cy > 0 tels que pour
tout £ € A}, on ait Sy fe(§) > Co. Ainsi ve(fe) = %I/E(SNfE) > Cy. L’hypothése Hg
est donc bien satisfaite. Il nous reste & vérifier ’hypothése Hy. Nous avons la
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Proposition 6.4.6. — L’application A — P, x est développable en série entiére en
tout point de R.

La preuve de cette proposition est analogue a celle de la proposition 5.2.4. Les seules
modifications & apporter portent sur les ordres de grandeur des normes des fonctions
£ pr(€) et £ fo(T7€); d’apres les lemmes 6.3.4 et 6.4.1, il existe des constantes
C et Oy telles que

C
Vn>1 |pull £ —5= et VE €AY | fo(7€)| < 2(1 +¢)logn + Ca.
n1+

Ces majorations permettent d’établir I'analyticité sur R de la fonction A — P .

6.5 Mélange du flot géodésique sur (M, g.)

On rappelle (§ 6.2) que toute géodésique orientée de M se reléve de fagon unique
en une géodésique orientée de (H?,d.) dont les extrémités £_,€ appartiennent a
lensemble A = |J,_,; AZ, x A}. L’ensemble E formé des éléments ((£—,¢),t) de
A xR tels que 0 < t < f.(€), quotienté par la relation ((£_,&), f-(€)) ~ (T:(¢-,€),0)
s’identifie au fibré unitaire tangent UM de (M, g.) (voir § 6.2 pour la définition de
T.).

Rappelons que la mesure définie sur A x R par

0c(d-)o.(df)

. @m)(dé_ dE dt) = A
(e ® m)( ) Dot o)

m(dt)

est invariante par l'application qui & ((£_,&),t) associe (T.(£—,€),t — f-(£)) et par
le flot (as)ser défini par as((€-,&),t) = ((€-,€),t + s). Notons (a@s)ser la projection
de (as)ser sur E, ce flot correspond au flot géodésique sur UM. La mesure pu. ® m
induit sur F une mesure p. ® m invariante par le flot (@s)ser. On déduit de I’étude
spectrale des opérateurs (Py)aer la

Proposition 6.5.1. — Pour tout 0 < € < &g, le flot géodésique sur le fibré unitaire
tangent de (M, g.) est mélangeant relativement a la mesure pe ® m.

Démonstration. — Nous adaptons ici la démonstration de Y. Guivarc’h et J. Hardy
[13] du mélange d’un flot spécial construit a 1’aide d’une fonction holdérienne sur un
sous-décalage de type fini.

Quitte & normaliser pe on a pe ® m(E) = ve(fe); pour établir la proposition, il faut
montrer que pour toutes fonctions ® et ¥ de L2(E, u. ® m), on a

t—l»i+moo L(®,9) = ——pte ®M(P) e ® M(T)

(fe)
avec I;(®,¥) = [ O( $)Uoa((€-,€), s)pe @ m(dé— dE ds).

Par un argument de densn;e, 1l suffit d’établir cette convergence pour toute fonction ®
(resp. ¥) de la forme ¢ ®@u (resp. ¥ ®v) ou ¢ est holderienne sur A, u est une fonction
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de R dans R et le support de ¢®u est inclus dans {((£-,£),s) € AXR|0 < s < f(€)}
(idem pour 9 et v); comme (¢ ® v)((€-,&),s — Snf:(£)) = 0 pour tout n # 0, on
peut écrire

+o00

Y(E=, E)v(s) = Y (TP (E-,€))v(s — Safe(€))

n=0

d’ou (Y ®v) 0ds((€-,£),8) = SoF X p(T(E~, €))v(s+t — Spfe(£)) et on obtient alors

+oo
Leeuven) =3 [ ol QueudmE.0)
n=0vAXR

v(s +t — Snfe(§))ue ® m(dé— d€ ds).

Remarquons que ¢ et v s’identifient & des fonctions des suites bilatéres (7;")icz,
avec w(§-) = (T ~")i<o et w(§) = (7" )i>1. En utilisant de nouveau un argument de
densité dans L?(A, ) il suffit de considérer les projections de ¢ et 1 sur les espaces
correspondant aux suites unilatéres de coordonnées d’indices > —/ avec £ > 0; quitte
a translater par une puissance de T, (ce qui ne modifie pas l'intégrale ci-dessus car
la mesure p. est T.-invariante), il suffit alors de considérer le cas £ = 0, c’est-a-dire

le cas ol ¢ et ¢ appartiennent & Lo (A™T).

On a alors

Lp@uy®v) = Z / 2O U T2 + £ - S0 Sl dE)ra(ds)

+xR Pel(
+o00 3 o
= Z A+ ]RPg(h_E ® ﬂ)(f,t - S)’(/}(g)v(s)ye(dg)m(ds)

avec 4(s) = u(—s) pour tout s € R. D’aprés 1’étude spectrale des P: x, le couple
(Pe, fe) vérifie les hypothéses Hog, Hy, Ho, H3 et Hy. En utilisant alors le théoréme 5.0.1
(théoréme du renouvellement « classique ») on a

¢) Jr u(

V(¢ s) € At xR lun ZP (p@U)(&,t—s) = Vs(fs)

Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue nous donne alors

pe @M ® u)pe ® M(Y B v)

hm Lp®@u, Y Q@v) = (5

d ’ou la proposition.
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