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Quelques propriétés 

du mouvement brownien non-commutatif 

P. Biane 

Résumé. — Le mouvement brownien non-commutatif est la dilatation naturelle d'un semi-
groupe d'applications complètement positives sur la C*-algèbre du groupe d'Heisenberg. On 
étudie tout particulièrement les propriétés d'invariance par le groupe unitaire de ce processus, 
ce qui amène à considérer un processus de Bessel non-commutatif, dont le semi-groupe est 
relié à la compactification de Martin en espace-temps d'un processus de branchement. 

0. Introduction. 

Le mouvement brownien est Tune des pierres angulaires des probabilités modernes. 
Il y a peu de domaines de la théorie des processus stochastiques où Ton ne le rencontre 
pas, et ses relations avec la théorie du potentiel et les processus de Markov, la théorie 
des martingales, le calcul stochastique, ou encore les processus gaussiens, pour ne 
citer que quelques exemples, font qu'il a été l'objet d'innombrables études et que la 
recherche à son sujet est encore très active. 

Il y a quelques années, les travaux de Hudson et Parthasarathy ont ouvert la 
voie à l'étude de nouveaux types de processus stochastiques, étude désignée souvent 
par le vocable générique de "probabilités quantiques" (voir par exemple [H-P], [PI], 
[Ml], [M2], [Bl]). Parmi les objets introduits figurent en bonne place les processus 
de création, annihilation et nombre, qui permettent en quelques sorte d'unifier 
le mouvement brownien et le processus de Poisson. Ceci amène naturellement à 
introduire une notion de "mouvement brownien non-commutatif", comme dans [C-H]. 
Le but de cet article est de tenter d'aller un peu plus loin dans l'étude de cet objet 
mathématique qui me semble particulièrement intéressant. L'idée sous-jacente est que 
beaucoup de résultats classiques concernant le mouvement brownien possèdent des 
analogues pour cet objet, avec bien sûr des modifications dues à la non-commutativité, 
et qu'une étude systématique devrait éclairer. Les résultats présentés ici apparaîtront 
bien modestes en regard de l'ampleur de la tâche, mais j'espère que cet article pourra 
encourager des recherches plus approfondies dans cette direction. 

Qu'est-ce que le mouvement brownien non-commutatif? Pour tenter de répondre 
à cette question, considérons un mouvement brownien (Bt)teR+ défini sur un espace 
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de probabilité (17, T,P). D'après un résultat bien connu de N. Wiener, l'espace L2 

engendré par les variables aléatoires {Bt)teR+ se décompose en chaos, autrement dit 
il existe un isomorphisme naturel entre cet espace et l'espace de Fock construit sur 
L 2 (Rf ). La variable aléatoire Bt, considérée comme un opérateur de multiplication 
sur l'espace de Fock, est la somme de deux opérateurs adjoints l'un de l'autre, At et 
A*, les opérateurs d'annihilation et de création associés au vecteur l[ 0 > t] de L 2 (R+). 
Il existe alors un mouvement brownien Bt sur un espace (fi,.F,P) et une isométrie 
de l'espace L2 engendré par ce mouvement brownien dans r(Z,2(]R+)) tels que les 
opérateurs de multiplication par les variables Bt soient représentés dans l'espace de 
Fock par les opérateurs \{At — A$) (pour tout ceci on pourra consulter [Ml]). Il y 
a donc deux mouvements browniens sur l'espace de Fock r(L2(IR+)), qui sont la 
partie réelle et la partie imaginaire du processus d'annihilation At. Les opérateurs 
At et A^ ne commutent pas, on a en fait la relation [;4t,-A£] = tld, ou de façon 
équivalente [Bt)Bt] = 2itld ce qui fait qu'il n'existe pas d'isométrie entre r(L 2(!+)) 
et l'espace L 2 d'un espace de probabilité où seraient définis simultanément deux 
mouvements browniens, Bt et Bt tels que At + A^ et \{At - A%) soient les opérateurs 
de multiplication par Bt et Bt. On dispose ainsi d'un "mouvement brownien non-
commutatif" qui est la donnée des deux mouvements browniens Bt = At + Al et 
Bt = \{At — Al), ou, de façon équivalente, la donnée des processus At et A\. On 
peut imaginer que, physiquement, les processus B et B représentent l'évolution de la 
"position" et de la "vitesse" d'une particule brownienne quantique. 

Le point de vue adopté dans cet article est que le processus non-commutatif 
(Atl Al)teR+ est en fait une réalisation particulière d'un processus de Markov non-
commutatif associé à un semi-groupe d'applications complètement positives sur une 
certaine C*-algèbre, et nous allons concentrer notre attention sur ce semi-groupe 
plutôt que sur sa réalisation particulière à travers les opérateurs de création et 
d'annihilation. Pour comprendre dans quel espace ce processus prend ses valeurs, 
remarquons que la relation de commutation [BtlBt] = 2it est vérifiée pour tout 
temps t. On voit donc qu'au moins heuristiquement, le mouvement brownien non-
commutatif prend ses valeurs, à l'instant t, dans un "espace non-commutatif" dans 
lequel la position d'un point est mesurée (au sens de la mécanique quantique) par deux 
coordonnées p et q qui vérifient la relation de commutation d'Heisenberg [p, q] = 2it. 
Le temps joue le rôle de la constante de Planck, et cet espace se déforme continûment 
avec le temps, ce qui entraîne, comme nous le verrons, que le mouvement brownien 
non-commutatif ne pourra être considéré comme un processus de Markov homogène, 
qu'à la condition de lui rajouter une composante temporelle. Une façon élégante 
de faire cette construction est de définir le semi-groupe du mouvement brownien 
non-commutatif comme un semi-groupe de convolution sur la C*-a!gèbre du groupe 
d'Heisenberg. Le semi-groupe obtenu est un analogue non-commutatif du semi-groupe 
de la chaleur (c'est-à-dire du semi-groupe du mouvement brownien en espace-temps) 
plutôt que du mouvement brownien lui-même. La C*-algèbre du groupe d'Heisenberg 
possède une structure très intéressante, avec une singularité à l'origine (voir [V], [L]) 
sur laquelle le comportement du mouvement brownien non-commutatif jette un peu 
de lumière. 
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Dans la suite on utilise le langage des C*-algèbres car c'est le mieux adapté aux 
généralisations non-commutatives des concepts classiques, mais on n'utilisera pas de 
résultat sophistiqué de la théorie des algèbres d'opérateurs. 

Comme le rappelle K.R. Parthasarathy dans l'introduction de son livre [PI], 
l'analogie entre le théorème de Lévy-Khinchine et les résultats sur les représentations 
factorisables de H. Araki [A], développés dans [P-S], a été à l'origine dil calcul stochas
tique non-commutatif. Plus récemment, M. Schiirmann [S] a montré qu'on pouvait 
généraliser cette approche pour construire des bruits blancs sur des bigèbres. Les 
idées présentées dans cet article sont donc familières aux spécialistes des probabilités 
quantiques, néanmoins je n'ai pas trouvé dans la littérature d'exposé qui s'attache 
à décrire de manière purement probabiliste ces objets, en particulier, il me semble 
que le "processus de Bessel quantique" décrit en 3.3 est passé inaperçu. Il m'a donc 
semblé intéressant de mettre au propre ces quelques réflexions. La seule originalité 
de l'article qui suit consiste à adopter un point de vue nettement probabiliste et à 
essayer d'appliquer des méthodes markoviennes ou potentialistes dans cette situation. 

Voici comment est organisé cet article. 
La première partie consiste en quelques préliminaires sur les C*-algèbres, plus 

particulièrement les C*-algèbres de groupes, et certains semi-groupes d'applications 
complètement positives, obtenus en considérant une fonction ^ continue, conditi-
onnellement de type positif sur un groupe G localement compact, qui engendre un 
semi-groupe multiplicatif de fonctions de type positif (e*^)t €R +. Ce semi-groupe, agis
sant par multiplication sur l'algèbre Ll{G) définit un semi-groupe de contractions 
complètement positives sur cette algèbre qui se prolonge à diverses autres algèbres 
engendrées par G. En restreignant ce semi-groupe à des sous-algèbres commutatives 
convenables, on peut obtenir des semi-groupes markoviens intéressants, dont on donne 
quelques exemples. On décrit ensuite une dilatation de ce semi-groupe au moyen de 
la théorie des représentations de groupes de courants, décrite par exemple dans [P-S]. 

Dans la seconde partie, on se concentre sur le groupe d'Heisenberg Hd = C* xTSL On 
y décrit la structure de la C*-algèbre de Hd vec en particulier l'existence d'un couple 
de Gelfand construit grâce à l'action du groupe unitaire sur le groupe d'Heisenberg. La 
fonction conditionnellement de type positif ^(z, t) = it— | | z | 2 sur Hd est associée à un 
semi-groupe de contractions complètement positives de C* (Hd) qui est un analogue 
non-commutatif du semi-groupe de la chaleur, et dont on commence l'étude. 

Dans la troisième partie, on étudie de façon plus approfondie différentes propriétés 
d'invariance de ce semi-groupe qui sont des analogues de propriétés bien connues du 
mouvement brownien. En particulier, l'invariance du mouvement brownien usuel par 
changement d'échelle, qui permet de donner une construction simple du processus 
d'Ornstein-Uhlenbeck, a un analogue non-commutatif que l'on utilise pour définir un 
"semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck" sur l'algèbre B(H) des opérateurs bornés sur un 
espace de Hilbert H. D'autre part, une propriété d'invariance par transformations 
unitaires nous permettra de définir un analogue non-commutatif du semi-groupe de 
Bessel, qui sera un semi-groupe de noyaux Markoviens sur une partie de R 2 . On 
verra que le processus correspondant peut se construire à l'aide d'un processus de 
branchement classique, le processus de Yule, et d'un processus de mort très simple. 
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Enfin, on terminera par l'étude des "fonctions paraboliques bornées" pour ce semi-
groupe, en donnant un théorème de représentation intégrale, analogue de la formule 
de Poisson classique pour les fonctions harmoniques bornées dans le disque unité. 

Je remercie P. Bougerol et J.L. Sauvageot pour d'utiles discussions sur des sujets 
abordés dans cet article, ainsi que R. Hudson qui m'a communiqué la référence [C-H], 
et W. von Waldenfels qui m'a procuré une copie de son article [vW2]. 

1. Préliminaires. 

1.1 C*-algèbres et applications complètement positives. 

Cette section est consacrée à des généralités et des rappels sur les C*-algèbres, 
applications complètement positives, et d'autres notions voisines, qui sont bien connus 
des spécialistes. Les quelques résultats qui sont démontrés le sont pour la commodité 
du lecteur, car il n'a pas toujours été facile de trouver une référence adéquate. Je 
renverrai au livre de Dixmier [Di] pour une bonne partie des résultats et définitions 
de base. 

Dans la suite, les espaces de Hilbert considérés seront toujours complexes. Si H est 
un espace de Hilbert, on note B(H) l'algèbre des opérateurs bornés sur if, et K(H) 
celle des opérateurs compacts. 

Soient A, B deux C*-algèbres, et A",B" leurs algèbres de von Neumann envelop
pantes (qui sont leurs biduaux au sens de la théorie des espaces de Banach, voir [Di] 
12.1.3). Soit Q : A —• B une application linéaire continue, complètement positive. 
Lorsque A et B sont abéliennes, isomorphes, par le théorème de Gelfand, à Co(X) 
et Co(y), où X = spec (A) et Y = spec (J3), l'application Q est associée à un no-
vaii fellérien N(v.dx) sur Y x X. c'est à dire aue l'on a. Dour toute / ë Cn(X). 
Qf(y) = h f(x)N(y,dx). (cf [D-M] IX.1). 

Soit Q" l'application biduale de Q, qui est un prolongement faiblement continu de 
Q à A"y à valeurs dans B"; l'application Q" est encore une application complètement 
positive de A" dans B". 

1.2. Cas des C*-algèbres de groupes. 

Soit maintenant G un groupe localement compact. Toute représentation unitaire, 
faiblement continue, de G détermine de façon canonique une représentation de 
l'algèbre de Banach LX(G). La C*-algèbre de G notée C*(G) est la complétée de 
Ll(G) pour la norme | | / | | = 5upw|7r(/)|, où 7r parcourt l'ensemble des représentations 
unitaires faiblement continues de G. Dans la suite nous ne considérerons que de telles 
représentations, sans le préciser. 

Lorsque G est abélien, les représentations irréductibles de G sont de dimension 1 
et forment le groupe G des caractères de G, l'algèbre C*(G) est alors isomorphe, par 
l'isomorphisme de Gelfand, à Co(G). 

Soit <p une fonction continue de type positif sur G telle que <p(e) < 1, on a alors 
\y>\ < 1 sur G et l'application Q : LX(G) —• L1(G), f *-> <pf est une contraction 
complètement positive de l'algèbre Ll{G). 
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1.2.1. Proposition. L'application Q se prolonge de manière unique en une 
contraction complètement positive de G* (G). 

Démonstration. Il suffit de montrer que \\<pf\\ < \\f\\ pour tout / € LX(G). 
Soit £ une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert H$ et Q € Hç 

tels que, pour tout g G G, <p(g) = < £(#)n , f i >. Soit 7r une représentation unitaire 
de G dans un espace Ht alors £ <S> 7r est une représentation unitaire de G et on a 
|£ <8) 7r(/)| < ||/ | | . Soit E le projecteur orthogonal dans H$ ® fTw sur le sous-espace 
fî0ff^, alors onaE(£<8)7r(/))E = £(l(8)7r(^/)), mais |£ ( |®TT ( / ) )£ ; | < |f®7r(/) | < 
l l / H , par conséquent |(1 <S>7r(</?/))| = |7r(</?/)| < | | / | | pour toute représentation 7r, donc 
\№f\\ < 11/11 et la conclusion suit. 

Dans le cas d'un groupe G abélien, le théorème de Bochner entraîne que <p est 
la transformée de Fourier d'une mesure de sous-probabilité sur G, et l'application 
complètement positive de Go (G) dans lui-même est alors l'opérateur de convolution 
par cette mesure de sous-probabilité. 

Le prolongement de l'application complètement positive Q à 17(G), l'algèbre de 
von Neumann enveloppante de G*(G), s'exprime de façon naturelle comme une 
convolution à l'aide du coproduit sur U(G). 

Pour g £ G notons u(g) l'image de g dans U(G). Le coproduit A est le morphisme 
A : U(G) —• U{G) ® t/(G), où le produit tensoriel est pris au sens des algèbres de von 
Neumann, qui prolonge la représentation de G : g u(g) <8> u(g). 

La fonction cp détermine une unique forme linéaire positive faiblement continue v 
sur U(G) telle que v{u(g)) = <p(g) pour tout g dans G, et l'application Q n'est autre 
que la composée (id 0 i/) o A, c'est à dire la convolution par v dans la bigèbre de 
von Neumann J7(G). Rappelons qu'il est équivalent de se donner une forme linéaire 
continue sur G* (G) et une forme faiblement continue sur U(G). 

Si nous revenons au cas d'un groupe G abélien, le coproduit sur Í7(G), l'algèbre des 
fonctions universellement mesurables sur G, est l'application qui à une fonction h sur 
G associe la fonction A/i(x, y) — h(xy) sur G x G, si on identifie U(G) <8> U(G) avec 
l'algèbre des fonctions universellement mesurables sur G x G. Remarquons que dans 
ce cas, si G n'est pas compact alors le coproduit n'envoie pas Go(G) dans Go(G x G). 

1.3. Convolution et poids de Haar. 

Si fi et v sont deux formes linéaires faiblement continues sur U(G)> leur convolution 
est la forme linéaire faiblement continue définie par /I*I / = ( / I 0 I / ) O A , 

Si fi est un poids normal semi-fini sur U(G) (cf [S-Z] 10.14) et v une forme 
linéaire positive sur U(G). alors on peut définir un poids a * v en posant a * v(f) = 
u((id<8>v)oAf). 

Supposons G unimodulaire et postliminaire. Soit ee la mesure de Dirac en l'élément 
neutre de G. Elle définit une trace x sur U (G). En fait d'après la formule de Plancherel 
([Di] 18.8 ) on a, pour toute fonction / continue à support compact sur G, 

/ (e) = 
C' 

« r ( * c ( / ) )<MC) 

où G est le dual unitaire de G et m est la mesure de Plancherel sur G. 
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1.3.1. Proposition. Pour toute forme linéaire positive v sur C*(G) (ou U(G)), 
on a x * v = ^(l)x-

Démonstration. Soit / une fonction continue à support compact sur G, on a 
(id 0 v) o A / = f<p où ip est la fonction de type positif (p(g) = viu(g)). On a donc 
X ( v / ) = / ( e M e ) = x ( / M l ) . On en déduit le résultat. 

En particulier, si v est un état, on a x * v = X> ce Quî> dans le cas d'un groupe 
abélien G, caractérise la mesure de Haar sur G. Dans le cas non-abélien, le poids x 
joue le rôle de "mesure de Haar" sur G*(G), et on l'appellera par la suite le poids de 
Haar. Remarquons que c'est une trace. 

Soit Q la contraction complètement positive associée à <p, alors Q et Q sont en 
dualité par rapport au poids de Haar, c'est à dire que pour tous a, 6 G G+(G) on a 

X(aQ(b)) = X(Q(a)b) ; 

en effet, si / et A; sont continues à support compact sur G, on a 

x(fQ(k)) 
'a 

f{g)ñg)k{g-l)d9 = 
la 

<?{g)ñg)k{g-l)d9 = x(Q(№ 

et le cas général s'en déduit aisément. 

1.4. Semi-groupes de convolution. 

Soit ^ une fonction continue, conditionnellement de type positif sur G, avec 
^(e) > 0 ; alors e1^ est un semi-groupe multiplicatif de fonctions continues de type 
positif. 

1.4.1. Définition. Le semi-groupe de convolution associé à est Vunique semi-
groupe de contractions complètement positives sur G*(G), noté (QÎ)teR+ tel que 
Qt(f) = e^f pour f € Ll(G). 

Si A est une sous-G*-algèbre abélienne de G* (G) ou de i/(G), invariante par ce 
semi-groupe, la restriction du semi-groupe à A est donnée par un semi-groupe de 
noyaux sous-markoviens sur le spectre de A. Voici quelques exemples de tels semi-
groupes. 

a) Tout d'abord, si G C G est un sous groupe abélien fermé, la G*-algèbre de G 
se plonge comme une sous-G*-a!gèbre de U(G) (pas de G*(G) en général), et elle est 
stable par le semi-groupe Q". En fait le semi-groupe obtenu par restriction de Q" à 
G* (G) est celui associé à la fonction conditionnellement de type positif sur C, qui est 
la restriction de ip à G. En particulier, il s'identifie à un semi-groupe de convolution 
sur G. 

b) Supposons que la fonction soit centrale, c'est à dire que i/>(gh) = i¡){hg) pour 
tous h, g dans G, alors le centre de l'algèbre U(G) est une algèbre abélienne stable par 
le semi-groupe Qf. Cette algèbre est isomorphe à une algèbre de fonctions mesurables 
sur l'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles de G. On obtient 
ainsi un semi-groupe markovien sur le dual unitaire de G. Certains de ces semi-groupes 
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(ou plutôt une version en temps discret) ont été étudiés dans [P2], [Bi2]. L'existence 
d'une fonction ip centrale non-constante entraîne des restrictions sur la nature du 
groupe. Par exemple, il n'en existe pas si G est semi-simple non-compact, avec un 
centre trivial. 

c) Un autre exemple est fourni par les couples de Gelfand. Si K est un sous-groupe 
compact de G tel que (G, K) soit un couple de Gelfand, c'est à dire que l'algèbre de 
convolution LX(K\G/K) des fonction bi-invariantes par K soit commutative, et si tp 
est elle-même bi-invariante par K alors, la G*-aIgèbre engendrée par LX(K\G/K) est 
stable par le semi-groupe (Qf )teR+- En restreignant le semi-groupe à cette sous-
algèbre commutative, on obtient un semi-groupe de noyaux markoviens sur son 
spectre. 

Donnons un exemple concret lié au mouvement brownien. On prend G = Rd et 
m = - m - En identifiant G avec Rr par transformation de Fourier, on reconnaît 
immédiatement que le semi-groupe de convolution associe est le semi-groupe brownien 

donné par les noyaux de densité pt(x, y) î 
(2*i)ï 

•e 2t par rapport à la mesure de 

Lebesgue. 
Considérons maintenant le groupe D(d) des déplacements de Rd, produit semi-

direct de SO(d) par Rd. La fonction ^ est invariante par l'action de 50(d) , on en 
déduit que la fonction w(O,£) = V>(0 est conditionnellement de type positif sur D(d). 

Considérons maintenant le couple de Gelfand (D(d),SO(d)). L'algèbre des foncti
ons bi-invariantes s'identifie avec l'algèbre de convolution des fonctions sur Rd inva
riantes par rotation, et donc le spectre de cette algèbre est l'ensemble K+. On vérifie 
facilement que le semi-groupe obtenu par restriction à cette sous-algèbre est celui du 
processus de Bessel de dimension d sur ! + (cf [I-M]). 

1.5. Dilatat ion d 'un semi-groupe. 

La donnée d'un semi-groupe de contractions complètement positives, sur une G*-
algèbre est un analogue non-commutatif de la notion de semi-groupe de noyaux sur 
un espace localement compact. Il existe alors un analogue de la notion de processus 
de Markov associé à ce semi-groupe, que l'on va décrire ci-dessous. 

1 .5 .1 . D é f i n i t i o n Soient A une C*-algèbre, v un état sur A, et (Qt)t€R+ un semi-
groupe de contractions complètement positives de A. Une dilatation de (Qt)teR+ de 
loi initiale v est la donnée de (W, W t , ^ , ^ » Jt)t€R+ °û W est une algèbre de von 
Neumann munie d 'un état uu, (Wt)teR+ est une filtration de W, c'est à dire une famille 
croissante de sous-algèbres, pour tout t G IR+, Et est une espérance conditionnelle de 
W sur Wt par rapport à v, et jt est une famille de morphismes de A dans W telle que 
u)v ojQ = .v, jt envoie A dans Wt et (propriété de Maxkov) on ait pour tout s € ffi+ et 
tout a € A, 

Et\jt+s(a)]=MQs(a)) 

(Pour la notion d'espérance conditionnelle dans une algèbre de von Neumann, voir 
par exemple [Tak].) 

Indiquons tout de suite comment les processus de Markov usuels rentrent dans ce 
cadre. Soient A une G*-algèbre commutative, et (Qt)teR+ un semi-groupe de Feller 
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sur le spectre E de A. Une dilatation de (Qt)teR+ s'obtient ainsi. On considère un 
processus de Markov (At)t€R+, à valeurs dans 2?, défini sur (f2,.F,TuPv), où, comme 
d'habitude, ( f i ^ P , , ) est un espace de probabilité, (̂ t)t€R+ est une filtration de 
à laquelle X est adapté, et est markovien de semi-groupe (Qt)teR+ de loi initiale v 
sous la loi Pu. On pose alors Wi = L~(n,*i,P„) Wi = L~(n,*i,P„) et ji est le 
morphisme de A dans Wt déterminé par la variable aléatoire Xt c'est à dire que jt(f)> 
pour / G Cn(J5), est la variable / № ) sur (Çl,T*Pv). La propriété de Markov simple 
s'écrit alors E[f(Xt+a)\rt] = QsHXt), soit #t o jt+J = jt o Qa, et on a bien une 
dilatation du semi-groupe (Qt)t€R+. 

Réciproquement, soit ;4 une C-algèbre commutative, (Qt)t€R+ un semi-groupe de 
contractions complètement positives, dont (W, Wt,uU)Etyjt)teR+ est une dilatation, 
telle que W soit une algèbre de von Neumann commutative, alors il existe un processus 
de Markov (Xt)teR+ à valeurs dans spec (A)y défini sur un espace (0 , T> Tu Pv) et un 
isomorphisme d'algèbres de von Neumann 7 : L°°(n , / ' ,PÏ/) -» W tel que pour tout 
t € K+ et tout / € A, jt(f) soit égal à 7 ( / (* t ) ) . 

Soit (W, Wt,ut/,Et,jt)teR+ une dilatation de (Qt)teR+ de loi initiale 1/, alors pour 
toute suite croissante de réels positifs ¿1,¿2» • • • » tn et toute suite ao,ai,.. . ,an dans 
A on a, d'après la propriété de Markov, 

Wi/(io(oo)jti(ai) • • • Jtn(an)) = v{aoQtl{aiQt2-u{a2 ...On-iQ^-t^ion)...)))• 

Nous voyons que le membre de droite de cette expression ne dépend pas de la dilatation 
choisie, mais seulement de u et du semi-groupe Q. D'un point de vue physique, il 
représente le résultat d'une observation du processus j aux instants £1,.. . , tn par un 
observateur chronologique, c'est à dire qui ne "voit" pas dans le passé. Par contre, si 
la suite £1,.. .tn n'est pas croissante, le membre de gauche n'est pas déterminé par 
la donnée du semi-groupe Qt. On est amené à la définition suivante : on dit que 
deux dilatations W.WuLJ^EtJt)tER et W.WuLJ^EtJt)tER du semi-groupe 
(Qt)t€R+> de l°i initiale 1/, sont équivalentes si pour toute suite de réels positifs 
h,..., tn et toute suite ai,..., an dans i o n a 

Vv(Jo{a>o)jtl(ai)... jtn(an)) = (aob'tiM • --ftnM) • 

Etant donnés une C*-algèbre A, un état v sur A et un semi-groupe de contractions 
complètement positives (Qt)teR+ sur A, il existe toujours une dilatation de {Qt)teR+ 
de loi initiale ui (cf [Sa]) mais en général deux telles dilatations ne sont pas 
équivalentes. En particulier, un semi-groupe sur un espace commutatif peut admettre 
une dilatation non-commutative, nous en verrons un exemple plus loin. 

La notion de dilatation de la définition 1.5.1 est loin d'être la seule possible. 
Récemment, R.V. Bhat et K.R. Parthasarathy [B-P] ont proposé une définition 
légèrement différente de la notion de dilatation, qui. leur a permis de développer une 
théorie des frontières analogue à la théorie classique pour les chaînes de Markov. 

1.6. Construction d'une dilatation sur l'espace de Fock 

Soient G un groupe localement compact, et tp une fonction continue sur G, 
conditionnellement de type positif. On va décrire une dilatation du semi-groupe 
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(Qwt)tER obtenue grâce aux résultats sur les représentations factorisables des groupes 
de courants décrites dans fP-Sl. 

À la donnée de G et ip on peut associer, par la construction GNS, un espace 
de Hilbert H, une représentation U de G dans -B(if), un cocyle v : G -+ H 
pour cette représentation (c'est à dire une fonction continue telle que v(e) = 0 et 
Ugv(x) = v(gx) - v(g) pour tous gyx G G), qui vérifient 

<v(x)ìv(y)>=ìp(xy x) - tß(x) - ^ ( s / x) + ip(e) 

pour tous x,y dans G (cf [P-S] 1.3). 
Soit v un état sur C*(G) et 7r une représentation de G. dans un espace de Hilbert 

H*, rj un vecteur unitaire de H* tel que u(x) =< 7r(a;)?7,77 > pour tout x G C*(G). 
Considérons l'espace de Fock T = r(L 2(IL.) <8> H) Cet espace admet une famille 

totale de vecteurs exponentiels (£(«) tiGL2(R+)<8># qui vérifient 

< £(u),£(v) > = exp < u,v > . 

Pour tout réel t G 1+ on a une décomposition canonique en produit tensoriel hilbertien 
r = Tt] ® r[t où Tt] = r(L2([0, t[) ® H)) et T[t = T{L2([t} +oo[) ® H ) . 

Posons VF = # ( # * <g> T), prenons pour u)u l'état pur associé au vecteur 17 ® 5(0), 
et soit, pour t > 0, Wt = 6(7?* ® rtj) (g) Idr[4- Pour tout g G G posons ty(<;) = 
l[o,t] ® € L2(R+.) ® # et soit [/*(#) l'opérateur 

t̂(ff) = Pti®^(ff) + flt®/d 

sur L2(Rf ) ® H où Pt] et P[t sont les projections orthogonales sur L2([(),£[) et 
I/2([t, +oo[), respectivement. Il existe des espérances conditionnelles Et : W -+ Wt 
définies par 

< Et[X](a®£(h))ib®£(v) >=< X(a<8>£(ht])),b® £(vt]) >< £(h[t),£(v[t) > 

où on a posé u*l = Pt) ® Id(u\ et U[t = Pu ® Jd(ü) (cf [PI] p.214). 
On définit une représentation unitaire de G en posant 

V\g){S{u)) e(tV(s)+<»«(9).«»£(j7t(ff)(u) + 

pour tout u G i2(R(-) ® H. Le morphisme j't : C*(G) —• W est alors obtenu en 
prolongeant la représentation unitaire ir ® V* de G. 

Montrons que l'on construit ainsi une dilatation de (Qt)ten+- H est clair que 
Uv °Jo = v. Il suffit donc de vérifier la propriété de Markov, c'est-à-dire que pour tout 
a g G on a bien Et[{n(SVt+'Xg)] e**í«Or®V*)(0) mais pour tous a, b G B(H„) 
et u,v e L2(M+) ® H on a 

< Et[n®Vt+s(g)]a®e(u),b®£(v) >= 

= < TT ® Vt+*(ff)o <g> £(uti),6 ® £(vtl) > < £ ( % , £ (vH > 

=< n(g)a,b > e((t+íMí'>+,"+'(9)>u«)>) 

< £(Ut+t(g)(ut]) + vt+,(g)),£(vt]) >< £(u[t),£(v[t) > 
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or il est clair que < vt+a(g),ut] >=< vt(g),ut} > < vt+s{g),vt] > = < vt(g),vt] > et 
< U^a(g)uthvt] >=< Utilityvt] >, par consequent 

< Et[it ®Vt+s(g)}a®£{u),b®E(v) >= 

=< ir(g)a,b> e((t4-5)V(y)+vtU),tit]» 

< £{U\g){ut]) + vt(g)),£(vt]) >< £{u[t),£{v[t) > 

mmiiLiiJi < (?r 0 Vt)(g)a <g> £(u), b ® £(v) > 

pour tous a1bìuìvì et donc £ t[7r<3^+*((?)] e^>(7T<g>F*)(0). 

La construction qui précède, qui provient de [P-S], a été généralisée récemment par 
M. Schùrmann pour traiter les cas de bigèbres plus générales que celles provenant de 
groupes (voir [Se]). 

2. Le groupe d'Heisenberg et le mouvement brownien non-commutatif. 

2.1. Le groupe d'Heisenberg. 

Nous reprenons les notions introduites au paragraphe précédent dans le cas 
particulier où G est le groupe d'Heisenberg. Rappelons qu'il s'agit de Hd = C* x R 
avec la loi de groupe 

(z,w)*(z',w') = (z + z',w + w' + % < z',z>) 

C'est un groupe de Lie nilpotent de rang 1, de dimension 2d + 1, dont le centre est 
le sous-groupe {0} x R C'est un groupe unimodulaire, et la mesure de Lebesgue sur 
C* x R est une mesure de Haar. 

Pour z € C* on notera q G Rd sa partie réelle et p G R d sa partie imaginaire. 
L'algèbre de Lie des champs de vecteurs invariants à gauche sur Hd admet une 

base donnée par les champs 

r = 
d 

dw 
Lj = d 

dqó 

'Pi 
d 

dw 
Mj = d 

dpj 
+qj 

d 

dw 

qui vérifient les relations de commutation 

[Lj,Mj]=2T 

les autres commutateurs étant nuls. 
Dans la suite nous utiliserons les éléments 

a,- = 
1 
2 

[iLj + Mj) 
i 
2 

d 

azj 
+zj 

d 

dw 
et a*j i 

2 
(iLi-Mi) 

1 
: 2 

d 

dzj 
-Zi 

d 

dw 

de l'algèbre de Lie complexifiée de Hd. 
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2.2. Représentations de #<*• 

Nous allons essayer de décrire la C*-algèbre de Hd, et pour cela, commencer par 
décrire les représentations unitaires irréductibles de Hd (je renvoie à [F] et [Tay] Ch.l 
pour ces résultats). 

Les représentations de dimension 1 de Hd sont indexées par les éléments de C* : si 
£ G C*, pz(z,w) = e t 5 î < 2 ^ > définit une représentation de dimension 1 de Hd. 

D'autre part, pour tout réel r ^ 0 soit 7rr la représentation induite par le caractère 
w h-> etTW du centre de Hd, qui est donnée par la formule suivante sur L2(Rd) 

7TT(z,w)f(x) = f(x + q) eir(w+p.q+2p.x) 

où p.q désigne le produit scalaire euclidien dans Rd. Pour tout r G R\{0}, la 
représentation nT est irréductible, et la représentation dérivée de l'algèbre de Lie 
de Hd est donnée par les formules 

dirT(T) = ir.Id dirT(Lj) 
d 

dxj 
dirT(Mj) = 2irxj 

La structure de la représentation 7rr peut-être précisée de la façon suivante. Con
sidérons d'abord le cas d = 1 et r > 0. Il existe une base orthonormée (ft£)neN 
de L 2 (E) (hZ(x) = (%)ie~T M* G L2(Rd) et hT

n s'exprime à l'aide du polynôme 
d'Hermite de degré n, cf [F], ou [Tay] 1.6) telle que 

dwT(a*)(K) ( п + 1 ) т л ; + 1 

d*A<*Wn) nr K-i 

(on a posé a = a i et a* = aj). 
Pour r < 0, les rôles de a et a* sont inversés, et 

dnT(a)(h^) - ( n + l ) r Kli 

<M<**)(/C) —nr h-t 
n-1 

En particulier, si A r = 7rr(a*)7rr(a) est l'opérateur de nombre de la représentation 
7rr, c'est un opérateur auto-adjoint dont le spectre est constitué des nombres kr avec 
k G N pour r > 0 et -kr, G N* pour r < 0. 

L'espace L2(R) est isomorphe à l'espace de Fock IYC), si l'on envoie KL, pour r > 0. 
sur le vecteur aVn 

Vn! 
de T(C). On identifie alors les opérateurs dTrT(a) et d7rT(a*) avec 

les operateurs d annihilation et de creation aJr et aVr sur l'espace de Fock (cf [Ml], 

[PI). 
Si d > 1, on peut représenter L 2(M< i) comme un produit tensoriel L2(R)®d et les 

opérateurs aj,a^ opèrent sur la jeme composante du produit tensoriel, i.e. 

a, = Jd®^-1) ® a ® /d®(d-J'-2) 

a! = Jd®*'-1* ® a* ® IdPV-'-V 
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L'opérateur de nombre Ar = ,.7ГТ(^)7ГТ(^) est auto-adjoint et a un spectre 
discret, composé des réels kr, k EN pour r > 0 et - d r - fcr, A; G N pour r < 0. Sa 
plus petite valeur propre est de multiplicité 1 et un vecteur propre correspondant est 
(AS ) * " . 

Les représentations pç de dimension 1 et les représentations TTT épuisent l'ensemble 
des classes de représentations unitaires irréductibles de Hd (voir [F] et [Tay]). 

2.3 . La C*-algèbre de Hd. 

La structure de C*(Hd) peut se décrire au moyen d'une extension de C*-algèbres, 
que l'on obtient comme suit. Si a G C* (#<*)> l'application r 7rT(a) est une 
application continue, nulle en ±oo, de R\{0} dans l'algèbre des opérateurs compacts 
de L2(Rd). 

Soit 7T0 la représentation de Hd dans L2(R2d) qui à tout élément g de Hd 
associe l'opérateur de multiplication par la fonction £ H * pç(g) sur E2d = C*. La 
représentation 7To est l'intégrale pçd£ des représentations de dimension 1 de Hd. 
On peut définir un opérateur de nombre Ao = d7ro(a*)d7ro(a) dans l'espace de cette 
représentation, qui n'est autre que l'opérateur de multiplication par la fonction |£|2 
sur L2(&). 

On obtient un morphisme surjectif TTo : CHHd) -> C0(R2d) dont le noyau est 
formé des éléments de C*(Hd) tels que r h-> TTT{X) tende vers 0 en r = 0. On déduit 
des considérations précédentes la suite exacte suivante (voir [L] et [V] pour plus de 
détails) 

0 -+ C0(E\{0» <g> K(L2(Rd)) -+ C*(Hd) -> C0(R2d) -> 0 . 

On peut donner une description heuristique de la structure de l'espace non-commutatif 
sous-jacent à C*(Hd)- C'est un espace fibre au dessus de K, où vit le paramètre r , qui 
est la variable conjuguée de w par la transformation de Fourier. En chaque point r / 0 
la fibre est un "espace euclidien non-commutatif" mesuré par 2d coordonnées qui sont 
Xj = nT(Lj) et yj = irT(Mj) et qui vérifient [x ,̂ yj] = 2zr. La structure de l'algèbre des 
fonctions continues nulles à l'infini sur un tel espace est celle des opérateurs compacts 
sur un espace de Hilbert separable, et ne dépend pas de r. Lorsque r tend vers zéro, 
la structure de l'espace devient "de plus en plus commutative", et finalement en r = 0 
on retrouve 2d coordonnées qui commutent et l'algèbre des fonctions continues, nulles 
à l'infini, sur un* espace euclidien de dimension 2d. Il y a donc une singularité en zéro 
où la structure algébrique de l'algèbre des fonctions sur la fibre change brusquement. 

Posons AT = K(L2(Rd)) si r G R* et Ao = C0(R2d). On définit un poids 
mT sur AT par mT = \4iTT\dtr pour r ^ 0, tr étant la trace sur tC(L2(Rd)) et 
mo(g) = (27T)2' R2dG(£)d£ pour g continue positive sur Rrd. Soit / continue à support 
compact sur Hd, pour r ^ 0, l'opérateur 7rT(/) est donné par un noyau continu sur 
L2(Rd), et le calcul de sa trace, ainsi que la formule d'inversion de Fourier montrent 
que pour r G R, on a 

* M * T ( / ) ) = 
f»+00 

—oo 
f(0,w)eiTWdw 
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On en déduit que la formule de Plancherel pour le groupe d'Heisenberg (cf [Tay], 
[F]) donne, pour / continue à support compact sur Hd 

/(0,0) 
1 

2TT 

+00 

—00 
mt(rt(f))dr 

et le poids de Haar sur C*(Hd) est donc donné par 

X = 
1 

2TT 

+00 

-oo 
mr o 7rrdT 

On observera que pour / continue, à support compact sur Hd, rnT(TTT{f)) est une 
fonction continue de r cela suggère que rao est la distribution limite des mT lorsque 
r -» 0. La deuxième partie de l'article [V] de D. Voiculescu donne une signification 
précise à cette remarque. 

2.4. Partie radiale de C*(Hd) 

On peut, à l'aide du groupe d'Heisenberg, construire un couple de Gelfand qui nous 
permettra de définir le semi-groupe de Bessel non-commutatif, auquel est associé un 
processus stochastique classique tout-à-fait intéressant. 

Commençons par décrire ici le couple de Gelfand en question et son spectre. 
Soit d EU(d) une transformation unitaire de C*, elle induit un automorphisme a$ 

du groupe d'Heisenberg défini par ae(z,w) = (8(z),w)i et donc des automorphismes 
de Ll(Hd) et C*(Hd). On peut alors former le produit semi-direct U(d) x Hd, avec la 
loi de groupe 

(0, zt w) • (0', z', w') = (69', z + 0(z'), w + w1 + 9 < 0(z'), z >) 

Le couple (U(d) x Hd,U(d)) est un couple de Gelfand (cf [F] Ch. 5), en d'autres 
termes, la sous-algèbre de Ll{Hd) formée des fonctions invariantes par l'action de 
U{d) est commutative. La sous-algèbre C^(Hd) de C*(Hd) des éléments invariants 
par U(d) est également commutative. Son spectre peut se décrire explicitement. Il 
coïncide avec le spectre de l'algèbre de Banach LlR(Hd) des fonctions radiales sur Hd, 
qui a été déterminé par A. Koranyi (voir [F], voir aussi [Tay] Ch.l, où sont cités des 
travaux très proches dûs à Petree). L'ensemble des caractères de cette algèbre est égal 
à {Xr.mk G E*, m G N} U {xM \li G ! + } où le caractère Xr,m est donné par la formule 
Xr,m(/) = fHd uT,m{g)f{9)dg pour / G Ll{Hd), invariante par U(d), avec 

wr,m = 
(d-l)!m! 

(m + d - 1) 
eirwe-i\T\ W2££-l(|r| |*|2) (2.4.1) 

les L£j étant les polynômes de Laguerre donnés par la série génératrice 

00 

m=0 

L"(x)tm = (l-t)-n-1e • A (2.4.2) 
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Le caractère X/x pour p, G R+ est, lui, donné par Xu(f) = fHd wu(g)f(g)dg où 

u v ( z , w ) = jd-i(p\z\2) (2.4.3) 

jn étant la fonction de Bessel usuelle. 
Il n'est pas difficile de voir que tous ces caractères sont en fait continus sur la 

grosse algèbre C£(iïd), et s'obtiennent au moyens d'états purs sur les espaces des 
représentations 7rr. On peut décrire explicitement la topologie du spectre de C^{Hd) 
(cf [F] et [Bo]), ce que nous allons faire après avoir donné une description un peu 
plus intuitive de l'algèbre C£(iïd). D'après [Tay] (Ch.l, Proposition 7.7) on sait 
que dans la représentation 7rr l'image de l'algèbre C^{Hd) est exactement l'algèbre 
commutative des fonctions de l'opérateur Ar, (nulles à l'infini sur le spectre de 
Ar). Ce spectre est égal, d'après les remarques faites en 2.2, à {kr\ k G N} pour 
r > 0 et à {—dr — kr\k G N} pour r < 0. L'image par la représentation 7To de 
C^Hd) est égale, elle, à l'algèbre des fonctions continues, nulles à l'infini, radiales 
sur R2d, autrement dit à l'algèbre des fonctions de l'opérateur Ao qui est l'opérateur 
de multiplication par la fonction |£|2 sur L2(C*), et dont le spectre est donc R+. La 
réunion des ensembles (r x spectre(AT))T€R est une partie fermée Xd de R2 qui est 
la réunion des demi-droites, dans le demi-plan y > 0, de la forme (a, ka)ae^ avec 
A; G Z \ { — 1 , - 2 , d — 1}, et de la demi droite (y > 0,x = 0) (voir fig 1 pour 

y=-x y=-2x 

x=0 

y=2x y=x 

y=0 

ûgl 
Le spectre de CR(HI) 

En identifiant un point (r,fc|r|) de Xd avec le caractère Xr,k pour r > 0, avec 
Xr,k-d pour r < 0 et en identifiant (0,4/i2) avec Xn on obtient un homéomorphisme 
entre Xd et le spectre de l'algèbre C*R{Hd)- On aurait obtenu un homéomorphisme 
avec une autre partie de R2 en considérant les spectres des opérateurs AT = 
2 . d7rr(aj)d7rr(ap = Ar -h dr, qui sont conjugués de AT par l'automorphisme J de 
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C*(Hd) déduite de l'automorphisme J(z, w) = (z, —w) de Hd. La partie de R2 obtenue 
est le symétrique de Xd par rapport à Taxe vertical x = 0. On peut aussi considérer 
les spectres des oscillateurs harmoniques ^(Ar + Âr) ce qui donne l'homéomorphisme 
décrit dans [F], Ch. 5. 

La restriction du poids de Haar sur C*(Hd) à C^Hd) définit une mesure de Radon 
sur Xd> qui est donnée par 

.+00 

r 
—00 

\4irr\d 
OO 

0 

fd + * - l ) ! 
fc!(d-l)! 

s(t,kt)dt 

Plus précisément, le poids mT o 7rr définit une mesure positive sur Xd qui est 

|47TT|d 
00 

0 

(d + fc-1)! 
fc!(d-l ! 6(rtkr) 

pour r T£ 0 et (47r) d г*'1 
ÇT-1)I 

dr sur Ri. pour r = 0. 

On observera que l'espace Xd est une partie de Xd» si d ' < d. Considérons le sous-
groupe diagonal de U (d) et la sous-algèbre C^Hd) de C*(Hd) des éléments invariants 
par les automorphismes de ce sous-groupe. Cette algèbre est encore commutative et 
contient Cft(Hd). L'image de cette algèbre par la représentation 7rr est l'algèbre des 
fonctions des opérateurs d7rr(apd7rT(aj) pour 1 < j < d, qui commutent entre eux. 
On déduit facilement des considérations qui précèdent que le spectre de l'algèbre 
s'identifie avec l'espace X^d\ produit fibre de d copies de X\ au-dessus de R, c'est à 
dire la partie de Rd+1 formée des (r, u\,... ,UD) tels que r G R et (T,UJ) G X\ pour 
tout j . L'inclusion Cft(Hd) —> C]b(Hd) donne, au niveau des spectres, l'application 

XW->Xd 

(r,tti,...,ttd) (r,î i + . . . + u<¿) 

qui est surjective. 

2.5. Le semi-groupe du mouvement brownien non-commutatif. 

Posons, pour r G R*, </>r(*,w) 7Tr(¿,w) ̂ 0 > tf1 
e*rti;-J|r||z|2 Par 

construction, ipr est une fonction de type positif sur Hd, et (ipa)aeR+ et (</>-«)aeR+ 
sont deux semi-groupes multiplicatifs de fonctions de type positif sur Hd, donc les 
fonctions ib(z<w) = iw IN2 et ij)(z,w) = -iw 1 

2 
*l2 sont conditionnellement de 

type positif sur Hd. 

2.5.1. Définition Le semi-groupe du mouvement brownien non-commutatif est 
le semi-groupe de contractions complètement positives (Qt = Qf )*eR+ sur C*(Hd). 

On notera Qt)t€R+ le semi-groupe (Qt)te*+ 

Construisons la dilatation de (Qt)t€R+ décrite au paragraphe 1.6, avec pour loi 
initiale l'état associé à la fonction 1 sur Hd. On a Hr = C et 7r est la représentation 
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triviale de Hd- Soient H = C*, et v le cocycle à valeurs dans ff, pour la représentation 
triviale de Hd, défini par v(z, t) = z. On a bien 

< v(g),vtf) > = V W r 1 ) " M ) " ^GT1) + He) 

pour g, a' G Hd. 
L'espace Y est alors l'espace de Fock r(L2(R+) ® H), on a t;t(z,w) = 2l[0,t[, 

£/'(*, w) = et pour tout n G L2(R+), 

V*(z,U;)5(tO = -il*l2+£<«.«M>* £ (U + Zl[0|t[) 

On déduit de ces formules que les opérateurs jt(ctj) et jt{oij) sont les opérateurs 
A°t et Aj* de création et d'annihilation sur l'espace de Fock utilisés dans le calcul 
stochastique non-commutatif (voir [PI]). La dilatation du semi-groupe brownien 
non-commutatif contient donc le mouvement brownien non-commutatif, c'est-à-dire 
les processus A\ et A3t*, et réciproquement, la donnée de ces processus permet de 
reconstruire les représentations jt, ce qui justifie le nom que nous avons donné au 
semi-groupe (QtWiu-

On peut également obtenir les autres intégrateurs du calcul stochastique non-
commutatif en modifiant la construction précédente. Pour cela considérons le produit 
semi-direct U(d) x Hd. La fonction $(0, z, w) = ty(z, w) est conditionnellement de type 
positif sur le produit semi-direct U(d) x Hd et en posant v(0, z,w) = z on obtient un 
cocycle pour la représentation de U(d) x Hd dans C* donnée par {d,z,w)(x) = 6{x). 
Construisons maintenant la dilatation associée (avec pour mesure initiale l'état associé 
à la représentation triviale). On a vt(9> z, w) = 2l[o,t], £^(0> z> w) = Pt] ® 0 + P[t ® Id. 
Soit (Ejk)i<jtk<d la base usuelle de l'algèbre de Lie gl{d), on vérifie que l'image de 
l'élément (£jfc,0,0) de l'algèbre de Lie de U(d) est l'opérateur de nombre Ajk(t). On 
voit donc que pour obtenir tous les intégrateurs du calcul stochastique non-commutatif 
il faut considérer le groupe U(d) x Hd et non pas seulement le groupe Hd. 

On va laisser de côté la dilatation du semi-groupe Q fournie par la construction de 
1.6, pour examiner en détail le semi-groupe lui-même, qui est en quelque sorte plus 
fondamental que sa dilatation. 

2.6. Res t r ic t ions à des sous-groupes. 

Examinons la restriction du semi-groupe (Qt)teR+ à l'algèbre d'un sous-groupe 
commutât if, en commençant par le centre de Hd. La restriction au centre de la fonction 
^ est la fonction w »-* iw sur R, et donc le semi-groupe obtenu par restriction au centre 
de Hd est celui de la translation uniforme sur la droite réelle. On voit donc que le semi-
groupe du mouvement brownien non-commutatif induit un mouvement déterministe, 
de translation uniforme le long de la variable r. En fait nous avons le résultat plus 
précis suivant. 

2.6.1. Propos i t ion . Pour tous r G M et t > 0 il existe une unique contraction 
complètement positive RZ+t Ar+t Ar telle que RZ+t 7Tr+t = 7Tr O Qt 

De même, il existe une unique contraction complètement positive RI 1 : Ar+t -
AT telle que B7r 1 o nT_t = 7rT o Qt. 
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Démonstration. Nous allons construire il£+t, le cas de RZ+t est tout-à-fait 
semblable. Soit r G M*, l'application irT o Qt est égale à la composition de 

7TR ® 7TT : C*(JTd) - ß(£2(Rd)®£2(Rd)) 

et de 

/ d ® 7?o : ß(L2(ld) ® L2(Rd)) h- ß(L2(Rd)) 

où 7/o est l'état pur associé au vecteur hç. La restriction de la représentation 7rT ® 7Tt 
au centre de est égale au caractère w e*(t+T)™, donc si r -M ^ 0 le théorème de 
Stone-von Neumann (cf [Tayl 5.2) entraîne que c'est un multiple de la représentation 
7rr+tî d'où l'existence d'un unique morphisme > : Ar+t ~+ B(L2(Rd)®L2(Rd)) tel que 

loAr+t = TTr.® Ki ll suffit alors de prendre RI*1 = (Jd<g>?7o) 0 7 . 
Lorsque r + £ = 0 la représentation 7rr ® 7r_r est équivalente à 7Tq. En effet, cette 

représentation, dans L2(Rd) ® L2(Rd) identifié à L2(Rd x Rd), est donnée par les 
formules 

7TT ®7T_r(z,it;)/(x,2/) = /(a?+ «,» + «) ,e2»rp.(x-y) 

En considérant f comme une fonction de 1 
2 [x + y),2r{x - y)) et en faisant une 

transformation de Fourier dans la variable 1 
2 {x + y} on obtient un opérateur unitaire 

sur Ir(Rd x Rd) qui entrelace les représentations 7To et 7rr ® 7r_r. On en déduit alors 
facilement l'existence et l'unicité de l'application R^. comme ci-dessus. 

Enfin le cas r = 0 se traite par des méthodes analogues. 

Il est clair, d'après la propriété de semi-groupe de (Qt)tçR+ que pour tous a < r < 
6 G R on a 

Rl=RloR6r et RÏ=RTsoRZ (2.6.1) 

De même, comme les semi-groupes Q et Q commutent on a, pour a G R et s,t > 0, 

T><T+8 
o+s+t 

RZ+t Ro-t 
o+s+t 

RZ+t (2.6.2) 

Les transformations i î et /2 se prolongent en des contractions des algèbres A", 
où A" = B(L2(Rd)) pour r ^ 0 et A!¿ est l'algèbre des fonction universellement 
mesurables bornées sur BP*. 

On peut donner une formule explicite pour la transformation R^ (r < 0). Pour 
cela introduisons les opérateurs ryT(í)» Pour T < 0 e t £ = i¿ + ¿t ;€Cá, donnés par 

Vr(0h(x) = (27r)2d 
C 

%VT(ç'+as)',/e~<*<*'~*,*> et/2|z'-x|2dz 

89 



P. BIANE 

L'opérateur 7?T(£) est donné par le noyau continu 

K(a',x) = (2K)2i 
loi 

iT(,'+x)y -i(P'.ti+,'.v) i(|,'-x|a+|p'|î; dp' 

= (27T)2D 
2TT 

—T 
,#.-*(i'-«).»+T(l«'l,+l«l')+(«'+»).irt iali 

r 

= (27r)2d| 2TT 

—r 
fZ£(q') Z£(x) 

où ZÀy) eiy.v+r\y\2+y.u-\ |x|2 
2r 

La fonction Zf est dans L2(Rd) par conséquent 
l'opérateur 77r (£) est borné, de rang 1 sur L2(Rd). De plus, l'application (r, f ) »-• rçr(0 
est faiblement continue de j - o o ^ x C * dans B(L2(Ki). On voit aussi facilement que si 
/1 € L2(Rd) alors £ h+ J*Rd h(y)Z{(y)dy est de carré integrable sur C*, par conséquent, 
£ K-» r;r(£) est faiblement integrable sur C*. 

2.6.2. Propos i t ion . Pour toute fonction g mesurable bornée sur R2d on a 

P°Â9) = 
Cd 

g(£)nr(£)d£ (2.6.3) 

Démonstration. Remarquons tout d'abord que l'opérateur défini par la formule 
(2.6.3) est bien défini, car £ h* 77T(f)est faiblement integrable. 

Soit / une fonction de l'espace de Schwartz de H¿- L'opérateur R^(iro(f)) = 
7TT(e~T^/) sur L2(Rd) est donné par la formule 

*Ae-Tiff)h(z) : 
Hd 

h(x 4- flWr(w+P-9+2P-x)e-*™+í (M2+IpI2) f(q,p,w)dqdpdw. 

D'après la formule d'inversion de Fourier et la définition des représentations p^, on a 

»+oo 

r 
—oo 

f(z,w)dw = (2ir)M 
le 

p{(/)e-<»<-.€>^ 

= (27r)2d 
C' 

M№)e-m<z'(>dt ; 

comme / est dans l'espace de Schwartz, on peut interchanger l'ordre d'intégration 
pour obtenir 

*r(e-T+f)h(x) = 

= (2*)2' 
Cd Je 

h(x + q)éiT^+2P^+i^+Mh-i1t<z'(>dz TTo(f)(£)d£ 

= 
Je* Rd 

h{q')K{q',x)dq' »o(/)(€)de, 
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d'où l'on déduit que 

# ( * > ( / ) ) = 
Cd 

*o(/)(ftor(i)<*e • 

Cette formule se prolonge ensuite à toutes les fonctions universellement mesurables 
bornées sur C*, ce qui donne le résultat. 

Nous avons vu en 1.3.1 que le poids de Haar est invariant par un semi-groupe de 
convolution. Nous avons en fait un peu plus ici. 

2.6.3. Proposition. Pour tout r G 1 et t G K+ 

mT o RTT+t = mT+t. 

Démonstration. Pour toute / continue à support compact sur Hd, on a 

rar+t (7rT+t(/)) 
+oo 

J—oo 
f(0,w)eiw^dw 

= 
r-h0O 

— OO 
f(0.w)e*WTet*(i>ridw 

= mT(7TT(e^/)) 

= mr(Rr+l(rt+t(f))) 

et le résultat suit par prolongement à «Ar+t-

2.6.4. Proposition. Pour tout x G U(Hd), l'application a i-> Rl(x) de ] — oo,r[ 
dans B(L2CRd)) est faiblement continue. 

Démonstration. Soient a,6 G L2(IRd), et / G Ll{Hd) on a 

< /C(7rT(/))a,6 > = < T T ^ - ^ / K Ò > 

R Hd 
a(x+q)eio(w+pq+2p.x) e(t-o)(iw-1/2|z-2) f(z,w)b(x)dxdzdw . 

Il est clair que cette expression dépend continûment de cr, d'où le résultat pour 
/ G Ll(Hd). On prolonge à U(Hd) par densité de L1 pour la topologie faible. 

La forme 9 < z',z > est une forme symplectique sur C*, considéré comme un 
espace vectoriel réel. Pour tout sous-espace vectoriel isotrope maximal Vd de C*, 
Vd x R est un sous-groupe abélien de Hd. En restreignant le semi-groupe (Qt)t€R+ à 
l'algèbre engendrée par ce sous-groupe, on obtient le semi-groupe de la chaleur sur 
RxVd. 

En coupant le groupe d'Heisenberg en "tranches" de la forme R x Vd on obtient 
ainsi toute une famille de semi-groupes de la chaleur. 
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3. Premières propriétés du semi-groupe brownien non-commutatif. 

Nous allons maintenant passer en revue certaines propriétés d'invariance du semi-
groupe (Qt)teR+ Qui sont des analogues de propriétés vérifiées par le semi-groupe du 
mouvement brownien dans Rd (ou plus précisément du processus de la chaleur). 

3.1. Invariance par changement d'échelle 

Rappelons que si (Bt)teR+ est un mouvement brownien d-dimensionnel issu de 0 
et c ̂  0 alors le processus (^Bc2t)teR+ est encore un mouvement brownien. 

Pour tout réel c / 0, soit ac l'automorphisme de Hd défini par ac(z, w) = (cz, c2w). 
On remarque que ̂ o o c = c2ip, ce qui entraîne que, pour tout c > 0 

ac o Qt o ac-i = Qc2t . (3.1.1) 

Cette propriété du semi-groupe est l'analogue de l'invariance du mouvement brownien 
par changement d'échelle. Elle va nous permettre d'éliminer la composante de temps 
dans le mouvement brownien non-commutatif et de définir le semi-groupe d'Ornstein-
Uhlenbeck non-commutatif. 

Rappelons que si (Bt)teR+ est un mouvement brownien d-dimensionnel issu de 
0, alors les processus e*B€-s)3eR+ et (e tBes)seR, sont des processus d'Ornstein-
Uhlenbeck. Ceci motive l'introduction des deux semi-groupes (Rt) ER+ et (Ra )s£R+ 
définis par les formules Rt ae2/2 Ql-e- et R* = a-* oQe*_i Ce sont bien des 
semi-groupes de contractions complètement positives de C*(i3rd), en effet, d'après la 
formule (3.1.1) on a 

Rt°Rt> aet оСг_е-а O Û ^ oQbrl» 

= a X+S 
2 

Qe—'-e-*—' ° Ql-e-*' 

= a X+S' 
2 

Qi_c-<*+*') 

= R8+8' 

et un calcul semblable pour Rj. La proposition suivante montre qu'on peut les utiliser 
pour définir les semi-groupes d'Ornstein-Uhlenbeck non-commutatifs sur /C(L2(Rd)). 

3.1.2 Proposition. Il existe deux semi-groupes (Rf)aeR+ e* (Rs )*eR+ de con
tractions complètement positives sur A±i = K(L2(Rd)) tels que pour tout s G R+ 

7Ti O Rf = Rf O 7Ti 

On appellera les deux semi-groupes R*1 les semi-groupes d'Ornstein-Uhlenbeck non-
commutatifs. 

Démonstration. On suit le même principe que pour la proposition 2.6.1. 
L'application 7ri o Ra est égale à la composition de la représentation (7Ti oa - * ) <S> 

rt-e-s de C*(Hd) dans L2(Rd) ® L2(Rd) avec l'application Id®r]o : B(L2(Rd) ® 
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L2(Rd)) -> B(L2(Rd) où T)o est Tétat pur associé à (h10)Qd La restriction de la 
représentation (tti oa - j ) ® 7Ti__c-« au centre de if^ est un multiple du caractère 

w - > eiw et par conséquent, le théorème de Stone-von Neumann entraîne que cette 
représentation est un multiple de la représentation 7Ti. Il existe donc un unique 
morphisme ys : B(L2(Rd)) - B(L2(Rd)®L2(Rd)) tel que (7Tioa _^)(8)7r1_c- = 7*°*"i« 
Si on pose = (Id ® 770) o 7* on obtient le semi-groupe cherché. Un raisonnement 
semblable fonctionne pour R7. 

On peut obtenir des dilatations explicites des semi-groupes d'Ornstein-Uhlenbeck 
non-commutatifs suivant la méthode de Evans-Hudson en résolvant une équation 
différentielle stochastique non-commutative. Ces dilatations ont des interprétations 
physiques, et représentent, dans le cas de le phénomène dit de "superradiance", 
dans le cas de i?+ rémission spontanée de lumière (voir [vWl] et [vW2] pour plus de 
détails). 

3.2 Invariance par retournement du temps 

D'après 1.3.1, les semi-groupes (Qt)t€R+ et (Qi)t€R+ sont en dualité par rapport 
au poids de Haar. En fait on a, plus précisément, 

3 .2 .1 . Proposition. Pour tout T G R, x G A+,y G A+, 

m. (Rt+Z (*)y) mT+, >RTT+t(y)) (3.2.1) 

Démonstration. Soient / , / ' continues, à support compact sur Hd, on a 

7ПТ ;д:+'Огг-м(/))МЛ *MMe~*/ )*r ( / ' ) ) 
•+« 

—oo 

r+oo 

'-oo CCd 
e -til>(zyw) f(z,w)f(-z, -w - w')eirw'dwdw'dz 

= 
+oo 

— oo 

+oo 

—oo Cd 
f(z,w)e -tw(-z, -w - w') f'(-z, -w - w')e^T+t^'dwdw'dz 

= mT+t{nT+t(f)RTr+t(*T(f))) • 

On en déduit la formule pour x = 7rr(/) et y = 7rr+t(/')> et le cas général s'obtient 
par densité. 

La proposition précédente reste vraie si on suppose x à trace et y borné, ou l'inverse. 
Soit J l'automorphisme de C*(H<t) donné par J(z,w) = (z, — w). On voit facile

ment, en utilisant le théorème de Stone-von Neumann, qu'il existe des isomorphismes 
JT : AT —• A-T tels que JT o nT = 7r_r o J_T. Les deux semi-groupes (Qt)teR+ et 
(Qt)teR+ sont conjugués par J : 

3.2.2. Proposition. Pour tout t > 0 on a 

Qt = JQtJ. 
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De plus pour tout r € M on a 

Rr+1 0 J-r-t JT O A i r * 

Démonstration. Il suffit de remarquer que ip o J = ip, ce qui donne la première 
partie. La seconde partie s'en déduit à l'aide de 2.6.1. 

3.3 Invariance par rotation : le semi-groupe de Bessel non-commutatif. 

Nous abordons là un des aspects les plus intéressants du mouvement brownien 
non-commutatif, qui est l'existence d'un semi-groupe sur un espace commutatif, dont 
la dilatation naturelle, donnée par 1.6 est non-commutative. 

Remarquons que la fonction est invariante par l'action du groupe unitaire U(d) 
sur Hd, ce qui entraine que l'algèbre C^(Hd) est invariante par (Qt)teR+- On en déduit 
donc par restriction un semi-groupe de noyaux markoviens sur le spectre Xd de cette 
algèbre. 

3.3.1. Définition On appelle semi-groupe de Bessel non-commutatif le semi-
groupe de noyaux sur Xd donné par la restriction de [Qt)t€R+àC*R(Hd] 

Le nom semi-groupe de Bessel non-commutatif est justifié par l'analogie avec la 
construction du semi-groupe de Bessel classique rappelée en 1.4. Nous allons calculer 
le semi-groupe de Bessel non-commutatif. 

3.3.1. Proposition. Le semi-groupe de Bessel non-commutatif est donné pax les 
noyaux qt(x, dy) sur Xd x Xd définis ci-dessous. (On désigne par 6X la masse de Dirac 
en un point x G Xd). 
i) Si x = (<r, — kcr) avec a<0etr = (r + t<0, alors 

qt(x,dy) 
oo 

i=k 

(1-1)1 
(к-1)1(1-к) 

( 1 -
r 
a 

-k r 
a 

k6{Ti-lT)(dy) 

H) Si x = (<t, —ka) avec a < 0 et a = —t, en notant y = (0, r) , 

qt{x,dy) 
1. 
1 

fc-i 

(k-l)\ 
e *6o®dr 

iii) Si x = (a, -ka) avec a<0etT = a + t>0, alors 

qt(x,dy) 
oo 

/=0 

ÍJ + k - l ) ! 
(k - l)\l\ 

1 -
T 

1 
+k r . 

1 kS(T,iT){dy) 

iv) Si x = (0,r), alors 

qt(x,dy) = 
oo 

i=0 

r l 
t e *6t,it{dy) 
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v) Si x = (a, ka) avec a > 0, r = a + t 

qt(x,dy) = 
L=K 

Z=0 

Jb! 

l\(k-l)\ 
L - <7, 

r ' 
K—L a 

r 
lSrMdy) 

Démonstration. Soit x € et XX le caractère de l'algèbre C*R(Hd) correspondant, 
qui est donné par la formule XX(f) = fHd ux(g)f(g)dg sur Lx(Hd); alors XX°Qt définit 
un état sur CR(Hd), qui est donné par la mesure de probabilité qt(x,dy) sur Xd. Or, 
pour / € Lx(Hd) on a Xx o Qt(f) = fHd f(g)^"T^9^X(g)dg. Il suffit donc de trouver 
Tunique décomposition de la fonction u^e"*^ sous la forme u^e-*^ = fx vyqt(x, dy) 
pour obtenir la mesure qt(x,dy). On peut faire ces calculs en utilisant les formules 
explicites (2.4.1, 2.4.2, 2.4.3) et les propriétés des polynômes de Laguerre et des 
fonctions de Bessel. Nous allons suivre une autre voie qui est plus proche de l'esprit 
des probabilités quantiques. 

Soit x e Xd, d'abscisse <t, et soit rj un état sur Aa tel que la restriction de r) o 7iv 
à CR(Hd) soit la mesure de Dirac en x. Il résulte alors des considérations sur les 
opérateurs de nombre des représentations de Hd que la mesure qt(x, dy) est portée par 
(a+t) x 1+ , et n'est autre que la loi de l'opérateui C L d(lta <g> 7Tt ) (ctf )d(7ÏV <g> 7Tt ) (aj ) 

dans l'état 77 <g> hr0 sur Aa®At. Nous allons utiliser ce fait pour calculer la loi qt(x, dy) 
dans le cas a > 0. 

Commençons par le cas d = 1. 
On considère les isomorphismes IYC) ~ Zr(R) (définis au paragraphe 2.2) avec Ian 

Vn 
hon dans lequel les opérateurs Ì7tv(a) et dir0(0^) correspondent aux opérateurs 

a r- et aVo 

Si a = 0, soit x = (0,r), on prend £ 6 C tel que |£|2 = r. La loi que l'on cherche 
est celle de l'opérateur a+Vt+£ a-Vt+£ dans l'état vide, qui est une loi de Poisson 
de paramètre r 

t 
sur \kt\k G N} (voir par exemple [Ml] ) On obtient ainsi la formule 

iv). 
Pour a > 0, et x = (a, ka), l'espace de la représentation na <8> 7rt est isomorphe 

à T(C) <8> T(C) ~ T(C?) et l'opérateur d(7r(T <g> 7r*)(a) correspond à l'opérateur 
d'annihilation a~ ~ par le vecteur (y/a, y/i) de C2 et ^(TÏV 0 7Tt)(a)* à l'opérateur 

de création aîvï,Vt) Considérons l'état pur associé au vecteur •yok 
VK\ 

3 l ° ° , la mesure 

qt(x,dy) est donc la loi de l'opérateur aîvï,Vt)a(Vï,Vt) dans cet état. L'opérateur 

iva 
e 

(Va,Vt)a(Va,Vt) n'est autre que l'opérateur de seconde quantification, dans IYC2), 
de l'opérateur eiv(o+t)T(Va,Vt) OÙ TT(Va,Vt) est l'opérateur de projection orthogonale 

sur le vecteur (y/a, y/i) dans C2. Pour tous u, v G C on a 

< eiv^t)u(^)e(z10)ì£(z',0) ì < ̂ (e^+^cv^v/.) u o ) ) , S(z\ 0) 

= ezS> eiv(<r+t)t+ty 
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En examinant le coefficient de zkz'k dans cette expression on trouve la transformée 
de Fourier de la loi qt(x, dy) qui vaut 

X1 
eivy Qt(x,dy) 

k 

1=0 

K! 

l\(l-k) 
eiv((T+t)l (T 

t + <T 
\l t 

t + a 
k-i 

Ceci démontre la formule v). 
Les propositions 3.2.1 et 3.2.2 permettent, par dualité, de déduire les formules i) et 

ii) de v) et iv). La formule iii) est alors obtenue en utilisant la relation de Chapman-
Kolmogorov qt{x,dy) = fx q-a(x1dz)qt+(T(zJdy) et les formules ii) et iv). 

Pour traiter le cas d quelconque, on utilise la restriction de Qt à l'algèbre C^(Hd) 
(définie en 2.4). Il est facile de voir que ce semi-groupe est celui du processus sur 
X^d\ donné par (Tt, F / , . . . , Yd) où les processus (Tt, Y*) à valeurs dans X\ sont des 
processus de Markov de semi-groupe (qt)teR+ sur Xii indépendants. Le semi-groupe 
(0t)t€R+ sur Xd est le semi-groupe du processus de Markov (TtlY^ + ... + Yd), que 
Ton peut donc déduire du semi-groupe sur X\. 

Comme (Qt)teR+ laisse invariante la sous-algèbre C^Hd), on voit que les semi-
groupes -R^, laissent invariante la sous-algèbre de A±i engendrée par l'opérateur de 
nombre A±i; on en déduit des semi-groupes de noyaux markoviens sur les spectres de 
A±i que l'on peut calculer grâce à la proposition précédente. 

3.3.3. Corollaire. Les semi-groupes de noyaux induits par {Rf)seR+ sur les 
spectres de A±i sont donnés par les probabilités de transition suivantes sur N et 
N \ | 0 , 1 , . . . , d — 1) respectivement 

rt(k,l) 
k\ 

V.(k-l)l 
e-is [1 - e—' k-l pour 0<l< k 

= 0 sinon; 

»7(M) = 
(1-1Y. 

(1-K)!(K-1) 
e~ka ( 1 - e " * ) l-k pour l > k>d 

— 0 sinon. 

Le semi-groupe {r~)8^R+ est le semi-groupe du processus de Yule, ou processus 
de fission binaire (cf [At]). C'est un processus de Galton-Watson dont la loi de 
reproduction est une masse de Dirac en 2, autrement dit, ce processus compte le 
nombre total de particules à l'instant t dans un système de particules où chaque 
particule se divise en deux au bout d'un temps exponentiel, indépendamment des 
autres. C'est ce semi-groupe qui intervient dans [vW2] dans la description du 
phénomène de superradiance. 

Le semi-groupe (r̂ )3GR+ représente le processus inverse, c'est un processus de 
mort, qui compte le nombre de particules restant en vie à l'instant t dans un système 
où toutes les particules sont indépendantes et ont un temps de vie exponentiel. 
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Les trajectoires d'un processus de Markov obéissant au semi-groupe (qt)tçR+ sont 
faciles à décrire à partir de celles des processus de semi-groupes r±. Supposons que 
ce processus parte du point (a, —a) avec a < 0, son abscisse suit un mouvement de 
translation uniforme à vitesse 1. Il va commencer par se déplacer le long de la droite 
de pente —1 suivant 11-> (a + t* —a — t). Le processus saute verticalement sur la droite 
de pente —2 avec un taux dt 

o+t 
puis lorsqu'il est arrivé sur cette droite, il continue 

sa translation uniforme vers la droite, avec cette fois un taux de saut de 2dt 
-(H-t) vers 

la droite de pente —3, et ainsi de suite; en général, si le processus est sur la droite de 
pente — fc, en un point d'abscisse r < 0, sa probabilité de sauter sur la droite de pente 
—(& + 1) pendant l'intervalle de temps dt est Lorsque l'abscisse tend vers zéro, 
le nombre de sauts devient infini, mais le processus converge presque sûrement vers 
un point de la droite d'abscisse 0. Un moyen simple de voir cela consiste à remarquer 
que l'ordonnée sur Xd est une fonction harmonique positive pour le semi-groupe qt, 
par conséquent la composante verticale du processus est une martingale positive et 
admet une limite lorsque l'abscisse tend vers 0. Après le passage en zéro, le processus 
commence à mourir, sa trajectoire, partant d'un point (e, ke) commence par suivre 
la droite de pente A;, avec un taux de saut sur la droite de pente k — 1 égal à kdt/e Au 
bout d'un temps fini, le processus arrive sur la droite d'ordonnée zéro, où il continue 
sa translation vers la droite pour toujours. 

La figure 2 donne un exemple typique de trajectoire de ce processus. 

fig.2 

Une trajectoire typique sous qt. 

(Au voisinage de x = 0 le nombre infini de sauts rend les trajectoires difficiles à 
représenter.) 

Un aspect tout à fait remarquable de ces processus est que les formules de transition 
ne dépendent pas de la dimension d du groupe d'Heisenberg, seul l'espace Xd dépend 
de cette dimension. En fait, cela est une conséquence de la propriété d'additivité des 
processus de Bessel non-commutatifs, c'est-à-dire le fait que l'opérateur de nombre 
dans une représentation de Hd peut être considéré comme une somme de d opérateurs 
de nombre, les opérateurs dir(aj)dir(aj). Cette propriété peut se vérifier par le calcul, 
mais elle est probabilistiquement évidente lorsqu'on a l'interprétation en terme des 
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processus de Galton-Watson, c'est simplement la propriété de branchement de ces 
processus. 

Donnons-nous une représentation7r de Hd sur un espace de Hilbert H*, avec un état 
i/, et considérons les opérateurs At = s 1=1 {dTr(a*)® Jd+Id®AJ

t )(dTr(a)®Id+Id®A\ ) 
sur l'espace Hr OT(L2(R+) Les opérateurs Xt fournissent un dilatation du semi-
groupe (<ft)teR+, au sens où, pour toute suite de fonctions bornées ho, / i i , . . . , hn sur 
R+, et toute suite croissante de réels ¿1 , . . . , tn on a 

v ® o;(ft0(A0)fti(Atl ) . . . hn(Xtn )) = v(h0qtl (h ... qtn_tn_! (hn)...) 

Dans le second membre de cette formule, une fonction hj sur R+ est considérée comme 
une fonction sur Xd ne dépendant que de l'ordonnée. 

Pour un observateur chronologique, rien ne distingue le processus Xt de la seconde 
coordonnée d'un processus de Markov de semi-groupe (gt)t€R+ sur Xd. Mais les 
opérateurs At ne commutent pas entre eux et en fait, il est facile de voir que la 
dilatation que l'on obtient du semi-groupe qt n'est pas équivalente à la dilatation 
commutative canonique (sauf dans le cas où l'état initial est donné par la fonction 
constante égale à 1 sur Hd). Un phénomène analogue avec le semi-groupe r~ se produit 
et est décrit dans [vW2]. 

Pour terminer avec les processus de Bessel non-commutatifs, remarquons que l'on 
peut déduire du semi-groupe (qt)teR+ des fonctions positives, harmoniques en espace-
temps pour le processus de Yule. En effet, en posant h(s, k) = qe— ((e~ 5 , e~8k)y (0, r)) 
pour r € R+, on obtient une fonction harmonique en espace temps pour le semi-groupe 
r " . En fait on obtient ainsi toutes les fonctions harmoniques positives minimales en 
espace temps de ce processus (voir L. Overbeck [O]). Ceci montre que le semi-groupe 
(<Zt)teR+> restreint à la partie de Xd d'abscisse négative, s'obtient à partir du processus 
de Yule, de semi-groupe r~, en prolongeant ce dernier à son espace de Martin en 
espace-temps et en effectuant un changement de temps logarithmique. De même, le 
processus sur la partie d'abscisse positive s'obtient en rajoutant une frontière d'entrée 
en espace-temps en 0 au processus de mort pure de semi-groupe r+. 

3.4. Fonctions paraboliques non-commutatives bornées. 

La dernière remarque du paragraphe 3.3 suggère que la singularité en zéro de la 
C*-algèbre de Hd s'interprète naturellement comme une frontière d'entrée et de sortie 
en espace-temps pour les semi-groupes d'Ornstein-Uhlenbeck non-commutatifs R+ et 
R" sur /C(L2(Rd)). Nous allons montrer ci-dessous un résultat dans cette direction 
en étudiant les fonctions paraboliques non-commutatives bornées dans le demi-espace 
r < 0, et donner un théorème de représentation intégrale de ces fonctions. 

3.4.1 Définition. Une fonction parabolique non-commutative bornée (sur r < 0) 
est une famille (HT)T<o d'éléments HT € A" tels que s u p r < 0 \\HT\\ < 00 et pour tous 
a <t < 0 on ait 

Rl(HT) = H<T. 
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Pour les fonctions paraboliques usuelles, bornées dans un demi-espace, on a un 
résultat de représentation intégrale au moyen du noyau de la chaleur, qui est un 
analogue parabolique de la formule de Poisson pour les fonctions harmoniques bornées 
dans le disque unité (voir par exemple [W], Ch. VII). En fait on sait également que le 
noyau de la chaleur permet de représenter toutes les fonctions paraboliques positives 
dans le demi-espace ([W] Ch. VIII), ce qui permet de déterminer la frontière de Martin 
parabolique de ce demi-espace (cf [Do] 2.XVI et 2.XIX). Ici nous allons nous contenter 
de donner un résultat simple de représentation intégrale des fonctions paraboliques 
bornées, le résultat analogue pour les fonctions paraboliques positives est certainement 
vrai, mais l'énoncé et la démonstration d'un tel résultat, qui impliqueraient d'utiliser 
des opérateurs non-bornés, nous emmèneraient trop loin pour cet article. 

3.4.2. Proposition. Pour toute fonction parabolique non-commutative bornée, 
il existe une fonction Hq, mesurable, bornée sur E2d, teJJe que pour tout r < 0 

HT = Rr(Ho). 

Démonstration. Soient r < 0 et e > 0 tels que e + r < 0. D'après (2.6.1) et (2.6.2), 
on a 

RI±r(HT) - R'iR^iHe)) 

= fl?+e(V(iU)) 

La condition supr<0 \\HT\\ < oo entraîne que (K€ = R^£(H-e))ee^+ est une famille 
bornée de fonctions universellement mesurables sur Rd, donc il existe une suite en —• 0 
telle que H-£n converge faiblement dans L°°(Rd). Soient a, b G L2(Ed), lorsque e —• 0 
on a 

< RTe+T{Hr)a, b >-•< HTa, b > ; 

or d'après ce qu'on a vu en 2.6 

<RTen+T{HT)a,b> 
Cd 

«.«(0 <i fc . (£M>df 

Cd *o(í) < i f r ( 0 M > # 

quand n —• oo, car 77T(f) est faiblement integrable en f (cf 2.6) par conséquent, si on 
pose Hq = /c0 G L°°(IRd), alors HT = P°T(Ho). 

Dans la proposition 3.4.2, les opérateurs i)r (£) jouent le rôle de noyaux de la chaleur 
non-commutatifs. La théorie du potentiel pour les noyaux de la chaleur dans le cas 
classique est bien connue, (voir par exemple le livre [Do] Ch. XV à XIX). La théorie 
non-commutative du potentiel reste à étudier, ce qu'on espère pouvoir faire dans le 
futur. 
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