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Solutions fondamentales

de u; — § Uss = g

S. Benachour, B. Roynette, P. Vallois

Résumé. — A l'aide de techniques probabilistes nous construisons explicitement la solution
fondamentale du probléme de Cauchy associé & 1’équation u; — %u,z = =+|ug|, lorsque la
dimension d’espace d est égale & 1. Puis nous analysons le comportement en norme LP des
solutions de cette équation pour une large classe de données initiales. Le cas o1 d > 2 a été
étudié aussi et fera ’'objet d’une autre publication.

1. Introduction

1. Considérons I’équation aux dérivées partielles :
(L1) “ — -;—Au — —|Vu| dans 0, +oo[x IR

(1.2) u(0,.) = p dans IR4,

Ces équations ont un lien avec celles de Navier-Stokes. En effet, lorsque la dimension
d’espace est deux, les équations de Navier-Stokes décrivent I’évolution de la vitesse
u = (u1,u2) d’un fluide de viscosité v > 0 et incompressible, cf. [L], et s’écrivent :

ou
NSy B vAu + (u.V)u = -Vp
divu=0

ol p (la pression) est une fonction scalaire, inconnue aussi. Dans ces équations, le
tourbillon w = rot u (identifié dans ce cas & une fonction scalaire) joue un role essentiel
et vérifie ’équation

(T) %t“-’ — vAw = —(u.V)w.
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En supposant u bornée par une constante C > 0, on a :

Ow
|§ - vAw| < C|Vuw|.

D’ou lintérét accordé a I’équation (1.1).
2. L’existence et I'unicité de la solution de (1.1), (1.2) dans
L([o, T}, W' (R%) n C°([0, T], Ms(IR?))

ont été obtenues par M. Ben Artzi [B] lorsque la donnée initiale est une fonction
réguliere et par S. Benachour, H. Brézis et M. Pierre [BBP] quand la donnée initiale
u est dans 'espace M;(IR?) des mesures de masse totale finie.

En intégrant ’équation (1.1) dans IR?, on a :

9 / u(t,z)dz = — / Vu(t, 2)|dz
Ot Jpa Ré

et donc : t — u(t,z)dz est décroissante sur ]0,00[. Lorsque p est une fonction
IRd
positive, la solution du probleéme (1.1), (1.2) est positive. Il est donc naturel d’étudier :

- d’une part le comportement asymptotique de u(t z)dz lorsque t — oo

- d’autre part de rechercher si / u(t, z)dz admet un taux de décroissance lorsque
t — 0. Re

Si u est une fonction positive, réguliere et & support compact, M. Ben Artzi [B]
montre que la solution de (1.1), (1.2) vérifie :

(1.3) da >0, 3C > 0 tels que : t* / u(t,z)dz < C
IRd

ol a ne dépend que de la dimension d, mais n’est pas précisé, et ou C dépend aussi
de d et ”[J,le.oo(md).

Lorsque p est une mesure positive de masse totale finie, S. Benachour, H. Brézis
et M. Pierre [BBP] montrent que la solution de (1.1), (1.2) vérifie les deux propriétés
suivantes :

(1.4) lim / u(t,z)dz =0
t—o00 Rd
(1.5) il n’existe pas de fonction f : IR} — IR, tendant vers 0

quand ¢ — oo et telle que, pour toute solution positive u de (1.1), (1.2) on ait :

/ u(t, z)dz < f(t)/u(O,z)dx
Rd

En ce sens, / u(t, z)dr n’admet pas de taux de décroissance.
Rd
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3. Dans cette étude nous nous proposons d’analyser les solutions de (1.1), (1.2)
lorsque la dimension d’espace est égale & un. Notre contribution est essentiellement
la construction explicite de la solution du probléme de Cauchy (1.1), (1.2) dans les
deux cas suivants :

i) la donnée initiale p est égale & la masse de Dirac & ’origine.

ii) la donnée initiale x4 est une mesure positive, de masse totale finie et “profilée”
(cf lalinéa 7 ci-dessous pour une définition précise de ce terme). Pour fixer les idées,
lorsque p est une fonction dérivable, profilée signifie que sgn p'(z) = — sgn (z).
L’idée de la construction explicite de la solution est la suivante : on remplace 1’équation
non linéaire (1.1) par I’équation linéarisée :

(1.6) ug — -;—u,, = (sgnz).u,
(1.7) u(0,.) = u(.).

On résout alors explicitement ’équation linéarisée par une méthode probabiliste,
puis on constate que, lorsque p est profilée, la solution du probléme linéaire est
également solution du probléme non linéaire (1.1), (1.2).

4. La connaissance explicite de la solution de (1.1) (1.2), pour une large classe
de mesures yu, jointe 3 'utilisation du principe de comparaison, nous permet alors
d’étudier de fagon fine le comportement de la solution. Plus précisément :

a) dans le théoréme 3.3, nous redémontrons, par des arguments probabilistes simples,
les résultats (1.4) et (1.5) sur la décroissance vers 0 de ||u(t,.)||1 et sur I'inexistence
de taux de décroissance; dans les théorémes 4.1 et 4.4, nous améliorons ce résultat en
montrant comment ce taux de décroissance dépend de la “queue de la mesure u”, ie
de pu(t) = / o u(dz)

1zl

b) lorsque la mesure p posséde un moment exponentiel, ie :

Clu) = /ﬂ lelel®l u(dz) < oo,

nous obtenons (cf. théoréme 4.8) la vitesse optimale de décroissance de ||u(t,.)||1.
Plus précisément, nous montrons I’existence de deux constantes universelles C; et C2
telles que :

(18) Ci0'(w) < im 7% fu(t, My < T /26 luct, V< Ca.C(w)
t—oo 0

Bien siir, (1.8) améliore le résultat (1.3) de M. Ben Artzi puisque : 1
- il donne la vitesse exacte de décroissance de ||u(t,.)||; qui est en e~/ 27/;5, et qui
est donc exponentielle, ¢
- il est vrai pour des mesures & moment exponentiel, et pas seulement pour des mesures
4 support compact.
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Remarquons que l’estimation (1.8) montre un comportement de ||u(t,.)||: tres
différent de la situation de 1’équation de la chaleur. On peut donc dire que, dans
(1.1), le terme de convection —|u;| joue un réle prépondérant.

La connaissance explicite de la solution de (1.1), (1.2) nous permet également
d’obtenir d’autres estimations intéressantes :

¢) Lorsque u est profilée, on a :
logt)l/?
[lu(t, oo < Ci—%uuul (t>1)

c
llua(t, )l < —llph (t>1).

5. Dans le dernier paragraphe de ce travail (§ V) nous nous intéressons cette fois &
I’équation :

1
(1.9) Ut — 5"::: = |ual

(1.10) 4(0,.) = u(.)

Les méthodes mises en oeuvre pour étudier (1.1), (1.2) fonctionnent, mutatis
mutandis, de la méme mani¢re pour (1.9), (1.10). Nous déterminons la solution
explicite de (1.9), (1.10) pour des mesures u profilées et, & partir de cette solution
explicite, des estimations de ||u(¢,.)||;. Par exemple, nous obtenons (théoréme 5.4) :

Si p est profilée et si u est la solution de (1.9), (1.10) :

1
—2|a| < i i .
G /Re p(da) -tl_l,—lfo1+t”u(t’ Nh

(1.11) )
Tim - ~2al
< Jim 1l )l < ©a [ elialu(da)
¢ / e2%lu(da) < lim [Ju(t, )lleo
(1.12) R b=voo

< Jim [Iu(t, oo < Cs [ & laliu(da)
t—o00 R

ol C;, C; sont des constantes universelles.

6. Nous avons choisi, pour ce travail, de nous placer dans le cas ou la dimen-
sion d vaut 1. Lorsque d > 1, 'approche probabiliste choisie ici, continue & &tre
opérationnelle. Cependant, les formules explicites obtenues ne sont plus si simples.
En particulier, elles dépendent de fonctionnelles liées au pont de Bessel. C’est pour-
quoi nous nous sommes limités ici au cas d = 1. Le cas d > 1 fera 'objet d’une étude

ultérieure (cf. [B.R.V.]).
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7. Fixons quelques notations qui seront utilisées au cours de ’article.

- C est une constante universelle.

- Une fonction f de IR dans IR appartient &8 W!(IR) si f et f' sont éléments de
L'(R).

- || ||, désigne la norme de LP(IR), 1 < p < oo.

- M(IR) est ’ensemble des mesures bornées de IR

- 6, représente la mesure de Dirac au point a.

- Les solutions aux différentes équations aux dérivées partielles considérées dans ce
travail seront toujours des fonctions appartenant 3

L'((0,T), WH(IR)) n C°([0, T), Ms(IR)), pour tout T > 0.

- Nous désignons par 9 la fonction :

Y(z) = /oo exp(—t?/2)dt, z € R.

- Une mesure p sur IR est dite a-profilée si u est une distribution tempérée et p' est
une mesure négative sur (a, +00) et une mesure positive sur ] — 00, a). Lorsque a = 0,
on dira que p est profilée.

- Soient f et g deux fonctions sur IR, positives. On dira que f X< g s8'il existe deux
constantes ¢ > 0 et ¢’ > 0 telles que pour tout ¢ > 0, on ait cf(t) < g(t) < c'f(¢t).

II Construction explicite d’une solution modéle

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

(2.1) Ug — Ugz = —|Ug| dans (0, +00) x IR
(2-2) u(0,.) = &.

Pour tout T > 0, ce probléme admet une unique solution u® dans L!((0,T),
WL (R)) n C°([0,T), Ms(IR)). Le but de cette section est d’écrire explicitement
cette solution et puis d’en déduire le comportement asymptotique des normes
“uo(tv ')“P’ 1 S Y4 S Q.

Théoréme 2.1
La solution u® du probléme (2.1), (2.2) est donnée par :

~fel - 2 - w(vi+ Bl

(2.3) u'(t,z) = i

1 {[1 o (_:c2
Vor W P T gt
ou:

+00 2
P(z) :=/ exp(—%—)ds.
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Démonstration du théoréme 2.1

i) L’équation de la chaleur a une vitesse infinie de propagation mais il est 1égitime de
penser que la solution u°® du probléme (2.1), (2.2) garde, pour tout ¢ > 0, un “profil
analogue” 3 une gaussienne centrée. Auquel cas nous avons alors :

(24) sgn (uz(t,z)) = —sgn (z)
ot sgn désigne la fonction :

1 z>0
sen@)={_; ;2o

Cela nous ameéne & considérer le probléme “linéarisé”:
(2.5) ug — %uu = sgn(z).uz sur (0,+00) X IR
(2.6) u(0,.) = 6o sur IR.

Par une méthode probabiliste nous allons exhiber la solution 4® du probléme de
Cauchy linéaire (2.5), (2.6) et constater que u° vérifie (2.4). Par suite, cette fonction
u® est I'unique solution (cf. [BBP]) du probléme de Cauchy (2.1), (2.2).

ii) Construisons & présent la solution 4° du probléme de Cauchy (2.5), (2.6). Pour ce
faire, on considere ’opérateur différentiel, sur IR :

Lv= %'v,, + sgn (z).v,

dont 1’adjoint formel est :
ezl
LYf= §f" —sgn(z).fz — 260 f.

En désignant par u° la solution de (2.5), (2.6) et P; le semi-groupe associé & L(*),
ona:

27) /R u(t,2) (z)dz = P, f(0).

D’autre part, soient (B;,t > 0) un mouvement brownien issu de 0 et (X;;¢ > 0) la
solution de I'équation différentielle stochastique :

t
X, = B, —/ sgn (X,)ds
()}

Alors, on a :
P, f(0) = E{f(X.)exp(—2L{)}
ol LY est le temps local en 0 de (X¢,t > 0).
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Signalons que Karatzas et Shreve ont considéré des équations différentielles ol le
terme de dérive prend deux valeurs ([KS], 6.5).
Gréice & la formule de Girsanov ([KS], page 191, (5.6)), on tire :

t
Pf(©) = B{f(B)exp (- | sgn (B)aB, - 5 - 260))

ol £ est le temps local en 0 du mouvement brownien B.

Compte tenu de la formule de Tanaka (cf [KS], p205) :

t
|Be| = / sgn (B,).dB, + £,
0
on obtient :
(28) P.f(0) = E{f(Bs) exp (~|Bi| - 5 — £)}.

Désignons par n(t,z,y) la densité du couple (| B;|,£0). Puisque —B est un mouve-
ment brownien, on a donc, d’aprés (2.7) et (2.8) :

1 [t t
u(t,z) = 2/, {exp (=|=| - 3 y)In(t, |z, y)dy.

D’une part u°(¢,.) est une fonction paire et d’autre part la densité n(t,z,y) est bien
connue (cf. [RY], p. 227, ex. 2.18). Elle vaut, pour z > 0et y > 0:

+9)?
n(t,2,9) = (25)/2(a +y) exp (- 22,
Donc :
w(t,2) = —mfexp (=% — £~ 2} [ (lal +9) expl = (7 + 2laly + 28)}d
1) - W xp 2t 2 T 0 z y p 2t y y y y
1 +o0 1 2
= Joi Jo (Il +y) exp [- 55 (¢ + |2] + y)*]dy.
Apres le changement de variable :
_t+|zl+y
\/E )

on a finalement :

_1 |zl 2 2l
s(VE+ f) - w(\/i+\/-}

u’(t, )

= izl
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iii) 11 est facile de voir que u° est deux fois dérivable en z sur ]0, +o0o[xR. Montrons
que la relation (2.4) est vérifiée.
Soit > 0,0n a:

Var{exp %(\/5 + )P hd(t,2) = -

% x
Vi tvi
Puisque u°(t,.) est une fonction paire,

sgn (ud(t,z)) = —sgn(z),Vz € R.

Enfin, on peut vérifier que u° est la solution du probléme de Cauchy (2.5), (2.6).
En effet, on a pour £ > 0 :

|a:| 1 z z
\/__{exp (\/.+ \/- }ut(t IL’) 2t\/_+2t2\/i— 2t\/i

|| z? T
\/2_7‘.{exp 5(\/5'*' f)z}uzz(t IL’) t\/- tzﬂ + m

11 est évident alors que (2.5) est réalisée. Pour vérifier la relation (2.6), on remarque
que pour toute fonction f continue et & support compact sur IR, on a :

2

|=]

‘/_
hm—/ f(a:)zp(\/_+ )dx—

t\O

=)}z = £(0)

z\.o

Donc : u9(0,.) = & et la preuve du théoréme (2.1) est achevée.

Remarque (a)
La solution 4° du probléme de Cauchy (2.1), (2.2) est positive sur ]0, +oo[xIR.
Cette propriété est une conséquence des deux points suivants :

i) lim «°tz)=0, Vt>0
|z|—=+o00
ii) sgn (u3(t,z)) = —sgn(z)

Remarque (b)
L’équation (2.1) étant invariante par translation, il est clair que la fonction:

ué(t,z) :=ul(t,z — £)

est la solution du probléme de Cauchy :

ug — %uu = —|ug| sur )0, oo[xIR
v(0,.) = & sur IR

ol §¢ est la distribution de Dirac au point §.
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Théoréme 2.2
Soit u® définie par (2.3) la solution du probléme de Cauchy (2.1), (2.2). Alors,

1
2.9 w0ty Moo X i €~H?
( ) ” ( )”00 \/i 1 + t)
0 - = —t/2
(2.10) It Ml < Giyree

(cf. dernier point de l'alinéa 1.7 pour la signification de x).

Démonstration du théoréme 2.2
D’apres la remarque (a) ci-dessus et (2.3), on a :

1 .1 _
”uo(ti )”00 = uo(t’ 0) = \/Z_W[\/i 42— ¢(\/-)]
D’apres le développement classique :
(2.11) (:c)—[———l+ 3 +0( 5)]e T — 00
ona:
1 e t/?
(212) 1o ~ =Tt 0.

D’autre part, il est évident que :

—t/2

(2.13) [|u®(t, )||oo = uO(t,0) ~ 1 e, t— 0.

En regroupant (2.12) et (2.13) on obtient (2.9).
Pour avoir le point (2.10), on observe que u°(¢, z) est paire par rapport a la variable
x; il suffit de calculer :

+o00 +o00
e1) [T etaa= = [ {[%exm—%(x/h 2
- (Vi + f)}dr

1
= —[(1 + (V) — Vie /.
Compte tenu de (2.11) on en déduit que :

(2.15) [[u(t, |1 ~ et?,  t— +oo.

\/'—' t3/2

D’autre part, en vertu de (2.14), on a :
. 0 —
(2.16) lim |2, )1 = 1.
De (2.15) et (2.16), on déduit le point (2.10). Ceci acheve la preuve du théoréme 2.2.
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Corollaire 2.3
Il existe une constante C > 0 telle que :

1Ol < e VE> 1

Nous allons maintenant donner une représentation probabiliste de la solution u°
de (2.1), (2.2) différente de celle utilisée pour la démonstration du théoréme 2.1.

Théoréme 2.4

Soit (Ry;t > 0) un processus de Bessel de dimension 3, (cf. [RY], p.232 ou 409),
issu de 0. Alors :

wO(t,z) = "/2E[—1{,<R‘}e R siz>0
u’(t, ) = °(t, |[).

Démonstration du théoréme 2.4
a) Soit (X¢;t > 0) la solution de I'équation différentielle stochastique :

t
X =B, —/ sgn X,ds
0

Soit £ une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 2 :
P(¢>t)=e
indépendante de (X, B). Définissons Y par :

Y, = Xt siLtr <¢§
Y16 siLy>¢

ou (L¢;t > 0) désigne le temps local en 0 de X.
Soit f une fonction borélienne bornée définie sur IR; on pose f([6]) = 0. Alors :

(2.17) B(f(%) = B (X z.cen) = B(F(X)e )
et donc, d’apres (2.7), u%(t, z) est la densité de Y;1{y,cr}

b) Posons : A := E(f(X;)exp — 2L;)
Utilisons a nouveau le théoréme de Girsanov; il vient :

A = E(f(Be)exp (—|B| — €& — t/2))
ol £ est le temps local en 0 de B.
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Par symétrie,
A = E(f(—Bs)exp(—|B:| - & —t/2))

Si f est une fonction paire, A = A, ol I'on a posé :

(2.18) Ay = -E(f(IBtI)exp — (IBel + & + t/2))
Soit :
S; :=sup B,.
u<t

D’apres le théoréme de Lévy, (|B|,£°) a méme distribution que (S — B, S)
Dot :

A, = %E( (S, — Bu)exp — (25: — By +/2))

Mais d’apres le théoréme de Pitman, ([RY], theorem 3.5 p.234), 2S5 — B a méme
distribution que R, ou R est un processus de Bessel de dimension 3, issu de 0. De
plus : S; = u;ft R,. Ecrivant : S; — B, = 2S; — B; — S;, on obtient donc :

u—

Ay = SE(f(R: ~ R)e™)e™?

avec R, := n;t; R,.
Mais il est classique (cf. [K.S], Corollary 3.6, p.236) que, conditionnellement &

R; = z, R, suit une loi uniforme sur [0,z]. R; — R, suit également une loi uniforme
sur [0, R¢] et :

1 (o ]
A= —e-f”E[th( /0 F@)1(acriyda).e ]

2
d’ou, d’aprés (2.18), le théoréme 2.4.
Remarque (c)

La formule explicite du théoréme 2.4 permet de retrouver la formule donnant
la dérivée u°(t z). En effet, la densité de la v.a R; étant pour = >0 égale &

/2
ts/ze =tx ona,pourz >0:

1 1 - -
uo(t,:v) = 'Z'E(El{z(Rg}e R )C o2
e~t/? [2 > 3
= —/ - —a—% .
T /=c ae da et donc :

(2.19) uwd(t,z) = \/_texp 5 \/_+\/.
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Remarquons aussi que le théoréme 2.4 implique :

”’U,o(t, .)”1 = /0 E[E}t':lh:(R;}e—R‘]e—t/zdz
= e-t/2E(e—R4) = _‘/22__1;[(1 + t)’lﬁ(\/Z) _ \/Ee—t/2]
et que :

1.1 _po o, 11,
IIU°(t,-)|Ioo=u°(t,0)=§E(Ee Ri)et? = Jz_ﬁ[\ft R0

formules déja obtenues dans la preuve du théoréme 2.2.

III Solution correspondant & une donnée initiale profilée

Dans ce paragraphe, on considére le probléme de Cauchy :

(3.1) U — —;-uu = —|ug| sur 0, +oo[x IR

(3.2) u(0,.) =p sur IR

oll u est une mesure positive profilée et de masse totale finie (cf. 1.7 pour la définition
d’une mesure profilée).

Comme précédemment, pour tout T > 0, le probléeme (3.1), (3.2) admet une unique
solution u dans L*((0,T), W11(IR)) N C°([0,T), Ms(IR)). La aussi, notre objectif est
d’écrire explicitement cette solution u et d’en déduire le comportement asymptotique
de normes ||u(t,.)||p, (1 £ p < 00) quand ¢ — oo.

Théoréme 3.1
Soit i une mesure positive, profilée et de masse totale finie. Alors la solution u du
probléme (3.1), (3.2) est donnée par :

—t/2 _ 2
(3.3) u(t,z) = _6_5—\/'7? /R lal=Izl {gxp — (7] 2tlal)
—exp — (=] + |a|)2} (da)

+_\/2?_1r'/0 ds / elel |3/|2 {exp -( + )}uo(t‘3 z)u(da)

ot u°, donnée par (2.3), est la solution du probléme (2.1), (2.2)
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Démonstration du Théoréme 3.1
La démarche est la méme que pour le théoréme 2.1. On considére le probléme

linéarisé :

(3.4) Uy — %uu = (sgn z)u, sur 0, +oo[x IR

(3.5) u(0,.) =p sur IR.

Si la solution u vérifie :

sgn(uz) = —sgn(z)

alors u est I'unique solution du probléme (3.1), (3.2).
Les mémes considérations probabilistes que précédemment conduisent cette fois 3 :
pour toute f positive et borélienne sur IR,

(3.6) /R u(t, 2)f (z)dz = /R E{f(X?)exp — 2L0}u(da)

= [ BUf(e+ Biexp(al ~ o + Bl - £ = 3)}u(da)

ol £; % désigne le temps local en —a du processus B. On calcule I’espérance ci-dessus
en la décomposant en deux parties selon quet < T_, out > T_,, ol T, est le temps
d’atteinte pour le processus B du niveau —a. Pour ¢ > 0, on a :

E{f(a+ B:)exp(la| — |a+ Bs| — £;°);t < T_o}
=FE{f(a+ By)exp(a—a—B;); t<T_g}
= E{f(a+ B:)exp(—B.); t <T-,}

En vertu du principe de symétrie de D. André (cf. [KS], p 79).

E{f(a+ B)exp(—B:); t < T-.}
1 +oo z?
=—— [ fla+2)exp(-z)lexp(~ ) - exp -

Vart J_q

D’oli on tire le premier terme du second membre de (3.3). D’autre part, pour ¢t > T_,
ona:

(2a + z)?

2 Jdz

E{f(a+ B:)exp(|a| - |a+ B;| - £;°); T-a < t}
=E{f(a+ Br_,+s-1_.)expla| = la+ Br_,++-1_.| = €7° 441 )i T-a <t}

Puisque :

a+Br_, =0
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et comme la densité de la variable aléatoire T, est :

|l a?
(3.7 9a(8) = { Wexp ("'2‘;) §s>0
0

$<0
en vertu de la propriété de Markov forte (cf. [RY], III 3)

(3.8) e/*E{f(a+ B:)exp(la| - la + Bs| - £,°); T-a < t}

- \/Le'“'[expe—— N E{f(Bes) exp (~|Be—s| -

Rappelons que d’apres (2.7), (2.8) on a :

(39 B{(Be-exp(-1Biod -, = 3} = [ f@nl(t 5,200
R

Alors, en regroupant (3.6), (3.8) et (3.9), on a ’expression de la solution u donnée
par (3.3).

1l reste & vérifier que I'on a :
(3.10) sgn(uz(t,z)) = —sgn(z), V(t,z) €]0,+o00[x IR.

Pour ce faire, posons :
wi(ta) = o= / s [ ol B fexp(-2: — 10t - ,2)utco)
walt, ) = 72—% /Re'“'exp(—lzl (el —lol)”), aa)

-t/
ws(t,z) = f/zt_ﬂ-zt '/"zelﬂlexp(_lzl (I:L‘I + Ial)Z) (da)

i) Calcul de (w;), pour z > 0.
Compte tenu de (2.19), 0n a :

wettn) = = [ e[| bt - =i
z? t—s
exp — (2(t ) x+—)ds}

=2t [ e""u(da){ [ ottt
expl(— 5 s}
+
=-2¢74 /O el*l(ga * g:)(t)n(da).

54



SOLUTIONS FONDAMENTALES

ol g, est la densité de la variable aléatoire T,, cf (3.7).

Puisque
9a * 9z = Ga+z
alorson a :
1) (unelta) = e [ ell(al +pjexp - LLED yaa)
ii) Calcul de (w3)., pour z > 0.
Ona
e—t/2 1al\2
(3.12) w:(t,2) = - S= [ el Z 4 yexpls - E 1 a0
iii) Calcul de (w3)., pour z > 0.
Ona:
—t/
(3.13) (wn)e(ti2) = == [ el 1 yexplg - LoD 0a0)
Donc, en regroupant (3.11), (3.12) et (3.13) on a, pour z > 0 :
2
4a(t,2) = \%_* fa- w)exp[lal - Ll 2P ) )
+ o=t [ (14 B Dpenpa) - Q=200

et donc, apres intégration par parties :

2e-t/2—zI-%¢
Vant R

ce qui prouve (3.10), puisque p est profilée, et ceci achéve la démonstration du
théoréme (3.1).

(3.14) ug(t,z) = el*l- 3"shl I uw'(a)da

Notons que, d’apres (3.14)

(3.15) [lu(t, )| = u(t,0).

Corollaire 3.2

Soit . une mesure positive, de masse totale finie (mais sans ’hypothése du profil)
et soit u la solution donnée par (3.8) du probléme linéaire (3.4), (3.5). Alors u est
une sur-solution de l’équation non linéaire (3.1).
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Démonstration du corollaire 3.2
Ona:

1 1
Ut = oo + |ug| > up — 3 les ~ SBOTUg = 0.

Nous sommes maintenant en mesure de retrouver, par des arguments probabilistes
simples, les résultats (1.4), (1.5) de S. Benachour, H. Brézis et M. Pierre.

Théoréme 3.3
1) Soit p positive de masse totale finie et u la solution de (3.1), (3.2). Alors :

(3.16) llut, s ,>_0.

2) Soit u une fonction positive, intégrable et profilée. Pour tout A > 0, définissons :
1
wa(z) = :\-u(f) Soit uy, la solution de (3.1) avec donnée initiale py. Alors :

(3.17) llua(t, M, = llealls = [lell

—00

En particulier, il n’eziste pas de tauz de décroissance, au sens donné en (1.5).

Démonstration du théoréme 3.3
1) D’apres le corollaire 3.2, pour prouver le point 1 du théoréme 3.3, on peut supposer
que u est la solution du probleéme linéaire (3.4), (3.5). Mais on a, d’aprés (3.6) :

(3.18) lut, I = /R E(exp — 2L9)u(da)

olt L? est le temps local en 0 du processus X solution de :
t

(3.19) X!=a+B; - / sgn(X?2)ds.
0

1
Mais le processus X, de générateur 3 f" — (sgnz)f’, admet la mesure v(z)dz =

/
v(z) = —sgnz. Il est donc récurrent et
2v(z)

e~ 2l?ldz comme mesure invariante puisque

L? — +o00 pour tout a. Ainsi,
t t—oo
_ 970
E(exp 2L,)t_—*->°o 0.

Il suffit alors, pour voir que ||u(t,.)||1 — 0 quand ¢ — oo, d’appliquer le théoréme
de Lebesgue.
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2) Soit maintenant u une fonction positive intégrable et profilée. D’aprés (3.18),
ona:

1
st s = | $u(3)Ea(exp — 2L)da

= / ”(G)EGA (exp - ZL?)da’
R

ou P, désigne la loi du processus X° solution de (3.19). Il est clair que
. _ 0 -
All’n;o Ex(exp — 2L;) =0,

par conséquent,

+o00 +o00
st My, [ wa)da= [ (o).

Nous venons de voir que lorsque p est profilée, la solution u du probléme linéaire
(3.4), (3.5) est automatiquement solution du probléme non linéaire (3.1), (3.2). Nous
allons montrer ci-dessous que, sous des hypothéses convenables sur p, (mais g non
profilée), la solution 4 du probleéme linéaire “se profile automatiquement”, ie qu'il
existe tog > O tel que, pour ¢t > to, u est alors également solution du probléme non
linéaire.

Proposition 3.4
Soit 1 une fonction positive vérifiant :

(H1) il existe A et C telles que : sup |u'(a)] <C
<A

—A<z<
(H2) On a : sgny’(a) = —sgna pour |a| > A et

. ' A
2Aé2§3.4 | (a)] > C(A) avec e“C(A) > C.

Alors, pour t assez grand, la solution du probléme linéaire (3.4), (3.5) est solution
du probléme non linéaire (3.1), (3.2).

Notons que nous n’avons pas cherché dans cette proposition & supposer sur x des
hypothéses optimales. On pourrait raffiner (H1), (H2).

Démonstration de la proposition 3.4
11 suffit bien sir de voir que, pour ¢ assez grand :

(3.20) sgn(u;(t,z)) = —sgnz.
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Supposons, pour simplifier I’écriture, que u est symétrique. On a, d’apres (3.14) :

4e—t/2-lz|-% [oo
V2rt 0

(3.20) est une conséquence de (H2) et :

uz(t,z) = >~ % sh %u’(a)da

Y
e~ %sh—;—u' (a)da|

A
| / ¥ ah % (@)dal < | [
0 2

A

et il suffit donc de voir que :
A 2 34 2
(3.21) c / e~ sh22da < C(4) / e*~ % sh 22 da.
0 t 24 ¢
2
Mais la fonction a — e*~ % atteignant son maximum pour a = ¢, on a, pour tout

t>3A:

2 2 2 2
sup e* % = A~ et inf e ¥ =24
0<a<A 2A<a<34

ce qui, puisque e4C(A) > C, implique (3.21) et la proposition (3.4).
IV Propriétés asymptotiques des solutions de (3.1), (3.2)

Nous analysons ici les propriétés de la solution  du probléme (3.1), (3.2). Nous nous
intéressons particuliérement au “taux de décroissance” de ||u(¢,.)||:. Les théorémes
(4.1) et (4.3) précisent de maniére optimale le lien entre ce “taux de décroissance” et

la queue de g, ie la fonction @, (t) = / u(dz).
>t

||
Théoréme 4.1
Soit p une mesure positive de masse totale finie, et u la solution de (3.1), (3.2).
Alors :

Ve €]0, %[,Ba(e) : -;- —efa< %,BC(E) >0,0<7(e) <1
tels que :

(4.1) [lu(t, )l < C(e)l|pllrexp(—ta(e)) + K p(dz).
lz|>v(€).t

58



SOLUTIONS FONDAMENTALES

Démonstration du théoréme 4.1.

D’apres le corollaire 3.2, il suffit de prouver (4.1) pour u solution du probléme
linéaire (3.4), (3.5), et donc u est donnée explicitement par le théoréme (3.1). Par
ailleurs, il est clair que d’aprés (3.4), on a :

0
(42) e, )l = ~lhua(t, M = [ ue(t, )(ogna)da.
R
Mais, d’apres (3.14), on connait explicitement u, :

ze—t/2—|z|—§-3-
et = o Jn

Ainsi (4.2) et la formule explicite de u, permettent de calculer explicitement
||u(t,.)|]1. On trouve :

el""%shgu'(a)da.

(4.3) llu(t, Y = C /R el [ ” 495, a)ds}u(da).

Pour simplifier ’écriture, nous allons supposer u symétrique. Compte-tenu de
’expression (2.3) de u° et de (2.12),0n a:

1 \/‘; (\/-;)3 8 a?
WD < (7~ el ol Pz T

2 s a?
< — _ —_—— .
< sexP[ 5 |al 231’ pour s > 1
D'ou :
t,)llh < C af [ Lexp-2_ 8 '
[lut, ) < 1/0 e {/t \/Eexp( 55 ~ 5)ds}u(da)

On décompose I'intégrale par rapport & a en deux parties, [0,7.t] et [yt, 00[. Soit
€>0.0na:

yt +o00
(4.4) = [eyf %exp[-g-gws}ma)

oot e a’ s
= '/0 € {'/t‘ %exp[—és - z - -2-(1 - e)]ds}u(da)

2
. . 8 . a
Le maximum de la fonction : s — ——;8 - -2-(1 — €) est atteint pour : 39 = 7

En choisissant v tel que 0 <y <+v1-—¢€0na:

o
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Donc :

et par suite :

—es/2 ~t 2
-$(1-¢) -z
7 ds)e /0 expla 57 u(da).

o0
Ils(/ Z
t
2

Puisque le maximum de la fonction a — a — % est atteint pour : @ = t et compte
tenu que : vt <tyl—e<t,ona:

a? vt
exp(a — ﬁ) < exp(yt — 7)» 0<a<snt

Dot :

+o00 —ea /2
@s)  ns(f T / (da)expl~ 5 (" ~ 27+ 1~ o)
D’autre part, d’apres la formule classique :

* C
e ¥ fl'da = 2emoVT pour tout v > 0,
/o Vo Vi

on a:

+oo +oo 2
(4.6) L= / e / %exp(—‘;—s - £)ds}u(da)

+o0
<G / (e u(da).
D’ou :
+o00

@7 L< / | ilda)

En regroupant (4 3), (4.4), (4.5), (4.6) et (4 7), on obtient :

© o—e€s +o00

lfut, Jlla < Cal / = o)l fexp ~ 57 ~ 2y + 1~ ]+ / 1(da))

vt
La démonstration du théoréme (4.1) est achevée.

Corollaire 4.2
Soit u une mesure positive et de masse totale finie. Alors la solution u du probléme

(3.1), (3.2) vérifie :

(4.8) t_l}gloo /;t u(t,z)dz = 0.
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Remarquons que ce résultat a déja été obtenu précédemment (cf. Théoréme 3.3.).

Corollaire 4.3
Soit u une mesure positive, de masse totale finie et vérifiant :

39>0;  [(+a)Pu(da) < Cp < o0
Alors la solution u du probléme (3.1), (3.8) vérifie
(4.9) 3IC>0; flult, )k < Cooe, V>0
. ) sy 1 = [3(1+t)mv .
Nous étudions maintenant la minoration de ||u(t,.)||1.

Théoréme 4.4
Soit u une mesure positive profilée, de masse totale finie et u la solution du probléme
(8.1), (3.2). Alors :

(4.10) 3to > 0; lu(t, ) > C / u(da), Vt > to.
la|>t

ol C et tp sont deux constantes indépendantes de y et u.

Démonstration du théoréme 4.4.
Pour simplifier, supposons p symétrique. D’aprés (4.3), on a :

+o0 +o00
[lu(t, N = 20/0 62“(/t u%(s, a)ds)u(da).

D’autre part, en vertu de ’expression (2.3) de u° et du développement asymptoti-
que (2.12) de la fonction 9, on a :

2
u’(s,a) > (% - ."—_'_l_"l‘%l)exp(——g—.9 —la| - %)

pour tout (s, a) dans [tg, +00[x IR, ol ¢ > 0 est assez grand.
Par conséquent, pour ¢ > ¢y, on a :

+o0 +oo 2
ot M 220 [ e [ e sexp(= 5 - ds}utda)
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2
. . s a . . .
Sur l'intervalle IR+ la fonction : 8 — —= — 25 atteint son maximum au point

8 = a et est décroissante sur [a,+oo[. Donc, pour ¢t > ¢ :

too ratve g a® s
e, M 226 [ e[ i —senp(-G ~ S)de)utda)

too Va a? a++a
220/ e’ 2 exp(— - d
. CGervavara N arve 2 MW
Foo a? a++a
> — -
Il est facile de voir que :
a? a++a 1 1 1
et va) 2z - atagrve 2 Vo0

et par conséquent, on a :

+o00
[fu(t, N 2 Cz/ u(da), Vt> to.
t
ce qui acheve la preuve du théoréme 4.4.
Corollaire 4.5.

Il n’existe pas de fonction f : IR, — IR, vérifiant : . lim f(t) =0, telle que pour
toute solution u positive de (3.1), (3.2), on ait : e

(4.11) / u(t,z)dr < f(t)/ u(0,z)dz, Vt>O0.
R R
Ce résultat a déja été obtenu de maniere probabiliste ci-dessus (cf. théoréme 3.3).
Démonstration du corollaire 4.5
Soit p une fonction positive, symétrique, profilée et intégrable et considérons la
solution » du probléme (3.1), (3.2) avec pour donnée initiale p.
Pour tout A > 0, posons :

ia(a) = 3(3)

et considérons la solution u) du probléme (3.1), (3.2) avec pour donnée initiale u».
Compte tenu de (4.10), pour ¢t > ¢p,on a:

+00 +00
llua(t, )l > € / us(a)da = C /* u(a)da, VA>0
t

11 suffit de faire tendre A vers +0o0 pour voir que (4.11) ne peut étre réalisée.
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Remarque

Ce corollaire prouve que, lorsque t tend vers +oo, ||u(t,.)||1 tend vers zéro sans
“taux de décroissance”. Mais le théoréme 4.1 précise comment ||u(t,.)||; tend vers O,
lorsque ¢ tend vers +o00, en fonction de la queue de p.

Théoréme 4.6
Soient p une fonction positive profilée et intégrable et u la solution correspondante
du probléme de Cauchy (3.1), (3.2) alors :

c
(4.12) 3C > 05 Jlus(t, )l < S llplh, VE2 1.

Notons qu'’il y a ici un taux de décroissance en 1/¢, de ||uz(t,.)||1-

Démonstration du théoréme 4.6
Pour simplifier, on suppose y symétrique. Compte tenu de (3.13) et (3.14) on a :

+o0
et My =€ [ wale®™ (7 (exp = 5o (e + ) ~ (22 da

Comme 9 vérifie :

@) 2 (o - e ¥, Va1

alors, on a :

vi | (VP

t+a (t+a)3

+o00
ImAtNhSC/‘ u(a)e (exp — o a+>%b, VD14

<=2 Cet/2 [+ a2 ia +o0
=@ { n(a)exp(a — 2_t) + /0 ap(a)exp(a — 2—t)da}
Puisque :

max{exp(a — a_z)} — ot/2
a>0 P 2t’l e
et en vertu du profil de y, on a :
2 Z./o wu(z)dz > ap(a)

on en déduit :

C +00

[uz(t, )]l < ;m”l‘”l(l +-/o exp(a — = — —)d )
C
< sl (1 + \fw(—\/z».
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Par conséquent, on a :

o
llua(t, < llolls, V221,

ce qui acheve la preuve de ce théoréme.
Théoréme 4.7

Soit . une mesure positive vérifiant :

+00
/ e%(1 + a)u(da) < +oo
0

alors, la solution u du probléme de Cauchy (3.1), (3.2) vérifie :

(4.13) 3C > 0; tﬁw t3/2et/?||u(t, )| < C/0+°° e*(1 + a)u(da).

Si de plus p est profilée alors :

(4.14) 3¢ > 0; lim £/2e2u(t, )|y > C' / ~ e u(da).
t—+o0 0

Démonstration du théoréme 4.7

Pour simplifier 1’écriture, on suppose p symétrique. Montrons d’abord (4.14).
Compte tenu de I’expression de u qui est donnée par (3.3) et de ’estimation (2.10),
ona:

t +o0 2
llutt, )l > € / ( / e“%[exp(—f — SN (t - 5,)lls w(da))ds

+o0 -
o[ e[ 3,2[exp< 28)1(1“T)3,2ds>u(da>

Ce—t/2 +o0
> a -4

Puisque la fonction g, définie par (3.7) est une densité de probabilité, il est clair
que (4.14) est réalisée. Il reste & montrer (4.13).

Pour ce faire, on utilise de nouveau ’expression (3.3) de » ainsi que ’estimation
(2.10)de u’ et on a :
(4.15) llu(t, )l < C(L(2) + ()

N

ou:
—t/2 +o00
a

L) ([ eloxp - (o - o) ~ exp - 53(z + aldo)u(de
1) =7 eoexp2t:ca P- o I

+00 t 1 2 t—
no= [ e /0 AT — 5 g slulde)
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A l'aide du théoréme des accroissements finis on a :

—t/2 +00 +o00
o < 2 [Ten( [ (G dnutaa)

Donc :
—t/2 +o00
(4.16) L(t) < (\/.)3 / ae®u(da).

Pour majorer I3(t), on décompose I'intégrale sur [0, t] en deux intégrales: I'une sur
0, ] et I'autre sur [£,t]. On a :
2 2

+o0

2
Bo=en [Te[l 2 T (T e g eu(da)

e—t/2 +o00 . Q/2 az
< 14 £\3/2 ~a3/9 by .
= (144302 /0 e’( /0 33/283‘?( 55)98)u(da)

Puisque g, définie par (3.7) est une densité de probabilité alors on a :

e—t/2 [t
(4.17) B <cSy / ¢* u(da).

D’autre part, on a :

12 —t/2 +o00 . t a 1 a2
2(t) =e /0 e*( \ mmﬂp(—g)ds)#(d@)

e—t/2 400 1
<C—r e’ —_— .
<o [ e o)

Donc :
2 e—t/2 [t
(4.18) Bty /0 a¢® u(da)
Par suite, on a :
e—t/2 [too
(4.19) B =1} + B < O / ae®u(da).

On achévela preuve du théoréme en regroupant les relations (4.15), (4.16) et (4.19).
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Théoréme 4.8
Soit u une mesure positive, profilée et vérifiant :

+00
/ e*u(da) < oo
0

alors, la solution u du probléme de Cauchy (3.1), (3.2) vérifie :

—t/2
(4.20) 3C > 0; [[ult, )lleo < Ci\/_z" vt > 1.

Démonstration du théoréme 4.8

A nouveau pour simplifier la preuve on suppose que p est symétrique.
Compte tenu de ’expression de u qui est donnée par (3.3) et de I’estimation (2.9), on
a:

[lu(t; oo = [lu(t, 0)I|
1

oo t 2
-4 o[ 8 exn(—2-
< Ce /0 e*( 0o 321 +t—s)/t—s xp( 23)d8)”'(da)'

De méme que précédemment, on décompose I'intégrale sur [0, ¢] en deux intégrales :
I'une sur [0, £] et 'autre sur [£,t]. Pour¢ > 1,0na:

+o0 t/2 2
Ji(t) = et/ / eo( / ;r%?(ut 13) ‘/_exp(—;—s)ds)u(da)
t/2
<0y [Tet[" et auaa)

(4.21)

Donc :
* 0o
(4.22) SAOELe / ¢ (da)
D’autre part :
+o00 t 2
— et o[ 8 ! ~%)ds)u(da

o=t [ g, euda)

Donc :

* oo . t a a2
50 < Oz [ e[| —Eem(=F o)

€
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Ona:
a) <05 [~ e L douta)

Donc :

(4.23) ht) <o / e*u(da).

Finalement, en regroupant (4.21), (4.22) et (4.23), on achéve la démonstration du
théoreéme.

V Etude de 1'équation v; — Jvz. = |vg|
Dans cette section nous faisons la méme étude de cette équation que pour I’équation

(3.1). Tout d’abord, signalons que pour toute mesure px de masse totale finie le
probléme de Cauchy :

(5.1) V¢ — =Vzgz = |vz] sur (0,+00) x R

(5.2) v(0,.)=p sur R

admet une unique solution dans L((0,T), W'1(IR)) n C°([0,T], Ms(IR)), pour tout
T > 0 (cf. [BBP]).

Il convient de remarquer que dans ce cas, les solutions positives de (5.1) vérifient :
7]
a/ﬂv(t,x)dx >0
et par suite : t — / v(t, z)dz est croissante sur IR, .
R

Théoréme 5.1
La solution du probléme de Cauchy :

(5.3) ve — —;-vu = |vg| sur (0,+00) X IR
(5.4) v(0,.) = & sur IR

est donnée par :
_ Ll 1 o -
(5.5) v°(t,w)—\/§;{\/z[e P (II %) + (0 v h.
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La preuve est identique & celle du théoréme 2.1, on en trace les grandes lignes
seulement. On résout d’abord le probléme de Cauchy linéaire :

(5.6) U — %uu = —sgn(z).u, sur (0, +00) x IR
(5.7 u(0,.) = 6o sur R

Avec les mémes notations que dans le paragraphe I, pour toute fonction f réguliére,
ona:

/ 0(t,2)f(z)dz = Pf(0) = E{f(X.)exp2LI(X)}
R
ou :

X: = B, +/0 sgn(X,)ds.

Donc :
/ 0(t, z) f(z)dz = E{f(Bt)exp[/t sgn(B,)dB; — % + 2801}
R 0

= B{f(BJexpl|Bil - 5 + &1}.

D’oll on tire (5.5).
Puis on observe que pour tout £ # 0, 0on a :

1 =z 1
va(t,z) = —Eﬁexl)[-—z_t(lxl - t)?]

donc, v° est une solution de 1'équation (5.3).
L’analogue du théoréme 2.2 est :

Théoréme 5.2
La solution v° du probléme de Cauchy (5.8), (5.4) vérifie :

vVi+i
Vi

(o2, I < (1+1)

10t oo <

On notera que le comportement de ||v°(t,.)|| est radicalement différent de celui de

w2, -
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Théoréme 5.3
Soit u une mesure positive, profilée et de masse totale finie et soit v la solution du

probléme (5.1), (5.2). Alors :

—t/2
oy 0" S [ @l elexp - 2 (1]~ i) — exp — 5 (a| + o} da

t 2
+752 o p @[ lexp( g = 0~ o2l

Démonstration abrégée
On obtient cette fonction v en résolvant le probléme de Cauchy linéaire :

1
(5.9) V= SVse = —sgn(z).v,

(5.10) v(0,.)=p
puis on vérifie que I’on a, (au moins formellement) :

2
V2rt

un(t,2) = 2=l [ fexp(-lal - T om0}

En particulier, lorsque p est profilée, v est alors une solution de ’équation (5.1).

Remarque (a)

Soient p une mesure positive, de masse totale finie mais “non profilée” et v la
solution correspondante, donnée par (5.8), du probléme de Cauchy linéaire (5.9),
(5.10). Alors, v est une sous-solution de 1’équation non linéaire (5.1).

En effet, on a :
1 1
(5.11) Ut = 5%z = |vz| < 0 = Svzz + sg0(2) vz = 0.

Remarque (b)

Soit 1 une fonction positive, de masse totale finie et anti-profilée (i.e. vérifiant :
sgn(u'(a)) = sgn(a) et soit v la fonction correspondante donnée par (5.8). Alors v est
une solution de ’équation :

u —lu = —|ug|
t 2::::— |

Par des méthodes analogues & celles du paragraphe IV, on a :
Théoréme 5.4
Soient p une mesure positive profilée et de masse totale finie et v donnée par (5.8),

la solution correspondante du probléme de Cauchy (5.1), (5.2). Alors il existe une
constante C > 0, telle que :
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1 “glal g < pi L
da < lim .
C/ I"’(a)e = tL 1 } t”v(t7 )”P

Tm - ~2al
<Jm o6 < [ ua)elda

pour tout p dans [1,+00].
Remarquons en particulier, d’aprés la remarque (a) et le théoréme 5.4, pour toute
mesure positive, ||v(¢,.)||1 — oo lorsque ¢ — oo. Il se pose alors, de maniére naturelle,

la question de ’existence d’un taux de croissance. La réponse est négative, comme le
montre le théoréme suivant :

Théoréme 5.5
Il n’eziste pas de fonction f : Ry — IRy vérifiant : f(t) > 1, telle que pour toute
solution u positive et profilée de (5.1), on ait :

/ v(t, z)dz > f(t)/ v(0,z)dz .
R R

En particulier, il n’existe pas de tauz de croissance.

Démonstration abrégée
Soit p une fonction profilée positive, pour tout A > 0 définissons :

1 a
pa(a) = XM(X)’
Soit vy la solution de (5.1) avec donnée initiale égale & p.

Alors :

loa(es M, = lallx = sl
o o]
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