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La variation quadratique du brownien

en présence d’erreurs d’arrondi

J. Jacod

Résumé. — Nous étudions le comportement asymptotique (quand n — o0) de la variation
quadratique au pas n, ZE':I](X;/" - X(;_l)/,,)z, lorsque X est un brownien linéaire, et
lorsqu’on remplace dans la formule ci-dessus X;/,, par une valeur arrondie, avec une précision
an pouvant dépendre de n. On verra apparaitre des comportements inattendus, dépendant de

la limite a de la suite ay, et de sa vitesse de convergence si a = 0.

1 Introduction et résultats

Dans ce qui suit, X désigne un brownien linéaire de variance unitaire o2. Nous nous
proposons d’étudier le comportement de la variation quadratique en présence d’erreurs
d’arrondi.

Plus précisément, on sait que le processus variation quadratique “au pas n”
Vr = ZE'/‘:J (Xi/n — X(i-1) /,,)2 converge dans L? vers to%. Que devient ce résultat
banal si on remplace les X/, par des valeurs “arrondies” & un certain niveau de
précision a, > 0 (pouvant dépendre de n)? De maniére plus précise, on remplace

chaque X;/, par X, @) — o, [Xi/n/an] ([z] désignant la partie entiere du réel z) et

i/n
donc le processus V™ par

[ne]

Vn,an)e =Y (X0 - X)) 02, (1)
=1

L’intérét de 1'étude du comportement de V(n, a,) est évident, par exemple, lors de
'estimation statistique de o2 & partir d’observations “discrétisées” X /npouri<n:
on sait que le “meilleur” estimateur (en tous les sens du terme) est alors V;*; dans la
pratique, on remplace évidemment V" par V(n,an)1, et il est naturel de se demander
si V(n,an)1 converge encore vers o2.

Si an, tend “assez vite” vers 0, la différence V;" — V(n, ay); va évidemment tendre

vers 0. Au contraire si &, = a > 0, pour n assez grand les accroissements du membre
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de droite de (1) sont pour la plupart nuls, et le reste du temps de taille a? lorsque

X oscille autour d’une des valeurs ka pour k € Z : donc le comportement limite de

V(n,ay) doit s’exprimer en termes des temps locaux de X aux niveaux ka, k € Z.
Une réponse compléte & la question posée est donnée par le :

THEOREME : Soit B, = anv/n. On a les convergences suivantes :

a) Si B, — 0, alors V(n,ay); — to? dans L2.

b) Si B — B €)0,00[, alors V(n,a,): — tI'(B,0) dans L?, ot T est la fonction
sutvante, avec h densité de la loi normale standard N(0,1) :

rgo) =3 [

kB/o
kez/ (k-1)B/c

h(u)(2kBou + k(1 — k)B?)du. (2)

c) Si Bn — 00 et ay, = 0, alors -V (n,a,); — to\/2/7 dans L2,
d) Si a, — a €]0,00], alors VI;V(n,an)g — 1A(a): en probabilité, ou L* est le
temps local (au sens des semimartingales) de X au niveau a, et

Al@) =2[mo® ) L+ (3)

kez

Les résultats les plus importants nous semblent étre (b) et(c) : ils montrent que
V(n, ay) ne converge pas vers o°t, ou peut méme tendre vers l'infini, si a,, ne tend pas
assez vite vers 0. La partie (d) est, nous le verrons, un corollaire simple des résultats
d’Azais [1].

Bien entendu, ces résultats sont susceptibles de généralisations aux diffusions,
ou peut-étre 3 des semimartingales continues plus générales. Un autre probléme
intéressant, mais plus difficile, concerne les vitesses de convergence (du type théoréme
central limite) dans (a,b,c) : ces résultats seront développés ailleurs.

REMARQUE : Les résultats ci-dessus sont “compatibles” au sens suivant :

1) On vérifie aisément que I'(3,0) — o2 si § — 0 (Il est vraisemblable, mais
nous n’avons pas su le démontrer, que 8 — I'(3,0) est croissante; les résultats de
simulations étayent cette conjecture).

2) De méme, on démontre que I'(8,0)/8 — 01/2/7 si f — oo.

3) Sia — 0, alors A(a)y — /2/xi [L$dt = ot\/2/n (formule du temps
d’occupation pour les temps locaux de semimartingale). O

On note (F¢):>o la filtration engendrée par X, et on pose
&' = Xin — X(i-1)/ns Xi = (X§7:) - X((f_"l))/,.)z-

Soit aussi p:(z,y) = ;lwh((y — z)/0+/?) la famille des densités de transition de X.

Finalement, C désigne une constante (dépendant parfois de d2) changeant de ligne
en ligne.
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2 Preuve de (a)

Comme 0 < z — a[z/a] < a, on a |[x? — (£7)?] < 402 + 4a,|€P| et donc

[nt]

[V(n,an)e = V¥ < 403[nt] + 4a, E I€5]-
=1

Par ailleurs E(|¢P€}|) = 20 /nm si i # j et E((€})?) = 02/n, donc E(|V (n, an): —
V*?) < C(ain? +aZn) — 0.
3 Preuve de (b)

On suppose ici que B, — B €]0,00[ et on pose ! = x? — I'(B,0)/n. Il faut montrer
que EET} n? — 0 dans L2. Pour cela il suffit d’avoir les deux propriétés :

[nt]

> E((nf)?) — 0. @
i=1
[nt]—2 [nt]
> D E@)—o. (5)
i=1 j=i+2

Comme |n?| < 2(£7)? + 8a2 +T'(B,0)/n et E((€F)*) = 30*/n?, on a (4). Pour (5)
nous opérons en deux étapes.

ETAPE 1. Soit s > 0. La variable E((Xt(i’;_),_1 /n Xt(:',‘))ﬂft) se met sous la forme
7n(Xh 3)’ ol

n(z,8) =
Z k2 2 //pa(x y)pl/n(yv z)l{ja..<y<(]+l)a..,(k+_7)a,.<z<(k+_7+1)a,.} dy dz

i keZ
((+D)an—2)/o V5

3 K 2[/ h(u+ (k - 1)84 /o) duZ/ h(v) dv
kGZ jezJ((i+)an—2)/0V/as-u/V/ns

Ba /o ((G+1)an—2)/o/s—u/\/ns
+ / h(u+kBa/o) duS / h(v) dul. (6)
0

iz an-2)/ovi

Soit g(v,y,w) = (— - 1)l u)(v) + w(2 =Dy, (v). Siz€eR 0<w< yet
y > 0, une mtégratnon par parties

z4+w w z+y 24y
/ h(v) dv - 7 / h(v) dv = / k' (v)g(z + v,y,w) dv.
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Mais |g(v,y, w)| < w et h’ est intégrable,doncsi 2 €R, y>0et0<w<y:

Jy+z+w

= [ hwa-Si<cowsoy ™

JEZ Jy+z

Soit 0 < u < Bn/+/3. Si on applique (7) & y = an/o+/3, et d’abord & w = u//ns
et z = (an — z)/0\/s —u/\/ns, puis d w = an/o/s —u/\/ns = (Bn/o — u)/\/n3 et

z = —z/0+/3, on obtient :

/((j+1)an—z)/aﬁ ( ) l
h(v) dv — <C—=< (8)
jezJ((G+)an—z)/oV/a—u/V/ns \/_ af
((G4+1)an~2)/0/5—u/\/ns .
Z/ hw)do—1+ 2 <oPr —u—L <c 2 (o)
jezJian—2)/0 B o Vns = avs

Si alors f,.(u) Yrez K2 (h(u+ (k= 1)Br/0)uoBn + h(u + kBr/0)(B2 — uoBr)) et
gn(u) =Xtz kP (h(u+ (k 1)Bn/o) + h(u+ kB, /o)), on déduit de (6), (8) et (9) que

1 ﬁn/a 3 _-1/2 ﬂu/‘7
|n(z,8) — ;l-/o fa(u) du| < Cags /0 gn(u) du.

Mais B, — B €]0, 00, donc les fonctions f, et g, convergent vers les fonctions
f(u) = Yz kK?(h(u + (k — 1)B/o)uoB + h(u + kB/o)(B* — uop)) et g(u) =
Yokez K2 (h(u + (k — 1)B/0) + h(u + kB/0)), et supueio,8,/0](|fn(u)] + |gn(w)]) < oo.
De plus fﬁ/" f(u) du =T'(B,0). Comme a, = O(y/n), on a finalement :

[1a(2,8) = 2T(B,0)] < 7o+ o(1/m). (10)

ETAPE 2. On a E(n}|Fi/n) = Yn(Xin, (j—i—1)/n)-T(B,0)/nsij 2 i+2. Comme
[n?| < 2(€7)? +8a2 +I'(B,0)/n on a aussi E(|5?]) < C/n. Donc (10) implique pour
Jj2i+2:

B = LB (1a(Xypm, L2y - LDy

<(C/nvj—i—1+o0(1/n))|E(n} )I < C/n*\/5—i=1+0(1/n?).

Comme lim,, n~/2 E["t] (k=1)"12 = f 871/2 ds < 00, on en déduit (5).

4 Preuve de (c)

On suppose maintenant que 3, — oo et que a, — 0. Posons R, = {(z,y) :

|l/an] - [z/an]| =1} et Sp = R* \ Ry..
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ETAPE 1. Soit

[nt]

1
6 = 5X s Ky Xign), W= D67
n =1

Si (z,y) € S, on a ou bien [y/an] = [r/an), ou bien |z — y| > a,, donc
toujours |an[y/om] — an[z/am)l < 2|y — z|. Donc (67)% < 1683;%(¢r)*. Comme
E((&r)Y) = 30*/n? et W2 < [n] E[’:} 67)?2, on déduit de B, — oo que W, — 0
dans L2. 11 reste donc & prouver que si

1 1 [nt]
7'? = ﬂ_X?IRn(X(i—l)/n:Xi/n) - ;UV 2/7[', Wr’; = Zl”?’ (11)
n =1
alors W), — 0 dans L2.

ETAPE 2. Si (Xi4s, Xetot1/n) € Ra on a (X520, = X57))? = 0. Par suite
E(ﬁl_..(Xt(i:lun - X{52)15, (Xtts) Xe4s+1/n)|Fe) est de la forme 7}, (Xy, s), ot
Qn
Yo (T,8) = W Z/Pa(z, YIP1/n (¥ 2) [ {jan <y<(+1)an <z<(i+2)an}
i€z + 1{(1'—1)%.S2<janSv<(J'+1)au}] dy dZ.

oo [ [t +hu-sgenan s [ g
= — u)+ n(u—20,/0 U v) av
v Jo jez ) (G+Dan—2)/oVi-u/ Vs
Bn/o ((G+1)an—z)/ov/s—u//ns
+ / (h(u + Bafo) + h(u — fnf0)) du 3" / h(v) do].
0

iez/ Gan—2)/0 V5

Soit ¢, = exp —f2/40%. On a [j /% (h(u—2Bn/0) + h(u + Bn/0o)) du < Cypy, donc
d’apres (8) et (9) :

Bn /o
(e, ) = 52 /0 ()7 + bl = Bn/0))(1 = 5) du] < T2 i + 7%"

De plus

Bnlo us , Bnlo uo _ [ uo
/0 h(w) 5 du= /0 (h(u = Bofo)(1 - 5) du = /0 hw) % du + O(pn).

n

On a donc

o) - 4y [21 < oB2pn ) (13)
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ETAPE 3. Vu (11), il suffit de prouver (4) et (5) (avec 7} comme dans (11))
pour obtenir W/ — 0 dans L2. D’abord |n?'| < C(1/n + a./v/n + |€F|/+/n), donc
E((n?)?) < Co? 2 /n, et comme a, — 0 on obtient (4).

Ensuite E(n}*|Fi/n) = Yn(Xi/n, -i'i—') \/2/_7r si j > i+2. On déduit alors de (12)
que |E(n}|Fisn)| < Ch (g, +1/\/F-_iTi') sij 2i+2. On aaussi E(|n?|) < CBa/n
(cf. ci-dessus), et d’apres (12) encore il vient E(|57|) < E(v4(0, L) + 24/2/m)) <
C(1/n + Bnpn/n + Bnny/i — 1) si i > 2. En rassemblant tout ceci on arrive 3 :

(B(rng)| < —xBion + \/.1_>

L ._C 1
|E(miniy;)| < ﬁﬁﬁ(‘Pn \/3—)(%» \/———)

(pour i > 2, j > 2). Comme sup, n~1/2 Zg":ti j~1? < o0, le premier membre de
(5) est majoré par CB2(nyn + 1)(npn + 1 + n/Br)/n?. (5) découle alors de ce que
20n — 0 et B,/n — 0. La preuve est donc terminée.

5 Preuve de (d)

On suppose maintenant que a, — a €]0,00[. On utilise les notations R,, Sn, W,
du paragraphe précédent. Comme (3, — 00, on a encore W,, — 0 dans L2. Comme
an, = a > 0,on a P(|¢"] > a,) < e C" et on a aussi la convergence suivante dans
L?:

[nt]

E Ler1>an} — 0. (13)
:-1

1

Rappelons que (X(i—1)/n, Xi/n) € Ry implique X' = a2, donc si on pose

[nt]
A 1
W, = \/— Z 1R,. (X(u-l)/m s/n)’

=1

il vient V(n,an):/v/n = 2W,, + anW,. Comme o, — a et W, — 0 dans L?, il reste
a prouver que W, — A(a)t /oa? en probabilité.

Posons T(a) = {(z,y) : 2 <a<youy<a<z}etTh =UjezT(Jan). On a
R, C Ty, et |z —y| > oy lorsque (z,y) € T \R,, Par (13) on voit qu’il suffit de
prouver que W, — A(a);/oa? en probabilité, on

[nt]

f E 17, (X(i-1)/ms Xi/n)-

160



VARIATION QUADRATIQUE APPROCHEE

D’apres Azais [1], on sait que pour chaque a € R la suite

[nt]

1
U(n,a) = 7 > 1@y (X(i-1)/n Xin)

=1

converge vers \/2/m L¢ /o dans L?, et une modification triviale de la preuve de [1]
(utilisant une version continue de a — L§; noter que le temps local utilisé ici, qui
est celui des semimartingales, égale le temps local de Azais multiplié par 62) montre
qu’on a aussi U(n,a,) — /2/7 L¢ /o dans L? quand a, — a.

Maintenant, sur 'ensemble Ax = {sup,<¢|X,| < k/2} on a d’une part A(a):/oa’® =

i/ z zjeZ,ljlsk U(n,jay,) dés que a, < 2a. Donc ce qui précede entraine W,’, —

A(a):/oa? dans L? sur Ay, et comme Ax — 2 lorsque k — oo on obtient le résultat.
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