
Astérisque

JEAN-PIERRE OTAL
Le théorème d’hyperbolisation pour les variétés
fibrées de dimension 3

Astérisque, tome 235 (1996)
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1996__235__R1_0>

© Société mathématique de France, 1996, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1996__235__R1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


"Le pavage de l'espace hyperbolique par des dodécaèdres réguliers à angles droits" 

"Copyright by The Geometry Center, University of Minnesota. Used with permission." 









235 ASTÉRISQUE 

1996 

LE THÉORÈME D'HYPERBOLISATION 
POUR LES VARIÉTÉS FIBRÉES 

DE DIMENSION 3 

J e a n - P i e r r e OTAL 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 
Publié avec le concours du CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE 



Classification AMS : 57M07, 57M50, 20E08, 51M10 



INTRODUCTION 

Le but de ce livre est de donner une démonstration complète du théorème 
d'hyperbolisation de Thurston pour les variétés de dimension 3 qui sont fibrées 
en surfaces. Dans cette introduction, nous allons d'abord situer ce théorème 
par rapport au théorème d'hyperbolisation dans sa généralité [Thu3]. Ensuite, 
nous décrirons les étapes principales de la démonstration que nous proposons 
pour le cas fibre. 

Il existe actuellement deux références pour le cas fibre : un exposé de D. Sul­
livan au séminaire Bourbaki [Sul], et un article non publié de W. Thurston 
[Thu5]. Dans ce livre, nous suivrons le plan de la démonstration que Thurston 
propose, mais l'étape essentielle — "le théorème de la limite double" — sera 
abordée d'une manière nouvelle. 

Dans la suite, les variétés seront (sauf indication contraire) toutes orien­
tables et différentiables. 

Le théorème d'hyperbolisation de Thurston donne une condition suffisante 
sur la topologie d'une variété compacte de dimension trois pour que son inté­
rieur soit une variété hyperbolique, c'est-à-dire, admette une métrique rieman-
nienne complète de courbure constante égale à —1. 

Théorème d'hyperbolisation {cf. [Thu3]).— Soit M une variété compacte de 
dimension trois. Si M est irréductible, atoroïdale et suffisamment grande, 
alors Vintérieur de M est une variété hyperbolique. 

On dit qu'une variété M de dimension trois est irréductible si tout plon-
gement S2 —> M de la sphère S2 = dB3 se prolonge en un plongement de la 
boule B3. 

Une variété de dimension trois M est atoroïdale lorsque tout sous-groupe 
Z + Z du groupe fondamental de M est conjugué à un sous-groupe contenu 
dans le groupe fondamental d'une composante du bord de M. 

i 



JEAN-PIERRE OTAL 

Une variété irréductible de dimension trois M est suffisamment grande si 
elle contient une surface incompressible, c'est-à-dire une surface orientable S, 
proprement plongée dans M, de caractéristique d'Euler négative ou nulle, et 
telle que : 
(i) le groupe fondamental de S s'injecte dans celui de M ; 
(ii) S ne peut pas être déformée dans dM. 

Par exemple, lorsque M est irréductible et atoroïdale, elle est suffisamment 
grande lorsqu'elle contient une surface de caractéristique d'Euler négative dont 
le groupe fondamental s'injecte dans celui de M. 

L'hypothèse irréductible est nécessaire pour que l'intérieur de M porte une 
métrique hyperbolique. En effet, si l'intérieur de M porte une métrique hy­
perbolique complète, son revêtement universel est difféomorphe à R 3 : tout 
plongement de la sphère dans M se relève en un plongement de la sphère 
dans R3, lequel se prolonge en un plongement de la boule d'après le théorème 
d'Alexander. Puisque l'action du groupe fondamental ir\(M) sur son revê­
tement universel est sans point fixe, ce plongement de la boule dans M3 se 
projette en un plongement de la boule dans M. 

L'hypothèse atoroïdale est, elle aussi, nécessaire : c'est une conséquence 
immédiate du célèbre lemme de Margoulis qui, appliqué dans ce contexte, 
classine les sous-groupes abéliens d'un réseau dans PSL2(C) (cf. chapitre 1). 

Par contre, l'hypothèse suffisamment grande n'est pas du tout nécessaire 
pour que l'intérieur de M soit hyperbolique; conjecturellement on peut la 
remplacer par l'hypothèse (nécessaire) que le groupe fondamental de M est 
infini. 

Toutefois, l'hypothèse suffisamment grande reste fondamentale pour la dé­
monstration, comme bien souvent en topologie de dimension trois (cf. [Wa]). 
En effet, lorsqu'on découpe M le long d'une surface orientable et connexe S, 
on obtient une variété N de dimension trois qui est plus simple en un certain 
sens. Le bord de N contient deux copies de S; supposons que l'on sache 
munir l'intérieur de N d'une structure hyperbolique : W. Thurston a alors 
observé vers 1977 que le problème du recollement de cette structure hyperbo­
lique sur N en une structure sur M se ramène, dans beaucoup de cas, à un 
problème de point fixe dans l'espace de Teichmuller de S pour une certaine 
application, Vapplication d'épluchage. 

Théorème de point fixe pour l'application d'épluchage (cf. [Thu3], [McMl]).— 
Supposons que la variété N n'est pas difféomorphe à un fibre en intervalles 
sur une surface compacte; alors, l'application d'épluchage a un point fixe si et 
seulement si M est atoroïdale. 

Ce théorème très difficile représente le coeur de la démonstration du théo­
rème d'hyperbolisation, lorsque N n'est pas un fibre en intervalles. Il a été 
démontré par W. Thurston en 1977. En suivant une approche complètement 

ii 



HYPERBOLISATION DES 3-VARIÉTÉS FIBRÉES 

différente, plus proche de la théorie de Teichmûller classique, Curt McMullen 
l'a redémontré en 1988 ([McMl] ; voir aussi [OP]). 

Ce théorème de point fixe ne suffit pas pour démontrer le théorème d'hy-
perbolisation dans le cas général, car il ne s'applique pas lorsque N est un 
fibre en intervalles ; dans ce cas d'ailleurs l'application d'épluchage n'a pas de 
point fixe. 

Toutefois, Thurston a conjecturé déjà dans les années 1970 qu'une va­
riété M3 irréductible et atoroïdale qui est fîbrée en surfaces admet toujours un 
revêtement fini M contenant une surface incompressible dont le compléjnent 
n'est pas fibre en intervalles. Si c'est bien le cas, on sait hyperboliser M et 
ensuite M (cf. [Ka]). 

L'existence d'une structure hyperbolique complète dans l'intérieur d'une 
variété fibrée sur le cercle peut paraître paradoxale. Pour l'apprécier, soit M 
une variété hyperbolique fibrée sur le cercle avec pour̂  fibre une surface com­
pacte S. Considérons une composante quelconque S de la préimage de la 
surface S dans le revêtement universel H3 de M. 

(a) S est une surface proprement plongée et difféomorphe au plan : en effet, 
c'est le revêtement universel de S. 

(b) L'adhérence de S dans le disque fermé H3 U <9H3 contient toute la 
sphère à l'infini dW3 = C : cela découle du seul fait que le groupe fonda­
mental 71"! (S) est un sous-groupe distingué et non trivial de n^M). Ainsi le 
plongement de S dans H3 est très loin d'être totalement géodésique. 

(c) La métrique riemannienne induite sur S est pourtant quasi-isométrique 
à celle du plan hyperbolique H2. En effet, la surface S est difféomorphe à 
une surface hyperbolique d'après le théorème d'uniformisation ; puisque S est 
compacte, son revêtement universel est donc quasi-isométrique à H2. 

(d) Il existe une translation hyperbolique t dans M3 telle que tn(S) est 
disjointe de S pour tout entier n ^ 0 : tout t dans ^(M) — 7r1(S') convient. 

On sejrend compte qu'il n'est pas facile de trouver un plongement d'une 
surface S dans H3 qui réunit les propriétés (a)-(d). Le folklore du sujet 
veut, en fait, qu'ayant constaté ces propriétés apparemment contradictoires, 
Thurston ait initialement douté de sa conjecture d'hyperbolisation. Mais des 
exemples émergeaient clairement juste à cet époque. 

R. Riley avait montré que le complémentaire dans S3 d'un voisinage ré­
gulier ouvert du noeud de 8 est une variété hyperbolique ([Ri] 1975; cf. cha­
pitre 9); le réseau du groupe des isométries de H3 qui lui correspond est 
d'indice 2 dans un réseau signalé en 1912 par Gieseking, mais largement ou­
blié entretemps (cf. [Gi], [Mi]). En 1975, on savait aussi depuis longtemps que 
le complémentaire du noeud de 8 est une variété fibrée sur le cercle (par 
exemple, parce que c'est un noeud alterné qui vérifie le critère de Murasugi, 
voir [Sta], [Go]). Mais c'est vraisemblablement dans le travail de T. Jorgensen 
[Jor] publié en 1977 que ces deux points de vue apparurent simultanément 
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pour la première fois : dans cet article Jorgensen étudie des déformations de 
la structure hyperbolique du complémentaire du noeud de 8 en utilisant la 
fibration sur le cercle de son complémentaire. Peu après ces exemples de Jor­
gensen, Thurston annonçait le théorème d'hyperbolisation sous les hypothèses 
générales. 

Nous allons maintenant décrire les étapes de la démonstration du théorème 
d'hyperbolisation lorsque la variété M s'obtient par recollement d'un fibre en 
intervalles N. (Nous reprenons ici les notations introduites avant le théorème 
de point fixe pour l'application d'épuchage.) 

Deux cas se produisent selon que N a une ou deux composantes connexes. 
Dans le premier cas, la variété M est fibrée sur le cercle. Dans le deuxième 
cas, M est un "orbifold-fibré" sur Porbifold S1 /{z = z) (cf. [Thul]) ; toutefois, 
ce deuxième cas se ramène au premier par un argument de revêtement double et 
nous le signalons ici pour justifier le titre de ce livre. L'argument, élémentaire, 
sera donné dans le chapitre 6. 

De même, il est possible d'étendre le théorème d'hyperbolisation aux va­
riétés non orientables en s'appuyant sur le revêtement double d'orientation. 

Restreignons-nous donc, pour toute la suite de cet introduction, au cas 
où M est une variété (orientée) fibrée sur le cercle ayant pour fibre une surface 
compacte S. La variété M est alors décrite par la classe d'isotopie de sa 
monodromie, qui est un difféomorphisme de S préservant l'orientation. 

Dans [Thu2], W. Thurston a classé les difféomorphismes d'une surface com­
pacte en trois familles selon leur comportement dynamique (à isotopie près) : 
périodiques, réductibles et pseudo-Anosov. Cette classification sera rappelée 
dans le chapitre 1 ; elle est complètement exposée dans le livre "Travaux de 
Thurston sur les surfaces" [FLP]. Lorsque la surface S est fermée, elle se trouve 
aussi dans "Automorphisms of surfaces after Nielsen and Thurston" [CB]. 

Dans ce cadre, le théorème d'hyperbolisation s'énonce de la façon suivante. 

Théorème d'hyperbolisation pour les variétés fibrées sur le cercle. — Soit MO 
une variété fibrée sur le cercle dont la monodromie est un difféomorphisme 
pseudo-Anosov </>. Alors, Vintérieur de MO porte une métrique hyperbolique 
complète de volume fini. 

Le problème de la construction d'une métrique hyperbolique sur la variété 
se ramène à celui de trouver une représentation p, fidèle et discrète du 

groupe fondamental ^(M^) dans PSL2(C), le groupe des isométries préser­
vant l'orientation de H 3. En effet, la variété quotient H3/'p(ni(M(f>)) est alors 
une variété irréductible de dimension trois qui a le type d'homotopie de M^. 
Ensuite, des résultats topologiques (principalement le théorème de fibration de 
Stallings) entraînent que ces deux variétés sont difféomorphes (voir chapitre 6). 
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Si O désigne l'action du difféomorphisme <j> sur le groupe fondamental de 
la surface S, le théorème de Van Kampen nous dit que le groupe fondamental 
de M<£ admet la présentation suivante : 

{^{S),t | V7€7r1(5), fryi-1 = ¿.(7) > • 

Donc, la donnée d'une représentation du groupe TT^M^) dans PSL2(C) équi­
vaut à celle d'une représentation p : TTI(S) —> PSL2(C) telle que les deux 
représentations p et p o ^ soient conjuguées par un élément a de PSL2(C); 
alors, la représentation du produit libre 7r1(S')*(t) dans PSL2(C) qui coïncide 
avec p sur TTI(S) et qui vaut a sur le générateur du groupe cyclique T(Sr), 
se projette en une représentation de 7r1(M<̂ )). 

Lorsqu'une représentation p avec cette propriété est fidèle et discrète, il 
n'est pas difficile de montrer que la représentation de 7r1(M(p) l'est aussi (voir 
chapitre 6). 

Une telle représentation p conjuguée à p o ^ ne peut pas appartenir 
à T(5), l'espace de Teichmiiller de 5 — qui s'identifie à l'espace des repré­
sentations fuchsiennes de TT1 (S) — ni à l'espace Q3*(S) des représentations 
quasi-fuchsiennes de 7r1(5). En effet, serait alors d'ordre fini modulo les 
automorphismes intérieurs. 

Toutefois, par un procédé d'itération, Thurston trouve la représentation p 
dans l'adhérence de QJ(S) dans l'espace R(S) de toutes les classes de conju­
gaison de représentations de TTI(S) dans PSL2(C). 

La théorie d'Ahlfors-Bers permet de paramétrer l'espace Q3r(S') comme le 
produit de deux copies de l'espace de Teichmiiller. Fixons un point a G 7(S) 
et notons </>* l'action du difféomorphisme 0 sur 7(S). Considérons alors la 
suite (pi) dans Ç№(S) de coordonnées (aila_i), où cr̂  = (0*)*(cr), dans le 
paramétrage d'Ahlfors-Bers. 

Le théorème suivant joue un rôle analogue à celui du "théorème de point 
fixe pour l'application d'épluchage" dans le cas non fibre. 

Théorème.— La suite (pi) est bornée dans %(S). 

Ce théorème est un cas particulier du "théorème de la limite double" qui 
sera démontré dans le chapitre 5. La démonstration que nous en donnerons est 
la partie la plus originale de ce livre. Elle exploite surtout les "arbres réels" 
introduits par J. Morgan et P. Shalen [MSI] ; elle est ainsi complètement dif­
férente de la preuve proposée par Thurston, qui utilise la théorie des "surfaces 
plissées". 

Récemment, Curt McMullen en a donné une autre démonstration [McM2] 
qui utilise certains des résultats de [Thul, §9]. 

En raisonnant par l'absurde, on suppose que la suite de représentations 
(pi) va à l'infini dans R(S). 
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J. Morgan et P. Shalen ont montré comment associer à une telle suite de 
représentations qui "dégénère", une action isométrique de 7Tj (S) sur un arbre 
réel 7 [MSI]. Par la suite M. Bestvina et F. Paulin ont donné un nouveau 
point de vue, plus géométrique, sur cette théorie [Bes], [Pa]. Cette propriété 
des espaces de représentations sera entièrement démontrée dans le chapitre 2. 

Uneisométrie g d'un arbre réel T aune "distance de translation" 6(g), de 
même qu'une transformation hyperbolique ou elliptique de l'espace hyperbo­
lique. La propriété fondamentale de l'arbre T est de traduire géométriquement 
la "croissance" des longueurs des géodésiques dans une classe de conjugaison 
de 7r1(5) donnée. Par définition, si la suite (pi) tend vers l'arbre T, il existe 
une suite de réels positifs (ê ) qui tend vers 0, telle que, pour tout élément g 
du groupe fondamental 7^(S), la suite (£^(9)) tend vers la distance de trans­
lation S (g), où £i(g) désigne la distance de translation de pi(g) dans H3 
(c'est-à-dire la longueur de la géodésique librement homotope à g dans la va­
riété H3/pi(7r1(S'))). En particulier, si la distance de translation 6(g) n'est 
pas nulle, la suite (£i(g)) tend vers l'infini. 

Le problème que nous posons alors est de trouver une condition sur une 
famille d'éléments de 7r1(S') qui garantisse que la suite (£i(g)) tende vers 
l'infini d'une manière uniforme pour les éléments de cette famille. 

Dans ce but, nous introduisons pour une laminât ion géodésique sur une 
surface S la notion de "réalisation dans un arbre réel" (chapitre 3). Cette 
notion satisfait une "propriété de continuité" lors de la convergence d'une 
suite de représentations vers un arbre réel, au nom de principes généraux sur les 
variétés à courbure négative ; en particulier, nous montrerons au chapitre 4 que 
si une lamination géodésique À est réalisée dans l'arbre T, la longueur des géo­
désiques dans une classe d'homotopie donnée tend vers l'infini uniformément 
pour toutes les classes d'homotopie "voisines" de À. 

Cette propriété de continuité s'applique aux arbres réels qui apparaissent 
comme des "limites" de représentations discrètes et fidèles de R(S). En effet, 
un tel arbre peut être décrit en termes géométriques : il est isomorphe à l'arbre 
dual 7\ d'une lamination géodésique À sur S. C'est un théorème de R. Skora 
[Sk] connu depuis 1989 ; ce théorème non publié sera démontré en détail dans 
le chapitre 8, d'une part pour rendre l'exposé "autonome", mais aussi parce 
que le résultat de [MO] qui est utilisé dans la démonstration n'apparaît pas tel 
quel dans [MO]. 

Or, on peut décrire exactement quelles laminations géodésiques sont réa­
lisées dans l'arbre TA, dual d'une lamination géodésique À (chapitre 3). Par 
exemple, au moins l'une des deux laminations invariantes d'un pseudo-Anosov 
(la stable ou l'instable) est réalisée : donc la longueur des courbes voisines de 
cette lamination tend uniformément vers l'infini. 

Une estimation de longueur élémentaire permet ensuite d'aboutir à une 
contradiction et donc de démontrer le "théorème de la limite double" (cha­
pitre 5). 
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Donc, en réalité, la suite (pi) contient une sous-suite qui converge vers une 
représentation p^ ; comme conséquence de la construction, nous verrons qu'il 
existe un homéomorphisme quasi-conforme * qui conjugue sur C les actions 
Poo et Po 0̂  de 7r1(5). Il nous suffit donc de montrer que \£ est en fait 
une transformation conforme. Nous le ferons dans le chapitre 6 en utilisant un 
théorème de Sullivan [Su3] qui sera démontré dans le chapitre 7. 

Dans le chapitre 9, nous donnerons deux exemples de variétés hyperboliques 
de volume fini fibrées sur le cercle. Le premier, dû à H. Gieseking, est une 
variété non orientable, construite à partir du tétraèdre idéal régulier dans El3 

[Gi] : nous explicitons pour cette variété une fibration sur le cercle qui nous a 
été expliquée par Christine Lescop. Le deuxième exemple est dû à Thurston; 
il s'obtient à partir du dodécaèdre hyperbolique régulier à angles droits. 

Dans l'appendice, nous démontrerons les propriétés des laminations géodé-
siques qui ont été utilisées dans les chapitres précédents. 

La notion d'être "réalisée" pour une lamination géodésique s'étend aux 
actions de groupes hyperboliques (au sens de Gromov) sur les arbres réels et 
fut motivée par une conjecture de Thurston qui vise à généraliser le théorème 
de la limite double aux groupes libres ; dans [O], on donne une réponse partielle 
à cette conjecture qui a motivé ce travail. 

Je remercie Peter Shalen qui m'a encouragé à rédiger la démonstration 
du théorème de la limite double donnée dans ce livre. Pour de nombreuses 
discussions à plusieurs moments pendant son élaboration, je remercie aussi 
Abdelghani Zeghib, Alexis Marin, Bruno Sevennec, Christine Lescop, Damien 
Gaboriau, Etienne Ghys, Francis Bonahon, Frédéric Paulin (en particulier pour 
les figures), Laurent Siebenmann et Michel Boileau. 

L'image en couleur qui illumine la page de garde fut créée par Charlie Gunn ; 
elle représente le beau pavage de l'espace hyperbolique par des dodécaèdres à 
angles droits (cf. chapitre 9) découvert par Schlegel vers 1883 [Schl]. Je suis 
très reconnaissant à Charlie Gunn de m'avoir transmis cette image, extraite 
de la vidéo "Not Knot" [GM]. Je remercie aussi Gérard Lasseur qui m'a aidé 
à exploiter ce fichier volumineux. 

Jean-Pierre Otal 
CNRS-UMR 128, UMPA, ENS LYON 
46, Allée. d'Italie 
69364 Lyon, cedex 07, France 
Internet : jpotal@umpa.ens-lyon.fr 
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CHAPITRE 1 

Espaces de Teichmüller 
et groupes kleiniens 

Ce chapitre contient essentiellement des rappels. La première section porte 
sur les résultats généraux de la géométrie hyperbolique et de la théorie des 
groupes kleiniens que nous utiliserons dans la suite du livre. Dans la section 
suivante, nous donnons les résultats sur les homéomorphismes quasi-conformes, 
nécessaires pour introduire l'espace de Teichmùller et les groupes quasi-fuch-
siens (section 1.3). Dans la section 1.4, nous décrivons la compactification de 
Thurston de l'espace de Teichmùller par l'espace projectif des laminations géo-
désiques mesurées. Dans la dernière section, nous rappelons comment Thurston 
en déduit la classification à isotopie près des difféomorphismes d'une surface 
compacte. 

1.1 L'espace hyperbolique 
Nous renvoyons le lecteur aux traités [Bea], [BP], [Mas] et [OP] pour une 
exposition plus détaillée des résultats de cette section. 

Pour n > 2, on utilisera le modèle supérieur pour décrire V espace hyperbo­
lique de dimension n, c'est-à-dire le demi-espace supérieur 

Hn = {(x1>... xn) e Kn, xn > o}, 

muni de la métrique riemannienne 

2 = dx\ + • • • + dxj 

S a£ 
C'est une métrique complète de courbure sectionnelle constante égale à — 1. 
Ses géodésiques sont les droites et les demi-cercles orthogonaux à l'hyper-
plan xn = 0. 

Le bord de l'espace hyperbolique, noté ôHn, est la sphère 

R"-1={xn = 0}U{oo} . 
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1. ESPACES DE TEICHMÛLLER ET GROUPES KLEINIENS 

On peut aussi définir ce bord de façon intrinsèque comme le quotient de l'espace 
des géodésiques de Hn par la relation d'équivalence qui identifie deux géodé-
siques "asymptotes". 

On utilisera aussi le modèle de Riemann : 

D» = {(&,...,£„) eRn, £ £ < i } , 

muni de la métrique riemannienne 

.2_4(de? + --- + d£) 
" ( i - E t f ) a " 

Toute isométrie de Hn qui préserve l'orientation se prolonge continûment 
au bord 8W1 en une transformation conforme. Le groupe des isométries de 
HP qui préservent l'orientation est isomorphe au groupe de Môbius de dimen­
sion n — 1; on le note Isom(Hn). Pour n = 2 ou 3, Isom(IHn) s'identifie 
ainsi à PSL2(IR) ou à PSL2(C). 

Dans le modèle supérieur, la métrique hyperbolique se restreint aux hy-
perplans xn = c en une métrique plate. L'image d'un tel hyperplan par une 
isométrie g de Hn sera appelée une horosphère centrée au point g(oo) ; l'image 
du demi-espace xn > c par une isométrie sera appelée une horoboule. 

Une isométrie g de Hn qui préserve l'orientation, autre que l'identité, 
est de l'un des trois types suivants : elliptique, lorsqu'elle fixe un point de 
W1, parabolique, lorsqu'elle fixe un unique point de dW1, et hyperbolique, 
lorsqu'elle fixe une paire de points distincts de dW1. Dans ce dernier cas, elle 
laisse aussi invariante la géodésique entre ces deux points, sur laquelle elle agit 
par translation de longueur S (g). 

Pour une isométrie parabolique ou elliptique, nous définirons la distance de 
translation d'une isométrie de Hn par : S (g) = 0. 

Lorsque n = 2 ou 3, l'isométrie g est l'image dans PSL2(M) ou PSL2(C) 
d'une matrice g de SL2(M) ou SL2(C). Les isométries hyperboliques sont 
exactement les images des matrices dont la trace a un module strictement 
supérieur à 2 : alors si la trace tr(gf) s'écrit tv(g) = À + 1/À avec |A| > 1, la 
distance de translation de g vaut 6(g) = 21og |A|. Lorsque tr(g) = ±2, g est 
parabolique ; dans les autres cas, g est elliptique. 

Définition.— Un groupe kleinien est un sous-groupe de Isom(Hn), de type 
fini, discret et sans torsion. 

Un groupe kleinien ne contient pas d'éléments elliptiques. En effet, les 
isométries de Hn qui fixent un point forment un groupe isomorphe au groupe 
orthogonal O(n) ; donc un élément elliptique dans un groupe kleinien G aurait 
des puissances arbitrairement proches de l'identité, ce qui contredirait ou bien 
que G est sans torsion, ou bien que G est discret. Donc, tout élément d'un 
groupe kleinien autre que l'identité est soit parabolique, soit hyperbolique. 
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1.1 L'ESPACE HYPERBOLIQUE 

Un groupe kleinien G C Isom(Hn) agit librement et de façon discontinue 
sur Hn (cf. [OP], [Su2]). On peut donc former l'espace quotient M (G) = 
HP/G : c'est une variété hyperbolique, c'est-à-dire une variété riemannienne 
complète de courbure sectionnelle constante —1. 

Le lemme de Margoulis. 
Le lemme de Margoulis est fondamental pour la compréhension des groupes 
kleiniens. 

Définition. — Un groupe est dit élémentaire (ou virtuellement abélien) lors­
qu'il contient un sous-groupe abélien d'indice fini. 

Fait 1.1.1. — Soient g ^ Id et h ^ là deux éléments autres que Videntité du 
groupe des isométries de W1, qui engendrent un groupe kleinien (g, h). Alors, 

(i) le groupe (g, h) est élémentaire si et seulement si g et h ont les mêmes 
ensembles de points fixes; 
(ii) si les ensembles de points fixes de g et de h sJintersectent, ils coïncident; 
(iii) si le groupe (g, h) n'est pas élémentaire, il contient un groupe libre à deux 
générateurs dont tous les éléments autres que Videntité sont hyperboliques. 

Démonstration. — Si g et h engendrent un groupe élémentaire, ils ont des 
puissances non nulles qui commutent. Comme un élément d'un groupe kleinien 
a les mêmes points fixes que ses puissances non nulles, on en déduit qu'une 
puissance non nulle de h fixe Fix(#), l'ensemble des points fixes de g, et 
qu'une puissance non nulle de g fixe Fix(ft) ; ceci n'est possible que si g et h 
ont exactement les mêmes points fixes. 

Réciproquement si g et h sont deux éléments hyperboliques qui ont les 
mêmes points fixes, ils laissent invariante la géodésique A(g) C IHn entre 
ces deux points et ils agissent par translation sur cette géodésique. Alors, 
l'homomorphisme S : (g, h) —> K. qui associe à un élément sa longueur de 
translation sur A(g) est injectif. Donc le groupe (g, h) est cyclique. 

Lorsque g et h sont deux éléments paraboliques qui ont leur point fixe 
commun, alors à conjugaison près, ce sont des transformations euclidiennes de 
Rn_1 ; dans ce cas, le fait 1.1.1 (i) découle du théorème de Bieberbach. 

Pour montrer (ii), supposons que g est hyperbolique et que h est parabo­
lique avec pour point fixe le point fixe attractif de g ; alors on voit facilement 
que la "partie translation" de l'isométrie euclidienne g~l o h o g1 tend vers 0 
lorsque i tend vers l'infini. Donc le groupe < g,h> n'est pas discret. 

La propriété (iii) découle d'un lemme de "ping-pong" qui remonte à F. Klein 
(cf. [LS]). • 

Lemme de Margoulis 1.1.2 (cf. [OP], [Thul]).— Pour tout n, il existe une 
constante e(n) > 0, telle que, si G C Isom(Hn) est un groupe kleinien, le 
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1. ESPACES DE TEICHMÙLLER ET GROUPES KLEINIENS 

sous-groupe de G engendré par les éléments qui déplacent un point x € Hn 
de moins que e(n) est élémentaire. 

La constante e(ri) produite par le lemme ci-dessus est appelée la constante 
de Margoulis pour dimension n. 

Nous allons donner deux applications du lemme de Margoulis. 
Soit %(G) l'ensemble des représentations de G dans le groupe Isom(Hn). 

On munit 3?(G) de la topologie algébrique pour laquelle deux représentations 
sont proches lorsque leurs valeurs sur les éléments d'une famille génératrice 
fixée de G sont proches. Dans 3?(G), on peut définir le sous-ensemble DST(G) 
des représentations fidèles et (d'images) discrètes. On a alors : 

Proposition 1.1.3 [Wi]. — Soit G C Isom(Hn) un groupe kleinien non élémen­
taire. Alors, T>J(G) est fermé dans %(G) : la limite d'une suite de représen­
tations discrètes et fidèles de G est une représentation discrète et fidèle. 

Démonstration. — Soit (p̂ ) une suite dans D5F(G) qui converge vers une 
représentation p. Montrons d'abord que p est fidèle. Supposons, en raisonnant 
par l'absurde, que g ^ Id est un élément de G tel que p(g) = Id; pour 
tout h ^ Id dans G, on a donc p([g, h]) — Id. Alors, d'après le lemme 
de Margoulis, pour i suffisamment grand, p^g) et pi([g,h\) engendrent un 
groupe élémentaire. D'après le fait 1.1.1, p^g) et pi([g, h}) ont alors les mêmes 
ensembles de points fixes; de même pour Piig^hg) et Pi([g,h]). Mais alors, 
Pi(g) et Pi(h) eux-mêmes ont les mêmes ensembles de points fixes; comme 
ceci a lieu pour tout h 6 G, le groupe G est élémentaire, contrairement à 
l'hypothèse. 

De même, pour montrer que p est discrète, soit . . . , gk} un système de 
générateurs de G et soit K C Isom(BIn) un compact contenant, pour tout i, 
les éléments Pi{gj) pour j = l,...,fc. Soit U C Isom(Mn) un voisinage de 
l'identité tel que le commutateur entre tout élément de U et tout élément 
de K agisse sur Hn en déplaçant l'origine d'une distance inférieure à £(n), 
la constante de Margoulis de dimension n ; supposons aussi que U est choisi 
suffisamment petit de sorte que tout élément de U translate l'origine de moins 
que e(n). Si p n'est pas discrète, il existe pour i suffisamment grand, un 
élément h G G —{Id} dont l'image Pi(h) est dans U. Donc, d'après le lemme 
de Margoulis et le choix de U, la première partie du raisonnement entraîne 
que Pi(h) et Pi{gj) ont les mêmes ensembles de points fixes. Ceci ayant lieu 
pour tout générateur g$, le groupe G est élémentaire. • 

Le lemme de Margoulis permet aussi de décrire la géométrie de la partie 
mince d'une variété hyperbolique complète. 

Définition. — Soit e > 0 et soit M (G) = W1 /G une variété hyperbolique 
complète; la partie e-mince de M (G) est l'ensemble des points par lesquels il 
passe un lacet non homotope à 0 de longueur inférieure à e. 
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1.1 L'ESPACE HYPERBOLIQUE 

De manière équivalente, la partie e-mince est l'image dans M(G) des 
points de Hn qui sont translatés d'une distance inférieure à s par un élé­
ment de G - {là}. On la note M(G)]0>e] et M(G)[e'°°[ l'adhérence de son 
complémentaire; M(G)^'°°' est appelée la partie e-épaisse de M (G). 

Pour simplifier la description de M(GJ\°>£\ nous supposerons que M(G) 
est une variété hyperbolique de dimension 3. 

Quelle est la topologie de l'ensemble des points de H3 qui sont translatés 
d'une distance inférieure à e par un élément g e G — {Id} ? 

Si g est un élément hyperbolique, c'est un tube T de rayon constant autour 
de l'axe de g. Supposons que la constante e est inférieure à la constante de 
Margoulis e(3). Si un élément h e G vérifie : h(T) fl T ^ 0, alors d'après 
le lemme de Margoulis, g et h engendrent un groupe élémentaire : donc h 
est dans le sous-groupe élémentaire maximal ((g)) contenant g. D'après la 
démonstration du fait 1.1.1 (i), le groupe {(g)) est cyclique. La réunion des 
tubes correspondant à tous les éléments de ((g)} est un tube Te, voisinage 
de rayon constant de l'axe de g. La projection du revêtement H3 —» M{G) 
restreinte à T£ se factorise à travers un plongement du quotient de T£ par 
le groupe {{g)}. L'image de T£ dans M (G) est donc difféomorphe à un tore 
solide. 

Lorsque g est un élément parabolique, l'ensemble des points de H3 transla­
tés d'une distance moindre que e par g est une horoboule H. Le sous-groupe 
élémentaire maximal ((g)) contenant g est un groupe parabolique, isomorphe 
soit à Z soit à Z + Z. Notons H£ l'ensemble des points translatés d'une dis­
tance inférieure à e par un élément de ((g)}. Comme dans le cas précédent, la 
projection de revêtement restreinte à H£ se factorise à travers un plongement 
du quotient de He par ((g)}. 

Si ((g)) est un groupe cyclique, cette image est un cylindre difféomorphe à 
S1 x M x [0, oo[; si ({g)) est isomorphe à Z + Z, le quotient est difféomorphe à 
S1 x S1 x [0, oo[. On appellera un tel quotient un cusp et on dira que ce cusp 
est de typeZ, Z + Z selon la nature du sous-groupe parabolique en question. 
La réunion des cusps est appelée la partie e-cuspidale de la variété M (G). 

L'ensemble limite et le domaine de discontinuité d'un groupe kleinien. 
L'ensemble limite L(G) d'un groupe kleinien G est l'adhérence dans dW1 de 
l'ensemble des points fixes des éléments de G — {Id} : c'est donc le plus petit 
fermé de dW1 non vide, invariant par G. Le domaine de discontinuité fi (G) 
est le complémentaire dans dW1 de L(G). 

D'après le fait 1.1.1, l'ensemble limite de G a un cardinal égal à 1 ou 2 si 
et seulement si G est élémentaire; dans les autres cas, le fait 1.1.1 (iii) entraîne 
que c'est un fermé sans points isolés. Puisqu'un élément de Isom(Hn) — {Id} a 
les mêmes points fixes que ses puissances non nulles, il découle de la définition 
même que l'ensemble limite d'un groupe G est le même que celui de chacun 
de ses sous-groupes d'indice fini. 
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Pour le moment, on a associé au groupe kleinien G la variété hyperbolique 
complète M(G) = HP/G. Lorsque le domaine de discontinuité fi(G) n'est 
pas vide, on peut aussi lui associer une variété à bord. Pour cela, notons C(G) 
l'enveloppe convexe de l'ensemble limite L(G) dans HPUdHP. L'intersection 
de cette enveloppe convexe avec Hn est vide si et seulement si L(G) est réduit 
à un seul point : nous supposerons dans la suite que ce n'est pas le cas, ce qui 
se passe par exemple lorsque G n'est pas élémentaire. 

L'application r : HP —> G(G) qui associe au point p G HP, le point 
r(p) e C(G) le plus proche de p se prolonge continûment à la réunion 
HP U fi(G) ; l'application r est naturelle, c'est-à-dire qu'elle commute avec 
l'action de G. Puisque l'action de G sur HP est discontinue, il en est de même 
pour l'action de G sur G(G). Comme la rétraction r est naturelle et continue, 
on en déduit que l'action de G sur la réunion HP U fi(G) est discontinue. 
Ainsi, lorsque fi(G) n'est pas vide, on peut considérer la variété à bord 
M (G) = (HP U fi(G))/G. Le quotient C(G)/G est une variété topologique 
appelée le coeur de Nielsen de M (G) ; ce n'est pas nécessairement une variété 
de dimension n. On la remplacera souvent par son ô-voisinage Cè(G) (6 > 0 
étant fixé), c'est-à-dire par l'ensemble des points de HP à distance inférieure 
à 6 de C(G). On vérifie facilement que, pour tout 6 > 0, C$(G) est une 
variété à bord de classe G1, de dimension n, et que son bord est strictement 
convexe. Il existe une rétraction naturelle r$ : (HP U fi(G)) —> C6(G) qui est 
définie de la même manière que la rétraction r. 

Ainsi, lorsque le domaine de discontinuité de G n'est pas vide, on peut 
aussi associer au groupe kleinien G le quotient N6(G) = Cg{G)/G : c'est une 
variété à bord convexe, de classe G1, contenue dans M (G) et qui porte une 
métrique hyperbolique dans son intérieur. A cause de la convexité du bord de 
C$(G), la variété N6(G) contient toutes les géodésiques fermées de M (G). 
Pour la même raison, les fibres de la rétraction rô sont des demi-droites; 
on en déduit que l'adhérence du complémentaire de Ng(G) dans M (G) est 
difféomorphe au produit dNs(G) x [0, oo[. En particulier, les variétés N6(G) 
et M (G) sont difféomorphes. 

Le théorème de finitude d'Ahlfors. 
Soit G C PSL2(C) un groupe kleinien dont le domaine de discontinuité 
fl(G) C C n'est pas vide. L'action de G sur fi (G) est conforme, propre 
et discontinue : le quotient fi (G)/G est donc une surface de Riemann. 

Définition. — Une surface de Riemann de type fini est hyperbolique, lorsque 
chacune de ses composantes connexes a une caractéristique d'Euler strictement 
négative. Une surface de Riemann est dite de type fini si elle est conformément 
équivalente au complémentaire d'un nombre fini de points dans une surface de 
Riemann compacte ; ces points sont appelés les pointes. 

D'après le théorème d'uniformisation de Riemann, une surface de Riemann 
connexe est hyperbolique dès qu'elle est différente de l'une des surfaces C, 
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C, C*, ou d'un tore. Si une des composantes connexes de Q(G)/G était 
de ce type, le cardinal de l'ensemble limite L(G) serait inférieur à 2, ce qui 
équivaut à dire que le groupe G est élémentaire (cf. fait 1.1.1). Donc, la surface 
de Riemann fl(G)/G est hyperbolique si et seulement si le groupe G n'est 
pas élémentaire et a un domaine de discontinuité non vide. 

Le théorème de finitude d'Ahlfors (cf. [Ahll], [OP]) est un outil fondamental 
pour l'étude des groupes kleiniens dans PSL2(C). 

Théorème de finitude d'Ahlfors 1.1.4. — Soit G C PSL2(C) un groupe kleinien 
non élémentaire dont le domaine de discontinuité n'est pas vide; alors, la 
surface de Riemann Vt(G)/G est une surface de type fini. 

Le théorème de finitude entraîne en particulier que lorsque G C PSL2(C) 
est un groupe kleinien, le bord de la variété M(G) est une surface de type 
topologique fini; il en est donc de même pour le bord de la variété N6(G). 

La démonstration du théorème de finitude utilise en particulier : 

Lemme d'Ahlfors 1.1.5.— Soit 7 un élément du groupe fondamental d'une 
composante de Q(G)/G = dM(G), représenté par un petit lacet qui entoure 
une pointe de Çl(G)/G; alors l'image de 7 dans le groupe G = 7r1(M(G)) 
par l'homomorphisme d'inclusion est un élément parabolique. 

Une variante de ce lemme d'Ahlfors sera démontrée dans le chapitre 5 
(lemme 5.1.1). 

Lorsque n = 3, on peut combiner le théorème de finitude et la description 
des composantes de la partie cuspidale pour décrire l'intersection des cusps 
de M(G)'°'£] avec la variété à bord convexe N6(G), lorsque e > 0 est une 
constante inférieure à la constante de Margoulis e(3). 

Proposition 1.1.6 (cf. [Morl], [OP]). — Soit G C PSL2(C) un groupe klei­
nien. Alors, l'intersection des préimages des composantes de la partie cuspidale 
de M (G) avec le coeur de Nielsen N(G) est de l'un des deux types suivants, 
selon la nature du cusp considéré : 
(i) si C est une horoboule qui relèvejan cusp C C M (G) de type Z + Z, 
il existe une horoboule concentrique C' C C qui est entièrement contenue 
dans C(G) ; 
(ii) si un cusp C C M (G) de type Z est isométrique au quotient d'une 
horoboule C = HZo = {(x, y, z) \ z > z0} par la translation 

(x,y,z) -» (x + l,y,z), 

alors il existe z'0 > z0 tel que l'intersection de C(G) avec Hz'q soit égale à 
l'ensemble des triplets 

{(x,y,z)\z> z'Q, y0 <y<yx} 

pour deux constantes y0 et y±, éventuellement infinies. 
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Dans la proposition précédente, la situation (ii) signifie que l'intersection du 
coeur de Nielsen N(G) avec un cusp concentrique du cusp C est connexe et 
que son bord intersecte C selon 0, 1 ou 2 anneaux totalement géodésiques. 

D'après cette proposition, pour tout 6 > 0, chaque bout de dN6(G) 
est contenu dans une composante de M(G)]°'el et intersecte ce cusp comme 
l'ensemble des points à distance égale à 6 d'un anneau totalement géodésique. 

1.2 Les homéomorphismes quasi-conformes 

Définitions. — Soit <j> : U —> V un homéomorphisme préservant l'orientation 
entre deux ouverts de C. On dit que (j> est quasi-conforme lorsqu'il vérifie : 

(i) les dérivées de <j> par rapport à x et y au sens des distributions appar­
tiennent à Lfoc ; 

(ii) si on pose : 

dé = 
1 
2 

dé 
dx — i 

dé 
du et Ôé = 1 

2 
dé 
dx + i 

.dé. 
dy 

alors il existe une fonction // G L°°(U, C) de norme ||/i||oo < 1 telle qu'on ait 
pour presque tout point z EU : 

d0(z) = a(z)dé(z). 

On dit que 0 est if-quasi-conforme lorsque la norme de \x dans L°°(U) 
vérifie : 

l + IHloo 
1-IMIoo 

<K. 

On appelle la fonction /x le coefficient de Beltrami de <f>. La quantité 

i + H/4» 
l-IHloo 

est appelée V excentricité de (ß. 

L'excentricité d'un homéomorphisme quasi-conforme de é mesure en quel­
ques sortes le défaut de 0 à être conforme : 

Proposition 1.2.1 (cf. [Ahl2], [OP]). — Un homéomorphisme entre ouverts de C 
est 1-quasi-conforme si et seulement si c'est un isomorphisme conforme. 

Supposons que Phoméomorphisme </> : U —> V est de classe C1 ; alors, 
en tout point z £ U les images des petits cercles centrés au point z sont 

8 



1.2 LES HOMÉOMORPHISMES QUASI-CONFORMES 

des ellipses à peu près similaires à l'ellipse au point 4>(z) dont le rapport des 
longueurs des axes est : 

1 + 
&<t> 
dé 

(z) 

1 - dè 
\d(/) 

(z) 

Donc, un difféomorphisme entre deux ouverts de C est if-quasi-conforme 
lorsque les cercles infinitésimaux en tout point sont envoyées sur des ellipses 
infinitésimales d'excentricité inférieure à K. 

Notons qu'un autre invariant de cette ellipse est la direction du grand axe : 
l'angle de cette direction avec l'axe des x est égal à : 

1 
2 

arel 
'dé 
dé 

(z) 

Si / : U —V et g : V —>• W sont deux homéomorphismes quasi-conformes, 
le composé gof : U —* W est quasi-conforme et son excentricité vérifie presque 
partout : 

u00 f = 

l + Ai/(Mg°/) df 
df 

l + Ai/(Mg°/) 
s df 
df 

Si g est K2-quasi-conforme et si / est K1 -quasi-conforme, on en déduit 
que gof est if i if2-quasi-conforme. 

De même, si / : U —> V est if-quasi-conforme, alors /_1 : V —• U est 
aussi if-quasi-conforme : son coefficient de Beltrami vérifie : 

df 
Hf-i o f = ~~ df 

Donc, si (f) : U —» V est un homéomorphisme quasi-conforme de coefficient 
de Beltrami ¡1 et si g : V —• W est un homéomorphisme conforme, alors gocj) : 
U —» W est un homéomorphisme quasi-conforme de coefficient de Beltrami \i. 
On peut, à partir de cette remarque, définir la propriété d'être quasi-conforme 
pour un homéomorphisme qui préserve l'orientation entre deux surfaces de 
Riemann, par exemple pour un homéomorphisme préservant l'orientation de 
la sphère de Riemann C. 

Dans le chapitre 6, nous utiliserons le résultat suivant : 

Proposition 1.2.2 (cf. [Ahl2]). — 
(i) Tout homéomorphisme quasi-conforme § du demi-plan H2 se prolonge 
continûment en un homéomorphisme de H2 U E et le prolongement de <\TX 
est Vinverse du prolongement de (f). 
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(ii) Soit une suite d'homéomorphismes K-quasi-conformes de C (res­
pectivement de H2) tels que les suites (^(0)), (<^(1)), et (<^(oo)) convergent 
dans C vers trois points distincts; alors, la suite (fc) contient une sous-suite 
qui converge uniformément vers un homéomorphisme K-quasi-conforme de C 
(respectivement de H2). 

L'intérêt principal des homéomorphismes quasi-conformes provient du théo­
rème suivant, dû à L. Ahlfors et L. Bers dans cette version : 

Théorème d'Ahlfors-Bers 1.2.3 (cf. [Ahl2], [OP]).— Soit fi une fonction de 
L°°(C) de norme strictement inférieure à 1. Alors, il existe un unique ho­
méomorphisme quasi-conforme (f> = cj)^ de C qui vérifie : 

(î) TT7\Z) — Mz) pour presque tout point z ; 
oç 

(ii) </> fixe les trois points 0, 1 et oo. 

De plus, la fonction ¡1 »—• (j)^ est continue, lorsque Vensemble des homéo­
morphismes de C est muni de la topologie de la convergence uniforme. 

L'équation (i) s'appelle Véquation de Beltrami. 

La partie "existence" dans le théorème d'Ahlfors-Bers dit que l'on peut 
trouver des homéomorphismes quasi-conformes sur C dont le coefficient de 
Beltrami est prescrit à l'avance. Puisque le groupe PSL2(C) agit transitive­
ment sur les triplets, il existe donc un unique homéomorphisme quasi-conforme 
de C, qui satisfait l'équation (i) et qui prend des valeurs données à l'avance 
sur les points 0, 1 et oo. 

La partie "unicité" du théorème d'Ahlfors-Bers entraîne : 

Corollaire 1.2.4.— Soit \i une fonction de Z/°°(H[2) de norme strictement 
inférieure à 1. Il existe un unique homéomorphisme quasi-conforme (j) = (j)^ 
du demi-espace H2 qui vérifie : 

(i) -£-;(z) — №\z) pour presque tout z; 
oç 

(ii) le prolongement de (j) à Vaxe réel fixe les trois points 0, 1 et OO. 

De plus, la fonction ¡1 i—> (f)^ est continue, lorsque Vensemble des homéo­
morphismes de Vadhérence de H2 est muni de la topologie de la convergence 
uniforme. 

Voici maintenant quelques propriétés vérifiées par les homéomorphismes 
quasi-conformes, que nous utiliserons dans la suite. 

Fait 1.2.5 (cf. [Ahl2], [OP]).— Soit (j) : U —» V un homéomorphisme quasi-
conforme entre ouverts de C. Alors : 

(i) (j) préserve les ensembles de mesure nulle; 
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(ii) la restriction de (/) à presque toutes les droites verticales et à presque 
toutes les droites horizontales est absolument continue. 

Le résultat suivant découle du théorème d'Ahlfors-Bers : 

Fait 1.2.6.— Soit (/) un homéomorphisme du plan qui préserve Vorientation 
et laisse l'axe réel invariant; alors si les restrictions de 4> aux demi-espaces 
supérieur et inférieur sont quasi-conformes, </> est quasi-conforme. 

1.3 L'espace de Teichmùller ; l'espace des groupes quasi-fuchsiens 
Pour le moment, nous n'avons pas donné d'exemples de groupes kleiniens. 
Soit S une surface compacte orientable de caractéristique d'Euler strictement 
négative. Alors, l'intérieur de S est homéomorphe au complémentaire £ d'un 
nombre fini (éventuellement nul) de points dans une surface compacte fer­
mée £'; munissons £ de la structure conforme induite par une métrique 
riemannienne sur £'. D'après le théorème d'uniformisation de Riemann, le 
revêtement universel de £ est conformément équivalent au demi-espace H2, 
et le groupe fondamental de E s'identifie ainsi à un sous-groupe discret du 
groupe des automorphismes conformes de H2, c'est-à-dire PSL2(M). 

De cette manière, l'intérieur de la surface compacte S de caractéristique 
d'Euler strictement négative s'identifie au quotient H2/r du demi-espace H2 
par un groupe T C PSL2(K), discret et sans torsion, et porte donc une 
métrique hyperbolique complète. Puisque la structure conforme sur E est 
induite par une structure riemannienne sur E', on voit facilement que chaque 
lacet de 5, librement homotope dans une composante de dS agit sur H2 
comme un élément parabolique. 

Ainsi, d'après le lemme de Margoulis, chaque bout de l'intérieur de S est 
contenu dans le quotient d'une bande {(#, y) G H2 | y > y0} par la translation 
(#, y) —> (x+1, y). Un calcul de volume facile montre que le volume du quotient 
de cette bande pour la métrique hyperbolique est fini : donc, le volume de la 
surface H2/r est fini. 

Définition.— Un groupe kleinien F C PSL2(M) tel que le quotient H2/r a 
un volume fini sera appelé un groupe fuchsien. 

L'ensemble limite d'un groupe fuchsien est égal à dM2 = R ; plus généra­
lement, si un groupe kleinien G C Isom(Hn) a un domaine de discontinuité 
non vide, le volume de la variété hyperbolique complète M (G) = W1 /G est 
infini, puisque l'action de G sur Mn U Q(G) est discontinue. 

Normalisation de T. 
Nous supposerons dans tout ce livre que les points 0, 1 et oo sont des points 
fixes d'éléments de T. Plus précisément, pour deux éléments hyperboliques g 
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et h de T qui engendrent un groupe libre à deux générateurs, nous suppose­
rons que 0 est le point fixe attractif de p, oo celui de gh, et que 1 est le 
point fixe répulsif de h. 

L'espace de Teichmiïller. 
Une déformation fuchsienne de T dans PSL2(E) est un couple (p, 0), où p 
est une représentation de T dans PSL2(E) et où (j> est un homéomorphisme 
quasi-conforme normalisé du demi-espace H2 dans lui-même, qui conjugue T 
et p(r), c'est-à-dire tel que : 

(i) pour tout 7 € T, on a p(p() = <j) o 7 o (f>~x ; 
(ii) l'extension continue de <j> à l'axe réel fixe les trois points 0, 1 et 00. 

On définit une relation d'équivalence sur l'ensemble des déformations fuch-
siennes de T par : (p, (/)) ~ (p', <j>') si et seulement si on a : p = p* 

Observons que le prolongement de 0 à l'axe réel (resp. de </>') conjugue 
l'action de T à celle de p(T) (resp. de p'(r)). La densité des points fixes de T 
dans l'axe réel entraîne alors que p = p1 si et seulement si les prolongements 
de (f> et <pf à l'axe réel coïncident. 

Le quotient de l'ensemble des déformations fuchsiennes de Y par cette 
relation d'équivalence est appelé Y espace de Teichmiïller du groupe T; on le 
note T(r). 

Si (p, 4>) est une déformation fuchsienne de T, le groupe p(F) est un sous-
groupe discret de PSL2(E), puisque son action sur H2 est topologiquement 
conjuguée à celle de T. L'homéomorphisme (j> passe au quotient en un homéo­
morphisme de l[2/r vers H2/p(r). Un élément 7 £ T est parabolique si et 
seulement si p(7) l'est aussi : en effet les éléments paraboliques de PSL2(E) 
sont caractérisés par le fait qu'ils ont un seul point fixe dans E. On en déduit 
que les bouts de H2/p(r) sont contenus dans des cusps et donc que la surface 
H2/p(r) est de volume fini. D'après la formule de Gauss-Bonnet, ce volume 
est indépendant de la représentation p; il est égal à 7r|x(*S')|. 

La distance de Teichmùller. 
On définit sur T(r) une distance en posant, si ai et a2 sont deux éléments 
de T(r) : 

d((Tij(T2) = ^ i n f l o g i f ^ o ^ 1 ) . 

Dans la formule ci-dessus, Pinfimum est pris parmi tous les représentants de 
G\ — (Piî^i) ê  cr2 = (p2,</>2) et Ki^li) désigne l'excentricité de l'homéomor-
phisme quasi-conforme I/J. 

Que d sépare les points découle directement de la proposition 1.2.2 (ii). 
L'inégalité triangulaire découle de la formule : 

K(%l)' o^)< K(il>')K(il>) ; 
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la symétrie, de K(I/J'1) = K($). 
Cette distance est appelée la distance de Teichmùller', il découle encore de 

la proposition 1.2.2 (ii) que l'espace T(r) est un espace métrique complet. 
La propriété suivante relie la distance de Teichmùller, de nature analytique, 

aux longueurs des géodésiques des métriques hyperboliques sous-jacentes : 

Proposition 1.3.1 (cf. [Ahl2], [Ga]).— Soit (p, 0) G T(r) un point de l'espace 
de Teichmùller à distance inférieure à C de l'origine (Id, Id). Alors, pour 
tout élément hyperbolique 7 G T; on a : 

e-2^(7)<4 (7 )<e2^(7) . 
Dans la proposition ci-dessus, ^(7) désigne la distance de translation de 

l'élément hyperbolique /0(7) G PSL2(M); ¿(7) celle de 7 dans H2. 

L'espace des déformations quasi-fuchsiennes s de T. 
L'espace de Teichmùller possède une généralisation immédiate. 

Une déformation quasi-fuchsienne de F est la donnée d'un couple (p, (f>) 
où p est une représentation de F dans PSL2(C) et où </> est un homéomor-
phisme quasi-conforme de C qui conjugue les représentations F et p(F) et 
qui fixe les trois points 0, 1 et 00. 

C'est donc la même définition que pour les déformations fuchsiennes, sauf 
qu'ici la conjugaison <f> est définie sur toute la sphère C. 

On introduit sur l'ensemble des déformations quasi-fuchsiennes de F la 
relation d'équivalence suivante : (pi, </>i) — (P2> 02) si et seulement si px = p2. 

L'espace des classes d'équivalence de déformations quasi-fuchsiennes de F 
sera noté QjF(r). 

Les déformations quasi-fuchsiennes de F respectent les éléments parabo­
liques : un élément 7 G F est parabolique si et seulement si son image p(7) 
l'est, lorsque (p, </>) est une déformation quasi-fuchsienne de F. 

Par définition, Q5F(r) est contenu dans l'espace 3î(r) des représentations 
de r dans PSL2(C). 

L'isomorphisme d'Ahlfors-Bers. 
Cet isomorphisme fournit un paramétrage de QjF(r) par le produit de deux 
copies de l'espace de Teichmùller. 

Soit (p, </>) une déformation quasi-fuchsienne de T. Le théorème d'unifor­
misation de Riemann dit que le domaine simplement connexe du plan 0(H2) 
est conformément équivalent au demi-plan supérieur par un isomorphisme 
conforme (f)+ : 0(H2) —> H2. Puisque la frontière de </>(H2) dans C est une 
courbe de Jordan, la représentation conforme se prolonge à la frontière 
d'après le théorème de Carathéodory ; on peut choisir cette représentation 
conforme de sorte que son extension fixe les trois points 0, 1 et 00. Alors 
(<f>+ o p o 0+ o (j)) est une déformation fuchsienne de F. 
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De même, si <j>_ est une représentation conforme normalisée de l'image 
du demi-espace inférieur 0(H2) sur le demi-espace inférieur H2, l'homéomor-
phisme (/)_ o 4> : H2 —» H2 est quasi-conforme et conjugue les actions de T et 
de </>_ o p(r) o <j)Zl sur H2. Le couple ((/>_ o p o </>_ o </>) est donc une 
déformation fuchsienne de F que l'on considère agissant sur le demi-espace 
inférieur H2 : on notera T(r) cet espace, qui est naturellement isomorphe à 
T(r) par la conjugaison complexe. 

Il découle immédiatement des définitions que les classes d'équivalence de 
ces deux déformations fuchsiennes de F ne dépendent que de la classe d'équi­
valence de (p, (/>). 

Définition. — L'application £ : Q3r(r) -> 7(F) x 7(F) définie par : 

B(p) = (<f>+opo o-sas 0_ o p o (o)-1 

est appelée Vapplication d'Ahlfors-Bers. 

Proposition 1.3.2 (cf. [Ga], [OP]).— L'application 15 est une bijection. 

Démonstration. — Nous n'utiliserons dans ce livre que la surjectivité de Œ3 : 
montrons comment cette surjectivité découle directement du théorème d'Ahl­
fors-Bers. 

Soit (<7+,0 G 7(F) x 7(F). Supposons que <r+ = (p+,</>+) où </>+ = </>M+ 
pour une fonction p+ G L°°(E[2) de norme strictement inférieure à 1; de 
même a~ = (p~,<fi~) où (f)~ = pour une fonction fi~ G L°°(M.2) de 
norme strictement inférieure à 1. 

Définissons une fonction mesurable sur le plan C par : p = p+ sur El2 
et p = p~ dans H2. Soit $ l'homéomorphisme quasi-conforme normalisé 
d'excentricité p fourni par le théorème d'Ahlfors-Bers : il conjugue la repré­
sentation Id du groupe F à une représentation p : F —> PSL2(C). 

On vérifie immédiatement que : B(p, $) = (cr+,cr~). • 

L'action du groupe modulaire de la surface S sur T(r) et sur Q7(F). 
Soit S une surface compacte et identifions l'intérieur de S au quotient H2/r 
du demi-espace H2 par un groupe fuchsien F. Soit / un difféomorphisme 
de la surface compacte S ; on peut isotoper / pour qu'il induise un difféo­
morphisme bilipshitz de l'intérieur de S. Tout relevé / dê  / au demi-plan 
H2 est alors un difféomorphisme bilipschitz; en particulier / et f~l sont des 
homéomorphismes quasi-conformes du demi-plan H2. 

Si a — (p, 4>) est une déformation fuchsienne de T, </>o/-1 est un homéo-
morphisme de H2 qui conjugue F en un sous-groupe de j)SL2(M); soit a-1 
l'élément de PSL2(R) qui prend les mêmes valeurs que sur les points 0, 
1 et oo. Alors, l'homéomorphisme quasi-conforme a o ^ o / - 1 conjugue la re­
présentation Id de T à une représentation p~: le couple (pj-, ao^o / "1 ) est 
une déformation fuchsienne de F. On voit immédiatement que la classe de 
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cette déformation fuchsienne ne dépend que de la classe de (p, <j>) dans l'es­
pace de Teichmûller T(r). 

Cette classe ne dépend pas non plus du relevé particulier / . En effet, pour 
chaque relevé / de / , il existe un automorphisme /* de V tel que, pour tout 
7 G T, on ait : 

/(7(*)) = / . ( 7 № ) -
Donc, la représentation p~ est conjuguée dans PSL2(IR) à la représentation 

/*(p) : 7 —> po (/*)-1(7). Si / et / ' sont deux relevés de / , les automor-
phismes /* et fl diffèrent par un automorphisme intérieur de T ; alors, les 
représentations p~ et p~, sont conjuguées dans PSL2(M). On en déduit que 

le point (p~,ao^o/-1) ne dépend pas du relevé / . 

Pour la même raison, la classe de (pr, a ° <t> ° f-4) ne dépend que de 
la classe d'isotopie (d'homotopie) du difféomorphisme / . En effet, par la 
théorie des revêtements, les automorphismes de 7r1(5) ~ T associés à des 
relevés / f1 et f^1 de deux difféomorphismes homotopes /x et f2 diffèrent 
par un automorphisme intérieur de T. On peut alors appliquer l'argument 
précédent. 

On notera /*(cr) le point associé à a. 

Il découle immédiatement de la définition de la distance de Teichmûller, 
que /* est une isométrie de l'espace métrique T(r). 

Définition. — Le groupe modulaire de la surface S est l'ensemble des classes 
d'isotopie de difféomorphismes préservant l'orientation de S : c'est un groupe 
que l'on note Mod(S'). 

L'application [/] —> /* définit une action à gauche de Mod(5) sur T(r) ; 
on l'appellera Vaction naturelle du groupe modulaire sur T(r). 

Au niveau des représentations, si /* est l'action de / sur le groupe fon­
damental 7Ti(S) ~ T, la représentation fuchsienne /*(p,(j)) est conjuguée à 
la représentation 7 —• po (/*)_1(7), bien définie à conjugaison près dans 
PSL2(E). 

On définit de même une action du groupe modulaire sur l'espace des défor­
mations quasi-fuchsiennes de Y. Pour cela, on utilise les coordonnées d'Ahl-
fors-Bers et on pose pour tout difféomorphisme / représentant une classe 
de Mod(S): /*(<7+,a_) = ( / > + ) , / > _ ) ) . 

Alors, comme dans le cas de l'espace de Teichmûller, si (p, <fi) est une 
déformation quasi-fuchsienne de T, la représentation /*(p, (j)) est conjuguée 
à la représentation 7 -+ p o (/*)_1(7). 
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1.4 La compactification de Thurston de l'espace de Teichmûller 
L'ensemble G des classes de conjugaison des éléments non paraboliques de 
T — {Id} s'identifie naturellement à l'ensemble des géodésiques fermées de la 
surface H2/r. 

Notons E+ les réels positifs. Au point a = (p, 0) G 7(T), on associe le 
point £(cr) G E+ dont la coordonnée sur la classe (7) est égale à la distance 
de translation ^(7) de p(7) dans H2 : ceci définit une application £ de 
T(r) dans R%. 

L'image de T(r) dans E+ n'est pas relativement compacte. Pour com-
pactifier T(r), Thurston considère 1P(E+), l'espace projectif sur E+, défini 
comme le quotient de l'ensemble des points v G E+ dont les coordonnées ne 
sont pas toutes nulles, par la relation d'équivalence : v ~ v' si et seulement 
s'il existe À G E tel que v' = Xv. 

Si 7T est la projection canonique de E+ sur ÎP(E^), alors Thurston a 
montré que l'image n o £(T(r)) est relativement compacte et a donné une 
interprétation géométrique des points dans la frontière de l'image : ces points 
sont les laminations géodésiques mesurées. 

Nous allons maintenant décrire cette compactification. 

Les laminations géodésiques mesurées. 
On étudie en détail les laminations géodésiques dans l'appendice, qui peut-être 
lu indépendamment des autres chapitres. 

L'espace des laminations géodésiques mesurées est noté M£(5) ; la topolo-
gie sur cet espace est étudiée dans la section A.3 de l'appendice. L'exemple le 
plus simple d'une lamination géodésique est celui d'une géodésique fermée 7 
sans points doubles sur la surface H2/r. On fait de cette géodésique une 
lamination géodésique mesurée en lui associant un nombre réel strictement 
positif a; l'élément de 3VtX(5) sera appelé une "géodésique simple pondérée" 
et on le notera cry. 

L'une des propriétés des laminations géodésiques est l'existence d'une fonc­
tion nombre d'intersection qui permet de mesurer la "longueur" des courbes 
fermées de S : pour tout élément 7 G C, et pour toute lamination géodésique 
mesurée À, on définit le nombre d'intersection i(A, 7) (cf. A.3). La fonction 
nombre d'intersection permet de définir une application 5 : M£J(S) —> E^., qui 
associe à chaque lamination géodésique mesurée À, le point dont la coordonnée 
d'indice 7 est le nombre d'intersection ¿(7, À). 

Il existe une action naturelle des réels positifs sur M&(S) ; le quotient de 
M£(5) par cette action est appelé l'espace projectif des laminations géodési­
ques mesurées et noté 7ML(S). 

L'application 3 est "homogène" et passe donc au quotient en une applica­
tion 7T o a : mC(S) -+ 9(R%). 
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Thurston a montré : 

Théorème de compactification 1.4.1 (cf. [Thu2], [FLP, exposés Vili et XI]). — 
Les applications n o £ et n o J sont des plongements respectifs de T(r) et 
de t5>'№!i(S) dans ÏP(]R+) d'images disjointes. La réunion de leurs images est 
homéomorphe à une boule. 

Ce théorème est démontré dans les références indiquées pour un plonge-
ment légèrement modifié : on remplace l'ensemble C par l'ensemble S C fi 
des classes de conjugaison représentées par des courbes simples sur H2/I\ 
Toutefois les arguments contenus dans ces références entraînent le théorème 
ci-dessus. 

L'énoncé du théorème de compactification comprend deux parties. 

La première décrit le "taux de croissance" des longueurs des courbes pour 
une suite (0$) qui tend vers l'infini dans l'espace de Teichmuller : c'est le 
résultat suivant, qui a aussi été obtenu par J. Morgan et P. Shalen [MSI] en 
utilisant des techniques d'arbres réels (cf. chapitres 2 et 3). 

Théorème 1.4.2. — Soit (a^ une suite dans T(T) ; alors, quitte à extraire une 
sous-suite, on a Valternative suivante : 

(i) la suite (ai) converge dans 7(T) ; 

(ii) il existe une lamination géodésique mesurée À et une suite (ej tendant 
vers 0 telle que, pour tout 7 G G, on a : 

£A(7)-»*(A,7). 

Définition. — Dans la situation (ii), on dit que la suite (crj converge vers la 
lamination géodésique mesurée A au sens de Thurston. 

La deuxième partie du théorème de compactification décrit la topologie de 
la compactification obtenue de l'espace de Teichmuller : c'est la partie la plus 
délicate. Voici un lemme important qui intervient dans cette démonstration et 
que nous utiliserons dans le chapitre 5. 

Proposition 1.4.3 (cf. [Thu2], [FLP, exposé VIII, cor. 2.3]). — Soit (a{) une 
suite dans 7(T) qui converge au sens de Thurston vers une lamination géodé­
sique mesurée À. Alors il existe une suite de géodésiques fermées sans points 
doubles 7i C H2/r telle que : 

(i) la suite (7i) converge vers À dans l'espace projectif J>M<C(5) ; 

(ii) on a e^/e^i) ^ 0 . 

Nous donnerons dans la prochaine section une démonstration d'un cas 
particulier de cette proposition. 
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1.5 La classification des éléments de Mod(S) 

Nous allons maintenant rappeler la classification à isotopie près des difféomor-
phismes des surfaces compactes (cf. [FLP, exposés IX et XI], [CB]). 

Chaque élément (/) de Mod(S') agit sur T(r) et son action se prolonge 
continûment en un homéomorphisme 0* de la compactification de Thurston 
7(T) (cf. [FLP]). Puisque cette compactification est une boule, l'élément 4>* 
a un point fixe, d'après le théorème de Brouwer. La classification des éléments 
de Mod(S) se fait selon la nature de ce point fixe. 

Cas périodique. 

Si 4>* a point fixe dans T(r), la classe d'isotopie de <\> est représentée par 
une isométrie de la métrique hyperbolique correspondante. Ce représentant est 
d'ordre fini : donc (j) est isotope à un difféomorphisme périodique de S. 

Sinon, (/>* a au moins un point fixe sur le bord, c'est-à-dire dans l'espace 
projectif des laminations géodésiques mesurées. On montre alors qu'on a l'al­
ternative suivante. 

Cas réductible. 

L'homéomorphisme </>* laisse invariante une "multicourbe" de S (cf. A.3) : 
en d'autres termes, la classe d'isotopie de (j) contient un difféomorphisme qui 
permute une collection finie de géodésiques simples et disjointes. 

Cas pseudo-Anosov. 

Un point fixe de (f>* est une lamination mesurée "arationnelle" (cf. appendice). 
On montre alors que </>* fixe deux laminations mesurées arationnelles A+ 
et À-, appelées respectivement la lamination stable et la lamination instable 
instable, lamination de </>. Ces deux laminations "s'intersectent" (cf. A.3), 
et il existe une constante k > 1 telle que pour tout élément 7 G C, on a : 

KMl), *+) = l Kl, A+), i (o) (y) y A") = W(7, A"). (1) 

Remarque. — Puisque À+ est arationnelle, pour tout élément 7 G C, on a : 
¿(7, À+) 7̂  0 (cf. A.3). L'égalité (1) entraîne donc qu'aucune puissance non 
nulle d'un pseudo-Anosov ne laisse invariant un élément de 6. Ceci montre 
que le cas pseudo-Anosov est disjoint des deux autres cas; ceci montre aussi 
qu'une puissance non nulle d'un pseudo-Anosov est un pseudo-Anosov. 

La dynamique d'un pseudo-Anosov sur l'espace de Teichmûller compacti-
fié "ressemble" à celle d'un élément hyperbolique du groupe Isom(Hn) sur 
l'espace hyperbolique. Ceci est suggéré par le résultat suivant : 
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1.5 LA CLASSIFICATION DES ÉLÉMENTS DE Mod(S) 

Proposition 1.5.1 (cf. [FLP]).— Soit <j> G Mod(5) un élément pseudo-Anosov. 

(i) Pour tout a G T(r), on a : 

lim 
z—*•+oo 

(é*Y(a) = A+, et lim 
2—• — OO 

OT(a) = A-, 

au sens de Thurston. 
(ii) Pour tout 7 G C représenté par une courbe simple, on a : 

lim 
i—>+oo 

(^)*(7) 
^((0*^(7)) 

—> À+ et lim 
i—>—oo 

(</>*r(7) 
^((0*^(7)) 

pour la topologie de M£J(S). 

Dans (ii), (̂(̂ *)2(7)) désigne la longueur de la géodésique dans la classe 
de conjugaison ((/>*)* (7) pour la métrique de référence H2/r. 

Un cas particulier de la proposition 1.4.3. 
Voici maintenant une démonstration de la proposition 1.4.3 dans le cas où 
la suite (a{) s'obtient en itérant une structure de référence a G T(r) par les 
puissances positives ou négatives d'un pseudo-Anosov. Supposons par exemple 
que ^ = (4>*Y(a) pour i > 0 et soit 7 G C un élément représenté par une 
géodésique fermée sans points doubles; soit 7̂  la géodésique dans la classe 
d'homotopie de {7). Alors, d'après la définition de l'action de Mod(S') 
sur T(r), on a pour tout i : ¿ (̂7») = ^(7). Donc la suite ^ai(li)l^{li) 
tend vers 0, puisque £(ji) tend vers l'infini; en effet, pour toute constante C, 
la surface H2/r ne contient qu'un nombre fini de géodésiques de longueur 
inférieure à C et un pseudo-Anosov ne laisse invariante aucune classe de 
conjugaison d'éléments de T. D'après la proposition 1.5.1, la suite 7Ï/^(7Z) 
tend vers À+ dans (3)'Mii(S). La suite (7̂ ) vérifie donc les conclusions de la 
proposition 1.4.3. 

Nous utiliserons aussi dans le chapitre 6 le résultat suivant : 

Proposition 1.5.2. — Soit 4> G Mod(S') un élément pseudo-Anosov ; soit S' —• 
S un revêtement fini dans lequel <\> se relève en un élément ip G Mod(S'/). 
4̂Zors i\) est pseudo-Anosov. 

Démonstration. — Soit 0* : T —» V un automorphisme représentant l'action 
de <p sur T. L'image du groupe fondamental de S' dans TTI(S) ~ T est 
un sous-groupe d'indice fini T' laissé invariant par un conjugué de 0* : on 
note ip* la restriction de ce conjugué à F'. 

Pour montrer que le relevé ij) est pseudo-Anosov, il nous suffit de montrer, 
d'après la classification, que ip n'est ni réductible, ni d'ordre fini. Si ^ est 
réductible, il existe une classe de conjugaison non triviale 7' G T' telle qu'une 
puissance non nulle (V>*)fc de laisse 7' invariante à conjugaison près. Donc 
une puissance de 0* laisse un élément de 6 invariant : c'est impossible d'après 
la caractérisation d'un pseudo-Anosov. 
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1. ESPACES DE TEICHMÛLLER ET GROUPES KLEINIENS 

Si i\) est périodique, alors -0* eŝ  d'ordre fini, à conjugaison près. Donc 
une puissance non nulle de /0* agit par l'identité sur les classes de conjugaison 
de r'. C'est de nouveau impossible. • 
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CHAPITRE 2 

Dégénérescences de structures hyperboliques 
et arbres réels 

Dans ce chapitre, nous allons expliquer comment les actions isométriques 
d'un groupe G sur les arbres réels permettent de compactifier l'espace des 
représentations fidèles et discrètes de G dans le groupe des isométries de H n . 
Pour n = 2, 3, cette propriété importante des espaces de représentations a 
été découverte par J. Morgan et P. Shalen [MSl], poursuivant l'étude, faite 
par M. Culler et P. Shalen [CS], du cas où l'espace des représentations à 
conjugaison près est de dimension 1. Cette propriété a été ensuite étendue 
au cas où n est quelconque par J. Morgan [Mor2]. Depuis, on comprend 
différemment la convergence d'une suite de représentations vers un arbre, 
notamment grâce à M. Bestvina [Bes] et F. Paulin [Pa], qui l'interprètent en des 
termes plus géométriques ; nous énoncerons ce résultat puis en démontrerons 
un cas particulier, tout à fait élémentaire, mais suffisant pour les applications. 

Dans la dernière section, nous nous restreindrons au cas où G est iso­
morphe à un groupe fuchsien : alors, on peut décrire exactement les arbres qui 
apparaissent à la limite. Nous énoncerons ce théorème fondamental qui sera 
démontré au chapitre 8. 

2.1 Arbres réels 

Définition. — Un arbre réel est un espace métrique (T, d) tel qu'entre deux 
points quelconques x et y, il existe toujours un unique arc, et tel que cet arc 
est isométrique à un intervalle de R. Cet arc est alors isométrique à l'intervalle 
[0, d(x,y)\. On l'appelle le segment entre les points x et y ; on le note xy. 

L'exemple le plus simple d'arbre réel est celui d'un arbre simplicial que 
l'on munit d'une distance en décrétant que chaque arête est isométrique à 
l'intervalle [0,1] (cf. [CS], [Ser]). Nous décrirons d'autres exemples dans la 
section 3. 
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2. DÉGÉNÉRESCENCES DE STRUCTURES HYPERBOLIQUES 

Un partie connexe A C T est convexe : le segment xy joignant deux 
points quelconques de A est contenu dans A. Supposons que la partie A est 
en outre fermée; alors, si x G A est un point arbitraire et si y £ T, on voit 
que l'intersection xyDA est un segment xz, pour un unique point z G A. Le 
point z s'appelle la projection de y sur A. 

La classification des isométries d'un arbre réel ressemble à celle des isomé-
tries de l'espace hyperbolique HP1. 

Une isométrie g qui n'a pas de points fixes laisse invariante une unique 
droite plongée dans T, isométrique à R, sur laquelle elle agit comme une 
translation. Pour voir cela, considérons un point quelconque p G T. L'inter­
section des segments pg(p) et g(p)g2(p) est égale à un segment g(a)g(p). Si g 
n'a pas de points fixes on a : d(p, a) < d(p, g(a)). On en déduit que les segments 
gl(o)gl+1(o) ont des intérieurs disjoints et que leur réunion est une droite plon­
gée sur laquelle g agit comme une translation de longueur 6(g) = d(a,g(a)). 
On appelle cette droite invariante M axe de Visométrie g et on le note A(g). 
Une isométrie qui n'a pas de points fixes est dite hyperbolique. 

Une isométrie g qui a un point fixe est dite elliptique, et on pose alors : 
%) = o. 

On a dans tous les cas : 8(g) = mî{d(x, g(x)),x G T}, ce qui entraîne 
immédiatement que 6(g) ne dépend que de la classe de conjugaison de g dans 
le groupe des isométries de T. On appelle 8(g) la distance de translation de 
Visométrie g. 

Dans la suite, G désignera un groupe de type fini. 
Nous utiliserons le procédé suivant, dû à I. Chiswell [Ch] pour décrire 

l'action d'un groupe G sur un arbre réel T à partir d'une certaine donnée 
numérique. 

Soit G x T - ^ T une action isométrique de G sur un arbre réel; soit p 
un point de T. Posons pour g G G : \g\ = d(p,g(p)). Etant donnés deux 
éléments g et g' dans G, définissons : 

[g,9,]-\{\9\ + \9'\-\g-19,\)-

Ainsi, [g, g'] > 0 est la longueur de l'intersection des segments pg(p) et pg'(p) ; 
c'est aussi la distance au point p de la projection de g'(p) sur le segment pg(p). 

Théorème 2.1.1 [Ch]. — Soit G un groupe agissant isométriquement sur un 
arbre réel 7; soit p G T et posons \g\ = d(p,g(p)). Alors la fonction | • | : 
G —•> R+ vérifie les propriétés suivantes : 

(i) | l d | = 0 ; 

(") \g\ = \g~1\; 
(iii) si [g,g'] < [g,g"}, alors [g,g'] = [g',g"]. 
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2.1 ARBRES RÉELS 

Réciproquement, si une fonction | • | : G —> vérifie ces trois propriétés, 
il existe une action de G sur un arbre réel 7 et un point p G 7 tels que, pour 
tout g £ G, on ait : \g\ = d(p,g(p)). 

Définition. — Une fonction | • | : G —» M+ qui vérifie les trois propriétés 
précédentes sera appelée une fonction longueur sur G au sens de Chiswell. 

Démonstration. — Pour voir que les trois propriétés sont nécessaires, seul 
le dernier point demande une justification : son hypothèse signifie que la 
projection du point g'(p) sur le segment pg(p) est strictement plus proche 
de p que la projection du point grr{p) sur le même segment. Mais alors, la 
projection de g'(p) sur pg(p) est égale à la projection de g'(p) sur pg"{p) : 
donc [g,g'} = [g',g"}. 

Avant de démontrer la réciproque, signalons qu'on n'a pas besoin de sup­
poser que la fonction | • | prend des valeurs positives (cf. [Ch, p.451]). En effet, 

= 0 d'après (i) et (ii). Donc, d'après (iii), [g,g'] > 0 pour tout g, g' \ 
d'où, \g\ = [gl9}>0. 

Considérons maintenant la réunion disjointe d'intervalles de M+ : 

X = ugeG[0,\g\\-
Soit !R la relation sur X qui identifie isométriquement les segments [0, \g\] 
et [0, \g'\] le long de l'intervalle [0, [#,</]]. Cette relation est réflexive d'après 
(i), symétrique d'après (ii), transitive d'après (iii) : c'est donc une relation 
d'équivalence. 

On munit l'espace quotient T d'une distance. Si x G [0, \g\] et y G [0, \g'\], 
on pose d(x,y) = \x — y\ lorsque x ou y est inférieur à [g,g']. Si x et y sont 
supérieurs à [#,#'], on pose d(x,y) = x + y - 2[g,g']. Toujours d'après (iii), 
cette définition ne dépend que des classes d'équivalence de x et y dans X/Jl. 
Pour voir que c'est une distance, seulement l'inégalité triangulaire nécessite 
une vérification. Si on se donne g, g' et g" des éléments de G et trois 
points x, y et z respectivement contenus dans [0, |#|], [0, [0, |(/'|], on 
a quatre cas de figures distingués par [#,</] [g',g"} < [g,g'} ou [g',g") [g',g" et 
lorsque [g,g'] = [g,g") selon que [g',g"} < [g,g'} ou [g',g") = [g,g'). La 
vérification dans chacun de ces cas est laissée au lecteur. 

Lemme2.1.2.— L'espace 7 muni de la distance d est un arbre réel. 

Démonstration. — Indexons les éléments de G par les entiers ; par construc­
tion l'espace quotient 7 est réunion croissante des espaces obtenus en 
quotientant la réunion disjointe des intervalles [0, pour k = 0,..., i par 
la relation 3?. L'inclusion de 7{ dans 7i+i est isométrique. 

Notons pGTj l'image du point 0. Pour k < i, la projection de chaque 
segment [0, |^|] dans 7i est une isométrie. Donc tout point x G peut être 
joint à p par un intervalle px isométrique à [0, d(p, x)] ; la définition de la 
distance d montre que, pour x et y dans T̂ , il existe un point z tel que 
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2. DÉGÉNÉRESCENCES DE STRUCTURES HYPERBOLIQUES 

pxdpy = pz. On en déduit une rétraction de Tf sur le point p; ainsi, chaque 
quotient T̂ , muni de la distance induite, est un arbre réel (simplicial). 

Donc, il existe un arc plongé unique joignant deux points x et y de 7{ : 
celui-ci est isométrique au segment [0,d(xyy)]. Si x et y sont deux points 
distincts de T, ils sont contenus dans un même arbre T̂ , pour i suffisamment 
grand ; ce sont donc les extrémités d'un segment plongé xy contenu dans 
et isométrique à [0, y)]. Pour montrer que 7 est un arbre réel, nous allons 
voir qu'il existe un seul arc plongé qui joint deux points x et y. 

Pour cela, soit B c T l'ensemble (dénombrable) formé des classes d'équi­
valence dans T des points de la forme [g, g'} G [0, |#|], lorsque g et g' dé­
crivent G. 

Affirmation 2.1.3. — Tout point de xy — xy fl !B disconnecte les points x et y 
dans l'arbre 7. 

Démonstration.— Pour tout j > i, le segment xy est contenu dans 7j. 
Puisque 7j est un arbre réel, et que xy est un fermé connexe, on peut 
considérer la projection TTJ de 7j vers xy] pour tout j , on voit facilement 
que l'application 7TJ décroît la distance. Puisque les inclusions 7j —> TJ+1 sont 
isométriques, les applications TTJ et 7rJ+1 coïncident sur 7j : elles se recollent 
donc en une application n définie sur T qui contracte la distance et est donc 
continue. D'après la définition de l'ensemble S, si q G xy n'appartient pas 
à !B, alors q est le seul point z G 7 tel que n(z) = q; donc T — {q} est 
réunion de deux ouverts disjoints Ux et Uy, qui contiennent respectivement 
les points a; et y, et qui sont définis par : 

Ux = {z\d{x,it(z)) < d{x,q)} 

Uy = {z\d(y,7r(z))<d(y,q)}. • 

Puisque 23 est dénombrable, l'intersection xy — 'Bdxy est dense dans xy. 
D'après l'affirmation 2.1.3, tout chemin continu qui joint x h y dans T doit 
contenir x y - S f l xy. Par densité, il doit aussi contenir tout le segment xy. 
Il existe donc un unique arc plongé dans T qui joint x à y : T est un arbre 
réel. • 

Pour terminer la démonstration du théorème 2.1.1, nous allons construire 
une action isométrique de G sur l'arbre T. 

On notera dorénavant g(p) l'image du point \g\ G [0, \g\\ par l'applica­
tion quotient X —» X/%\ remarquons que h(p) = h!(p) si et seulement si 
\h-xh'\ = 0. 

Le groupe G agit naturellement sur l'ensemble des points {h(p)} C T : 
si g G G, on pose g(h(p)) = gh(p). Par définition, la distance dans T entre 
deux points h(p) et h!(p) est égale à \h~lh'\. Donc, d'une part l'action de G 
sur l'orbite {h(p)} est bien définie et d'autre part c'est une isométrie. Il y 
a maintenant une seule façon de prolonger cette action à tout l'arbre 7 en 
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2.1 ARBRES RÉELS 

une isométrie. Pour cela, notons que, par construction, tout point x G 7 est 
contenu dans un segment ph(p) ; puisque T est un arbre, pour tout g G G, les 
deux points g(p) et gh(p) sont joints par un unique segment, isométrique au 
segment ph(p). On définit alors l'application g sur le segment ph(p) comme 
l'unique isométrie entre ces deux segments qui envoie p sur g(p) et h(p) 
sur gh(p). Cette définition ne dépend pas du point h(p). Que cette action de g 
est isométrique se vérifie rapidement. Par construction, on a : d(p,g(p)) = \g\. 

Ceci démontre le théorème 2.1.1. • 

Définition. — Une action isométrique de G sur un arbre réel T est dite 
minimale lorsque G ne laisse invariant aucun arbre non vide strictement inclus 
dans 7. 

Une action d'un groupe G sur un arbre 7 contient toujours un sous-arbre 
invariant sur lequel l'action de G est minimale. En effet, si le groupe G ne 
contient que des éléments elliptiques, il existe un point fixe global pour l'action 
G? x T —» T (cf. [MSI], [Ser]) ; l'action de G sur ce point est minimale. 

Si le groupe G possède des éléments hyperboliques, l'action de G sur T 
laisse invariante la réunion des axes A(g) des éléments hyperboliques g. La 
réunion de ces axes est connexe : en effet on montre facilement que si g et gf 
sont deux isométries hyperboliques dont les axes sont disjoints, l'élément gg' 
est hyperbolique et son axe intersecte chacun des axes A(g) et A(g'). Donc la 
réunion des axes des éléments hyperboliques de G est un arbre : c'est l'arbre 
invariant minimal pour l'action de G. 

Voyons maintenant quelle condition sur une fonction longueur au sens de 
Chiswell garantit que l'action fournie par le théorème de 2.1.1 est une action 
minimale. 

Fait 2.1.4.— Avec les notations du théorème 2.1.1, on a pour tout élément 
geG: 

6(g)=sup{0,\g2\-\9\}. 

Démonstration. — Soit g E G une isométrie elliptique de 7. L'ensemble des 
points fixes de g, Fix(p), est non vide et convexe : le segment de 7 qui 
joint deux points fixes de g est contenu dans Fix(g). Joignons le point p à 
sa projection sur Fix(#) par un segment d'intérieur disjoint de Fix(#) et de 
longueur a. Alors, \g\ = 2a et \g2\ < 2a. 

De même si g a un axe de translation A(g)i on joint p à cet axe par un 
segment de longueur a > 0. On a alors : \g\ = 2a + ô(g) et \g2\ = 2a + 26(g). 
D'où le résultat. • 

En particulier, si pour tout élément g G G, on a : \g\ > |#2|, alors tout 
élément de G est elliptique; comme nous avons déjà vu, le groupe G a alors 
un point fixe global. L'action G x 7 —> 7 est dite triviale dans ce cas. 
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Lemme 2.1.5.— L'action G x 7 —» 7 construite dans le théorème 2.1.1 est 
minimale si et seulement s'il existe un élément g G G tel que \g2\ = 2\g\ et 
|g| # 0. 

Démonstration. — D'après la démonstration du théorème 2.1.1, l'action con­
struite dans ce théorème est minimale si et seulement si le point p est dans 
l'axe d'un élément g e G. La, condition \g2\ = 2\g\ est alors nécessaire. 
Réciproquement, les points de l'axe de g sont exactement les points x G T 
tels que d(x,g(x)) = 6(g). D'après le fait 2.1.4, le point p est donc sur l'axe 
de g lorsque \g2\ = 2\g\. • 

Définition. — On dit que deux actions G x 7\ —• 71 et G x 72 —» 72 sont 
isométriques lorsqu'il existe une isométrie de 71 vers 72 qui conjugue les 
deux actions de G. 

Le théorème 2.1.1 dit qu'on peut reconstruire une action d'un groupe G 
sur un arbre réel à partir d'une fonction longueur au sens de Chiswell. En 
fait, dans la démonstration, on a reconstruit un arbre pointé : si deux actions 
minimales G x Tx —> 7i et G x 72 —> 72 ont les mêmes fonctions longueurs, 
associées à des points-base respectifs pi et p2i alors elles sont isométriques 
par une isométrie qui envoie pi sur p2. 

Nous allons donner maintenant une condition plus intrinsèque, indépen­
dante du choix d'un point base. 

Notons 6 l'ensemble des classes de conjugaison des éléments de G dif­
férents de l'identité. On définit une application A de l'ensemble des classes 
d'isométrie d'actions minimales G x 7 -+ 7 vers l'espace produit (M+)e en 
associant à l'action G x T —» 7 le point A(T) dont la coordonnée d'indice (g), 
pour (g) G 6, est la distance de translation 8(g) d'un élément g dans la classe 
de conjugaison (g). 

Définition. — Une action non triviale G x T —> 7 est dite irréductible si 
l'intersection des axes de deux éléments quelconques de G qui ne commutent 
pas est, ou bien vide, ou bien un intervalle compact. 

Proposition 2.1.6 [CM].— L'application A, restreinte aux actions minimales 
et irréductibles, est injective : la donnée des distances de translation 6 (g) 
permet de reconstruire, à isométrie près, l'arbre 7 muni d'une action minimale 
de G. 

Dans [CM], ce résultat est montré en se ramenant aux hypothèses du 
théorème de Chiswell, c'est-à-dire en montrant l'existence d'un point p G T 
tel que la fonction longueur associée à ce point s'exprime à l'aide de la fonction 
distance de translation de l'action. L'hypothèse "irréductible" intervient dans 
le choix de ce point. 
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Définition. — On dit qu'une action est à petits stabilisateurs d'arêtes, lorsque 
tout sous-groupe de G qui laisse invariant un segment non dégénéré de T est 
élémentaire, c'est-à-dire contient un sous-groupe abélien d'indice fini. 

Lorsque G est isomorphe à un groupe kleinien non élémentaire, une action 
à petits stabilisateurs d'arêtes est toujours irréductible (cf. fait 1.1.1). 

2.2 Dégénérescences d'actions sur l'espace hyperbolique et arbres 
réels 

Dans la suite G désignera un groupe non élémentaire de type fini. 
Soit p une représentation du groupe G dans le groupe des isométries 

de l'espace hyperbolique Hn, que nous voyons aussi comme une action par 
isométries du groupe G sur Hn. Notons toujours G l'ensemble des classes de 
conjugaison de G. On associe à p le point £(p) de (K+)e dont la coordonnée 
d'indice (g) est la distance de translation de p(g) dans Hn, pour un élément 
g G (p), c'est-à-dire : 

ОДЫ = inf d(x, p(g)(x)). 
х€Шп 

Le résultat fondamental de J. Morgan et P. Shalen ([MSl] pour les cas n = 2 
ou 3, [Mor2] pour n quelconque) s'énonce alors : 

Théorème 2.2.1.— Soit (pi) une suite de représentations fidèles du groupe G 
dans le groupe Isom(Hn). Alors, quitte à en extraire une sous-suite, on a 
l'alternative suivante : 
(i) la suite (pi) converge à conjugaison près vers une représentation de G 
dans Isom(Hn); 
(ii) il existe une action minimale non triviale de G sur un arbre réel 7, et 
une suite tendant vers 0 telle que SiH(pi) —» A(T). 

Définition. — On dira qu'une suite de représentations fidèles (pi) du groupe 
G dans Isom(Hn) converge au sens de Morgan-Shalen vers l'action Gx7 —• T 
lorsqu'on est dans la situation (ii). 

Les démonstrations contenues dans [MSl] ou [Mor2] du théorème 2.2.1 
utilisent des techniques de géométrie algébrique. Par la suite, M. Bestvina [Bes] 
et F. Paulin [Pa] ont donné indépendamment une autre façon d'interpréter la 
convergence d'une suite de représentations vers un arbre réel. 

Pour motiver la démonstration que nous donnerons du théorème 2.2.1, nous 
allons expliquer comment F. Paulin munit l'ensemble des classes d'isométries 
d'actions d'un groupe G sur un espace métrique d'une topologie et les pro­
priétés de compacité de cette topologie. 

On commence par définir la notion d' ̂ -approximation entre deux espaces 
métriques (X, d) et (X',d'). 
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Définition. — Soit e > 0. Une e-approximation entre les deux espaces (X, d) 
et (X', d') est une relation sur le produit X x X' surjective (tout point de X 
(resp. X') est en relation avec un point de X1 (resp. de X)) telle que : 

Vx,i/Gl, Vx',y'GX', xRx' et yRy'^\d(x,y)- d'(x'iy')\<e. 

Soit ( G x l j —> Xi) une suite d'actions du groupe G sur les espaces 
métriques (Xi, di). On dit que cette suite converge au sens de Gromov vers 
l'action G x XQQ —• X^ si, pour tout compact if^ C X^, pour toute partie 
finie P C G, et pour tout e > 0, il existe lorsque i est suffisamment grand, 
un compact ^ C Xi, et une ^-approximation SR̂  entre K et if^ qui est 
P-équivariante, c'est-à-dire qui vérifie : 

VxEtfoo, V7GP, Va^Gi^, Vy^Gi^, 

{ x^a;*, 7(x) G -ftToo , et 7(z)#i2/z } => d(70*i)> V») < e . 

On identifiera dans la suite une représentation du groupe G dans Isom(Hn) 
avec l'action de G sur Hn qui lui correspond. 

Dans [Pa], on trouve un critère de précompacité très général pour la topo­
logie de Gromov qui entraîne en particulier : 

Théorème 2.2.2. — Soit (pi) une suite de représentations fidèles et discrètes 
de G dans Isom(Hn). Alors, (p^ converge vers Vaction G x T - ^ T au sens 
de Morgan-Shalen si et seulement s'il existe une suite (si) tendant vers 0 
telle que la suite d'actions (p^) du groupe G sur les espaces ^ET converge 
au sens de Gromov vers l'action G x 7 - > T . 

Pour e > 0, on note eUF1 l'espace hyperbolique muni de la distance 
contractée du facteur e. 

Nous allons maintenant montrer un résultat, plus faible que le théorème 
ci-dessus, mais qui sera suffisant pour les applications que nous ferons dans le 
chapitre 4 ; son énoncé est proche de celui de M. Bestvina. 

La construction de l'arbre reposera sur le théorème 2.1.1. 
Analogue à la fonction longueur au sens de Chiswell d'une action de G sur 

un arbre T, on peut associer à la représentation p et à un point x G H71 une 
"fonction longueur" | • | . Pour cela, on se donne un point base x G W1 et on 
définit \g\p — d(x, p(g)(x)). Cette fonction vérifie les axiomes (i) et (ii) d'une 
fonction longueur au sens de Chiswell mais pas (iii). Nous allons montrer le 
résultat suivant. 

Proposition 2.2.3. — Soit (pi) une suite de représentations fidèles et discrètes 
du groupe G dans Isom(H[n) ; alors, quitte à en extraire une sous-suite, on a 
l'alternative : 
(i) la suite (p^ converge à conjugaison près ; 
(ii) il existe une action minimale non triviale de G sur un arbre réel 7, 
des points Pi G H71, p G 7, et une suite (Si) qui tend vers 0, tels que, si 
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| • | est la fonction longueur de la représentation pi associée au point piy 
alors les fonctions Si\ • |p associées aux points pi convergent vers la fonction 
longueur | • | de Varbre T associée au point p. 

Dans l'énoncé précédent, la convergence des fonctions \-\p. est prise au 
sens de la topologie faible. Nous dirons dans la situation (ii) que la suite (pi) 
converge au sens de Gromov vers l'action G x T —> T. 

Démonstration. — On commence par un lemme, contenu dans [Bes] et [Pa] 
qui va permettre de choisir le point p^. 

Fait 2.2.4. — Soit G un groupe de type fini non élémentaire et soit S = 
{dii - • i9k} une Partie génératrice de G; soit p une représentation fidèle 
et discrète de G dans Isom(Hn). 

Alors, il existe un point x G W1 qui minimise la fonction 

mjx{d{x,p{gj){x))} . 

Démonstration.— Pour tout élément g$, la fonction d(x, p(gj)(x)) sur Hn 
tend vers l'infini lorsque x tend vers un point du bord dHn autre que le 
ou les deux points fixes de g{. Puisque le groupe G n'est pas élémentaire, 
pour tout point de <9Hn, il existe un élément p(gj) qui ne fixe pas ce point 
(fait 1.1.1). Donc, la fonction maxj {d(x, p(gj)(x))} est propre; elle atteint son 
minimum en un point x G Hn. • 

Pour démontrer la proposition 2.2.3, nous supposerons dorénavant, quitte 
à conjuguer la représentation p^ que le point x dans l'énoncé du fait 2.2.4 
est l'origine 0 de l'espace hyperbolique dans le modèle de Riemann. Posons 
alors : 

^ =max{d(0,ft(5j)(0))}. 

On distingue alors deux cas. 

Premier cas. — La suite est minorée par une constante strictement posi­
tive 1/M. 

Alors, pour tout j = 1,... ,r, chaque isométrie Pi(gj) translate l'origine 0 
d'une distance inférieure à M. Les isométries de Isom(Hn) qui bougent l'ori­
gine de moins que M forment un compact. Donc, quitte à extraire une sous-
suite, on peut supposer que les isométries pi(gj) convergent vers une iso­
métrie p{gj). On en déduit que les représentations pi convergent vers une 
représentation p. 

Deuxième cas. — Il existe une sous-suite de (^) qui tend vers 0. 

Considérons la fonction longueur | • \p_ associée au point 0. 

29 
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Lemme 2.2.5.— Quitte à extraire une sous-suite, la suite de fonctions £¿1 • | 
converge faiblement vers une fonction longueur au sens de Chiswell non triviale 
sur G. 

Démonstration. — Par construction, pour les éléments g$ G {gl5..., gk} = 9, 
on a £i\gj\Pi < 1, la valeur 1 étant atteinte pour l'un de ces éléments. 

Soit g G G un élément décomposé sur la famille génératrice {g1:... ,gk} 
comme un produit g — g%x" ' 9%r de r = r(g) éléments. 

D'après l'inégalité triangulaire, on a pour tout i : 

d(0,Pi(fl)(0)) 
< d(0,Pi(9il • ••gir_1)(0)) + d(Pi(gil • ••9ir_1)(0),Pi(gh • ••gir)(0)). 

Donc : 

\g\Pi < d(0,pi(gil---gir_1)(p)) + W,Pi(9ir№)-
D'où par récurrence, £i|</|Pi < r{9)-

Par un procédé d'extraction diagonale, on peut donc supposer, quitte à 
extraire une sous-suite que, pour tout g £ G, £i\g\Pi converge vers un nombre 
positif que nous noterons \g\. 

Nous allons montrer que la fonction | • | : G —> R+ est une fonction 
longueur au sens de Chiswell. Les deux propriétés (i) et (ii) sont claires. Pour 
démontrer (iii), on utilise un lemme de géométrie hyperbolique sur les triangles 
géodésiques. 

Lemme 2.2.6. — Soit 0 < a < 7r ; il existe une constante c(a) telle que pour 
tout s > 0, il existe L = L(a,e) de sorte que, pour tout triangle géodési­
que ABC dont Vangle B appartient à Vintervalle [a,7r]; et dont la longueur 
du côté BC est supérieure à L, on ait : 
(i) \AB + BC- AC\ < c(a) ; 

(ii) Vangle en C est inférieur à e. 

Démonstration. — Dans le triangle géodésique ABC, on a (cf. [Bea]) : 

cosh(AC) = cosh(AB) cosh(£C) - cos(B) sinh(AB) sinh(BC). 

Donc si les longueurs AB et BC sont supérieures à 1, on a : 

C1(a)eAfî+BC < cosh(AC) < C2(a)eAB+BC , 
pour deux constantes non nulles Ci (a) et C2(a). On en déduit que pour tout 
triangle ABC dont l'angle B est supérieur à a > 0, les conclusions de (i) 
sont satisfaites. 

Ceci entraîne (ii) lorsque la longueur BC est assez grande. • 

Corollaire 2.2.7. — Soit 0 < a < ir/2. Il existe des constantes M et L telles 
que pour tout polygone géodésique ABCD C Hn dont les angles B et C sont 
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compris entre a et TT — a et tel que la longueur du côté BC est supérieure 
à L, on a : 

\AB + BC + CD - AD\<M. 

Démonstration. — Pour démontrer le corollaire, on décompose le polygone 
ABCD en deux triangles ABC et ACD. On applique le lemme 2.2.6 tel 
quel au triangle ABC, puis au triangle ACD dès que l'angle de celui-ci au 
point C est supérieur k a/2. • 

Considérons maintenant un triangle géodésique Opi(g)(0)pi(gf)(0), pour g 
et g' dans G. Soit ^{g') la "projection" de p^(#')(0) sur le segment Opi(g)(0), 
c'est-à-dire le point du segment Opi(g)(0) le plus proche de Pi(g')(0). 

Alors, si ce point est dans l'intérieur de Op (̂#)(()), chacun des deux triangles 
géodésiques O T T ^ P ^ ' X 0 ) ET (#)(0)7r%')pi(#')(()) est rectangle en ^(g'). 
Si ce point est l'une des extrémités de 0^(p)(0), le triangle Opi(g)(0)pi(g,)(0) 
a un angle supérieur à TT/2 en 0 ou en pi(g)(0). 

Rappelons la notation : [g,g'} = \(\g\ + \g'\ - \g~lg'\). 

Lemme 2.2.8. — On a : 

[g,g'}= lim ^d(0,7T*(</)) • 

Démonstration. — Soit i{ = d(-Ki(gf),Q) et l\ = d^^g'),pi(g)(Q)). On a ^ + 
^ = \g\p.. Supposons dans un premier temps qu'aucune des deux distances ^ 
et l\ n'est bornée supérieurement. Alors, d'après le lemme 2.2.6, on a, pour i 
suffisamment grand, 

I \9^-ii-d(7rHg%Pi(g')(0))\<c(n/2)y 

9 y U -Ч -d[iT(g ),Pi(9• ^ <\*m 
D'où: 

124 - [g'L - \gL + l<rY L I < 2^ /2) . 
Après multiplication par on obtient le lemme 2.2.8 dans ce cas. 

Supposons maintenant que l'une des quantités ou t\ est majorée par une 
constante N indépendante de i ; alors les deux inégalités précédentes restent 
vraies en remplaçant la constante c(n/2) par C(TV/2) + 2N. 

On en déduit le lemme 2.2.8. • 

Considérons maintenant trois éléments g, g' et g" dans G tels que : 

[<?,</] <[<?,</']• 

Si 7r*(</) et nl(g") sont les projections des points Pi((/)(0) et (</')(()) sur 
le segment Opi(g)(0), on a d'après le lemme 2.2.8 : 

lim d(7rV),7rV')) = ~ -
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Appliquons le corollaire 2.2.7 au rectangle géodésique 

Pi(g")(0WhWPii9')(0), 
dont les angles aux sommets nl(g,f) et irl(g') sont supérieurs à 7r/2. Pour i 
suffisamment grand, on aura : 

l l ( < / ) - y ^ - d W ) , P i ( 0 " ) ( O ) ) d W ) , * V ) ) - d ( * V ) , P i G / ) ( 0 ) ) | < M . 

D'autre part, d'après le lemme 2.2.6, 

I \g"\Pi - d(0,7rV)) - d(ft(fl")(0),7ri(5"))l ^ c(tt/2) 

et 

I |5'|Pi - dipytf)) - d(Pi(g')(0)y(g'))\ < c(n/2) + 2N . 

D'où, après multiplication par et en faisant tendre i vers l'infini : 

[g',g"}= lime^O, t tV)) • 

D'après le lemme 2.2.8, on a donc : [g, g'] = [</,</']• 
Ainsi la fonction | • | est une fonction longueur sur G au sens de Chiswell ; 

elle n'est pas identiquement nulle par construction. • 

D'après le théorème 2.1.1, il existe une action de G sur un arbre réel 7 et 
un point p G T tel que la fonction | • | soit la fonction longueur de l'arbre T 
pointé en p. Nous allons maintenant étudier cette action G x T —> T. 

Théorème 2.2.9.— Sous les hypothèses de la proposition 2.2.3, cette action 
G x T —> T est minimale et à petits stabilisateurs d'arêtes. 

Démonstration. — Pour voir que l'action est minimale, il nous suffit de trouver, 
d'après le lemme 2.1.5, un élément g G G tel que \g2\ = 2\g\ ^ 0. 

Rappelons que, dans notre normalisation, l'origine 0 G Hn a la propriété 
de minimiser la fonction max.j{d(x, pi(gj)(x))}, où g$ décrit la partie généra­
trice S- Soient gi, . . . des éléments pour lesquels ce minimum est atteint; 
pour chacun d'eux, on a \g$ \ ^ 0 et en particulier : \gj\Pi —> oo. 

Supposons que le point p n'est sur l'axe d'aucun des éléments g$, pour 
1 < j ' < k ; considérons le triangle 0pi(gj)(0) pi(g2)(0). Si l'angle de ce triangle 
au sommet p^(^)(0) est minoré par une constante a > 0 indépendante de z, 
on a, d'après le lemme 2.2.6 : 

\\g]\Pi-2\9j\Pi\<c(a), 

et donc après multiplication par Eii et en faisant tendre i vers l'infini : 

0ft(5j)(0)pi(^2)(0), 

\9\=2\9i\. 
On peut donc supposer que, dans chaque triangle 

0ft(5 j)(0)p i(^2)(0), 
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l'angle au sommet Pi(gj)(0) tend vers 0 lorsque i tend vers l'infini. 
Remarquons que le gradient de chaque fonction d(i,p)(g,j), (;) au point x 

est colinéaire au vecteur en x, tangent à la géodésique qui joint x à l'axe 
de Pi(gj) si c'est un élément hyperbolique, ou à son point fixe, si c'est un 
élément parabolique. Donc, puisque l'origine est un minimum de la fonction 
maxjPi(gj)(.))}> il existe au moins deux éléments, disons gx et g2, tels 
que les vecteurs gradients des deux fonctions correspondantes en 0 fassent 
entre eux un angle supérieur à 7r/2. 

D'après le lemme 2.2.6, on a \gig2\ 0; donc, lorsque i tend vers l'infini : 

d(Pi(gr 0 ,ft a2 0 ->oo 
et les angles en pAg, 1)(0) et Pi(go)(Q) du triangle 

ОМ</Г)(0)РгЫ(0) 
tendent vers 0. 

Alors, pour tout i suffisamment grand, l'élément Pi(<?2<7i) envoie le point 
Pi(gï 1)(0) sur Pi(p2)(0) de telle sorte que l'image du vecteur tangent au point 
Piigï1)^) à la géodésique pi(gf1)(0)0 fasse un angle supérieur à 7r/4 avec 
le vecteur tangent au point Pi(#2)(0) à la géodésique 0pi(^2)(0). Par une 
nouvelle application du lemme 2.2.6, on déduit que 

\d{Pi{9Ïlm, PifagitaM) - 2d(pi(5f1)(0), Pi(to№)\ Z C(TT/8) , 
pour i suffisamment grand et donc que : |(#i<72)2| = 2|#i#2| ^ 0. 

Ceci montre que l'action G x T - ^ T est minimale ; montrons maintenant 
que cette action est à petits stabilisateurs d'arêtes, en suivant F. Paulin. 

Rappelons que si un groupe kleinien n'est pas élémentaire, il contient 
un groupe libre à deux générateurs, engendré par deux éléments g et h 
(fait 1.1.1). 

D'après la construction de l'arbre T, on peut supposer qu'une arête K 
invariante par g et h est contenue dans l'intérieur d'un segment pf(p), quitte 
à la restreindre. Alors, la projection de g(p) sur pf(p) est "avant" K et celle 
de gf(p) est "au-delà" de l'arête K. 

Pour 7 E G et 0 < a:< 1, on notera xj(p) le point de l'arête py(p) à 
distance xd(p,j(p)) de p. Alors l'arête K est l'ensemble des points xf(p), 
pour x dans un certain intervalle [a, b] C [0,1] : on la notera [a, b]f(p). 

On notera 7f (resp. ^ ) la géodésique paramétrée à vitesse unité entre 0 
et p^(^)(0) (resp. entre 0 et Pi(gf)(0)); donc p^g) 07/ est la géodésique 
paramétrée à vitesse unité qui joint ^(^)(0) et Pi(gf)(0). 

Lemme 2.2.10.— Soit a < a! <b' <b; soit s > 0; alors, si i est suffisam­
ment grand, lorsque 

a'd(0,Pi(f)(0))<t<b'd(0,Pi(f№)(0), 
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on a : 
d(Pi(g) O7/(0IT/(* + <*(0,ft(/)(0)) -d{0,Pi(gf)(0))) <e. 

Démonstration.— D'après le lemme 2.2.8, la projection de Pi(gf)(0) sur le 
segment 0p^(/)(0) est à une distance L de 0 telle que : 

lim 
i—+oo 

l 

d(o,Pi(f)(o)) 
>b-

En particulier, la distance du point 7/(6'd(0, Pi(/)(0))) à cette projection tend 
vers l'infini. 

Donc, pour i suffisamment grand, on a, si t < b'd(0, p^(/)(0)) : 

d^({t) nf {t))< e/2. 

De même en raisonnant avec le triangle géodésique 0pi(gf)(0)pi(g)(0), on 
obtient lorsque i est suffisamment grand et pour t > a'd(0, pi(/)(0)) : 

d(lff(t), Pi(9) o 7/(* + d(0, Pi(/)(0)) - d(0, Pi{gf№)) ^ £/2 • 
En additionnant ces deux inégalités, on obtient le lemme. • 

Remarquons que la différence d(0, Pi(f)(0)) — d(0, pi(gf)(0)) même si elle 
peut tendre vers l'infini en valeur absolue, reste négligeable par rapport à 
d(0,Pi(/)(0)), puisque dans l'arbre T, on a d(p,f(p) = d(p,gf(p)). 

Le lemme 2.2.10 nous dit que sur l'intervalle 

[a'd(0,Pi(f)(0))b'd(0,Pi(f)(0))} c [0p4(/)(0)] 

l'isométrie g est ^-proche de la translation de longueur 

d(0,Pi(f)(0))-d(0,Pi(gf)(0)). 

Alors, sur un intervalle [a"d(0, Pi(/)(0))6"d(0, Pi(f)(0))] strictement inclus 
dans l'intervalle [a'd(0, pi(/)(0))6/d(0, p^(/)(0))], le commutateur [g, h] bouge 
les points d'une distance inférieure à 4e, pour i suffisamment grand; de 
même pour le commutateur [g, h2]. Donc, si la constante s est suffisamment 
petite par rapport à la constante de Margoulis (cf. chapitre 1), on obtient 
une contradiction, puisque les éléments [g, h] et [g, h2] n'engendrent pas un 
groupe élémentaire. • 

Avant de passer à l'étude du cas particulier où G est isomorphe à un 
groupe fuchsien, nous allons terminer cette section par un résultat qui montre 
que l'arbre fourni par la proposition 2.2.3 (ii) est isomorphe à celui fourni par 
le théorème 2.2.1. 

Proposition 2.2.11. — Soit (pi) une suite de représentations fidèles et discrètes 
de G dans Isom(Hn) et (ê ) une suite tendant vers 0 telle que • | 
converge vers une fonction longueur au sens de Chiswell associée à une action 
G x T - ^ T ; alors £^£(pi) —» A(T) pour la topologie produit de (M+)e. 
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Démonstration. — On utilise la construction de Taxe ou de l'ensemble des 
points fixes d'une isométrie d'un arbre réel (cf. section 2.1). 

Si 8(g) 7̂  0, la projection q de g2(p) sur le segment pg(p) est strictement 
plus proche de g(p) que de p, et le segment qg(q) est un domaine fondamental 
pour l'action de g sur son axe. On a : 8(g) = d(q,g(q)). 

Soit qi la projection orthogonale de Pi(g2)(0) sur la géodésique 0pi(g)(0). 
Puisque la distance de q{ à 0 est beaucoup plus grande que la distance de gf 
à pi(g)(0), l'angle de la géodésique (#)(&) au point pi(g)(q{) avec la géo­
désique Pi(g)(qi)Pi(g2)(0) tend vers 0 (d'après le lemme 2.2.6). De même, au 
point çi5 la géodésique qipi(g)(qi) fait un angle avec la géodésique qiPi(g2)(0) 
qui tend vers 0 et on a : 

£id(qi,Pi(g)(qi)) -> d(q,g(q)) = 8(g) . 

Donc la géodésique brisée de Hn obtenue en recollant les arcs géodésiques 
Pi(9p)(Qi)Pi(9p+1)(Qi) a des coins proches de 7r/2 lorsque i tend vers l'infini. 
On en déduit que Pi(g) est un élément hyperbolique et que sa distance de 
translation diffère de d(q^ Pi(g)(qi)) par une constante bornée (cf. proposition 
4.3.1). Donc, dans ce cas : 

Jim Si£ (g) = Jim eAPiigmMg2)) = 8(g) . 

Lorsque 8(g) = 0, la projection de g2(p) sur pg(p) est plus proche de p 
que de g(p). Soit q{ le milieu de la géodésique 0pi(g)(0) et soit n^g2) la 
projection de pt(g2)(0) sur la géodésique 0pi(g)(0). Alors on a : 

.lim eAPiigmMg2)) ^ U(p,g(p)). (1) 

D'après la formule de Gauss-Bonnet, l'aire de tout triangle géodésique est 
inférieure à n (cf. [Bea]); il existe une constante universelle C telle que 
tout point d'un côté d'un triangle hyperbolique est à une distance inférieure 
à C d'un point sur un autre côté. Dans le triangle 7ri(g2)pi(g)(0)pi(g2)(0), le 
point pi(g)(qi) est à distance inférieure à C d'un point ^ sur l'un des autres 
côtés. Le lemme 2.2.6 et l'inégalité (1) entraînent que la distance d(zi^qi) est 
négligeable devant d(0,/^(g)(0)). D'où: 

£id(qi,Pi(g)(qi)) ~> 0, 

et donc : 

^Pi(g) ^ 0 ̂  6(g). • 

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous restreindre au cas où G est 
isomorphe à un groupe fuchsien T. Si (pi) est une suite de représentations 
fidèles et discrètes de V dans le groupe Isom(Hn) qui ne contient pas de 
sous-suite convergente, elle converge, quitte à en extraire une sous-suite vers 
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une action de T sur un arbre réel 7. Cette action est à petits stabilisateurs 
d'arêtes, d'après le théorème 2.2.9. 

Lorsque le groupe fuchsien T contient des éléments paraboliques, nous 
supposerons que la suite (pi) "respecte les paraboliques" : c'est-à-dire que 
pour tout élément parabolique 7 G T, l'élément /^(7) est aussi parabolique. 
Alors, pour tout i, on a : ^ (7) = 0. Donc, d'après la proposition 2.2.11, 
la distance de translation dans 7 d'un élément parabolique 7 € T vérifie : 
*(7) = 0. 

En résumé : 

Proposition 2.2.12. — Soit (pi) une suite de représentations fidèles et dis-
crêtes du groupe fuchsien T dans Isom(Hn) ; supposons que chaque représen­
tation pi respecte les paraboliques. Alors, quitte à extraire une sous-suite, on 
a Valternative : 

(i) la suite (pi) converge à conjugaison près vers une représentation de T 
dans le groupe des isométries de Hn ; 
(ii) la suite (pi) converge au sens de Gromov vers une action non triviale 
r x T - > T du groupe T sur un arbre réel 7 : de plus cette action est à petits 
stabilisateurs d'arêtes et chaque élément parabolique 7 G T a une distance de 
translation nulle dans 7. • 

2.3 Actions à petits stabilisateurs d'arêtes des groupes fuchsiens 
sur les arbres réels 

Lorsque T est un groupe fuchsien, un théorème de R. Skora [Sk] décrit exac­
tement les actions r x T —> 7 qui vérifient les conclusions de la proposition 
2.2.12 (ii). Ce théorème sera démontré dans le chapitre 8. Mais nous allons 
maintenant donner le modèle géométrique de ces actions dont nous aurons 
besoin dans les prochains chapitres. 

Soient T un groupe fuchsien agissant sur le demi-espace H2, et À C H2/r 
une laminât ion géodésique mesurée (cf. A.3). Nous allons montrer comment 
associer à À une action de T sur un arbre réel. Dans le chapitre 8, nous donne­
rons une construction du même type, mais pour des laminations mesurées qui 
ne sont pas nécessairement géodésiques. Dans le cadre présent, la construction 
est très simplifiée par le fait que les feuilles de À sont des géodésiques. 

D'après la proposition A.3.4, la lamination A se décompose comme la 
réunion disjointe d'un nombre fini de composantes minimales : chaque com­
posante minimale est ou bien une géodésique fermée ou bien un "minimal 
exceptionnel". Nous allons modifier la lamination À en remplaçant chaque 
géodésique fermée i par la famille des courbes equidistantes de l à distance 
t<r: on munit ce "paquet de feuilles" d'une mesure transverse sans atomes, 
de support plein et de masse totale égale au poids transverse de la courbe Í. 
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Pour r suffisamment petit, on obtient ainsi un fermé A' qui est la réunion 
disjointe des minimaux exceptionnels de A et de "paquets de feuilles compac­
tes", chaque courbe d'un même paquet étant dans la classe d'homotopie d'une 
géodésique fermée de A. 

Considérons la préimage A' de A' dans H2. Chaque feuille de A' est, ou 
bien une feuille de la préimage A, ou bien une courbe à distance constante 
t < r d'une géodésique qui relève une géodésique fermée de A. 

Fait 2.3.1. — Deux composantes connexes distinctes de H2 — A' ont des adhé­
rences dans H2 disjointes. 

Démonstration. — Par construction, chaque composante de H2 — A' est conte­
nue dans une unique composante de H2 — A. Si deux composantes de H2 — A' 
avaient des adhérences qui s'intersectaient, il en serait de même pour les ad­
hérences des deux composantes de M2 — A qui les contiennent. Celles-ci s'in-
tersecteraient donc le long d'une géodésique qui relève une feuille isolée de A. 
Mais les seules feuilles isolées de A sont les feuilles compactes ; à cause de la 
modification apportée à A près de ses feuilles compactes, on voit que c'est 
impossible. • 

On définit alors une partition 7 de H2 en fermés : chaque fermé est, ou 
bien l'adhérence d'une composante H2 — A', ou bien une feuille de A' qui n'est 
pas dans l'adhérence d'une composante du complémentaire de Y dans H2. 
C'est bien une partition d'après le fait 2.3.1. 

L'action de T sur H2 induit une action sur T. L'ensemble 7 ne dépend pas 
du choix de l'épaississement A'. En effet, si A' et A" sont deux épaississements 
de A, il existe un homéomorphisme de la surface H2/r, isotope à l'identité 
qui envoie A' sur A" en transportant les mesures transverses ; un relevé de cet 
homéomorphisme à H2 induit une hyection T-équivariante entre les partitions 
respectivement associées à Y et à A". 

Nous allons munir l'ensemble 7 d'une distance qui en fera un arbre réel. 
Considérons deux points de T qui sont des adhérences de composantes C 
et C du complémentaire de A' ; si la taille de l'épaississement A' est suffi­
samment petite, il existe deŝ  points x G C et xr G C tels que la géodésique 
xx' C H2 soit transverse à A' et intersecte chaque feuille en au plus un point. 
L'intersection de chaque fermé de 7 et de xx' est donc un intervalle. La 
mesure transverse à^A' dépose sur la géodésique xx' une mesure positive 
supportée sur xx' D A'. Par intégration, cette mesure induit une distance sur 
l'ensemble des fermés de 7 qui intersectent xx'. 

On vérifie facilement que cette distance ne dépend pats des points x, x', 
et de l'épaississement A'. D'autre part, si F et F' sont deux fermés de 7, 
il existe deux fermés C et C qui sont des adhérences de composantes du 
complémentaires de A' tels que F et F' séparent C de C' dans H2 (il suffit 
pour le voir, d'utiliser que l'ensemble limite du groupe T est égal à <9H2). 
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Donc, la construction précédente définit un nombre d(F, F') pour deux fermés 
de T arbitraires ; à nouveau, d(F, F') ne dépend pas du choix des points C 
et C. 

Si À' et À" sont deux épaississements de A, il existe une bijection na­
turelle T-équivariante entre les partitions associées à ces épaississements qui 
préserve la fonction d. 

Proposition 2.3.2. — La fonction d est une distance qui fait de 7 un arbre 
réel; l'action naturelle de T sur 7 est isométrique. 

Démonstration. — Pour voir que la fonction d définit bien une distance, seule 
l'inégalité triangulaire demande une vérification. En raisonnant comme pour 
la définition de d, on voit que si l'épaississement A7 est suffisamment petit, il 
existe trois points x e C , x' G C et x" G C" tels que les géodésiques xx', 
xx" et x'x" inte£sectent chaque feuille de A' en au plus un point. Alors, 
chaque feuille de A7 qui intersecte l'arc xx" en un seul point intersecte aussi 
la réunion xx' U x'x" en un seul point ; d'où d(C, C") < d(C, C) + d{C, C"). 
La fonction d est jionc une distance; elle est invariante par Y puisque la 
mesure transverse A7 l'est. 

Soient C et C deux fermés de T; soit xx' une géodésique de H2 jntre 
un point a; G C et un point x' G C qui intersecte chaque feuille de A7 en 
au plus un point (comme dans la construction de d). Soit CC l'ensemble 
des fermés de 7 qui intersectent le segment géodésique xx' ; par construction, 
l'application F —> R, qui associe au fermé F la distance d(C,F), est une 
isométrie de CC sur l'intervalle [0, d(C, C')]. 

Nous appellerons l'arc ainsi construit entre les points C et C' le seg­
ment CC. 

Fait2.3.3.— L'intersection de deux segments CC' et CC" est un segment. 

Démonstration. — Remarquons d'abord que les points du segment CC' sont 
exactement les fermés de la partition 7 qui intersectent l'arc géodésique xx'. 
Donc, l'intersection des segments CC' et CC" est égale à l'ensemble des 
fermés de 7 qui intersectent xx' et xx". 

Puisque A7 est un fermé, il existe une feuille £ G A7 contenue dans un fermé 
D G 7 telle que les feuilles de A7 qui intersectent à la fois xx' et xx" sont 
celles qui intersectent x(£ fl xx'). Alors, on a : CC fl CC" = CD. • 

Pour terminer la démonstration de la proposition 2.3.2, il suffit de fixer un 
point C G T et d'observer que T est égal à la réunion des segments Cy(C). 
D'après le fait 2.3.3, la réunion d'un nombre fini de ces segments est un arbre 
simplicial; la démonstration du lemme 2.1.2 montre alors que T est un arbre 
réel. • 

Nous utiliserons dans le prochain chapitre le résultat suivant : 
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Fait 2.3.4. — L'application canonique f : H2 —» 7 est continue. 

Démonstration. — Soit (x^) G H2 une suite qui converge vers un point x^ ; 
il suffit d'étudier le cas ourles points Xi (resp. x^) sont contenus dans des 
feuilles £i (resp. 4») de A'. Si la feuille l0 est dans un "paquet de feuilles 
parallèles", les feuilles ^ son̂  contenues dans le même paquet. Lorsque la 
feuille est dans la préimage d'un minimal exceptionnel de A, tout arc 
transverse l0 à intersecte les feuilles i{ pour i suffisamment grand. Dans les 
deux cas, le fait 2.3.4 découle du fait que la mesure transverse à A' est sans 
atomes. • 

Rappelons que l'action r x 7 —• T ne dépend pas, à isométrie près, du 
choix de l'épaississement A'. Elle ne dépend que de la lamination géodésique 
mesurée A. 

Définition.— L'arbre construit précédemment est appelé l'arbre dual de la 
lamination géodésique mesurée A : on le note 7\. Une action r x 7 —•» T 
isométrique à l'action r x 7X —> 7X pour une certaine lamination géodésique 
mesurée A C H2/T est dite géométrique. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de R. Skora qui sera démon­
tré au chapitre 8. 

Théorème 2.3.5 [Sk]. — Soit T x 7 —> 7 une action minimale, non triviale et 
à petits stabilisateurs d'arêtes du groupe fuchsien T sur un arbre réel 7 qui 
vérifie : pour tout élément parabolique 7 G r, la distance de translation de 7 
dans 7 est nulle. Alors, l'action T x T—> 7 est géométrique. 
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CHAPITRE 3 

Laminations géodésiques 
et arbres réels 

Dans ce chapitre, nous étudions les actions d'un groupe fuchsien T sur un 
arbre réel 7. Nous introduisons la propriété d'être réalisée dans Varbre 7 
pour une lamination géodésique sur la surface H2/r : l'intérêt principal de 
cette notion est une propriété de "continuité" pour la topologie de Gromov, 
qui sera établie dans le chapitre 4. Dans la section 3.2, nous décrirons quelles 
laminations géodésiques sont réalisées dans le cas où l'action r x 7 —» 7 est 
géométrique. 

3.1 Réalisation d'une lamination géodésique dans un arbre réel 
Soit T un groupe fuchsien agissant sur l'espace hyperbolique El2. Si T x 
T —* 7 est une action de T sur un arbre réel T, il existe toujours une 
application continue T-équivariante / : H2 —> 7 : c'est le cas par définition, 
lorsque l'action est géométrique (cf. 2.3), mais c'est aussi vrai en général 
(proposition 8.1.2). 

Soit il C H2/r une lamination géodésique et soit /x la préimage de /x dans 
le demi-plan H2. 

Définition. — La lamination géodésique ¡1 est dite réalisée dans 7 s'il existe 
une application / : H2 —> 7 continue et T-équivariante dont la restriction 
à chaque feuille de Ji est injective. Une application / avec ces qualités est 
appelée une réalisation de la lamination [i dans Varbre 7. 

Exemple.— Si /i C H2/r est une géodésique fermée simple, telle que la 
distance de translation dans 7 d'un élément /2 G T représenté par ¡1 n'est 
pas nulle, alors JJL est réalisée. Pour voir ceci, choisissons une triangulation de 
la surface H2/T telle que la courbe fermée \x soit contenue dans le 1-sque­
lette. On commence alors par définir une application T-équivariante / sur 
la préimage du 1-squelette de sorte que sa restriction à chaque composante 
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connexe de la préimage de p soit un homéomorphisme : il suffit pour cela de se 
donner un homéomorphisme entre p et la courbe, quotient de.l'axe A(jï) par 
l'élément p. Ainsi définie sur le 1-squelette, l'application se prolonge toujours 
en une application équivariante définie sur H2 (cf. proposition 8.1.2). 

Lorsque l'action r x T - ^ T est "géométrique", on peut décrire exactement 
quelles sont les laminât ions géodésiques réalisées. Commençons par donner une 
autre définition, apparemment plus faible. 

Définition. — Une lamination géodésique est dite faiblement réalisée lorsqu'il 
existe une application / : H2 —> 7 continue et T-équivariante dont la res­
triction aux feuilles de p est monotone. L'application / s'appelle alors une 
réalisation faible de la lamination p dans l'arbre 7. 

Définition. — Une application définie sur un intervalle de R et à valeurs 
dans T est dite monotone lorsque la préimage de chaque point de son image 
est un intervalle borné. 

La définition suivante va nous permettre de donner des exemples de lami-
nations faiblement réalisées dans un arbre. 

Définition. — On dit que la lamination mesurée p intersecte la lamination À 
lorsque chaque feuille du support de p intersecte transversalement une feuille 
du support de À (cf. A.3). 

Proposition 3.1.1.— Soit r x 7X —> une action du groupe T sur l'arbre 
dual de la lamination géodésique mesurée X ; soit p C H2/r une lamination 
géodésique mesurée qui intersecte X. Alors p est faiblement réalisée dans 7\. 

Démonstration. — Rappelons que la construction de l'arbre dual 7\ de la 
lamination géodésique À utilise un "épaississement" X' de A et fournit une 
application continue, T-équivariante du disque H2 dans 7X : cette application 
a la propriété que la préimage d'un point de 7\ est, ou bien une feuille de À' 
ou bien l'adhérence d'une composante connexe de ïï2 — Y. 

L'hypothèse que p intersecte À entraîne : 

Lemme 3.1.2. — // existe un épaississement Xf de X tel que pour chaque 
feuille £ de p, on a : 

(i) £ intersecte transversalement chaque feuille de X' en au plus un point; 
(h) l'intersection de £ avec l'adhérence de chaque composante connexe de 
H2 — Y est soit vide, soit un intervalle borné. 

Démonstration. — Le choix d'un épaississement À' dépend en particulier d'un 
nombre réel r : on remplace alors chaque géodésique fermée g de À par la 
famille des courbes à distance constante t < r de g. Notons Àr la lamination 
géodésique A ainsi modifiée (cf. section 2.3). 
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Une géodésique £ de fx intersecte chaque jjéodésique de À en au plus un 
point ; l'intersection de £ et d'une feuille de Àr — A (à distance t < r d'une 
géodésique 7 G À), est soit vide, soit un point d'intersection tangentielle, soit 
un point d'intersection transverse, soit deux points. 

Si cette intersection est formée d'un point d'intersection tangentielle ou de 
deux points, la feuille £ est à une distance inférieure à r de la géodésique 
7 et est disjointe, mais non asymptote, de cette même géodésique. Notons 
7 G T un élément hyperbolique qui stabilise la géodésique 7. Il existe une 
constante r = r(j) > 0 telle que, si une géodésique t de H2 est disjointe, 
non asymptote de 7 et est à une distance inférieure à r de 7, alors, on a : 
£n^(£) 7̂  0 (cf. fait A.2.5). Comme la lamination À ne contient qu'un nombre 
fini de "paquets" de feuilles parallèles, on en déduit que pour r suffisamment 
petit, l'épaississement Àr vérifie le lemme 3.1.2 (i). 

Puisque chaque feuille de A' disconnecte JŒ2, l'intersection de £ avec l'ad­
hérence d'une composante connexe de H2 — À' est soit vide, soit un intervalle. 
Une demi-géodésique contenue dans £ ne peut pas être entièrement contenue 
dans une composante de H2 — À' : sinon l'adhérence de sa projection sur la 
surface contiendrait une feuille qui, ou bien est disjointe du support de À, ou 
bien y est contenue. C'est contraire à l'hypothèse que \x intersecte À. Donc 
l'intersection de £ et d'une composante de H2 — À' est un intervalle borné. 
Ceci démontre le lemme 3.1.2. • 

Si l'application / : H2 —• 7\ est l'application canonique construite à partir 
de l'épaississement A' fourni par le lemme 3.1.2, elle réalise \i dans T. • 

Nous aurons besoin d'un énoncé un peu plus général que celui de la propo­
sition 3.1.1. 

Corollaire 3.1.3.— Soit 7X l'arbre dual de \, une lamination géodésique me­
surée. Soit /i C M2/r une lamination géodésique, réunion du support d'une 
lamination mesurée fi et d'un nombre fini de géodésiques non compactes; sup­
posons que p, intersecte la lamination A. Alors, la lamination ¡1 est faiblement 
réalisée dans T. 

Démonstration. — En effet, la démonstration du lemme 3.1.2 permet de choisir 
un épaississement A' tel que chaquefeuille de Jl intersecte transversalement en 
au plus un point chaque feuille de A'. Chaque demi-feuille de /x — Jl "spirale" 
sur une composante de Jl (fait A.3.7). Puisque ¡1 intersecte A, une demi-
feuille de Jl ne peut être entièrement contenue dans une composante connexe 
de H2 — A'. Donc fi est réalisée dans l'arbre T\, d'après la démonstration de 
la proposition 3.1.1. • 

Nous allons montrer maintenant que la propriété d'être faiblement réalisée 
est équivalente à la propriété, apparemment plus forte, d'être réalisée. 
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Théorème 3.1.4. — Soit 7 l'arbre dual d'une lamination géodésique mesu­
rée A ; soit p une lamination géodésique vérifiant les mêmes hypothèses que 
dans le corollaire 3.1.3. Alors p est réalisée dans l'arbre 7. 

Nous allons montrer que l'application / : H2 —• T qui réalise faiblement p 
peut être homotopée en une application qui réalise p. Nous aurons besoin de 
la notion de réseau ferroviaire (cf. [Во], [Ре]). 
Définitions. — Un réseau ferroviaire dans la surface Н2/Г est la donnée 
d'une famille % formée d'un nombre fini de "rectangles" Ri tels que : 
(i) chaque rectangle Щ est l'image d'un rectangle [0,1] x [0,1] par une 
immersion qui identifie au plus les côtés verticaux 0 x [0,1] et 1 x [0,1] le 
long d'un intervalle non réduit à un point ; 
(ii) deux rectangles de % s'intersectent au plus le long d'un intervalle non 
réduit à un point qui est contenu dans l'un de leurs côtés verticaux ; 
(iii) chaque composante connexe de la réunion des images des côtés verticaux 
est un arc plongé dans Н2/Г. 

Figure 3-1 

traverse 

On appellera une composante connexe de la réunion des images des côtés 
verticaux un aiguillage. 

Chaque rectangle R{ est feuilleté par les segments p x [0,1], qu'on appelle 
les traverses : on appellera ce feuilletage le feuilletage par les traverses (cf. figure 
3-1). 

Une lamination géodésique p est portée par un réseau ferroviaire 01 lorsque : 
(i) p est contenue dans la réunion des rectangles de ft ; 
(ii) pour tout rectangle Ri, l'intersection pC\Ri est non vide, contenue dans 
l'image de [0,1] x ]0,1[ et chaque feuille de p est transverse aux traverses. 

Soit r x T - ^ T une action de F sur un arbre réel T. Un réseau fer­
roviaire ft est dit réalisé dans l'arbre T s'il existe une application conti­
nue T-équivariante / : H2 —> T, telle que (cf. figure 3-2) : 
(i) la restriction de / à tout rectangle Ri dans la préimage de ft est 
constante sur les traverses ; 
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(ii) la restriction de / à tout segment contenu dans un rectangle Ri trans­
versalement aux traverses est injective ; 
(iii) les segments de T, images par / de deux rectangles adjacents de la 
préimage de 31 situés de deux côtés différents du même relevé d'un aiguillage, 
ont des intérieurs disjoints. 

On dit alors que l'application / est une réalisation du réseau 31 dans 7. 

Figure 3-2 

Les propriétés vérifiées par une réalisation entraînent immédiatement que la 
restriction de / à tout arc immergé dans la réunion des rectangles Ri trans­
versalement au feuilletage par les traverses est injective. Le résultat suivant 
découle des définitions. 

Fait 3.1.5. — Si 31 est un réseau ferroviaire réalisé dans Varbre 7, alors toute 
lamination géodésique portée par 31 est réalisée dans 7. 

On aura besoin aussi de la notion de réseau ferroviaire "faiblement réalisé" 
dans un arbre. 

Définition. — Soit r x T —» 7 une action de T sur un arbre réel T. Un 
réseau ferroviaire 31 est dit faiblement réalisé dans l'arbre T s'il existe une 
application continue / : H2 —• T, T-équivariante et telle que : 

(i) la restriction de / à chaque rectangle Ri est constante sur les traverses ; 
(ii) la restriction de / à tout segment [0,1] xp contenu dans un rectangle Ri 
est monotone, non constante ; 
(iii) les segments de T, images par / de deux rectangles de la préimage de 31 
situés de deux côtés différents du même relevé d'un aiguillage, ont des intérieurs 
disjoints. 

On dit alors que l'application / est une réalisation faible du réseau 31 
dans T. 

Cette définition équivaut à dire que la restriction de / à tout droite 
proprement plongée dans la réunion des rectangles Ri de façon transverse 
au feuilletage par les traverses, est monotone. 
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Lemme 3.1.6. — Soit Y x 7 —• T une action de Y sur un arbre réel 7 ; soit CR 
un réseau ferroviaire faiblement réalisé dans 7. Alors ÎR est réalisé dans 7. 

Démonstration. — Soit / une réalisation faible de 3? dans l'arbre T. Soit Ri 
le relevé à H 2 d'un rectangle de Par hypothèse, la restriction de / à ce 
rectangle est une application constante sur les traverses p x [0,1] et monotone 
sur le segment [0,1] x 0. On peut homotoper la restriction f\R{ relativement 
aux côtés verticaux en une application constante sur les traverses, et dont la 
restriction au segment [0, l]x0 soit un paramétrage du segment /(0,0)/(1,0). 

Pour recoller ces homotopies, on utilise le résultat suivant : 

Fait3.1.7.— Chaque rectangle de 3? se relève à M2 en un rectangle plongé. 

Démonstration. — Si le relevé Ri d'un rectangle de 31 n'était pas plongé, 
alors ses deux côtés verticaux s'intersecteraient dans H 2. Choisissons un arc a, 
contenu dans transverse au feuilletage par les traverses et dont les deux 
extrémités sont dans cette intersection. Puisque / est constante sur les tra­
verses, les images des deux extrémités de a seraient égales. Donc l'image f(a) 
serait un point, puisque la restriction de / à a est une application monotone. 
Ceci contredirait que la restriction de / à a est non constante. • 

D'après le fait 3.1.7, chaque rectangle Ri est plongé et d'après la définition 
d'un réseau ferroviaire, deux tels rectangles s'intersectent au plus le long d'un 
intervalle contenu dans un côté vertical. Donc, les diverses applications que 
nous venons de définir sur chacun des rectangles Ri se recollent en une 
application continue f qui est T-équivariante et définie sur la réunion des 
rectangles Ri. Chaque composante du complémentaire de cette réunion est 
une surface dont^le bord est contenu dans la réunion des côtés horizontaux 
des rectangles Ri. Par construction, sur chaque relevé de ces courbes de 
bord les applications / ' et / ont la même image (seules les applications 
diffèrent). Donc, après une homotopie supportée dans un collier autour de ces 
courbes, on peut supposer que les applications / et / ' sont égales sur le 
bord d'un voisinage régulier de la préimage de % dans H 2. On définit alors 
l'application / ' dans le complémentaire de ce voisinage comme égale à / . 

Il nous reste à voir que l'application / ' est une réalisation du réseau fer­
roviaire 3î. Ceci provient directement de la construction. En effet, l'applica­
tion / ' est constante sur les traverses, et injective sur chaque segment contenu 
dans un rectangle de manière transverse aux traverses : les images de deux rec­
tangles qui sont situés de deux côtés différents d'un même aiguillage sont des 
segments de T d'intérieurs disjoints, puisque les images respectives de ces rec­
tangles par / et par / ' sont égales et que cette propriété est déjà vérifiée 
par / . • 
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3.2 Démonstration du théorème 3.1.4 
Pour démontrer le théorème 3.1.4, il nous suffit de voir d'après le lemme 3.1.6 
et le fait 3.1.5, que toute laminât ion géodésique p faiblement réalisée dans T 
est portée par un réseau ferroviaire faiblement réalisé dans T. 

Par hypothèse, la lamination p est réunion d'un nombre fini de géodésiques 
non compactes et du support d'une lamination mesurée p. 

Cette dernière se décompose en la réunion disjointe d'un nombre fini de 
composantes qui sont, ou bien des géodésiques fermées compactes, ou bien des 
minimaux exceptionnels ; chaque bout d'une géodésique de p — p "spirale" sur 
une composante de la lamination mesurée p (fait A.3.7). 

Nous utiliserons l'application / construite dans la démonstration du co­
rollaire 3.1.3 pour montrer que p était faiblement réalisée. 

Il existe alors des arcs plongés Ki C H2/r, transverses à /i, en nombre 
égal au nombre des composantes de p et tels que : 
(i) chaque arc K1 intersecte transversalement une seule composante de p ; 
(ii) l'application / est constante sur chaque relevé à H2 d'un arc 

Ces arcs K1 sont simplement des arcs contenus dans des feuilles de À, qui 
intersectent p et de longueur suffisamment courte de sorte qu'ils vérifient (i). 

Notation. — Si ^ est un point sur une feuille de p, on notera v + T et v — T 
les deux points sur la feuille passant par v, situés à la distance T de v. 

Puisque la lamination p est faiblement réalisée, l'application / est mono­
tone et non constante sur chaque feuille de p. Il existe donc, pour tout v G p 
un temps T(v) > 0 tel que les points v + T(v) et v — T(v) ont des images 
différentes dans T; puisque / est monotone, les images des points v -f t et 
v — t sont alors différentes pour t>T(v). Puisque / est équivariante, continue 
et que le support de p est compact, on peut choisir un réel T > 0 commun à 
tous les points v £p. 

Il existe alors, par continuité, un nombre a > 0 tel que : 

V* > T, A/ve U d(f(v - t), f(v + t))>a. 

Chaque demi-géodésique contenue dans une feuille de \x — /2 s'accumule sur 
une composante minimale de fi (fait A.3.7) : choisissons sur chaque feuille l 
de [i — Jl un intervalle de longueur supérieure à 2T. On peut supposer, 
quitte à les rétrécir, que les arcs ^ sont disjoints de ces intervalles ke. 

Considérons un arc qui intersecte une composante de JX qui est un 
minimal exceptionnel (cf. A.3). Soit £ une feuille de p qui intersecte 
soit p G £n Ki. Puisque c'est une feuille d'un minimal exceptionnel, l n'est 
pas compacte. Donc, quitte à remplacer l'arc par un arc plus petit qui 
contient p, on peut supposer que chacun des deux intervalles [p — 2T, p[ C £ 
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et ]p,p + 2T] C £ n'intersecte pas K1. Par continuité toute feuille £' qui inter­
secte K>i en un point p' contenu dans un voisinage V(p) de p dans vérifiera 
la même propriété, c'est-à-dire que les intervalles \p' — 2T,p'[ et ]p',p' + 2T] 
contenus dans la feuille de /x passant par le point p' n'intersectent pas â . 
On remplacera l'arc â  par ce voisinage que nous noterons toujours 

On ne peut pas faire la même construction avec l'arc â  transverse à 
une composante de fi qui est une feuille compacte, pour la simple raison que 
la feuille compacte en question peut très bien avoir une longueur inférieure 
à 2T. Soit 7 G T un élément représenté par cette feuille compacte : puisque 
la lamination /x est faiblement réalisée dans T, la distance de translation de 
l'élément 7 dans 7 n'est pas nulle. Donc la distance dans 7 entre l'image 
d'un relevé de â  situé sur l'axe de 7 et celle de son translaté par 7 n'est 
pas nulle, égale exactement à la distance de translation ¿(7) de l'élément 7 
dans 7. 

Notons pour chacun des arcs â , nf et K~ les deux côtés de dans 
la surface S : on considérera un point de &f fl /x comme un vecteur unitaire 
tangent à /x. 

Pour chaque point x de Acf fl /x, la demi-feuille de fi qui est issue dans 
la direction x intersecte en un premier point x' ; par continuité les demi-
feuilles de ¡1 issues dans une direction voisine intersecteront nf la première 
fois dans une direction voisine. Ainsi on obtient deux intervalles fermés IXJ et 
Ix> contenus dans K>f ou K~ qui ont la propriété que chaque demi-feuille issue 
de Ix intersecte une première fois en un point de Ix> et réciproquement. 

Si ces intervalles sont choisis suffisamment petits et si leurs extrémités sont 
disjointes de /x, les intervalles Ix et Ix> sont les deux côtés verticaux d'un 
rectangle Rx image de [0,1] x [0,1] par une immersion qui identifie au plus 
deux intervalles sur les côtés verticaux; la trace de /x sur ce rectangle est 
transverse aux traverses et l'intersection /xni?x est contenue dans [0,1] x ]0,1[ 
(cf. figure 3-3). 

Pour chaque vecteur x G nf fl (/x — fi), l'argument est toujours valable à 
condition que la demi-feuille de /x issue de x rencontre l'arc /q. Si ce n'est plus 
le cas, elle rencontre une première fois un autre intervalle en un point xr. 
On considère alors un intervalle Ix C ttf tel que l'intersection Ix fl ¡1 soit 
réduite à p et un intervalle Ix> C dont l'intersection avec ¡1 soit réduite 
à x' (rappelons que les feuilles de /J, — fi sont isolées). 

Finalement chaque point de /x fl (U«f ) est contenu dans l'intérieur d'un 
intervalle Ix C nf ; par construction, les extrémités de ces intervalles sont 
disjointes de /x. La trace des intervalles Ix sur /x D (U/cf) est donc un 
recouvrement ouvert du compact /x fl (Uftf ) dont on peut extraire un sous-
recouvrement fini. En prenant des intersections, on peut se ramener au cas où 
les intervalles de ce recouvrement fini ont des intérieurs disjoints. On obtient 
ainsi des rectangles R{ dont les côtés verticaux sont contenus dans la réunion 
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Figure 3-3 
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des arcs ^ ; par une petite isotopie de ces rectangles, constante sur les côtés 
verticaux, l'intersection de deux tels rectangles est contenue dans un côté 
vertical. La réunion de ces rectangles définit donc un réseau ferroviaire 01. 
Par construction, la trace de la lamination p sur chacun de ces rectangles est 
transverse au feuilletage par les traverses : donc la lamination p est portée 
par le réseau 01. 

Pour terminer, nous allons construire à partir de l'application / qui réalise 
faiblement p une application qui réalise JX. La préimage de 01 dans le disque 
H2 est une réunion de rectangles; soit Ri un tel relevé. Les côtés verticaux 
de Ri sont contenus dans des arcs Hj ; par construction, l'application / est 
constante sur chacun de ces arcs. Donc, l'image par l'application / de chaque 
composante connexe de pD Ri est un segment A1b C T qui ne dépend que 
de Ri. 

Fait 3.2.1. — Les points et bt sont distincts. 

Démonstration. — Si l'un des côtés du rectangle Ri n'est pas contenu dans 
un intervalle K{ tr ans ver se à une feuille compacte de /2, chaque composante 
de pHRi a une longueur supérieure à 2T ; les points et b{ sont distincts 
d'après le choix de la constante T. 

Lorsque les deux côtés verticaux de Ri sont contenus dans uiî arc transverse 
à une courbe fermée 7 de p, l'un des côtés verticaux de Ri est égal au 
translaté de l'autre par l'élément 7. Les points et bi sont donc distincts 
puisque la distance de translation de 7 n'est pas nulle. • 

On définit maintenant une application / ' sur le rectangle Ri en imposant 
que / ' soit constante sur chaque traverse et que sa restriction à une compo­
sante de pf] Ri soit un homéomorphisme sur le segment de T qui joint les 
images par / des deux côtés verticaux de Ri. 

On peut imposer que l'application f soit équivariante sur la préimage 
de Ri. C'est possible puisque les rectangles Ri, s'ils ne sont pas plongés, se 
recoupent au plus le long d'un intervalle contenu dans un côté vertical et que 
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sur les côtés verticaux des rectangles dans la préimage de 3î, l'application / ' 
coïncide avec / . 

Toujours pour^cette dernière raison, les applications / ' définies sur les 
divers rectangles Ri se recollent en une application continue équivariante qu'on 
notera encore / ' . 

Pour prolonger l'application ainsi définie au complémentaire de la réunion 
des rectangles Ri, on considère une triangulation de S telle que la réunion 
des rectangles Ri soit une réunion de 2-cellules. On peut alors prolonger l'ap­
plication / ' définie sur la réunion des rectangles Ri en une application conti­
nue, T-équivariante à valeurs dans T (cf. proposition 8.1.2). Par construction, 
cette application réalise 3?. 

La lamination géodésique /x est portée par le réseau 3?. Donc d'après le 
fait 3.1.5, f réalise /x. Ceci termine la démonstration du théorème 3.1.4. 

Nous utiliserons le théorème 3.1.4 sous la forme suivante : 

Proposition 3.2.2.— Soit 7\ Varbre dual d'une lamination géodésique mesu­
rée X; soit \x une lamination géodésique qui contient le support d'une lamina­
tion géodésique mesurée arationnelle Jl qui intersecte À. Alors /x est réalisée 
dans l'arbre 7X-

Démonstration. — Puisque la lamination mesurée Jl est arationnelle, son 
complémentaire dans /x ne contient qu'un nombre fini de géodésiques et celles-
ci sont toutes non compactes (fait A.3.9). La proposition 3.2.2 découle donc 
du théorème 3.1.4. • 
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CHAPITRE 4 

Laminations géodésiques 
et topologie de Gromov 

Soit T un groupe fuchsien et soit (p̂ ) une suite de représentations fidèles 
et discrètes de T dans le groupe Isom(IH[n) qui converge au sens de Gromov 
vers une action de T sur un arbre réel T. D'après la proposition 2.2.11, si 
7 G T est un élément dont la distance de translation dans l'arbre T est 
non nulle, alors la suite (7)) des longueurs des géodésiques de Hn/pi(r) 
dans la classe d'homotopie de 7 tend vers l'infini. Nous aurons besoin dans la 
démonstration du théorème de la limite double, d'un critère qui permette de 
contrôler la convergence de la suite (¿¿(7)) vers l'infini d'une manière uniforme 
en 7. Pour ceci, nous utiliserons les résultats du chapitre précédent sur la 
réalisation des laminations géodésiques dans les arbres réels et étudierons le 
comportement de la notion de réalisation vis-à-vis de la topologie de Gromov. 

Ce chapitre est consacré à la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 4.0.1.— Soit 7\ Varbre dual d'une lamination géodésique mesurée 
À C H2/]?; soit (pi) une suite de représentations fidèles et discrètes de T 
dans le groupe Isom(Hn) qui converge au sens de Gromov vers l'action de T 
sur Varbre 7X; soit fi une lamination géodésique mesurée arationnelle qui 
intersecte À. Alors, pour tout N > 0, il existe un voisinage V(fl) de fi dans 
l'espace projectif 7MJCJ(S) tel que, pour toutes les géodésiques p! contenues 
dans V(fi) et pour tout i suffisamment grand, on a : 

l1 (u') 
l (u') >N. 

Dans l'énoncé précédent, l'intérieur de la surface compacte S est identifié 
au quotient du demi-plan H2 par le groupe fuchsien T; £(//) désigne la 
longueur de la géodésique p! dans la surface H2/r, £i(p!) désigne la longueur 
de la géodésique de la variété Hn/pi(r) dans la même classe d'homotopie 
que p!. 
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Pour démontrer le théorème 4.0.1, on raisonnera par l'absurde. Il existe 
alors une constante N et une suite de géodésiques (pi) qui tend vers p dans 
7MUS) telles que : 

l1 (u') 
l (u') 

•<N. 

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que les géodésiques pi 
convergent pour la topologie de Hausdorff vers une lamination géodésique p ; 
la lamination p contient le support de la lamination géodésique mesurée p 
(affirmation A.3.2). 

Puisque la lamination p est arationnelle et qu'elle intersecte À, la lami­
nation p est réalisée dans l'arbre TA (proposition 3.2.2). En fait, d'après la 
démonstration du théorème 3.1.4, la réalisation de la lamination p se factorise 
par la réalisation d'un réseau ferroviaire 3? qui porte p. 

La réalisation / du réseau ferroviaire Jl vérifie : 

(i) l'image de chaque rectangle de la préimage de ÍR est un segment non 
dégénéré de T; 
(ii) les images de deux rectangles i?x et R2 qui s'intersectent le long d'un 
intervalle (contenu dans un côté vertical) se recollent en un segment de T. 

La première partie de la démonstration du théorème 4.0.1 consiste à mon­
trer qu'il existe une application T-équivariante ji : H2 —> Hn, avec des pro­
priétés comparables à celles de / . Pour cela, nous allons introduire la notion 
de "réalisation d'un réseau ferroviaire pour une action de T sur l'espace 
hyperbolique". 

4.1 Réalisation d'un réseau ferroviaire dans une variété 
hyperbolique 

Rappelons que la convergence des représentations Pi vers l'arbre 7X au sens de 
Gromov signifie l'existence d'une suite de nombres réels (ŝ ) tendant vers 0 
telle que les fonctions longueurs des actions pi du groupe T sur la variété 
EiW1 convergent vers la fonction longueur de l'action de T sur l'arbre 7X 
(cf. proposition 2.2.3). 

Posons SiW1 = Xi et notons di la distance de X{ ; observons que X{ 
est une variété simplement connexe à courbure sectionnelle constante, égale à 
- 1 / 4 

Soit Dî = {Rj} un réseau ferroviaire contenu dans la surface H2/r. 

Définition.— Soit ô un nombre réel positif inférieur à 7r. Une 6-réalisation 
du réseau % pour Vaction (X^pi) est une application continue, T-équiva-
riante F : M2 -> Xi telle que : 

(i) F est constante sur les traverses des rectangles relevés Rj ; 

52 



4.1 RÉALISATION D'UN RÉSEAU FERROVIAIRE 

(ii) dans chaque rectangle Rj ~ [0,1] x [0,1], la restriction de F à [0,1] x 0 
est injective et son image est une géodésique de X{ ; 
(iii) si deux rectangles R1 et R2 sont situés dans H2 de^deux côtés différents 
d'un même aiguillage K, les géodésiques F^R^ et F(i?2) qui s'intersectent 
au point F(K) ont des vecteurs tangents qui font en ce point un angle contenu 
dans l'intervalle [TT — 6, n]. 

Remarquons tout de suite que si F : H2 —• est une ^-réalisation du 
réseau ferroviaire ft et si 7 est une géodésique dans la préimage d'une géo­
désique 7 portée par le réseau ft, la courbe F(7) se projette dans Xi/Pi(r) 
sur une géodésique brisée F(7)* dont les angles aux coins sont tous dans 
l'intervalle [n — 8, TT] et dont chaque côté a la longueur de l'un des segments 
géodésiques F(Rj). Lorsque 6 est "petit" en fonction du plus petit de ces 
côtés, la géodésique fermée homotope à F(7)* est "proche" de F(7)* et les 
longueurs de ces deux courbes sont du même ordre de grandeur. Cette propriété 
bien connue des variétés de courbure négative sera expliquée à la fin du chapitre 
et entraînera le théorème 4.0.1. 

Si une lamination géodésique p est portée par un réseau ferroviaire ft qui 
est réalisé dans l'arbre T, on aimerait en déduire une ^-réalisation du réseau ft 
pour les actions pQ,Pi), lorsque i est suffisamment grand. Toutefois cette 
dernière propriété ne semble pas nécessairement vraie et on va devoir modifier 
le réseau ft en un nouveau réseau qui porte encore p pour qu'elle le soit. 
Cette modification est l'opération de "subdivision" que nous allons maintenant 
décrire. 

Définition de l'opération de subdivision.— Soit ft = {Rj} un réseau fer­
roviaire portant une lamination géodésique p. Alors, par définition, chaque 
rectangle de ft est l'image du rectangle [0,1] x [0,1] par une immersion qui 
identifie au plus un intervalle de 0 x [0,1] avec un intervalle de 1 x [0,1]. On 
commence par définir les aiguillages d'un nouveau réseau ft' comme les arcs 
1/2 x [0,1], pour tous les rectangles Rj de ft. 

Chaque côté vertical A d'un rectangle Rj intersecte les côtés verticaux 
d'autres rectangles Rk, et éventuellement l'autre côté vertical du rectangle Ri 
en des intervalles d'intérieurs disjoints Ii, ..., Ir,..., Jg. Pour tout point p 
de dlr dans l'intérieur de A, soit kp un arc disjoint de p, transverse au 
feuilletage vertical de Rj, dont une extrémité est le point p et l'autre est dans 
le segment 1/2 x [0,1]. Par découpage de Rj le long des arcs kp, on obtient 
une réunion de rectangles plongés, dont un côté vertical est l'intervalle AC\Ir 
et l'autre côté vertical est contenu dans 1/2 x [0,1]. 

Ne conservons maintenant parmi les rectangles obtenus que ceux qui in-
tersectent la lamination p. Chaque composante de A fl Ir est dans le bord 
d'exactement deux de ces rectangles R). et i?2 ; la réunion de ces deux rec­
tangles (plongés) est un rectangle R'r immergé par une application qui identifie 
éventuellement deux intervalles contenus dans les côtés verticaux; en fait, R'r 
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est un rectangle plongé sauf dans le cas où ses deux côtés verticaux sont conte­
nus dans la même traverse, auquel cas ils s'intersectent au plus le long d'un 
intervalle. Sur chacun des rectangles R\ et i?2, le feuilletage vertical de 01 
induit un feuilletage en intervalles; ces deux feuilletages se recollent en un 
feuilletage équivalent au feuilletage vertical sur R'r. Par construction, la lami-
nation p intersecte le rectangle R'r transversalement à ce feuilletage vertical 
et est disjointe des deux côtés horizontaux. 

Figure 4-1 

h R2 

A-
kp 

R\ 

P 

I2 
R'i 

Soit Oi' la collection des rectangles R'r (cf. figure 4-1). Tout côté vertical 
d'un rectangle de 01' est contenu dans la traverse médiane d'un rectangle 
de 01 ; après une isotopie, deux rectangles quelconques de 3?' s'intersecteront 
uniquement le long de leurs côtés verticaux. Alors 01' est un réseau ferroviaire 
qui porte p : nous l'appellerons la première subdivision de 01 le long de p . 

Proposition 4.1.1. — Soit 7\ l'arbre dual d'une lamination géodésique mesurée 
À C H2/r et soit (pi) une suite de représentations de Y dans Isom(Hn) qui 
converge vers l'arbre 7\ au sens de Gromov; soit p une lamination géodési­
que qui contient le support d'une lamination arationnelle p qui intersecte À. 
Alors, pour tout 6 > 0, il existe io(ô), tel que si i> io(ô), la lamination p 
est portée par un réseau ferroviaire %f qui est 6-réalisé pour l'action (Xi, pi). 

Cette proposition reste vraie lorsqu'on suppose, plus généralement, que p 
est formée d'un nombre fini de géodésiques non compactes et du support d'une 
lamination géodésique mesurée. Mais comme nous ne l'utiliserons que lorsque p 
est arationnelle, nous ne la démontrerons que dans ce cas. La démonstration 
dans le cas général suivrait exactement la même démarche. 

Démonstration. — Le support de la lamination mesurée arationnelle p est un 
minimal exceptionnel (fait A.3.8). D'après la démonstration du théorème 3.1.4, 
on peut supposer que la lamination p est portée par un réseau ferroviaire 01 
qui a un seul aiguillage K et qui est réalisé dans l'arbre TA. 

Toujours d'après la démonstration du théorème 3.1.4, l'aiguillage K est une 
transversale de p contenue dans une feuille de À', pour un certain épaississe-
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ment À' de À. Rappelons que dans la construction du réseau ferroviaire 31, 
on peut choisir comme aiguillage K une transversale de /î, contenue dans 
n'importe quelle feuille de À'. 

Soit p G 7\ le point fourni par la proposition 2.2.3. D'aprèsJa description 
de l'arbre T ,̂ le point p est l'image d'une certaine feuille de A' par l'appli­
cation canonique H2 —• TA. Choisissons l'aiguillage K contenu dans l'image 
de cette feuille sur la surface H2/T. 

Le réseau 3£ étant construit à partir de cet aiguillage, soit 3J' la première 
subdivision de 3? le long de ¡1 ; nous allons maintenant construire, lorsque i 
est suffisamment grand, une ^-réalisation de 3ï' pour les actions (X^pj). 

Soit / la réalisation de 3î et choisissons dans le revêtement universel H2, 
un relevé H de K de sorte que p = /(ft). 

Nommons les deux côtés dej.'arc K dans H2 respectivement côté positif et 
côté négatif : un rectangle de 3ï sera dit positif ou négatif selon qu'il est issu 
de H du côté positif ou du côté négatif. 

Alors, puisque / est une réalisation du réseau 3?, dans T, les images 
par / d'un rectangle positif et d'un rectangle négatif sont deux segments 
non dégénérés de T qui s'intersectent uniquement au point p. 

Rappelons que dans le revêtement universel El2, chaque rectangle relevé Rj 
est plongé (fait 3.1.7). Puisque l'application / est équivariante et que le réseau 
ferroviaire 3î a un seul aiguillage, chaque rectangle de la préimage de 3î qui 
intersecte K, a l'un de ses côtés verticaux contenu dans l'arc H et l'autre 
contenu dans un translaté gÇH) de cet arc. 

Soit S C T l'ensemble fini des éléments g tels qu'un rectangle dans 3? qui 
intersecte K, intersecte aussi g(lV) ; un élément de S sera dit positif ou négatif 
selon que le rectangle en question est positif ou négatif. 

Soit s > 0 une constante que nous préciserons plus tard. 
D'après la proposition 2.2.3, il existe i0 = io(e) et un point Pi G Xi tel 

que pour tout i > z0, on ait, lorsque g et g' appartiennent à S U {Id} : 

\dMPi),9'(Pi))-d{g(p),g'{P))\<e. 

Si gi et gi sont deux éléments de S respectivement positif et négatif, on a 
dans l'arbre 7\ : 

d(gj {p),gJ'(p)) = d(gj (p), p) + d{p, g3' (p)), 

donc pour i > i0 : 

d(gj {p),gJ'(p)) = d(gj (p), p) + d{p, g3' (p)),d(gj {p),gJ'(p)) 

En particulier, 

ditffoilPi) + difagJ (pA) - 3e < <L(o»(pA g> (Pi)). (1) 
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Supposons maintenant que la constante e vérifie : 

10e< m = mî{d(p,g(p))\g ES}-

Pour i > i0, les distances di(g(pi^Jpi) pour g G S sont supérieures à m — e 
et on aura donc, lorsque g3 et g* sont deux éléments respectivement positif 
et négatif : 

supl^frO.pO.di fo . / fo) )} < W ( f t ) , / ( P i ) ) - (2) 

La constante e étant fixée comme ci-dessus, on a : 

Lemme 4.1.2.— Pour g3; e S; soit ^ milieu de la géodésique Pig3(Pi). 
Alors si g3 et g3 sont deux éléments respectivement positif et négatif, les 
angles aux sommets z\ et z\ du triangle Piz\z\ tendent vers 0 lorsque i 
tend vers l'infini. 

Démonstration. — Pour i>i0, on a : 

\d(gj(Pi),9j'(Pi)) - d(^(Pi),ft) ~ d(Pi,g3'(Pi))\< 3 - . (3) 

Les distances d(g3(pi),pi) pour g3 G S sont toutes supérieures à 9^/^. Donc 
l'inégalité (3) dit que dans le triangle g3{pi)pig3 (p*), le défaut dans l'inégalité 
triangulaire est "petit" par rapport aux longueurs des côtés. 

D'après le lemme 2.2.6, on sait que parmi tous les triangles ABC, qui sont 
rectangles en S, la quantité \d(A,B) + d(B,C) — d(A,C)\ est majorée par 
une constante indépendante des longueurs des côtés. 

Notons Pi la projection orthogonale du point Pi sur la géodésique passant 
par les points g3(pi) et g3 (p^. On a donc : 

d(Pi,gf(Pi)) = d(pi,pi) + dfagffa)) + O(l), 

et 

d(Pi,gj'(Pi)) = d(Pi,Pi) + d(Pi,/(Pi)) + O(l). 

Pour déduire des deux inégalités ci-dessus une majoration de la différence 

d(g3(Pi),g3'{Pi)) - d(g3{pi),Pi) - d(pi,g3'(pi)) , 
deux cas peuvent se produire selon que la projection Pi est contenue ou non 
dans l'intervalle [g3(Pi)g3 (Pi)]-

Premier cas. — p{ £ [g3 {pi)g3' (p^)]. 
Alors on aurait, par exemple : 

d(Pi,gj'(Pi)) > d(gi(Pi),Pi) + d(gi(Pi),/(Pi)) + O(l). 

Puisque les distances d(pi,g3(pi)) sont minorées par 9e/si, on aurait donc 
pour i suffisamment grand : 

d(gj(Pi),gj'(Pi)) < d(g3\pi),Pi). 
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C'est impossible d'après l'inégalité (2). 

Deuxième cas. — p{ e [gj(Pi)gJ' (Pi)]. 
On a alors : 

WiPil/iPi)) - d(gi(Pi),Pi) - d(Pi,/(Pi))\ = 2d(puPi) + 0(1). 

Ainsi pour i suffisamment grand, on a, d'après l'inégalité (1) : 

ld{pilPi)< 
As 
ei 

< 1 
2 
• mf\d(pi,gJ(pi)),d{pi,gJ (pi))} =mÜd(pi,zl),d{pi,zJi )}. 

Considérons le triangle z{piz{ et la projection orthogonale p[ du som­
met pi sur la géodésique passant par les points z\ et z\ . 

La distance du point p{ au segment z\ z\ est inférieure à la distance de Pi 
à Pi. Donc, la projection orthogonale de Py sur la géodésique passant par z{ 
et z{ est dans l'intérieur du segment z\ z{ et 

d(gj (p), p) = 1 
2 mi\d(pi,zi),d(pi,zi )) . 

Considérons alors les triangles z{pip'i et z{ Pip\, tous deux rectangles au 
point Pi. L'égalité des sinus (cf. [Bea]) appliquée au premier de ces triangles 
donne : 

sinhd(^,4) = 
sinhd(p^) 

smpizlp'i 
Donc puisque 

smhd(pi,zi) 
smhdipiipi) 

- > exp(dfe, zl) - dipiip'i)) > exp d(Pi,zi) 
2 

l'angle Pizjpl tend vers 0 lorsque i tend vers l'infini. 
Par le même raisonnement, l'angle Pizj p^ tend aussi vers 0. Ceci termine 

la démonstration du lemme 4.1.2. • 

Nous aurons aussi besoin du complément suivant à la fin de la démonstra­
tion du théorème 4.0.1. 

Complément 4.1.3.— Toujours sous l'hypothèse que 10e < m, et avec les 
notations du lemme J^.1.2, la distance di(z\,z\ ) est supérieure à m/3, pour 
tout i suffisamment grand. 

Démonstration. — On raisonne avec les triangles Piz\p'i et Piz\ p\. 
L'inégalité triangulaire donne : 

di(zl,p'i) > di(pi,zl) - di{pi,p'i) > 1 
2 

di(Pi,zJi) > m — e 
4 
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Ajoutée à la même inégalité pour le triangle p{zj p!:, elle entraîne que : 

di{z3i,zî ) > m — e 
2 > m 

3 
Nous allons utiliser les deux résultats précédents pour démontrer la proposi­
tion 4.1.1 et construire une « -̂réalisation du réseau 3ï' pour l'action {X^pi). 

On commence par construire une réalisation du réseau 3? pour l'action 
(J*Q, ; ce ne sera pas une ^-réalisation pour un petit <$, mais nous montre­
rons comment obtenir à partir d'elle une ô-réalisation de la première subdivi­
sion 3?' de tt. 

Rappelons que chaque rectangle de la préimage de 3? qui rencontre K a un 
côté vertical dans K et l'autre dans l'image #J(/S), pour un élément g3 G S; 
nommons Rj un tel rectangle. Le relevé du paramétrage de chaque rectangle 
de 3î est un difféomorphisme du produit [0,1] x [0,1] sur un rectangle de la 
préimage de 3î (fait 4.1.4). 

Pour gj G S, envoyons un rectangle Rj de 3ï dont les côtés verticaux 
sont dans K et dans g^(n), sur la géodésique de Xi dont les extrémités 
sont Pi et gj(Pi), par une application constante sur les traverses et qui induit 
sur l'intervalle [0,1] x 0 un paramétrage à vitesse constante de la géodésique 
VitfiPi)- Cette application se prolonge de manière unique en une application 
continue à valeurs dans JQ, T-équivariante et définie sur la réunion des 
rectangles de 3?. Cette application se prolonge à son tour en une application 
continue équivariante fi : H2 —> Xi, car Xi est contractile. L'application fi 
est une réalisation du réseau 3£, mais rien ne permet de contrôler si c'est 
une ^-réalisation pour un petit 6. 

Tout rectangle de la préimage de 3?' est équivalent, modulo l'action de T 
sur H2, à un rectangle R' dont l'intérieur intersecte /£; les côtés verticaux du 
rectangle R' sont contenus dans les traverses médianes de deux rectangles Rj 
et Rjt où gi et gi sont deux éléments respectivement positif et négatif de S-

Par construction, le feuilletage par les traverses du rectangle R'ji'est autre 
que la trace du feuilletage par les traverses des rectangles Rj et Rjt. 

Considérons alors la restriction de la réalisation f{ au rectangle R! de . 
C'est une application constante sur les traverses, mais l'image fi(R') est la 
réunion des deux géodésiques z\ p{ et Pizj, où z{ et z{ sont les milieux 
respectifs des segments Pig3(Pi) et Pig* (p^. Cette image n'est donc pas une 
géodésique, mais une géodésique brisée au point p{ = /¿(/5). 

Par une homotopie constante sur les côtés verticaux de i?', déformons 
l'application fi sur chaque rectangle de la préimage de 3?' en une application, 
constante sur les traverses et qui paramètre à^yitesse constante le segment 
géodésique z\z\ . Puisque les rectangles de 3?' s'intersectent au plus sur 
les côtés verticaux, sur lesquels la nouvelle application coïncide avec ces 
modifications sur tous les rectangles de la préimage de %' se recollent en 
une application continue, constante sur les traverses et T-équivariante. Cette 
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Rj 
R' 

N 
R1 

9j{Pi) 

Pi 

z3 4 
9ï(Pi) 

Fi(R') 
Figure 4-2 

application se prolonge à son tour en une application Fi de H 2 dans X{ qui 
est une 8' -réalisation du réseau *Jl' dans Xi pour une certaine constante S' 
(cf. figure 4-2). 

Affirmation4.1.4.— Pour tout 8 G ]0,7r[, il existe io(8), tel que si i> io(8), 
on a : 

(i) l'application Fi est une 6-réalisation de D?' dans Xi; 
(ii) il existe une constante m! > 0 telle que les longueurs des géodésiques 
Fi(R') sont supérieures à m!, pour tout rectangle R' de %'. 

Démonstration. — Soit 8 > 0. Il nous suffit de montrer que si R[ et R'2 sont 
deux rectangles de 3?' ŝitués de deux côtés différents d'un aiguillage H!les 
géodésiques images de R[ et R'2 font un angle au point F^K') qui appartient 
à l'intervalle [ir — 8, n]. 

La constante s étant choisie inférieure à m/10, où m > 0 est un minorant 
des longueurs des segments fi(R), appliquons le lemme 4.1.2. 

Pour tout (5, il existe alors i0(6) tel que pour i > i0(<5), les angles aux 
sommets zj et z\ des triangles z\piz\ qui apparaissent dans la construction 
de l'application Fi sont inférieurs à 6/2, pour tous les rectangles dans la 
préimage de %'. 

Par construction, si l'aiguillage /?' est contenu dans le rectangle Rj, où 
gj G S est un élément négatif, on a : Fi(HF) = z{ et l'image de l'un des 
rectangles R[ ou R'2, par exemple R[, est la géodésique z{z{ . Le vecteur 
tangent au point Fi(H') de cette géodésique fait donc un angle inférieur à 6/2 
avec le vecteur unitaire tangent v à la géodésique gj{Pi)Pi au point z{. Mais 
alors, l'image du rectangle È2 fait un angle au point Fffi) avec le vecteur — v 
qui est inférieur à 8/2. D'où la première partie de l'affirmation 4.1.4. 

L'image par Fi de chaque rectangle de È est isométrique à une géodésique 
z\ z\ , où g3 et g3 sont deux éléments de S respectivement positif et négatif. 
Le complément 4.1.3 entraîne alors la deuxième partie de l'affirmation 4.1.4. 

• 

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.1.1. • 
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La suite (/^) converge vers une lamination géodésique /i pour la topologie de 
Hausdorff. La lamination /x contient le support de /x (affirmation A.3.2). 

Plaçons-nous dans la situation fournie par la proposition 4.1.1 où le réseau 
ferroviaire 31' porte /x. On a alors : 

Lemme 4.2.1.— Il existe un voisinage V(/x) de la lamination /x dans Vespace 
des laminations géodésiques muni de la topologie de Hausdorff, tel que toute 
lamination géodésique contenue dans V(/x) est portée par le réseau 31'. 

Démonstration. — La lamination /x est portée par 31'. Donc elle est contenue 
dans la réunion des rectangles de 31' et la trace de /x sur chaque rectangle 
~ [0,1] x [0,1] de 31' est contenue dans [0,1] x ]0,1[. Par définition de la 
convergence de Hausdorff, il en est de même pour toutes les laminations géo­
désiques dans un voisinage de fj, : elles sont contenues dans la réunion des 
rectangles de 31' et leur intersection avec chaque rectangle de 31' est contenue 
dans [0,1] x ]0,1[. 

L'angle entre une traverse de 31' et une feuille de fi est minoré par une 
constante non nulle ; il en est de même pour les laminations géodésiques dans 
un voisinage de /x, ce qui garantit que ces laminations sont transverses au 
feuilletage par les traverses. 

Donc, toutes les laminations dans un voisinage de /x pour la topologie de 
Hausdorff sont portées par 31'. • 

Soit 7 une géodésique fermée portée par 31' ; rappelons que ¿(7) désigne 
la longueur de 7 pour la métrique hyperbolique de référence sur la surface 
H2/r. 

Soit R'j un rectangle de la famille 31' ; la longueur de tous les segments de 
l'intersection de 7 avec R'j est majorée par une constante £j, indépendante 
de 7. 

Donc on a : 

4.2 Fin de la démonstration du théorème 4.0.1 
Supposons, en raisonnant par l'absurde, que le théorème est faux. Il existe 
alors une constante N et une suite de géodésiques (/x$) qui converge vers /2 
dans l'espace 0>M£j(S) telles que : 

li (ui) 
l (ui) 

<N 

*(7)< M cAj)L , 

où Cj(7) désigne le nombre de composantes connexes de l'intersection de 7 
avec le rectangle Rj, c'est-à-dire le "nombre de passages" de 7 dans le 
rectangle R'j. 

Soit 6 > 0 une constante inférieure à 7r/4 qui sera fixée dans toute la suite. 
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Appliquons la proposition 4.1.1. Pour i > i0(<5), soit Fi : H2 —» Xi 
une <5-réalisation de J?' qui vérifie en outre les conclusions de l'affirma­
tion 4.1.4. 

Si 7 est une courbe fermée portée par 3?', la courbe ^(7) se projette 
dans la variété JQ/p^r) en une courbe fermée F*(7) dans la même classe 
d'homotopie que 7. La projection F*^) est une géodésique par morceaux, 
réunion de segments géodésiques de longueur ^ , où tj est la longueur dans 
la variété Xi de l'image par Fi d'un rectangle relevant Rj. L'angle de F* (7) 
en chacun de ses coins, appartient à l'intervalle [vr — £,7r]. 

La longueur de la courbe F*^) est égale à : 

W ( 7 ) ) = 2>fr )* î -7K,> (3) 

Notons ^¿(7) la géodésique fermée de Xi/pi(T) qui est librement homo-
topeà 27(7). 

Le lemme suivant sera démontré dans la dernière section de ce chapitre. 

Lemme 4.2.2.— Pour toute constante 0 < rj < 1, il existe io(v) tel Que> si 
i>io(rj) et si Fi est une 6-réalisation de 31' dans X{ on a, pour toute courbe 
fermée 7 portée par 3?' : 

£(F,(7))>> NL (i?(7)). 

Voyons maintenant comment ce résultat permet d'obtenir une contradiction 
et de démontrer le théorème 4.0.1. 

Appliquons-le avec la constante 77 = 1/2 par exemple. D'après le lemme 
4.2.2, pour i > z0, on aura donc, pour toute géodésique fermée 7 portée 
par : 

£(F ,(7))>^(i?(7)). 

Puisque la métrique de Xi/piÇT) n'est pas la métrique hyperbolique de 
courbure constante —1, mais la métrique hyperbolique contractée d'un fac­
teur £i? on a donc : 

4 ( 7 ) > ^ ' ( * ? ( 7 ) ) . 

Donc, d'après la formule (3) et l'affirmation 4.1.4, on a : 

Si on pose i = sup{^ }, on a donc : 

^ c , ( 7 ) m ' > ^ ^ c , ( 7 K , > ^ ( 7 ) . 
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Donc, pour i > z0, toute géodésique fermée 7 portée par le réseau ferro­
viaire 3?' vérifie : 

1 mf 
m > 2^7-^(7)- (3) 

Pour i suffisamment grand, les géodésiques u1 sont portées par R' d'après 
le lemme 4.2.1. Donc l'inégalité (3) fournit une contradiction puisque la suite 
(et) tend vers 0. 

Ceci termine la démonstration du théorème 4.0.1. • 

Remarque. — Comme il n'y a qu'un nombre fini de laminations géodésiques ¡1 
qui contiennent le support de fi (cf. appendice), on déduit de la démonstration 
du théorème 4.0.1 qu'il existe un voisinage V(/x) de la lamination p dans 
J)M/C(S') tel que la suite ¿¿(7)/̂ (7) tend vers l'infini uniformément sur les 
multicourbes 7 contenues dans V(/x). 

4.3 Démonstration du lemme 4.2.2 
Le lemme 4.2.2. résulte du résultat bien connu suivant, où la constante 6 est 
fixée, inférieure à 7r/4. 

Proposition 4.3.1.— Soit M une variété hyperbolique complète; soit c C M 
une courbe fermée, réunion de segments géodésiques de longueurs supérieures 
à L, et dont l'angle en chaque coin appartient à l'intervalle [TT — 6,TT]. Alors, 
pour toute constante 0 < rj < 1, il existe une constante L(rj) telle que si 
L > L(rj), la courbe c est homotope à une géodésique fermée c de longueur 
supérieure à rj£(c), où £(c) désigne la longueur de la courbe c. 

Notons que les constantes qui entrent en jeu sont indépendantes du nombre 
de segments géodésiques qui forment la courbe c. 

La proposition 4.3.1 entraîne immédiatement le lemme 4.2.2, dès que i est 
suffisamment grand. En effet, les longueurs i\ des segments qui composent 
F* (7) sont supérieures à une constante m! ̂  0 (affirmation 4.1.4), et donc 
les longueurs des ces segments pour la métrique hyperbolique de Hn/p^(r), 
supérieures à m! jsi tendent vers l'infini avec i, de sorte qu'on peut appliquer 
la proposition 4.3.1 à la courbe F* (7). 

Démonstration. — Relevons la courbe c à l'espace hyperbolique Hn. 
Nous allons d'abord montrer que si les constantes 6 et L sont respecti­

vement assez petites et assez grandes, la courbe c n'est pas homotope à 0, 
et ne représente pas non plus un élément parabolique du groupe Isom(Hn) : 
puisque dans le cadre du lemme 4.2.2, nous savons déjà que la courbe c n'est 
pas homotope à 0, nous laisserons ce dernier cas au lecteur. 

Considérons un relevé c de la courbe c à l'espace hyperbolique Hn. Si c 
représentait un élément parabolique, c serait invariante par un élément para-
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bolique h qui a un point fixe unique p dans la sphère à l'infini dWn. Menons 
par tous les coins Zi de c la géodésique jusqu'au point q. La courbe c étant 
orientée, on peut alors considérer le triangle où zi+i est le coin sui­
vant Zi lorsqu'on parcourt la courbe c en suivant l'orientation. 

La démonstration du lemme suivant est laissée au lecteur (voir la démons­
tration du fait 4.3.4). 

Fait 4.3.2.— Soit 0 < 6 < TT/2. Il existe une constante Ci(6) telle que si 
Vangle en Zi du triangle Zi_x^%V est supérieur à n/2 et si le côté ZiZi_x a 
une longueur supérieure à Ci(6), alors, Vangle en z^i du même triangle 
est inférieur à TT/2 — 6 et l'horosphère centrée en p qui passe par Zi_i est 
extérieure à celle passant par Zi. 

On déduit de ce résultat que, si les segments ZiZi+1 ont tous une longueur 
supérieure à C1 (6), alors les angles zi+1ZiP sont tous compris entre n/2 — 6 
et 7r/2. En effet, dans le cas contraire, puisque les angles aux coins de la 
courbe c appartiennent à l'intervalle [TT—5,7r], l'angle ^- i^îP par exemple se­
rait supérieur à TT/2. D'après la première partie du fait 4.3.2, l'angle ^-2^-iP 
serait supérieur à TT/2. Mais alors, en itérant ce raisonnement, la deuxième 
partie du fait 4.3.2 dirait que le point z{ "s'éloigne" du point p lorsque i tend 
vers — oo, contredisant que la courbe c est invariante par un élément fixant 
le point p. 

Dans le même esprit que le fait 4.3.2, on a (cf. fait 4.3.5) : 

Fait4.3.3.— Pour tout 0 < 6 < n/2, il existe une constante C2(6) telle que 
si ZiZi+ip est un triangle dont les angles en Zi et zi+i sont compris entre 
7r/2 — 6 et TT/2, la longueur du segment 2^+1 est inférieure à C(6). 

On voit donc que si la longueur de chaque côté de la courbe c est supérieure 
à sup{C1(6), C2(<5)}, alors c ne peut pas représenter un élément parabolique 
du groupe Isom(Hn). 

On va utiliser un raisonnement du même type pour démontrer la propo­
sition 4.3.1. Soit c* la géodésique de Hn ayant les mêmes extrémités que la 
géodésique brisée c qui relève c. Considérons les points z[, projections or­
thogonales sur la géodésique c* des coins ^ de la courbe (orientée) c. Les 
quadrilatères gauches ^¿^^¿-1^-1 ^e ^n sont rectangles aux points z[ et 
z'i_1. Avec ces notations, on a (cf. fait 4.3.2) : 

Fait 4.3.4.— Soit 0 < 6 < TT/2. Il existe une constante C3(6) telle que si le 
côté ZiZi_i du quadrilatère ziz/iz/i_1Zi_i a une longueur supérieure à C3(6) et 
si l'angle en Zi est supérieur à n/2 + 6/2, alors l'angle en zi_1 est inférieur 
à TT/2 —6/2 et la distance rf(^_1,^_1) est strictement supérieure à d(zi,z[). 

Démonstration. — Dans le cas contraire, il existerait une suite de contre-
exemples pour lesquels la distance 2^-1 tend vers l'infini. Conjuguons la 
figure par une isométrie de Hn de sorte que le point ^ soit l'origine O de BP. 
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Premier cas. — la suite (d(zi,z/i)) tend vers l'infini. 
Alors, quitte à extraire une sous-suite, la suite des quadrilatères z^zl^z^ 

converge vers un triangle OPQ où P G dW1 est la limite de la suite (z1 - 1) 
et où Q G dW1 est la limite de la suite (z'), qui est aussi la limite de la suite 
(z1 - 1)-Donc, par continuité, la suite des angles en Zi_x des quadrilatères 
ZiZ\z'i-\Zi-\ tend vers 0. 

Puisque le quadrilatère est rectangle en z\, on a : 

d(zuz[) < d{zi,z'i_1). 

D'autre part, l'angle en O est supérieur à 7r/2-h<5/2, par continuité; donc, 
pour i suffisamment grand, l'angle en z{ du triangle z^z^z^ est supérieur 
à 7r/2. Donc, d(zi_1,z[_i) > d{zi,z'i) pour i suffisamment grand. Finalement 
d(zi,zl) < d{zi_l,z[_1). 

Deuxième cas.— la suite (d(zi,zfi)) est bornée. 
Quitte à extraire une sous-suite, les quadrilatères £¿¿¿¿¿-1 -̂1 convergent 

cette fois vers un quadrilatère OPQR, où P G dW1 est la limite de la 
suite (z1 - 1) Q G Hn celle de la suite (z[) et R e (Hn U dWn) celle de 
la suite (z1 - 1) 

Comme précédemment, l'angle en z^ tend vers 0. 
Le point z[_x est contenu dans l'hyperplan totalement géodésique 7 ortho­

gonal à la direction Ziz[ passant par le point z[ ; donc, la distance d(zi_i,zfi_1) 
est supérieure à la distance d(zi_i,<?) de à ?. Puisque l'angle zfizizi_i 
est strictement supérieur à 7r/2, on a : 

d(zi_1,<J>)>d(zi,z'¿). 

Donc, de nouveau : d(zi_i,zfi^1) > d{zi,z'i). 
Dans les deux cas, on voit donc que la suite de contre-exemples n'en est 

pas une. • 

Reprenons la démonstration de la proposition 4.3.1. Si la longueur de 
tous les côtés de la courbe c est supérieure à C3(<5), les angles z^z^i 
appartiennent à l'intervalle [TC/2 — 6/2,n/2 + 6/2]. En effet, si par exemple 
l'angle z'iZiZi-i était supérieur à 7r/2-h<5/2, l'angle ZÍZÍ-IZÍ-I serait inférieur 
à 7r/2 — 6/2, d'après le fait 4.3.4, et donc l'angle z\-\zi-\zi-2 serait supérieur 
à 7r/2 + 6/2. En itérant on trouverait que la suite des distances (d(zi, z[)) est 
strictement croissante lorsque i décroît, ce qui contredirait le fait que c est à 
distance bornée de la géodésique c*. 

Pour terminer, on utilise le résultat suivant dont la démonstration est 
analogue à celle du fait 4.3.4. 

Fait 4.3.5. — Soit 0 < 6 < n/2. Il existe des constantes K > 0 et C4(5) telles 
que si les angles en Zi et zi_1 du quadrilatère ziz/iz/i_1zi_i appartiennent à 
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l'intervalle [n/2 — 6/2,n/2 + 6/2], et si la distance d(zilzi^i) est supérieure 
à C4(6), alors les deux distances d(zi,z!i) et d(zi_1, z\_^) sont inférieures 
à K. 

Pour démontrer la proposition 4.3.1, supposons d'abord que la constante L 
est supérieure à pour i = 1,2,3,4. La longueur de la courbe c se calcule 
comme la somme des longueurs des projections z^z^ des côtés de c, une 
fois que l'on sait que ces projections sont des intervalles d'intérieurs disjoints. 
Pour montrer que c'est bien le cas, considérons deux quadrilatères successifs 
ZiZ^z^Zi-i et ZiZ^z'^Zi+i. Le vecteur tangent à ZiZi+1 (resp. à ZiZ^i) au 
point Zi est proche du vecteur tangent à Ziz'i+1 (resp. à z^^), lorsque les 
longueurs des côtés de c sont assez grandes (cf. lemme 2.2.6). Si les points 
z'i+1 et z\_x étaient situés du même côté du point z\ sur la géodésique c*, 
les vecteurs tangents en Zi des géodésiques ZiZ*i+1 et feraient entre 
eux un petit angle. Donc, on contredirait la propriété de la courbe c que ses 
coins sont compris entre ir — 6 et 7r. 

Soit maintenant rj < 1, et posons L(rj) = sup{Q(<5), 2K/(1 — r])}. 
Alors, si les longueurs des côtés de la courbe c sont supérieures à L(rj), 

on a : 
d(zi, zi - 1). 

d(zi, zi - 1). 
> d(zi,zi_1)-2K 

d(zi, zi - 1). 
>r}. 

Puisque la longueur de la géodésique fermée c, homotope à c est la somme 
des longueurs des projections z ^ _ l 5 on en déduit la proposition 4.3.1. • 
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CHAPITRE 5 

Le théorème de la limite double 

Nous allons appliquer le théorème 4.0.1 pour démontrer une version du "théo­
rème de la limite double" de Thurston [Thu5]. 

Soit S une surface compacte dont l'intérieur est identifié au quotient M2/T 
du plan hyperbolique par un groupe fuchsien F. Dans le chapitre 1, on a défini 
l'espace Q9r(r) des déformations quasi-fuchsiennes de T. Par construction, cet 
espace est naturellement contenu dans l'espace des représentations 3î(r) du 
groupe T dans PSL2(C). 

Le théorème de la limite double donne une condition suffisante pour qu'une 
suite (cr^,cr~) G QjFfT) converge dans CR(r). Il permet de construire des re­
présentations "exotiques" de T dans PSL2(C); des exemples avec des pro­
priétés analogues, avaient été obtenus par L. Bers, mais par des méthodes non 
constructives [Ber]. 

Théorème de la limite double 5.0.1.— Soit Pi = {crf^ï) une suite dans 
QS^r). Supposons que dans la compactification de Thurston de Vespace de 
Teichmûller, on a : ((jf) —> A + et —• A~, pour deux laminations géodé-
siques mesurées A + et X~ qui remplissent la surface H 2 / r . Alors la suite pi 
contient une sous-suite qui converge dans 3l(T). 

Voici une définition de la propriété de remplissage pour des laminations. 

Définition. — Soient A+ et A~ deux laminations géodésiques mesurées conte­
nues dans H 2 /r dont les supports s'intersectent ; on dit qu'elles "remplissent la 
surface H 2/r" si chaque composante connexe du complémentaire de la réunion 
A+ U A~ dans H 2 /r est, ou bien un disque dont la frontière est la réunion 
d'un nombre fini de segments géodésiques, ou bien un anneau contenant un 
cusp de H 2 /r. 

Exemple. — Si A+ et A - sont 2 laminations arationnelles qui s'inter­
sectent, on peut montrer qu'elles remplissent H 2 /r (fait A.3.10). En parti-
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5. LE THÉORÈME DE LA LIMITE DOUBLE 

culier, les deux laminations invariantes À+ et A~ d'un pseudoAnosov rem­
plissent H2/T. 

Mais nous ne développerons pas cette propriété car nous donnerons la 
démonstration du théorème de la limite double uniquement dans le cas où 
les laminations A+ et À~ sont arationnelles (théorème 5.2.1). 

Dans la première section, nous expliquerons un lemme d'Ahlfors qui relie 
les longueurs des géodésiques dans une classe d'homotopie donnée : ^(7), celle 
dans la variété hyperbolique M3/p^+^-^T) et ^(7), ¿"(7), celles dans les 
surfaces hyperboliques cr+ et a~. Ce lemme est utilisé dans la démonstration 
du théorème de la limite double. Nous l'illustrerons en montrant que les parties 
de Q3r(r) de la forme cr+ x T(r) sont relativement compactes dans 3t(r), ce 
qui permet de définir la compactification de Bers de l'espace de Teichmùller 
j(r). 

Dans la deuxième section, nous démontrerons le théorème de la limite 
double dans le cas où les deux laminations £+(^) et ¿"(7) sont arationnelles. 

5.1 Le lemme d'Ahlfors 
Soit (cr+,cr~) G T(r) x T(F). Soit p la représentation dans QJÇT) qui 
correspond à (<T+,cr-) par l'isomorphisme d'Ahlfors-Bers (proposition 1.3.2); 
soient p+, p~ les représentations fuchsiennes respectivement associées à cr+ 
et à <r~. 

Si 7 E T est un élément hyperbolique, on note £p{/y) la distance de 
translation de l'élément /9(7) dans H3; on note respectivement £+(i) et 
£~(j) celle de p+(7) dans H2 et celle de p~(j) dans №. 

Le lemme d'Ahlfors (cf. [Ahll]) dit alors : 

Lemme5.1.1.— On a: ^(7) < 2^1^+(7),¿"(7)}. 

Démonstration. — Montrons par exemple : £p(/y) < 2£+{y). 

Il existe un homéomorphisme conforme / entre le demi-plan supérieur H2 
et la composante ft+(p(T)) du domaine de discontinuité de p(T) qui conjugue 
l'action du groupe fuchsien p+(r) avec celle du groupe p(T). 

Quitte à conjuguer le groupe p+(T) par un élément de PSL2(I&) et le 
groupe p(T) par un élément de PSL2(C), on peut supposer que p+(7) agit 
par l'homothétie z —• e£+^z sur H2 et que p(^) agit par l'homothétie z —> 
e(V7)+"*)z sur fi+(p(r)) (a est la partie rotationnelle de la transformation 
hyperbolique /2(7)). 

La représentation conforme / vérifie alors : 

f(ee+^z) = e^+iah. 
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5.1 LE LEMME D'AHLFORS 

Le domaine fî+(p(r)) contient 0 € C dans sa frontière. Donc, pour tout 
z G M2, la distance du point f(z) à la frontière de /(H2) est inférieure 
à |/(*)|. 

On déduit alors du lemme du 1/4 de Koebe (cf. [Ru]) que la dérivée f 
vérifie : 

№ ) < 1 Z M < A 
l/K*) - i/(z)i - %z • 

Par intégration de cette inégalité sur le segment [i,ee+^ï\ contenu dans 
Taxe imaginaire, on obtient : 

^(7)<2^+(7). 

Le même raisonnement donne aussi : £p(j) < 2£~(/y). • 

Nous allons appliquer ce lemme à la proposition suivante : 

Proposition 5.1.2.— Soit K un compact de T(r). Alors K x T(r) est borné 
dans K(r). 

Lorsque le compact K est réduit à un point, cette proposition permet 
de compactifier l'espace de Teichmiiller : c'est la compactification de Bers. 
Signalons que d'après un théorème de S. Kerckhoff et W. Thurston, cette 
compactification n'est pas "naturelle" c'est-à-dire que l'action du groupe mo­
dulaire Mod(S') sur 7(r) ne s'y prolonge pas continûment à la frontière [KT]. 

Démonstration.— Soit K un compact de T(r). Alors, pour toute struc­
ture dans K et pour toute courbe fermée 7, il existe une constante 
0(7, K) telle que la longueur £a+ (7) de la géodésique de la métrique hyper­
bolique cr+ dans la classe d'homotopie de 7 vérifie : £a+(j) < 0(7, K). 

En effet, par définition de la distance de Teichmiiller sur T(r) (cf. cha­
pitre 1), il existe une constante C(K) telle que pour toute déformation fuch-
sienne <7+ G if, il existe un homéomorphisme du demi-espace H2, qui 
est C(K)-quasi-conforme et qui conjugue l'action du groupe pa+{T) à celle 
du groupe T. 

D'après la proposition 1.3.1, on a donc, pour tout élément hyperbolique 
7GT: 

V ( 7 ) < e 2 C ^ ( 7 ) = c(7,X). (1) 

L'inégalité (1) et le lemme 5.1.1 entraînent que si p = (a+, a~) G Kx T(r), 
ona:V7, lp{i)<c{i,K). 

La proposition 5.1.2 découle alors du lemme suivant. 

Lemme 5.1.3. — Soit (pi) une suite de déformations quasi-fuchsiennes dans 
QS^r) telle que, pour tout 7 G T; il existe une constante 0(7, K) telle que : 
£Pi{l) ^ c(7,X). Alors (p^ contient une sous-suite qui converge dans $(r). 
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Démonstration. — Ce lemme découle des résultats généraux du chapitre 2 
(théorème 2.2.1), mais nous allons en donner une démonstration élémentaire. 
D'autre part, le théorème 2.2.1 ne donne la convergence d'une sous-suite qu'à 
conjugaison près ; la raison pour laquelle on a vraiment convergence dans le 
lemme 5.1.3 est que les représentations dans Q3r(r) sont normalisées (cf. sec­
tion 1.3). 

Rappelons qu'on a choisi deux éléments hyperboliques g et h dans T qui 
engendrent un groupe libre et qu'on a imposé que 0 G C soit le point fixe 
attractif de p(#), oo le point fixe attractif de p(h) et 1 G C le point fixe 
répulsif de p(gh). Montrons dans un premier temps que les représentations pi, 
restreintes au sous-groupe (g, h) engendré par g et h, convergent sous les hy­
pothèses du lemme 5.1.3. Les éléments p(g) et p(h) sont des transformations 
de Möbius qui s'écrivent respectivement : 

z 
z —> et z —» az + b, 

az + ß 

avec \ß\ > 1 et \a\ > 1. 
La distance de translation de l'élément hyperbolique p(g) est égale à log \ß\ 

et celle de p(h), égale à log|a|. Les deux quantités log|/?| et log|a| sont donc 
positives et bornées lorsque p vérifie les hypothèses du lemme 5.1.3. Si de plus, 
la distance de translation de p(gh) est bornée, on en déduit que la quantité 
\ab\ est aussi bornée. 

Dire que p(gh) fixe 1 signifie que : a + b = a(a + b) + ß. Les estimations 
ci-dessus entraînent alors que les quatre coefficients a, b, a et ß sont bornés 
sous les hypothèses du lemme 5.1.3. 

Donc, la suite des restrictions des représentations Pi au sous-groupe (g, h) 
converge, quitte à extraire une sous-suite, vers une représentation p^ ; p^ 
est discrète et fidèle (proposition 1.1.3). En particulier, le groupe Poodg^h)) 
contient deux éléments hyperboliques qui ne commutent pas (fait 1.1.1); no­
tons-les Poo(ra) et Poo(n). Puisque ces éléments ne commutent pas, leurs 
points fixes sont distincts deux-à-deux; ceci signifie, que si G SL2(C) re­
lève Poo(m) et N^ G SL2(C) relève Poo(n), les directions propres de Moo et 
Noo sont distinctes. 

Alors, les quatre matrices M^, M^, N^, Noo sont indépendantes et 
engendrent M2(C). Donc les quatre formes linéaires M —» tr(MM00), M —> 
t^MiVoo), M —> tr(MM^), M —> tr(MAT^), sont indépendantes et en­
gendrent le dual de M2(C). Si Mi, Ni, sont des relevés de Pi(m), Pi(ri), 
les quatre formes définies de la même façon à partir des matrices Mi et Ni, 
convergent vers celles définies à l'aide de Moo et N^. 

Soit (b1,..., bk) un système générateur du groupe T. Pour un élément W 
de ce système générateur, soit B\ un relevé à SL2(C) de Pi(W). Alors la trace 
tr(MiBi) est bornée indépendamment de i. En effet MiB\ relève p^mb3), 
dont la distance de translation est bornée (cf. chapitre 1) ; d'après la formule 
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qui exprime la trace d'une matrice de SL2(C) en fonction de la distance de 
translation de sa projection dans PSL2(C), on voit que la trace tr(MiB3) est 
bornée. De même pour les autres traces : tr(M2i?f ), ti(NiBl) et tr(N?Bj). 

On en déduit que les relevés B\ restent dans un compact de SL2(C). Donc, 
la suite de représentations (pj contient une sous-suite convergente. • 

Ceci termine la démonstration de la proposition 5.1.2. • 

5.2 Un critère de convergence dans l'espace des groupes 
quasi-fuchsiens 

Nous allons montrer la version suivante du "théorème de la limite double". 

Théorème5.2A.— Soit p¿ = (cr^,cr~) une suite dans QjT(r) telle que crf —> 
A+ et a~ —» A~ dans la compactification de Thurston de Vespace de Teichmul-
ler; supposons que les laminations mesurées A+ et X~ sont arationnelles et 
qu'elles s'intersectent. Alors la suite (p¿) contient une sous-suite qui converge 
dans #(r). 

Démonstration. — Nous allons démontrer ce théorème en raisonnant par l'ab­
surde et en utilisant les principaux résultats des chapitres précédents. 

D'après l'une des propriétés de la compactification de Thurston de l'espace 
de Teichmüller T(T) (proposition 1.4.3), il existe une suite de géodésiques 
sans points doubles (7+) (resp. (7^)) qui tend vers A+ (resp. vers A~) dans 
l'espace projectif 7MH{S) et telle que : 

S M U o et S ^ O . 
t(iî) <h , ) 

Ici ¿^(7) (resp. ¿¡"(7)) désigne la longueur de la géodésique 7 pour la mé­
trique AF (resp. cr~ ) et £(7) désigne la longueur pour la métrique de référence 
H2/r sur l'intérieur de S. 

Remarque.— Rappelons que lorsque (F) G Mod(S') est un pseudo-Anosov 
et que la suite AF (resp. A~) est égale à (0*)z(cr) (resp. (</>*)-2(<?)) on 
peut choisir 7/" (resp. 7") égale à la géodésique de H2/r dans la classe 
d'homotopie (0*)*(7) (resp. (</>*)~l(7)), pour une géodésique fermée simple 
7 C M2/r (cf. section 1.5). 

D'après le lemme d'Ahlfors (lemme 5.1.1), on a, en notant ^(7) la distance 
de translation de l'élément p¿(7) dans H3 : 

'FOT) l0 et 4(7D l0 
LINT) *(7f) 

D'après le lemme 5.1.3, si la suite (pi) n'a pas de sous-suites convergentes, 
il existe 7 G T tel que : ¿¿(7) —» 00. 
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5. LE THÉORÈME DE LA LIMITE DOUBLE 

D'après le chapitre 2 (théorème 2.2.2; proposition 2.2.3), il existe une suite 
(€i) —> 0, telle que les actions (^H3,/^) convergent au sens de Gromov vers 
une action du groupe T sur un arbre réel T. 

L'action r x T —> T est à petits stabilisateurs d'arêtes (théorème 2.2.9). 
Pour chaque élément parabolique 7 G T, £¿(7) est un élément parabolique 
(cf. section 1.3) ; donc la distance de translation dans T de 7 est nulle (pro­
position 2.2.11). L'action r x T —•> T vérifie les hypothèses du théorème de 
R. Skora. D'après le théorème 2.1.13, elle est "géométrique" : soit À C H 2 /r 
la lamination géodésique mesurée telle que T soit isomorphe à l'arbre dual 7X 

de A. 
Si la lamination mesurée A+ n'intersecte pas A, elle a le même support 

que A (fait A.3.10). Donc puisque les laminations A+ et A~ s'intersectent, 
l'une de ces deux laminations, par exemple A~, intersecte A. 

D'après le théorème 4.0.1, on a donc, pour tout iV, lorsque i est suffisam­
ment grand : 

li (yi-) 
li (yi-) 

>N. 

Cette contradiction termine la démonstration du théorème 5.2.1. 
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CHAPITRE 6 

Le théorème d'hyperbolisation 
pour les variétés fibrées 

Soit S une surface compacte et 0 G Mod(5) un pseudo-Anosov ; notons Mo 
la variété fibrée sur le cercle obtenue par suspension de (j). Pour construire une 
métrique hyperbolique complète dans l'intérieur de la variété M^, il nous faut 
trouver une représentation du groupe fondamental ^(M^) dans PSL2(C) qui 
soit fidèle et discrète. 

Le groupe fondamental n^M^) est engendré par le groupe 7r1(Sr) et par 
un élément t qui vérifie : 

VsGTr^S), tgt-1 = Mg), 

où 0* désigne l'action de <j> sur le groupe fondamental 7r1(S'). 

Dans la première section, on construit la restriction de la représentation 
cherchée au sous-groupe /7r1(.S') C ^(M^). Dans la deuxième section, on étu­
die certaines des propriétés de cette représentation; on montrera essentielle­
ment que son ensemble limite est toute la sphère C. C'est un résultat assez 
technique, mais fondamental pour pouvoir appliquer le théorème de Sullivan 
dans la section suivante; ce théorème nous permettra de prolonger la repré­
sentation construite dans la section 6.1 à tout le groupe 7r1(M(?!>). Le théorème 
de Sullivan sera démontré dans le chapitre 7. 

Dans la dernière section, on montre le "théorème d'hyperbolisation pour les 
variétés fibrées". D'abord, pour les variétés fibrées sur le cercle, comme M^. 
Ensuite, lorsque la variété M contient une surface compacte qui la découpe 
en la réunion de deux fibres en intervalles : ce cas se ramène au premier par 
un argument de revêtement. 
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6. LE THÉORÈME D'HYPERBOLISATION 

6.1 Construction d'une représentation du sous-groupe TTI(S) 

Identifions l'intérieur de la surface compacte S avec le quotient du demi-espace 
H2 par un groupe fuchsien I\ Si <j> G Mod (S) on note </>* l'action de </> sur 
l'espace de Teichmùller T(r). Notons a "l'origine" Y de T(r) (c'est-à-dire 
la classe de la déformation (Id, Id) ) ; considérons la suite de représentations 
pi G Q9r(r), dont les coordonnées dans le paramétrage d'Ahlfors-Bers sont 
( ( < n - V ) , ( « n > ) ) . 

Soit <f> G Mod (S) un pseudo-Anosov. D'après la proposition 1.5.1 (i), on 
a, dans la compactification de Thurston de l'espace de Teichmùller : 

lim (</>*)"V) = A~ et lim (</>*)*(*) = A+ , 

où A+ et A~ sont les laminations géodésiques mesurées, respectivement stable 
et instable de 0. 

Les laminations A~ et A+ sont toutes les deux arationnelles et s'inter-
sectent (cf. section 1.5 ). 

D'après le théorème 5.2.1, la suite (pi) contient une sous-suite qui converge 
vers une représentation dans Oi(T) ; cette représentation est discrète et 
fidèle d'après la proposition 1.1.3. 

Choisissons un représentant 0* : T —> T de l'action de 4> sur Ie groupe 
fondamental ir\(S) ~ T. 

Lemme 6.1.1. — II existe une constante <j> telle que, pour tout i, il existe un 
homéomorphisme K-quasi-conforme de C vérifiant : 

V7 € r, %{Pi(rv)z) = Pi(^(7))*i(«) • 

Démonstration. — Choisissons un représentant de la classe d'isotopie de </> 
qui induise un difféomorphisme bilipschitz de l'intérieur H2/r et qui fixe le 
point p, image de (0,1) G H2 par l'application de revêtement H2 —> H2/r : 
on peut supposer que <j) agit sur le groupe fondamental 7r1(S',p) ~ Y par 
l'automorphisme O. 

Puisque (/> est bilipschitz pour la métrique hyperbolique, il est if-quasi-
conforme pour une certaine constante K. 

Le choix d'un point dans la préimage de p détermine un relevé de <j>. 
Un relevé privilégié est celm qui fixe le point (0,1) ; c'est un homéomorphisme 
if-quasi-conforme de H2, 0, qui vérifie pour tout 7 G T et pour tout z G H2 : 

£(7(z)) = M-ïM*). 

En particulier, puisque l'automorphisme commute avec toutes ses puis­
sances, on a, pour tout i G Z, pour tout 7 G T et pour tout z G H2 : 

ФШ1ЬШ = Ш\Ф*ЬШ*). 
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6.1 CONSTRUCTION D'UNE REPRÉSENTATION DE 7̂  (S) 

Autrement dit, si on note p\ la représentation de T dans PSL2(M) définie 
par : 7 —> (0*)*(7), l'homéomorphisme 0 de H 2 conjugue, pour tout i, la 
représentation p̂  à la représentation p̂  o . 

De même, le conjugué <f>r de </> par la conjugaison complexe agit sur le 
demi-espace inférieur H 2 et vérifie, pour tout z G H 2 et pour tout 7 G T : 

?'((^)<(7)W) = (0.) i(0.(7))0 ,W-

Donc, l'homéomorphisme O de H 2 conjugue la représentation p\ à la 
représentation p'{ o <̂>*. 

Soit i > 0, et notons p̂  G QSFQT) la déformation quasi-fuchsienne de coor­
données ((</>*)"* (a), (</>*)*(cr)) dans le paramétrage d'Ahlfors-Bers. Le domaine 
de discontinuité du groupe p (̂r) a deux composantes connexes ft+ et il" ; 
il existe une (unique) transformation conforme / + : il+ —» H 2 qui conjugue 
les actions pi et p\ de T. Puisque la frontière de f2+ est une courbe de Jor­
dan, / + se prolonge au bord continûment en un homéomorphisme, d'agrès le 
théorème de Carathéodory. Donc, l'homéomorphisme = ( / + ) _ 1 o <p o /+ 
de il+ se prolonge au bord (proposition 1.2.2 (i)) et conjugue les actions pi 
et pi o (j)^ sur l'adhérence Q+. 

De même, il existe une (unique) transformation conforme de il" vers le 
demi-espace inférieur M2 quî conjugue les actions Pi et p'_{ de T. L'homéo­
morphisme *~ = ( / ~ ) _ 1 0 <f>' 0 f~ de il" se prolonge au bord et conjugue 
les actions pi et pi o ^ sur fî~. 

La frontière de il+ est égale à la frontière de il" : c'est une courbe de 
Jordan. Les homéomorphismes * + et \i>~ coïncident sur cette courbe de 
Jordan : ils se recollent donc en un homéomorphisme $ f de C. 

Par construction, on a : 

*i(Pi(7)(*))=Pi(*.(7))*i(*)-
Donc, ^i conjugue les représentations pi et p ^ o ^ . 

Pour conclure la démonstration, on utilise : 

Sous-lemme 6.1.2.— Pour tout i, l'homéomorphisme est quasi-conforme, 
et admet le même constante de quasi-conformité que 4>. 

Démonstration. — Par construction, la restriction de ^i à chacun des deux 
ouverts il+ et il~ est if-quasi-conforme. 

Puisque la représentation pi est dans QS^r), elle est quasi-conformément 
conjuguée à la représentation Id du groupe T par un homéomorphisme quasi-
conforme F. Il nous suffit de montrer que G = F o ^ o F - 1 est quasi-conforme 
(cf. section 1.2). Or, G est un homéomorphisme de C qui laisse R invariant 
et qui est quasi-conforme dans les demi-espaces supérieur et inférieur. Donc G 
est quasi-conforme (fait 1.2.6) ; par conséquent, est quasi-conforme. 
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L'ensemble limite de Pi(T) est l'image de l'axe réel par un homéomor­
phisme quasi-conforme du plan; il est donc de mesure nulle (fait 1.2.5). Donc 
la constante de quasi-conformité de pi est la même que celle de ses restrictions 
à fi+ et Q~ : \^ est if-quasi-conforme. • 

Ceci termine la démonstration du lemme 6.1.1. • 

Lemme 6.1.3. — Quitte à extraire une sous-suite, les homéomorphismes ^ 
convergent uniformément sur C vers un homéomorphisme K-quasi-conforme 
V oo tel que : 

V7, Vz, *oo(Poc(7)(^))=Poo(^(7))*ocW-

Démonstration. — Rappelons que les représentations p de T contenues dans 
QS^r) sont normalisées aux points 0, 1 et oo (cf. section 1.3) : pour deux 
éléments hyperboliques g, h ET qui engendrent un groupe libre de rang 2, 0 
est le point fixe attractif de p(#), p(oo) le point fixe attractif de h et 1 le 
point fixe répulsif de p(gh). 

Puisque v1 conjugue pi à p ^ o ^ , le point ^¿(0) est le point fixe attractif 
de Pi(4>*(g)), le point ^i(oo) celui de Pi(<fi*(h)) et v1(1) est le point fixe 
répulsif de pi{(j)*{gh)). 

Comme les représentations Pi convergent vers la représentation p ^ , les 
points \I/?(0), \&7(oo) et \P9-(1) convergent vers des points fixes de p^iôAq)), 
=Poo(^(7)) et =Poo(^(7)) 

Remarquons que ces points limites sont trois points distincts de C. En ef­
fet, la représentation p ^ est discrète et fidèle (proposition 1.1.3) et deux quel­
conques des éléments g, h et g h engendrent un groupe libre; leurs ensembles 
de points fixes sont donc disjoints d'après le fait 1.1.1 (i). Alors, puisque les 
homéomorphismes vi sont quasi-conformes avec la même constante de quasi-
conformité, la suite vi contient une sous-suite qui converge uniformément vers 
un homéomorphisme if-quasi-conforme v00 de C (proposition 1.2.2 (ii)). Par 
continuité, yoo vérifie les conclusions du lemme 6.1.3. • 

6.2 Etude de l'ensemble limite de la représentation poo 

Le but de ce chapitre 6 est essentiellement de montrer que l'homéomorphisme 
quasi-conforme voo construit dans la section précédente est conforme. Ceci 
résultera d'un théorème de D. Sullivan, mais nous devrons pour l'appliquer 
comprendre davantage l'ensemble limite du groupe Poo(r) . 

Théorème 6.2.1.— L'ensemble limite du groupe Poo(r) est toute la sphère C. 

Dans la démonstration de ce théorème, nous serons conduits à étudier la 
géométrie des bouts d'une variété hyperbolique (cf. [Bo], [Thul, §8—§9]). 

La conclusion de ce théorème est satisfaite pour toutes les représentations 
Poo qui sont limites d'une suite de représentations dans QJ(T) vérifiant les 
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hypothèses du théorème 5.2.1, mais la démonstration devient alors beaucoup 
plus difficile. La proposition 6.2.2 ci-dessous nécessite par exemple une ap­
proche complètement différente dans le cas général. 

Démonstration. — On raisonne par l'absurde. Soit f]0 une composante du 
domaine de discontinuité fi de pOG(r). On a alors : 

Proposition 6.2.2.— Le sous-groupe G0 de pooCO qui stabilise fi0 est d'indice 
fini. 

Démonstration.— D'après le théorème de finitude d'Ahlfors (cf. section 1.1), 
la surface de Riemann Q/poc(r) est une surface de Riemann de type fini ; donc 
la surface Q0/G0 qui en est une composante connexe est, elle aussi, de type 
fini. D'après le lemme 6.1.3, l'homéomorphisme v00 agit sur fi comme un 
homéomorphisme quasi-conforme et induit donc sur la surface fi/poc(r) un 
homéomorphisme quasi-conforme ty^-

Puisque la surface de Riemann fî/p00(r) n'a qu'un nombre fini de com­
posantes connexes, il existe une puissance non nulle de ^J/̂ , qui laisse 
invariante la surface ft0/G0. 

Puisque v0 conjugue les représentations p^ et PooÔ *, l'automorphisme 
(</>*)fc agissant sur Poo(r) envoie G0 sur un conjugué de G0. 

Fait 6.2.3.— G0 est un sous-groupe non trivial de Poo(r). 

Démonstration. — Supposons qu'on ait : G0 = {Id}. Alors, comme la projec­
tion ft0 —> ÇLQ/GQ est conforme, c'est un isomorphisme conforme et donc la 
surface fi0 eŝ  une surface de type fini. Puisque ft0 est une surface planaire, 
fî0 est alors conformément équivalente au complémentaire d'un ensemble fini 
de points dans C. On en déduit que l'ensemble limite L(pao(r)) contient des 
points isolés, ce qui est impossible pour un groupe non élémentaire (cf. sec­
tion 1.1). • 

Lemme 6.2.4. — Le groupe fondamental de chacune des composantes du bord 
dM(pOQ(T)) = fl/p^ÇT) s'injecte par l'homomorphisme d'inclusion dans 
Poo(r), le groupe fondamental de la variété M(pOQ{T)). 

Démonstration.— Sinon, d'après le théorème du lacet (cf. [He]), il existe un 
disque proprement plongé D dans M(pOG(r)) dont le bord est une courbe 
non homotope à 0 sur dM(pOQ(T)). Si s est suffisamment petit, le disque D 
est disjoint des composantes de la partie £-mince de M(pQO(r)). En parti­
culier, il est disjoint de la partie e-cuspidale. Or la représentation p^ en­
voie les éléments paraboliques de Y sur des éléments paraboliques; donc ce 
disque D fournit une décomposition non triviale du groupe Poo(r) ~ ni(S) 
en un produit libre ou en une HNN-extension au-dessus du groupe trivial telle 
que les éléments représentant les courbes de dS sont contenus dans des fac­
teurs de cette décomposition. Une telle décomposition ne peut exister pour le 
groupe TTI(S). • 
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Donc le groupe G0 est égal à l'image du groupe fondamental de O0/G0 
dans Роо(Г) par Phomomorphisme d'inclusion. Puisque fi0/Poo(L) est une 
surface de type fini et de caractéristique d'Euler strictement négative, le groupe 
G0 est de type fini et non cyclique; c'est un sous-groupe de Роо(Г) invariant, 
à conjugaison près, par l'action de (ф*)к. 

Pour conclure, nous allons utiliser le résultat suivant, remarqué par Albert 
Fathi. 
Lemme 6.2.5. — Soit ф G Mod(S') un pseudo-Anosov ; alors tout sous-groupe 
G С Г de type fini, non cyclique, et invariant à conjugaison près par une 
puissance non nulle de ф*, est d'indice fini. 

Démonstration. — Considérons le revêtement SG — M2/G de la surface 
Н2/Г. Puisque le groupe G est de type fini, SG est une surface (éventuelle­
ment non compacte) dont le groupe fondamental est de type fini. Puisque le 
groupe G n'est pas cyclique, il n'est pas élémentaire, et on peut considérer 
le coeur de Nielsen C{G) С SG c'est une surface complète, de volume fini 
et à bord géodésique. Pour démontrer le lemme ci-dessus, il suffit de montrer 
que С (G) est égal à SGl c'est-à-dire que le bord de С (G) est vide; car alors 
le volume de SG est fini et G est donc d'indice fini dans Г. 

Puisqu'un conjugué de l'automorphisme (ф*)к préserve G, l'homéomor-
phisme фк de Н2/Г se relève en un homéomorphisme фк de SG en induisant 
sur le groupe fondamental de SG l'action de (ф*)к sur G. 

Si on a : dC(G) Ф 0, alors, SG — С (G) est réunion d'un nombre fini d'an­
neaux. Donc, il existe une puissance non nulle (0*)n de (ф*)к qui laisse inva­
riantes les classes de conjugaison représentées par les géodésiques de dC(G). 
Comme aucune puissance d'un pseudo-Anosov ne laisse invariante une classe 
de conjugaison représentée par un élément hyperbolique (cf. section 1.5), on 
voit donc que le bord de C{G) est nécessairement vide. • 

Donc, d'après le lemme 6.2.5, le groupe G0 est d'indice fini dans рсю(Г). 
Ceci termine la démonstration de la proposition 6.2.2. • 

Soit Г' С Г le sous-groupe d'indice fini tel que G0 = Роо(Г') ; soit S' la 
surface compacte, revêtement fini de S de groupe fondamental Г'. 

Par restriction à Г', les représentations pi définissent des éléments de 
QjF(r') qui convergent vers la représentation p^ dans l'espace des représen­
tations #(Г'). 

L'ensemble limite de р^Г ' ) est égal à l'ensemble limite de Роо(Г) car Г' 
est d'indice fini dans Г (cf. section 1.1). Donc fï0 est aussi une composante 
du domaine de discontinuité de рос(Г/) ; de plus elle est invariante. Comme, 
d'après le lemme 6.2.4, fl0 est simplement connexe, la surface de Riemann 
fio/PooCO a le même type d'homotopie que H2/Г'. La représentation p^ 
envoie les éléments paraboliques de Г sur des éléments paraboliques. Donc, 
si h G Г' est parabolique, Poo(/i) Pest aussi : il lui correspond alors un cusp 
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de type Z dans M(pOQ). D'après la proposition 1.1.6, l'intersection du cœur 
de Nielsen de M^^) avec ce cusp contient un anneau proprement plongé; 
donc, la surface de Riemann il0/poo(T/) a en fait le type d'homotopie propre 
de H2/r'. 

Puisque cette dernière surface est de type fini, il existe alors un homéomor-
phisme quasi-conforme entre les surfaces H2/r/ et fi0/Poo(r'); cet homéo-
morphisme se relève en un homéomorphisme quasi-conforme de H2 sur fi0 
qui conjugue les actions de T' et de p^ÇT'). 

Fixons une constante 6 > 0. L'image de la surface O0/poo(r/) par la 
rétraction r6 est une surface E$ de classe C1 contenue dans M^^r7)), 
qui est le bord d'une variété convexe Nô (cf. section 1.1) ; toutes les géodési-
ques fermées de M(p00(T/)) sont contenues dans N6 et l'inclusion de Sô dans 
N6 induit un isomorphisme au niveau du groupe fondamental. Si e est choisi 
suffisamment petit, les seules composantes de la partie £-mince de M(pOG(r/)) 
que T,6 intersecte sont les cusps (de type Z) correspondant aux composantes 
du bord de S'. 

Notation .— Notons L(c) la longueur d'une courbe c C M(pOQ(T/)) ; pour 
simplifier, nous noterons aussi, pour 7 G f, L(y) = ZPoo(l) la longueur 
de la classe de conjugaison 7 pour la représentation p^, c'est-à-dire, 0 si 
Pcxd(t) est parabolique, et la distance de translation de p^ (7), si Poo(7) est 
un élément hyperbolique. 

Par construction, la puissance (j)k du pseudo-Anosov </> laisse invariant à 
conjugaison près le groupe V. Nous noterons ip G 3Vtod(5") le relevé de (j)k 
à S'. D'après la proposition 1.5.2, I/J est pseudo-Anosov; on note et A'_ 
ses deux laminât ions invariantes. 

Soit & l'ensemble des géodésiques fermées sur la surface H2/r/. On a : 

Proposition 6.2.6. — Pour tout élément 7 G G', il existe une constante C = 
(7(7) telle que : 

VneZ, Z((V0n(7))<C 

Démonstration.— Soit 7 G Par construction, la représentation p^ res­
treinte à r' est la limite dans #(r') d'une sous-suite (pik) de la suite (pi) G 
QJ(r'). 

Le pseudo-Anosov ij) agit sur l'espace %{Tf) par p —> p o fa = V>(p)-
Cette action est continue pour la topologie naturelle sur ^(r'), c'est-à-dire la 
topologie algébrique. 

Donc pour tout n G Z, il existe in > \2n\ tel que la représentation V>n(Poo) 
soit proche de Vn(p*n)> au sens Que : 

\^{Poo)in) ^ V(^n)(7) ^ 2V(^)(7) • 
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Mais la représentation ipn(pin) est conjuguée à la représentation quasi-
fuchsienne p'n dont les coordonnées dans le paramétrage d'Ahlfors-Bers sont : 

((V^-i"->0,W '*)i"- 'V)) • 

Puisque in > \2n\ on a : 

lim (tp*)-^-n(a') = A'_ et lim M*)<»_'V) = A' , 

dans la compactification de Thurston de l'espace de Teichmûller T(r'). 
D'après le théorème de la limite double (théorème 5.2.1), la suite p'n est 

bornée dans ft(r'), et donc la suite ij)n{pin) est bornée à conjugaison près. 
Donc, d'après le choix de in, la suite L((^*)n(7)) est bornée. • 

Choisissons une géodésique fermée 7 C H2/r/ sans points doubles. 
Notons maintenant 7* la géodésique de N6 représentant la classe de 

conjugaison C0*)n(7) lorsque cette classe de conjugaison est représentée par 
un élément hyperbolique dans N6. Notons 7n la géodésique dans la classe de 
conjugaison (^*)n(7) tracée sur la surface munie de la métrique induite. 

Nous allons commencer par montrer que les courbes 7n, sauf au plus un 
nombre fini, sont homotopes à des géodésiques dans Nè. 

Lemme 6.2.7. — Avec les notations précédentes, il n'y a qu'un nombre fini de 
courbes dans la suite (7n) qui sont représentées par des éléments paraboliques 
de Poo(T'). 

Démonstration. — Nous utiliserons le résultat suivant : 

Sous-lemme 6.2.8. — Soient g± et g2 deux courbes simples et non homotopes 
contenues dans qui sont représentées toutes les deux par des éléments 
paraboliques dans p^ÇT') ; alors le nombre d'intersection de gi et de g2 est 
nul. 

Ici, le nombre d'intersection i(g\,g2) entre les courbes gx et g2 désigne 
le minimum du cardinal de l'intersection entre deux courbes qui leur sont 
isotopes ; c'est aussi le nombre de points d'intersection géométrique, comptés 
avec multiplicité, entre les géodésiques qui leur sont homotopes. 

Démonstration. — Homotopons sur la surface chaque courbe g{ à une 
courbe fermée q de sorte que les courbes cx et c2 s'intersectent transversa­
lement et que le nombre de leurs points d'intersection soit égal à i(g\,g<2). 

Si Ci est parabolique, alors il existe une application continue fi : S1 x 
[0,1] —» N6, transverse au bord telle que : fi(S1xO) = c^ et telle que fiiS1 x 1) 
soit une courbe dans le bord d'une composante Q de la partie £-cuspidale de 
Nô. Notons Ai l'image de cette application. Après une homotopie constante 
sur un voisinage de S1 x 0, l'intersection de chacun des anneaux A{ avec 
la composante Ci est réduite à la courbe /̂ (S'1 x 1). Par une perturbation 
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constante sur le bord, on peut en outre supposer que ces anneaux sont en 
position transverse l'un par rapport à l'autre : alors la préimage fî1(A2) 
(resp. f2

1(Ai)) est une réunion Kx (resp. K2) de courbes fermées et d'arcs, 
immergés dans S1 x [0,1]. 

Puisque les classes de conjugaison des courbes c\ et c2 sont distinctes, les 
composantes du bord de la partie cuspidale de iWXp^r')) qui contiennent 
respectivement f^S1 x 1) et /2(S 1 x 1) sont distinctes. On en déduit que les 
arcs contenus dans Ki et K2 ont leurs deux extrémités dans S 1 xO. 

Supposons, en raisonnant par l'absurde, que les courbes cx et c2 aient 
une intersection non vide; il existe alors un arc kx dans Kx et un arc k2 

dans K2 tel que /1(^1) = /2(^2)- Chaque arc fi(kj) est homotope à un 
arc contenu dans q par une homotopie contenue dans constante sur le 
bord. En recollant ces deux homotopies, on obtient une courbe fermée sur 
formée d'un arc dans cx et d'un arc dans c2 qui borde un disque dans la 
variété Ns ; puisque le groupe fondamental de S ô s'injecte dans celui de iV ,̂ 
cette courbe borde aussi un disque dans la surface M Ceci contredit que les 
deux courbes cx et c2 étaient en position d'intersection minimale. • 

Ce résultat entraîne le lemme 6.2.7. En effet, d'après ce lemme, les courbes 
7 n homotopes à des éléments paraboliques sont alors disjointes. Deux de ces 
courbes ne sont jamais homotopes, puisqu'elles diffèrent par une puissance du 
pseudo-Anosov (cf. section 1.5). Le lemme 6.1.1 découle donc du fait qu'on ne 
peut tracer qu'un nombre fini de courbes simples disjointes et non homotopes 
sur la surface M puisque celle-ci est homéomorphe à l'intérieur d'une surface 
compacte. • 

Remarque. — L'argument utilisé dans la démonstration du sous-lemme 6.2.8 
montre aussi que tout élément parabolique de Poo(r') est représenté par une 
puissance d'une courbe simple sur 

Corollaire 6.2.9. — Avec les notations ci-dessus, pour toute constante C > 0, 
il n'y a qu 'un nombre fini de géodésiques 7* qui sont à une distance inférieure 
à C de la surface 7*. 

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que la surface £$ est 
compacte (c'est-à-dire que Sf est fermée). Alors, puisque la longueur des géo­
désiques 7* est majorée, si une infinité (7^ ) de ces géodésiques est à une 
distance inférieure à C de S^, cette infinité est contenue dans un même 
compact K C N$. Le rayon d'injectivité de Nô est minoré sur le compact K 
par une constante strictement positive. Donc la longueur des géodésiques 7*. 
est minorée. Elle est aussi majorée d'après la proposition 6.2.6. D'après le 
théorème d'Ascoli, il existerait deux géodésiques différentes 7*. et 7*. qui sont 
voisines ; elles sont alors homotopes et donc égales. C'est impossible puisqu'une 
puissance non nulle d'un pseudo-Anosov ne peut laisser invariante une classe 
de conjugaison représentée par une géodésique fermée (cf. section 1.5). 
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Lorsque la surface E$ n'est pas compacte, ses bouts sont proprement plon­
gés dans des composantes cuspidales de M(pOQ(Tf)) (cf. section 1.1). Aucune 
des géodésiques 7* ne peut être entièrement contenue dans une composante 
de la partie cuspidale de M(pOG(r/)) d'après le lemme de Margoulis. Donc, 
puisque la longueur des courbes 7* est majorée, si une infinité de termes de la 
suite 7* est à une distance inférieure à C de E^, ces géodésiques sont conte­
nues dans un même compact de Ng. On conclut alors comme précédemment. 

• 

Nous allons maintenant obtenir une contradiction (à l'existence d'un do­
maine de discontinuité pour le groupe p^ÇT)) en utilisant le "lemme du 
nombre d'intersection" de Thurston [Thul, §9] qui dit que si deux géodésiques 
sont situées "suffisamment loin" dans le même bout d'une variété hyperbo­
lique qui a le type d'homotopie d'une surface, alors leur nombre d'intersection 
(homotopique) est "petit" par rapport à leur longueur. 

D'après le lemme 6.2.7, pour \n\ suffisamment grand, toutes les courbes 7n 
sont homotopes à des géodésiques fermées 7* dans Nô. 

Proposition 6.2.10. — Soient 7̂  et 7̂  deux courbes de la suite (7n) homotopes 
à des géodésiques 7* et 7? telles que : 

(i) 7* et 7* sont à une distance supérieure à D de la surface E6 ; 
(ii) 7* et 7? sont à une distance supérieure à 1 Vune de Vautre; 

alors, on a : 
i(ryi,yj)<ce-DH>Yi)L(7j), 

pour une constante c indépendante des courbes 7^ 7̂  et de D. 

Démonstration. — Nous suivrons la démonstration donnée par Francis Bona-
hon du lemme du nombre d'intersection [Bo]. 

Fixons une constante 0 < 6' < 8 ; on peut approcher la surface E$ par 
une surface E, contenue dans le collier entre E$ et E^, qui est convexe, 
totalement géodésique par morceaux et proche de £$ au sens que son plan 
tangent (là où il est défini) est proche de celui de E$. Alors, d'une part, la 
surface E est le bord (convexe) d'une variété V C N6. D'autre part, les fibres 
de la rétraction r# sur £$/ intersectent E en un seul point et de façon presque 
orthogonale ; on définit à partir de cette observation un homéomorphisme (une 
projection) de E^ sur E tel que l'image de toute courbe c C £5 est une 
courbe cf C E, homotope à c dans N$ et qui vérifie : L(cf) < aL(c), pour 
une constante a indépendante de c. 

Considérons la projection 7̂  de 7$ sur la surface E; on a: £(7 )̂ < aL^). 
On peut donc approcher la courbe 7̂  par une courbe géodésique par morceaux 
(toujours notée 7̂ ) de sorte qu'on ait toujours : 

l(tO < oL(7i); (i) 
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on peut supposer en outre que j[ et 7J s'intersectent transversalement et que 
le nombre de leurs points d'intersection est égal à ¿(7^77). 

D'après (1), il nous suffit de démontrer la proposition 6.2.10 en remplaçant 
dans l'énoncé les courbes 7̂  par ces courbes 7̂ . 

Fixons une constante positive s inférieure à e~ce(3), où £(3) est la 
constante de Margoulis de dimension 3 et où C majore les longueurs des 
géodésiques de la suite (7*) (proposition 6.2.6). 

Alors, si une géodésique 7* intersecte une composante de la partie £-mince 
de la variété M(pOQ(T/))J elle est entièrement contenue dans la composante 
concentrique de la partie e(3)-épaisse. Donc, d'après le lemme de Margoulis 
(cf. section 1.1), si une géodésique 7* intersecte une composante de la par­
tie ^-épaisse, c'est l'âme d'une tube de Margoulis. 

Nous allons décrire une homotopie particulière entre la courbe j[ et la géo­
désique 7*. Soit hi : S1 x [0,1] —> N$ une homotopie entre les paramétrages 
des courbes j[ et 7*. Considérons une triangulation T de l'anneau S1 x [0,1] 
dont le 0-squelette est contenu dans le bord et inclut les coins de 7̂  (et donc, 
en particulier, les intersections de 7̂  avec les coins de E). On peut alors 
homotoper h{, par une homotopie constante sur le bord de sorte qu'elle soit 
géodésique sur toutes les arêtes de T. Par une nouvelle homotopie, on obtient 
une homotopie fi qui est totalement géodésique sur chaque triangle de la 
triangulation T. Par une nouvelle perturbation des courbes j[ et 7J, on 
peut supposer que les deux applications fi et fj obtenues sont en position 
transverse. 

Observons que la convexité de V entraîne que l'image de fi est contenue 
dans V. 

Soit Ai l'anneau S1 x [0,1] muni de la métrique induite par /i. Cette 
métrique est donc de courbure —1 dans l'intérieur; chaque composante de 
son bord est géodésique par morceaux et s'identifie à l'une des courbes j[ 
ou 7*. 

Par hypothèse, la distance mesurée sur Ai entre deux points sur des 
composantes différentes du bord est supérieure à D. On a : 

Fait6.2.11. — L'aire de l'ensemble des points de Ai dont la distance à 7̂  est 
supérieure à D est inférieure à 3e~RL{^'ij. 

Démonstration. — Par construction, l'anneau Ai est réunion de triangles 
hyperboliques géodésiques qui ont un sommet sur 7̂  (ou sur 7*) et le côté 
opposé sur 7* (ou sur 7 )̂. 

Pour un triangle dont un côté est un segment k C 7̂ , l'aire de l'ensemble 
des points situés à une distance supérieure à D de k est inférieure à e~DL(k) : 
on voit ceci facilement par un calcul en coordonnées polaires autour du sommet 
opposé à k. Un triangle dont un côté est un segment k* C 7* a une aire 

83 



6. LE THÉORÈME D'HYPERBOLISATION 

inférieure à L(fc*). Donc l'aire de l'ensemble des points de Ai situés à distance 
supérieure à D de 7.' est inférieure à : 

L(70<2e-"L(yu). 

Comme, par hypothèse, la distance entre tout point de 7̂  et tout point de 7* 
est supérieure à Z), la projection orthogonale (dans l'anneau A{) de 7̂  sur 7* 
a une dérivée dont la norme est inférieure à 1/cosh(D) en tout point. Donc, 

Lhî) < 1 
cosh(D) L(70<2e-"L(7O. 

Ceci démontre le fait 6.2.11. • 

La préimage de l'intersection fi(Ai)nfj(Aj) est une réunion de courbes et 
d'arcs immergés dans Ai et Aj. Chaque point dans l'intersection 7̂  fl 7j 
est extrémité d'une ligne de points doubles; cette ligne de points doubles 
termine sur un point du bord de Ai ou sur un point de l'intérieur de Ai. Par 
l'argument que nous avons utilisé dans la démonstration du sous-lemme 6.2.8, 
cette ligne ne peut terminer sur un point de j[ fl 7j puisque les courbes j[ 
et 7J s'intersectent de façon minimale. 

Donc, à chaque point de 7̂  fl 7J, on associe un point qui est contenu 
dans Ai fl /?T1(7j) ou dans Aj D /J~1(7*) : cette application est injective. 
Pour démontrer la proposition 6.2.10, nous allons donc majorer le cardinal de 
Ai H /r1(7*) et celui de Aj D /r1(7?). 

Munissons le produit 7* x de la métrique produit des deux métriques 
riemanniennes induites. Alors, on a : 

Lemme 6.2.12.— Soient (x,y) et {x*\yr) deux points de 7* x Aj tels que : 
x = fj(y) et x' = fj{y'). Alors 

(i) d{x,x')>e/2 et d{y,y')>e/2; 
(ii) le rayon d'injectivité de la métrique de Vanneau Aj au point y est supé­
rieur à e/2. 

Démonstration.— Pour démontrer (i), on raisonne par l'absurde en distin­
guant deux cas. 

Premier cas. — ¿(7*) > £> 
On peut joindre les points x et x' par un arc k* C 7* de longueur 

inférieure à e/2. On peut aussi les joindre par un arc k C fj(Aj) de longueur 
inférieure à e/2. 

La réunion de ces deux arcs est une courbe de longueur inférieure à e. 
Cette courbe est disjointe de la partie £-mince d'après le choix de e (voir le 
début de la démonstration de la proposition 6.2.10) et puisqu'on a : L(7*) > e. 
Elle borde donc un disque dans V. 
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6.2 ETUDE DE L'ENSEMBLE LIMITE DE p< 

En utilisant les arcs de points doubles qui joignent x et x7 à des points 
de jl fl , on contredit alors que les courbes 7̂  et 7J s'intersectent de façon 
minimale (cf. lemme 6.2.8). 

Deuxième cas. — L(l*) — £> 
On produit deux arcs k et k* comme dans le premier cas. Leur réunion, 

qui est une courbe de longueur inférieure à e, est donc homotope à un multiple 
de la géodésique 7*, puisqu'elle intersecte la partie £-mince. Quitte à rajouter 
à l'arc k* un multiple convenable de la géodésique 7*, la courbe kUk* est 
homotope à 0. En utilisant les deux arcs de points doubles issus de x et 
de x' on obtient deux arcs, l'un contenu dans 7j, l'autre dans 7̂  homotopes 
à extrémités fixes dans V, et donc aussi dans E par incompressibilité. Puisque 
les courbes j[ et 7' sont en position d'intersection minimale, on obtient encore 
une contradiction. 

Pour voir (ii), supposons en raisonnant par l'absurde qu'il existe deux géo­
désiques distinctes ki et k2 issues de y de longueur inférieure à e/2 et ayant 
les mêmes extrémités. Alors /j(&i) U fj(k2) est une courbe fermée de V, 
homotope à une puissance non nulle de 7J (car la métrique sur l'anneau Aj 
est de courbure négative), et de longueur inférieure à e. D'après le lemme de 
Margoulis, 7* est l'âme d'une composante de la partie £-mince ; 7* intersecte 
cette même composante et y est donc entièrement contenue. C'est impossible 
puisque 7̂  et 7' ne sont pas homotopes. • 

Pour montrer la proposition 6.2.10, supposons dans un premier temps que 
¿(7*) > e. Alors en tout point (x, y) G 7* x Aj tel que x = fj(y), la 
boule B(x,y) de rayon e/4 est plongée (lemme 6.2.12). Comme la variété 
7* x Aj est localement isométrique à R x H2, le volume de cette boule est 
une constante v(e). D'après le lemme 6.2.12 (i), les boules B(x,y) centrées 
en des points (x, y) différents sont disjointes. Puisque le volume du produit 
7* x Aj est inférieur à L(7*)(L(TJ) + ¿(7^)), le cardinal de Aj H/"1 (7*) est 
inférieur à 

1 

v(e) 
-L(7*)(L(70 + ^ ( 7 * ) ) < 

4e~D 
v(e) 

L(7*)(L(70 Y). 

Lorsque ¿(7*) < e, alors deux points distincts y et y' dans l'intersection 
Aj n/~1(7*) sont à une distance supérieure à e/2 dans Aj d'après le lemme 
6.2.12. Ces points sont à une distance de 7J supérieure à D; d'après le 
fait 6.2.11, le volume de cette partie de Aj est inférieur à 3e~DL(^j). 

Les boules de rayon e/4 centrées aux points de /_1(7*) sont plongées et 
disjointes (lemme 6.2.12). Donc si c(e) est le volume de la boule de rayon e/4 
dans l'espace hyperbolique H2, le cardinal de AA D f^hf) est inférieur à : 

3e~D 
de) L (ytu). 
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Si m est un minorant pour la longueur des géodésiques fermées non homotopes 
à 0 sur E, la proposition 6.2.10 est donc vérifiée pour la constante : 

c = inf 3e~D 
mc(e) 

Ae~D 
v(e) 

On déduit donc de la proposition 6.2.10 et du corollaire 6.2.9 : 

lim inf 
z—>oo,j—* —oo 

*(7i>7j) 
L (7i>7j) = 0. 

La longueur L^) est celle de la géodésique de E qui représente la classe 
de conjugaison 7i = (-0*)z(7). La métrique induite sur la surface E est 
équivalente à la métrique de référence sur la surface H2/r', il existe une 
constante A telle que, pour tout 7 e C', on ait : 1,(7) < A£(i), où ¿(7) 
est la longueur pour la métrique de référence H2/r;. 

On a donc : 

lim inf 
i—>oo,j—> — 00 

*(7ii7rf) 
%i)«(7j) 

= 0 (1) 

Or, on a : 
lim 

i—>+oo 
7» = À7, et lim ¿—+—00 

Ae 
Ae~D 

= A'_, 

pour la topologie de l'espace des laminations mesurées MU (S ) (proposi­
tion 1.5.1). 

Comme les laminations et A'_ s'intersectent, on en déduit (fait A.3.11) : 

lim inf 
i—++oo,j-^—oc 

*(7»,7j) 
Ae~D (iu=) 

¿0. 

Cette contradiction avec (1) entraîne au bout du compte que le domaine de 
discontinuité du groupe Poo(r) est nécessairement vide. • 

6.3 Construction d'une représentation du groupe ^ ( M ^ ) 
L'homéomorphisme de C construit dans la section 6.1 est quasi-conforme. 
Nous allons montrer en fait : 

Proposition 6.3.1.— L'homéomorphisme de la section 6.1 est une trans­
formation de Môbius. 

Démonstration. — Le coefficient de Beltrami de est défini presque partout 
par : 

M*oo)(*) = 
Ae~D 

Ae~D 
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6.3 CONSTRUCTION D'UNE REPRÉSENTATION DE 7ri(Afy) 

Dire que V0 est une transformation de Möbius équivaut à dire que son 
coefficient de Beltrami est nul presque partout (proposition 1.2.1). 

Raisonnons par l'absurde pour montrer la proposition 6.3.1. Soit £ le 
support de /i^oo) ; supposons que la mesure de Lebesgue de £ est non nulle. 
La relation de commutation 

*oo(Poo(7)(*)) = Poo(0.(7))(*oo(*)) 
dit dans un premier temps que £ est invariant par PooCO mais entraîne aussi 
que pour tout élément g G PooOO, on a : 

M*ooOSW)=M*ooW). 

On a donc, pour tout élément g G Poo(r) (cf. section 1.2) : 

M*oo°p(*))^=M*oc(z)). 

Définissons un champ de droites mesurable 7 sur £ de la façon suivante. 
Soit 7(z) la droite passant par z G £ qui fait un angle | axgp(^¡00)(z) avec 
l'axe des x. Alors 7 est un champ de droites mesurable sur £, invariant par 
le groupe Poo(r). 

Admettons le théorème suivant de D. Sullivan qui sera démontré dans le 
chapitre 7. 

Théorème 6.3.2.— Soit G C PSL2(C) un groupe kleinien dont Vensemble 
limite est égal à toute la sphère C. Alors, il n'existe pas de champ de droites 
mesurable défini sur un borélien de mesure non nulle de C et qui soit invariant 
par G. 

Ce théorème fournit immédiatement une contradiction : l'homéomorphisme 
Vl/oo est donc une transformation de Möbius. • 

Notons Poo(¿) la transformation de Möbius ty^-
Pour tout 7 G T ~ 7r1(S'), on a donc : 

Poo(*) ° Poo(7) ° Pcx) W"1 = Poo(</>*(7)) • 

Donc, l'application du produit libre TTI(S) * (t) qui coïncide avec 
sur TTI(S) et qui vaut Poo(̂ ) sur le générateur t du groupe cyclique (t) induit 
une représentation du groupe fondamental 71̂  (M^). 

Lemme 6.3.3. — La représentation p^ est fidèle et discrète. 

Démonstration.— Considérons la variété hyperbolique M(poc(r)), quotient 
de l'espace hyperbolique H3 par le groupe kleinien Poo(r). Puisque l'élément 
Poo(t) normalise Poo(r) dans PSL2(C), son action sur H3 passe au quotient 
en une isométrie de M(p00(r)). 
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Sous-lemme 6.3.4.— Soit G C PSL2(C) un groupe kleinien non élémentaire. 
Alors le groupe des isométries 3(G) de la variété hyperbolique complète M(G) 
est un groupe discret pour la topologie de la convergence uniforme sur les 
compacts. 

Démonstration. — Puisque G est non élémentaire, la variété M(G) contient 
au moins deux géodésiques fermées (cf. fait 1.1.1) distinctes. Soit L la longueur 
d'une géodésique fermée dans M (G). 

L'ensemble S(L) des géodésiques de longueur inférieure à L est discret : 
tout compact K C M (G) ne rencontre qu'un nombre fini d'éléments de 5{L). 
D'autre part, le groupe 3(G) laisse l'ensemble 9(L) invariant. Il nous suffit 
donc de voir que le sous-groupe JC de 3(G) qui laisse invariante une géodési­
que c G 9(L) est discret. Considérons l'ensemble des géodésiques de longueur 
immédiatement supérieure à la longueur de c ; c'est encore un ensemble discret 
de géodésiques, invariant par 3(G). Celles qui sont le plus proches de c forment 
un ensemble fini, laissé invariant par toute isométrie de Jc. En particulier, 
l'ensemble des plus courts segments géodésiques entre la géodésique c et l'une 
de ces géodésiques est un ensemble fini, invariant par 3C. On en déduit que 3C 
est un groupe fini puisque tout élément de 0C est déterminé par son action 
restreinte à c et par son action sur un vecteur orthogonal à c. • 

Le sous-lemme 6.3.4 entraîne que l'élément p^t) agit discrètement sur 
M(Poo(T)). 

Supposons que p^t) agisse sur M(poc(r)) comme un élément d'ordre 
fini n. Puisque pour tout 7 G ^(5), on a : Poo(inlt~n) = Poo ((</>* )n (7) )> et 
puisque la représentation p^ restreinte à 71̂  (S) est fidèle, on aurait alors, pour 
un élément g G TT1(S) : (</>*)n(7) = <77<7-1- Ceci est impossible car un pseudo-
Anosov ne laisse aucune classe de conjugaison invariante (cf. section 1.5). Donc 
poo(t) agit sur MÇp^ÇT)) comme une isométrie d'ordre infini. 

Donc p0 est une représentation fidèle : puisque tout élément de TT^M^) 

s'écrit comme un produit g = ¿"7, si on avait Poo(tn7) = Id, alors, Poo(t) 
agirait sur M(pOG(r)) comme un élément d'ordre fini. 

De même la représentation p^ est discrète. S'il existait deux suites (n^), 
(7i) avec Poo(̂ ni7i) ~> Id dans PSL2(C), alors la suite Poo(tni) agissant 
sur M(p(r)) tendrait vers l'identité. Donc la suite (n )̂ serait bornée. Alors 
puisque la représentation p|7r1(5) est discrète, la suite t71*^ serait une suite 
finie, ce qui est impossible. 

Ceci termine la démonstration du lemme 6.3.3. • 
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6.4 Démonstration du théorème d'hyperbolisation pour les 
variétés fibrées 

Soit M une variété orientable de dimension 3 compacte, irréductible et ator-
oïdale ; supposons que M contienne une surface connexe orientable, compacte, 
proprement plongée, incompressible et de caractéristique d'Euler négative qui 
la découpe en un fibre en intervalles. Nous voulons montrer que l'intérieur 
de M porte une métrique hyperbolique complète de volume fini. 

On distingue deux cas, selon que la surface S disconnecte ou ne disconnecte 
pas. 

Premier cas. — S ne disconnecte pas M. 
Alors la variété obtenue en découpant (M, dM) le long de (5, dS) est un 

fibre en intervalles qui contient deux copies de S dans son bord. Puisque M 
est orientable, ce fibre est difféomorphe au produit S x [0,1] ; la variété M est 
donc difféomorphe à la suspension M0 d'un certain difféomorphisme <j> de S 
qui préserve l'orientation. 

A difféomorphisme fibre près, M0 ne dépend que de la classe d'isotopie du 
difféomorphisme </>. 

Dans le chapitre 1, on a rappelé que tout difféomorphisme <j> de S est, à 
isotopie près, de l'un des trois types suivants : 

(i) <j> est d'ordre fini ; 
(ii) </> laisse invariante une réunion de géodésiques fermées, plongées et dis­
jointes de H2/T; 
(iii) (j) est pseudo-Anosov. 

Si le difféomorphisme </> est d'ordre fini, le feuilletage en intervalles de 
S x [0,1] se recolle en une fibration de Seifert sur M ; la base de cette fibration 
de Seifert est le quotient S/(j). On voit alors facilement que la variété M ne 
peut être simultanément irréductible, atoroïdale et suffisamment grande. 

Si (j) laisse invariante une collection 7 de courbes fermées plongées dans 5, 
comme dans (ii), la suspension de ces courbes est un tore plongé T dans M. 

On voit que ce tore T est incompressible, par exemple en considérant sa 
préimage dans le revêtement infini cyclique de M^, difféomorphe au produit 
S x ] — 00,00 [ : le relevé de T dans ce revêtement est le produit 7 x ] — 00,00 [. 
Puis, dans le revêtement universel de M^, ces anneaux se relèvent en des 
plans de sorte que l'inclusion de T dans M induit une injection du groupe 
fondamental ; aucun de ces plans n'est homotope dans dS x ] — 00,00[ puisque 
les composantes de 7 ne sont pas homotopes dans dS par définition. La 
variété M n'est donc pas atoroïdale dans ce cas. 

Donc la seule possibilité pour la monodromie est d'être pseudo-Anosov. 
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Nous avons vu dans la section précédente qu'il existait alors une représen­
tation fidèle et discrète p du groupe fondamental ir^M^) dans PSL2(C). On 
a donc un isomorphisme entre le groupe fondamental de M et celui d'une 
variété hyperbolique complète M(p(7r1(M(f>))) ; cet isomorphisme se réalise 
par une équivalence d'homotopie / , puisque M0 et M{p{-K1{M(f)))) sont des 
tf(7T,l). 

Si la variété M est fermée, l'équivalence d'homotopie / est homotope à 
un difféomorphisme d'après un théorème de Stallings ([St], [Wa]). 

Lorsque le bord de M n'est pas vide, chaque composante de dM est un 
tore; l'image du groupe fondamental de ce tore par la représentation p est 
un sous-groupe parabolique de PSL2(C) puisque c'est un sous-groupe discret 
abélien de rang 2 de PSL2(C). Considérons, pour une constante e inférieure 
à la composante de Margoulis, la variété M'e,0°', égale à la partie e-épaisse 
de la variété M(p(/Ki(M(f)))). C'est une variété à bord, dont le bord contient 
des tores 7\ , . . . , Tk, dont les groupes fondamentaux respectifs correspondent 
à ceux des composantes du bord de M^. Choisissons une équivalence d'homo­
topie entre (M^^dM^) et (Mt6'00' ,Ui<fcTi) qui envoie dM^ dans la réunion 
Ui<fcTi; on peut homotoper cette équivalence d'homotopie de sorte qu'elle 
induise un difféomorphisme sur le bord. 

La réunion des tores T{ est homologue à 0 dans M'6'00', puisqu'ils forment 
l'image du bord de M^, lequel est homologue à 0 puisque M0 est compacte. 
Donc la variété M'e'°°' est compacte. 

D'autre part, cette variété ne contient pas d'anneaux essentiels. En effet, 
on voit facilement que tout anneau incompressible proprement plongé dans 
M'6'00' est homotope dans le bord, puisque les courbes tracées sur le bord 
de Mte'°°[ agissent comme des éléments paraboliques dans l'espace hyperbo­
lique. Donc, d'après un théorème de K. Johannson ([Joh], [JS]), l'équivalence 
d'homotopie entre m0 et M'e,00t est homotope à un difféomorphisme. 

Maintenant, il suffit d'observer que d'après la structure des cusps, l'intérieur 
de la variété M[e'°°[ est difféomorphe à M(p(7r1(M(/!)))). Donc, M(p(7r1(M<̂ )))), 
réunion d'une variété compacte et d'un nombre fini de cusps de type Z + Z 
est une variété de volume fini, difféomorphe à l'intérieur de M. 

Ceci termine la démonstration du théorème d'hyperbolisation dans le cas 
des variétés fibrées sur le cercle. 

Deuxième cas.— S disconnecte M. 
Nous allons nous ramener au cas précédent. 
Soit M une variété telle qu'en découpant M le long de S on obtienne 

la réunion de deux fibres en intervalles Mx et M2. Alors chacune des deux 
variétés Mi? étant orientable, est difféomorphe au fibre tordu en intervalles 
sur la surface non orientable S' dont le revêtement double est S. Pour chacun 
de ces deux fibres, on définit une involution T1 qui consiste à associer à un 
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point p G S l'autre extrémité de la fibre dont une extrémité est p. Chaque 
involution Ti est sans points fixes et renverse l'orientation de S. 

Considérons le difféomorphisme 0 = r2 o rx, qui préserve l'orientation de la 
surface S. La variété M0 est un revêtement à deux feuillets de M. Pour 
décrire la projection de revêtement, considérons le produit S x [—1,1]. Il 
existe un unique revêtement de degré 2 de S x [—1,0] sur M1 qui respecte la 
fibration et qui identifie la composante SxO avec S ; de même pour le produit 
S x [0,1]. Ces deux revêtements se recollent en une application / qui vérifie 
pour tout x G S, f(Ti(x), —1) = /(r2(x), 1). L'application / induit donc un 
revêtement de degré 2 de M, qui est défini sur le quotient de S x [—1,1] par 
l'identification du bord : (y, —1) ~ (t2 o7i(y), 1). Ce quotient est difféomorphe 
à la variété M^. On a alors : 

Affirmation 6.4.1.— Si M vérifie les hypothèses du théorème d'hyperbolisa-
tion, le difféomorphisme (j) est pseudo-Anosov. 

Démonstration. — Si <j> n'était pas pseudo-Anosov, il existerait un sous-groupe 
Z + Z C 7r1(M )̂), qui n'est pas conjugué à un sous-groupe du bord dM^. Ce 
sous-groupe est réalisé par l'image d'une application g du tore T2 dans M^. 
La projection / o g induit une immersion du tore T2 dans M ; puisque M 
est atoroïdale, / o g est homotope dans le bord. Cette homotopie se relève en 
une homotopie entre g et une application de T2 dans <9M ,̂ contrairement à 
l'hypothèse. Donc le difféomorphisme (j) est pseudo-Anosov. • 

D'après le théorème d'hyperbolisation pour les variétés fibrées sur le cercle, 
le revêtement M0 porte une métrique hyperbolique dans son intérieur. Identi­
fions dorénavant l'intérieur de la variété M0 à une variété hyperbolique com­
plète. Après une isotopie, Pinvolution de revêtement r agit sur M0 comme un 
difféomorphisme de classe C1. Cette involution se relève au revêtement univer­
sel M3 en un difféomorphisme r de classe C1 tel que, pour tout 7 G 7r1(M<̂ )), 
on a r(7(z)) = T^)T(Z) , où r* désigne l'action de r sur le groupe fonda­
mental. 

Puisqu'il est bilipschitz pour la distance hyperbolique, le difféomorphisme f 
se prolonge au bord d№3 en un homéomorphisme quasi-conforme [Mos], [OP]. 
Puisque l'ensemble limite de 71̂  (M^) est égal à toute la sphère, la restriction 
de T au bord de l'espace hyperbolique est une transformation de Möbius, par 
le théorème de rigidité de Mostow [Mo], ou d'après le théorème de Sullivan, 
utilisé dans la démonstration de la proposition 6.3.1. 

Le sous-groupe de PSL2(C) engendré par TT^M^) et l'isométrie f est 
un groupe kleinien G. La variété hyperbolique complète M(G) a un groupe 
fondamental isomorphe à 7r1(M) : elle lui est donc difféomorphe d'après le 
théorème de Stallings [Sta], [Wa]. 

Ceci termine la démonstration du théorème d'hyperbolisation pour les 
variétés fibrées. 
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CHAPITRE 7 

Le théorème de Sullivan 

Dans ce chapitre, nous allons démontrer le théorème de Sullivan utilisé dans le 
chapitre précédent. Ce théorème affirme qu'il n'existe pas de champ de droites 
mesurable sur C, invariant par l'action d'un groupe kleinien G C PSL2(C) et 
dont le support est contenu dans l'ensemble limite de G. 

A la fin de son article [Su3], Sullivan suggère une simplification de la dé­
monstration qu'il a proposée, par l'utilisation d'un résultat de théorie ergo-
dique contenu dans des notes de Klaus Schmidt [Schm] : nous allons suivre 
cette approche. 

Dans la première section, nous démontrerons le résultat de théorie ergo-
dique contenu dans [Schm]. 

Sous sa forme la plus générale, le théorème de Sullivan impose peu de 
restrictions sur le groupe G ; le raisonnement utilise la dynamique mesurable 
de G. Tout borélien G-invariant se décompose en la réunion de deux boréliens 
G-invariants, la partie conservative, et la partie dissipative. La non existence 
d'un champ mesurable G-invariant, dont le support est conservatif est un 
phénomène assez général, pour lequel le groupe kleinien G n'a pas besoin 
d'être de type fini. En fait, nous montrerons dans la section 7.2, qu'il n'existe 
pas de champ mesurable de fc-plans qui soit invariant par l'action d'un sous-
groupe discret de Isom(H n + 1) et supporté sur un borélien conservatif de 
R N = 5 H n + 1 . 

Dans la section 7.3, nous montrerons la non existence d'une partie dissipa­
tive contenue dans l'ensemble limite d'un groupe kleinien (de type fini). C'est 
une propriété de la dimension 2 : elle utilise les applications quasi-conformes, 
par leur caractérisation comme solutions de l'équation de Beltrami. 
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7. LE THÉORÈME DE SULLIVAN 

7.1 La décomposition de l'action d'un groupe en partie 
conservative et partie dissipative 

Soit (X, p) un espace mesuré muni d'une action absolument continue d'un 
groupe dénombrable G, c'est-à-dire telle que tout élément g £ G admet un 
inverse défini presque partout, et que g et g-1 agissent sur X de façon 
absolument continue par rapport à la mesure p. 

Alors, pour tout élément g, on peut définir une fonction a(g, •) : X —> M"1", 
définie presque partout et qui vaut, au point a;, la dérivée de Radon-Nikodym 
de g au point x. 

La fonction a : G x X —> M+ est un cocycle : pour presque tout on a : 

o(Si02,aO = o(5i>»2«)a(ff2^) • 
Définition. — On dit que l'action de G sur un borélien G C X est conser­
vative s'il existe pour tout borélien F C 6 de mesure non nulle, une infinité 
d'éléments g € G tels que p(Ff)gF) ^ 0. On dit dans ce cas que le borélien 6 
est conservatif. 

Un borélien G-invariant D, est dissipatif s'il existe un borélien E C T> 
tel que, pour tout # G G, /¿(1? fl = 0 et D = ÛGG? 

Lemme 7.1.1.— Tout borélien G-invariant îB s'écrit comme la réunion de 
deux boréliens C et T), qui sont respectivement conservatif et dissipatif 

Nous prouverons et appliquerons ce résultat sous l'hypothèse supplémentaire : 

(*) G C Isom(Hn+1) est un groupe discret et sans torsion agissant sur 
le bord de l'espace hyperbolique dWn+1 = Rn, muni de la mesure de 
Lebesgue. 

Lorsque, de plus, le groupe G est un groupe kleinien contenu dans PSL2(C), 
L. Ahlfors a conjecturé [Ahll] que son ensemble limite L(G) est de mesure 
nulle ou pleine ; voir [Bo] pour une preuve dans le cas où G est de type fini et 
non-décomposable en produit libre. Toutefois, Sullivan a démontré dans [Su3], 
et nous allons redémontrer dans la proposition 7.3.2, que la partie dissipative 
de l'action d'un tel groupe sur L(G) est toujours vide. 

Démonstration sous Vhypothèse (*). — Observons dans un premier temps, que 
les notions de "conservatif" ou "dissipatif" pour un borélien ne dépendent 
que de la classe de la mesure considérée. Dans cette démonstration, nous 
remplacerons la mesure de Lebesgue sur Rn par l'image de la mesure de 
Lebesgue sur la sphère par l'inversion stéréographique ; nous noterons p cette 
mesure de masse totale finie. La dérivée de Radon-Nikodym a(g, x) est à signe 
près le Jacobien de g en x ; on le note Jgx. 

Pour presque tout point x G !B, considérons la série YlgeG^dx- C'est 
une série à termes positifs; les points où cette série est divergente forment 

94 



7.1 PARTIE CONSERVATIVE ET PARTIE DISSIPATIVE 

un borélien G qui est G-invariant. Montrons que 6 est conservât if : dans 
le cas contraire, il existe un borélien F C G de mesure non nulle, avec la 
propriété que les éléments G tels que ji(F fl gF) ^ 0 forment un ensemble 
fini {#!,...,gk) 

Considérons une partie {gix,..., gir} dans {gx,..., gk} de cardinal maxi­
mal, telle que l'intersection E = F fl gixF D • • • fl girF ait une mesure non 
nulle. Alors s'il existe g e G, g ^ Id, tel que gE D E ait une mesure non 
nulle, on a : 

/ i ( F n ^ n . . . n ^ n ^ n ^ 1 F n - n ^ r F ) ^ 0 . 

Ceci entraîne que : 

{ I d , ^ , . . . , ^ , ^ , ^ , . . . , ^ } = { I d , ^ , . . . , ^ } . 

Donc, quitte à réindexer, on a : g = gi±, g\ = gÎ2, g? = gis, ... et il 
existe alors r0 ^ 0 tel que gr° = Id. C'est impossible car dans l'hypothèse 
(*), le groupe G est sans torsion. 

Donc, le borélien E vérifie : V# ^ Id, p(gE fl E) = 0. 

Puisque en tout point x G E, la série J2geG ^dx diverge, elle est supérieure 
à une constante arbitrairement grande sur un ensemble borélien E' C E de 
mesure non nulle. 

Donc, comme l'intersection de deux translatés distincts de E' est de mesure 
nulle, on a : p{UgeG gE) = oo. Ceci contredit que la mesure ¡1 est de masse 
totale finie. Donc le borélien G est conservatif. 

Considérons maintenant le complémentaire de G dans !B, c'est-à-dire le 
borélien D, formé des points où la série X êG ^9x converge. Puisque c'est une 
série à termes positifs, pour tout x G D, il existe un ensemble fini {gix,..., gik} 
d'éléments de G tels que Jgx soit égal au maximum de {Jhx \ h G G}. 
L'ensemble {g^x,... ,gikx} ne dépend pas du point x sur son orbite Gx, 
d'après la propriété de cocycle de a(-, •). Notons E l'ensemble de ces points, 
lorsque x décrit D : c'est un borélien. 

Fait 7.1.2. — Pour presque tout x G D, il existe un seul élément g G G qui 
maximise Jgx. 

Démonstration.— Si Jgx = Jhx, alors JighT1)^^ = 1. L'ensemble des 
points où le jacobien d'un élément de G autre que l'identité vaut 1 est de 
mesure nulle ; pour la mesure sur Rn que nous considérons (la mesure image de 
la mesure de Lebesgue sur la sphère par une transformations stéréographique), 
ceci découle d'un calcul facile qui utilise la décomposition des transformations 
de Möbius intervenant dans la preuve du théorème 7.2.1. D'où le fait 7.1.2, 
puisque G est dénombrable. • 
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Pour tout g G G — {Id}, l'intersection gE fï E est donc de mesure nulle. 
Par construction, on a 2) = UgeG gE, à un ensemble de mesure nulle près. 
Donc V est dissipatif. • 

D. Sullivan suggère d'utiliser la propriété suivante de la restriction de 
l'action de G à la partie conservative G. 

Proposition 7.1.3 [Schm]. — Soit G un borélien conservatif. Alors, pour tout 
borélien E C G tel que p(E) > 0, et pour tout e > 0, il existe un borélien 
E' C E de mesure non nulle tel que : pour tout x G E', il existe un élément 
g t¿ Id de G, tel que g(x) e E et \loga(g,x)\ < e. 

Démonstration sous l'hypothèse (*). — Alors a(g,x) est le jacobien Jgx de 
l'élément g de G. Posons a(g, x) = log Jgx et raisonnons par l'absurde. 

Il existe un borélien E de mesure finie non nulle et un nombre e > 0 qui 
minore |a(g,x)| pour presque tout x de E, et pour tous les éléments du 
groupe G autres que l'identité tels que gx G E. 

La propriété de cocycle entraîne alors : \a(gi, x)—a(g2l x)| > e pour presque 
tout x e E, et pour tout couple (<7i,#o)> 9i 9o> tel que go(x) et <7i(#) 
appartiennent à E. En particulier, pour tous les points d'un borélien de mesure 
pleine contenu dans E, l'ensemble {oí(gi,x) — a(p2,^)} C R est discret. 
Remplaçons maintenant E par ce borélien. 

Considérons les deux ensembles : 

E+ = {y G E | o¿(g, y) > 0,Vg eG\g(y) G E} , 
E~ = {y eE\a(g,y) < 0,V<? G G | g(y) G E} . 

Fait 7.1.4. — E+ et E~ sont deux boréliens de mesure nulle. 

Démonstration. — Les ensembles E+ et E~ sont boréliens car G est dé-
nombrable et que a(g,y) est mesurable (continue en fait dans notre cas). 

Supposons en raisonnant par l'absurde que : p(E+) > 0. Alors, par conser-
vativité, il existe un élément g+ ^ Id de G tel que l'intersection g+E+ C\E+ 
soit de mesure non nulle. Donc il existe y G E+ tel que g+(y) G E+ ; 
d'où : aig^jg+y) > s. La propriété de cocycle donne alors : a(g+,y) = 
-aig^ig+y) < 

Ceci contredit l'appartenance de y à E+. 

Le même raisonnement vaut pour E~. • 

Soit E' = E — (E+ U E~). Considérons les deux applications *+ et 
*~ : E' -» M+ définies par : 

y+(y)=mî{{a{g,y)\geG et g {y) G E} H ]0, oo[} 
V-(y)=svLp{{a(g,y)\geG et g (y) G E} H ] - oo, 0[ }. 
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Pour presque tout point y de E', il existe g+ G G tel que ^+(y) = a(g+,y). 
Cet élément g+ est unique pour y dans un borélien de mesure pleine dans E 
(cf. fait 7.1.2). Posons V+(y) = g+(y). 

Définissons de même g~ presque partout dans E' par : a(g~,y) = ^~(y) 
et posons V~(y) = g~(y). 

Les applications V+ et V~ sont des transformations mesurables de E' 
dans lui-même, puisque g+ et g" le sont et que G est dénombrable. 

On a de plus : V+V~ = V~V+ = Id; donc F+ est inversible. 
En outre, l'application F4" est absolument continue puisque le borélien E' 

se décompose en une réunion disjointe, dénombrable de boréliens en restriction 
auxquels V+ est égale à l'une des transformations de G, lesquelles sont 
absolument continues. 

Sur chacun de ces boréliens, la dérivée de Radon-Nikodym de V+ est 
supérieure à e£ par construction. Donc, la dérivée de Radon-Nikodym de V+ 
est supérieure à e£ en presque tout point. 

Comme V+E' = E', on a : 

oo> p(E') = n(V+E') = j d(V+p) 
du dp > e£p(E') > fi(E') > 0 . 

Cette contradiction termine la démonstration de la proposition 7.1.3. • 

Corollaire 7.1.5.— Soit C un borélien conservatif pour l'action de G; alors, 
pour tout E C G de mesure positive, il existe une suite (g^) G G et une suite 
(x^ G E telles que g^Xi) E E et | a (^ ,^) | —> 0. 

Démonstration.— Il suffit d'appliquer la proposition 7.1.3 et de se rappeler 
que l'ensemble des points x où a(g,x) = 0 est de mesure nulle (cf. fait 7.1.2). 

• 

7.2 L'action d'un groupe kleinien sur un borélien conservatif 
Dans cette section, G désignera un sous-groupe discret du groupe de Môbius 
de dimension n agissant sur dMn+1 = Rn. Pour le résultat suivant, le groupe 
G n'est pas nécessairement de type fini. 

Théorème 7.2.1 [Su3].— Soit î C En un borélien conservatif pour l'action 
de G ; alors, pour tout 0 < k < n, il n'existe pas de champ de k-plans P, 
mesurable, défini sur 25 et qui soit invariant par le groupe G. 

Démonstration. — Nous raisonnerons dans le modèle supérieur en supposant 
aussi que le point oo n'est fixé par aucun élément de G autre que l'identité : 
on peut toujours se ramener à cette situation quitte à conjuguer le groupe G. 

Soit e > 0 une constante que nous fixerons ultérieurement. 
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D'après le théorème de Lusin, il existe un champ continu P' et un borélien 
de mesure non nulle, contenu dans ÏB, sur lequel on a : P' = P. En particulier 
l'oscillation du champ P, pour la distance naturelle sur l'espace des fc-plans 
de Mn, est inférieure à e sur un borélien de mesure non nulle E C 23. 

Puisque l'action de G sur 23 est conservative, il existe d'après le corol­
laire 7.1.5, une suite (&) d'éléments de G et une suite (x )̂ G E telles que 
gi{xi) e E et telles que le jacobien de & au point x{ tend vers 1. 

Une décomposition des éléments du groupe de Möbius. 

Toute transformation de Möbius g qui ne fixe pas le point oo se décompose 
comme produit d'une isométrie euclidienne RG de W1 et d'une inversion Ig : 
g = IgO RG. Pour voir cela, remarquons que dans le cas où une telle décompo­
sition existe, le centre de l'inversion Ig est nécessairement g(oo). Alors, si ijf 
est l'inversion par rapport à la sphère de rayon R au point g(oo), 1^ og fixe 
le point oo : c'est une similitude, de rapport X(R). On voit facilement que 
pour une valeur R0 G ]0, oo[ du rayon Ü, le rapport X(RQ) vaut 1, auquel 
cas I^° o g est une isométrie euclidienne RG. En posant Ig = Ir0 on a la 
décomposition cherchée : g = Ig o RG. 

Puisque RG est une isométrie euclidienne, l'ensemble des points de En où 
le jacobien de g appartient à l'intervalle [1/(1 + c)n,(l + c)n] n'est autre 
que R~1(Ag) où Acg est l'ensemble des points où le jacobien de l'inversion Ig 
appartient à [l/(l+c)n, (l+c)n]. En coordonnées polaires (p, 9) autour de son 
centre #(oo), l'inversion Ig s'écrit (r,6) —> (R2/r,9). Donc, l'ensemble Acg 
est une couronne contenue entre les deux sphères centrées en #(00), de rayons 
respectifs R/y/l + c et R\/l + c : le rapport des ces rayons est appelé le 
module de la couronne Acg. 

On appelera la sphère fixée par l'inversion Ig la sphère de l'inversion Ig ; 
c'est exactement l'ensemble des points où le jacobien de Ig vaut 1. 

Puisque nous avons supposé que le point 00 n'était fixé par aucun élément 
de G, on peut décomposer les éléments de G de cette manière. 

Fait 7.2.2.— Soit K un compact de Rn; soient (x )̂ une suite d'éléments 
deux-à-deux distincts dans K et (&) une suite infinie dans G, telles que 
gi(xi) G K et que a(g^Xi) —> 1. Alors, le rayon des sphères des inversions 
Ig. tend vers 0. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde : pour une suite (<̂ ) comme dans 
l'énoncé, les rayons des sphères Ig. seraient minorés par une constante a > 0. 

D'après la description des couronnes Acg, on voit que pour i suffisamment 
grand, le point x̂  serait le centre d'une boule euclidienne de rayon 

a( /3 / 2 \ 
c ( a ) = 4 ( V 2 - V 3 ) 
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sur laquelle la dérivée de Qi serait une similitude de rapport contenu dans 
l'intervalle [2/3,3/2]. 

Donc, l'image par g{ de la boule de rayon c(a) centrée au point Xi serait 
une boule de rayon majoré et minoré indépendamment de i. Puisque on a : 
9i(xi) € ^5 la suite serait alors bornée dans le g groupe de Môbius, 
contredisant le fait que G est discret. • 

Remplaçons dorénavant le borélien E - sur lequel l'oscillation du champ P 
est inférieure à e - par son intersection avec une boule compacte de W1 de 
sorte que cette intersection ait une mesure non nulle. 

Dans l'ensemble E il existe, par conservativité, des points Xi G E et des 
éléments gi G G tels que : g^Xi) E E et a{g^Xi) tend vers 1. 

Donc, pour tout A > 0, les points Xi sont contenus dans des couronnes Ai 
de module constant, sur lesquelles la dérivée de g^ est une similitude dont le 
rapport appartient à l'intervalle [(1 + A)-1,1 + A] ; d'après le fait 7.2.2, le 
diamètre de ces couronnes tend vers 0. 

Nous allons utiliser maintenant une propriété de la mesure de Lebesgue; 
on sait que pour chaque fonction / G LlOC(RN), presque tout point x vérifie : 

f(x) = lim ——j / f(y)dy 
r-o m(B(x,r)) JB{Xjr) 

où B(x1r) est la boule euclidienne de rayon r centrée au point x : c'est le 
théorème de differentiation de l'intégrale de Lebesgue. 

Dans [Ste, 1.8] ou [Ru], on trouve une condition plus générale. La famille 
des boules B(x, r) peut être remplacée par d'autres familles, dites "régulières", 
qui ont la propriété suivante : il existe une constante c > 0 telle que tout 
point d'un élément S de la famille est le centre d'une boule euclidienne B qui 
contient S et qui vérifie : m(S) > cm(B). 

Si A& désigne la famille des couronnes de W1 comprises entre des sphères 
concentriques de rayons respectifs R/yJl + A et Ry/1 + A, on voit facilement 
que la famille AA est régulière. En effet, tout point d'une couronne A G AA 
est le centre d'une boule de rayon 2R\/1 + A qui contient A ; le volume de 
cette boule est comparable à celui de le couronne, proportionnel à : Rn((l + 
A)n/2- l / ( l + A)n/2). 

Donc, le théorème de differentiation de l'intégrale de Lebesgue, appliqué 
à la fonction caractéristique de E, dit que, pour presque tout point x G E, 
on a : 

lim 
xEA^,diam(A/yk)-^0 

m(AA D E) 
m(AA) 

• = 1. 

Fixons des constantes r? < 1 et A > 0 que nous préciserons plus tard. 
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Considérons alors la fonction x —> r(x), définie presque partout sur E et 
qui vaut, en un point x G E : 

sup< r | VAA G AA | x G A A , diam(AA) < r = 
m(AA D E) 

m(AA) 
> n 

C'est une fonction mesurable, finie en tout point, non nulle en presque tout 
point d'après le théorème de Lebesgue : elle est donc minorée par une constante 
strictement positive sur un ensemble de mesure non nulle. 

Résumons le raisonnement ci-dessus en un énoncé : 

Fait 7.2.3. — Pour tout r¡ < 1, pour tout A > 0, il existe un borélien E' C E 
de mesure non nulle, et une constante 6 tels que, pour tout point de Ef 

contenu dans une couronne AA G AA de diamètre inférieur à 6, on ait : 

m(AA fl E) > 

m{AA) -V' 

Appliquons maintenant le fait 7.2.2 et la propriété de conservativité au 
borélien E' ci-dessus, les constantes rj et A étant fixées. 

Il existe alors g ^ Id G G, x G E', et une couronne AA G AA contenant x, 
tels que : 

(i) g(x)eE'; 
(ii) la dérivée de g sur AA est une similitude dont le rapport appartient à 
l'intervalle [1/(1 + A), 1 + A] ; 

(iii) le diamètre de AA est inférieur à 6. 

D'après le fait 7.2.3, on a donc : 
m(AA H E) . —^ — > fi 

m(AA) ~ 1 

Par définition de A A , la couronne Rg(AA) est invariante par l'inver­
sion Ig : donc g(AA) — Rg(AA) est une couronne dans la famille AA et 
son diamètre est inférieur à 6 puisque Rg est une isométrie euclidienne. Tou­
jours d'après le fait 7.2.3, on a donc : 

m(g(AA) n E) 
m{g{AA)) •>n. 

Puisque le jacobien de g est compris entre (1 + A)~n et (1 + A)n, l'en­
semble des points de AA dont l'image par g appartient h E a une densité 
supérieure à r//(l + A)2n. 

Donc, la densité des points de AA D E dont l'image par g appartient aussi 
à E est supérieure à r¡ = 77/(1 +A)2n+ 77 — 1. Nous supposerons que les 
constantes rj et A ont la propriété que : 7/ > 1/2. 
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Pour un ensemble de densité v¡ de points x dans A&, on aura donc x e E 
et g(x) G E. 

Le champ P est invariant par g\ donc le champ i?£(P), défini sur Rg{A/±V\ 
E) s'envoie par l'inversion Ig sur le champ P, défini sur g(AA) D E = 
Rg(AA)i)E. 

Puisque Rg est une isométrie euclidienne, la densité du domaine de défini­
tion de Rl(P) est supérieure à r¡ et l'oscillation de i2*(P) sur Rg(AA HE) 
est inférieure à e : le champ R*g{P) diffère d'un champ constant P0 d'au 
plus e. 

Pour obtenir une contradiction, nous allons montrer que l'image par l'inver­
sion Ig du champ "presque constant" Rg(P) ne peut être un champ presque 
constant, en utilisant que ces champs sont définis sur une couronne invariante 
par Ig. 

Considérons dans un premier temps le cas où P est un champ de ( n — 1 )-
plans. 

Il existe une constante 4>{r]') > 0 telle que pour toute direction £ passant 
par le centre de la couronne Rg(AA)i les points de Rg(AA) contenus dans 
des droites passant par le centre et faisant un angle inférieur à <j>{r\r) avec la 
direction £, forment un voisinage V(f) de £ de densité égale à 2(1 — 77'). 
Alors, pour toute direction £, la section de cône V(£) contient un point où le 
champ Rg(P) est défini. 

Si maintenant £0 est la direction orthogonale à P*(P0), l'image par l'in­
version Ig du (n — l)-plan défini par Rg(P) en un point de V(£0) est à une 
distance de P^(Po) inférieure à e + (¡>(rj ). 

Si £' est une direction qui fait un angle 7r/4 avec £0, l'image par Ig du 
plan dans V(£') fait un angle avec P*(P0) supérieur à \ — e — 2<j)(r]'). 

Donc l'oscillation du champ Ig(R*(P)) sur la couronne Rg(A&) est su­
périeure à 7r/2 — 2s — 3<j)(r}f). Si 7r/2 — 2e — 30(t/) > e, nous obtiendrons 
donc une contradiction puisque l'oscillation du champ P = I'* o (i?*(P)) est 
inférieure à e sur E. 

Nous choisissons les constantes £, 77 et A de sorte que ce soit vérifié : 
d'abord nous fixons e < 7r/10, puis les constantes rj et A, en remarquant 
que 4>(r}') tend vers 0 quand 77' = 77/(1 + A)2n + 77 — 1 tend vers 1. 

Supposons maintenant que la codimension de P est quelconque ; utilisons 
la distance naturelle sur l'espace des fc-plans de W1. 

Choisissons une direction £0 passant par le centre de la couronne Rg{A&), 
orthogonale à P0. Pour un fc-plan P défini en un point proche de £0> l'argu­
ment ci-dessus majore la distance entre P0 et I*(R*(P)). Choisissons ensuite 
une direction £' qui fait un angle 7r/4 avec un vecteur v G Po, et qui est 
orthogonale à l'orthogonal de v dans P0. Le même argument que dans la 
situation k = n — 1 permet de minorer la distance entre P0 et 7*(P*(P)) 
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pour un fc-plan défini en un point proche de E'. On aboutit de la même façon 
à une contradiction. 

Ceci termine la démonstration du théorème 7.2.1. • 

7.3 Démonstration du théorème de Sullivan 
Dans cette section, on se restreint au cas n = 2. 

Théorème de Sullivan 7.3.1.— Soit T un groupe kleinien; alors, il n'existe 
pas de champ de droites mesurable, T-invariant et supporté sur un borélien de 
mesure de Lebesgue positive, contenu dans l'ensemble limite de T. 

Nous raisonnerons par l'absurde. L'action de T sur le support d'un champ 
invariant P se décompose en partie conservative et partie dissipative (lemme 
7.1.1). D'après le théorème 7.2.1, la partie conservative est de mesure nulle. 

Pour démontrer le théorème 7.3.1, nous allons étudier le comportement du 
champ P sur la partie dissipative de l'action de T. 

L'argument suivant de Sullivan est spécial à la dimension 2 et aux groupes 
de type fini. 

Proposition 7.3.2.— Soit T un groupe kleinien; alors la partie dissipative de 
l'action de T sur tout borélien invariant contenu dans son ensemble limite est 
vide. 

Démonstration.— Raisonnons par l'absurde; il existe alors un borélien E 
de mesure non nulle contenu dans l'ensemble limite L(r) tel que pour tout 
7 G r — {Id}, la mesure de l'intersection m(jE fl E) est nulle. 

A toute fonction mesurable bornée / , nous allons associer un coefficient 
de Beltrami fif sur C, équivariant pour l'action du groupe T, c'est-à-dire tel 
que : 

M/(7(*)) 
y( z) 
<y'(z) 

= fif(z). (1) 

Si z G E, posons: fJLf(z) = f(z). Si z G C —U7Gr7£', posons: fjif(z) = 0. 
Nous définissons \ij sur la réunion U^'yE de sorte que (1) soit vérifié; la 
propriété m(jE fl E) = 0 rend ceci possible. 

On obtient ainsi une injection de L°° (E,C) dans l'espace des coefficients 
de Beltrami !Br du groupe T. 

D'après le théorème d'Ahlfors-Bers (cf. section 1.2), il existe, pour toute 
fonction / G L°°(C) avec ||/|| < 1, un unique homéomorphisme quasi-
conforme $ j du plan tel que 

9* f 
0Ф/ = Vf, (2) 
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et qui fixe les trois points 0, 1 et oo. 
Si on note par ^f la solution ainsi normalisée associée au coefficient pf, 

l'application f- vf est continue (théorème 1.2.3). 
L'unicité des solutions de (2) et la propriété (1) entraînent que pour tout 

7 G T, pf (u) = $ j 070 vfj1 est un homéomorphisme quasi-conforme du 
plan dont le coefficient de Beltrami est nul presque partout; c'est donc une 
transformation de Möbius (proposition 1.2.1). 

L'application 7 h-» Pf{l) définit ainsi une représentation du groupe V 
dans PSL2(C). 

Une représentation de V dans PSL2(C) est déterminée par la valeur qu'elle 
prend sur les éléments d'une partie génératrice de Y. Ainsi, l'évaluation de la 
représentation pf sur les éléments d'une partie génératrice fixée {7^ .. . , 7*.}, 
définit une application continue 3? de L°°(E,C) dans un produit (PSL2(C))fc. 

Lemme 7.3.3. — L'application % est injective. 

Démonstration. — En effet, si deux fonctions fi et f2 ont la même image, 
alors les représentations pfx et pf2 coïncident. 

Donc, pour tout 7 G T, on a : 

(*/2)-1 o *A o 7 o (tf^)-1 o /a = 7 . 

En particulier, l'homéomorphisme quasi-conforme h = (^/2)_1 0 agit par 
l'identité sur les points fixes des éléments de T. Puisque les points fixes des 
éléments de T sont denses dans l'ensemble limite L(T), on en déduit que la 
restriction h\L(T) est l'identité. 

Lorsque l'ensemble limite L(T) est toute la sphère — le seul cas que nous 
ayons considéré dans le chapitre précédent — on a alors : 9^ = \& f2 ; donc 
/1 — /2-

En général, on utilise le résultat suivant : 

Lemme 7.3.4. — Soit F un fermé de C ; soit h un homéomorphisme quasi-
conforme du plan qui se restreint à F en l'application identique et dont le 
coefficient de Beltrami est nul sur C — F ; alors h est conforme. 

Démonstration. — Si F est de mesure nulle, alors h est un homéomorphisme 
quasi-conforme du plan dont le coefficient de Beltrami est nul presque partout. 
Ceci entraîne que h est conforme (proposition 1.2.1). 

En général, il suffit de montrer que le coefficient de Beltrami de h est nul 
presque partout sur F. Pour voir cela on considère la différence h — Id ; c'est 
une application absolument continue sur presque toutes les droites verticales 
et sur presque toutes les droites horizontales, car h l'est comme tous les 
homéomorphismes quasi-conformes (fait 1.2.5). Puisque h — Id est la fonction 
nulle sur F, ses dérivées au sens des distributions d/dx et d/dy sont nulles 
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presque partout sur F. Ceci entraîne que le coefficient de Beltrami de h est 
nul presque partout sur F. • 

Puisque l'ensemble limite L(T) a plus de trois points, le lemme 7.3.4 nous 
dit que l'homéomorphisme h est l'identité. On en déduit : /x = /2. 

Ceci démontre le lemme 7.3.3. • 

Nous voyons donc que l'existence d'une partie dissipative dans l'ensemble 
limite L(T) permettrait de construire une application continue et injective de 
la boule unité de l'espace L°°(E,C) dans (PSL2(C))fc. C'est impossible pour 
des raisons de dimension, car si la mesure de Lebesgue de E est strictement 
positive, l'espace L°°(E,C) est de dimension infinie. • 

Ceci termine la démonstration du théorème 7.3.1. 
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CHAPITRE 8 

Actions des groupes de surface 
sur les arbres réels 

Nous allons démontrer le théorème de R. Skora qui décrit géométriquement 
les actions à petits stabilisateurs d'arêtes du groupe fondamental d'une surface 
sur un arbre réel. 

Dans la première section nous définissons les laminations mesurées sur S. 
Puis nous associerons à une action de 7r1(S') sur un arbre réel T une ap­
plication transverse le long d'une lamination mesurée : c'est une application 
continue, T-équivariante, constante sur les feuilles et sur les régions complé­
mentaires d'une lamination mesurée. Pour cette construction, nous repren­
drons des arguments contenus dans [MO] en les simplifiant, en particulier du 
fait que l'arbre étudié est un arbre réel plutôt qu'un "A-arbre" comme dans 
[MO]. Dans les sections 8.2 et 8.3, nous construirons à partir de la lamination 
mesurée obtenue dans la première section une lamination géodésique mesurée 
sur la surface H2/T ; l'application transverse induira alors un "morphisme" 
de l'arbre dual de cette lamination géodésique mesurée dans T. Dans la sec­
tion 8.4, nous montrerons en suivant [Sk] que le morphisme ainsi construit est 
un isomorphisme. 

8.1 Construction d'une application transverse 

Dans tout ce chapitre, l'intérieur de la surface compacte S est identifié avec 
le quotient H2/r du plan hyperbolique par un groupe fuchsien T. 

On se donne aussi une action non triviale, minimale et à petits stabilisateurs 
d'arêtes du groupe F sur un arbre réel T telle que la distance de translation 
des éléments paraboliques de T est nulle. 

Dans le chapitre 2, nous avons montré comment associer à une lamination 
géodésique mesurée À C H2/r, une action de T sur un arbre réel TA. 
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Le théorème de R. Skora caractérise exactement les actions obtenues par 
cette construction. 

Théorème 8.1.1 [Sk]. — Soit T x 7 —> 7 une action minimale, non triviale et 
à petits stabilisateurs d'arêtes du groupe T sur un arbre réel 7 telle que la 
distance de translation des éléments paraboliques de T est nulle. Alors, il existe 
une lamination géodésique mesurée À C H2/r telle que l'action T x 7 —> T 
soit isométrique à l'action de F sur l'arbre TA. 

Définition. — Une lamination mesurée sur une surface E est un feuilletage 
de codimension 1 d'un fermé d'intérieur vide F C E muni d'une mesure 
transverse. Plus précisément, c'est la donnée d'un fermé F C S et d'un recou­
vrement lt de E par des ouverts où chaque ouvert Ui est homéomorphe 
au produit ]0,1[ x ]0,1[ par un homéomorphisme f{ et vérifie : 

(i) fi(Ui n F) = Fi x ]0,1[, pour un compact F̂  C ]0,1[ qui est, soit vide, 
soit homéomorphe à l'ensemble de Cantor ; 

(ii) le compact F{ est le support d'une mesure p^ de Radon (i.e. finie sur 
les compacts) et sans atomes ; 

(iii) si deux ouverts Ui et Uj s'intersectent, l'homéomorphisme induit 

fi o f-1 : (Fj x ]0,1[) H fj(Ui H Uj) - (Fi x ]0,1[) H fl Uj) 

préserve les mesures transverses. 

On définit les feuilles d'une lamination mesurée comme dans le cas des 
feuilletages. Une plaque de la lamination mesurée F est une composante 
connexe de l'intersection de F avec l'un des ouverts U{ ; deux plaques sont 
en relation lorsque leur intersection n'est pas vide. Une classe d'équivalence de 
la relation d'équivalence engendrée par cette relation est appelée une feuille 
de F. De façon naturelle, chaque feuille est une variété de dimension 1 plongée 
dans E. 

On dit qu'un arc K immergé dans E par une application continue locale­
ment injective est transverse à la lamination mesurée F, si ses extrémités sont 
disjointes de F et si dans chaque ouvert — ]0,1[ x ]0,1[, il se projette sur 
le premier facteur ]0,1[ de manière localement injective. Un arc K, transverse 
à la lamination mesurée F porte alors une mesure positive jiK supportée sur 
le compact FC\K. 

Soient K et K! deux arcs immergés dans E, transverses à la lamination F, 
homotopes à travers des arcs transverses par une homotopie telle que leurs 
extrémités restent contenues dans la même feuille ou dans la même composante 
de E—F; on a une "application d'holonomie" de FHK vers FfW qui consiste 
à suivre la feuille passant par un point de FHK au cours de l'homotopie. Cette 
application d'holonomie est un homéomorphisme qui transporte la mesure fiK 
sur la mesure / v d'après (iii). 
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Observons que si E' —> E est un revêtement, la préimage d'une lamination 
mesurée F de E est une lamination mesurée de E : il suffit de prendre pour 
recouvrement de E', la préimage d'un recouvrement de E associé à F. 

Lorsque la surface E est l'intérieur H2/T d'une surface compacte à bord, 
nous imposerons toujours à une lamination mesurée d'être compacte. 

Définition. — Soit r x T - ^ T une action de T sur un arbre réel T; soit F 
la préimage dans H2 d'une lamination mesurée F C H2/I\ Une application 
/ : H2 —> T transverse le long de F est une application continue et T-équi-
variante, qui, dans tout ouvert Ui associé à la lamination F, se factorise : 

f:U. JU]0,l[ x ]o , l [ -£*]0, l [—T, 

où F est la projection sur le deuxième facteur et où la dernière application 
prend ses valeurs dans un segment de T, isométrique à l'intervalle [ab] C E, 
et s'obtient en intégrant la mesure transverse Pi : x —» a + dp^. 

Remarquons qu'une application transverse est en particulier constante sur 
les feuilles de F et sur les composantes connexes du complémentaire de 
H2—F. Par continuité, elle est aussi constante sur l'adhérence des composantes 
connexes de H2 — F. 

Proposition 8.1.2. — Soit r x 7 —» T une action non triviale et minimale 
de T sur un arbre réel 7, telle que la distance de translation des éléments 
paraboliques de T est nulle. Alors, il existe une laminationjnesurée F C H2/r 
et une application de H2 dans 7 transverse le long de F. 

Démonstration. — Nous suivrons l'argument contenu dans [MO] ; pour cela 
nous allons construire la lamination F et l'application transverse de proche 
en proche, en raisonnant à partir d'une triangulation de S. 

Dans notre construction, nous utiliserons le résultat suivant : 

Fait 8.1.3. — Il existe un ensemble dénombrable S C T tel que : 
(i) S est invariant par T ; 
(ii) pour tout segment non dégénéré [ab] C 7, Vintersection Sfl[a6] est dense 
dans [ab] ; 

(iii) les sommets de 7 sont contenus dans S ; 
(iv) tout élément de T qui a un point fixe dans 7 a un point fixe dans S. 

Rappelons qu'un sommet de l'arbre 7 est un point extrémité d'au moins 
trois segments d'intérieurs disjoints. 

Démonstration. — Soit p un point de 7. Puisque l'action de T est minimale, 
l'arbre T est une réunion croissante dénombrable d'arbres simpliciaux : il 
suffit d'indexer les éléments de T par les entiers dans N et de prendre pour 
l'enveloppe convexe des points 7?(p) pour j < i. 
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Tout segment non dégénéré [ab] est contenu dans un arbre T¿ pour i 
suffisamment grand; tout sommet de T est aussi un sommet d'un arbre T¿ 
pour i suffisamment grand. Choisissons alors un ensemble dénombrable S¿, 
dense dans T¿ et qui contient les sommets de T¿ ; la réunion S' des translatés 
par les éléments du groupe T des ensembles S¿ vérifie les conclusions du 
fait 8.1.3, sauf peut-être (iv). Si on rajoute à S' l'ensemble (dénombrable) des 
points fixes des éléments de T qui ont un seul point fixe, l'ensemble obtenu 
vérifie alors les conclusions du fait 8.1.3. • 

Dans la suite, nous considérerons une copie de la surface compacte S plon­
gée dans H2/r comme rétracte par déformation : on peut choisir par exemple 
la partie 6-épaisse de H2/r, pour s suffisamment petit. Pour simplifier, nous 
garderons la notation S pour cette surface. 

Fixons une décomposition en pantalons de la surface S, c'est-à-dire une 
collection {g1,..., gr} de géodésiques plongées et disjointes contenues dans S 
qui découpent S en une réunion de pantalons. Lorsque la surface S est fermée, 
le bord de ces pantalons est géodésique; lorsque S a un bord, certains des 
pantalons ont une composante de bord contenue dans dS. 

Nous allons définir une triangulation de S. Identifions pour cela chaque 
pantalon P au "double" d'un hexagone H de sorte que P s'obtienne à 
partir de deux copies de H en identifiant les côtés d'indice pair ; on triangule 
ensuite chaque copie de H comme dans la figure 8-1. Après doublage, cette 
triangulation donne une triangulation du pantalon P, et on peut supposer 
que les triangulations des divers pantalons se recollent en une triangulation 
de S : il suffit pour cela d'isotoper la triangulation sur P de sorte que 
les O-squelettes des triangulations de deux pantalons adjacents à une même 
courbe gi coïncident sur gim Soit T la triangulation de S obtenue et T la 
préimage de cette triangulation dans le revêtement universel S C H2. 

Figure 8-1 

Nous allons définir l'application / et la lamination F de proche en proche, 
d'abord sur le O-squelette, puis sur le 1-squelette et finalement sur le 2-sque-
lette. 

Le O-squelette est contenu dans la préimage des géodésiques ^ et^dans le 
bord de S. Nous commençons par définir / sur les composantes de dS. Pour 
chaque composante de <95, choisissons un relevé c; ce relevé est invariant 
par un élément parabolique 7 G T dont l'action sur 7 a donc un point fixe 
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o?7 contenu dans l'ensemble dénombrable S fourni par le fait 8.1.3. Posons : 
/ \c = x1, puis prolongeons cette application par équivariance. 

Soit 7i G T un élément qui représente la géodésique & ; ji laisse invariante 
une composante ^ de la préimage de Si la distance de translation 6^) 
de dans T est nulle, ji a un point fixe x7. dans § ; posons / | ^ = #7., 
et prolongeons cette application en une application équivariante sur toute la 
préimage de git 

Si la distance de translation ¿(7̂ ) n'est pas nulle, l'élément 7$ agit sur 7 
en laissant un axe 4̂(7*) invariant : soit [p, 7*(p)[ C A(7j) un domaine fonda­
mental pour l'action de 7$, en supposant que p G § (c'est possible d'après le 
fait 8.1.3, (ii)). Soit Fi = [a, 7i(a)[ C gi un domaine fondamental pour l'action 
de 7i sur son axe ^ dans H2. Choisissons une mesure positive p sur F$, 
sans atomes, supportée sur un ensemble de Cantor Ki dans l'intérieur de F ,̂ 
de masse totale égale à ¿(7*) = d(p?7i(p)) ê  telle que : 
(i) les sommets de la triangulation T contenus dans F* sont dans des com­
posantes du complémentaire de Ki ; 
(ii) l'application / : F{ —> \pji(p)] définie par : f(x) = p + f* dp induit 
une bijection entre les composantes du complémentaire de Ki et les points de 
[P7*(p)]nS. 

Prolongeons ensuite cette application par équivariance à toute la préimage 
de g{. 

Cette construction, effectuée sur toute la préimage des courbes <̂  et sur 
la préimage de dS donne une application continue, T-équivariante et une 
mesure p, invariante par T dont le support est localement un ensemble de 
Cantor contenu dans les composantes de la préimage des courbes & dont la 
distance de translation n'est pas nulle. 

A ce moment, l'application / est définie sur un sous-complexe du 1-sque-
lette de T qui contient tout le O-squelette. Considérons maintenant une arête 
k = [ab] C T. D'après la propriété (i) du choix de p les points f(a) et /(&) 
sont dans S; le segment f(a)f(b) de 7 s'identifie à [0,d(/(a),/(6))], inter­
valle dans R. Choisissons sur l'arête fc, une mesure pk, sans atomes, sup­
portée sur un ensemble de Cantor K dans l'intérieur de fc, de masse totale 
égale à d(/(a), /(&)) et telle que l'application / : k —» [f(a)f(b)] définie 
par : f{x) = f(a) + f* dp induit une bijection entre les composantes de com­
plémentaire de K et les points de [f{a)f(b)] D S. Prolongeons ensuite cette 
application / en une application équivariante définie sur toute l'orbite de k. 

On a construit ainsi une apglication / , continue, T-équivariante^ défi­
nie sur tout le 1-squelette de T et obtenue sur chaque arête k de T par 
"intégration" d'une mesure pk. 

Pour prolonger / au 2-squelette de T, on considère un triangle A C T. 
Les images des trois côtés fc2, 3̂ de ce triangle sont trois segments de 7 
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qui ont un seul point c en commun : ce point c appartient à 8 d'après le 
choix de / sur le 1-squelette et le fait 8.1.3 (iii). 

Donc, sur chaque côté A:̂  la préimage /_1(c) est un intervalle 1^ C Â . 
Si ki et k2 sont deux côtés de A, choisissons deux intervalles Jx C &i et 
J2 C k2 qui ont une extrémité q en commun et dont l'autre extrémité est dans 
l'intérieur de 7X ou J2. On a : f(J\) — /(./2)? puisque ce sont deux segments 
de T qui ont les mêmes extrémités. 

Pour i = 1,2, la restriction de la mesure jik. à jI est une mesure sans 
atomes, supportée sur un ensemble de Cantor Ki dans l'intérieur de j ; par 
construction, l'application /|J^ induit une bijection entre les composantes 
connexes du complémentaire de et f(Ji) H S. Il existe donc un homéomor-
phisme h : Jx —> J2 entre ces deux intervalles qui transporte la mesure /ifcl 
sur la mesure jxk<2. L'homéomorphisme h permet de construire une lamina-
tion mesurée F fl A C A, dont l'intersection avec chaque côté k est égale au 
support de pk (cf. figure 8-2). 

I 

J 

I 

J2 h 

с 

Ji 

/3 

с 

J2 h 
Figure 8-2 

Prolongeons alors l'application / définie sur le bord de A à tout le tri­
angle T enune application continue en imposant qu'elle soit constante sur les 
feuilles de F H A et sur les composantes du complémentaire de F H A dans A ; 
cette application se prolonge par èqui variance à toute l'orbite du triangle A. 

La réunion des laminations F fi A construites sur chaque triangle de T 
est une lamination mesurée F C S, invariante sous l'action de T et disjointe 
de dS : elle se projette donc sur une lamination mesurée F de la surface 
e2/r. 
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L'application / définie sur S est constante sur les composantes de dS, 
et elle admet un unique prolongement continu au demi-espace H2 qui soit 
constant sur chaque composante connexe de H2^- S. Ce prolongement est une 
application / : H2 —• T, transverse le long de F par construction. • 

Le bord du plan hyperbolique H2 s'identifie au cercle R . On note M(S) 
l'espace des paires de points distincts de E. 

Proposition 8.1.4. — Sous les hypothèses de la proposition 8.1.2, il existe une 
lamination mesurée F C H2/r et une application f : H2 —» 7, transverse le 
long de F telles que : 

(i) chaque feuille de F a deux bouts distincts dans dM2 ; 
(ii) "l'application bout" e : F —> M(S) qui à un point p G F associe les bouts 
de la feuille de F passant par p est continue. 

Démonstration. — Considérons la lamination mesurée F et l'application trans­
verse / fournies par la proposition 8.1.2; nous allons montrer comment les 
modifier de sorte que les conclusions de la proposition 8.1.4 soient vérifiées. 

Soit £ une feuille de F qui se projette sur une feuille compacte £. Si £ 
est disjointe des géodésiques & de la décomposition de S en pantalons, £ est 
entièrement contenue dans une composante P de la préimage d'un pantalon P 
et est disjointe du bord de P. 

D'après la construction de la lamination mesurée F, la feuille £ intersecte 
une arête k de la triangulation T : cette intersection est transve£se et £ fl k^ 
est réduit à un seul point. Donc, comme l'arête k disconnecte P, et que £ 
est entièrement contenue dans P, la feuille £ est non compacte : £ n'est pas 
homotope à 0. 

Puisque £ est une courbe simple non homotope à 0 tracée dans le pan­
talon P, elle est parallèle à une courbe g de dP et la feuille £ est donc 
invariante par un élément 7 G T qui laisse aussi une composante g de dP 
invariante. D'après l'équivariance de / , cet élément 7 fixe le point /(f) G T; 
par construction, l'image de la courbe g est aussi un point fixe de 7. 

Nous allons décrire toutes les feuilles compactes de F, contenues dans P 
et homotopes à £ dans P. 

Soit a un sommet de la triangulation T contenu dans l'axe de g; soit b 
le sommet situé entre a et 7(5). Il existe un nombre fini d'arêtes (^)z=i,...,s5 
de l'arbre T que la feuille £ intersecte successivement avant d'intersecter 
l'arête 7(^1) = ks+i : le nombre s dépend de la courbe g de dP paral­
lèle à la feuille £. D'après la construction de la lamination F, les segments 
(f(ki))i<s+i de T ont en commun un segment non réduit à un point et qui 
contient le point f(£). 

Affirmation 8.1.5. — Soit K C 7 le segment non dégénéré égal à l'intersection 
des segments (/(^))^<s+1. Alors la feuille de F passant par p G ki se 
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projette sur une feuille compacte parallèle à £ si et seulement si on f(p) est 
dans K. 

Démonstration. — Nous allons montrer par récurrence sur j que la feuille 
passant par p intersecte successivement transversalement les j arêtes (ki)i<j, 
si et seulement si le point f(p) est dans l'intersection f^i<jf(K)- Pour voir 
cela, il suffit de considérer un triangle de T dont le bord contient 2 arêtes 
consécutives kj et fcj+i- La construction de F montre alors que la feuille 
de £ passant par un point p G kj intersecte aussi l'arête kj+1 si et seulement 
si f(p) est dans l'intersection f(k1)nf(k2). 

Nous voyons ainsi que la feuille passant par un point p tel que f(p) soit 
dans l'intersection H^s+i/^), intersecte successivement les arêtes fc^, pour 
i < s + 1. 

Pour être sûr que la feuille passant par un point p avec la propriété de 
l'énoncé ci-dessus se projette sur une feuille compacte, il suffit de vérifier que 
son point d'intersection q avec l'arête 7(fc1) n'est autre que le point y(p). 
Pour cela, observons que Phoméomorphisme 7 envoie l'arête ki sur l'arête 
g(ki) en transportant la mesure fiki sur la mesure fi^hn)- Pour un ensemble 
dense de points p G ki fl F, il existe un unique point q G 7(^1) fl F tel que 
fJ>k1([aiP]) = (̂fcijdM*2)**?])? à savoir le point 7(2?). Pour un ensemble dense 
de points p G ni<5+1/(fei), l'affirmation 8.1.5 est vérifiée. Le cas général s'en 
déduit par continuité. • 

Cette affirmation entraîne immédiatement : 

Corollaire 8.1.6. — Soit £ une feuille compacte de F, contenue dans un pan­
talon P ; alors £ possède dans P un voisinage U ~ £ x [0,1] tel que : 

(i) la composante £ x 0 de dU est une courbe de dP ; 

(ii) toutes les feuilles compactes de F, homotopes à £ dans P sont contenues 
dans U ; 

(iii) l'intersection F DU est un "paquet de feuilles parallèles", homéomorphe 
à £ x K, où K est un ensemble de Cantor contenu dans ]0,1[. 

Ce résultat va nous permettre d'éliminer les feuilles de F parallèles à des 
courbes de dS. 

Si une feuille £ C P est homotope à une courbe de dS, soit U C P le 
voisinage de £ décrit dans le corollaire ci-dessus. Soit £1 C U la feuille de 
F DU "la plus intérieure" : £x borde donc dans H2/r un anneau A, infini 
d'un côté, qui contient F fl (7. 

Considérons la lamination mesurée F' = F—(£xK) et définissons une nou­
velle application / : H2 —» T, transverse le long de F' en posant : / ' = / sur 
le complémentaire de la préimage de A. Sur la composante A contenant £ly 
définissons / ' comme l'application constante égale à /(^1) et prolongeons 
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hboxensuite par équivariance à toute la préimage de A. On vérifie rapidement 
que la nouvelle application est bien une application transverse le long de F'. 

Après un nombre fini de modifications de ce type, on obtient une lamination 
mesurée qui ne contient plus de feuilles compactes parallèles aux courbes 
de dS. Notons encore F la lamination mesurée obtenue et / l'application 
transverse. 

Nous allons maintenant montrer que l'application transverse / vérifie les 
conclusions de la proposition 8.1.4. 

Après la modification précédente, chaque feuille compacte de F contenue 
dans un pantalon P est homotope à l'une des géodésiques gi ; chacun de 
ses relevés a donc deux bouts distincts. Soit U le voisinage de £ fourni par 
le corollaire 8.1.6 : l'application e est continue sur la préimage de U fl F, 
puisqu'elle y est localement constante. 

Pour démontrer la proposition 8.1.4, il nous suffit de considérer les feuilles 
de F qui intersectent l'une des géodésiques 

Lemme 8.1.7. — Soit £ une feuille non compacte de F ; alors une demi-feuille 
fat ne peut être entièrement contenue dans un pantalon P. 

Démonstration. — Si la demi-feuille £' est contenue dans P, la topologie du 
pantalon entraîne l'existence d'un intervalle k contenu dans une arête de TC\P 
tel que les points d'intersection de l1 avec k forment une suite monotone (p^ 
sur k (cf. figure 8-3). 

Alors la feuille de F passant par la limite lim(p )̂ est nécessairement 
compacte. Ceci contredit que les feuilles compactes de F contenues dans P 
forment un ouvert (corollaire 8.1.6). • 

D'après le lemme 8.1.7, chaque demi-feuille d'une feuille non compacte £ 
de F intersecte une infinité de fois l'une des courbes g de l̂a collection {</$}. 
Considérons les relevés de g qui intersectent le relevé £ : il y a donc une 
infinité de relevés (#j)j>o ê  (dj)j<o qui intersectent £, dans son bout positif 
et dansj>on bout négatif. La même propriété est évidemment vérifiée par toute 
feuille £ qui relève une feuille compacte de F qui intersecte transversalement 
l'une des géodésigues gi : il existe une infinité de relevés (Pj)j>o ê  (dj)j<o 
qui intersectent £ positivement et négativement. 

D'après la construction de la lamination P, la feuille £ intersecte au plus 
une fois chaque géodésique gt. D'autre part, le diamètre des relevés ^ tend 
vers 0 lorsque \i\ tend vers l'infini; donc chaque demi-feuille de £ a un bout 
bien défini dans dW2 et les deux bouts de la feuille £ sont distincts. 

D'autre part, pour j > 0 (resp. pour j < 0), chaque géodésique fjj 
découpe sur <9H2 un intervalle qui contient le bout e+ (resp. e~ ) de l, et 
lorsque | j | tend vers l'infini, ces voisinages forment une base de voisinages 
de e+ (resp. de e~). 
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Figure 8-3 
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Pour tout j > 0 (resg. pour j < 0), on voit facilement qu'une feuille de F, 
suffisamment proche de £ intersectera aussi et son bout "positif" sera donc 
proche de e+ (resp. de e~). L'application e est donc continue, lorsqu'on la 
restreint à l'ensemble des feuilles qui intersectent transversalement un relevé 
des courbes gi ; dans la première partie de la démonstration, nous avons vu 
qu'elle était continue sur les feuilles de F qui se projettent sur une feuille 
homotope à l'une des courbes g^ D'après le lemme 8.1.7, toutes les feuilles 
de F^ sont de l'un de ces deux types ; donc l'application "bout" est continue 
sur F. 

Ceci termine la démonstration de la proposition 8.1.4. • 

Pour démontrer la proposition 8.1.4, nous avons modifié la lamination F 
fournie par la proposition 8.1.2 en supprimant les feuilles compactes homotopes 
à des courbes du bord dS. Nous aurons besoin dans la section 8.4 d'une autre 
propriété de F, que nous allons maintenant décrire. 

Si £ est une feuille compacte de F homotope à une courbe g dans le bord 
d'un pantalon Pl5 soit Ui ~ gj< [0,1]̂  l'anneau fourni par le corollaire 8.1.6. 
Soit g un relevé de g ; soient i \ et P2 les relevés des pantalons qui contien­
nent g dans le bord. Supposons que le relevé P2 contienne une feuille £ dont 
la projection dans P2 est homotope à g dans P2 ; soit U2 — g x [—1,0] le 
voisinage contenu dans P2 associé par le corollaire 8.1.6. Nous pouvons sup­
poser que les voisinages Ui et U2 s'intersectent uniquement en la feuille g, 
(même s'il est possible que les pantalons Px et P2 soient égaux). 

Soit Ui le relevé de l'anneau Ui qui contient g dans son bord; l'image 
f(Ui) est un segment c/(^), avec c = f(g). Si les deux segments cf(£i) 
et Jtf(£%) s'intersectent uniquement au point c, leur réunion est le segment 
i(£\)f(£2) ' l'application / restreinte àJ'arc p x [—1,1] induit une injection 
des composantes connexes de [—1,1] — F dans T. 

Nous allons modifier la lamination F dans l'anneau U = Ui U U2 de sorte 
que cette dernière propriété soit toujours vérifiée. Pour cela, considérons le 
segment f{£\)f(£2) ; si ce segment est réduit à un seul point, posons F' — F — 
FC\U. Définissons l'application f comme égale à / dans le complémentaire 
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de le préimage de U ; sur f/iUf^ définissons / comme l'application constante 
de valeur /(¿1), puis prolongeons par équivariance. Alors, f : H2 —• T est une 
application transverse le long de F', et la nouvelle lamination F' ne contient 
plus de feuilles compactes dans la classe d'homotopie de g, puisque toutes les 
feuilles de F homotopes à g étaient contenues dans ^ U ^ . 

Si les points /(¿1) et /(^2) son̂  distincts, choisissons sur le segment 
[—1,1] une mesure /x positive sans atomes et supportée sur un ensemble de 
Cantor K C ] — 1,1[ de masse totale égale à d(f(ln)/(^2))- Définissons une 
nouvelle lamination mesurée F' qui coïncide avec F sur le complémentaire 
de U et dont l'intersection avec U est égale à g x K; puis choisissons 
la nouvelle application transverse f de sorte qu'elle coïncide avec / sur 
le complémentaire de la préimage de U et qu'elle se restreigne au segment 
p x [—1,1] en "l'intégration de la mesure //". 

Après avoir effectué un nombre fini de modifications de ce type, on obtient 
une lamination mesurée (toujours notée F) et une application transverse / 
avec la propriété que, pour chaque feuille homotope à une courbe g du bord 
d'un pantalon P, il existe un anneau U ~ g x [—1,1] qui vérifie : 

(i) il existe un ensemble de Cantor K C ] — 1,1 ], tel que F DU = g x if ; 

(ii) U contient toutes les feuilles compactes de F homotopes à g ; 

(iii) dans chaque composante de la préimage de C/, l'application / restreinte 
à un arc p x [—1,1] s'obtient par intégration de la mesure transverse //. 

8.2 Construction d'un arbre dual 
Nous allons maintenant associer à la lamination mesurée F de la section 
précédente une action isométrique de T sur un arbre réel (cf. [MS2]). La 
construction est dans l'esprit de celle de l'arbre dual d'une lamination géo-
désique mesurée (cf. section 2.3) ; mais ici les "segments" sont plus difficiles à 
mettre en évidence. 

Soit R une composante connexe du complémentaire de F dans H2 ; d'après 
la description locale de P, l'adhérence de R est une sous-variété de H2 dont 
le bord est une réunion de feuilles de H2. 

Définition. — Une feuille de F dans l'adhérence d'une région complémentaire 
de F est dite isolée d'un côté; l'image d'une telle feuille dans F est aussi dite 
isolée d'un côté. 

Remarque.— Dans une carte Ui ~ ]0,1] x ]0,1] telle que l'intersection 
F OUi soit homéomorphe à K x ]0,1[, les feuilles isolées sont exactement 
celles qui passent par un point de (l'ensemble de Cantor) K qui est extrémité 
d'un intervalle du complémentaire de K. 
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Définissons maintenant une partition de H2 en fermés. Un fermé de cette 
décomposition est, ou bien 

(i) l'adhérence d'une composante du complémentaire de F dans H2, ou bien 
(ii) une feuille de F qui n'est pas isolée d'un côté. 

D'après la remarque précédente, ceci définit une partition 7 de H2 en 
fermés. 

Nous allons munir l'ensemble 7 d'une distance qui en fera un arbre réel. 

Proposition 8.2.1. — Pour tous points x, y contenus dans des fermés distincts 
de la partition il existe un chemin plongé u : [0,1] —» H2 tel que : 

(i) u(0)=x et u(l) = y; 
(ii) u intersecte F transversalement; 
(iii) u intersecte au plus une fois chaque feuille de F. 

Démonstration. — Soient R et R* les éléments de la partition 7 qui contien­
nent x et y. Puisque chaque feuille de F a deux bouts distincts dans dH2, 
elle disconnecte H2 ; si R a un intérieur non vide, il existe une feuille dans la 
frontière de R qui disconnecte y de l'intérieur de R. Il suffit ainsi de traiter 
le cas où x et y sont tous les deux dans des feuilles £ C R et £' C R! de F. 

Soit £ C F la réunion de £, £' et de l'ensemble des feuilles de F qui 
disconnectent H2 en deux composantes connexes dont l'une contient £ et 
l'autre £'. Puisque l'application qui à une feuille de F associe ses deux bouts 
est continue, l'ensemble £ est fermé dans F. L'ensemble £ porte un ordre 
total naturel : si £i et £2 sont deux feuilles distinctes, on dit que £x < £2 si 
et seulement si la feuille £x sépare H2 en deux composantes connexes dont 
l'une contient £ et l'autre £2. 

Soit maintenant £' C £, l'ensemble des feuilles £" telles qu'il existe un 
arcplongé UJ : [0,1] —> H2 joignant un point de £ à un point de £ntransverse 
à F et qui coupe chaque feuille au plus une fois. 

Fait 8.2.2.— Soit (^)ÎGN une suite "croissante" de feuilles dans £', c'est-à-
dire telle que : ^ — î+i- Alors, la suite (^) converge vers une feuille £OQ € £'. 

Démonstration. — Toutes les feuilles de £ intersectent un même compact de 
H2, à savoir n'importe quel arc qui joint un point de £ à un point de £'. Donc 
puisque £ est fermé, la suite (^) converge jers une feuille £OQ de £. En 
utilisant une carte de la lamination mesurée F autour d'un point de £OQ̂  on 
voit facilement que £QO est dans £'. • 

Pour montrer la proposition 8.2.1, il nous faut voir que £' G £;. Considérons 
la borne supérieure £" de £' pour l'ordre total < : la feuille £" appartient 
à £', d'après le fait 8.2.2. Supposons, en raisonnant par l'absurde, que £" est 
différente de £!. Si £" est isolée du côté de £', elle est donc dans l'adhérence 
d'une composante R et il existe une autre feuille £'" dans l'adhérence de R 
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qui appartient aussi à £ ; on peut alors prolonger l'arc LU jusqu'à £mComme 
on a : £" < t!", ceci contredit que £" était la borne supérieure de £/. 

Supposons maintenant que £" n'est gas isolée du côté de £' : en utilisant 
une carte pour la lamination mesurée F autour d'un point de £", on peut 
alors prolonger l'arc LU au-delà de £", ce qui contredit encore que la feuille £" 
était la borne supérieure de £/. Donc, on a nécessairement : £" == £'. • 

La proposition 8.2.1 va nous permettre de munir 7 d'une distance. Si LU 
est l'arc fourni par la proposition 8.2.1 joignant deux points dans des classes 
distinctes C et C de 7, la mesure trans verse p induit sur LU une mesure 
non triviale p^ : définissons d(C, C) comme la masse totale de p^. 

Corollaire 8.2.3. — La formule précédente définit une distance sur 7 qui en 
fait un arbre réel. 

Démonstration. — Nous devons d'abord vérifier que d(C, C) ne dépend pas 
du choix de l'arc LU. Pour cela considérons deux arcs LU et LU' qui joignent les 
points x, x' de C aux points y, y' de C' comme dans la proposition 8.2.1. 
Soient k C C et k' C C des arcs qui joignent x k xf et y h y' \ chaque 
feuille de F qui intersecte LU intersecte aussi u/, puisque le chemin obtenu en 
composant A:-1, a;-1, k' et LU' esthomotopeà 0. L'application de FCÏLU vers 
F H LU' qui consiste "à suivre les feuilles" produit ainsi un homéomorphisme 
qui transporte la mesure /xw sur la mesure pu'. Donc les masses totales des 
mesures pw et pu> coïncident et la quantité d(C, C) est bien définie. 

Pour la même raison, d vérifie l'inégalité triangulaire. En effet, si LU, 
LU' sont les deux arcs fournis par la proposition 8.2.1, joignant des points 
x e C à y e C et y' £ C à z e C", chaque feuille de F qui intersecte 
transversalement l'arc joignant C à C", intersecte aussi l'un des deux arcs LU 
et LU' ; ceci entraîne l'inégalité triangulaire. 

Il reste à voir que 7, muni de cette distance est un arbre réel. Soit LU l'arc 
fourni par la proposition 8.2.1 qui joint deux points C0 et Ci de 7. Si C et C' 
sont deux points distincts de 7 qui intersectent l'arc u, tout fermé C" G 7 
qui intersecte l'arc LU entre C et C1 vérifie d{C,C) = d{C,C") + d(C",C')\ 
ainsi, l'application qui au fermé C" associe le point d(C",C0) G [0, oo[ est 
une isométrie sur l'intervalle [0,d(C0, Ci)]. 

Donc, deux points quelconques C0, Cx de 7 sont joints par un segment 
isométrique à [0, d(C0,Ci)]. Pour prouver que 7 est un arbre réel, nous 
devons montrer que le segment C$Ci ainsi construit est le seul arc plongé 
qui joigne C0 et Ci. 

Soit C G T un fermé qui n'intersecte pas l'arc LU ; le point C n'appartient 
donc pas au segment C0Ci. Alors, il existe une feuille £ dans la frontière 
de C qui disconnecte H2 en deux composantes telles que l'une contienne les 
fermés C0 et Ci, et l'autre l'intérieur de C. L'ensemble des feuilles de £ 
qui séparent C0 de C contient sa borne supérieure (cf. proposition 8.2.1) : 
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soit C' la classe de cette borne supérieure. On voit donc que l'intersection des 
segments C0Ci et C0C est égale au segment C0C. Pour montrer que T est 
un arbre réel, on peut alors raisonner comme pour la construction de l'arbre 
dual 7x d'une lamination géodésique mesurée (cf. section 2.3). • 

Observons que le groupe T agit sur l'arbre réel 7 par isométries. On a 
même : 

Lemme 8.2.4. — L'action Y x 7 —• 7 est minimale. 

Démonstration. — Nous allons montrer que tout point de 7 est contenu dans 
l'axe d'un élément de Y (cf. lemme 2.1.5). Considérons une feuille £ G F : 
ses deux bouts disconnectent dE? en deux intervalles ouverts I et J. Soit 
7 G T un élément hyperbolique dont les deux points fixes sont respectivement 
contenus dans I et J. Considérons alors les deux segments de 7 qui joignent 
respectivement les classes £ à i(£) et £ à 7~1(£). Puisque les bouts de £ 
séparent les points fixes de 7, la feuille £ sépare les feuilles 7_1(̂ ) et y(£) 
dans H2: donc, les segments £"){£) etj?7_1(^) s'intersectent uniquement en la 
classe de £. Puisqu'aucune feuille de F n'est isolée, la feuille £ n'est pas isolée 
du côté de ^y(£) ou du côté de 7_1(̂ ) : en particulier, la distance d(£,^(£)) 
est non nulle et le segment £ (̂£) est un domaine fondamental pour l'action 
de 7 sur son axe. Donc, la classe de £ est contenue dans l'axe de l'élément 7 
agissant sur 7. • 

Définition. — Une application T-équivariante / entre deux arbres réels 7 
et 7 est un morphisme, si et seulement si tout point^p G 7 est contenu dans 
un segment non dégénéré [ab] tel que la restriction / | [ab] soit une isométrie. 

Lemme 8.2.5.— Soit f l'application transverse à la lamination mesurée F 
construite dans la section 8^1; alors, f induit un morphisme Y -équivariant f 
de l'arbre 7 dans 7. Si f n'est pas une isométrie, il existe un point p G 7 
et deux segments pp1 et pp2 tels que : 

(i) pp!npp2=p; 
(ii) chaque restriction f \ppi est une isométrie ; 
(ni) l'intersection des segments f(pp\) et f(pp2) contient un segment non 
dégénéré. 

Démonstration. — D'abord, l'application / : H2 —> 7 induit une application 
de l'ensemble Dedans l'arbre réel T, puisqu'elle est continue et constante sur 
les feuilles de F ainsi que sur les composantes connexes du complémentaire 
de F dans M2. 

Dans une carte ]0, l[x]0,1[ de la lamination mesurée F, l'application/ 
s'obtient par intégration de la mesure transverse /1. Par construction, chaque 
fermé de 7 qui intersecte la transversale ]0,1[ l'intersecte en un intervalle 
connexe; donc les fermés de 7 qui intersectent cette transversale s'injectent 
dans 7 et leur image est un segment non dégénéré [ab] C 7. D'après la 
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construction de / , la restriction / \[ab] est une isométrie. Puisque tout fermé 
de 7 intersecte une carte de la lamination F, l'application / est un mor-
phisme. 

Considérons l'arc u> fourni par la proposition 8.2.1 qui joint deux points 
dans des fermés C et C" ; les éléments de 7 qui intersectent u sont exacte­
ment les points du segment CC'. En utilisant un recouvrement̂  de u par un 
nombre fini de cartes disjointes Ui adaptées à la lamination F, on exprime 
le segment CCf comme une réunion de segments k{ d'intérieurs disjoints, 
correspondant aux fermés de 7 qui intersectent UJ fl L'application / se 
restreint à chacun des segments fcj en une isométrie. Donc, s'il n'existe aucun 
point p G 7 vérifiant (i) et (iii), la réunion des segments f(k{) est un segment 
de 7 qui a la même longueur que CC'. Puisque l'action de V sur T est 
minimale, l'application / est surjective ; c'est donc une isométrie. • 

Définition. — Un point p avec les propriétés décrites dans le lemme 8.2.5 est 
appelé un point de branchement. 

Lorsque 7 est un arbre simplicial, en tout point de branchement, deux 
arêtes sont partiellement identifiées. Dans un arbre réel comme T, on peut 
aussi définir une notion d'arêtes. 

Définition. — Soit p G 7 ; on définit une relation d'équivalence sur 7—p par : 
xT.y si et seulement si l'intersection des segments px et py n'est pas réduite 
au point p. Les classes d'équivalence de cette relation sont appelées les arêtes 
au point p. 

Remarque. — Si le point p G 7 correspond à l'adhérence R d'une compo­
sante connexe de H2 — F, les arêtes au point p correspondent bijectivement 
aux feuilles du bord de R. Si le point p correspond à une feuille £ de F qui 
n'est isolée d'aucun côté, alors les arêtes au point p correspondent aux deux 
composantes connexes de H2 — £. 

Fait 8.2.6. — Pour tout segment non dégénéré pq C 7, il existe un segment 
non dégénéré pq' C pq tel que la restriction f \pq' soit une isométrie. 

Démonstration. — Le segment pq définit une arête de 7 au point p. Si p 
est la classe d'une feuille £ de F quiji'est pas isolée d'un côté, soit Ui une 
carte de F qui intersecte £ : Uj C\ F ~ K x (01) pour un ensemble de 
Cantor K C ]0,1[. La feuille £ passe par un point x G K qui n'est pas 
une extrémité d'un intervalle du complémentaire : donc les deux segments 
de 7 correspondant aux fermés qui intersectent les intervalles [0, x] et 1] 
sont non dégénérés.L'un d'eux intersecte le segment pq en un segment non 
dégénéré ; puisque / se restreint en une isométrie au segment de 7 formé des 
fermés qui rencontrent [—1,1], ceci entraîne le fait 8.2.6. 

Le cas où p est la classe d'un fermé d'intérieur non vide se traite de la 
même façon. • 
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Comme première étape de la démonstration du théorème 8.1.1, nous allons 
montrer que certains phénomènes de branchement ne peuvent se produire. 

Lemme 8.2.7. — Soit p un point de branchement du morphisme f ; soient ppi 
et pp2 les deux segments identifiés par /. Alors Vune des deux arêtes ppi a 
un stabilisateur trivial. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde en supposant que les deux arêtes 
PPi et PP2 sont stabilisées respectivement par des éléments gi et g2 autres 
que l'identité. 

Sous-lemme 8.2.8.— Soient Ci et C2 des éléments de 7 distincts; soit g un 
élément de V autre gue Videntité tel que g(Ci) = Ci et g(C2) = C2. Alors, 
il existe des feuilles £x C Ci et £2 C C2 dont les projections dans M2/T sont 
deux courbes fermées homotopes. 

Démonstration. — Chaque feuille dans la frontière de Ci disconnecte R = 
dE2 en deux intervalles ; l'un de ces intervalles ne contient pas les bouts des 
autres feuilles de dQ : soit Fi C R le complémentaire de la réunion des 
intervalles correspondant aux feuilles de dCi. Alors les points fixes de g sont 
contenus dans Fi et g laisse Ft invariant. Puisque C2 et Ci sont distincts, 
le fermé F2 est contenu dans l'adhérence d'un intervalle du complémentaire 
de Fi. Ceci n'est possible que si £ est un élément hyperbolique et si ses points 
fixes sont les bouts d'une feuille ^ dans la frontière de 

Les feuilles ^ ainsi construites sont invariantes par g, puisque les fer­
més Ci le sont : chacune se projette donc sur une feuille compacte ^ de F. 
Les deux feuilles compactes £x et £2 obtenues sont distinctes car sinon le 
groupe fondamental de S serait abélien. Elles sont homotopes sur S puis­
qu'elles représentent la même classe de conjugaison dans T, à savoir, celle de 
la racine primitive de l'élément g. • 

Puisque l'apphcation /_est équivariante, les éléments gi et gx fixent l'arête 
non dégénérée f(ppi) fl f(pp2). Puisque l'action de V sur T est à petits 
stabilisateurs d'arêtes, gx et g2 engendrent donc un groupe élémentaire. En 
particulier, ils ont les mêmes points fixes ; puisque V est le groupe fondamental 
d'une surface, on en déduit que gx et g2 sont des puissances d'un même 
élément g G T. 

D'après le sous-lemme 8.2.8, il existe des feuilles £x et £2l respectivement 
contenues dans les fermés pi et p2 qui se projettent sur des courbes fermées £x 
et £2 qui représentent chacune la classe de conjugaison de g. Donc £i et £2 
sont des courbes fermées homotopes sur la surface H2/r. 

Supposons que g représente la classe de conjugaison d'une courbe du 
bord d'un pantalon P; on a vu à la fin de la section 8.1, qu'il existait un 
anneau U ~ £i x [—1,1] qui contenait dans son intérieur toutes les feuilles 
de F homotopes à lla La lamination mesurée, telle qu'elle a été modifiée 
à la fin de la section 8.1 a la propriété que, dans chaque composante de la 
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préimage £/, l'application / restreinte à un arc xx[—1,1] induit une injection 
des composantes connexes de {x x [-1,1]} - F dans T. Donc, l'application / 
se restreint en une isométrie sur le segment formé des éléments de 7 qui 
intersectent x x [—1,1]; comme ce segment contient Pip2, ceci contredit les 
hypothèses du lemme 8.2.7. 

Si la classe de conjugaison g ne représente pas l'une des géodésiques de la 
décomposition en pantalons, £i intersecte transversalement l'une des courbes 
gj de la décomposition en |>antalons de S. Soit gj une composante de la pré­
image de gj qui intersecte l\ ; elle intersecte donc aussi £2. Par construction, 
l'arc k C gj d'extrémités £i fl gj et £2 fl 7jj a une intersection connexe avec 
toutes les feuilles de F et avec tous les fermés de 7 qu'il rencontre ; le segment 
P1P2 ^ 7 est donc exactement l'ensemble des fermés de 7 qui rencontrent k. 
D'après la construction de l'application transverse / , l'application / est injec-
tive sur ce segment et ne peut donc avoir un point de branchement au point p. 

• 

8.3 Construction d'une lamination géodésique mesurée 
Pour démontrer le théorème 8.1.1, nous allons remplacer la lamination F par 
une lamination géodésique mesurée; plus précisément, nous allons remplacer 
l'arbre 7 par l'arbre dual 7\ d'une lamination géodésique mesurée. Nous 
allons commencer par montrer comment associer à la lamination mesurée 
construite dans la section 8.1, une mesure de Radon (i.e. une mesure cr-additive 
et finie sur les compacts) sur M(S) qui est T-invariante. 

Soient [a, b] et [c, d\ deux intervalles disjoints contenus dans <9H2 et fixons 
un point q dans le complémentaire de la réunion de ces intervalles. L'en­
semble £ des feuilles de F qui ont un bout dans [a, b] et l'autre dans [c, d\ 
est un fermé de F puisque l'application qui à une feuille associe ses deux bouts 
est continue. 

De plus, toutes les feuilles de £ intersectent un compact de H2 ; il suffit 
pour cela de choisir deux feuilles £ et £' dont les bouts sont dans les ouverts 
du complémentaire de [a, 6] U [c, d]. Alors, toutes les feuilles de £ intersectent 
un chemin dans H2 qui joint £ à £'. 

Par analogie avec la construction faite dans la démonstration de la pro­
position 8.2.1, munissons £ d'un ordre total en posant, si £ et £' sont deux 
feuilles distinctes de £ : £ < £', lorsque l'adhérence de £ découpe H2 en deux 
composantes connexes dont l'une contient £' et le point q. 

Puisque £ est fermé et que toutes les feuilles de £ intersectent un compact 
de H2, £ a un plus petit élément £_ et un plus grand élément £+. Comme 
dans la démonstration de la proposition 8.2.1, on montre l'existence d'un arc u 
qui joint un point de £_ à un point de £_, et qui intersecte transversalement F 
en coupant chaque feuille de £ en un seul point. La mesure transverse à la 
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lamination mesurée F dépose une mesure p^ sur l'arc eu ; la masse totale 
de /lu est un nombre positif /^([a, b] x [c, d]) qui ne dépend pas du choix de 
l'arc ou (cf. corollaire 8.2.3). On a alors : 

Fait 8.3.1. — Il existe une unique mesure de Radon À sur M(S) qui donne à 
chaque rectangle [a,6] x [c,d] la masse //^([a,6] x [c,d]). 

Démonstration. — Il suffit de montrer que pour toute partition dénombrable 
de [a,b] x [c,d] en rectangles disjoints [a^bi] x [q,^], on a: 

pu([a,b] x [c,d]) = Y^^S^iM x [Ciidi])- (!) 
i 

Pour tout i, l'ensemble des feuilles de £ qui ont leurs bouts dans le rectangle 
[aj,6j] x [cjjdj] forment un fermé L1 sur ce fermé les mesures pu et pu. 
coïncident. Les fermés Li et Lj correspondant à des rectangles disjoints sont 
disjoints et leur réunion est égale à £. L'égalité (1) résulte alors du fait que 
Pu est cr-additive. • 

Dans l'appendice, nous définirons une correspondance entre laminations 
géodésiques mesurées sur H2/r et certaines mesures de Radon sur M(S). En 
termes de cette correspondance, on a : 

Fait 8.3.2.— La mesure À construite dans le fait 8.3.1 est une lamination 
géodésique mesurée. 

Démonstration. — Nous verrons dans l'appendice qu'une mesure de Radon À 
sur M (S) est une lamination géodésique mesurée si et seulement si : 

(i) À est T-invariante ; 

(ii) deux points quelconques de son support ne sont jamais enlacés; 

(iii) aucun point de son support n'a une coordonnée qui soit le point fixe d'un 
élément parabolique de T. 

Par construction, la mesure À est T-invariante. 

Tout ouvert de M(S) qui est disjoint de l'ensemble des bouts des f̂euilles 
de F est de mesure nulle; tout voisinage du bout d'une feuille de F a une 
mesure strictement positive car e, l'application bout, est continue (proposition 
8.1.4) et car F est exactement le support de p. Donc le support de À est 
exactement l'ensemble e(F). Alors (ii) provient de ce que deux feuilles de F 
sont disjointes ou confondues ; (iii) provient de ce que la lamination F est un 
compact de H2/r et du lemme de Margoulis. • 

Soit TA l'arbre dual de la lamination géodésique mesurée À (cf. section 2.3). 
On a : 

Proposition8.3.3. — Les actions TxV —• 7 et TxTA —> 7\ sont isométriques. 
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Démonstration. — Ce sont deux actions minimales ; donc, d'après la proposi­
tion 2.1.6, il nous suffit de voir que pour tout élément 7 G I\ les distances de 
translation de 7 dans les deux arbres 7 et 7X sont égales. Pour cela, nous 
allons montrer que la distance de translation de 7 sur l'arbre 7 s'exprime en 
termes de la mesure À sur M(S). 

Soit 7", 7+ les deux points fixes de 7 sur dW2 et supposons qu'il existe 
une feuille £ G 7 dont les bouts x et y séparent 7" de 7+ ; alors d'après la 
démonstration du lemme 8.2.4 et la construction de la mesure À, la distance 
de translation 69(7) de 7 dans l'arbre 7 est égale à: X([x,^(x)[ x [y,7(t/)[). 
Si ]7~,7+[ est l'intervalle du complémentaire de 7" et 7+ dans dW2 qui 
contient le point x, on a : 

A([x,7(x)[ x [y,7(y)[) = A(]7",7+[ x [y,7(v)[), 

car il n'y a aucune feuille de F qui a une extrémité dans ]7~,x[ ou dans 
[y(x), 7+ [, et l'autre dans [y, 7(y) [. 

Donc, si la distance de translation ¿9(7) n'est pas nulle, on a : 

<Sy(7) = A(]7~,7+[ x [y,7(y)[)-
Si 7 a un point fixe dans T, il n'y a aucune feuille de F qui sépare les 

points fixes 7~ et 7+, d'après la démonstration du lemme 8.2.4; donc la 
formule ci-dessus est encore vérifiée. 

Dans l'appendice, nous verrons que pour tout 7 G T, le nombre d'intersec­
tion de A et 7 vérifie : 

i(A,7) = A(]7",7+[ x b/,7(î/)[), 
et que la distance de translation de l'élément 7 dans l'arbre 7X est égale à 
i(A,7). 

Donc, les deux actions r x 7 —» 7 et r x TA -> TA ont les mêmes fonctions 
de translation : elles sont isométriques. • 

8.4 Démonstration du théorème 8.1.1 
Si A est la lamination géodésique mesurée construite dans la section 8.3, 
on a un morphisme T-équivariant ^ de l'arbre dual dans l'arbre T, 
obtenu en composant l'isomorphisme entre 7X et 7 (proposition 8.3.3) et le 
morphisme / de 7 vers 7 (lemme 8.2.5). Ce morphisme * a la propriété 
que pour tout segment pq C TA il existe un segment pq' C pq en restriction 
auquel * est une isométrie (fait 8.2.6). 

Pour montrer le théorème 8.1.1, nous raisonnerons par l'absurde, en sui­
vant R. Skora. Si p est un point de branchement pour \I>, il existe deux 
segments ppx et pp2 tels que : 

(i) la restriction de * à chacun des segments ppx et pp2 est une isométrie ; 
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(ii) l'intersection des segments *(pp*) contient un segment non dégénéré dont 
une extrémité est \£(p). 

Rappelons que l'arbre TA est construit à partir d'un "épaississement" — 
toujours noté À — de la lamination géodésique A et que les points de 7X 
correspondent bijectivement aux feuilles de la préimage^A isolées d'aucun côté 
et aux adhérences des composantes connexes de H2 — À. 

Lemme 8.4.1. — Soit p un point de branchement de * ; alors p correspond à 
Vadhérence d'une composante de H2 — A. 

Démonstration. — Sinon, p correspond à une feuille qui n'est isolée d'aucun 
côté : une telle feuille est ou bien le relevé d'une feuille compacte dans l'intérieur 
d'un "paquet" de feuilles parallèles, ou bien le relevé d'une feuille d'un minimal 
exceptionnel qui n'est pas dans la frontière d'une composante connexe du 
complémentaire de A. Dans les deux cas, il y a exactement deux arêtes de TA 
issues de p : elles correspondent aux feuilles et aux régions complémentaires 
de £ contenues dans chaque composante connexe de H2 — A. 

Raisonnons par l'absurde, en supposant d'abord que £ est une feuille 
compacte. Alors les deux segments ppi et pp2 contiennent des segments non 
dégénérés dont le stabilisateur est un groupe cyclique non trivial ; c'est interdit 
par le lemme 8.2.7. 

Si £ est dans un minimal exceptionnel, puisque ce minimal exceptionnel est 
égal à l'adhérence^ de £ (proposition A.3.4), le segment pp1 contient l'image 
g{£) de la feuille £ par un élément g G T. Mais alors les deux segments g{pp\) 
et g(pp2) intersectent le segment ppi en des segments non dégénérés qui se 
rencontrent uniquement au point g(p). Puisque le morphisme \I> est T-équi-
variant et injectif sur pp±, le point p n'est donc pas un point de branchement 
de • 

Donc, si p est un point de branchement du morphisme \t, il correspond 
à l'adhérence R d'une composante connexe de H2 — A. Les segments ppi 
correspondent à des feuilles £i et £2 dans le bord de R en ce sens que tout 
arc géodésique Ki, suffisamment petit et qui intersecte transversalement ^ 
n'intersecte que des éléments de ppi. 

Nous allons commencer par nous ramener au cas où le stabilisateur de 
chaque arête ppi est trivial, c'est-à-dire où, pour tout élément g ^ Id qui 
fixe p, on a : g(ppi) fl ppi = p. 

En effet, d'après le lemme 8.2.7, au plus une de ces arêtes est "stabilisée 
partiellement" par un élément non trivial g G T : par exemple, g(pp\) nppx 
est un segment non dégénéré. Puisque l'application * est équivariante, elle 
identifie partiellement les deux arêtes g(pp2) et pp2._Mais l'arête g{pp2) 
correspond à la feuille g(£2) C dR, qui est distincte de £2 ; le stabilisateur de 
l'arête g(pp2) est trivial puisqu'il en est de même pour pp2. 
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On se ramène ainsi au cas d'un point de branchement p, tel que les deux 
arêtes ppi qui sont identifiées par \£ ont un stabilisateur trivial. Dire que le 
stabilisateur d'une arête ppi est trivial équivaut à dire que la feuille de dR 
qui correspond à cette arête a une projection non compacte (sous-lemme 8.2.8) : 
en particulier, c'est une géodésique de A. 

Lemme 8.4.2. — Les géodésiques £i et £2 ne sont pas asymptotes dans dW2. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde : pour un paramétrage convenable 
de ces géodésiques, la distance entre £i{t) et £2(t) tend alors vers 0 lorsque 
t —» -foo. Puisque la projection £i de £i est non compacte, elle est contenue 
dans un minimal exceptionnel de A (proposition A.J.4). Soit Ki C H2 un 
petit arc géodésique qui intersecte transversalement £i et qui se projette sur 
un arc dans H2/r; choisissons-le suffisamment petit de sorte que toutes 
les feuilles de A qui l'intersectent soient des éléments du segment ppi. 

La demi-feuille £i(t)t>0 intersecte une infinité de fois l'arc acx : il existe 
donc g € T tel que g{£\) et g(£2) appartiennent au segment ppi. Mais alors, 
puisque la restriction 9\pp\ est injective, les deux arêtes au sommet g(p), 
issues dans les directions g(£\) et g(£2), s'injectent dans 7. Comme * est 
équivariante, c'est une contradiction. • 

Puisque les géodésiques £x et £2 sont disjointes et n'ont pas de bouts 
communs, elles ont une perpendiculaire commune : c'est un segment géodési­
que k orthogonal en chacune de ses extrémités à £x ou à 4- Soit O le milieu 
de k. 

Supposons que les segments ppi et pp2 sont exactement identifiés par 
l'application v c'est-à-dire qu'on a : \£(pi) = 9(p2) (on Peut toujours se 
ramener à ce cas quitte à rétrécir les segments donnés au départ). Au point 
fcn^, choisissons un arc géodésique orthogonal à £^ transverse à A et dont 
l'extrémité autre que k D ^ est le point Pi H ^ dans le fermé correspondant 
au point pi (ceci est encore possible au prix de rétrécir le segment ppi). 

Remarque. — Observons que nous pouvons imposer que le fermé pi, par 
exemple, soit l'adhérence d'une composante du complémentaire de A, puisque 
les points avec cette propriété sont denses dans tout segment de 7X ; mais 
nous ne pouvons pas imposer ceci aux deux fermés p{ simultanément. 

Soit C > 0 une constante que nous préciserons plus tard. Supposons chaque 
arc K>i suffisamment court de sorte que : 

(i) sa projection sur H2/r est un arc plongé K{ ; 

(ii) pour toute feuille £ de la distance mesurée le long de la feuille entre 
deux points d'intersection successifs de £ fl /c» est supérieure à C. 

Pour contrôler (ii), il suffit d'utiliser que la géodésique ^ n'est pas com­
pacte (cf. théorème 3.1.4). 
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Fixons une orientation transverse de Parc Â . 
Affirmation 8.4.3.— Pour toute géodésique £ de X qui intersecte l'arc ^ au 
point x dans la direction positive, il existe un premier temps non nul tel que £ 
intersecte de nouveau ki dans la direction positive. 

Démonstration. — Si ce n'est pas le cas, soit £+ la demi-feuille de £ issue de x 
dans la direction positive ; toutes les intersections £+ fl après le point x 
seraient négatives. Puisque la demi-feuille £+ est dense dans le minimal ex­
ceptionnel £i (proposition A.3.4), toutes les feuilles de ^ intersectent dans 
la même direction. Ceci contredit que les deux premières intersections de la 
demi-feuille £+ avec Ki se font dans des directions différentes. • 

On appelle ce premier point d'intersection T^x). Par continuité, si on a : 
Ti{x) ^ Pi fl Ki, il existe un intervalle ouvert kx C ^ autour de x et un 
intervalle kT.^ C ^ autour de T^x) tel que : ^(y) 6 À fl ^(x) si et 
seulement si x G \Dkx. Lorsqu'on a : T^x) = PiflAq, il existe deux intervalles 
[x, x"[ et ]x',x] avec cette même propriété (cette complication est due à ce 
que la feuille Pi peut ne pas être isolée d'un côté dans £i). 

Puisque la mesure transverse à la lamination À est invariante par holo-
nomie, la mesure \([y,Ti(y)]) est indépendante de y G À fl kx. Si l'inter­
valle kx est choisi suffisamment petit, pour tout y G kx H A, l'élément de T 
qui représente la classe d'homotopie du chemin obtenu en composant Oy C fc, 
yTi(y) C £x et Ti(y) C k ne dépend pas de y G Ix. Il en est de même 
pour les intervalles [x,x"[ et ]x',x] : notons gx et gx> les éléments de F 
correspondant. 

Le recouvrement du compact n A par les intersections Ankx, An [x, x"[ 
et A D ]x',x] contient un recouvrement fini. Nous pouvons supposer, quitte 
à les subdiviser que les éléments de ce recouvrement sont des fermés fc- HÀ, 
pour des intervalles d'intérieurs disjoints kl C 

Soit I\ le segment de ppi formé des feuilles de A qui intersectent le 
relevé de k\ contenu dans Hi II existe alors un recouvrement de ppi par 
des intervalles d'intérieurs disjoints l\ et des éléments g\ G T tels que : 

(i) les segments g{{Il) recouvrent ppi ; 
(ii) g\ agit sur comme une translation ; 
(iii) l'élément g\ représente le lacet obtenu en composant les trois arcs Ox\, 
x\Ti{x3i) et Ti(xl)0, pour un certain point x\ G fc-. 

Puisque l'application v est T-équivariante, l'intervalle / = ^(ppi) est 
recouvert par des intervalles d'intérieurs disjoints \I/(if ) sur lesquels les appli­
cations g{ vérifient (i), (ii) et (iii). 

Considérons la "transformation" T{ de l'intervalle I = ^(pPi) définie dans 
la réunion des intérieurs des intervalles *(//) et qui coïncide avec g{ dans 
l'intérieur de I{ (une telle transformation s'appelle un échange d'intervalles). 
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L'application Ti n'est pas bien définie aux extrémités des intervalles V(jn) 
elle est bien définie seulement dans le complémentaire de cet ensemble fini. Par 
conséquent, si x G / est dans le complémentaire d'un ensemble dénombrable 
D, on peut composer les transformations 7\ et T2 et définir Tix o • • -Tir(x). 

Fixons dans la suite un point x dans l'intérieur de J, disjoint de T> ; soit 
Xi G Ki un point contenu dans une feuille d'image le point x par l'applica­
tion \I>. Pour tout mot v = Tix o • • -Tiv de longueur fini en les lettres 7\ 
et T2, il existe un élément 7^ et un intervalle autour de x sur lequel 7^ agit 
comme une translation ; 7„ est obtenu en composant des éléments g{. 

Soit n le cardinal de l'ensemble des intervalles I[ et m celui de l'ensemble 
des intervalles I2. 

Pour N > 0, considérons l'ensemble ^ des mots de longueur N en les 
lettres ï\ et T2 qui commencent par T\ : le cardinal de J$i est 2iV_1. Pour y 
dans le complémentaire de l'ensemble dénombrable D, chaque transforma­
tion Ti s'écrit : y —» y + /3r; /3r est la longueur de translation de l'élément g{ 
ou #2 et prend donc au plus n + m valeurs. Donc pour tout mot u et 
pour tout x G / — D, on a : 

n+m 
d(x,iv(x)) = ^2 niPi> 

1 
avec Ylni = N. Ainsi lorsque 1/ est un mot de Nj, les distances ^(^^(x)) 
prennent au plus C(iV, n+m) valeurs où C(iV, n+m) est le nombre d'écritures 
possibles de N comme somme de n+m entiers positifs : ce nombre est inférieur 
à (iV + l)n+m. 

Puisque le cardinal de Nx croît exponentiellement avec N, il existe pour N 
suffisamment grand, deux mots distincts vx et v2 de Jix tels que les 
éléments 71, 72 correspondant vérifient : 71 (x) = 72(#). Chacun de ces 
éléments agit sur un voisinage de x comme une translation; donc, il existe 
un voisinage de x dans I qui est fixé par 7J"1 073. Puisque les éléments 
de Jii commencent par 7\ et que les mots v± et v2 sont distincts, l'élément 
g = 7f1 o 72 représente le lacet basé en O, réunion des segments géodé-
siques Ox \, x-^x-^ , x-^x2, x2x2,... Xi \Xi , Xi Xi , . . . x-^x^ et x^O, 
où xki, xik+1 est contenu dans une feuille de ^ et a ses deux extrémités dans 
l'intervalle Ki. 

De même en raisonnant avec l'ensemble N2 des mots de longueurs N en 
les lettres 7\ et T2 et qui commencent par T2, on produit un élément h qui 
stabilise un voisinage du point x sur le segment / et qui représente le lacet 
basé en O, réunion des segments géodésiques Ox2, x2y\, y\y\, y\y?,... 
î/?-iî/?+1> y?y?+1»--- V2X2 et #2<9, où yfyf+1 est contenu dans une feuille 
de ^ et a ses deux extrémités dans l'intervalle Ki. 

Nous allons maintenant contredire le fait que l'action de T sur T est à 
petits stabilisateurs. La construction ci-dessus nous fournit une courbe fermée 
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c C H2/r, dont la classe d'homotopie est la classe de conjugaison de g. Cette 
courbe c est une géodésique brisée, réunion d'arcs géodésiques contenus dans 
les feuilles de À et d'arcs géodésiques entre un point de Ki et un point de K2. 
Rappelons que, par construction, les géodésiques x^x**1 et yf y%+1 ont une 
longueur supérieure à C. 

Lemme 8.4.4. — Si la constante C est choisie suffisamment grande, les élé­
ments g et h n'engendrent pas un groupe élémentaire. 

Démonstration. — On voit facilement que dans un groupe fuchsien, tout sous-
groupe élémentaire est cyclique. Supposons donc, en raisonnant par l'absurde, 
que les éléments g et h engendrent un groupe cyclique : ils vérifient donc 
une relation gahb = Id pour des entiers non nuls a et b. Nous supposerons 
qu'aucun de ces entiers n'est nul, la démonstration dans l'autre cas étant 
similaire. L'élément gahb G T est représenté par un courbe c C ïï2/r, réunion 
de segments géodésiques kr qui contiennent k, et de segments £r de longueur 
supérieure à C, contenus dans des feuilles de A. La courbe c se relève dans le 
revêtement universel H2 en une courbe fermée c, réunion d'arcs k[ relevés des 
arcs kr et d'arcs £f{ relevés des arcs £r. Ordonnons ces relevés cycliquement. 
Les relevés £\ et £fi+1 qui intersectent k'{ sont contenus dans des géodésiques 
de H2 qui font avec k\ un angle d'autant plus proche de TT/2 que les arcs k1 
et K2 sont courts. 

Sous-lemme 8.4.5. — Soit £ une constante positive. Pour tout angle 9 > 0 
suffisamment petit, il existe une constante K — K(£, 9) > 0 telle que si A, 
B, C et D sont quatre points de M2 vérifiant : 

(i) la distance BC est comprise entre £ et 2£; 
(ii) l'angle entre les géodésiques contenant les segments AB (resp. CD) 
et BC est compris entre n/2 — 29 et ir/2 + 29; 
(iii) la longueur des côtés AB et CD est supérieure à 2K. 

Alors le côté AD a un longueur supérieure à AB + K et la géodésique AD 
intersecte la géodésique CD sous un angle inférieur à 9. 

Démonstration. — Notons AB, BC et CD les géodésiques de H2 qui con­
tiennent respectivement les segments AB, BC et CD. La constante £ étant 
fixée, cet ensemble de triplets de géodésiques est compact, modulo les isomé-
tries de H3 ; si de plus, la constante 9 est choisie suffisamment petite, les 
géodésiques AB et CD de cette famille sont disjointes et non asymptotes. Le 
résultat s'obtient alors par les mêmes méthodes que le corollaire 2.2.7. • 

Reprenons la démonstration du lemme 8.4.4. Soit £ la longueur de l'arc k. 
Choisissons maintenant 9 de sorte que les conclusions du résultat ci-dessus 
soient vérifiées pour la constante K(£,9). Si les arcs K>I et K2 sont choisis assez 
courts, la longueur des segments k[ sera inférieure à 2£ et les segments £\, 
£'i+1 feront avec k[ un angle compris entre n/2 — 9 et 7r/2 + 9. 
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Posons C = K(£,0)', on peut supposer les arcs Kf{ suffisamment courts de 
sorte que les longueurs des segments t\ soient supérieures à C. 

Notons P2i, P2i+i les extrémités des segments f j c c ordonnés cyclique-
ment. Le sous-lemme 8.4.5 s'applique au quadrilatère P0P1P2^3 et donne : 

d(P(hPs)>d(PQ,P1) + C 

et, au point P3, les segments P0P3 et P3P4 font un angle compris entre 
TT/2 — 29 et 7T/2 + 20. Un raisonnement par récurrence, où on applique le sous-
lemme 8.4.5 successivement aux quadruplets Pô i-1-̂ 2*̂ 21+1» montre alors 
que la fonction cf(P0,P2i+i) est strictement croissante : ceci est impossible si 
on suppose la courbe c fermée. • 

Ceci termine la démonstration du théorème 8.1.1. • 
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CHAPITRE 9 

Deux exemples de 
variétés hyperboliques fibrées sur le cercle 

La démonstration du théorème d'hyperbolisation pour les variétés fibrées, con­
tenue dans les chapitres précédents, utilise un procédé d'itération et permet 
difficilement de construire explicitement une métrique hyperbolique complète 
sur une variété qui fibre sur le cercle. Dans ce chapitre, nous allons décrire deux 
exemples. Le premier est une variété de volume fini découverte par H. Gieseking 
[Gi]. C'est l'un des premiers exemples de variétés hyperboliques complètes 
de volume fini, après ceux de Picard et de Bianchi qui reposaient sur des 
constructions arithmétiques. L'exemple de Gieseking est une variété fibrée sur 
le cercle mais non orientable. Dans la section 9.2, nous décrirons un exemple dû 
à Thurston, construit à partir du dodécaèdre régulier à angles droits (cf. [Sul]). 

9.1 La variété de Gieseking 
Cet exemple de variété hyperbolique est expliqué dans le livre de Magnus [Mag] 
et dans le survol de Milnor [Mi]. 

Pour décrire l'espace hyperbolique, nous utiliserons le modèle de Riemann 
D3. Considérons un tétraèdre régulier euclidien dont les sommets sont sur le 
bord du disque : l'enveloppe convexe de ces sommets pour la métrique hy­
perbolique est un tétraèdre "idéal" T'. Puisque les isométries euclidiennes du 
disque sont aussi des isométries pour la métrique hyperbolique, le tétraèdre T' 
est régulier : en particulier, ses angles dièdres pour la métrique hyperbolique 
sont égaux. L'intersection de T' avec une horosphère centrée en l'un de ses 
sommets est un triangle euclidien : donc les angles dièdres de T' sont tous 
égaux à 7r/3. H. Gieseking a défini des identifications entre les faces de T' 
telles que le quotient de T' par ces identifications soit une variété hyperbolique 
complète de volume fini. 

Considérons deux faces adjacentes f[ et f2 de Tr qui ont un sommet 
idéal en commun et identifions-les par la rotation d'angle 27r/3 autour de ce 

131 



9. DEUX EXEMPLES DE VARIÉTÉS HYPERBOLIQUES 

sommet. Le quotient de T' par cette première identification est une variété 
dont le bord est la réunion de deux triangles géodésiques idéaux qui sont 
les images des deux faces /3 et /4, opposées aux faces /{ et /2; les angles 
dièdres sur les arêtes du bord de ces triangles sont respectivement égales à 7r/3, 
27r/3 et 7r. Identifions maintenant ces deux faces par la rotation d'angle 27r/3 
autour d'un sommet idéal commun : on obtient une variété sans bord G'. Les 
arêtes du tétraèdre T' sont identifiées en une seule : donc, en tout point la 
variété G' est isométrique à l'espace hyperbolique H3. 

Proposition 9.1.1. — G' est un variété hyperbolique complète; elle est homéo-
morphe à l'intérieur d'une variété compacte fibrée sur le cercle avec pour fibre 
un tore troué. 

Démonstration. — Tronquons le tétraèdre T' par quatre horoboules centrées 
en chacun de ses sommets de sorte que l'aire de l'intersection du bord de 
ces horoboules avec T' soit la même; soit T le tétraèdre tronqué obtenu. 
Chaque face f[ de T' devient un triangle, tronqué autour de ses sommets par 
un horocycle : notons fi le "triangle" tronqué ainsi obtenu. Les recollements 
qui définissent G' respectent ces horocycles; donc le tétraèdre tronqué se 
recolle en une variété compacte à bord. Son bord est isométrique au quotient 
d'une horosphère par un sous-groupe discret de PSL2(C), formé d'éléments 
paraboliques et le complémentaire de l'intérieur de G dans Gf est isométrique 
au quotient de l'horoboule par ce même groupe : G' est donc une variété 
hyperbolique complète. 

La description suivante d'une fibration de la variété G sur le cercle est due 
à Christine Lescop. Remarquons tout d'abord que G' n'est pas orientable. 

Toutes les arêtes de T' sont identifiées en une seule dans G' ; soit A 
l'intersection avec G de l'image d'une arête de T' dans G' et soit N un 
voisinage régulier de rayon constant de l'arête A dans G. La préimage N 
de N dans T est la réunion de six secteurs coniques autour des arêtes de T ; 
soit T" le complémentaire de l'intérieur de ces 6 secteurs dans T. 

Considérons deux faces fi et /3 de T qui ne sont pas identifiées par le 
recollement. Soit F0 la réunion de /l5 /3 et du bord du secteur conique de N 
autour de l'arête commune aux faces fi et /3. Soit i<\ la surface dans T" 
construite de la même façon que F0 à partir des deux faces opposées /2, /4. 
Chacune des surfaces F0 et Fx est un octogone dont les côtés sont alternati­
vement contenus dans la partie cuspidale de T" et dans le bord d'un secteur 
conique de N. 

Choisissons une "fibration" sur l'intervalle [0,1] de T" qui envoie F0 sur 0 
et F1 sur 1 et qui a pour fibres des octogones Ft, dont les côtés intersectent 
alternativement la partie cuspidale de T" et les bords des secteurs coniques 
contenant F0 et Fx. 
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Cette fibration passe au quotient dans la variété obtenue en recollant T" 
en une application / à valeurs dans {[0,1] | 0 = 1} ~ S1 ; l'application / est 
une submersion au-dessus de tous les points de l'intervalle ]0,1[. 

Etudions l'application / près du tube N (que l'on voit comme un ca­
membert), homéomorphe au produit d'un hexagone par l'intervalle [0,1]. A 
homéomorphisme près, l'application / est constante sur les fibres de cette 
structure produit : il suffit pour l'étudier, de considérer sa restriction au bord 
de l'hexagone. 

Cet hexagone étant identifié avec l'hexagone régulier H C C de sommets 
±2/\/3, ±ei7r/s2/V3 et ±e2™/32/y/3, l'application / dans un voisinage 
de dH vaut, après une isotopie : 

/(x, y) = y, mod 1. 

F1 

Figure 9-1 

Prolongeons / à l'intérieur de N ~ H x [0,1] par l'application qui est 
constante sur les fibres p x [0,1] et qui vaut, en restriction à H : 

/(x, y) = y, mod 1. 

L'application obtenue est une fibration sur le cercle. 

Si on considère les orientations des arêtes du bord de F0 lors du recolle­
ment, on voit que la fibre est un tore à un trou S. Ceci termine la démons­
tration de la proposition 9.1.1. • 

Complément. — La variété G' est décrite à difféomorphisme près par la 
classe d'isotopie de sa monodromie r ; puisque G' n'est pas orientable, cette 
monodromie renverse l'orientation de S. Le groupe des classes d'isotopie 
de difféomorphismes du tore percé S est isomorphe à GL2(Z) (cf. [FLP]). 
Calculons maintenant la matrice qui représente r. 

La surface S est homéomorphe au quotient de l'octogone F0 où on identifie 
par translation les côtés parallèles aux axes (ceux-ci sont des composantes de 
dN fl F0) ; soient ex et e2 les deux courbes décrites dans la figure 9-2. 

On a alors : r(ei) = e2 et r(e2) = e\ + e2. 
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fl fs 
/2 

/4 

Cl 

e2 

Figure P-2 

Donc la monodromie T est représentée par la matrice : 

r = 
0 1 
1 1 

La revêtement des orientations G de G est aussi une variété hyperbo­
lique. C'est une variété fibrée sur le cercle avec pour monodromie : 

r2 = 1 1 
1 2 

On reconnaît la monodromie du complémentaire du noeud de 8 (cf. [Thul]). 

9.2 Le dodécaèdre régulier à angles droits 
Nous allons maintenant décrire un exemple, dû à Thurston, d'une variété 
compacte hyperbolique et fibrée sur le cercle. Cet exemple repose sur l'existence 
dans l'espace hyperbolique d'un dodécaèdre régulier à angles droits, exhibé 
pour la première fois par V. Schlegel en 1883 [Schl, p. 444]. 

On raisonne toujours dans le modèle de Riemann D3. Considérons, pour 
0 < r< 1, un dodécaèdre régulier euclidien Dr dont les sommets sont contenus 
dans la sphère euclidienne de rayon r centrée à l'origine. 

L'enveloppe convexe des sommets de Dr pour la métrique hyperbolique 
est un dodécaèdre hyperbolique régulier : ses angles dièdres sont tous égaux. 

Pour r très petit, les angles sont proches des angles du dodécaèdre régulier 
euclidien, qui sont supérieurs à 7r/2; pour r = 1, les angles dièdres sont 
égaux à 7r/3, par le même argument que dans le cas du tétraèdre régulier. 
Par continuité, il existe donc un dodécaèdre régulier hyperbolique D dont les 
angles dièdres sont tous égaux à 7r/2. Signalons que le dodécaèdre d'angles 7r/5 

134 



9.2 LE DODÉCAÈDRE RÉGULIER À ANGLES DROITS 

donne aussi par recollement une variété hyperbolique, mais qui n'est pas fibrée 
(cf. [KAG]). 

Combinatoirement, le dodécaèdre D est isomorphe à un cube auquel on a 
rajouté les médianes des faces parallèles, comme dans la figure 9-3. Identifions 
alors les faces de D par les isométries qui donnent le tore T3 à partir du cube. 

Figure 9-3 

On obtient une variété W homéomorphe à T3, qui est localement isomét­
rique à l'espace hyperbolique H3, sauf le long de l'entrelacs à trois compo­
santes B égal à l'image des médianes de C : le long des composantes de cet 
entrelacs, la variété W est isométrique au quotient d'un demi-espace hyper­
bolique par la rotation d'angle 7r autour d'une géodésique. C'est un exemple 
de variété hyperbolique à singularités coniques d'angle n. 

La variété W admet un revêtement W' ramifié le long de B qui est une 
vraie variété hyperbolique. Une manière de voir cela est d'invoquer le théorème 
suivant de A. Selberg : tout sous-groupe de PSL2(C) de type fini possède un 
sous-groupe d'indice fini sans torsion [Sel]. On peut aussi construire "à la main" 
une tour finie de revêtements de W, ramifiés et d'indice 2, en haut de laquelle 
la préimage de l'entrelacs B est dessingularisée. 

D. Sullivan montre dans [Sul] que la variété W est fibrée sur le cercle 
(de plusieurs manières différentes). Remarquons d'abord que l'entrelacs B 
est équivalent à la réunion des trois axes de coordonnées de T3 ~ W, mis 
en position générale. Considérons ensuite une fibration linéaire de T3 sur le 
cercle dont les fibres sont transverses à l'entrelacs B et intersectent chaque 
composante de B : cette fibration de W se relève alors automatiquement en 
une fibration de la variété W' sur le cercle. 
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APPENDICE 

Les laminations géodésiques 

Soit S une surface compacte et de caractéristique d'Euler strictement néga­
tive dont nous identifions l'intérieur au quotient IH2/r du demi-plan El2 par 
un groupe fuchsien T. Dans cet appendice, nous allons démontrer les proprié­
tés des laminations géodésiques mesurées sur H2/r que nous avons utilisées 
dans les chapitres précédents. Dans les sections A.l et A.2, nous décrirons 
l'allure locale d'une lamination géodésique mesurée. Dans la section A.3, nous 
définirons une correspondance entre les laminations géodésiques mesurées sur 
H2/r et certaines mesures T-invariantes sur M(S), l'espace des paires de 
points distincts de dM2 ; cette correspondance nous permettra d'introduire 
une topologie sur l'espace M&(S) des laminations géodésiques mesurées et 
de définir la fonction "nombre d'intersection". Dans le chapitre 6, nous avions 
utilisé une propriété de continuité pour cette fonction dans un cas particulier ; 
nous démontrerons cette propriété dans la section A.4. 

Dans [CB], on trouve une présentation des laminations géodésiques sur 
les surfaces compactes qui a influencé celle donnée ici; le lecteur peut aussi 
consulter [Pe]. Signalons que les laminations géodésiques sur une surface hy­
perbolique sont un cas particulier des courants géodésiques qui sont étudiés 
dans [Bo]. 

A.l Les laminations géodésiques 

Définition. — Une géodésique complète de la surface H2/r est l'image d'une 
géodésique de H2 par le revêtement H2 —» H2/r; une géodésique de H2/r 
est plongée si c'est une courbe plongée. Une lamination géodésique de la sur­
face H2/r est un compact qui est réunion disjointe de géodésiques complètes 
et plongées : ces géodésiques sont appelées les feuilles de la lamination. On 
note L(S) l'ensemble des laminations géodésiques. 
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Remarque. — D'après la définition, si A C H2/r est une lamination géo-
désique, tout fermé de À qui est réunion de géodésiques complètes est une 
lamination. Un fermé de À avec cette propriété est appelé une sous-lamination 
de A. 

Soit PT^ t f / r ) le projectifié du fibre tangent unitaire T ^ t f / r ) de H2/r; 
il existe sur le projectifié PT1(H2/r) un feuilletage canonique 7, le feuilletage 
géodésique. 

Si À est une lamination géodésique, par chaque point de A, il passe une 
unique géodésique contenue dans À. L'application qui associe à un point 
p G À la direction tangente à la feuille passant par p définit une application 
D : A —> PT^HVr). L'image !D(À) de cette application est un ensemble 
invariant du feuilletage géodésique : toute feuille de J qui rencontre D(A) est 
contenue dans T>(\). 

FaitA.1.1.— L'application T> est continue. 

Démonstration. — Rappelons que le paramétrage d'une géodésique varie conti­
nûment en fonction des conditions initiales; donc, comme A est un fermé, 
réunion de géodésiques complètes, si (pi) est une suite tendant vers un point p 
et si les directions D(pi) convergent vers une direction d au point p, alors la 
géodésique passant par p dans la direction d est contenue dans A. Puisque 
la seule géodésique contenue dans A passant par le point p est celle qui passe 
dans la direction Dp on a : D(p) = Y\mcD(pi). Donc D est continue. • 

L'application D : A —» PT1(H2/r) est injective et continue. Donc, puisque 
A est compacte, D est un homéomorphisme sur son image. 

Corollaire A.1.2. — Soit A c M2/r une lamination géodésique; alors A est 
un fermé propre. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et supposons que la lamina­
tion A soit égale à H2/r; alors, en particulier, la surface H2/r est com­
pacte. Le champ de directions p —> T)(p) définit une section continue du fibre 
PT1(M2/r) : c'est impossible pour une surface compacte de caractéristique 
d'Euler strictement négative. • 

Corollaire A.1.3.— Soit A C H2/r une lamination géodésique; alors l'inté­
rieur de A est vide. 

Démonstration. — La préimage A de A dans le revêtement universel H2 est 
un fermé T-invariant, qui est réunion de géodésiques disjointes. L'intérieur 
de A est vide si et seulement si celui de A l'est. 

Raisonnons par l'absurde pour montrer lejîorollaire A.1.3 : soit Ac C A un 
arc géodésique transverse à une feuille £ de A. La réunion des feuilles £p de 
A passant par un point p G k est un rectangle i?, bordé par les deux feuilles 
de A qui passent par les extrémités de k. Ces deux feuilles ont au moins deux 
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de leurs bouts dans R = <9H2 qui sont des points distincts bx et b2. Alors, 
un domaine fondamental pour l'action de V sur H2 est entièrement contenu 
dans le rectangle R. Il suffit, pour voir cela, de considérer un élément hyper­
bolique 7 G r dont un point fixe est contenu dans l'intervalle ]&i&2[î alors, 
le translaté d'un domaine fondamental quelconque de Y par une puissance 
suffisamment grande de 7 est entièrement contenu dans R. Mais dans ce cas, 
la lamination géodésique A est égale à H2/r, ce qui est impossible d'après 
le corollaire A. 1.2. • 

Lemme A.1.4.— Soit £ une feuille non compacte d'une lamination géodési­
que A; alors les points d'accumulation de chaque demi-feuille de £ forment 
une sous-lamination de A. 

Démonstration.— Soit £+ une demi-feuille de £\ soit (pi) une suite infinie 
dans £+ qui tend vers un point p G A. Notons pour T > 0, et pour tout 
point q G A, (q±T) le couple de points à distance T de q sur la feuille de A 
passant par q. Alors le couple de points (p ± T) est limite de la suite infinie 
(Pi ±T). Donc tout point de la feuille passant par p est point d'accumulation 
de £+ : les points d'accumulation de £+ forment une sous-lamination de A. 

• 

La topologie de Hausdorff sur L(S). 
Si X est un espace métrique localement compact, l'ensemble %(X) des com­
pacts de X est muni de la distance de Hausdorff définie par : 

d(Y,Y') = mf{e \ Y C Ne(Y') et Y' C Ne(Y)} , 

où N£(Y) désigne l'ensemble des points de X dont la distance à Y est 
inférieure à e. C'est une distance pour laquelle l'espace %{X) est localement 
compact; si X est compact, %(X) l'est aussi (cf. [Gro]). 

Proposition A.1.5. — Muni de la distance de Hausdorff, l'espace des lamina­
tions géodésiques &(S) est compact. 

Démonstration. — Nous allons d'abord montrer que l'espace &(S) est borné 
dans 0C(H2/r). C'est bien sûr le cas lorsque la surface H2/T est compacte; 
lorsque elle est seulement de volume fini, ça résulte du lemme suivant. 

Lemme A. 1.6.— Soit M2/T une surface de volume fini; alors il existe un 
compact de H2/T qui contient toutes les laminations géodésiques. 

Démonstration. — Soit C un cusp de H2/r (cf. section 1.1) ; quitte à conju­
guer le groupe T dans PSL2(M), le générateur du groupe fondamental de ce 
cusp agit sur H2 par la translation^ —> 7(2) = 2 + 1. Alors, le cusp C est 
égal au quotient d'un demi-espace C = {y > y0} par cette translation. Si A 
est une lamination géodésique et si £ est une feuille de la préimage A de A 
dans H2, l'intersection £C\C est compacte puisque A est compacte: sinon, 
ce serait une droite verticale et sa projection sur ïï2/r ne serait pas bornée. 
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Donc £ est un demi-cercle orthogonal à l'axe des x. De plus, la géodésique £ 
est disjointe de tous ses translatés par le groupe T, en particulier de la géo­
désique j(£) : donc le rayon du demi-cercle £ est inférieur ou égal à 1/2. On 
en déduit que la lamination À n'intersecte pas le cusp, quotient du demi-plan 
{y > sup{î/0,1/2}} par la translation 7. 

Alors, le complémentaire de la réunion de ces cusps dans M2/T est un 
compact qui contient toutes les laminations géodésiques de &(S). • 

Pour démontrer que £(5) est compact pour la distance de Hausdorff, 
il nous suffit donc de montrer &(S) est fermé dans 3C(H2/r). Soit (AJ 
une suite de laminations géodésiques qui converge dans 3C(H2/r) vers un 
compact À. Quitte à extraire une sous-suite, les fermés 2)(A )̂ convergent vers 
un compact K dans ^(PT^H2^)), puisque ^(PT1(H2/Y)) est localement 
compact pour la distance de Hausdorff : la limite K est un fermé invariant 
du feuilletage géodésique 5F. Comme la projection TT : PT1(H2/r) —• H2/r 
décroît la distance, on a : TT(K) = À. 

Pour montrer le lemme A. 1.6, il nous faut voir que A est une lamination 
géodésique; ceci équivaut à montrer que la projection TT restreinte à K est 
injective. Si la restriction ix\K n'est pas injective, il existe deux géodésiques 
de À qui passent par un même point en faisant un angle non nul en ce point ; 
donc d'après la définition de la topologie de Hausdorff sur 3C(PT1(H2/r)), il 
existe pour tout i suffisamment grand, deux géodésiques de Â  avec la même 
propriété. Ceci contredit que les fermés Â  sont des laminations géodésiques. 

• 

Nous allons maintenant interpréter différemment les laminations géodési­
ques et la convergence de Hausdorff. 

La préimage A dans H2 d'une lamination géodésique A est un fermé, 
réunion de géodésiques disjointes. Une géodésique (non orientée) £ de H2 est 
déterminée de manière unique par ses deux bouts qui forment une paire de 
points distincts b(£) dans R = ÔH2. Notons M(S) l'espace des paires de 
points distincts de R : M (S) est homéomorphe à un ruban de Möbius ouvert 
sur lequel le groupe Y agit. La lamination géodésique détermine un sous-
ensemble 6(A) de M(S), T-invariant, défini comme l'ensemble des extrémités 
des géodésiques de A. 

L'application b qui associe à toute géodésique de H2 ses deux bouts est 
continue et A est un fermé de H2 : on en déduit que 6(A) est fermé (i). 

Le fait que A soit une lamination géodésique impose la restriction suivante 
sur le fermé 6(A) : deux points distincts de 6(A) ne sont jamais enlacés (ii), 
c'est-à-dire que leurs extrémités n'alternent pas sur le bord <9H2 = R. 

Puisque A est compacte, aucune feuille de A n'a l'un de ses bouts en­
tièrement contenu dans un relevé d'un cusp de H2/r; autrement dit, aucun 
point de 6(A) n'a l'une de ses coordonnées égale au point fixe d'un élément 
parabolique de Y (iii). 
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Réciproquement, si un fermé T-invariant F C M(S) vérifie les trois pro­
priétés (i), (ii), (iii) ci-dessus, on voit facilement que l'ensemble de H2 formé 
des points sur les géodésiques dont les extrémités sont dans F se projette dans 
H2/r sur une lamination géodésique de H2/T. 

Nous utiliserons fréquemment dans la suite cette correspondance entre la-
minations géodésiques et fermés T-invariants de M(S) qui vérifient les pro­
priétés (i), (ii) et (iii) ci-dessus. Par exemple, le corollaire A. 1.3 se traduit en 
ces termes par le fait que 6(À) est d'intérieur vide. On a même : 

FaitA.1.7.— Soit X G &(S) une lamination géodésique; alors le fermé b(X) 
est totalement discontinu. 

Démonstration. — Soit C(p) la composante connexe d'un point p G b(X) ; 
soit C(p) la préimage de C(p) dans le revêtement des orientations de M(S) 
égal à R x R - A . Si on a : C(p) ^ p, alors la projection de C(p) sur l'un des 
facteurs R contient un intervalle non trivial / c i . Soit 7 G T un élément 
représenté par une géodésique de H2/r qui s'auto-intersecte transversalement 
et qui a un point fixe q G / ; alors la feuille de C(p) dont un bout est q ne 
peut se plonger dans H2/r par la projection de revêtement. Ceci contredit 
que À est une lamination géodésique. 

Donc la composante connexe de chaque point p G b(X) est réduite à p. • 

Le fait précédent entraîne que tout compact de b(X) C M(S) possède un 
voisinage compact dont la frontière est disjointe de b(X). 

Le résultat suivant interprète la convergence de Hausdorff en termes de la 
topologie de M(S). 

FaitA.1.8. — Soit (À )̂ une suite de laminations géodésiques qui converge vers 
une lamination géodésique X pour la topologie de Hausdorff. Alors, la suite 
(b(Xi)) converge vers le fermé b(X) pour la topologie de Chabauty sur M(S). 

Définition. — On dit que la suite (b(Xi)) C M(S) converge pour la topologie 
de Chabauty vers b(X) lorsque pour tout compact K C M(S) tel que 
l'intersection b(X)C)K est contenue dans l'intérieur de K, la suite (b(Xi)nK) 
converge vers b(X) C\K pour la topologie de Hausdorff sur les compacts de K. 

Démonstration. — Supposons que la suite (À̂ ) converge vers À pour la topo­
logie de Hausdorff. Soit K C M(S) un voisinage compact d'un point p G 6(À) 
dont la frontière est disjointe de b(X) (cf. fait A.l.7) ; il existe un compact de 
H2 qui rencontre toutes les géodésiques de H2 qui ont leurs bouts dans K. 
La convergence pour la topologie de Chabauty des intersections b(Xi) CiK dé­
coule alors de ce que l'application qui à une géodésique associe ses bouts est 
continue. • 

Remarque.— La réciproque du fait A. 1.8 est aussi vraie, mais nous n'en 
aurons pas besoin. 
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A.2 La géométrie du complémentaire d'une lamination géodésique 
Nous avons vu qu'une lamination géodésique sur une surface était d'intérieur 
vide; dans cette section, nous allons analyser les composantes connexes du 
complémentaire de A dans H2/r. 

Proposition A.2.1.— Le complémentaire de A dans H2/T n'a qu'un nombre 
fini de composantes connexes; le complété de chacune d'elles pour la distance 
induite par la métrique riemannienne est une surface à bord géodésique, com­
plète et de volume fini. 

Démonstration. — Soit U une composante du complémentaire de A et soit U 
une composante connexe de la préimage de U dans H2. 

FaitA.2.2. — L'ouvert U est convexe : le segment géodésique de H2 qui joint 
deux points arbitraires de U est entièrement contenu dans U. 

Démonstration. — Si x et y sont deux éléments de [/, le segment géo­
désique qui les joint, s'il n'est pas entièrement contenu dans U, intersecte 
transversalement une géodésique £ de A. Mais alors x et y sont dans des 
composantes connexes différentes de H2 — £ et sont donc aussi dans des 
composantes connexes différentes de H2 — A. • 

En particulier, chaque composante de la préimage de M2/r - A est simple­
ment connexe ; donc, par la théorie des revêtements, le groupe fondamental de 
chaque composante du complémentaire de A dans H2/r s'injecte dans T. 

Corollaire A.2.3. — L'adhérence de U dans H2 est une surface convexe à bord 
géodésique. 

Démonstration. — Soit p un point de la frontière de U dans H2 ; soit £ la 
feuille de A qui passe par le point p. Nous allons montrer^que la feuille £ est 
entièrement contenue dans la frontière de U. Soit o G U ; le segment géo­
désique op intersecte A uniquement au point p. Pour tout point q €j?, le 
segment [oq] est contenu dans U, car sinon il existerait une feuille de A qui 
intersecte transversalement la feuille £. Alors,ji'après le fait A.2.2, si x G [op] 
et y G [oq], le segment xy est contenu dans U. Par continuité, le segment pq 
est contenu dans l'adhérence U de U, donc dans la frontière de U : ainsi, 
£ C U. La surface U est à bord géodésique. Elle est convexe et complète. • 

Soit Tu le stabilisateur de U dans T ; le quotient U/TJJ est une surface 
complète à bord géodésique, isométrique au complété C(U) de U pour la 
distance associée à la métrique riemannienne. 

Le volume de U est fini puisque celui de H2/r l'est. Les géodésiques dans 
la frontière de U sont en nombre au plus dénombrable, puisqu'elles définissent 
des intervalles d'intérieurs disjoints de R. Donc le volume de C(U), égal à 
celui de U, est fini. Ceci démontre la deuxième partie de la proposition A.2.1. 
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La surface D(U), double de C(C/), est une surface complète, de volume fini 
et de courbure constante égale à —1. Le volume de C(U) est donc supérieur 
à 2TT d'après la formule de Gauss-Bonnet ; ainsi le volume de C(U), qui est 
aussi le volume de U est minoré par TT. Donc, le complémentaire de À dans 
M2/r n'a qu'un nombre fini de composantes connexes. 

Ceci termine la démonstration de la proposition A.2.1. • 

Définition. — Une géodésique de À dans l'adhérence d'une composante con 
nexe du complémentaire de À est dite isolée d'un côté. L'image d'une telle 
géodésique dans la surface H2/r est aussi dite isolée d'un côté. 

Corollaire A.2.4. — Soit À C H2/r une lamination géodésique. Alors À ne 
contient qu'un nombre fini de feuilles qui sont isolées d'un côté; la réunion de 
ces feuilles est dense dans À. 

Démonstration. — D'après la proposition A.2.1, le complété C(U) de chaque 
composante U de H2/r —À est une surface complète, de volume fini et à bord 
géodésique. Toute composante du bord de C(U) correspond à une géodésique 
de A qui est isolée d'un côté; par définition, toute feuille de À, isolée d'un 
côté est de ce type. Il nous suffit donc de voir que la surface C(U) n'a qu'un 
nombre fini de composantes de bord. 

Toute feuille non compacte £ C dC(U) a chacun de ses bouts contenus dans 
un bout du double D(U) qui est stabilisé par Pinvolution canonique; cette 
involution est une isométrie qui renverse l'orientation. Les bouts de D(U) sont 
des cusps puisque D(U) est de volume fini. Considérons un cusp C C D(U) 
qui intersecte et qui est isométrique au quotient d'un demi-plan {y > y0} 
par la translation 2 —• 2 + 1 ; l'isométrie du double D(U) à H2 se relève en 
la symétrie par rapport à l'axe des y. Ceci entraîne que Pinvolution de D(U) 
fixe exactement deux demi-géodésiques proprement plongées dans le cusp C. 
Donc, chaque bout de D(U) contient au plus deux géodésiques non compactes 
de la frontière de C(U). Puisque le nombre de bouts de D(U) est fini, le 
nombre de composantes non compactes dans la frontière de C(U) l'est aussi. 

Les composantes compactes de la frontière de C(U) donnent des géodé­
siques fermées, disjointes et sans points doubles sur D(U) ; elles sont donc 
en nombre fini puisque D(U) est de volume fini. On a démontré la première 
partie du corollaire A.2.4. 

Pour montrer la deuxième partie, considérons un arc géodésique k trans­
verse à À et qui contient p; l'intersection fcflÀ est un fermé d'intérieur vide 
de k d'après le corollaire A. 1.3. Arbitrairement près de p, il existe donc un 
point q dans À, extrémité d'un intervalle K C k du complémentaire de À. 
L'intervalle K se relève dans H2 en un jure dont l'intérieur est contenu dans 
une composante du complémentaire de À ; l'extrémité q de cet intervalle ap­
partient alors à une feuille de À isolée d'un côté. Le point q appartient donc 
à une feuille de A isolée d'un côté. 
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Ceci termine la démonstration du corollaire A.2.4. • 

Voici une propriété des feuilles compactes dans les laminations géodésiques 
que nous utiliserons dans la section suivante : 

Fait A.2.5. — Soit A c M2/r une lamination géodésique; soit £ C X une 
géodésique fermée. Alors, toute feuille de X suffisamment proche de £ spirale 
sur £. 

Définition. — On dit qu'une feuille £' de A spirale surja géodésique fermée £ 
lorsque, dans le revêtement universel H2, un relevé £' de £' a un bout en 
commun avec un relevé £ de £. 

Démonstration. — Si £' est une feuille proche de £, l'un de ses relevés £' est 
une feuille proche d'un relevé £ de £. Su]3posons en raisonnant par l'absurde 
qu'il existe une suite^de feuilles £̂  dans A qui tend vers £ dans H2 et telle 
que chaque feuille £{ ait ses deux bouts distincts des bouts a et b de £j 
notons 7 e T l'élément qui laisse le relevé 7 invariant. Les deux bouts de £{ 
dans cM2 tendent vers les deux points a et b. En particulier la distance 
entre les projections orthogonales des deux bouts de £{ sur £ tend vers l'infini 
avec i. Mais dès que cette distance est̂  supérieure à la distance de translation 
de 7 sur £, les géodésiques £{ et 7^) s'intersectent. Ceci contredit que la 
feuille £i est une courbe plongée de H2/r. • 

A.3 Les laminations géodésiques mesurées 

Définition. — Une lamination géodésique mesurée est la donnée d'une mesure 
transverse à une lamination géodésique A C H2/r : c'est-à-dire la donnée pour 
chaque intervalle K ~ [0,1] plongé dans S transversalement à A, d'une mesure 
de Borel XK positive, de masse totale finie, et qui vérifie : 

(i) le support de XK est égal à A fl K ; 
(ii) si K et K! sont deux arcs, homotopes parmi les arcs plongés transverses 
à A, par une homotopie telle que les extrémités restent dans la même feuille 
de A ou dans la même composante du complémentaire de A, alors XK(K) = 

Exemple. — Soit A C H2/r une lamination géodésique qui est réunion de 
géodésiques fermées. La donnée d'un nombre strictement positif pour chaque 
composante de A détermine de manière unique une lamination géodésique 
mesurée dont le support est A : sur un arc K transverse à A, il suffit de 
définir comme mesure la somme des masses de Dirac aux points d'intersection 
avec A, de poids le nombre positif associé à la composante. Une lamination 
géodésique mesurée de ce type sera appelée une multicourbe : les multicourbes 
sont donc les laminations géodésiques mesurées dont le support est une réunion 
de feuilles compactes. 
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Dans la section A.l, nous avons défini une correspondance entre les la-
minations géodésiques sur H2/r et certains fermés T-invariants contenus 
dans M(S) ; il existe une correspondance analogue pour les laminations géo­
désiques mesurées. 

Soit À une lamination géodésique telle que le fermé b(X) C M(S) soit le 
support d'une mesure de Radon v (c'est-à-dire une mesure cr-additive, finie 
sur les compacts) qui soit invariante par T. Nous allons construire à partir de v 
une lamination géodésique de support A. Si K C H2/r est un arc transverse 
à A, choisissons un relevé H de cet arc dans H2. Observons que si la longueur 
de K est suffisamment petite, chaque géodésique de A intersecte H en au plus 
un point. Pour^tout arc K transverse à A, il existe donc des points contenus 
dans K, — (K H A) qui découpent K en un nombre fini d'arcs qui ont chacun 
la propriété d'intersecter chaque feuille de A au glus une fois. La restriction 
b{ = b\{Ki fl A) est un homéomorphisme de fl A sur un compact de 6(À) ; 
l'image réciproque de la mesure v par bt définit une mesure de Borei sur ìq, 
supportée sur ^ H À. Les mesures ainsi obtenues sur les arcs Tii se recollent 
en une mesure sur K ~ K; on vérifie que c'est une mesure transverse à A. 

Réciproquement, soit A C H2/r une lamination géodésique mesurée; nous 
allons définir une mesure T-invariante sur M(S) supportée sur 6(A). Soient I 
et J deux intervalles fermés disjoints contenus dans dM2 ; l'ensemble des géo­
désiques de A qui joignent un point de I à un point de J contient deux 
feuilles "extrémales" £i et £2, Qui ont la propriété que toutes les feuilles 
de A dont les bouts appartiennent k I x J sont "entre" £1 et £2. Soit 
K C I2 un segment géodésique qui joint £x à £2 ; l'application b\H est un 
homéomorphisme de K fi A sur le compact (J x J) fl 6(A). L'image directe de 
la mesure Â  par cet homéomorphisme est une mesure de Borei sur (I x J) C 
M(S) supportée sur (I x J) H 6(A). Les mesures ainsi construites se recollent 
en une mesure T-invariante sur M(S) supportée sur b(X). 

La topologie de l'espace des laminations géodésiques mesurées. 
Nous noterons M£J(S) l'ensemble des laminations géodésiques mesurées sur la 
surface H2/T ; d'après ce qui a été dit une lamination géodésique mesurée n'est 
rien d'autre qu'une mesure positive T-invariante sur M(S) dont le support est 
une lamination (cf. A.l). Nous munissons cet espace de la topologie induite 
par la topologie vague sur l'espace des mesures de Radon sur M(S) ; nous 
appellerons encore cette topologie la topologie vague. 

L'espace des laminations mesurées porte un action des réels positifs qui 
consiste à multiplier une mesure par une constante non nulle. Le quotient de 
M£J(S) par cette action est appelé l'espace projectif des laminations géodési­
ques mesurées : nous le noterons TM£(5) et nous le munirons de la topologie 
quotient de la topologie vague. 

Proposition A.3.1.— Toute suite dans J>M£(.Sf) contient une sous-suite con­
vergente. 
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Démonstration.— Soit (Â ) une suite dans 3VtC(5); d'après la proposition 
A. 1.5, nous pouvons supposer que les supports des laminations mesurées Â  
convergent pour la topologie de Hausdorff vers une lamination géodésique 
A G £J(S). 

D'après le lemme A. 1.6, les laminations géodésiques de M£(5) sont toutes 
contenues dans un même compact de H2/r. Donc il existe un ensemble fini 
d'intervalles fermés disjoints (J ,̂ Jx),..., (Jfc, Jk) tels que les feuilles de toutes 
les laminations géodésiques ont un relevé à H2 dont les bouts appartiennent 
à l'intérieur de l'un des rectangles Ij x «L. Posons : 

1 

a1 
E 
3 

л, ((X Jj). 

Quitte à extraire une sous-suite, les mesures a1y1 convergent vaguement sur 
chacun des produits Ij x JJ5 puisqu'elles induisent sur ces intervalles des 
mesures de masse totale inférieure à 1. Donc les mesures a1y1 convergent 
dans MU (S) vers une mesure T-invariante X : la mesure À n'est pas nulle 
puisque sa restriction à l'un des rectangles Ij x Jj n'est pas nulle. 

D'après le fait A. 1.3, le support de la mesure À est contenu dans b(X) = 
limb(À^). Le support de la mesure À est une lamination géodésique (cf. A.l). 
Donc, la limite des laminations géodésiques mesurées a1y1 est une lamination 
géodésique mesurée : ceci signifie que yM£j(S) est séquentiellement compact 
pour la topologie vague. • 

Au cours de la démonstration, nous avons remarqué : 

Affirmation A3.2.— Soit (A )̂ une suite de laminations géodésiques mesurées 
qui converge dans J>M/C(Sf) vers une lamination géodésique mesurée X; alors 
le support de X est contenu dans toute valeur d'adhérence pour la topologie de 
Hausdorff des supports des laminations X{. 

Le nombre d'intersection. 
Notons C l'ensemble des classes de conjugaison des éléments hyperboliques 
de T. Soit À C H2/r une lamination géodésique mesurée et soit 7 une géodé­
sique fermée sur H2/r représentant la classe de conjugaison < 7 >E 6. Soit 7 
le relevé de la géodésique 7 que 7 laisse invariant. Un domaine fondamental 
pour l'action de 7 sur 7 est un intervalle [a7(a)[. 

Définition.^— Si la géodésique 7 n'est pas disjointe de À et n'est pas une 
feuille de A, j^lle intersecte transversalement À. La masse totale de la mesure 
déposée par À sur le segment [cry(a)[ est alors appelée le nombre d'intersection 
de 2 et X ; on le note i(A,7)^ Lorsque la géodésique 7 est, ou bien disjointe 
de À, ou bien une feuille de A, on pose : i(A,7) — 0. 

Nous allons définir différemment le nombre d'intersection en termes de la 
mesure sur M(S) associée à A. Pour cela, soit I c i un intervalle d'extrémités 
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les deux points fixes 7+ et A de 7; soit J — [z,ï(z)[c K un intervalle 
disjoint de /. Notons A(7 x J) la mesure du produit I x J pour la mesure 
sur M(S) associée à A. Puisque A est T-invariante, le nombre défini ne dépend 
pas des choix de J et du point z. 

Lemme A.3.3. — Avec les notations précédentes, on a : 

i(A,7) = A(/x J). 

Démonstration. — La géodésique 7 est la réunion des intervalles semi-ouverts 
[7p(a)7P+1(a)[._Par définition, i(A,7) est la masse de l'ensemble F des géo­
désiques £ de A qui intersectent transversalement [(27(a) [. Si on partitionne 
cet ensemble selon l'intervalle 7P(J) auquel appartient le bout de £ qui n'est 
pas dans /, on a donc : 

i ( A , 7 ) = J ] A ( ( / x f ( J ) ) n F ) . 
peZ 

Puisque la mesure A est invariante par_T, la masse de (J x 7P(J)) fl F 
est égale à la masse des géodésiques de A qui intersectent transversalement 
7_p(a)j~p+1 (a) et qui ont un bout dans J. Donc, après resommation, on 
trouve : i(X,j) = A(J x J). • 

Remarque. — Dans la section 2.3, on a associé à la lamination A une action 
de T sur un arbre réel Il découle immédiatement de la construction de 
cet arbre que, pour tout 7 € T, on a : i(A,7) = ¿(7). 

La topologie du support d'une lamination géodésique mesurée. 
Nous allons montrer qu'il y a certaines restrictions sur la topologie du support 
d'une lamination géodésique mesurée. 

Définition. — Une lamination géodésique A est un minimal exceptionnel 
si chacune de ses feuilles est non compacte et si toute demi-feuille est dense 
dans A. 

Proposition A.3.4.— Soit A une lamination géodésique mesurée. Alors le sup­
port de A est réunion disjointe d'un nombre fini de sous-laminations qui sont 
ou bien des géodésiques fermées, ou bien des minimaux exceptionnels. 

On appelle les éléments de la décomposition ci-dessus les composantes 
minimales de A; ce sont aussi les composantes connexes de A. 

Démonstration. — Commençons par une propriété des feuilles compactes con­
tenues dans le support de A. 

Lemme A.3.5.— Toute feuille compacte du support de A est isolée dans A. 

Démonstration. — Soit 7 une feuille compacte dans le support de A. Si 7 
n'est pas isolée dans A, il existe d'après le fait A.2.5 une géodésique £ dans A 
qui a un bout en commun avec une géodésique 7 qui relève 7. Supposons 
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que l'un des bouts de £ soit le point fixe attractif 7+ de l'élément 7 qui 
laisse 7 invariante; soit £~ 7̂  7" l'autre bout. Le compact 7+ x [t~,7~] est 
alors strictement contenu dans son translaté par 7 : c'est impossible puisque 
la mesure A est invariante par 7, finie sur les compacts et supportée sur b( A ). 

• 

Considérons maintenant une feuille non compacte £ de A. Les points 
d'accumulation d'une demi-feuille de £ forment une sous-lamination A' de A 
d'après le fait A. 1.4. 

Fait A3.6.— La lamination A' est ouverte dans A; c'est un minimal excep­
tionnel. 

Démonstration. — Tout d'abord, la lamination A' ne contient aucunes feuilles 
compactes d'après le lemme A.3.5. 

Soit U une composante du complémentaire de la lamination géodésique A' 
dans M2/r. Le complété C(U) de U est une surface à bord géodésique 
d'aire finie. Chaque bout de cette surface ou bien est un cusp qui correspond 
à un cusp de H2/r, ou bien est isométrique à un ruban infini : {(x,y) G 
H2 | 0 < x < 1/2, y > y0} (corollaire A.2.4). 

Raisonnons par l'absurde en supposant que A' n'est pas ouverte dans A : 
il existe alors une feuille £' C A proche de A' mais disjointe. Cette feuille est 
contenue dans une certaine composante U C C(U) du complémentaire de A' 
et est proche d'une composante de dC(U). Puisque cette composante de bord 
est non compacte, chaque bout de la feuille £' pénètre nécessairement dans un 
bout de C(U) qui est isométrique à un ruban. Donc une demi-feuille de £' est 
asymptote à une demi-géodésique £" C A' dans le bord d'un ruban de C(U). 
En particulier si k est un arc géodésique suffisamment loin dans ce bout et 
qui joint les deux côtés de ce ruban, l'arc k est transverse à A, et la mesure 
de l'arc k est donc strictement positive. 

Considérons alors un petit arc kf transverse à A qui coupe transversale­
ment une infinité de fois la demi-géodésique (!'. L'intersection k'nU contient 
alors une infinité d'intervalles disjoints, dont la mesure est égale à celle de 
l'arc fc, d'après la propriété d'invariance par holonomie. Mais alors la mesure 
de k' est infinie, ce qui est impossible. 

Donc A' est ouverte dans A ; en particulier la feuille £ est contenue dans A7 
et toute demi-feuille de A' y est dense. Donc A' est un minimal exceptionnel. 

• 

La finitude du nombre des composantes de A découle de la finitude du 
nombre des feuilles de A qui sont isolées d'un côté (corollaire A.2.4). Ceci 
termine la démonstration de la proposition A.3.4. • 

Dans la section 3.1, nous avons utilisé le résultat suivant : 
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Fait A.3.7.— Soit À C H2/r une lamination géodésique qui est réunion du 
support d'une lamination géodésique mesurée X et d'un nombre fini de géodé-
siques non compactes ^. Alors, chaque demi-géodésique de £{ spirale sur une 
composante minimale de À. 

Définition. — On dit qu'une demi-géodésique spirale sur une composante mi­
nimale À' si chacun de ses relevés dans H2 a un bout en commun avec une 
géodésique dans la préimage de A'. 

Démonstration. — Chaque géodésique £{ est contenue dans une composante U 
du complémentaire de À dans H2/r. Si une demi-géodésique de ^ n'est pas 
entièrement contenue dans un compact K C elle est, soit contenue dans 
un bout de type ruban de C(Ì7), soit contenue dans un voisinage d'une feuille 
compacte de À fl dC{U). Dans le premier cas, elle est asymptote à un mini­
mal exceptionnel de X par le raisonnement utilisé dans le fait A.3.6 ; dans le 
deuxième cas, elle est asymptote à une géodésique fermée de À (fait A.2.5). 

Montrons par l'absurde qu'une demi-géodésique de £{ ne peut être entiè­
rement contenue dans un compact du complémentaire de À. Si c'est le cas, 
les points d'accumulation de cette demi-géodésique forment une sous-lamina-
tion // de À (lemme A.1.4), qui est disjointe de À. La lamination (i est alors 
une réunion finie de feuilles £j ; elle contient donc une "plus petite" sous-la-
mination /x0 qui a la propriété que chacune de ses feuilles est dense dans fjt0. 
Considérons un arc k transverse à fi0. Par minimalité, toute feuille passant 
par un point pEkCifiQ repasse arbitrairement près de U ; puisque les géodé-
siques de fi0 sont non compactes, on en déduit que k D fi0 est un fermé F C k 
sans points isolés. Donc, F n'est pas dénombrable. Ceci contredit que /x0 eŝ  
réunion d'un nombre fini de géodésiques. • 

Définition. — On dit qu'une lamination géodésique mesurée À C H2/T est 
arationnelle lorsque chaque composante de son complémentaire est, ou bien 
simplement connexe, ou bien homéomorphe à un anneau, voisinage d'un cusp 
de M2/T. 

Il découle des définitions que si À est une lamination arationnelle et si 
7 G C, alors le nombre d'intersection z(À, 7) n'est pas nul. 

FaitA.3.8. — Le support d'une lamination arationnelle est un minimal excep­
tionnel 

Démonstration. — D'après le fait A.3.5, chaque feuille compacte d'une lamina­
tion géodésique mesurée est dans la frontière d'une composante du complémen­
taire de À ; donc, dans la décomposition d'une lamination arationnelle À en 
composantes minimales, il ne peut y avoir de feuilles compactes, par définition. 
Si cette décomposition a au moins deux composantes, l'une des composantes 
connexes du complémentaire de À a au moins deux bouts distincts qui sont 
chacun contenus dans un voisinage d'une de ses composantes minimales : une 
telle figure contredit encore la définition. • 
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FaitA.3.9.— Soit X une lamination géodésique qui contient le support d'une 
lamination géodésique arationnelle X; alors la différence À —À est formée d'un 
nombre fini de feuilles qui sont toutes non compactes. 

Démonstration. — Soit U une composante simplement connexe du complé­
mentaire du support de À ; alors, son complété C(U) est isométrique à l'enve­
loppe convexe d'un nombre fini de points dans EL Une feuille de À contenue 
dans C(U) est nécessairement non compacte et joint deux bouts distincts 
de C(U) : il ne peut y avoir qu'un nombre fini de feuilles de ce type. 

Soit U une composante du complémentaire du support de X qui est 
un anneau voisinage d'un cusp; son complété C(U) est homéomorphe à un 
anneau dont le groupe fondamental est engendré par un élément parabolique. 
Il ne peut donc encore y avoir de géodésiques compactes dans cet anneau. Les 
deux bouts d'une feuille de À contenue dans U sont nécessairement contenus 
dans des bouts de C(U) qui sont de type "ruban". D'après le corollaire A.2.4, 
les bouts de ce type sont en nombre fini. Puisque les feuilles de À — À sont 
plongées, elles sont donc en nombre fini. • 

Définition. — On dit que la lamination géodésique mesurée p intersecte 
la lamination géodésique mesurée À lorsque chaque feuille du support de p 
rencontre transversalement À. 

FaitA.3.10.— Soit X une lamination géodésique mesurée arationnelle; alors, 
toute lamination géodésique mesurée p dont le support est distinct de celui 
de X intersecte A. 

Démonstration. — Si une feuille £ de p est disjointe de A, elle est contenue 
dans une composante du complémentaire de À. On a vu dans la démonstration 
du fait A.3.9, qu'il n'y a qu'un nombre fini de géodésiques plongées et disjointes 
dans chaque composante du complémentaire de A et que ces géodésiques 
étaient nécessairement non compactes. Alors £ est une feuille isolée dans p ; 
c'est impossible pour une feuille non compacte d'une lamination géodésique 
mesurée d'après la proposition A.3.4. 

Puisque toute feuille de A est dense dans A (fait A.3.8), si une feuille de p 
est contenue dans le support de A, alors le support de A est contenu dans 
celui de p ; il lui est donc égal d'après la première partie de la démonstration. 
Donc, toute feuille de p intersecte A transversalement. • 

La continuité du nombre d'intersection. 

Nous avons défini le nombre d'intersection entre une lamination géodésique 
mesurée A et une géodésique 7. Lorsque le support de A est une géodésique 
fermée avec comme poids transverse 1, le nombre d'intersection i(A,7) n'est 
autre que le nombre de points d'intersection transverse entre les géodésiques A 
et 7. 
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La fonction "nombre d'intersection" z(A, • ) se prolonge par homogénéité 
aux laminations dont le support est une géodésique en posant i(A, 0:7) = 
m(A,7). 

Donc, lorsque ji et 72 sont des laminations géodésiques mesurées dont le 
support est une géodésique fermée et de poids respectifs cx et c2, le nombre 
d'intersection ¿(71,72) est égal au nombre de leurs points d'intersection trans­
verse, multiplié par c ^ . On appelera les laminations géodésiques de ce type 
des géodésiques pondérées. 

On peut montrer que la fonction "nombre d'intersection" i( •, • ), qui est 
définie sur les paires de géodésiques pondérées se prolonge continûment en 
une fonction sur le produit JVtX(S') x M£J(S) (cf. [Re]); il existe même un 
résultat analogue pour la fonction nombre d'intersection définie sur Vespace 
des courants géodésiques de H2/T (cf. [Bo]). 

Nous avons utilisé dans la section 6.2 la version (très) affaiblie suivante de 
ces résultats. 

Fait A.3.11.— Soient X+ et X~ deux laminations géodésiques mesurées qui 
s'intersectent; soient (7+) et (7") deux suites de géodésiques pondérées qui 
convergent respectivement vers X+ et vers X~ dans M(C(5). Alors on a: 

liminfi(7^,7,") ¿0. 1—+0C 

Démonstration. — Soit C A+ et t~ C A- deux géodésiques qui s'in­
tersectent transversalement. Soient I+ et J+ des intervalles fermés disjoints 
autour des bouts de I~ et J~ des intervalles fermés autour des bouts 
de £~ tels que chaque géodésique de H2 dont les bouts sont dans 7+ x J+ in­
tersecte transversalement chaque géodésique dont les bouts sont dans I~ x J~ ; 
choisissons ces intervalles suffisamment petits de sorte que les points d'inter­
section entre ces géodésiques soient tous contenus dans une boule B qui se 
plonge dans H2/r. 

On a : A+(I+ x J+) > 0 et A~(J~ x J") > 0. On peut supposer que les 
extrémités des intervalles J+, J+ (resp. J~, J~) ne sont pas des extrémités 
de feuilles de A+ (resp. de A-) d'après le fait A.1.7. Alors, on a : 

liminf (y+, yi+=) A-(J" x J-)A+(/+ x J+). (1) 
Z—•OO 

En effet, on a : 

lim7^(J+xJ+) = A+(I+xJ+) et lim 7~(I~ x J~~) = A~(J~ x J~). (2) ¿—»00 ¿—̂00 

On a aussi : 7/"(I+ xJ+) = rtfcf et 72r(/~ x J~) —n~c~, où nf (resp. n~ ) 
est le nombre de composantes de la préimage de 7+ (resp. de 7" ) dont les 
extrémités sont dans J+ x J+, (resp. dans I~ x J~) et où cf (resp. ĉ ~) est 
le poids transverse de 7/" (resp. de 7"). 
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Avec ces notations, la contribution au nombre d'intersection ¿(7^,7^) des 
points d'intersection entre les supports de 7/" et de 7^ contenus dans la 
boule B est égale à clc~nfn^. Donc (2) entraîne (1). 

Ceci démontre le fait A.3.11. • 
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