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Introduction

Cet article est une version légérement remaniée de ma thése, soutenue a I’Ecole
Polytechnique en Juin 1985.

L’étude dynamique des difféomorphismes du cercle a débuté avec Poincaré ; Denjoy,
Arnold et Herman sont ceux qui, depuis, y ont le plus contribué.

Le cercle que nous considérons est le tore T! = R/Z; notons Diff", (T?) le groupe
des difféomorphismes de classe C™ de T! qui préservent l'orientation. Les rotations
Ry :z— z+ o (z,a € T!) jouent un réle central dans I’étude des difféomorphismes
du cercle. La dynamique des rotations est simple & décrire : si a € Q/Z est d’ordre g,
toutes les orbites de R, sont périodiques d’ordre q; si au contraire o € T! — (Q/Z),
toutes les orbites sont denses dans T?.

L’invariant de conjugaison topologique fondamental d’un homéomorphisme du
cercle ( préservant ’orientation) est son nombre de rotation p(f) € T!, introduit
par Poincaré : si f posséde un point périodique zg, de période ¢ > 1, p(f) est 'unique
a € Q/Z d’ordre g tel que les ordres cycliques induits par le cercle sur (R, (0))o<i<q €t
(f*(0))o<i<q soient identiques; sinon, p(f) appartient & T* — (Q/Z) et c’est 'unique
élément « tel que les ordres cycliques induits par le cercle sur (R% (0))iez et (f5(0))icz
soient identiques. (On trouvera au chapitre I la définition plus usuelle du nombre de
rotation).

On s’intéressera principalement aux difféomorphismes f dont le nombre de rotation
a est irrationnel. Il existe alors une unique application h continue, surjective, fixant 0
et préservant I’'ordre cyclique de T!, qui vérifie ho f = R, oh . La dynamique topolo-
gique de f est donc compléetement déterminée par a lorsque h est un homéomorphisme.
Denjoy a montré que c’est toujours le cas lorsque f est un difféomorphisme de classe
C?, mais que h peut ne pas étre injectif si 'on suppose seulement que f est de classe
C? (ou méme C?~¢); aucune orbite de f n’est alors dense, et chaque orbite s’accumule
(positivement et négativement) sur un ensemble de Cantor invariant.

Le nombre de rotation o de f € Diffﬁ (T*) étant irrationnel, une question cruciale
est de déterminer la régularité de la conjugaison topologique h & la rotation R,. Par
exemple, I'absolue continuité de h équivaut & ce que la répartition statistique des
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orbites de f dans T! soit donnée par une mesure absolument continue par rapport &
la mesure de Lebesgue ; cette mesure a une densité bornée (et la proportion des points
d’une orbite se trouvant dans un intervalle de T' est uniformément de ’ordre de la
longueur de cet intervalle) si et seulement si A est un homéomorphisme bilipschitzien.

Des conditions de régularité sur f ne sont pas suffisantes pour assurer la régularité
de h : Arnold a observé par exemple que parmi les valeurs de b € T! pour lesquelles le
difféomorphisme analytique réel :  — z+asin27rz+b (0 < |a| < 1/27) a un nombre
de rotation irrationnel, celles pour lesquelles la conjugaison h est absolument continue
forment un ensemble maigre au sens de Baire. Le phénoméne est intuitivement le
suivant : si le nombre de rotation a est trop bien approché par les rationnels, f peut,
en général, étre trés bien approché par des difféomorphismes f; ayant exactement une
orbite périodique, qui est accumulée par toutes les autres orbites de f; ; la distribution
statistique trés irréguliere des orbites de f; dans T! peut empécher la distribution
statistique des orbites de f d’étre suffisamment réguliére pour que h soit absolument
continue.

On voit ainsi apparaitre, & travers cette propriété de trop bonne approximation
du nombre de rotation par les rationnels, des phénomenes de “petits dénominateurs”
qui sont au centre de I’étude dynamique fine des difféomorphismes du cercle. Les
propriétés arithmétiques du nombre de rotation a, exprimées en terme d’approxima-
tion diophantienne ou de son développement en fraction continue, vont jouer un role
fondamental dans cette étude.

Soit @ un nombre irrationnel qui satisfait & une condition diophantienne, c’est-a-
dire qu’il existe 8 > 0 et v > 0 tels qu’on ait :

©) la—p/gl >vq7 %77,

pour tout rationnel p/q (avec ¢ > 1). Arnold (dans le cas analytique) et Moser (dans
le cas différentiable) ont montré vers 1960 que si f est un diffémorphisme de nombre
de rotation o suffisamment proche de la rotation R, dans la C*°-topologie, alors la
conjugaison h est analytique si f est analytique, de classe C¥~%0(®) si f est de classe
C* et k est assez grand. C’est un théoreme perturbatif (on se place au voisinage de la
rotation R,) dont la démonstration repose sur les techniques d’itération rapidement
convergentes utilisant la méthode de Newton, développées par Arnold, Hamilton,
Herman, Hormander, Kolmogoroff, Moser, Nash, Riissmann, Sergeraert, Zehnder et
d’autres.

Ces techniques ne s’appliquent plus lorsque f n’est pas supposé proche d’une
rotation. Arnold conjecturait néanmoins que, pour presque tout nombre de rotation
a, la classe de conjugaison O de R, dans Diff°(T?) est égale & 'ensemble F° des
difféomorphismes de classe C* ayant a pour nombre de rotation.

Cette conjecture a été démontrée par Herman en 1976 il développe tout un arsenal
de techniques nouvelles pour étudier la dynamique fine des difféomorphismes du cercle.
Les nombres de rotation a pour lesquels il établit I'égalité FS° = OF° vérifient la
condition (C) pour tout 8 > 0, avec un y = (8) > 0 approprié, mais forment encore
un ensemble de mesure de Lebesgue totale (alors que les nombres o vérifiant (C) avec
B = 0 forment un ensemble de mesure nulle). Herman montre aussi que I'inclusion

N

O C F est stricte dés que o ne satisfait pas & une condition diophantienne
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(nombres de Liouville). J’ai généralisé en 1983 le théoréme de Herman (en m’inspirant
fortement de sa démonstration) et établi que 'égalité F° = O a lieu exactement
pour les nombres a qui satisfont & une condition diophantienne. La démonstration de
ce résultat, qui occupait le chapitre III de ma thése, ayant été publié ailleurs (Ann.
Sc. ENS, 4éme série, t. 17, 1984, p. 333-359), je ’ai substituée ici par quelques pages
destinées & ne pas entraver la compréhension autonome de 'article.

Signalons, en passant, que j’ai déterminé plus récemment ’ensemble des a €
T! — (Q/Z) pour lesquels tout difféomorphisme analytique réel de nombre de rotation
« est analytiquement conjugué & R, ([Y]). Cet ensemble contient strictement les o
qui vérifient (C), et est strictement contenu dans ’ensemble des o qui vérifient la
condition de Bruno :

(B) Z g " LOg gnt1 < +00,

ol (pn/gn) est la suite des réduites du développement de o en fraction continue.

L’étude des centralisateurs (dans le groupe des difféomorphismes du cercle) d’un
difféomorphisme f dont le nombre de rotation est un nombre de Liouville o per-
met d’affiner notre compréhension des phénomenes de “petits dénominateurs” liés
aux (trop) bonnes approximations rationnelles de . On s’intéresse aux propriétés
topologiques du centralisateur, et aux propriétés algébriques de son image (injective)
dans T! par I’application nombre de rotation. Cette étude, entreprise par Herman
([H1, ch.X]), est le theme principal de cet article, dont nous détaillons maintenant le
contenu.

Nous nous sommes bornés & étudier les centralisateurs de difféomorphismes qui
sont de classe C*¥, avec 2 < k < +4o00. Deux types de situation échappent en
particulier a notre étude : les contre-exemples de Denjoy, pour lesquels le lecteur
pourra consulter [H1,ch.X], et surtout les difféomorphismes analytiques réels, pour
lesquels nos méthodes ne semblent pouvoir s’appliquer.

Le chapitre I est consacré a de courts rappels sur les propriétés élémentaires
des difféomorphismes du cercle, et sur le développement en fraction continue des
nombres réels irrationnels. On renvoie le lecteur & [H1] pour un exposé détaillé et
des démonstrations complétes des propriétés élémentaires et moins élémentaires des
difféomorphismes du cercle.

Nous étudions au chapitre II I’équation fonctionnelle :

(E) "/"ORa_"/):‘poRﬂ_ﬂov

ot @ € T', p € C*®(T!) sont donnés et 'on cherche des solutions 8 € T! ,
1 € C®°(T!) . Cette équation s’obtient en linéarisant la relation de commutation
fog = go f entre difffomorphismes du cercle au point (fo,g0) = (R, Rg). On
peut donc espérer que les résultats concernant cette équation nous servent comme
guide pour I’étude du probléme (non linéaire) de détermination des centralisateurs.
Par ailleurs, ’équation (E) a un intérét intrinséque, puisqu’elle exprime la relation de
commutation dans le groupe des difféomorphismes “skew-produits” de T! x R (i.e. de
la forme (6, z) — (60 + a,z + ¢(0)).
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Etant donné a € T!, nous nous intéressons au sous-groupe Z (o, ) de T
formé des B € T! pour lesquels (E) a une solution ¢ € C°(T!), ainsi qu’a
Iintersection Z(c) des Z(a, ¢) lorsque ¢ décrit C*(T?). Ces sous-groupes sont décrits
en terme du développement en fraction continue de a ; les propriétés topologiques des
centralisateurs (dans le groupe des difféomorphismes “skew-produits”) sont étudiées,
ainsi que les propriétés algébriques de torsion et de divisibilité des sous-groupes
Z(a) de T!. Nous nous intéressons enfin au préordre défini sur ’ensemble des
nombres de Liouville par la relation Z(a) C Z(3). Malheureusement, les propriétés
fines de I’équation (E) ne semblent subsister que dans une faible mesure pour les
centralisateurs des difféomorphismes du cercle (cf. ch. VII et VIII).

Le chapitre III, nous 'avons dit plus haut, contenait dans la version originale de
la these la démonstration de la C*°-conjugaison aux rotations des difféomorphismes
du cercle dont le nombre de rotation vérifie (C). Nous n’en avons gardé ici que ce qui
est indispensable a la compréhension des chapitres subséquents.

Nous démontrons au chapitre III une conjecture de Herman ([H1]) : pour tout
nombre de rotation irrationnel o, I’ensemble O des difféomorphismes C'*°-conjugués
a R, est dense pour la C'*°-topologie dans ’ensemble FZ° de ceux qui ont a pour
nombre de rotation. Il est intéressant de remarquer qu’on démontre en fait une
assertion plus forte lorsque a est un nombre de Liouville : on peut approcher dans la
C*°°-topologie un difféomorphisme f € FS° par des difféomorphismes g € O dont
les conjugaisons & R, sont affines sur un petit intervalle (non précisé). Cette assertion
est trivialement fausse lorsque a satisfait 4 une condition diophantienne (mais on sait
qu’alors F° = O%).

Les chapitres IV & VI sont consacrés a I’étude des centralisateurs des difféomor-
phismes dont le nombre de rotation est rationnel. On développe les techniques qui
nous permettront aux chapitres VII et VIII d’en inférer des conséquences pour les
centralisateurs de difféomorphismes dont le nombre de rotation est trés bien approché
par les rationnels.

Au chapitre IV, nous revenons sur la théorie locale (au voisinage d’un point fixe
isolé) de plongement d’un difféomorphisme f dans un groupe & un parameétre, théorie
développée par Sternberg, Szekeres, Takens, Kopell et Sergeraert ; on sait d’apres
Szekeres et Kopell qu’il existe un unique champ de vecteurs de classe C! ayant
f pour difffomorphisme de temps 1 ; on utilise les techniques développées par
Sergeraert pour démontrer que ce champ dépend continument (en un sens approprié)
du difféomorphisme f, et qu’on peut, pour une perturbation sans point fixe g de f,
choisir un champ (sans zéros) proche de celui de f pour lequel g est le difféomorphisme
de temps 1.

Soit f un difféomorphisme de classe C? de l'intervalle [0,1], fixant uniquement 0 et
1. Mather a découvert une obstruction de nature globale a ce que f se plonge dans
un groupe & 1 parameétre de difféomorphismes de classe C! (voir Kopell [Ko] pour
des résultats partiels antérieurs). Cette obstruction est essentiellement la comparai-
son entre les champs de vecteurs de classe C! sur (0, 1) associés aux points fixes 0 et 1
de f. Comme Mather ’a démontré, cette obstruction, jointe aux types de conjugaison
différentiable des germes de f en 0 et 1, classifie & conjugaison différentiable pres les
difféomorphismes de l'intervalle qui fixent seulement 0 et 1. Elle permet par ailleurs,

94



CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

et c’est pour nous fondamental, de décrire les centralisateurs de ces difféomorphismes,
permettant par exemple de retrouver aisément le résultat suivant de Kopell : pour
un ouvert dense de difféomorphismes de 'intervalle (ou du cercle), le centralisateur
différentiable est réduit au groupe des itérés du difféomorphisme considéré. On trou-
vera des généralisations partielles de ce théoréme, pour les difféomorphismes hyper-
boliques de variétés de dimension > 2, dans [P-Y1], [P-Y2]. Nous étudions au chapitre
V l'obstruction de Mather pour les difféomorphismes de 'intervalle, et au chapitre
VI pour les difféomorphismes du cercle ayant une seule orbite périodique ou toutes
leurs orbites périodiques hyperboliques : on obtient une description complétement
satisfaisante des centralisateurs de tels difféomorphismes.

On en vient finalement, dans les deux derniers chapitres, a I’étude du centralisateur
différentiable d’un difféomorphisme du cercle de classe C*° dont le nombre de rotation
est un nombre de Liouville a. La situation est trés complexe, et les résultats obtenus
refletent les influences contradictoires du cas ou le nombre de rotation satisfait a
une condition diophantienne (le centralisateur est alors isomorphe & T!, d’apres le
théoréme de conjugaison différentiable) et du cas ou il est rationnel (comme on vient
de le rappeler, le centralisateur est alors en général réduit au groupe discret des itérés
du difféomorphisme). On montre par exemple que le centralisateur dans Diff} (T?)
d’un difféomorphisme f générique (de nombre de rotation irrationel) n’a pas de
torsion, et que f n’y est divisible par aucun entier p > 2 (influence rationnelle).
Cependant, d’aprés Herman, ce centralisateur a toujours la puissance du continu
(influence diophantienne), le groupe des itérés de f n’étant jamais discret dans la C*-
topologie lorsque le nombre de rotation de f est irrationnel. Pour le nombre de rotation
générique a, il existe un sous-groupe de T! ayant la puissance du continu, contenu dans
I'image dans T! du centralisateur dans DiffS°(T?) de tout difféomorphisme f € F;
en particulier, le groupe des itérés de f n’est jamais discret dans la C'*°-topologie
pour un tel nombre de rotation. Pour tout nombre de rotation irrationnel a, le groupe
des itérés n’est génériquement (dans F2°) pas discret dans la C*°-topologie. Mais il
existe, et c’est 1a le résultat principal du chapitre VIII, des difféfomorphismes de classe
C®°, de nombre de rotation irrationnel, dont le centralisateur dans Diffi (T?) est
réduit au groupe des itérés : celui-ci est alors discret dans la C?-topologie (influence
rationnelle). Finalement, le centralisateur dans Diff?°(T') d’un difféomorphisme de
classe C*° dont le nombre de rotation est irrationnel est génériquement I’adhérence
dans la C'*°-topologie du groupe des itérés; ce n’est cependant pas toujours le cas.

J’espeére, par cet apergu, avoir convaincu le lecteur de la grande complexité de
I’espace des actions différentiables de Z? dans T!, dont la structure, méme locale,
demeure mystérieuse (est-il, comme le demande Rosenberg, localement connexe par
arcs 7). Les 4 appendices sont consacrés & des questions connexes, sans rapport direct
avec les centralisateurs. L’appendice 1 montre que I'inégalité de Koksma, qui est I'une
des bases de la théorie des difféomorphismes du cercle, ne peut étre généralisée pour
des translations minimales de tores de dimension supérieure ; le théoréme ergodique de
Birkhoff (avec convergence uniforme a cause de ’'unique ergodicité) est essentiellement
optimal. On étudie dans I’Appendice 2 le spectre de 'opérateur de L>(T?!) induit par
un difféomorphisme du cercle. Finalement, les Appendices 3 et 4 sont des compléments
au chapitre IV: on donne une autre démonstration d’un théoréme de Takens, comme
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quoi un difféomorphisme de classe C*° peut étre plongé au voisinage d’un point
fixe non plat dans un flot de classe C*°; on montre aussi qu’il n’y a pas de perte
de différentiabilité dans le théoréeme de Sternberg sur la linéarisation des germes de
difféomorphismes contractants de (R, 0).

Sans Michel Herman, les travaux qui suivent n’auraient pas vu le jour. Il n’a cessé
au long des années de me poser les bonnes questions, et de me suggérer des moyens
d’attaque qui souvent se sont révélés fructueux. Je tiens aussi & remercier Marie-Jo
Lécuyer (a I’ Ecole Polytechnique) et Monique Le Bronnec (3 Orsay) qui ont assuré
avec leur compétence et gentillesse habituelles les frappes successives de cet article.
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Chapitre 1

NOTATIONS ET RAPPELS

Ce chapitre se propose essentiellement de fixer les notations qui seront employées
dans la suite de ce travail, en passant en revue les concepts élémentaires reliés a la
théorie des difféomorphismes du cercle (§ 1) et des fractions continues (§ 2).

Nous ne saurions trop conseiller au lecteur auquel ces théories ne sont pas familieres
de consulter les premiers chapitres de [H1], ou toutes les notions élémentaires sont
étudiées en détail et les résultats les concernant démontrés. Sur la théorie des fractions
continues et de ’approximation diophantienne, le lecteur pourra consulter [H1, ch. V]
ainsi que [L] et [Sc].

1. Difféomorphismes du cercle

1.1. Le tore de dimension 1, égal par définition au quotient R/Z, sera noté T!. Les
structures de groupe et de variété (réelle analytique) de T' sont celles déduites de R
par passage au quotient.

1.2. Pour tout s € NU {0}, on notera C?(T!) I’espace des fonctions numériques
définies sur R qui sont Z-périodiques et de classe C°. On identifiera canoniquement
C?(T') & l'espace des applications de classe C* de T dans R. On munit C*(T?) de
la C*-topologie, qui en fait un espace de Banach lorsque s est fini et un espace de
Fréchet lorsque s est infini.

1.3. Soit s € NU {co}. On désigne par Diff} (T*) le groupe des difféomorphismes de
classe C® de T! qui préservent I’orientation. On notera quelquefois aussi Homeo.. (T?)
le groupe Diff$ (T?).

On munit Diff§ (T*) de la C*-topologie usuelle pour les groupes de difféomor-
phismes, qui fait de Diff$ (T!) un groupe topologique.
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1.4. Soit s € NU {00} ; on notera D*(T?) le groupe des difféomorphismes de classe
C* de la droite réelle qui commutent avec la translation : £ — x + 1.

Un difféomorphisme f de la droite réelle appartient donc & D*(T!) si et seulement
si ¢ = f—id appartient & C*(T*). Réciproquement, étant donnés s > 1 et ¢ € C*(T?),
I'application f = id+ ¢ appartient & D*(T?) si et seulement si on a Dy(t) > —1 pour
tout réel t.

Un difféomorphisme f € D?*(T!) définit par passage au quotient un difféomor-
phisme 7(f) de T, qui est de classe C* et préserve l'orientation, donc appartient &
Diffé (T'). On peut considérer D*(T*), muni de la projection 7 sur Diff (T*), comme
le revétement universel de Diff (T*) (on a m(Diff% (T?)) = Z).

1.5. Pour tout a € R, on notera R, la translation : £ — z + o de R. Pour tout
o € T, on notera aussi R, la rotation : £ — z + o de T!.

Pour tout a € R (resp. a € T'), R, appartient & D®°(T') (resp. & Diff(T"));
'application : o — R, définit un isomorphisme de R (resp. de T!) sur un sous—
groupe fermé de D*(T') (resp. Diff (T')), pour tout s € NU {co}. Le noyau de la
projection 7 de 1.4 est le sous—groupe cyclique engendré par R;.

Rappelons que lorsque o € R — Q (resp. a € T! — (Q/Z)), le centralisateur de R,
dans le groupe D°(T?!) (resp. Homeo, (T!)) est le groupe des translations (Rg)ger
(resp. (Rg)geT)-

Lorsque o € Q (resp. @ € Q/Z), le centralisateur de R, dans D*(T!) (resp.
Diff} (T?)), avec s € NU{co}, est un sous—groupe fermé de D*(T") (resp. de Diff5 (T*))
canoniquement isomorphe & D*(T*) (resp. Diff5 (T?)).

1.6. Pour tout f € D°(T!), on montre que la suite d’applications
(%( - zd)) 5, converge uniformément sur R vers une constante qu’on notera p(f).
n

On appelle p(f) le nombre de rotation de f, et on appelle I'application p, de D°(T?)
dans R, ’application “nombre de rotation”.

Cette application est continue, et invariante par conjugaison dans D°(T!). Pour
tout @ € R, on a p(Ry) = a.

Par passage au quotient, on définit une application de Homéo, (T!) dans T?, qui
est aussi notée p et appelée nombre de rotation. Cette application est continue et
invariante par conjugaison dans Homéo, (T!); elle vérifie p(Ro) = a, pour tout
aeT!.

1.7. Soit s € NU {oo}; pour tout @ € R (resp. @ € T'), on note F5 I'ensemble des
difféomorphismes f € D*(T?) (resp. f € Diff} (T!)) dont le nombre de rotation est a.
C’est une partie fermée de D*(T') (resp. de Diff$ (T*)) dont l'intérieur est vide si et
seulement si o est irrationnel.

1.8. Soient s € NU {00}, et p/q € Q, avec p, ¢ premiers entre eux, et ¢ > 1.

On notera alors F*(p/q) 'ensemble F}, défini en 1.7.

Un difféomorphisme f € D*(T!) appartient & F*(p/q) si et seulement si 'applica-
tion Z-périodique ¢ = f9 —id — p a au moins un zéro; ce difféomorphisme appartient
a l'intérieur de F*(p/q) si et seulement si cette application change de signe.
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Les difféomorphismes f € F*(p/q) tels que ¢ > 0 (resp. ¢ < 0) forment une
partie fermée de F*(p/q), notée F3(p/q) (resp. F* (p/q)) La frontiere de F*(p/q)
dans D*(T!) est égale & F2(p/q) U F2(p/q). L'intersection F3(p/q) N F2(p/q) est
constituée des difféomorphismes f € D*(T!) tels que f? = R,; c'est la classe de
conjugaison dans D*(T?) de la translation R, /.

1.9. Soit s € NU {oo}; on note D$(T?) I'ensemble des difféomorphismes f € D*(T?)
tels que f(0) = 0.

Soit f € D°(T?!); pour tout o € R — Q, il existe un unique réel A = A\, (f) tel que
p(Rx o f) = a; pour tout rationnel p/q, il existe un unique réel A = /\;';/q( f) (resp.
A=A, (f)) tel que Ry o f appartienne & F2(p/q) (resp. a F(p/q)).

L’application : f —— Ry (s o f (resp. f — R,\+/ ) © f,resp. f — R/\-/ ) © f)

r/q r/q
définit, pour tout s € NU {00}, un homéomorphisme de D$(T!) sur F? (resp. sur
F{(p/q), resp. sur F2(p/q)).

1.10. Pour tout s € NU{oco}, on note F§ ’ensemble des difféomorphismes f € D*(T?)
dont le nombre de rotation est irrationnel ; on note F'® I'adhérence de F} dans D*(T?).

Ona:
F = (U (Fi(p/a) UF(p/0)) UF} .
p/q€Q
Par définition, F'® est une partie fermée de D*(T?). Il est facile de voir que F} est un
Gs—dense dans F®, donc un espace de Baire.
D’autre part, 'union des F3(p/q), lorsque p/q décrit une partie dense de Q, est
une partie dense de F*°.

1.11. Les images des ensembles F (p/q), F2(p/q), F*®, F} par la projection canonique
7 de D*(T*) sur Diff{ (T') seront désignées par les mémes notations.

1.12. Soient p/q € Q/Z (avec p, q premiers entre eux, et ¢ > 1), et s € NU {oo};
on note F_i (p/q) (resp. F*(p/q)) I'ensemble des difféomorphismes f € F{(p/q) (resp.
F#(p/q)) qui possédent une seule orbite périodique.

LEMME. — Soit s € NU {00}, s > 2; alors ﬁi(p/q) (resp. F (p/q)) contient une
partie ouverte et dense de F3(p/q) (resp. de F2(p/q)).

Démonstration : on traite le cas de ﬁi (p/q), le cas de F* (p/q) étant completement
analogue. _

Soit f € F(p/q); notons encore p/q un relevement de p/q dans R, et notons f le
relevement de f dans D*(T!) dont le nombre de rotation est p/q. Alors f appartient
a Fi (p/q) si et seulement si application ¢ = f9 — id — p a exactement ¢ zéros dans
Iintervalle [0,1). D’autre part, la condition :

“0 a ezactement q zéros dans lintervalle [0, 1), et en ces points D% est strictement
positif”

définit une partie ouverte U de F3(p/q).

99



J-C. YOCCOZ

Montrons que U est dense dans F§(p/q). En effet, d’aprés 1.8, f a au moins une
orbite périodique (de période g); notons z; < --- < z4 les relévements dans [0,1) des
points d’une orbite périodique de f; ce sont des zéros de .

Pour a > 0, définissons :

fat) = F(t) + aHsinz(ﬂ(t —z;)) .

i=1

On vérifie immédiatement que, pour a > 0 suffisamment petit, fa appartient a U ;
d’autre part, il est clair que lorsque a tend vers 0, f, tend vers f dans D*(T?). 0

__On utilisera en général ce lemme plus tard de la fagon suivante : 'union des
F3(p/q), lorsque p/q décrit une partie dense de Q/Z (resp. de Q), est une partie
dense de F*.

On démontre de la méme facon le lemme suivant, utilisé au chapitre VIII :

LeMME. — Soit s € NU{oo}, s > 2; l’ensemble des difféomorphismes f € D*(T?),
tels que f — id atteigne son minimum en un seul point de l’intervalle [0,1), contient
une partie ouverte et dense de D*(T?).

1.13. Pour tout & € R — Q (resp. a € T! — (Q/Z)), et tout s € NU {oo}, on note O,
I'ensemble des difféomorphismes f € F$ qui sont conjugués dans D*(T') (resp. dans
Diff¢ (T?)) & la translation R,.

D’apres le théoréme de conjugaison de Herman ([H1, ch. IX]), on a F* = OF
pour presque tout a.. Herman avait aussi montré que l'inclusion O° C FS° est stricte
lorsque a est un nombre de Liouville; I’extension que j’ai donnée ([Y1]) du théoréme
de Herman dit au contraire qu'on a O = FS° lorsque a satisfait a une condition
diophantienne. On montrera au chapitre III que O est dense dans F$° lorsque o est
un nombre de Liouville.

2. Fractions continues et approximation diophantienne

2.1. Pour tout réel a, on pose :
all = Inf laa — | .
llal] pgzl Pl

Si a, B € R different d’un entier, on a ||| = |||, ce qui permet de définir |||
lorsque o € T!'. On munit alors T! de la métrique définie par d(a,8) = |la — ]|

2.2. Soit o un nombre réel irrationnel.

Posons a_3 = a, a_; = 1; on définit par induction, pour n > 0, un réel o, et un
entier a,, par la relation :

{ Qp—2 = GpQp-1+ Qn ,

O0<ap,<ap-i -
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L’entier a, est donc la partie entiére de «, et on a a,, > 1 pour n > 1.

On pose p_2 =¢q_1 =0,p_1 =¢2 =1, et on définit inductivement pour n > 0
des entiers p,, et g, par les relations :

Pn = 0nPn—1+Dn-2

Qn = GnQn—-1+qn-2 -

2.3.On a g, =1, et ¢, > 1 pour n > 1. Les rationnels p, /gy, pour n > 0, s’appellent
les réduites du nombre irrationnel a.
On a alors les propriétés suivantes :
(i) Prn-19n — Pndn-1 = (—1)", pour n > —1;
(i) an = (=1)"(gnc — pn), pour n > 2;
(iii) an = [lgne|l, pour n > 1;
(iv) (gn+1+n)~! < an < g}y, POUr n > 0;

(V) any2 < %am gn+2 = 2¢n, pour n > —1.
Notons que par (ii), (iii), (iv) et la croissance de la suite (gn)n>0, On a :

1
lo — (Pn/gqn)| < g2 bourn >0.

n

Réciproquement, si p, ¢ sont deux entiers (avec g # 0) tels que :
o= (p/a)| < 5
PIOI< 55

alors p/q est une réduite de a (qui n’est pas nécessairement sous forme irréductible).
Par la relation (v) ci-dessus, les suites (s )n>0 et (g7 !)n>0 décroissent au moins

géométriquement. Il s’ensuit que, pour tout € > 0, les séries ) of et > g, sont
n>0 n>0
convergentes.

2.4. Soient o € T! — (Q/Z), et & un relévement de a dans R — Q. On vérifie que, si
on associe & o les suites (an), (o), (Prn), (gn) construites en 2.2, alors les réels o,
pour n > —1, les entiers a,, pour n > 1 et les entiers g, pour n > —2 ne dépendent
que de a et pas du relevement choisi. Les entiers g,, pour n > 2, sont caractérisés
inductivement par la relation :

gn = Min{q € N* | [|lga|| < |lgn-1]|} .

2.5. Soit o un nombre réel irrationnel, et 3 un nombre réel positif ou nul.
On dit que o satisfait & une condition diophantienne d’ordre 3 s’il existe une
constante C' > 0 telle qu’on ait, pour tout ¢ € N* :

lgall > € g+,
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Avec les notations de 2.2, 'une quelconque des relations suivantes (ou C désigne
une constante strictement positive ne dépendant que de a et 3) caractérise la condition
diophantienne d’ordre 3 :

C
1) o= (Pn/2)| > =55 pour tout n 20
n
(2) any1 < C ¢? , pour tout n >0;
(3) Gnt1 < C ¢X*P | pour tout n >0 ;
(4) any1 > C alt? | pour tout n > 0.

2.6. On dit que a est un nombre de type constant s’il satisfait & une condition
diophantienne d’ordre 0. On dit que a est un nombre de type Roth s’il satisfait a une
condition diophantienne d’ordre €, pour tout € > 0. On dit que « est diophantien s’il
existe 3 > 0 tel que « satisfasse & une condition diophantienne d’ordre . On dit que
a est un nombre de Liouville s’il est irrationnel mais n’est pas diophantien.

Les nombres de type Roth forment un ensemble de mesure de Lebesgue pleine.
Les nombres de Liouville forment une partie résiduelle de R. Les nombres algébriques
irrationnels sont de type Roth, d’aprés un résultat célebre de Roth.

2.7. Les notions définies en 2.5 et 2.6 sont invariantes lorsqu’on ajoute au nombre
irrationnel o un entier. Elles ont donc un sens pour les éléments de T! — (Q/Z).
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Chapitre II

EQUATION LINEARISEE DES CENTRALISATEURS

1. Introduction

Soit f € D*(T!); la recherche du centralisateur de f dans D>°(T') revient &
étudier I’équation fonctionnelle :

F(f,g)=fog—gof=0.

L’application F est définie et de classe C*™ sur la variété fréchétique D>°(T?) x
D> (T1), & valeurs dans 'espace de Fréchet C*(T?).

Pour tous a, 8 € R, on a F(Rqa, Rg) = 0, et la différentielle de F en (Rq, Rg) est
donnée par :

DF(Rq, R)(Af,Ag) = AfoRg— Af +Ag—Ago R, ,

ol Af, Ag € C=(T).
L’objet de ce chapitre est 1'étude de ’équation (I), dite équation linéarisée des
centralisateurs :

(I) AfoRg—Af =AgoR,—Ag,

ol a, BER, et Af, Ag € C®(T?) (il est clair qu’on peut se ramener au cas ou Af
et Ag sont de valeur moyenne nulle).

Notons que si on pouvait appliquer les théorémes de fonctions implicites usuels
a léquation R(f,g) = 0, I'équation (I) serait ’équation de l'espace tangent en
(Ra,Rg) 3 la sous—variété de D>°(T!') x D*°(T') formée par les couples (f,g)
d’éléments permutables; bien que la structure de ’ensemble des couples d’éléments
permutables soit en fait beaucoup plus complexe, ’étude de I’équation (I) permet
d’avoir une premiere idée de ce que peuvent étre les propriétés des centralisateurs et,
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en comparaison avec les chapitres ultérieurs, de faire la part dans ces propriétés des
phénomeénes “linéaires” et “non-linéaires”.

Un autre intérét de ’équation (I) est qu’elle représente exactement 1’équation des
centralisateurs dans le groupe des difféomorphismes “skew—produits” de RZ?, défini
au § 2.

Dans les §2 et 3, on réduit 1'équation (I) & des problémes d’approximation
diophantienne et on obtient les propriétés les plus élémentaires des centralisateurs :
si @ est un nombre irrationnel, il existe un sous—-groupe borélien ayant la puissance
du continu de R, noté Z(a), formé des 3 € T* tels que I’équation (I) ait une solution
Ag € C*®(T?) (d’intégrale nulle) pour tout Af € C°°(T!) d’intégrale nulle. Le résultat
correspondant est faux pour les difféomorphismes du cercle (cf. ch. VIII).

On montre aussi que ’adhérence des itérés d’un difféomorphisme “skew—produit”
dont le nombre de rotation est irrationnel est égale & son centralisateur ; cette propriété
est seulement générique pour les difféomorphismes du cercle (cf. ch. VIII).

Au §4, on montre que les couples de difféomorphismes “skew—produits” qui
commutent forment un espace localement connexe par arcs; c’est une question ouverte
pour les difféomorphismes du cercle.

On étudie dans le §5 les propriétés algébriques des groupes Z(c) (torsion de
Z(a)/Z, divisibilité) qu'on pourra comparer aux résultats du méme type pour les
difféomorphismes du cercle (cf. ch. VII).

Enfin, on étudie au §6 le préordre défini sur ’ensemble des nombres de Liouville
par la relation Z(8) C Z(«).

2. Le groupe SW

2.1. Dans la suite de ce chapitre, on notera C l'espace C°(T') des fonctions
numériques de classe C*° qui sont Z-périodiques et de valeur moyenne nulle. Muni
de la C*°—topologie, C est un espace de Fréchet.

La formule (a - ¢)(z) = ¢(z + a), pour a € R, ¢ € C, définit une représentation
continue 7 de R dans C'; notons que la restriction de 7 a Z est triviale.

On munit R x C d’une loi de composition définie par :

(o, 0) - (B,%) = (a+B,B- ¢+ ) .

Muni de cette loi et de la topologie produit, R x C est un groupe topologique,
qu’on notera SW (pour “skew”).

Ce groupe est isomorphe & lextension de C par R définie par 7; la projection
canonique p : SW — R et l'injection canonique i : C — SW sont respectivement
données par p(e, ¢) = a, i(p) = (0,¢).

L’application p est aussi appelée “nombre de rotation” ; elle posséde une section 7,
définie par r(a) = Ry = (,0), qui permet d’identifier R & un sous—groupe de SW.

2.2. Associons a tout f = (a, ) € SW le difféomorphisme f de R? défini par :

flz,y) = @@+ o,y + (@) .

On vérifie aisément qu’on obtient ainsi un plongement dans le groupe des
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difféomorphismes de classe C> de R? qui préservent l'orientation et la mesure de
Lebesgue.

2.3. Soit f = (a, ) € SW. On s’intéresse dans la suite aux deux problémes suivants :

— Sous quelle condition f est—il conjugué dans SW & une rotation R, ?
— Quel est le centralisateur de f dans SW?
Comme p est un morphisme, il est certainement nécessaire, pour avoir une réponse
positive au premier probléme, d’avoir v = «; ceci étant, un élément h = (8,7)
conjugue f et R, si et seulement si :

(%) Y-—a-Pp=9p.
D’autre part, f et g = (83,v) € SW sont permutables si et seulement si :
(x%) a- p—p=B-0-¢.

En particulier, le centre de SW est égal a Z.
Nous étudions dans la suite les équations (*) et (**).

2.4. Pour ¢ € C®(T!), n € Z, on pose :

B = [ wlayemminds

La transformation de Fourier définit une correspondance biunivoque entre C et
P’ensemble des applications a : Z — C qui vérifient les propriétés suivantes :

(i) a(0) =0, a(—n) = a(n) pour n > 1;
N . » _
(ii) pour tout p € N, n-l—l»I-fl—loon a(n) =0.
La transformation de Fourier, appliquée aux équations (*) et (**), fournit les
équations (avec a = ) :
1) a(n)(1 - €™"*) = §(n), n>1;
2) a(n)(1 - e2™") = §(n)(1 - ™), n21.
Il y a correspondance biunivoque entre les solutions de (*) (resp. de (**)) et les

applications a : N* — C (resp. les couples (a, 3)) qui vérifient (1) et (ii) (resp. (2) et
(ii)).
2.5. Etudions rapidement le cas o a = p/q est un nombre rationnel, avec p € Z,

g € N*, p et ¢ premiers entre eux. Pour f = (a,p) € SW, les propriétés suivantes
sont alors équivalentes :

2) ‘_;: o +i/q) = 0;
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b) f9=(p,0);
¢) @(n) =0 pour tout n € ¢Z;
d) f et R, sont conjugués dans SW.
En effet, les implications d) = b) <= a) <= c¢) sont immédiates. Si c) est
vérifiée, 'application a : N* — C définie par :

a(n)=0 si neqzZ,
a(n) = (1 - €*™*)7'P(n) si n¢qZ,

fournit une solution de (*).

Soit 7, la représentation de R dans C définie par 74(a) = 7(ga), pour o € R; le
centralisateur de R, dans SW est I’ensemble des (3,v) € SW tels que ¥ admette
pour période 1/g; il est isomorphe & I’extension de C par R définie par 7,.

Si f = (a,p) € SW et R, sont conjugués dans SW, leurs centralisateurs dans SW
sont des sous—groupes conjugués de SW. Si f et R, ne sont pas conjugués dans SW,
il existe, d’apres c), des entiers n € ¢Z tels que @(n) # 0; le groupe engendré par
ces entiers est de la forme rqZ, avec r > 1. Pour que I’équation (2) ait une solution
(a(n))n>1, il faut que qrB € Z; ceci étant, a(n) est déterminé par (2) pour n ¢ ¢Z,
et est arbitraire pour n € gZ. Le centralisateur de f dans SW est donc isomorphe

n
rq’
de 74. Plus précisément, il existe un unique élément g = (5,v) dans le centralisateur

a l'extension de C par le groupe n € Z}, définie par la restriction a ce groupe

de f tel que 8 = ;13 et zZ(n) = 0 pour n € ¢Z; le sous—groupe engendré par g est
cyclique d’ordre rq; le centralisateur de f est produit semi-direct de ce sous—groupe
et du sous—groupe formé des (O, x) tels que x soit 1/q périodique.

2.6. On fixe, dans la fin du paragraphe, un nombre réel irrationnel a.
Rappelons que, pour tout 3 € R, on a :

3) 4)18| < |e*™F — 1] < 2x||B|| .

Compte—tenu de 2.4, on obtient que (o, p) € SW et R, sont conjugués dans SW
si et, seulement si on a :

(4)

lim |nal|~'nP@(n) =0, pour tout p€e N.
n—+o0o

On en déduit que la classe de conjugaison dans SW de R,, est égale & p~({a}) si
et seulement si « satisfait a une condition diophantienne.

2.7. Soient (o, p) € SW, B € R. 1l résulte de 2.4 qu’une solution (3,%) de (**), si
elle existe, est unique, et que son existence équivaut a :

. P -1 A - ) )
(5) Jdm nP|nf] linal|™" &(n) =0, pourtout p €N

La restriction de p au centralisateur de (a, ) est donc injective; on note Z(c, ¢)
son image. On définit :

Zo)= [ Z(x9) .

peC
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On a alors, pour tout p € C :
ZCZ(a)=Z(a+1)C Z(a,p) =Z(a+1,¢) .

On verra au §3 que ces inclusions sont toujours strictes, lorsque a est un nombre de
Liouville.
11 résulte de (5) que les éléments 8 de Z(a) sont caractérisés par la condition :

(6) 3K >0, 3 p > 0 tels que ||n8]| < KnP||na||, pour toutn >1.

Notons que si (@, ¢) et Ry sont conjugués dans SW, on a Z(a, ¢) = R. De méme,
si a satisfait & une condition diophantienne, on a Z(a) = R. Les réciproques seront
démontrées au § 3.

D’apres (6), les relations 8 € Z(a), v € Z(B) impliquent v € Z(c); le préordre
défini par “8 C a <= [ € Z(a)” sera étudié au § 6.

3. Quelques propriétés des centralisateurs

3.1. On fixe dans ce paragraphe un nombre réel irrationnel a. On note (pn/gn)n>o0 la
suite de ses réduites, et on pose p_2 =q_1 =0,p_1 =q¢_2 =1, ap = (=1)"*(gnx — pn)
pour n > —2. On note (an)n>o la suite d’entiers (strictement positifs pour n > 1) qui
vérifie les relations

Pn = @nPn—-1+ DPn-2,

n = anQn-1+qn-2 ,

Qp_2 = ApQp—1 +Qy ,

pour n > 0. Rappelons que I'on a 0 < a,, < a—1 pour n > 0.

3.2. Soit B un nombre réel. Notons v, sa partie entiére, 3, = 8 — v,, et définissons
inductivement (3, et v, pour n > 1 comme le reste et le quotient de la division
euclidienne de B,-; par an—1. On a alors, pour n > 1:

n—1
(i) 0< Prn1=0— 3 viaj_1 < 0p_2;
1=0

(ii) 0 < vy < ag;

(iii) si vp = an, Vnt1 = 0;

+00
(IV) ﬂ = 20 ViOt;—1.

Comme on va le voir en 3.5, pour que les dénominateurs des trés bonnes approxi-
mations de a soient aussi dénominateurs de trés bonnes approximations de 3, il faut
et il suffit que les v,, soient proches de 0 ou a,.

3.3. Rappelons (cf. [I, 2.3]) que tout rationnel p/q qui vérifie |o — (p/q)| < (2¢2)~*
est une réduite de a.

Soit n € N* un entier tel que ||na| < %; il existe donc r > 1, s > 0 tels que
n = rq,, et m = rp, est l'entier le plus proche de na.
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On a alors : r
2¢s+1
donc r? est inférieur ou égal A la partie entiere a 41 de gs419; "
Soit A ’ensemble des entiers n de la forme rg,, avec s € N, 7 € N, 72 < az41.
Pour n € N* — A, on a ||nal|~! < 2n par ce qui précede; pour n = rg; € A, on a
lInall = ra, et [nB]| < rllg,Bl pour tout réel .

Soient ¢ € C, B € R; les équations (5) et (6) de 2.7 sont donc respectivement
équivalentes a :

<|lna| = ras < (2rqs) 7,

(7) lim_n?|Inf| Inal|"'@(n) =0, pour tout p € N;

neA
(8) 3C >0, Ip > 0 t.q.

llgsBl| < CqPas pour tout s >0 .

3.4. Soient B € R, et (v;)i>0 la suite d’entiers qu’on lui a associée en 3.2. Pour r > 1,
s > 1, soient t,s = ||rvsa; | et v, s le plus proche entier de rv a;! (par défaut si
trs =1/2).

LEMME. — Pourn=1q; € A, on a :

| ”n:@” - tr,s+1| <4 nog .

Démonstration : On a :
s+1

B= E vioi—1 + Bey1 -
=0
Ecrivons

8
np =rqs [Z(—l)i_ll’i(%—la - pi—l)] + TqsVs 410 + N1
i=0

=P+ @, avec un entier

s—1

P= T[ Z (=1)*viy1(Psqi — piQs)] + Vrg41 »

i=—1
et une partie fractionnaire

s—1
Q= T(q.sa - ps) [Z(_l)iVi+1%’] + nPss1 + TqeVetr10s — Vr g1
1=0

(On a additionné et soustrait vy s11 et T7PsE(—1)"v41i).
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Par 3.2 (ii) et (iii), on a :

s—1 '
lZ(“l)1 vit1gi| < gs
=0
donc,
s—1
|r(QSa - ps) Z(_l)lVi+IQiI <rasq; =ngs;
=0

par 3.2 (i), on a 0 < nfs;4+1 < nag; on en tire :
|Q — (TqsVs4105 — Vrs41)| < 2nas, .
Posons rus_,.la;jl = VUrst+1+€ trst1, € € {—1,+1}; on a alors
TQeVs410s — Unop1 = TWes105 401 (o4 1dsQs — 1) + € troyr -
Or on a vs41 < as41 et (1.2.2, inégalité (iv)) :
[(2+ asy1)gs] ™ < @5 < (@s418s) ",

dont on déduit :
|a8+1‘Isas - 1' <1< 20,

|Q — €ty s41] < 2nas + 2rgsas = 4nao, .

3.5. On conserve les notations précédentes.

ProPoOSITION. — Soient ¢ € C, f € R. Pour que B appartienne ¢ Z(a,p)
(resp.(Z()), il faut et il suffit que la relation (9) (resp.(10)) ci-dessous soit vérifiée :

9) lim An”@(n)tr,sﬂasﬂ =0, pourtoutp>1;

n=rqs€
(10) 3 K >0,3p>0, tels que

min(as — vs,vs) < Kqb_, , pour tout s> 1.

Démonstration : Pour n = rqs € A, écrivons :

InBll = trs+1 +€n,
avec |en| < 4na, d’apres le lemme 3.4. Démontrons d’abord 1'équivalence de (7) et

(9). On a
lim nPe,||na||"'3(n) =0, Vp>1,
neA
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donc (7) équivaut &
lim nP@(n)t, s41|ne|| ™ =0, Vp>1.
neEA

Or on a
(3nass1) 7! < |lna| = ra, < nay}l,

donc la relation précédente équivaut & (9). Montrons maintenant I’équivalence de (8)
et (10). On a |eq,| < 4q505, donc la relation (8) équivaut & : 3C > 0, Ip > 0 t.q.

t1,s41 < Cqlas, Vr>0.

On obtient (10) en remarquant que :

1
As+1

1
3as419—8

l1,s+41 = Min(Vs+1; Ag+1 — Vs+1)a
et

<oag <

Qs4+1Gs

0

3.6. Soit (v;);>0 une suite d’entiers qui vérifie 3.2 (ii) et (iii); la série ) via;_1 est
i>0

alors convergente, et la suite d’entiers associée suivant la recette de 3.2 a la somme (3

de cette série est exactement (v;);>o0.

COROLLAIRE. — Soit ¢ € C; les groupes Z(a,p) et Z(a) sont des sous—groupes
boréliens de R qui ont la puissance du continu. Si Z(a,¢) = R, (a,¢) et Ry sont
conjugués; si Z(a) = R, a satisfait ¢ une condition diophantienne; si a est un
nombre de Liouville, 'inclusion Z(a) C Z(a, ¢) est stricte, et Z(a) — Q est constitué
de nombres de Liouville.

Démonstrations : Les relations (9) et (10) définissant Z(a, ) et Z(c) montrent
que ces sous—groupes sont boréliens.

Toute suite (v,) vérifiant vos = 0, Vo541 € {0,1} définit un élément de Z(a); ce
sous—groupe a donc la puissance du continu, de méme que Z(a, ) qui contient Z(c).

Si la relation (9) est satisfaite par tout choix de 3, on a

lim n@(n)as41 =0, Vp>1,
neA

ce qui implique que f et R, sont conjugués. De méme, si (10) est satisfaite par tout
choix de 3, on a a; = O(q%_;) pour un p > 0 et a est diophantien.

Soit & un nombre de Liouville. Si 8 € Z(a), on a Z(B8) C Z(a) d’apres (6), donc
B est un nombre de Liouville. Enfin, pour tout ¢ € C, il est facile de construire une
suite (vg) qui vérifie (10) mais pas (9), ce qui montre que 'inclusion Z(a) C Z(a, ¢)
est stricte.
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3.8. Remarque
Soit ¢ € C; la condition (5) de 2.7, qui caractérise Z(a, ) est équivalente a la
relation suivante :
Y nPlnall™ 1§(n)] |sinmnp| < +oo
n>1

pour tout p € N.
Cela signifie que si f = (a, ¢) et R, ne sont pas conjugués dans SW, Z(a, p) est
un ensemble de convergence absolue au sens de P’analyse harmonique (cf. [K-S]).
Citons—en une conséquence ([K-S]) : toute mesure de probabilité u sur T!, dont le
support est contenu dans Z(a, ¢)/Z, vérifie :

limsup,_, ;o |B(n)| = 1.

3.9. THEOREME. — Pour tout f = (o, p) € SW (a irrationnel), le centralisateur de
f dans SW est l’adhérence du sous—groupe engendré par f et R;.

Démonstration : 11 est clair que 'adhérence de ce sous—groupe est contenue dans le
centralisateur de f.
Réciproquement, soit g = (6,%) un élément de SW qui commute & f. Suivant 3.2,
on écrit 8= Y v;a;_1, et on pose, pour £ >1:
i>0
¢ -
ke =3, (-1)""vigi1 €Z,
fF = (keat, 0) -
Par la relation (2) de 2.4, on a :

R - R eZnin(kga—ﬁ) -1
@e(m) = $(m)] = 12| | -

Il résulte de 3.2 qu’on a |ke| < ge, . ligl |18 — kea| = 0, et, pour tout n > 1 :
— 400

11 i 5 - -0.
(1) Jim_[Be(n) - n)] =0
Notons aussi, pour tout n > 1, la relation :

(12) 18e(n)| < kel |2(n)] -

Soit n € N*; si n n’appartient pas & I’ensemble A défini en 3.3, on a ||nal| > —235,
d’ou on tire :

(13) 18e(n) — 9(n)| < nl@(n)] .

Sin > gy > |kel, il résulte de (12) qu'on a :

(14) |Be(n) = B(n)] < n |B(n)| + [P(n))] -
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Sin=rg, € A, avec s < ¢, on a ||nal| > ar—1 > B¢ = ||ke a— B, donc :

(15) 2y < FlomIEe Ol < nZipmy

En rassemblant (13), (14), (15), on a donc, pour tout n € N* :
~ -~ UEPN -~
(16) |e(n) = $(n)| < ng@(n)] + [b(n)] -

Lorsque p > 0, € > 0 varient, les ouverts V(p, ¢, g) formés par les couples (v, x) € SW
qui vérifient |y — 8| < g, nP|X(n) — {p\(n)l < ¢ pour tout n > 1, forment un systéme
fondamental de voisinages de g dans SW.

Pour ¢ > 1, soit j, l'entier le plus proche de 8 — kya. En utilisant le systeéme
fondamental de voisinages V (p, €, g) et les relations (11) et (16), il est immédiat que
la suite Rj, f*¢ converge vers g dans SW. 0

4. Un résultat de connexité

4.1. Dans SW x SW, considérons la partie P formée par les couples d’éléments
permutables. C’est une partie fermée de SW x SW.

La partie P est contractile, comme le montre 'application ¢ : P x [-1,1] — P
définie par :

(o, 290), (B, t9)) t>0
c((a, ), (B,¥),t) =
((a(1+1),0),(B(1 +1),0), t<0.
4.2, THEOREME. — L’espace P est localement connexe par arcs.

Le reste du paragraphe est consacré a la démonstration de ce résultat.

Pour qu’'un espace topologique X soit localement connexe par arcs, il suffit que
pour tout voisinage V' d’un point z € X, on puisse atteindre par des chemins dans V'
partant de z tous les points d’un voisinage W C V' de z : 'union de ces chemins est
alors un voisinage connexe par arcs de z contenu dans V.

Les chemins que nous construisons sont du type suivant : les extrémités permettent
d’annuler les coefficients de Fourier d’ordre élevé; le lemme ci-dessous permet alors
de régler le cas du nombre fini de coefficients de Fourier subsistant.

4.3. On considere I'espace R x C x R x C = E muni de la norme :

[(a, A, B, )| = sup(lal, |8, |Al, |el) ,
pour a, B € R, A\, u € C; soit Y la partie de E d’équation :
u(ET 1) = AP~ 1),
et 7 la projection canonique :
m(a, A, B, ) = (o, B)
de E sur R2.
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LEMME. — Soient Y, = (Qo, Ao, Bo, o) €Y, € > 0. Pour tout y1 € Y assez proche
de 7,, il exriste une application continue I' de [—1,+1] dans Y qui vérifie :

i) T(=1) =7, '(1) =m;
ii) |D(t) — Yol < € pourt € [-1,+1];
iil) 7(T'(2)) = m(70) = (e, Bo), pour t € [—I’O]r
7(T(t)) = tr(m1) + (1 — t)7(7,), pourt € [0,1].

Démonstration : Posons 71 = (a1, A1, 01, p1), T'(t) = (a(t), A(t), B(t), u(t)); soit b
la fonction continue sur Y définie par :

b(7) = b((ew X, B, 1)) = p(€®™* = 1) = X(e*™ —1) .

Les fonctions a(t), 8(t) sont déterminées par iii). La fonction B(t) = b(I'(t)) détermine
alors A(t) (resp. u(t)) lorsque B(t) (resp. a(t)) n’est pas entier.

a) Supposons que a, n'est pas un entier, qu'on a |a, — a1| < 1|lal|, et que la
fonction B vérifie :
|B(2) = b(70)| < [b(71) = b(%)l »

pour t € [—1,+1].
Par iii), on voit que a(t) n’est pas entier pour t € [—1, +1], et vérifie :

|27 ® — 1] > [lao]| -
On en déduit :
|1(t) = pol = |B(E)(e2™**®) — 1) 71— b(7,) (e*™** — 1) 77|
< B(t) = b(yo)||e*™®) — 1|7
+ [b(70)| (") — 1)1 — (e — 1)~
< 1b(m) = b(vo)l llewoll ™ + [b(v0)| o1 — 6| 27fle]| ™2

donc |u(t) — wo| < € si |y, — 71| est assez petit.

b) Supposons que a, et [, ne sont pas entiers.
Pour |a, — 1] < 3o, 180 — B1] < 3|B5||, on définit :

I'(t) =%, pourte[-1,0],

B(t) =t b(m1) + (1 = )b(%) ,

A(t) = (&m0 —1)71B(t)

p(t) = (e2™® _1)"1B(t), pourte[0,1].

Il résulte alors de a) que le chemin ainsi défini vérifie les conditions du lemme, si
|70 — 71| est assez petit.
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¢) Supposons que 3, est entier mais a, ne l’est pas.
On a donc u(t) = B(t) = 0 pour t € [—1,0] (cf. iii)). Définissons A(t) par :

At) = —tho + (1+ )\, te[-1,0],
At) =X, telo1].

Supposons aussi que |a, — 1] < 3||a,l|; les fonctions B(t) et u(t) sont alors définies
sur [0,1], et on a :

IB(t) = b(70)| = IM] [*™**® — 1] < [b(m)]

des que |8, — 1] < % Il résulte de nouveau de a) que le chemin I' vérifie les conditions
du lemme.

d) Le cas ol a, est entier mais (3, ne l’est pas se traite symétriquement.

e) Supposons que oy, B, sont entiers. On a alors B(t) = 0 pour t € [—1,0], et on
définit :
At) ==tdo + (1 + )Ny,

p(t) = —two + (1 +t)puy , pourte[-1,0].

Si b(y1) =0, et |y1 — 7o| est assez petit, il suffit de poser A(t) = A1, u(t) = p1 pour
t € [0,1] pour obtenir un chemin I' satisfaisant aux conditions du lemme.

Supposons que b(7;) est non nul, et qu'on a |a, — 1] < 3, [Bo — B1] < 3. Alors
pour t € [0, 1], ae(t) et B(t) ne sont pas entiers, et la formule B(t) = tb(y;) détermine
A(t) et p(t), avec :

e2mitlleall _

lu(t) — pa] = |t = 1] |ml .

Cette formule et la formule analogue pour |A(t) — 1| permettent encore de conclure
que I satisfait aux conditions du lemme, si |y, — 71| est assez petit.
0

e2millanll — 1

4.4. Soient f = (a, ), g = (B,%) deux éléments permutables de SW. Donnons—nous
€1 >0, p> 0, et considérons le voisinage V = V(p, 1, f) X V(p,€1,9) de (f, g) dans
P C SW x SW (cf. 3.9 pour la définition de V (p, e, f)).

Soit n, un entier strictement positif tel qu'on ait n?|@(n)| < i1, n”l't?;(n)l < ie
pour m > n,; posons € = £1n,P.

Comme f et g sont permutables, le point (na, g(n), ng, QZ(n)) appartient & Y pour
tout n > 1; on peut donc trouver, par le lemme 4.3, un réel 6 > 0 ayant la propriété
suivante. Si fa = (a2, p2), g2 = (B2,12) sont des éléments permutables de SW qui
vérifient :

lo—azl <8, |B—0B2]<6,
(c)

{ 13(n) = G2(m)] <6, [P(n) —a(m) <6, V1<n<n,,
alors il existe des fonctions a(t), B(t), An(t), un(t) (1 < n < n,), définies et continues
sur [—1,+1] qui vérifient, pour 1 <n < n,

i) a(t) =a, B(t) = B pour t € [-1,0] :
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a(t) = taz + (1 - t)a, B(t) =tB2 + (1 - t)B, pour t € [0,1];
ii) An(=1) = @(n), An(1) = $2(n), pn(=1) = P(n), pn(1) = ¢2(n);
iii) |un(t) —¥(n)| <e,
[An(t) — §(n)| < €, pour t € [-1,+1];
iv) An(2)(e2™81) — 1) = p, (t)(e?™me(®) — 1), pour t € [-1, +1].
Les couples (fz2,92) de P qui vérifient (c) et appartiennent & V(p,e1/2, f) x
V(p,€1/2,g) forment un voisinage W de (f,g) dans P.
Pour un tel couple, on définit un chemin v(t) = ((as, ), (B, Y1), t € [—2,+2], de
la fagon suivante :

- pour t € [—-1,+1], oy = a(t), B = B(t), et :

oe(@) =235 Re(rn(t)e™™)
n=1

bie) =23 Re(un(®)e™™™=) |

n=1

—pourt€[-2,-1,o4=0a, B =0, et:
pr=02+t)p-1-(1+t)p,

Y=+t -1+,
- pour t € [1,2], ar = az, By = Ba, et :

pr=02-t)p1+(t-1)p2,

Ye=(2- )+ (t—1)y2,
Le chemin v possede les propriétés suivantes : v(—2) = (f,9), v(2) = (f2,92), v est
continu, prend ses valeurs dans P (cf. iv)); le choix de n, et les propriétés i), iii)
montrent que y(t) € V pour t € [-2,+2].
La démonstration du théoréme est donc compléte, compte-tenu de la remarque qui
suit ’énoncé de celui—ci.

5. Propriétés algébriques des groupes Z(«)
5.1. Lorsque a est un nombre irrationnel qui satisfait & une condition diophantienne,
on a vu que Z(a) =R.

On s’intéresse dans la suite au cas ol a est un nombre de Liouville, dont on note
(Ps/@s)s>0 la suite des réduites; pour ¢« € N*, K > 0, on note E; x = E; g(a) la
partie de Z x N* constituée par les couples (ps, ¢s) qui vérifient :

a,s = |lgsal| < K—lqgi .

La relation (8) de 3.3 montre que, pour tout i € N*, K > 0, Z(«a) est '’ensemble

des réels B pour lesquels il existe K/ > 0, p € N tels que :

(17) llasBIl < K'llgsexllgh
pour tout couple (ps,gs) de E; k().
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LEMME. — Soit E une partie de Z x N* ; on suppose que l’ensemble des rationnels
m/n, avec (m,n) € E, m et n premiers entre euz, est dense dans R. Alors les nombres
de Liouville o tels que E coupe E; x(a) pour tout i € N, K > 0, forment une partie
résiduelle de R.

Démonstration : pour (m,n) € Z x N*, m, n premiers entre eux, i € N*, K > 0,
soit I(m,n, i, K) l'intervalle ouvert de centre m/n et de longueur K ~'n~*"!. Posons :

Ui,K = U I(mynsi)K) )

(m,n)€E
mAn=1

v=( Ui)-Q.

i,jEN*

Alors U; ; est un ouvert dense et U une partie résiduelle de R. Pour i > 1, j > 2,
a € U;; — Q, il existe (m,n) € E, mAn =1, tels que |a — 2| < j~! 71 < In~2,

Donc m/n est une réduite de a et (m,n) € E; j(a). De plus, I'inégalité précédente
montre que tout élément de U est un nombre de Liouville. 0

5.2. Soient o un nombre de Liouville, et p/q un rationnel non entier (pAg =1, ¢ > 2).
11 résulte de (17) que p/q appartient & Z(a) si et seulement si E; k(«) est contenu
dans Z x gN* pour ¢, K assez grands.
En prenant E = Z x (N — gN) dans le lemme 5.1, on obtient donc le résultat
suivant :

THEOREME. — Pour un ensemble résiduel de nombres de Liouville, on a Z(o)NQ =

Z.

5.3. Soient ¢ un entier au moins égal a 2, k un entier relatif, & un nombre de Liouville.

Il résulte de (17) que %(a — k) appartient & Z(a) si et seulement si E; g(a) est
contenu dans (k + ¢Z) x N* pour i, K assez grands. On en déduit d’abord que, si @
est I'image de o dans R/Z = T, I’équation g8 = @ a au plus une solution B dans
Z(a)/Z. En prenant d’autre part, dans le lemme 5.1, E = [Z — (k + ¢gZ)] x N*, on
obtient le résultat suivant :

THEOREME. — Pour un ensemble résiduel de nombres de Liouville a, aucune des
équations g8 =a +k, ¢ > 2, k € Z, n’a de solution dans Z(a).

5.4. Le résultat suivant est & comparer avec 5.2.

THEOREME. — Pour tout sous—groupe G de Q contenant Z, il existe un nombre de
Liouville o tel que Z(a) NQ = G.

On note P I’ensemble des nombres premiers, N = N U {400}, et G I’ensemble des
sous—groupes de Q contenant Z.
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Soit G € G; on associe & G un élément (gp)pcp de N’ de la fagon suivante : soit
Gp le p—sous—groupe maximal de G/Z (p € P); si Gp est infini, on pose g, = +00,
sinon son cardinal est égal & p9r.

11 est facile de voir que cette correspondance est une bijection de G sur N.

5.5. Pour p € P, ¢ € N*, on note v,(q) ’exposant de p dans la décomposition en
facteurs premiers de ¢q. Le but du lemme suivant est de construire un nombre de
Liouville o tel que, pour tout nombre premier p, I'ordre v, (gs) ait une limite g, € N
lorsque p,q; = g, décrit les dénominateurs des réduites correspondant aux éléments
de E4 k() (avec K assez grand).

. <P . . . .
LEMME. — Soit (gp)pep € N . Il existe trois suites d’entiers (p;)iso, (gi)i>o0,
(ri)i>0, ayant les propriétés suivantes :

i) g0 >3, gi+1 > 4(2¢2)"*2, pouri >0;

ii) i_lg_nco vp(g:) = gp, pour toutp € P;

iii) pour touti >0, i Ap;=r; Ag;=1;
iv) p; € P, et g¢; < p; < 2¢; pour tout i >0;

i _Tit1
V) ‘ (PiQi Pi+1qi+1 )

Démonstration : pour i > 0, posons ¢; = [] prf(igp) g = Gis;, ol (8:)i>0 est
PEP
p<i

une suite de nombres premiers tendant trés rapidement vers 'infini. La suite (g;)i>o
vérifie alors i) et ii). D’apres le théoréme de Tchebychev, pour tout entier £ > 2, il
existe un nombre premier p vérifiant £ < p < 2¢. On peut donc choisir des nombres
premiers p; vérifiant iv). ’

On construit la suite (7;);>o par induction, en prenant r, = 1. Supposons que 7;
soit déja déterminé; comme p;y1 > g;11, il existe un entier n tel que :

1 4
§qi+1 )

< qijrll pour tout i > 0.

n T

Pi+1  Digqi

I'un au moins des deux entiers ng;+1 — 1, ng;+1 + 1 n’est pas divisible par p;;1 (et est
clairement premier avec g;41); il satisfait aux conditions requises pour r;;.

5.6. Démonstration du théoréme 5.4

. 212 <P c 1
Soient G € G, (gp)pep I'élément de N' qui lui correspond, et (p;)i>o0, (gi)i>o0,
(ri)i>0, trois suites d’entiers qui vérifient les conclusions du lemme.

s
Piqi

W ()

Piq;

Par v), la suite ) 0 est convergente; par i) et iv), sa limite a vérifie :
12

- 11 —ie
< qu '<2gh < E(pi(b') 2.
3>i

Donc o est un nombre de Liouville; par iii), les (;'—:1—) en sont des réduites.
14 120
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Supposons qu’il existe une réduite p/q de a distincte des ;T::}T telle que ¢ > DPoqo ;
soit ¢ > 0 tel que p;g; < ¢ < Pi+1gi+1; on a alors (par (18)) :

(29)7! < |lpsgie|l = pigs <2qq7,

llgell > (2pit1gi+1) ™" > (4¢2,,)71,

d’ott on tire (2¢)% > gi+1, |lgal| > (64¢*)~!, ce qui signifie que (p, g) n’appartient pas
3 E464(c). En utilisant aussi (18), on voit donc que, pour K assez grand, I’ensemble
E4 k() est de la forme :

a— Ti
Piqi

Es k(o) ={(r,pigi) , 270} .
Il résulte alors de 5.2 et des conditions ii) et iv) de 5.5 que Z(a) NQ = G.

0

5.7. On étudie maintenant les propriétés de divisibilité des groupes Z(a), en com-
mencant par quelques rappels de terminologie (cf. [Kal]).

Soient G un groupe abélien, p un nombre premier ; on dit que z € G est p—divisible
(resp. divisible) si toutes les équations p™y = z, n € N* (resp. ny = z, n > 2) ont
une solution dans G. On dit que G est p—divisible (resp. divisible) si tous ses éléments
le sont. Il existe toujours un plus grand sous—groupe p—divisible (resp. divisible) de
G, noté Gy, (resp. G4). On a G4 C Gp.

Ceci étant, soient o un nombre de Liouville, G = Z(a), G’ = G/Z, 7 la projection
de G sur G'. Si ¢ € G est pdivisible (resp. divisible), m(z) P'est aussi; on a donc
m(Ga) C Gy, m(Gyp) C Gy,

THEOREME. — Soit p un nombre premier; les groupes Gp, Gy, Gy, G/Ga, G'/Gy,
G/Gp, G'/G}, ont la puissance du continu.

11 suffit, d’aprés ce qui précede, de prouver que G4 et G’/ G;, ont la puissance du
continu; c’est 'objet de la fin du paragraphe.

5.8. Soit (P;,Q;)i>o la suite des éléments de ’ensemble infini E3 4(a), rangés par Q;
croissants. On a donc, pour ¢ > 0 :

1 1 __
§Qi+11 <|Qiall < g 3,
d’ou on tire :
Qit1>2 Q7
Qj Qi -2
J'S;‘- Qj+1 < 2Q-‘+1 <@

1

(19)

Dans le groupe ZN des suites d’entiers r = (7;);>0, considérons celles qui vérifient :
(Qi+1 Ti  Tigl
Qi 1Qi Qitr
Elles forment un sous-groupe R de ZN _qui contient le sous—groupe Z®) des suites
nulles & partir d'un certain rang. Posons R = R/ZM.

lIrll = sup
i>0

|)<+oo.
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LEMME. — Pour toute suite 7 = (13)i>0 € R, la suite (r;/Qi)i>0 est convergente;
Uapplication L : r — Lim(r;/Q;) est un homomorphisme de R dans Z(a) dont le
noyau est ZMN,

Démonstration : pour 7 = (1;);>0 € R et k < ¢, on a, d’aprés (19) :

& -Gl <M g <oy =

- < QI

La suite (r;/Q:)i>o0 est donc convergente et sa limite 3 vérifie :

i, k>0.

Tk
(20) 8-
On en déduit que le noyau de L est Z(N) et qu’on a :

1RkBI < 2 QF Qicyy Il < 4 QElIQked] lIrl -
Par (17) (5.1), B € Z(a). Enfin L est clairement additif. 0

5.9. On démontre dans ce numéro que G4 a la puissance du continu.

Soit R, le sous—groupe de R formé par les suites (r;)i>0 € R qui vérifient, pour
tout nombre premier p, . liI-Poo vp(r;) = +o0.

Pour définir une suite de R, on peut, ayant auparavant déterminé r,,...,7;—1,
choisir 7; parmi O(Q;-1) entiers consécutifs; il en résulte que R, a la puissance du
continu.

Soient r = (13)i>0 € Ro, n > 2; pour ¢ assez grand, i.e. i > i,, 'entier n divise r;;
la suite r’' = (r});>0, définie par 7} = 0 si i < 4o, 7, = n~1r; si i > i,, appartient donc
a Ro. On a L(r) = nL(r').

Le sous—groupe L(R,) de Z(c) est donc divisible; il a la puissance du continu, car
ZM™) est dénombrable.

5.10. Pour montrer que G'/G, a la puissance du continu, il suffit de construire un
sous—groupe R, de R qui a la puissance du continu, mais tel qu’aucun élément non
nul dans m(L(R;)) ne soit p—divisible dans G’'.

On peut extraire de la suite (P;,Q;)i>0 une sous—suite (P;,,Q:,)n>0 qui a les
propriétés suivantes :

i) (P, Qi,) € En4(c) pour tout n > 3;
ii) on a I'une des deux propriétés suivantes :
a) limv,(Q;,) = +oo;
b) il existe c € N, b € (Z/pZ)* tels que Q;,, = b p° mod .p°*! pour tout n > 0.
En effet, comme o est un nombre de Liouville, une sous—suite (P}, Q})i>o de

(P, Qi)i>o posséde la propriété i); suivant que (4,(Q!))i>o est ou non une suite
bornée, on réalise ii) b) ou ii) a) en extrayant une sous-suite de (FP/, Q})i>o.
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5.11. Soient F = (Z/pZ)N le Z/pZ—espace vectoriel des suites a valeurs dans Z/pZ,
et F, C F le sous—espace des suites f = (f;)i>o telles que la suite extraite (f;,)n>0
est constante & partir d'un certain rang, ol (i )n>0 est la suite définie en 5.10.

Choisissons un supplémentaire F; de F, dans F et une base (f)jc; de Fi;
'ensemble J a la puissance du continu; on note f7 = (f7);>o pour j € J.

Pour tout j € J, on peut trouver une suite 7/ = (rf )i>o dans R telle que la classe
de r{ dans Z/pZ soit fij . Le Z-module R, engendré par la famille (r7);c; est libre et
a la puissance du continu.

Soit r = (;)i>0 = @171 +- - -+axr?* un élément non nul de Ry, avec ay, ..., ax € Z*.
On pose ¢ = 1glii2k vp(ai), et on note b; la classe de a;p~¢ dans Z/pZ. Alors

f =bifit + ... + bpfI* est un élément non nul de F,, en particulier il n’appartient
pas F,.
Posons 8 = L(r); pour conclure la démonstration, il suffit de voir que pour tout

u € Z, v = p~*~1(B + u) n’appartient pas & Z().
5.12. LEMME. — Pour une infinité d’entiers n, r;, + uQ;, n’est pas divisible par
41
p‘tt.

Démonstration : Par ce qui précede, la suite des classes dans Z/pZ de (p~*r;, )n>0
n’est pas constante & partir d’un certain rang. Ceci implique la conclusion du lemme
immédiatement si dans 5.10 on a la propriété ii), a) ou ii), b) avec ¢ + vp(u) > £. Si
on a ii), b) avec ¢ + vp(u) < ¢, alors, pour tout n > 0, r;, est divisible par p® mais
uQ;,, ne lest pas. 0

Fin de la démonstration

Montrons que v n’appartient pas a Z(a).
Soit 7 un entier tel que p®*! ne divisie pas r;,_ + uQ;,. Par la relation (20) de 5.8,
ona:

Qi B —ri,| < IIrlQ;)}
donc, si n est assez grand.
P 1Qi, — (ri, +u@i,) < 7@}
1Qinyll > [Pt (1 = IFlQ7 ) gp ™

Comme d’autre part on a ||Q;.af < %Qi"n " on conclut que v ¢ Z(«a), d’apres
(17) (5.1).

6. Un préordre naturel sur les nombres de Liouville

6.1. Soit L I’ensemble des nombres de Liouville. Considérons la relation C entre
éléments de L définie par :

aCpf<=acZ(B)<= Z(a)C Z(p) .
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Cette relation est réflexive et transitive; la relation d’équivalence associée est :
an~pB— Zla)=Z(B) .
On munit I'espace quotient £ = L/ ~ de la relation d’ordre induite par C.

6.2. PROPOSITION. — L ne posséde pas d’élément mazimal.

Démonstration : soit a € L; par 5.3, 'un au moins des deux nombres /2, (a+1)/2
n’appartient pas & Z(); soit 3 ce nombre; on a alors o € Z(8), 8 ¢ Z(a), donc la
classe de a n’est pas maximale dans L.

6.3. PROPOSITION. — L’ensemble des éléments minimauz de L a la puissance du
continu.

Démonstration : considérons I’ensemble M des nombres de Liouville a dont les
réduites (p;/qi)i>o vérifient, pour i > 0 :

i) qiv1>q;
ii) ¢; est un nombre premier.

L’ensemble M a la puissance du continu : ceci résulte du théoréme de Dirichlet sur
I’existence de nombres premiers dans les progressions arithmétiques.

Soient oo € M, (pi/¢i)i>0 la suite de ses réduites, et § € Z(a).

Par la relation (8) de 3.3, il existe K > 0, p € N tels que I'on ait ||¢;8|| < K¢¥||gic|
pour tout ¢ > 0; on déduit alors de i) que :

_ 1 _
laiBll < KqPa;y < 5% Y,

pour % > 4,. Par 3.3 et ii), on conclut que pour ¢ assez grand, ¢; est le dénominateur
d’une réduite de 8.

En particulier, si 8 € M et Z(8) = Z(a), on voit que les dénominateurs des
réduites de a et [ sont, & un décalage d’indices pres, les mémes & partir d’un certain
rang; donc les classes d’équivalences de ~ dans M sont dénombrables et M/ ~ a la
puissance du continu.

Revenant & la situation précédente, soit p/q une réduite de 3, avec ¢; < ¢ < gi+1,
1>1.Sig=¢qi41,0na:

1 _ 1
llgi+18 > qu+12 > §||‘Ii+la|| )

car g;+2 est le dénominateur d’une réduite de S.

Sig#giy1,0ona: . .
(29)7" < llg:Bll < KdPaily

donc
g > (2K)'q71q; P > (2K) g7 P,
laBll > a4 > (4K)"'qP~! 2 (2K)'q 7P lgal .
On conclut que a € Z(f3), donc la classe de a dans £ est minimale. 0
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6.4. Malgré la proposition précédente, ’ensemble £ ne posséde pas “beaucoup”
d’éléments minimaux.

THEOREME. — Les nombres de Liouville dont la classe dans L n’est minorée par
aucun élément minimal forment une partie résiduelle de R.

La démonstration occupe la fin du paragraphe. L’idée est la suivante. Le nombre
irrationnel générique exhibe dans la suite de ses réduites des approximations ration-
nelles de tous ordres. On va s’intéresser a ceux (condition (H)) qui, pour tout exposant
m, possédent des suites finies arbitrairement longues de réduites consécutives le faisant
apparaitre comme diophantien, mais pas diophantien d’exposant m.

Soient m < n deux entiers strictement positifs. On dit que @ € L satisfait a
la condition (Hpm,n) si, pour tout k > 2, il existe des nombres premiers gz, ..., g
vérifiant, pour 1 <:<k-1:

a) ¢;" < |lgall <g™;

b) ¢ < gi+1 < qf.
Remarquons que pour m’ < m, n’ > n, la condition (Hp, ) implique la condition
(Hm' n').

On dit que a € L satisfait & la condition (H) si, pour tout m > 2, il existe n > m
tel que « satisfasse & (Hp, ). On démontre dans les prochains numéros les propriétés
suivantes, qui impliquent le résultat du théoreme :

1) la condition (H) est générique;

2) la condition (H) est héréditaire : si o, B sont des nombres de Liouville,
B C a, et a vérifie (H), alors 3 vérifie (H);

3) si a € L vérifie (H), sa classe dans £ n’est pas minimale.

6.5. Généricité de la condition (H)

11 suffit. de montrer que pour tout m > 2, les nombres de Liouville qui satisfont &
(Hm,2m) forment une partie résiduelle de R.

Soit FE I’ensemble des rationnels dont le dénominateur est un nombre premier
> 19. Soient p/q € E, k € N, k > 2. Par le théoreme de Tchebychev, on peut choisir
des nombres premiers ¢ = q1, g2,-..,qk tels que 9/4 q,-”'" < g1 < 1/4¢?™, pour

1 < ¢ < k — 1. Choisissons ensuite des entiers p = p;, pa,...,pr qui vérifient, pour
1<i<k-1:
- Di Pi+1 -
(2Qi+1) 1 S (_l) - (i> S qi+11 .
q qi+1

Posons I(k,p/q) = (%"q—:l , ‘—1%%:'—1) ;pour a € I(k,p/q) et 1 <i < k—1, on a, comme
gj+1 > 2g; ¢

-1
|a—(§—)| 1%+ E+ <fn<g™,
] 1

i 1,.-1
‘a— (%)' 3% — 19 ,:0_2 > 19 267
=1
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On obtient donc g} ~>™ < ||g;a|| < g; ™, et en particulier I(k,p/q) C (p/q—1/¢> p/q+
1/¢%).
Considérons alors les ensembles :

Oc= |J Ik,p/9)

p/q€EE

Oco =) Ok .

k>2

Comme I(k,p/q) C (p/q—1/q3,p/q+1/¢%), O est ouvert et dense dans R, donc O,
est résiduel; par construction, tout nombre de Liouville dans Oy, vérifie (Hp, 2m ).

6.6. La propriété (H) est héréditaire

Soient @ € L, B € LN Z(a) et r, g, deux entiers tels que ||¢B3|| < ¢"||ga|| pour
q2 qo.

Supposons que « vérifie la condition (H) ; alors, pour tout m > 2, il existe n > m+r
tel que a vérifie la condition (Hp,4r ) ; montrons que 3 vérifie la condition (Hm nt1)-

Soient k£ > 3 et q1,...,qx des nombres premiers tels qu’on ait ¢; > ¢, et, pour
1<i<k-1:

g " <laall <g ™",
G < qiwgl;

on en tire ||g;8|| < ¢; ™, donc qy, ..., gk—1 sont dénominateurs de réduites de 3 (car
ce sont des nombres premiers). On obtient, pour 1 <i< k—2:

_ 1 _ e
g " > gl > 5‘1i+11 >q " o

donc 3 vérifie (Hm n+1).

6.7. Démonstration du théoréme

Soient a € L, n > 2; supposons que a vérifie la condition (Hz ).

Soit (P;, Qi)i>o la suite des éléments de Ey, 4(), rangés par Q; croissants; on peut,
suivant (20) (5.8), trouver K > 0, 8 € LN Z(a) tels que [|Q;8]| < K sz- Qj__‘fl pour
tout 5 > 0.

Soient k > 4 et ¢y,...,qx des nombres premiers qui vérifient 6.4 a), b) pour la
condition (Hz ) : pour 1 < j < k—1, on adonc ||gja| < qj_2, et g; est le dénominateur
d’une réduite de a.

S'il existait 1 < j < k—2,4 >0, tels que ¢; < Q; < gj+1, on aurait :

1 1 _ 1 _ 1
ZQin>”Qia”>§q]'+l1>§q]‘nZEQin,

une contradiction.
Si k est assez grand pour que gx—; > Q,, il existe donc ¢ > 0 tels que :

Qi <q1 < k-1 X Qig1 .
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Comme gj+1 > g7, on obtient donc :

k—2 k—2
Qi1 >q% 1>Q% ),
Qicll > 1q7t,
donc
1QiBIl 1Qiall ™! < 2K Q2Qi a1 < 2K Q7

avec £ = 2¥=2 — 3 > 0; comme k peut étre arbitrairement grand, cela implique que o
n’appartient pas & Z(0); donc la classe de 8 dans £ minore celle de « et en differe.

0
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Chapitre IIT1

DENSITE DE O DANS F®

1. Introduction

1.1. On démontre dans ce chapitre le résultat suivant, qui répond par P’affirmative a
une conjecture de M.R. Herman ([H1, ch. XI], [H2]) :

THEOREME. — Pour tout nombre irrationnel a, O est dense dans FZ° pour la
C'* —topologie.

D’aprés le théoréme de Herman ([H1]) et ’extension donnée en [Y1],ona O = Fg°
lorsque a vérifie une condition diophantienne.

D’autre part, Herman avait montré la densité de O3° dans F2° pour un ensemble
résiduel de nombres de Liouville a, cf. [H1, ch. XIJ.

1.2. On peut donc supposer, dans la démonstration du théoréme, que o est un nombre
de Liouville. La stratégie de la démonstration est la suivante :

— dans une premiere étape, on définit une classe spéciale de difféomorphismes de F3°,
baptisés “quasi—rotations d’angle o” ; on montre que toute quasi-rotation d’angle
o appartient & O ;

- on montre ensuite que tout difffomorphisme de F$° peut étre approché, dans la
C*>—topologie, par des quasi-rotations d’angle «; ici, I’hypothése que o est un
nombre de Liouville est essentielle, le résultat étant faux lorsque « satisfait & une
condition diophantienne.

Pour obtenir ces approximations par des quasi-rotations, il faudra d’abord obtenir
des estimations sur les itérés de f.

1.3. Notations

On notera (pn/gn)n>0 la suite des réduites du nombre irrationnel «, et on posera
an = (—1)"(gna — pr) > 0, pour n > 0.
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On note (an)n>o0 la suite d’entiers qui vérifie :

DPn = QnpPpn—1+ Pn—2 ,
dn = QnQn-1+qn-2 ,

Op—2 = QpQn-1+ Qy .
Pour f € F2, n > 0, on pose :

ma(2) = (=1)"(f*(z) —prn —2) >0,

M = h%inmn(x) )

M, = Maxp1 mp(z) .

2. Quasi-rotations d’angle o

2.1. Dans ce paragraphe, on ne suppose pas que le nombre irrationnel o est un nombre
de Liouville.

DEFINITION. — On dit que f € D°(T!) est un quasi-rotation d’angle a s’il existe
Zo €R, k>0, 6 >0 tels que la condition C(z,,k,0) ci-dessous soit vérifiée :

me(z) =6 o pour T entre o et T, + (—1)T10 agyq,

C(zo,k,0) {

mit+1(x) =0 agr1 pour z entre o et T, + (—1)%0 ay.

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. — Soit r € NU {oo} ; toute quasi-rotation f € D™(T') d’angle o est
conjuguée dans D" (T!) a la rotation d’angle c.

2.2. Remarques

La définition d’une quasi-rotation donnée en 2.1 est assez technique ; mais c’est celle
dont nous avons besoin pour la démonstration du théoréme 1.1. On peut cependant
caractériser les quasi-rotations par des propriétés plus conceptuelles. Comme ces
caractérisations ne jouent aucun role dans la démonstration du théoréme 1.1, nous
n’incluons pas de démonstration, d’ailleurs tres élémentaires.

1) Applications induites

Soient r € NU {oo}, f € D"(T!) un difféomorphisme dont le nombre de rotation
est a, et (pn/qn) une réduite de a.

Considérons la variété M, orientée et de classe C", obtenue en quotientant R par
le groupe des itérés de g = fI» — p,; étant donné z, € R, on obtient M a partir de
lintervalle I,(z,) d’extrémités z,, g(z,) en recollant ces extrémités a 'aide de g. La
variété M est difféomorphe & T! comme CT-variété.
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Soit Fr, 'application induite par f sur I, (z,), définie de la fagon suivante : pour
z € I,(z,), Frn(z) est le point de I’ensemble non vide I, (z,) N {fi(z)+j | i € N*, j €
Z} tel que i soit minimal (on vérifie que ¢ = gp+1 lorsque z est entre f~9+1(z,) +Pn+1
et fI(x,) — Pn, €t que i = g + gn41 lorsque z est entre z, et f~I+1(z,) + Pny1)-

11 est facile de voir que F,, définit un difflomorphisme F, de classe C” de la variété
M ; un relévement dans R du nombre de rotation 8 de F, est (— )"“aﬁ'—

Etant donné un difféomorphisme ¢ de classe C" et préservant Porientation de M
sur T?, le difféomorphisme ¢ o F,, o ¢~! appartient & Diff’, (T"); il est conjugué &
la rotation Rg dans Diff§ (T?) (s < ) si et seulement si f est conjugué & R, dans
D*(T?).

Supposons de plus que la condition suivante soit vérifiée :

(C(n,z,)) “Ler—jet de (f» — p,) en z, est celui d’une translation.”

Dans ce cas, I’application affine qui préserve 1'orientation et envoie I, (z,) sur [0, 1]
définit un isomorphisme naturel ¢, de M sur T?.
On vérifie qu’un difféomorphisme f € F] est une quasi-rotation d’angle « si et
seulement s’il existe n > 0, z, € R tels que :
i) f vérifie la condition C(n,z,);
ii) le difféomorphisme ¢, o F}, o ¢, ! est une rotation de T! (c’est alors la
rotation Rg).
2) Caractérisation par la conjugaison
Soit f € F2; il existe une unique application croissante h de R dans R vérifiant :
i) h — id est Z-périodique;
ii) h(0) = 0;
iii) ho f=Ryoh.
(h est la semi—conjugaison normalisée de f & R,).
On vérifie que f est une quasi-rotation d’angle « si et seulement si h possede la
propriété suivante :
(P) “4l existe un intervalle non vide et non réduit a un point I de R tel que la restriction
de h a I soit affine de pente non nulle.”

Cette caractérisation des quasi-rotations montre bien que, lorsque a satisfait &
une condition diophantienne, I’espace des quasi-rotations d’angle a et de classe C™®
n’est pas dense dans F° : en effet, Papplication f — h de F$° dans D°(T!) = {h €
D> (T!) | h(0) = 0} est alors un homéomorphisme, et la propriété (P) n’est pas dense
dans D (T?).

2.3. LEMME. — Supposons que f € D°(T?) vérifie C(z,,k,0) ; alors, pour tout £ > k
et tout x entre x, et T, + (—1)¢"10 ay_1, on a :

me(z) = Oy .

Démonstration : si £ = k+ 1, ceci résulte de C(z,, k, 0). D’autre part, si on montre
’égalité du lemme pour k < £ < £, + 1, f vérifiera la condition C(z,,£,,6). Il suffit
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donc de prouver ’égalité du lemme lorsque £ = k + 2. On suppose, pour simplifier les
notations, que k est pair.

Soit z € [z, — Oak+1, Z,). Par la condition C(z,, k, #), on obtient que fI (z) —px €
[zo — 0(ak+1 — k), To + O, puis par induction sur ¢, 0 < i < ag42 :

fiQk+1+qk (.’B) — (’ipk+1 +pk) =x+ 0(01;c - iak+1) .

Le membre de droite appartient a l'intervalle [z, +60(ax — (i 4+ 1)k+1), ZTo+6(ck —
tok+1)] C [To, To + Ok], donc une derniere application de C(zo, k,6) donne :

f®+2(z) — prt2 = T + B2

0

2.4. LEMME. — Si f € D°(T?!) vérifie la condition C(z,,k,0), le nombre de rotation
de f est a.

Démonstration : Le lemme précédent montre en effet qu’on a, pour £ assez grand :

Pae S<,0(f)< P2e+1 ‘

G2¢ T Q241
0
2.5. On suppose que f € D°(T?!) vérifie la condition C(z,, k,0) ; pour £ > k, on pose :
Iy = 20, %0 + O]
si £ est pair,
Ié = [:L'o - 0a€+l,xo + e(ae - a¢+1)]
Il = [IO - gah xo]
si £ est impair .
Ié = [.To - o(af - al+l), To + Oag.,_l]

Par le lemme 2.3 et la condition C(zo, k, 6), on a donc, pour £ > k :

f9(zo) — pe = To + (—1)*00 ,
(fe+ —pey1)(Le) = Iy .

Comme oy > ag4+1 + Qg42, On a aussi :

I; DI  Ulpys

LEMME. — Pour £ >k, € Ip41 U Ipi2 et 0 < i < apyo, 0N G :

f141 () + ipgr = z + (=1)400p41 € I U Ipyr .
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Démonstration : Supposons par exemple que £ est pair. On a :
Ipp1Ulpyo =[5 — Oapy1, To + Oagya]
Soit x € Ip41UIpy o ; par induction sur ¢, 0 < ¢ < ag42, on obtient grace au lemme 2.3 :
U941 (z) + ipgi1 = T + Gicgy1 € [T — Oapy1, To + 8(apy2 +ices1)]
et cet intervalle est contenu dans I, donc dans Ip U I ; une derniére application du
lemme 2.3 donne donc :
FTo2 () + apiaper1 = T+ Oagrapt1 € IpU Ipy

0

2.6. Sous les hypotheéses et notations du numéro précédent, on déduit immédiatement
du lemme 2.5 le résultat suivant :

LEMME. — Soient k < s et bgy1,...,bs des entiers vérifiant 0 < b; < aj41; posons
n=>Y big, v=» (-1 bja;, p=> bp;;
J J J
alors, pour tout x € I;U I3, on a :
@) +p=z+06v.

2.7. Démonstration du théoréme 2.1

Supposons que f € D7(T!) vérifie la condition C(z,,k,6). Soit f le difféomor-
phisme de T! induit par f, Z, I'image de z, dans T*. _

Le lemme 2.6 montre que I'orbite négative de T, par f est dense au voisinage de
T,, donc que f n’est pas un contre-exemple de Denjoy; ceci démontre le théoréme
lorsque r = 0, et prouve que dans tous les cas 'orbite négative de T, par f est dense
dans T!.

Soit n un entier positif; on peut, & la suite de Denjoy, décomposer n sous la forme

s £
n =) bjg;, ou les b; sont des entiers vérifiant 0 < b; < aj41, Y bjg; < ge+1, pour
j=0 j=0
0 < ¢ < s. Posons alors :

k
ny =3 bjg;,
3=0

ne, =0 sis<k,
S
ng= 1y, bjg; sis>k.
j=k+1
On a donc n = ny + n2, N1 < gg+1; en écrivant ?_n = T-nl of_nz, on déduit du
lemme 2.6 que les 7—jets en T, des itérés négatifs de f forment un ensemble borné
pour la C"-topologie; il en est donc de méme pour les r—jets des itérés négatifs de f
aux points de ’orbite négative de %, par f.
Mais celle—ci est dense, donc les itérés négatifs de f forment une suite bornée pour
la C"-topologie. En utilisant les résultats de Herman ([H1, ch. IV]), on conclut que
[ est conjugué A une rotation dans D"(T!) qui doit étre R, par le lemme 2.4. [
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3. Estimations

3.1. Dans ce paragraphe, a est un nombre réel irrationnel, k¥ un entier au moins égal
4 3, et f un difféomorphisme de D¥ (T') dont le nombre de rotation est a.

On note f le difféomorphisme de T! induit par f; pour z € T!, n > 0, % un
relévement de z dans R, on note I,(z) l'intervalle de T! image de l'intervalle fermé
de R dont les extrémités sont T et fq" (z) — pn; Vintervalle I,(z) e dépend pas des
reléevements fet Z de f et z; on pose :

In(z) = In(z) U In(f*(2)) -
A D’exception du dernier, tous les résultats qui suivent sont démontrés dans [Y1] :

a) Soient z € T!, n > 0; les intervalles I.(f(z)), 0 < i < gn41 sont d’intérieurs
disjoints ; les intervalles J,,(f*(z)), 0 < i < gn+1 forment un recouvrement de T?.

b) Il existe une constante C, = C,(f) telle que, pour tous n > 0, 0 < i < gn41,
z €T, y € Jo(z), on ait :

|Log Df%(2)| < Co Mp/?
IDf(z) — 1] < Co Mp/?

Df*(z)

Df(y)
c) Il existe une constante C; = Ci(f) telle que, pour tout n > 0, 0 < 7 < gpy1,
1<¢<k-1,z €T on ait:

—1‘_0 M2

My/? 1t
mn(x)]

d) Pour tout n > 0, tout = € T, il existe y € I,(z), 2z € I,+1(z) tels qu'on ait :

a
Mt (¥) = 2 (2)
n

e) La suite (My)n>o tend vers 0 (cf. [H1, ch. VI]).

|D* Log Df*(z)| < 1

f) Soit p l'unique mesure de probabilité sur T! invariante par f. Il résulte
immédiatement de [H1, ch. I] qu’on a :

mp(z) du(z) = an ,

Tl
donc my, < an < M,.

3.2. Dans les estimations qui suivent, on utilisera fréquemment le fait suivant : pour
n>0,i€Z, x €T il existe, par le théoréme des accroissements finis, £ € I(z) tel
que : _ ‘

mn(f*(z)) = Df*(€)mn(z) -

3.3. LEMME. — Pourn > 1,z € T}, y € Ju(z), on a mu(y) > (1 — Co, M, ML

)M (2).
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Démonstration : en intégrant la deuxieme relation de 3.1 b) entre z et y, on obtient :
1 Imn(y) — mn(z)| < CoMA?|ly — 2| .

On a soit y € I,(z), soit z € I,(y); dans le premier cas, I'inégalité du lemme résulte
de (1) et de |y — z| < mp(z); dans le second cas, on a |y — z| < myu(y), donc

mp(z) < (14 C’oMﬁ/z)mn(y) grace & (1); comme (1 + CoM®=1 > (1 — C,MY?),
on obtient aussi I'inégalité du lemme.

3.4. On choisit € € (0,1/3) et n, € N de sorte que C,M2/? < e pourn > n, (cf. 3.1¢€)).
Dans la suite, la lettre C désignera diverses constantes strictement positives qui ne
dépendent que de f, k et €.

On pose K = 2k~ et on définit, pour z € T}, n >0 :

Kn(z) = U L(f*(z)) .
lil<K
Il résulte du lemme 3.3 qu’on a, pour n > n,, ¢ € T, y € K, (z) :
(2) C myu(z) > mu(y) > C 'my() .

En particulier, la longueur de K,(z) est moindre que C myu(z). En reportant
I'inégalité ci-dessus dans 3.1 c), on obtient, pour n > n¢, 0 <1 < gp41, 1 <€ < k-1,
€T ye Ku(z):

1/2

3) ID*Log Df1)| < O(705)'

3.5. LEMME. — Sotentn>mn,, €T 0< 0 <k—2; il existe 0 <7 < 26+1 — 2 ot
y € I,(f*"(x)) tels qu’on ait :

¢ ansi(y)| < ¢ M1/2_ i1 (E)

Démonstration : On procede par induction sur £.
Par la seconde relation de 3.1 b), on a, avec ¢ € I,+1(z) :

[Mns1(f7(2)) = Mns1(2)] = [Mmn (fI+(2)) — ma(z)]
(4) = [Df*(¢) — 1mp1(z)
< COM;/Zm,H.l(m) .

En utilisant 3.2, on trouve y € I,(z) tel que :

[Dfo (y) 1] < a2/ niE)
- " mp(z)
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Or on a CoMy? < ¢, Inti(z) C I(fi+1(z)), donc mpi1(z) < mu(fin+i(z))
< (1 —¢€)"!mn(z) par le lemme 3.3; on en déduit :

|Dftr+1(y) —1| < 2= < 1,

| Log Dfo+(y)| < C |Dfoni(y) — 1] < C My/*asgs)
c’est—a—dire la conclusion du lemme lorsque £ = 0.
Supposons la conclusion du lemme valable a l’ordre £—1 (¢ > 1); en posant
2¢—2 -2
z' = f2n(z), il existe donc t € U L(f(z)), t' € U L,(fm(z")), tels que :

|D*~* Log Df*+1(t)| < C My " E"”(‘()))[ ;

Mn+1 (:1: )

(mn(2")*

La relation (4) implique mp41(z") < C mp41(x); en utilisant aussi la relation (2), on
obtient :

|D¢'Log Dftn+1(t')| < C MY2 22

|D*~! Log Df+1(t) — D*~! Log Df9+(t')| < C M,i/’é’-———m"“(””l .
(mn(z))
On obtient maintenant la conclusion du lemme & l'ordre ¢ grace au théoreme des

accroissements finis, en remarquant que t et ¢’ sont de part et d’autre de I'intervalle
I.(f~%(z')), dont la longueur est au moins C~'m,(z) par (2). |

3.6. On integre plusieurs fois la relation (3) avec £ = k — 1, a partir des points y
déterminés par le lemme 3.5; on obtient, pour n > n,, 0 < £ < k-2, z € T},
te Ky(z):

5) |DZ Log Df+1(¢)| < C(mn(-’E))_ [M(k /2 4 Ml/zmmn:ES:)] )

car la longueur de K, (z) est moindre que C my(z).
Pour £ = 0, cela donne aussi :

(6) (Dt (t) — 1] < O(MED2 + M;/Z——-mnzzzf)”)) .

Soient z € TY, n > n, et y € I,(x), z € In41(z) les points donnés par 3.1 d) qui

vérifient : _—
n
mn+1(y) =mn(z) o

n

En intégrant (6) entre = et y, on obtient :

[Mnt1(y) = Mns1 (@)] < C [MFDPmy (2) + My *mpia(2)] -
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D’autre part, la seconde relation de 3.1 b) donne :
[ma(z) — mn(2)| < Co Mri/zmnﬂ (z) -
On obtient ainsi une estimation qui avait été démontrée, un peu différemment,
en [Y1] :
e -
(D Imaa(e) = 2 ma(@)] < CMED 2mn (2) + My 2minia())

n

3.7. On suppose que 'entier n > n, est tel que C‘M,i/2 <1/2et ‘%ﬂ < M,(,k_l)/z.
Notons que la premiere condition est réalisée des que n est assez. grand, et que la
seconde est réalisée pour une infinité d’entiers n si o est un nombre de Liouville : en
effet, dans ce cas, on a a, < M, (cf. 3.1 f)) et an41 < o{F1/2 pour une infinité
d’entiers n.
Sous ces hypothéses, les estimations (5) et (7) se simplifient de la fagon suivante :

pour 0<¢<k-1,z€T} te Ky(z),ona:

(8) Mnt1(t) < C MED2my(t) < € MFE D my (),
9) |D* Log Df9+1(t)| < C M{F~1/2(mp(z)) ¢ .

4. Approximation par des quasi-rotations

4.1. On se donne dans ce paragraphe un entier k¥ au moins égal & 6, un nombre de
Liouville e, et un difféomorphisme f € D¥(T!) dont le nombre de rotation est a.

Soit ky la partie entiere de k/4; on va démontrer que tout voisinage de f dans la
C*2—topologie contient une quasi-rotation de classe C* et d’angle a. Ce résultat et
le théoreme 2.1 impliquent évidemment le théoréme 1.1.

Quitte & remplacer f par un difféomorphisme (de méme nombre de rotation) C*—
proche de f, on peut supposer que f € D®(T?).

On fixe dans la suite une suite d’entiers (n;);>1 strictement croissante telle que
an; < (an,—1)*+1/2 pour tout i > 1; si n; est assez grand, les estimations (8) et (9)
de 3.7 sont donc valables pour f avec n = n;.

Soit ki la partie entiere de k/2, de sorte que k5 est la partie entiére de k;/2. On va,
pour chaque entier ¢, construire une premiére perturbation (f1); = f1 de f, proche
de f dans la C*'—topologie lorsque i est grand, qui posséde de “bonnes” propriétés
détaillées dans la suite. On met ensuite & profit ces propriétés pour construire une
seconde perturbation (f2); = f2, proche de f; dans la C*2-topologie lorsque 4 est
grand, qui est une quasi—rotation de classe C* et d’angle « : elle vérifiera la condition
C(zo,ns,0), pour certains z, € T, § > 0.

4.2. On fixe dans la suite I'entier i, c’est-a—dire la réduite pn, /qn, de a. Pour avoir
des notations plus maniables, on pose :
P/q=pn.-/Qn,~ ) ﬁ/ﬁ=Pn.»—1/qm—1 ) 17/21v=Pni+1/¢Ini+1 )

m(z) =mn,(z) , M(z) =mn,_1(z), W) =Mp,11(2) ,

M =Maxm(z), M =Maxm(z), M=Maxﬁ1(a:) .
T1 T1 T!
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On désignera par m1, mg, My, ..., les mémes fonctions calculées & partir de fi; = (f1)i,
f2 = (f2); au lieu de f.

Pour fixer les idées et simplifier les notations, on suppose que n; est pair; 'autre
cas se traite absolument de la méme fagon.

4.3. On choisit et fixe dans la suite un point z, € R ou la fonction m atteint son
maximum. Il existe alors un unique point z; tel que x, soit le milieu de I'intervalle
L =[fi(z1) — P, z1]-
LEMME. — On note d la demi-longueur de L. On a alors :
MS sz(xl) =20 d,
ot la constante Ca > 0 dépend de f mais pas de 1.
Démonstration : Soit z € R un point tel que 7(z) = M ; par 3.1 a), il existe deux

entiers j, £, avec 0 < j < g, tels que t = F(2z)+ L€ [fi(z1) — P, f U z1) + D).
Par 3.2, il existe des points £ € [f9(t) — p, t], & € [0, fI(z,) — p] Vérifiant :

M =m(z) = DfI(&)m(t) ,
m(f?(zo)) = Df?(§'ym(z,) = M DfI(¢) .

La seconde égalité implique D f7(£') < 1. D’autre part, en utilisant le lemme 3.3 et la
troisiéme inégalité de 3.1 b), on obtient :

Dfi(¢)<C Dfi(¢)<C,
m(t) < C m(zy) .

On en déduit : o '
M = ij(é) -Tﬁ(t) S Cz m(xl) .

0

4.4. En reportant l'estimation du lemme précédent dans les inégalités (8) et (9) de
37, ona,pourzx € L,0<{<k-1:

m(z) < C d*+D/2 < g , pour i assez grand , (10)

|D* Log Df%(z)| < C dk-1D/274 (11)

Soit g € D*®(T'); on a Dg~' o g = (Dg)™%, D*g7')og = —(Dg)™°
DLogDg, et, plus généralement, D*t1(g~1) o g s’exprime comme le produit de
(Dg)~%~! par un polynéme A, en les variables X; = D' LogDg, 1 < i < £. Les
polynémes A, sont déterminés par induction :

A(Xy) =-X1,

£-1
Ae(X1,..., Xe) = (zl Ut X;41) — £ Xn Ao
J:
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Ces relations montrent que A, est homogene de poids £ lorsqu’on donne & X le
poids j.

On utilise ces formules avec g = f? pour obtenir, & partir des estimations (11) et
de I'inégalité de Denjoy, les estimations :
(12) |D*(f7 —id)(z)| < C dk+D/2¢

pourz € L,1<{¢<k.

4.5. PROPOSITION. — Soient € > 0 et || | une norme définissant la C** -topologie
sur C*1(TY). Sii est assez grand, il existe une fonction p € C®(T!) qui posséde les
propriétés suivantes :

i) llell <e;
i) le support de ¢ est contenu dans l’union L des translatés entiers de L ;
iii) le difféomorphisme f; = (id + @) o f a pour nombre de rotation o ;
iv) My < C my(z,) = CM, ou C > 0 est une constante dépendant de f mais
pas de i ;

v) pour x € [f;%4(z,) + 2p,T,], on a :

ffz)=z+p+ M.

Avant de commencer la construction de ¢, notons les faits suivants : la propriété
i) de ¢ implique, si € est assez petit, que f; est bien un difféomorphisme et est proche
de f dans la C**~topologie; d’autre part, les intervalles f7(L), 1 < j < g, ne coupent
pas l'intérieur de L (cf. 3.1 a)); la propriété ii) de ¢ implique donc :

(13) i) =1 +e(f1), yel.

La méthode de construction de ¢ est la suivante : pour ¢ assez grand, on va
construire deux fonctions ¢,, 1 qui vérifient i) et ii); la fonction ¢ sera alors de
la forme ¢ = tp, + (1 — t)¢1, t € [0,1] étant choisi de maniére & obtenir la propriété
iii).

4.6. Construction de ¢,

Soit 8, une fonction de classe C* sur la droite réelle qui vérifie :
0o(z) =0 pour 1/2<|z|<3/4,
0,(z) =1 pour |z|>1oulz|<1/4,
0<0,(z)<1 pourtoutz€R.

La fonction ¢, est alors déterminée par les propriétés suivantes :

a) . est Z—périodique
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b) po(a) = M 6,25 ) + f9(a) ~z +p, powr z € [z — %, o+ 4[5

c) po(z) = [1 _00(1;;2)](10—%55) — T + p), pour % <lz -z < 1/2.

Les propriétés de 6, assurent que ¢, € C*®(T?), que ¢, s’annule hors de E, et qu’on
a:

fi@), si1/2> |fUz) —zo—pl 2 d,
(14)  fUz) +po(fi(z)) =] =z+p, si 8> |fUz) —zo—p| > §,
M+z+p, si|fi(z)-z,—p<§.

Soient z € L et £ un entier, 0 < ¢ < k. La formule de Leibniz et les estimations (10)
et (12) permettent de majorer | D%p,(z)| par Cd*+1)/2=¢ ou C > 0 ne dépend que
de f et 6,. Comme d est petit lorsque i est assez grand, ceci montre que ¢, possede
la propriété i).

4.7. Construction de ¢;
Soit #; une fonction de classe C* sur la droite réelle qui vérifie :
6:1(z) =0 pour |z|>1,
0:1(z) =1 pour|z|<1/4,
0<6;(z)<1 pourtoutzeR.

On consideére alors la fonction Z-périodique ¢; qui vaut, pour |z — z,| < 1/2:

T — T,

p1(@) = 02 (572 (M + f(z) — 2 +p) -

Comme pour ¢,, on vérifie que ; est de classe C*°, est nulle en dehors de Z, et
est petite dans la C*1—topologie lorsque i est grand. Par construction, on a :

f(=) si1/2> |f9(z) ~p—2o| 2 d,
g+ M+p silfi(z)-p—z,|<§.

(15)  fi(z) + ¢ (fi(2)) = {

Notons aussi que ¢1(z) > 0 pour tout réel z.

4.8. Définitions de ¢ et f;

Pour 4 assez grand, t € [0, 1], posons :

et =tp1 + (1 — t)po
Fy=(id+@)of.

Pour i assez grand, ¢, vérifie les propriétés i) et ii) de 4.5, donc F; € D*®(T?), et
P’application t — F; est continue.
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Comme ¢; > 0, on a p(F1) > o
D’autre part, soit £ un point tel que f9(z) —p € [.’Bo + %, o + %] ; Pestimation (10)
implique que = € L, donc on obtient, grace a (13) et (14) :
(@) = fl(z) + @o(fi(z)) =z +p .
On a par conséquent p(F,) = p/q < a; il existe alors t, € [0, 1] tel que p(F;,) = a;
on pose ¢ = ¢y, f1 = Ft,.
4.9. Démonstration de la proposition 4.5

Les propriétés i) et ii) de ¢ résultent des propriétés analogues pour @, et ¢;; la
propriété iii) est vérifiée par construction.

Démontrons que f; possede la propriété v). Soit z € [mo—%, xo] ; par (10), f9(z)—p
appartient a [.’1:0 -4z, + %], et par (13), (14), (15) on a:

fi(@) = £1(=@) + topr (£1(2)) + (1 — to)o(f*(2))
=M+p+z.

Ceci montre, en utilisant (10), que f; 2q(:z:o) +2p =zx,-2M € [xo — %,xo] ; la
propriété v) en résulte.
Démontrons que f; posséde la propriété iv). On vient de voir que my(z,) = M.
Soit y € R; si pour tout 0 < j < g, f7(y) n’appartient pas & L,ona fi(y) = fiy),
donc my(y) = m(y) < M; sinon, soit j € (0,q] le plus petit entier tel que f7(y)
appartienne a L. On a alors :

AW = +e(fw) e,
en utilisant la propriété i) de ; on en déduit :
) =1179(H®)
mi(y) = m(y) + f7 (W) - f179(F(v)) -

Comme f(y), f7(y) sont dans la méme composante connexe de L, il existe & € L tel
que : ' '
my(y) =m(y) + DI (§)e(F (y)) -

Par 3.2 et le lemme 4.3, il existe £’ € L vérifiant :

qu_j(él) — m(fq_j(zl)) < M

m(z1) (

AN

Cy.

1)

%1 < M, donc lp] < M. Comme
C Df177(¢') < CCy, on obtient

8

Par construction de ¢, et @1, on a |p,| < M, 0
la troisi¢me relation de 3.1 b) implique D f979(£)
finalement :

INIA 3

my(y) < M + CC,M = C3M = Csmq(z,) -
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4.10. Estimations pour f;

On va obtenir pour f{ des estimations similaires aux estimations (10), (11), (12)

pour f?: c’est ’hypothese a,, < af:j)/z qui était a la base de (10), (11), (12); on
n’a pas forcément oy, 1 < agi“) /2 héanmoins la propriété v) de 4.5 nous permettra

de conclure.

La remarque suivante est importante : il est clair que dans les estimations du § 3,
les constantes C sont bornées avec la norme de f dans la C¥-topologie.

Notons enfin que k; > 3 (car k > 6).

LEMME. — Posons v = %’iﬂ ;pour 1 <L < ky, z € fi([zo—2M,z,+ M]), on a :

IDe(fl—;— id)(z)| < ¢ MFa+1)/2-8
my(f{ (@) — Moy| < © MGi+D/2

ot C > 0 est une constante ne dépendant que de f.
Démonstration : Pour z € [f] 77 9(x,), f{ *(z,) — p — P], on a, par la propriété v)
de 4.5 :

fiz+ M) = fi(fi(z) - p)

= f(fi(z) - p=fla) + M,

donc _
ml(x) = T’ﬁ1($ + M) s

D*Log Dfi(z) = D' Log Dfi(z + M), £€N.

Le théoréme de Rolle montre que toutes les applications D¢ Log Df{, £ > 0, ont au
moins un zéro dans l'intervalle [z, — 2M, z,)].

Lorsque ¢ varie, la suite (f;); est bornée dans la C*1-topologie par 4.5 i); par la
remarque qui précéde 1'énoncé du lemme, les estimations du § 3 sont valables pour
f1 (avec k; a la place de k), avec des constantes qui dépendent de f mais pas de i.

On intégre plusieurs fois I'inégalité (3) de 3.4, prise avec f; a la place de f et

£ = ky — 1, & partir des zéros des fonctions D? Log Df{ trouvés précédemment; on
obtient ainsi, en tenant compte de la propriété 4.5 iv) :

ID‘ Log Df;‘;(:c)| <C Mk1-1)/2-¢ ,

pour 0 < £<k;—1,z € [z, — 2M,z, + M), et C > 0 une constante ne dépendant
que de f.

Procédant alors comme en 4.4, on obtient la premiere estimation du lemme.

Par 3.1 d), il existe des points y € [z,,T, + M], 2 € [f{ (%) — P, zo] Vérifiant
m1(y) = yma(z); de plus, m1(z) = M par 4.5 v).

138



CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

En intégrant la premiére inégalité du lemme (pour £ = 0) entre y et = €
[z, — 2M, z, + M], on obtient :

|1 (z) — M| = | (z) — u(y)] < |y — 2| CM* D2 < oDz,

0

4.11. On note L, lintervalle [f{~%(z,) — P+ p, f{(o) — D], L1 lintervalle [f{(z,) —
D, To + M(1 —7)], L lintervalle L, U L,, Ez I’'union des translatés entiers de L.

La méthode de construction de la seconde perturbation f; de f est la suivante : on
va définir, au moyen de ses restrictions & L, et L;, une fonction ¢ € C*®°(T?!) ayant
les propriétés suivantes :

a) v est petite dans la C*2—topologie lorsque i est grand;
b) le difffomorphisme f, = (id + ) o f1 est une quasi-rotation d’angle o ;

c) le support de 1 est contenu dans Ez.

4.12. Définition de la restriction ¢, de ¢ a L,
Soit 6 une fonction de classe C* sur la droite réelle qui vérifie :
0(z) =0 pourz<1/3,
0(z)=1 pourz>2/3,

0<6(z) <1 pour tout réel .

Pour z € L,, on définit alors :

1 o ~ -7 ~
Yo(@) = 0( 7 (z — F1~(z0) + =) (fT*(@) + 5~ My - 2) .
Il résulte de la formule de Leibniz et des estimations du lemme 4.10 qu’on a :
(16) |D*4o(z)| < € MEtD/2=E

pour £ < kj, ou C > 0 ne dépend que de f (et du choix de 6).
Par 4.5 v),on a:

f_q(mo) -p+p= fi](mo) -p—-M,
donc (id + ¥o)(f{ (z0) — P) = zo — M.
D’autre part, ¥,(ff (z,) =P+ p) = 0.
Ces relations, jointes & (16), permettent d’obtenir la conclusion suivante : lorsque
i est grand, la fonction v, est petite dans la C*2-topologie, et (id + o) est un
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difféomorphisme de classe C*° de l'intervalle L, sur 'intervalle L, = | f? ") —Dp+D,
zo — M~].

4.13. Construction de i et de f;
Ona L; =L+ M; pour z € Ly, on pose :
P1(z) = fi % (id+v,) Nz —M)+p—p—z— My.

L’application 4, est de classe C*° sur L;.
Pour z € [f{’—q(a:o) —p+p, fi U zo)—DP+p+ —A%], ona:

(17) Yo(z) =0 (cf. 4.12) .

Pour z € [f;qv(wo) -p— 2, fl(z.) —:5] =L ona:
(18) T+ o(z) = f{9(z) +F— My (cf. 412).
Pour z € [f;qv(zo) —17,fi’v(zo) -p+ %], ona:

(id+o) H(z—M)=2-M=f{*(z) +p,

par (17) et 4.5 v), d’o1 on tire :

(19) (id+¢1)(z) = fr'(z) + 7 — M~ .

Lorsque y décrit le voisinage & gauche L3 de f}(z,) — D, le point = (i +1,)(y) + M
décrit un voisinage a gauche de z, + M(1 — ), et on a:

Pi(g) =Ty +P—p—z— My

(20) W)+ M+P—z— My (cf. 45 v))
=M —z + (id + o) (y)
=0.

Il résulte de (17), (18), (19), (20) qu'il est possible de prolonger 1),, 11 en une fonction
Z—-périodique 1, de classe C* et s’annulant hors de L,.

De plus, vu la formule de 1)y, 4.12, et le lemme 4.10, la fonction v est petite dans
la C*2—topologie lorsque 4 est grand ; en particulier, on a |Dv| < 1 pour i assez grand,
donc on peut définir un difféomorphisme f, € D®(T?!) par la formule :

fa=(@Gd+vY)ofi.
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4.14 PropPOSITION. — Le difféomorphisme fa est une quasi-rotation d’angle «;
plus précisément, il vérifie la condition C(xo,ni, Moy}) de 2.1.

Démonstration : Les points de la forme ff (z,), 0 < j < g, dont les images dans T

sont les plus proches de 'image %, de z, dans T!, sont f{~?(z,) (& gauche de %,) et
f1(zo) (& droite de T,) : cela résulte de la propriété analogue pour la rotation R, (et
du fait que le nombre de rotation de f; est ).

Or les points f{~9(z,) et f{(z,) = z, +p+ M n’appartiennent pas  I'intérieur de
Ly, donc il en est de méme pour les points fi(z,), 0 < i < g. Cela donne :

£8(@0) = Fi(@0) — 5+ ol Fi(z0) — P)
=z,— M~ par (18) .

Soit z € [z, — M7,z,) C L; pour 0 < j < g, le point f{ (z) n’appartient pas a 1~L, qui
contient Zz ; le point f}(z) = z+p+ M n’appartient pas non plus & l'intérieur de Ez.
On a donc :
@) =fllz)=z+p+M,

c’est-a~dire la premiére moitié de la condition C(z,,ns, Mo }).

Onaz,+M = fl(z,) —p = f3(z,) — p. Soit ¢ € Ly = [x,,z, + M]; pour
0< j<q—aq,lepoint ff (z) n’appartient pas & l'intérieur de Zz ; d’autre part I'image
de Ly par (f{7 —p+ p) est égale & L,. On en déduit :

(21) p—F+ f9(z) = y = (id+ po) (FI(z) — 5+ D) .

Ceci montre que y appartient & L]. Les points f{(y), 0 < j < ¢, n’appartiennent
pas a lintérieur de L ; d’autre part la restriction de (ff —p) a L, est d’apres 4.5 v)
la translation par M, donc envoie L) sur L;.

On obtient finalement :

@) -p=fiy) -p

= (id 4+ 91)(f{ (y) — p)
=p—p-My+fi %0 (id + o) " (f(y) —p— M)

=p—p—My+ fI7%0 (id + 1) " (y)

=x— M~y par(21).

Ceci démontre la seconde moitié de la condition C(zo,ni, Mo ). 0
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4.15. Conclusion

Pour chaque entier i assez grand, on a associé a la réduite pp, /¢n, de @ un quasi-
rotation fo = (f2); d’angle o, de classe C*°; de plus la suite (f); converge vers f
dans la C*2—topologie.

Compte-tenu du théoréme 2.1, on obtient ainsi un résultat de densité en
différentiabilité finie qui implique immédiatement celui du théoréme 1.1.
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Chapitre IV

DEPENDANCE CONTINUE DE CHAMPS DE VECTEURS
ASSOCIES AUX GERMES DE DIFFEOMORPHISMES

1. Introduction

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoréme 2.5, qui nous servira
fréquemment dans la suite.

Etant donné un difféomorphisme f préservant 'orientation d’un intervalle sur son
image qui a au plus un point fixe, il s’agit de construire un champ de vecteurs
différentiable X qui dépende contintiment de f (pour une topologie appropriée) et
tel que X soit associé & f : le flot (F}) de X vérifie F; = f.

Le résultat nouveau est la dépendance continue de X par rapport a f.

Si f est de classe C" (r > 1) et n’a pas de point fixe, il est trivial de construire
beaucoup de champs de vecteurs de classe C™~! associés a X : cf. lemme 2.7.

Si f est de classe C™ (r > 2) et a un point fixe, la situation est bien différente :
Kopell [Ko] a montré qu'’il existe au plus un champ de vecteurs X de classe C! qui soit
associé & f; Szekeres [Sz] d’autre part a prouvé qu'il en existait toujours un, et qu’il
est de classe C™~1 hors du point fixe de f. Si f est de classe C™ et n’est pas infiniment
tangent & Iidentité en son point fixe, Takens [Ta] a montré que le champ de vecteurs
X associé est partout de classe C*; lorsque f est de classe C™, et est infiniment
tangent a 'identité en son point fixe py, Sergeraert a étudié ([Se]) la différentiabilité
de X en py; en particulier, il prouve que X n’est pas nécessairement de classe C? en
pr.

Ces résultats, et le fait que le domaine de définition de X dépende de f, expliquent
pourquoi on est obligé de donner 4 la notion de dépendance continue de X par rapport
a f un sens assez compliqué : cf. 2.5.

Dans I'appendice 4, on met & profit la démonstration du théoréme 2.5 (§ 3)
pour donner une autre démonstration du résultat de Takens (loc. cit.), valable en
différentiabilité finie.
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Signalons enfin que ce type de résultat peut étre utile pour étudier d’autres
probléemes en plus grande dimension : par exemple les bifurcations de type selle nceud
([N-P-T7).

2. Champs de vecteurs associés a un difféomorphisme

2.1. On se donne dans ce paragraphe un intervalle I de la droite réelle, qui est non
vide et non réduit & un point. Il peut étre borné ou non, ouvert, semi—ouvert ou fermé.

Pour r € N* U {00}, on considére 1'espace D™ = D"(I) formé par les fonctions
numériques f de classe C" sur I qui ont les propriétés suivantes :

i) f est un difféomorphisme préservant l'orientation de classe C” de I sur son
image;
ii) pour tout z € I, f(z) > z;
iii) f a au plus un point fixe;
iv) les intervalles f(I) N1, f(f(I)NI)N1I sont non vides et non réduits & un point.

On note D] (resp. D% ) I'’ensemble des f € D"(I) qui ont (resp. n’ont pas) un point
fixe. On a donc D" = Dy U DY, et I'union est disjointe.

Remarquons qu’une fonction numérique f de classe C" sur I qui vérifie les
conditions i) et ii), et a exactement un point fixe, vérifie alors automatiquement
les conditions iii) et iv), donc appartient & DJ. Si f € D7, et si son point fixe ps
appartient a I'intérieur de I, on a D f(pys) = 1.

2.2. Nous aurons besoin dans la suite d’une notion de convergence pour une suite de
fonctions n’ayant pas nécessairement le méme domaine de définition.

Soit » € N U {oo}; considérons ’espace des couples (8, J), o J est un intervalle
non vide et non réduit & un point de la droite réelle, et § une fonction numérique de
classe C" définie sur J.

Donnons-nous un élément (6, J) de cet espace d’une part, et une suite (65, Jn)n>0
dans cet espace d’autre part.

Nous dirons que la suite (6, Jn)n>0 converge vers (6, J) pour la C"-topologie sur
les compacts de J si les propriétés suivants sont réalisées :

(C1) la suite des extrémités gauches (resp. droites) des intervalles J, converge vers
Pextrémité gauche (resp. droite) de Pintervalle J;

(C2) pour toute suite (Zn)n>0, Tn € Jn qui converge vers une limite z € J, et pour
tout 0 <1 < r, la suite (D6, (z5))n>0 converge vers D*6(z).

Lorsque J, = J pour tout n > 0, la condition (C;) est automatiquement vérifiée,
et la condition (C,) est vérifiée si et seulement si la suite (6,)n>0 converge vers 6 pour
la C™—topologie sur les compacts de J ; cela justifie notre terminologie.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur 'intervalle de définition J, de 8,, nous dirons
encore, lorsque les conditions (C1) et (C2) sont vérifiées, que la suite (6,,)n>0 converge
vers 0 pour la C"—topologie sur les compacts de J.

2.3. On munit ’espace D"(I) de la topologie définie de la fagon suivante : une suite

144



CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

(fn)n>0 converge vers une limite f si :

— la suite (f,)n>0 converge vers f pour la C"-topologie sur les compacts de I';

- la suite (f; !, fn(I))n>0 converge vers (f~!, f(I)) pour la C™—topologie sur
les compacts de f(I).

2.4. Soient s € N* U {oo}, J un intervalle non vide et non réduit & un point de R, X
une fonction numérique de classe C* définie et & valeurs positives sur J.

Le groupe & un parameétre (F;);cr associé au champ de vecteurs défini par X est
solution de I’équation différentielle :

0
5 F(@0) = X(F(z)), Fofz)=z.

Soit t, > 0. Si F;, est définienz € J,on a:

Fi(z)=2z << X(z)=0,

Fi,(z)
(1) / X Yu)du=t,, siX(z)#0.

Ceci permet de déterminer I'intervalle de définition J;, de Fi, :

— si X est strictement positive sur J et fJ XY (u)du < t,, on a Ji, = 0;

— si l'intégrale de X ~! en I’extrémité droite de J est divergente, on a Ji, = J;

— sinon, en notant d € R U{+oo} lextrémité droite de J; il existe un
unique point ¢ € J tel que fch‘l(u)du = to; on a alors J;, = J N (—o0,c] ou
Ji, = J N (—00,c) suivant que d appartient ou non & J.

DEFINITION. — Soient r € N* U {00}, f € D"(I), J, X comme précédemment. On
dit que X est associé a f si Jy =1 et F1 = f.

La discussions précédente montre qu’on a alors J = I'U f(I).

2.5. Soit r € N* U {00}, r > 2. On suppose que l'intervalle I de 2.1 est compact.
Dans les propriétés iv) et v) du théoréme ci—dessous, la condition de 2.2 est
automatiquement vérifiée par les intervalles de définition I U f,,(I) de X (fy). Suivant
2.2,1a C™~! convergence sur les compacts de IU f(I) — {ps} dans v) a la signification
suivante : étant donné, pour tout n > 0, un point z,, € IU f,(I) différent du point fixe
(éventuel) de fy, si la suite (z,)n>0 converge vers une limite z € I U f(I) différente
de py, alors, pour tout 0 <4 < r—1, la suite D*X(f,)(z,) converge vers D' X (f)(z).

THEOREME. — Il existe une application X qui associe a tout f € D"(I) un champ
de vecteurs X (f) et posséde les propriétés suivantes :

i) pour tout f € D", X(f) est associé a f;
ii) pour tout f € DY, X(f) est de classe C™~! sur I U f(I);
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iii) pour tout f € D5, X(f) est de classe C! sur I U f(I), et de classe C™~1 sur le
complémentaire dans IU f(I) du point fize py de f;

iv) soit (fn)n>0 une suite dans DY convergeant vers une limite f € DT ; alors la
suite (X (fn), IU fn(I))n>0 converge vers (X (f), IUf(I)) pour la C™=!-topologie
sur (les compacts de) I'U f(I);

v) 80it (fn)n>0 une suite dans D" convergeant vers une limite f € D}, ; alors la suite
X (fn) converge vers X(f) pour la C'-topologie sur (les compacts de) I' U f(I),
et aussi pour la C™~!-topologie sur les compacts de (I U f(I)) — {ps}.

On renvoie le lecteur au §1 pour la discussion des parties déjd connues de ce
théoréme.

2.6. La démonstration du théoréme 2.5 est donnée au § 3. On obtient auparavant des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un champ de vecteurs X soit associé &
un difféomorphisme f.

DEFINITION. — Soit f € DY, ; un domaine fondamental de f est un intervalle de la
forme [a, f(a)], a € I.

Soit f € Db ; un domaine fondamental & gauche (resp. & droite) de f est un
intervalle de la forme [a, f(a)], avec a € I, a < ps (resp.a > pys), ot ps est le
point fize de f.

Lorsque ps est I'extrémité gauche (resp. droite) de I, il n’y a pas de domaine
fondamental & gauche (resp. a droite) de f.

2.7. Soient r, s € N* U {oo}, avec r > s + 1, et f € D7 (I). Choisissons un domaine
fondamental D de f.

LEMME. — Pour qu’un champ de vecteurs X de classe C° défini sur un intervalle
J de R soit associé a f, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :
i) J=TUf(I);
i) X est strictement positif sur J ;
iil) [ X N u)du=1;
iv) pour tout z € I, X(f(z)) = Df(z)X (x).

Démonstration : Les conditions du lemme sont nécessaires : i), ii), iii) résultent de

2.4 et iv) s’obtient en dérivant la relation (1) de 2.4.
Réciproquement, si les conditions du lemme sont vérifiées, la fonctions p(z) =

fxf @ x ~1(u)du est constamment égale & 1 sur I, donc X est associé & f par 2.4. []

REMARQUE : le lemme permet de construire beaucoup de champs de vecteurs de classe
C™! associés a f.

2.8. Soient 1, s € N*U{+00}, avec 7 > s+ 1, et f € D;(I). Choisissons, s'il en existe,
des domaines fondamentaux & gauche et & droite de f, qu’on note respectivement
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D,, D,.

LEMME. — Pour qu’un champ de vecteurs X de classe C*® défini sur un intervalle
J de R soit associé a f, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

i) J=IUf(I);

ii) X est positif sur J et le point fize de f est son unique zéro :
iii) [p, X H(u)du=1 pouri=0,1;
iv) X(f(z)) = X(z)Df(x) pour tout z € I.

La démonstration est analogue a celle du lemme 2.7.

3. Démonstration du théoréme 2.5

3.1. On fixe dans ce paragraphe 'ordre de différentiabilité r € N* U {oo}, r > 2.

On adopte les techniques employées par Sergeraert ([Se]); elles visent & obtenir
des formules tractables pour X(f) et ses dérivées. Il nous a semblé préférable de
reprendre toutes les estimations, bien que certaines (lorsque f € D7) se trouvent déja
dans [Se]. Les ingrédients pour les formules de X (f) et ses dérivées sont les suivantes :
les applications Ay, © définies en 3.3 et des opérateurs § — %6, 6 — X6 définis
en 3.6, 3.7.

Comme I est compact, on peut supposer que I = [0,1]. Pour f € D", on pose

alors : 1
I =1 si feDL,
T =I-{ps} sifeD:, flps)=pns,

3.2. L’application de Dj dans I qui associe & f son point fixe py est continue.
Soit f € DY ; il existe un unique point py € I tel que :

[ - = [ 70 =,

Posons py = Max(f(0),Min(f~1(1),ps)); par la condition iv) de 2.1, on a f(0) <
f~1(1), ce qui implique

(2) fO)<ps < f7H(1).

(Cette relation est aussi vraie lorsque f € D7).

L’application f —— py est clairement continue de D’ dans I. Notons aussi que D%
est ouvert dans D" (car I est compact).

Soient f € DI, € > 0. L'intégrale flu—pfl <e(f(u) = u)~'du est divergente, donc
pour g € D, assez voisin de f, on a:

/ mw—w*w</ (9(u) — u)~du,
lu—pg|>e

lu—pyl<e
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et aussi g(0) < ps+e, g71(1) > ps—e. On obtient ainsi |p; —py| < €, donc I’application
f — py est continue de D" dans I. La définition exacte de py, pour f € D], n’est
pas tres importante. Les propriétés qui importent pour la suite sont la continuité de
l’application f — py et la relation (2) ci-dessus.

3.3. Pour f € D", on définit :
A(z) = Af(z) = f(z) -z, zel.
O(z) = ©f(z) = Log Df(z) — Log[fo1 Df(x +tA(w))dt] , T€Ilf.

Les applications Ay et ©; seront utilisées en 3.9, 3.10 pour donner une définition
explicite du champ de vecteurs X (f).

L’application A (resp. ©) est de classe C™ (resp. C™~!) sur I (resp. sur Iy). Pour
z € Iy, on obtient par la formule de Taylor :

1
fU@»=ﬂ@+M@AlH@+m@Wﬁ

1
— f(z) + Az)Df(z) + A2(x) / (1—H)D*f(z + tA(z))dt ;
0
on en déduit respectivement :

®3) A(f(z)) expO(z) = A(z)Df(z)

(4) @(z):Log( A(;(’”) / (l—t)sz(z+tA(x))dt)

3.4. On adopte dans la suite du paragraphe la convention suivante : pour 1 <1 <,
la lettre C; désigne diverses constantes qui ne dépendent que de la norme de la
fonction Log Df dans la C*~!-topologie; & partir de 3.11, ces constantes peuvent
aussi dépendre de la quantité Ay définie en 3.9, 3.10.

Pour f € D", 1 < j < r, la fonction D7(Log A) est sur I le quotient par A’/ d’un
polynéme en A, DA,...,DJA; on a donc, pour x € I :

(5) |D? (Log A)(z)| < Cj(A(z))™ .
Pour fe D", 0<j <r—1,z € If, on a, d’apres la définition de O :
(6) |D76(2)| < Cjp -

En utilisant la formule (4) et la relation A(f(z)) < C1A(x), qui résulte du théoreme
des accroissements finis, on obtient aussi, pour z € Iy :

(7 1©0(z)| < C2A() .

148



CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

3.5. Considérons une suite (fn)n>0 dans D" qui converge vers une limite f € D".
La suite (Ay, )n>0 converge alors vers Ay pour la C"™topologie sur I.
D’autre part, pour tout n > 0, la fonction Oy, est définie et de classe C™~! sur Iy, ;
il est élémentaire (mais désagréable) de montrer que la suite (©y,, If, )n>0 converge,
au sens de 2.2, vers (O, Iy) pour la C™~1-topologie sur (les compacts de) I.

3.6. Soit f € DL ;six € I, m, n € Z sont tels que f™(z) et f(z) sont définis, on a :

n—1
YA @) = fMe) - fM) -

i=m
Donc la série — > A(f*(z)) (resp. Y. A(f*(z))) converge uniformément ‘sur I'inter-
i>0 i<0

valle [0, py| (resp; sur [pf,1]) et sa somme vaut z — py. Soit § une fonction numérique
définie sur Iy, et qui y vérifie |0(z)| < CA(z) : la série — Y_ O o f* (resp. Y. 0o f?)
i>0 i<0
converge uniformément sur [0, py] (resp. [py,1]); sa somme, qu’'on note £ ou X6,
vérifie, pour z € I :
I96(2)] < C lo—py]

Soit f € D7 ; le point gf = f~!(ps) est bien défini car py € [f(0), f~1(1)];
'intervalle [gf,ps] est un domaine fondamental de f inclus dans I¢. Pour tout z € I,
il existe un unique entier N(z) tel que fN®)(z) € (qs,py]; étant donnée une fonction
numérique ¢ définie sur Iy, on note X6 ou X0 la fonction définie sur I par :

N(z)-1
- 2 0(fi(z), siN(@)>0,
i=0
¥0(z) = 0 , siN(z)=0,
—N(z) ,
0(f~(z)) , si N(z) <O0.

=1

Si la fonction @ vérifie |§| < CA sur Iy, on a, pour tout z € I :
|Z6(z)| < CMax(|z — pgl, |z — g5l) -

L’opérateur 8 — X6 jouera un role crucial dans la définition et les estimations du
champ de vecteurs X (f).

3.7. Lorsque f € D7, et # est une fonction continue sur Iy, la fonction 6 peut avoir
des discontinuités aux points de I'orbite de ps. On modifie légerement I'opérateur £
de fagon a supprimer ces discontinuités.

On fixe dans la suite une application a de classe C*™ de I dans I qui vaut 1 sur
[0,1/3] et O sur [2/3,1].

Soient f € D7, 6 une fonction numérique définie sur Is et = € I, on définit :

B(z) = —o (B o(fVE) ()

T'0(z) = L}6(z) = X0(z) + 6(x) .
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La fonction X' est définie sur I, identiquement nulle au voisinage de py ; si 6 est de
classe C* sur Iy, avec 0 < s < r, alors la fonction X' est de classe C° sur I. Comme

6 est f—invariante, on a, pour = € Iy :
(8) 2'0(f(x)) = T'6(z) + 0(z) .

La relation (8) reste valable lorsque f € D, si on pose £'¢ = ¥6 pour une fonction
vérifiant |6] < CA sur I.

3.8. Nous étudions dans ce numéro les propriétés de continuité des opérateurs ¥ et
¥'. Plus précisément, nous considérons la situation suivante : on a une suite (fn)n>0
dans D" qui converge vers une limite f € D", et pour chaque n > 0, une fonction
6, définie et continue sur lintervalle Iy, = [0, f, }(1)]. Remarquons qu’alors la suite
(f71(1))n>0 converge vers f~1(1).

Les lemmes 3.8.1 et 3.8.2 ci—dessous seront utilisés ultérieurement en prenant
0, =©y,, 0 =0;.

3.8.1. Supposons d’abord que f, € D7 pour n > 0, que f € D%, que 6, est de classe
C™ 1! sur Iy, pour n > 0, et que la suite (6n, I, ) converge vers une limite (6, I5) pour
la C™~!-topologie sur (les compacts de) I #, au sens de 2.2; la fonction 6 est donc
définie et de classe C™~! sur If.

Pour simplifier les notations, on note dans ce numéro E}" 0, =X'0,, 2}0 =Y,
Pfn =Pns Afp, = n>s Pf =D, 4f = 4.

LeMME. — Sous les hypothéses précédentes, la suite (£'0,)n>0 converge vers X'
pour la C™~-topologie sur I.

Démonstration : Montrons d’abord que la suite (X0, )n>0 converge vers ¥'6 dans
la C™!-topologie sur l'intervalle

K= P2, ()]

Comme les suites (Pn)n>0 €t (gn)n>0 convergent respectivement vers p et g, on a,
pour n assez grand :

1 1
-3-(2pn +¢n) < Z(3p+q) < Pn,

1 1
Pn < f(Z(3‘1+p)) < fn(§(2Qn +pn)) ’
d’olt on déduit, pour n assez grand et t € [% 3p+ q), f(%(3q + p))] :
Y0,(t)=0.
De méme, on a, pour n assez grand

1

Qn<6

1
(®+m<ﬂ%+®<m,
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d’ol1 on déduit, pour n assez grand et ¢t € [%(Sq +p), %(3}) + q)] :

S0,(t) = —6n(2) ( Pzl

—d4n
La convergence annoncée sur K résulte aussitét de ces deux formules pour X'6,,.
Posons D = [% (49+p), f (%(4«1 + p))] ; c’est un domaine fondamental de f contenu
dans l'intérieur de K.
Soit (Zn)n>0 une suite dans I qui converge vers une limite x ; choisissons un entier
m tel que f™(z) € D; pour n assez grand, le point f*(z,) appartient & K. De plus,
ona:

|m| )
T'o(z) = TO(f" (@) + ) _0(f ()
z=1| l » sim<O0,
T'0n(zn) = D'On(f7(zn)) + Zenu,:’(x))

m-—1
8(z) = £'0(f™(2)) — D 8(F*())
i=0
r sim>0,
m-—1 ]
='0n(n) = £'0n(f'(2n)) + Y On(fr(zn))
=0 )
A T'aide de ces formules, de celles qu’on obtient en les dérivant, et de la convergence
déja prouvée sur K, il est élémentaire (mais fastidieux!) de montrer, que, pour tout
0<i<r-1,lasuite D*(X'0,)(zn) converge vers D*(X'0)(z).
Le lemme est alors démontré. 0

3.8.2. On suppose maintenant que f, € D" pour tout n > 0, que f € D7, que 8, est
continue sur Iy, pour tout n > 0, et que la suite (6,,Iy,) converge vers une limite
(6, Ir) pour la C°~topologie sur (les compacts de) I, au sens de 2.2; la fonction 6 est
donc définie et continue sur Iy.

On fait ’hypothése supplémentaire qu’il existe C > 0 tel qu'on ait, pour tout
n>0,tely,

(9) 0 ()| < C Ay, () -

Dans le lemme qui suite et sa démonstration, on adopte les notations de 3.8.1.

LeEMME. — Sous les hypothéses précédentes, les suites (X0n)n>0 et
(X'0n)n>0 converge uniformément sur I vers la fonction £6 = ¥'6.

Démonstration : De I'hypothése (9) on déduit d’une part que X6, est définie sur I
pour tout n > 0 et d’autre part qu'on a, pour t € Iy :

6(t)] < C Ay(t) -
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Donc 36 est également définie sur I. On obtient de plus les estimations :

126n(t)] < C Max(|t —pa,[t —gnl), n20,

(10)
|20(t)] <Clt—p|.

(On pose pp, = g si fn € DS.)

Les suites (pn)n>0 €t (gn)n>0 convergent vers le point p.

Soit (zn)n>0 une suite dans I qui converge vers une limite z.

Si z = p, on a X6(z) = 0, et les inégalités précédentes montrent que (X6, (z,))n>0
converge vers 0.

Supposons que z < p, et donnons—nous € > 0; choisissons m > 0 tel que
lp — f™(z)] < e; pour n assez grand, on a alors |p — pu| < &, |p — ¢u| < ¢,
|p — f*(zn)| < 2¢; on tire alors de (10) que :

120 (f7" (zn))| < 3Ce
[Z6(f™(2))| < Ce .

On a d’autre part :

£0n(2n) = En (£ (zn)) — 3 6n(fi(en) |

1=0

m—1

20(z) = 2O(f™(z)) — Y 0(f(z)) .

1=

On obtient finalement, pour n assez grand :
|20, (zn) — X6(z)| < 5CE .

On a ainsi montré que (X6, )n>o converge vers 6 uniforméent sur I.
Quant au résultat analogue pour (¥'6,)n>¢- on peut supposer que f, € D} pour

tout n > 0 (sinon X6, = ¥'6,,); il suffit alors de prouver que la suite (6, )n>0 converge
uniformément sur I vers 0.

Etant donnée une suite (z,) dans I convergeant vers une limite z, on choisit,
pour chaque n > 0, un point y, qui appartient & [gn,pn] et & lorbite de z, par fn.
La suite (yn)n>0 converge vers p, donc la suite (6 (yn))n>0 converge vers 6(p); or
|6(p)| < CA¢(p), donc 6(p) = 0. D’autre part, par définition de 6, on a, pour tout
n>0: _ B

O0n(yn) = On(zn) ,

|§n(yn)| < |0n(yn)| .

Donc la suite (8,(zn))n>0 converge vers 0, et ceci achéve la démonstration du lemme.

0
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Remarquons que tant dans 3.8.1 que dans 3.8.2, les hypothéses des lemmes sont
vérifiées en prenant 6, = Oy, , = Oy ; ceci résulte de la relation (7).

3.9. Soit f € D7 ; on pose :
(11) X(f) = AsAfexp(X}Oy),

ou Ay € R} est déterminé par la condition :

£(0)
/0 (X)) wdu=1.

Il résult de 3.2, 3.7 que X(f) est de classe C™~1 sur I, et de 3.5, 3.8.1 que X(f)
dépend continiiment, pour la C™~1-topologie sur I, de f € Dr.
Les relations (3) et (8) montrent qu’on a, pour = € I :

(12) X(N)(f(z)) = X(f)(z) Df(z).

Il existe une unique fonction sur [0, f(1)] qui prolonge X (f) et vérifie (12) pour tout
z € I; on la note encore X(f); on vérifie immédiatement que cette fonction est de
classe C™~! sur [0, f(1)].

La fonction X (f) vérifie les hypotheéses du lemme 2.7; elle définit donc un champ
de vecteurs qui est associé a f.

Soit (fn)n>0 une suite dans D7} convergeant vers une limite f € D7, ; en utilisant
d’une part la convergence de la suite (X(fr)/1)n>0 vers X(f)/r pour la CT~1-
topologie sur I, d’autre part la relation (12), on obtient immédiatement que la suite
(X (fn), [0, fn(1)])n>0 converge vers (X(f),[0, f(1)]) pour la C"'-topologie sur (les
compacts de) [0, f(1)], au sens de 2.2. On a ainsi démontré I’assertion iv) de 2.5.

3.10. Soit f € Df; on définit Ay € R} par :
Af=1 si Df(ps) =1,
/\f=LT°_51—°- si Df(pf) =c#1.

Remarquons que le second cas ne peut se produire que si pf =0 ou 1.
Par 3.6 et la relation (7), la fonction X Oy est définie et continue sur I. Posons :

(13) X(f) = AsAsexp(ZsOy).

Le champ de vecteurs X(f) est défini et continu sur I; il vérifie, par (3) et (8),
pour x € Iy :

(14) X(H)(f(2)) = Df(z) X(f)(z).

Il existe une unique fonction définie sur [0, f(1)] qui prolonge X (f) et vérifie (14)
pour tout z € I : on la note encore X(f); elle est continue sur [0, f(1)] et son unique
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zéro est py. Pour montrer qu’elle définit un champ de vecteurs associé & f, on applique
le lemme 2.8 : les conditions i), ii), iv) de ce lemme sont vérifiées; montrons que la
condition iii) I'est aussi.

Supposons d’abord que D f(py) = 1. Soit € > 0; si [a, b] est un domaine fondamental
de f (a gauche ou & droite) suffisamment proche de py, on a, pour t € [a,b] :

|A(t) —(b—a)] <e(b—a), car DA(ps) =0;

|XJ‘(§,)£§t—)—1| <e, par (7) et 3.6.
On obtient donc :
b b —
J &> a-o) [aw) s 155,
b b
/a (X(f) Hu)du < (1 +€)/ (A(uw)) tdu < 11_2 )

ce qui montre que la condition iii) de 2.8 est vérifiée, puisque € > 0 est arbitraire.
Supposons maintenant que D f(ps) = ¢ # 1; on traite par exemple le cas ot py = 0,

donc ¢ > 1, Pautre cas étant absolument similaire. Soit € > 0; soit [a, b] un domaine

fondamental & droite de f suffisamment voisin de 0; on a alors pour t € [a, b) :

|A(t) —t(c—1)| <et, car DA(0) =c—1
l-))‘_(‘%%(%—ll <e,  par (7) et 3.6.
On obtient donc successivement :
LX) du < 1+ A [J(Aw) du,
f:(A(u))‘ldu < f:[(c —1-¢euldu=(c—1-¢)'Log?,
Log% = Log(l + ﬂaﬂ) < Log(c+¢)

et on conclut que :

b - oglc
/a (X)) wdu < (1+) == iEL if)gts).

De maniére analogue, on montre que :

c—1 Log(c—¢)
c—1+4+¢ Loge

b
/ (X(f)(w) " du > (1 - ¢)

Comme e > 0 est arbitraire, on conclut que la condition iii) de 2.8 est vérifiée par

X(f)-

Le champ de vecteurs X (f) est donc dans tous les cas associé a f.
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3.11. Montrons que 'application A : f —— Ay est continue de D" dans RY ; elle I'est
clairement sur D} et D’ ; considérons donc une suite (fn)n>o dans D} qui converge
vers une limite f € D7. Soient [a,b] un domaine fondamental (& gauche ou & droite)
de f et € > 0 assez petit; par le lemme 3.8.2, il existe un entier n, et C > 0 tels qu'on
ait, pour n > n,, t € [a,b+¢] :

|6 — fa(a)] <€,
A, (H)expl(S), 07,)(t)] > C.

Orona,pour g=foug=f,:

g(a)
A = / [Ag exp(2,0,)] " (u)du;

en utilisant le lemme 3.8.2, on voit que (Af, )n>0 converge vers As. Ceci montre que
I’application A est continue.

Soit (fn)n>o0 une suite dans D" qui converge vers une limite f € D"; alors la
suite (X (fn), [0, fn(1)])n>0 converge vers (X(f),[0, f(1)]) pour la C°-topologie sur
(les compacts de) [0, f(1)], au sens de 2.2 : sur [0, 1] cela résulte de 3.5, 3.8.1 ou 3.8.2,
et de la continuité de A, et la convergence s’étend & [0, f(1)] par les relations (12) et
(14).

3.12. Soit f € D"; il résulte de la relation (7) et de 3.6 qu'on a, pour t € I :
[Log 2L.(1)| < Calt -y, sifeDr;

[Log 2L.(1)] < CaMax(t—psl,lt—qs),  sif €D

3.13. Pour f € D", on note I' = Iy la dérivation de Lie suivant le champ X (f) : on
a donc I'0 = X (f)D0, pour une fonction @ de classe C*. On déduit de (12) et (14)
I'égalité I'(@ o f) =T'@ o f, 1a ol les deux membres sont définis.

Soient f € D% et 6 une fonction numérique de classe C' sur I ; hors de I'orbite
de py par f, ou X8 peut avoir des discontinuités, on a donc :

I'(26) = 2(T9).

Le résultat analogue lorsque f € D] est 'objet du lemme suivant.

LEMME. — Soient f € D}, et § une fonction numérique de classe C* sur I Fquiy
vérifie |§] < CA. Alors la fonction £ est de classe C sur I — {ps} = I, la fonction
Y(T'0) est définie sur I, et on a, pourt eI :

S(T6)(t) = T(26)(¢).
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Démonstration : Par 3.12, il existe une constante K > 0 dépendant de 6 et f telle
que | X (f)(t)DO(t)| < KAg(t) pour tout t € If; donc X(I'0) est définie sur I.

En dérivant terme & terme la série définissant X0 et en utilisant les relations
DfiX(f) = X(f) o i, pour tout i € Z, on obtient le produit par X(f)~! de la
série définissant 3(I'9) ; comme toutes ces séries convergent uniformément sur I, la
conclusion du lemme en résulte. 0

3.14. Soit f € D7 ; par le lemme précédent, ¥ Oy, et donc aussi X(f), est de classe
C! sur I, avec :

(15) DX(f)=X(f)DA—A +X(r'oe).

D’apres 3.12, la limite en py de DX (f) est égale & Ay DA(py); par 3.12, la limite en
ps de ﬂt_ip&ftl est aussi Ay DA(py). Donc X (f) est de classe C? sur [0, 1], et méme sur
[0, £(1)], compte—tenu de la relation (14).

3.15. Soit f € D7 ; par 3.13,0on a :
DA ~
(16) DX(f):X(f)-X-+Z(F9)+I‘@.

Dans cette formule, ['© n’est pas définie sur I'orbite (finie) de py ol 2) peut présenter
des discontinuités ; mais comme on sait déja que X (f) est de classe C™~! sur [0, f(1)],
les estimations obtenues hors de P'orbite de ps se prolongent par continuité.

Ona® =060 f, donc e =Io f, 1& ol les deux membres sont définis; soit
t € (gs,pf);ona:

IDB(®)| < Ca(At)(ps — )2 +1),  par (7) et3.T;
X(HE) < CA) . par3.12;

comme A(t) < Ca(ps — gy), on obtient :

(17) X(£)(t)|DO(t)| = [TO(t)| < C2A(t) < Calpy — ay) -

3.16. Soit (fn)n>0 une suite dans D" qui converge vers une limite f € D". Montrons
que la suite (X (fn)), [0, fn(1)])n>0 converge au sens de 2.2 vers (X (f), [0, f(1)]) pour
la C'-topologie sur (les compacts de) [0, f(1)].

Nous le savons déja, par 3.9, lorsque f € D7, ; on suppose donc que f € Dg. D’autre
part, on a vu en 3.11 que la convergence a lieu dans la C°-topologie.

Etant donné une suite (2, )n>0, telle que z, € [0, fn(1)] et nli»l}rloo zn, =z € [0, f(1)],

il suffit donc de prouver que DX(f,)(z») converge vers DX (f)(z).
On se ramene au cas ol T, et  appartiennent a [0, 1] au moyen des relations (12)
et (14).
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Il résulte de la relation (6), de 3.12 et de la C°—convergence de la suite (X (fn))n>0
que la suite de fonctions (T'y, Oy, )n>0 vérifie les hypothéses du lemme 3.8.2; la
suite (XI'Oy, )n>0 converge donc uniformément sur I vers ¥I'©s. D’autre part, la
suite X(fn)AF IDA;, = A\;,DA 7 €xp(Xy,0Oy,) converge uniformément sur I vers
A:DA;exp(£7€5) = X(f)A; DA,

Si fn € D} pour n assez grand, cela suffit pour prouver que DX (f,)(z,) converge
vers DX(f) (z) sinon, on obtient la méme conclusion en utilisant la relation (17), en
remarquant que ngr_'{lw(p fn —a5,) =0

3.17. A ce point de la démonstration du théoréme 2.5, on en a démontré les
conclusions i), ii), iv) et une partie des conclusions iii) et v). La démonstration du
théoréme est d’ailleurs complete lorsque r = 2.

Soit f € D"; on définit sur I des fonctions X7, Xs,... de la fagon suivante :

X1 =DX(f);

Xit1 =T5X;, siX; estdeclasse Clsur T.

Soit s € N*; supposons que les fonctions X;,..., X (51 sont définies sur f et donnons—
nous une fonction numérique @ de classe C” sur 1. On montre alors, par récurrence
sur s, que I’ f0 est défini sur T pour 1 < < s, et qu'il existe un polynéme universel
P, e Z(to, ts—1,U1,...,Us) qui vérifie :

i) F30=X(f)Ps(X(f),X1,. Xs-1,D8,...,D%0);

tm: 1, N1

ii) pour tout monéme at™e - - - uyt---u™ de P;,on a:
o s—1 1 s ’

s—1
0<Zin,~=mo+1=s—22’m,~.
7 =1

En effet, par définition de I'y on a P;(t,,u1) = ui1, donc Py vérifie ii). Si 6 est de
classe C* sur I, si X,_1 est défini sur I, et si ['*~10 est de la forme donnée par i),

alors '*~! est de classe C! sur I, donc I'*6 est défini sur I et de la forme décrite par
i), avec :

8—2 s—1

+Z J+18P8 -+t Z":Haps -
.7

6P
Ps =t P + oty

Donc P, vérifie ii) si Ps_1 vérifie ii).

REMARQUE : On vérifie aisément que P, est linéaire en les variables uy, ..., us.

3.18. LEMME. — Pour tout f € D", les fonctions X;, 1 < i <r — 1, sont définies
sur T et y vérifient | X;| < Ciy1 (cf. le début de 3.4 pour le sens de Ciy1):
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Démonstration : Supposons d’abord que f € D] ; on montre, par récurrence sur ¢
(1<i<r-1), que X; est défini sur I et qu'on a :

(18) X; =T%(LogA) + 2(I"0);

(19) |Xi(t)] < Ciy1, pourtel.

Pour 7 = 1, (18) n’est autre que (15), et (19) résulte de 3.6 et 3.12 (cf. le début de la
démonstration du lemme 3.13).

Supposons que (18) et (19) aient lieu jusqu’a l'ordre i < r — 2. Par 3.17, I'"*1© est
défini sur Iy, et T*t1(Log A) est défini sur I. En utilisant I’hypothése de récurrence,
les relations (5), (6) et la propriété ii) de 3.17, on obtient :

(20) [T+ (Log A)(t)| < Ciz1, pourte€ T;

(21) ITO(t)| < Cjr1X(f)(t), pourtel;, 1<j<i+]1.

On peut donc appliquer le lemme 3.13, et conclure que (18) et (19) sont vérifiées a
Pordre 7 + 1. R

Supposons maintenant que f € D7 ; alors X(f) est de classe C™!sur I =1, donc
X; est définie pour it <r—1,etona:

X; =T (LogA) + £(I"0O) + IO,

hors de l'orbite de py par f.

Pour i = 1, l'estimation (19) résulte de 3.6, 3.12 et de la relation (17); suppo-
sons que l'estimation (19) ait lieu jusqu’a l'ordre ¢ < 7 — 2. On obtient comme
précédemment les estimations (20) et (21). Comme (I'*+1@) o f = ['+10, il reste
a montrer, pour compléter ’étape de la récurrence, qu’'on a :

IT**+18(t)| < Cit2, pour t € (g7,p5) -
Pour t € (gf,p5), 1<j<r—1,0na:
J
o ) —t ,
DIB@E) =S ctD'et) DI ta( L= ) (gf — pys)t7 .
()=~ ciDe() (=) —»s

En utilisant les relations (6), (7) et l'estimation |g; —pg|~* < Co[X(f)(t)]~! prouvée
en 3.15, on obtient : > ,
1D7O(t)] < Cin (X (f)(#))' 77

On porte cette estimation dans la formule 3.17 i), en tenant compte de 3.17 ii), pour
conclure :

(22) IT10(t)| < Cip2 X (F)(t) < Ciyz-
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Notons que la relation (22) implique aussi le résultat suivant : si (fn)n>0 est une suite
dans D’ qui converge vers f € Dy, alors pour tout 0 < i < 7 —1 la suite (re Fn )0
converge uniformément vers 0.

3.19. Soit f € DT. Montrons que X (f) est de classe C™~! sur I, et que pour tout
1 <i<r—1,il existe un polyndéme universel Q; € Z(u,,...,u;—1) tel que :

(23) Xi = (X(£))'D'X(f) + Qi(X(f), DX(f),...,D" T X(f)).

En effet, pour i = 1, on prend @ = 0. Soit i < 7—2; si X(f) est de classe C* sur I
et si (23) est vérifiée a I'ordre 4, les fonctions (X (£))*~*, Xi, Qi(X(f),..., D71 X(f))
sont de classe C? sur I, donc DiX(f) est aussi de classe C* sur T; on obtlent (23) a
Pordre 7 + 1, avec :

ilaQ

Qiy1 = (i — Dui lugu; + Uo , < B, AU+l

La relation (14) montre alors que X (f) est de classe C™~! sur [0, f(1)] — {ps} (sur
[0, f(1)] si f € D} : cf. 3.9).

3.20. Pour conclure la démonstration du théoréme 2.5, il reste a prouver la seconde
partie de la conclusion v) de 2.5.

Considérons donc une suite (fr)n>0 dans D" qui converge vers une limite f € DJ.

On montre d’abord que pour tout 1 < i < r — 1, la suite (X;(fn))n>0 converge
au sens de 2.2 vers X;(f) pour la C°-topologie sur les compacts de I — {py} (cf; la
discussion qui suit I'’énoncé du théoréme 2.5).

Pour ¢ = 1, cette convergence a été démontrée en 3.16; supposons—la réalisée
jusqu’a l'ordre i < r — 2.

Il résulte de 3.5-3.17 que la suite (I'**!(Log Ay, ))n>0 converge vers I'+!(Log Af)
uniformément sur les compacts de I — {ps}; pour les mémes raisons, la suite
(T'**1©f)n>0 converge au sens de 2.2 vers I'"*1©;, pour la C°-topologie sur les
compacts de Iy — {ps}.

Bien que I"*1©y, (resp. ['*t1O;) ne soit pas définie au point fixe (éventuel) p,
de f, (resp. au point fixe py de f), la relation (21) permet de la prolonger en une
fonction continue sur Iy, (resp. sur Iy). On déduit alors de la relation (21) que la
suite (I**1©y, ) >0 converge au sens de 2.2 vers I'"*10; pour la C°-topologie sur (les
compacts de) Iy.

La relation (21) montre enfin que les hypothéses du lemme 3.8.2 sont vérifiées par
la suite (I"*'Oy, )n>0; on peut donc conclure que la suite (XI**10©;, ),>¢ converge
uniformément sur I vers LI**10;.

Compte-tenu des formules pour X;,; données en 3.18 et de la remarque qui suit
la démonstration du lemme 3.18, on conclut que la suite (X;11(fn))n>0 converge au
sens de 2.2 vers X;;1(f) pour la C°-topologie sur les compacts de I — {py}; I'étape
de 'induction est ainsi achevée.

Soit (zr)n>0 une suite telle que z,, € [0, fn(1)] et nllvr-ir-loo zn =z € [0, f(1)], T # pf;

soit 1 < 4 < r — 1; pour montrer que la suite (DX ( fn)(@n))n>0 converge vers

159



J-C. YOCCOZ

D'X(f)(z), on commence par se ramener, & ’aide des relations (12) et (14), au cas
ol z, € [0,1], z € [0, 1]; on sait alors que pour tout 1 < j < r—1 la suite X;(fn)(zn)
converge vers X (f)(z) ; le résultat désiré résulte alors par induction de la formule (23).

Ceci termine la démonstration du théoréme 2.5. U

4. Remarques

Nous revenons un instant sur la définition de 'espace D"(I) (cf. 2.1). Les conditions
i) et iv) de 2.1 sont assez naturelles : elles définissent un voisinage de ’espace des
difféomorphismes de I sur son image qui possédent un point fixe.

La condition iii) de 2.1 est absolument indispensable si on veut obtenir un champ
de vecteur associé de classe C? : il est bien connu ([Ko] que parmi les difféomorphismes
de classe C* de l'intervalle [0,1] qui fixent uniquement 0 et 1, ceux qui possedent
un champ de vecteurs associé de classe C' forment une partie nulle part dense; on
consultera le chapitre V pour plus de détails.

Par contre, on peut omettre la condition ii) de 2.1 sans affecter la validité du
théoréme 2.5; comme nous n’utiliserons dans la suite le théoréme 2.5 que sous la
forme dans laquelle il a été énoncé, nous laissons les vérifications (faciles) de cette
assertion au soin du lecteur.
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Chapitre V

SUR UNE CLASSE DE DIFFEOMORPHISMES
DE L’INTERVALLE

1. L’espace S™

1.1. On fixe dans ce chapitre un ordre de différentiabilité r, qui est soit oo, soit un
entier au moins égal a 2.

On note Diff’, (I) le groupe des difféomorphismes de I'intervalle I = [0, 1] qui sont
de classe C" et préservent l'orientation. On munit Diff’, (I) de sa topologie usuelle.

Les difféfomorphismes f € Diff’, (I) qui vérifient f(t) > t pour tout t € (0,1)
forment une partie convexe de Diff’, (I) qu’on noter S™. On la munit de la topologie
induite.

Notons que la partie S est stable pour la composition et pour les automorphismes
intérieurs du groupe Diff", (1).

Ce chapitre est consacré essentiellement a I’étude de la structure de l’espace S™
(§ 2) et des problemes de conjugaison et centralisateurs (§ 3) dans S”. Cependant,
le plus important dans ce chapitre, ce ne sont pas les résultat, déja connus pour la
plupart, mais les techniques introduites pour les obtenir, que nous emploierons dans
les chapitres ultérieurs dans ’étude des centralisateurs de difféomorphismes du cercle;
ces techniques reposent essentiellement sur un invariant introduit par Mather [Ma] et
défini en 1.6.

Notons pour mémoire que I’étude de l’espace formé par les difféomorphismes
f € Diff’, (I) qui vérifient f(t) < t pour t € (0,1) se déduit de I’étude de S™ par
la transformation f — f~1.

1.2. Soit f un difféomorphisme dans S”.

On sait (cf. IV.1 pour les références) qu'il existe sur [0,1) un unique champ de
vecteurs de classe C! qui soit associé (au sens deIV.2.4) a la restriction de f & [0,1);
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on notera ce champ Xy ou simplement X. Il est de classe C"~! sur Dintervalle (0, 1)
et vérifie sur [0, 1) la relation :

(1) Xjof=X; -Df (cf.V.28).

Il résulte du théorémeIV.2.5 que le champ X; dépend continiment de f € S™ pour
la C'-topologie sur les compacts de [0, 1), et pour la C"™~1-topologie sur les compacts
de (0,1).

De méme, il existe sur (0,1] un unique champ de vecteurs Yy = Y de classe C?
associé a la restriction de f a (0, 1]; il jouit de propriétés analogues a celles de X, en
particulier, on a, sur (0,1] :

(2) Yo f=Y;-Df.

Les relations (1) et (2) montrent que les suites (D f")r>0 et (Df~")n>0 convergent
vers 0 uniformément sur tout compact de (0,1); donc, en posant X (1) = Y (0) = 0,
on prolonge X et Y en des champs de vecteurs continus sur [0, 1], dont les seules
singularités sont 0 et 1.

1.3. Pour f € S, on notera (f)icr (resp. (f%)ier) le groupe & un parameétre de
difféomorphisme de classe C™ de 'intervalle (0, 1) qui est engendré par Xy (resp. Yy).
Les relations suivantes sont donc vérifiées :

%ft=X°ftv
9 ¢
sl =Yor,

h=fl=Ff.

Soit a € (0,1). On note U} ou simplement U? (resp. Vf,V*) la primitive de 1 /X
(resp. de 1/Y) sur (0,1) qul s’annule en a. Pour a, b € (O 1) et t € R, on a donc :

U%(f(b)) =U*(b) + ¢,
Ve(fi(b) = V(b) +t,
d’ott on déduit les relations supplémentaires :
b= fuew(a) = V" ®(a),
U@ ) = Uue(b) - t,
V@) =vep) —t,

Notons que U} et Vf sont des difféomorphismes de classe C7" de (0,1) sur R qui
préservent l’or1entat10n Ils dépendent continiment, pour la C"-topologie sur les
compacts de (0,1), du couple (a, f) € (0,1) x S”.
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Les relations précédentes montrent que Uf (resp. V) conjugue le groupe & un

paramétre (f;):er (resp. (f)ter) au groupe & un paramétre canonique des translations
de R.

1.4. Soient f € S" et a, b€ (0,1)
On définit deux difféomorphismes W}"b =Wab et H?’b = H%® par les formules :

Wa,b =U%o (Vb)—l ,
Ha,b — (Ua)—l ° Vb .

On voit que W (resp Hy a.b ) est un difféomorphisme de classe C™ de R (resp. de
(0,1)) qui preserve l’orlentatlon et dépend continiment de (a, b, f) € (0,1)x(0,1)xS"
pour la C™-topologie sur les compacts de R (resp. de (0, 1)).

On tire des relations de 1.3 les relations suivantes, qui caractérisent H}"b et W}l’b;

pourt€R,ona:
140) = fyzs (@)

HP*(f(b)) = fi(a).

Comme f; = f! = f, ces relations montrent que H}"b commute avec f et que W}"b
commute avec la translation par 1, donc appartient & D"(T?).
Pour la topologie usuelle sur D" (T?), W}z’b dépend continiiment de a, b, f.

1.5. On définit une action du groupe additif R? sur ’espace D"(T*) par la formule :
[(a,b) - w](t) = w(t—a)+b,

pour (a,b) € R?, t € R, w € D"(T!). Le graphe de (a,b) - w est image de celui de w
par la translation de vecteur (a,b).

On note M l’espace des orbites de cette action, et on le munit de la topologie
quotient de celle de D"(T?).

Soit w € D™(T?); si w est une translation, son stabilisateur pour ’action définie
ci—dessus est égal 4 la diagonale de R?; sinon, w — idg a une période minimale qui est
de la forme 1/n, n € N*; le stabilisateur de w est alors le sous—groupe cyclique de R?
engendré par (1/n,1/n).

Les translations dans D" (T?) forment une orbite pour cette action de R?; on notera
m, ’élément correspondant de M".

1.6. Soient f € S" et a, b € (0,1).

Pour s, t, t' € R, on a, d’apres 1.4 :

F) = £V (1 (5) = fwanns)—i(fe(a))

d’ou on déduit la relation :

() - WO — b,
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A la suite de Mather, on introduit la classe M(f) de W}”b dans M". La relation
précédente montre qu’elle ne dépend pas de a et b. De plus, 'application M : f —
M(f) de S™ dans MT™ est continue.

1.7. Soient f € S™, et a € (0,1).

D’aprés 1.4, on a W*(0) = 0, donc pour que M(f) soit égal & m,, il faut et il
suffit que W}”a = idp, c'est—a—dire que les groupes a un parametre (f;):cr et (f%)ier
soient égaux, ou encore que les champs de vecteurs Xy et Yy coincident.

1.8. On étudie dans la fin du paragraphe les propriétés des applications H}"b; elles
seront importantes pour la suite (chapitre IX).

Soient f € S" et a, b € (0,1).

On peut prolonger H}”b en un homéomorphisme de lintervalle [0,1] qui fixe 0 et
1. On étudie d’abord la différentiabilité de H?’b enOet 1.

Si M(f) = m,, on pose t, = Vb(a) = U%(a) (car Wb® = idR); on a alors f?°(b) = a,
donc, d’apres 1.4 :

H?’b — fto — fto )

Ceci montre que H}”b est un difféomorphisme de classe C! de lintervalle [0,1], car
fte est de classe C! sur (0,1] et f;, est de classe C! sur [0,1).

Supposons maintenant que M(f) n’est pas égal & m,. On va montrer que H}"b
n’est pas dérivable en 0 et 1.

Posons t; = V(a), t, = U®(a), de sorte qu'on a f'1(b) = fi,(b) = a. On déduit
alors de 1.6 que :

H® = f, 0 HY = H3® o f1.

Comme f;, (resp. f*') est dérivable en O (resp. en 1), il suffit de montrer que H* et
HY%® ne sont pas dérivables en 0 et 1. Or Hp® commute avec f et fixe a, donc fixe tous
les points de l'orbite de a, qui s’accumule en 0 et en 1; il résulte alors d’un résultat
de Kopell ([Ko]) que si Hy*® est dérivable en 0 ou 1, on doit avoir Hy'® = id. Mais
ceci implique que W"* = idg, donc que M(f) = m,. Donc Hp® n’est pas dérivable
en0et 1, de méme H b’b, d’ol1 on déduit le résultat annoncé.

Notons en particulier que DZH}”b ne peut étre borné (si M(f) # m,) au voisinage
de 0 ou de 1, car autrement DH}"b y admettrait une limite.

1.9. Soit f € S".

Lorsque a, b décrivent (0,1) les difféomorphismes W}l’b forment d’aprés 1.6 une
orbite de I’action de R? dans D"(T?).

Or toute orbite de cette action coupe les parties FT (0) et F7 (0) de D™(T*), et deux
éléments d’une méme orbite qui appartiennent a F7 (0) (resp. F7 (0)) se déduisent I'un
de l’autre par ’action d’un élément de la diagonale de R?.

Donc si W}"b et W;’d appartiennent & F7 (0), il existe d’aprés 1.6 un réel ¢ tel que

¢ = fi(a), d = f*(b); on a alors, d’apres 1.4, H?’b = H;’d.

164



CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

Ceci montre que les relations :

- ,b a,b
H; =HY, W e F1(0),
Hf =HY , Wi e F1(0),

définissent sans ambiguité deux homéomorphismes H et H}*‘ de [0,1].
Soient a, b € (0,1) tels que H; = }"b, teRet z= f(b); on a alors :

WiH(t) = t <= f*(b) = fula) <= H (2) = z;
W}z,b(t) >t <= ft(b) = fW},,b(t)(a) > fi(a) <= H; (z) <=z.

On a évidemment une propriété analogue pour H;r.
La proposition suivante résume les propriétés connues des applications H}’ et H Ix

ProposITION. — L’application H (resp. H}) est un homéomorphisme croissant
de [0,1] et un difféomorphisme de classe C™ de (0,1); elle dépend continiment de
f € S pour la C"-topologie sur les compacts de (0,1) ; elle commute avec f, vérifie
Hp (t) <t (resp. H}" (t) > t) pourt € [0,1], et est égale ¢ lidentité si et seulement si
M(f) = m, ; ses points fizes dans (0,1) forment des orbites de f en correspondance
biunivoque avec les points fizes dans [0,1) d’un représentant W}”b de M(f) tel que
H; = H}".

f f

La seule assertion de la proposition que nous n’avons pas encore démontrée est la
dépendance continue de Hf_ par rapport a f.

Soient f € S, et a, b € (0,1) tels que Hf_ = H}”b. Si g € S” est proche de f,
W;'b est proche de W}”b donc de F7(0); il existe donc des réels t;, t2 proches de 0
tels que (t1,t2) - W;’b € F7(0). Comme les groupes & un parameétre (g¢)icr et (9°)ter
sont proches respectivement de (f;):er et (f):cr, on obtient & partir de 1.6 un point
a’ proche de a et un point b’ proche de b tels que Wg“l’bl € F7(0); donc Hg"b' =Hg
est proche de H}"b = H} pour la C"-topologie sur les compacts de (0, 1).

2. Structure de produit fibré de S”

2.1. On a vu que l'application M : f — M(f) de S™ dans M" est continue. L’objet
principal de ce paragraphe est de montrer qu’elle est aussi ouverte et surjective.

2.2. On note J" le groupe des r—jets de germes de C"—difféomorphismes locaux de R
en 0 qui préservent l'orientation : J" est le quotient du groupe de ces germes par le
sous—groupe formé par ceux qui ont en 0 un contact d’ordre r avec I'identité.

On identifie J” & R" (en tant qu'espace topologique uniquement) en associant a
un germe f le r—uplet j(f) = (LogDf(0), D?f(0),...,D" f(0)). Lorsque r = oo,
R*® = RN est I’espace des suites de nombres réels.

Les r—uplets dont la premiére coordonnée est nulle correspondent aux germes de
difféomorphismes f qui vérifient Df(0) = 1; ils forment un sous-groupe de J" noté
J7.
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2.3. On fixe dans la suite du paragraphe un réel a de (0, 1).
Considérons l'espace D = D, x D; formé des couples (go, g1) tels que :

— go est un difféomorphisme croissant de classe C™ de [0,a] sur son image, qui
vérifie g,(0) = 0 et go(t) < ¢t pour t > 0;

- g1 est un difffomorphisme croissant de classe C” de [a, 1] sur son image, qui
vérifie g1(1) = 1 et g1(t) > ¢t pour t < 1.

On munit D de la topologie produit des C™—topologies usuelles sur D, et D;.

On rappelle qu’on note D7 (T?!) ’ensemble des g € D"(T*) qui fixent 0.

11 résulte de 1.6 que la formule We(f) = W}”a définit une application continue W@
de S™ dans D7 (T?).

On définit une application continue P de S™ dans D en associant & f € S” le couple
formé par la restriction de f=! & [0, a] et la restriction de f & [a, 1].

On note j l'application continue de D7 (T!) dans J™ qui associe & g € D7(T!) son
r—jet en 0.

On définit enfin une application p de D dans J" de la fagon suivante.

Etant donné (g,,¢91) € D, il existe sur [0,a] (resp. [a,1]) un unique champ de
vecteurs Z, (resp. Z1) de classe C! qui soit associé & g, ! (resp. g1) : cf. V1. De plus,
Z, (resp. Z1) est de classe C™~! sur (0, a] (resp. [a,1)). La primitive u (resp. v) de
1/Z, (resp. de 1/Z;) qui s’annule en a est un difféomorphisme de classe C™ de (0, a]
sur (—o0,0] (resp. de [a,1) sur [0,+00)). On note a le r—jet de u en a, 3 le r—jet de
v en «, et on définit :

P(90,91) =aB 1 € J".

Il résulte du théoreme V.2.5 que le champ Z, (resp. Z;) dépend continiiment dans
la C™~!-topologie sur les compacts de (0, a] (resp. de [a,1)) de g, (resp. de g1). On
en déduit que 'application p de D dans J" est continue.

THEOREME. — Le diagramme :

est commutatif. Il présente ST comme produit fibré des applications p et j. Toutes les
applications du diagramme sont ouvertes, continues et surjectives.

Démonstration : La commutativité du diagramme résulte immédiatement de la
définition des différentes applications.

On a déja vu que toutes les applications du diagramme sont continues. Il est clair
que P est ouverte et surjective. En utilisant les théoréme de Borel, il est facile de voir
que j et p sont aussi ouvertes et surjectives. Donnons-nous (g,,91) € D et w € D7(T?)
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tels que j(w) = p(go, 91). Avec les notations de 2.3, les formules :
U(t) = u(t) te(0,a],
U(¢t) = w(v(t), te [a7 1,

définissent un difféomorphisme de (0,1) sur R qui préserve 'orientation et est de
classe C™ méme au point a puisque j(w) = p(go, g1). On pose f(t) = U~H(U(t) + 1)
pour t € (0,1); alors f est un difféomorphisme de classe C" de (0,1), qui coincide
avec g, ! sur (0,g,(a)] et avec g1 sur [a,1); il se prolonge donc en un élément de S”,
encore noté f, qui vérifie :

P(f) = (gO)gl)y

We(f) = w.
De plus, il est clair que f est 'unique élément de S™ qui vérifie ces relations, et qu'’il
dépend continiiment de g,, g1 et w.
La structure de produit fibré de S™ en résulte. Comme p est ouverte et surjective,
W Dest aussi : c’est.une propriété générale des produits fibrés. 0

2.5. COROLLAIRE. — L’application de Mather M : f — M(f) est ouverte, continue
et surjective.

Cela résulte de ce que W* et la restriction a D7(T") de la projection canonique de
D7 (T?!) sur M sont ouvertes, continues et surjectives.

Dans la suite, on utilisera le corollaire de la fagon suivante : si i est une partie
ouverte et dense de M", son image réciproque par M est ouverte et dense dans S”.

3. Conjugaison et centralisateurs dans S”

3.1. Deux difféomorphismes f et g dans S™ sont toujours topologiquement conjugués;
sous quelles conditions sont—ils conjugués dans Diff L(I )?
Une condition nécessaire est évidemment que les germes de f et g en 0 d’une part,
en 1 d’autre part, soient conjugués par des germes de difféomorphismes de classe C!.
Mais cette condition n’est pas suffisante, et Mather a introduit 'invariant M (f)
précisément pour décrire I’obstruction supplémentaire & la conjugaison.

3.2. Soient f,ge S"et 1 <s<r.

Nous dirons que f et g sont C°-germiquement conjugués s’il existe un germe de
C*—difféomorphisme sur un voisinage a droite de 0 (resp. sur un voisinage & gauche
de 1) qui conjugue les germes en 0 (resp. en 1) de f et g.

S’il en est ainsi, la relation f o h = ho g permet de prolonger la conjugaison locale
h en 0 en un difféomorphisme de classe C* de l'intervalle [0,1) qui vérifie la méme
relation. De méme, on prolonge la conjugaison locale h’ en 1 par un difféomorphisme
de classe C* de (0,1] qui vérifie foh' =h'og.

3.3. THEOREME (Mather, [Ma]). — Pour que f, g € S™ soit conjugués dans
Diﬁ”i_(I ), il faut et il suffit que f et g soient C'-germiquement conjugués et que
M(g) = M(f).
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Démonstration : On peut supposer que f et g sont C'-germiquement conjugués.

D’aprés 3.2, il existe un difféomorphisme h (resp. h’) de classe C! de l'intervalle
[0,1) (resp. (0,1]) qui vérifie foh=hog (resp. foh' =h'og).

Pour qu’un difféomorphisme h; de classe C' de l'intervalle [0,1) vérifie f o h; =
hyog, il faut et il suffit que f et h; oh~! soient permutables; par un résultat de Kopell
([Ko]), cette dernitre condition est équivalente au fait que h; o h~! appartienne au
groupe & un parameétre (f:)ier.

Donc, pour que f et g soient conjugués par un difféomorphisme k € Diffi (), il
faut et il suffit qu’il existe ¢, t’' € R tels que :

(1) k=fioh=f"ol,
sur l'intervalle (0,1).

D’autre part, (R~ o f5 0 h)scr est un groupe a un paramétre de difféomorphismes
de classe C! de l'intervalle [0,1), et on a h™ o f o h = g; d’aprés Kopell (loc. cit.),
ceci implique que pour tout s € R, on a :

h_10f30h=g3.
De méme, pour tout s € R, on a :
h,_lofsoh’:gs.
Soient a, b € (0,1), s,t,t' € Ret z = g¢°(b). On a :
F (W (@) = f ohog*(b) = f o W (b) = fo(h(a)),
avec o = th(a)’h’(b) (s+1t'); on a aussi :
fe(h(z)) = fe o hogo(a) = g 4o (h(a)),

avec o’ = Wb(s).
La relation (1) ci—dessus équivaut donc & :

' b _ prh(a),h’(b)
(¢, Wb = W} ;

cette derniére relation est équivalente & M(f) = M(g). O

3.4. Soient f, g € S”; supposons que les points fixes 0 et 1 de f sont hyperboliques,
c’est—a—dire que Df(0) > 1 > Df(1).

Compte—tenu de ’appendice 5, la démonstration du théoreme 3.3 fournit le résultat
suivant : pour que f et g soient conjugués dans Diff’, (I), il faut et il suffit que
Dg(0) = Df(0), Dg(1) = Df(1) et M(f) = M(g).

En effet, pour tout s € R, f; (resp. f°) est un diffomorphisme de classe C" de
Vintervalle [0,1) (resp. (0,1]).
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3.5. Soient f € S, 1 < s < r; on suppose que pour tout t € R, le difféomorphisme
fi (resp. f*) est de classe C* sur l'intervalle [0,1) (resp. (0,1]). Cette hypothése est
toujours vérifiée lorsque s = 1.

Soient a, b € (0,1); en reprenant la démonstration de 3.3 avec f =g, h = h' =id,
on voit qu'un difféomorphisme k € Diff} (I) commute avec f si et seulement si il
existe des réels t, ¢’ vérifiant :

k=fo=f" sur (0,1),
(t,t) Wt =wpe.

Le stabilisateur de W}"b pour P'action de R? définie en 1.5 est donc isomorphe au
centralisateur de f dans Diff ().

Si M(f) = m,, les groupes & un parametre (fi)icr et (f%):cr sont égaux et
coincident avec le centralisateur de f dans Diff} (1).

Sinon, le stabilisateur de W}”b est engendré par (1/n,1/n), pour un certain n € N*;

on a alors fy/, = f1/m =g € S°, et le centralisateur de f dans Diff} (I) est le groupe
des itérés de g (g™ = f).

3.6. Les éléments de M" dont le stabilisateur est engendré par (1,1) forment une
partie ouverte et dense de M. La discussion précédente permet ainsi, compte-tenu
du corollaire 2.5, de retrouver un résultat de Kopell ([Ko]) :

THEOREME (Kopell). — Les difféomorphismes f € S™ dont le centralisateur dans
Diffi_(I ) est engendré par f forment une partie ouverte et dense de ST.

3.7. Si les points fixes 0 et 1 de f € S” sont hyperboliques, on peut prendre s = r
dans la discussion de 3.5. La connaissance de M(f) permet alors de déterminer le
centralisateur de f dans Diff’, (I).
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Chapitre VI

CENTRALISATEUR D'UN DIFFEOMORPHISME
DONT LE NOMBRE DE ROTATION EST RATIONNEL

1. Introduction

Nous étudions dans ce chapitre le centralisateur d’un difféomorphisme f €
Diff’, (T?) dont le nombre de rotation est rationnel. Nous nous limiterons aux deux
cas suivants :

1) les orbites périodiques de f sont hyperboliques;
2) f posséde une seule orbite périodique.

Le premier cas se produit pour un ouvert dense de difféfomorphisme du cercle.

Le second cas se produit pour une partie dense de F'" ; ceci nous permettra d’utiliser
les résultats obtenus pour étudier le centralisateur de difféomorphismes dont le nombre
de rotation est irrationnel.

Disons quelques mots du cas général; soit f € Diff’, (T*) un difféomorphisme dont
le nombre de rotation est un rationnel p/q € Q/Z.

Si f¢ = id, d’aprés [H1, ch. II], f est conjugué dans f € Diff’, (T') & R,/q; son
centralisateur est un groupe isomorphe & Diff, (T*).

Supposons que f9 # id; les points fixes de f? forment un fermé de T! non vide et
différent de T, qui est invariant par tout homéomorphisme commutant avec f. Par
le théoréme de Denjoy, tout difféomorphisme de classe C? qui commute avec f a donc
un nombre de rotation rationnel.

On est ainsi conduit au probléeme de savoir & quelle condition deux difféomor-
phismes g et h qui ont des points fixes commutent; si g et h sont de classe
C?, une condition nécessaire est, d’aprés un résultat de Kopell ([Ko]), que les
ensembles de points fixes de g et h aient la méme frontieére. Des conditions nécessaires
supplémentaires sont obtenues en introduisant les invariants de Mather (cf. ch. VI)
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attachés aux composantes connexes du complémentaire de ’ensemble des points fixes
de g. Nous ne ferons une étude compléte que dans les cas particuliers mentionnés plus
haut pour les raisons suivantes :

— la combinatoire employée dans ces cas particuliers pour décrire les centralisateurs
deviendrait trés peu maniable dans le cas général ;

— nous voulons éviter les problémes, par ailleurs trés intéressants (cf. [Se]), liés aux
points fixes de g ou g est infiniment tangent & I'identité.

Mentionnons enfin le résultat suivant, di & Kopell (loc. cit.); dans Despace
Hom(Z?,Diff?°(T')), muni de sa topologie naturelle, il existe une partie ouverte
formée d’homomorphismes ¢ ayant la propriété suivante : tout difféomorphisme dans
I'image de ¢ a un point fixe ol le contact avec l'identité est infini.

2. Points fixes hyperboliques

2.1. Dans la suite du chapitre, nous fixons un ordre de différentiabilité r € NU {oc},
r>2.

On note HT(0) l'espace des difféomorphismes f € Diff’, (T?) dont le nombre de
rotation est nul et les points fixes sont hyperboliques.

Cet espace est invariant par conjugaison dans Diff’, (T?).

Nous nous intéressons a I’équation fonctionnelle :

(%) hofoh™ =g,

ou f, g € H™(0), h € Diff’, (T*); elle permet de décrire les classes de conjugaisons de
HT(0) et les centralisateurs des éléments de H"(0).

Tout difféomorphisme dans H"(0) n’a qu’un nombre fini de points fixes, et a le
méme nombre de points fixes attractifs et répulsifs. Pour tout n > 1, on notera
H7(0,n) 'ensemble des f € H"(0) qui ont exactement n points fixes attractifs et n
points fixes répulsifs; les H"(0,n), n > 1, sont les composantes connexes de H"(0) et
sont invariants par conjugaison dans Diff’, (T?).

On fixe dans la suite du paragraphe un entier n > 1; I’étude de I’équation (*), pour
f, g € H™(0,n), repose sur I'invariant de Mather (cf. ch. VI) et utilise des ingrédients
combinatoires que nous présentons dans les numéros suivants.

Ces ingrédients combinatoires sont nécessaires au vu de la remarque suivante :
lorsque f = g € H"(0,n), une solution de (*) peut permuter (cycliquement) les puits
et les sources de f.

2.2. Le groupe G,

Pour p > 1, on note Z, le groupe cyclique Z/pZ; pour i € Zy,, on note 2i € Zg,
I'image de i par ’homomorphisme qui envoie la classe de 1 dans Z, sur la classe de 2
dans Zsp.

Cet homéomorphisme définit une action du groupe Z, dans le groupe RZ2" en
posant, pour i € Zy, t = (t;) € R%n :

i't=8=(8j),
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avec s; = tj_a; pour j € Zan.

On notera G, 'extension de R%» par Z,, définie par cette action; les éléments de
G, sont des couples (4,t), avec i € Zy, t € R%2n | et le produit est défini par :

(@ t)(G,s) = (t + 4, u),

avec ug = tx + Sg—2i, pour k € Za,.

On identifie RZ2» (resp. Z,) & un sous—groupe de G, par l'injection canonique :
t — (0,t) (resp. i — (,0)).

Pour s € R, on note c(s) I’élément de RZ2» dont toutes les coordonnées sont égales
A s; l'application c est un isomorphisme de R sur un sous-groupe de R%2» noté C,,
qui est contenu dans la centre de G,,.

2.3. L’espace E,

L’espace (R x D"(T'))%2» muni de sa topologie naturelle sera noté E,.
Le groupe G, agit dans E,, de la fagon suivante; pour (i,t) € Gy, et (a;,v;) € En,
on a (i,t) - (aj,v;) = (bj, w;)jez,,, avec :
bj = aj-2i,

w; () = vj-2i(T — tj11) + 15,
pour j € Zy,, x € R.

Le sous—groupe Z,, de G, agit donc simplement par permutations cycliques paires
des coordonnées; un élément (0,t) de R%2» agit séparément sur les coordonnées; il
agit trivialement sur la composante réelle, et par une translation de vecteur (¢;41,t;)
des graphes sur la composante dans D" (T?).

On notera En (resp. E,) le quotient de E, par l'action de G, (resp. par la
restriction de cette action & Z,); on munit En et E, de leurs topologies quotient.

2.4. Stabilisateur d’un élément de F,

On dira qu’un sous-groupe fermé S de G, est admissible si son intersection avec
RZ%r C G, contient ¢(1) et est contenue dans Cj,.

Il est clair que c¢(1) agit trivialement dans E,, ; d’autre part, pour qu’une translation
laisse invariant le graphe d’un élément de D"(T?!), il faut qu’elle soit paralléle 3 la
diagonale de R?. Le stabilisateur d’un élément de E,, est donc toujours un sous—-groupe
admissible de G,,.

Soit S un sous—groupe admissible de G, S, son intersection avec RZ~, S; son
image par la projection canonique de G, sur Z,. Notons n; 'ordre du groupe cyclique
S1; n1 est un diviseur de n. Le groupe S est engendré par S,, qui est contenu dans
le centre de G, et par tout élément g dont 'image dans Z, engendre S ; il est donc
abélien.

1T cas: Ona S, = C,. On peut alors choisir g comme ci-dessus vérifiant g™t = 1¢,,.

Le groupe S est isomorphe & Z,, x R.

2°™€ ¢as : Ona S, # Cp; comme S, est fermé et contient ¢(1), il existe un unique
entier £ > 1 tel que ¢(1/¢) engendre S,. Les éléments h™!, h € S, forment un sous—
groupe de S, contenant c(ny/¢); il existe donc un entier n, divisant n; tel que c(n,/¢)
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engendre ce sous—groupe, et on peut choisir un élément g € S tel que g™ = c(n,/f) et
I'image de g dans Z, engendre S;. Posons g, = g™/™c(—1/£) € S; on a g™ = 1g,,.

Le groupe S est produit du groupe cyclique fini engendré par g, par le groupe cyclique
infini engendré par g; il est donc isomorphe & Z,,, x Z.

On a ainsi décrit la structure des sous—groupes admissibles de G,,. Il est facile de
voir que :

1) tout sous-groupe admissible de G, est le stabilisateur d'un élément approprié
de E,;

2) les éléments de E,, dont le stabilisateur est engendré par ¢(1) forment une partie
ouverte et dense de F,,.

2.5. L’application canonique de H"(0,n) dans E,

Soient f € H"(0,n) et z, un point fixe répulsif de f; notons zi,...,Z2n—1 les
autres points fixes de f, rencontrés dans cet ordre lorsqu’on parcourt T! dans le sens
positif & partir de z,.

Pour tout i € Zgy,, on pose A; = Df(z;) de sorte quona A; >1ou0< A4; <1
suivant que ¢ est pair ou impair; on pose a; = Log(| Log A;|).

D’apres 'appendice 5, il existe un unique difféomorphisme H; de classe C" de R
sur l'intervalle (z;_1,Z;41) de T! qui possede les propriétés suivantes :

1) DH;(0) =1, H;(0) = z;;
2) Hi(Aiz) = f(Hi(z)),Vz € R.
Soit v; le difféomorphisme de R dans lui-méme défini par la relation :
Hi(AY®) = Hipa(-AL,,), teR.
La relation ii) montre que v; € D"(T!). En fait, en notant f; la restriction de f a
(i, zit1], et en posant p; = H;(1), p} = lH,-+1(—1), on vérifie immédiatement que v;

est autre que le difféomorphisme WP défini en VI.1.4.
La famille (a;,v;)icz,, est un élément de E, qu’'on notera M(f,z,). On a :

(1) (ivO)M(f"TO) = M(fv$—2i)’

pour tout i € Z,, donc la classe de M(f,z,) dans E, ne dépend | que de f. Notons-
la M(f). D’apreés le chapitre VI, 'application de H"(0,n) dans E,, ainsi définie est
continue.

2.6. Critére de conjugaison dans H"(0,n)

Soient f, g € H"(0,n) et z,, Y, des points fixes répulsifs de f, g. On conserve aux
notations z;, A;, a;j, Hj, v, pj, p;- leur sens du numéro précédent; on note y;, B;
bj, Kj, wj, g;, ¢ les mémes objets relatifs a g.

Cherchons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un difféomorphisme
h € Diff} (T*) vérifie :

h(zo) = Yo
(2) {

hof=goh.
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On a alors h(z;) = y; pour j € Zsy ; comme la dérivée en un point fixe est invariante
par conjugaison, une condition nécessaire est :

(3) Aj=Bj, aj=bj, Vj€EZLs,.

On suppose désormais cette condition réalisée.

Le difféomorphisme Kj o Hj_1 conjugue la restriction de f & (zj-1,%;4+1) & la
restriction de g a (y;-1,Y;+1). Notons k; (resp; kj) la restriction de K; o Hj !
(resp. Kjq1 0 Hj__,_ll) a l'intervalle [mj,x?H]). On a allors ki(p;) = g5, K;(p}) = g,
Dkj(z;) = Dkj(zj+1) =l et v; = g’p", w; = Wy''¥ daprés 2.5.

Une condition nécessaire pour que h € Diﬂ’i (T?) soit solution de (2) est que sa
restriction h;j & [z, z;41] (qui est un difféomorphisme de classe C* de [z, z;41] sur
[Yj, yj+1]) vérifie :

(4) hjofj=gjoh;.

Notons (Gt)ier (resp. (G?)icr) le groupe a un parameétre de C™—difféomorphismes
de l'intervalle (y;—1,y;j+1) (resp. (y;,y;+2)) qui est associé & la restriction de g & cet
intervalle. On a donc les relations :

) { Gi(Ki(z)) = Ki(Biz),
G'(Kit1(2)) = Kir1(Bi12), Vi, z€R.

D’apres la démonstration de V .3.3, pour que h; soit solution de (4), il faut et il suffit
qu’il existe deux réels t;, t;» tels que :

(6) (£, 83)v; = w;;
(7 hj =Gy, ok; = G o k; sur [zj,Tj41].
On a alors :
. t’
(8) Dhj(z;) = By, Dhj(zj41) = Bp,;.

Pour que les h; soient restrictions d’une solution h € Diff} (T') de (2), il faut donc
avoir t; = t;i1, pour tout j € Zy,. En posant t = (t;);ez,,, on a alors d’aprés (3)
et (6) :

(9) (O» t)M(f, xo) = M(g’ yo) .

Réciproquement, supposons que f, g € H"(0,n) et t € RZ sont tels que la relation
(9) est satisfaite; posons t; = tj41, pour j € Zsy. Soit h ’homéomorphisme de T*
dont les restrictions h; sont définies par la relation (7). Il vérifie la relation (2). Sa
restriction & (z;-1,%;+1) est, d’aprés (7), égale & Gy, o K o Hj"x. On conclut que
h € Diff", (T?).

En tenant compte de la relation (1) du numéro précédent, on a ainsi démontré le :
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THEOREME. — Pour que deuz difféomorphismes f, g € H"(0,n) soient conjugués
dans Diff} (TY), il faut et il suffit que M(f) et M(g) aient méme image dans E,, ; f,
g sont alors conjugués dans Diff’, (T?).

Ceci permet de considérer En comme 'espace des “modules” pour les difféomor-
phismes de H"(0,n) (on verra plus tard que 'application M est surjective).

2.7. Centralisateur d’un élément de H"(0,n)

Soient f € H"(0,n) et z, un point fixe répulsif de f. Les notations z;, A; ont le
méme sens qu’en 2.5.

Soit A € Diff }r (T?) un difféomorphisme qui commute avec f; il existe alors i € Zy,
tel que h(z,) = x2;. En faisant g = f, y, = z2; dans la discussion de 2.6, on associe a
h un élément t = (t;) de R%~ tel que :

0,6)M(f,z0) = M(f,z2).
Comme (%,t) = (4,0) - (0,t), on a, d’aprés (1) :

(10) @ )M(f,z,) = M(f, ).

D’autre part, d’apres (8), h vérifie :

(11) h(z;) = Tj42:,

(12) Dh(z;) = A%t%, Vj€Zy.

Réciproquement, soit (¢,t) € G, un élément du stabilisateur de M (f, z,). D’apreés 2.6,
il lui correspond un difféomorphisme h € Diff’, (T') commutant avec f et vérifiant
(11) et (12). On a donc démontré la :

PROPOSITION. — Les centralisateurs de f € H™(0,n) dans Diff} (T*) et Diff”, (T*)
sont égaux et isomorphes, par les relations (11) et (12), au stabilisateur de M(f)
dans G,.

Notons que cet isomorphisme envoie f lui-méme sur ¢(1).

La proposition implique en particulier que le centralisateur est toujours abélien.
Plus précisément, en reprenant la discussion de 2.4, on obtient les éventualités
suivantes :

1) Si le stabilisateur est isomorphe & Z,, x R, avec n; divisant n (premier cas de
2.4), le centralisateur de f est produit d’un groupe & un parametre (f;):cr dans
F7(0) tel que fi = f par un groupe cyclique fini engendré par un difféomorphisme
conjugué (dans Diff", (T?)) & la rotation Ry/n, ;

2) si le stabilisateur a les propriétés décrites dans le deuxiéme cas de la discussion
de 2.4, et si on garde & £, n,, n; le sens qu’ils ont en 2.4, il existe deux
difféomorphismes h,, h; € Diff", (T!) ayant les propriétés suivantes :

a) ho est conjugué dans Diff’, (T*) & une rotation d’ordre n,;
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b) le nombre de rotation de h est de la forme k/nq, avec k Any =1;

c) posons hy = h/™hy; alors hy € HT(0,n), h = f, et hy engendre
l'intersection du centralisateur de f avec F"(0);

d) le centralisateur de f est produit du groupe cyclique fini engendré par h,,
par le groupe cyclique infini engendré par h;.

En particulier le centralisateur est cyclique si et seulement si n, = 1; il est réduit
aux itérés de f si et seulement si £ =n; = 1.

3. Orbites périodiques hyperboliques

3.1. On fixe dans ce paragraphe un rationnel p/q € Q/Z, c’est—a—dire un entier ¢ > 1
et une classe p dans Z,; qui engendre Z;. On suppose que ¢ > 2, le cas ¢ = 1 ayant
été traité au §2.

On note H"(p/q) I'ensemble des difféomorphismes de classe C", de nombre de
rotation p/q, dont toutes les orbites périodiques sont hyperboliques.

Pour n > 1, H"(p/q,n) désigne ’ensemble des difféomorphismes de H"(p/q) qui
on exactement n orbites périodiques attractives et n orbites périodiques répulsives.
Les H"(p/q,n), n > 1, sont les composantes connexes de H"(p/q), et chacune est
invariante par conjugaison dans Diff’, (T?).

On fixe dans la suite du paragraphe un entier n > 1, et on pose m = ngq.

3.2. Critére de conjugaison dans H"(p/q,n)

Soient f € H"(p/q,n), et F = f9. Alors F appartient & H"(0,m); soit z, un point
fixe répulsif de F'; comme f appartient au centralisateur de F, il lui correspond par
2.7 un élément v du stabilisateur S C G,, de M(F,z,) € En,; on a ¥9 = ¢(1), car
f% = F, et la projection de v dans Z,, est la classe de np, image de p € Z, par
I'application de Z; dans Z,, qui envoie la classe de 1 (dans Z,) sur la classe de n
(dans Zy,).

Réciproquement, si v’ € S vérifie v/ = (np,t), v'7 = ¢(1), il existe un réel s tel que
v = vc(s) (car vy~ € SNRZm), d’ot1 on tire 7’9 = y9c(gs), s=0et v =~'.

En d’autres termes, f est l'unique difféomorphisme de Hl(p/q,n) qui vérifie
fi=F.

Soit g un autre difféomorphisme dans H"(p/q,n); posons ¢g? = G.

PROPOSITION. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f et g sont conjugués dans Diff} (T?);
ii) f et g sont conjugués dans Diff’, (T?);
iii) F et G sont conjugués dans Diff} (T*) ;
iv) F et G sont conjugués dans Diff’, (T*) ;
v) M(F) et M(G) ont méme image dans Ep,.
Démonstration : On sait déja par (2.6) que iii)<=iv) <=v). Il est clair que

ii)==>i)==1iii). Supposons qu'on ait ' = h o G o h™!, avec h € Diff, (T?); alors
le difféomorphisme f’ = ho go h~! appartient & H"(p/q,n) et vérifie f'9 = F, donc
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f' = f; on a donc iv=ii). 0

3.3. Centralisateurs

En faisant g = f dans la démonstration de la proposition précédente, on voit que
les centralisateurs de f € H"(p/g,n) dans Diff’, (T!) et Diff} (T') sont égaux au
centralisateur de F' (qui est le méme dans Diff”, (T?) et Diff’ (T?)).

Notons S le stabilisateur dans G, de M(F); reprenons la discussion de 2.7,
connaissant l'existence d’un élément v = (np,t) € S tel que v? = ¢(1) :

1) Lorsque Cp, C S, le centralisateur est encore de la forme Z,,, X Cp,, ot m;
divise m; comme v € S, on peut écrire m; = n1q, avec n, divisant n;

2) Supposons que SNR%2m soit engendré par c¢(1/£), (¢ > 1); notons m; l'ordre
de 'image de la projection de S dans Z,,, m, 'entier tel que c¢(m,/£) engendre le
groupe des éléments A™, h € S; on sait (cf. 2.4) que m, divise m; et m; divise m;
comme 7 € S, on obtient de plus qu’on peut écrire m; = n;q, et m, divise n1£ (car
4™ = ¢(n1)); en notant s le p.g.c.d. de £ et g, on voit donc que m, divise n;s.

On pourrait comme en 2.7 décrire plus précisément le centralisateur de f; disons
simplement que pour qu’il soit réduit aux itérés de f, il faut et il suffit que £ = ny = 1.

4. Difféomorphismes n’ayant qu’une orbite périodique

4.1. Pour tout rationnel p/q € Q/Z, on note F"(p/q) 'ensemble des difféomorphismes
f de classe C™, de nombre de rotation p/q, qui ont exactement une orbite périodique.
Il est clair que F"(p/q) est contenu dans la frontiere de F"(p/q) ; de plus, si on note :

F(p/q) = Fi.(p/q) N F}(p/q),

F"(p/q) = F"(p/q) N F"(p/q),

I'union ﬁr(p/q) = ﬁi (p/g) N Fr (p/q) est disjointe.
Rappelons (cf. 1.1.12) que dans F7(p/q), ﬁl(p/q) est une partie dont l'intérieur
est dense; il en est de méme pour F' (p/q) dans FT (p/q).

4.2, Soient f € ﬁ;(p/q), F = f1.

Le difféomorphisme F' a exactement g points fixes.

Notons J Pensemble des composantes connexes du complémentaire dans T* de ces
q points.

Soit J € J; la restriction de F & J est du type étudié au chapitre V : elle fixe les
extrémités de J et n’a pas de point fixe dans J. On peut donc lui associer, par V.1.6,
un élément M (F,J) de I’espace M".

Le groupe des itérés de f permute transitivement les éléments de J, et conjugue
les restrictions de F' & ces intervalles; par V.3.3, la classe M (F,J) ne dépend donc
pas de J. On la notera M(f). Son stabilisateur pour 'action de R* dans D"(T*) va
nous permettre de décrire, de méme qu’en V.3, le centralisateur de f.
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4.3. Soient f, F', J comme précédemment, et s un entier compris entre 1 et r. Etant
donnés trois points fixes consécutifs z, y, z de F, on sait (cf. VI.1) qu’il existe un
unique champ de vecteurs de classe C! sur (z,z) associé a la restriction de F & cet
intervalle. Nous ferons ’hypothése suivante :

(H,) Le groupe & un paramétre associé d ce champ de vecteurs est constitué par des
difféomorphismes de classe C*® de (z, 2).

Notons que :

1) cette hypothése est toujours vérifiée si s =1 :

2) elle est vérifiée pour s = r — 1, lorsque le contact de F avec 'identité en y est
d’ordre inférieur & r : voir ’appendice 4;

3) elle ne dépend pas du choix des points z, y, 2, car les itérés de f permutent
transitivement les points fixes de F'.

Ceci étant, notons Z le centralisateur de f dans Diff{ (T"). Tout élément de Z
préserve l'orientation et I’ensemble des points fixes de F', donc agit par permutation
cyclique sur cet ensemble. On définit ainsi un homomorphisme ¢ de Z dans Zg ; comme
I'image de f par ¢ est la classe de p, @ est surjectif. De plus, Z est engendré par f et
le noyau de ¢.

Soient h € Ker g, j € J. Notons (F;)ier, (F*)ier les groupes & un parametre de
difféomorphismes de J associés a la restriction de F & J. Comme h commute avec cette
restriction, il existe par VI.3.5 un réel ¢ tel que la restriction de h a J est égale a F; et
Ft; de plus (t,t) appartient au stabilisateur S dans R? de la classe M (F,J) = M(f).
Si K est un autre élément de J, et i un entier tel que f*(J) = K, les groupes & un
paramétre associés a la restriction de F' & K sont respectivement (f* o Fy o f~%)scr
et (f' o Fto f~%);cr. Ceci montre que t ne dépend pas de J et que I’application de
Ker ¢ dans S qui associe (¢,t) & h est injective; cette application est clairement un
homomorphisme, et il résulte de I’hypothese (H;) qu’elle est surjective.

En particulier, Ker ¢ est abélien; comme Z est engendré par f et le noyau de Ker ¢,
Z est aussi abélien.

Lorsque S est égal a la diagonale de R?, c’est-a—dire qu’on a M (f) = m,, classe des
translations, il existe un groupe & un parametre dans F*(0) (contenu, & l'exception
de Videntité, dans F**(0)) dont le temps 1 est égal & f9.

Sinon, S est engendré par un élément de la forme (1/n,1/n), ot n € N*. Il
correspond a cet élément un difféomorphisme h € F $(0) tel que A™ = f9; le
centralisateur de f dans Diff} (T?) est engendré par f et h; pour qu'il soit réduit
aux itérés de f, il faut et il suffit qu’on ait n = 1.

Soit d le plus grand diviseur commun de n et ¢ (on prend d = ¢ lorsque
M(f) = m,); notons h, 1'élément de Ker ¢ qui correspond a (1/d,1/d); les éléments
d’ordre fini du centralisateur de f dans Diff%, (T?) forment un groupe cyclique engendré
par hof~(4/d),

5. Produits fibrés

5.1. L’objet de ce paragraphe est de montrer que les applications continues notées M
et définies aux § 2, 3, 4 sont ouvertes et surjectives.
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La méthode est la méme qu’en V.2 : faire apparaitre H"(0,n), H" (p/q,n), ﬁj_ (»/q)
comme des produits fibrés.

5.2. Considérons d’abord le cas de ﬁ: (p/q)-

Soit R le revétement & q feuillets de Fj_ (p/q) formé des couples (f,z,) € ﬁ_,r_ (p/q) x
T?! tels que z, appartient & l’orbite périodique de f.

Soit (f,z,) € R; notons z; le point qui succede & z, dans I'orbite périodique de f
lorsqu’on parcourt T! dans le sens positif; notons a le milieu de I'intervalle [z,, z1].

On note P(f,z,) la restriction de f au complémentaire dans T! de lintervalle
(f~%(a),a); on munit 'ensemble P(R) de la topologie induite de celle de R par
I’application P.

Notons Z, (resp. Z1) le champ de vecteurs de classe C sur [z,,z1) (resp. (zo,%1])
qui est associé & la restriction de f9 & cet intervalle : notons u (resp. v) la primitive
de Z;' (resp. Z;'') sur (z,,%;) qui s’annule en a

D’aprés V.1, le difféomorphisme W(f,z,) = u o v~! appartient & D5(T'); sa
classe dans M™ est d’ailleurs par définition (cf. 4.2) égale & M(F, [z,,z1]) = M(f);
l’application W est continue.

D’autre part, la restriction de Z, (resp. Zi, resp. u, resp. v) a l'intervalle [z,, a
(resp. [a,z1], resp. (%o, a], resp. [a,z1)) ne dépend que de 'image P(f,z,) de (f,z,)
dans P(R). Il en est de méme du r—jet a (resp. 8) du u (resp. v) en a. On définit une
application p de P(R) dans J" en posant :

p(P(f,2,)) = af™",

le produit étant pris dans J".
Soit j I’application de D%(T?!) dans J" qui associe & un difféomorphisme son r—jet
en 0. Il est clair qu'on a :
joW =poP.

Plus précisément, on démontre exactement comme en V.2.4 le résultat suivant :

ProOPOSITION. — Le diagramme suivant :

R —— P(R)
Dr('ﬂ‘l) SN JT
est commutatif ; il présente R comme produit fibré des applications p et j. Toutes les

applications du diagramme sont continues, ouvertes et surjectives.

COROLLAIRE. — L’application M : ﬁi(p/q) — MT définie en 4.2 est continue,
ouverte et surjective.

Ceci résulte de la proposition précédente, et du fait que la projection canonique de
D7 (T') sur M" est continue, ouverte et surjective.
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CoroLLAIRE (Kopell, [Ko]). — Les difféomorphismes f € f’_{ (p/q) dont le centra-
lisateur dans Diﬁ‘i (T?) est réduit auz itérés de f forment une partie ouverte et dense

de F7.(p/q).

Démonstration : L’hypothése (H;) de 4.3 est vérifiée par tout difféomorphisme f
de F7(p/q); donc le centralisateur de f dans Diff },_ (T?) et égal au groupe des itérés de
f si et seulement si le stabilisateur dans R? de M(f) est le groupe cyclique engendré
par (1,1); or les éléments de M™ qui posseédent cette propriété forment une partie
ouverte et dense de M". Le corollaire résulte alors du corollaire précédent. 0

5.3. Traitons maintenant rapidement le cas de H"(p/q,n), qui est essentiellement
analogue.

On pose m = nq; on note R’ le revétement & m feuillets de H"(p/q,n) formé des
couples (f,z,) € H"(p/q,n) x T* tels que z, soit un point périodique répulsif de f.

Soit (f,z,) € R'; posons f? = F. A partir de F et de z,, on définit comme en 2.5
les points z;, p;, p, les réels A; et a;, les applications H; et v;, pour 0 < i < 2m.

Posons p! = F~(p}), et notons I; l'intervalle égal & (p/,p}) si i est pair, et 2
(P}, pY) si i est impair. Considérons la restriction de f au complémentaire dans T* des
intervalles I;, 0 < i < 2n; on notera cette restriction P(f,z,).

On vérifie alors que les objets suivants ne dépendent en fait que de P(f) :

— le point z;, pour 0 < i < 2m;

— les réels a; et A; pour 0 <i < 2m;

— les points p}, p!, pour 0 < ¢ < 2n;

— le réel H ' (p}), pour 0 < i < 2n;

— la restriction de H, a [0,H,(p))], celle de Ha, & [—1,0], et celle de H; a

[-1, H; Y (p)] pour 1 < i < 2n (lorsque p/q = 0, on a m = n et on convient que
H, = Ho);

— les réels v;(0), Dv;(0),...,D"v;(0), pour 0 < i < 2n.

On munit P(R’) de la topologie induite de celle de R’ par I'application P.

On note J™ Pespace des r—jets en 0 des applications v qui sont des difféomorphismes
de classe C" préservant 'orientation d’un voisinage de 0 sur son image; cet espace
est canoniquement homéomorphe, via I'application : v — (v(0), Dv(0),...,D"v(0)) &
Pespace des r + 1-uplets (2o, ...,2,) € R™! tels que z; > 0.

On note j I'application de D"(T!) dans Jr qui associe a un difféomorphisme son
r—jet en 0.

Pour (f,z,) € R', on note V(f,z,) le 2n-uplet (v,,...,v2n—1) € (D7(T}))?";
d’apres ce qui précede les m—jets j(v;), 0 < ¢ < 2n, ne dépendent que de P(f,z,); on
peut donc définir de fagon unique une application p de P(R’) dans (j )27 telle que le
diagramme :

P
R — P(R)

/| 1
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soit commutatif.
Ceci étant, on démontre de fagon analogue a V.2.4 le résultat suivant :

PROPOSITION. — Le diagramme précédent présente R' comme le produit fibré des
applications p et 52" ; toutes les applications du diagramme sont ouvertes, continues
et surjectives.

5.4. COROLLAIRE. — L’application M de H"(0,n) dans E,, définie en 2.5, est
ouverte, continue el surjective.

Démonstration : 11 suffit de démontrer que 'application de R’ dans E,,, définie
en 2.5 et également notée M, est continue, ouverte et surjective. Cette application
s’exprime simplement en fonction des applications P et V du diagramme de 5.3, car
on a p/q = 0 donc m = n. Que cette application M soit continue, ouverte et surjective
résulte aisément (mais assez fastidieusement) de la proposition précédente. 0

5.5. Supposons maintenant que le nombre de rotation p/q n’est pas nul.

Notons G,,(p/q) la partie de G, formée des éléments v = (i, t) tels que i = np et
v? = ¢(1). Désignons par E,(p/q) la partie de E,, constituée des éléments dont
le stabilisateur S de l'action de G,, dans E,, rencontre Gn,(p/q); par 3.2, cette
intersection est alors réduite a un point.

Pour déterminer un élément de E,,(p/q), il suffit de connaitre ses 2n premiéres
coordonnées (dans R x D7(T!)) et 'élément de G,.(p/q) qui appartient & son
stabilisateur ; de plus ces données sont arbitraires; donc E,,(p/q) est homéomorphe &
(R x D"(T1))** x Gm(p/q)-

Notons E,(p/q) I'image de E,,(p/q) dans E,, par la projection canonique.

Si f appartient & H"(p/q,n), alors f¢ € H"(0,m), et par 3.2 I'invariant M (f9)
appartient & E,,(p/q).

On démontre de fagon analogue a 5.4 le résultat suivant.

COROLLAIRE. — L’application : f — M(f9), de H"(p/q,n) dans E..(p/q), est
ouverte, continue et surjective.

5.6. CoroLLAIRE (N. Kopell [Ko]). — Les difféomorphismes f € H"(p/q,n), dont
le centralisateur dans Diﬁ‘ﬁr('ll'l) est réduit au groupe des itérés de f, forment une
partie ouverte et dense de H"(p/q,n).

Démonstration : Supposons que p/q = 0 (resp. p/q # 0); les éléments de E,, (resp.
E..(p/q)) dont le stabilisateur S dans G, (resp. Gy,) est le groupe engendré par c(1)
(resp. par 'unique élément de SNG,,(p/q)) forment une partie ouverte et dense de Ey,
(resp. Emn(p/q)). Par 2.7 et 3.3, pour que les seuls difféomorphismes dans Diffi (T?)
commutant avec un difféomorphisme f € H"(0,n) (resp. H"(p/q,n)) soient les itérés
de f, il faut et il suffit que M (f) (resp. M (f7)) appartienne a cette partie. Le corollaire
résulte donc du corollaire 5.4 (resp. du corollaire 5.5). 0

Notons aussi que la surjectivité des applications considérées dans les corollaires
5.4 et 5.5 permet d’identifier E, (resp. En(p/q)) comme l'espace des “modules”
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de difféomorphismes f € H"(0,n) (resp. € H"(p/q,n)) pour la conjugaison dans
Diff, (T') (ou Diff’ (T?)) : cela résulte des critéres de conjugaison des § 2 et 3.

Cette surjectivité implique enfin que toutes les éventualités discutées en 2.7 (resp.
3.3) pour le centralisateur d’un difféomorphisme f € H"(0,n) (resp. f € H"(p/q,n))
peuvent effectivement se produire.
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Chapitre VII

CENTRALISATEUR D’UN DIFFEOMORPHISME DONT LE
LE NOMBRE DE ROTATION EST IRRATIONNEL :
PREMIERS RESULTATS

1. Introduction

On étudie, dans ce chapitre et le suivant, les centralisateurs des difféomorphismes
du cercle dont le nombre de rotation est irrationnel.

On se limitera au cas ou la classe de différentiabilité r des difféomorphismes
considérés est soit infinie, soit un entier au moins égal & 2; on ne traitera donc pas
le cas des contre-exemples de Denjoy (voir & ce propos [H1, ch. X]), ni surtout le
cas des difféomorphismes analytiques (voir & ce propos les travaux récents de Ricardo
Pérez—Marco [PM]).

Soit f € Diff’, (T*) un difféomorphisme dont le nombre de rotation o est irration-
nel; pour 0 < s < 7, on notera Z,(f) le centralisateur de f dans le groupe Diff} (T?),
qu’on munit de la topologie induite par celle de Diff} (T*). L’adhérence dans Diff, (T?)
du groupe des itérés de f est un sous—groupe fermé de Z,(f) qu’on notera Z%(f). Pour
0<t<s<r, Zs(f) (resp. Z2(f)) s’injecte continiiment dans Z;(f) (resp. Z?(f)).

Comme 7 > 2, il existe, par le théoreme de Denjoy, un homéomorphisme h tel que
hofoh™! = R,; comme le centralisateur de R, dans Homéo™ (T?) est le groupe des
rotations, le centralisateur de f dans Homéo™ (T?) est I’ensemble des h™! o Rg o h,
(3 décrivant T!. Le groupe topologique Zo(f) est donc, via I'application “nombre de
rotation”, canoniquement isomorphe & T?.

On peut donc, pour s > 0, identifier algébriquement (mais non topologiquement)
le centralisateur Zs(f) a un sous-groupe de T?.

On démontre au §2 deux propriétés algébriques génériques de Z;(f) : il n’a pas de
torsion, et f n’y est pas divisible.

Dans les paragraphes suivants , on s’intéresse principalement & la topologie des
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groupes Zs(f); ce sera aussi I'objet principal du chapitre suivant.
Ces généralités sur les centralisateurs sont reprises de [H1, ch. XII], qu’on pourra
consulter pour plus de détails.

2. Divisibilité et torsion : propriétés génériques
2.1. L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

THEOREME. — Soit 7 € N*U{oo} ; les deux propriétés suivantes sont vérifiées pour
un ensemble de difféomorphismes f € F" résiduel dans F" :
a) Le seul difféomorphisme de classe C' qui commute avec f et dont le nombre de
rotation est rationnel est l’identité;
b) p(f) n’est pas un multiple dans Z,(f), c’est-a—dire que pour tout n > 2 l’équation
g" = f n’a pas de solution dans Diff} (T?).

La démonstration du théoréme occupe le reste du paragraphe.
Pour tout ¢ € C°(T?), on pose :

lplco = Maxeerlp(t)] -

2.2. Soit p/q € Q/Z; on rappelle que Fr (p/q) désigne ’ensemble des difféomorphismes
de F7(p/q) qui ont une seule orbite périodique.

Soit f € ﬁo(p/ q); on note P(f) son orbite périodique. Pour 1 > 0, on définit :

Iy(f) ={z € T" | Yy € P(f), ]|z - yll > n},
Tp(f) ={z €T | | f(z) - zl| > n}.

Il est clair que les complémentaires des J,(f) (resp. J;(f)) pour n > 0 forment un
systeéme fondamental de voisinages compacts de P(f). Si 7 est assez petit, J,(f) a
exactement ¢ composantes connexes; on supposera toujours que c’est le cas.

2.3. Soient p/qg € Q/Z, f € f’o(p/q), n, K > 0.

PROPOSITION. — Il existe un réel m; > 0 et un voisinage U de f dans Homéo, (T*)
possédant la propriété suivante : si g € Diﬂ?:L (T1) vérifie | Log Dg|co < K et commute
avec un élément de U, il existe un unique entier ¢ € [0,q) tel que toute composante
conneze de Jy(f) soit envoyé par g et f* dans la méme composante conneze de Jy, (f).

Démonstration : On choisit 7y > 0 tel que J,(f) C Jp,(f), on pose n3 = ime XK,
et on choisit 7; > 0 de fagon a vérifier :
Jflls(f) - J"Il(f) ’
Fi(In(f) C Jni(£), VO <i<q.
K

On choisit ensuite 74 € (0,72) tel que Jy, (f) C Jy,(f), on pose 15 = %me' ,
ne = $mae” 2K puis on choisit 77 tel que Jps (f) C I, (f)-
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On définit enfin :
U = {f' € Homéo™ (T*)/Vz € T, ||f%(z) — f')(z)|| < m6}-

Soit g € Difﬂ_ (T!) un difféomorphisme qui commute avec f' € U et vérifie
| Log Dglco < K.
Pour tout z € J,(f),ona:

lo(7(2)) - (@) < eK1157(@) - F@) < 6 = 575
lo(7*(@) - 9@ 2 e 172(@) — 2| > e~ = 2na;
1£(9(@)) ~ (S @) <76 < 5s-

On en tire : ) )
1£9(g(z)) — g(2)|| > 2n3 — 375 = 575 273,

2
done g(z) € Jp,(f) € Jn, ().

En remplacant g par g~! et 72, n3 par 74, 75 dans les inégalités précédentes, on
montre de méme que g~} (J,, (f)) C Iy, (f).

Soit J une composante connexe de Jy,(f); il existe un unique entier ¢ € [0,q) tel
que f*(J) et g(J) soient contenus dans la méme composante connexe de Jp, (f). Pour
montrer que 7 ne dépend pas de J, il suffit de prouver que deux composantes connexes
Jo et Jy de Jy(f) ne sont pas envoyées dans la méme composante J; de Jy, (f); mais
si cela était, on aurait JoUJy C g71(J2) C Jy,(f), une contradiction puisque g=1(Jz)
est connexe.

2.4. Sous les hypotheses de 2.3, on se donne de plus un entier n > 1; en itérant la
proposition, on voit qu’il existe un voisinage V = V (n, K, 7, f) de f dans Homéo™ (T?)
ayant la propriété suivante :

si g € Diff} (T!) commute avec un élément de V et vérifie | Log Dg|co < K, il
existe un unique entier i € [0, ¢) tel que pour tout j € Z, |j| < n, et toute composante
connexe J de J,(f), g7(J) et f¥(J) sont contenus dans la méme composante connexe
de Jo(f).

Considérons en particulier les situations suivantes :

1) On a g° =id, avec n > £ et £ > 2 premier & ¢; montrons que ceci implique
que g est l'identité. Soit J une composante connexe de J,(f); alors J = g¢(J) et
f¥(J) sont contenus dans la méme composante connexe de J,(f), donc if = 0[q] et
i = 0; il s’ensuit que les g7(J), 0 < j < ¢, sont contenus dans la méme composante
connexe de Jo(f). Comme ceci est vrai pour chacune des ¢ > 2 composantes connexes
de J,(f), et comme le nombre de rotation de g est de la forme k/¢, k € Z, on en
déduit que k =0 et g = id.

2) Onagl=feV,avecn>Llet LAg> 1.
Montrons que ceci est impossible (si V est assez petit).
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En effet, si J est une composante connexe de J,,(f), alors g¢(J) = f'(J) et f¥(J)
sont contenus dans la méme composante connexe de Jo(f), ce qui implique £ = 1[q],
une contradiction.

2.5. Démonstration du théoréme 2.1

Pour n > 2, définissons :

Qn={p/q€Q/Z|pAg=1, qAn>1},
Q.=1{p/e€Q/Z|q>2 et qgAn=1},
Fn: U ﬁr(p/q)a

P/9€EQn

F,=|J F/g.

p/q€Qy,
Comme @, et @, sont denses dans Q/Z, F, et F}, sont denses dans F" (cf. 1.1.12).

Pour tout f € F,, (resp. F;) on choisit n > 0 tel que Jo(f) et J,(f) aient le méme
nombre de composantes connexes. On définit alors, pour n > 2, K >0 :

V(n,K) = U V("aK,n,f),

fan
V(n,K)= |J V(n,K,n,f),
feFy,
V=) V(n,K),
n>2
KeN*

V=[] V'(n,K).
n>2
Ken*

L’intersection de V' (n, K) (resp. V'(n, K)) avec F" contient un ouvert dense de F",
donc V (resp. V') coupe F" suivant une partie résiduelle de F".

Supposons qu'il existe g € Diff i (T1) et £ > 2 tel que g € V; on peut alors trouver
K € N* et f € Fy tels que |Log Dg|co < K et g¢ € V(¢, K,n(f), f); en comparant la
définition de Fy et 2.4.2) on obtient une contradiction. On a ainsi démontré 2.1.b).

La propriété d’étre minimal étant générique dans F", les difféomorphismes de V'
qui sont minimaux forment une partie résiduelle de F". Soit f’ un tel difféomorphisme,
et g un difféomorphisme de classe C! dont le nombre de rotation k/¢ est rationnel;
on a alors g = id; on peut trouver K € N* et f € F, tels que |Log Dg|co < K et
f e V&, K,n(f), f). En comparant 2.4.1) et la définition de F; on voit qu’on doit
avoir g = id, ce qui démontre 2.1.a). []
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3. Topologie du groupe des itérés : propriétés génériques

3.1. Soit  un ordre de différentiabilité, que nous supposons infini ou entier au moins
égal 2 2. Si f appartient & Diff’, (T?), et son nombre de rotation est irrationnel, on peut
donc identifier, pour tout 0 < s < r, les groupes Z2(f) et Zs(f) a des sous—groupes
de T1.

Ceci étant, il est clair que si f est conjugué dans Diff} (T!) & une rotation
irrationnelle, on a Z%(f) = Z,(f) = T*.

Réciproquement, Herman a observé ([H1, ch. XII]) qu’il résulte d’un théoréme de
Montgomery-Zippin ([M-Z, p. 213]) que si Z,(f) = T, alors f est conjugué dans
Diff$ (T?) & une rotation.

3.2. Rappelons un autre résultat de Herman [H1, ch. XII] : il démontre que pour
un difféomorphisme f générique dans F", le groupe Z2(f) a la puissance du continu.
Pour voir ceci, il définit un invariant :

K, (f) = infdy (id, "),

ot d, est une distance définissant la C™-topologie sur Diff’, (T'); K, est semi—continu
supérieurement, donc K,;71(0) est un Gs; d’autre part, si K,(f) = 0, le groupe Z2(f)
est complet et non discret, donc a la puissance du continu.

Or, il est clair que K;!(0) contient les classes de conjugaison dans Diff’, (T?)
des rotations, et I’ensemble de ces classes est dense dans F” (par le théoréme de
conjugaison de Herman [H1, ch. IX]); le résultat de Herman en découle.

Soit & € T! un nombre irrationnel; on a vu au chapitre IV que O est dense dans
Fg°; il en résulte immédiatement que O, est dense dans F},, car on peut approcher
(dans la C"-topologie) un difféomorphisme de F}; par un difféomorphisme de FZ°.
En introduisant ce résultat dans ’argument de Herman, on obtient donc le théoréme
suivant, qui précise celui de Herman :

THEOREME. — Soit a € T! — (Q/Z). Pour un difféomorphisme f générique dans

FZ, le groupe Z°(f) a la puissance du continu.

3.3. Soient a € T! — (Q/Z) et 0 < s < 7.
On définit les sous—groupes Z,(a), Z2(a) par les formules :

Zs(a)= ﬂ Zs(f)v

ferg

ZJe)= () 22(f)-

feFg

Herman a montré ([H1, ch. VI]) qu'on a K;(f) = 0 pour tout difféomorphisme
f € Ff, donc le groupe Z9(f) a toujours la puissance du continu. On va préciser
quelque peu ce résultat.
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LEMME. — S0it (an)n>0 une suite d’éléments non nuls de T telle que Y. |lan| <
n>0

+00. Alors l’ensemble des sommes des séries Y. €nan, 0U (€n)n>o0 décrit {0,1}N, a
n>0
la puissance du continu.

Démonstration : Quitte & remplacer (a,)n>0 par une sous—suite, on peut supposer
qu'on a ||an|| < %llan—1]| pour n > 1. L’application : (€n)nz0 — Y. €nan de {0,1}N
n>0

dans T? est alors injective. 0

3.4. Soit o € T! — (Q/Z), et (£n)n>0 une suite d’entiers strictement positifs telle que
3 |lénall < +00. On note G((£,), @) le sous—groupe de T! constitué par les sommes
n>0

des séries Y bnlnpa, ol (by)n>o décrit 'ensemble des suites bornées a valeurs dans
n>0

Z. Ce group-e a la puissance du continu par le lemme 3.3.
Notons (gn)n>0 la suite des dénominateurs des réduites de . Rappelons qu’on a

2 llgnell < +oo.
n>0

THEOREME. — Supposons que r > 3. Pour tout o € T! — (Q/Z), le groupe Z?(c)
contient G((gn), ) et a donc la puissance du continu.

Démonstration : Soient 8 = Y bygna un élément de G((gn), @), et f € F; posons,
n>0
k
pour tout k >0, mg = Y bpgn.

n=0

On a vu au chapitre III que la série ) || Log Df?||co(r1) est convergente.
n>0

Ceci implique immédiatement que la suite (f™*F)g>o converge dans
Diff i (T?); sa limite a pour nombre de rotation S. 0

3.5. On verra au chapitre VIII qu'il existe des difféomorphismes f € Diff(T?), de
nombre de rotation irrationnel, tels que le centralisateur Z,(f) soit réduit au groupe
des itérés de f. Si a est le nombre de rotation d’un tel difféomorphisme, on a donc :

Zy(a) = Z9(a) = Z2, (@) = Zu(a) = Za.

Cependant, cette situation n’est pas générique en « :

THEOREME. — Pour un ensemble résiduel de nombres o € T* — (Q/Z), le groupe
Z% (a) a la puissance du continu.

De fagon peu précise, on a Z(a) = Za lorsque toutes les réduites de « sont de
trés bonnes approximations de a; le groupe Zgo (@) a la puissance du continu lorsque
a est trés bien approché par des nombres de type constant; cette derniére propriété
est générique.
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La démonstration du théoréme occupe la fin du chapitre.

3.6. Pour tout entier r > 0, et tout difféomorphisme f = id + ¢ € D"(T?), on pose :

|flr = Ma'XOSSSr|Ds‘P|C° )
I £ll- = Max(|f]r, |f~4]) .

Pour f € Diff, (T'), on note ||f||. le plus petit des nombres ||f||,, ot f décrit
I’ensemble des relevements de f. Notons qu'on a ||f||; < ||f|lr+1 pour tout f €
Diff 1 (T?).

On note Diff", (T?,0) I’ensemble des difféomorphismes f € Diff’, (T!) qui vérifient
f(0) = 0. Pour tout k& > 1, on définit :

Bi(r) = {f € Diff (T*,0) | |f]l- < k}.

Pour tout r > 0, on choisit une suite (6(n,7))n>1 de réels strictement positifs
qui décroit vers 0 et possede la propriété suivante : pour toute suite (fn)n>1 dans
Diff”, (T*) qui vérifie || fall» < 8(n,T) pour n > 1, la suite (F;,)n>o définie par Fy = id,
F, = fn o Fh_1, converge dans f € Diff’, (T?). De plus, lorsque r varie, on fait ces
choix de fagon & avoir §(n,r + 1) < §(n,r) pour tous n > 1, r > 0.

3.7. Pour tout f € Diff}(T?,0) et tout & € T! — (Q/Z), il existe un unique
A(f, @) € T tel que le difféomorphisme f, = R A(f,a) ©f ait pour nombre de rotation a.
De plus, pour tout entier r, 'application : (f,a) — f, de Diff", (T*,0) x (T* — (Q/Z))
dans Diff’, (T?) est continue.

Pour 7 > 0, m > 1, la fonction numérique ¢, définie sur Diff”, (T*,0) x (T* —
(Q/Z)) par la formule :

erm(fy @) = fallr

est donc strictement positive et continue.
Pour k > 0, on définit une fonction numérique ¢y k. m sur T' —(Q/Z) par la formule :

rkm(@) = Sup @rm(f,a).
fEBK(r+3)

Comme I’adhérence de B(r + 3) dans Diff’} (T?,0) est compacte, ¢rkm est une
fonction continue.

Pour > 0, k > 1, m > 1, considérons les fonctions vy xm, ¥rr définies sur
T! - (Q/Z) par :

wr,k,m(a) = MaxOSSST ‘Ps,k,m(a) )
wr,k(a) = nl'gfl ¢r,k,m(a) .

Les fonctions v, m sont continues et les fonctions Yrk sont semi-continues
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supérieurement sur T' — (Q/Z). Il résulte immédiatement des définitions qu’on a :

Yrke,m(@) < Yry1k,m(@),
Yrkm (@) < Yrxt1,m(a),
Yrp(a) < Pria(@),
Yrk(@) < Yrita(a),

pour tousT >0,k >1,m>1et a € T' — (Q/Z).
Notons Gy, I'ensemble % ({0}); c’est un G5 de T* — (Q/Z).

3.8 LEMME. — Pour tous 7 > 0, k > 1, l'ensemble G, contient l’ensemble des
nombres de type constant.

Démonstration : Soit & un nombre de type constant. Pour f € Diffi(’ll‘l, 0), notons
H,y(f) 'unique homéomorphisme dans Diff} (T?,0) qui vérifie

fo=Ha(f) o Ra o [Ha(f)] 7.

Soient r > 0, k > 1. Il résulte du théoréme de Herman ([H1, ch. IX]) que, pour
tout 0 < s < r, H, applique Difffrs(']l‘l,O) dans Diff} (T?,0) et applique Bx(s + 3)
sur une partie d’adhérence compacte de Diff?}, (T, 0).

On peut donc, pour tout € > 0, trouver un entier m > 1 qui vérifie :

I£2ls = 1 Ha(f) © Rma o [Ha(H)] s <,

pour tout 0 < s < 7 et tout f € Bg(s+ 3).
On a alors ¥ k.m(a) < €. U

3.9. Définissons une partie G de T! — (Q/Z) par la formule :

G=)Grk-

20
k>1

Il résulte du lemme 3.8 que chaque partie G, i est résiduelle dans T! —(Q/Z) ; donc
G est résiduelle dans T! — (Q/Z).

Nous allons montrer que, pour tout 8 € G, il existe une suite (¢n)n>o d’entiers
strictement positifs telle que le groupe G((£,),3) défini en 3.4 soit contenu dans
Z3,(B). Le théoréme en résultera.

3.10. On fixe dans la suite 3 € G. Pour r > 0, k > 1, n > 1, notons Z(r,n, k) la partie
de N* formée des entiers m tels que ¥, k. m(3) < 6(n,r). Comme 8 € G, Z(r,n, k) est
une partie non vide (en fait infinie) de N*. De plus, on a Z(r,n,k) D Z(r + 1,n,k)
car 6(’”,7’) 2> 6(71,,7‘ + 1) et w‘r+1,k,m > w'r,k,m; on a Z(T,n,k) ) Z(r,n + lvk) car
§(n+1,7) <8(n,r);ona Z(r,n,k) D Z(r,n,k+ 1) car Yrxr1,m > ¥ri,m-
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On choisit une suite (£,),>1 d’entiers telle que £, € Z(n,n,n) pour tout n > 1.

Soient f € F2° et (€n)n>1 une suite & valeurs dans {0, 1}. Définissons une suite F,
de difféomorphismes de classe C* par Fy = id, F,, = fé~f» o F,,_; pour n > 1.

Soit r € N; il existe A € T* tel que R o f appartienne a Diff’;"3(T?, 0); soit n(r)
un entier assez grand pour qu’on ait n(r) > r et Rxo f € By)(r+3). Pour n > n(r),
on a donc f € By(r +3) et £, € Z(n,n,n) C Z(r,n(r),n); on en déduit :

"/’r,n(r),l,. (IB) < 5('"" 7')
L1l < é(n,7).

D’apres le choix des nombres 6(n,r), la suite (F,)n>1 converge dans Diff’} (T?)
pour tout 7 > 0, donc converge dans Diffy (T?) vers une limite F. En particulier, la

série Y enln[ est convergente et sa somme est le nombre de rotation de F.
n>1

On a donc Y enfnB € Z3,(B) pour toute suite (en)n>1 € {0,1}N"; on en déduit
n>1
que Y ||[€n0]| < +oca et que G((£n)n>1,0) est contenu dans Z2 (B).
n>1

En appliquant le lemme 3.3, on voit donc que Z2, () a la puissance du continu. []
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Chapitre VIII

CENTRALISATEUR D’UN DIFFEOMORPHISME DONT LE
NOMBRE DE ROTATION EST IRRATIONNEL

(suite)

1. Centralisateur et groupe des itérés

1.1. On rappelle que F} désigne 'ensemble des difféomorphismes f € Diff’, (T) (resp.
D7(T?')) dont le nombre de rotation est irrationnel. C’est un Gs—dense de F", donc
un espace de Baire.

Le but de ce paragraphe est essentiellement de démontrer le résultat suivant.

THEOREME. — Les difféomorphismes f € Ff°, dont le centralisateur dans
Diff°(T?) est égal a l’adhérence dans Diff°(T') du groupe des itérés de f, forment
une partie résiduelle de F7°.

En d’autres termes, on a, génériquement dans Ff°, Z(f) = Z2,(f).

1.2. La lettre I désignant T! ou un intervalle compact de R, on munit, pour tout
entier s € N, ’espace C*(I) de la norme d’espace de Banach définie par :

— J
lelics(ry = Max et D’ o(t)],

pour ¢ € C4(I).
Ceci étant, le principal ingrédient dans la démonstration du théoréme 1.1 est le
résultat suivant :

THEOREME. — Soient r un entier au moins égal d 2, B une partie bornée de
Diff’, (T?), et f un difféomorphisme appartenant @ F" (i.e. ayant ezactement une
orbite périodique). On suppose que le centralisateur de f dans Diff", (T') est réduit au
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groupe des itérés de f. Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 ayant la propriété suivante :
si g € B commute avec un difféomorphisme f’ € Diff’, (T') vérifiant :

If = fllerery <6,
alors il existe k € Z vérifiant :

llg - fk”C"‘l(Tl) <eg,

g = f*llgr-1(my < €.

1.3. Remarque : Si € est assez petit, ’entier k& est borné en valeur absolue par une
constante ne dépendant que de f et B, et il est uniquement déterminé par la relation :
k
lg — fFller-1emy <e.

En effet, les itérés (f*)xcz sont tous distincts, et la suite || f* — id||c1(r1) tend vers

Vinfini lorsque |k| tend vers Iinfini; donc toute partie bornée de Diff} (T?) coupe le
groupe des itérés de f en un ensemble fini.

1.4. On note p/q le nombre de rotation de f (¢ > 1, p A ¢ = 1). Quitte & remplacer
f par son inverse, on peut supposer que f € }’7'\1 (p/q). On note F' le relévement de
f9 a D"(T?!) dont le nombre de rotation est nul. On choisit et fixe dans la suite deux
points fixes consécutifs a et b de F' (a < b). On pose I = [a,b], et, pour tout n > 0
suffisamment petit, I(n) = [a +n,b— 7).

Soit X (resp. Y) l'unique champ de vecteurs de classe C* sur [a,b) (resp. (a,b])
qui soit associé & la restriction de F & cet intervalle (cf. V.1). On note (Fy):er
(resp. (F?®)icr) le groupe & un parametre de C'-difféomorphismes de [a,b) (resp.
(a,b]) engendré par X (resp. Y'). On choisit et fixe dans la suite des primitives U et
V de 1/X et 1/Y sur (a,b). Ce sont des difféomorphismes de classe C” préservant
Porientation de (a,b) sur R (loc. cit.).

Rappelons que U, V, F; et F* sont reliés par les relations (cf. V.1) :

(1) UoFy=U+t,
VoFt=V +t, pour tout réelt.
Par VI.4.3 et V.3.5, ’hypothése sur le centralisateur de f dans Diff_I*_ (T?) signifie

que l'intersection des groupes & un paramétre (F;)icr et (F*)er est réduite aux F™,
n € Z.

1.5. LEMME. — Soient €1, K, n trois réels strictement positifs. On suppose que
Uintervalle [a +n,b — 1] contient un domaine fondamental [c, F(c)] de F' (c € (a,b)).
Alors, il existe §1 > 0 ayant la propriété suivante : si t1, to sont deux réels et h est
un difféomorphisme de classe C”, préservant l’orientation, de I(n) sur son image qui
vérifient

|| Log Dhllcogr(ny) < K,

lh = Flcri(ny) < 01,

lh = Felleramy) < 61,
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alors il existe un entier n € Z tel que :
”h — Fn”cr([(n)) <é€r.

De plus, siey est assez petit, l’entier n est borné en valeur absolue par une constante
ne dépendant que de K et de F.

Démonstration : Soient L un espace métrique, d la distance associée, L, Ly deux
parties compactes de L, et €1 un réel strictement positif. Montrons qu'’il existe §; > 0
tel que, pour tout m € L, les relations d(m,L;) < 61, d(m,L2) < &§; impliquent
d(m,Ly N Ly) < &;. Dans le cas contraire, il existe trois suites (mn)n>0, (M2)n>0,
(m2)n>0 dans L possédant les propriétés suivantes :

a) m} € L1, m2 € L, pour tout entier n;

. 1 : 2 .
b) nI—J-»l-rl-noo d(mn, m,) = nI:}Eloo d(mp,m;) =0;
¢) d(my, Ly N Ly) > &1 pour tout entier n.

Comme L; et Ly sont des parties compactes, on peut supposer que les suites
(ml)n>0 et (m2)n>0-convergent respectivement vers des limites m! € Ly et m? € Ly;
mais b) implique que la suite (m,) converge vers m! et m? donc m! =m? € L; N Ly,
contredisant c).

Revenant 3 la situation du lemme, il résulte par exemple de (1) qu'on a :

Lim “ Log DFt"C°(I(n)) = +00,

|t| =400

Lim | Log DFt“co(I(n)) = +400.
[t|—+o00

Donc, si 6; est assez petit, il existe une constante NV, ne dépendant que de K et f,
telle que, si h, t1, t; satisfont aux hypotheéses du lemme, on a |t;| < N, |t2] < N.

Notons L I'espace métrique C"(I(n)) et L (resp. Ly) I'ensemble des restrictions a
I(n) des fonctions F* (resp. F;), pour ¢ décrivant [—N, +N]. Comme les applications
t — F'/I(n) et t — F;/I(n) sont continues (cela résulte par exemple des relations
(1)), L1 et L, sont compacts. Il existe donc §; > 0 tel que si h, t;, tp vérifient les
hypotheses du lemme, alors il existe t3, t4 € [-N, +N] tels que les restrictions de F'*?
et Fy, & I(n) sont égales et ||h — F*||cr(1(n)) < €1-

Comme I(n) contient un domaine fondamental de F, et comme F*3, F;, commutent
avec F, on a F' = F,, sur (a,b), donc t3 = t4 est entier, ce qui conclut la
démonstration du lemme. 0

1.6. Fin de la démonstration du théoréme 1.2

Sous les hypothéses du théoreme 1.2, considérons un difféomorphisme f’ proche de
f et un difffomorphisme g € B commutant avec f'.

Posons ”f - f/”Cr('ﬂ‘l) =4.

Soient €1, €3, 81, N quatre réels strictement positifs qu’on déterminera dans la suite.

Il résulte de la proposition VII.2.3 qu’il existe, si § est assez petit, un unique entier
i € [0,q) tel qu'on ait |gf~*(c) —c| < /2, |fig~1(c) — ¢| < /2 pour tout point fixe c
de f9.
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Le difféomorphisme k = gf'~% appartient & une partie bornée B’ de Diff T(T) qui
ne dépend que de B et de f; il posséde, par ce qui précede, un relevement h dans
D7(T?) qui vérifie |h(c) —c| < n/2, |h=(c) —c| < n/2, pour tout point fixe ¢ de F. En
particulier, on a h(a), h~(a) € [a—n/2,a+1n/2] et h(b), A1 (b) € [b—n/2,b+n/2].

Posons F' = h=o Foh; les points h~1(a), h=(b) sont des points fixes consécutifs
de F'; le champ de vecteurs X, = )1{30;? (resp. Yy = };)",:') est I'unique champ de
vecteurs de classe C? sur [h=1(a),h~1(b)) (resp. sur (h~*(a),h~1(b)]) qui soit associé
a la restriction de F’ & cet intervalle. Notons que U o h et V o h sont des primitives
de 1/X} et 1/Y}, sur (h=Y(a),h™1(b)).

Si 6 est petit, alors [|[F' — F'|lcr(ja—n,b+n)) €st petit, car h 1o (f")9o0 h = (f)9;
ceci implique, par le théoremeIV.2.5, que les distances || X — Xp||cr-1(1(n)) €t ||Y —
Yuller-1(1(n)) sont petites; donc il existe des réels ¢y, ta tels que ||[Uoh—U~ta||cr-1(1(n))
et |V oh—V —ti|lcr-1(1(y)) soient petits.

Montrons que t; et t2 sont bornés en valeur absolue par une constante ne dépendant
que de f et B : en effet, h(a) est proche de a, h(b) est proche de b et || Log Dh||co((a,b))

est borné, donc si 7 est assez petit h( %”) ne peut étre tres proche de a ou b; alors
IU(h(%ﬂ)) - U(%ﬁ)’ et ‘V(h(%ﬂ’)) — V(%ﬂ)‘ sont bornés par une constante ne

dépendant que de f et de B, ce qui prouve notre assertion.
11 résulte alors de ce qui précede et des relations (1) que si é est assez petit, on a :

|h = F*crrmy < 61,
lh — Fe,ller )y < 61-

Comme || Log Dh||co(s(n)) est borné par une constante ne dépendant que de f et
de B, on peut choisir §; suffisamment petit pour qu’il existe, par le lemme 1.5, un
entier n € Z tel que :

”h — Fn”C'r([(,,)) <é€p.

Comme n est borné par une constante ne dépendant que de f et de B, on peut

choisir 7 et £, assez petits pour que la relation précédente implique :

(2 Ih = F*lcr-1(a,0)) < €2-

Les f7, pour 0 < j < g, permutent transitivement les ¢ composantes connexes du
complémentaire dans T?! de I'orbite périodique de f. D’autre part, pour 0 < j < ¢
et 6 petit, on a h = f'7oho (f')77, donc ||h — f? o ho f73|cr(m) est petit. Par
conséquent, lorsque €, et & sont petits, la relation (2) montre que ||k — f™||cr-1(11)
est petit. Comme n et i sont bornés en valeur absolue par une constante ne dépendant
que de f et B, on conclut, en choisissant €, et ¢ assez petits, qu’'on a :

g — fr | gr-1m) <€,

llg — ™ | gr-r(my < €.

198


file:////Uoh�

CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

1.7. Démonstration du théoréme 1.1

Soit F* I’ensemble des difféomorphismes f € Diff5°(T!) qui ont exactement une
orbite périodique et dont le centralisateur dans Diff} ('I[‘l) est réduit aux itérés de f.

Par le corollaire de VI.5.2, F est une partie dense de F'°.

Pour tout entier 7 au moins égal & 2, choisissons une suite croissante (B;r)i>o de
parties bornées de Diff’, (T') dont I'union est égale a Diff’, (T?).

Soient f € F*°, 7 € N, r € N, avec r > 2. En appliquant le théoréme 1.2 avec
e =27% B = B;, et f, on obtient un réel strictement positif § = §(, r, f). Définissons

alors :
V(,r, f) = {f € Diff} (T*) | [If = f'llcray) < 6};

V(i,r): U V(i,’l‘,f);

feF=

= (ﬂ V(i,r)) NFfe.

i>0
r>2

Pour tout ¢ > 0, r > 2, la partie V(i,r) coupe F* suivant un ouvert dense, donc
V est une partie résiduelle de F° pour la C*°~topologie.

Soient f’ € V, et g € Diff(T') un difféomorphisme commutant avec f’. Pour
tout 7 > 2 et tout 7 assez grand, on a g € B;, et il existe f € F* tel que
lf = f'ller(rry < 6(i, 7, f). Par le théoréme 1.2, il existe donc un entier k tel que :

”g - (f’)k”Cr—l(Tl) < 2=t

Donc le centralisateur de f’ dans Diff°(T?) est 'adhérence des itérés de f'.  []

1.8. Remarque : lorsque r est un entier au moins égal 4 2, la méme démonstration que
précédemment montre qu’on a, génériquement dans FT, Z.(f) C Z°_,(f); j'ignore si
légalité Z,.(f) = Z2(f) a lieu génériquement dans FJ.

D’autre part, on verra au §3 que I'égalité Zoo(f) = Z2,(f) n’a pas lieu pour tout
f € Fpe.

2. Un théoreme de convergence

2.1. Ce paragraphe est consacré au théoréme 2.3 et & ses conséquences. Le contenu
heuristique du théoréme est & peu pres le suivant : étant donné un difféomorphisme
f dont le nombre de rotation a est irrationnel, et deux réduites consécutives p/q et
P/Q ge o, la connaissance de f? donne, lorsque Q/q est trés grand, des informations
sur f<.

2.2. Soit p/q un nombre rationnel, avec ¢ € N*, p € Z et p, q premiers entre eux.
Fixons € € {—1,+1}. Alors les relations jqg — kp = ¢, 0 < k < q déterminent de fagon
unique deux entiers j, k € Z. Notons que k est non nul dés que g > 2.

Si p/q est la réduite d’ordre n > 2 d’un nombre irrationnel «, et si on prend
€ = (—=1)", alors j/k est la réduite d’ordre n — 1 de « (on a g > 2, donc k € N*). De

plus, la réduite d’ordre n + 1 de «a est de la forme —%_%, avec N € N*,
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Dans la suite, on prend € = +1. Le cas € = —1 se traite de maniére complétement
similaire. Définissons alors :

ot =0rwlo) = | FA(EEL),

NN Nqg+k

_ - Np+j
0~ =0"(p/g)= |J F° ;
NN (Nq+k)

O(p/q) = O*(p/q) UO~(p/q).

Remarquons qu’on a, pour tout N € N* :

. Np+3j
k
ik>moE

(Np+3j)g— (Ng+k)p=1.

>p/q,

2.3. Soient r un entier au moins égal & 2, et f un difféomorphisme appartenant a
F1(p/q); on choisit et fixe dans la suite deux points fixes consécutifs a et b de f¢ —p
(a < b). Il résulte de la définition de j et k qu'on a :

a=f*@b)—j.

On note F = f9—p, c = f¥(a) — j, d = f~%(b) + j, de sorte que c, a, b, d sont
quatre points fixes consécutifs de F'; il existe un unique champ de vecteurs Xg (resp.
X1) de classe C! sur (c,b) (resp. (a,d)) qui soit associé & la restriction de F' & cet
intervalle.

Toute primitive de 1/Xp ou 1/X; sur (a,b) est un difféomorphisme de classe C”
préservant ’orientation de (a,b) sur R (cf; V.1); onavuen V.1.9 qu’on peut choisir
une primitive U (resp. U;) de 1/ Xo sur (a,b), une primitive V' (resp. V1) de 1/X; sur
(a,b) de sorte que le difféomorphisme Ht* = U~1 oV (resp. H~ = U; ! o V}) vérifie :

i) Ht(z) > z (resp. H (z) < z) pour tout z € [a,b);
ii) H* (resp. H~) a au moins un point fixe dans (a, b).

De plus (loc. cit.), H* et H~ sont uniquement déterminés par ces propriétés; ce
sont des difféomorphismes de classe C™ et préservant 'orientation de (a,b), qui se
prolongent en des homéomorphismes de [a, b].

THEOREME. — Soient €, 1 deuz réels strictement positifs ; notons I(n) lintervalle
[a+n,b—n]. Il existe un réel § > 0 ayant la propriété suivante : soient g € D™(T") un
difféomorphisme appartenant & O (p/q) (resp. O~ (p/q)), P/Q = %ﬁ}% son nombre
de rotation, et supposons qu’on ait :

lg = Fllor(ry < &5

alors, on a :
lg® — P — H|lcr(a(my) < €

(resp.[lg? — P — H™ |lcr1tmy) < €)-
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2.4. Remarques
1. Le contenu du théoréme n’est pas vide, car tout voisinage de f dans D"(T?)
coupe O*(p/q) et O~ (p/q); en particulier, il existe des suites décroissantes (AN)N>1,

(My)~N>1 tendant vers 0, telles que pour tout N > 1 on ait Ry, o f € FJ (-II\—J‘;LI%),

Np+j
RA;\,OfEF: TV-;L+% .

2. On déduit du théoréme un énoncé analogue en différentiabilité infinie, & condition
de remplacer les normes par des distances définissant la C*°—topologie.

2.5. On démontre le théoréme pour g € O*(p/q), le cas de O~ (p/q) se traitant de
maniére entierement analogue.

Soient U, V' des primitives de 1/ Xy, 1/X} sur (a,b) telles que HY = U~1oV'; pour
t € (a,b), t = H*(t), on a donc :

1) DH*(t) = (DU(%))'DV (¢)

= Xo(®)(Xa(8)) 7.
D’autre part, la restriction de f=* + j a (c,b) conjugue les restrictions de f9 — p a
(¢,b) et (a,d); ceci entraine, pour tout ¢t € (c,b) :
(2) Df™(t)Xo(t) = Xa(F7*(t) + 7).
En rassemblant (1) et (2), on obtient, pour tout t € (a,b), en posant t = H*(t) :
Df*(3)

®) P O G0 +7)

= (X (1)

2.6. Soit 1 un réel strictement positif, assez petit pour que a +n < b— 7, et fixé dans
la suite de la démonstration.
On choisit un réel n; € (0,7n) vérifiant :

a) HY(b—n) <b—m;
b) F%(a+m) <b—2m;
c) H* a au moins un point fixe dans [a + 7y ,b — m].

Posons dy = f~* (b - ﬂzl)-i-j € (b,d). Il existe un réel §; > 0 tel que si g € D™(T?)
vérifie :

(4) llg = fller ey < 61,

alors on a :
d) ¢*(a+m)—2p<b-m;
e) g7*(b—m)+j<di.
Soit g un difféomorphisme vérifiant la relation (4) et supposons que p(g) > p/q; en

notant G = g7 — p, on a donc G(t) > t pour tout réel t et G*(a+n;) < b—n; d’aprés
d); on en déduit :
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f) pour tout z € R, il existe des entiers m, n € Z tels que g™ (x)+n appartienne
afa+m,b—m]

2.7. On note U la partie de D"(T*) formée de f et des difflomorphismes appartenant
3 O%(p/q) qui vérifient la relation (4). On note I l'intervalle [a + 7y ,d;].

Soient g € U et G la restriction & I de g7 — p; par la relation d), G appartient
a l’espace D"(I) défini en IV.2.1 (plus précisément, G appartient & D% (I) si g # f,
a. Dy(I) si g = f). Par le théoreme IV.2.5, on peut donc associer & G un champ de
vecteurs X, de classe C! sur I, et X, dépend continiiment de g € U au sens du
théoreme IV.2.5.

Lorsque g € U n’est pas égal & f, g9 — p n’a pas de points fixes; le champ X, est
alors de classe C™ ! sur I et on peut le prolonger en un champ de vecteurs strictement
positif sur la droite réelle au moyen de la relation :

X4(g9(t) — p) = X,(t) Dg?(t), t € R.

Soit —g = %;L_t-l% (N € N*) le nombre de rotation de g; la relation précédente

entraine, pour tout réel ¢ :
Xg(g™(t) — Np) = Xy(t) Dg™(t).
En posant t = g@(t) — P, on obtient finalement :
Dg~*(1)
Xg(97*(t) + 4)

La restriction de F' & I admet b pour point fixe; ’unicité dans ce cas du champ de
vecteurs associé montre que Xy est la restriction de X; a I.

(5) D(g% - P)(t) = (X,(1))™".

2.8. Les relations (3) et (5) entrainent la conclusion du théoréme, comme on va le
voir en se placant dans une situation un peu plus générale.

Soient J = [A, B] un intervalle compact et 7, ¥ deux fonctions numériques de classe
C71 strictement positives sur J. Notons ¥ la primitive de ¢ sur J qui s’annule en
A; il existe alors une unique primitive © de 6 sur J telle que ¥ — © soit positive sur
J mais s’y annule en au moins un point. Posons :

A=0"1oV;

c’est un difféomorphisme de classe C" et préservant l'orientation de l'intervalle
[A, ¥~10©(B)] = [A, By] sur l'intervalle [©~1(0), B] = [A;, B]; il vérifie les propriétés
suivantes :
i) A(t) > t, pour tout t € [A, Bi];
ii) A a au moins un point fixe dans (4, By];
iii) 6(A(t))DA(t) = 9(t), pour tout t € [A, By].

Réciproquement, il est clair que ces conditions suffisent & déterminer A.

202



CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

Si on prend deux autres fonctions ¢’, 4’ € C™~1(J) proches de 6, ¥ pour la C"™1-
topologie, et on construit de maniére analogue un difféomorphisme A’ d’un intervalle
[A, Bi] sur un intervalle [A], B], on vérifie immédiatement que (A’, [A, Bj]) est proche
de (A, [A, B1]) pour la C"™-topologie au sens de IV .2.2.

Dans le cadre du théoréme 2.3, prenons J = [a+n; ,b—mn]; pour g € U, définissons :

_ Dg~* _ -1
0= (gaerrg), o=@

Il résulte du théoreme IV.2.5 (cf.2.7) et de la relation e) de 2.6 que 6, ¥4 sont de
classe C™~! et strictement positives sur J, et que ces fonctions dépendent continiiment
pour la C™~1-topologie sur J de g.

Soient g € U et A4 le difféomorphisme associé a 6y, 1y comme dans le début du
numéro. La relation (3), et la relation c) de 2.6, montrent que Ay est la restriction
de H* 3 lintervalle [a + n1, (H*)~!(b — m)]; la relation a) de 2.6 montre que cet
intervalle contient [a + 7,b — 7].

Soient g € U, g # f et P/Q son nombre de rotation; on a g@(t) — P > t pour tout
réel t; d’autre part la relation f) de 2.6 montre que J contient au moins un point fixe
de g9 — P. Pour la relation (5), A4 est donc la restriction de g9 — P & lintervalle
[a +m, (Ag) 7} (b —m)]-

La continuité de l'application (,1) — A permet alors d’obtenir la conclusion du
théoreme. 0

2.9. Tirons maintenant quelques conséquences du théoréme 2.3.

Soit f € D*°(T?!) un difféomorphisme dont le nombre de rotation « est irrationnel,
et s0it (pn/qn)n>0 la suite des réduites de a. La suite (f9 —pp)n>0 tend vers 'identité
pour la C'-topologie (cf. VII.2).

COROLLAIRE. — Génériqguement dans Ff°, on a :

Limsup || D? f%||co(p1) = +00.
n—+o0o

Démonstration : La fonction qui & f € F? associe le dénominateur de la réduite
d’ordre n du nombre de rotation de f est localement constante sur FP. Pour tout
K > 0, la partie :

Uk ={f € Ff° | S‘;P()”szq" llco(my > K}
nz

de F7° est donc ouverte dans Fy° et il suffit de montrer qu’elle est dense.

Considérons comme en 2.3 un rationnel p/q, un difféomorphisme f € ﬁf (»/q),
deux points fixes consécutifs a, b de f9 — p, et 'homéomorphisme H* de [a, b] associé
af.

Supposons que I'invariant M (f) associé & f en VI1.4.2 soit différent de mq (la classe
des translations dans M°); par le premier corollaire de VI.5.2, une telle hypothese
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est satisfaite pour un ouvert dense de ﬁf (p/q), donc, lorsque p/q varie, par une
partie dense de F*°. Pour montrer que Uk est dense dans Ff°, il suffit donc de
prouver que f € Ug.

Or, par V.1.8, on a, comme H™ est différent de 1'identité :

Sup |D?H™*(t)| = +00.
te(a,b)

En appliquant le théoreme 2.3, on voit donc qu’il existe des difféomorphismes g € F*°
arbitrairement proches de f dans D*°(T!) qui vérifient :

1D%g%||co(rry > 2K,

P/Q étant le nombre de rotation de g.

Pour tout difféomorphisme h € F§° suffisamment voisin d'un tel g, P/Q est une
réduite du nombre de rotation de h et on a || D?h9||co(p1y > K, donc h € Ugk. On en
déduit que f € Ug. 0

2.10. Pour un homéomorphisme f € D°(T?!), considérons la propriété suivante :
(P) “la fonction f —id € C°(T?!) atteint son mazimum en un seul point de T'”

Cette propriété est dense dans D°(T!) (cf; [[.1.12]) et invariant pour 'action de
R? définie en V.1.5 ; elle a donc un sens pour les éléments de 1’espace quotient MP.

Nous considérons dans la fin du paragraphe la situation suivante : p/q est un
nombre rationnel, f un difféomorphisme appartenant a ﬁf_ (p/q), tel que linvariant
M(f) associé en VI.4.2 possede la propriété (P).

Soient a, b deux points fixes consécutifs de f9 — p, et soit H+ ’homéomorphisme
de [a, b] associé a f (cf. 2.3). Par V.1.9, la propriété (P) pour M(f) est équivalente
3 la propriété suivante de H™ : les points fixes de H* dans (a, b) forment une orbite
de f7 —p.

Lorsqu’on laisse a, b parcourir les paires de points fixes consécutifs de f¢ — p, les
différents homéomorphismes obtenus se recollent en un homéomorphisme de R encore
noté H+; il est trivial de vérifier qu’il appartient & D°(T?).

2.11. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses précédentes, donnons-nous
€ > 0. Il eziste § > 0 possédant la propriété suivante : si g € O+ (p/q) N D3(T?)
est un difféomorphisme (de nombre de rotation P/Q) qui vérifie :

lg — fllcz(my < 6,

alors la distance de Haussdorff entre I’ensemble des points fizes de H et l’ensemble
des points fizes de g° — P est moindre que €.

Démonstration : Les deux ensembles étant invariants par translations entieres, il
suffit d’estimer la distance de Haussdorff de leurs intersections avec un intervalle [a, b],
a, b étant deux points fixes consécutifs de f7 — p.

Etant donné € > 0, on choisit > 0 assez petit pour avoir :
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i) 0<n<e/d;
ii) f29(a+26) —2p <b-—3n.
L’intervalle [a + n,b — 7] contient alors au moins deux points fixes de H™ ; soient
y le plus petit d’entre eux, et z = fM9(y) — Mp le plus grand (M € N*).
On choisit 7; > 0 suffisamment petit pour que les hypothéses :

neEZ,|nf<M+1
z, 2’ €R, |t —2'|<m

impliquent ’estimation :
If"(z) = fM(z")] <n.

(En particulier, on a 3 <7 : c’est le cas n = 0.)

On choisit €1 > 0 assez petit pour avoir la propriété suivante : siz € [a+n,b— 7]
vérifie |[H* (z) — z| < €1, alors il existe un point fixe zop de H* tel que |z — zo| < 7.

On choisit enfin § > 0 suffisamment petit pour avoir la propriété suivante : si
g € O*(p/q) N D*(T?) vérifie ||g — f|lc2(r1) < 6, alors on a, en notant P/Q le nombre
de rotation de g :

iii) 199 — P — H ||co(jasn,b—m) < €1,
iv) |g™ — f™||co(my <7, pour tout n € Z, |n| < M + 1.

Donnons-nous alors un difféomorphisme g € O%(p/q) N D*(T!) vérifiant ||g —
fllc2¢my < 6, et soit P/Q son nombre de rotation.
Par iv) (avec n =2) et ii), on a :

9*(a+2n)—2p<b-2n

donc I'intervalle [a + 27, b — 27] contient au moins un point fixe de g@ — P.
Soit z € [a, b] un point fixe de g9 — P;siz ¢ [a+n,b—1n],ona:

Min(|z — al,|z — b]) < < /4,
et a, b sont des points fixes de H*. Si z € [a + n,b — 7], on a iii) :
|H* (z) — 2| <e1,

donc il existe un point fixe zo de H* tel que |z — zo| < m < 71 < e/4.

Réciproquement, soit zo € [a,b] un point fixe de H*, et z; un point fixe de
g® — P dans l'intervalle [@ + 2n,b — 2n]. On vient de voir qu’il existe un point
fixe zp, de H* tel que |z; — zg| < 71. Comme 7; < 7, le point z{, appartient &
[a +n,b—n]; donc le point so = fM+D9(z}) — (M + 1)p appartient & [b — 7,b) et
le point to = f~(M+1D4(s}) + (M + 1)p appartient a(a,a + 7) (par définition de M).
Posons :

81 = g(M+1)q(271) - (M + l)p,

ty =g~ MH9(z,) + (M + 1)p;

205



J-C. YOCCOZ

le choix de 7, et la relation iv) montrent qu’on a :
lsl - SOI < 277)
[t1 —to] < 27m.

De plus s; et t; sont des points fixes de g9 — P.
Sizg¢[a+mnb—mn],ona

Inf(l.’l,‘o - Sll, Ifl)o‘— t1|) <3n<e.

Sizg € [a+n,b—n), il existe n € Z, |n| < M tel que zo = f™¥(xp) — np (cela résulte
de la définition de M et du fait que M(f) posséde la propriété (P)). En posant
u; = ¢g™¥(z1) — np, on a alors, comme précédemment, :

|zo — u1| < 21,

et u; est un point fixe de g@ — P. 0

2.12. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de 2.10, on se donne € > 0. Il existe
un réel K > 0 et un réel § > 0 possédant les propriétés suivantes : soient
g € O (p/q) N D*(T!) un difféomorphisme, P/Q son nombre de rotation, y € R,
£ € Z; supposons que ces données vérifient :

D) llg = flle2qmy <6,

ii) les distances de y et g*(y) a l’ensemble des points fires de HT sont plus grandes

que € ;
alors on a les conclusions suivantes :
a) il existe m € Z tel que |m| < K et Q divise £ —m ;
b) |¢l < KQ.

Démonstration : Soient a < b, a’ < b’ deux couples de points fixes consécutifs
de f? — p. Les points fixes de H* appartenant & (a,b) forment exactement une
orbite de f9 — p. D’autre part il existe d’uniques entiers ¢ € [0,q), j € Z tels que
(f* +7)([a,b]) = [@/,]; de plus (f* + j) conjugue les restrictions de f9 —p & [a,b] et
[a’,b], donc commute avec H*, donc préserve I’ensemble des points fixes de H*.

Soient zg, z; deux points fixes de H* qui ne sont pas fixés par f9 — p; il résulte
de ce qui précéde qu'il existe d’uniques entiers m, n € Z tels que f™(xo) + n = ;.
De plus m est borné en valeur absolue par une constante qui ne dépend que de f et
de la distance de zg, £; aux points fixes de f9 — p.

Donnons-nous ¢, g, P/Q, y, £ comme dans 1'’énoncé du corollaire; on note § =
llg = fllc2(r) et on suppose que 'hypothese ii) du corollaire est satisfaite.

On note c, d (resp. ¢, d’) les points fixes consécutifs de H* tels que y € [c+¢,d— €]
(resp. g%(y) € [¢' +€,d' +€]); par ce qui précede, il existe une constante Ko, ne
dépendant que de ¢ et f, et des entiers m, n € Z tels que |m| < Ko, ¢/ = f™(c) +n,
d' = f™(d) + n.

On peut alors choisir un réel £, € (0,¢), ne dépendant que de € et f, tel que :

(f™ +n)(fc+e,d—e]) C [+ 2e1,d — 2e4];
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si § est assez petit, on a donc :
9" (y) +ned +e1,d —e].

D’autre part, par le corollaire 2.11, l'intervalle [¢' + €1,d’ — €1] ne contient pas de
points fixes de g@ — P si § est assez petit ; or les points g(y), g™ (y) +n appartiennent
4 cet intervalle. L’entier m — £ est donc divisible par @, ce qui démontre la partie a)
de la conclusion du corollaire.

Posons z = g™ (y) +n, t = ¢*(y), {L—m = sQ; onadonc 2, t € [ +&1,d —€1], et
t = g°?(z) — sP.

Il existe un entier K;, ne dépendant que de €; et f, tel que 'on ait :

(H+)K1(CI +€1) >d - 61/2,
(H+)_K1(d, —61) <c +€1/2;

en effet, ceci est trivial si on permet & K; de dépendre de ¢’ et d’'; d’autre part,
a translations entiéres pres, seul un nombre fini de choix de points fixes consécutifs
¢ < d de H* vérifie |d' — /| > 32t (pour les autres K; = 0 convient).

D’apres le théoréme 2.3, si 6 est assez petit, on aura :

gK‘Q(c' +e1)-Ki1P>d —¢,
g K9 — )+ Ki1P < +¢1;

ceci entraine qu’'on doit avoir |s|] < Kj, donc |£] < |m| + |s| @ < Ko + K1Q; la
démonstration du corollaire est donc compléte.

3. Construction d’un exemple a centralisateur trivial
3.1. Ce dernier paragraphe est consacré & la démonstration du résultat suivant :

THEOREME. — Il eziste un difféomorphisme f € Diff°(T?), de nombre de rotation
irrationnel, tel que le centralisateur de f dans Diff Y (T?) soit réduit au groupe des
itérés de f.

3.2. Remarques :

1. Il ressortira clairement de la démonstration du théoréme 3.1 que I’ensemble
des difféomorphismes f € Diff°(T!), de nombre de rotation irrationnel, tels que
Zy(f) = {f™,n € Z} est méme dense (pour la C®-topologie) dans F°.

2. Comme le groupe des itérés de f € Ff® n’est jamais discret pour la C-
topologie (cf. VIL.2) on ne peut remplacer Diff2 (T*) par Diff} (T') dans I’énoncé du
théoreme.

3. Le théoreme 3.1 complete les résultats obtenus en VII.2 et VII.3; en
particulier, 'ensemble des a € T! — Q/Z, tels qu'il existe f € F° satisfaisant
aux conclusions du théoréme 3.1, est maigre; typiquement, ce sont des nombres de
Liouville dont toutes les réduites sont de trés bonnes approximations, un phénomene
qui n’est pas générique.
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4. 11 résulte du théoreme 3.1 que les conclusions du théoréme 1.1 ne peuvent

étre que génériques; il existe des difféomorphismes g € Ff° tels que Zoo(g) # 2% (g).

En effet, soient f un difféomorphisme satisfaisant aux conclusions du théoréme 3.1,

et g = f2; le groupe des itérés de g est discret dans Diff°(T') (et méme dans

Diﬂ}_z,, (T?)), alors que le centralisateur de g dans Diff°(T?) est le groupe des itérés
de f.

3.3. On rappelle qu’on note F* I'ensemble des difféomorphismes f € Diff°(T?) qui
ont exactement une orbite périodique et-dont le centralisateur dans Diff} (T?) est
réduit aux itérés de f (cf. 1.7).

D’autre part on notera > l’ensemble des difféomorphismes f € Diff(T?) qui
vérifient les hypotheses de 2.10 : il existe alors p/q € Q/Z tel que f € ﬁf (p/q), et
Pinvariant M (f) associé en VI.4.2 posséde la propriété (P) de 2.10.

Comme la propriété (P) est dense dans D*(T?), il résulte du premier corollaire de
VL5.2 que 8 NF°(p/q) est dense dans ﬁf’(p/q) (donc aussi dans F$°(p/q)) pour
tout p/q € Q/Z; donc B> est dense dans F**°.

D’autre part il est clair que F* contient &*°.

3.4. Le résultat qui suit est I'ingrédient principal de la démonstration du théoréme
3.1. Il est & rapprocher du théoreme 1.2.

THEOREME. — Soient f € 8>, p/q son nombre de rotation, et B une partie bornée
de Diff% (T").

Il existe un réel e > 0, puis, pour € € (0,&0], un réel 6§ > 0, et enfin, pour
tout fi € O*(p/q) N Diff2(T*) vérifiant ||f — fillc2(m) < 6, un réel 6 > 0 qui
possédent les propriétés suivantes : soit g € B un difféomorphisme qui commute avec
un difféomorphisme f' € Diff2 (T') vérifiant :

Ifi = fllczcmy < 63
alors, il eriste un entier k € Z vérifiant :

lg = f¥llormy <e,

lg — fEllcrm) <e,

et k est l'unique entier vérifiant l'une quelconque de ces deuz relations.

3.5. Remarque : le point crucial du théoréme est I'unicité de l'entier k, avec
€0 ne dépendant pas de f;; sans cela, le théoréme 3.4 résulterait facilement du
théoréeme 1.2 et de la remarque 1.3.

3.6. Montrons d’abord comment déduire le théoréme 3.1 du théoreme 3.4.

On garde les notations du théoréme 3.4, mais on explicite les dépendances; on écrit
donc go(f, B) au lieu de €9, 6(¢, f, B) au lieu de &, 0(f1,¢, f, B) au lieu de 6.

On fixe d’autre part une suite croissante (B;);>1 de parties bornées de Diff% (T*)
dont 1'union est égale a Diff2 (T?).

On fixe aussi une distance do, sur Diff?°(T") qui définit la C°~topologie.
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LEMME. — Soient f un difféomorphisme dans &, et o un réel strictement positif.
Il existe une suite (fn)n>1 dans > telle que f = f, et deux suites (6p)n>1, (En)n>1
de réels strictement positifs, qui vérifient pour tout n > 1 les relations suivantes (ot
on note p,/q. le nombre de rotation de f,) :

1) en < Min(27",e0(fn, Bn)) ;
2) En < Epn-1,

3) 8n < Min(52, 6(en, fn, Bn)) i
4) b < 30(fn €n-1, fa—1,Bn-1);
5) fn € 0"’(2’:—::) NG,

6) doo(fn—1,fn) <bn-1; |fa = fa-illc2(m < bn-1;
7) |(Pn/@n) — Pr-1/gn-1)| = |

qndn-1

< 1

T .
9n-1

Démonstration : On construit les suites et vérifie les relations par induction sur n.
Pour n = 1, les relations 2), 4), 5), 6), 7) sont vides, puisque fo et o ne sont pas
définis; on prend f; = f, puis on choisit £, > 0 de maniére & vérifier la relation 1), et
on choisit enfin §; > 0 de maniere & vérifier la relation 3).

Soit n > 2; supposons que les suites (f;), (€;), (6;) sont définies jusqu'a I’ordre
n — 1, et que les relations 1),...,7) sont vérifiées jusqu’a cet ordre. Comme &> est
dense dans f’f(P/ Q) pour tout P/Q € Q/Z, on peut choisir f, de fagon & vérifier
les relations 5), 6) et 7). On choisit ensuite €, > 0 de maniére a vérifier les relations
1) et 2), et on choisit enfin é,, > 0 de maniére & vérifier les relations 3) et 4). 0

3.7. Soient f € &>, 8o > 0, et (fn)n>1, (En)n>1, (6n)n>1 les suites données par le
lemme 3.6.

Les relations 6) et 3) montrent que la suite (fn)n>1 converge dans Diff°(T!) vers

un difféomorphisme f’ qui vérifie, pour pour n > 1 :
8) If" = fallcz(mr)y < 26n,
dOO(f,’fh) < 26n~

I1 résulte de la relation 7) que le nombre de rotation de f’ est irrationnel.

Soit g un difféomorphisme de classe C? qui commute avec f’; il existe un entier
ng tel que g € B, pour tout n > ngy. Soit n > ng; il résulte des relations 1) et 3)
a l'ordre (n — 1) et des relations 4), 5), 6) et 8) & l'ordre n qu’on peut appliquer le
théoreme 3.4; il existe donc un entier k,, € Z vérifiant :

llg — f'rlfil”CI(Tl) <ép-1,

g — fEllcremy < en1,

et k, est I'unique entier satisfaisant a I'une de ces deux relations; de méme il existe
kn+1 € Z vérifiant :
kn
”g - fn + ”CI(TI) < En,

kn
lg = fuiiller(my < €n-
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Comme on a &, < €n—1 (cf; relation 2)), l'unicité de k, montre que kp, = kn+1.
Posons k = kny+1 = kn, pour tout n > ng. On a alors, pour tout n > ng :

llg = fEllcr(ry < en-1;

ceci implique, par les relations 1) et 8), qu’on a g = (f')*.

Le centralisateur de f' dans DiffZ(T') est donc réduit aux itérés de f’. La
démonstration du théoréme 3.1 est donc compléte.

Observons qu’on a doo (f, f') < 8o par les relations 8) et 3) a 'ordre 1, ce qui justifie
I’assertion de densité dans la remarque-1 de 3.2.

3.8. Démonstration du théoréme 3.4

Soient f € &> et B une partie bornée de DiffZ (T"). Notons p/q le nombre de
rotation de f.

D’aprés le théoreme 1.2 et la remarque 1.3, il existe des réels €1, K; et une
application 6, = (0,e1] — R% ayant les propriétés suivantes : si ¢ > 0 et f' €
Diff% (T') vérifient :

e<er, |If=fllexy < dile),
alors, pour tout g € B commutant avec f’, il existe un unique entier k € Z tel que :

lg — FFllcrmy <e,

et on a |k| < K;.

3.9. On suppose que f vérifie les hypothéses de 2.10; on note encore H* I’homéomor-
phisme de T qui lui est associé. Notons N; (resp. N) I’ensemble des points fixes de
f9 (resp. HY).

On choisit et fixe dans la suite deux points consécutifs ¢, d de N3 — N; (de sorte
qu'on a d = f9(c)), ainsi qu’un point zo € (c, d).

D’autre part, on choisit une constante A > 1 telle qu’on ait, pour tout g € B :

Max(||Dglicoersy,  [1Dg™ loo(r)) < A.
On définit e, > 0 par la relation :
Min(|H™* (z0) — zo|, |(HT)™}(z0) — zo|) = 5Ae.

11 existe alors des réels 7, €3 > 0 possédant les propriétés suivantes (out on note D la
distance usuelle sur T?) :
a) si ¢, d € T* vérifient d' = fI(’), |d' — | > €2, alors on a D(c/, N1) > n,
D(d', N1) > n;
b) siy € T! vérifie |H*(y) — y| > €2, alors on a D(y, N3) > 2¢s.

3.10. Ceci étant, appliquons le corollaire 2.12, avec € = €3 il existe donc des réels
K3, 65 > 0 possédant la propriété suivante : si f; € O (p/q) U Diffi (T'), de nombre
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de rotation P/Q, vérifie ||f — fillcz(m) < 62, et si y € T!, £ € Z sont tels que
d(y, N2) > €3, d(ff(y), N2) > €3, alors il existe des entiers m, n € [—Ka, +K>]| tels
que £ = m + nQ.

On peut évidemment supposer que K3 > K; > 1.

3.11. On a vu au début de la démonstration du corollaire 2.12 que le groupe des itérés
de f permute fidélement (et transitivement) les composantes connexes de T! — N,.
D’autre part, la restriction de H* & [c,d] est distincte de I'identité, car f € 8. Par
conséquent, les restriction & [c, d] des applications f™(H*)™, lorsque m et n décrivent
Z, sont distinctes les unes des autres; on peut donc choisir €4 > 0 de fagon que les
relations :

IF™H™ = ™ (H lor(eq) < 4ea,

In| < Ka, |m|< Ky, |m|<K,, |n|<Ks,
impliquent m = m/, n =n'.

3.12. Tous les choix faits jusqu'ici ne dépendent que de f et de B (et des choix
arbitraires de ¢, d, z¢). Posons :

€0 = Min(ey,€3,¢€4) .

3.13. Soit € € (0,&0], qu’on fixe dans la suite.

Il existe alors un réel 63 > 0 tel que I'estimation ||f — fi|lci(m1)y < &3, pour
f1 € Diff} (T?), implique les estimations :

c) If* = fllera) < %,
pour tout entier k € [—K7, +K1].

D’autre part, il résulte du théoreme 2.3 et du corollaire 2.11 qu’on peut choisir
un réel §; > 0 ayant les propriétés suivantes : si f; € OF(p/q) N Diff%(T!) vérifie

Ilf = fillez(m1y < &4, alors :
d) la distance de Haussdorff de I’ensemble des points périodiques de f1 & N; est

moindre que €g;
e) soit P/Q le nombre de rotation de f; ; pour m, n € Z, |m| < Ks, |n| < Kz,ona:

L™ (HH)™ = 74 01 ey < Min(eg,e2471);
f) pour tout y € T! tel que d(y, N1) > 7, on a |f1Q(y) — H*(y)| < ea.
3.14. Posons § = Min(63, 83, 64, 361(5), 361(€)), et fixons dans la suite un difféomor-
phisme f; € O*(p/q) N Diff% (T?) tel que ||f — fillezay < 6.

Notons P/Q son nombre de rotation.
On choisit un réel > 0 tel que :

h) 6 < Min(461(5), 381(e))
i) si f' € Homéo, (T?) vérifie || f' — fil|co(r1y < 6, alors on a
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159 = fi%lcomy < €247t et [If'72 = fi 9loom) < 2477
3.15. Soient f’ € Diff2 (T') un difféomorphisme vérifiant ||f’ — fillez(ry < 0, et

g € B un difféomorphisme commutant avec f’.
Par 3.14, on a :

If = Fllczayy < NF = fllezemy + 1 = flle2em)
<6+6< Min(61 (%),51(5)) .

11 résulte alors de 3.8 qu'’il existe un entier k € Z tel que :

£
5

lg — follcrmy <
2

de plus, on a |k| < K}, et k est I'unique entier vérifiant :

g — FFllerm) <e.

On déduit de la relation ci-dessus et de la relation c) de 3.13 qu’on a :

llg — flkllcl('lrl) <e.

Il reste & montrer que k est I'unique entier satisfaisant & cette relation. Supposons
donc que ¢ € Z vérifie :

lg — fillcremy <e.

On commence par estimer |f(g(xo)) — g(zo)|; on a :

|f2(9(z0)) — F'9(g(x0))| < €247,

|9("?(z0)) — 9(f£(xo))| < £247*(|Dgllcoqmy < €2, par 3.14;
|g(£2(z0)) — 9(H*(20))| < €247 Dgllcoem) < €2, par 3.13.¢);
|g(H™* (z0)) — 9(z0)| > |Dg ™[5y | H T (o) — o| > Bez.

On en tire :

/2 (9(z0)) — g(0)| 2 2¢2;
on obtient de méme :

|f7 9 (9(20)) — g(w0)| = 2e2.

Soient c¢”, d” les points fixes consécutifs de f1Q tels que g(zo) € (¢”,d”); par ce qui
précede, on a |d” — g(wo)| > 22, |¢" — g(zo)| > 2e2. Par la propriété d) de 3.13,
le point g(xo) n’appartient pas & Na, et les points consécutifs ¢/, d' de N» tels que
g(xo) € (¢, d’) vérifient |’ —d'| > 2e,; comme d’autre part on a d’ = f9(c’), on déduit
de la propriété a) de 3.9 qu’on a D(c’, N1) > 1, D(d’, N1) > 0, donc D(g(zo), N1) > n.
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1l résulte alors de la propriété f) de 3.13 qu'on a |H*(g(zo)) — f2(g(z0))| < €32,

donc :
[H* (g(z0)) — 9(0))| 2 €2.

Par les propriétés b) de 3.9, on a D(g(zo), N2) > 2¢3, et en utilisant ’hypothése sur
¢, on en déduit D(ff(zo), N2) > €3 (car € < €3); de méme, on a |H*(zo) — zo| > €2,
donc D(iL‘o,N2) > 2e3.

Appliquant le corollaire 2.12 (car § < 62), on voit qu'il existe des entiers m, n € Z
tels que |m| < Ky, [n| < Ks et £ =m +nQ.

Par la propriété e) de 3.13, on a :

1772 = Fm(H) o (e, < €4-

D’autre part, on a par hypothese :

I f = gller(e,any < € < €a,
IFE = gllor (e, < € < ea-

On obtient donc :
IF™(H*)™ = fFllor(ea < 3ea-
Par définition de €4, on conclut que n = 0, m =k, d'out £ = k (car |k| < K3 < K3).

0
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APPENDICE 1

SUR LA DISPARITION DE LA PROPRIETE DE
DENJOY-KOKSMA EN DIMENSION 2

1. Soit X un espace compact, f un homéomorphisme minimal uniquement ergodique
de X, de mesure invariante . Pour toute fonction continue ¢ sur X, et n > 1, posons :

n—1

pn(z) = 3 o(fi(z), zeX.

=0

Alors la suite de fonctions (-“;—") 5, converge uniformément vers lintégrale [ pdp.
n>

Lorsque X = T!, f; = R, est une rotation irrationnelle, et ¢ est une fonction 2
variation bornée sur T!, on peut, pour certaine valeurs de n, obtenir une meilleure
estimation de ¢, : c’est I'inégalité de Koksma que nous rappelons ci—dessous; elle
joue un roéle fondamental dans I’étude des difféomorphismes du cercle.

INEcALITE DE KoksMaA (cf. [K-N], [H1, VL.3]). — Soit ¢ une fonction d variation
bornée sur T, o € T! — (Q/Z) et p/q un rationnel qui vérifie |a — (p/q)| < 1/¢*. On
a alors :

q-1
@0 pla+ia)—q /T _p(0)d8| < Var(p),

pour tout x € T, ot Var(p) désigne la variation totale de ¢ sur T*.

Le but de cet appendice est de montrer qu'un tel phénomeéne ne persiste pas
lorsque X = T", n > 2 et f est une rotation minimale de T™. Plus précisément,
nous démontrons le résultat suivant, annoncé partiellement dans [Y].

THEOREME. — Soit @ une fonction croissante et non bornée de R dans R%. Il
existe une rotation minimale f = Ry a0, de T? = X, une fonction analytique réelle
©, @ valeurs complezes et d’intégrale nulle sur T2, et un ensemble borélien Q de T2,
de mesure de Lebesgue pleine, ayant les propriétés suivantes :

pour tout (zo,z1) € Q, il existe un entier ng = ng(xo, 1) tel qu’on ait, pour n >

Ng
n
> —.
|<Pn($0,331)| = e(n)

Remarque : Il est impossible d’obtenir le méme résultat avec une fonction & valeurs
réelles : cela résulte d’un résultat classique de théorie ergodique valable dans un cadre
beaucoup plus général. Nous donnons seulement 1'idée de la démonstration pour la
commodité du lecteur : §'il existait un ensemble A C T? de mesure positive et un
entier ng tels que ¢n(zo,z1) > 1 pour (zo, 1) € A, n > ng, on pourrait construire
une partie B de A, de mesure positive, telle que les temps de retour par f dans B
soient supérieurs a nyg.
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On obtiendrait une estimation de @ (zo, 1), (o, 1) € B, en contradiction avec
le théoréme ergodique de Birkhoff.

Il est cependant possible d’obtenir le résultat suivant (cf. 6. Remarque) : étant
donnée une fonction 6 croissante et non bornée de R dans R, il existe une rotation
minimale f = Ry, ., de T? et une fonction analytique réelle a valeurs réelles 1,
d’intégrale nulle sur T2, tels qu’on ait, pour tout n assez grand :

n
ll¢n”C°(T2) 2 ||¢"”L1(T2) > 0_('”_). .

2. On se donne dans la suite une fonction strictement croissante p de N* dans
N*, qui vérifie p(n) > 2n pour n > 1. On imposera ultérieurement des conditions
supplémentaires sur la croissance de p.
On définit alors une suite d’entiers (Ax)x>1 par les relations A; = 1, Ag1 = p(Ax).
Considérons I’ensemble B(p) (resp. B’(p)) formé par les nombres irrationnels dont
la suite (pn/gn)n>0 des réduites vérifie :

(1) 244k S g < 3Agk, k21,
(resp.(1') 2A4k42 < gk < 3A4k42, k21).
LEMME. — Les ensembles B(p) et B'(p) ont la puissance du continu.

Démonstration : L’ensemble T! — (Q/Z) est en correspondance avec I’ensemble des
suites d’entiers strictement positifs (gn)n>0 qui vérifent :

() g0 =1; (g —ak-2)g;}; €N* pour k >2.

1l suffit donc de prouver que ’ensemble des suites d’entiers strictement positifs
vérifiant (1) et (2) (resp. (1’) et (2)) a la puissance du continu.

Soient qo, - - ., qkx € N* tels que (1) et (2) soient vérifiées jusqu’a I’ordre k. Pour que
qr+1 vérifie (1) et (2) a Vordre k + 1, il faut et il suffit que gx+1 = agx + gr—1, avec
a€N*et:

a€l=[(2A4k+4 — ‘Ik—l)qk_l , (BAskya — Qk—l)qk_l]-
La longueur de I est A4k+4q,:1 > %A4k+4AZkl > 5, et son extrémité gauche est
strictement positive; il y a donc au moins cinq fagons de choisir gx+1 de maniére a
vérifier (1) et (2) a I'ordre k + 1.

Ceci implique que B(p) a la puissance du continu; la démonstration pour B’(p)
est similaire.

COROLLAIRE. — On peut choisir ag € B(p), a1 € B'(p) de fagon que la rotation
Rag .o, de T? soit minimale (donc ergodique).

On fixe dans la suite un tel choix (qui dépend de p). Soit (Qk)k>o la suite d’entiers
strictement positifs telle que Qak+s, k € N, i = 0, 1, soit le dénominateur de la k-ieme
réduite de ;. On a alors, par (1) et (1°) :

2A2k < Qk < 3Agk, pourk>2.
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3. Soit (ex)k>2 une suite de réels de l'intervalle [1,2] qu'on déterminera ultérieure-
ment. Posons, pour k > 2, Z; = ¢ A2‘k1+1, et considérons les séries de Fourier ¢;,
i1 = 0,1, définies par :

2me .
0i(x) =D Zopys €27 QaktsT,
k>1

On suppose dans la suite que p vérifie p(n) > exp(n) pour n > 1. On a alors,
pour k > 2:
Zk <2457, < 2e7 A < 2e7/3

donc g et ¢; définissent sur T! des fonctions analytiques réelles a valeurs complexes
et d’intégrale nulle.

Soit ¢ la fonction analytique réelle, & valeurs complexes et d’intégrale nulle, définie
sur T? par :

#(T0, 1) = wo(wo) + p1(z1) .
4. Pour n > 1, on définit :

n—1

on(To, 1) = Zsﬂ(xo + jog, 1 + jou)
=0

= (PO,n(xO) + Wl,n(af'l) y
olon a, pour i =0,1:
n—1
in(z:) = Z wi(zi + jai)
Jj=0
= Z ng_H‘X(Qk + 1, n)eZMQ"‘“z‘ s
k>1
X(m,n) — (esz’ana,’ _ 1)(62m'Qma,- _ 1)—1 ,

avec m = 2k + 1.

5. La fonction z — 2z~ !sinmz étant décroissante sur l'intervalle [0,1/2], on a, pour

T,y €[-1/2,+1/2},0 < |z| < Jy) :

(3) dla] < | — 1] < 2nal
_ 621riy -1
(4) 2 y/al < | S| < /sl

Pour k € N*, i € {0,1}, m = 2k + 1, on a d’autre part :

(5) (6A2m+4) " < (2Qm+2) 7! < |Qmaull < Qpls < (2A2mya) 7"
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On en déduit, grace a (3) :

(6) T Apmga < [T 1|71 <

N W

A2m+4 )
d’ou on tire, pour n > 1:
| X (m,n)| < 3A2m+4,

(7)
Zm|X(m,n)| < 6A2m+4A2_nlz+1 .

de (4) et (5), on déduit aussi :

(8) 217 In < |X(m,n)| <n, pourn < Aymiq-

6. Dans ce numéro, on se donne une fonction numérique 6 de R} dans R% qui est
croissante et non bornée. Supposons alors que p vérifie :

(Co) p([2m~16(t)]) > t, pour t assez grand ([y] désignant la partie entiére d’un réel y).

Soient k € N*, i € {0,1}, m = 2k +1; pour m assez grand, et Azmi2 <N < Azmya,
on a, d’apres (8) et (Cp) :

|Bin(gm)| = Zm|X (m,n)| > 2r~ 1Az i,
p(Azm+1) = Aamiz < n < p([27710(n))).

On en tire :
n

lenllr > 1@in(gm)| = TR

On obtient donc, pour tout n assez grand :

n
llenllce 2 llenllr 2 Ok
Remarque : On obtient une fonction analytique réelle & valeurs réelles ¢ ayant
cette propriété en posant ¥ = ¢ + P.
7. Pour m > 2, n > 1, considérons les parties Ep, ,, de T? définies par :
Em,n = {(x07z1) € ']I'2/|<pn(zo,$1)| < nAZ_r?z+1}’

Em = U Emn -

Az2m+2Sn<Aamis

On démontrera dans la fin de 'appendice la proposition suivante :
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PROPOSITION. — On peut choisir la suite (€m)m>2 dans [1,2] de maniére a avoir,
pour m assez grand :
#En) < 1245},

ot p est la mesure de Lebesgue sur T2.

8. Dans ce numéro, on se donne une fonction 6 ayant les mémes propriétés qu’en 6.
Supposons alors que la fonction p vérifie :

(Co) p([(6(1)*/%]) > t, pour ¢t assez grand.

BN

Choisissons, dans la construction de ¢, la suite (¢,) de manitre & vérifier les
conclusions de la proposition.
Comme la série 3 AL +1 est convergente, les points (zo, 1) de T? qui n’appar-
m2>0

tiennent qu’a un nombre fini d’ensembles E,,, forment un borélien ! de mesure de
Lebesgue pleine.
Soit (zg, 1) € ; pour n assez grand, Azmi2 < n < Azmid, on a donc :

|on (20, 21)| > nAZS .,
et d’autre part, on a, par (Cp) :
p(Azmt1) = Azmiz <1 < p(((n)'?).
On obtient donc, pour tout n > ng = ng(zo, 1) :
n
|‘pn(z0v‘7’1)| > mv

c’est—a—dire la conclusion du théoréme. 0

9. Le reste de ’appendice est consacré a la démonstration de la proposition.
Soit m un entier > 2. On suppose que ¢; € [1,2] est fixé pour 2 < i < m, et on
veut déterminer €, de fagon a avoir, si m est assez grand :

u(Em) < 12451 .

On suppose dans la suite (pour fixer les notations) que m = 2k est pair. Le cas ou m
est impair est compléetement similaire.

10. Soit n € [A2m+2, A2m+4]; pour m assez grand, on a, d’apres (7), (8) :
|X (M, n)|Zm > 20 nAgp 11

Yo IX(En)|Ze <2y A,

(9) H>m oH>m

1
-1 -3 .
<dn A2m+3 < '2_n A2m+1 )
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(10) > 1X(En)Ze <6 A

L<m-1 £<m
1 4-3

|X(m = 1,n)| Zm-1 < 6 Agmi2 A5t _;

< 31 Asmi2Azmi1A5, 107 2| X (m, n))|

1
< 3 Azmi2Asmi1n™ Zy| X (m,n)].
2>

Pour (z9,z1) € T? et Aam+a > n > A2mi1A2m42, on obtient donc :

1
[pn (@0, 81)| 2 5.Zm | X (m,m)| = n A7
> lnA_l -nA;}
=14 2m+1 2m+1
>nA33, .,

si m est assez grand. Donc Ep, n, = 0 pour Agmi142m+2 < 1 < Agmes.
Lorsque n € [A2m+2, A2m+142m+2], considérons la partie de T? notée E} . et
définie par :

E;, n = {(z0,21) € T?/
|X (M, n) Zme? %m0 + X (m — 1,n)Zm-1€>"9m-171| < 245m 42452 1 }.
Montrons que E}, ,, contient Em, n, : par (9) et (10), on a en effet, pour (zo,z1) € T?:

1
lon (@0, 1) = D X (m —i,n) Zm—i€®™Fm=5%| < A70 L,
1=0

donc, si de plus (2o, 1) € Emn :
1
|Z X(m — i,n) Zpm—;2™9m-i%| < 2n 433 |
=0

< 2Asmi245% 41 -

11. Pour n € [Aom+2, Azm+142m+2], soit EZ . la partie de T' définie par :
E,znn ={z € ’lI‘l/|X(m, n)Zm + X (m — l,n)Zm_le2"i’”| < 2A2m+2A;,,21+1} .

On note d’autre part 7 la mesure de Lebesgue sur T! et p 'application de T? dans
T! définie par :
p(z0, 1) = QmTo — Qm-121.
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On a alors p~'(E} ) = E} ,, et u(p~'(A)) = fi(A) pour toute partie mesurable A de
T!. On en déduit :

(11) wW(Em) = N(UEm,n) < l‘(UE}n,n)
<E(VE} ),
ou I'union est prise sur n € [A2m+2, Aam+142m+2)-

12. Soit n € [Aam+2, A2m+142m+2]; on a, en utilisant (3) et (5) :

n—1
X (m,n) = n] = | 3 (&390 — 1))
=0

n—1

< 27| Qmaoll Y 4 (12)
=0

= _72[n2 Ajmia <1

— ’

si m est assez grand.
On a d’autre part :

X(m—-1,n) = emin-1)Qm-_1:1 s;?ngﬂ(;rnQQ:___.llao;_ll) ,
27 Agmy2 < |sin(mQm-101)|7! < 34sm42,
d’aprés (6); ceci permet d’écrire Z,,—1 X (m — 1,7n) sous la forme :

(13) Zm-1X(m —1,n) = nyme™ ™ DRm-1 4, 2 A>L | |sin(mnQm-101)]|,

oun € {—1,+1} et Ym = em-1(|sin(7Qm-1a1)|A2m+2)~1 € [% ,6].
Considérons les ensembles :

E} . ={z€T/|nZm — X(m —1,n)Zp_12™*| < 3A2m+2A;"21+1} ,

Cm = {t € R/|temr} — A2mi242m 4145, | sin(nt||Qm_1cal|)| |
< 5Aom+245m11}.

La relation (12) montre que EZ, ,, est contenu dans EJ, ... D’autre part, si E3, , n’est
pas vide, on a :

InZm — |X(m —1,n)|Zm_1| < 3Azm42Aznys1;
en utilisant (13) (en particulier ;! < 5/3), on voit que n € Cp,.
13. Il résulte de (5) que si m est assez grand, on a :

Am = YmAzm+2Azmi1 Az 1 |Qm-101] > 2.
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On choisit &,, € [1,2] de sorte que p = Apme;,! € N*.
Par (5) et (13), on a alors :

(14) %AzmﬂA{nl,_l <p<3Asmi1Agn ;-
De la définition de p il résulte immédiatement que :
(15) PemYm |@m-101|"! = Asmy2Aom+14gm_1 -
Dans la discussion qui suit, on pose

Bm = em¥m' € [1/6,m].

14. a)Sit> (p—1/4)|Qm-101]|7?, alors t ¢ Cp,
En effet, si t > (p+ 1/4)||@m-101]|~%, on a, d’apres (5) et (15) :

_ 1 _
Bmt > Aomi2Asmi1Agm_1 + '2—4||Qm—1041|| !

_ 1
> Asmi2Aomi1Agm_1 + 1_2A2m+2 ,

donc t ¢ Cpp,.
Si |t — plQm-10a7! £ 3I1Q@m-101]|7*, on a:

. V2
| sin(7t]|Q@m-101|])| < 5

_ m _
ﬂmt > A2m+2A2m+1A2n1;_1 - Z”Qm—lalll !

3
-1
> Aomt242m+145m -1 — 7A2'm+2)

d’ou on tire :
|Bmt — Azm+2A2m+145m_1|sinmt|Q@m-10(l|| > B,

N -1 -1
ol B = (1 — 32Q Asmi2Aomi145m_1 — 321A2m+2 > 5Asm4245m41, POUr M assez

grand. Dans ce cas, on conclut donc aussi que ¢ ¢ Crm.

b) Si t € Cm, on a |cos(nt||Qm—_1ca||)| > A2_1:z{+-21’ si m est assez grand
D’aprés a), on a en effet :

_ 1
Bmt < Azmi2Azmi1Agm_1 — EA2m+2 ,
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donc on obtient :

Asmi2Azmi1A5, | sin(mt]|Qm-101])| < Bmt + 5A2mi2455 11

_ Azm_1

< Asmi2Aoms1 A7) (1 - -'"—)
= A2m4-2A2m+1432m, 1 16A2m+1
si m est assez grand.
Ceci implique :
Ao
2 2m—1
t _ <1-

sm (7T ”Qm laln) —_ 16A2m+]_ )

d’ol 'on déduit le résultat pour m assez grand.

c) Posons g(t) = Bt — Azmi242m+145m_1|sin(7t||Qm_101]))|. En un point
t € Cp, tel que t||Qm—104]| n’est pas entier, g est dérivable et on a, d’apreés b) :

lg' ()] > 7l Qm-101 || Azm+2 A5 1 g1 — B
1
> A m+1A2m~17

d’apres (5), si m est assez grand.
d) Pour 0 < j < 2p, considérons I'intervalle
I; = [§2l1Qm-1cal)7", (5 + D(2/Qm-10a] 7).

La restriction de g & I; est dérivable et convexe; de plus, pour une des extrémités a
de Ij,ona:

1 12 _
g'(a) = Bm < §A2{n+1A2'r:L—1’

On en déduit, compte-tenu de c), que I'intersection Cy, j; = Cr,NI; est un intervalle
dont la longueur est au plus égale & :

Z(Cm ]) < 10A2m+2A2m+1A2m 1.

e) Lorsque t décrit Cp, j, mt||@m-101] décrit un intervalle I, ; dont la
longueur est au plus :

(Im,;) < 107||Qm-101 | Azm2 A5 1 Azm—1
<16 Azm/+1A2m 1,

d’apres d) et (5).

15. LEMME. — Soient a, b, c trois réels strictement positifs, avec ¢ < a. Si
z € [-1/2,+1/2] vérifie :

Ia _ be21riz| S c,

alors |z| < (4a)7c.
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Démonstration : On a :

la — be>™®| < ¢ <= a® + b? — ¢? < 2ab cos 27z

2 2

b a“—c
< cos 27 > — :
cos 7m_2a+ 2ab '

le membre de droite dans la derniére inégalité est minimum pour b = va? — ¢? et

vaut alors /1 — ﬁ-; On obtient donc :
la — be*™**| < ¢ = |sin27z| < ca™!,cos 21z > 0

1
= |z| < an‘l, si |z] <1/2.

16. Fixons 0 < j < 2p, et laissons varier n dans ’ensemble NN Cp, ;.

En posant ¢ = 3A2,,H.2A2_:1 +1> @ = nZy, dans le lemme précédent, et en utilisant
(13), on voit que E3, ,, est contenu dans un intervalle L, », de T" de longueur moindre
que 34212452 11 (2nem A 1)1 < 345} 1 ; de plus il résulte de (13) et (14.¢) que
lorsque n décrit NN Cp, ; , les centres de Ly, , sont contenus dans un intervalle de

. -3/2
longueur moindre que 164, A2m—1.

On en déduit que la mesure de I'union des E3, ., lorsque n décrit NN Cp, j, est
moindre que 245}, (si m est assez grand).

En utilisant la relation (11), 'inclusion EZ, , C E3, . et 15.a), on conclut qu'on a :

1W(Em) < 2p 24311

<1243} _,, d’apres (14).
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APPENDICE 2

SUR LES VALEURS PROPRES DE L’AUTOMORPHISME
DE L*(T!) INDUIT PAR UN DIFFEOMORPHISME DU CERCLE

1. On note m la mesure de Lebesgue sur T!, et L™ 1’espace des fonctions numériques
a valeurs complexes sur T! essentiellement bornées pour la mesure de Lebesgue.

Soit f un difféomorphisme du cercle de classe C! qui préserve l’orientation ; comme
m est quasi-invariante pour f, on peut définir un automorphisme Ty de L par la
formule :

Ti(p) =pof.

Comme ||T¢|| = ||T; Y| = 1, le spectre de I'opérateur T; est contenu dans S.
Comme Ty est multiplicatif (Ts(¢v) = T¢(¢)Ts(3)) I'ensemble des valeurs propres
de Ty est un sous—groupe de S*.

Lorsque f est une rotation irrationnelle R, ce sous—groupe est le groupe cyclique
engendré par exp 27ic, la fonction propre associée a la valeur propre exp 2mina étant
T — exp 2minx.

Le but de cet appendice est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. — Soit 7 € N* U {oo}. Dans F7, il est générique, pour l’ensemble des
valeurs propres de Ty, de posséder la puissance du continu.

COROLLAIRE. — On peut trouver f € Diff(T') et une rotation Rg de T tels que
le difféomorphisme f x Rg de T? soit minimal, mais ne soit pas ergodique (pour la
mesure de Lebesgue sur T?).

Démonstration : Grace au théoréme, on peut trouver un difféomorphisme f €
Diff?°(T"), de nombre de rotation irrationnel a, et une fonction propre ¢ de T,
associée & une valeur propre exp(2mif), tels que 1, @, B soient rationnellement
indépendants. Le difféomorphisme f x Rg de T? est, par le théoréme de Denjoy,
topologiquement conjugué 3 la rotation R, s de T?; il est donc minimal. Cependant
il n’est pas ergodique pour la mesure de Lebesgue, car il posséde la fonction invariante
non constante suivante :

Y(z,y) = o(z) exp(—2miy).

2. On fixe dans la suite I'ordre de différentiabilité r € N* U {oc}.
Comme souvent, il sera plus facile de travailler dans D"(T") que dans Diff", (T?).

On rappelle que, pour tout rationnel p/q, fl (p/q) est la partie de F[ (p/q) constituée
par les difféomorphismes qui n’ont qu’une seule orbite périodique; cette partie est
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dense dans FJ(p/q). On définit de méme F"(p/q), et on pose :

F"(p/q) = Fi(p/q) U F” (p/q);

Fr=J Frin/g).

P/9€Q

L’espace F'™ est donc dense dans F".

3. Soient p/qg € Q (pAg =1, ¢ > 1), f un difféomorphisme dans ﬁ"(p/q) et a un
nombre réel.
On définit une fonction s, de R dans R par les conditions suivantes :
a) @f,q est continue & gauche et constante sur tout intervalle ou f? — p — id ne
s’annule pas;

b) ¢f,a(a) =0;
c) pour tous i, jEZ, t€R,ona:

Pra(f(t) +7) = ralt) +ip/g+3.

La fonction ¢y, est croissante au sens large; en un zéro xo de f? —id —p, on a :
. 1
(lim_ ¢7a(x)) —~ pralzo) = -
Tz q

Par construction, pour tout s € Z la fonction exp(27ispy o) est un élément de L*°, a
valeurs dans S!, qui est vecteur propre de T, de valeur propre exp(2misp(f)); on a

exp(2migpsa) = 1.
Pour 7 > 0, on note F;, ’ensemble des réels dont la distance & ’ensemble des zéros
de f9 —id — p est au plus 7 : on note J; le complémentaire de F,.

4. On fixe une distance d qui définit la C%-topologie sur D" (T?).
La proposition suivante est le principal ingrédient de la démonstration du théoreme.

PRrOPOSITION. — Soient p/q € Q (pAg=1,¢9¢>1), f€ ﬁr(p/q) et n, € des réels
strictement positifs. Il existe un réel § > 0 possédant les propriétés suivantes :
i) si g € D"(TY), d(f,g9) <6, eta,t€ Jy, ona:
e£,a(f(t)) = ¢£.a(9(t);

b) sigeﬁ’, d(f,g) <6, eta,te Jy, ona:

lof.a(t) — @galt)] <e.

226



CENTRALISATEURS ET CONJUGAISON DIFFERENTIABLE

Démonstration : La fonction ¢y, est constante sur chaque constante connexe de
Jo; si g € D(T?) est assez proche de f (pour la C%-topologie), chaque composante
connexe de J, est envoyée par f et g dans la méme composante connexe de Jp; la
premiére partie de la proposition s’en déduit.

On suppose que 7 > 0 est assez petit pour que toute composante connexe de F),
contienne un seul zéro de f7—id—p. On peut trouver n’ € (0,7/2) tel que f*(J,) C Jay,
pour tout 0 <17 <gq.

D’autre part, on peut trouver un entier n tel qu’étant donnée une composante
connexe (o, 1) de Jo, les images par "9 — np et f~"7 + np de l'intervalle [z +
n',z1 — 1] soient contenues dans [zo,zo + /2] ou [z1 — 1/2,z1].

Si g € D"(T?) est assez proche de f dans la C%-topologie, les propriétés suivantes
sont réalisées :

a) pour tout 0 < ¢ < g, une composante connese de J; est envoyée par fiet gt

dans la méme composante connexe de Jy ;

b) étant donnée une composante connexe (zg, 1) de Jo, les image par g"? — np et
9~ ™ +np de [zo+7, 21 —n'] sont contenues dans [zo—n, zo+7] ou [z1—7, z1+7).

Ceci étant, supposons que g € F ", soient a, t € Jy, et (z9,z1) la composante
connexe de Jo contenant t. Il existe i € [0,q), j € Z tels que les points b = fi(a) + j
et ¢ = g'(a) + j appartiennent a [zo + 7', z; — '] : ceci résulte de la propriété a) ci—
dessus, et de ce que ’ensemble des difféomorphismes f*+ j, i € [0, q), j € Z, permute
transitivement les composantes connexes de Jj.

Posons d = g"¥(z)—np, d’ = g~"(z)+np; par la propriété b) ci-dessus, I'intervalle
compact d’extrémités d et d’ contient [z¢ + 1,1 — 7], donc contient t; on en déduit,
comme g , est croissante, que g o(t) est compris entre @y 4(d) et g 4(d’). Oron a:

®g.a(d) = (i + ng)p(g) +j — np
= (ip(f) +5) + (p(9) — p(f))(i + nq),
Pg,a(d) = (i — nq)p(g) +j +np
= (ip(f) + ) + (p(g9) — p(f))(i — nq),
¢f,a(t) = ¢5,a(b)
=1ip(f) +7;
on en déduit :

[0£,a(t) — @g,a(t)] < (n+ 1)qlo(g) — p(f)],
et la deuxieéme partie de la proposition en résulte. N

5. Soit f € fr(p/q); on note 6(e,n, f) le réel déterminé par la proposition. Pour
¢£>1, on pose :

8e(f) =nf(27%,6(27%¢7",27'¢ 7", f),
et on note By(f) l'ouvert de D"(T!) formé des difféomorphismes g qui vérifient
d(f,9) < 36e(f), Ip(9) = P(f)] < 5957
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Pour ¢, n > 1, on considere 'ouvert Up,,, de D™ (T?) qui est union des By(f) lorsque
f décrit les F"(p/q) tels que ¢ > n (p, g étant premiers entre eux); comme 1'union
de ces F"(p/q) est dense dans F", Uy, coupe F" suivant un ouvert dense, donc

U=( N Ug’n) N F" est une partie résiduelle de F".
n>1
On va montrer que tout f € U satisfait aux conclusions du théoréme.

6. Soit f € U.
Vu la définition de U, on peut construire par induction une suite (fz)¢>o dans
D7(T?') qui vérifie, pour £ > 0, les propriétés suivantes :
a) fo€ F(pe/ar), peNge=1, g > 1;
b) qes1 > 8q;;
c) d(f, fe) = e < 1/268¢(f0);
d) 1p(f) = p(fol < 37

e) 6e+1 < by.
On en déduit, pour £ > 0, les relations :
(1) d(fe, fer1) < 8e(fe)
1
2 - —
(2) |pe/ae — pe+1/ge+1] < 107

Soit £ > 0; on prend dans la proposition n = ¢ = qe_12‘e et on note A; I'ouvert J,
correspondant ; par définition de §,(f¢), on obtient, pour ¢, a € Ay :

(3) ‘Pfg,a(f(t)) = (pfe,a(fl(t)) ’
(4) |0s0,a(t) = Preral®) <278

Notons que A, est invariant par translations entiéres; soit Ze sa projection sur T!;
son complémentaire dans T?! est I'union de g, intervalles de longueur 27, et on a donc
m(Ag) >1—21%

Comme gy, o €st & valeurs entieres, on déduit de la relation (4), pour ¢, a € A :

(5) ”qf‘pfu-l,a(t)“ < 27t

7. A toute suite € = (€¢)¢>0 € {0, 1}N, on associe la suite d’entiers (r¢)¢>o définie par
To = 1, Te41 = Te+€¢qe, puis on considere la suite de T! image de la suite (r¢pe/qe)e>o0-

LEMME. — Cette suite converge vers une limite 3 ; de plus, ’application : € —
de {0,1}N dans T? est injective.
Démonstration : On vérifie immédiatement par récurrence sur £ qu’on a0 <y < q¢
pour tout £ > 0 (cela résulte de ge+1 > 2g¢). De la relation (2) de 6, on tire alors :
"f’epe T¢Pe+1 | 1
— - — < -
qe qe+1 10ge

repe  (Te + qe)pesr
ar de+1

1
Pe+1 | < — .
Qe+1 5qe

De
+pz| = (r¢ +¢Ie)|— ~
qe
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La convergence annoncée en résulte, et la limite 3 vérifie :

T¢De 1 -1 1
- < = < -,
o= < s X < g

Soient ¢, ¢’ deux éléments distincts de {0, 1}N, m le premier indice ot1 ces éléments
different, (r¢)¢>0, (r5)e>0 les suites d’entiers associées, et 3, 8’ les limites associées,
ona:

T 1
“,3 _ "m4+1Pm+1 ” < ,
Gm41 3qm+1

,3, _ T:n+1pm+1 || < 1

Gm+1 3¢m+1’
1 T ! 3
< H m+1Pm+1 m+1pm+1| _ |Pm|l < :
dm+1 dm+1 dm+1 10gy
donc B # (' ceci termine la démonstration du lemme. 0

8. Par le lemme de Borel-Cantelli, les points de T qui appartiennent & tous les
ouverts Ay, a partir d’un certain rang forment un borélien A de mesure de Lebesgue
pleine.
On choisit a € R de fagon que son image dans T' appartienne & A.
Etant donnée une suite € = (g¢)¢>0 € {0, 1}N et la suite (¢)¢>0 associée, on définit,
pour £>0:
e = exp(2mi T2 @)

C’est un élément de L* qui est vecteur propre de Ty, pour la valeur propre

exp(2mirepe/qe)-
Pour t € A, par les relations (3), (4), (5) on a, si £ est assez grand :
©) DI W) = Vel fe®)
= exp(2mirepe/qe) Ye(t) ;
(7) [%e(t) = Ye1 ()] < 27(1950,0(t) = Pfepr,a(®)] Te + l9ePses1,a (D)

<d4r 27t

Donc la suite (1¢)¢>0 converge presque partout (en fait, en tout point de A) vers une
fonction 1, & valeurs dans S, qui définit un élément non nul de L. En passant & la
limite dans (6) et en utilisant le lemme 7, on obtient, pour t € A :

P(f(t)) = exp(2miB) ¥(2).

Donc 9 est vecteur propre de T, associé a la valeur propre exp(27if). L'injectivité
de l'application : € — 3 suffit alors & obtenir la conclusion du théoréme.
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APPENDICE 3

A PROPOS D’UN RESULTAT DE F. TAKENS

1. On fixe dans cet appendice un ordre de différentiabilité r qui est infini ou entier
au moins égal a 2.

Soit f : (R,0) — (R,0) un difféomorphisme local de classe C™ qui préserve
Porientation; on dit que f est plat en O si son r—jet en 0, défini par j.(f) =
(Log Df(0), D2£(0),...,D" f(0)) est égal au vecteur nul.

Le résultat qui suit est dit & Takens ([Ta]) en différentiabilité infinie; on en donne
dans la suite de ’appendice une démonstration différente de celle de Takens, qui
repose sur les techniques du chapitre IV.

THEOREME. — Soit f : (R,0) — (R,0) un difféomorphisme local de classe C™ qui
préserve orientation. Si f n’est pas plat en 0, il existe au voisinage de 0 un unique
champ de vecteurs X de classe C™~! dont le flot (F;) vérifie F; = f.

2. On rappelle que J" désigne le groupe des r—jets de germes de C"—difféomorphismes
locaux de R en 0 qui préservent 'orientation.

On sait, d’aprés Szekeres et Kopell (cf. IV.1) qu'il existe au voisinage de 0 un unique
champ de vecteurs X de classe C! dont le flot (F;) vérifie F; = f, et que X est de
classe C™! hors de 0.

Il suffit donc, pour démontrer le théoréme, de se placer dans le cas ou r est un
entier au moins égal & 3, et de prouver que X est de classe C"~! au voisinage de 0.
Comme J™~! est un groupe de Lie connexe et simplement connexe, le (r — 1)-jet de
X en 0 ne peut étre que le générateur infinitésimal de I'unique groupe & un parameétre
dans J"~! associé au (r — 1)-jet de f en 0. Ceci montre qu'il suffit de prouver la
conclusion du théoréme lorsque f est définit sur un voisinage a droite de 0.

Quitte & conjuguer f par une homothétie et a le remplacer par son inverse, on peut
donc supposer que f vérifie les propriétés suivantes :

i) f est un difféomorphisme de classe C", (r € N, r > 3), de [0, 1] sur son image
qui préserve l'orientation;
if) f£(0) =0; f(t) < t pour t € (0,1];
iii) f n’est pas plat en 0.

L’hypothese iii) signifie que le vecteur

i = (1., jr) = (Log Df(0),..., D" (0))

n’est pas nul; on note p le plus petit indice tel que j, # 0. On a alors j, < 0.

Il est bien connu (cf. Appendice 5) que lorsque p = 1, f est conjugué i sa partie
linéaire par un difféomorphisme de classe C" ; ceci implique certainement la conclusion
du théoreme; on supposera donc dans la suite que p > 2, c’est-a—dire Df(0) = 1.

Le champ de vecteurs X associé a f est donc défini sur [0,1], de classe C!, et de
classe C™~! sur (0, 1].

231



J-C. YOCCOZ

3. On sait qu’il existe dans J" un unique groupe & un paramétre (ji)icr qui vérifie
=7
_ Le générateur infinitésimal de (j¢) définit sur R un champ de vecteurs polynomial
Y;lep-jet deY enOest (0,...,0,7p,), donc Y prend des valeurs strictement négatives
sur un voisinage & droite pointé de 0. En modifiant ¥ sur le complémentaire dans [0,1]
d’un voisinage & droite de 0, on obtient sur [0,1] un champ de vecteurs Y de classe
C® qui possede les propriétés suivantes :
i) Y(0) =0; Y(t) <0 pour ¢t € (0,1];
i) Soit (g¢)ter le flot de Y'; alors ¢ = g1 est un difféomorphisme de classe C*>
de [0, 1] sur son image qui préserve l'orientation; on a g(0) = 0, g(t) < t pour
t € (0,1] et les r—jets de f et g en 0 sont identiques.
Posons a = (p!)~!jp, <0;o0na:

(1) Lig}r Y(z)z7P = Lixgi(g(x) —z)z7P = Li{)ri(f(x) —-z)zP=a.

4. Par IV.2.8 (par exemple), les champs X et Y vérifient sur (0, 1] les relations :
@ Log|X o f| = Log|X| + Log Df,
Log|Y o g| = Log|Y| + Log Dg .

La fonction Z = Log | X|—Log |Y'|, définie et de classe C™~! sur (0, 1], vérifie donc :
3) Z—Zof=LogDg—LogDf+Log|Y|of—Log|Y|og.

On note @ le second membre de I’équation (3); ® est a priori une fonction définie
et de classe C™1 sur (0,1].

LEMME. — La fonction ® se prolonge en une fonction de classe C™~! sur [0,1], et

on a D'®0)=0pour0<i<r—1.

Démonstration : Posons ®; = Log Dg — Log Df, ®; = Log|Y|o f —Log|Y|og. 1l
est clair que ®; possede les propriétés du lemme.

D’autre part, on peut écrire |Y (z)| = zPYi(z), g(z) = zg1(z), f(z) = zfi(x), ou
f1, g1, Y1 sont des fonctions & valeurs strictement positives sur [0,1]; de plus Y; est
polynomial au voisinage de 0, donc Y; et g; sont de classe C* sur [0,1]; la fonction
f1 est de classe C"~! sur [0, 1]. Enfin les fonctions g; et fi; d’une part, Yiofet Yiog
d’autre part ont les mémes (r — 1)—jets en 0. Comme on a :

®; = p(Log fi1 — Logg1) + LogYi o f —LogYi 0y,
on conclut que la fonction ®, a aussi les proprités requises. 0

5. LEMME. — Soit k un réel > (p—1). Il eziste alors une constante C = C(k, f) >0
telle qu’on ait, pour z € [0,1] :

S (F@)t < C gt

i>0
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Démonstration : 11 existe K > 0 tel qu’on ait, pour z € [0,1] :
f(x) < z(l + KzP~1)~# 1,
On en déduit, pour z € [0,1],7 € N:
fil@) < z(1 +iKzP~1) 51,
On obtient donc :

Y (fi@))* < 2k + 3 (1 + KigP~1) "5

i>0 i>1

[o o]
<zkQ1 +x1_”/ 1+ Ku)_Fﬁ—ldu) < C zhti-rp,
0

6. Le lemme suivant résulte immédiatement du précédent.

LEMME. — Soient k un réel > p—1 et ¢ une fonction continue sur [0,1] qui vérifie :

Lim ¢(z) 27% = 0;

z—0+

alors la série Y ¢(f*(z)) converge uniformément sur [0, 1], et sa somme Ly vérifie :
i>0

Lim z7%*P~1% o(z) = 0.

z—0t

7. Par IV.3.12, on a :
Lim _____X(:z:) =1;
z—0+ f(z) —

compte-tenu des relations (1), on en déduit :

. X(=)
“) Ly =
) Lim Z(z) =0.

D’autre part, pour N > 1,z € [0,1],on a :
N-1 _
Y ¥(fi(@) = Z(2) - Z2(fN ().
i=0

(5] .
Donc la série ) ®(f*(z)) converge uniformément sur [0, 1] et sa somme vaut Z.
i=0
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Supposons d’abord que p < r. D’apres le lemme 4, on peut dans le lemme 6 prendre
k=7—-1, ¢ = ® pour obtenir :

(6) ;,;L_l;%}l- zP7"Z(z) = 0.
On en déduit :

) }ffgl (X(z)-Y(z)z™" = }Ll.gi Y(z)(expZ(z) —1)z™" =0.

Lorsque p = r, ces deux relations restent valides : la relation (6) n’est autre que (5),
et la relation (7) résulte de (1) et de (4).

8. On va démontrer par récurrence sur ¢ (0 < ¢ < r — 1) les propriétés suivantes :

Lirg}r(DiZ(x))x”_'“ =0,
(C) o : ,
Lim (D'X — DY)(z) ="+ = 0.

z—0t

Il est clair que ces propriétés impliquent que le champ de vecteurs X est de classe
C™!sur [0,1].

Les relations (6) et (7) forment la propriété (Co). Soit 1 <4 <7 — 1, et supposons
que les propriétés (C;) sont vérifiées pour 0 < j <i—1.

Soit T" 1a dérivation de Lie suivant le champ X (cf.IV.3.17). On a alors (cf. IV.3.17) :

I'd =X Do,
I'é = P(X,DX,...,D""'X,D®,...,D'®)

ou P, € Z(to,t1,-.-,ti—1,U1,...,%;) €st un polynéme universel qui a les propriétés
suivantes :

i) P = P_ilul + -+ + Pfu;, avec p¥ € Z(to, ..., ti—1);

i) Pl =15

iii) Pz-k est un polynéme homogene de degré ¢, et homogene de poids ¢ — k si on
donne a la variable t; le poids j.

Ces propriétés se vérifient par récurrence sur i, grace a la relation :

i-1 i
0P, OP;
Py = to( 8—t-1tj+1 + b#ujﬂ) .
j=0 = j=1 "
Pour 0 < j < — 1, la propriété (C;) implique que DI X (z):pj ~P 3 une limite finie
en 0. Il en est donc de méme pour Pik(X yoory D1X) kPl par la propriété iii)
de PF.

D’autre part, on déduit du lemme 4 que :

Lig}r DF®(z)z'~"*F =0, pour 0 <k <i.
T—
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On obtient donc : ] o
Lim ["&(z)z" 7+~ = 0.

x—0

On peut alors appliquer le lemme 6 (car i(p — 1) +r — 1 > p — 1) et conclure que la

série 3 I'®o f" converge uniformément sur [0, 1], sa somme, notée EI"®, vérifiant :
n>0

(8) Lim ZT®(z)z* PP = 0.
z—0+
Or, sur lintervalle (0,1], on a :
r{(Z) =TYT &) =X(T®) (cf. IV.3.13)
9) . i-1 ,
= X‘D'Z+ ¥ P¥(X,...,D""1X)D*Z,
k=1

par les propriétés i), ii) ci-dessus.
Pour 1 < k <1 — 1, la propriété (C) implique qu’on a :

(10) Lim PF(X,...,D'"1X)(z)D*Z(z)z* PP~ = 0.
En rassemblant (8), (9), (10) on obtient :
(11) Lim D'Z(z)zP~"* =0,

car X (z)z~P a une limite finie et non nulle en 0, par (1) et (4).
Démontrons la seconde partie de la propriété (C;).
En dérivant la relation X =Y exp Z, on obtient :

[
D'X =expZ(D'Y + ) (D" *Y)Q¥(DZ,...,D'2)),
k=1

ot QF € Z(uy, ..., u;) est homogene de poids k si u; a pour poids j. L’hypothese de
récurrence et la premiere partie de la démonstration donnent :

Lim Q¥(Dz,...,D'Z)(z)zPtF T = 0.

r—

La relation (6) montre que :
Li Z(z) - 1)2?~" = Lim Z(z)zP~" = 0;
I_1'{)1r3r(exp () )z ,_‘.f}i (z)x

d’autre part, pour 0 < k < 4, D*"*kY (2)z~P*~* a une limite finie en 0; cela donne :
Ligl+ DY (z)(exp Z(z) — 1)z~ """ =0,
r—

i—1
Lim z~"* exp(Z(z)) Y Q¥(DZ,...,D'Z)(z) =0,

z—0+
k=1
d’ol on tire :
(12) Lim (DY (z) — D'(X (z))z ™" = 0;
T—

les relations (11) et (12) forment la propriété (C;). Comme on I’a remarqué au début
de ce numéro, la démonstration du théoréme est alors compléte. 0
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APPENDICE 4

UN RESULTAT ELEMENTAIRE DE LINEARISATION

1. Soit 7 un entier au moins égal & 2.
On considére un difféomorphisme f de classe C™ de I = [0, 1] sur son image qui
vérifie :
i) £(0) =05 f(t) <t pour t € (0,1];
ii) 0<Df(0)=a< 1.
Le résultat qui suit, bien connu des spécialistes, est & rapprocher d’un résultat
de Sternberg ([St]). Nous en donnons une démonstration car nous l'utilisons au
chapitre VI et n’en connaissons pas de référence.

PRrROPOSITION. — Sous les hypothéses précédentes, il existe un difféomorphisme h
de classe C™ de I sur son image qui vérifie :
1) h(0) =0, Dh(0) =1;
2) h(f(z)) = ah(z), pour tout z € I.

La démonstration de la proposition occupe les numéros 2-5.

2. Comme d’habitude, on désigne par J" le groupe des r—jets de C"™—difféomorphismes
locaux de R en 0 qui préservent l’orientation ; on désigne par J§j le sous—groupe de J"
correspondant aux difféomorphismes locaux dont la dérivée en 0 vaut 1.

Soient j = (Loga, D?f(0),...,D" f(0)) le r—jet de f en 0, et jo = (Loga,0,...,0).
I1 est bien connu qu’il existe un (unique) élément j' dans J§ qui conjugue j et jo.

Soit g un difféomorphisme préservant ’orientation de [0, 1], de classe C”, dont le
r—jet en 0 soit j’. Alors f' = g~! fg est un difféomorphisme de classe C™ de I sur son
image qui vérifie les mémes hypothéses que f, et dont le r—jet en 0 est jo.

Il suffit donc de démontrer la proposition lorsque j = jp, ce que nous supposons
dans la suite.

3. Pour b € (0, 1], on pose :

Cpb) = Max |D"f ()]

Pour t € [0,b], 0 <4 <7 —2, on adonc:

(1) ID™f(8)] < C(b),
2) Df(t) <a+C(b).

Notons aussi que bLig}L C(b) =0.

Considérons 1’espace E = E; des fonctions numériques de classe C" sur [0,b] qui
s’annulent en 0 ainsi que leurs dérivées jusqu’a l'ordre r.
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Pour 1 € E, la formule :

1] = Max [ DTy (2)]

définit une norme d’espace de Banach sur E'; la topologie associée est la C"™topologie

usuelle.
Poury € E, t€[0,b),0<i<r,ona:

®3) ID*(2) |I1/)I|

T
<7
On définit un opérateur T' = T}, de E dans lui-méme par la formule :

T() =a (o f).

LEMME. — Si b est assez petit, on a ||T|| < 1.

Démonstration : La formule de Faa—di—Bruno s’écrit :
r . .
D"($of)=> D'pofQiDf,...,D"f),
i=1

avec Q; € Z(uy, . .., Ur—iy1), Qr(u1) = uj.
Pour 1 < i < r, les coefficients de Q; sont en fait positifs; on déduit donc de (1),
(2), (3) qu'on a, pour t € [0,b] :

ID"(¥ o £)(t)| < K(b) |4, avec

K(b) = (a+C(b)) + Z i (a+ C(b),C(b),...,C(b)).

On a alors bLig*l- K(b) =a", ||T|| < K(b), et la conclusion du lemme en résulte puisque

r> 2. i

4. On choisit b assez petit pour que ||Tp|| < 1.
La restriction de f(z)—ax & 'intervalle [0, b] définit un élément ¢ de E. Considérons
I’équation en ¢ € E :

T(y)+a lp=1.

Comme ||T|| < 1, elle posséde une unique solution 9y dans E. En posant h = id + %o,
on a alors, pour z € [0,b] :

(4) h(f(z)) = ah(z).
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Comme v € E, on a Dh(0) = 1, h(0) = 0; la relation (4) permet alors de prolonger h
en un difféomorphisme de classe C” de [0, 1] sur son image, qui vérifie les conclusions
de la proposition.

5. Pour démontrer 'unicité de la conjugaison h, on pourrait faire appel au résultat
d’unicité de Kopell ([Ko]); mais ici la situation est plus élémentaire. Si h; est un
autre difféomorphisme qui satisfait aux conclusions de la proposition, on a, pour
te€[0,hi1(1)]:
ahh7(t) = ho f o hy}(t) = hh]!(at),
donc
hhil(t) = Lim_ a~"hhi'(a™t) =t D(hh{)(0) =1t.

6. On tire quelques conséquences élémentaires de la proposition.

La formule :
X (z) = h(z)(Dh(z))"" Loga,

définit le champ de vecteurs de classe C™! sur [0,1] qui est associé & f (cf.
Appendice 3).
Le groupe & un parameétre (f;);cr engendré par X est donné par :

fe(z) = h7(a'h(z)).
En particulier, pour tout réel ¢, f; est de classe C" sur son domaine de définition.
7. Notons que la proposition reste valide lorsque r = 0o : ceci résulte de 'unicité de h.

8. Soit f un difféomorphisme de classe C™ (r > 2 ou r = o0) de [—1,+1] sur son
image. On suppose que 0 est 'unique point fixe de f et que D f(0) € (0,1).

On démontre alors de la méme fagon que précédemment qu’il existe un unique
difféomorphisme h de classe C™ de [—1,+1] sur son image qui vérifie :

i) h(0) =0; Dh(0) =1;
ii) h(f(z)) = Df(0)h(z), pour = € [-1,+1].

9. Soit J un intervalle ouvert non vide de la droite réelle. Considérons un difféomor-
phisme f de classe C” (r = o0, ou r € N, 7 > 2) de I sur lui-méme qui préserve
Porientation et vérifie :

1) f a un unique point fixe ¢ dans J;

2) Df(c)=a #1.

Il existe alors un unique difféomorphisme h de classe C" de I sur R qui vérifie :
i) h(c) =0, Dh(c) =1;
ii) h(f(z)) = ah(z) pour tout z € I.

Ceci résulte immédiatement des énoncés précédents.
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