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Exposé I

AUTOUR DU THEOREME DE
MONODROMIE LOCALE

par Luc Illusie

0. Introduction.

Cet exposé ne contient aucun résultat original. On se borne a décrire
quelques aspects du théoréme de monodromie locale, qui, a des titres divers,
ont inspiré les constructions de Hyodo-Kato (exp. V) et Fontaine (exp. VIII).
On rappelle d’abord trés brievement, au n°® 1, ’énoncé et les principaux
corollaires du théoréme de monodromie locale ¢-adique de Grothendieck, en
suivant de prés la présentation de Deligne dans (SGA 7 1) et [11, 1.7]. Aun®
2, on travaille sur C. On explique la démonstration géométrique de la variante
du théoréme de monodromie locale pour les espaces analytiques complexes,
puis I'on étudie en détail le cas de la réduction semi-stable. Pour S un disque
ouvert de centre 0 dans C et f : X — S un morphisme projectif d’espaces
analytiques complexes, lisse en dehors de 0, et ayant réduction semi-stable en
0 (2.1.1), 'unipotence de la monodromie T' de H*(X,,C) (t € S* =S — {0}))
a une interprétation classique en termes de la connesion de Gauss-Manin sur
la cohomologie de de Rham relative R*f,{y. q. (o0 X* = f~1(8*)). On
rappelle plus précisément comment, d’aprés Steenbrink, peuvent se calculer, a
l’aide de complexes de de Rham a poles logarithmiques relatifs, le complexe des
cycles évanescents RU(C) et le logarithme N de T'. La théorie de Steenbrink
fournit de plus une structure de Hodge mixte Hj, limite, en un certain sens,
pour t — 0, des structures de Hodge pures des H*(X;), et dont /N est un
endomorphisme nilpotent de type (—1,—1). On explique en 2.3 le principe
de la construction. Sur H§ on dispose alors, a priori, de deux filtrations :
la filtration par le poids (de la structure de Hodge mixte) et la filtration de
monodromie (déduite de N). Leur coincidence est le résultat le plus profond de
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L. ILLUSIE

la théorie. On en donne quelques corollaires, dus a M. Saito [23], généralisant
notamment le théoreme local du cycle invariant ([2], [5]). Au n° 3, on explique
certains analogues de la théorie précédente sur un trait S de caractéristique
résiduelle p > 0. Pour f : X — S propre et a réduction semi-stable (3.1.1),
et ¢ premier # p, on commence par résumer le calcul, di & Grothendieck
(SGA 71), complété par Rapoport-Zink [19], des cycles évanescents R'¥(Z,),
munis de I'action de la monodromie : un point important, prouvé dans [19],
est que l'inertie agit trivialement. On décrit ensuite l’analogue, construit par
Rapoport-Zink (loc. cit.), du complexe utilisé par Steenbrink dans [27], auquel
on a fait allusion plus haut. Cette construction donne naissance a une “suite
spectrale des poids” ((3.6.9), (3.8.2)), aboutissant & la cohomologie de la
fibre générique géométrique. La coincidence entre la filtration aboutissement
et la filtration de monodromie est ici conjecturale. On fait le point sur ce
qui est connu. On reformule également, sous une forme un peu plus précise,
certaines questions d’indépendance de ¢, déja soulevées par Serre-Tate [26].
La perversité du complexe R¥(Qy), convenablement décalé, est en filigrane
dans toute cette étude. Elle découle du théoréeme d’Artin sur la dimension
cohomologique des schémas affines (SGA 4 XIV 3.1) et du fait (bien connu,
semble-t-il) que le foncteur R¥, commute a la dualité. Nous en donnons une
démonstration au n° 4, calquée sur celle des théoremes de finitude de Deligne
dans (SGA 4 1/2 Th. finitude).

Je suis heureux de remercier P. Deligne, J.-M. Fontaine, K. Kato, N. Katz
et M. Raynaud pour d’utiles discussions dans la préparation de cet exposé,
ainsi que M. Rapoport pour ses remarques sur une premiére version de ce
texte et sa suggestion d’inclure le complément (4.7). Je suis particulierement
reconnaissant a O. Gabber de m’avoir communiqué la preuve de (4.2) et
signalé une erreur dans la démonstration initiale de (4.6). Mes remerciements
les plus chaleureux vont, enfin, a G. Laumon pour sa lecture minutieuse du
manuscrit final, ses nombreux commentaires, et son aide dans la mise au point
de la démonstration de (4.6).
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1. Le théoréme de monodromie locale ¢-adique.

1.1. On fixe, dans ce numéro, un anneau de valuation discréte hensélien
R, de corps des fractions K et de corps résiduel k. On note p ’exposant
caractéristique de k. On choisit une cléture algébrique K de I, on note R
le normalisé de R dans K, et k le corps résiduel de R (qui est une cloture
algébrique de k). On note I le groupe d’inertie, donné par la suite exacte

1— I — Gal(K/K) — Gal(k/k) — 1.
Il s’insere dans une suite exacte canonique ([25] et [8, §2])

1-P—-157Z,,(1) -1,

ol P est un pro-p-groupe et Z(,(1) = HZg(l) est le groupe d’inertie
e#p
modéré (Z,(1) = lim pen (k)). Soit £ un nombre premier # p. On note

te: I — Zy(1)
le {-composant de t; le noyau de t, est un groupe profini d’ordre premier a ¢.
Une représentation /(-adique de Gal(I/{/I) (ou plus généralement, d’'un

groupe profini G) est un homomorphisme p : G — GL(V), oi V est un Q-
espace vectoriel de dimension finie (Q, étant une cloture algébrique de Q;), tel
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qu’il existe une extension finie E de @, contenue dans Q, et une E-structure
VE sur V telles que p se factorise en un homomorphisme continu G — GL(VE)
(GL(Vg) étant muni de sa topologie naturelle de groupe de Lie ¢-adique).

Soit G = Gal(K/K). On dit qu'une représentation f-adique p de G
est quasi-unipotente s’il existe un sous-groupe ouvert I; de I tel que la
restriction de p a I; soit unipotente (i.e. telle que p(g) soit unipotent pour
tout g € I;). Un résultat fondamental de Grothendieck affirme que cette
propriété est automatique dés que k n’est pas trop gros :

THEOREME 1.2 (Grothendieck) [26, Appendice]. — On suppose qu’aucune
extension finie de k ne contient toutes les racines de l'unité d’ordre une
puissance de L. Alors toute représentation L-adique de G est quasi-unipotente.

1.3. Soit X un schéma séparé de type fini sur K. D’apres (SGA 4 XIV)
(resp. (SGA 4 1/2 Th. finitude)), les groupes de cohomologie H} (X, Q)

(resp. H™(X, Q¢)) sont de dimension finie sur @,. Le groupe de Galois G y
opere par transport de structure, d’ou une représentation ¢-adique

(1.3.1) p:G— GL(H),

ou H est 'un des groupes précédents.
THEOREME 1.4. — La représentation p (1.3.1) est quasi-unipotente.

Comme il est expliqué dans (SGA 7 I 1), Grothendieck a déduit ce résultat
d’une variante de 1.2 par un passage a la limite utilisant la méthode de
lissification de Néron (voir [3, 3.1 theorem 3 + 3.6 lemma 5]).

Il est plausible que la conclusion de 1.4 est encore vraie si ’on remplace le
faisceau constant @, sur X par un Q,-faisceau “d’origine géométrique” (cf. [2,
6.2]).

1.5. Soit p : G — GL(V) une représentation quasi-unipotente. Il existe
alors un unique morphisme nilpotent

(1.5.1) N: V(1) =V,

caractérisé par le fait que, si I} est un sous-groupe ouvert de I tel que la
restriction de p a I; soit unipotente, alors

(1.5.2) p(g) = exp(Nte(g)) pourtout g € I; .
L’unicité est en effet claire. Pour 'existence, il suffit d’observer que, le

noyau P, de t, étant un groupe profini d’ordre premier a ¢, I'image par p de
Py est finie (on peut supposer que p se factorise a travers GL(VE) comme
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EXPOSE I : AUTOUR DU THEOREME DE MONODROMIE LOCALE

ci-dessus; si L est un réseau de Vg stable par G, le noyau K de la fleche de
réduction GL(L) — GL(L/mgL) est un pro-f-groupe, donc K Np(P;) = {1}).
Comme les éléments de p(P,N 1) sont unipotents, on a donc p(P,NI;) = {1}.
La restriction de p a I; se factorise donc a travers ty(I; ), et, quitte a rapetisser
I, log p(te(g)) est défini pour g € I;.

L’endomorphisme N s’appelle le logarithme de la partie unipotente
de la monodromie locale. Il résulte de la caractérisation (1.5.2) que
N : Qg(1) — End(V) est invariant par Galois : pour z € Q(1),z €V, g € G,
on a

(1.5.3) p(g)N(zz) = N(x(9)z-p(9)) ,

ou x : G — Z est le caractére cyclotomique. En particulier, si k est le corps

fini F, et F € G reléve le Frobenius géométrique (a +— a%) de Gal(k/k),
on a

N(zFz) = gFN(zz) ,

relation qu’on écrit parfois, par abus,
(1.5.4) NF =qFN .

Le couple (p, N) détermine alors une représentation du groupe de Weil-
Deligne 'W(K/K) [8, §8].

L’endomorphisme N permet de définir la filtration de monodromie
locale de V : c’est 'unique filtration finie croissante (séparée et exhaustive)
s C MV C M; 1,V C -+ telle que NM;V(1) C M;_»V et que N* induise
un isomorphisme grMV (k) = grM V. Si on désigne par K.V (resp. I'V la

filtration noyau (resp. image) définie par

K.V = Ker N¥*1  (resp. I*V = ImN¥) |

la filtration de monodromie est “produit de convolution” des filtrations K et

I:

cf. [28, 2.3]. Nous examinerons, au n® 3, quelques problémes concernant ces
filtrations.
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2. Réduction semi-stable et structure de Hodge limite.

Dans tout ce numéro, nous travaillons exclusivement sur C.

2.1. La démonstration géométrique du théoréme de monodromie
locale.

2.1.1. Soit f : X — S un morphisme propre d’espaces analytiques
complexes. On suppose que S est un disque ouvert, et que f est lisse hors
de 0 € S. Comme la restriction de f & S* = S — {0} est un fibré localement
trivial au sens C'*, le générateur positif de 7;(S*) induit, pour ¢t € S*, un
automorphisme de H*(X¢,Z), noté T; (ou T s’il n’y a pas de confusion a
craindre), et appelé automorphisme de monodromie locale (voir (SGA 7
XIV 1.1) pour les conventions de signes). Le théoréme de monodromie locale
affirme que cet automorphisme est quasi-unipotent. Plus précisément :

THEOREME 2.1.2. — Sous les hypothéses de 2.1.1, il existe un entier a > 1
tel que
(T* —1)"*! | H*(X4,2Z) = 0 pour tout i .

2.1.3. Plusieurs démonstrations ont été données de ce théoréme. Rappelons
brievement celle de Grothendieck (historiquement la premiére, & ma connais-
sance) (cf. (SGA 71 3.3)). Utilisant la résolution des singularités de Hironaka,
on peut supposer que X est lisse et que la fibre spéciale Xy est un diviseur
a croisements normaux (i.e. que f est donné, au voisinage d’un point de X,
par (zi,...,2n) +— 2i'--- 28", ou (21,...,2,) sont des coordonnées locales
sur X). Comme f est propre, on dispose de la suite spectrale des cycles
évanescents

(2.1.3.1) EX = HP(X,, R1U(2)) = H*(X,,2) ,

qui est T-équivariante (cf. SGA 7 XIV (1.3.3.2))) (rappelons que les faisceaux
de cycles évanescents RY¥(Z) sur X, sont définis par

RYU(Z) = i*R9},Z ,

ol i : Xo — X est linclusion, X Despace déduit de X* = X |S* par le
changement de base par un revétement universel 5° — S*, et j : X — X
la fleche canonique). Il suffit donc de prouver qu’il existe un entier a > 1
tel que T¢|R1U(Z) = Id pour tout q. Il suffit de prouver qu’il existe un
tel entier localement sur Xy. On peut donc 6ter ’hypothese de propreté sur
f, et supposer que X est un voisinage ouvert de 0 dans C™, et que f est
donné par (z1,...,2,) — z{' -+ 287 Alors Xo = >.0_, e;D;, ou D est le
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diviseur (z; = 0). Montrons que a = ppcm(e;) convient. Soit € X, et soit
I ={i € [1,r]|z € D;}. 1l suffit de montrer que, si e = pgcd(e;,¢ € I), alors

T¢|RY(Z), = Id

pour tout g. Quitte & remplacer z;, pour ¢ € I, par u;z;, ou u; est une
unité convenable, on peut supposer que f, au voisinage de z, est donné par

Z H z{*. Changeant les notations, on peut supposer que z =0 et I = [1,r].

i€l
Appliquant la définition des cycles évanescents, on trouve que

RYY(Z)y = HY(F\Z) ,
ou F est le sous-espace analytique de C*"x (Im u > 0) d’équation
Zit e zim = exp(2miu)

la monodromie T agissant par u — u+ 1. Cet espace est réunion disjointe des
Fi (0 < k < e—1) d’équations

zfl’ 2 = ¢* exp(2 miu/e)

ou { = exp(2mi/e), e; = e;/e. 1l s’identifie (analytiquement) a (Z/eZ) x Fy, et
(homotopiquement) & (Z/eZ) x V, ou V est le tore défini par la suite exacte

1-V - (SH)yr—-81-1

(2:) > Ozf*

la monodromie agissant par n +— n + 1 sur le facteur Z/eZ. En particulier,
T¢ = Id sur H*(F,Z). On trouve plus précisément :

RIU(Z) = 2[Z /2] © HY(V,Z) ,
(2.1.3.2) HY(V,7) = AHY(V,2)
HY(V,Z) = Coker(Z - 77, 1+ (€}))

1
(T agissant par n +— n + 1 sur Z/eZ).
Par les théoremes de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie
classique, ainsi qu’entre groupe fondamental algébrique et groupe fondamental
classique, on déduit de 2.1.2 :
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COROLLAIRE 2.1.4. — Soit K le corps des fractions du hensélisé, en un point
fermé, d’une courbe lisse sur C (voire un corps de caractéristique nulle), et
soit X un schéma propre et lisse sur I{. Avec les notations de 1.1, il existe
alors un sous-groupe ouvert Iy du groupe d’inertie I (~ 2Z"(1)) tel que l'on
ait, pour tout g € I, et tout 1,

(plg) = 1) H (X5,2¢) = 0

(ou p est la représentation de monodromie locale, cf. 1.3).

Ce résultat est a la fois moins général et plus précis que 1.4. Nous verrons
plus loin que l'exposant ¢ + 1 peut étre amélioré. Nous examinerons d’autre
part, au n° 3, les variantes de ceci en caractéristique mixte ou positive.

2.1.5. Soit S comme en 2.1.1, et soit f : X — S un morphisme d’espaces
analytiques, lisse hors de 0, et ayant réduction semi-stable en 0 (i.e. donné,
au voisinage de tout point de Xy, par (z1,--+,2p) — 21+ Zm, OU (21, , 25)
sont des coordonnées locales sur X, X étant lisse). La fibre spéciale Y = X
est alors un diviseur a croisements normaux réduit. Supposons de plus que ce
diviseur soit globalement somme de diviseurs lisses Y; (1 < ¢ < r) (se coupant
transversalement). On peut alors expliciter les faisceaux de cycles évanescents
RY¥(Z) globalement sur Y (et non plus seulement ponctuellement, comme en
(2.1.3.2)) : on a des isomorphismes canoniques :

(i) RW(Z)=12
(2.1.5.1) (i)  RI¥(Z) = ATR'¥(Z) (¢>0)
(iii)  R'¥(Z) = Coker(Zy — @®1<i<rly, , n— (n]¥;))(-1),

1

ou (—)(k) désigne le “twist a la Tate” habituel en théorie de Hodge,
(-) ® (2mi)*Z.

Il résulte immédiatement de (2.1.3.2) que les fleches naturelles Z —
R°¥(Z), ATR'W(Z) — RI¥(Z) sont des isomorphismes. Donnons la définition
de 'isomorphisme (iii). Notons j,, : X —Y,, — X l'inclusion. On sait que
la classe cl(Y,) € Hy (X,Z)(1) du diviseur Y, fournit (par pureté) un
isomorphisme

(a) Zy, = R'jm.2(1) .

Sij:X —Y =X*— X est I'inclusion et j : X" = X est la fleche définie en
(2.1.3.1), on a des fleches naturelles

(b) R'jm.Z(1) = R'j.Z(1) — R'j.Z(1) .
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De (a) et (b) on déduit une fleche de faisceaux sur Y

(c) P zv. - R'YD)) .
1<m<r
Il découle de (2.1.3.2) que (c) identifie (®Zy, )/Z & R'T(Z)(1) : clest
l'isomorphisme (iii).
Pour ¢ > 1, on a AYPZy,) = @ Zyiln...ny_.q. Le produit extérieur
i1<<igq
gauche par v = (1,...,1) fournit une suite exacte

0—)Zy—v>@2y123@2y'nij—/}>——-)
ij

VA
D Ty, B
1< <ig

(2.1.5.2)

qui n’est autre que le complexe de Cech augmenté du recouvrement de Y par
les Y;. Si l’on note C" ce complexe (C° = &Zy,), on a donc, d’apres (2.1.5.1)

(i) :
(2.1.5.3) RI¥(Z)(q) = Coker(C?72 — C77!) = Ker(C? — C*1) (¢>1).

On peut encore interpréter ces formules de la fagon suivante. Les fleches
(a) ci-dessus donnent un isomorphisme

P zv. 5 R'2(1)

1<ilr

(dont (c) se déduit par composition avec R'j,Z(1) — R'¥(Z)(1)). On en
déduit, pour ¢ > 1, un isomorphisme

(2.1.5.4) Cc'! 5 RY5,2(q)

(avec la notation de (2.1.5.3)). Pour éviter des confusions, notons G plutot
que Z, le groupe fondamental de S*. Le complexe RU(Z) est sous-jacent a un
objet (noté encore R¥(Z)) de D*(Y,Z[G]), et l'on a

(2.1.5.5) RT(G,R¥(2)) = Rj.Z|Y .

En particulier, on a une suite spectrale

E?* = HP(G,R¥(Z)) = R*j,(2)|Y ,

17
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qui fournit des suites exactes courtes
(2.1.5.6) 0— H'(G,R"'¥(Z)(q)) — R%.2(q)|Y — H°(G,RI¥(Z)) — 0

(G étant de dimension cohomologique 1). Or les hypothéses sur f entrainent,
d’aprés (2.1.3.2), que G opére trivialement sur les faisceaux R'¥(Z). On a
donc

H°(G,R%"¥(2)) = R"¥(Z) ,

et un isomorphisme canonique

HY(G,RT'¥(Z))(q) = R"'¥(Z)(¢ - 1)
(déduit de H'(G,Z) = H'(S*,Z) = Z(—1)). La suite (2.1.5.6) se récrit donc
(2.1.5.7) 0 — R7'¥(Z)(¢—-1) — RYj,2(q)[Y — RIV(Z)(q) — 0

compte tenu de (2.1.5.4), c’est (& un signe preés peut-étre) la suite déduite
de (2.1.5.3). Cette interprétation est due a Rapoport-Zink [19], nous y
reviendrons au n° 3.6.

2.2. Monodromie locale et connexion de Gauss-Manin.

2.2.1. Soit f : X — S comme en 2.1.1. On suppose que X est lisse sur C,
et que la fibre spéciale Y = X, est un diviseur a croisements normaux (non
nécessairement réduit). Pour tout g, le systéme local Rf,(C) = R1f.(Z)®C,
de fibre H9(X,,C) en t € S*, est le sous-faisceau des sections horizontales de
la connexion de Gauss-Manin V sur qu*QX'/S* (ou X* = X —Y). Comme
le montre Steenbrink dans [27], la géométrie de la situation permet d’exhiber
un “prolongement canonique” (au sens de Deligne-Manin, cf. [6]) de cette
connexion, et par suite de donner une autre description de la monodromie T
de HY(X,,C).

Notons wy = Qy(logY) le complexe de de Rham de X (sur C) a poles
logarithmiques le long de Y, et de méme wy = Qg(log0) celui de S a poles
logarithmiques le long de 0 ([6], [7]). Le Ox-module

(2.2.1.1) w}(/s =wh/(Im f*:wl - wh)

noté O} logY) dans [27]) est localement libre de type fini (admet-
X/s

tant localement pour base dzi/z,...,dz. /2y, dzry1,...,dz, avec la rela-
tion Xe;dz;/z; = 0, au voisinage d’un point de Y ou Y a pour équation
27t ---zfr = 0 dans un systéme de coordonnées locales (z1,...,2,)). La
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différentielle de wy donne, par passage au quotient, une différentielle sur
Wy g = Awk /s> €t I’on a une suite exacte de complexes

(2.2.1.2) 0 - wi® w‘x_/ls —wy - wys 0,
(ou la fleche de gauche est a®b — f*a Ab). L’opérateur bord qui s’en déduit,
(2.2.1.3) V:RIfiwy s — wi ® Rifiwxs

prolonge la connexion de Gauss-Manin (cf. [N.M. Katz, The regularity theo-
rem in algebraic geometry, Actes Congres Int. Math. 1970, tome 1, 437-443,
Gauthier-Villars, 1971]). Steenbrink prouve le résultat suivant :

THEOREME 2.2.2 [27, 2.18, 2.20]. — (a) Les faisceauzr Rf.wy s sont
localement libres de type fini, de formation compatible d tout changement de
base ; en particulier,

qu*wk/s ®(95 C{O} _~) H(I(Y, UJy) )
ou l’on a posé
(2.2.2.1) Wy = WwWxys ®os C{O} .
(b) Soit N le résidu en 0 de la connezion (2.2.1.3). Alors, si v est une

valeur propre de N, on a a € Q et 0 < a < 1.

Le fibré vectoriel R?f,wy, g, muni de V (2.2.1.3), est donc le prolongement
canonique de R7f, (0. /5% muni de la connexion de Gauss-Manin, au sens de

Deligne [6, II 5.4] (relativement au choix (II 5.3.1) de 7). D’apres [6, II 1.17]
et [6, II 5.6], il en résulte :

COROLLAIRE 2.2.3. — (a) Les automorphismes de monodromie Ty de
H9(X,,C) (t € S*) sont les fibres d’un automorphisme T du fibré R1f.wx g,
dont la fibre en 0 est donnée par

To = exp(—27iN)

(avec N comme en 2.2.2(b)).
(b) Si Uon identifie HI(X,,C) et Rfuwx s ®os Cioy (= HU(Y,wy)
d’aprés 2.2.2(a)) & un méme espace vectoriel V, Ty et Ty sont conjugués dans

GL(V).

Compte tenu de 2.2.2 (b), cet énoncé établit a nouveau la quasi-unipotence
de Tt.
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2.2.4. D’apres Deligne ([6] ou [7]), le complexe wy, “calcule” Rj,C, i.e. on
a un isomorphisme

(2.2.4.0) wy — Rj,C (dans D(X,C)).

Steenbrink déduit 2.2.2 d’un résultat plus fin, selon lequel le complexe w;,
(2.2.2.1) calcule RY(C) (dans D(Y,C)). Plus précisément, choisissons une

uniformisante ¢t : S — C, un revétement universel p : S" — §* et un

. . . =%* .
logarithme, i.e. une fonction log ¢ sur S telle que exp(logt) = p*t. Steenbrink
construit un isomorphisme dans D(Y,C) (dépendant de ces choix)

(2.24.1) a;:wy = RY(C) .
L’homomorphisme de degré 1 déduit de la suite exacte (2.2.1.2)
wy/s = ws ®Wy/g

donne, par composition avec le résidu en 0, Resg : wg — C/(o0}, un homomor-
phisme

(2.2.4.2) N :wy — wy

de D(Y,C). Steenbrink montre de plus (cf. 2.3.3) que automorphisme de
monodromie T' de R¥(C) correspond, par (2.2.4.1), a exp(—27iN). L’assertion
(a) de 2.2.2 découle de (2.2.4.1) et de lisomorphisme H*(Y,R¥(C)) =
H*(X;,C), et, par un calcul explicite de N sur H*w;, la formule
T = exp(—2miN) entraine (b).

Pour la dépendance de (2.2.4.1) par rapport aux choix, voir [27, 4.24] (du
moins dans le cas ou Y est réduit).

Expliquons la définition de (2.2.4.1), en nous plagant, pour simplifier, dans
le cas o Y est réduit. Notons i~! le foncteur image inverse par i : ¥ — X
pour les faisceaux abéliens. Il résulte de la définition de R¥(C) que 'on a

(a) RY(C) = i'IJ*Q'Y‘ (dans D(Y,C))

(avec les notations de (2.1.3 .1)). Le complexe i_lw;\r (= 7'y (logY))
s’identifie de fagon naturelle & un sous-complexe de i~1j, Q'Y.. Plus générale-

ment, i‘lj*Q'/x—,. contient le sous-complexe i~'wy [logt] formé des sections

Yoeri : k . . 43 )
s’écrivant localement Znggs(logt) Wk, Ol Wi est une section de wy. Steen-
brink montre que I'inclusion

(b ity logt] — i_lj*Q'—,.
AN N
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et ’homomorphisme
(c) iy llogt] — wi

associant & Y cp<.(logt)fwe la classe de wy dans wj sont des quasi-
isomorphismes (pour (c), voir la remarque suivant 2.3.2.5 ci-dessous).
L’isomorphisme (2.2.4.1) est défini par (b) et (c), compte tenu de (a).

Signalons l'interprétation suivante de ces isomorphismes, due a Navarro-
Aznar (communication personnelle). Le complexe i ~!wy [log t] est un module
différentiel gradué sur l’algebre différentielle graduée wg. On peut 1’écrire
comme un produit tensoriel

i 'wylog t] = i H(ws(log {] Quy, Wx)-

Notons 7o : {0} — S et jo : S* — S les inclusions. Le wg-module différentiel
gradué iy 'wg[log t] est une résolution de Coy (cas particulier de (c)), dont on
vérifie facilement qu’elle est acyclique pour le foncteur ®,_. On a donc

L
i'lwx[log t] = C{O} Quy Wx -

Compte tenu de (a) et (b), et comme wy (resp. wg) calcule Rj,C (resp.
Rjo.C), on peut récrire cette formule (toujours dans le cas ou Y est réduit)
sous la forme plus frappante

L
(2.2.4.3) RY(C) = Cyo} ®@rjo.c RJC,

qu’on peut considérer comme une sorte d’inversion de (2.1.5.5).
2.3. Complexe de Steenbrink et structure de Hodge limite.

2.3.1. Soit S comme en 2.1.1. On suppose, dans ce numéro, que f : X — §
est projectif, avec X lisse sur C, et que f est lisse hors de 0, de dimension
relative d, et a réduction semi-stable en 0, la fibre spéciale Y = X, étant
somme de diviseurs lisses Y;. L'un des résultats principaux de Steenbrink
([27], complété par [28]) est que R¥(Z) est sous-jacent & un complexe de
Hodge mixte cohomologique sur Y, (R¥(Z), (RY(Q), W), (R¥(C), W, F)) au
sens de Deligne [10]. En particulier, les groupes de cohomologie H"(Y, R¥(Z))
sont munis de structures de Hodge mixtes naturelles. De plus, ’opérateur
de monodromie T' est unipotent, et N := (—1/27¢)logT est un morphisme
de structures de Hodge mixtes H™(Y, R¥(Q)) — H™(Y,R¥(Q))(-1). Ces
résultats avaient été annoncés par Deligne dans (P. Deligne, Théorie de Hodge,
I, Actes, Cong. int. math., I, Gauthier-Villars (1971), 425-430). La théorie de
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Morihiko Saito [20], [21] en offre une meilleure formulation : R¥(Z)[d] est
sous-jacent a un module de Hodge mixte sur Y (en particulier, R¥(Q)[d] est
un faisceau pervers), dont N est (au twist prés) un endomorphisme nilpotent.

2.3.2. Nous nous bornerons a esquisser la construction de Steenbrink [27]
d’un représentant de (R¥(C), W, F). Pour celle de (R¥(Q),W), qui n’est
pas traitée correctement dans [27], nous renvoyons a [28] (ot la construction
est inspirée de Rapoport-Zink [19]). On suppose choisis comme en 2.2.4, une
uniformisante ¢ et un logarithme logt. L’observation de base est la suivante
(cf. [27, 4.6] - qui, a la lettre, n’a pas de sens - --) :

LEMME 2.3.2.1. — Soient 1 : Y — X l'inclusion, et § = f*dt/t. La suite de
complezes

Ty [-1] 2 i ey 25 T ey (1)

est exacte, ainst que la suite de faisceaux qui s’en déduit par application de

HA.

La vérification de la premieére assertion est immédiate (complexe de
Koszul). La seconde résulte du calcul standard des Hiwy = R9j,C (ol
Jj:X —Y — X est l'inclusion), cf. (2.1.5.5) et [7, 3.1.8].

La suite exacte de 2.3.2.1 définit un bicomplexe

'
M=(- —i'wy[-1] -, i lwy < iTlwy 1] - ),

de différentielle verticale d” déduite de 6, dont les colonnes sont acycliques.
Ce complexe est concentré dans la bande oblique 0 < i+ j<d+1=dimX
(et mal placé, car sur une diagonale i + j = n, pour 0 < n < d + 1,
toutes les composantes sont non nulles). Certains complexes déduits de M
par troncation sont particulicrement intéressants. Nous noterons 0<ay O>a les
troncations naives, 7<q, 7>, les troncations canoniques (si L est un complexe,
o<cal = (= L*>0),05L=(0—->L"— ), 7<qL=(+— L >
Z* - 0), 7oL = (0 —» L*/B* — L**! — ...)). Dans le cas d’un bicomplexe,
si t est une troncation, nous noterons ¢"°r (resp. t!) la troncation relative a la
différentielle horizontale (resp. verticale). Posons

(2.3.2.2) M=ol M M=ol ThAn0.1]
(on [p.q] désigne le décalage pour les bicomplexes). Par exemple. si d = 1.\
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est le bicomplexe

- oo T

0— 0 —wy—wk—0

T o1 T
0 -0 —wk— wk —0 «— ligne de degré 0,0 en degré 0
1 T

0 -0 — w}( —»wﬁ(—»O

M’ le bicomplexe

~ -

0 - O— Zwy — 0| « lignededegré 0, O en degré 0,

T
0 — A — 0
(=Cioy)

! _

et M" le bicomplexe

0 — w’j’(/Bz — 0
T

0 — wi/B' — w% — 0|« ligne de degré 0, wk/B' en degré 0

on a omis le i~! pour abréger). On a des homomorphismes naturels de
p g p
bicomplexes

(2.3.2.3) M —-M",
induit par d” : M® — M1, et
(2.3.2.4) M =y,

induit par T<qwy — wy .
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LEMME 2.3.2.5. — Les morphismes (2.3.2.3) et (2.3.2.4) induisent des quasi-
isomorphismes sur les complezes simples associés.

En effet, les colonnes H{  sont acycliques d’aprés (2.3.2.1) et le calcul

direct des H9w;, (cf. [27, 1.14]).

On peut observer aussi que, pour les mémes raisons, 'inclusion M’ —
0'|<0M induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés, et que
le complexe simple associé a a|<OM n’est autre que le complexe i~ 'wy [log ]
considéré en 2.2.4 (b) et (c) : le fait que (c) soit un quasi-isomorphisme découle
donc de 2.3.2.5.

Le complexe wy est muni de la filtration par le poids 0 C Wowy C Wiwy C
-+« [7, 3.1.5], et I'on a une inclusion 7<,wy C Wywy. On sait [7, 3.1.8] que
I'identité de wy donne un quasi-isomorphisme de complexes filtrés

(2.3.2.6) (wx,T<.) = (wy,W.) .
On a donc, pour tout n, des quasi-isomorphismes
(2.3.2.6) TonWy — Wy /T<n—1wy = wy/Wp_1wy .

Steenbrink considére le bicomplexe A = (AP?,d’,d") défini par

(2.3.2.7) APY = wg{+q+l/qug(+q+l ,
i h
1
A: | (wyx/Wiwy)[2]
T
(wx/Wowx)[1] | « ligne de degré 0, wk /Wowk en degré 0,

de différentielle d’ (resp. d”) induite par la différentielle extérieure (resp.
6p) : pour x € APY, d'z = (—1)9*dx (d = différenticlle extérieure), d'z =
(—1)P@rz. Ses lignes sont reliées a celles de M" par les quasi-isomorphismes
(2.3.2.6)' : la g-itme ligne de A correspond & wi[¢]/7<o(wix[q]) ~ wx[q]/(7<q
wy)lg] > (T>¢+1wx)[q]. Par construction, A est a support dans Y, et le
complexe simple sA associé a A est une autre “incarnation” de wj (donc
de R¥(C)) dans D(Y,C) : on a des isomorphismes canoniques de D(Y,C)

(2.3.2.8) RY(C) ~ wy ~sA .
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Noter que le bicomplexe A est concentré dans le triangle (p > 0, ¢ > 0,
p+q<d=dimY); par exemple, pour d = 1, A est le bicomplexe

wk /Wiw%

T

wi /Wowk — w% /Wowk | « ligne de degré 0 .

Steenbrink définit comme suit les filtrations (W, F') sur le bicomplexe A. La
filtration (décroissante) F' est la filtration par le premier degré : FPA = a';‘;,’A

(= A2P»). La filtration (croissante) W est donnée par
Wrqu = W2q+r+1w§{+q+1/quP+q+l .
La filtration W est une “filtration de monodromie” (voir 2.3.3). Observer que,

par (2.3.2.6), la g-iéme ligne de W, A correspond a 7<q4+r(wx[q])/7<o(wx[q]) =
(r<2q4rwx)[a)/ (T<qwx x)1a] 2 T<atr((T2q+10x)M4]) :

q W.A

0 T p

Les gradués associés se calculent aisément. Pour W, notant que gr’V A est
a différentielle d” nulle, et tenant compte de (2.2.4.0) et de la remarque
précédente, on trouve que gr'V A est cohomologiquement concentré sur la
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droite j — i = r, somme des R™"1*295,C placés en bidegré (r + ¢, q), et donc
que

(2.3.2.9) grsA= @ R+'*25,Cl-r - 2q] .
q>0

q+7>0
Rappelons que, d’apres (2.1.5.4), on a aussi, si Y = Uj<i<nYi,
ij*c =@ CY,'] n---nY;,, »

somme étendue aux 1 < i; < --- < i, < h. En ce qui concerne F, Steenbrink
montre que l'on a

(2.3.2.10 grisA = Wl [—p] .
F Y

Il prouve plus précisément que 6, induit un morphisme de complexes wj —
A et que la suite de complexes

(2.3.2.11) 0 — wy 25 A0 AT A qe
est exacte.

2.3.3. L’endomorphisme v de A, de bidegré (—1,1), égal & (—1)P*9+1 (pro-
jection canonique) sur APY, commute a d' et d”, donc induit un endomor-
phisme

(2.3.3.1) v:sA—sA.

Notant W (resp. F) la filtration de sA déduite de la filtration W (resp. F') de
A,on a
v(W,sA) C W,_9sA , v(F"sA) C F" " 'sA .

On vérifie de plus que, pour r > 0, »" induit un isomorphisme (de complexes)
. w ~ w

(2.3.3.2) v'igr,'sA — grl sA

de sorte que W est la filtration de monodromic de ». Steenbrink prouve

enfin que, par l'isomorphisme (2.3.2.8), v correspond a 'endomorphisme

N = Resg V (2.2.4.2). En fait, on a les résultats plus précis suivants, qui
expriment Pessentiel de la théorie :
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THEOREME 2.3.4. — Sous les hypothéses de 2.3.1, avec t et logt choisis
comme en 2.3.2 :

(a) Le compleze RY(Z) € D(Y,Z) est sous-jacent d un compleze de
Hodge mizte cohomologique (RY(Z), (R¥(Q), W), (R¥(C),W, F)) [10,8.1.6],
dont la composante (R¥(C),W,F) est isomorphe & (sA,W,F) dans la
catégorie dérivée bifiltrée DY F(Y,C).

(b) L’endomorphisme T de RY(C) est unipotent, et —(1/2mi)logT est
sous-jacent & un morphisme de complezes de Hodge miztes

N:R¥(Q) — R¥(Q)(-1),

dont la composante sur (R¥(C), W, F) est donnée par v (2.3.3.1). Pour tout
r >0, N” induit un isomorphisme

N":gr,/ R¥(Q) = gt RU(Q)(~) .
(c) On a un isomorphisme canonique dans D(Y,C)

gri RY(C) ~ wi [-p] .

Rappelons que, comme f est propre et f|S* lisse, on a (SGA 7 XIV
(1.3.3.2)).
H*(Y,RUA) = H* (X ,A) = H*(X,,A)
pour tout point t € S* (ces identifications étant compatibles a I’action de la
monodromie T'). De 2.3.4, on déduit donc :

COROLLAIRE 2.3.5. — Sous les hypothéses de 2.3.4, pour tout n, H*(X",7)
est muni d’une structure de Hodge mizte, et l’endomorphisme (milpotent)
N = (=1/27i)logT de H*(X",C) est un morphisme de structures de Hodge
miztes H(X ", Q) — H*(X",Q)(-1).

On peut considérer cette structure de Hodge mixte comme “limite” des
structures de Hodge pures des H"(X,,Z), s € S*, “quand s tend vers 0”. Elle
dépend des choix de (t,logt) (le réseau H*(X ', 2) et la filtration par le poids
W sont fixes, mais la filtration F varie, cf. [27, 4.24] et [24]).

Par la théorie de Hodge mixte, la suite spectrale des poids

(2.3.6) wEP = HPY(Y, g RY(Q)) = HP* (X", Q)
dégénere en E», et la suite spectrale de Hodge

(2.3.7) rEP = HPY(Y, gt RU(C)) = HPYY(X",C)
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dégénere en E;. Les filtrations aboutissements de (2.3.6) et (2.3.7) sont
respectivement la filtration par le poids W et la filtration de Hodge F de
H*(X™).

On peut expliciter les termes initiaux de ces suites spectrales. Tout d’abord,
la formule (2.3.2.9) se raffine en un isomorphisme de complexes de Hodge

(2.3.8) ngVR‘I’(Q) = @ (@rt+142¢)+ Ry (r1420 (=7 — @)[—7 — 2¢]

q20
r+q¢>0
ou
Y™ .— ]_[ Y;;n---nY;_,
1<i1 < <im<h
et

am Y™ Y

est la projection. En d’autres termes, gr'¥ R¥(Q) est le complexe simple
associé au complexe double, de différentielles d’ et d”’ nulles
(2.3.8.1)

ad+1*Q

N

ad*Q ad+l*Q(_1)

a2, Q a3*Q(—1) ad+1*Q(_d+ 1)
N N
al*Q a2*Q(_1) e ad*Q(“d + 1) ad+1*Q(_d) >

le gr,. est la somme des termes sur la diagonale j—i =7r; N : gr, — gr,._o(—1)
est donné par les fleches obliques identiques. Par suite, le terme initial de
(2.3.6) se récrit

(2.3.9) wE " = @ HMTA(Y U0, Q)(—r —g)
q20
r+q2>0

Il est pur de poids n + 7. Les poids de H*(X") sont donc dans Dintervalle
[n — d,n + d]. On peut aussi décrire la différentielle d; de (2.3.6) : on a
dy = dj +df, ou dj (resp. d{) est une somme alternée d’homomorphismes
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de Gysin (resp. restriction) (cf. [19, 2.10] et [15]). Quant au terme initial de
(2.3.7), compte tenu de (2.3.2.10), il est donné par

(2.3.10) FETY = HI(Y,w)) .
Par un argument de comptage, la dégénérescence en E; de (2.3.7) entraine

donc :

CoOROLLAIRE 2.3.11. — Pour tout (p,q), le faisceau qu*wg(/s est locale-
ment libre de type fini, et commute a tout changement de base. Si hP? désigne
son rang, on a

h?? = dimgrh, HPY9(X",C) = dim HY(X,, Q%) = dim HY(Y,w}) (t€S*).

Le fait que NN soit un morphisme de structures de Hodge mixtes fournit
d’autre part une borne pour son exposant de nilpotence, meilleure que 2.1.4.

COROLLAIRE 2.3.12. — Posons
hn, =sup{b—a | Vi € [a,b], """ £ 0} ,
ot les hP? sont les nombres de Hodge considérés en 2.3.11. Alors

N+ HY X", Q)=0.

Cela résulte en effet de ce qu'il existe une bigraduation H*(X ", C) = @HP4
telle que N(H??) C HP~1971 et &, dim HP? = hP"~P, cf. [27, 3.2).
2.4. Poids et monodromie.

2.4.1. On reprend les hypothéses de 2.3.4. Le fait qu’on ait supposé f non
seulement propre, mais projectif, ne sert pas réellement dans la construction
de la structure de Hodge limite : il suffirait de supposer Y algébrisable. Par
contre, la projectivité de f intervient de maniére essentielle * (par le biais de
polarisations) dans la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 2.4.2. — Pour tout r > 0 et tout n, N" : H"(Y*,Q) —
H™(X",Q)(—r) induit un isomorphisme de structures de Hodge (pures)

N g HYN (X, Q) 5 g HY(X,Q)(-r) .

! Voir cependant 2.4.7 (b)
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En d’autres termes, la filtration par le poids sur H" coincide avec la
filtration de monodromie (centrée en n), caractérisée par N(W,.) C W,_,
et N": gr,"KH S

Une preuve erronée de 2.4.2 est donnée par Steenbrink dans [27, 5.9]. Une
correction, également erronée, est apportée par El Zein dans [14]. A notre
connaissance, la seule démonstration publiée correcte est celle de Morihiko
Saito [20, 4.2.2]; & quelques détails de rédaction pres, celle-ci est reprise par
Guillen et Navarro Aznar [15]. Morihiko Saito signale (loc. cit.) que Deligne
lui a indiqué une autre démonstration de 2.4.2.

2.4.3. Indiquons seulement ou est la difficulté. D’apres 2.3.4 (b), IV induit
un endomorphisme de la suite spectrale des poids (2.3.6), et, pour r > 0, N”
est un isomorphisme de wE;""t" sur wE]""". Comme wE; = wEq, il
suffit donc de prouver que N” induit encore un isomorphisme de wE; ™"
sur wE;"™". Mais N" n’est pas un automorphisme du terme E; : dans le
morphisme de complexes

Ei—’l‘-—l,’n+7‘ dl El—T,n+T dl El—‘f‘+1,‘n+1‘
er l N* l N*
Er—l,n+r s Er,n+r & Er+l,n+r

1 1 1 )

seule la fleche verticale médiane est un isomorphisme, celle de droite (resp.
gauche) n’est que surjective (resp. injective). Pour analyser E,, il est commode
(cf. (2.3.8.1)) de considérer E; comme le complexe simple &C, (= &C™")
associé au bicomplexe ®C? (= §C~*7),

C. =0Cl, (¢20,r+g>0)

(2.4.3.1)
Cry, =H YU+ Q)(—r—q),

avec les notations de (2.3.9), la différentielle d} : C! — C}_, (resp. dY :
Clj o Cin) étant “de type Gysin” (resp. “Cech”). Comme N : C’J = C’J"'1
(i1—1> 0,5 > 0), la décomposition (2.4.3.1) s’interprete d’ailleurs comme
une décomposition primitive de ’espace vectoriel gradué C sous 'opérateur
(nilpotent) N :

Clig=N"PCrysq, PCrizg=Clps, ,

ott PC; est la partie primitive Ker N7+! C C;. L’hypothese de prolectxwte sur
f permet de construire un opérateur de Lefschetz L : C; i, cis i+ 1 , commutant
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a N et d, et un accouplement <,>: C x C — Q(—d) (d = dimY'), ayant
certaines propriétés de positivité, et pour lequel d, L, N sont (au signe pres)
des dérivations. M. Saito en déduit formellement que la cohomologie ®H"(C)
du complexe (C,d = d' + d"’) admet une décomposition primitive analogue a
(2.4.3.1), donc en particulier que N” : H~"(C) = H"(C).

I1 prouve également, a partir de 13, le théoreme de dégénérescence suivant

(23] :

THEOREME 2.4.4. — Sous les hypothéses de 2.3.4, la suite spectrale des
cycles évanescents

(2.4.4.1) E?* = HP(Y,R¥(Q))=HP*1(X",Q) (= H"*9(X,,Q),t € §*)

dégénére en Es, et la filtration aboutissement est définie par les noyauz des
N —_ ¥
itérés de N : F*""PH"(X ,Q) = Ker NP*1,

A un renumérotage pres, cette suite spectrale coincide avec celle définie par
la filtration canonique 7<; de R¥(Q) :

(2.4.42) E75mF = HM(Y,grRY(Q)) = H'(Y, R*¥(Q)) = H™(X',Q) .

Il résulte aisément de 2.3.2.1 et (2.3.2.6) que le quasi-isomorphisme wij, — sA
déduit de (2.3.2.11) définit des quasi-isomorphismes filtrés

(wy, 7<) — (A4, Th°') — (sA,K)

ou 1'2‘,’,' (resp. ;) est la filtration obtenue en appliquant 7<, (resp. Wr4q41)
a la g-iéme ligne de A. Or on a

(2.4.4.3) K,A=KerN™1: A A,

ce qui explique (mais ne démontre pas) la deuxiéme assertion de 2.4.4. Celle-ci
avait été vérifiée, antérieurement a [23], par Zucker [29].

Un cas particulier de 2.4.4 est le théoréme du cycle invariant (cf. [5] et
[2,6.2.9)) :

COROLLAIRE 2.4.5. — Sous les hypothéses de 2.4.4, la suite
H™(Y,Q) % H"(X",Q) = H (X', Q)

ot sp est le morphisme de spécialisation, est exacte pour tout n.

(La  fleche de  spécialisation  est 1’homomorphisme latéral
E3® —» EZ° C H™ de la suite spectrale (2.4.4.1).)
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Ezemple 2.4.6 : Si d = 1 (i.e. Y est une courbe), la suite spectrale
(2.4.4.1) se réduit a la suite exacte de spécialisation définie par le triangle

Q — RY¥(Q) — R®(Q) (SGA 7 XIV 1.3),
(x) 0-H'(Y,Q)—H'(X",Q) » P R'¥(Q). ~H*(Y,Q)—~H*(X",Q)—0

zeY(Z)

(Y(?) est I’ensemble des points doubles de Y, et R'¥(Q), ~ Q). Dans
des bases duales (8.),(6:)(x € Y®) de H (Y?,Q) ~ @RY(Q), et
HY(Y®,Q)(-1) ~ @HL(Y,RY(Q))(-1), N = —(1/2mi)(T — 1) est alors
donné par 6., — 8, (formule de Picard-Lefschetz (SGA 7 XIV 3.2.11)). Donc,
siV = 0RW(Q),, VY = ®HL(Y,R¥(Q))(~1), N : V — VV correspond &
une forme quadratique définie positive sur V. Par la suite spectrale des poids,
on a

gty H'(X",Q) = Ker(V — H*(Y, Q))

gry’ H'(X",Q)(~1) = Coker(H* (Y™, Q)(-1) » V),
et le fait que NV induise un isomorphisme de gry” sur gry¥ (—1) (2.4.2) vient de
ce que la restriction d’une forme définie positive & un sous-espace est encore

définie positive. Quant au théoréme du cycle invariant 2.4.5, il résulte de la
suite exacte (*) et de la factorisation de NV en

HY(X",Q) — GR'V(Q), 65

| [on |

HY (X", Q)(-1) «— HXY,Q)(-1) &,

Pour des variations sur ceci, voir 'exposé de Grothendieck (SGA 7 IX §12),
et [16].

REMARQUES 2.4.7. (a) Par la théorie de M. Saito ([20], [21]), R¥(Q)[d] = F
est un faisceau pervers, autodual, et N : F' — F(—1) est un homomorphisme
nilpotent. La perversité de F résulte d’ailleurs de celle des gr’¥ R¥(Q)[d],
conséquence de (2.3.8). De plus, la filtration W de sA est (& [d] prés) une
filtration de F' dans la catégorie des faisceaux pervers, et la propriété 2.3.4
(b) montre que c’est la filtration de monodromie associée a N. D’autre part,
la filtration K de sA définie par (2.4.4.3) est aussi (& [d] pres) une filtration
dans la catégorie des faisceaux pervers, de méme que la filtration I de sA
définie par le deuxieme degré, ou, ce qui revient au méme, par les images des
itérés de N :

(2.4.7.1) I*sA = @ 51 AP = Im N :sA — sA
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(cela résulte de la perversité de gryygr . et gry gr!, via (2.3.8)). On a donc
KisAl[d|=Ker Nt . F - F |  I*sAld]=Im N*: F - F
(noyaux et images dans la catégorie des faisceaux pervers), et
W=KxI,

avec la notation de [28, 2.3], cf. (1.5.5). Parallelement a la suite spectrale
(2.4.4.2), qui est associée a la filtration K, on peut considérer la suite spectrale

(2.4.7.2) EF"F = H"(Y, gtk RU(Q)) = H"(X", Q)
associée a la filtration I, ou
grfRY(Q) = (12k+1R5.Q(k + 1)[1] .

Parallélement a 2.4.4, M. Saito [23] montre que (2.4.7.2) dégénére en E; et
que la filtration aboutissement est la filtration I* = Im N*. Il observe de plus
que, par I'autodualité de F', I et K se correspondent, ce qui permet de mettre
en dualité les suites spectrales (2.4.4.2) et (2.4.7.2).

(b) Les résultats énoncés dans ce numéro sous les hypotheses de 2.3.4
valent en fait sous des hypotheses beaucoup plus générales (il suffit de supposer
f propre et X biméromorphiquement équivalent & une variété kahlérienne)

[23].

3. Réduction semi-stable : cas de la caractéristique positive ou
mixte.

3.1. On reprend les notations de 1.1. On pose S = Spec R, s = Speck,
5 = Speck, n = Spec K, 7j = Spec K, G = Gal(K/K). On suppose p > 1. On
désigne par A un anneau de torsion ou p est inversible, ou une extension finie
de Z, ou Qy, voire Q. Soit f : X — S propre. La suite spectrale des cycles
évanescents (SGA 71 2.2.3 et XIII §3)

(3.1.1) EY = H'(X5, R¥(A)) = H(X;,A)
est G-équivariante. Lorsqu’on sait calculer les faisceaux de cycles évanescents

RIW(A), avec ’action de G dont ils sont munis, elle fournit des renseignements
sur la représentation de monodromie locale (cf. (1.3.1))

p:G— GL H* (X5, A) .
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Nous supposerons dans ce qui suit f semi-stable par quoi I’on entend que, lo-
calement pour la topologie étale, X est S-isomorphe & S[t,...,t,]/(t1 - t,—
7), ou 7 est une uniformisante de R. La fibre générique X, est alors lisse, X
est régulier, et la fibre spéciale Y = X est un diviseur a croisements normaux
dans X . Nous supposerons de plus que Y est (globalement) somme de diviseurs
lisses Y; (1 < 7 < h). On peut alors, comme en 2.1.5, calculer explicitement
les faisceaux RIW(A). Avant d’énoncer les résultats, fixons quelques notations.
Considérons le diagramme commutatif

~

J
— Xj

Y — X 5 — § — n
I [
y . X P X; au-dessusde ;3 __, G 7i
R
Yy — X — X, s — S — n ,

ot 7] est le spectre de 'extension maximale non ramifiée de I, S (resp. _5'_)

le normalisé de S dans 7 (resp. 7), i, j sont les inclusions, et i (resp. 7), j
(resp. j) s’en déduisent par extension des scalaires & S (resp. S). Le complexe

RU(A) est défini par
(3.1.2) RU(A) = *Rj.A .

C’est un objet de D(Y x5, A), avec la notation de (SGA 7 XIII) (“catégorie
dérivée des A-modules sur ¥ munis d’une action de G compatible avec celle
sur Y”; cf. [11], [13] pour le cas ont A n’est pas de torsion). Par définition, on
a donc

(3.1.3) i*Rj.,A = RT(G,RY(A)) , i*Rj.A = RT(I, RY(A)) .

D’autre part, pour E C [1, h], nous poserons Yg = ﬂ Y;, et noterons, comme
1€E

}/(m) — ]_I Y,
card( E)=m

en (2.3.8)

et an, : Y™ Y la projection.
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THEOREME 3.2. — (a) La conjecture de pureté de Grothendieck (SGA 51)
est vérifice pour les inclusions des Y; dans X : on a

Ria!A =0 pour i # 2,
et un isomorphisme canonique, donné par les classes desY; (SGA 4 1/2 Cycle)
R%2a\A = ajA(-1) .
(b) Pour tout ¢ > 1, on a des isomorphismes canoniques
*AIR'j,A = i*RYj,A = ag. R" " a[A = ag A(—q) .

(c) (i) On a R°T(A) = A.
(i) La fleche i*R'j,A — R'W(A) (déduite de (3.1.3)) induit un
tsomorphisme
(®Ay,/A diagonal)(—1) > R'T(A) .

(iii) On a
ATR'WU(A) S RIT(A)
pour tout ¢ > 1. Si C- désigne le complexe de Cech augmenté (acyclique)
défini par a, N Y,
C=(0—=Ay = a1,A = GgA — -+ = ag A — )
(ot Ay est en degré —1), on a (pourq >1)
RY¥U(A)(q) = Coker(C?™% — C97!) = Ker(C? — C*)

(comparer avec (2.1.5.3)). Les isomorphismes de (i), (i), (iii) sont des
tsomorphismes de G — A—faisceauz sur Y. En particulier, l'inertie I opére
trivialement sur R1U(A) pour tout q.

La derniere assertion de (c) entraine, via (3.1.1) :

COROLLAIRE 3.3. — Pour tout g € I, (p(g) — 1)"*! = 0 sur H(X;, A).

COROLLAIRE 3.4. — Soit X, un schéma propre et lisse sur n ayant
potentiellement réduction semi-stable (i.e. tel qu’il existe une extension finie
n' den telle que X,y admette un modéle propre et semi-stable sur le normalisé
S de S dans 7'). Alors, il existe un sous-groupe ouvert I' de I tel que
(p(g) = 1)1 =0 sur H'(X;,A), pour tout g € I'.
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D’apres le théoreme de réduction semi-stable ([1], [12], [18]), 'hypothese
de 3.4 est vérifiée si dim X = 1, et, si ’on est optimiste, on peut conjecturer
qu’elle I’est toujours.

3.5. Puisque I opére trivialement sur les RIU(A), a fortiori le sous-groupe
d’inertie sauvage P aussi (cf. 1.1), donc

(3.5.1) RV, (A) = RIT(A)

ou RI¥,(A) est le faisceau de cycles évanescents modérés défini dans (SGA 7
I2.7), i.e. R1U,(A) = RI¥(A)P. Moyennant 3.2 (a) et (3.5.1), le calcul des
fibres géométriques des RIU(A) est effectué dans (SGA 71 3.3), et il est aisé
d’en déduire, comme en 2.1.5, les assertions (b) et (c). La difficulté est de
prouver (a) et (3.5.1). C’est ce qui est fait par Rapoport-Zink [19], par une
méthode inspirée de celle utilisée par Deligne dans (SGA 4 1/2 Th. Finitude).
L’assertion 3.2 (a) découle également, du moins pour A = Q, et inoyennant
quelques hypothéses supplémentaires sur S, du résultat de Thomason 4.18
dans [R.W. Thomason, Algebraic I-theory and étale cohomology, Ann. Sci.
ENS, 4éme série, t. 13 (1985), 437-552, et Erratum, Ann. Sci. ENS, 4éme série,
t. 22 (1989), 675-677]; voir aussi [R.W. Thomason, Absolute cohomological
purity, Bull. SMF 112 (1984), 397-406].

3.6. Rapoport et Zink (loc. cit.) construisent aussi, dans cette situation,
un analogue du complexe de Steenbrink (2.3.2.7) et de la suite spectrale des
poids (2.3.6).

Expliquons brievement leur construction. On supposera, pour simplifier,
k algébriquement clos (donc s = § = § dans le diagramme de 3.1, S = S,
X = X). Soit P, défini par la suite exacte (cf. 1.1)

1P —T1-52,1)—>1.

Comme P; est d’ordre premier a ¢ et que I, donc Py, opere trivialement sur
les RIU(A), on a

(3.6.1) RYU(A) = RI(Py, R¥(A)) .
Cela permet de considérer R¥U(A) comme objet de D®(Y,A[Z,(1)]) (avec
opération triviale de Z,(1) sur ses faisceaux de cohomologie). Notons K un

complexe de A[Z,(1)]-modules sur Y, borné et a degrés > 0, représentant
RYU(A). D’apres (3.1.3) et (3.6.1), on a

(3.6.2) *Rj. A = RT(Z,(1), R¥(A))
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donc, si T désigne un générateur topologique de Z,(1), i* Rj. A est représenté

par
T-1
L=s(K — K),

T-1
le bicomplexe K —— K étant concentré sur les lignes de degré 0 et 1 (cf. [8,
10.7]). Notons
6: A, — Ap(1)[1]
lopposée de la classe fondamentale du point fermé s dans S (SGA 4 1/2 Cycle
2.1), considérée comme élément de

Homp(y,a)(Ag, Ag(1)[1]) = H' (n, A1) = i*R'juA(1) .

(la derniére égalité provenant de ce que k a été supposé algébriquement
clos). C’est la classe des torseurs des racines ¢"-iemes d’une uniformisante
de R. En tant qu’élément de H'(I,A(1)) (ou I opére trivialement sur A(1)),
c’est donc le composé de la projection I — Z,(1), et de la fleche naturelle
Z,(1) = Z,(1)(k) = Z,(1)(K) = A(1) = A® Z,(1)(K). C'est aussi la classe
de l'extension de faisceaux sur 7 correspondant a la suite exacte triviale de

groupes abéliens
0-A(l) > AQ)BA—-A—>0

munis de l'opération triviale de Z,(1) sur les extrémes, et de 'opération de
Z,(1) sur le terme central donnée par g.(z,y) = (z + gy, y). Par fonctorialité,
0 fournit une fleche de D(Y, A)

(3.6.3) 0 :i*Rj, A — i* Rj,A(1)[1]

(analogue de celle définie par OA dans 2.3.2.1). On vérifie [19], a l'aide de la
description ci-dessus de 6, que (3.6.3) est représentée, au niveau des complexes,
par le morphisme de complexes simples associé au morphisme de complexes
doubles

T-1
K1) —K(1)

T 1T

- T-1 -
K — K

(dans la fleche verticale 1 ® T, T est considéré comme le morphisme Z, —
Z,(1), a — T*). Notons encore

6:L— L(1)[1]
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le morphisme (de complexes de A-modules sur Y') ainsi défini. On obtient
alors une suite exacte de complexes

(3.6.4) SN )| 5 ) ANy LN 1501 )

Comme T opére trivialement sur les H'K, on voit de plus que, pour tout
i € Z, la suite déduite de (3.6.4) par application de H?,

(3.6.5) oo HITL(-1) 5 ML S ML) —

est exacte. C’est ’analogue de 2.3.2.1. On peut observer encore que (3.6.5)
s’obtient par recollement des suites exactes courtes

(3.6.6) 0— HY(Z,(1),H'K) - H'L —» H°(Z,(1),H'K) - 0,
analogues a (2.1.5.6), qui se récrivent
0 — R"1W(A)(-1) - i*R'j,A — R'T(A) -0
(cf. (2.1.5.7)); ces suites sont fournies par la suite spectrale
E}* = H"(Z,(1),H°K) = H"*°L .
Notant M le bicomplexe défini par (3.6.4), on définit le bicomplexe
(3.6.7) A= (oL, 75 M)0,1],

avec les notations de (2.3.2.2) (c’est ’analogue du M"). En d’autres termes,
A est le bicomplexe

(L) = (L@)2] = (L) =
0 1 j—1
ou0,1,...,5 —1,... indiquent le numéro de la ligne). On construit, comme
J

en (2.3.2.5), un isomorphisme (dans D(Y, A[Z¢(1)]))
(3.6.8) sA S L (= RU(A)) .

A partir de 1a, il est aisé de paraphraser, dans ce cadre, les définitions
données en 2.3.2 d’une filtration par le poids et d’un relevement de la
monodromie au niveau de A. Soit

(3.6.9) 0C--CW,ACW,tAC---CA
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la filtration (finie, croissante) de A telle que W, A soit obtenu en appliquant
T<r4+q & la g-iéme ligne de A, et notons W.sA la filtration induite sur le
complexe simple associé. Il résulte de 3.2 (a) qu’on a, dans D(Y, A[Z,(1)])

(3.6.10) grWsA = gr'sB
ou B est le complexe double, & différentielles nulles,

ad+1*A
ad—1+A ad*A(_l)

al*A 0,2*./\(—1) ad+1*A(—d)

(d désignant la dimension de Y'), muni de la filtration W définie par la méme
formule que pour A (comparer avec (2.3.8.1)). Appelons suite spectrale des
poids la suite spectrale

3.6.11 wEY = HH(Y, gt W, RU(A)) = H*(X5,A)
1 Ul

définie, grace a (3.6.8), par la filtration W de sA. D’apres (3.6.10), son terme
initial se récrit

(3.6.12) wE™™ = @ H 2y R0 p)(—r —q)

q20
r+q>0

et il est encore possible de décrire, comme en (2.3.9), la différentielle d; comme
dy +dy, ou dj (resp. d{) est une somme alternée d’homomorphismes de Gysin
(resp. de restriction).

Rapoport et Zink montrent d’autre part que, si 7 désigne le générateur
de Z4(—1) dual de T (i.e. tel que T ® T = 1), alors ’homomorphisme de
D(Y, A[Z«(1)]) V

(T-1)®T: R¥(A) —» R¥(A)(-1)

est réalisé, apres passage aux complexes simples associés, par I’homomor-
phisme de bicomplexes

v:A— A(-1)[-1,1]
donné par (—1)"*7+1 fois la projection canonique de A sur Ai~1+l, En
particulier, (T — 1) ® T est sous-jacent & un homomorphisme de la catégorie
dérivée filtrée envoyant W, dans W,_o(—1), et, pour r > 0, (T - 1) ® T)r
induit un isomorphisme

(3.6.13) (T-1)QT) : g RU(A) S gr” RU(A)(-7)
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(correspondant, via (3.6.10), & l’application 7" de gr’¥ B dans gr'¥ B). De
plus, comme on peut choisir K a degrés € [0,d], donc L & degrés € [0,d + 1],
on a

(3.6.14) (T-1)@T)* =0: R¥(A) — RU(A)(—d —1) .

3.7. Par les mémes considérations qu’en 2.4.7, la structure de complexe
filtré (*) sur R¥(Q,) définie en 3.6 a partir de (sA, W) peut se reconstituer
intrinséquement de la fagon suivante. La formule (3.6.10) montre que gr*¥ s A[d]
(pour A = Q) est pervers. Le complexe R¥(Q,)[d] est donc pervers (%), et
la filtration W de R¥(Q/)[d] est une filtration par des sous-faisceaux pervers.
L’homomorphisme (T —1)®T : R¥(Q,)[d] — R¥(Q,)(—1)[d] envoie W, dans
W,._2(—1), et est nilpotent. L’homomorphisme

(3.7.1) N =1logT®T : R¥(Q,)[d] = R¥(Q¢)(—1)[d]

est donc défini, et ne dépend pas du choix de T. On a
N(W,) C W,_y(-1), N+ =0,

et, pour r > 0,

(3.7.2) N": g RU(Qy)[d] S ', RY(Qe)(—r)(d] -

La filtration W est donc la filtration de monodromie du faisceau pervers
RY(Qg)[d] associée a I'opérateur N. La connaissance de cette filtration (dans
la catégorie des faisceaux pervers) suffit & définir la suite spectrale des poids
(3.6.11).

3.8. Reprenons les hypothéses de 3.1 : S hensélien, f propre et semi-stable
de dimension relative d, de fibre spéciale somme de diviseurs lisses (on ne
suppose plus k algébriquement clos). Le complexe R¥(Q;)[d] (sur Y) est un
faisceau pervers, et ’homomorphisme N =log T @ T,

(3.8.1) N : R¥(Qe)[d] — R¥(Qe)(~D){d] ,

est défini, et commute & P'action de G = Gal(K /). Il est nilpotent (N9+1 =
0), donc définit une filtration de monodromie W, caractérisée par N(W,) C

(') ou, plus exactement, quasi-filtré, au sens de [20, 5.2.17]
(*) (cas particulier de 4.5)
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Wir_a(=1) et N" : gt 5 gt (—r) pour 7 > 0. On en déduit une “suite
spectrale des poids” (analogue a (3.6.11)),

(38.2) wEy = H(Y, g% RU(Qr) = H" (X7, Q) ,

équivariante sous G. De plus, I'isomorphisme gr' R¥(Q,) = gr'V B de (3.6.10)
est fonctoriel (par rapport aux isomorphismes de traits strictement locaux),
donc le terme E; de (3.8.2) se récrit

—r.n4r ne—p— —(r+14+2
(383) WE1 ,n+ — @ H 2(I(Y( +1+ q),Qe)('-T“Q) ,

q20
r4+q>0

I'isomorphisme étant équivariant sous G. Enfin, NV opére sur la suite spectrale
(3.8.2) (de fagon compatible a G), et, au niveau FE;, induit, pour r > 0, un
isomorphisme

(3.8.4) N™: wE """ S WEP " (=r) .

Les résultats du cas complexe suggerent la conjecture suivante :

CONJECTURE 3.9. — Sous les hypothéses de 3.8 :
(a) La suite spectrale (3.8.2) dégénére en Es.

(b) Pour tout r > 0 et tout n, N" induit un isomorphisme (G-
équivariant)

N”: gV H"(X5,Qe) = gt H™(X5,Q¢)(—1) ,

ot la filtration W sur H*(X5,Qy) est la filtration aboutissement de (3.8.2).

Cette conjecture est appelée parfois conjecture de monodromie-poids.
Supposons k fini. Alors (a) est conséquence des conjectures de Weil [9] :
pour s > 2, la source et le but de d sont de poids différents, donc
d¥ = 0. Pour tout s > 1, wE ™™+ est pur de poids n 4 r, donc aussi
gr H*(X,, Q) = wEZ ™" = wE; ""*". La filtration W._,, de H™(X5, Q:)
est donc la filtration par le poids, au sens de [11, 1.7.5]. Soit M la
filtration de monodromie (centrée en 0) de H"(Xj5,Q,), caractérisée par
NM;(1) C M;_2 et Nt : grtM 5 grM (). La partie (b) équivaut donc & :

(b’) M. =W._,,i.e. (par I'unicité de la filtration par le poids (loc. cit.)),
grM est pur de poids i.
Compte tenu de (a), (b) équivaut aussi a :
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(b”) Pour tout r > 0 et tout n, N induit un isomorphisme
WEz—r,n et WEg,n—r(_r).

Si S est le hensélisé en un point fermé d’une courbe lisse sur un corps fini,
(b) est vérifiée d’apres Deligne [11,1.8.4] : H™(X;,Qe) est en effet la fibre
en 7j d’un faisceau pur de poids n d’apres les conjectures de Weil. En inégale
caractéristique (k toujours supposé fini), Rapoport et Zink ont vérifié (b) pour
dimY < 2 [19, 2.12, 2.13]; le cas de dimension relative 1 est déja traité par
Grothendieck dans (SGA 7 IX 12.5), comme conséquence de la formule de
Picard-Lefschetz (modulo la vérification de quelques compatibilités, cf. [16])
(on peut aussi procéder comme Deligne dans (SGA 71 6)). On peut d’ailleurs
considérer (b”) comme une sorte de généralisation de la formule de Picard-
Lefschetz au cas semi-stable de dimension supérieure.

La démonstration de 2.4.4 donnée par M. Saito [23] est formelle & partir
du fait que N induit un isomorphisme de wE, """ sur wE;""" (et de
I'interprétation de la suite spectrale des cycles évanescents comme provenant
(& une renumérotation pres) de la filtration de R¥ par les noyaux des itérés
de N). Dans la situation de 3.8, on dispose de la méme interprétation : cela
résulte de la réalisation de (T — 1) ® T au niveau du complexe de Rapoport-
Zink-Steenbrink expliquée en 3.6. Par suite, les arguments de Saito fournissent
le résultat suivant :

ProposiTION 3.10. — Si X/S vérifie 3.9 (a) et (b), la suite spectrale des
cycles évanescents (3.1.1) (pour A = Qy),
Ef = H'(Xs, RU(Qr)) = H™(X;,Q0)
dégénére en Ej3, et la filtration aboutissement est définie par les noyauz des
itérés de N : F* "H™(X;,Q) = Ker N1,
En particulier (“théoréme local du cycle invariant”) :

CoROLLAIRE 3.11. — Si X/S vérifie 3.9 (a) et (b), la suite
H"(X5,Qe) <2 H" (X5, Qe) = H" (X3, Q)

est exacte pour tout n.

(Comme en 2.4.5, sp désigne le morphisme de spécialisation, défini comme
homomorphisme latéral de (3.1.1), ou encore, plus simplement, comme
I’homomorphisme induit par Q, = R°¥(Q,) — RI(Qy)).

En égale caractéristique p, plus précisément si S est le hensélisé d’une
courbe lisse sur un corps de caractéristique p, de sorte qu’on dispose de 3.9
(a) et (b), une démonstration directe de 3.11 est donnée par Deligne dans [11,
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3.6] (sous des hypothéses d’ailleurs plus générales : X essentiellement lisse sur
k et X5 lisse).

REMARQUES 3.12. (a) Comme en 2.4.7 (a), la filtration I du faisceau pervers
RY(Qy)[d] définie par I" = ImN" donne naissance a une suite spectrale

(3.12.1) IElr’n_r = Hn(Xg,gI';R\IJ(Q()) = Hn(Xﬁ,Qg) ,

ou

gr7RY(Qe) = (m2r41Rj.Qe(r + 1))[1] -
On prouve de méme que (3.12.1) dégéneére en E; et définit sur I’aboutissement
la filtration I” = ImN™.

(b) La perversité de R¥(Q¢)[d] vaut plus généralement des que X est
plat, de dimension relative d, et génériquement lisse (cf. 4.5). On peut sans
doute prouver, sous ces seules hypothéses, que la monodromie de R¥(Q,) est
quasi-unipotente, et définir un logarithme N de sa partie unipotente. D’ou
une suite spectrale de type (3.8.2) et une conjecture généralisant 3.9.

Quand le corps résiduel de S est fini, la quasi-unipotence en question se
ramene au théoréme de Grothendieck 1.2. On a en effet, plus généralement,
le résultat suivant :

LEMME 3.12.2. — Soient S comme en 3.1, avec k fini, Y/s de type fini,
et L € D%Y x5 n,A), avec les notations de 3.1 et (SGA 7 XIII) (on peut
donc interpréter L comme un compleze de A-faisceauz surY, d cohomologie
constructible, muni d’une action de G = Gal(K /K) compatible avec celle de G
surY, & travers Gal(k/k)). Il existe alors un sous-groupe owvert I du groupe
d’inertie I et un entier N tel que, pour tout g € I, (9 — 1)V soit nul sur L.

Les détails de la vérification sont laissés au lecteur : on peut se ramener
successivement & supposer L concentré en un seul degré (troncation), puis lisse
(récurrence sur la dimension de Y'), puis Y spectre d’une extension finie de
k (prendre la “fibre” de L|Y en une orbite de Frobenius), puis Y = s (image
directe), auquel cas le théoréeme de Grothendieck s’applique.

Quand S est le hensélisé en un point fermé d’une courbe lisse sur un corps
fini, on peut dire plus. Pour X séparé de type fini sur S, et I pervers pur sur
X, RY(K) est pervers (cf. 4.5), et mixte d’apres les résultats fondamentaux
de [2]. D’aprés 3.12.2, on peut définir la filtration de monodromie M. de
RY(K) (dans la catégorie des faisceaux pervers) : celle-ci coincide, d’apres
un théoreme de Gabber, avec la filtration par le poids (cf. [J.-L. Brylinski,
Cohomologie d’intersection et faisceaux pervers, Séminaire Bourbaki, 34e
année, 1981/82, n°® 585, Astérisque 92-93, 1982, 129-157, th. 3.2.9]). L’un des
ingrédients est la formule de Kiinneth pour R¥ (4.7). (NB. Dans (loc. cit.),
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p- 144, 1. 9, 10, 13 et p. 148, 1. -4, il convient de remplacer le groupe d’inertie
I par le sous-groupe P; noyau de t; : [ — Z,(1).)

3.13. Soient X, un schéma séparé et de type fini sur n, et H I'un des groupes
de cohomologie H™(X3,Q¢), H}(X5,Q¢). On sait (1.4) que la représentation
de monodromie p : G — GL(H) est quasi-unipotente. Supposons que k est
le corps fini F, et soit F, € Gal(k/k) le “Frobenius géométrique”, z — 7.
Rappelons la question de Serre-Tate [26, Appendix, Problem 2] :

Question 3.13.1. Soit g un élément du groupe de Weil W(K/K) (i.e.
un élément de G d’image FJ* dans Gal(k/k), avec m € Z). Est-il vrai que
le polynome caractéristique det(1 — gt, H) € Qq[t] est a coefficients € Q,
indépendant de £ ? S’il en est ainsi, et si de plus X, est propre et lisse, et
H = H", est-il vrai que les inverses des racines de det(1 — gt, H) sont de
poids mw, avec 0 < w < 2n ?

Supposons que X, soit la fibre générique de X sur S satisfaisant aux
hypotheses de 3.8, et soit M la filtration de monodromie de H™(Xj, Q),
centrée en n (i.e. telle que N™ : grﬁ’{H 5 grM ). On peut raffiner la question
3.13.1 en la suivante :

Question 3.13.2. Soit g € W(K/K) d’image F, dans Gal(k/k). Est-il vrai
que det(1 — gt,gr™ H™(X;, Q) € Qu[t] est a coefficients € Z, indépendant
de ¢, et que tout inverse a d’une racine est de poids n+r ?

Ces deux questions ont des réponses positives si X est propre et lisse sur
S (grace a Deligne [9]), ou si dim X < 1, d’aprés le théoréme de réduction
semi-stable (SGA 7 IX 4.3), ou si X provient, par localisation, d’un schéma
propre sur une courbe lisse sur un corps fini, d’aprés Deligne (8, 9.8], [9] et
(11, 1.8.4]. En dehors de ces cas, elles restent ouvertes. Supposons que 3.9 (b)
soit vérifiée. Alors, pour tout plongement ¢ de @, dans C, tout g comme en
3.13.2 est de t-poids n+r, mais on ignore si det(1—gt, gr}, ) est & coefficients
rationnels, cf. la discussion du probléeme 3.2.2 p. 55 dans Katz [17].

4. Appendice : cycles évanescents et dualité en cohomologie étale.

Le résultat principal de cette section (4.2) est bien connu, mais ne figure
pas, semble-t-il, dans la littérature. La démonstration, décalquée de (SGA 4
1/2 Th. finitude §3), a été communiquée au rédacteur par O. Gabber. Une
variante en théorie de Hodge a été développée par M. Saito [22]. Elle raffine
des résultats de Brylinski [4]. Nous donnons également un complément de
meéme nature (4.7), qui nous a été suggéré par M. Rapoport.

4.1. Soient (S,s,n,5,5,7,G) comme en 3.1. On désigne par A un anneau
commutatif noethérien, annulé par un entier inversible sur S. Pour X/S, on
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dispose du foncteur

RV, : DY (X,,A) —» Dt(X, xsn,A)
M — 7*Rj,M;
(o0 D(Xs xsm,A) désigne, comme dans (SGA 7 XIII) la catégorie dérivée des
faisceaux de A-modules sur Xz munis d’une action (continue) de G compatible
avec celle de G sur X;). Quand X est de type fini sur S, RV, envoie, d’apres
(SGA 41/2 Th. finitude § 3), Dy dans D5, ou Dy désigne la sous-catégorie

pleine formée des complexes a cohomologie bornée, constructible et qui sont
de tor-dimension finie (cf. SGA 5 III).

THEOREME 4.2. — Soit X séparé et de type fini sur S et soit M €
Deis(Xy,A). La fléeche de Deyg(Xs xsm, A) définie en (4.3.6),
(*) RV, (DM) — D(RY,(M)) ,

est un isomorphisme (dans le membre de gauche (resp. droite), D(—) désigne
le foncteur RHom(—,a'A) a étant la projection sur n (resp. s Xxsn ="1)).

(La méthode de (SGA 4 XVIII 3.1) permet de définir a' : D¥(n,A) —
Dt (X, xsn,A), et plus généralement f': D¥ (Y, x,n,A) — D¥(X; x5 n,A)
pour f: X — Y avec X et Y séparés de type fini sur S. D’aprés (SGA 4 1/2,
loc. cit.), D envoie Dcis dans Deyy.)

4.3. Définissons la fleche ().

L
(a) Pour L, M, N dans D¢ s(X,,A) et u: L @ M — N, on a une
fleche associée

L
(4.3.1) RY(L) ® RY¥Y(M) — RY(N) ,
déduite de la fleche canonique
Rj.L; @ Rj My — Rj.(Ly ® My) .

(Ici, et dans la suite, on abrége RV, en RV.)

L
En particulier, siu : M ® DM — a'A est 'accouplement canonique, (4.3.1)
donne un accouplement

(4.3.2) RU(M) ® RU(DM) — RU(a'A) ,
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d’ol une fleche
(4.3.3) RY(DM) — RHom(RYM, R¥(a'A)) .

(b) Soient X et Y séparés de type fini sur Set f: X — Y un S-
morphisme. Pour K € D*(Y,, A) on a une fleche (cf. (SGA 7 XIII 1.3.9))

(4.3.4) RY(f'K) — f'RY(K)

définie de 'une des maniéres équivalentes suivantes :

(i) On a un morphisme canonique (ol les R sont omis, pour abréger)
f’.;*(fr",I(ﬁ) - j*fﬁ!(f,!—ll(ﬁ)

(provenant, par adjonction, de 3_*fg = fuj* et de 3*j. — Id) Comme (par
changement de base pour f), i* fi = fs12*, on en déduit une fleche

fIRY(f'K) —» RU(fif'K) ,
d’ol1, en composant avec fif' — Id,
fiR¥Y(f'K) — RU(K) ,

d’ou finalement (4.3.4) se déduit par adjonction.
(ii) D’apreés (SGA 4 XVIII (3.1.12.3)), on a

JefiKq = F5.Ky ;
composant avec la “fleche de changement de base” (SGA 4 XVIII (3.1.14.2))
"o

on obtient (4.3.4). La vérification de ’équivalence de (i) et (ii) est laissée en
exercice : utiliser le langage des catégories fibrées (ou cofibrées) de (SGA 4
XVII 2) (cf. aussi (SGA 5 III).)

(c) On a (trivialement)
(4.3.5) RU(A,) = As .
Appliquant (4.3.4) et (4.3.5) pour a : X — S, on trouve une fleche

RU(a'A,) — a'A, ,
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d’ot, par composition avec (4.3.3), une fleche (de D¢yf(Xs X5 1, A))
(4.3.6) RY(DM) — D(R¥(M))

pour M € D¢ s(X,,A), qui est la fleche () annoncée.

Par construction, (4.3.6) est compatible aux images directes propres : pour
f: X — Y propre, on a f,¥ 5 ¥f, (SGA 7 XIII 2.1.7) et f.D = Df,
(dualité globale) SGA XVIII), et le carré qui s’en déduit

(4.3.6)
£.¥(DM) —2 f,DIM

(4.3.7) ~| ~|
(4.3.6)
VDS, M DUf,M

est commutatif (on a omis les R). La vérification est laissée au lecteur : comme
pour ’équivalence de (i) et (ii) ci-dessus, il est commode d’utiliser le langage
de (SGA 4 XVII 2).

Prouvons que (4.3.6) est un isomorphisme. La démonstration est
entierement parallele a celle de 'invariance des cycles évanescents par change-
ment de traits dans (SGA 4 1/2 Th. finitude 3.7). On peut supposer S stricte-
ment local. On procéde par récurrence sur dim X,. On suppose que (4.3.6) est
un isomorphisme pour dim X, < n. Pour dim X, = n, on se ramene a sup-
poser X projectif, et I’on note C le cone de (4.3.6). On vérifie les conditions
(A) et (B) de (loc. cit.), & savoir :

(A) le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de C' est fini
(B) RT'(X,,C) =0.

Pour (A), on procéde comme en (loc. cit.) : (4.3.6) commute au passage
aux invariants par un pro-p-groupe. Pour (B), on applique (4.3.7).

VARIANTE 4.4. — Si A est une extension finie de Z; ou Qg, la fleche analogue
a (4.3.6) (pour M € D(X,,A)), définie par passage a la limite & partir des
fleches (4.3.6) (cf. [13]), est un isomorphisme. En particulier :

COROLLAIRE 4.5. — Soit A une extension finie de Qp. Si M € D8(X,,A)
est pervers, il en est de méme de RY(M) (en tant qu’objet de D%(X5, A)), les
perversités considérées étant les perversités auto-duales [2,2.1.16 et §4].

D’apres (2, 4.4.2], le foncteur RV, est en effet t-exact a droite. L’isomor-
phisme (4.3.6) entraine donc qu’il est t-exact.

COROLLAIRE 4.6. — Soit A une extension finie de Q,. Si K € D2(X,A) est
pervers, il en est de méme de R®(K)[—1] € D%(Xs, A¢), ot R®(K) est défini
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par le triangle distingué canonique (SGA 7 XIII 2.1.2)

(4.6.1) (i*K)s — RU(j*K) — R®(K) — .

Par définition, pour X € D?(X, A), “pervers” signifie relativement & la t-
structure obtenue par recollement (au sens de [2, 1.4.10]) de la t-structure ¢
associée a la perversité autoduale p;/, sur X, (2, 4.0] et de la t-structure ¢’
sur X, définie par (PD<~1,7D2-1) ou p = py /5. Cette t-structure sur X est
donc définie par

K € PDSY(X) <= (j*K € PDS7Y(X,) et i*K € PD=°(X,))
K € PD2°(X) < (j*K € PD27'(X,) et i'K € PD2°(X})) .

Par suite, si § est la fonction de dimension rectifiée introduite par Artin
dans (SGA 4 XIV 2.2) relativement a X — S, i.e.

8(z) = dim {y} + deg .tr.k(z)/k(y)
pour z dans Xd’image y dans S, ou encore (loc. cit.)

{dimm si{e}NX, #0

o) = dim{z}+1 si{z}nX, =0,

K € D% X, A) est pervers si et seulement si, pour tout z € X, on a
H%*K =0 pour ¢ > —6(z) et H%' K = 0 pour ¢ < —6(z) .

Si X/S se déduit d’un schéma séparé de type fini Z sur une courbe lisse C
sur un corps par localisation en un point fermé de C, la perversité p, 5 sur Z
induit celle considérée ici sur X.

Le corollaire 4.6 est di & Gabber. Ce n’est pas une conséquence immédiate
de 4.5. Noter que, si K est pervers, i* K[—1] ne 'est pas en général, comme le
montre déja le casou X = S et K = A,. Voici 'argument de Gabber (présenté
par Laumon).

(a) 11 est clair que le foncteur i, est t-exact. Il en est de méme des
foncteurs j, et ji de D%(X,,, A), munie de t', dans D%(X, A). Pour j,, comme
dans [2, 4.1.1], cela résulte aisément du théoreme d’Artin (SGA 4 XIV 3.1) via
le calcul des fibres (R7j,F); en x € X, comme limite inductive de H4(V,, F),
V parcourant les voisinages étales de z, et de la suite spectrale de Leray pour
Vi — Vy. Le cas de ji s’en déduit par dualité.
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(b) Grace a (a), le triangle distingué
G K - K — " K —
montre que
i*K[-1] € PD (X, A)
(i.e. PH™(i* K[—1]) = 0 pour n # 0, 1) et qu’on a une suite exacte de faisceaux
pervers sur X
0 — i,PH°(i, K[-1]) = jij* K — K — i,H (i, K[-1]) = 0 .

Comme RY(j*K[—1]) est pervers (4.5), on en déduit, par le triangle distingué
(4.6.1),
(1" K[-1])s = RY(j*K[-1]) - RO(K)[-1] —,

que

(%) R®(K)[-1] € PDIMO (X4, A)

et qu’on a une suite exacte de faisceaux pervers sur X

(x¥) 0= PH Y RP(K)[-1]) = PH°(i*K[-1])s —» RY(j*K[-1])
— PHY(RP(K)[-1]) — PH (i*K[~1])s — O .

11 s’agit de prouver que

(+4%) PHL(RO(K)[-1])) = 0.

On va établir (x*x) par dévissage.

(c) Pour K pervers sur X, il existe une filtration (dans la catégorie des
faisceaux pervers sur X)
0OCK'CK"CK

telle que K’ et /K" soient & support dans X (i.e. annulés par j*, ou encore
de la forme i,M pour M € D% X,,A)), et K"/K' ~ j,j*K. Considérons
en effet le carré commutatif dans la catégorie abélienne des faisceaux pervers
sur X :

K — 'K

I I

JTK — gugt K

ou, par définition, ji,7* K est 'image de 717*K dans j,j* K. Il suffit de prendre
pour K" I'image de 7j*K dans K, et pour K’ le noyau de K" — 5,,7*K. On
est donc ramené a prouver (**#*) dans les deux cas suivants :
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(i) K est a support dans X5,

(i) K =juj*K .
Cas (i). Alors i* K = i' est pervers, en particulier PH°(i* I{[—1])s = 0, donc
PH~Y(R®(K)[-1]) = 0 grace a ().
Cas (ii). Soit K = ji, L avec L pervers sur X, (pourt’). On a une suite exacte
de faisceaux pervers sur X

0—juLl —j.L—j.L/jul -0,
donc, d’aprés (*), on a une injection
PH™Y(R®(5L)[-1]) = PH™(R®(j.L)[-1]) .
11 suffit donc de prouver que
PH™H(R®(j.L)[-1]) =0 .
Par définition, il revient au méme de prouver que la fleche
PHO(i* j, L[~ 1])s — PHO(R(L[-1])) = 1.5 RY(L[-1])
est un monomorphisme de faisceaux pervers. On peut supposer S strictement

local. Soit I le groupe d’inertie. La fleche de D%(X, x<71,A) (= D%(Xs, A[I]),
"¢" voulant dire a cohomologie constructible en tant que complexe de A-
modules),

*j+(L[-1]) = R¥(L[-1])

se récrit comme la fleche canonique associée a I — {1}
RI(I,R¥(L[-1])) —» RY(L[-1]) .

I suffit donc de montrer que, pour M € D8(X, A[I]), pervers en tant qu’objet
de D%(X,, A),

(1) RU(I,M)— M

induit une injection sur PH°. Soit P, comme en 3.6. Le foncteur I'(Pp, —)
(invariants sous P,) étant exact sur la catégorie des A[I]-faisceaux con-
structibles, pour E dans D%(X,,A[I]) et = € X,, on a HY%:RI(P,, E) =
RT(P,, H9i%E) = T'(P;, H%*E), et similairement avec 3} ; de plus, si C est le
cone de RI'(Py, E) — E, lessuites 0 — H9: R[(Py, E) —» HYLE — HY4LC —
0 (et similairement avec i',) sont exactes et scindées. Par suite, pour M pervers

50



EXPOSE I : AUTOUR DU THEOREME DE MONODROMIE LOCALE

comme ci-dessus, RT'(Pg, M) et le cone C de RI'(Pp, M) — M sont pervers,
et I’on a une suite exacte de faisceaux pervers

0 — RI'(Py,M)—>M—->C—0.

Comme

RP(I’ M) = RP(Z[(I),RF(Pg,M)) s

on est donc ramené 4 montrer que pour N dans D%(X, A[Z¢(1)]), pervers (en
tant que complexe de A-modules),

RT(Z,(1),N) — N

induit une injection sur PH°. Si T, comme en 3.6, est un générateur
topologique de Z,(1), RI'(Z,(1),N) est le complexe simple associé au com-
plexe double
T-1
N— N,
sur les lignes de degré 0 et 1, et (2) est la projection figurant dans la suite
exacte
T-1
0—- N[-1]]->s(N— N)->N—-0.

La suite exacte de cohomologie perverse correspondante fournit l'injection
désirée. Ceci achéve la démonstration de 4.6.

Dans la méme veine que 4.2, on a le résultat suivant, qui m’a été signalé
par M. Rapoport :

THEOREME 4.7. — Soient X etY de type fini sur S. Pour L € D s(X,, A),
M € D 4f(Yy,A), la fléeche de Doys((X xsY)s Xsm, A) définie ci-apres,

L L
(4.7.1) R, (L) ® RV, (M) — R, (L ®, M) ,

L L
est un isomorphisme (®s et ®, désignent des produits tensoriels externes
L
pri ® pr3).
Ce résultat, attribué a Gabber, figure dans un preprint de A. Beilinson
et J. Bernstein, A proof of Jantzen conjectures. Voir aussi [M. Schrater,
Diplomarbeit, Bonn, 1990].

On définit la fleche (4.7.1) comme déduite, par application de i*, de la
fleche de Kinneth

- L - - L
Rj.L ®5 Rj«M — Rj.(L @, M)
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définie par les inclusions j de X5, Y5, (X x Y); dans X3, Y, (X x Y)z
respectivement.

Tout comme (4.3.6), (4.7.1) est compatible aux images directes propres :
pour f: X — X' g:Y — Y’ propres, et h = f X gg, on a un carré commutatif

L (1) L
[+¥(L) @5 ¢. ¥ (M) —— h,¥(L ®n M)

(4.7.2) (3)l l (4)

L (2) L
U(ful) @5 ¥(9.M) —— Vh,(L®,M)

L ~
ou (1) est composé de l'isomorphisme de Kinneth f,¥(L) ®; g.¥(M) —

h«(¥(L) (2[55 U(M)) (SGA 4 XVII 54.3) et de (4.7.1), (2) est composé de
(4.7.1) (pour f.L et g,M) et de 'isomorphisme de Kiinneth, et (3) et (4) sont
définis par les isomorphismes canoniques (SGA 7 XIII 2.1.2) (comme dans
(4.3.7) on a abrégé RV, en RV et omis les R). La vérification est laissée en
exercice.

Prouvons que (4.7.1) est un isomorphisme. La démonstration est analogue a
celle de 4.2. On peut supposer S strictement local. On raisonne par récurrence
sur dim Z,, ou Z = X XgY . On suppose que (4.7.1) est un isomorphisme pour
dim Z, < n. Pour dim Z, = n, on se raméne a supposer X et Y projectifs, et
I’on note C' le cone de (4.7.1). Il suffit de vérifier les conditions (A) et (B) :
(A) le support des sections locales des faisceaux de cohomologie de C est fini;
(B) RT'(Zs5,C) = 0.

La validité de (B) résulte de (4.7.2). Pour (A), on procede encore comme
dans (SGA 4 1/2 Th. finitude 3.7). On peut supposer X, (resp. Y;) dense
dans X (resp. Y). Sin =0, (A) est alors automatiquement satisfaite, on peut
donc supposer n > 0. Quitte a se localiser, on peut supposer qu’on dispose de
morphismes quasi-finis X LA ALY =< A%, avec g+r = n. Supposons g > 0, et
notons f; : X — A} le composé de b et de pr; : AL — AL. Comme dans (loc.
cit.), introduisons le localisé strict S’ de AL en un point générique géométrique
s’ de A}, notons 7’ le point générique de S, n{ = Spec(k(7]) Q) k(1)) le
point générique du localisé strict de A% en s’, et 7 un point géométrique
au-dessus de 7]. On a alors un diagramme commutatif & carrés cartésiens, ou
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X' — §' est déduit de f; : X — A} par le changement de base S’ — Aj :

;/ — X' X,:)l — X;’/ — X,,:,l
1

! l l l !

g I N
[ T
s no o~ 0

Notons I = Gal(#/n) et I' = Gal(ij’/n’) les groupes d’inertie de S et S’. On
a Gal(ny/n') = I, et, comme Deligne ’'observe dans (loc. cit.), dans la suite

exacte
1-P—>I'—>I-1,

P est un pro-p-groupe, car I’ — I induit un isomorphisme sur les quotients
modérés, une uniformisante de S étant une uniformisante de S’. Notons L’
Pimage inverse de L sur X,,. Le diagramme () montre (cf. (loc. cit. 3.4)) que

(1) RY,(L)s = R (L),

ot (—=)F = RT(P,-) désigne le foncteur "invariants sous P”. Posons d’autre

part
Y'=Yxs8,2 =X"xs'Y",

et notons M’ I'image inverse de M sur Y. Par la compatibilité des cycles
évanescents aux changements de traits (loc. cit. 3.7), on a

() RU,(M)y = R¥y (M) .

Enfin, du diagramme analogue & (x) relatif & Z’, on déduit que
L ! L P

(3) RYy(L @y M)y = RYy (L' @y M')" .

Comme dim X, ' < qet dle < r, ’hypotheése de récurrence s’applique a
(X'/8,Y']S, §% yM') 1 1a flache (471)

L L
(4) R\I’n'(L,) R R\I’nl(M,) — R\I’n/(LI Qqt M/)
est un isomorphisme. D’aprés (2), P opére trivialement sur R¥,.(M’), donc

RV, (M') = RY,,(M")*
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Donc, appliquant & (4) le foncteur (=), on obtient un isomorphisme
L ~ L
RY,/(L)? @y RY,(M') S RU, (L' @ M")F .

Via (1), (2) et (3), celui-ci s’identifie & la fibre en s’ de (4.7.1). Par suite, le
cone C' est cohomologiquement concentré sur 'image inverse, par le composé

(X xY)s 2xe, A? x A} — AY, de la réunion d’un nombre fini d’hyperplans
fermés de A? paralléles & pr;'(0). Comme ceci vaut pour toute projection
pri : A7 — Al et que (X,L) et (Y, M) jouent des roles symétriques, on
conclut que C est concentré sur 'image inverse par b x ¢ de la réunion d’un
nombre fini de points fermés de A? x A7, i.e. que le support de H*(C) est fini,
ce qui prouve (A) et achéve la démonstration de 4.7.

CoROLLAIRE 4.8. — Sous les hypothéses de 4.7, supposons que RV, (L) =
RY, (L) ou RY,(M) = RY, (M), oi RV, ,(—) désigne le foncteur "cycles
évanescents modérés” (= RV, (—)F, ou P est linertie sauvage). Alors la
fléche analogue a (4.7.1)

L L
(4.8.1) R, (L) ® RV, (M) — RY, (L ®, M)

est un isomorphisme. Si de plus, R¥, = RV, , pour L et M c’est aussi le cas
L
pour L @, M.

1l suffit en effet d’appliquer le foncteur () & (4.7.1).
En particulier, compte tenu de (3.5.1) :

CoOROLLAIRE 4.9. — St X ou Y a réduction semi-stable sur S, alors la
fléche naturelle

L
(4'9'1) R\Ilﬂ’t(AXn) ®s R\Pnat(A}/n)t - R\I,"Iyt(A(XxSY)n)

est un isomorphisme.

REMARQUE 4.10. Si X et Y ont réduction semi-stable, les Ri\Iln(A(Xxsy)n)
sont donc modérés. En général, X xg Y n’a plus réduction semi-stable.
Néanmoins, X xgs Y est log-lisse sur S au sens de Kato (S muni de sa
log-structure canonique), cf. [K. Kato, Logarithmic structures of Fontaine-
IlNusie, Algebraic Analysis, Geometry and Number Theory, The Johns Hopkins
University Press (1989), 191-224], et les exposés de Kato et Hyodo-Kato dans
ce séminaire. On peut espérer que le résultat de Rapoport-Zink (3.5.1) s’étend
au cas log-lisse.
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