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Exposé II 

LE CORPS DES PERIODES p -ADIQUES 

par Jean-Marc Fontaine (avec un appendice par Pierre Colmez) 

0 . — Introduction 

0 . 1 . — Notations 

Dans cet exposé, K est un corps, complet pour une valuation discrète, 

à corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0. On note W l'anneau 

des vecteurs de Witt à coefficients dans /c, Âo son corps des fractions, a le 

Frobenius absolu opérant sur /J, W et A"o- Si K est de caractéristique 0, on 

pose e = [K : Ko]. 

On note K une clôture séparable fixée de K et A; son corps résiduel. On 

pose G = Gal(K/K). On désigne par C le complété de K. On note Oc 

(resp. OK, ®~K) l'anneau des entiers de C (resp. A', A'). 

0 . 2 . — Le plan de ce texte est le suivant : 

- Au § 1, on rappelle la définition de l'anneau B^R et de son corps des 

fractions BdR (le "corps des périodes p-adiques") introduits dans [Fo82a], § 2. 

L'exposition diffère de op. cit. en ce sens que l'on donne une caractérisation 

de BjR par une propriété universelle : cela nous amène à introduire (n° 1.1) 

la notion d'épaississement pro-infinitésimal p-adique universel d'une algèbre 

séparée et complète pour la topologie p-adique et à montrer (n° 1.2 et 1.3) 

son existence dès que le Frobenius est surjectif sur la réduction modp. 

On donne aussi (n° 1.4) une description de l'anneau quotient B^R/Fil2B^R 

à l'aide des (^'-différentielles de Kàhler de O-^. Celle-ci joue un rôle essentiel 

dans l'appendice. Elle est aussi utile pour donner une construction élémentaire 

s. M. F. 
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J.-M. FONTAINE 

des périodes p-adiques des variétés abéliennes (Fontaine-Messing, travail non 

publié, voir aussi l'exposé de Wintenberger, [Exp. IX], dans ce volume). 

Au n° 1.5, on explique comment les anneaux filtrés BjR et BdR se 

construisent à partir de l'épaississement pro-infinitésimal universel p-adique 

de Oc- On rappelle aussi la définition de l'anneau BHT des "périodes de 

Hodge-Tate", qui est le gradué associé à l'anneau filtré BdR-

- Au §2, on rappelle la définition des anneaux Acris (souvent noté 

WDP(R)), B+ris et Bcris introduits dans [Fo83] et [FM87] : on définit ici B+ris 

comme solution d'un problème universel : c'est l'anneau obtenu en rendant p 

inversible dans le complété p-adique de l'épaississement à puissances divisées 

universel de la VF-algèbre Oc-

- Au § 3, on définit les anneaux Bft et Bsi à partir de B*ris et Bcris 

comme étant les anneaux obtenus en "agrandissant de façon universelle le 

domaine de définition du logarithme". 

- Au §4, on explique comment Bcris se plonge dans BdR et comment 

le choix d'un prolongement du logarithme p-adique usuel définit un plonge-

ment de Bsi dans BdR. 

- Dans le §5, on donne quelques compléments sur la structure de 

Acris et Bcris. On en déduit, en particulier, l'exactitude de la suite 

0 • Qp • Bcris H B^JI > Bcris ¥ 0 

qui joue un rôle important dans les travaux de Bloch et Kato ([BK90]). 

Enfin, dans l'appendice, Pierre Colmez montre que K est dense dans 

(cf. [Co90]). Si l'on définit inductivement cÇ} pour r G N par = OT et 

0{-fi - Ker((9<Ti: 0{-fi - Ker((9<Ti:0{-fi - Ker((9<Ti: r > 1 , 

le théorème de Colmez permet d'identifier D^R au séparé complété de K pour 

la topologie obtenue en prenant comme système fondamental de voisinages de 

a G A' les ensembles de la forme a + pMO-— , pour m, r G N. 
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EXPOSÉ II : LE CORPS DES PÉRIODES P-ADIQUES 

1 . — Epaississements pro-infinitésimaux universels 

1 . 1 . — Généralités 

Soient A un anneau et V une A-algèbre. 

1 . 1 . 1 . — Un A-épaississement pro-infinitésimal de V est un couple 

(D,0) formé d'une A-algèbre D et d'un homomorphisme surjectif de A-

algèbres 

6D = 6:D —• V 

tel que, si Ip = I désigne le noyau de 0, alors D est séparé et complet pour 

la topologie 7-adique. 

Les A-épaississements pro-infinitésimaux de V forment une catégorie : un 

morphisme 

a : Di —• D2 

est un homomorphisme des A-algèbres sous-jacentes qui vérifie 

0£>, =0D2°a • 

Si cette catégorie admet un objet initial, celui-ci est unique a isomorphisme 

unique près et s'appelle le A-épaississement pro-infinitésimal universel 

de V. 

1 . 1 . 2 . — Si D est un A-épaississement pro-infinitésimal de V et si Ij) 

est nilpotent, on dit que D est un A-épaississement infinitésimal de V'; 

si m est un entier tel que = 0, on dit que l'épaissement est d'ordre < m. 

Pour tout m G N, les A-épaississements infinitésimaux d'ordre < m de 

V forment une sous-catégorie pleine de celle des A-épaississements pro-

infinitésimaux. Si elle admet un objet initial, on l'appelle le A-épaississe

ment infinitésimal universel d'ordre < m de V. 

Bien sûr, si le A-épaississement pro-infinitésimal universel D de V existe, 

alors D/Ip*1 est un A-épaississement infinitésimal universel d'ordre < m 

de V. 

1 . 1 . 3 . — Soit p un idéal de A et supposons V séparé et complet 

pour la topologie p-adique. On définit de manière évidente la notion de 
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A-épaississement pro—infinitésimal (resp. infinitésimal d'ordre < m) 

formel p-adique de V et les objets universels éventuels correspondants. Ces 

notions ne dépendent que de la topologie définie par les puissances de et 

non de l'idéal p lui-même. 

Bien sûr, si D est un A-épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal 

d'ordre < m) formel p-adique universel de V et si n G N, D/pnD est 

un (A/pn)-épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal d'ordre < m) 

universel de V/pnV. 

1 . 2 . — Existence d'épaississements pro-infinitésimaux formels 

p-adiques universels 

1.2.1. THÉORÈME. — Soient A un anneau et V une A-algèbre séparée et 

complète pour la topologie p-adique. On suppose que, pour tout a G V, il existe 

x,y G V tels que a — xv + py. Alors Vanneau V admet un A-épaississement 

pro-infinitésimal formel p-adique universel. 

Démonstration : Nous allons construire (n° 1.2.2) un A-épaississement pro-

infinitésimal formel p-adique A-m{(V/A) de V et montrer (n° 1.2.3) que cet 

anneau convient. 

1 . 2 . 2 . — Soient V = V/pV et Ry la limite projective du diagramme 

Vi— V <— V < <— V < 

les applications de transition étant l'élévation à la puissance p. 

Un élément x G Rv peut donc être considéré comme une suite (xn)n€N 

déléments de V vérifiant x^+1 = xn, pour tout n. Si, pour un tel x, on choisit, 

pour tout n, un relèvement xn de xn dans V, alors, pour tout m G N, la suite 

des x^+m converge pour n i—• +oo vers un élément x ^ G V qui ne dépend 

pas du choix des relèvements. L'application 

X ^ - (*(m))m€N 

définit une bijection de Ry sur l'ensemble des familles (x^m^)me^ d'éléments 

de V vérifiant (#(m+1))p = x^ pour tout m ; et nous l'utilisons pour identifier 
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Ry à l'ensemble de telles familles. Si x = (x̂ m )̂mGN, y = (^m')m€N £ Ry, on 

axy = (x^y^)meN etx + y = (z^)meN avec = limn^+00(x(m+n) + 
y(rn + n)yn ^ 

Soit W(Ry) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans Ry. Pour 

tout x G on note 

[x] = (x,0,0,...,0,...)eW(Rv) 

son représentant de Teichmùller dans W(Ry). 

On voit que Ry est un anneau parfait (i.e. le Frobenius x i—• xp est un 

automorphisme) et que W(Ry) est séparé et complet pour la topologie p -

adique. 

On note 

9 : W(Rv) —> V 

l'application qui envoie (x0, x\,..., xn, . . . ) sur ySpnx^l\ 

On vérifie que 9 est un homomorphisme surjectif d'anneaux. On note encore 

9: A®z W(Rv) —>V 

l'homomorphisme de A-algèbres déduit par extension des scalaires. 

Notons A[nf(V/A) le séparé complété de A ®z W(Ry) pour la topologie 

définie par l'idéal engendré par p et le noyau de 9 (et encore 9 : A-m{(V/A) —• 

V l'application induite). 

Comme A-m{(V/A) et les A\nf(V/A)/(Ker#)m+1 sont séparés et complets 

pour la topologie p-adique, A-m{(V/A) a une structure de A-épaississement 

pro-infinitésimal formel p-adique de V. 

1.2.3. — Il reste à vérifier que A\n{(V/A) est universel. Pour cela, 

considérons un A-épaississement pro-infinitésimal formel p-adique (D,0D) 

de V. Prouver l'existence et l'unicité d'un morphisme de A-épaississements 

pro-infinitésimaux formels p-adiques de A-m{(V/A) dans D revient à vérifier 

l'existence et l'unicité d'un homomorphisme continu d'anneaux p-adiques 

a : W(Ry) —• D 
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tel que 0D o a = 0. 

Si ID désigne le noyau de 0D et si I'D = ID +pD, l'anneau D est séparé et 

complet pour la topologie J^-adique. 

Soit x G Ry. Pour tout m G N, choisissons un relèvement £m dans D de 

x(m) £ y Comme = £m moddonc a fortiori mod I'D, la suite des 

tend vers une limite p(x) dans D indépendante du choix des relèvements. 

On voit que Ton doit avoir 

a([x\) = p(x), pour tout x G Ry. 

L'unicité de a est alors claire, car il faut 

a((x0,xi , . . . ,xn, . . . )) PNP«~N) 

et l'existence résulte de ce que l'application a ainsi définie est bien un 

homomorphisme continu qui commute aux applications 9. 

1.2.4. — Remarques : Soient V comme dans le théorème et V = V/pV. 

a) L'application évidente de Ry dans Ry est un isomorphisme. 

b) On voit que le A-épaississement pro-infinitésimal formel p-adique 

de V ne dépend que de V i.e. l'homomorphisme naturel de A\nf(V/A) dans 

A\nf(V/A) est un isomorphisme. La filtration naturelle de A-m{(V/A) (par les 

puissances de l'idéal noyau de 0) en revanche dépend en général du choix du 

relèvement V de V. 

c) Supposons que A soit une PF-algèbre (où, rappelons-le, W = 

W(k)). L'application de k dans Ry, qui à s associe (^m))mGN, où désigne 

l'image dans V du représentant de Teichmûller dans W de ep , permet 

d'identifier à un sous-anneau de Ry. L'anneau W(Ry) devient une VF-

algèbre, l'application 

0 : W(RV) —• V 

est W-linéaire et s'étend en une application A-linéaire 

0 : A&w W(Rv) —• V, 

ce qui fait que A\n((V/A) s'identifie au séparé complété de A®w W(Ry) pour 

la topologie définie par l'idéal engendré par p et le noyau de 0. 
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d) Supposons que V soit tel que le noyau Ke r / de Pendomorphisme 

de Frobenius (élévation à la puissance p) soit un idéal de type fini et 

soient #1, #2 , . . . , av des éléments de Ry tels que les images des dans 

V engendrent Ker / . Si / désigne l'idéal de Ry engendré par les X{, on voit 

que Ry est séparé et complet pour la topologie J-adique et que J est le noyau 

de la projection naturelle de Ry sur V (i.e. l'application x —• x^). En 

particulier, pour tout corps parfait k contenue dans V, Ry — Ry s'identifie à 

Ain{(V/k) 

e) On déduit facilement des remarques c) et d) que, si W est comme 

ci-dessus, alors, lorsque Ker / est de type fini sur V et lorsque A = W (resp. 

l'anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps des 

fractions de W), l'anneau A-m{(V/A) s'identifie à W(Ry) (resp. K®wW(Ry)). 

f) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : de façon précise, 

soient A un quotient de W ou de OK (avec W et OR comme ci-dessus) par un 

idéal non trivial, Y — Spec A, Ysyn le petit site syntomique de Y (cf. [FM87], 

II, n° 1) et Oy le faisceau structural (si U est un schéma syntomique sur Y, 

on a donc Oy(U) = T(U,Ou)). Alors, pour tout m G N, on peut définir un 

faisceau Oyini de A-algèbres sur Ysyn, muni d'un épimorphisme de faisceaux 

de A-algèbres 

О : OÎ?inf —> Ок 

dont le noyau a sa puissance (m + l)-ième nulle et qui est universel pour ces 

propriétés. En outre, si V est une A-algèbre, limite inductive de A-algèbres 

syntomiques, telle que l'élévation à la puissance p soit surjective sur V/pV, le 

A-épaissement infinitésimal universel d'ordre < m de V s'identifie à la limite 

inductive des Oyinf(5), pour S parcourant les A-algèbres syntomiques dont 

V est la limite inductive. 

1.3. — Le cas de l'anneau des entiers d'un corps local 

Dans toute la suite de ce paragraphe, les hypothèses et notations sont 

celles du n° 0.1. 

1.3.1. — Nous posons R = RQC. Si v est une valuation de AT, et si l'on 
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note encore v son unique prolongement à C, on obtient une valuation VR de 

R en posant 

vR((x^)meN) = v(x^) , 

Il est facile de voir que le corps des fractions de R est un corps complet 

pour cette valuation, algébriquement clos et que R est l'anneau de ses entiers. 

1.3.2. — Si K est de caractéristique p, l'application 

X — s<°> 

définit un isomorphisme de R sur Oc compatible avec la valuation. 

En outre, A\n{(Oc/A) s'identifie à R , donc aussi à Oc, si A = k où OK et 

à W(R) (ou W(OC)) si A = W. 

1.3.3. — Dans t ou t e la fin du §1, on suppose que K est de car

actéristique 0. 

S'il n'y a pas de risque de confusion, on écrit A-MF au lieu de A\n{(Oc / O K) 

(qui s'identifie - cf. la remarque (e) du n° 1.2.4 - à WQK(R) := OK®WW(R)). 

Pour tout m G N, on note FilmA\n{ la puissance m-ième du noyau de 

0 • A-MF —• Oc et, pour tout m G N, 

Ä£{ = A%{(OC/OK) = AM/FU^AM , 

le C?A'-épaississement infinitésimal formel p-adique universel d'ordre < m 

de 0C-

1.4. — Epaississement du 1° ordre et différentielles de Kahler 

1.4.1. — Fixons quelques notations : Pour tout groupe abélien T, on 

note TP(T) le Zp-module Hom(Qp/Zp, T) et on pose VP(T) = Qp ®np Tp(T). 

Le Zp-module Zp(l) = TP(K*) est libre de rang 1 ; pour tout Zp-module M, 

on pose M(l) = M IRAD. 

1.4.2. — Notons fi = fiL le module des différentielles de Kâhler de 

0^ relatives à OK. 

Rappelons ([Fo82b], thm. 1') que fi est un OK module de p torsion, p 

divisible. Soient A'o le corps des fractions de \V(k), PK/K() la différente de 

66 



EXPOSÉ II : LE CORPS DES PÉRIODES P-ADIQUES 

l'extension K/Ko, e = (^M^)M€N un générateur de Zp(l) (autrement dit, 

pour tout m G N, (^(M+1))P = et est une racine primitive p-ième de 

l'unité dans K). Alors, si a est l'idéal fractionnaire de O-g inverse de l'idéal 

engendré par (e^ - 1 ) • VK/KQ, on a une suite exacte 

0 —• a(l) —• K(l) —• Q —• 0 

où l'application de K(l) dans Q est celle qui, à p ma ® £, avec m G N et 

a G O-^, associe 

a • dìogs(m) = a • ds{7n)/e{rn) . 

Ceci permet d'identifier Q à (AT/a)(l) (= (C/â)(l) , si a désigne l'adhérence 

de a dans C), TP(Q) à â(l) et Vp(fi) à C(l) . 

1.4.3. PROPOSITION. — Soient O'— le sous-anneau de O-g noyau de 

d:0Y —• Q , 

A[nf /e séparé complété de O'— pour la topologie p-adique et 

6' : A[nt — Oc 

l'application déduite, par passage aux séparés complétés, de Vinclusion de O1— 

dans Ojç. Alors A[nf, muni de 9', est un OK~épaississement infinitésimal 

universel du premier ordre de Oc-

Autrement dit, il existe un unique OK-homomorphisme /3 de l'anneau Aln{ 

construit au n° 1.3.3 dans A[n{, tel que 9 = 9' o /3 et cet homomorphisme est 

un isomorphisme. 

1.4.4. — Commençons par vérifier que A[nf est bien un (9^—épaississe-

ment infinitésimal du premier ordre de Oc ' 

LEMME. — Les applications d : O-^ — • Q et 9' : A[NF — • Oc sont 

surjectives et le noyau de 9' est un idéal de carré nul qui s'identifie à 

Tp(ft) = â(i). 
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Preuve : Soient a, b G O-j^. Montrons qu'il existe c G Oj? tel que de — a-db : 

choisissons des entiers r, 5 > 0 tels que prda = p5c/fr = 0, ainsi que 

x G G-;? solution de xpr+* + prx = b] on a pr(l + psx?r+s~1)dx = d&, d'où 

prd:r = (1 + p ^ ^ ' - 1 ) - 1 ^ = d& et 

a - db = pra • = d(prax) , 

puisque d(pra) = prda = 0. 

On a donc une suite exacte courte 

0 — > ö ^ —>0-JÎ —> Q —• 0 

Si, pour tout groupe abélien T et pour tout n G N, on pose Tn = T/pnr, 

on obtient une autre suite exacte courte 

0 —• Qpn —• C%- —• o« w —• 0 

qui fait de C*^n une 0 /^ -a lgèbre extension de O-g n par un idéal de carré 

nul identifié à Qpn. En passant à la limite sur n, on obtient alors la suite 

exacte courte 

0 — TP(Q) — A[nf0 — TP(Q) — A[nf 

1.4.5. LEMME. — Soient L une extension algébrique de K et B une OK~ 

algèbre, extension de OL par un idéal J de carré nul. Alors la suite 

0 — J —> OL ®B Q1B/GL< —> toloLioK — 0 

est exacte. 

Preuve : Il s'agit de vérifier l'injectivité de l'application canonique de J dans 

OL® ^B/OK ê  ^ es^ c ^ r °lue ^on Peu^ supposer l'extension L/K finie. 

Soit a un élément de OL qui engendre en tant que O/c-algèbre (un tel 

élément existe, cf. [Se68], chap. III). Si P désigne le polynôme minimal de a 

sur K, OL s'identifie au quotient OK[X]/(P(X)). Soient a un relèvement de 

a dans B et b = P(a) G J. 
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Soit B = J © vue comme une algèbre, extension (triviale) 

de [X] par l'idéal de carré nul J (vu comme un (9/f[X]-module via la 

projection de 0 [AT] sur OL). Alors B s'identifie au quotient de B par l'idéal 

engendré par (—6,P(X)). 

On a OK[X] ® n1B/0i< = J © £>A'[AT] • et OL ® = J © £>LdAT, 

somme directe de J et du 0/,-module libre de rang 1 de base dX = 1 (g) dAT. 

Enfin, 0£ ® est ê quotient de J © C?LdX par le sous-O^-module 

M engendré par (—&, P'{a)dX). Comme P'(a) ^ 0 et comme OL est intègre, 

l'homomorphisme de J dans ( J © O^dX^jM est bien injectif. 

1.4.6. — Fin de la preuve de la proposition 1.4.3. : Il reste à 

démontrer que, si (S, 6s) est un (9épaississement infinitésimal du premier 

ordre de (9c, il existe un et un seul homomorphisme continu de algèbres 

a : A[a{ —. S , 

tel que 6' = 0S o a. 

Notons Df (resp. Sf) l'image inverse de O-g par 6' (resp. 6 s)- Il est clair 

qu'il suffit de vérifier qu'il existe un unique homomorphisme de O/^-algèbres 

af : Df —• S/ tel que 6' = 6s o &f (où l'on a encore désigné par 6s et 6' 

leurs restrictions k Sf et Df). 

Unicité : Si af et a'r sont deux telles applications, on a 

a'f = af + 6odf. 

où 6 est une OK-dérivation de O-g dans / = ker 6s ; comme Q est divisible et 

/ est séparé pour la topologie p-adique, on a 6 = 0. 

Existence : Comme O^- est dense dans A[NI, donc a fortiori dans Df, il 

suffit de montrer l'existence d'une application 

0 — TP(Q) — A[nf 

telle que 6s o a0 soit l'identité sur G'—. 
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On a un diagramme commutatif : 

0 J Sf OK 0 

0 J 0 — TP(Q) — A[nf fi 0 

dont les lignes sont exactes grâce au lemme précédent. On en déduit que 

tout a G O'— a un unique relèvement a^a) G Sf tel que 1 ® dao(a) — 0 

(dans O-jç ® ^ ^ / O k ) * L'unicité de ce relèvement implique que OFO est un 

homomorphisme de (9#-algèbres. 

1.4.7. — Remarque : Soit A = C(l) © O-g = VP(Q) © O^ , vu comme 

0#-algèbre, extension triviale de O-^ par un idéal de carré nul identifié à 

VP(Q). 

On voit que VP(Q) peut s'identifier au O^-module des u = (u;n)nçN, avec 

ujn G fi et puin+i = Soit alors Ao le sous-anneau de A formé des (cj,a) 

tels que u;o = rfa. 

On a une suite exacte 

0 — Tp(fi) — > A0 — O F — 0 , 

qui fait du séparé complété Ao de Ao pour la topologie p-adique un OK~ 

épaississement infinitésimal du premier ordre de Oc- On en déduit un homo

morphisme de Alni = A[ni dans Ao dont on voit tout de suite que c'est un 

isomorphisme et qu'il identifie Df et A0. Ceci implique en particulier 

i) que O-j^® IQK s'identifie à VP(Q) = C(l) (via la dérivation de 

Df = Aq dans Vp(fi) qui envoie (a;, a) sur UJ) ; 

ii) que l'extensioi 

0 — VJQ) —* Df[l/p] —• K —• 0 

est scindée; en particulier, K s'identifie à un sous-corps de Df[l/p], donc a 

fortiori de Alni[l/p]. 
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1.4.8. — Autres remarques : a) Les constructions ci-dessus s'étendent 

à des situations plus générales (cf. [Exp. IX], § 1). 

b) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser, moyennant quel

ques précautions : par exemple, si X est un schéma syntomique sur OK, à 

fibre générique lisse et si XSYN_£T désigne le petit site syntomique-étale de 

X (cf. [FM87], un morphisme U —• V de X-schémas est "syntomique-

étale" s'il est syntomique et s'il devient étale lorsque l'on rend P inversible), 

alors les différentielles de Kâhler relatives VT/X (par définition, T(U, TÏ/X) = 

T(U, ÇLU/X)-, pour tout schéma U syntomique-étale sur X) forment un faisceau 

de C?x-modules sur ce site. C'est un faisceau de p-torsion, p-divisible et la 

différentiation 

D : OX —> Q,X 

est un épimorphisme de faisceaux. Si 7R est une uniformisante de OK, si l'on 

note O'X le faisceau (de T(X, C?x)_algèbres) qui est le noyau de d, si N G N, et 

si A = R(X,OX)/'KNR(X,OX), alors le faisceau conoyau de la mutiplication 

par 7rn dans 0'X est un A-épaississement infinitésimal du premier ordre du 

faisceau conoyau de la multiplication par 7RN dans OX-

1.5. — Les anneaux B^R, BdR, B^T et BUT 

1.5.1. — Soit A-MFJ{ = K ®OK Ainf = Ainf[l/p]. L'application 6 : 

AIN{ —• OC s'étend de manière unique en un homomorphisme de A^-algèbres 

0 : A[NF,K — • C 

qui est surjectif. Son noyau JK est un idéal principal maximal. Comme dans 

[Fo82a], n° 2.8, on note BJR le séparé complété de A\NF,K pour la topologie 

J^—adique. 

1.5.2. L'anneau B^R est un anneau de valuation discrète, complet, 

contenant AM{J{ comme sous-anneau dense et dont l'idéal maximal est 

l'adhérence JK de JK dans A\N{J(. Son corps résiduel B^R/ J K = A\NIJ{/JK 

s'identifie à C. Pour tout entier M > 0, BJR/(JA')M+1 s'identifie à A^{K = 

K ®OK A™f = A™f[l/pL rappelons-le, AJJJf désigne le CV-épaississement 

infinitésimal formel p-adique universel d'ordre < M de OC> 
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1 . 5 . 3 . — On a 

Bla = ]ìmAZtr 

Si, au lieu de munir chaque K de la topologie discrète, on le munit de 

la topologie induite par la topologie p-adique sur A ^ (topologie pour laquelle 

A™f est séparée et complet), la topologie limite projective ainsi obtenue sur 

•BdR es^ m°ins fine Que sa topologie d'anneau de valuation discrète; nous 

l'appelons la topologie canonique. 

1 . 5 . 4 . — On dispose d'un plongement naturel v de Zp(l) dans le 

groupe multiplicatif de A^i que l'on peut décrire de (au moins) deux manières 

différentes : soit e = (£n)n£N (avec en G Oc,£o = 1, ^n+i == £n) un élément 

de Zp(l) : 

i) si, pour tout n, an est un relèvement de en dans A-mf, la suite 

a^1 converge dans A\N{ vers un élément u(e) indépendant des choix des 

relèvements ; 

h) si l'on identifie A\N{ à WQK{R) = OK ®W W(R), on peut identifier 

s à un élément de R (en posant = en) et l'on a v(e) = 1 ® [s] (où 

[e] = ( e ,0 , . . . , 0 , . . . ) ) . 
Pour tout s G Zp(l), on a 6(v(e)) = 1 et la série 

log(i/(e)) 

n>l 

; ( - l ) n + 1 - M e ) - l ) n / « 

converge dans l'idéal maximal de B^R. L'application 

e i—• log(i/(e)) 

est un homomorphisme injectif et on l'utilise pour identifier Zp(l) à un 

sous—groupe du groupe additif de BjR. 

Dans [Fo82a], on démontre par un calcul explicite un peu pénible 

(prop. 2.17) qu'un élément non nul de Zp(l) est une uniformisante de B^R, i.e. 

n'est pas contenu dans le carré de l'idéal maximal de B^R. Cela peut se voir 

directement en remarquant que, si l'on utilise la description de A\ni = A[n{ 

donnée au n° 1.4, alors le noyau de la projection de Aln{ K sur C s'identifie à 
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Vp(iï) et l'image de s dans VP(Ù) est (sn1 • dsn)n^ qui est un générateur de 

ce C-espace vectoriel de dimension 1. 

1.5.5. — Rappelons enfin que l'on définit BdR comme étant le corps des 

fractions de B^R. Comme n'importe quel corps muni d'une valuation discrète, 

il est muni d'une filtration naturelle décroissante indexée par Z : si VdR désigne 

la valuation de BdR normalisée par VdR(B^R) = Z, on a 

FUmBdR = {be BdR\vdR(b) > m} pour tout m E Z 

(en particulier Fil0BdR = B^R et Fil1 BdR est son idéal maximal). 

Rappelons que, pour tout m G N, on note Zp(m) la m-ième puissance 

tensorielle du Zp-module Zp(l) et 1P(—m) son dual; rappelons aussi que si 

M est un Zp-module et si m G Z, on pose M (m) = M ®ip 2p(m). 

Il résulte alors du n° précédent que, pour tout m G Z, grmBdR(c= 

Fil™BdR/Fil171*1 BdR) s'identifie à C(m). Autrement dit, l'algèbre graduée 

associée à l'algèbre filtrée BdR s'identifie à l'algèbre 

BHT = ®mezC(m) = C[t,t-1] 

anneau des polynômes de Laurent en si t est n'importe quel élément non 

nul de Zp(l) (ici HT signifie Hodge-Tate). 

1.5.6. — La construction de BdR est fonctorielle. De façon précise, 

donnons-nous deux corps K et L de caractéristique 0, complet pour une 

valuation discrète, à corps résiduel parfait de caractéristique p, des clôtures 

algébriques K de K et L de L et un homomorphisme continu v : K —v L 

envoyant K sur un sous-corps fermé de L. Alors, avec des conventions 

évidentes, v induit un homomorphisme continu 

BdR(u) : BdR(K,K) — BdR(L,L) 

qui est "non ramifié", au sens que l'image d'une uniformisante du premier 

corps est une uniformisante du second, et qui, sur les corps résiduels, n'est 

autre que le plongement du complété de K dans le complété de L induit par 

v. Par conséquent BdR{y) est un isomorphisme si et seulement si v induit un 
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isomorphisme du complété de K sur celui de L, ce qui équivaut à dire que 

la fermeture algébrique de v(K) dans L est dense dans L, ou encore que v 

induit un isomorphisme du corps résiduel de L sur celui de K, ou encore que 

le corps résiduel de L est algébrique sur celui de K. 

En particulier, on ne change pas BdR si l'on remplace K par un sous-corps 

fermé de C contenant K pour lequel la valuation est encore discrète, ce que 

l'on peut traduire en disant que BdR "dépend de C mais non de K". 

1 .5 .7 . — Par fonctorialité, G = Gal(K/K) opère continuement sur BdR 

(et l'action induite sur le gradué associé est l'action naturelle). 

Si i G Z, j G N et H est un sous-groupe ouvert de G, on a 

(FÌVBHT/FU^BHT)11 (FiÏBdRIF%V+iBdR)*L к" si i < 0 < i + j 
0 sinon; 

cela est immédiat, par récurrence sur j , à partir de la description des 

HR(H, C(s)) due à Tate ([Ta67], Thm. 1 et 2). En particulier, on a (A™f K)H = 

JJ 
K , pour tout entier m > 1, et, par passage à la limite, 

(B+)H = (BHT)h = (B+)H = (BdR)H = KH . 

Il en résulte que B j T , BHT, B^R et BdR sont en fait des /i-algèbres. 

1.5.8. — Remarques : a) Bien sûr, BjIT et BHT sont même des C-

algèbres ; on sait par ailleurs qu'il existe une section 

s : С —> B+ 

de la projection 6 : B^R —y C ; on peut vérifier qu'il n'est pas possible de 

choisir s continue (pour la topologie p-adique sur C et la topologie canonique 

sur B^R ; il n'existe déjà pas de section continue de C sur Alnï K) et que l'on 

ne peut pas non plus choisir s commutant à l'action de G. 

74 



EXPOSÉ II : LE CORPS DES PÉRIODES P-ADIQUES 

b) On renvoie à Faltings ([Fa89]) et à Wintenberger ([Exp. IX], §T 

pour une définition de BdR dans un contexte plus général. 

2. — Pd-épaississements universels : Panneau B*ris 

2.1. — Généralités 

2.1.1. — Rappelons que, si D est un anneau, un pd-idéal J de B 

est un idéal muni de puissances divisées, i.e. d'une famille 7 = (7m)m€N* 

d'applications de J dans lui-même vérifiant les propriétés que l'on obtient en 

pensant que, "moralement" jm(x) = xm/m\ (cf. par exemple, [BO], § 3, pour 

un énoncé précis et pour plus de détails sur les puissances divisées) ; il est 

commode de poser 7o(#) = 1, pour tout x £ J. 

2.1.2. — Soient A un anneau, p = (ir) un idéal principal de A muni de 

puissances divisées et V une A-algèbre. 

Un A-épaississement à puissances divisées p-adique de F , ou encore un A— 

pd-épaississement 7R-adique de V est la donnée d'un triplet formé d'une 

A-algèbre £>, d'un homomorphisme surjectif de A-algèbres 9 : D —• V et 

d'une structure 7 de pd-idéal sur le noyau de 0, compatible avec les puissances 

divisées jp de p, i.e. telle que, si a G D vérifie an G J, alors 

lm{a-K) = arn •7m(7r) pour tout m G N . 

Les A-pd-épaississements 7r-adiques de V forment, de manière évidente, 

une catégorie. Si cette catégorie admet un objet initial, celui-ci est unique 

à isomorphisme unique près et s'appelle le A-pd-épaississement 7R-adique 

universel de V. 

Si V est séparé et complet pour la topologie p-adique, un A-pd-épaississe-

ment formel 7R-adique de V est un A-pd-épaississement 7R-adique de V qui 

est séparé et complet pour la topologie p-adique. Ici encore, on a une notion 

évidente d'objet universel. 

Bien sûr, si D est un A-pd-épaississement formel 7R-adique universel de V 

et si n G N, D/-KnD est un (A/pn)-pd-épaississement 7r-adique universel de 

V/irnV. 
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2.2. — Existence de pd-épaississements formels p-adiques uni

versels 

2.2.1. THÉORÈME. — Soient A un anneau et V une A-algèbre séparée et 

complète pour la topologie p-adique. On suppose que, pour tout a G V, il existe 

x, y G V tels que a = xp+py. Alors Vanneau V admet un A-pd-épaississement 

formel p-adique universel. 

2.2.2. — Preuve : Soient Ry, W(Ry) et 

0 :A®Z W(Ry) —• V 

comme au n° 1.2.2. Notons Acris(V/A) le séparé complété pour la topologie 

p-adique de l'enveloppe à puissances divisées de A ®z W{Ry), relativement 

à l'idéal noyau de 0, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur 

l'idéal engendré par p ; notons encore 

e : ACris(V/A) — V 

l'application induite. 

Il est clair que Acris{V/est un A—pd—epaississement formel p—adique de 

V et nous allons montrer qu'il est universel. 

La démonstration est essentiellement la même que dans le cas. pro-

infinitésimal. De façon précise, soit (£),#£>, 7) un autre A-pd-épaississement 

formel p-adique de V. Prouver l'existence et l'unicité d'un morphisme de A-

pd-épaississements formels p-adiques de Acris(V/A) dans D revient à vérifier 

l'existence et l'unicité d'un homomorphisme continu d'anneaux p-adiques 

a : W(Ry) —> D 

tel que Op o a = 6 (car un tel morphisme s'étend de façon unique en 

un morphisme de A-algèbres de A ®i W(Ry) dans D, puis en un pd-

homomorphisme continu de Acris{V/A) dans D). 

Soit alors 3D le noyau de Si c/i, d2 G D vérifient di = d2 mod J/), on 

a d\ = eK? modpJc). Il en résulte que, si x G Ry et si, pour tout m G N, on 
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choisit un relèvement £m dans D de x^m) G V, la suite des £^ tend vers une 

limite p(x) dans D indépendante du choix des relèvements. On voit que l'on 

doit avoir 

a((x0= p(x), pour tout x G Ry 

L'unicité de a est alors claire, car il faut 

a((x0,xi,... ,xn, . . . ) ) 'Pnp« ) 

et l'existence résulte de ce que l'application a ainsi définie est bien un 

homomorphisme continu qui commute aux applications 9. 

2.2.3. — Remarques : a) Dans la suite, on note Acris(V/A) le A-pd-

épaississement formel p-adique universel de V. 

b) Cette construction est fonctorielle. En outre Acris(V/A) ne dépend 

que de la réduction modulo p de V, i.e. si V = V/pV, l'homomorphisme 

évident Acris(V/A) —• Acris(V/A) est un isomorphisme. 

c) Dans le cas où l'anneau A considéré ci-dessus est l'anneau W des 

vecteurs de Witt à coefficients dans le corps parfait k (resp. l'anneau OK 

des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps des fractions de 

W), on voit que Acris(V/A) s'identifie à l'enveloppe à puissances divisées de 

W{Ry) (resp. WoK(Ry) = OK ®W W(Ry)) relativement à l'idéal noyau de 

9, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur l'idéal engendré par 

p. 

d) Si A = W, on écrit Acris(V) au lieu de Acris(V/W); c'est une 

^-algèbre et le Frobenius absolu x i—• xp sur V induit par fonctorialité 

un endomorphisme tp de l'anneau Acris(V) = Acris(V)] on voit que (p est 

semi-linéaire par rapport au Frobenius absolu agissant sur W. 

e) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : dans le cas où 

A = W, ceci est fait dans [FM87], part II. 

2.3. — Les anneaux B*ris et Bcris 

On reprend les notations du n° 1. On note 

Acris — Acris(0 c) 
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le W-pd-épaississement formel p-adique universel de Oc et 

6 : Acris —• Oc 

l'homomorphisme canonique. 

2.3.1. — On note KQ le corps des fractions de W et on pose 

Btris = Qp ®Zp Acris = K0 ®W Acris-

C'est donc une KQ-algèbre, sur laquelle opère le Frobenius (p (semi-

linéairement par rapport au Frobenius absolu a agissant sur Ko). Par fonc-

torialité, on a aussi une action linéaire de G = Gal(K/K) qui commute à 

l'action de (p. 

2.3.2. — Si K est de caractéristique p, R = Roc s'identifie à Oc 

(n° 1.3.2), on a Acris = W(R) = W(Oc) (car le noyau de la projection de 

W(R) sur Oc est le pd-idéal engendré par p) et B*ris = W(Oc)\\lp\-

2.3.3. — Si K est de caractéristique 0, W(R) est un anneau intègre et 

le noyau de 

9 : W(R) —> Oc 

est un idéal principal (un élément (#o, . . . ,xn , . . . ) du noyau de 0 est un 

générateur si et seulement si x\ est une unité). Si £ est un générateur de cet 

idéal, Acris (qui est l'anneau noté WDP(R) dans [Fo83]) s'identifie au séparé 

complété pour la topologie p-adique de la sous-VF(iî)-algèbre de W(R)[l/p] 

engendrée par les jm(0 = £m/m! et B+ris = Acris[l/p]. 

2.3.4. — Supposons encore K de caractéristique 0. On a vu au n° 

2.4 comment on pouvait identifier Zp(l) à un sous-groupe additif de B^R. 

La même construction [i.e. l'application s = (e^n^)n^ I—> log(v(e)) où 

V(é) - \e] E W(R) C Acris et \og(u(e)) = V (-l)n+1 • Me) - l)n/n)} 
n>l 

permet d'identifier Zp(l) à un sous-groupe (et même un sous-Zp-module) 

du groupe additif de Acris. Si t est un générateur de Zp(l) C Acris, on Pose 
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Bcris = B*ris[l/t] (indépendant du choix de t). Comme t appartient au pd-

idéal de Acris qui est le noyau de 6, on a tp G pAcris (par un calcul plus précis, 

on peut vérifier que E pAcris) et on a aussi Bcris = Acris[l/t]. 

On voit en outre que (pt = pt. Ceci permet d'étendre le Frobenius à Bcris 

en posant (pt~l — p~lt~l. 

3. — L'anneau Bsi 

Dans toute la suite de cet exposé, on conserve les hypothèses et notations 

qui précèdent ; en particulier, on suppose toujours K de caractéristique 0. 

3.1. — Construction de Bft et Bst 

3.1.1. — Pour tout groupe commutatif T, on pose V^(T) = 

Hom(Z[l/p],r). Si l'on note T multiplicativement, V^(T) s'identifie à l'en

semble des (o^n))n€N avec x^ £ T vérifiant (x^n+1^)p = x^n\ On a une suite 

exacte 

0 — TP(T)—>V{p)(T)—.r, 

où Tp(r) est le Zp-module Hom(Qp/Zp, T). Si T est p-divisible, l'application 

V(p)(r) > T est surjective; si de plus T est sans p-torsion, cette application 

est un isomorphisme. 

3.1.2. — Pour tout anneau F , soit V* le groupe de ses unités. Si 

(resp. Oç~*~) désigne le sous-groupe de R* (resp. 0*c) formé des unités 

congrues à 1 modulo l'idéal maximal, on a des identifications naturelles 

0 £ = fc*xC>*'+, R* = k* xi?*'+, V{p)(0*c) = R*, V{p)(C*) = (Fr RY , 

où Fr R désigne le corps des fractions de R. Si v est une valuation de C et si 

VR est la valuation de Fr R qui lui est naturellement associée (cf. n° 1.3.1), 
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on a un diagramme commutatif 

0 0 

0 Z„(l R* uc 0 

0 zP(i) (Fr c* 0 

VR 

Q 

o 

v 

Q 

0 

dont les lignes et les colonnes sont exactes. 

3.1.3. — Pour tout y G on note [y] G W(R) (C Acris C B+Hs) son 

représentant de Teichmùller. 

Soit x = 1 + y G . Pour n » 0, [y]n/rz G Acrî-5, et la suite [y]n/n tend 

p-adiquement vers 0. La série 

n>0 
:(- i)B+i[y]7« 

converge donc vers un élément X(x) G B^ris. L'application 

A : iT<+ - , Btris 

est un homomorphisme injectif que l'on étend à R* en posant X(x) = 0, si 

x G k . 

3.1.4. — Considérons les couples (5, Xs) où S est une ^-algèbre et 

Xs : (Fr Ä)* — S 

est un homomorphisme qui prolonge À. Avec une définition évidente pour les 

flèches, ces couples forment une catégorie. Il est clair que celle-ci a un objet 
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initial, unique à isomorphisme unique près. On note Bft la J3^,2-5-algèbre ainsi 

obtenue et 
A : (Fr R)* —. Btt 

l'homomorphisme correspondant. 

3.1.5. — On a don 

Btt = Sym((Fr RY) ®sym(R*) ̂  cris 

En fait Bt est un anneau de polynômes à une variable à coefficients dans Btris. 

Plus précisément, comme JB*^ est une Q-algèbre et comme (Fr R)*/R* est 

un Q-espace vectoriel de dimension un, si l'on choisit un élément b G (Fr R)* 

qui n'appartient pas à R*, l'homomorphisme de B+2-5-algèbres 

B t r i s \ X } ^ B t t – > ^ B t 

qui envoie X sur \(b) est un isomorphisme. En outre, pour tout élément 

x G (Fr i?)*, il existe un entier r > 1 tel que l'on puisse écrire xr = 6ma, avec 

m G Z et a G R* ; on a alors 

X(x) = r"1 • X(xr) r'1 - (\(a) + m - \(b)) 

3.1.6. — On pose enfin 

Bst = Bcris ® J9+ Btt 
cris 

C'est donc un anneau de polynômes en une variable à coefficients dans Bcr{s 

et c'est aussi J5^[l/t]. 

Grâce à la propriété universelle qui définit Bt l'action de G s'étend de 

manière unique à Bt et à Bsi. 

3.2. — Frobenius et monodromie 

3.2.1. — Le Frobenius s'étend de manière canonique à Bt et Bsi. 

En effet, dans Btris, on a ip(\(x)) = p • A(x), pour tout x E R*. On voit donc 

qu'il y a une manière et une seule d'étendre ip en un endomorphisme de Bt 
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de sorte que (p(\(x)) = p • \(x), pour tout x G (Fr R)*. Bien sûr, (p s'étend 

aussi à Bst et commute à l'action de G. 

3.2.2. — On a des isomorphismes (Fr R)*/R* ~ C*/0*c ~ K*/ö^(~ 

Q) et l'application 

к : Bst ®Q (К /<%) — П^/ВсЛ 

qui envoie b ®x sur b • d(\(x)) où 2? est l'image de # G (Fr ij)* est un 

isomorphisme. 

Choisissons une valuation v sur à valeurs dans Q, et notons encore 

v son prolongement à C. On peut considérer v comme le choix d'un isomor

phisme 

(Fr R)*/R* = C*/0*c = K*/0$? ~ Q 

Par extension des scalaires, v fournit un isomorphisme 

v:Bst ®Q (K*/0^) —> 5S< 

donc une dérivation 

N := vo K'1 od: Bst —• 5st 

que nous appelons l'opérateur de monodromie associé à v. C'est l'unique 

Bcris -dérivation de Bsi à valeurs dans Bst telle que N(X(b)) = vR(b) pour 

tout b G (Fr R)* (où est la valuation de Fr R associée à v). 

3.2.3. — On voit que N commute à l'action de G et, comme cp(X(b)) = 

p\(b), pour tout b G (Fr i?)*, que 

N o (p = p(p o N . 

En outre, on a des suites exactes courtes de Bfris-modules 

0 B+. 
cris 

Bit 
N 

Bt 0 et 

0 BCri& Bst 
N 

Bst 0 
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3.2.4. — Remarque : Un choix naturel pour v est la valuation 

vo normalisée par vo(p) = 1. Nous appelons "canonique" l'opérateur de 

monodromie correspondant. 

4. — Comparaisons 

4.1. — Le plongement de Bcris dans BdR 

4.1.1. — Posons WKO(R) = W(R)[l/p] = Ko ®w W(R) et WK(R) = 

K ®w W(R) = K ®A'0 WK0(R). On a des inclusions naturelles W(R) C 

WKo(R)CWK(R). 

Choisissons, comme au n° 2.3.3, un générateur £ du noyau de 6 : W(R) —> 

Oc- Si m G Z et si (an)n>m est une suite d'élément de WK(R), la série 

]C an£n/™! converge, dans BdR vers un élément de Fil™BdR et tout élément 
n>m 

de Fil™BdR peut s'écrire (de manière non unique) sous cette forme. Pour 

qu'un tel élément n'appartienne pas à Film+1BdR, il faut et il suffit que 

#(am) ^ 0 (où l'on désigne encore par 6 : WK{R) —• C l'homomorphisme de 

iïT-algèbres déduit de 0 : W(R) —• Oc par extension des scalaires). 

Par ailleurs, W(R) est séparé et complet pour la topologie £-adique et 

s'identifie donc à un sous-anneau de BdR. 

4.1.2. — Si maintenant (an)n^ est une suite d'éléments de W(R) 

tendant p-adiquement vers 0, la série anÇn/n\ converge dans Acris et tout 
?i>0 

élément de Acr{s peut s'écrire (de manière non unique) sous cette forme. On 

voit que l'on peut choisir les an de façon que, si an ^ 0 alors 6{an) ^ 0. 

On en déduit en particulier que l'application naturelle de Acris dans B^R 

est iniective. 

4.1.3. — De même, si (an)n€N est une suite d'éléments de WK0(R) 

(resp. WK(R)) tendant p-adiquement vers 0, la série V an£nln\ converge 
n>0 

dans Bçris (resp. K ®/v'0 Bçris) et tout élément de cet anneau peut s'écrire 

(de manière non unique) sous cette forme. Ici encore, on peut choisir les an 

de façon que, si an ^ 0 alors 0(an) ^ 0. Il en résulte que les applications 

naturelles Acrift —• B+ris —• A' ®A0 Bfris —• BJR sont injectives. Il en est 
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de même des applications Bcris —• K ®Kq Bcris —• BdR que l'on en déduit 

en rendant inversible un élément non nul de Zp(l). 

Dans la suite nous utilisons ces injections pour identifier tous ces anneaux, 

ainsi que W(R), à des sous-anneaux de BdR-

4.1.4. — Remarque : Dans [Fo82a], au lieu de Bcris, on utili

sait d'autres sous-anneaux de BdR> les anneaux notés Ba et B. Rappelons 

brièvement comment on les construit : Notons a0 l'idéal de R formé des 

éléments x tels que VR(X) = v0(x^) > 1 (où vo est la valuation de C 

telle que VQ(P) = 1). Pour tout idéal a de R contenu dans ao, on note SA 

la sous-VF (iî)-algèbre de WKQ(R) = W(R)[l/p] engendrée par les éléments 

de la forme [x]/p, avec x G a, SA le séparé complété de SA pour la topolo

gie p-adique et Ba = 5fl[l/p]. Alors l'inclusion de SA dans WK0(R) C BjR 

se prolonge par continuité en un plongement de 5a, donc aussi de Ba dans 

B^R, On a B+, C Bf si a' C a et on note B+ l'intersection des B+. On a 

Zp(l) = ïv-tC B+ et on pose Ba = B+[l/t] et B = B+[l/t]. 

On vérifie facilement que Sap (Z Acris C S p-i, donc que 
o ao 

B+, C B+RIA C B+P et Bap C 5crisC B+P 
0 

On voit aussi que <p(Sa) = 5flP, <p(B+) = BIP et <p(BA) = BAP. En 

particulier, on a B~*~ = 
nEN 

<pN(B+IA) et S 

nEN 
cris/• 

4.2. — Construction d'un plongement de BST dans B^R 

4.2.1. — Soit 

log :C%—>K 

le logarithme p-adique usuel (si a G 0^- est de la forme a = [w] • a+, où 

[ÎX] est le représentant de Teichmùller d'un élément de k et où a+ G 0^-+ = 

0±-C\ log(a) = V (-l)"+1n"1(a+ - 1)"). 
71 >0 

On choisit un prolongement du logarithme à K , i.e. un homomor

phisme 

log : K* —• K , 
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dont la restriction à est le logarithme p-adique usuel, commutant à 

l'action de G = GBHÇK/K). 

Faire un tel choix revient à choisir un élément c G K et à décider que 

log(p) = c ; 

en effet, pour tout x G A'*, il existe r, s G Z, avec r > 0 tels que xr/ps G 0-^-

et on a alors 

log(x) = r 1 (se + log(xr /ps)) . 

On voit aussi qu'il revient au même de choisir un prolongement du 

logarithme p-adique usuel à K ou à C*. 

4.2.2. — Le choix que l'on vient de faire permet de définir un homo

morphisme de J3^t-s-algèbres 

t+ : B+ — B+R. 

D'après la propriété universelle servant à définir Bft (n° 3.1.4), il suffit en 

effet de définir un homomorphisme 

XdR : (Fr R)* — B+R 

prolongeant À. 

Commençons par définir \<IR(X) lorsque x G (Fr R)* vérifie x^ G K*. 

Comme BJR D 7f, [x]/x^ G BJR; comme 0([x]/x^) = 1, y = [x]/x^ - 1 

appartient à l'idéal maximal de BjR et la série 

log([x]/x<°>) 
n>0 

( —l)n+1n-1 • yn 

converge dans B^R et on pose 

\dR(x) = log([x]/xW) + log(xW) . 

Dans le cas général, remarquons que tout .T G (Fr R)* peut s'écrire (de façon 

non unique) sous la forme x = a6, avec a G R* et &<°> G K ; si 1 on pose 

Adß(x) = X(a) + XdR(b) 
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on voit que le résultat obtenu est indépendant du choix de l'écriture de x sous 

cette forme et que l'application XdR, ainsi définie, convient. 

4.2.3. — En rendant un élément non nul de Zp(l) inversible, l'application 

induit un homomorphisme de 5crî-5-algèbres 

i : Bsi —• BdR 

Par extension des scalaires, l'application (resp. t) induit un homomor

phisme de (K®K0 £+HJ-algèbres (resp. (K ®K0 J3cri5)-algèbres) 

i \ : K ®A'0 Bft —• BdR(resp. iK : K ®Ko Bst —• BdR) . 

4.2 .4 . THÉORÈME. — Les applications 

i\ : K ®Ko B+t —> BdR et iK : K&Ko Bst —• BdR 

sont invectives. 

La preuve est l'objet du n° 4 .3. 

4.2.5. — Remarques : a) Dans la suite, nous utilisons les applications ¿ 

et IK pour identifier Bst et K®K0 Bst à des sous-anneaux de BdR. On prendra 

garde toutefois que cette identification dépend du choix de l'application 

log prolongeant le logarithme p-adique usuel. 

b) On voit facilement que l'image de K 0AO Bst dans BdR est 

indépendante du choix du logarithme. En particulier, lorsque e = 1, 

l'application £ dépend du choix du logarithme mais pas son image; en re

vanche, l'action de p sur cette image, déduite par transport de structure de 

l'action de (p sur Bsi en dépend. 

c) Pour l'application log, il y a un choix "naturel" consistant à choisir 

log(p) = 0. Nous appelons l'application i (resp. A A) correspondante le 

plongement canonique de BHi (resp. A' 0AO Bsi) dans BdR. 

d) Tout comme celle de BdR, les constructions de Bcr{s et de Bst et 

leurs plongements dans B(JR sont fonctoriels. De façon précise, si A', L. K. 
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L et v : K —• L sont comme au n° 1.5.6, v induit des homomorphism.es  

continus 

BCris(y) • Bcris(K,K) . Bcris(L,L) et Bai{y) : B8i(K,K) Bsi(L,L) , 

compatibles avec l'action de (p et avec celle de A7", du moins si l'on choisit 

l'opérateur TV associé à une valuation v sur L et à sa restriction à K. 

Les morphismes Bcris(v) et BdR{v) commutent aux plongements naturels 

de chaque Bcris dans chaque BdR- Si l'on choisit un logarithme log sur K* et si 

l'on note L(K, K) (resp. t(L/L)) le plongement de BSI(K, K) dans BdR(K, K) 

(resp. de Bsi(L,L) dans BdR(L,L)) qui lui est associé (resp. associé au 

prolongement à L* de log), on a 

1(1, L) o Bai(v) = BdR(v) o L(K, K) 

Les applications Bcris(v) et Bsi(v) sont injectives et Bsi(L,L) s'identifie à 

Bcris(L,L) ®Bcris^Kj<) Bsi(K,K). Ici encore Bcris(v) et B8i(v) sont des 

isomorphismes si et seulement si v induit un isomorphisme du complété de K 

sur celui de L. 

4.3. — Preuve du théorème 4.2.4 

4.3.1. — Commençons par énoncer un lemme. Pour cela, choisissons 

u0 e R tel que = p. Alors [uQ] - p G W(R) C B^R et 9([u0] - p) = 0, ce 

qui fait que la série 

log(M/p) 
N> 

(-l)n+1 
1 

npn ( M - P ) n 

converge dans B^R. Par ailleurs, l'inclusion de Bcris dans BdR permet 

d'identifier le corps des fractions Fr(Bcris) à un sous-corps de BdR. 

LEMME. — U élément u = log([i/0]/p) G B^R n'appartient pas à Fr(Bcr{s). 

4.3.2. — Preuve du lemme : On voit que £ = p— [u0] est un générateur 

du noyau de 9 : W(R) —• Oc, donc que £ et /3 = Ç/p sont dans FifiB^ et 
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pas dans Fil2BjR. Si (an)nG^ sont des éléments de WK0(R) = W(R)[l/p], la 

série ^2 an(5n converge dans B^R. Notons S = W(R)[(3] le sous-anneau de 

B^R formé des éléments qui peuvent s'écrire sous la forme Yln>o anfln avec 

les an G W(R). Si, pour tout i G N, on pose FiPS = S fl FillBdR, on voit 

que Fil1 S est l'idéal principal engendré par j3l. En particulier, si on note 

6{ : FiVS —• Oc 

l'application qui envoie /3*a sur 0(a), on a 0t(FillS) = Oc-

Comme Acris est le sous-anneau de Bt™ formé des ^ an£n/n' = 
n>0 

^2 (pn/n\) • an/3n avec les an G W(R) tendant p-adiquement vers 0 (cf. n° 
n>0 
4.1.2), Acris C 5. On a Fr(Bcri8) = Fr(Acris) C JFV(S) et il suffit de vérifier 

que, si a G S est non nul, alors au fi S. 

Comme S est séparé pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier que, si 

r G N et si a G 5 - pS, alors prau fi S. Si a G W(i?) vérifie 0(a) G pOc, 

alors a appartient à l'idéal de W(R) engendré par p et £ = p/3, donc a G pS\ 

On en déduit que l'on peut trouver un entier i > 0 et des bn G W(R) tels que 

0(6.0 g P0c et 

a = p 

0<n<i 
bnßn 

n>i 
bnßn 

Mais w = — ]Cn>o ßnln- Soit j un entier > r tel que p-7 > Si prau G 5, on 

aurait a • ( £ pj-l(3m/m) G 5, donc a • / ^ ' / p G 5 + Fil2p3 BdR, donc 
n>0 

biß^/peS + FiP+^+'BdR. 

On devrait donc avoir 0i+p3 (bi(3i+pJ /p) = 0i+pJ (bi/3i+pJ )/p G 0i+pj (Fili+p3 S) = 

O c ; mais 0i+pJ(bi(3i+pJ/p)=0°(bi)/p fi Oc, d'où une contradiction. 

4 . 3 . 3 . — Montrons enfin le théorème : Il suffit de prouver l'injectivité 

de tj{. Il est clair qu'il existe u G K ®K0 Bsi tel que K ®Kq Bsi = 

(K®KQ Bcris)[u] et IK(U) = г¿. Il suffit donc de prouver que u est transcendant 
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sur le corps des fractions Fr(K ®A0 Bcris) de K ®K0 Bcris (vu comme sous-

corps de Bdn). Comme Fr(K®K0 Bcris) est une extension finie de Fr(Bcris), 

il suffit de vérifier que u est transcendant sur Fr(Bcris). 

Sinon, soit c0 + c\X H h Cd-iXd 1 + Xd le polynôme minimal de u sur 

Fr{Bcris). 

Soit e = (£(n))n€N G R , avec = 1, ± 1 et * = log(i/(e)) (cf. n° 

1.5.4), de sorte que Zp(l) s'identifie au-sous-Zp-module libre de rang 1 de 

BdR engendré par t. Soit Go = Gal(K/KQ)- H existe une application continue 

: G0 —• 2p 

telle que, dans WK0 (R), g([uo]/p) = ([uo]/p) ' [ê]77^ pour tout g G Go, et donc 

que 

gu = u + rj(g)t . 

Le corps Fr (Bcris) est stable par Go et pour tout g G Go, 

g(co) + g(ci)(u + rj(g)t) •+ f g{cd-i)(u + vigW'1 + (u + rj(g)t)d = o 

L'unicité du polynôme minimal de u sur Fr(Bcris) implique que, pour tout 

g £ Go, g(cd-i) + d • r](g)t = Cd-i. Si c = cd-\ + du, on a g(c) = c, d'où 

c G (BdR)G° = Ko C Beri* • On aurait donc u = d_1(c - cd_i) G Fr(Bcris), 

ce qui contredit le lemme 4.3.1. 

5. — Quelques propriétés de Bcris 

5.1. — Quelques idéaux de W(R) 

5.1.1. — Pour tout sous-anneau A de BdR (en particulier, pour 

A = W(R), WKO(R), WK{R), ACris, Bcris, B+ris), et tout r G Z, on pose 

FilTA = A fi FilrBdR- En particulier, on a Fil0A — A fl UJ^ et on note 

0 : Fil0A —• G la restriction de la projection de B^R sur G. 

Si est un sous-anneau de Bcris stable par (p et si r G Z, on pose 

/HA = {a G A | ^n(a) G Fil1'A, pour tout n G N}. Si 7[0U = A (c'est 

le cas, par exemple, si A — W(R), WK0(R), Acr{s ou B+ris) les /MA, pour 

r G N, forment une suite décroissante d'idéaux de A ; on pose aussi №A = IA. 
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5.1.2. — On choisit s = (£{n))neN € tel que ew = 1 et / 1, 

et on pose t = log([e]). On a donc [e] = ( £ , 0 , 0 , . . . , 0 , . . . ) G W(-R) 

tandis que Zp(l) s'identifie au-sous-Zp-module libre de rang 1 de Acr2-5 

engendré par t. On pose aussi tt£ = [s] — 1 G W(-R). Le Frobenius est 

bijectif sur W(i2) et, pour tout x G W(-R), on pose x' = (f"1(x). On pose 

£ = 1 + [£'] + [ê']2 + • • • + [ S ^ " 1 . On a donc 7Te = < • £. 

On note uq la valuation de C normalisée par vo(p) = l et vr la valuation 

de R définie par VR((x^)ne^) = v0(x^). Pour tout x G W(R), on note 

x G i? sa réduction modulo p. 
On vérifie facilement qu'un élément x G iriz71W(i?) engendre cet idéal 

principal de W(R) si et seulement si vr(x) = 1. C'est le cas de £, car 

ö(0 
0<i<p-l 

(e^Y = 0 et £ = 1 + e' + ef2 + • • • + ^P"1 = - l)/(e' - 1) 

(e - l)/(e' - 1) et Vä(0 = (1 - P"1 ) • M * - 1) = ((p - l)/p) • vÄ(e - 1) = 1 

puisque VR (S — 1) = vn( lim (e^ - l)p ) = »/(»—!). 
ni >-oo 

5.1 .3 . PROPOSITION. — Pour tout r G N, 

i) l'idéal I^W(R) est l'idéal principal engendré par 7r£ (en particu

lier, №W(R) est la puissance r-ième de IW(R)) ; 

ii) pour qu'un élément a G №W(R) engendre cet idéal, il faut et il 

suffit que vR(a) = rp/(p - 1 ) . 

5.1.4. — Commençons par le cas r = 1, qui consiste à préciser un 

résultat de [Fo82a] (cf. démonstration du lemme 4 .16) : 

LEMME. — i) l'idéal IW(R) est principal, engendré par 7r£ ; 

ii) pour qu'un élément a = (ûq, • • • •> an7 • • •) G IW(R) soit un 

générateur de cet idéal, il faut et il suffit que vr(ciq) = p/(p — 1) et on a 

alors VR(an) = p/(p — 1) pour tout n G N. 

Démonstration : Commençons par rappeler (c'est le résutat de loc. cit.) que 

si a = (a0, ax , . . . , an, . . . ) G IW(R), alors VR(an) > p/(p — 1) , pour tout n 

[Cela peut se voir ainsi : si l'on pose an — «nn\ on a 

0(<^ma) p» • a f =af+---+ pma£ + pm+1a£"+1 + • • • ; 
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on est ramené à prouver que pour tout couple (r, m) G N x N, on k 

^ii(^m) > p~m(l + p"1 + ••• + p~r)> ce qui se fait par récurrence sur les 

couples (r, m) ordonnés lexicographiquement, en comparant les valuations des 

termes dominants dans ^2pn • a£m ; cette comparaison montre aussi que, si 

vo{&o) =p/{p~ 1), alors vR(arn) = v0{a£) = p/(p - 1), pour tout m]. 

Par ailleurs, on a 0((pn(7r£)) = 0([e]Pn - 1) = (e^)pn - 1 = 1 - 1 = 0 et 

7T£ G IW(R). Comme 7r£ = e — 1 et vr(s — 1) = p/(p — 1), ce qui précède 

implique que 

IW(R) C (ire,p) 

Comme (0c)N est sans p-torsion, si px G 7W(i2), alors x G IW(R); et le 

lemme résulte de ce que W (R) est séparé et complet pour la topologie p -

adique. 

5.1.5. — Prouvons la proposition 5.1.3 : Pour tout i G N, soient 

griW(R) = FiliW(R)/Fili^1W(R) et 0l la projection de FiliW(R) sur 

grlW(R). Alors FillW(R) est l'idéal principal engendré par et grlW(R) 

est un Oc-module libre de rang 1 engendré par 0l(C) — ̂ (O*-

On a 7rF = 7rl£, d'où, 

Vn(jre) = < -e1+v+-+v pour tout n G N . 

Pour t > 1, 0 ( ^ ( 0 ) = P et on a donc ^ ( ^ ( T T J ) = p n ( ^ - 1) • ̂ ( 0 -
Montrons l'assertion i) : L'inclusion 7r^W(R) C I^W(R) est claire. 

L'inclusion dans l'autre sens se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant 

trivial. Supposons donc r > 1, et soit a G I^W(R) ; on peut supposer 

a = Trp1^ avec b GI^W(R On doit avoir 9r~l((pn{a)) = 0, pour tout n G N. 

Mais 

er-1ÍVnía))=oí(pn(b)).í01ÍVnÍ7re)))r-1 :(pn(e(1)-l))r-1^(^n(b))-01(Or"1 • 

Comme 01(£)r~1 est un générateur de grr~1W(R) et comme pn(e^ — 1 ) ^ 0 , 

on doit avoir 0((pn(b)) = 0, pour tout n ; donc b G JW(iî) , et d'après le lemme 

précédent, il existe c G W(R) tel que b — tt£c. On a bien a G 7rJW(i2). 

L'assertion ii) résulte trivialement de ce que vr(1xI) = r • vr(s — 1) = 

rp/(p — 1) et de ce qu'un élément x G W(R) est une unité si et seulement si 

x est une unité de R, i.e. si vr(x) — 0. 
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5.2. — Une description de Acris 

5.2.1. Pour tout entier n > 1, soit Kn = K0(e^) et soit = UKn. 

Posons Go = Gal(7T/Jfo), H0 = G a l ( Z / A ^ ) , T0 = G0/H0 = G a l ( A V ^ o ) , 

r̂ or le sous-groupe de torsion de r0 et T = To/Ttor (qui est donc un groupe 

isomorphe à Zp). 

5.2.2. Pour toute indéterminée X, on note W{< X >} le séparé complété 

pour la topologie p-adique de l'enveloppe à puissances divisées de l'anneau 

des polynômes (ou de l'anneau W[-X"| des séries formelles, cela revient 

au même) en une variable X à coefficients dans W', relativement à l'idéal 

engendré par X. La VF-algèbre W{< X >} est donc l'ensemble des éléments 

de la forme 

amlm(X), avec les am G W tendant p—adiquement vers 0 

la multiplication étant induite par jr(X) • JS(X) — 
r + 

s 
7r+s(X). 

5.2.3. Le séparé complété pour la topologie t-adique de l'anneau 

Ao ®QP SyrriQpQp(l) s'identifie à l'anneau AoÎ J des séries formelles à co

efficients dans K0 en la variable t (et ne dépend pas du choix du générateur 

t de Zp(l)). 

Cet anneau et son corps des fractions K0((t)) sont munis d'une action 

naturelle de Go qui se factorise à travers r0. On les munit d'un Frobenius, en 

posant 

<p(Zamtm) = Ea(am)pmtm, si les ci™ G Ko 

Notons A£ = W[tf]{< tp~l jp >} le séparé complété pour la topologie p-

adique de l'enveloppe à puissances divisées du sous-anneau W[t,tp~l /p] de 

Kohi relativement à l'idéal engendré par tp~l/p. Si, pour tout n G N, on pose 

n — r(n) + (p — l)g(n), avec r(n), q(n) G N, 0 < r(n) < p — 1, et 

<{n} = *Kn)7,(„)(*p-7p) p-7p• g(n)!)-1 • tn 

alors, AÊ s'identifie au sous-anneau de Koft] formé des éléments qui peuvent 

s écrire <p(Zamtm) avec les an G W tendant p-adiquement vers 0. Il est 
ecN 
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indépendant du choix de t et stable par FQ et (p. Lorsque p — 2, on a aussi 

A£ = W{< t/2 >}. 

5.2.4. Notons S£ l'adhérence de la sous-VF-algèbre de W(R) engendrée 

par [s]. On voit que S£ s'identifie à l'anneau W[7r£] des séries formelles en 

l'indéterminée 7R£ = [s] — 1 à coefficients dans W. On peut identifier S£ à une 

sous-VF-algèbre de A£ en posant 

TT£ = é - 1 

n>l 
tn/n\ 

n>l 
cntN 

où cn = pq(n)q(n)\/n\ (si s (m) désigne la somme des chiffres de l'entier 

m écrit en base p, un petit calcul montre que, si q = q(n), vp(cn) = 

(q — s(q) + s((p — \)q))/(p — 1) est > 0 et tend vers l'infini avec n). 

Il est clair que cette identification est compatible avec l'action de IV 

Comme, dans A£, ^(e1) = epi = (e*)p, elle est aussi compatible avec l'action 

de (p. 

Remarquons également que l'idéal de A£ qui est l'adhérence de l'idéal 

engendré par les ^n^, avec n > 1, est un pd-idéal, séparé et complet pour 

la topologie p-adique. Comme 7r£ appartient à cet idéal, la série 

log(M) 
n>\ 

Y-nn-1n-17Tn 

converge dans A£ et sa somme est t. On voit qu'il existe une unité de A£ 

telle que TT£ = v0t. 

5.2.5. Le sous-corps de K0((t)) fixe par Ttor est le corps A'o((^p_1)) si 

p ^ 2 (resp. K0((t2)) si p = 2) . Il en résulte que le sous-anneau A de A£ 

fixé par I\or est le sous-anneau W{< tp~l/p >} (resp. W{< t2/S >}) formé 

des Ean/{n} tels que an = 0 si p — 1 ne divise pas n (resp. si 2 ne divise pas 

n) et l'application X I—• tp~l/p (resp. t2/8) induit un isomorphisme - de 

VF-algèbres topologiques - de W{< X >} sur A. 

Soit 7T0 la trace, de Ko((t)) à 7i0((^p~1)) (resp. A^o((^2))), de TT£ ; on a 

7Гп = -V + 
aefp 

[ep = (p-l). 
n>l,(p—l)\n 

tn/n\ 
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resp. -KQ = -2 + [e] + [e}-1 = 2 
n>l,2|n 

tn/n\). 

On voit que le sous-anneau 5 de S£ formé des éléments fixes par Ytor 

s'identifie à l'anneau W [̂7r0] des séries formelles en 7TQ à coefficients dans W. 

Un calcul facile montre que 7r0 G pA (resp. 4A) et qu'il existe une unité v de 

A telle que 

no/p = v • (t^/p) (resp. 7T0/8 = v • (t2/8)) . 

En particulier, on a A = W{< 7r0/p >} (resp. W{< 7r0/8 >}), completion 

p-adique de la pd-VF-algèbre en "l'indéterminée" 7r0/p (resp. 7r0/8). 

On voit également que l'application évidente de S£ ®s A dans Ae est un 

isomorphisme. 

5.2.6. PROPOSITION. — Avec les notations qui précèdent, 

(i) Vêlement 7To est un générateur de I^P~^W(R) si p ^ 2 (resp. de 

№W(R) sip = 2). 

(ii) si q = p + ir0, il existe une unité u G 5 telle que 

<£>7T0 = U7Toqp 1 si p ^ 2 (resp. U7r0q2 si p = 2) 

Démonstration : Les cas p ^ 2 et p = 2 sont très proches et nous ne traitons 

que le cas p ^ 2. 

Prouvons (i). La norme 7Ti, de ATo((*)) à A'0((£p 1)), de 7re est un élément 

de S. On a 7Ti 
<£>7T0 

/I(TT. 
7Toqp 1 

([Ê]'"' — 1 ) ; comme chaque [s]!0' — 1 est 

un générateur de IW(R), TTI est un générateur de (iW(i?))p-1 = J^"1 ! 

(prop. 5 .1 .3) . On a donc (loc. cit.) VR(TTI) — (p — 1) • v(e — 1) = p = VRÇTTQ), 

ce qui prouve que W[7To] = W[7Ti], et que si l'on écrit 

7T0 = £am7r™, avec les am G W , 

alors ai est une unité. Il suffit alors de vérifier que ao est nul, ce qui résulte 

de 0 = 0(7ro) = a0. 

Prouvons (ii) : On remarque que a' et £ = V FÊT sont tous deux 
0<2*<p-l 

des générateurs de l'idéal noyau de la restriction de 6 à S'e = (p 1(S£) = 

94 



EXPOSÉ II : IE CORPS DES PÉRIODES P-ADIQUES 

Wl^e l - On a donc 7Te = (p7Tf£ = 7 T ^ = u[7rf£q', où u[ est une unité de 

S' ou encore <̂ 7r£ = Ui7r£q, où ?/i est une unité de 5£. Par conséquent, 

M-1) = DK = (DK comme 7r0 et 7r£ sont tous deux des générateurs 

de S£ H /fp ^WYU) , il existe une unité u de 5£ telle que (fTTo — U7r0qp 1. 

L'unicité de u et le fait que S = (S£)rtor impliquent que u et u-1 e S. 

5.2.7. Si Ao est un anneau commutatif, si Ai et A2 sont des Ao-algèbres 

et si Ao, Ai et A2 sont séparés et complets pour la topologie p-adique, on 

note AI®A0A2 le séparé complété de Ai ®AQ A2 pour la topologie p-adique. 

T H É O R È M E . — Il existe des homomorphismes de W(R)-algèbre s, continus 

pour la topologie p-adique, 

a : W(R)®s^ —> Acris et a£ : W{R)®s£Ae * ACris • 

Chacun de ces homomorphismes est unique et est un isomorphisme. 

5.2.8. — Remarques : i) Supposons p ^ 2 et soit 

&cris = W(R)i<tp-1/p>] W(R) [< *o/p>} W(R)®WA. 

L'application (am)meN I > DK = (DK >o/P) définit une bijection entre 

l'ensemble des suites d'éléments de W(R) tendant p-adiquement vers 0 et 

acrîs. Le théorème précédent signifie que acris s'envoie surjectivement sur 

Acris et que le noyau est l'adhérence de l'idéal engendré par C — 7T0®1 -

P ® ( W P ) > i.e. l'idéal des DK = (DK ino/p) tels qu'il existe une suite (£>m)meN 

d'éléments de W(R) tels que 

a0 = 7T06o et DK = (DKDK = (DK pour tout m > 1 . 

On voit que le fait que la suite des am tende p-adiquement vers 0 implique 

qu'il en est de même de celle des bm. Autrement dit Acris — t^cris /C&cris ï O U 

encore on a une suite exacte 

0 * &cris 
X c 

* &cris > Acris * 0 • 

On a un résultat analogue pour p = 2 en posant &cris = W(R){< t/2 >} = 

W(Ry {< «e/2 >} = W(R)®WA£ et c = 7iv (R) 1 — 2 8>(îr,/2). 
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il) L'application de A (resp. Ae) dans W <tp-1/p>] (resp. W(R)®s&e), 

qui à x associe l(g):r, est injective et le théorème nous permet d'identifier A et 

aI à des sous-anneaux de A 
s^cris • 

5.2.9. — Prouvons le théorème pour p ^ 2 (la preuve pour p = 2 est 

analogue) : Tout d'abord, W(R)®SeAe ^ W(R)®STSE ®s A ~ W(R)®S& et 

les assertions concernant a£ résultent de celles concernant a. 

Prouvons donc les assertions concernant a. Dans W(R), si q' 
E 

= 
aGFp 

[e'p{a=], 

on a 7r0 = <p(q') = q'p (mod p) ; comme 6{q') — 0, Jp(q') G Acris et q,p = 

P^'IPW) £ pAcris donc 7To G pAcris. On doit donc avoir a ( l (g) (TTO/P)) = tto/p-

Comme 0(7To) = 0, 0(TTQ/P) = 0, et 7r0/p G FillAcris. L'existence et l'unicité 

de a en résulte : avec des notations évidentes, on doit avoir 

aÇEam ® 7m(7To/p)) = = W(R)i<] (Wp) • 

Il reste à s'assurer que a est un isomorphisme. Comme source et but sont 

des anneaux séparés et complets pour la topologie p-adique, sans p-torsion, 

il suffit de prouver que a induit un isomorphisme sur les réductions mod p. 

Mais la réduction modulo p de Acris s'identifie à l'enveloppe à puissances 

divisées de R relativement à l'idéal engendré par q1 et l'on en déduit que 

c'est un module libre sur R/q,p de base les images des 'Ypmiq'), ou encore les 

lm{q'p/p). D'après la proposition 5.2.6, il existe une unité u de W(R) telle 

que <̂7To = U7r0qp 1. On a donc 7r0 = uf7Tf0qrp 1 = u'(q'p — pq,p 1), ou encore 

7Co/p = u (p lqp — qp x). On en déduit que R/qp = R/TTQ et que la réduction 

mod p de Acris est aussi le module libre sur cet anneau de base les images des 

= W(R)i<] Il est clair qu'il en est bien de même de la réduction m o d p de 

W(R)®s&A. 

5.3. — La filtration par les j H et les anneaux WR(R) 

5.3.1. PROPOSITION. — Pour tout r E N , posons 

T[r\ _ r[rj A . _ 
-*• — •*• -^cris — 

{ci G Acris (pna G Fil' Acris, pour tout n G N j . 

Si r > 1, / M est un pd-idéal de Acris ; c'est Vadhérence du-sous-W(R)-

module (qui est aussi Vidéal) engendré par les nsK pour s > r. 
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Preuve : Soit I(r) l'adhérence du W (R)-module engendré par les t^s\ avec 

s > r. Il est clair que I(r) C /'r' et que, si r > 1, c'est un pd-idéal. 

L'assertion revient à vérifier que 1^ C I(r) pour tout r, ce que nous allons 

faire par récurrence sur r, le cas r = 0 étant trivial. 

Supposons donc r > 1 et soit a G /'r'. L'hypothèse de récurrence nous 

permet d'écrire a sous la forme 

a = E 
s > r — 1 

= W(R)i<] 

où les as G W(R) tendent p-adiquement vers 0. Si b = a r - i , on a a = 

bt^-^+a', avec a' G I(r) et on doit avoir bt^"1^ G I[r]. Mais y?n(6^r"1>) = 

p(r-i)n . (pn(b) • t^r~1^ = cr,n - (fn(b) • tr_1, où cr,n est un nombre rationne 

non nul. Comme tr~l G Fil7"1 - Filr', on doit avoir 6 G I [1] fi W(-R), qui est 

d'après la proposition 5.1.3, l'idéal engendré par 7re. Donc bt^r~1^ appartieni 

à l'idéal de Acris engendré par 7r£t^r~2}. Mais, dans Ae, donc a fortiori dans 

ACris, t et 7T£ engendrent le même idéal. Donc bt^r~1^ appartient à l'idéa 

engendré par t • t^r~1^ qui est bien contenu dans I{r). 

5.3.2. — Remarques : i) La proposition dit en particulier que / M est h 

r-ième puissance divisée du pd-idéal 1^. Dans toute la suite, on pose I = j ' 1 ' 

et, pour tout sous-anneau A de Acris>> on pose IA = Ani et I^A = A f ì / ' r ' 

Ces notations sont compatibles avec celles que l'on avait utilisées pour W(R) 

ii) Le fait que / soit un pd-idéal n'est pas surprenant. Si l'on note 

W(Oc) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans Oc, l'idéal V • 

W(Oc) est muni de puissances divisées canoniques, il existe un unique pd-

homomorphisme 

P • ACris > W(Oc) 

tel que, pour tout a G W(R), les composantes fantômes de p(a) soient les 

6((pna) et / est le noyau de p. 

5.3.3. — Le corps résiduel de l'anneau local R s'identifie au corps résiduel 

k de O-JT- La projection de R sur k induit par fonctorialité un homomorphisme 

v : W(R) B26 W(k) 
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et nous notons W+(R) son noyau. Comme v est l'identité sur W(k), on a 

W(R) = W(k)@W+(R). Comme uCker 0) est le pd-idésl pW(k), v s'étend 

en un pd-homomorphisme de Acris sur W(fc), dont nous notons Acris + le 

noyau. 

5.3.4. — On note N l'ensemble qui est l'union disjointe de N et de 

l'ensemble des r+ pour r E N. On munit N d'une relation d'ordre total en 

convenant que, pour tout r E N, r < r+ < r + 1. 

Si r E N, on pose j ' r ' = / M • Acrî^+. Si A est un sous-anneau de Acris, 

on pose / I r + U = AH /!r+l. En particulier, /[r+]PT(iî) = I^W(R) •W+ (R). 

On a ainsi obtenu une filtration décroissante, indexée par N, de Acris 

et de ses sous-anneaux par des idéaux = W(R)i<] (resp. ( / M A ) - ) . 

Pour tout r E N, on pose 

Ar 
^cris 

— A-cris t / / M et Wr(R) = W ( Ä ) / / l r W ( Ä ) . 

5.3.5. PROPOSITION. — f W r tout r E N, les W-alqèbres = i<] et Wr(R) 

sont sans p-torsion. L'application naturelle 

tr : Wr(R) Ar • 
^cris 

est injective et son conoyau est de p-torsion, annulé par pTnm\^ si m est le 

plus grand entier tel que (p — l)m < r. 

Preuve : Pour r E N, l'anneau Acris/FUrAcris est sans torsion. Il en 

est de même de Arcris qui est le quotient de Acris par l'idéal noyau de 

l'homomorphisme 

Acris > (ACris/FU ACris) 1 

envoyant x sur ((pnx modFz7r)nG(^. Le fait que Arcris soit sans torsion résulte 

alors facilement de ce que W(k) est sans torsion. 

Par construction, ¿г et ir+ sont injectives (et, en particulier, Wr(R) et 

Wr (R) sont sans /^-torsion). 

On voit que, comme W(i?) -module , Arcris (resp. Arcris) est engendré par 

les images des js(p 1 7 r 0 ) , pour 0 < (p — l)s < r (resp. 0 < (p — l)s < r). La 
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fin de la proposition résulte de ce que la suite des vp(pss\) est croissante et de 

ce aue pss\ 7s W(R)i<] e W(R). 

5.3.6. — Pour tout sous-anneau A de Acris et tout r G N, on pose 

FilrA = AD FilrAcris et FiEA = {xe FUrA I <+>x G prA} . 

PROPOSITION. — i) Pour tout r G N, la suite 

0 sqsd 
= W(R) 

— > Fil r 
P 

A-crii 
= W(R) 

6 A 
> 

0 

est exacte 

U) L'idéal Fil1!Acris est l'adhérence du sous-W(R)-module (ou de 

l'idéal, cela revient au même) de Acris engendré par les q'jnn{p ltp-1)> pour 

j + (p — l ) n ^ r'• 

iii) Soit m le plus grand entier tel que (p — l ) m < r. 

Pour tout x G FilrACris, pmm! • x G FilpAcris 

Preuve : Posons v — p r(p— 1. Il est clair que 2pt^ C Ker v. Inversement, 

si x £ Keri/, x G Pr* et peut s'écrire 

x = y 
5 > r 

= W(R) avec les as G W(R) tendant p-adiquement vers 0. 

On voit que, pour tout n G N, (p r(p)n(x) = an(ar)t^ (modpnAcris) et on 

en déduit que x peut s'écrire x = c= W(R)i<]avec b G W(R). On doit avoir alors 

ab = 6, i.e. b G Zp. 

Si j , n G N, on a 

MhnW-'/p)) = g V ( p _ 1 ) 7 n = W(R)i<] p j + n ( p - l ) = W(R)i<] = W(R)i<] 

En particulier, si A7" est l'adhérence du sous-VF(i?)-module de Acris engendré 

par les q'hnip-'t"-1), avec ? + 77 (P - 1) > r, NC F?1r A • 
± Il pj-\CriS' 

Comme 2pt^r^ C iV, pour prouver les deux premières assertions, il suffit 

de vérifier que, pour tout a G Acris, il existe x G N tel que v(x) = a. Comme 

N et Acris sont séparés et complets pour la topologie p-adique, il suffit de 
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montrer que, pour tout a G Acris, il existe x e N tel que v(x) = a (modp) . 

Si a = E 
i>r/(p-l) 

a(ií) = [p ltp -1 avec les an G W(R), il n'y a qu'à prendre 

x = —a. 

On est alors ramené à vérifier que, pour tout i G N tel que (p — l)t; < r 

et tout b G W (R) il existe x E N tel que z/(x) — &7i(p_1^p_1) appartient à 

l'idéal M engendré par p et les 7n(p~1*p~1)> avec n > i. Il suffit de prendre 

x = yq'r-(P-v; SiP"1^"1) avec y G W ( i î ) solution de l'équation 

G F¿/rW / r - ( p - i ) ¿ = 6 e 

Montrons enfin ( m ) . Soit x G FilrAcris. D'après la proposition 5.3.5, on 

peut écrire 

pmm! • x = y + z, avec y e w(R) et z G I[r] . 

Comme 1^ C FilrAcris, on doit avoir ?/ G Fz7rty(i î) = q,rW(R) C iV. 

/ M C N. L'assertion résulte de ce que l'on a aussi 

5.3.7. T H É O R È M E . — i) Soit 

Dcris { x G Bcris I ipnx G Fil°Bcris, pour tout n G N } . 

Alors (p B' cris) c B+. 
cris 

c H' 
^— ^cris 

sip^2et^{B'cris) C £+B cris ^—B cris sip — 2. 

¿i) Poîxr ¿OÍ¿¿ r G N , /a s t ó e 

0 • Qp (r) — > FilrB+ 
Fi(ií) = 

• E s 
cris 

y 0 

e*£ exacte. 

iii) Pour tout r G Z, /a sm'ie 

0 > sd .(r) sqdf Fil Bcris 
p-rlp-l 

26 Bcris y 0 

est exacte. 
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Preuve : Montrons (i). L'inclusion B*ri8 C B'cris est triviale. Inversement, 

soit x G B'cris. Il existe r, j G N et y G Acr{s tels que x = t~rp~Jy. 

Si n G N, ipn{x) = p~nr~jt-r(pn(ij), et on doit avoir (pn(y) G FilrAcris 

pour tout rc, donc y G J^ . D'après la proposition 5.3.1, on peut écrire 

V = E 
ra>0 

ixmt { m+ r}, avec les am G W(R) tendant p-adiquement vers 0. On 

a donc x = P E E 
m > 0 

ami 
{ r a + r } — r 

et (px = p 3 E 

m>0 

<fi(am)pm+r (ií) =(ií) = 

Un calcul simple montre que (ií) = p-J-r (ií) 
m > 0 

(ií) =(ií) = -f-Tïl 

1 î 
où cm est un 

nombre rationnel vérifiant 

v»(cm) > (ra + r) ( L - ( p - L ) - i (ií) =(ií) =(ií) = 

Si p = 2, c'est donc un entier et cp x 6 p J rW R)\t\ C p-'-pilcril C J5+ . 
^- C7*2S 

Pour p = 2, la démonstration est analogue. 

L'assertion (n) résulte de la proposition 5.3.6. 

Montrons enfin ( m ) . D'après (zz), pour tout entier i tel que r + i > 0, on 

a une suite exacte 

0 y Qv(r + i) Fil' > d A 
cris > L >+ 

cris O , 

qui, en tensorisant par QD(—¿1, donne naissance a une autre suite exacte 

0 (ií) = ) t-'Filr+t E d 
zris 

(ií) = B T-
cris 

0 ; 

le résultat cherche s en déduit par passage a la limite. 
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