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Exposé IX 

THÉORÈME DE COMPARAISON p-ADIQUE 

P O U R LES SCHÉMAS ABÉLIENS 

I : CONSTRUCTION DE L'ACCOUPLEMENT DE PÉRIODES 

par Jean-Pierre Wintenberger 

Soit p un nombre premier. Soit A un schéma abélien sur Spec(R[l/p]), 

où R est un anneau intègre et normal de corps des fractions de caractéristique 

0, et soit A un schéma abélien sur Spec(R[l/p]). Notons H$dR(A/R[l/p]) la 

cohomologie de de Rham relative de A sur R[l/p]. Soit F le corps des fractions 

de R, F une clôture algébrique de F , $ = Spec(F), $ = Spec(F) et Tp(A$) 

le module de Tate de A$. Cette première partie a pour but de construire 

l'accouplement de périodes : 

HlR(A/R[l/p]) x Tp{An) - B+R{R/R). 

L'anneau B^R(R/R) est une version relative de l'anneau B^R introduit 

par J.-M. Fontaine comme coefficients pour les théorèmes de comparaison 

p-adiques (voir [Fo-Ill] et [111] pour des rapports sur le sujet) (R est une sous-

iî-algèbre de la fermeture intégrale R de R dans F , R devant vérifier certaines 

propriétés; voir 4). Dans la partie II, nous donnerons les propriétés que l'on 

est en droit d'attendre d'un tel accouplement (compatibilité à la dualité, à la 

connexion de Gauss-Manin) et nous en déduirons la compatibilité des cycles 

de Hodge absolus au théorème de comparaison p-adique pour les variétés 

abéliennes (compatibilité obtenue indépendamment par D. Blasius, par une 

autre méthode esquissée dans [Og]). 

S. M. F. 
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J.-P. WINTENBERGER 

L'accouplement de périodes est un analogue p-adique de la version 

relative de l'accouplement : H\R(A/C) x iîi(A(C),Z) —> C, définie par 

l'intégration des formes différentielles, pour A variété abélienne sur le corps 

des nombres complexes C. 

La construction proposée suppose l'une des hypothèses suivantes : 

1) R est un trait (donc de corps des fractions de caractéristique 0; 

la théorie n'a d'intérêt que si la caractéristique résiduelle est p) ; 

2) A —> Spec(i?[l/p]) se prolonge en un schéma abélien 

G Spec(iî) ; 

3) A —» Spec(i?[l/p]) est muni d'une polarisation de degré premier 

à p et se prolonge en un schéma semi-abélien G —> Spec(iî) ( grâce à un 

argument de M. Raynaud, qui permet de se ramener au cas d'une polarisation 

principale, cf remarques 3) du 2.2.3. , et le lemme de Gabber, cf [De], après 

un changement de base propre et surjectif , on peut aussi faire la construction 

dans le cas où A est seulement supposé polarisé ). 

Sous la première hypothèse, la construction est entièrement due à 

J.-M. Fontaine et W. Messing. Elle utilise l'extension vectorielle universelle 

de A, reprenant en cela une idée de R.F. Coleman (note added in proof de 

[Col]). 

La construction utilise des structures entières (i.e. sur Spec(i?)) de A. 

Si A se prolonge en un schéma abélien G sur Spec(i?), on utilise G comme 

structure entière. Si R est un trait, J.-M. Fontaine et W. Messing utilisent un 

modèle propre et plat AQ de A sur Spec(iî), et le critère valuatif de propreté 

pour prolonger les sections de torsion de A à Spec(iî). Pour effectuer la 

construction sous l'hypothèse 3, nous dégageons la notion de section contrôlée 

par une famille finie de modèles entiers d'ouverts de A. Nous voyons cette 

notion comme une notion relative d'ensemble borné (remarque 2 du 2.1.3). 

Nous prouvons que toutes les sections de torsion de A sont contrôlées par la 

même famille finie de modèles entiers d'ouverts de A (th. 2.2.2. et remarque 
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3) du 2.2.3. ). Pour ce faire, nous utilisons que, grâce à G. Faltings, les 

restrictions de G à certains sous-schémas formels de Spec(iî) admettent une 

uniformisation à la Mumford ([Mum 72]) : nous contrôlons les dénominateurs 

des valeurs aux sections de torsion de fonctions rationnelles quotients de deux 

fonctions thêta. Pour une autre construction de l'accouplement de périodes, 

utilisant les fonctions thêta, dans le cas où la base est un trait, voir P. Colmez 

([Colm]). 

Une version relative du théorème de comparaison p-adique est donnée 

dans [Fa 90]. Pour le cas des modules des variétés abéliennes, voir [Fa Ch] 

p. 241 et [Fa 92] n° 5.1 : la relation entre ces derniers résultats et les nôtres 

n'est pas claire pour nous. 

Voici le plan de notre travail. Dans le 1, nous rappelons brièvement 

la construction des épaississements p-adiques universels et de B^R(R/R) 

(voir aussi [Fo]). Notre construction diffère de celle utilisée dans [Fa 90] 

en ceci que, d'une part elle suppose que l'élévation à la puissance p est 

surjective dans R/pR et que d'autre part, B^R(R/R) est naturellement une 

i?[l/p]-algèbre (remarques 2 et 3 du 4.2). Dans le 2, nous développons notre 

théorie des sections contrôlées dans un cadre plus général que celui dont 

nous avons besoin : G —» Spec(iî) est un schéma semi-abélien principalement 

polarisé qui est un schéma abélien au-dessus de Spec(i?[l/g]) (seul le cas où 

q = p est utilisé). L'objet du 3 est de nous fournir les outils pour remonter les 

sections de torsion de A en un sous-groupe borné de sections de l'extension 

vectorielle universelle de A : cela nous permet, dans le 4, de mettre en œuvre 

la construction de J.-M. Fontaine et W. Messing. 

Je remercie J.-M. Fontaine et W. Messing de m'avoir expliqué leur 

construction de l'accouplement de périodes dans le cas d'un trait. Je remercie 

aussi M. Raynaud pour les nombreuses conversations que nous avons eues. Il 

s'agit d'une version remaniée selon les conseils du référée que je remercie pour 

ceux-ci. Mes remerciements vont aussi à Mme Bonnardel qui s'est chargée de 

la frappe du manuscrit. 
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J.-P. WINTENBERGER 

Dans tout ce qui suit, si G est un (schéma en) groupe(s) et n un entier, 

on note Gn le noyau de la multiplication par n dans G ; on désigne par Gfor 

le système inductif des Gn. 

Signalons que dans 2 et 3, nous notons q en indice du symbole d'un an

neau ou d'un schéma, l'anneau localisé pour la partie multiplicative engendrée 

par q et le sous-schéma ouvert complémentaire du fermé q = 0. Dans 1 et 4, 

pour q = p, nous prenons la notation [1/p]. Cette incohérence provient de ce 

qu'il nous est difficile de noter Zp l'anneau Z[l/p] et de ne pas alléger nos 

notations dans les 2 et 3. 
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1. Epaississements p-adiques universels; B^R(R/R). 

2. Contrôle des sections de torsion d'un schéma abélien. 

2.1. Définitions. 

2.2. Enoncé du théorème. 

Démonstration du théorème : 

2.3. Construction des modèles entiers . 

2.4. Rappels sur l'uniformisation des schémas abéliens 

([Fa Ch]); évaluation des fonctions thêta aux sections de torsion. 

2.5. Contrôle des dénominateurs de valeurs de quotients de 

fonctions thêta en certaines sections de torsion. 

2.6. Fin de la démonstration du théorème. 

3. Relèvements de sections contrôlées. 

3.1. Cas des torseurs sous un schéma vectoriel. 

3.2. Cas d'une extension d'un schéma en groupes par un 

schéma vectoriel. 

3.3. Epaississement de la base. 

3.4. Epaississement de la base : cas des groupes. 

3.5. Cas mixte. 

4. Construction de l'accouplement de périodes. 
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1. Epaississements p-adiques universels ( voir aussi [Fo] ) ; 

Pn(xn)n sds 

1.1. 

1.1.1. Soit R un anneau (commutatif unitaire). On note TZ(R) 

l'anneau limite projective des (R/pR)n, n G N, où 

(R/pR)n = R/pR et où (R/pR)n+i —> (R/pR)n est l'élévation à la puissance 

p. L'anneau 7Z(R) est parfait de caractéristique p. 

Soit R le séparé complété de R pour la topologie p-adique. Si 

x = (ÔFN)NEN £ 1Z(R), et si, pour tout n, xn est un relèvement de x^[ dans 

iî, pour tout n, la suite (x^ )m£N converge vers un élément xn de i?, qui 

ne dépend pas du choix des relèvements. Si à x on associe la suite (xn)n^, 

on obtient un isomorphisme du monoïde multiplicatif (7Z(R), x) sur celui des 

suites (ÎN)NEN d'éléments de R vérifiant = xn. Comme R jp R~ i?/pi?, 

on aiTZ(R) c^TZ(R). 

Plus généralement, soit E —>R un épais sis sèment p-adique de R (d'ordre 

e), i.e. E est un anneau séparé et complet pour la topologie p-adique et E —>R 

un homomorphisme surjectif dont le noyau I vérifie 7e+1 = (0). On vérifie sans 

peine que, si (xn) G 7Z(R) et si xn est pour tout n, un relèvement de xn dans 

E, alors pour tout n, la suite (x^ n)m€N converge vers un élément de E qui 

ne dépend pas du choix des relèvements. On en déduit que l'homomorphisme 

naturel TZ(E) —» 1Z(R) ~ 7Z(R) est un isomorphisme. 

1.1.2. Soit W(1Z(R)) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans 

1Z(R). Comme 1Z(R) est parfait, si à x G Tl(R), on associe la suite des 

représentants de Teichmùller r(xl/pn) G W(ll(R)), on obtient un isomor

phisme naturel de TZ(R) sur 1l(W(1l(R))). 

Si x = (xn)neN G W{TZ[R)), on pose 6(x) = 
ddv+1 

Pn(xn)n 
ddd1 
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L'application 0 : W(1Z(R)) —>R est un homomorphisme d'anneaux. En effet, 

pour tout n G N, 0 mod .pn+1 est le composé des deux homomorphismes 

d'anneaux : 

- W(1Z(R)) —> Wn(R/pR), qui à x = (xn)ne^ associe 

((̂ 0)715 • • • ? (^n)n)? 

- Wn(R/pR) —• R/pn~*~1R, qui à (x0,^"i,... ,xn) associe 
n „n-1 

XQ + px\ + • • • + pnxn, où x0, # i , . . . , xn sont des relèvements quelcon

ques dans R/pn+1R de XO,X\,... ,xn. 

L'homomorphisme 0 est caractérisé par le fait qu'il induit 

l'isomorphisme naturel de 1Z(W(1Z(R))) sur 1Z(R). Il en résulte que, si E est un 

epaississement p-adique de i?, l'homomorphisme W(1Z(R)) W(1Z(E))) —» 

E1 est l'unique homomorphisme rendant commutatif le diagramme : 

w(n(R)) 

E 

E 

R 0 . 

Si l'élévation à la puissance p est surjective dans R/pR, Q est surjectif. 

On voit alors que le quotient de W(1Z(R)) par l'adhérence de (Ker ©)e+1 

dans W(7Z(R)) (pour la topologie p-adique) est un épaississement p-adique 

universel d'ordre e de R. 

Dans toute la suite du 1, on suppose que l'élévation à la 

puissance p est surjective dans R/pR. 

1.1.3. Soit R un anneau et supposons R muni d'une structure de 

R-algèbre. On appelle R-épaississement p-adique de R un épaississement 
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p-adique E —*R de i?, tel que E soit muni d'une structure de 

i?-algèbre et que E —>i2 soit un i?-homomorphisme. Le séparé complété de 

(W(TZ(R)) ® i?) / (Ker0 ® id)e+1 pour la topologie p-adique, muni du 

iî-homomorphisme sur R défini par 0 , est un i?-épaississement p-adique uni-

versel de R d'ordre e. 

1.1.4. Supposons R sans p-torsion. Notons We le quotient de 

(W(K(R)) ® R)/(Kei O ® id)e+1 par sa p-torsion et Je = Ker(We -+R) . 

Comme R est sans p-torsion, on a : 

Jc = K e r ( W e ^ ) [ l / p ] n W c ; 

De plus : (Je)e+1 = (0). 

Notons We et Je les séparés complétés de We et Je respectivement pour 

la topologie p-adique. Comme R est sans p-torsion, on a la suite exacte : 

0 ^ Je ^ We 0 , 

et (Je)e+1 = (0). On voit alors que We —>i2 est un objet universel dans 

la catégorie des iî-épaississement p-adiques de R d'ordre e qui sont sans 

p-torsion. On pose : 

B+R(R/R) = lim !6N(We[l/p]) • 

1.1.5. REMARQUES. 

1) Soit k un anneau parfait de caractéristique p. Notons W l'anneau 

des vecteurs de Witt à coefficients dans k et supposons donnée sur R une 

structure de W- algèbre. Alors, comme TZ(W) — k, il résulte du 1.1.2 que W 

est formellement étale (pour la topologie p-adique) sur l'anneau ïv des entiers 
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p-adiques. Si E est un épaississement p-adique de R, on voit alors que E est 

naturellement muni d'une structure de W-algèbre et dans le 1.1.3 et le 1.1.4, 

on peut remplacer W(TZ(R)) (g) R par W(1Z(R)) ®w R. 

2) Soit Rf une i?-algèbre formellement étale pour la topologie 

p-adique et supposons donnée sur R une structure de iî'-algèbre pro

longeant sa structure de iî-algèbre. Alors les catégories des R et des 

i?'-épaississements p-adiques de R s'identifient. En particulier, 

B^R(R/R) = BJR(R/R'), (si R est sans p-torsion). 

3) Supposons R sans p-torsion. Soit R' une i?-algèbre finie telle que 

R'W/p] soit étale sur i?[l/p], et supposons donnée sur R une structure de 

iî'-algèbre prolongeant sa structure de iî-algèbre. Alors l'homomorphisme 

naturel B^R(R/R) —> B^R(R/R') est un isomorphisme. Soit, en effet, 

e un entier et notons YJER (resp. WERF) le iî-épaississement (resp. le 

iî'-épaississement) p-adique universel d'ordre e parmi ceux qui sont sans p-

torsion (1.1.4)). Construisons un homomorphisme VVejR'[l/p] —> VVcjj[l/p] 

inverse de l'homomorphisme naturel. Comme i?'[l/p] est étale sur i?[l/p], 

la structure de R'[l/p]-algèbre sur R [1/p] se remonte de manière unique à 

We#[l/p]. Pour tout entier a, notons VV^ le iî-épaississement p-adique de 

R : 

W $ = WER + P - F ^ R + '••+ p-AEFEWER , 

où, pour tout z, FLWER est l'adhérence pour la topologie p-adique dans WER 

de la puissance i-ème du noyau de WER —>R. Alors comme R' est finie sur iî, 

pour a suffisamment grand, l'image de R' dans WER est contenue dans W ^ . 

—(a) ~ 

Cela munit d'une structure de i?'-algèbre remontant celle de R et fournit 

un homomorphisme WER> —• , d'où un homomorphisme de BjR(R/R') 

dans B+R(R/R). On en déduit aisément que BJR(R/R) ~ B+R(R/R'). 
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2. Contrôle des sections de torsion d'un schéma abélien. 

Dans tout le 2, 5 est un schéma et q un élément de r ( 5 , Os) qui n'est 

pas diviseur de 0 dans Os- Pour tout 5-schéma 5 ' , on note Sq le sous-schéma 

ouvert de 5 ' complémentaire du fermé q = 0. 

2 .1 . Définitions. 

2.1 .1 . Si X est un 5q-schéma séparé et de type fini, un S-modèle entier 

de X est la donnée d'un 5-schéma séparé et de type fini XQ tel que Oxa soit 

sans ç-torsion avec un isomorphisme (X0)q ~ X. 

2.1.2. Soit X un Sg-schéma séparé et de type fini. Soit (U\)\£\ une 

famille finie d'ouverts de X et pour chaque À G A, un 5-modèle entier de 

U\ (on ne demande pas que les U\$ se recollent en un 5-modèle entier de X). 

Si S' est un 5-schéma avec q non diviseur de 0 dans Os1, et si z : Sq —> X est 

une section de X, on dit que (U\^)\eA contrôle z s'il existe un recouvrement 

ouvert (S'X)\£A de 5 ' et, pour chaque À, une section Sx —+ Î7A,O de {7A,O qui 

prolonge la restriction de z à (Sfx)q. 

2.1 .3 . REMARQUES. 

1) a) Supposons que, pour chaque À, Ï7A,O = XQ pour un 5-modèle 

entier XQ de X. Alors, comme q est non diviseur de 0 dans O 5 / , on voit 

facilement que la section z : Sq —+ Xq est contrôlée par (U\$) si et seulement 

si elle provient d'une morphisme de Sf dans XQ. 

b) Comme q est non diviseur de 0 dans Os1 et que les U\$ sont 

séparés sur 5 , on voit facilement que la section S'x —» [/A,O est uniquement 

déterminée par sa restriction à (S'x)q. 

c) Comme les sont de type fini sur 5 , on voit facilement que 

z : Sq —• est contrôlée par ((7A,O)AGA, si et seulement si, pour tout s' G 5' , 

il existe À G A et un morphisme zs> : Spec(Os'55') —> ?7A,O tel que la restriction 

de 2 à Spec(0s',5/)g provienne de zs/ (on a noté Os*,s' l'anneau local de 5 ' 
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en s'). 

2) Soit V un anneau de valuation discrète. Notons K son corps des 

fractions, K une clôture algébrique de K et V la fermeture intégrale de V 

dans K. Prenons 5 = Spec(F), S' = Spec(y) et pour q une uniformisante de 

V. 

Soit A un sous-ensemble de X(K). Alors, pour qu'il existe (U\^)\EA 

contrôlant tous les éléments de A, il faut et il suffit que A soit borné dans 

X(K), au sens de [BLR] n° 1.1. 

Si X est la fibre générique d'un y-schéma propre et plat XQ, il résulte 

du critère valuatif de propreté que XQ contrôle tout élément de X(K). Si X 

est projectif, on peut prendre pour XQ l'adhérence schématique de X dans 

Xt-ïP^*-* PÇr. 

3) Avec V et q comme dans 2), prenons 5 = Spec(V[T]) et 

X = Sq x P1. Notons R = V[T], X = Spec(Rq[Z]) U Spec(i?{?[Z-1]), 

X = U\ U U2, et pour chaque entier a, 

U[°> = Spec(R[qaZ)), = SpeciRtfZ-1}) . 

Comme R est factoriel, on voit facilement que les sections Z de X qui sont 

contrôlées par (^°J)AGI,2 sont 0, 00, et les Z E Frac(iî) tels que Z = qa'Z\JZ<I 

avec —a<a'< a, Z\ et Z2 éléments de R non divisibles par g, et Z\ et Z<I 

fortement étrangers i.e. Z\R + Z2R = R. En particulier T/{T — q) définit une 

section de X qui n'est pas contrôlée par (^°Q)AGI,2 pour aucun a. 

4) Supposons 5 et X affines et soit A un ensemble de sections de 

X Sq. Alors, pour qu'il existe (î/A,O)AGA contrôlant tous les éléments de A, 

il faut et il suffit que l'on ait : 

(I) V/ G T(X, Ox) 3a G Z . V z e A, qaf(z) G T(S, Os). 

De plus, si c'est le cas, il existe (î7A,O)AGA réduit à un 5-modèle entier 

de X qui contrôle tous les éléments de A. 
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En effet, supposons d'abord qu'il existe (£7A,O)AGA contrôlant tous les 

éléments de A. On peut supposer que les U\$ sont affines, 

Uxfl = Spec(rA). 

Soit / G r(J\T, Ox)> H existe un entier a tel que, si f\u\ est la restriction 

de / à U\, on ait, pour tout À, qa f\Ux G TA- Soit z £ A. Comme Os est sans 

g-torsion et que qaf(z) G T(S\,Os) pour tout À, on a bien 

qaf(z)eT(S,Os). 

Réciproquement, supposons que l'on ait (I). Soit un ensemble fini 

de générateurs de la r ( 5 , Os)q-algèbre T(X, Ox)- Si, pour chaque i, a2- est 

un entier tel que qaifi(z) G T ( 5 , 0 5 ) pour tout z G A, on voit que la 

sous-algèbre de la r ( 5 , Os)-algèbre T(X,Ox) engendrée par les qai fi définit 

bien un modèle entier Xo de X qui contrôle tous les éléments de A. 

2.2. Enoncé du théorème. 

On suppose S normal et intègre. Soit A —• Sq un schéma abélien de 

dimension d. Soit 77 = Spec(F) le point générique de 5 , Faig une clôture 

algébrique de F et Saig le normalisé de S dans Spec(Fa/p). Comme, pour 

tout entier n, le noyau An de la multiplication par n dans A est fini sur 5G, 

toute section de torsion de A sur Spec(.Fa^) se prolonge à (Saig)q. Soient F la 

clôture séparable de F dans Faig et S le normalisé de 5 dans Spec(F). Comme, 

pour tout entier n premier à la caractéristique de F , An est génériquement 

séparable, toute section de torsion d'ordre premier à la caractéristique de F 

provient d'une section Sq —» A. 

2.2 .1 . REMARQUE. Si A se prolonge en un schéma abélien G sur 5 , (resp. 

si S est le spectre d'un trait et q en est une uniformisante), toute section de 

torsion se prolonge en une section Saig —» G (resp. une section de Saig dans un 

modèle propre et plat A0 de A sur 5 , cf. remarque 2 du 2 .1 .3) ; toute section 

de torsion d'ordre premier à la caractéristique de F se prolonge en une section 

S —» G (resp. S —» AQ). 
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2.2.2. THÉORÈME. — On suppose que : 

- S est noethérien, [rappelons que S est supposé normal et 

intègre) ; 

- 2 est inversible dans T(Sq,Os), 

- A est principalement polarisé et se prolonge en un schéma 

semi-abélien G sur S (à fibres connexes). 

On suppose donné un nombre premier £ inversible dans T (5 ,05 ) . 

Soit b un entier. Soit F\ une extension finie et séparable de F contenue 

dans F telle que les éléments de AS£b(F) soient rationnels sur F\. Notons S\ 

le normalisé de S dans Spec(Fi). 

Alors, pour b suffisamment grand, il existe une famille finie de 

Si-modèles entiers d'ouverts de Ax$q {Si)q qui contrôle toute section de tor

sion de A sur Sq qui est tuée par un entier n premier à la caractéristique de 

F. 

2.2.3. REMARQUES. 

1) Sans l'hypothèse relative au nombre premier £, le théorème 

entraîne que, localement sur 5, pour la topologie définie par les morphismes 

étales et finis, il existe des modèles entiers contrôlant les sections de torsion 

d'ordre premier à la caractéristique de F. 

2) L'hypothèse que l'ordre des sections est premier à la car

actéristique de F n'intervient qu'au 2 .4.8, lorsqu'on utilise la finitude d'une 

clôture intégrale dans une extension séparable. Il est possible qu'un examen 

plus soigneux de la démonstration permette de se débarrasser de cette hy

pothèse. 

3) (argument dû à M. Raynaud). Soit A et S comme dans l'énoncé 

du théorème, sauf qu'au lieu de supposer A principalement polarisé, on 
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suppose seulement A muni d'une polarisation de noyau d'ordre m premier 

à la caractéristique de F. Soit F2 une extension finie et séparable de F 

contenue dans F telle que les éléments de Am(F) soient rationnels sur F2. 

Notons 52 la fermeture intégrale de S dans F2. Alors, si m est inversible dans 

O5, la conclusion du théorème reste vraie, après changement de base à S2. 

Si m est seulement supposé premier à la caractéristique de F , il existe S2 

normal avec S2 —• S2, propre, birationnel, S2 —* S2 isomorphisme au dessus 

de l'ouvert où m est inversible, tel que la conclusion du théorème reste vraie 

après changement de base à S2 ,S2 désignant le normalisé de S2 dans Spec(F). 

En effet, notons À : A —> A* la polarisation. Soit un faisceau 

inversible sur la fibre générique de A définissant À. Soit N un sous-groupe 

de Ker(À)(F2), qui est isotrope maximal pour l'accouplement défini par 

( [Mum 66] ). Soit Afv le quotient de par N. Alors provient d'un 

faisceau inversible L'^ sur A'^ et L'^ induit une polarisation principale sur 

A'v. Soit N l'adhérence schématique de N dans G XS S2. Le schéma N est 

quasi-fini sur S'2, puisque c'est un sous-schéma fermé du noyau (G XS S2)m 

de la multiplication par m dans G x s S2. Si m est inversible dans O5, il est 

étale sur S2, car (G XS S2)M est, en tant que schéma sur S2, isomorphe à 

une somme d'ouverts de S2. Sans hypothèse sur m, grâce à la platification 

par éclatement de [Ra-Gr], il existe un éclatement S2 —> S'2 de S2, qui est 

un isomorphisme sur l'ouvert où m est inversible, tel que le transformé strict 

N" de N par S2 —> S2 soit plat sur S2. Soit S2 le normalisé de S2 dans 

F2, et N' = N" XS'2F S2. Alors, N ( respectivement Nf ), est un schéma en 

groupes quasi-fini et plat sur S2 ( respectivement S2 ). La relation de passage 

au quotient fppf qu'il définit sur le morphisme d'élévation à la puissance m 

G XS S2 —• G XS S2 ( respectivement G XS S2 —• G XS S2 ) est effective 

d'après le 5) du théorème 1 de [Ra]. Notons G' le quotient; c'est un schéma 

semi-abélien sur S2 ( respectivement S2 ) qui prolonge A^ et A' = G'q est 

un schéma abélien sur (S2)q ( respectivement (S2)q ) qui est principalement 

polarisé car A!^ l'est. On peut donc lui appliquer le théorème. Pour b entier 

suffisamment grand, soit F3 extension finie et séparable de F2 contenue dans F 

telle que les éléments de A'8£b(F) soient rationnels sur F\ et désignons par S3 
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( respectivement S% ) le normalisé de S2 ( respectivement S2 ) dans Spec(i73). 

Il existe une famille finie {IA[) de S^-modèles ( respectivement Sg-modèles ) 

entiers d'ouverts de A', qui contrôlent les sections de A!— qui sont de torsion 

d'ordre premier à la caractéristique de F. Il est facile de voir que les (ZY;), 

normalisés des {U[) dans A'Fz, contrôlent bien les sections de torsion de Ay 

qui sont de torsion d'ordre premier à la caractéristique de F. 

Démonstration du théorème : 

Par un argument de passage à la limite, on se ramène au cas où R est 

de type fini sur Z, et donc excellent, ce que nous supposerons désormais. 

2.3. Contruction des modèles entiers . 

2.3.1. On peut clairement supposer S affine, S = Spec(iî), S = Spec(iî). 

Soit Fi une extension finie de F contenue dans F comme dans l'énoncé 

du théorème. Après extension des scalaires à Fi, A possède une structure 

symplectique de niveau 8^6, i.e., [Fa Ch] chap. 1. 1.8., un isomorphisme 

symplectique A8£b ~ (psib)d x Çl/8£b)d, les racines de l'unité d'ordre 8£b 

étant aussi rationnelles sur F\. Choisissons une telle structure de niveau. 

Soit Ri la fermeture intégrale de R dans F\ ; l'isomorphisme symplectique 

AUb ~ {nuh)d x (2/8£b)d se prolonge à Spec(i?i)9. Choisissons de même un 

isomorphisme fi8ib ~ Z/8£b sur Spec(i?i)9. 

Pour tout faisceau inversible relativement ample L'q sur A, on note 

H(L'q) le sous-groupe de A noyau de la polarisation A —> A' associée à L'q et 

Ç(Lq) le groupe des automorphismes de Lq au-dessus des translations par les 

sections de H(L'q) ([Mum 66] ou [MB 81]). On a donc la suite exacte : 

1 - Gm - G{L'q) - H(L'q) -> 1 . 

Notons À : A —• A' la polarisation principale de A. Soit Lq le faisceau in

versible rigidifié sur A image inverse par (irf,À) du fibre de Poincaré sur 

A x A!. Le faisceau inversible Lq est donc totalement symétrique et H(Lq) ^ 

A2. L'isomorphisme symplectique, après extension des scalaires à 
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Spec(i?i)g, de As avec (n%)d x (2/82)d induit sur Lq une ^-structure 

symétrique ([Mum 66]), i.e. un isomorphisme de G{L'q), muni de l'automor-

phisme <5_i induit par la symétrie, sur le groupe thêta standard muni de son 

involution. Cette ^-structure permet de définir une section A2 —> G(L'q), dont 

l'image est formée de sections fixes par <5_i. Cette section permet de descendre 

Lq en Lq symétrique avec Lq ~ [2]*£q ^ L* ([MB 81]). D'après un théorème 

de Moret-Bailly, le faisceau inversible rigidifié symétrique Lq se prolonge de 

manière unique en un faisceau inversible rigidifié L sur G ([MB] th. 3.3 du 

chap. II). 

2.3.2. Soit & = f s i f ^ 2 e t A ; = 4 s i ^ = 2; supposons b choisi tel que 

£b > k. 

LEMME. — Après extension des scalaires à Spec(i?i)g, le G^-torseur 

G{Lkq) H{Lkq) = Ak est trivial. 

Démonstration. : Après extension des scalaires à Spec(i?i)g, on a un iso

morphisme symplectique A4k ~ (fi>4k)d x (Z/4&Z)d. Cet isomorphisme définit 

une théta-structure symétrique sur le faisceau inversible rigidifié totalement 

symétrique L2q ([Mum 66]), donc une trivialisation du Gm-torseur G(L2k) sur 

A2k- Comme on dispose d'un homomorphisme r]2 : G(L2k) —• G(Lq) coiffant la 

multiplication par 2 ([Mum 66]), on voit que l'on peut trivialiser le Gm-torseur 

G{Lkq) - Ak. 

2.3.3. Après extension des scalaires à Spec(i?i)q, on a 

Ak ~ (l/kl)d x (iik)d ^ (I/kl)2d. Pour chaque £ G j4((i2i)9)fc, on note gç 

une section de G(Lq) au-dessus de £. Si 0 est un élément non nul de T(A, Lq), 

on pose : 

Xt = gt(ek)/ek. 

On définit ainsi une fonction rationnelle sur G XS Spec(i?i), qui ne 

dépend pas du choix de 0, et le choix de la définit à une unité de (Ri)q 

près. 
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2.3.4. Soit a un entier que nous choisirons suffisamment grand. Pour 

£' une section de A{(Ri)q)£b, notons tç,(Xç) la fonction rationnelle sur 

G XS Spec(i?i) déduite de Xç par translation par Notons la sous-

i?i-algèbre du corps des fractions rationnelles de G X 5 Spec(i?i) engendrée 

par les qatç,(Xç), £ décrivant A((i?i)g)fc. Comme Lkq est relativement très 

ample et que les g^(9k) engendrent T(A,Lkq) ([M 66] th. 2), Spec(rJ?))g 

s'identifie à l'ouvert A — ^I^/(0A)? °Ù 0 A est le diviseur thêta associé à Lq. 

La famille des S p e c ( r ^ ) forme une famille finie de modèles entiers d'ouverts 

de A XSQ Spec(i?i)g, indexée par les £' G A((Ri)q)eb. 

Nous nous proposons de prouver que, pour a et b assez grand, cette 

famille de modèles entiers contrôlent les sections de torsion d'ordre pre

mier à la caractéristique de F. Pour ceci, nous montrons au prochain 

numéro comment évaluer aux sections de torsion les fonctions 0, à l'aide de 

leur développements de Fourier partiels, puis dans le numéro suivant, nous 

contrôlons les dénominateurs de certaines sections de torsion. 

Exemple : Soit E la courbe elliptique de Tate Gm\qz sur R = Z[[ç]]. 

Soient 0[£](z,r), a, b G {0, £}, les séries thêta usuelles : 

e 
a 
b\ 

d+dkd 

nez 

' g7ri(n+a)2T+27ri(n+a)(z+b) 

On voit facilement que le modèle entier engendré par les fonctions 9\ah. 
em 

a, b G {0, | } , (a, b) ^ (0,0), contrôle toute section de torsion provenant d'une 

puissance fractionnaire qa de g, avec ] ^ , Les translatés par les points de 

^6-torsion, b > 1 si £ ^ 2, b > 2 si ^ = 2, contrôlent toutes les sections de 

torsion. 

2.4. Rappels sur l'uniformisation des schémas abéliens 

([FaCh]) ; évaluation des fonctions thêta aux sections de torsion. 

2.4.1. Dans tout le 2.4. , on reprend les notations du 2.3. et on se donne 

de plus un idéal / de I = vT, et tel que Spec(i?/J) est connexe, tel que la 
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dimension des sous-tores maximaux des fibres de G aux points de Spec(i?/7) 

est constante (on note cette constante t). Comme Gq —• Spec(Rq) est un 

schéma abélien, si t ^ 0, on a Spec(Rq) H Spec(i?/J) = 0 et q G On note 

R le complété J-adique de i?, de sorte que R est encore intègre et normal, 

puisqu'on a supposé R excellent ( cf début de la démonstration du théorème 

). On note I = IR, r} le point générique de Spec(iî), et F le corps des fractions 

de R. 

On s'intéresse à des propriétés qui sont vraies après restriction à un 

voisinage étale de Spec(i?/7). Plus précisément, quand on localise, on remplace 

(i?,/) par (Rf,I'), R' étale de type fini sur R, R' intègre, V idéal de R', 

If = VI7 tel que Spec(J?////) est connexe d'image dans Spec(iî) contenue 

dans Spec(jR/7), et on peut trouver des (i?^-,/j)jGj, les [R'-^I1-) comme ci-

dessus, J ensemble fini d'indices, tel que Spec(i?/7) soit recouvert par les 

images des Spec(iî^//j). 

2.4.2. Après localisation ( au sens du numéro précédent ) , on peut 

supposer que la partie torique de la fibre de G sur Spec(R/I) est déployée. 

Soit Gfor le complété formel de G pour la topologie 7-adique. Le schéma en 

groupes formel Gfor s'algébrise en l'extension de Raynaud G —+ R ( [FaCh] 

chap. 2 §1 ) : 

1 - * T - > G - > A - > 1 . 

De même, pour le schéma semi-abélien G', qui prolonge le schéma abélien 

dual de Av ( [FaCh] chap.2 §2, [MB85] chap.4 th. 7.1. ) : 

1 -> Tf -+ G' -+ A' 1 , 

et A' s'identifie au schéma abélien dual de A. Notons X et Y les groupes 

de caractères de T et T' respectivement. La polarisation principale \i 

associée à L détermine une polarisation principale : A —> A' et un 

isomorphisme </> : Y -* X. On note c' : Y —• Â(R) et c : X —> A!{R) les 

homomorphismes opposés de ceux déterminés par les extensions de Raynaud 

G' et G respectivement ( nous prenons le même signe que dans [FaCh] chap. 

2 §5 ). 
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2.4.3. D'après [MB85] chap. 1 n. 7., après localisation, la restriction 

du torseur cubiste LfOT à Tfor est triviale. Choisissons en une trivialisation. 

Une telle trivialisation détermine un faisceau inversible Ai sur A tel que L{OT 

s'identifie au complété formel de 7*(.M), où on a désigné par 7 la projection : 

G A ([Br] ou [MB 85] chap. I n° 7). On pose L = y*(M). On a donc une 

action que l'on note t \-> T* du tore T sur L, relevant l'action de T sur G par 

translations. 

Soit m un entier > 1. Pour chaque x £ X, on note : 

r(G,Zm)x = {ee r(G ,Zm)|w e T, T;(8) = x(t)o}. 

Alors, pour tout x, Lm)x s'identifie au i?-module localement libre de type 

fini r(A,À4m®Ox), où Ox est le faisceau inversible sur A des fonctions / sur G 

telles que T;(/) = *(<)/ pour tout i G T. Le P-module L ) = T(G, 2m) 

s'identifie au complété I-adique de ©v^vIYG, Zm)Y. Pour 5 G T(G,Lm), on 

note 0 = 
xex 

9X la décomposition correspondante de 6. 

Après localisation , on peut trivialiser c'*M.. Choisissons une telle triv

ialisation. Notons P4 le fibre de Poincaré sur A Xs A'. Comme la biextension 

(id, A~)*(P^) s'identifie à celle définie sur 

m*(M) ®p\(M~l) ®pl(M~l) ( [FaCh] chap. 2 §2 ), une telle trivialisa

tion définit une trivialisation symétrique de (c' x c)*P^. Cette dernière triv

ialisation définit un relèvement de c' : Y —> A(R) en c' : Y —> G(R). La 

trivialisation de c'*.M définit alors une action c7* de y sur L au-dessus de c7 

qui vérifie : <t>{y){t)3*Tî = T?c'* pour y G y et t G T. 

Rappelons que l'on a désigné par F le corps des fractions de R. Avec les 

simplifications d'écriture dues à ce que, comme la polarisation est principale, 

on a pu trivialiser c'*M et (c' x c)*P^ de façon compatible à le théorème 

5.1. du chap. 2 de [Fa Ch] dit qu'il existe une fonction a : Y F* et une 

forme bilinéaire b :Y x X —> F* telles que, pour tout 9 G T(G, Lm), on ait : 

0x+m<tv) = a(y)mKv,xffî(6x) 

De plus : 
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1) a(0) = 1, 

2) pour y et y' G Y, on a : 

o(y + y') = Kv* <Ky'))a(v)a(y')> 

3) 6(y,0(y/)) = 6(y/,^(y)), 

4) pour y ^ 0, b(y,(/)(y)) G 7 , 

5) pour n G N, a(y) G In pour presque tout y. 

La fonction a mod.iî* ne dépend pas du choix de la trivialisa-

tion de c'*M.. Elle dépend du choix de M : a.mod.iî* devient y i-> 

a(y)6(y, x) mod i2* si on remplace Ai par M ® Ox. 

2.4.4. Notons V l'ensemble des valuations de F associées aux idéaux 

premiers de hauteur IdeR.Sive V, on note av : Y —> Z et 6V : Y x X —• Z les 

fonctions y i—• v(a(y)) et bv(y,x) = v(6(y, x)) respectivement. Les propriétés 

des fonctions a et b rappelées ci-dessus entraînent que : 

1) (y,y') i—> bv(y,(j)(y')) est une forme bilinéaire symétrique posi

tive ; notons qv la forme quadratique associée ; 

2) il existe une forme linéaire £v : Y —> Q telle que : 

av(y) = 1/2 ^ ( y ) + 4(y) 

3) on a qv(y) = 0 => £v(y) = 0 (cela résulte de ce que, grâce à 5) 

du numéro précédent, av(ky) est > 0 pour |fc| grand). 

2.4.5. Montrons que a et b sont à valeurs dans Rq*. Si t = 0, il n'y a 

rien à démontrer. Supposons donc t ^ 0 et donc q G / ( 2.4.1. ). Notons 

V(q) l'ensemble fini des z; G V telles que v(q) > 0. Il s'agit de prouver que 

av et bv sont identiquement nulles si v fi V(q). Soit v G V — V(q) et soit 
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l'idéal premier de hauteur 1 de R définissant v. On a s(v) G Spec(i?9), donc 

est un schéma abélien. On sait ([Fa Ch] cor. 5.11. du chap. III) que si 

s G Spec(iî), on a : 

1 (G,)tor -» (G,)tor ~> Q/Z ® Y. - • 0 

oùYs = {yeY,b(y,<f>(y))eRs*}. 

Pour tout entier n, on a : 

rg({Gs(v))n) = n2d 

rgUGa(v))n) = n2d"< , 

donc = 1 .̂ On voit que bv est bien identiquement nulle, et la propriété 

3) du numéro précédent entraîne que av Test aussi. 

2.4.6. Notons it le morphisme Y —* T(Rq) défini par fe : y x X —• Rq* 

et soit £ = it x c' : Y —» G(Rq). Soit n un entier. Alors (Gn)q s'identifie au 

noyau de la multiplication par n dans Gq/t(Y). 

Plus précisément, pour m grand , on peut associer à (G, Lm) un modèle 

relativement complet P —> Spec(iî), vérifiant entre autres propriétés ( cf [Fa 

Ch] chap. III § 3 ) : 

- P est localement de type fini (mais n'est pas de type fini) ; on a 

une immersion ouverte G «—• P , l'action de Y sur Gq définie par L se prolonge 

en une action de Y sur P que l'on note y 5y, Lm se prolonge h P et Sy 

se relève en une action S* sur Zm, les actions Ti et T* de T sur G et Zm se 

prolongent à P ; on a Gq = Pq (reprendre la démonstration du corollaire 4.2 

du chap. III de [Fa Ch] en remplaçant Spec(R)fj par Spec(i?)g) 

- une immersion ouverte G P , P propre sur P , un morphisme 

7r : Pfor —> Pfor qui identifie Pfor avec PfOT/Y et un isomorphisme 7r*(.Lfor) = 

Lfor ; on a Gq = Pq (cf. prop. 4.12 du chap. III de [Fa Ch]). 

Notons G* le schéma en groupes U Sy(G) C P et soit Zyn^ le produit 
y€Y 

fibre défini par le diagramme : 
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Zjy G* 

y : Spec(ï?) G* . 

Alors, on a un isomorphisme de Gn avec le quotient de JlyçyZy par l'action 

naturelle de Y ([Fa Ch] th. 5.9 chap. III). Comme (G*)q = Gq, cela justifie 

l'identification (Gn)q « (Gq/i(Y))n. 

Â ^ A 
2.4.7. Soit F une clôture séparable de F et R la fermeture intégrale 

^ Â A Â 
de i? dans F. Notons G(Rq)xovi le groupe des sections de G sur Rq qui sont 

^ ~ Â 
tuées par un entier premier à la caractéristique de F , G(Rq)y-d\v le sous-

~ Â _ 
groupe de G(Rq) formé des z tels qu'il existe y E Y et n £ n premier 

^ ~ Â 
à la caractéristique de F , avec nz = *,(?/). Si z G G(i2g)Y_DIV> on pose 
y (z) = n_12/ G Y ® Q. Il résulte de ce qui précède que l'on a un diagramme 

commutatif : 

0 Y 
~ A 
G(jRQ)Y_DIV 

A 
G(Rq)tor' 0 

0 

id 

Y 

y 

Y ®Q (y ® Q ) / y o 

On note z i-> y(z) la flèche G(Rq)tOT (Y ® Q ) / y . 

2.4.8. Soient 2 G G(i?q)t0r' et n un entier premier à la caractéristique 
— _ ~ Â _ Â 

de F tel que n2 = 0. Soit z G G(jRQ)Y-DIV relevant z. Soit zt G T(i2q) tel que 

nzt = tt(y(z)) et posons z/ — zz^1. On a rizf = c'(nyÇz)). Il en résulte que 
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Zf G G(R). Les images 7(2) et 7(2/) de z et Zf dans coïncident; on a 

donc 7(2) G A(JR). 

Soit F' une extension finie de F contenue dans F telle que z, z, Zf et zt 

soient définis sur F9. Notons R' la fermeture intégrale de R dans F'. Comme 

F'/F est finie et séparable, R! est fini sur R ([MAT] prop. 31.B) et est en 

particulier séparé et complet pour la topologie J-adique. 

PROPOSITION. — On a un isomorphisme naturel de R!q-modules : 

z*(Lq) ~ z}(L)q. Soit 6 G T(Gq,L™). Notons 

0(z) G z*(L™) (resp. 0x(zf) G 2}(Zm)) l'évaluation de 6 en z (resp. de 

0X en Zf, pour x G X). Alors il existe un entier a tel que 0(z) et les 

°x(*f)x(zt) G q-az}(Lm), et on a : 

6(z) = 

xex 
9x(zf)x{zt) 

la série convergeant pour la topologie ï-adique dans le R'-module inversible 

q-az*f(Lm). 

REMARQUE. L'image de Zf(L) dans z*(Lq) ne dépend pas du choix 

de la décomposition ZfZt de ? (mais dépend du choix de i ) . De même, les 

0x(5/)x(2t) ne dépendent pas du choix de la décomposition z = ZfZt. 

2.4.9. Démonstration de la proposition. Tout d'abord, il suffit de prouver 

la proposition pour m grand, et tout z : en effet, L étant symétrique, on a 

un isomorphisme de (Lm)m'2 sur [ra']*(Lm) et la proposition pour mm'2 et z' 

avec m'z' = z entraîne la proposition pour m et z. 

On peut donc supposer que l'on a un modèle relativement complet 

P -+ Spec(P) (cf. 2.4.6). On a alors ([CF] chap. III th. 5.9, [Mum 72] th. 4.10) : 

- un sous-schéma fermé ZN de jP, propre sur i?, avec 

(ZN)Q ~ (GVH(Y))N (2.3.7); 
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- un sous-schéma fermé Zn de P, avec (Zn)q = (Gn)q ; 

- le morphisme TT : Pfor —• Pfor induit par restriction un mor

phisme (Zn){OT —• (Zn)for, qui s'algébrise en 7rn : Zn —> Zn, et 7rn induit 

l'isomorphisme (Gq/t(Y))n ~ (Gn)q. 

La restriction à (Zn)fOT de l'isomorphisme 7r*(Lfor) ~ Lfor s'algébrise, 

d'où un isomorphisme de TT*(L) sur la restriction à Zn de L. Grâce au 

diagramme commutatif : 

z : Spec(P'q) —• Zn 

Il 1 * . 

*:Spec(P'g) — Zn 

on en déduit un isomorphisme z*(Lq) ~ z*(Lq). D'autre part, T|t induit 

un isomorphisme z*(Lq) ~ (z*f(L))q, d'où l'isomorphisme z*(Lq) ~ (z^(L))q 

promis. 

Reste à prouver la formule donnant 9{z). Comme Gq — Pg, on peut 

supposer, quitte à multiplier 9 par une puissance de g, que 9 G T(P, L). Grâce 

à l'action de T sur le prolongement de L à P , on a une décomposition 7r*(0) = 

X}xex ^X' â série convergeant pour la topologie /-adique. Si on note ®x\zn 

la restriction de 9X à Zn, on obtient dans le P-module fini T(Zn,L) l'égalité 

7rn(̂ ) = Z^X€X ^x|Z„- a un en^er tel que l'image de T(Zn, L) dans ZF(L)q 

soit contenue dans q~az*f(L). On a donc 0(2), 0X(5) = 0x(2/)x(2i) G q~az*f(L) 

etO(z)= E *x(*/)x(*0-
X€X 

2.5. Contrôle des dénominateurs des valeurs de quotients de 

fonctions O en certaines sections de torsion. 

2.5.1. On reprend les hypothèses et les notations du 2.4. On note 0 ^ 

le diviseur de Gq associé à Lq et 0 ^ le diviseur de A associé à M. Soit 
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Xo le caractère trivial du tore de l'extension de Raynaud. Il résulte du 2 .3.3 

que 0 i—> 0Xo induit un isomorphisme des i?g-modules inversibles T(Gq,Lq) et 

T(Aq,À4q). On suppose qu'on s'est suffisamment localisé ( au sens du 2 .4 .1) 

pour que T(A,M) soit libre sur R et on note 0 un élément de T(Gq,Lq) tel 

que 0Xo soit un générateur de T(A, M). 

A ~ ~ A 

2.5.2. PROPOSITION. — 77 existe 8 G G(Rq)2, S G G(Rq)y-dw relevant 6 

et D un voisinage ouvert de y(6) dans Y (g) Q vérifiant : 

A 

1) Pour tout z G G(RQ)TOR d'ordre premier à la caractéristique de 

F et tout s G Spec(i? /I R) tels que : 

a) il existe un relèvement z G G(Rq)y-DIV de z avec y(z) G D, 

b) Vimage de 7(2) dans la fibre A(k(s)) n'appartient pas à Q^xk(s) 

(jÇz) appartient à A(R), cf. 2.4-8., ce qui donne bien un sens à son image 

dans A(k(~s))) , 

Â 
Alors, Vimage par z de Spec((Rj)q) ne rencontre pas QA-

2) Soit m un entier et 0' G T(Gq, L™). Alors, il existe un entier a 

tel que, pour tout z et s vérifiant a) et b) ci-dessus, on ait : 

qa(e'/em)(z) ek . 

Démonstration. 

2.5.3. Si z, z avec y(7) G D sont comme dans le 1) de la proposition 

et si z = JFZT est une décomposition de z comme au 2 .4.8, rappelons que 

l'on a un isomorphisme z*(Lq) ~ ZJ{L)q et que, avec cet isomorphisme, 

0(z) = £ 0x(zf)x(zt) et de même pour L™ et 0' (2 .4 .8) . 
xex 
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2.5.4. LEMME. — Il existe 8, 8, D et a comme dans renoncé de la 

proposition, tels que : 

1) pour tout XeX, qa6x(ïf)X(zt) G z}(Lm), 

2) pour tout x £ X différent du caractère trivial xo, on a 

Ox(ïf)x(zt) e yfîh}(L). 

2.5.5. La proposition résulte facilement du lemme. En effet, grâce au 

2) du lemme, 0(7) G 7J(L) et a même image que 0Xo(7f) = 0Xo('y(z)) dans 

Zj(L) k(~s). Par suite, comme par hypothèse, 9Xo est un générateur de 

T(A,M) et que j(7) n'appartient pas à 0 ^ x k(s) , 0(z) est un générateur 

du iî^module inversible z^(L)®^ Rs, et à fortiori de z*(Lq)®^ Rj, ce 

qui prouve le 1) de la proposition. De plus, d'après le 1) du lemme, 

qa6'(z) G 7*f(Lm), donc à 7*f(Lm)®~ Rj et on a bien qa(6'/6m)(z) €Rj. 

Prouvons le lemme 2.5.4. 

2.5.6. On a, si y = ^(x) (cf. 2.4.3) : 

Ox(zf)x(zt) = a(y)X(zt)cf;(exo(zf)) . 

De même, si (xi) est un système de représentants des classes de X / m l , 

on a, si x = Xi + ™<f>(y) • 

0'xCzf)x(~zt) = am(y)6(y,X ,0x(?O^(^)(?/) ' 

Comme tt : Y —• T(F) est défini par b (cf. 2.4.6) et que, si n est un 

entier premier à la caractéristique de F tel que nz = 0, on a nzt = tt(ny(z)) 

on voit que : 

X(zt) = &(y(5),x)mod. R 

où b(v(7),Y) désigne l'unique élément de 
— * 
A 
F 

—* 
A 
R 

tel que 

b(y(ï),x)n = Hnm,x)-
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Notons Q7 le sous-anneau de Q formé des rationnels dont le dénomina

teur est premier à la caractéristique de F. On voit qu'il suffit de prouver : 

1) il existe un entier ao tel que Vx;, Vy G Y, Vy G D D (Y (g) Q7) : 

qa°am(y)b(y, Xi)b(y, Xi + m</>(y)) eR mod R * , 

( si ai est un entier tel que qai6'Xi G T(A,MXi), a = a0 + ai convient ), 

2) Vy G F , y ï 0 : 

a(y)Ky,<t>(y)) g V T ^ m o d P * . 

Clairement 1) est entraîné par 1') : 

1') Soit Z?7 C F (g) Q borné; alors il existe a7 tel que Vy G y , 

Vy G£>'n(Y®Q7) : 

qa'a™(y)b(y,<i>(y))b(y,Xi) Gi? mod. i? * . 

Montrons 1') et 2). 

2.5.7. Pour cela, pour toute valuation v de F associée à un idéal premier 

de hauteur 1 de i?, soit av,bv, qv et £v comme au 2.4.4 et soit, comme au 2.4.5, 

V(q) l'ensemble fini des v telles que v(q) > 0. Il est clair que si v désigne encore 
Â 

un prolongement quelconque de v à i?, et si on prolonge bv à (Y ® Q7) x X 

par bilinéarité, on a, pour y G 1" ® Q' et x 6 X : 

v(b(y,x)) = 6„(j/, x) . 

Comme D7 est borné, pour tout bv(D',Xi) es^ borné. Comme 6V est 

identiquement nul si v £ V(ç) (2.4.5), on voit qu'il existe ai tel que : 

Vy eD'D (Y <g> Q7), </ai&(& Xi) mod. R * . 
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Reste à montrer, pour prouver 1'), qu'il existe a2 avec : 

V y 6 r , V y GL> 'n (Y®Q' ) , qa2am(y)b(y,ct)(y)) eR modR* . 

Pour cela, il suffit de prouver que, pour chaque v G V(g), 

mav(y) + bv(y, <f>(y)), y G Y et y G £>', est minoré. 

Comme gv(y) = 0 entraîne ^r(y) = 0 ( 2.4.4. ), il existe y0 G Y ® Q tel 

que m£v(y) = &v(yo,^(y))- L'expression à minorer devient : 

(I) : W 2 9*(y) + Myb + y, <t>{y)) • 

Soit 6V = m3LXy£i)T(qv(yo + y)). (I) est minoré par : 

V 2 9v(y) - VQv(Y)VQv(YO + Y) 

et donc par mmue^+(m/2 u — y/h^y/u), ce qui prouve 1') donc 1). 

2.5.8. Prouvons 2). Tout d'abord, comme la fonction y i—• a(y) est bien 

déterminée à multiplication par 6(y, près, la symétrie de L entraîne 

qu'il existe Xi £ X tel que : 

a ( -y ) = a(y)b(y,XI) • 

Soit yi G 2-1Y tel que 2(/>(yi) = Xi et ^ G G(Rq)y~div tel que 

y(<5) = yx et tel que l'image 6 de 6 dans G(Rq)tor' appartienne à G(Rq)2 (un 

tel 6 existe puisque l'on a supposé que la caractéristique de F est différente 

de 2 ). Posons : 

ai(y) = a(y)b(yU(f)(y))mod. # * . 

Â 
On a donc ai (y) = ai (—y) mod. i? *, d'où : 

a1(!,) = 6(y>(y))1/2mod.Â* . 
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Prenant D — y\ + D\, on voit qu'il suffit de prouver qu'il existe un 

voisinage D\ de 0 dans Y ® Q tel que : 

Vy G Y, y î 0, Vy G D1 n (Y ® Q'), % , 4>(y))l,2b(y, <f>(y)) G V l l m o d . Â *. 

/ ^ 

Comme, pour y ^ 0, 6(y, ^(y))1'4 G V / jR, on voit qu'il suffit de trouver 

Z?i tel que : 

Vy e y ^ e ^ n i y ® q'), &(y, cf>(y))1/4b(y, <A(y)) efl mod. R *, 

autrement dit, pour v G V(q) et qv(y) = bv(y,</>(y)) : 

(II) : l/4ï„(v) + 6w(y,^(y))>0. 

On prend £>i tel que : Vy G -Di, Vv G V(g), on ait : 4y/qv(y) < 1. On a : 

l / 4 ^ ( y ) + 6v(y,0(y)) > 1 / 4 V ^ ( y ) ( v Q ^ ) - 4 \ / q M ) • 

On voit que si çv(y) = 0, (II) est claire. Si qv(y) ^ 0, on a qv(y) > 1 ET 

(II) est encore vraie car ^\fqv{y) < 1 < y/Qv(y)- Cela achève de prouver le 

lemme, et donc la proposition. 

2.6. Fin de la démonstration du théorème. 

2.6 .1 . Choix de a et de b. 

Soit, pour tout entier t, St le fermé de S défini par s G St <=ï t(s) > t, 

où t(s) est la dimension du sous-tore maximal de la fibre Gs de G en s. On 

a donc S = S0 D 5i D • • • D Sd D = 0 (d = dim(G/5)). Pour chaque 

entier tf, 0 < t < d, notons S=t = St — St+\. 

Soit, pour chaque 0 < t < d, un ensemble fini d'indices et pour 

chaque j G , un morphisme étale de type fini Spec(iîj) —+ S et Jj un idéal de 

Rj tel que l'image de Spec(Rjflj) dans 5 soit contenue dans S=t ; on impose 

que : 

377 



J.-P. WINTENBERGER 

- les Rj sont intègres et les Ij sont premiers ( pour t = 0, on prend 

/,• = (<>)); 

- les images des Spec(Rjflj), pour j G Jt recouvrent S=t ; 

- on a les trivialisations du 2.4. pour (Rj,Ij) et (G, L). Donc, on a 

un faisceau inversible M j sur la partie abélienne Aj de l'extension de Raynaud 

associée à G. On suppose de plus que le 

-module inversible F(Aj, Mj) (g)g" Rj/Ij est libre, ce qui entraîne que 

T(Aj,A/lj) est libre sur Rj. 

Pour chaque j , on choisit 9j G r(A,Lq) ®R RJ qui s'envoie sur un 

générateur de T(Aj,Mj). On choisit aj vérifiant le 2) de la proposition 2.5.2 

pour les gz(0j), f G sssss ( k = / si / ^ 2 et fc = 4 si / = 2, cf 2.3.2. ). 

Pour £ ^ 0, on choisit bj tel que, si Z?j est comme dans la proposition 2.5.2 

pour m = fc, on ait Y ® Q = £~bjY + Dj. On choisit a = sup(aj), 6 > sup(frj) 

et £b > k. 

2.6.2. Soit z G SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSune section de torsion d'ordre premier à la 

caractéristique de F. Soit F' une extension finie de F contenue dans F 

contenant F\ telle que z G A(F'). Notons R' la fermeture intégrale de R dans 

F"; on a donc z G A(R'). Il suffit de prouver que, pour tout s' G Spec(iî'), 

il existe GSSSSSSSSSStel que la restriction de z à Spec(R')q provienne d'une 

section Spec(i?^) —> Spec (r^) (on a noté R's, le localisé de R' en sr) 

(1 c) du 2.1.3. ). 

Soit s l'image de sf dans Spec(iî). Soit j comme au numéro précédent 

et tel que S appartienne à l'image de Spec(Rjflj). Soit SJ G Spec(Rjflj) 

d'image s dans Spec(iî). Soit s'j G Spec(i?j ®R R') au-dessus de (SJ,S') 

( il existe un tel s'- d'après EGA1 prop. 3.4.7. ) et soit Spec(iî^) la com

posante du schéma normal Spec(i?j ®R Rr) telle que S'J G Spec(j?j). Alors 

Spec(iîj) —•> Spec(iîj) est finie : en effet, comme F'/F est finie séparable, 

R'/R est finie d'après [Mat] prop. 31 B, et donc aussi donc R'j/Rj. De plus, 

Spec(iîj) —» Spec(7?j) est surjectif car Spec(i?j ®R R') —> Spec(iîj) est plat 
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au-dessus du point générique de Spec(iî) et donc le point générique de toute 

composante irréductible de Spec(i2j ®R R') s'envoie sur le point générique de 

Spec(iîj). Enfin, F'/F est finie séparable, il en est de même de l'extension 

des corps de fractions de R'- et Rj. 

Notons Rj le complété de Rj pour la topologie Jj-adique et soit s"j 

l'image de Sj dans l'isomorphisme Spec(Rj/Ij) ~ Spec(i?j/Ij). Notons Rj la 

composante du complété Jy-adique de R'j qui contient le point défini par 

SD 

Spec(fl') <- Spec(itt) «- Spec(É') 

Spec(iî) <— Spec(Rj) <— Spec(Rj) . 

On voit facilement comme ci-dessus que Spec(iî^) —» Spec(i2j) est fini surjectif 

et que l'extension de leurs corps des fractions est séparable. On peut donc 
^ Â _ Â 

supposer i?̂ - plongé dans Rj. Soit 5 E Spec(iîj) au-dessus de Ŝ . 

2.6.3. Soit D C y ® Q comme dans la proposition 2.5.2 (nous reprenons 

les notations du 2.3 et du 2.4. et nous omettons dans ce numéro l'indice j). 
~ -h ~ ~ X D'après le choix de 6, il existe y G ^ Y et z G G(iïg)y-div relevant 2 avec 

î/(2) - y e D. Soit f£ G G(iî<j)y-div tel que = y et que l'image Ç'o 

de £0 dans G(Rq) appartienne à G(Rq)£b. Comme £b est > 3 et premier à 

la caractéristique du corps résiduel fc(s), les complémentaires des translatés 

^u diviseur de A par les 6 G A(k('s))eb recouvrent A x Spec(&(s)) : 

cela résulte de ce que est relativement très ample et de ce que le groupe 

thêta Q(M£b) agit de façon irréductible sur T(Â,M£b) ([Mum 66] th. 2). 

Il existe donc 5 G A(i?)^> tel que l'image de 7(2 - £q) — 6 dans ^4(fc(s)) 

n'appartienne pas à Q^(k(s)). Soit £i relevant 6 dans G(R)£b et d'image 
Â _ _ _ _ 

dans G(R)ib et posons f = & + f = + f£. On a y(z - f j e f l et 
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l'image de y(z — £') dans À(k(s)) n'appartient pas à Q^(k(s)). La proposition 

2.5.2 dit alors que la restriction de z à Spec((JR/)j/)q provient d'une section 

Spec((E,)iO - S p e c ( r ^ ) . 

2.6.4. Soit R'. s, le localisé complété de R'j en s'j. L'homomorphisme 

R'- —• R'. , induit un homomorphisme R'- —> R'. , qui envoie s'- sur s'-. Il 

en résulte un morphisme Spec(.R'. s,) —• Spec((iî')p ) et la restriction de z à 
J' 3 3 

Spec(i?' , )q provient d'une section Spec(iî/. ,) —> Spec(rl?^). 

Notons R's, le localisé complété de R' en s'. Montrons que la restriction 

de z à Spec(i?^,)g provient d'une section Spec(i?^,) —• S p e c ( r ^ ) . En effet, 

comme R' —• i?̂ - est étale, R's, —> i?̂ . 5, est étale et fini ( SGA1 exp. 1 prop. 

2.1. et 4.2. ). Il est fidèlement plat et Spec(.R'. , ) —> Spec(i?'5,) est surjectif. 

On voit tout d'abord que la restriction de z à Spec(R's,)q se factorise à travers 

Spec( r^)g . L'image de dans (R's,)q est contenue dans R'j s, ; comme R's, 

est normal et que R'. , est fini sur R's,, on voit que l'image de dans 
^S3 

(Rfsi)q est contenue dans R's, et la restriction de z à Spec(i2^,)q provient d'un 

morphisme Spec(i?^,) —» S p e c ( r ^ ) . 

On en déduit enfin que la restriction de z à Spec(i^,)g provient 

d'une section Spec(i?'J —• S p e c ( r ^ ) . En effet, tout d'abord, comme 

Spec(R's,)q —» Spec(i?^)g est surjectif, on voit tout d'abord que la restric

tion de z à Spec(i?^,)g se factorise à travers Spec(r^)q . Ensuite, comme 

R's, est normal excellent, R's, est intègre et dans son corps des fractions, 

on a R's, = (R'st)q nR's, (Bourbaki, Algèbre commutative chap. III §3 n° 

5 cor. 4 ). On voit alors que Spec(J?^)q —> Spec(r^)q se prolonge bien en 

S p e c ^ O - ^ S p e c ^ ) , ce qui achève de prouver le théorème. 
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3. Relèvements de sections contrôlées. 

Soient 5 , S', g, X —* SQ, (U\) et (U\$) comme au 2 .1 . Notons / le 

morphisme X —> SQ. On suppose de plus que 5 , S' et les C/A,O sont affines : 

5 = Spec(i?), S' = Spec(i?'), î7A,O = Spec(r,\). On suppose donné un 

ensemble A de sections z : S'Q —> X qui sont contrôlées par les £/A,O-

3 .1 . Cas des torseurs sous un schéma vectoriel. 

3 .1 .1 . Soient E un iîg-module localement libre de type fini et V —• SQ 

le fibre vectoriel dont le 5g-module des sections s'identifie au faisceau associé 

au dual E* de E. On se donne de plus un espace principal homogène P —* X 

sous f*V. Comme S'Q est affine, toute section z E A se relève en une section 

z:S'q-*P. 

Soit, pour chaque À, P\ la restriction de P à U\. Comme U\ est affine, 

P\ est trivial. Soit s\ : U\ —• P\ une trivialisation de P\. Soit z G A et 

soit î : iSJ ? un relèvement de z. Comme (U\$) contrôle z, il existe 

un recouvrement ouvert (S'X) de S' et des sections z\ : S'X —•>• £7A,O telles 

que la restriction de z à provienne de z\ (cf. 2 .1 ) ; quitte à raffiner le 

recouvrement ( 5 ^ ) , on peut supposer les S'X affines. 

Alors z et s\o z\ restreintes à (S'y)q définissent toutes deux une section 

de z\{P\) donc un élément de T(S'x,Os')<8>RE* que l'on note z — s\oz\. Soit 

Eq un sous-R-module de type fini de E* tel que E* = Eq Rq. 

Soit A un ensemble de sections S'q—^P relevant des éléments de A. On 

dit que A est borné s'il existe un entier a tel que, pour tout z E A d'image z 

dans A, qa(z - sx o zx) E T(Sfx,0S')E^ C T(S'X,0S') ®R E*. Cette définition 

ne dépend clairement pas du choix de Eq ; elle dépend à priori du choix des 

E/x,o, SX ET DES S\-

3.1.2 . PROPOSITION. — La définition ci-dessus ne dépend pas de ces 

choix. Il existe un ensemble borné A de relèvements des éléments de A. 

381 



J.-P. WINTENBERGER 

3.1 .3 . REMARQUES. 

1 ) Supposons R noethérien et soit Eo un sous-7?-module de type 

fini de E qui engendre E en tant que 7?q-module. Identifions P\ à U\ XSQ V à 

l'aide de sx et soit, pour tout entier a, PJ[aJ le 5-modèle entier de P\ défini par 

SymR(qaEo)®RT\ modulo ^-torsion. Alors, comme R est supposé noethérien, 

EQ est de présentation finie et le dual EQ est de type fini et est compatible au 

changement de base. Il est alors facile de voir que A est borné si et seulement 

si il existe un entier a tel que les éléments de A sont contrôlés par (P^D)-

2 ) Soit X' un 5g-schéma séparé et de type fini et / un Sq-

morphisme de Xr dans X. Soit (Ux, 0) une famille finie de modèles entiers 

d'ouverts de X' et supposons que, pour tout À', il existe À tel que la restriction 

de / à U'x, provienne d'un 5-morphisme de U'x, 0 dans ï7A,O- Soit A' un 

ensemble de sections de X' qui est contrôlé par les U'x, 0 et A' un ensemble de 

relèvements des éléments de A' à f*(P). Alors, on voit facilement que / (A ' ) 

est contrôlé par les Ux^ et / (A ' ) est borné. 

Démonstration de la proposition. 

3.1.4. Soit (U'x, 0)A'GA' une autre famille finie de S-modèles entiers 

d'ouverts de X et soit s'x, une famille de sections de P au-dessus des ouverts 

Ux,. Pour prouver que la définition est indépendante des choix faits, il suffit 

de prouver le lemme suivant : 

LEMME. — 77 existe un entier ao tel que, si S' est un S-schéma avec 

Osf sans q-torsion, z : S'q —• X est une section contrôlée à la fois par (U\$) 

et par (Ux,0), zx : Sx —> U\,0 et zx, : Sx, —• Ux,0 sont comme au 2.1, 

? : S'Q —> P un relèvement de z, et a un entier tel que pour tout A , on ait 

qa(z SSSS sx o zx) SS G T(S'X,OS')EQ, alors, pour tout X', on a 

z-s'x,oze q<a+a^T{S'x,,Os<)E*. 

Pour cela : 
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3.1 .5. LEMME. — 77 existe un entier a\, un R-module libre de type fini 

L et deux morphismes de R-modules n : L —• EQ, S : EQ —• L, tels que 

7r o s = qaiidE* • 

Démonstration. : Soit L un iî-module libre de type fini avec n : L —• EQ 

surjectif. Comme E* est projectif, 7r (g)# Rq a une section s'. Comme EQ et L 

sont de type fini, il existe ai tel que gais'(£o) soit inclus dans L. On prend 

pour s la restriction de qaisf à EQ. 

3.1.6. LEMME. — Soit M un R-module sans q-torsion. Alors, la 

q-torsion de M ®R EQ est tuée par qai. 

Démonstration. : La g-torsion de M ®R EQ est tuée M ®R S, donc par 

(TT O S) ®R M, i.e. par qai. 

Montrons le lemme 3.1.4. Notons J7A,A',O l'adhérence schématique de 

U\ fi Ux, dans U\$ XS Uxf,o et I \ A ' son algèbre affine, de sorte que I \ A ' est 

l'image de TA <S)R IV dans T(U\ fl Ux,,Ox)- Soit a2 un entier tel que : 

qa2(sx - sy) e rA,A'£0* c r(ux n u'x,,ox) ®R E* . 

Alors : 

z-sx'ozy =z-sxozx + (s y - sx) o z G q^^T^x n S'x»0S')EZ . 

Fixons À' et notons tx l'image de q(a+a2)(z — sx> o z\t) dans 

T(SX fl SX,,OS')EQ. Alors, pour chaque (Ai,À2) les images de tXl et tX2 

dans T(SX fl SXi fl SX2,OS')EQ coïncident. Il résulte du lemme précédent 

que, si tx sont des relèvements de tx dans T(SX fl Sx,,Osf) ®R EQ, alors les 

qaHx définissent un 0-cocycle de Z°((SX fl SX,),EQ), OÙ EQ est le faisceau de 

Os>-modules associé à EQ <S)R R'• Les qaitx définissent donc un élément t de 

T(S'X,,OS')®REQ. Si a0 = ai +a2 et si t est l'image de t dans r (5^ , ,OS' )EQ, 

on a 

z- sx' o zx> = q - ^ h G a-(a+ao)r(S;,,OsO£0* , 
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ce qui prouve le lemme et donc la première partie de la proposition. 

Montrons l'existence de A . Pour ({7A,O) = (Ux, 0) soient U\,\>, {7A,A',O et 

I \ A ' comme ci-dessus et soit a2 tel que qa2(s\ — s\>) G T\^Eq. Si z G A , 

les qa2(s\ — s\>) o z définissent des éléments £A,A' de T(SX fl SX,,OS')Eq qui 

définissent un 1-cocycle de ZL((S'X)Q,Eq). Il résulte du lemme 3 .1 .6 que, si 

*A,A' est un relèvement de *A,A' dans r ( 5 ^ fl SX,, Os>) ®R Eq , alors les qait\^ 

définissent un 1-cocycle de ZL((S'X), E%). Comme S' est affine, HL(S', E$) = 0 

et il existe des t\ G T(S\,Os) <8>R Eq vérifiant t\> - t\ = qaiî\9\'. Si 

a = «2 + «iî et si on désigne par /A l'image de t\ dans T(SX,OS')Eq, on 

voit que s\ O Z\ +q~at\ définit une section ? : SQ —> P relevant z et qui vérifie 

qa(Jz — s\ o z\) = t\ G r ( 5 ^ , O S ' ) E q . Cela prouve l'existence de A . 

3.1.7. REMARQUE. Supposons que A soit réduit à un élément z, soit 2Q 

un relèvement de z, et soit A un ensemble de relèvements de z. Alors, il est 

facile de voir que A est borné si et seulement si il existe un entier a tel que, 

pour tout ? G A , on a z — 2b G q~aR'EQ. En effet, si A est borné, et si (SX) 

est un recouvrement de S' tel que les restrictions de z aux (SX)Q se prolongent 

comme ci-dessus en des sections de Ux 0, il existe un entier a tel que pour tout 

À on ait : z — £q G q~aT(Sx,Os')EQ, et on montre comme ci-dessus que l'on 

a bien : z - z0 G q~(a+a^r(S', 0S')E^. 

3.2 . Cas d'une extension d'un schéma en groupes par un schéma 

vectoriel. 

On reprend les hypothèses et les notations du 3 .1 . Supposons de plus 

que X et P soient des schémas en groupes commutatifs, P extension de X 

par V. On a alors une suite exacte : 

1 - E* ®Rq R'q - P{R'q) - X(R'q) - 0 . 

3 .2 .1 . PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X(R'q). 

Alors : 
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1) il existe un sous-groupe A de P(R'q), qui est borné, et dont 

l'image dans A est A. Plus précisément, si A' est un sous-ensemble borné 

de P(Rfq) d'image A dans X(Rq), il existe un entier a tel que A + q~aR'EÎQ 

soit un sous-groupe borné de P(Rq) ; 

2) si A' est un ensemble de relèvements d'éléments de A qui est 

borné, il existe un entier a' tel que 

A' C A + q~a' R'EZ 

Â ' N ( £ * ® * G R'Q) C q~~a'R'EQ 

Démonstration. : 

3.2.2. LEMME. — Soit Ai et A2 deux sous-ensembles bornés de relève

ments d'éléments de A. Alors Ai + A2 et —Ai sont bornés. 

Démonstration. : Soient ax un automorphisme du 5g-schéma X et 

ap un automorphisme de P au-dessus de ax, compatible avec un au

tomorphisme du fibre vectoriel V. Pour chaque À, notons ax(U\$) le 

5-modèle entier de ax(U\) défini par : 

ax(Ux) ~ Ux — UXfi . 

Alors ax(Ai) est contrôlé par les ax(U\,o) et ap(Ai) est borné. Ap

pliquant ceci avec ax = —idx et ap = —idp, on voit que —Ai est borné. 

Appliquant ceci h X Xsq X, P Xsq P et les automorphismes définis par 

(21,^2) »—• (zi + zo,Z2), on a que ap(Ai x A2) est un ensemble borné de 

relèvements de ap(Ai x A2) = Ai x A2. Si pi\ est la première projec

tion P Xsq P —* P , il résulte facilement de la remarque 2) du 3.1.3. que 

pri(a(Ai x A2)) = Ai + A2 est borné, ce qui achève de prouver le lemme. 

Montrons la proposition. Soit a un entier suffisamment grand. Soit A 

et A' deux sous-ensembles bornés de relèvements des éléments de A avec A 
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s'envoyant surjectivement sur A. Comme À' fl (E* ®RQ Rq) est borné, on a 

bien A'D(E* ®RQ R'q) C q~~aR'El d'après la remarque 3.1.7.. De plus, comme 

A' - A est borné d'après le lemme, on a (A/ - A) H (E* ®Rq R'q) C q~aR,E^ 

donc A' C A + q~~aR'EQ. 

Cela prouve 2). Prouvons 1). Alors, comme d'après le lemme A + A et 

—A sont bornés, on a : 

A + A C A + q-aR'EZ , 

- A C A + q-aR'E^ . 

Il en résulte que A + q aR'EQ est bien un sous-groupe de P(Rq), et 

comme d'après le lemme, il est borné, la proposition est démontrée. 

3.3. Epaississement de la base. 

On suppose que S = Spec(iî) est noethérien et que X est lisse sur 

Sq. On se donne un iî-épaississement infinitésimal E de i?', i.e. E est une 

i?-algèbre avec un iî-homomorphisme E —> R' qui est surjectif et dont le 

noyau I est nilpotent. On suppose que q est non diviseur de 0 dans E. Pour 

tout entier a, on note E^ le i?-épaississement de R' défini par : 

£(a) = E + q~aI + q~2aI2 H C Eq . 

Comme X —> Sq est lisse et que Sfq est affine, tout élément z de A se 

relève en une section z : Spec(E)g —• X. On voit facilement que, pour chaque 

relèvement z d'un z contrôlé par (17a,o), il existe un entier a tel que ? soit 

contrôlé par les (£^,0)7 lorsqu'on prend E^ comme structure entière de Eq. 

On dit qu'un ensemble A de relèvements de sections de A est borné, s'il 

existe un entier a comme ci-dessus qui convient pour tous les ? G A. Cette 

définition dépend a priori du choix des (7a,o-

3.3.1. PROPOSITION. — Cette définition ne dépend pas de ce choix. Il 

existe A borné, avec A —> A surjectif. 
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Démonstration. : On se ramène immédiatement au cas où I2 = (0). 

Montrons l'existence de A. 

3.3 .2 . Supposons d'abord X affine et que la famille (J7A,O) est réduite 

à un modèle entier Spec(r) de X. Comme T est de type fini, il existe une 

i?-algèbre de polynômes P à coefficients dans R et à un nombre fini de 

variables telles que T = P/J. Comme Tq est lisse sur Rq, l'homomorphisme 

Jq/Jq ~* (^P/R ®P T)q admet une rétraction. Comme T est noethérien 

et que J/J2 est un T-module de type fini, sa g-torsion est tuée par une 

puissance de q. On voit alors facilement qu'il existe un entier a et un 

T-homomorphisme r : Vtp/R ®p T —• J/J2 tels que, si i désigne l'homomor

phisme J/J2 —> Qp/R ®p T, on ait r o i = qaidj/j2. 

Si z G A, on commence par relever z en un point z' de Spec(P) à 

valeurs dans E et ses différents relèvements forment un espace principal ho

mogène sous Homr(fîp/JR ®p T, / ) . Le point z' définit un homomorphisme 

de Homr(«//J2,/) qui doit être nul pour que z' définisse un relèvement dans 

Spec(r). Comme l'image de Homp(fîP/R®pT, q~aI) par l'homomorphisme in

duit par i : Homr(£îp/jR<S)pr, I)q —» Homr(J/J2, / )g contient Homr(J / J2 , / ) , 

on voit que l'on peut bien relever z en 

î eHom r -a ig (r , 

3.3 .3 . Passons au cas général. Soit, comme au 3 .1 , Spec(r,\,A') 

l'adhérence schématique de U\ fl U\> dans î7A,O XS Uy$-

Quitte à raffiner le recouvrement Sx de S', on peut supposer qu'il 

existe une famille finie (u\) d'éléments de R' avec S'x = Spec(Rf[l/u\]). 

Soient (û\) des relèvements des ux dans E. D'après le cas précédemment 

traité, il existe un entier ao tel que tout z e A possède un relèvement 

z\ : Spec(^a°^[l /SA]) —» (remarquer que, dans le numéro précédent, 

l'entier a ne dépend pas de E, mais seulement de T). Notons JA,A' l'idéal 

noyau de TA ®R T\t —> TA,A' définissant l'adhérence schématique dans 

Spec(rA®#rA') de l'intersection de la diagonale de X avec Spec(rA ®RT\/)q. 

La restriction de (z\,z\») à Sx fl 5^, se factorise à travers 
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Spec((r,\ T\')/I\,\'). Il en résulte que (z\,?\') définit un élément 

/a,a' G HomrA>A,(/A,v/-fAîA'j9"ao-f[l/2A2A']). Les /a,a' définissent un cocycle 

de Z1((Sx)q, Homos, {z*(ftx/sq)iIq))i °ù Iq est le faisceau de 

0s/-modules associé à Iq ®Rq R'q. Il suffit, pour prouver l'existence de A, 

de montrer qu'il existe un entier a i , indépendant de z, et une famille de 

/a G Komrx(Qrx/R,<l~aiI[l/û\]), de cobord /a,a'. Désignons par ( )0 le 

quotient d'un iî-module par sa g-torsion. Comme (Çïrx/R ®rA IVaOo et 

(7a,a,/^a,a,)o son^ tous deux des sous-Fa,a;-modules de type fini de (î^rA x,/R)q 

qui engendrent (^rAA,/#)<? en tant que 

(RA,A')<rm°dule, il existe ai tel que, pour tout À, À', on ait : 

<ZAI(TTIVFL®rA rA,A')o C (h,ssy/h,x-)o • 

Par suite, si a = ao + ai il existe un entier b tel que : 

fiv/A.v(nrw*)C9ai/[sssssl/eA] 

(on remarquera que b dépend de z). 

Si î;a sont des éléments de E tels que ^2v\îix = 1, on peut prendre 

F = 
A' 

v\'U\rf\,\'- Cela achève de prouver l'existence de A. 

3.3.4. Soit, comme au 3.1, (Ux, 0) une autre famille de modèles entiers 

contrôlant les éléments de A, soit A7 un ensemble de relèvements des éléments 

de A qui est borné relativement à (U\$) et montrons que A' est borné 

relativement à (U\$). Soient z G A et z1 G A' relevant z G A. Supposons 

que les (Sx) et les (Sx,) sont affines et que a convient pour A et A'. Fixons 

À. Les relèvements £ et ? définissent des : 

/a,A' Gddddddd UomrXA,(h,y/lly,q-ar(S'xnS'y,I)0) 

où Ja,A' est le noyau de Ta ®R T\> —> Fa,a', cf. numéro précédent. 

Si an est un entier tel que : 

qao{VrX/R®rx rA)V)o C ( IA,A' /^ ,V)O , 
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on a : 

/A,A<(OrA/*) cq-ssssss{a+ao)r(s'xns'xl,i). 

On en déduit que z et z7 définissent un élément f\ tel qu'il existe un 

entier a1 tel que pour tout À : 

fx(nrx/R)cq-assssss'T(s'x,i)0 

Donc max(a, a;) convient, relativement à (J7A,O), pour À ' . 

3.4. Epaississement de la base : cas des groupes. 

On reprend les hypothèses et les notations du 3.3. On suppose de plus 

que Rq est une Q-algèbre et que X est un schéma en groupes abéliens sur 

Sq. L'application exponentielle identifie le schéma formel vectoriel associé à 

Lie(X) au complété formel de X le long de la section nulle. Il en résulte la 

suite exacte 

0 - Lie(X)ssss®Rq Iq 
exp 

X(Eq) ssss- X(R'q) - 0 

PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X(Rq). Soit 

Lo un sous-R-module de type fini de Lie(X) qui engendre Lie(X) en tant que 

Rq-module. Alors : 

1) il existe un sous-groupe A de X(E'q) qui est borné, et dont 

l'image dans X(Rq) est A. Plus précisément, si A' est un sous-ensemble borné 

de X(Eq) d'image A dans X(Rq), il existe un entier a tel que A'+q~~aILo soit 

un sous-groupe borné de X(Eq). De plus, si A' est un ensemble de relèvements 

d'éléments de A qui est borné, il existe un entier a' tel que : 

A' C À + sssssq-^ILo 

A'nÇLie(X)®R9Iq)Cq'a'lL0 • 
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Démonstration. : Elle est semblable à celle de la proposition 3.2.1. Il faut 

vérifier qu'un sous-ensemble A' de Lie(X) <g># Iq est borné si et seulement 

si il existe un entier a tel que A' C q~aILo ; cela résulte par exemple de la 

remarque 4 du 2.1.3. 

3.5. Cas mixte . 

Soit de plus P une extension de X comme au 3.2, de sorte que l'on a 

une suite exacte : 

0 -» E* Lie(P) Lie(X) -> 0 

Le diagramme suivant est commutatif et ses lignes et colonnes exactes : 

0 0 0 

0 E* ®Rq Iq Lie(P) ®Rq Iq Ue(X) ® K , Iq 
0 

0 E* ®Rq Eq P{Eq) X{Eq) 0 

0 E* rd R'q P(R'q) X(R'q) 0 

0 0 0 

Notons (Lie(.P) ®R Eq)fi\ le sous-E'q-module de Lie(P) ®RQ Eq somme de 

Lie(P) ®R Iq et de E* ®RQ Eq. On déduit du diagramme ci-dessous la suite 

exacte : 

0 - (Lie(P) ®Rq Eq)m - P(Eq) X(#q) -> 0 . 

Soit A un sous-ensemble de X(R'q) qui est contrôlé par une famille (£7A,O) 

et soit, pour chaque entier a, des modèles entiers de l'image inverse de U\ 

dans P comme dans la remarque 1) du 3.1.3. Soit A C P(Eq) s'envoyant dans 
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A . On dit que A est borné s'il existe deux entiers a et a' tels que les éléments 

de A soient contrôlés par les PĴ Q lorsqu'on prend E^A'^ comme structure 

entière pour EQ. Les propositions du 3.2 et 3.4 entraînent la proposition : 

PROPOSITION. — Supposons que A soit un sous-groupe de X(R'q). 

Soit Lo un sous-R-module de type fini de Lie(P) qui engendre Lie(P) 

en tant que Rq-module et notons (Lo E^)fi\ le sous-E^ -module de 

(Lie(P)®RQEq)fi\ intersection de (Lie(P)®RQEq)fi\ et de l'image de L0®RE^ 

dans Lie(P) ®RQ EQ. Alors il existe un sous-groupe A de P(EQ) qui est borné 

et dont l'image dans X(R'q) est A . JTZ existe un entier a tel que 

Â n (Lie(P) Eq)m C q-a(L0 ®R £(A))FIL . 

Si A' est borné et s'envoie dans A il existe un entier a' tel que : 

Â' cA + q-a'(Lo®RE^)m . 
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Construction de l'accouplement de périodes. 

4.1. 

4.1.1. Soit p un nombre premier. Soit S = Spec(iî) un schéma affine, avec 

R intègre et normal, de corps des fractions de caractéristique 0. On suppose 

p non inversible dans R (sinon, la théorie p-adique qui suit est triviale) et 

que les nombres premiers £ ^ p sont inversibles dans R. Soit A —• S[l/p] un 

schéma abélien. On suppose que l'on est dans l'un des deux cas suivants : 

- S est le spectre un trait (de caractéristique (0,p)) ; 

- A —• S^l/p] se prolonge en un schéma abélien G —* 5 ; 

- A —> S[l/p] est muni d'une polarisation de degré premier à p et 

se prolonge en un schéma semi-abélien G —• S. 

Soit F = Frac(iî), F une clôture algébrique de F et Pp_étale l'extension 

maximale de F contenue dans F telle que la clôture intégrale de R[l/p] dans 

-Fp-étaie s°it ind-étale. Soit F une extension de Fp_étaie contenue dans F et 

telle que, si R est la fermeture intégrale de R dans F; 

- F contient Fp_étaie. 

- l'élévation à la puissance p est surjective dans R/pR. 

____ r^i 

Soit, comme au 1, VVe le iî-épaississement p-adique d'ordre e de i?, 

universel parmi ceux qui sont sans p-torsion. 

Soit E(A) l'extension vectoriel universelle de A ([Ma-Me], [Me]). On a 

donc une suite exacte : 

0 -> H o m o ^ ^ J î V . a i . O s i i / p ] ) - E(A) -> A -> 0 , 

et l'homomorphisme H]R(A/R[l/p]) —y HjR(E(A)/R[l/p]) induit un isomor

phisme de H^R(A/R[l/p]) sur Ue(E(A)). 
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Comme au 3.5, on a une suite exacte 

(I) 0 - Homm1/PI_FL,(FFIA(A/J2[l/p]), We[l/p]) - £(A)(We[l/p]) 

- [1/p]) - , 0 . 

où fil signifie que l'homomorphisme envoie H°(A, Q\/R[i/P]) dans le noyau 

Xe[l/p] de l'homomorphisme We[l/p] —>i2 [VP]- Notons Apoo la 

torsion d'ordre une puissance de A . Comme F D -Fp-étaie? on a 

A(F)poo=A(R[l/p])poo. 

D'après le théorème 2.2.2 et la remarque 3) du 2.2.3. , il existe une 

extension finie F\ de F contenue dans Fp_étaie> et une famille finie de 

Spec(i?i)-modèles entiers d'ouverts de A {R\ désigne la clôture intégrale 

de R dans i<i), tels que les éléments de A(R[l/p])poo sont contrôlés par 

les (£/A,O)« Soit HQ un sous-i?-module de type fini de H^R(A/R[l/p]) 

qui engendre H^R(A/R[l/p]) en tant que i?[l/j9]-module et, pour tout 

entier a, ROÏTIR-^HQ, We^) le sous-i?-module de Hom#(iïo,VV^) des 

/ G Homfl(fl"^ W{ea)) qui envoient tf°(A, ^ / / ^ i / p ] ) n Ho dans ^ (où W{ea) 

est comme au 3) du 1.1.5). Comme, d'après la remarque 3 du 1.1.5, l'extension 

des scalaires de R à R\ ne change pas We[l/p], il résulte du 3.5 qu'il existe 

un sous-groupe A de E(A)(WE[\/p]) qui est borné, et qui est tel qu'il existe 

un entier a avec une suite exacte induite par (I) : 

0 - HOMA-fiKJJo1, WIFL)) - A - A{R[l/p])p~ •0 

A(F)poo 

Soit z = (zn)neN un élément du module de Tate de A . Si zn G A est un 

relèvement de zn dans A , et /n = pnzn, on a /n+i = fn modpn. Il en résulte 

que les fn convergent pour la topologie p-adique dans Hom#_fn(iïo, VV^) 

vers un élément / , qui ne dépend pas du choix des fn. Comme si A ' est un 

autre choix pour A , il existe a tel que : 

Â ' c£+p-aKomR..m(HlWia)) , 
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on voit que / ne dépend pas du choix de À. On a donc défini un homomor

phisme : 

Tp(^)-,Hom^_fil(iï01,Wia)) 

d'où : 

Tp(An) - HomK[1/p]_fil(^fi(A/iï[l/p]), We[l/p}) , 

et passant à la limite projective sur e : 

TP(A,) x HldR(A/R[l/P}) - B+R(R/R) . 

On voit que cet accouplement envoie H°(A, iï\/R[i/p]) dans le noyau de 

l'homomorphisme de B^R(R/R) dans R [1/p]. 

4.2. REMARQUES. 1) On peut prendre F = F. Si R est lisse sur un anneau 

de valuation discrète complet à corps résiduel parfait V et petit au sens de 

[Fa 90], on peut prendre F = -Fp_étale [Fa 90]. Il me semble vraisemblable 

qu'on puisse déduire de [Fa 87] qu'on peut aussi prendre F = ^ . .^ ta le s* ^ 

est étale de type fini sur V[Ti,T2]/(TiT2 — ir) (pour V comme ci-dessus et TT 

uniformisante de V). 

2) Lorsqu'on suppose seulement R[l/p] lisse sur V[l/p], je ne sais 

pas si l'élévation à la puissance p est surjective dans #p_étale ' Faltings 

construit cependant un anneau B^R pour traiter le cas de mauvaise réduction, 

sans permettre de ramification sur Spec(i?[l/p]) ([Fa 90]). 

3) La présentation de G. Faltings est légèrement différente : il 

utilise ce que nous notons BjR(R/Z) et un relèvement de la structure de 

i?[l/p]-algèbre de R[l/p] à BJR{R/2). 

4) Si l'on suppose seulement A muni d'une polarisation, on peut 

faire la construction après un changement de base propre et surjectif, d'après 

le lemme de Gabber ( [De] ) et la remarque 3) du 2.2.3.. 
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