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Exposé VIII

REPRESENTATIONS /(~ADIQUES
POTENTIELLEMENT SEMI-STABLES

par Jean—Marc Fontaine

Introduction

Dans tout cet exposé, K est un corps complet pour une valuation discrete,
de caractéristique 0, & corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0. On
choisit une cléture algébrique K de K. Pour toute extension L de K contenue
dans K, on note G, le groupe de Galois de I’extension K /L et Iy son groupe
d’inertie (i.e. le sous—groupe qui opeére trivialement sur le corps résiduel).

Le but de cet exposé est de donner un traitement unifié des représentations
¢-adiques potentiellement semi-stables de G, que le nombre premier ¢ soit
ou non égal 3 p. C’est ainsi que, lorsque k est fini, on peut associer a une telle
représentation une représentation du groupe de Weil-Deligne de G g .

Au paragraphe 1, on introduit la notion de /~module de Deligne. Pour
¢ # p, c’est une variante de la notion de représentation du groupe de Weil-
Deligne de K qui est commode pour étudier les représentations ¢-adiques
potentiellement semi-stables lorsque 'on ne fait aucune hypotheése sur k.
Pour £ = p, c’est essentiellement la notion de (¢, N, Gx)-module introduite
dans [Exp. III] également pour ’étude des représentations semi-stables. Au

paragraphe 2, on s’intéresse a ces représentations, on introduit un foncteur,

1 Ceci jouera un role essentiel dans [FM94] ot nous étudierons les représentations -
adiques géométriques du groupe de Galois d’un corps de nombres (i.e. les représentations
f—a.diques potentiellement semi-stables en toute place et non ramifiées en dehors d’un nombre
fini d’entre elles). Cf. aussi [BK90] et [FP94].

S. M. F.
Aslérisque 223** (1994) 321



J.-M. FONTAINE

pour £ # p, qui permet de passer des f~-modules de Deligne aux représentations
de Gk et qui doit étre compris comme l’analogue de ce qui a été fait
dans [Exp. III] pour £ = p. On termine en énongant des conjectures sur la
cohomologie étale ¢{-adique.

Conventions

On note Z,(1) le Z,—module libre de rang 1 qui est la limite projective des
per(K), Qe(1) = Q¢ ®z, Zy(1), pour tout i € N, Qi) = Symg, Qe(1) et
Qe(—1) le dual de Qg(¢). Si V est un Q—espace vectoriel muni d’une action
de G, on pose V(i) =V Qq, Q¢(i) pour tout i € Z.

Si G est un groupe profini, une représentation /—adique de G est un
Q—espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire et continue
de G. On note f_{e_RQl(G) la catégorie de ces représentations.

Comme dans [Exp. III], si 7 est une catégorie tannakienne sur un corps,
une sous—catégorie tannakienne de 7 est une sous—catégorie strictement
pleine de 7 contenant un objet de dimension non nulle et stable par sous-

objet, quotient, somme—directe, produit tensoriel et dual.

1. — Modules de Deligne
1.1. — Généralités

1.1.1. — Supposons ¢ # p. Nous appelons {~-module de Deligne (relatif
4 K/K) la donnée d’un Q,—espace vectoriel A muni d’une action linéaire de

G i et d’une application Q,—linéaire G g—équivariante

N:A — A(-1).

\

Notons Py le corps des fractions de l’anneau des vecteurs de Witt a
coefficients dans le corps résiduel k de K. Le corps Py est muni d’une
action naturelle de G, action du groupe d’inertie I étant triviale, et d’'un
Frobenius ¢ (induit par  — zP sur k). Appelons p-module de Deligne
(relatif & K /I') la donnée d’un Py—espace vectoriel A muni d’une action semi-

linéaire de G g, d'un Frobenius, i.e. d’une application injective, o-linéaire,

p: A— A,
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EXPOSE VIII: REPRESENTATIONS -ADIQUES POTENTIELLEMENT SEMI-STABLES

commutant a laction de Gp, et d’une application PFPy-linéaire, Gg—
équivariante
N:A—A

vérifiant Ny = ppN.

1.1.2. — Posons Q, = Qsi £ = p et Q, = Fy. La dimension d’un {~module
de Deligne est la dimension du Q}—espace vectoriel sous—jacent. Les {-modules
de Deligne forment une catégorie : un morphisme est une application Q)—
linéaire qui commute a ’action de G, a celle de N et, si £ = p, a celle de ¢.
On note Del,(G k) la sous—catégorie pleine de la catégorie des {~modules de
Deligne dont les objets sont les A qui sont de dimension finie et vérifient

(*) Paction de Gk est continue et I opére a travers un quotient fini,

(**) Popérateur de “monodromie” N est nilpotent (lorsque ¢ # p,
cela signifie que, si I’on note encore N : A(—i) — A(—i — 1) I'application

N ® idg,(-i), l’application
N": A — A(-r)

est nulle pour r suffisamment grand).

1.1.3. — Remarque. Soit A un ¢-module de Deligne de dimension finie :
i) Si £ = p, application ¢ : A — A est bijective car, si A’ désigne le

Py—espace vectoriel déduit de A par ’extension des scalaires o, on peut voir

¢ comme une application Py—linéaire injective de A’ dans A et A et A’ ont

la méme dimension.

ii) Toujours si £ = p, A vérifie la condition (**) car, si r est suffisam-
ment grand, il n’y a pas d’application Py-linéaire non nulle Ny de A dans
lui-méme telle que Ny = p"pNp.

iii) Supposons maintenant ¢ # p et supposons aussi que le caractére
donnant ’action de G sur Q,(1) ne soit pas d’ordre fini (ce qui revient a
dire que, si £ # 2 (resp. = 2) et si k' est un corps obtenu en adjoignant
au corps résiduel k les racines ¢-iémes (resp. quatriémes) de I'unité, alors k'’

ne contient qu’un nombre fini de racines de l'unité d’ordre une puissance de
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J.-M. FONTAINE

£); alors A vérifie (**) car, pour r assez grand, il n’y a pas d’application

Q¢-linéaire G g—équivariante non nulle de A dans A(—r).

1.1.4. — Si A; et A, sont deux f—modules de Deligne, le produit tensoriel
A1®A; est le produit tensoriel des @)—espaces vectoriels sous—jacents, muni de
son action naturelle de G, avec N défini par N(a;®az2) = Na;®az+a;@Naz
(en identifiant, lors £ # p, A1 @ Qe(—1) @Az & A1 @ A2 ® Qe(—1)) et, lorsque
¢ = p, ¢ défini par p(a; ® az) = pa; ® pa,.

On a aussi un objet-unité qui est @} avec action naturelle de G (triviale
sif#p), N=0et,sil=p, p=o0;lorsque A; et As sont de dimension finie,
on a aussi une notion de hom interne : le ~module de Deligne Hom(A;, A3)
est le Qj—espace vectoriel des applications @}-linéaires de A; dans A, muni
de laction naturelle de G i, 'opérateur N étant défini par (avec des notations
évidentes)

(Nn)(@) = N(n(a)) - 7(N(a),
et, si £=p, on a (pn)(a) = ¢(n(p~"(a)).
En particulier, ces opérations font de Del,(G ) une catégorie tannakienne

sur @, (au sens, par exemple, de [De90], n® 2.8); lorsque ¢ # p, celle—ci est

neutre.

1.2. — Modules de Deligne et (¢, N, Gx)-modules

1.2.1. — Soit K" 'extension maximale non ramifiée de Iy = Frac W(k)
contenue dans K. Si, dans la définition de la catégorie Del »(G ), on remplace
Py par K", on obtient la catégorie Mod(p, N,G k) des (¢, N,G )-modules
discrets de dimension finie définie dans [Exp.III], n® 4.2.

En fait, on a une équivalence naturelle entre ces deux catégories : losque k
est algébriquement clos, Py = K" et Del (Gr) = Mod(¢p, N,Gg). Dans le
cas général, Py s’identifie au complété de I{J" pour la topologie p-adique. Si
D est un objet de Mod(yp, N,G[), l'action de Gk (resp. ¢, N) s’étend par
semi-linéarité (resp. semi-linéarité, linéarité) a Po® g pr D qui devient ainsi un
objet de Del,(G ) que nous appelons le complété de D et notons Co(D).

On peut considérer Co de maniére naturelle comme un ®-foncteur

Co = Mod(p,N,G ) — Del (Gk).
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ProposiTiON 1.2.2. — Le foncteur
.@ : _MQQ(% Na Gl\") — .-l_)e_lp(Gl\")

induit une @—équivalence entre ces deux catégories

Preuve : considérons la catégorie Mod(Gg) (resp. Mod(Gk)) des K§™—
espaces (resp. Pp—espaces) vectoriels de dimension finie munis d’une action
semi-linéaire discrete de G (resp. continue de Gk, avec action discréete de

Ik). On dispose d’un foncteur de complétion que nous notons encore

Co : Mod(G ) — Mod(Gx).

Pour tout objet A de Mod(G'), notons Déco(A) le sous-ensemble de A formé
des = dont le stabilisateur est ouvert dans Gi. On voit que Déco(A) est un
sous—I({"-espace vectoriel de A et que cette construction est fonctorielle. La

proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant :

LEMME 1.2.3. — 1) Si D est un objet de Mod(G k), linclusion de D dans
Co(D) identifie Déco(Co(D)) a D ;
ii) Si A est un objet de Mod(G ), Déco(A) est de dimension finie sur Ko™

et la fléche naturelle Co(Déco(A)) — A est un isomorphisme.

Preuve : (i) Soit dy,ds,...,d, une base de D sur KJ". Si 'on identifie D a
un sous—KJ"—espace vectoriel de A = Co(D), les d; forment aussi une base

de A sur Py. Soit d = 5. M\id; € A, avec les \; € P,. 1l s’agit de prouver
1<i<r

que d € Déco(A) si et seulement si A; € K" pour tout 7. Il est clair que
la condition est suffisante. Réciproquement, si d € Déco(A), le stabilisateur
de d et celui de chaque d; sont ouverts dans G et il en est de méme de
l'intersection H de ces r + 1 sous—groupes de G. Mais, si h € H, hd = d
implique que h(};) = X;, pour tout i. On adonc \; € (P)¥ = (K§")H c K.

(i1) Choisissons une base § = {61,6s,...,6,} de A sur Py. Pour tout
g € Gk, notons p(g) la matrice dont la j-iéme colonne est formée des
composantes de p(6;) sur la base §. Comme Iy opére sur A 3 travers un

quotient fini, on peut trouver une extension finie galoisienne L de K contenue
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dans K telle que le groupe d’inertie I, opére trivialement sur A. La restriction
de p & G, se factorise & travers G /I = Gal(k/kr) (ol ky, est le corps résiduel
de L) et définit un 1-cocycle continu de Gal(k/kr) & valeurs dans GL,(P,).
Comme H),,,(Gal(k/kL),GL,(P)) est trivial (cf. [Se89], p. III-33), on peut,
quitte & changer la base 6, supposer que hé; = §; pour tout 7 et tout h € G.
Mais alors, pour tout g € Gk et tout h € Gy, il existe b’ € G tel que
hg = gh’ et on doit avoir p(hg) = p(h) - h(p(g)) = h(p(g)) qui doit aussi étre
égal a p(gh') = p(g) - g(p(h")) = p(g); les coefficients de p(g) doivent donc
étre dans (Py)¢r C K2". On en déduit que le sous—K§#"—espace vectoriel D
de A engendré par les §; est stable par G et est un objet de Mod(G ). On
a alors A = Co(D) et 1’assertion résulte alors facilement de (i).

1.2.4. — Remarque. Le lemme montre que Déco est un quasi-inverse de
Co : Mod(Gg) — Mod(G) .

Si A est un objet de Del (G k), le sous—I§"—espace vectoriel Déco(A) de A

est stable par G, ¢ et N et devient un objet de Mod(¢, N,Gk). On peut

aussi considérer Déco comme un quasi-inverse de

Co : Mod(p, N, G ) —> Del,(Gx).

1.3. — Modules de Deligne et groupe de Weil-Deligne

Les numéros 1.3.1 a 1.3.3 sont, pour ’essentiel, une généralisation triviale
mais naturelle de [De73], §8 (cas ou k est fini) dont le but est de traiter
simultanément les deux cas intéressants : celui ou k est fini et celui ou il est

algébriquement clos.

1.3.1. — On appelle groupe de Weil Wi (relatif & K/ K) le sous-groupe de
G formé des éléments dont 'image dans Gal(k/k) est une puissance entiére
du Frobenius absolu ¢ ; si w € Wk, on note a(w) l'unique a € Z tel que w
agit sur k comme 0. On voit donc que

— si k est fini avec p* éléments, le Frobenius géométrique relatif & k
est un générateur topologique de Gal(k/k) et s’identifie & 0~", de sorte que

P’on a suite exacte

1 — Iy —Wg —2—12/hl —1;
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— sinon on a Wi = Ik et a(w) = 0 pour tout w € Wg.

On considéere Wi comme un schéma en groupes sur @, limite projective des
schémas en groupes constants Wy /H, pour H parcourant les sous—groupes
ouverts de Iy invariants dans G .

On note ‘Wi le groupe de Weil-Deligne relatif & K /K, c’est-a-dire le
schéma en groupes sur @ qui est le produit semi-direct de Wi par le groupe
additif G,, sur lequel W opére par

wrzw™! = p*Wg.

Si k n’est pas fini, c’est donc le produit direct du groupe pro-algébrique
constant Iy par G, ; dans ce cas, si P est le complété de I’extension maximale
non ramifiée de I{ contenue dans K, on a 'Wg ='Wp.

Pour tout corps E de caractéristique 0, on note Rep ("W ) la catégorie des
représentations E-linéaires de dimension finie de ‘Wi ® E. Un objet de
cette catégorie peut étre considéré comme un triplet (A, po, N) ot A est un E-
espace vectoriel de dimension finie, pg : W — Autg(A) un homomorphisme
dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de Ix et N : A — A une

application linéaire vérifiant
po(w) - N = p*(¥) . N . po(w), pour tout w € W .

On se propose de munir tout {~module de Deligne d’une action Q)-linéaire
de ’WK.

1.3.2. — Dans la suite, si £ # p, on choisit ¢t € Q(1) non nul. Pour tout
¢-module de Deligne A, on note
Niy: A — A

P'application définie par N§ = N;6 @t~ 1. Siw € Wk et § € A, on a w(N§) =
p(®) . Ny(w(8)). Autrement dit le triplet W, . (A) =W, (A) = (A, po, Ni), o
po : Wi — Autg(A) est la restriction de ’homomorphisme donnant I’action
de Gk sur A, est une représentation Q,—linéaire de 'Wi.

1l est clair que 'on peut considérer W, , = W, comme un ®-foncteur exact
(et donc fidele) de Del,(G ) dans Rep Q ('Wk). Lorsqu’il n’y a pas de risque

de confusion sur ¢, on écrit W (ou W,) au lieu de W, (ou W, ,).
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ProposiTION 1.3.3. — Supposons £ # p.
1) Sit ett' sont deuzx éléments non nuls de Qo(1) et si A est un objet
de Del,(Gk), W,(A) et W, (A) sont isomorphes;
i) si k est algébriqguement clos, le foncteur W, est pleinement fidéle et

induit une ®—équivalence entre Del,(G ) et Rep Qz(, Wk);

iii) st k est fini, choisissons go € Wi tel que go & Ik ; le foncteur W,
est pleinement fidéle et induit une @—équivalence entre Del,(G k) et la sous—
catégorie tannakienne de _Rc;le(’WK) formée des A tels que les racines du
polynéme caractéristique de po(go) (dans une cloture algébrique de Q) sont

des unités £—adiques.

Preuve : L’assertion (i) résulte du lemme 1.3.4 ci-dessous et (ii) est triviale.
Si k est fini, et si f désigne un relevement dans Wy du Frobenius géométrique,
Gk est engendré topologiquement par f et Ix d’ou (iii) lorsque f = go. Le
cas général s’en déduit en remarquant que, si A est un objet de &Rm(’ Wk),

il existe des entiers r, s # 0 tels que p(go)" = p(f)°.

LEMME 1.3.4. — Supposons k algébriquement clos ou fini et £ # p.
Choisissons t € Qu(1) et a € Q; non nuls. Soit A un objet de Del,(Gk).
Pour tout § € A, posons N6 = Ny(8) @ t~1. Il eziste un automorphisme 7 du

Q¢ —espace vectoriel A qui est G i —€quivariant et vérifie Ny7 = aTNy.

Si k est algébriquement clos, action de G = Ik se factorise a travers
un quotient fini et est donc semi-simple. Quitte a décomposer A en somme
directe, on se ramene au cas ou A est irréductible, et on voit qu’alors, il existe

une représentation simple Ay de Gk et un entier r tel que A ~ (Ay)”, avec
Ny(61,60,...,6;) = (62,03,...,6.,0);
on peut alors choisir 7 défini par
7(61,62,...,6;) = (61,a52,...,a’_16,).

Si k est fini (cf. [De73]), lemme 8.4.3), pour tout g € G, posons gt = x,(g)t
et notons
po : G — Autg, (D)
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I’homomorphisme qui donne I’action de G i sur A. Pour tout g € G, il existe
un entier n > 0 tel que po(g™u) = po(ug™) pour tout u € Gi dés que n divise
m; ceci nous permet de choisir go € Gk tel que x,(go) ne soit pas d’ordre fini
et po(gou) = po(ugo) pour tout u € Gg. Choisissons une cloture algébrique
Q¢ de Q, et notons 7 I’ensemble des orbites de Gal(Q,/Q;) agissant sur Q.
Pour tout o € @y, l'orbite de x,(go)a ne dépend que de l’orbite ¢ de « et
nous la notons v(c). Si, pour tout ¢ € 7, on note A, le plus grand sous—
espace vectoriel de A stable par go sur lequel toutes les valeurs propres de
po(go) sont dans 7, on a A = @DerA.. Comme, pour tout § € A, on a
9o(N16) = xe(g0) - Ni(gob), on a Ni(A.) C A,y Si, pour tout c € T tel que
A, # 0, on note r(c) le plus grand entier 7 tel que A, -r) # 0, on voit que

l’on peut choisir 7 défini par

6 =a"¢ siéeA..

1.3.5. — Supposons maintenant £ = p. Si A est un p—module de Deligne,

on peut faire agir Wy linéairement sur A en posant

po(w) = w- =),
on vérifie que le triplet W, (A) = W(A) = (A,po,N) est bien une
représentation Py-linéaire de "W . On obtient ainsi un ®-foncteur @,-linéaire

exact
Ep =W: MP(GK) — RePP0 (,WK) .
1.3.6. — La premiere catégorie est tannakienne sur @, et la seconde sur Pp.

Le foncteur W n’est donc pas pleinement fidele. On a :

PROPOSITION. — Si Ay et Ay sont deuz objets de Del (G k), application

naturelle
P> ®q, Homper,(Gy) (A1, A2) — Hompep | (wie) (W (A1), W(Az))
est injective ; c’est un tsomorphisme si k est fini.
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Preuve : Si 1 (resp. 1') est I'objet unité de Del ,(Gk) (resp. _Re_pPO(’WK)),
on a Hom_Dilp(GK)(Al,Ag) = HornQe_lp(GK)(jl, A ® Ag) et

Homﬁgpo('wk)(w(Al)’K(Aﬂ) = HommPO(IWK)(ﬂ',K(Al)* ® E(A2)) .

Comme W est un ®-foncteur, on est ramené, quitte a remplacer A, par

A; ® Ag au cas ou A; = 1. On a alors les identifications

Homper (Gx)(1,42) = {6€y|pb=6,g6=6sig€ Gk, N6 =0} et
HOIII&RPO(/W’()(:I’,AZ) = {(5 € A, | po(w)(é) =6,siweWg, N6 = 0} .

Quitte & remplacer Ay par (Az) y=oN(A2)'%, on peut supposer que Ix opére
trivialement et que N = 0.

L’injectivité de I’application résulte de ce que, comme ¢ est o-linéaire, si
des éléments de A, fixes par ¢ sont linéairement indépendants sur Py, ils le
sont aussi sur (FPp)? = Q,.

Si k est fini avec p* éléments et si I’on choisit go € Gk tel que a(go) = h,
on a go € Wk, po(g0) = ¢~ "g et

D :=Hompep , (wi)(1',82) = {6 € Az | 906 = "6} tandis que

Hompey (G,0)(1,A2) = {6 € Az | gob = b = 6}y ={6€D|pb=56}.

La continuité de I'action de G i sur A, implique ’existence d’un réseau A du
Py-espace vectoriel A, stable par go et gg'. Alors Ag = AN D est un réseau
de D stable par gq et gal . sur ce réseau @" est bijectif; ceci implique que A
est “de pente 0” donc, puisque le corps résiduel de P, est algébriquement clos,

que A est engendré par les éléments fixes par ¢, d’ou la surjectivité.

1.3.7. — Disons qu’un /~module de Deligne A est semi-stable si Ix opere
trivialement sur A (ou sur W(A), cela revient au méme). De méme, si L est
une extension finie de K contenue dans K, on dit qu'un /~-module de Deligne
A devient semi-stable sur L si I}, opére trivialement.

Sip=~_etsi L/ est galoisienne, Ay = AGL a une structure naturelle

de (¢, N,Gpjk)-module (cf. [Exp. II, n® 4.2); il porte une structure de

330
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représentation Lo-linéaire de dimension finie de ‘W (avec action triviale
de Ir) et on le note alors ﬂst’L(A). L’application naturelle de Py ®r, Ast,L
dans A est injective et est un isomorphisme si et seulement si A devient semi—
stable sur L; dans ce cas W(A) s’identifie & la représentation Py-linéaire de
"Wk déduite de W, 1 (A) par I'extension des scalaires Lo C FPo.

En particulier, lorsque A est semi-stable, la représentation Pp-linéaire
W(Gk) provient par extension des scalaires de la représentation Kyp-linéaire
W (D) =W, (D).

2. — Représentations /—adiques potentiellement semi—stables
On conserve les hypothéses et notations du paragraphe précédent.

2.1. — Les différents types de représentations {-adiques

2.1.1. — On sait ce que signifie pour une représentation p-adique V de
G i d’étre cristalline, semi-stable, potentiellement cristalline, potentiellement
semi-stable (cf. [Exp. III], n° 5.1.4, 5.6.1, 5.6.8). Au lieu de dire que V
est (potentiellement) cristalline, on dira aussi que V' a (potentiellement)

bonne réduction.

2.1.2. — Supposons ¢ # p. Nous disons qu’une représentation f—adique V
de G

— a bonne réduction si elle est non ramifiée (i.e. si Ix opeére
trivialement);

— est semi—stable si ’action de I est unipotente;

- a potentiellement bonne réduction (resp. est potentielle-
ment semi-stable) s’il existe une extension finie L de K contenue dans K
telle que V, en tant que représentation f—adique de G a bonne réduction
(resp. est semi-stable); cela revient a dire qu’il existe un sous—groupe ouvert

de Ik qui opére trivialement (resp. de fagon unipotente) sur V.

2.1.3. — Pour ¢ quelconque, la sous—catégorie pleine? Rele f(G k) (resp.

La notation “f” pour les représentations qui ont bonne réduction est due & Kato qui y voit

I’analogue, dans ce contexte, des représentations modulo 14 que Serre appelle “finies”.
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Reth’st(GK), Rele,pf(GK), RepQ[’pst(GK)) de la catégorie Reth(GK)
des représentations f—adiques de G dont les objets sont les représentations
qui ont bonne réduction (resp. sont semi-stables, ont potentiellement bonne
réduction, sont potentiellement semi-stables) est une sous—catégorie tanna-

kienne et on a un diagramme

@lepf(GK)
/ N
@Qt,f(GK) R—eEQz,ps
N /
_B'__eEQl,st (G]\')

t(GK) - B@QZ(GK)

ou les fleches sont des “inclusions”, toutes strictes, sauf la derniére lorsque

I’on a simultanément
i) t#p
ii) si k’ est un corps obtenu en adjoignant a k les racines {-iémes (resp.
4-iémes si £ = 2) de I'unité, le corps k' ne contient qu’un nombre fini de racines
de I'unité d’ordre une puissance de ¢).
Lorsque £ = p, on a RepQM’s (Gk) C Rep, .(Gk) (catégorie des représen-
tations de de Rham, cf. [Exp. III], n® 3.7). A notre connaissance, la question

de savoir si cette inclusion est ou non stricte est un probléme ouvert.
2.2. — Les anneaux Bst,/{

2.2.1. — Si{ # p, on pose By = Q, sur lequel on fait opérer G trivialement.
Si £ = p, on pose B, = Bg,is; c’est une Py-algebre (donc a fortiori une @,—

algébre) munie d’une action de G et d’un Frobenius ¢ (cf. [Exp. II]).

2.2.2. — Choisissons un élément ¢ € K qui n’est ni 0 ni une unité. Nous
allons associer & ¢ une By—algébre B, munie d’une action de Gk et d’une

dérivation G g—équivariante

N : Bst,e — Bst,e("l)
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dont le noyau est By.

Pour cela, posons V; ; = Q¢ ®z, T},q, avec

Teg = }i_m(I_(/qz)en.
neN

Si a = (an)neNn € Tiyq, et si, pour tout n, on choisit un relevement a,
de a, dans K, on a &f," = q"" avec r, € Z et la suite des r, converge {-
adiquement dans Z, vers une limite v(a) qui est indépendante du choix des
relevements. L’application v se prolonge en une application Q,—linéaire, G x—
équivariante, de V4 sur Q, dont le noyau s’identifie & Q¢(1). Autrement dit,
Vi,q est une représentation ~adique de dimension 2 de Gk et on a une suite
exacte naturelle

0 — Q1) — Vpg —Q—0,

qui, en tensorisant avec Q¢(—1), donne naissance a la suite exacte
0— Q¢ — Vig(=1) — Qe(-=1) — 0,

et nous notons encore v la projection de V; 4(—1) sur Q,(-1).

2.2.3. — Comme V; 4(—1) est un Q,—espace vectoriel de dimension 2, la Q,-
algebre Symg, V¢ 4(—1) est isomorphe a une algebre de polynémes en deux
indéterminées. On note By 4 le quotient de cette algebre que ’on obtient en
identifiant 1’élément—unité de cette algebre (“1 en degré 0”) avec 1’élément
1 € Q¢ C Vio(—1) = Sym' Vp 4(—=1) (“1 en degré 1”). Si v est un élément
de Vp,q(—1) qui n’est pas dans Q, By, est donc l’algebre des polyndmes, a
coefficients dans Q,, en 'indéterminée v.

Le noyau de la projection de Symg, Vi q(—1) sur Bgg, est stable par
Gk qui opére donc sur Byg. En tant que Q,[Gk]-module, B, s’identifie

—n
Sym"™*! Vp o(—1) étant la multiplication par 1 € Vj 4(—1).

On note N : Bgq — Bgg(—1) I'unique Q,—dérivation qui envoie v €

a lim N Symgy, Ve,q(—1), 'application de transition de Sym" V 4(—1) dans

Vi,q(—1) sur 1 ® v(v). Il est clair qu’elle est G x—équivariante.

2.2.4. — On pose alors B,y ¢ = By g sil # pet By p g = Beris ®@Q, Bp,q- S'il
n’y a pas de risque de confusion, on pose By; ¢ = Bgy,¢,4. On identifie, comme
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on pense, Be,is et By, a des sous-anneaux de By . Ce dernier anneau est

muni

— d’une action de G :ona g(b®c) = gb® gcsi g € Gk, b € Beris,
c € Bpg;

— d’une action du Frobenius ¢ : on a p(b®c) = pb® c si b € Beris,
c€ By,

— d’une dérivation N : By, — Bsip(—1) tona N(b®c) =bQ® Ncsi
b € Beris, ¢ € Bpq.
On voit que 'action de ¢ et celle de N commutent a celle de Gg. Si ’on
fait agir ¢ sur By ,(—1) par p(d®a) = ¢d® a, si d € Bs;p et a € Qp(-1),
I’action de N commute a celle de ¢.

2.2.5. — Soient R et F'r R comme dans I’exposé II (n°® 3.1). Choisissons une
suite (an)nen d’éléments de K vérifiant ag = q et, pour tout n, ab ., = a,.
Notons a (resp. «) I’élément de Fr R (resp. Vp4) qu’il définit. On peut
considérer o comme un élément de By, : si ¢t est un élément non nul de
Q,(1) C Beris, on a a®t~! € V, 4(—1) et on peut écrire o« =t ® (a ® t71).
Il existe un unique homomorphisme A, de (F'r R)* dans le groupe additif de

B p qui prolonge ’application
A: R* — Bgpis  (cf. [Exp. II], n® 3.1)

et vérifie Aq(a) = a. L’application )\, est indépendante du choix de la suite
des a,. La propriété universelle de I’anneau By, (loc. cit.) implique qu’il existe
donc un unique homomorphisme de la B,,;s—algebre B,; dans By, , envoyant
A(a) sur « et que cette application est un isomorphisme. Nous I'utilisons pour
identifier By, , et B,;.

Cette identification est compatible a ’action de Gk et a celle de ¢. En ce

qui concerne 1’action de N, soit
i: Bst,p(—l) = Bst(—l) —_— Bst

l'isomorphisme canonique qui envoie b ® ¢! sur bt~!. Si v est la valuation

normalisée par v(q) = 1 si q est entier (resp. v(g) = —1 si g n’est pas entier), et
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si N, : Bs; — By, est 'opérateur de monodromie qui lui est associé ([Exp. II],
n° 3.2),on a

N, =10 N (resp. —io N)

(application i commute & l'action de Gk mais pas a celle de ¢ (on a
(@t = pb-t71 = p-p(bt™!) = p- p(i(b® t71), ce qui explique
que Ny = N alors que N,p = ppN,.

2.2.6. — On voit donc que, si ¢ et ¢’ sont deux éléments de K qui ne sont ni
0 ni des unités, les anneaux By p q et By p o sont canoniquement isomorphes
(ils s’identifient tous deux & By;), cet isomorphisme étant compatible avec
Paction de G et celle de ¢ (mais pas celle de N si g/q’ n’est pas une unité).

Pour tout corps E, posons Kumy(E) = Q; ®z, Qlj_nlE*/(E*)Z")(=
HY(E,Q(1))). Lorsque ¢ # p, pour qu’il existe un isomorphisme Gg-
équivariant de Bgy g sur By g4, il faut et il suffit que les images g’ et g de ¢’
et ¢ dans Kumg(K') engendrent le méme Q—espace vectoriel (ot le méme Q-
espace vectoriel, cela revient au méme). S’il en est ainsi, si§ = ag, aveca € Q,
sil’on choisit t € Q(1) non nul et sil’on fixe un relévement o de g dans Vjp g, les
homomorphismes G g —équivariants 1 : By ¢, — Bsi,e,q correspondent bijec-
tivement aux relevements o’ de g dans Vg, (via ¢ — ¢(a/®t7!) = aa®t™?);
avec des notations évidentes, Y N’ = aN.

Si g est choisi, Kumg(K) s’identifie & la somme directe du Q,—espace
vectoriel engendré par 'image de q et de Kumy(k), ce qui fait que tous les
Bsi,¢,q sont isomorphes si et seulement si Kumg(k) = 0. C’est en particulier

le cas lorsque k est algébriquement clos ou lorsque k est fini.

2.3. — Les foncteurs D, et V.,
Dans ce numéro, s’il n’y a pas de risque de confusion, on pose B = By, .

On note H I’ensemble des sous—groupes ouverts de .

2.3.1. — L’anneau B a une structure naturelle de -module de Deligne
(lorsque ¢ = p, comme on l'a déja remarqué au n° 2.2.5, on peut in-

différemment considérer N comme une application de B dans B(—1) com-
mutant a ¢ ou comme un endormorphisme de B vérifiant Ny = ppN, via

Iisomorphisme canonique de B(—1) sur B qui envoie b® a sur ba si b € B et
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a € Q,(-1) C B).

2.3.2. — Pour toute représentation {-adique V de G i, le Q)—espace vectoriel
B®gq, V aune structure naturelle de /~module de Deligne : sib€ Betv € V,
on a, pour tout g € Gk, g(b®v) = gb® gv, N(b®v) = Nb®v (en identifiant
B(-1)®q,V a (BQq,V)(-1)sil#p)et,sil=p, p(bRv) = pbRv.

On pose

Epst,q(v) = h_m’ (B ®Qt V)H )
HeH

c’est de facon naturelle un /~module de Deligne (sous-objet de B ® V). On

écrit D, au lieu de D s’il n’y a pas de risque de confusion.

pst,q

THEOREME. — Sotent V une représentation {-adique de G et A =
_@pst(V). Alors

i) on a dimg, A < dimg, V' et A est un objet de Del,(Gk);

i) Uapplication naturelle
av:B®Q;A———>B®QtV

est injective ;
iii) les assertions suivantes sont équivalentes
(a) dimg, A = dimgq, V,
(b) ay est un isomorphisme,

(c) la représentation V est potentiellement semi—stable.

Preuve : Soit H € H. On a BY = @), (cf, si ¢ = p, [Exp. III], prop. 5.1.2,
appliquée au cas ou le corps de base est le complété de i ; le cas £ # p est
immédiat). Par ailleurs, ’anneau B est H-régulier (cf. [Exp. III], n® 1.4) :

— si £ = p, c’est la proposition 5.1.2 de [Exp. III], appliquée au cas ou
le corps de base est le complété de i ;

~ si £ # p, Panneau B est intégre, on a B = (FracB)! = Q,; si
b € B est un élément non nul tel que la Qy—droite engendrée par b est stable

par H, b € Q; et est inversible dans B et cela résulte du corollaire 1.6.6
de [Exp. III].
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Les résultats de ce théoréme sont alors immeédiats (cf. [Exp. III], prop. 1.4.2
et 1.8.2).

2.3.3. — Remarque : Rappelons que B, = Q; si £ # p et que B, = Bs.
Pour toute représentation ¢-adique, posons Qst,q(V) =D, (V)= (BQV)x,
Dy, (V) = (Be® V) et Dyy(V) =lim, _ (Be®@ V).
Soient V une représentation ¢/-adique potentiellement semi-stable de G g

et A = D_pst(V); alors

(a) V est semi-stable si et seulement si i opeére trivialement sur A et
alors A = @st(V),

(b) V a potentiellement bonne réduction si et seulement si N = 0 sur
A et alors A = _b_pbr(V),

(¢) V a bonne réduction si et seulement si N = 0 et Iy opére
trivialement sur A, auquel cas A = ﬁbr(V).
2.3.4. — Les représentations -adiques (potentiellement) semi-stables sont
donc les représentations qui sont (potentiellement) B-admissibles au sens de

[Exp. III] (n°® 1.5 et 1.8). En particulier, la restriction de @pst a la catégorie

Resz ps (GK) peut étre considérée comme un ®-foncteur exact de cette

catégorie dans Del,(Gk).
Si A est un {~module de Deligne, le produit tensoriel B ® A aussi (cf. n°
1.1.4).

ProrosiTION. — Supposons £ # p.
i) Pour tout objet A de Del,(Gk),

V,u(d)={v€ BOA| No=0}

est un objet de Rele pst(GK).

ii) Le foncteur _B_pst induit une ®-équivalence entre Rele pst(GK) et

Del,(Gk). Le foncteur V., , est un quasi-inverse.

Preuve : On vérifie par récurrence sur la longueur de A que V,,(A) est

un Qe—espace vectoriel de dimension finie égale a celle de A, avec action de
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Ik potentiellement unipotente et que N est surjectif sur B ®@ A (lorsque A
est simple, de dimension d sur Q, V,,(A) = A tandis que B ® A =~ B¢
en tant que B-module avec action de N et le résultat est évident). D’ou (i).
On voit aussi que I'application naturelle de B® V ,,,(A) dans B ® A est un
isomorphisme de B-modules compatible aussi bien avec les actions de Gk
qu’avec les structures de ¢-modules de Deligne. L’assertion (ii) résulte alors
du théoreme 2.3.2.

2.3.5. — Remarque : Lorsque { = p, comme on ’a vu dans ’exposé III, il
faut rajouter une filtration sur st,(V) pour pouvoir retrouver V : de fagon

précise, si ’on note
log, K —K

'unique prolongement du logarithme usuel qui vérifie log,(g) = 0, le choix
de ce logarithme définit un plongement de B = By pq = By dans Bgr
([Exp. II]), n°® 4.2) et permet, si V est une représentation p—adique poten-
tiellement semi-stable, d’identifier (K ®x, D, (V)% & Dyp(V) et donc de
le munir d’une structure de K—-espace vectoriel filtré ([Exp. III], th. 5.6.7).

Rappelons que P = KPy C C, complété de K et notons P la fermeture
algébrique de P dans C. Si V est comme ci—dessus et si A = Dpst(V), on a
aussi (P®p, A)% = (K @k, D5y (V)% = Dyp(V) et le P-espace vectoriel
P ®p, A s'identifie 8 P ®k Dyp(V); on le munit de la filtration déduite de
celle de D,r(V) par extension des scalaires. On voit alors que V' s’identifie
au sous-Qp—espace vectoriel V., ,(A) de B® A formé des v vérifiant pv = v,
Nv =0 et dont limage dans Byr ®p, A = Bqr @5 (P ® A) est dans le Fil°
de ce P-espace vectoriel filtré).

On laisse au lecteur qui en éprouverait le besoin le soin de traduire en
termes de “p—modules de Deligne filtrés” le théoreme 5.6.7 de ’exposé III :
le foncteur Dpst induit une ®-équivalence entre représentaitons p-adiques
potentiellement semi-stables et “p-modules de Deligne filtrés admissibles”, le
foncteur V, étant un quasi-inverse. Lorsque k est algébriquement clos cette
derniére catégorie n’est autre que la catégorie MF3= “d/ (¢, N); dans le cas
général, le foncteur Déco induit une ®—équivalence entre ces deux catégories.

338



EXPOSE VIII : REPRESENTATIONS I-ADIQUES POTENTIELLEMENT SEMI-STABLES

PROPOSITION 2.3.6. — Sotent q et ¢ deuz éléments de K qui ne sont ni
nuls ni des unités, V une représentation {—adique potentiellement semi-stable,

A=D,,.(V)etA =D

=pst,q pst,q’
algébriqguement clos ou encore que k est fini. Alors, les £-modules de Deligne

(V) : supposons que £ = p ou bien que k est

A et A’ sont isomorphes.

Preuve : Lorsque £ = p, A et A’ s’identifient en tant que Py—espaces vectoriels
munis d’une action de G et de . Si l’action de N n’est pas, en général, la
méme, A et A’ sont des p-modules de Deligne isomorphes (cf. [Exp. III], n°
5.2.3 et 5.6.8; en revanche A et A’ ne sont en général pas isomorphes en tant
que p-modules de Deligne filtrés).

Supposons maintenant ¢ # p. Dans ce cas (n® 2.2.6), si r et s sont des
entiers non nuls tels que ¢’* = ¢" et si a = r/s € Q, il existe un isomorphisme
Y : Bsieq — Bsieq commutant a G mais vérifiant YN = aN. Si on
I'utilise pour identifier A et A’, on est ramené a vérifier qu’il existe un
automorphisme 7 du Q—espace vectoriel A qui est G —équivariant et vérifie

TN = aN7, ce qui n’est autre que le lemme 1.3.4.

2.3.7. — En composant avec le foncteur W (cf. n° 1.3.2 et 1.3.5), on obtient

un foncteur

~

WD,,=WoD,,: Repg, (Gx) — Repg, (‘W)

(ou, s’il y a risque de confusion, Wﬁps,,q,tl si £ # p, Wﬁpst,q si £ = p), dont
la restriction a la catégorie Repql’ps (G k) est un @—foncteur exact.
On peut le décrire “directement” en disant que
~ ) "
WD, (V) = lim (B'®q, V)",
HeH

ou B’ = By, , est une Qj-algébre munie d’une action Q,-linéaire de I, d’une
dérivation N commutant a l’action de Iy et d'une action de W via un
homomorphisme

po: Wik — AUtQ,'-algébres(B )

tel que, si w € Wk, on ait po(w) - N = p®®) . N . po(w) et, si h € H € H,
po(w™")hpo(w) € H.
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Si £ # p, on prend B’ = B avec ’action naturelle de Iy C Gg, N = Ny (si
N : B — B est l'opérateur déja défini, on a Nb = N;b®t~!, pour tout b € B)
et po étant obtenu en composant l'inclusion de Wy dans G avec I'action
naturelle de G .

Si £ = p, c’est un tout petit peu plus subtil : on prend B’ = ﬂN ©™(B) (si
ne

v est comme au n® 2.2.3,ona B’ = B! .. = (] ¢"(Bcris)) de sorte que ¢ est

cris
neN

bijectif sur B’. L’action de Ik et celle de N sont induites par celles que I’on a
sur B (on a g(B') = B’ pour tout g € Ix et N(B') C B’). Enfin py est défini
par po(w) = ¢~

On récupere alors les structures que ’on cherche sur chaque (B’ ®q, V)
en faisant agir Ic, N et W sur B’ ® V par

9gb®z)=gb®gr, N(OQz)=Nb@z et po(w)(b®z) = po(w)@w(z).
Bien siir, pour tout ¢, on a aussi

W—Bpst(v) = m (B ®Qt V)H) ’
HeH

mais, si £ = p, seul les po(w) pour a(w) < 0 opérent sur B® V (sur chaque

(B ®q, V)¥, ils induisent des bijections et on peut donc définir po(w) pour
a(w) > 0 par po(w) = (po(w™")7).

2.3.8. — Supposons £ # p. Habituellement le dictionnaire entre représenta-
tions £—adiques potentiellement semi-stables et /~modules de Deligne se fait
sans utiliser 'anneau By, (cf. [De73], lorsque k est fini) : choisissons un 1-

cocycle continu
ce chont(GK’ Qf(l))

dont la classe dans H},,,(Gx,Q(1)) est la classe d’isomorphisme de 'exten-
sion
0 — Qu(1) — Vi — Q¢ — 0.
Pour tout objet A de Del,(Gg), N est un O-cocycle continu de G a
valeurs dans le Q|G ]-module des applications Q,—linéaires de A dans A(—1)
qui s’identifie & Endg,(A)(—1). Le cup-produit Nuc € Z},,.,(Gk,Endg,(A));

cont
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comme son image est formée d’éléments nilpotents, on peut considérer le 1-

cocycle

eNUe: G — Autg,(A).

Notons Ke,q,c(A) le Q,—espace vectoriel A muni de 'action de G
p:Gg — Autg,(A)

définie par p(g) = goeNY¢(g) = goe(NU)9)_ SiT’on choisit t € Q¢(1) non nul, si
P’on pose ¢(g) = ci(g)t, pour tout g € Gk, et si 'on note N; ’endomorphisme
nilpotent de A défini par Né = N;6 ®t~1, on a p(g) = exp(ci(g)Ny).

On peut considérer V, . comme un foncteur de Del,(Gk) dans
_RQQ[(GK)-

2.3.9. — Les foncteurs V, , . et V, ., sont naturellement équivalents. Plus
précisément, se donner c revient a se donner une section Q,—linéaire s : Q, —
Vi,q de la projection canonique de Vg 4 sur @, (et alors c(g) = g(s(1)) — s(1),
pour tout g € Gi). Posons B = s(1) @ t™! € Vp4(—1) (ol t est comme
ci-dessus).

Soient A un objet de Del,(Gk) et V = V, ,(A). On peut voir A et
V comme des sous Qy—espaces vectoriels de B ® A = B ® V. Soit alors
7 : A — B® A l'application définie par

0(5)=Z%-Nf5-

i€EN

PROPOSITION. — Awec les notations ci—dessus, n est une bijection de A sur

V. Si € est la bijection réciproque, si g € Gy etv eV,

£(gv) = p(g9)(&(v)) -

Preuve : standard.
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2.4. — Cohomologie étale (—adique

2.4.1. — Rappelons, cf. [De73], n°® 8.7) que si F est une extension d’un corps
E de caractéristique 0 et si A est une représentation F-linéaire de "Wy, on dit
que A est définie sur F si, étant donnés une E-structure D de A et un corps
algébriquement clos ) contenant F', la représentation (2-linéaire de "Wk que
I'on déduit de A par extension des scalaires est isomorphe a ses conjuguées
sous Aut(Q/E), (agissant sur QQ@r A = Q Qg D via 71(w ® d) = 7(w) @ d);
cette condition est indépendante des choix de D et €.

Si A est rationnelle sur F (i.e. s’il existe une représentation E-linéaire
D de 'W telle que A soit isomorphe & F ®fg D), A est définie sur E mais la

réciproque n’est pas toujours vraie.

2.4.2. — Soient E un corps de caractéristique 0. Rappelons que (cf. [De73],
dans le cas particulier ou k est fini) si (E;)ies est une famille d’extensions
de E et, pour chaque i, A; est une représentation F;-linéaire de ‘"W, on dit
que (A;);er est une famille compatibles de représentations de "W si
chaque A; est définie sur E et si, quelque soient 7,7 € I, si €2 est un corps
algébriquement clos contenant E; et E; les représentations Q-linéaires de "W

déduites par extensions des scalaires de A; et A; sont isomorphes.

2.4.3. — Choisissons q¢ € K qui n’est ni 0 ni une unité et, pour chaque ¢ # p,
un élément non nul t; € Q,(1).

Soient X une variété algébrique propre et lisse sur &' et m € N. Pour
chaque /,

Hi (X5, Qe) = Q¢ ®z, lim H (X%,2/€°7)
neN

est une représentation (-adique de G . On pose (cf. n°® 2.3.7)
pst,e(X) = WD, (Hi (X5, Q)

(ou, §'il y a risque de confusion, HJY, , ., (X) si £ # p, Hgy , (X) si €= p).

CoNJECTURE Cwp(X,m). — Supposons q et les t; choisis comme ci-
dessus. Soient X une variété algébrique propre et lisse sur I et m €
N. Alors les HJ3 ((X) pour { premaer, forment un systéme compatible de

représentations de 'Wi.
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Il résulte des propositions 1.3.3 et 2.3.6 que cette conjecture est indépen-
dante du choix de q et des t,.

Remarquons aussi que si k n’est pas fini, cette conjecture ne donne des
renseignements que sur ’action du groupe d’inertie sur la cohomologie étale.
Autrement dit, elle est équivalente a celle que I'on obtient en remplagant K
par P, complété de l'extension maximale non ramifiée de K contenue dans
K, et X par X ® P.

2.4.4. — On conjecture aussi que H, , est F-semi-simple (au sens de
Deligne, [De73], n° 8.6), i.e. que l'action de W sur H}%, ,(X) est semi-simple.
Lorsque le corps résiduel n’est pas fini, Wx opére a travers un quotient fini

et ceci est automatique. Lorsque k est fini, cela peut s’énoncer ainsi :

CONIECTURE Cp s5(X,m). — Supposons k fini et choisissons wo € G tel
que wo & I'. Soient X une variété algébrique propre et lisse sur K et m € N.
Alors Uautomorphisme du Qj-espace vectoriel HT:, ,(X) donnant l’action de

wo est semi—simple.

2.4.5. — Rappelons ([De80], n° 1.6) que si A est une espace vectoriel sur
un corps, muni d’un endomorphisme nilpotent NV, la filtration de Jacobson—
Morosov sur A est 1'unique filtration finie croissante (F; MA)iez telle que,
pour tout i € Z, N(F/MA) c F/MA et que N induise un isomorphisme

N :GriMA — GrIMA,

CoNJECTURE Cw p(X, m)faible- — Sous les hypothéses de la conjecture
Cwp(X,m), pour tout i € Z, le caractére de la représentation de Wy sur
GT{MH;”t,Z(X) est a valeurs dans Q et indépendant de £.

On vérifie (cf. [De73], prop. 8.9) que Cw p(X, m)aible => Cwp(W, m) et
que l'on a I'implication inverse dés que l'action de Wi sur les H7g, ,(X) est

semi—simple, ce qui est automatique si le corps résiduel n’est pas fini.

2.4.6. — Remarques : i) Hormis ce qui se passe pour £ = p, les conjectures
ci-dessus sont “classiques” (cf. [De73] dans le cas ou k est fini).

ii) Le théoréeme de monodromie ¢-adique de Grothendieck (cf. [Exp. I))
nous assure que, si { # p, la représentation (-adique H (X7, Q) est
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potentiellement semi-stable; en particulier la dimension sur @, de H, ,(X)
est égale au m-iéme nombre de Betti b™(X) de X et est indépendante
de ¢; cette conjecture implique donc que dimp, H;% (X) = b™(X) =
dimg, H (X%, Q,) donc que la représentation p-adique H (X4, Qp) doit
étre potentiellement semi-stable, ce qui est la “conjecture de monodromie
p-adique” (cf. [Exp. III], n® 6.2).

iii) Toutes ces conjectures sont connues lorsque X est une courbe ou une
variété abélienne (cf. [Exp. VII] et [Fo94]).

iv) Lorsque X a bonne réduction, Cw p(X, m)gible €st connue : pour tout
¢, la représentation H['(X7,Q¢) a bonne réduction et ’action de Iy sur
H" +(X) est triviale tandis que N = 0; si k n’est pas fini, la conjecture ne dit
rien de plus; si k est fini, elle revient & affirmer que le polynome caractéristique
de Frobenius est & valeurs dans Q et indépendant de ¢ (cf. [De74] pour ¢ # p,
[KM74] pour ¢ = p).

v) Nous renvoyons a [Exp.I], §3 et [RZ82] pour les quelques résultats
partiels connus dans le cas ot X admet un modéle semi-stable sur ’anneau des
entiers de K. Dans ce cas, Ik agit trivialement sur les H, ,(X) pour £ # p.
Si en outre dimX < (p — 1)/2, les résultats de Kato [Exp.VI] impliquent
que ’action de If est aussi triviale sur H}",,(X) et que dimp, Hp, (X) =
b™(X).

vi) Utilisant la notion de “log—motif” sur un corps fini, nous reviendrons
dans [Fo94] sur une version plus “motivique” des conjectures ci—dessus ainsi
que sur des variantes avec poids et nous démontrerons ces conjectures pour

les 1-motifs.

2.4.7. — Comme dans [ExplII], n°® 6.3, faisons semblant de savoir ce qu’est
un motif mixte sur K a coefficients dans Q.

Pour chaque nombre premier ¢, un tel motif M a une réalisation {-adique
H,(M) de G dont la dimension b(M) est indépendante de £. Il est raisonnable
de conjecturer que celle—ci est potentiellement semi-stable; on dispose donc,

pour chaque ¢, d’une représentation Qj-linéaire de dimension b(M) de "W
HPSi»f(M) = -@pst(Hl(M)) :

On conjecture encore que chaque Hpsy o(M) est F—semi-simple, définie sur
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Q et que les Hps o(M) forment un systéme compatible de représentations de
"W . Bien sir, ceci peut encore se réinterpréter comme au n° 2.4.4.

Remarquons que ces conjectures sont des théorémes pour les 1-motifs
(cf. [Exp.VII] et [Fo94]).
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