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Appendice 

LES N O M B R E S A L G É B R I Q U E S S O N T D E N S E S D A N S B+dr 

par Pierre Colmez 

Dans cet appendice, nous montrons que B ^ est le complété de K pour une 

topologie que nous décrivons explicitement (théorème 1). La démonstration 

diffère légèrement de celle employée dans [Co90]. Nous donnons ensuite une 

formule permettant d'écrire explicitement un élément de K comme élément 

d e BÎA. 

§ A 1 . Calcul différentiel sur les nombres algébriques. 

Les hypothèses et les notations sont celles des paragraphes 1.3, 1.4 et 1.5. 

Notons que K et A{nj = Wqk(R) s'identifient canoniquement à des sous-

anneaux de B j ^ . Soit I le noyau de l'homomorphisme 8 de B ^ dans Oc 

et J+ = I Cl A{nf. Si k G N, posons A^nj = Ainf/Ik++1. Définissons par 

récurrence une suite de sous-anneaux Oj? de O-g et de (9-^-modules fi^ en 

posant Olp = OT et, si k > 1, ft(Ar) = D-jT® fi i 
s 

k-1) 

K / ok 
et en prenant pour 

P (k) 
K 

le noyau de la derivation canonique dSk!) de O 
(k-i) 

K 
a valeurs dans n<*>. 

T H É O R È M E 1. sd (i) Si k G N , alors O 
(k) 

K = Kn(Ainf + Ik'{'1) et, pour tout 

n G N,l'inclusion de O^ dans Ainf + Ik+l induit, par passage aux quotients 

un isomorphisme Akinf/pnAkinf d C df 
K 

df 
d 

d df 
K 

(ii) Si k > 1,, d(k) est surjective et si a est l'idéal de Oj? défini en 1.4-2, 

i î^) s'identifie à K/3ik(k). 

Remarquons que (i) implique comme corollaire : 

(iii) K est dense dans BJ^ et B ^ , est le séparé complété de K pour la 

topologie définie en prenant les pnO(k) / k avec n, A; G N pour base de voisinages 

de 0. 

S. M. F 
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P. COLMEZ 

Remarque : Une autre démonstration des points (i) et (ii) pour k = 1 se 

trouve exposée au paragraphe 1.4 (dans lequel O(1)/Kst noté O1— et Q (1) est 

note II). 

Soient vp la valuation de K normalisée par vp(p) = 1, Knr l'extension 

maximale non ramifiée de K contenue dans i f , w une uniformisante de K 

et e = l/vp(w) l'indice de ramification absolu de K. Soient x E C ^ , P le 

polynôme minimal de x sur Knr et r E N vérifiant r > vp(Pf(x)). Soit r& E N 

défini par récurence par VQ = 0 et r&+i = Zrk + r (i.e. rk = (3fc — l ) r / 2 ) . Si 

a E N et k E N , posons r&(a) = inf(rfc, i>p(a)) et zk,a = prk~Vk 5A° x A 

L E M M E 2. — Pour tout k E N et tout a G N on a zk,a E C 
K . 

Démonstration : Le résultat est trivial pour k = 0. Supposons le vrai 

pour k. Utilisant la relation 

1 Vkxvc [a] 
¿k,a =d dsf sfgf 

(a-1 
prk~Vk 

on demontre par recurrence sur a, la relation 

V rk + rk(a) d<*+l) Zk,a) = pVkax a-l prk~Vkpr {ZkA), (1) 

d'où nour tout A G Knr\X] à coefficients entiers : 

prkd(k+1)(prkA(x)) CV prkA'(x)d<-k+1)\ DGG 

En particulier, si on prend pour A le polynôme minimal P de x, on obtient : 

pr"P'(x) k~Vk k~Vk VC 0 FFG FD DF F f(fc+i] 
(*fc,i) DF 0, 

et utilisant le fait que rk(a) < r^, on obtient, en multipliant (1) par pr : 

Va E N , SD 
,2rfc + r 

S 
k~Vk 

Ufc,a) = 0. (2) 

Deux cas se ürésentent alors. Si vAa) < ru. on a ZK+1„a = p2rk+rZk,a et donc 

zk+1q E CJ 
(k+1) 
A' 

car (2) imolioue d (k+1 ̂
f c + i fl) = 0. Si Vp(a) > rk, écrivons 

a = prkb et posons yk = zk,prk. On obtient alors 

d(k+1) 
(*M- l ,a ) 

_ p r f c + i - r f c + 1(a)^(fc+l) (j/t) = 6prt+,-rt+l(a)y¿-1íf (k+1= (î/fc) = o 
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APPENDICE À L'EXPOSÉ II 

car vJb) + rfc+i — rfc+i(a) > 2r& + r. Ce qui permet de terminer la 

demonstration. 

Notons (provisoirement) Ok = K fl (Ainf + Ik+l). Nous allons maintenant 

démontrer le (i) du théorème 1 par récurrence sur k. Il n'y a rien à démontrer 

si k = 0. Supposons donc que k > 1, que 0 
(k-l) 

K = Dk~l = K H {Ainf + Ik) 

et que A dsdd 
inj 

sd E sd 
inj 

sd ds dsds 
K lpn O. 

[k-i) 

K . 

T,F.MMF. 3 On a d df 
K 

C ok. 

Démonstration : Si x G ö^k-1) soit x G Ainf tel que x — x G Ik. Notons 

d^k\x) l'image de x - x dans le O^-module Ik/(Ikf + Ik+1). Alors D(k)(x) ne 

dépend pas du choix de i et Qk est une dérivation de O( k-1)> à valeurs dans 

un (9^r-module dont le noyau est Ok. On démontre alors le lemme en utilisant 

la propriété universelle satisfaite par A(k) 

Notons que ce lemme nous permet de considérer 0-£ comme un sous-

anneau de Ak 
^inf 

L E M M E 4. — Pour tout A: G N , O^) (et donc à fortiori Ok) est dense dans 

Ak 

Démonstration : Si a G O-^, soit i?a = {x G R \ x^ = a}. Soient 

a G O(k) / k x = (x(n)) G Ra P le polynôme minimal de a sur Knr, k e N 

et /(&) le plus grand entier / tel que p1 < k. Soient m un entier > 1 et 

Sm(X) = Xpm +wX. Soit xn,m G 0 ^ vérifiant (xn,m)pm + tuxn,m = x(n). Le 

polynôme minimal de xn,m sur ifnr divise le polynôme Pn,m = P ( 5 m ( X ) p ) . 

On a i*>ro = p*S'mS£-1P'{(Sm)Pn) et « „ ( / * , „ , ( * „ , „ > ) ) = n + 1/c + (1 -

p~n)vp(a) + vp(P'(a)) est indépendant de m ; nous le noterons un. Utilisant le 

lemme 2, on voit que si m > (3k — l)(un +1)/2, alors yn,m = (xniTn)pm G d s 
K ds 

On a de plus 0(yn m sd 
k~Vk d fd 71,171? et donc 

Vn,m = 
k~Vk 

moc p*S'mS£-1p* fd . 
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Elevant cette congruence à la puissance pn, on obtient 

V m > ( 3 f c - l ) ( u n + l ) / 2 , l U n . m ) 
v — (xnrn\ 

p n + m 
= [x] mod p*S'mS£-1 Ainf +Ik+1), 

ce qui implique que si <p(n) est une suite d'entiers vérifiant l im„^oo <p{n)/n = 

oo, alors y„,0(„) G O(k)/k pour n assez grand et la suite ( y „ ^ ( „ ) ) p " tend vers 

[x] dans Akinf. On en déduit que l'adhérence de O(k)/k dans Akinf contient la 

sous-Ctf-algèbre de Akinf engendrée par les [x] pour x e Ra et a e O^, et 

comme celle-ci est de toute évidence dense dans Akin f, cela démontre le lemme. 

L E M M E 5 — Vti f N , C •k 
K /pn 0 (k 

K 
et 0k I y x Qk sont des 0K/pnOK 

épaissis s ements infinitésimaux d'ordre k de Oc pnOc. 

Démonstration : La démonstration étant la même dans les deux cas (remplacer 

xxc pardfg dans la démonstration suivante), nous ne la ferons que pour 

<sdf La densité de O-— dans A% f implique que l'application naturelle de 

0{±) 
K 

dff 0W 
K 

dans Aknf/pnAknf est surjective. Composant avec la surjection 

de Aknf/pnAkinfsurOc/pnOc, on en déduit une surjection 6 de O df 
DK 

df 
d 

0 
df 
K 

sur Oc/pnOc> H reste à vérifier que ker 9 est de puissance k + 1-ième nulle. 

On peut écrire 9 comme le composé d'un morphisme 9\ de O (k) 
K 

I pn O. ,(*0 
K sur 

A, k-i 
inf I P'1 A k-i 

inj df n [k-l) 
K ip n o. 

(k-l) 
K 

et d'un morphisme 02 de Ö (k-l) 
K 

f 
fd df o 

(k-l) 
K 

sur Oc/pnOc — O0/pnöo. On sait déjà que ker 92 est de puissance fc-ième 

nulle ( et donc que (ker 9)k C ker 9\), il suffit donc de montrer que si x G ker 9 

et y E ker 0\, alors xy = 0. Mais on a .x G O. (k) 
K 

Pivn Oo et y G sdf df 
K 

Hp sff [k-l) 
K d 

Donc p ny G Ö Xk-l) 
K 

et d (k) (xp-nij) = xSk)(p-ny) = 0 car pnd^(p-ny) = 0 

et x G pnOo, ce qui implique p nxy G a 
(k) 
K 

et donc xy = 0. 

C O R O L L A I R E 6. df Ak lrin Ak c :*0 
K lpn o 

(k) 
K 

et Qk I pn O f sont canonique-

ment isomorphes. 

Démonstration : Aknf/pnAknf est l'objet initial dans la catégorie des 

oK/pnoK épaississements infinitésimaux d'ordre k de Oc/pnOc et par suite, 

les applications naturelles O (k) 
K I fs O [k) 

K df Ok IpUQk df Aìnf/pnAinf sont deS 

isomorphismes. 

106 



APPENDICE A L'EXPOSE II 

C O R O L L A I R E 7. O (k) 
K 

= 
Qk 

Démonstration : On a O(k)/k C Ok et O(k)/k /pO^' ~ Ok/pOk. On en déduit 

que la multiplication par p dans Ok/O(k))/K est un isomorphisme, et comme ce 

module est de p-torsion, il est nul; d'où le résultat. 

Remarque : Les corollaires 6 et 7 permettent de terminer la démonstration 

du (i) du théorème 1. Passons maintenant à la démonstration du (ii). 

L E M M E 8. —Qk est surjective. 

Démonstration : On a une suite exacte courte 

0 df 
dsfg C dsggd 

K dsfd Im(d(k)] 
— > 

o, 

d'où l'on déduit une autre suite exacte courte 

0 — • Im{d{k))vn > A^nf/p7lAknf —t 
<wp*S'mS£-1 

xcw o, 

et passant a la limite sur n, on voit que Tp(Im(d{ ))) s identifie au noyau de la 

projection de Aknj sur Ak~^ ; en particulier, il est non nul. Soit alors une suite 

d'éléments xn de 0^~1} vérifiant d^k\xn) = pd^k\xn+1) et Q(K) (x1) =^ 0. Soit 

y G Ik/lX + Ik+1. Il existe alors n G N et a G Ojj> tels que y = ad{k)(xn). 

Soit r G N tel que pra G Ok. On obtient d^k\praxn+r)=prad^k)(\xn+r) = y, 

ce qui permet de conclure. Comme O(k)/K = Ok, ceci permet de terminer la 

démonstration du (ii). 

Remarque : L'égalité O(k)/k= = Ok permet d'identifier SK^ et Dk ainsi que 

fî<*> et Ik/Ik + Ik+1 * (I/I+)k S K/a.k(k); la dernière égalité venant de 

l'identification entre Q(1) et i i V a ( l ) démontrée au paragraphe 1.4. 

§ A 2 . K comme sous-anneau de B+ DR 

Soient F un corps commutatif de caractéristique 0, P G F[X] un polynôme 

irréductible, F [ X ] p le complété du localisé de F[X] en l'idéal engendré par 
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P, L = F[X]/P le corps résiduel de cet anneau de valuation discrète complet 

et 7T l'image de X dans L. Alors Y = X — ir est une uniformisante de F [ A ] p 

qui s'identifie donc à £[[1^]]. Notons que si D = dP^x^ est l'unique dérivation 

de F [ A ] p de noyau L vérifiant D(P) = 1, si y G L et si Q G F[X] vérifie 

QM = », alors l'application y —• Qy = X^^Lo ^ fcV Dk(Q)Pk est la section 

de la projection de F [ A ] p sur L. En effet, D(Qy) = 0, ce qui implique Qy € L 

et de plus, QyM = y. 

Tout élément de P [ X ] p s'écrit de manière unique ^2^=0 QkPk avec Qk G 

F[x ) et deg(Qfc) < deg(P) . Une telle écriture sera dite minimale. Si y G £ , on 

note p*S'mS£-1dsgj son écriture minimale. On peut d'ailleurs calculer sgfgg 

en utilisant l'algorithme suivant : il existe une unique suite de couples de 

polynômes (Qk,Rk) vérifiant 

(i) Qo = Q et ilo = 0, 

(ii) deg(i?fc) < deg(P ' ) et deg(Qfc) < deg(P) , 

(iii) Qu + Rk + (k + 1) P'Qk+i = PRk+i. 

On a alors SM (y) = Qk pour tout k G N , comme on peut le constater en 

calculant D (E 8k=0 QkPk). 

Nous allons appliquer les résultats précédents à F = Knr. Soient y G 

A , L ï= Knr une extension finie de Knr contenant ?/, 7r une uniformisante de 

L et P le polynôme minimal de 7T sur Knr. 

L E M M E 9. — Si TT G A,-N/ est te/ g^e 0(7r) = ir, alors P ( 7 r ) est un générateur 

de J+. 

Démonstration : Soit u E R tel que t^°) = 7r. On a 7r = [u] + a avec 

a G / + et si / = [L : A'nr], alors P([w]) = [v>f] mod wAinf. Comme 

vR(uf) = 1 et P([u]) G / + , ceci implique ([Fo82a Prop.2.4]) que P ( [u ] ) est 

un générateur de J+. On peut donc écrire a = /3P([u]) avec (3 G Ainf et on 

a P(îr) = P([u])(l + Pf([u])/3) mod I+. Pour conclure, il suffit de remarquer 

que 0(l + P'([u])P) = 1 + P/(TT)I9(/3) est une unité de Oc car L est totalement 

ramifiée et donc i + p'([u])ßeA*nf. 

Si x G BJß, soit sk (x)= supjra G Z | x G wmAinf + i''"1"1}. On appelle 

écriture minimale de x toute série XlfcLo x& dont la somme est x et telle que 
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xk G ws^Ik (notons que cette condition implique la convergence de la série). 

PROPOSITION 10. sdsd y 
o o 

k=0 
6kP(y)(ï)P(ri)k est une écriture minimale de y. 

Démonstration : C'est une écriture car P(TT) G I — I2 implique que le 

morphisme Q —> Q(7r) est une injection de Knr[X]p dans B+dR et donc 

que Qy(7t) = y. Elle est minimale car P(7r) est un générateur de / + et 

deg(SkP(y)) < deg(P). 

Remarque 1 : On peut définir sk(y) sans recours à B j ^ : en effet, sk(y) 

n'est rien d'autre que le minimum de vp(6p(y)) pour 0 < i < k. De plus, 

cette proposition nous donne une description explicite de O(k)/k comme étant 

l'ensemble des x G K vérifiant sk(x) > 0. 

Remarque 2 : Une fois que l'on a identifié Q(k) avec i l / a (A;), et que l'on 

a choisit un générateur e = (e^) G -R de Z p ( l ) , on peut utiliser la proposition 

10 pour donner une formule explicite pour d^k\ Supposons y G O^"1^ dans 

la proposition 10, et soit tk l'image de ([e] — l)k) modulo Jfc+1, alors on a 

d(k\y) 6kP{y){*)6 
( 
((( 

P(n)k 

([e] - l)k 

) 
) 
) 

tk. 
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[Exp.IX] J.-P. W I N T E N B E R G E R . — Théorème de comparaison p-adique pour 

les schémas abéliens. I : Construction de l'accouplement de périodes, 

exposé IX, dans ce volume. 
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