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GERMES DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 

À HOLONOMIE PRESCRITE 

RICARDO PÉREZ-MARCO* 

JEAN-CHRISTOPHE YOCCOZ** 

I. I N T R O D U C T I O N 

Considérons au voisinage de l'origine dans C 2 un germe de champ de 

vecteurs holomorphe, X = Xi(x,y) gj 
ggj 

+ X2(x,y) g 
gj 

s 'annulant en 0. On 

veut étudier le feuilletage holomorphe singulier T défini au voisinage de 0 pai 

l 'équation différentielle: 

' x= d Xi{x,y) 

y= ff X2{x,y) 

Son caractère dépend essentiellement des valeurs propres, notées Ai et À2, 

de la partie linéaire de X en 0. 

Par le théorème de A. Seidenberg ([Se]), après un nombre fini d'éclatements 

on abouti t à des singularités primitives (ou irréductibles) où À2 ^ 0 et X1/X2 

n'est pas un rationnel strictement positif. Pour ces singularités deux situations 

se présentent: 

• Domaine de Poincaré: C'est le cas où À1/À2 G C - R _ . H. Poincaré ([Po]) 

a montré que l 'équation différentielle est linéarisable au voisinage de 0, i.e. par 
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un changement de variables holomorphe le champ X s'écrit \\x d 
dx +A 2y d 

dy 

La 

structure du feuilletage local T est alors topologiquement et analytiquement 

déterminée. 

• Domaine de Siegel: Ce cas correspond à À1/À2 G R - . On a encore deux 

cas à distinguer: X1/X2 G Q--c ' es t le cas résonant-et A1/A2 G R - — Q - . 

L'étude du cas résonant a été complètement effectuée par J. Martinet et 

J.-P. Ramis ( [ M - R l ] et [M-R2]) qui ont déterminé tous les invariants holo­

morphes d 'un tel germe de feuilletage. 

Dans le cas non résonant, on n 'a pas de résonances (d'où la terminologie) 

du type: 

Ai = Ç1A1 +92A2, 

avec ¿ = 1,2 et ç i , 92 G N* . 

Ceci permet de montrer facilement que le champ X est formellement 

linéarisable; cependant ce changement de variables formel peut diverger à 

cause des problèmes de peti ts diviseurs. Un théorème remarquable de C - L. 

Siegel ([Sil],[Si2]) montre que la linéarisante converge lorsque a = — A 2 /Ai G 

R — Q satisfait à une condition diophantinne, i.e. il existe 7, r > 0 tels que 

pour p/q G Q, 

\a-p/q\ > 7 
dh 

Cet te condition sur a est de mesure de Lebesgue totale. A. Bruno a 

amélioré la démonstration de Siegel et obtient le résultant sous une condi­

tion ari thmétique plus faible: Si (pn/<Zn)n>o est la suite des réduites de a 

cette conditon s'écrit 

B 

n>0 

v l o g Ç n + i 

9n 
< +00 
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Par ailleurs il est connu qu'il existe des valeurs de a G R — Q pour 

lesquelles la linéarisante peut diverger (Bruno, Ilyashenko, Pyartl i) . La topolo­

gie du feuilletage dans le cas non linéarisable n'est pas comprise, on va voir 

qu'elle peut être très complexe. 

Dans la suite on se placera dans le domaine de Siegel avec a = — A2/A1 > 

0 rationnel ou irrationnel. Dans ce cadre il existe deux variétés analytiques in­

variantes par le champ de vecteurs X qui passent par l'origine (Briot-Bouquet 

[Bri], H. Dulac [Du]). Plus précisément, après un changement de variables 

holomorphe, le champ À' s'écrit 

-Y = À!*(1 + . . . ) 
a 

ax 
+ A2y(l + ...) 

d 

dy 

donc les axes {x = 0 } e t { < / = 0} sont des variétés invariantes de X (une 

démonstration se trouve dans [M-M] appendice II). On peut alors considérer 

Vholonomie de la variété invariante To = { (x ,0 ) ;x ^ 0} suivant le lacet 

7 : [0,1] —• C 2 , 7 (2 ) = (e"~ 2 7 r U ,0) (quitte à conjuguer par une homothétie). 

Pour cela on choisit une transversale holomorphe S en (1,0) à To (par exemple 

\x — 1}), et on relève 7 aux feuilles voisines de To. L'application de retour 

sur E définit (en considérant une carte sur E) un germe de difféomorphisme 

holomorphe de ( C , 0 ) , f(z) = Xz + 0 ( z 2 ) , et on montre facilement que À = 

e2nia ([M-M] p . 480 pour plus de détails). 

Les choix du lacet 7 dans sa classe d'homotopie dans To-, de la transversale 

E et de la carte sur E n'affectent pas la classe de conjugaison de / . De même, 

si on transforme le feuilletage par un germe de difféomorphisme holomorphe 

de ( C 2 , 0 ) , l'holonomie obtenue pour la variété invariante correspondante est 

encore dans la même classe que / . 

En résumé, on obtient ainsi une application, notée i î o / Q , définie sur 

l'ensemble des classes de conjugaison de germes de feuilletages holomorphes 

singuliers de ( C 2 , 0 ) dans le domaine de Siegel avec a = — A2/A1 > 0 à valeurs 

dans l'ensemble des classes de conjugaison des germes de difféomorphismes 

holomorphes de (C ,0 ) de partie linéaire z i-> S F S F e 2 i r t a z . 

On démontrera ici que cette application est bijective. En d'autres termes, 

la classification analytique de tels germes de feuilletages singuliers est la même 

que celle des germes de difféomorphismes holomorphes de ( C , 0 ) . 
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(x=01 

(У=0) 

О 

S 
f(z) 

У 
OJO) 

J . -F. Mattei et R. Moussu ([M-M]) ont montré que T est linéarisable 

si et seulement si / est linéarisable (i.e. conjugué par un difféomorphisme 

de ( C , 0 ) à sa partie linéaire), et, plus généralement, que les holomomies de 

deux feuilletages sont conjuguées si et seulement s'ils sont eux-mêmes con­

jugués. La démonstration consiste à prolonger la conjugaison, définie sur les 

transversales, le long des feuilles. Ceci démontre l'injectivité de Hola pour 

toute valeur a > 0. 

La bijectivité est immédiate lorsque a G B. En effet, les techniques de 

Siegel s 'appliquent aussi pour les germes de difféomorphismes holomorphes 

de ( C , 0) pour démontrer la linéarisabilité lorsque a £ B ([Sil], [Br]). Dans 

ce cas, le deux ensembles de classes de conjugaison sont réduits à un seul 

élément. Le cas a G a été résolu par J. Martinet et J.-P. Ramis ([M-R]) 

qui, à part i r de la classification des germes obtenue par J. Ecalle et S.-M. 

Voronin (pour a G Q!j_, [Ec], [Vo]) ont montré qu'on pouvait réaliser tout 

germe holomorphe f(z) = el'K%ccz + 0(z2) comme holonomie des feuilletages 

considérés. Ceci prouve la surjectivité de Hola lorsque a G Q!f. 

On se propose de démontrer la surjectivité dans le cas général a > 0 : 
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THÉORÈME- Pour a > 0, tout germe holomorphe f(z) = e2wiaz + 

0(z2) est réalisé comme holonomie d'un feuilletage dé fini par 

i.e. l'application Hola est bijective. 

La démonstration n'utilise aucun résultat relatif à la structure des classes 

de conjugaison qui, comme on sait (voir ci-dessous), est compliquée dans le 

cas non linéarisable. Elle ne distingue pas le cas rationnel du cas irrationnel. 

Ceci donne une démonstration du théorème de Martinet et Ramis qui n'utilise 

pas la structure connue de la dynamique rationnelle. 

Le théorème montre l'équivalence de deux problèmes. Il se trouve que 

celui relatif aux germes de difféomorphismes de (C ,0 ) est mieux étudié. On a 

déjà indiqué que pour a 6 B tout germe holomorphe f(z) = e2irtaz+0(z2) est 

linéarisable. Le deuxième auteur a montré que cette condition arithmétique 

est optimale : Si a £ B il existe un germe holomorphe f(z) = e2ntaz + 0(z2) 

non linéarisable. D'où l 'optimalité pour les feuilletages: 

Corollaire 1. Si a £ B il existe un feuilletage singulier défini par un 

x = -ar(l -h ...) 

y = ay{l + ...) 

germe de champ de vecteurs holomorphe X = -*(! + ...) d 
dx 

+ ay(l + ...) d 
dy 

non linéarisable. 

Les applications / construites dans [Yo] ont des orbites périodiques qui 

tendent vers l'origine et on peut fixer avec liberté la classe de conjugaison de 

l'application de retour au voisinage de ces orbites périodiques. Ceci fourni 

une grande variété de singularités de feuilletages holomorphes de topologie 

très complexe. 

D'autres exemples sont obtenus à part ir des applications f(z) = e2ntaz + 

0(z2) sans autre orbite périodique que 0 construites par le premier auteur 

([PM]) lorsque a satisfait 

n>l 

qn

 1 loglogç n +i = +oo. On a 

Corollaire 2 . Sous la condition arithmétique précédente, il existe un 

feuilletage singulier défini dans un voisinage U de 0 par un germe de champ 

de vecteurs holomorphe X = —x(l + ...) d 
dx + ay(l + ...) a 

dy 
non linéarisable 

et dont toute feuille dans U — {xy = 0} est simplement connexe. 
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Un autre résultat de [PM] montre qu'ici encore la condition arithmétique 

précédente est optimale pour avoir ce phénomène. 

Il se pose naturellement la question de savoir quand est-ce qu'on peut 

réaliser globalement, par exemple dans P 2 C , ces feuilletages locaux. Les 

considérations sur les germes de difféomorphismes peuvent laisser penser que 

c'est le cas pour tout a fi B pour les feuilletages non linéarisables du corollaire 

1 : Si a fi B, f(z) = e 2 7 r m 2 + z2 est non linéarisable ([Yo]). Mais, on peut 

être plus sceptique quand à ceux du corollaire 2 : Pour a fi S , le deuxième 

auteur a montré que f(z) = e 2 7 n a z + z2 a une suite d'orbites périodiques qui 

tendent vers 0. 

On décrit ci-dessous l'idée de la démonstration du théorème faite en II. 

U n e façon nature l l e d e cons idérer le feui l le tage s ingul ier T. 

On a vu que dans le domaine de Siegel avec a = — A2/À1 > 0, le feuilletage 

T est défini dans des coordonnées convenables, par : 

x = FHF + ...) 

I y = ay(l + ...) 

La géométrie intéressante de T se trouve en dehors des axes invariants, 

i.e. dans un voisinage de 0 privé de {xy = 0} . Il est donc naturel et commode 

de se placer dans le revêtement universel E : C 2 —* C 2 — {xy = 0} défini par 

2iriii — -1 + (9(exp[-27rMax(Im2i,Im22)]) 

L'ouvert {0 < \x\ < e,0 < \y\ < e} se relève en {Im^i > C,lmz2 > C} 

(avec exp(—2nC) = s ) , et le champ en un champ 

2iriii — - 1 + (9(exp[-27rMax (Im2i ,Im2 2 ) ] ) 

2mz2 = a + 0(exp[-27rMax(Im2i,Im2 2 ) ] ) 

Les feuilles du feuilletage associé sont proches de plans {z2 + azi = de}. 

On récupère le feuilletage T initial en quotientant C 2 par 7 \ et T 2 , 

T1(zuz2) = (z1 + l,z2), 

T2(ZUZ2) = (ZUZ2 + 1), 
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et en t ranspor tant par E. Il existe un changement de variables holomorphe, 

proche de l 'identité, (¿^,¿2) *-+ ( ^ 1 ^ 2 ) qui rend le feuilletage linéaire et 

per turbe T\ et T2 en des applications F\ et F2 qui commutent et sont proches 

de Ti et T2 respectivement. 

Il est donc naturel de penser qu'on peut récupérer tout feuilletage à partir 

du feuilletage linéaire de C 2 , z-i + az\ = cte, en quotientant un domaine 

approprié par deux applications F\ et F2 telles que ci-dessus. C'est à dire, 

faire passer la non linéarité dans les applications de recollement plutôt que 

dans le feuilletage. C'est cette idée qui est mise en oeuvre. 

Comment reconstruire un feuilletage à partir de son holonomie. 

Soit a > 0. Le cas d'une holonomie linéaire est très simple. Considérons 

le feuilletage de C 2 en droites complexes z^ + OLZ\ = cte, i.e. défini par la 

(1,0)-forme dz2 + adzi. On quotiente C 2 par les translations 7 \ et T2 définies 

auparavant. La (l ,0)-forme dzo + otdz\ est invariante par T\ et T2, passe 

au quotient, et définit un feuilletage holomorphe de C 2 / Z 2 . Or l'application 

E : C 2 / Z 2 —• C 2 — {xy = 0} , est un difféomorphisme holomorphe. La forme 
dy dx 

dz2 + otdz\ devient h a—. On a construit ainsi le feuilletage linéaire de 
y x 

C 2 définit par xdy + aydx , d'holonomie linéaire. 

On veut réaliser de la même façon l'holonomie d 'un représentant f(z) = 

e2lTlaz + 0(z2) d 'une classe quelconque de conjugaison. Quit te à conjuguer 

par une homothétie, on peut supposer / défini sur le disque unité D et on 

peut relever à H = {z G C ; I m z > 0} vu comme revêtement de D — {0} via 

l 'application z H-> exp(27nz). On obtient F : H —• C, F(z) = z + a + $(z), 

avec $ Z-périodique et lim $(z) = 0. On peut supposer ||$||c°(H) petit . 

On considère à nouveau le feuilletage de C 2 par les droites complexes 

{z2 + otz\ = c te}. Cette fois on voudrait quotienter un domaine de C 2 par 

l 'action de 

^ l ( - l ,*2) = (¿1 + l , ^ 2 + ^(^2 + ^ i ) ) , 

^2(21,22) = (*1,22 + 1)-

On ne considère F\ et F2 que dans un domaine U où lm(z2 + azi) > 0 

et $ est définie et petite en valeur absolue. Donc on a Fi oF2 = F2oFi et Fi 

et F2 sont proches respectivement de T\ et T2. La feuille passant par le point 
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(0, z2) sera identifiée avec celle contenant (1 , z2 + $(22)) qui passe elle-même 

par le point (0, z2 + a + $(22)) = (0, F(z2)). Donc l'application de retour du 

lacet j(t) = (1 — t, ¿2 + $(^2) + otf), 0 < t < 1, sur la transversale {z\ = 0} 

est précisément F . 

On peut quotienter ¡7 par l 'action de F\ et F2, et obtenir une variété 

complexe M . Pour poursuivre la construction il faut montrer que M est 

biholomorphe à un voisinage de 0 dans C 2 privé de {xy = 0} . Ceci est vrai 

pour la structure C°° : En effet, on peut conjuguer de façon C°° F\ et F2 à 

ï i et T2 respectivement (II.3), ce qui revient à construire un difféomorphisme 

v de classe C°° de M dans W C C 2 / Z 2 . On peut aussi multiplier la forme 

dz2 + otdz\, par une fonction de classe C°° pour qu'elle passe au quotient 

(II.3). Puis le difféomorphisme E : C 2 / Z 2 —» C 2 — {xy = 0} envoi W sur un 

voisinage de 0 dans C 2 privé de {xy = 0} , où l'on obtient un feuilletage de 

classe C°° . Ainsi la construction en classe C°° est triviale. 

La clé de la construction est que l'on peut per turber le difféomorphisme v 

en un difféomorphisme holomorphe de M dans C 2 / Z 2 . Le défaut d'holomorphie 

de v est localisé dans une de ces coordonnées (II.3). On est amené à résoudre 

une équation d avec des estimées (II.6 et II.7). Pour cela l'outil essentiel 

est une variante d 'un résultat de L. Hôrmander ([Hol], [Ho2]), repris dans 

l 'appendice (III). Il faut d 'abord se placer dans une variété de Stein. Or, en 

choisissant convenablement le bord de l'ouvert U où est réalisé le quotient, 

on peut construire dans M une fonction strictement plurisousharmonique, 

minorée et propre (II.5); donc M sera une variété de Stein (II.5). Ensuite, 

en utilisant que le difféomorphisme C°° , de M dans W est C4 proche de 

l'identité dans les coordonnées (¿1, z2) sur U (IL4), on résout dans M une 

équation 8 dont la solution est pet i te (le défaut d'holomorphie l'est aussi, cf. 

estimées II.4 et II.7); ceci permet de perturber v en un difféomorphisme holo­

morphe v : M —• W C C 2 / Z 2 . Finalement Eov est l'uniformisation cherchée. 

Il faut encore résoudre une équation d pour le défaut d'holomorphie de la 

forme C°° qui définit le feuilletage sur M et obtenir ainsi une (l ,0)-forme 

holomorphe pour le feuilletage final (1.8). 
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II.Démonstration du théorème. 

1. Nous rappelons les notations déjà introduites. On notera dans la suite 

D = {z G C; \z\ < 1} et H = {z G C; Im z > 0} . 

2. Fixons une fois pour toutes un nombre réel a > 0, un nombre réel 

s G]0,1[, ainsi qu'une fonction rj : R —» R monotone de classe C°° vérifiant 

0 < V < 1, Î/(<) = 0 pour t > 2 /3 et 7](t) = 1 pour t < 1/3. 

Nous posons a i = (1 + t ) a , a2 = (1 — e ) a et noterons C i , C2, . . . 

des constantes ne dépendant que de 77, a . Donnons-nous un germe de 

difféomorphisme holomorphe f(z) = e27rtaz + C?(z2) de ( C , 0 ) . Quitte à con­

juguer / par une homothétie, il existe un relèvement 

z F(z) = z + a + $(z) 

de / par le revêtement z 1-» e 2 7 r t z de D* par H , tel que F soit holomorphe et 

injectif dans H , et que la fonction Z-périodique $ vérifie : 

lim * (z ) = 0, 
Im z-+oo 

et pour 0 < t < 4, z G H , 

|D*'*(z)| < 
1 g—27Tlm z 

3.Posons : 

# = {(¿1,^2) G C 2;Im(2& + a z i ) > 0} 

Définissons dans U les applications : 

Fi(zuz2) = (zi+l,z2 + Q(z2 + az1)), 

F2(zuz2) = (21,^2 + 1). 

On a Fi o F2 = F2 o i<\. On va quotienter une partie de U par l'action 

de Fi et F2. 

On définit 

^0(^1,^2) = rj(Rez1)^(z2 + azi), 

vi(zi,z2) = r / ( R e ^ ) l o g ( l + D$(z2 + az1)). 
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On considère l 'application 

v{zi,zWW2) = (zu z2 + vFHWF0(zu z 2))WC = (wuw2), 

puis la ( l ,0)-forme de classe C°° : 

Q0 = ev^FFWz^Z2\SFdz2 + adWCz1). 

D'après les estimations sur $ dans H, nous avons : 

L e m m e 1. Soit dl une dérivée partielle d'ordre inférieur ou égal à trois. 

Pour i = 0,1 et (zijZ2) EU, on a 

\dlVi(zi,FHz2)\ < C\ exp[-27rlm(z 2 + OLZ\)). 

Notons Ti : (wi,w2) i-> (w\ +FH l,w2) et T2 : (wi,w2) H-> (WI,W2 + 1) les 

translations indiquées de C 2 . Nous avons clairement : 

v o F2 = T2 o v, 

v o Fi = T; o v, 

D'après le choix de 77, nous avons aussi, pour (zi,z2) E U C\ Fx

 1(U), 

| R e * i | < F H F F 1 / 3 : 
v о Fi = T; о v, 

v o FiFH = T; o v, 

Posons alors, pour i? > 0 (figure) : 

V* = { ( w i , w 2 ) ^ C 2 ; - 1 / 4 < R e w t < 5/4, Im(w 2 + ou;!) > 0, 

lm(tt>2 + a\Wi) lm(w2 + a2w\) > i?} , 

v o Fi = T; o v,v o Fi = T; o 

La part ie , 

{ ( w i , w 2 ) G C 2 ; Im(w 2 + aw\) > 0, Im(w;2 + aiW\) ìm(w2 + a2wi) = R}, 

est invariante par T\ et T 2 . D'après les relations ci-dessus et le lemme 1, on 

obtient : 
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h=0 
hi=0. 

Im w 2 

Im W] 

hf=0 

L e m m e 2 . Supposons R > C2. 

a) La restriction de v àUR est un difféomorphisme de classe C°° sur VR. 

b) En quotientant UR par Fi et F2, on obtient une variété complexe MR, 

et v induit un difféomorphisme de classe C°°, noté v, de MR sur VR/Z2 (VR 

quotienté par T\ etT2). 

c) La forme fio définit une (1,0)-/orme de classe C°° sur MR, qu'on 

notera Qi. 

4. On notera TT l 'application canonique de UR dans MR. On définit des 

applications de classe C°° dans MR (OU UR) par : 

^1(21,22) = Im ( z 2 + ^0(^1,22) + OÙ\ZI) = Ln(w 2 + oc\Wi) 

J*2 (21,22) = I m ( 2 2 + v0(z1,z2) + «221) = Im(w 2 + a2wi) 

h(zi,z2) = ~(hi +h2) = Im (z 2 + vo(zi, z2) + OLZX) = Im(u;2 + aw1). 

Pour 7 = 1,2, posons u)j = dhj. D'après le lemme 1, on obtient : 

L e m m e 3 . Supposons R> C 3 > C 2 . 
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a) Les (l,0)-formes u)D\, uDGD>2 constituent en tout point de MR une base de 

Vespace cotangent holomorphe à D M R . 

b) Posons dV == (i/2)2DüJi/\L)i/\u)D2DG/\Ü2DG Det notons dDGVo Vêlement de volume 

canonique de C 2 . Dans UR on a : 

C^dVo < n*dV < FFCD4dV0. 

c) On a 

du>i = du>2 = 0, 

duj\ = duo — dd Im VQ = 

FH 

dicjJe\<cseSFS-2«h, 

où les Cj,k € C°°(MR) vérifient 

\cj,k\ < CFHH5e-2*h, 

\dicjJe\DD<<<cFDsHHFe-2«h, 

\Bicjtk\ < C5e~HFF2*Fh, 

avec dcjtk = dicj,k <*>l + Y>i ^ici,k "l-

5. Soit V> une fonction de classe C2, à valeurs réelles, définie dans 

{(hi,h2) G R 2 ; / i i >S 0, Y Y h 2 > F 0 , hxh2 > R)fff 

On suppose R > Cz, et on associe à V» la fonction 

dFQiSGFWCWScjJe\<csYe-2«h,dicjJe\F<cse-2, 

définie dans M/j (ou UR). D'après le lemme 3.a, on peut écrire 

ddtp = 

GS 

dicjJe\<csFFe-2«h, 

avec, d'après le lemme 3.c, 

dicjJe\< 
d2é 

dhjdhk 
ci,k 

' drj> 

dhi 

SFSF 

dh2 

o (hi,h2). 
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Considérons d 'abord la fonction : 

&0)(hiM) = - l o g ( / i i / i 2 -R) = - log/». 

Nous avons : h\h2

2 - R2 

h\h2

2 - R2 

h\h2

2 - R2 

dh2 

= -2hp-\ 

h\h2

2 - R2 

dh\ 
h\h2

2 - R2 

h\h2

2 - R2 

h\h2

2 - R2 
h\h2

2 - R2 

d2№ 
dhidh-z 

= Rp-2. 

Observons qu'on a, pour (C1X2) G C 2 : 

^ I C I | 2 + ^ I C 2 | 2 + Ä(CIC2 + C2C I ) > 
h\h2

2 - R2 

h2 + h\ (ICil2 + IC2|
2), 

> ( 2 Ä 2 ) - V Ä ( | C I | 2 + IC2|2). 

D'après le lemme 3.c, on en déduit : 

(i) V $ OC* > P-1 ((2h2)-1 R - Cehe-2«») (|d|2 + |C2|
2)-

De même, avec ^ ^ ( А ь Л г ) = h\ + h\ et ^ ^ ( Л ь Л г ) = — (̂̂ 1 + ^2), nous 
obtenons : 

(2) 

(3) 

'M Ciâ > (2 - C6he~2"h) (IC1I2 + IC2I2), 

^5 Ciâ > - C s e - ^ d d l 2 + K2I2). 

L e m m e 4 . Pour R > C7 > C$, MR est une variété de Stein. 

D é m o n s t r a t i o n . Soit ip = ^ ( 0 ) + G C°°(MR). Comme on a h > 

R1!2 dans MR, la fonction tj) est, d'après les inégalités (1) et (2), strictement 

plurisousharmonique dans MR si R est assez grand. Par ailleurs, pour tout 

a € R,dl2 + K2dl2 + K2 00, a]) est clairement compact .0 

6. Nous reprenons les notations de l 'appendice, CJI, u>2 étant définis 

comme ci-dessus. 
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D'après le lemme 3.c, nous avons dans l 'appendice (Ai) : 

4*D = o, 

0O = 0X = C5e"27r\DFD 

et nous pouvons choisir 

0 O = 0X = C5 XeSS"2 7 r\ 

Nous allons appliquer le théorème de l 'appendice, en choisissant pour </> 

la fonction associée à 6 = + t M 2 \ et en prenant : 

0 = {$h2

P)S-xR, 

p = h\h,2 — R-

D'après les inégalités (1), (3) ci-dessus, nous avons effectivement, si R > 

C& > C7 : 
Im(w2 + «t-wiSSS) > (1 + a<SSFSF)FFF/2 + #1/2}, 

D'après la définition de 77, pour i = 0,1, —Bv, définit une (0, l)-forme /,• 

de classe C°° sur M # , évidement 5-fermée. D'après le lemme 1 et le lemme 

3.b, on a, pour R> Cg > Cg: 

HF<X 
e~x\fi\2é-*dV DDG< 1. 

Il existe donc, d'après le théorème de l 'appendice, une fonction u, G 

C°°{MR) vérifiant: 

(4) 

(5) 

dui =G fi, 

X<SW 
\ u A 2 p e 2 n h d V G S < 1 . 

7 . Posons 

VR = {(wi,w2) e C 2 ; 0 < RewiQ<<< < 1, ìm^ +SSGQQ awì) > 0,ST 

Im(w 2 + «t-<<GGGwi) > (1 + a<)/2 + # 1 / 2 } , 

t>R = {(wuw2) 6 C 2 ; 0 < Rewi SGS< 1, Im(<<ti;2 + awi) > 0,ZRZ 

Im(w2 + aiwi) > (1 + a<<{) + R1/2}, 

ÛR = v<<-l{VR). 
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et pour i = 0 , 1 , 

yi = Vi + Ui FO 7T. 

Les applications ¿0, v\ sont holoinorphes dans 

L e m m e 5 . Supposons R > Ciò > C9. Dans £/r, on a, pour i = 0 , 1 , 

¿ = 1,2 : 
yi = VF + Ui O 7T. 

Où,-1 

Ô2j 
< eF-Gwh. 

Démons t ra t ion . Soit z° € C'A, et A le polydisque: 

QA {FHFF<<<?.(zuz2)eFFHC2;\z1-z°1\ < 
1 

10 ' 1̂ 2 - 4\ D< 
1 

10 

D'après le lemme 1, on a A C Ur si R est assez grand. Pour z € A, et 

.R assez grand, on a aussi 

\h(z)-h(z0<<CVVV\ <CBC1U 

hi(z) > 
1 

4 
( l + a i ) +DD A 1 / 2 , 

d'où p(*) = hx(z)hi{z) -R> \R}I2. 

Le lemme résulte donc de l'inégalité (5), du lemme 1 et des estimations 

de Cauchy (compte tenu du lemme 3.b) .0 

8. Posons : 
v{zuz2) = (ziFH,z2 + v0(zi,z2)), 

Ü0 = e^Zl'z^(FFdz2 + adz1), 

UR = v-1(FVRF)nÛR, 

MR = n(ÜRF). 

A part ir des estimations du lemme 5, on obtient immédiatement 

L e m m e 6. Supposons R > C\i > C\q. 

a) La restriction de v àUR est un difféornorphisme biholomorphe sur VR 

et induit un difféornorphisme biholomorphe (qu Jon note encore v) de MR sur 

Vr/Z2 = WR. 
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b) La 1-forme Qo induit une 1-forme holomorphe (encore notée Qo) sur 

MR. La 1-forme Q2 = (V^YÛQ sur WR s'écrit: 

Q2 = Ai{ui,u2)adui + A2{ui,u2)dUYIYVVVVu2, 

où les Aj vérifient: 

\Aj{uuu2) - 1| < C\Aj{uJuu2) SFS- lze-VVIrHFHF 

9 . Les fonctions Aj é tant Z2-périodiques, on peut écrire, d'après le lemme 

6 
\Aj{uuu2) - 1| < Clze-*Irn^+a^\\Aj{uuu2)KKMM - 1| < J\AFHCl 

les fonctions Bj étant Z2-périodiques et bornées. Posons: 

DR ={(x,y) G C2;\y\\x\ai < e-W+WWW°SSS<+RlSFS\ 

DR = DDD{XVVV(x,FFy)£DGR;x^0,y^0}. 

et notons 
E: (u>uu2) i-> (x,y) = ( e 2 ^ e 2 ™ 2 ) . 

C'est un difféomorphisme biholomorphe de WR sur D*R. Avec B{ = B{ o E, 
la 1-forme Ü = (E~l)*Q2 s'écrit: 

Q = (y 1 + xB2(x,y))dy + (x 1 +yBG1(x,y))adx. 

Les fonctions B,-, holomorphes et bornées dans DR, s 'étendent en des fonctions 
holomorphes dans le domaine de Reinhart DR. La 1-forme fî est donc bien 
du type recherché. 

10. Notons To le feuilletage holomorphe défini par Ûo dans UR, et T le 
feuilletage holomorphe défini par fi dans DR. Les feuilles de To sont les 
surfaces de niveau de la fonction z2 + otz\, et T est l 'image directe de To par 
Eov. Posons 

E = { ( x , î / ) e f l f i ; x = l } , 

E* = E-{(G1,0)} , 

Eo = {(* i ,*2 )e tfÄ;*i = o}, 

S i = {(zuz2) G ÛRIZX = 1} = Fi(Eo) . 

L'application E o V/FHQ est un revêtement universel de E* par So, et z = 
e2mz2 est une coordonnée sur E. Les points (0, z2) et 2G<i(0, z2) = (1 , z2+$(z2)) 
ont même image par E o 5, et le point (1, z2 + $(z2)) appart ient à la même 
feuille de To que (0, z2 + a + $(z2)). Par conséquent, l 'holonomie sur E de T, 
correspondant au lacet t G [0,1] h+ (e"~27rt*,0) de la feuille {y = 0} , est égale 
à F dans la coordonnée z sur E. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 
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III. Appendice. 

A o. Nous reproduisons ci-dessous, dans la situation particulière qui nous 

intéresse, des estimations L2 dues à Hôrmander ([Hol], [Ho2]) sur l 'opérateur 

d dans les variétés de Stein. Nous ne traitons, pour simplifier les notations, 

que le cas des fonctions, qui est le seul dont nous avons besoin. 

A i . Soit M une variété de Stein, de dimension n, munie d'une métrique 

hermitienne. 

On suppose qu'il existe des formes u>i , . . . ,u ; n de classe C°° sur M , de 

type (1,0), formant en tout point de M une base orthonormée de l'espace 

cotangent holomorphe à M. 

On note dV = (i/2)nuji A LJ\ A . . . A un A un l'élément de volume associé 

à la métrique hermitienne. 

Pour une (0, l)-forme / = ]T) /t-u;t- (resp. ime (0,2)-forme / = ^2iKj fijuJiA 

cjj), on pose : 

I / I 2 = 

i 
i / . f (resp. |/GG|2 = 

»<i 
:Gi/.-,ii2)-

Pour ime fonction w G C ° ° ( M ) , on pose : 

dw = dw + dw = 

DG 

d{W LJi 

i 

diw GUi, 

ddw = 
j,k 

wjik UjNHH Auk. 

On introduit des fonctions a),k 
C),k e c°°(M) par les formules, 

GDGD 1 

2 
HH 

\Aj{uuu2) - 1G| <HH vvClze-*Irn^+a^\ 

dui = 

SS 

\Aj{uuu2) - 1ddw<| 

Finalement, on se donne deux fonctions réelles 00, Q\ G C°(M) vérifiant: 

\c),\ F< 0o FF 
\dicik\ <6i F ,F 
\AjG{Guuu2HHF) - F1| 

\<k\ <FFF «o, 
\Aj{uuuF2) - 1 

\Aj{uFuu2) - 1| 
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A 2 . Le résultat suivant est essentiellement du à Hôrmander (cf [Hol] 

p.92). 

Théorème. Il existe une constante A, ne dépendant que de la dimen­

sion n de M, possédant la propriété suivante : étant données une fonction 

6 G C ° ( M ) , strictement positive sur M, une fonction <j> G C2(M) stricte­

ment plurisousharmonique sur M, et une (0,1)-forme f de classe C°° sur M 

vérifiant 

FH 
4>jjk ZFJFjDzk> + DDDDZFJFjDzk> + + 

3 

N 2 

'M 
6-l\f\2e^FdDV < +00,DD 444<9/ = 0, 

il existe u G C°°(M) vérifiant : 

du = /, 

M 
\u\2e-*dV < 

M 
eDRRD-l\f\2e^dv. 

A3. On fixe jusqu en Ai une fonction <f> G CZ{M). Pour une forme u de 

classe C 1 , on pose, 
6uF =F e^die-tu), 

Su F=F e^d{e^u) 

Pour une fonction w G Cl(M), on pose aussi, 

Sw = V8iW u; , 6iW D=e^DDdi(e ^w), 
Sw = V8iW u; , GGG6iW DD=eDD^di(e ^w), 

L e m m e 1. Pour une forme u de classe C2, on a : 

(dS + Sd)DD D(u) = dd</>Au. 

Démonstration. En effet, on a 

Su — du — d<fD> A u;, 

6u = du — Ddò Au, 

6du = ddu - d(fD> A <9u>. 

(96a; = d(du; - 0D<j) A cj)D = dôw - #d</> Au + d(j) A du, 
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d'où le l emme.0 

L e m m e 2 . Pour w 6 C2(M), on a : 

<t>j,k w = (6jdk - dkSj)(w) 
i 

6iW U>i 

i 
cijôiw. 

D é m o n s t r a t i o n . En effet, on a : 

dSw = d 
i 

6iW U>i v 

D 

dkôjiv + 

i 
4,*6 i W 6iW U>i 

6dw — 6 
i 

diW u)i 

FF 

SjdiçW 
i 

6iW U>i Uj A uk. 

w dd(f> = 
j,k 

6iW U>i 
6iW<qdqsd U> 

et on conclut d'après le lemme 1.0 

A 4 . Pour 0 < i < 2, on note D{ l'espace des (0, t) formes de classe C°° 

à support compact sur M . On note T : DQ —• D\ et S : D i —• D2 l 'opérateur 

B. Pour / G A j on pose : 

H / H 2 = 
IM 

Iffe-hhUV. 

Pour 1 < j < n, posons : 

6iW U>i 

k 

6iW sUssggw>i 

L e m m e 3 ( Intégrat ion par part i e s ) . Pour v,w G Do, on a : 

M 
(djV w + v 6jW + bjvw)e ^dV = 0. 

D é m o n s t r a t i o n . Posons 

u^ïï = (i/2)nui A Ui A . . . A cjj_i A Uj-i A Uj A u;j+i A Uj+i A . . . A un. 
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On vérifiGe qu'on a : 

duU) = dGJGFGu^ = -bjdV. 

Le lemme résulte donc de la formule de Stokes appliquée à la forme 
6iW U>i6iW U>i 

A 6 . Un calcul immédiat donne le : 

L e m m e 4 . Soit f = ^ /,-a;,- G D\. On a 

Sf = 
j<k 

djfk - dkfj 
i 

6iW U>i 6iW U>i 

Soit T* : Di —» Do l 'opérateur défini, pour / = \ifiUi € Di, par 

T*f = -
t 

(Sifi F+ hfi). 

L e m m e 5. Pour v G Do, f G D\, on a, 

<TvJ>DG,=< vGJJG,T*f>Dn, 

les produits scalaires hermitiens étant ceux associés aux normes préhilbertiennes 
introduites en A4. 

Cela résulte immédiatement du lemme 3 appliqué à w = / j , par somma­

tion sur j . 

A e . On a, 

P r o p o s i t i o n , II existe une constante A > 0, ne dépendant que de la 

dimension n de M, telle qu'on ait, pour f = VV faQi G D\: 

IM 
e-+' 

DG 
{<l>j,kfjfk+ 

1 

2 
Ô J , | 2 W < 6 i W U > i T T T | | 5 / | | 2 + | | T * / I I 2 + ^ 

JM 
(0T2o+0i)\f\2e~*dV. 
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Démonstration. On désigne par A\, A2,... des constantes ne dépendant 

que de n. On pose : 

B0 = 
M d 

\djfk\
2 e-*dV, 

Bi 
IM 

0i\f\2e~*dV, 

B2 = 
'M 

9%\f\2e-+dV. 

D'après le lemme 4 et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a 

(1) 
J M 

xxv 

\Bjfk - Bkfjl2 e~*dV < \\Sf\\2 + A,B2 + A 2 ( B 0 5 2 ) 1 / 2 . 

D'après le lemme 3, on a, 

(2) 
M 

hfAfi^dV = -
'M 

(Bfbjfj + bjBifj + bibjftfie-OdV, 

donc on obtient, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

(3) 
M 

x<, 

Sjfjôkfk e~*dV < \\T*f\\2 + A3B2 + MBwwcX + AsiBowwvvBtf'2. 

D'après le lemme 3 on a : 

(4) 
M 

Sjfjôkfke-OdV = -
xw 

{Bkèjfj + bk6ifj)fke-'»dV. 

En procédant comme pour (2) et (3), on obtient : 

(5) 
M 

hfk6jfje-*dV < AZB2 + A^Bi + A5(B0B2)
1/2. 

D'autre par t , d 'après le lemme 2, on a : 

(6) -fkdkSjfj = (t>tkfjfk - fkàjdkfj + fk 
i 

fkàjdkfj + fk feyyyekàjd 

D'après le lemme 3, on a : 

(7) xc< 
J M 

fkSjdkfje-+dV = 
wx 

(Bkf&fk + hfk8kfj)e-*dV. 
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En rapprochant (4),(5),(6) et (7) on obtient, en procédant comme précédemment 

(8) 

bn, 
Vjfjhfk - 4>j,kfjh - Ôkfj8ifk)e-+dV\ < A6B2 + A7B1+As(BoB2)

1'2. 

Finalement, on observe que 

fkàj 
djfk - dkfj\

2 

j,k 
(fàfkf-fffhdkfjBih)..w 

donc en joignant (1), (2) et (8), on obtient : 

J3n4 
IM cv<< 

<t>j,kfifk e-*dV < W\\SWXXf\\2+\\T*f\\2<A9B2+A10B1+A11(BoB2/ 

Il suffit alors d'observer qu'on a A\\(BoB2)
1'2 < fkàjdkfj 

1 

4 (Bo + AlM.O 

Ar. Pour 0 < i < 2, notons H{ l'espace de Hilbert complété de D{ pour 

la norme préhilbertienne introduite en A4; H{ est l'espace des (0,1) formes / 

à coefficients dans L? telles que: 

l l / l l 2 = 
x<w; 

| / | 2 e " W < +00. 

Nous notons encore T , T*, 5 les extensions naturelles de ces opérateurs 

et -D(T), -D(T*), D(S) leurs domaines respectifs. D'après le lemme 5, T* est 

l'adjoint de T . Le lemme suivant est repris de [Holl, p . 109. 

L e m m e 6. Supposons qu'il existe une suite (rik)k>o dans Do satisfaisant: 

(i) Pour tout k > 0, 0 < rik < 1, \drik\ < 1. 

(ii) Pour tout compact K C M, rjk = 1 sur K si k est assez grand. 

Alors, Di est dense dans D(S) fi D(T*) pour la norme : 

l l l / l l l 2 = l l / l l 2 + | |5 / | | 2 + | | T 7 | | 2 . 

Ag. On se donne maintenant 6, <f>, f comme dans l'énoncé du théorème 

, ainsi qu 'une fonction s 6 C ° ° ( M ) , strictement plurisousharmonique sur M , 
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telle que Ma = s 1(] — oo,a[) soit relativement compact dans M pour tout 

réel a. On peut supposer qu'on a 

(10) 
'M 

ô " 1 | / | 2 e " * d V = l . 

Ag . Donnons-nous un réel a, fixé jusqu'en A12. Choisissons alors une 

suite (rjk)k>Q dans Z?o vérifiant: 

(i) ' Pour tout k > 0, 0 < rjk < 1. 

(ii)' Pour tout A: > 0, rjk = 1 sur M a+2-

(iii)' Pour tout compact K C M , rŷ  = 1 sur K si k est assez grand. 

Soit h G ( ^ ( M ) une fonction satisfaisant 

(iv)' h > 1 sur M , h = 1 sur M a + i . 

(v) ' Pour tout k > 0, |âr/A:| < /1. 

Une telle fonction existe d'après (iii)'. 

Posons alors u\ = hui\ introduisons sur M une nouvelle métrique her-

mitienne, faisant de w j , . . . , ^ une base orthonormée de l'espace cotangent 

holomorphe à M en tout point de M . 

Les hypothèses du lemme 6 sont satisfaites par la suite (rjk)it>o, rela­

tivement à cette nouvelle métrique. Nous notons dV = h2ndV l'élément de 

volume relatif à cette nouvelle métrique, et 0Q, 0[ des fonctions continues 

sur M , coincidant avec 0Q> #I sur M a + i , qui vérifient les estimations de A\ 

relatives aux formes u\ et à la nouvelle métrique hermitienne. 

A10. Soit 6' G C°(M) une fonction coïncidant avec 0 sur Ma+i et 

vérifiant 

0 < Info' < S u W < +00. 
M M 

Posons 

$ = <l> + X 0 s, 

ou x : R- R est une fonction de classe C , nulle sur ] — 00, a], croissante et 

convexe. Nous choisissons x croissant suffisamment rapidement pour avoir: 

ai ) 
'M 

d'-l\f\2e-*'dV' <1 (cf (10)); 
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(12) 

i-fr 

fkàjdkfj + fk 0' fkàjdkfj + fk 

3 

\z-\2 

\z3\ ' 

en tout point de M , avec 

d8(j>' = 

CVX 

d8(j>' =d8(j>' = 

Notons alors JET,- (pour 0 < i < 2) l'espace de Hilbert défini en A7, relatif 

à la fonction et à la nouvelle métrique hermitienne. 

A n . D'après la proposition et la propriété (12), nous avons, pour g G D\ 

(13) 
'M 

0'\9\2e-<» dV <\\T*g\\H, + \\Sg\\H,. 

D'après le lemme 6, cette inégalité est encore valable pout tout g 6 

D(T*) fl D(S). Comme ïniMO
f > 0, ceci implique (cf [Hol], p . 78) que 

l'image F de T est égale au noyau de S, et aussi au sous-espace (fermé) de 

H[ orthogonal au noyau de T* (L'opérateur T* est, bien entendu, celui relatif 

à la nouvelle métrique et à la fonction (j>r). 

A i 2 . D'après (12) on a / G d'où f € F puisque df = 0. Pour g G A 

écrivons: 

9 = 91+92, 9i G F , g2 E f 1 . 

Nous avons alors 

< / , 9 >H[ =< f,9i >H[, 

T*g = T*gu 

Sgi = 0. 

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité (11), nous obtenons: 

</ ,5 i > 2

H i < W W W C 
M 

9'\9l\
2We-WUV, 

d'où nous déduisons, grâce à (13) : 

<!,9>H><WXCX\\T*9\\HX>X-
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On conclut qu'il existe u G HQ vérifiant 

Tu = /WXV. 

Tu = /. 

A13. On a donc obtenu, pour tout a G R, une fonction ua G Lfoc vérifiant 

dua = / au sens des distributions et 

dg 
| u a | 2 e - * d V < l , 

(car dV' = dV et <f>' = <f> sur M«qq).dqd 

Un procédé diagonal fournit alors une suite ( Û J ) J > O t endant vers l'infini 

et une fonction u G LfQC telle que (lMa

uaj)j>o converge faiblement vers lMa

u 

dans Ho, pour tout réel a. On a alors 

Bu = f, 

'M 
\u\2e-*dV < 1. 

Finalement , la théorie générale (ellipticité) nous garant i t que u € C°°(M) 

si / est C°°. 
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