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SUR LA THEORIE DES RESIDUS EN
PLUSIEURS VARIABLES

Pierre DOLBEAULT

0 HISTORIQUE ET INTRODUCTION.

0.1

Apres plusieurs essais incorrects, la théorie des résidus en plusieurs vari-
ables a été fondée par H. Poincaré en 1887 pour les intégrales doubles ra-
tionnelles [19] ; E. Picard a établi un théoreme fondamental sur les résidus
des intégrales simples de troisieme espece sur les surfaces algébriques [18]
repris et généralisé par A. Weil [24] sur une variété kahlérienne compacte.

Les courants de de Rham ont été introduits dans la théorie des résidus
dans les années 30, puis plus systématiquement dans les années 50 avec
I’étude de la valeur principale de Cauchy dans des cas particuliers faute de
disposer de la réduction des singularités [12], [22], [6].

La théorie de Leray [14] précisée par Norguet [15] est essentiellement
cohomologique (1959).

Au début des années 70 le théoreme de résolution des singularités d’Hiro-
naka (1964) a permis de définir et d’étudier les valeurs principales et les
courants résidus [7], [11] ; les propriétés relatives aux opérateurs différentiels
semi-holomorphes, introduites par L. Schwartz [22], ont été systématiquement
utilisées, [7].

Des formules de résidus relatives a des généralisations des fonctions méro-
morphes ont été obtenues peu apres [20], [13].

Puis des généralisations des courants résidus au cas d’une famille finie
d’hypersurfaces ont été introduites sous le nom de courants résiduels par
Coleff-Herrera. Des applications a la cohomologie des courants ont alors été
possibles [3], [5].

En 1986, Passare [16] et Yger ont donné de nouvelles définitions des
courants résiduels et la structure des courants résiduels a commencé a étre
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étudiée a l’aide de la définition naive des opérateurs différentiels holomor-
phes [8],[9]. De nombreux travaux portant sur des hypersurfaces algébriques
ou utilisant le complexe de faisceaux des opérateurs différentiels holomor-
phes sont tres récents ou en cours (Yger, Berenstein, Gay, Dickenstein-Sessa,

Passare-Tsikh, Bjork...).

0.2 Le but de cet article d’exposition est, apres un rappel de la situation
a une variable et des définitions les plus faciles a décrire, d’indiquer une
interprétation de morphismes en homologie et en cohomologie a ’aide des
courants résiduels dans 1’esprit de la théorie de Leray selon ([1], chapitre I)
et une relation entre les courants résiduels et les résidus composés introduits
initialement par Leray.

Des résultats récents sur la structure des courants résiduels sont indiqués
([1], chapitre II). Enfin quelques problemes sont posés et d’autres approches
sont décrites succinctement.

Plan :
1. Dimension 1.
2. Formes différentielles semi-méromorphes ; opérateurs différentiels semi-
holomorphes.
3. Courants résiduels.
Homomorphismes résidus.
Structure des courants résiduels dans le cas des croisements normaux.
Structure locale des courants résiduels.
Problemes et autres approches.

(U]

N oo

1 DIMENSION 1.

1.1

Soit U un voisinage ouvert de 0 dans ' et w = ¢g(z) une fonction méro-
morphe sur U ayant le seul pole 0, alors

k
9(z) =) a ="+ fonction holomorphe = h(z)z™*,h € O(U), h(0) # 0.
=1
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SUR LA THEORIE DES RESIDUS EN PLUSIEURS VARIABLES

Pour une forme test 1 € D?(U), g3 n’est pas intégrable en général, soit
LW = [ gb.
lz1>e

On montre facilement, en utilisant les coordonnées polaires au voisinage de
0, que lime—o I:(v) = Vp|w](¢) existe : Vp|w] est un courant (de de Rham)
sur U, d’ordre (k—1), indépendant du choix de la coordonnée = et est appelé
valeur principale de Cauchy de w.

1.2

Au lieu de ¢, on considere aussi w = g, ou « est une forme différentielle
C* de degré 0,1,2 sur U ; w est appelée une forme différentielle semi-
meéromorphe (s.m.) sur U. Alors

Vo) = Vilgal(w)=lim [ ganw,  (L1)
€0 Jz|2¢
par définition, i.e. (1.2)
Vplga] = Vplgla.

1.3

Le courant résidu de w = ga, ou deg w = dega = r est, par définition
Res[w] = dVplw] — Vpldw]

Res[w] est de degré » + 1, donc nul si » > 2. Pour ¢ € D'7"(I7), la formule
de Stokes entraine

Res[w]p = ling /I'I wA .

Exemple. Soit w = gdz, alors dw = 0 sur U\{0} et on a

k-1
Reslw] = 271 3 (=1 %a_]-_l(ai / 921)66 (1.3)
j=0 :
Res[w] = 27ireso(w)éo + dB (1.4)
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ou ég est la mesure de Dirac en 0, ou a_; = resg(w) est le résidu de Cauchy de
k-1

wen(et B=2m Z(—1)j(l/j!)a_j_l(t)j'l/azj'l)50d2 avec 69 = €odz A dz,
j=1
£o étant un courant de degré 0.
On remarque que spt Res[w] = {0}, que le courant résidu contient toute
l'information sur la partie principale de ¢ en 0, que Res|w] est cohomologue
au courant d’intégration 277 reso(w) et que

Res[w] = Déo

k-1
olt D est 'opérateur différentiel holomorphe > b;(& /027 ou
1=0

by = (=1)2mi(1/5N)a_ ;.

1.4 On se propose de généraliser ce qui précede a plusieurs variables com-
plexes et d’exploiter les généralisations des relations (1.2) et (1.3).

2 FORMES DIFFERENTIELLES SEMI-MEROMORPHES ; -
OPERATEURS DIFFERENTIELS SEMI-HOLOMORPHES.

Soit X une variété analytique complexe, de dimension complexe n, de
faisceau structural O.

2.1

Une forme différentielle w, C™ sur un ouvert dense de X est dite semi-
méromorphe sur X si tout point @ € X a un voisinage ouvert U, sur lequel
w = % ot a € £°(V,) (forme différentielle C* sur U,) ; f € O(U,) ; {z € Uy ;
f(z) = 0} est appelé un ensemble polaire de w sur U,.

L’ensemble des germes de formes différentielles semi-méromorphes (s.m.)
est un faisceau S* de O-modules. L’ensemble S; = £y (*Z) des formes semi-
méromorphes sur X ayant leur ensemble polaire contenu dans I’hypersurface
complexe Z de X est un sous-faisceau de @-modules de S°.

2.2

Un opérateur différentiel D sur 'espace "D, (X) des courants sur X est
appelé semi-holomorphe (0.d.s.h.) si, pour tout T €' D, (X), tout coefficient
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de DT dans un domaine de coordonnées, est une combinaison linéaire a
coefficients C™ de dérivées (0%/0z*) des coefficients de T' ; cette notion est
n
1 3 ) ° / — - . .
intrinseque. Ex. : &' = (9/0z;)dz;.
J=1
L’ensemble des o.d.s.h. est un anneau non commutatif A ; il opere aussi
. ’, . . ’ L] [
sur les formes différentielles semi-méromorphes sur X ; "Dy (X), S (X),S,(X)
sont des A-modules.

2.3

Une hypersurface complexe Z de X est a croisements normauz si, pour
tout @ € Z, il existe une carte locale (z,U,) centrée en z telle que, pour
z2=(21,...,24), 00 ait

U,NZ={2€U,; z1(z) X ... X z,(z) =03 ¢ <n}. (2.1)

2.4

Une forme semi-méromorphe w, sur un ouvert U de X est dite élémentaire
s’il existe une carte (z,l/,) avec U/, = U et si un ensemble polaire de w est
contenu dans [/, N Z comme ci-dessus en (2.1), i.e.

w=a/z*; s=(s1,...,8, 0,...,0) € IN".
3 COURANTS RESIDUELS (Coleff-Herrera, Passare, Yger)([2],
[16], [25]).

3.1 Notations.

Soit p € IN tel que 1 < p <n—1;surX,soit F={Y,...,Y,, Y1}
une famille ordonnée de (p + 1) hypersurfaces analytiques complexes de X,
on pose :

FG) = M,V Yl i el p+ ]

- p+1 -
Y = UF=UY;; Y(j)=UF()
i=1
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Y o= nF=(Y; Y()=nFG).

3.2 Définition de Passare [16]

Soit \ une fonction (" : IRt — [0, 1] prenant la valeur 0 sur l'intervalle
[0,1] et la valeur 1 sur I'intervalle [c, +o00[ o 1 < ¢.

Soient fy,.... For1s 9151 Gpp1 € O(X) telles que g; = u; f; 5
uj € O(X): j=1,...,p+ 1 le plus souvent, on supposera u; sans zéro.

On pose Y, = fj'l(()) et on utilise les notations 3.1.

Soit ¥ = {s = (81,2 8p41) € IRPT1 5 5, > 0,8s; = 1} le p-simplexe
canonique de IR,
Pour ¢ > 0, on considere y; = \ (|g;1/¢>) 5 7=1,...,p+ 1.
On pose :

1 D 1 S
RPP [7] S)y= (1 o for)d" i A AN Xpr R [?] (%) =
(L froo o fo)d" \a Ao Ad Y.

Al a,ld( du theé oléme de résolution des singularités d’Hironaka, on montre
que, pour presque tout s € Y,

REPfs] = limg RPP(L/f1(e*) et RP(1/ flls] = lim R7(1/ f](<*)

existent.
Par définition

RYPr[1]f] = /; R P/ f[s]dS ; R’j’r(p“)[l/f]:/;Rp[l/f][s]dS

ot dS est la mesure de Lebesgue, de masse totale 1, sur X.

Siw=a/f; a€&(X), par définition

RP Prlw] = RPPr[1/ f] A a noté aussi (3.1)
PULFV A A TSI fpei] A

i@ = B[/ f] A o noté aussi (3.2)
"IV AN AN f) N @
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RPPr|w] (resp. R}-(pﬂ)[w] ) est appelé le p-ieme résidu-valeur principale (resp.
résidu) de la forme semi-méromorphe w, relatif a la famille 7 = (Y3, ..., Y,41)

(resp. (Y1,...,Y3)).

3.3 Propriétés.

1) spt R Pr[w] et spt Rl ;)[w] sont contenus dans NF(p + 1) ; en fait
(Passare, [17]) ils sont contenus dans un ensemble analytique complexe de
codimension p.

2) Dans les expressions (3.1) et (3.2) d"[1/ f;] est appelé un facteur résidu ;
alors R? Prlw] et R, ,)[w] sont alternés par rapport aux facteurs résidus.

3) Dans le cas ou F(p + 1) et F sont en position d’intersection complete
(ie. dimgNF(p+1) =n —p ;dimgNF =n —p— 1), on a les propriétés
suivantes :

(i) RPPrlw] et Ri,,,[w] sont aussi les courants résiduels de Coleff-
Herrera :

(if) RE'w] = dRPPrlw] — (=1) PR ¥ Pr[dw] ;

(iii) Siw € I'(X, EL(*Y (5))), j € [1,...,p] on ala propriété de régularité :
R Prlw] = R w] = 0.
Siwe D(X.E1(xY (p+1))), alors

R Prlw] = Ry w] et RET[w] = 0.

Flp+1)
4) La A-lincarité est vérifide par les opérateurs R°P, R'P et, pour une

famille F fixée, par R”Pr et By ).

5) d"RPP = RP*1.

6) La définition de R” Pr et de Rﬁ-(pﬂ) est locale, donc passe aux faisceaux.
"De sy (p41)= désignant le faisceau des courants sur X, a support dans
Y(p+1), RPPr et Rg-(p +1) sont des homomorphismes de faisceaux

5_;'(*):) =" Dy oy (py1)

Ex(+xY (p+1)) =' Dy y(py1)> resp.
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3.4 Justification de la définition des courants résiduels.

Pour tout @ € X, il existe un voisinage ouvert U, de @ dans X et un
morphisme d’Hironaka = : U, — U, application analytique complexe propre

p+1
telle que si V, = {z € U,, [] g9, = 0}, alors 7|t \7~1(V}) est un isomorphisme
J=1

et 771(V,) est a croisements normaux dans U, ; on a Vy C V, alors 771(V}) C
-1 s
T (V). N
Alors tout point £ € U, a un voisinage V¢ avec des coordonnées (zy,. .., 2,)
centrées en £ telles que
x R .\ b n * .
m7g;(3) = wi(z) =, b; € IN",w; € O%(Ve) ;
* Y — oy ) AUy )*
™ fi(z) = uj(z) 2% 5a; < bj s u; € O7(Ve).
En utilisant une partition C'™ de I'unité sur X, on peut supposer que les
formes test ¥ sur X sur lesquelles operent les courants considérés ont leur
support compact dans U,.
7 étant propre 77! (spt ) est recouvert par un nombre fini de Ve. En
utilisant une partition (" de I'unité dans U,., R? P[1/ f][s]() est une somme
finie de termes de la forme
13_1}1 /v (L uy oo otpgr)z70d" i AL NS, X1 A e T50
. i
N . ~ b, /s,

avec a = Sa; g € DVe), T = vllwy] |51 /<)

L’existence est donc a prouver pour une forme semi-méromorphe élémen-
taire, par un calcul direct dont I'essentiel est déja dans Coleff-Herrera [2].

4 HOMOMORPHISMES RESIDUS (Boudiaf [1], chapitre I).

4.1 Hypotheses et notations.

On fait les hypotheses globales de 3.1 et on suppose, en outre, que, pour
tout 2 < 5 < p+ 1, chaque sous-famille F; = {Y1,...,Y;} est en position
d’intersection compléte. On a alors les suites exactes de complexes de fais-
ceaux

0= Ex(+xF(p+1)) 5 Ex(xY) > Qxpr — 0

0— Dyy~ = Doy = Do yipryy= — 0
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qui définissent des faisceaux quotients ; "D,y (p4+1)/y= est le sous-complexe
des faisceaux de courants de .X a support dans Y’ (p+1)\Y qui se prolongent
en courants a support dans Y (p + 1).

4.2 THEOREME.

Dans les hypothéses et notations de {.1. on a des homomorphismes canon-
iques

RPr= Rrper) ¢ 5_;’(*}'-(1’ +1)) = Dracmpypin=
RP% : 5._'\’(*)" ) —  Dase _py(pr1)y
R/}‘ : Q{\'.p+1 - l'D'Jn—-—p—l')"”

qui induisent le diagramme de cohomologie suivant a carrés commutatifs ou
anticommutatifs

(A)... & HUNE(=Flp+1) < ET(X, Si(=P0 - ey A ;
: — <N Qr,m) <.
! 2«"\'»-” i R-D:? i
(B)ooo 2 oo T(X, Duyipoin) = EraeqsT(X 5 Doyppmiyrm )L 2

P TN J
telnmgmpeit ), U.‘y-) -_— .

C'e diagramme est compatible avec le diagramme

(C)... =— A (X L) - EX gL —  ETNYG L — .
in [} 1 ! |
(D)oo, = Hinegup(Y(p+1)iL) — Fracap(Yp+INYiL) — Zo 0500 —on

ou (C') est la suite exacte de cohomologie @ suzporis et ou (D) est la suite
exacte d’homologie de Borel-)Moore du couple de fermeés Y. Y (p+1) de X et
ou N [X] désigne le cap-produit par la classe foncamentale de X, inverse de
Uisomorphisme de Poincaré.
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La compatibilité citée ci-dessus signifie 'existence d’un diagramme com-
mutatif ou anticommutalif de morphismes de suites exvactes :

(A)
N
! (C)
) (B) !
N

4.3 Schéma de démonstration.

La démonstration (A) — (B) repose sur les propriétés ii) et iii) de 3.3.3).

(C') = (D) est classique,

(B) — (D) provient d’isomorphismes de théoremes de de Rham en ho-
mologie. Pour définir les fleches (A) — (C') comme composées de deux
homomorphismes connus, par exemple, on définit I(xp) par le diagramme
commutatif

HIT(X 5 EX(+Y (p+ 1))

1(xY (p+ 1))
Ve
HYX\Y(p+1);0C) L I(xp)

resﬁ.(p 1N
£ )q«'J(ryiJﬂ)(X ;)

ou 1(*)7'([.) + 1)) est un isomorphisme d’intégration et resﬁ-(pH) est un résidu
compos¢ introduit par J. Leray [14] dans le cas ou les hypersurfaces Y; sont
lisses et en position générale, qui a été généralisé par G. Sorani [23] et finale-
ment par J.B. Poly [21]. (voir aussi une annonce dans [10], 5.1).

La commutativité (resp. anticommutativité) du diagramme (*) est établie
en adaptant a ce cas plus compliqué, la technique de Herrera-Lieberman pour
le cas p =1 [11].
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SUR LA THEORIE DES RESIDUS EN PLUSIEURS VARIABLES

4.4 COROLLAIRE.

Les homomorphismes 1¢sidus composés 7"(;'5",}( pt1) - - Sont €gaux a isomor-

phisme prés aux homomorphismes résiduels Rrpt1), ...

4.5 Application dans le cas p = 1.
THEOREME. - Soit D un diviseur a coefficients complexes de X . Alors il

existe une hypersurface Y de X et une forme A € T'(X, EX(xY)) telles que
(z) sptD C Y ;
(i) D= R'[\] et dX € I(X,E%) ;
(12) Si D est homologue a 0, alors on peut supposer di = 0.

(C’est une extension du théoreme de Picard [18].

5 STRUCTURE DES COURANTS RESIDUELS DANS LE CAS
DES CROISEMENTS NORMAUX.

Dans les sections 5 et G, on suppose F =-{Y7,...,Y,}. Dans les nota-
tions de 3.1, on suppose que F est en position d’intersection complete et
que UF est a croisements normaux. On considere une forme différentielle
semi-méromorphe w, dont un ensemble polaire est Y = UF. Alors, locale-
ment, X est un voisinage ouvert U de 0 dans €™ ou les coordonnées sont
(21y+..,2n), tel que, sur U, fj(z) = 3:—1;’“

jointes de {1,...,n} et ol ag, + 1 = (ar, + 1,k; € ;) € veardr, [1].

ou les I; sont des parties dis-

5.1 Cas des courants résiduels définis par une forme s.m.
élémentaire [1].

PROPOSITION. Soit w une forme différentielle semi-méromorphe élémen-
P

taire H j]-‘la sur un voisinage ouvert U de 0 dans €™, ou o« est C*™ et
i=1

ou f; est définie ci-dessus. Alors le courant résiduel R%[w] est obtenu par
action d’opérateurs différentiels holomorphes sur des courants d’ordre 0.
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Schéma de la démonstration. 1l suflit de considérer le cas a = 1.
D’apres la formule de dérivation d’un produit et la propriété 3.3. 4), on a :

1

ol 2 21
~]\1 PR bl\p

i 1 1 - TS o 0K
Rylw] = ——— <()|':\,I+-~+Iﬂr\,,l / Dz ...dzlc,.p) Ry

ap,toay!

D’apres un résultat de Passare [16] en notant zx (k) = 2,/ =k, On a

Ry |——— | =x : Rl
N "':/\',, 2/\'!(A7))...3[\'p(li?p) Ty -"3k,-,
ol k; parcourt N;.j = l.....p; d’ou 'expression de R | —————| comme
ZKy - Z]\-'p
produit du courant d'intégration sur Y = NF et de fonctions localement

intégrables sur Y. O

5.2 Cas des croisements normaux pour p=n [ljetp=1 [8].

Si p = n. le support de R[] est un ensemble de points isolés dont la
réunion est Y = NF. Soit (/;) un recouvrement de X par des ouverts de
cartes possédant la propriété suivante : ou bien I/, NY = ¢ et on note p,
un point quelconque de U, ou bien {7, MY est un point unique noté p,.
Soit =) une carte sur /; centrée en py et () une partition (">° de unité

subordonnée au recouvrement ({/;).

Dans les notations de 5.1, R [
~| e

(').I(
o.dsh. D = g l/-}—-(-’)—] ou J; est un multiindice et une combinaison
oz (0
{

] = ——&y. Alors il existe un
In (2me)n

linéaire I'=>_as0,,. ar € € tels que Ripw] = DT
{
Si p = 1, a I'aide d’une partition de I'unité subordonnée a un recouvre-
ment par des ouverts de cartes, on montre 'existence d’un champ de vecteurs

semi-holomorphe 7, de formes élémentaires w; a support dans U, a poles
simples dans Y N/, et d’o.d.s.h. D; a support dans U, tels que

R [w] = Z; D: /) rL(wi A L)

ou L désigne le produit intérieur [§].
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6 STRUCTURE LOCALE DES COURANTS RESIDUELS DANS
LE CAS GENERAL.

On utilise les notations de 3.1.

6.1 Cas p =1 (Letellier et Dolbeault [9]).

Soit w = ? une forme différentielle s.m. dans un voisinage {/ de 0 dans
C" ;o€ E(U); [ e OW). Pour simplifier I'énoncé, nous supposons
a = 1. Alors, pour [ assez petit. pour toute o € D"~ Z% ou

J=1
»j ne contient pas le facteur dz;, on a :

- J
= Z Z D,V p,\ <) Lup,) (6.1)
J=1
ot les Dy sont des opérateurs différentiels holomorphes dans U, et les Vpi
les images directes, par I'injection canonique, de valeurs principales sur les
composantes irréductibles de Y = [~1(0).

Dy et \«"]_){, sont connus explicitement a partir-de f.

6.2

Un résultat de méme nature, mais moins précis, sur Rx[w], est valide
pour tout entier p < n dans le cas intersection complete ([9] [4]).

6.3 Un exemple [1]
Dans les conditions de 6.1. soit f = =z — 25 dans '? (coordonnées
] R . L .
z1.22). alors R | =] ne peut pas étre obtenu par 'application d’opérateurs
différentiels holomorphes sur {7 a un courant d’ordre 0 : on montre. en effet,
. . L
que dans 'expression (6.1) pour w = 7 il existe des valeurs principales non

triviales.

Cependant ([9], 6.4.5), la courbe analytique complexe ¥ = f~1(0) ayant
une représentation paramétrique par une variable complexe ¢, la valeur prin-
cipale figurant dans (6.1) peut étre obtenue par application d’un opérateur
différentiel en { a une fonction L}, sur Y.
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7 PROBLEMES ET AUTRES APPROCHES.

1. Les homomorphismes résidus sont bien étudiés dans le cas ou
les sous-familles F; sont en position d’intersection complete (section 4.1).
Que dire dans le cas général et méme dans le cas ou on suppose seulement
la famille F en position d’intersection compléte ? Utilisant la définition
de Coleff-Herrera, Boudiaf n’a pas obtenu de relation satisfaisante avec les
résidus composés.

Probleme. Reprendre la question avec la définition de Passare et utiliser la
propriété 3.3.1) du support d’un courant résiduel.

2. Description du courant résiduel.

2.1. Dans le cas d’une famille F en position d’intersection complete,
trouver une description aussi précise que dans le cas d’une seule hypersurface.

2.2, Trouver une description du courant résiduel dans le cas non inter-
section complete.

2.3. Trouver un théoreme de structure pour les courants résiduels ana-
logue au théoreme de structure de Harvey-Shiffman pour les chaines holo-
morphes.

3. Berndtsson et Passare ont obtenu une expression du principe fonda-
mental d’Ehrenpreis-Palamodov utilisant des courants résiduels (dans le cas
intersection complete) ; expliciter la relation avec I'expression classique du
principe fondamental pour tout p ; cela n'a été fait que pour p = n dans ([1],
chapitre II).

4. Autres approches récentes.

Dickenstein et Sessa (C.R.A.5.315, 729-744, 1992) ont obtenu une ex-
tension des résultats de [5] sur la cohomologie modérée. Une définition
des courants résiduels équivalente a celle (ci-dessus) de Passare utilise une
généralisation du prolongement méromorphe en A de |f|* ou f est holomor-
phe et A complexe (Passare, Yger, cf. aussi les travaux de C. Sabbah). Des
problemes algébriques et arithmétiques sont abordés (Berenstein, Yger, Gay)
a 'aide des courants résiduels (cf. par exemple, B. Teissier, Sém. Bourbaki,
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novembre 1989). Bjork (exposé au Sém. d’Analyse, Paris, 19 mai 1992)
utilise la théorie des D-modules. A.K. Tsikh (et I école de Krasnoyarsk)
donne des applications des courants résiduels a la théorie des fonctions, a la
géométrie algébrique, au calcul des séries et intégrales doubles (cf. Tsikh,
“Multidimensional residues and their applications”, Translations of Math.
Monographs 103, A.M.S., July 1992 ; édition en Russe 1988). Enfin Pas-
sare et Tsikh ont obtenu une expression de la transformée de Mellin d’une
intégrale résiduelle (prépublication, 1992).
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