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ANALYTICITE MICROLOCALE POUR —, DANS DES DOMAINES
PSEUDOCONVEXES DECOUPLES.

Makhlouf DERRIDJ & D. TARTAKOFF

1. Introduction

Le but de ce travail est d’étendre & I’opérateur C, certains résultats que nous avons
obtenus pour le probléme J-Neumann [4] concernant la régularité analytique des solu-
tions. En fait dans [4] nous avons aussi donné de tels résultats pour CJ, mais avec des
restrictions de dimension et aussi des restrictions portant sur la taille des blocs apparais-
sant dans I’hypothése de découplage. De telles restrictions sont inhérentes i la méthode
d’estimations semi-maximales utilisées pour majorer convenablement les dérivées dans les
directions complexes et dans la direction dite “manquante” de la solution considérée.

Il s’avére que si on veut s’affranchir de la restriction sur la taille des blocs, en dimen-
sion n > 3, il faut pouvoir se passer d’estimations semi-maximales. Le probléme posé par
I’opérateur ., est qu’il est caractéristique dans la direction non complexe. Les résultats
généraux connus en E.D.P. (par exemple [9], [11]) disent que CT est hypoelliptique analy-
tique dans les directions complexes, qui sont des “directions elliptiques pour 3;”. Donc il
suffit de regarder ’hypoellipticité analytique de C;, dans deux directions & savoir “direc-
tion manquante positive” et “direction manquante négative” : c’est I’analyticité microlo-
cale pour ;. Pour cela I’idée naturelle est d’établir, pour chacune de ces deux directions,
des estimations, qui sont dites microlocales, qui seront différentes entre elles. La méthode
microlocale a été utilisée par J. J. Kohn dans d’autres contextes ([7]).

En fait de telles estimations seront établies dans des domaines plus généraux que ceux
considérés dans I’étape concernant la régularité analytique proprement dite, étape qui
nécessite des restrictions liées aux exigences dues aux “opérateurs localisants” considérés.

Mentionnons que le cas n = 2 reléve de techniques plus particuliéres et on connait
surtout des contre-exemples ([1]), tandis que pour le probléme 6-Neumann le cas n = 2
ne differe pas des autres cas. Pour des travaux touchant notre sujet citons ([4] [9] [11] [12]
[13] [14]) en ce qui concerne la régularité locale.

2. Quelques notations et définitions.

Commengons par rappeler que 'opérateur T, est défini par
p = 555£ + 5; 51,
ot 9y est Popérateur de Cauchy-Riemann induit par 'opérateur 3 de ’espace ambiant C*

sur ’hypersurface considérée S, et d; son adjoint.
Rappelons aussi que I’espace tangent complexifié de S se décompose en :

CTS=LeLeT
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ot IL désigne I’espace des directions holomorphes, IL son conjugué, et T est une “direction
manquante”. Choisissons une base Ly, -:,L,_; de IL et T un vecteur définissant T ; on
peut choisir T' purement imaginaire. Alors la forme de Levi de S est représentée par la
matrice (¢jx), j,k variant de 14 n — 1, ol

(2.1) [Lj,Lk] = ¢jxT (modulo IL, IL).
Nous travaillerons toujours au voisinage du point 0.

Hypothése sur la forme de Levi de S :
(2.2) II existe une base (L1,- -+, L,—;) de IL telle que :

A, 0
(e5,6) =
0 Ap

ou chaque bloc A, est une matrice positive dont les valeurs propres sont comparables
(voir |2] pour P'introduction de cette notion).

Notons ¢; = tr(A;). Alors Je > 0: et; < A;.

Pour bien distinguer les blocs A, nous donnons des notations supplémentaires.

Notons (Ly, -+, L;,) les champs holomorphes qui donnent la partie Ay, (Lj, +1,**, L;,)
ceux qui donnent A, et ainsi de suite. Si (wy,-:,wn—1) est le base duale de (Ly,-++,Lp—1)
une (0, 1) forme v s’écrira v = E;:ll v;w;. Posons alors les définitions

Ji=(1,--45n), J2= (i1 +1,---,52) etc...
v=(v1, - ¥s_1), vj €D(V), V voisinage de 0
vy, = (vj)jesn

(2:3) Lo =D I Tyjoe [1* 5 || Lo 1= 3 1| Lywx |I®
ik ik
I Lovan IP= 30 UL I 5 I Lowsn IP= 30 Il Lev |
1€Jk,)EIm 1€Jk,JEIm

Introduisons maintenant deux opérateurs pseudodifférentiels qui microlocalisent dans la
direction “T positive” et dans la direction “T négative”.

Soit (z1,- - *,Z2n,t) un systéme de coordonnées tel que T = %at. Les variables (z,, -
-, T2n) sont celles “des directions IL @ IL”. Notons alors (£,7) les variables duales de (z,t).
Considérons les fonctions p*(&,7) et p~(&,7) de J. J. Kohn ([7]).

La fonction p* vaut 1 sur le cone tronqué :

(&,7) T 1
< _— < —
2O b e milt o
et vaut 0 hors du cone tronqué :
(&) T 1
< —
tenh [ -l <
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De facon analogue, la fonction p~ vaut 1 sur le céne tronqué :

(&7) T 1
22160 b [+ | <56
et vaut O hors du cdne tronqué :
(6,1') T 1
LD et el s E

On note alors P+ = P+(D) et P~ = P~ (D), les opérateurs pseudo différentiels d’ordre 0
de symboles pt et p—. Remarquons alors qu’en dehors des supports de p* et p—, (T, est
elliptique, donc (microlocalement) hypoelliptique analytique.
3. Estimations microlocales et sous-elliptiques.
Ces estimations sont regroupées dans les deux théorémes suivants :
THEOREME 3.1. Sous I’hypothése (2.2) les estimations suivantes sont satisfaites :
a) || LPto |? +Z | Ly Prv, |12 +E I V& LP vy, | +E (t;TP vy, Pruy,) <
=1
C([=Ptv,Pto)+C || Ptv|? WveDd(V).

D) ILP P+ ) 1 Lo Pvsn I+ Y. N Lo P vsn I+ ) | VELP s, |2 +

Jj#m [Jm |>1 i#Em

+ Z tmTP vy, ,P vy, )— Z (kTP vs,) < C[CHP v, P v)+C || P~v|? Wve DO(V)
[Tm|>1 kZm

Idée de la démonstration du théoréme 3.1. On traite le cas de v~. Le cas de v™ reléve
des mémes techniques.

(2:3) J* = O(|| LP*v ||zall P¥v [lza + | P*v [IZa)

et
* = O(| LP*v ||is]l P*v [lza + | P*v [|7a)-

On utilisera

(2.4) I \/EL,-vm ”‘i’:" vV LkEjvm ”"ia +(tkc]'ijm,vm)L2 +J

QP vP70) =Y | Ly P s, I3s + ) (ckmTP vk, P v0pm) a2 + I

k,m k,m
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Z (1= em) [| Lo P vg, 32 +(1=B8) D | Lo P vs, 2

=m k#m
+ Z am || Ly, P vy, ||2: +B Z | Ly, P~ vg,, 122 +Z(ckaP_”kaP_vm)L2 +J-
k=m k#m k,m
= Z(l - ak) ” LJkP VI ”%2 + 1- Z " LJkp Vim "L2 +zak I Ly P vy, ”L2
k k#m
+8 ) I Loy Pvs, 32+ (ckmTP vk, P 0m)pa + J =
k#m k,m
- Z E A (ckk TP v, P vp) g2 — ﬂz E (ckkTP ve, P vp) 2
m k,r€Jm, m k€EJm,rEJm
= Z(l —ar) | Loy P7vg, (132 +(1—8) Y 1| Ly P7vs,, 35 +Zak | Lo P~ va, |12
k#m
+8 Z | Ly, P vy P vy, |2, +E(ckaP'vk,P_vm)La
k#m k,m
=Y am(tmTP 1 P o)pa =B > D (TP v, P o) pa +J7.
m r€Jm p#AMrEJm

Soit t}, = EJ-¢ x tj- Alors on écrit les quatre derniers termes comme :
D ((Am — amtm — Bt)TP vy, P vy, )12 + J .
m

Quand la dimension de A,, est au moins 2 la condition de trace dit que A,, < (1 — 6)tpm
pour un é > 0. Ainsi pour a,, plus grand que 1 — §, A,, — amt,, est un opérateur négatif
et d’apreés I’inégalité précisée de Garding, on a :

((Am — amtm)TP vy, P vy, )p2 > 0mod J ™,
ainsi que

Z(—ﬂt:nTP_vaP_va)La =0 Z(—t:”TP_‘UJmP_va)Ln >0 mod J.

Quand la dimension de A,, est 1, on prend a,, =1 de telle sorte que (Ap, — amt,)TP~
est un opérateur positif. Tenant compte de tout cela, on a :

Yo NEnPvsl3a+ Y, I LyP vy, ||L=+Z|| Ly, P vy |3a

[Jk|>1 k#m

+ Y N LnP vs, 2+ Y, tmTP 05, P vs,) 12+

k#m |Jm|>1
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+) (~t TP v5,, P 0s,) 12 SCQ(P v, P v) + J .

Le cas & forme de Levi diagonalisable est fait dans [6].
Maintenant, en vue de la régularité C°°, ’estimation sous-elliptique suivante est utile,
lorsqu’on a une hypothése de finitude d’un certain type (voir [3]).

Soit L; le systéme de champs (Re Lk, Sm Li)ey; - Soit m; ’entier minimum tel que
un crochet de longueur m; formé de champs de £; ait une composante non nulle sur T
dans V.

Hypothése de finitude : m = sup m; est fini.
)

THEOREME 3.2. Supposons de plus m fini et n > 3. Alors
[ v]}/m< Cl=pv,0) + Cllv|?)  Vve D> (V).

Idée de la démonstration du théoréme 3.2.
La démonstration repose sur le théoréme de L. Hérmander suivant 7] (amélioré par
L. Rothschild & E. Stein).

THEOREME. Soit (X1, -+,X,) r champs de vecteurs, C* dans un voisinage V de 0
dans RYN. On suppose que le rang de Lie (X1,--+,X;) en O est maximal (engendré en
considérant des crochets de longueur < m). Alors si K est un compact de V, il existe Ck
tel que

r
fuli<Ce{lul?+) I Xu|®| VueCP(K).
i=1

Commengons par le cas d’un bloc (i.e. p = 1). Dans ce cas ’hypothése de finitude
faite revient a la précédente en prenant X; = ReL; si j <n—1, X; = ImLj_(n_1) si
n<j<m—21iN=2n—1.

Dans le cas de plusieurs blocs, on a le raffinement suivant : (en notant u(;y = (ux)keJ;

gy 1< @u(u, )t || v I vued*(v).
Cette inégalité provient de
I Zugy I + | Liyuey 12 + 1| VA Lugy IS @b (u,u)+ [l w |2
(qui a été vu) et du
LEMME. La famille de champs de vecteurs (pour j fixé)
Re Ly, Ing)gejj U (Ret]-Lg, Imtht)gng

vérifie I’hypothése du théoréme de L. Hormander.

Ce lemme se démontre en considérant les différents crochets de cette famille et en
exprimant ’hypothése de finitude de m; sur la non-annulation de certaines dérivées de ;.
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4. Régularité analytique microlocale.

Afin de construire des opérateurs localisants permettant de majorer localement les
dérivées, on montre ’existence d’un champ de vecteurs, holomorphe, M, qui intervient
de facon essentielle. C’est pour trouver un tel opérateur que ’on a des restrictions
supplémentaires sur les domaines considérés. Afin d’énoncer les choses clairement, prenons
le modéle suivant au voisinage de ’origine

m n—1
(4.1) S={SmztY |z FHY Iz P =0
ij=1 m+1
avecm+1<n-1,keN*.

Une telle hypersurface contient visiblement deux types de directions complexes : celles
qui sont en 2;, j € {1,--:,m} et celles qui sont en z;, j € {m+1,---,n — 1}, ces derniéres
contenant “les directions de dégénérescences de la forme de Levi”. Ce sont ces directions
qui nécessitent I’introduction d’un champ holomorphe spécial M.

k
THEOREME 4.1. Notons g(21,***,2n-1) = 210y | 2 > + (E;:Lll | 2 |2) . Il existe un
champ de vecteurs holomorphes M tel que

(4.1) [L;, M] = 19,0t , Lj=0; —19;,0;, j2>2m+1
Démonstration du théoréme 4.1. Le cas intéressant est k > 2.

Ce théoréme est vrai en fait pour des situations un peu plus générales. Montrons-le
dans notre cas : c’est un calcul explicite :

n—1 k-2
[LJ',EP] = 2ig,j;p6t = Ztk(k — l)ijzp (Z | zj |2> 9:

m+1
et
n—1 k-1
igs; = ikz; (Z | 2 Iz) -
m+1
Donc
n—1
> [Lji2,Ly) = 2(k — 1)igy,0:.
p=m+1
Ainsi si on prend
n—1
2k-1)M= )Y zLy,
p=m+1

on obtient _
[Lj, M] = 1g,;3;, pour j >m+1.

\ s n—1 Iy
Dans le cadre ol g est plus générale on cherche M sous la forme )7, a;L; ol a; sont des
fonctions analytiques réelles qu’on arrive & déterminer par leur développement en série.
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Le terme Z;”=1 | 2; |* de non dégénérescence a une vertu supplémentaire, c’est que
I’on a

(4.2) [Lj,l_/k] = 6;xT 5ke{1,..--,m}
c’est-a-dire que dans la “direction strictement pseudoconvexe” on a, sans changement
de variables qui risquerait de détruire la forme de notre hypersurface, la “propriété de

Darboux”.

Pour mettre en valeur seulement ce qui est nouveau ici, on introduit les opérateurs
localisants suivants :

(4.3) Pour % € D(V) et m = (m}, m}, m,m¥) € N* soit

) L2 § rmilattmi=18l (Lra 8y (ato))
al
m_ ) le|smia<m]
Ty =9 |B|<mh,b<mY
—-, p — ’ ”n
o(_;’!)_ Ry 18+me o]

ot () = J5eh(z,t)

No= Y A(M%/a), Ny= Y Ah(M"/b")
0<a’<a o<y <b

/iz, et A}, constantes données dans [4]
L,= (le"':Lm)v L"= (Lm+l,"',Ln—1)-

Alors I’estimation en factorielle des différentes dérivées en IL, IL et T de la solution u se
fait en appliquant & chaque étape les inégalités microlocales a T'u et en faisant des
estimations convenables des différents commutateurs qui interviennent. C’est dans
cette étape que les propriétés (4.1) et (4.2) sont utilisées pour faire disparaitre les
termes qui ne sont pas majorables autrement.

Remarque. Il y a des cas ol on peut se ramener au cas ou (4.2) est vérifiée par

changement de coordonnées holomorphes, la partie (22_4.11 | 2 |2> étant perturbée de
facon non essentielle. Mais dans un cadre plus général, nous ne savons pas éliminer des

termes non majorables de “fagon visible”.
Pour finir, voici le théoréme auquel on aboutit.

THEOREME. Considérons une hypersurface S du type (4.1) ou du type S = {Smz, +
S 7-1 | he(2k) |>= O} o hy sont des fonctions holomorphes prés de 0, hy # 0. Soit u
solution de C,u = f, dans V. Alors si f est analytique dans une direction alors u est
analytique dans cette direction (i.e. T3 est microlocalement hypoelliptique analytique).
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