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Cohomologie équivariante et descente

Michel Duflo et Michele Vergne

Introduction.

Soient G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. On suppose que le groupe
G agit sur une variété M. Dans cet article nous étudions un procédé pour
construire des fonctions centrales sur G basé sur l'intégration de formes diffé-
rentielles équivariantes sur M et sur la méthode de descente.

La motivation de ce travail est la suivante: dans certains cas, on sait associer
a l’action de G sur M et a la donnée d’un fibré G-équivariant £ — M un espace
de Hilbert H(M, L) et une représentation tragable T, de G dans H(M,L).
La trace TrT.-(g) de la représentation T, est alors une fonction généralisée
centrale sur G.. On peut souvent donner une formule pour le caractére Tr T (g)
de la représentation T en fonction de la cohomologie équivariante de M et du
caractére de Chern de L. Les formules données par exemple dans (8], [18], [12]
sont une généralisation des formules de points fixes d’Atiyah-Segal-Singer [3]
combinées avec la formule universelle des caractéres de Kirillov [26]. Dans [31]
nous utilisons les notions introduites dans cet article pour donner une formule
universelle pour le caractére TrT.(g).

Nous considérons ici une action réguliére d’un groupe presque algébrique G
sur une variété M (voir la définition 51 dans la section 2.4). Les exemples d’ac-
tions réguliéres incluent ’action d’un groupe compact sur une variété compacte
et 'action d’un groupe algébrique sur une variété algébrique. Nous associons a
une action réguliere de G sur M un espace Kg(M) de cohomologie équivariante
globale. Soit e un point. Alors on a Kg(e) = C°(G)C et l'espace Kg(M) est
un module sur Kg(e) = C*(G)°.

Pour définir la notion d’intégration, il est nécessaire d’introduire un espace
Ke(M), de cohomologie équivariante globale tordue ('indice t est pour “tor-
du”). Alors, tout au moins si G et M sont compacts, 'intégration définit une
application Kg(M); — C>(G)“.

Décrivons les notions introduites et les résultats de cet article plus préci-
sément. Introduisons quelques notations. Si M est une variété différentiable, on
note A(M) = @; A (M) I algébre des formes différentielles & valeurs complexes
sur M. Si M est orientée, et si a € A(M) est a support compact, on note
Ju @ = [pr ®dimmy Vintégrale de son terme de degré maximal. Cependant, il
n’est pas toujours naturel de choisir une orientation, ni méme de supposer M
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orientable. Considérons la variété M dont les éléments sont des couples (1, o),
ou m est dans M et ou o est une orientation de ’espace tangent T, (M). Clest
un revétement d’ordre 2 de M, le groupe Z* = {+1,—1} opére dans M de
sorte que M est un fibré principal de base M. Notons € I’action de —1 dans M.
On note encore ¢ ’action induite dans les formes différentielles sur M. On peut
identifier A(M) a la sous-algebre des éléments w € A(M) tels que e(w) = w.
On note A(M), 'espace des éléments w € A(M) tels que e(w) = —w. Clest
un module sur A(M), stable par la différentielle de de Rham de A(M). Un
élément de A(M), sera appelé une forme différentielle tordue. Les formes dif-
férentielles tordues de degré maximum sont aussi appelées densités. On notera
Ju B = Jar Bidim a) U'intégrale d’un élément 8 € A(M), & support compact.

Soit M une variété différentiable sur laquelle G opére. Soit U un voisinage
ouvert G-invariant de 0 dans g. Soit C>°(U, A(M)) l'algebre des formes X
a(X) sur M dépendant de maniére différentiable de X € U. Soit AX(U, M)
la sous-algebre de C(U, A(M)) formée des éléments G-invariants. C’est une
algebre graduée sur Z/2Z. On sait que A (U, M) est munie d’une dérivation
impaire de carré nul, notée dg. Un élément de AF (U, M) sera appelé une forme
équivariante. On notera HZ (U, M) 'espace de cohomologie de A¥ (U, M). Si
M = e est un point, on a H(e) = C°(U)C. (Ces notions sont redéfinies dans
la section 1.1).

L’action de G se reléve de manieére canonique en une action dans M com-
mutant a €. L’espace des éléments w € AF (U, M) tels que ¢(w) = —w sera noté
AZ (U, M);. C’est ’espace des formes différentielles équivariantes tordues (pour
le fibré tangent). Il est stable par dg. C’est un module différentiel Z /2Z-gradué
sur Valgebre Z /2Z-graduée AZ (U, M). Soit HZ (U, M), ’espace de cohomologie
de A (U, M), (ces notions font ’objet de la section 5.1). Supposons pour un
moment M compacte. Soit § € AF (U, M), une forme équivariante tordue. L’in-
tégrale [,, 6(X) sur M définit une fonction différentiable et G-invariante dans
U. Si l’application exponentielle est un difféomorphisme dans U, on obtient par
composition une fonction différentiable et centrale dans I'ouvert exp(U) de G.
Cette fonction ne dépend que de la classe de § modulo dg( A (U, M),). Donc si
B est fermée, cette fonction ne dépend que de la classe de 8 dans HZ (U, M),.

L’origine de cet article vient de ’observation suivante. Soit Gy ’ensemble
des éléments elliptiques de G (cette notion est définie dans la section 2.1; si
G est compact, Gy = G). Soit s € Gy et soit G(s) le centralisateur de s.
Soit g(s) l’algébre de Lie de G(s). Pour s € Gy notons M(s) I'ensemble des
points fixes de s dans M. C’est une sous-variété de M dans laquelle G(s) opeére.
On choisit pour chaque s € G un voisinage U, de 0 dans g(s) et une classe
Bs € My (Us, My)s. La fonction [y, B;(X) définie pour X € U est invariante
par G(s). Si les choix sont bien faits, il existe une unique fonction centrale ©
sur G telle que pour X € U, on ait
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Nous nous sommes interrogés sur les conditions que la famille 3, doit sa-
tisfaire pour assurer 'existence de la fonction ©. Considérons tout d’abord le
cas ou M est un point e La description de O revient a utiliser la méthode de
descente. Si f, est une fonction différentiable G(s)-invariante sur U, alors il est
facile de déterminer les conditions que doit satisfaire la famille (f;)seq,, pour
qu’il existe une fonction © différentiable et G-invariante sur G telle que

fo(X) = @(seX)

pour X € U,. Tout d’abord le systéme de fonctions f, doit satisfaire la condition
d’invariance suivante:

(1) f_qsg'l (.q : ‘X) = fs(X)

pour tout s € Gy et tout X € g(s) assez petit. D’autre part, il est clair que si
S € g(s) est une transformation elliptique et si Y € g(s) commute a S on doit
avoir

f(S+Y) =0(se5) = O(se%e")

(si S et Y sont assez petits). Les fonctions f, satisfont donc la relation de
recollement suivante
(2) f(S+ Y)= fses(y)
pour tout S € g(s) elliptique et tout Y € g(s) commutant a S assez petits.
Réciproquement, si les ouverts U, sont des ouverts elliptiques (voir la défi-
nition 35 d’ouverts elliptiques dans la section 2.2) et si (f;)seq,, est une famille
de fonctions différentiables définies sur un voisinage elliptique U, de 0 dans g(s)
satisfaisant les relations (1) et (2) d’invariance et de recollement, il existe une
unique fonction différentiable © centrale définie dans G tout entier telle que
f+(X) = O(seX) pour tout X € g(s) (ceci est expliqué dans la section 2.2).
Soit M une variété munie d'une action réguliere de G. On définit dans la
section 3.2 'espace Kg(M) des bottes de classes de cohomologie équivariante.
Un élément de Kg(M) est une famille &« = (ay)seq,, de classes de cohomologie
G(s)-équivariantes sur M(s) (définies sur U,) satisfaisant des conditions d’in-
variance et de recollement données précisément dans la définition 61. Enongons
succinctement la condition de recollement que nous imposons: soit s € Gey
et soit S € g(s) une transformation elliptique petite. Alors G(se®) est contenu
dans G(s) et comme P’action de G sur M est réguliére, la sous-variété M (seS) est
contenue dans M(s). Pour tout s € Gy soit &, € Ag‘.’(s)(Uq,M (s)) une forme
différentielle équivariante fermée représentant «,. Considérons I'opérateur de
translation T}, s défini par (T} sd,)(X) = &,(S + X)|M(se) pour X € g(se’)
petit. La forme T, sd, est une forme G(se%)-équivariante fermée sur M(se¥).
Nous demandons 1’égalité en cohomologie et sur un petit voisinage de 0 dans
g(s¢%)
(3) T, 50y = Qyes.

J.Block et E.Getzler [10] ont étudié pour I'action d'un groupe compact G
sur une variété compacte M un espace K (M) ol les conditions de recollement
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sont imposées au niveau des formes différentielles. Ils montrent que 1’espace
(M) s’identifie a la cohomologie cyclique équivariante de M. Il est probable
que ’application naturelle Xi;(M) — Kg(M) est un isomorphisme.

On peut déterminer I’espace Kg(M) dans diverses situations. Soit H un
sous-groupe presque algébrique de G. Supposons que la fibration principale
G — G/H admette une connection G-invariante. On dira alors que G/H est
un espace homogene réductif. On obtient comme cas particulier du théoréme
64 de la section 3.4 un isomorphisme:

Ke(G/H) = C=(H)".

Ce résultat est I’analogue d’un résultat décrivant la cohomologie équivariante
de M en terme de fonctions H-invariantes sur 1’algebre de Lie b, bien connu
lorsque H est compact, et que nous démontrons ici dans la section 1.8 dans le
cas réductif.

Soit P — P/H un fibré principal de groupe H et soit G un groupe de Lie
agissant a gauche sur P (avec une action commutant & laction a droite de H).
Sous certaines hypotheéses de compacité, nous montrons dans la section 3.5 que
Kg(P/H) est isomorphe & Kgxu(P).

Supposons qu’il existe une connection G-invariante pour la fibration P —
P/H. En adaptant la construction de Chern-Weil en cohomologie équivariante
[16] [7], on définit dans la proposition 69 I’ homomorphisme de Chern-Weil

W : C®(H)" - Kg(P/H).

En particulier le caractére de Chern ch(£) d’un fibré G-équivariant £L — M
muni d’une connection G-invariante est un élément de Kg(M). Si M et G sont
compacts, nous pensons que le caractére de Chern induit un isomorphisme

ch: C®(G)? @) Ka(M) — Ka(M),

ou Kg(M) est Pespace de K-théorie équivariante de M et R(G) C C*(G)%
I’espace des caracteres des représentations de dimension finie de G. Ceci résulte
probablement de [10] puisque dans cet article cet isomorphisme est démontré
pour le groupe Ky (M).

On définit dans la section 5.2 la notion de botte de classes de cohomologie
équivariantes tordues: c’est une fonction qui & s € G, associe un élément
a; € HE,)(Us, M(s)), vérifiant un certain nombre de conditions (voir la défini-
tion 108) d’invariance et de recollement presque identiques & celles définissant
Vespace Kg(M) mais faisant aussi intervenir une orientation du fibré normal a
la variété des zéros de S dans M(s). Plus généralement pour tout fibré G-équi-
variant réel V¥ — M, on définit 'espace K¥%(M) des classes de cohomologie équi-
variante tordue par rapport au fibré V ainsi que I’espace K}, (M) des bottes
a support compact sur M. Le cas Kg(M), précédent est le cas particulierement
important ou V est le fibré tangent a M. Si le fibré V est orienté et muni
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d’une structure métalinéaire (par exemple un fibré spinoriel) 'espace K% (M) est
canoniquement isomorphe a l’espace Kg(M) (proposition 111). Les propriétés
des fibrés métalinéaires dont nous avons besoin pour établir cet isomorphisme
font I’objet de la section 4.

Considérons le cas d’un point e. Un fibré G-équivariant sur e est simple-
ment la donnée d’une représentation A : G — GL(V'). Supposons, pour sim-
plifier, que X soit a valeurs dans le sous-groupe GL(V)* des transformations
linéaires inversibles de V' dont le déterminant est strictement positif. Il existe
un revétement canonique a deux feuillets ML(V)* de GL(V)*. Soit Gy — G
I'image réciproque de ce revétement par I'application X. Alors 1'espace K¥(e)
est isomorphe a ’espace des fonctions centrales impaires différentiables sur Gy
(c’est le théoréme 121 de la section 5.3).

Lorsque M = G/H est un espace homogene réductif et lorsque V =G xgV
est un fibré associé a une représentation A : H — GL(V)*, ’espace K%(M)
des bottes de classes de cohomologie équivariante tordues pour V est isomorphe
a D’espace des fonctions centrales impaires différentiables sur le revétement a
deux feuillets Hy de H (c’est le théoréme 123 de la section 5.4).

Par exemple, soient G un groupe semi-simple ayant un nombre fini de com-
posantes connexes, f une forme linéaire sur g, H son stabilisateur dans G, b
son algebre de Lie, M = G.f = G/H Yorbite (co-adjointe) de f dans le dual
de g et TM = G xpy (g/h) le fibré tangent. Dans ce cas, Hy/, est isomorphe
au revétement H de H défini dans [17]. On suppose M fermée de sorte que
G/H est réductif. Soit 7 une représentation irréductible de H, impaire et dont
la différentielle est la restriction de if a . (S’il existe une telle représentation,
on dit que f est admissible). La représentation 7 est de dimension finie et son
caractere est une fonction impaire centrale sur H. Il lui correspond donc une
botte oy, de formes équivariantes tordues sur M.

Revenons au probleme initial d’intégration. Lorsque M — B est une fibra-
tion G-équivariante de fibré tangent vertical V on peut définir, tout au moins
si G est compact, une application p, d’image directe

n - KV
P« K’rpt,G - ]C('Pt»G(B)’

La définition de p, fait Iobjet de la section 6.2. Elle imite la définition de
I'application p, en K-théorie donnée par Atiyah-Hirzebruch. Elle nécessite 1'in-
troduction (voir la section 6.1) de genres équivariants, comme le genre associé a
riété compacte orientée spinorielle de dimension paire, de sorte que Kg(M), est
isomorphe a K (M), 'image p.(ch(€)) du caractere de Chern d’un fibré G-équi-
variant est le caractere de la représentation virtuelle de G donnée par 'indice
équivariant de l'opérateur de Dirac Dg de M tordu par £ (voir (2],[3],[4],[5]).
La formule de localisation de J.M.Bismut le long des fibres [9] (que nous
redémontrons dans la proposition 106 de la section 5.1) permet de montrer

Pexistence de 'application p, (théoréme 134).

la fonction det '/2( ). En particulier, si B est un point et si M est une va-
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Si M =V est un fibré vectoriel sur B, I'application p, est un isomorphisme.
C’est I'analogue de I'isomorphisme de Thom en I -théorie équivariante démon-
tré par Karoubi [25].

Sip: M — e est 'application sur un point, on obtient donc une application

Pst Koprag(M)y — Kg(e) = C(G)C.

11 est utile de considérer des variétés M non compactes. Dans certains cas, si
les intégrales veulent bien converger au sens des distributions, on pourra encore
associer a une botte de formes équivariantes tordues sur M une fonction géné-
ralisée invariante sur le groupe G. Le cas de la variété M = G - f et de la botte
ay. est particulierement important. Dans [31] nous définissons par le méme

formalisme
o ——/ afr
fir M £,

lorsque M est une orbite fermée. La fonction Oy, est une fonction généralisée
centrale sur GG. C’est le caractere de la représentation unitaire irréductible T}
de G associée a ces données (ceci est démontré dans [18] et [12] si M est de
dimension maximale).

On voit que notre ambition est de donner des procédés géométriques de
construction de caractéres de représentations unitaires associées a I’action d’un
groupe opérant dans une variété munie de quelques structures supplémentaires.

Nous sommes heureux de remercier Yves Benoist, Max Karoubi et Mustapha
Rais pour leur aide.

1 Cohomologie équivariante.

Nous commencons par préciser quelques résultats sur la cohomologie équiva-
riante a coefficients C* d’une G-variété M.

Dans toute la suite, variété signifie variété C'* sur R, de dimension finie,
séparée et séparable. Soit M une variété. Rappelons les notations concernant
les formes différentielles. On note C*°(M) 'espace des fonctions C* sur M a
valeurs complexes et Cc5 (M) le sous-espace des fonctions a support compact.
On note A(M) = @; A (M) I’ algébre des formes différentielles & valeurs com-
plexes sur M. On note A.,(M) D'espace des formes différentielles a support
compact. Pour o € A(M) on note o = 3=, v} sa décomposition en une somme
d’éléments homogenes ap; € A'(M).

On note d : A*(M) — A*TY(M) la différentielle extérieure. Si £ est un
champ de vecteurs sur M, on note «(£) : A*(M) — A*"!(M) la contraction
par le champ de vecteurs £. Les applications d et «(£) sont des dérivations de
carré nul de A(M). On note L(€) : A(M) — A(M) l'action de § sur A(M) par
dérivation de Lie. Les opérateurs (), d, L(€) vérifient la relation de Cartan

(4) du(§) + 1(§)d = L(E).

10
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On note dg¢ la dérivation dg = d — +(§) de A(M).

Si V est un espace vectoriel, on note AV Dalgebre extérieure de V et S(V)
lalgébre symétrique. Si G est un groupe opérant linéairement dans V', on note
V¢ le sous-espace des points fixes.

Dans cet article, les formules sont numérotées indépendamment des propo-
sitions.

Remarque. Dans cet article, les algébres considérées sont naturellement
graduées sur Z/2Z, et nous respectons la regle des signes dans la définition des
produits tensoriels, des dérivations, etc...

1.1 Cohomologie équivariante: définition.

Supposons M munie d’une action différentiable du groupe de Lie G. Soit g I’al-
gébre de Lie de G. Pour X € g on note X le champ de vecteurs sur M donné
au point m € M par

d
(5) Xp(m) = 7 exp(—eX) - m|.=o.
Si X est dans g, on posera dy = dx,,.
Soit S(g*) ® A(M) lalgebre des fonctions polynomiales sur g a valeurs dans
A(M). En plus de la graduation par le degré des formes différentielles, on
introduit une seconde graduation dans 'algébre S(g*) ® A(M) par

(6) deg(P ® o) = 2deg P + deg a

si P € S(g*) et « € A(M) sont des éléments homogenes. Nous dirons que le
degré défini par (6) est le degré total.

Soit X +— «(X) un élément de S(g*) ® A(M). On note ¢ (ou ¢4 s’il faut
préciser) la dérivation de S(g*) ® A(M) telle que

(7) H(a)(X) = ((Xnr) (X)),

Soit E; une base de g et soit ' € g* la base duale. On considere z! comme une
fonction polynomiale sur g et on note encore 2* la multiplication par z* dans
S(g*) ® A(M). On a donc

L= Z .’lv‘il‘((Ei)]u).

On définit un opérateur dy sur S(g*) < A(M) par
(dga)(X) = dx(a(X)).

L’opérateur dy s’écrit donc comme différence de deux dérivations de carré nul
de Valgebre S(g*) © A(M):
(8) dg=d—1.

11
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C’est une dérivation impaire de S(g*) ® A(M). Elle augmente de 1 le degré
total.

Le groupe G opeére sur S(g*) ® A(M) par produit tensoriel de 1’action ad-
jointe sur S(g*) et de I'action donnée sur A(M). Soit

Ac(g, M) = (S(g") ® A(M))°

la sous-algebre des G-invariants. L’opérateur d; laisse stable la sous-algebre
Ag(g, M). La relation de Cartan (4) implique que d} est nul sur Ag(g, M). On
note Hg(g, M) la cohomologie de algebre différentielle (Ag(g, M), dy). Clest
Pespace de cohomologie équivariante de la G-variété M. Lorsque G est compact
et connexe, c’est la cohomologie équivariante usuelle de M [15] [16].

Soit U un ouvert G-invariant de g. Soit C*°(U, A(M)) lalgebre des formes
a(X) sur M dépendant de maniére C™ de X € U. Le groupe G agit sur
C(U, A(M)) par (g-a)(X) = g- (a(g™" - X)) pour ¢ € G, o € C=(U, A(M)),
X € g. Soit AZ(U, M) = (C>=(U, A(M)))“ la sous-algebre des formes équiva-
riantes.

On définit un opérateur dg sur C°(U, A(M)) par

(dgo)(X) = dx(a(X)).

Les formes équivariantes telles que dga = 0 sont appelées formes fermées
équivariantes. Celles de la forme dyf3 avec 3 € AZ (U, M) sont appelées exactes.
On note HF (U, M) la cohomologie ker dg/ Im dy de AZ (U, M). C’est une alge-
bre, graduée sur Z/2Z, mais pas sur Z en général.

Soit N une autre variété dans laquelle G opere. Soit ¢ un morphisme G-é-
quivariant de M dans V. L’'image réciproque ¢* induit un morphisme d’algébres

de H¥(U,N) dans HF (U, M) et HZ (U, M) est une algebre sur H¥ (U, N).
Exemple 1 Si N = e est un point, HX (U, e) est égal a C°(U)%.

En particulier, H¥ (U, M) est une algébre sur C*=(U)“. Explicitons cette
structure. Soit o € HX (U, M) une forme équivariante sur M. Soit § € C*(U)“.
Alors fa est la forme définie par la formule (6o )(X) = 6(X ) (X) pour tout
Xel.

Si¢: H — G est un homomorphisme de groupes et si on note aussi ¢
I’application h — g différentielle de ¢, alors ¢ induit une application

¢ HE (U, M) = Hip (67 (U), M).

12
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1.2 Cohomologie équivariante d’un espace homogene.

Soit G' un groupe de Lie et soit H un sous-groupe fermé de G. On note g et b
leurs algébres de Lie. On considére ’espace homogéne M = G/H. On note e le
point {H} de M. Bien que ce ne soit pas vraiment nécessaire dans la suite, il
est agréable d’expliciter la forme des opérateurs d, ¢, dy sur Ag(g, M).

Nous commencons par donner une autre description de 1’algébre différen-
tielle Ag(g, M). On identifie I’espace tangent T.(M) & M au point e & g/h de

la maniére usuelle. Soit 7 la projection de g sur g/h. Soit X € g. Il résulte de
la formule (5) que 'on a X)s(e) = —m(X). L’espace cotangent a M au point
e € M =G/H estégal a(g/h)*. Soit « € Ag(g, M) une application polynomiale
G-invariante de g dans A(M). Soient &, ..,¢, des éléments de T,(M), X € g et

g € G. Avec les notations évidentes, on a, a cause de ’équivariance,

(o) (Ad(9)(X))ge(9 - &1y oy 9 - &) = ap(X)e(y s €p)-

Posons &(X) = «a(X).. Donc & est une application polynomiale de g dans
A(g/h)* et l'on a

o) (X)ge(€1, s &) = ap)(Ad(g™ ) (X)) (97" €1y 97 &)

Cette formule montre que ’application o — & est un isomorphisme de ’algebre
Ac(g, M) sur lalgebre (S(g*) ® A(g/h)*)¥ formée des fonctions polynomiales
sur g a valeurs dans A(g/h)* qui sont H-invariantes.

Nous poserons T' = S(g*) @ Ag* et Ty = (S(g*) ® A(g/h)*)¥. On a donc
Ac(g, M) = Ty.

Considérons la dérivation «+ de Ag(g, M). On notera  la dérivation de Ty
qui lui correspond. Soit @ € Ty. Soit X € g. On a ia(X) = —(7(X))a(X).
Fixons une base Fj, ..., E, de g telle que les vecteurs F, ..., F, forment une base
de . Notons x* les fonctions coordonnées correspondantes. Les x' avec i > r
forment une base de l'espace (g/h)*, identifié a I'orthogonal h* de b dans g*.

Posons
j=Y a'(rE;).
i>r
C’est une dérivation de carré nul de S(g*) ® A(g/h)* et i est la restriction de
—J au sous-espace T}y.

Considérons opérateur d sur Ag(g, M). On notera d la dérivation corres-
pondante de T.

Rappelons la définition de Koszul d’'un complexe calculant la cohomologie
de g dans un g-module V. Soit o € ¥V & APg*. On définit o € V ® APTlg* par
la formule

(9) (6a) (X1, oy Xpy1) = Z(-1)i+lx,~ (X, ey Xiy ooy Xpp1)
+ Z(—l)‘“(r([X,-,.X'j],Xl, ...,){’i, ...,Xj, ey Xp+1),
i<y
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ou Xi,..., Xp41 sont des éléments de g. La cohomologie du complexe V®A*g* est
isomorphe a la cohomologie H*(g, V). Soit V un g— H-module. Ceci signifie que
V est un H-module différentiable et un g-module, que la différentielle de I’action
de H est la restriction a § de I'action de g, et que les actions sont compatibles:
h-(Xv) = (Ad(h)(X))- hv pour tout X € g, h € H et v € V. Par exemple, un
G-module différentiable V est muni canoniquement d’une telle structure. Alors
le sous-espace (V ® A(g/h)*)¥ de V ® Ag* est stable par 6. Par définition la
cohomologie relative H*(g, H, V) est la cohomologie de (V ® A®*(g/h)*) muni
de la différentielle 6.

On considére la dérivation de Koszul § dans Ty = (S(g*) ® A(g/h)*)H, ot
S(g*) est considéré comme G-module grace a ’action adjointe de G.

Lemme 2 Onad=6.

Démonstration. En considérant la projection de G sur G/H, on voit qu'’il
suffit d’établir ’assertion lorsque M = G. Nous supposons donc dans la suite
de cette démonstration que I'on est dans ce cas.

Soit « une application polynomiale G-invariante de g dans les formes dif-
férentielles de degré p sur G, et soit & la fonction de g dans APg* obtenue en
évaluant a au point e de G. Soient Xj,..., X,4; des éléments de g. On note par
la méme lettre les champs de vecteurs invariants a gauche sur G' qui prolongent
ces éléments. Pour X € g et g € G, on a donc

a(X), (X1, .., X,) = a(Ad(g™) (X)X, ..., X,).

On en déduit
. d . C v
X1 . (a(X)(Xz, ...,,Xp_’_l)) = E(Y(A(I(G'Xp —E/XI)(‘X ))()(2, ...,X,,+1)|5=0.

Le lemme s’obtient, en comparant la formule (9) avec la formule bien connue
pour d(a(X)):

(10) X)) (X1s o0y Xp1) = (=1 X (X)X ooy Xy ooy Xp1))

i

+ 3 (D) X) (X, X1 Xy oo Xy ooy Xy oo Xp)-

i<y

Ceci termine la démonstration. 1
Notons dg I'opérateur dans Ty correspondant a dg.

Corollaire 3 On a dy = j + 0.

En particulier, on a (j+46)? = 0 sur Tj; ce qui peut aussi se voir directement.
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1.3 G-algebres différentielles.

Il sera utile de généraliser la notion de cohomologie équivariante d’une variété en
la notion de cohomologie équivariante d’une G-algébre en remplagant 1’algebre
A(M) par une G-algebre abstraite.

Définition 4 Dans cet article, une algébre de Fréchet A est une algébre as-
sociative sur R, @ élément unité, graduée sur Z/2Z, supercommutative, munie
d’une structure d’espace vectoriel topologique qui en fait un Fréchet et pour la-
quelle la multiplication est continue (comme application de A x A dans A).
Une algébre de Fréchet différentielle est une algébre de Fréchet munie d’une
dérivation impaire continue de carré nulle (notée d ou dq). On note H(A) ou
H(A,d) lalgébre d’homologie correspondante. Si elle est séparée, c’est une al-
gébre de Fréchet graduée sur Z/2Z, supercommutative.

Exemple 5 Soit M une variété. Alors lalgébre C*°(M) (munie de la diffé-
rentielle nulle et de la graduation triviale) et Ualgébre de de Rham A(M) des
formes différentielles sont des algébres différentielles.

Si V et W sont des espaces de Fréchet, notons VW le produit tensoriel
projectif complété, au sens de Grothendieck. Par exemple, si V = C®(M)
comme ci-dessus, VW est canoniquement égal a 1'espace C*°(M, W) des appli-
cations différentiables de M dans W (voir [29], p 533). Si T est un endomor-
phisme continu de V on note encore T l'endomorphisme continu de V@W
prolongeant 7' ® 1. De méme, si T est un endomorphisme continu de W, et si
V et W sont gradués sur Z/2Z, on note encore T' I’endomorphisme continu de
VW prolongeant I’endomorphisme v @ w — (=1)"Tly @ Tw.

Si A et B sont des algebres de Fréchet différentielles, AQB devient une al-
gebre de Fréchet différentielle en définissant la différentielle comme d4 + dp et
la multiplication comme d’habitude, avec la régle des signes.

Soit G’ un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Considérons une représentation
différentiable (& gauche) de G dans un espace de Fréchet V. On note Ly (X)
I’endomorphisime de V' associé a un élément X € g.

Soit A une algebre de Fréchet différentielle. Nous dirons que G opere sur A,
ou que A est une G-algebre, si I'on s’est donné une représentation différentiable
de G dans A respectant le produit, la graduation et la différentielle de A, et une
application linéaire X +— 14(X) de g dans les dérivations impaires continues de
A, vérifiant les relations de Cartan [15]

(11) [d,1 (X)) = La(X), pour tout X € g,
(12) gota(X)og ' =14y X), pourtoutg € G, X € g,
(13) 14(X)2 =0, pour tout X € g.

Par exemple, si G opere a gauche dans une variété différentiable M, I’algebre
A = A(M) devient une G-algebre pour laquelle 4(X) = «(Xy) et L4(X) =
LX),
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De méme, si G opere a droite sur M, on obtient une G-algebre en considérant
les champs de vecteurs

(14) uX(m) = %m - exp(eX)|e=o-

On définit de maniére évidente les notions de morphismes de G-algebres, de
produit tensoriel projectif de G-algebres.

On note Ay, la sous-algebre des éléments horizontaux (c’est-a-dire annulés
par les dérivations ¢(X), X € g) et Apas la sous-algebre des éléments basiques
(c’est-a-dire horizontaux et G-invariants).

La relation de Cartan (11) implique que la sous-algebre A, est stable par
dj.

Soit (A,d4) une G-algebre. Considérons l’algébre S(g*) ® A des fonctions
polynomiales sur g a valeurs dans A. Comme précédemment, les éléments de g*
sont considérés comme pairs et 1’ algebre S(g*) ® A hérite de la graduation sur
Z[2Z de l'algébre A. Soit X — a(X) un élément de S(g*) ® A. On note ¢ (ot
tg 8’1l faut préciser) la dérivation de S(g*) ® A telle que

(15) Ha)(X) = 1a(X)(a(X)).

Soit E; une base de g et soit 2' € g* la base duale. On considére ' comme une
fonction polynomiale sur g et on note encore x* la multiplication par z' dans

S(g")® A. On a
L= zmilvA(Ei).

On pose
(16) dg=d—1.

C’est une dérivation impaire de S(g*) @ A.
Le groupe G opeére sur S(g*) ® A par produit tensoriel de I’action adjointe
sur S(g*) et de I'action donnée sur A. Soit

Ac(g) = (S(g") @ A)°

la sous-algebre des G-invariants. La relation de Cartan (11) implique que (lg est
nul sur Ag(g).

On note H¢(g, A) la cohomologie de 'algebre différentielle (Ag(g),dg). On
dira que Hg(g, A) est espace de cohomologie équivariante de A.

Soit U un ouvert G-invariant de g. Considérons I'algebre C®(U)®A =
C=(U,A). Soit X + a(X) un élément de C*(U,A). En considérant ’ac-
tion adjointe de G dans C*°(U), on obtient une action naturelle de G dans
C*>(U, A). On note AZ(U) = C*=(U, A)“ la sous-algebre de Fréchet formée des
éléments G-invariants de C*°(U, A). On note encore 2 la restriction de &' 4 U,
Soit X +— a(X) un élément de C*(U, A). L’opérateur ¢ est encore défini sur
C>(U, A) par

t(a)(X)=u(X) - a(X).
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Les relations de Cartan entrainent que d? s’annule dans AZ(U).
L’algébre de cohomologie correspondante est notée HZF (U, A). C’est la co-
homologie (différentiable G coefficients dans U) équivariante de A.

Exemple 6 Si G opére a gauche dans la variété différentiable M et si A =
A(M), Uespace Ag(g) est égal a lespace des formes équivariantes Ag(g, M) et
Vespace Hg(g, A(M)) est d Uespace Hg(g, M) de cohomologie équivariante de
la variété M. De méme, on a AZ(U) = AZ(U,M) et HF (U, A) = HZ (U, M).

Définition 7 L’algébre de Weil est définie par: W(g) = S(g*) ® Ag*.

Notons G le groupe G considéré comme variété dans laquelle G' opere &
gauche. On note e l'identité de G. Rappelons que 'application a — & consistant
a évaluer en e fournit un isomorphisme de Ag(g,cG) sur W(g). On note j, 6
et dw les dérivations de W(g) obtenues en transportant les dérivations —¢, d
et dg de Ag(g,cG). Nous les avons explicitées au paragraphe précédent. La
dérivation 6 de W(g) obtenue en transportant la différentielle d de de Rham
est la dérivation de Koszul é dans W(g) = S(g*) ® Ag*, ot S(g*) est considéré
comme un g-module grice a l'action adjointe.

Si X € g, on note 14(X) la dérivation de Ag* telle que 14 (X)(f) = f(X)
pour f € g*. On a

j= Zariz,A(E,-) et dw=j+6.

Si z € g*, on note encore x I'élément r ® 1 de S(g*) ® Ag* et 7z 1’élément z
considéré comme élément impair de Ag* (la lettre 7 est employée dans cette
section pour “changement de parité”, et non pour 3,14...). Les éléments z et
nx engendrent W(g). Il est utile de donner les formules pour les dérivations
ci-dessus sur ces générateurs. On a

(17) j@) =0, j(rr) =12,

(18) 6(x) =Y L(E;)(x)mat, b(wa) =) ira’ 7L(E;) ()
(formules de Koszul, voir [20] p. 177).
Il est commode de réécrire les formules de Koszul en introduisant la super-
algebre de Lie W(g) ® g. On pose
(19) Www = Z 7T.”(7iE,' € Ag* ® g, QW = ZIiE; S S(g*) ® g.

On vérifie que les formules de Koszul sont équivalentes aux formules suivantes

(20) Qw = dw(ww) + 3lww,ww]

et
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L’action de G' a droite dans G induit une représentation de G dans A(G)
que ’on prolonge trivialement a S(g*) ® A(G). Elle laisse stable le sous-espace
Ac(g9,6G). En transportant cette représentation sur W(g) = Ag(g, cG), on
obtient une représentation de G dans W(g), dont on vérifie que c’est la repré-
sentation naturelle dans le produit tensoriel S(g*) ® Ag*.

De méme, si X € g, le champ de vecteurs X est invariant a gauche et la
dérivation ¢(gX) de A(G), étendue naturellement & S(g*) ® A(G), laisse stable
le sous-espace Ag(g,cG). En transportant «(¢X) sur W(g) & Ag(g,cG), on
obtient la dérivation ¢4 (X) de W(g).

Munie des dérivations dw, ts(X), et de 'action naturelle de G, W(g) est une
G-algebre (voir Cartan [15]). Disons briévement pourquoi. Il résulte de ce qui
précede que, munie de la différentielle 6 au lieu de dw, W(g) est une G-algebre
(une sous-G-algebre de S(g*) ® A(G) ol on a mis sur le premier facteur l’action
triviale de G, et sur le second, ’action provenant de I’action a droite sur G).
On sait d’autre part que ’on a d%, = 0, car (lg = 0. 1l suffit donc de voir que
l’opérateur j commute aux opérateurs i, (X) et a l'action de G, ce qui est clair.

On définit l’algébre de Weil a coefficients C* par
W>(g) = C*(g) ® Ag".

L’opérateur j = ¥ z'1(E;) s’étend naturellement & C*(g) ® Ag*. Considérons
C*°(g) comme un G-module par 'action adjointe. La dérivation de Koszul du
complexe C*(g) ® Ag* sera encore notée 6. L’application o — & est un isomor-
phisme de AZ (g, cG) sur W>(g) et si on note encore dy la dérivation obtenue
en transportant dg, on obtient:

1.4 Connections.

Soit A une G-algebre et soit w un élément impair de ’algebre de Lie A ® g. On
écrit

w = Z wi ® Ei7
ol les w' sont des éléments impairs de A. On note ., ’homomorphisme d’alge-
bres de Ag* dans A tel que k,(72') = w'.

On dit que w est une connection si w est G-invariant et si k, commute aux
opérateurs ¢(X) (définis respectivement dans Ag* et A). On a donc t4(E;)w’ =
bij et 1a(X)w = X. Ceci entraine que A est 'algebre extérieure Apor[wy, ..., wn).
On note h le projecteur correspondant sur Ay,.. On dira que h est I'opérateur
de projection horizontale déterminé par w. Cet opérateur commute a ’action
de G. Donnons une formule pour k. On note encore w' la multiplication par w?
sur A. L’opérateur w't4(E;) est un opérateur pair et commute aux w’4(E;).

On a .
(22) h=[[I - w'ta(E)).

i
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On pose Q = d w + %[w, w]. On dit que Q est la courbure de w. On écrit
Q=Y O RE,.
L’élément §2 est basique, pair, et vérifie I'identité de Bianchi
daQ = [Q,w].

On prolonge &, de maniére unique en un morphisme d’algébres de W(g) dans
A en posant . .
ko(zh) = Q.
Les formules (20) montrent que £, est un morphisme de G-algebres.
Pour o = af...,2%,...,7z',...) € S(g*) ® Ag*, le morphisme &, () consiste
A substituer les éléments impairs w' de A aux variables impaires 7z’ et les
éléments pairs §¥ aux variables paires 7. Si ¢ € S(g*), on note

rol($) = B(9).

La sous-algebre des éléments horizontaux de W(g) est égale a S(g*), et celle
des éléments basiques & S(g*)“. Tous les éléments de S(g*)¢ sont annulés par
dw = j + 8. L’application &, induit donc une application de S(g*)¢ dans les
éléments basiques et fermés de A. Montrons que, pour ¢ € S(g*)%, la classe de
cohomologie de ¢(Q2) € H(Apas) est indépendante du choix de la connection.

Soit @ € C®(R,A ® g) et soit w; = w(t). Supposons que wy, t € R, soit
une famille & un parametre de connections. Soit €; la courbure de w;. Notons
w; = (;—ltwt.

Considérons 'algébre A = A(R)®A. On étend I’action de G sur A par action
triviale sur le premier facteur. Munie de d = dg + d4 et des opérateurs ¢4(X),
lalgebre A est une G-algébre. On a

A=C®R,A) P C=(R,A)dt.
On considére & comme une connection sur A. Sa courb}u'e est ) = —widt + Q.
Notons & P’application correspondante de W(g) dans A. Soit ¢ € S(g*). Dans
la décomposition A = C®(R, A) ¢ C=(R, A)dt, on a

$(Q) = () — Y (wh) (0i) () A dt

2

Il

ou 0; est la dérivée partielle du polynome ¢(a!,22,...,z¢,...) par rapport a la
variable z°.

Le méme argument que ci-dessus montre que si ¢ € S(g*)“ est G-invariant,
#(2) est (dg + da)-fermée et basique. On en déduit la formule de transgression
dans les éléments basiques de A:

(23) L0(00) = da(Y (1) (6)(92).
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Ceci montre que la classe de cohomologie de ¢(;) dans (Ay,s,d4) est in-
dépendante de t. En particulier, si wy et w; sont deux connections, w; = tw; +
(1 = t)wp est une famille de connections égale & wy au temps ¢t = 0 et a w; au
temps t = 1. Donc ¢(Q;) = ¢(Q) dans H(Ap)-

Par conséquent, I’application «,, induit un homomorphisme indépendant du
choix de w, appelé homomorphisme de Chern-Weil et noté W, de S(g*)¢ dans
l’algebre d’homologie H(Apas)-

Nous dirons que w est une connection différentiable si k., est continue pour
la topologie de W>(g). C’est le cas si et seulement si I’application z* — Q' se
prolonge en un homomorphisme continu de C*(g) dans A. Dans ce cas nous
noterons encore £, le morphisme continu de W*°(g) dans A qui prolonge &, et
nous noterons encore

si ¢ € C*>(g).

La sous-algebre des éléments horizontaux de W>(g) est égale a C*°(g), et
celle des éléments basiques & C°°(g)©. Tous les éléments de C*°(g)“ sont annulés
par dw. L’application ,, induit donc une application de C*(g)“ dans les élé-
ments basiques et fermés de A, et donc un homomorphisme W,, prolongeant I’
homomorphisme de Chern-Weil de C*(g)¢ dans l'algébre d’homologie H(Apas).
Cet homomorphisme est indépendant de la connection dans le sens suivant:
soient wy et wy deux connections différentiables faisant partie d’une famille dif-
férentiable t — w; de sorte que la formule de transgression (23) ci-dessus reste
valable. Alors W, ¢ = W,, ¢ pour ¢ € C=(G)¢ et nous notons cette classe
W(g).

L’exemple fondamental est celui d’un fibré principal P de base B ou G opere
a droite [15] [16] . On choisit une forme de connection w € (A'(P) ® g)¢ (une
telle forme existe) et on a Q = dw + 3[w,w] € (A*(P) ® g)°. On dit que Q
est la forme de courbure de la connection. Si ¢ = ¢(z!,..,2%,..) € C>(g), alors
#(2) € A(P) est donné par la formule de Taylor

89 = 3 1 (09)(0),

I

ol I désigne un multi-indice I = (iy, iz, ..., %k, ..), & = [[Q*, etc .... Cette
somme est finie, puisque les formes Q' sont de degré extérieur 2.

Soit p la projection de P sur B. On identifie par p* I’algebre A(B) et I’al-
gebre A(P)pas. Si ¢ est G-invariante, ¢(§2) représente une classe W(¢) € H(B)
indépendante du choix de la connection w.

Ce qui précede se généralise a une situation équivariante (voir [7]). Soit L
un groupe de Lie opérant a gauche dans P avec une action commutant a celle

de G, et supposons de plus que w soit L-invariante. La sous-algebre AP([, P)
des éléments L-invariants de C*°(I)®A(P) est invariante par l’action de G et
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des opérateurs ¢(pX) (X € g). Munie de la différentielle d;, c’est une G-alge-
bre (cela résulte immédiatement de ce que la dérivation ¢ commute (au sens
gradué) aux dérivations ¢(pX) (X € g)). On pose

(24) QU =dw+ jlw,w] € AT(LP)®g.
On a donc
=0+ K,
ou
(25) p=—-ylw) ErelC=P)Qag.

On dit que Q; est la courbure équivariante de w et que u est le moment équiva-
riant de w [7]. Pour Y € [, u(Y) = — L w'(Yp)E; € C*(P) ® g.

Si ¢ = ¢(z!,..,2%,..) € C=(g), alors ¢(%) € AP(I, P) est donnée par la
formule de Taylor

B8 = 3 T (@r) 1),

1

c’est-a-dire

. Q)
(26) (b(Q[)p(‘X) = Z Tf(al¢)(/lp(‘x))
7 1!
Dans la suite, si X € [, nous écrivons Q(X') pour (X) = Q+ pu(X). On répete
pour ce cas particulier les propriétés générales de I’application W,,,.

Proposition 8 Soit P — B un fibré principal de groupe G muni d’une connec-
tion w. Soit L un groupe de Lie opérant a gauche dans P et supposons que w
soit L-invariante. Si ¢ € C(g)“, la forme différentielle équivariante W, (¢) =
#(Q) € AP(I, B) associée G ¢ par I’homomorphisme de Chern-Weil est une
forme différentielle équivariante fermée sur B. La classe de cohomologie de
W, ¢ représente une classe W(¢) € HP(l, B) indépendante de la connection w.

1.5 Classes caractéristiques.

Nous utiliserons dans la suite 'homomorphisme de Chern-Weil dans le cas de
fibrés vectoriels. Nous explicitons les formes équivariantes obtenues a 1’aide de
Popérateur de courbure équivariante.

Soit M une variété. On note AT*M le fibré d’algebres extérieures du fibré
cotangent. Si £ est un fibré vectoriel (réel ou complexe) sur M, on note I'( M, £)
Pespace des sections de & et A(M,E) = I(M,AT*M ® &) espace des formes
différentielles sur M a valeurs dans £. Supposons £ de rang constant N. On
note GL(N) le groupe GL(NNV,R) ou le groupe GL(N,C) suivant le contexte.
Soit P le fibré des reperes de . La fibre P,, de P au point m € M est 'espace
des isomorphismes linéaires de RY (ou CV) avec &,,. Le groupe GL(N) opére a
droite sur P et P est un fibré principal sur M de groupe GL(NV). Notons 7 la
représentation canonique de GL(N) dans RY ou CV. Le fibré vectoriel £ est le
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fibré P xgr(wv) RY (si £ est réel) ou P X GL(N) CN (si € est complexe) associé a
la représentation 7.

Soient L un groupe opérant sur M et £ — M un fibré vectoriel L-équivariant
de rang N sur la variété M. Soit N le rang de €. Le groupe L opére a gauche
sur GL(£). Supposons £ muni d’un opérateur de connection L-invariante V.
Par définition, I’opérateur V est un opérateur différentiel sur A(M,E). Si U est
un ouvert au-dessus duquel £ = U x FE est trivial, alors 'opérateur V est égal
a d + wy, ol wy est une 1-forme sur U a valeurs dans End(F). Les 1-formes
de connection wy sur les ouverts de trivialisation U déterminent une forme de
connection w sur le fibré principal des repéres P, comme expliqué par exemple
dans [6], chapitre 1.

Soit £f(X) la dérivée de Lie de l'action de G sur A(M,E). On définit la
courbure équivariante de V comme 'opérateur sur A(M, &)

F(X)=(V—=uXy)*+L5(X) pour X €L

On voit facilement que cet opérateur est donné par I'action sur A(M,E)
d’un élément de A(M,End¢&) qu’on notera encore F(X). On écrit aussi

F(X)=F+ puX),

F =V?¢e A(M,End¢)

est la courbure de la connection V et
w(X) = L5(X) = (Vi(Xpr) + (Xa)V) € T(M,End¢)

est le moment de la connection V. Le rapport entre l'opérateur F(X) et la
forme de courbure équivariante Q(X) de w sur P définie en (24) est expliqué
dans [6], chapitre 7.

Si ¢ est une fonction GL(V)- invariante sur gl(/N) et si X € [, on peut
définir ¢(F(X)). En effet, si e; est un repeére local de £ et ' le repere dual, alors
F!(X) = (7, F(X)e;) est une matrice N x N a coefficients formes (locales) sur
la base. Puisque ¢ est invariante, ¢(F (X)) = ¢(F! (X)) est indépendante du
repere local e; choisi et donc la forme ¢(F(X)) est une forme différentielle sur
M. Elle est égale a la forme ¢(Q(X)) donnée par (26). Donc X +— ¢(F(X)) est
une forme équivariante fermée et sa classe de cohomologie ne dépend pas de V.

On consideére en particulier la fonction ¢(Y) = Tr(e¥), Y € gl(NV).

Définition 9 Si & est un fibré vectoriel L-équivariant sur M muni d'une con-
nection L-invariante V de courbure équivariante F(X), on définit le caractére
de Chern équivariant ch(E,V) par

ch(E,V)(X) = Tr(e"™)) powr X €L
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La forme différentielle équivariante ch(&, V) est fermée et sa classe de cohomo-
logie équivariante notée ch(E) est indépendante du choix de la connection V.
On notera que la convention de signe dans cet article differe de [6]. Si M est un
point, £ est un espace de représentation de L et ch(E)(X) = Tre(exp X).

Définition 10 Soit F un espace vectoriel réel. Notons J la fonction invariante
par conjugarson sur End E définie par

sinh(Y/2)

TY) = det( =575

) pour Y € End E.

Définition 11 Si £ est un fibré vectoriel réel L-équivariant sur M muni d’une
connection L-invariante V de courbure équivariante F(X), on définit le J-genre

équivariant J(E,V) de (£,V) par
J(E,VYX)=J(F(X)) pour X €L

Le J-genre équivariant est une forme différentielle équivariante fermée sur M
et sa classe de cohomologie J(&) ne dépend que du fibré £.

1.6 Algebre de Weil et cohomologie équivariante.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Soit B = B @& B~ une algébre
graduée sur Z/27Z et supercommutative. Supposons que B soit munie d’une
structure de AV-module au sens suivant. Si e; est une base de V, on s’est donné
des dérivations impaires ¢(e;) de B vérifiant les relations

t(ei)(e;) + i(ej)i(e;) = 0.

Un élément de connection pour « est un élément w = 3, w'e; € B~ @V tel que
t(e;)w? =6}

Lemme 12 Soit B une algébre graduée sur Z /27 et supercommutative. Soient
t1 et 1y deur structures de AV-modules sur B, commutant entre elles (c’est-a-
dire 11(v)t2(w) + t2(w)ey1(v) = 0, pour tout v,w € V). Supposons qu’il existe un
élément de connection w commun pour iy et 1y. Alors les deuz structures ¢1 et
ty de AV -module sur B sont isomorphes.

Démonstration. Soit w = Y w'e;. Les opérateurs impairs w* et ¢1(e;) — t2(e;)
commutent. Considérons la dérivation

f = Zwi('l((’i) — 13(e3))
de B. Elle est paire et nilpotente de sorte que

(27) 0 = exp() = [J(1 +wi(11(e) = 1ale))
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est un automorphisme de B. On voit facilement que pour tout v € V:
t2(v)O = Ouy(v).

En effet, il suffit de le vérifier pour un espace vectoriel V' de dimension 1 ou la
vérification est aisée. 1

Soit A une G-algebre différentiable. On considére 1’algebre Ag* ® A. Les
structures ¢1(X) = t2A(X) + ¢ta(X) et 15(X) = ¢4(X) commutent entre elles et

ont 1’élément de connection commun wy = Y°; 72* @ E;. On note 6 la dérivation
0 =Y ma'ia(E;).
D’apres le lemme 12
© = exp(f) = [[(1 + ma't4(Ei))
est un automorphisme de Ag* ® A et on a
(28) (A(X) = O(ia(X) + 14(X)).

Il en résulte que © induit un isomorphisme d’algebres de (Ag* @ A)por (munie
de la contraction totale tp + 14) sur la sous-algebre A = 1® A de Ag* ® A.
Notons r(a) € A la projection d’'un élément o € Ag* ® A sur la composante de
degré extérieur 0. Alors, pour tout v € (Ag* @ A)hor, O(¥) € A est égal a r(«).

Définissons
W>(g, A) = W*(g)®A = C(g)®(Ag* ® A).

On considere sur W™(g, A) la structure de G-algebre obtenue par produit
tensoriel (gradué) des structures de G-algebres de W™ (g) et de A. En particulier
W>(g, A) est muni de la différentielle dy +d4. On étend © en un automorphis-
me C*°(g)-linéaire de C*(g)H(Ag* @A) = W>(g, A). Comme ci-dessus, on voit
que © induit un isomorphisme de W (g, A)jor sur C®(g)A et de W>(g, A)pas
sur A®(g) = (C*(g)®A)“. L’isomorphisme © coincide sur W>(g, A)por =
C>(g)®(Ag* ® A)per avec la projection r sur la composante de degré extérieur

Notons j4 et c4 les dérivations impaires de W*>(g, A) définies par

jA = Z.’l?il,A(E,') et Cyp = zﬂ'.’l'iﬁA(E,j).

Lemme 13 [2{] Posons k = O(dw + d,)0~". On a

7=(lw+(1A—jA+(5A=_j+(5+(lA—jA+CA.
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Démonstration. D’apres (28), on a 4(X) = O(¢4(X) +¢4(X))O~L. Donc la
dérivation k vérifie
tA(X)k 4 kia(X) = L(X)

ol £(X) est la représentation de g dans C=(g)®(Ag*® A) produit tensoriel des
représentations de G sur les trois facteurs. Il est facile de voir que l'opérateur
k' =374 6+ds — ja+ caq vérifie aussi

(X + K a(X) = L(X).
On voit donc que
LA(X)(I“,’ — k) + (k’ - k)LA(X) = 0

Pour montrer que k¥ = k', nous procédons par récurrence descendante sur le
degré extérieur. Il suffit de montrer que k = &' pour tout o € C*(g)®(A™**g*
® A). On calcule sans difficulté que

ko = O +6+da)a
= O +da)a
= dq+ ja — jaa
K.

Corollaire 14 [16] La projection r induit un isomorphisme de l’algébre diffé-
rentielle (W™ (g, A)bas, dw + d4) sur Ualgébre différentielle (A (g),dg).

Démonstration. Siae C>®(g)®A, alors ka = qu — jaa+ (8 + ca)a. Mais
(6+ca)a=Y;mx' L(E;)a. Si o € AX(g) = (C°(g)®A)%, alors (6 + c4)a =10
et kao = (dg — ja)a =dga. 11

Remarque 15 Dans [16] le corolluire est donné sous sa forme algébrique.
D’aprés [16] Valgébre W(g) joue le réle d’une algébre de formes différentielles
sur lespace classifiant Eg. Lorsque A est la G-algébre A(M) associée a laction
de G dans la variété M, le corollaire est lié a linterprétation de la cohomologie
équivariante comme cohomologie de l'espace Eg Xg M.

1.7 Action libre.

Nous dirons que ’action de G dans une G-algebre différentiable A est infinité-
simalement libre s’il existe une connection différentiable w € A ® g. On note
k4 ’homomorphisme d’algébres de Fréchet de W>(g, A) dans A qui prolonge
Papplication a®a +— £, (a)a. C’est un morphisme de G-algebres différentielles.
Donc k2 envoie W™ (g, A)pas dans Ajq.
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Considérons l'isomorphisme ©~' de AZ(g) avec W>(g, A)pas. Alors k207!
est un homomorphisme d’algébres différentielles de AX(g) dans Ay, et K20~}
est égal a I'identité sur la sous-algebre Ay, C (C°°(g)®A)C Explicitons KA@ -1
Soit Q = 3°; V'E; la courbure de la connection w. Si o = ¢ ® a € C>(g ) ® A
avec ¢ € C(g) et a € A, on a k2(a) = ¢(Q)a. Pour o € C*°(g)®A, on note
kAo = a(R). Comme ¢(Q ) € Ahor, on voit que, si @ € C*®(g)®A4,

k50 = [J(I — w'ea(E))(a(R2)).

i

Donc k207 'a = h(a(Q)) ot h : A — Ay, est Popérateur de projection hori-
zontale (22) déterminé par w.

Définition 16 On note W, Uopérateur de AZ(g) — Avus défint par
W, (a) = h(a(R)).

Comme W,, = k2071, I'application W,, est un morphisme d’algebres différen-
tielles, prolongeant ’application ¢ — ¢() définie pour ¢ € C*(g)¢ C AX(g),
et égal a I'identité sur Ap.. C AZ(g). Nous dirons encore que c’est I’homomor-
phisme de Chern-Weil.

L’application z' — z* 4+ Q' définit un automorphisme Ty, de S(g*) @ A. On
dit que T, est la translation par 2. Nous supposons que cet automorphisme se
prolonge en un automorphisme de C*°(g)®@A. Cette condition est vérifiée dans
I’exemple de la section 1.4 d’un fibré principal P — B de groupe G muni d’une
action & gauche de L. En effet, on a C®(g)®A = C=(g x [, A(P))! et pour
XegYelpeP ¢geCo(gx[AP))L ona

(Tad)(X,¥) = 60X +9Y)Y), = 5 TS 60X + 1y (¥). Yy

Théoréme 17 Soit A une G-algébre différentiable. On suppose que l’action de
G dans A est munie d’une connerion w de courbure §2 et que la translation T
est définie sur C=(g)®A. Alors linjection canonique de Ay,s dans (C®(g)RA)Y
induit un isomorphisme en cohomologie de H(Apas) sur HE (g, A). Linverse est
induit par W,,.

Remarque 18 Ce résultat est di ¢ H. Cartan [15][16] pour la cohomologie d
coefficients polynomiauz.

Démonstration. Ecrivons w = Y w' ® E; la connection de la G-algébre A.
Considérons les deux structures ¢;(X) = 12 (X)+ea(X) et t2(X) = 14(X) de Ag-
module sur Ag*®A. La connection w est commune aux deux structures. D’apres
le lemme 12, opérateur © 4 = [[;(1 + w'ts(E;)) vérifie © 4(ea(X) + 0a(X)) =
14(X)04. L’automorphisme © 4 de Ag*®A consiste & remplacer 7z par mz'+w'.
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L’application © 4 induit donc un isomorphisme de (Ag* ® A)nor avec Ag* @ Apor-
Par prolongement C°°(g)-linéaire, ©, se prolonge en un automorphisme de
W=(g,A). Cet automorphisme définit un isomorphisme de W>(g, A)pas sur
(C=(g)®(Ag" ® Anor))®.

Notons Q = Y, ' ® E; € A @ g la courbure de la connection w. On note
encore Q' I'opérateur de multiplication par Q sur A. Notons jq et c, les déri-
vations impaires de W>(g, A) définies par

jQ = ZQil.A(E,') et Cy = Zwiﬁcw@,A(Ei)
ol Lowogp(X) désigne la dérivée de Lie de de 'action de G dans C*°(g) @ Ag*.
On note C Popérateur © 4(dw + d4)07;" sur W>(g, A).
Lemme 19 On aC =dw +dy—ja+co=j—ja+co+ds+6.

Démonstration. II suffit de démontrer que © 4(dw + da)a = (j — jo +co +
da+8)0 qa pour « parcourant un systéme de générateurs (au sens topologique)
de W>(g, A).

Pour a € A, la relation précédente est évidente. Pour ¢ € C*(g), nous
avons:

O4(dw +da)p = ©O4b¢
- @A(ZTF.’L‘Z‘[,(E,')(/ﬁ)

= Z(nmi + W) L(E;)¢
66 + c.¢

ce qui démontre la relation désirée pour ¢ € C*(g).
Soit 7x* € g*. On a, en écrivant @4 = exp by,

O4(dw + dy) Tt = O (at + bma’)
ot 4 dmat 4 B 0mat + %()ﬁéwmi

tandis que

(J+0+da—ja+c,)Ouma’ = (j+6+da— jo+c)(rz' +w')
= 't oma' +daw' — QO + e mat
= o' +bma’ — (2’ [w,w]) + coma’.
I est facile de vérifier sur les formules explicites pour é7z’ que I'on a #4672 =

comxt et B46mrt = —(af, [w,w]). Ceci achéve la démonstration du lemme. &
Sur A lopérateur © 4 est 'identité et C' coincide avec dy.
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Considérons la graduation de W*(g, A) induite par le degré extérieur:

dimg
W=(g,A)* = Y C=(g)®(Ag* ® A).

q=0

Décomposons C' en somme d’opérateurs C; homogenes de degré ¢ pour cette
graduation. On a C = C_1 + Cy+ C; avec C_; = j — ja, Co = ds + c, et
Cl = 6

Considérons enfin P'opérateur Ty de translation par 2 sur C*(g, A). 1l
consiste a remplacer z' par z' + Q. L’opérateur T est un automorphisme
de degré 0 et commute a l’action de G.

Si a € We(g,A) = C°(g)®(Ag* ® A), on note (0) la valeur de o en 0,
c’est un élément de Ag* ® A. On note [ la composante de degré extérieur 0
de a. C’est un élément de C*°(g)QA. Donc ag(0) € A.

Lemme 20 1. Soit D = Tq o CoTg'. Alors D est une différentielle G-inva-
riante sur W>(g, A). Elle vérifie 1o(X)D + Di4(X) = L(X).

2.0naD = D_;+ Dy+ D, ou les D; sont des opérateurs homogénes de
degré i pour la graduation W>=(g, A)* et D_y = j, Dy = da + c,,.

3. Sur A, Uopérateur D coincide avec d4. L’application o — ap)(0) est
un morphisme d’algébres différentielles de (W™(g, A), D) dans (A,d4) et on a
K):}O( = (TQ@AOA)[O](O)

Démonstration. L’opérateur T commute aux opérateurs 14(X) car € est
horizontale. On obtient donc 1.

1l est clair que To(j—jo)Tg" = j. On vérifie sur les générateurs par un calcul
analogue au précédent (utilisant la relation d4Q = |[w,w]) que Tq(c, + da) =
(Cw + dA)TQ. ) i ) ) ) )

Enfin Papplication Tn© 4 consiste a substituer z* + ' a x* et 7' +w* a 7a'.
Donc (Tq©aa)()(0) = k2. 1

La sous-algebre (C™(g)®(Ag* ® Apor))€ est donc stable par D. Comme alge-
bre différentielle, elle est isomorphe & (W™(g, A)ias, dw + d4) par I'application
Tq© 4. Le théoréme 17 est donc équivalent a la proposition suivante:

Proposition 21 Soit D = TaO 4(dw + d4)0;'Tq". Linjection
Apas — (Coo(g)@(/\g* ® Ahor))G

induit un isomorphisme de H(Ap,s) sur la cohomologie de ((C*(g)®(Ag* ®
Ahor))G,D)'

Démonstration. Considérons l'algebre différentielle ((W>(g)®A), D). Nous
utiliserons le lemme de Poincaré.
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Soit V I’espace vectoriel R™. L’espace C°(V) ® AV* est I’espace des formes
différentielles dans V. On note z* les fonctions coordonnées et e; la base cano-
nique. On note jy la dérivation de degré —1 définie par jy = 3 z'i(e;). Notons
C>(V)p le sous-espace des fonctions nulles en 0. Le complexe

R(V): - HeoV)eVvieeW)-0
contient le sous-complexe
R(V): - BCe(V)e VL Cco(V), — 0.

Le groupe GL(V) opére dans le complexe R*(V) en commutant a jy. Le
complexe Ry(V') est exact. En fait, il existe une homotopie A de degré 1 de
R§(V) telle que l'on ait hjy + jvh = I dans R§(V) qui est de plus GL(V)-in-
variante. Nous la décrivons ci-dessous.

On définit un opérateur Fy de degré 0 dans le complexe R§(V') en posant
Fy(fdeh...dz¥) = gda®..dar, ot g(x) = [y f(tz)t""dt. Cela a un sens,
car si p = 0, on a f(0) = 0 par hypothese. Soit dy la différentielle de de
Rham dans R*(V'). Soit &y la dérivation d’Euler dans R*(V) par rapport a
lensemble des variables @' et dx'. Donc &y = [dy, jv] = dvjv + jvdy. On sait
que &y est inversible dans Ry(V'), d’inverse Fy. Les opérateurs dy, jv, Ev, et
Fv commutent a ’action de GL(V'). Les opérateurs &y et Fy commutent avec
Jv et dy. On pose

’lv = fv(lv.

Onah?, =0et
/ijv +_jvhv =1

sur Ry(V). L’opérateur hy est une homotopie du complexe Rj(V'), commutant
a l'action de GL(V).

Nous démontrons maintenant la proposition. Considérons
W>=(g,A)" = (C=(g) ® A°g")HA = R*(g)RA.

On a j = jg ® I. Considérons W°(g, A)® = R}(g)QRA et h = hy @ I. Comme A
est graduée sur Z/2Z, les espaces W>(g, A) et W§°(g, A) ont une graduation
totale sur Z/2Z. L’opérateur I est un opérateur homogene de degré 1 pour la
graduation extérieure. Il est donc impair pour la graduation totale. Il commute
a l'action de G et commute (au sens gradué) aux opérateurs impairs ¢4(X):
hea(X)+:1a(X)h = 0. Les opérateurs h et j vérifient hj+jh = I sur W§°(g, A).

Soit D = j + Dy + D,. D’apres le lemme 20, opérateur Dy = d4 +
i w' Loeoga(E;) laisse stable W§°(g, A) car les opérateurs Lowoga (E;) préser-
vent le sous-espace des fonctions sur g s’annulant en 0. Comme j(W*>(g, A))
est contenu dans Wg°(g, A), le sous-espace W§°(g, A)® est stable par D =
J+ Do+ D;. Soit N = (Dy+ Dy)h+ h(D; + Dy). C’est un opérateur pair (pour
la graduation totale) qui commute a ’action de G. On a Dh+hD = I + N sur
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Wg° (g, A). Comme D? = 0, on voit que N commute & D. De méme, N com-
mute a h. L’opérateur N est un opérateur nilpotent, car somme d’opérateurs
homogénes de degré strictement positif pour la graduation extérieure. Comme
(D14 Do)ea(X) + ta(X)(Dy + Do) = L(X), et comme h commute a G, 'opé-
rateur N vérifie [14(X), N] = 0 et N laisse stable le sous-espace WS°(g, Apor)©.
L’opérateur I + N est inversible dans W§°(g, A), d’inverse 1 — N + N2 +.... Si
on note k ’endomorphisme de W§°(g, A) défini par la formule k = (I + N)~h,
onakD+Dk=1.La cohomologle de (I/V(‘,’0 (g, C? ) est donc nulle. De méme,
comme k préserve le sous-espace Wg°(g, Anor)”, la cohomologie de ce sous-
espace est nulle. D’apres le lemme 20, l’appllcatlon a +— ajg)(0) est un morphis-
me d’algebres différentielles de (W°°(g, A), D) dans (A, dA). Soit @ € W*>(g, A)
un élément fermé pour D. Donc B = a — ajg(0) est un élément fermé de
Wp°(g,A). C’est donc un bord. On voit donc que l'application a — ap(0)
induit un isomorphisme en cohomologie. Ceci termine la démonstration de la
proposition 21 et du théoreme 17. §

1.8 Actions principales et espaces homogeénes.

Soit P une variété munie d’'une action a droite d’un groupe de Lie N. (Bien
entendu, toute variété munie d’une action a gauche peut étre considérée comme
munie de 'action a droite z - g = ¢g~! -z, pour z € P, g € N). On dira que
l’action de IV est principale si I’espace des orbites P/N est une variété C* et si
l’application quotient ¢ : P — P/N est une fibration principale de groupe N.
Soit G' un groupe de Lie et soit N un sous-groupe distingué de G. Soit P
une variété munie d’une action & droite de G. Supposons que ’action du sous-
groupe NV soit principale. La variété P/N est donc munie d’une action a droite

du groupe G/N.

Théoréme 22 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé
distingué de G. Soit P une variété munie d’une action a droite de G telle que
Uaction du sous-groupe N soit principale. Supposons qu’il existe une connection
G-invariante pour la fibration ¢ : P — P/N. Alors Uapplication

¢+ AZ)n(8/n, P/N) — AZ (g, P)

wnduit un isomorphisme

q*'HE?/N(g/n,P/N) ——)H%o(g,P)

Démonstration. Considérons d’abord le cas particulier suivant. Soient L et
G deux groupes de Lie. Soit ¢ : P — B un fibré principal de groupe G. Nous
supposons que L opere a gauche dans P avec une action commutant a celle de
G et nous supposons qu’il existe une connection w pour la fibration ¢ qui soit L-
invariante. L’espace quotient B = P/G est donc muni d’une action de L. Nous
sommes dans la situation décrite en 1.4. Considérons (A,d4) = (AP(I, P),dy).
Munie de 'action de G sur P et des opérateurs ¢(pX ), X € g et de la connection
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w, c’est une G-algébre infinitésimalement libre. Le sous-espace des éléments G-
basiques de A s’identifie & A(l, B) par 'application ¢*. Considérons

C=(g9)HA = C=(g)&C=(I, A(P))".

L’espace AX(g) = (C*(g)®A)Y est isomorphe & I'espace AZ, (g x [, P) et la
différentielle d4 — 15 = dp — 1 — ¢4 est la différentielle dgyy. Les hypothéses du
théoréme 17 sont vérifiées et I’application

¢ HP(L,B) = Hp (I x g, P)

est un isomorphisme.

Montrons maintenant que nous pouvons nous ramener a ce cas particu-
lier. Soit P une G-variété telle que le sous-groupe distingué N de G agisse de
maniére principale. Soit ¢ : P — P/N D’application quotient. Notons L le groupe
quotient G/N. Considérons la variété L x P. Munissons la de I'action a droite
diagonale de G: (u,z) - g = (ug,xg) pour g € G, u € L et x € P et de I'action
a gauche de L: ug - (u,x) = (uou, x). Il est facile de voir que I’action de G est
principale. La variété quotient par 'action de G est isomorphe a la variété P/N
par application ¢g(u,x) — q(x) - u~!. De plus la fibration ¢g : L x P — P/N
admet une connection G-invariante. En effet le fibré tangent horizontal H P pour
la fibration ¢ : P — P/N ( déterminé par la connection), considéré comme sous-
fibré du fibré tangent T(L x P) a L x P, est un supplémentaire L x G-invariant
au sous-espace engendré par les vecteurs tangents aux G-orbites dans L x P.
D’apres le cas précédent (appliqué a la variété L x P), on sait que g induit un
isomorphisme

4 HY (I, P/N) = H (I x g,L x P).

11 est clair que ’action de L sur L x P est libre et admet une connection G X L
invariante. La projection ¢ : L x P — P induit un isomorphisme

qr - HG (8. P) = HE (I x g, L x P).

Considérons le sous-groupe A(G) = {(7,9); 9 € G} de L x G et son action a
gauche (g,9) - (u,z) = (gug™",x¢g™") sur L x P. Soit e, I'identité de L. On note
rp(z) = (er, z) V'injection de P dans L X P. La sous-variété (er, P) de L x P est
stable par A(G). Considérons 'application rp : H;([x g, Lx P) — H (g, P)
obtenue par composition des restrictions successives

Ha(Ix g, L x P) — Hx (8, L x P) = HZ (g, P).

On voit facilement que rpq; = I. Donc rp est 'isomorphisme inverse de ¢}
(c’est ’homomorphisme W,, de la définition 16 dans le cas d’une connection de
courbure nulle). Le composé 15q¢; : HE)y(9/n, P/N) — HE (g, P) coincide avec
¢* et nous obtenons notre théoreme. 1
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Soit w la connection G-invariante pour la fibration ¢ : P — P/N. Nous
explicitons un morphisme d’algebres différentielles

W : (A?}O(Q’P)vds) = ( Z?/N(g/n» P/N)’(lﬂ/")

inverse a gauche de ¢*.

Soit X € g. On appellera encore pu(X) = —w(pX) € C*°(P) @ n le moment
de X.SiY €n, u(Y) =-Y. Soit Q(X) = p(X)+Q € A(P)®n. On appellera
Q(X) la courbure équivariante de w. Si X € g, alors X + Q(X) € A(P)® g,
et on voit que X + Q(X) ne dépend que de la projection de X € g dans g/n.
La connection w définit un projecteur h sur ’espace des formes N-horizontales.
Définissons pour a € A%(g, A(P)), X € [ = g/n image de X € g,

Wo(2)(X) = h(a(X + Q(X))).

Comme N est distingué, IV agit trivialement sur g/n. Par N-invariance
on voit donc que (X + Q(X)) € A(P)N et h(a(X + Q(X))) € A(P/N).
Donc W, (a) est un élément de C*>°(g/n, A(P/N)) et de plus est G/N-invariant.
L’application W,, est donc une application de Ag (g, P) dans A%y (g/n, P/N).
C’est une généralisation de I’homomorphisme de Chern-Weil de la définition 16
(qui correspond au cas ou g = n et A(P) = A).

Lemme 23 L’application W, : AZ (g, P) — AZ n(g/n, P/N) est un morphis-
me d’algébres différentielles. De plus, si 3 € A°G°/N(g/n, P/N), alors

Wog'=p.

Démonstration. L’assertion W,¢* = I est évidente. Montrons que W,, est
un morphisme d’algébres différentielles. Commencgons par le cas produit. Soit
P — B un fibré principal de groupe G sur lequel le groupe de Lie L opeére
a gauche. On peut alors exprimer ’application W,, grace au morphisme s
de la section précédente. En effet soit (A4,d4) = (AL(l, P),d;). La connection
w détermine un homomorphisme &, : W*(g) — AL(l, P). L’homomorphisme

Ko ® T : WR(g)RAL(I, P) — AL(l, P)®AL(I, P) suivi de 'application
AL(L P)QAL(I,P) — AL(L, P)

obtenue par restriction a la diagonale est I’application x2 : W>(g,A) — A
dans le cas particulier ou A = A([, P). L’algebre différentielle A, /(g % [, P)
est isomorphe & W™(g, A)pas; par 'application © 4. Notons F,, = 40;". Clest
un morphisme d’algebres différentielles

F,: A‘E?xL(B x 1, P) - 'A(Zo([’ P)basc = A%o([’ P/G)

Onavuque F, =W,.
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Considérons maintenant la situation générale d’une fibration ¢ : P — P/N.
Soit L = G/N. Considérons la L x G-variété L x P et la G-algebre différentielle
(A,da) = (AP(LL x P),d;). Alors AZ(g) = AZ. (g x L x P). Soit w la
connection G x L-invariante pour la fibration ¢g : L x P — P/N dont ’espace
horizontal coincide avec HP. Notons 2 € A ® g la courbure équivariante de w.
Alors

We: ‘AOGOXL(g x [,L x P) - Aio(g/an/N)

est un morphisme d’algebres différentielles.

Soit a € (C*(g)R@AP(I,L x P))°. Le morphisme W consiste & calculer
a(Q) € AP(I,L x P) puis & projeter sur l'espace des formes horizontales
pour l'action de G. Comme (er, P) s’envoie surjectivement sur (L x P)/G,
une forme basique est déterminée par sa restriction a (er, P). Cette restric-
tion est horizontale pour ’action de N. On a donc Wya = h(a(Q2)|P). Il suffit
maintenant de montrer que QP € Ar(l,P) ® g coincide avec l'application
X € g/n — Q(X)+ X définie précédemment. Il est clair que la restriction
de & & P est w. Calculons pour Y € [ I’élément &(Y,)|P € C(P)® g. Si
X € g est un représentant de Y, le champ produit par ’action a droite dia-
gonale de G sur L x P coincide sur la sous-variété (e, P) avec (=Yg, pX).
Par définition &(-Y7, pX) = X. On obtient donc —&(Yr)|P = X + pu(X) et

Nous montrons maintenant comment le théoréme précédent nous permet de
calculer la cohomologie d’espaces induits.

Soit G — G/H un espace homogene. Considérons une H-variété M. Le
groupe H opere librement a droite dans G x M par (g,m) - h = (gh,h™'m)
tandis que G opeére a gauche. L’espace G x g M des H-orbites est appelé ’espace
induit (de H & G) de M. Il est muni d’une action de G a gauche. On note [g, m]
la classe de (g,m) dans G xg M.

Soit e 'identité de G. La sous-variété M se plonge dans G x g M par m —
(e,m). C’est une sous-variété H-invariante de G xyg M. Les applications de
restriction successives AX(g,G xy M) — A¥(h,G xyg M) — A% (h, M) sont
bien définies. On note

E: AG(8,G xy M) — AR (b, M)

I’application composée. C’est un morphisme d’algebres différentielles.

Nous dirons que G/H est un espace homogene réductif si la fibration H-
principale G — G/H admet une connection G-invariante. En d’autres termes, si
b est I'algebre de Lie de H, il existe un sous-espace supplémentaire H-invariant
t de b dans g.

Théoréme 24 Supposons que l’espace homogéne G — G/H soit réductif. Alors
Uapplication E induit un isomorphisme de H(g,G xg M) sur HE(h, M).
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Démonstration. La connection w pour la fibration G — G/H définit une
connection G x H-invariante pour la fibration qg : G X M — G x g M. D’apres
le théoreme 17, ¢}, induit un isomorphisme en cohomologie

qy HE(9,G xgp M) = HE, z(g X h,G x M).

Considérons l’action a gauche de G sur G x M. La variété quotient est la
variété M. L’action de G sur G x M est libre et la fibration ¢ : G x M — M
est munie d’une connection G x H-invariante. L’application ¢}, induit donc
un isomorphisme de H% (h, M) sur HE, 4(g X h,G x M). Considérons le sous-
groupe diagonal A(H) = {(h,h)} de G x H. Soit e 'identité de G. La sous-va-
riété (e, M) est une sous-variété invariante de G x M sous l'action de A(H).
Notons 7y I'injection ainsi obtenue. L’application de restriction 73, : HZ, (g x
h,G x M) — H%(h, M) obtenue par composition successive des applications
de restriction H&, y(g9 X b, G x M) — HZ (5, G x M) — HF(h, M) vérifie

i = I. Donc 7}, = g~ et 1},q}; coincide avec I’application E. 1§

Soit w € AY(G) ® b la forme de connection de la fibration principale G —
G/H. La forme w ® 1 détermine une forme de connection pour la fibration
H-principale G x M — G xy M. Considérons le morphisme d’algebres diffé-
rentielles W,, : AR (g x h,G x M) — AX(g,G xg M). On note encore

Ww : ‘A?;)(b’M) - A?(Q,G XH M)

Papplication W, restreinte a la sous-algebre A5 (h, M) de AZ, y(gxh, G x M).
On a EW,, = 1. Donc Papplication W, donne une formule pour l'inverse de
P’application de restriction F.

Nous l’explicitons un peu plus. On identifie les formes sur G xyg M aux

formes basiques sur G x M. Si o« € A(G x M), on a o(e) € Ag* @ A(M).

Si a € AR(h, M), alors I'élément W,a € AX(g,G Xy M) est déterminée
par (Wwa)(e) € Coo(g’ (‘/\g* @ A(A/[))lml'u)”'

Soit g = h @ t la décomposition H-invariante donnée de g. La forme w €
AY(G) ® b est déterminée par sa valeur en e. Cest I'élément @ € g ® b tel que
w(X ) = prbX ou pry est la projection de g sur b parallelement a v. On écrit
w=Y,0'R®F;, ou E; est une base de h. Soit 2 € AZ(G) ® b la courbure de
w. Elle est déterminée par sa valeur en e. C'est Pélément Q € (A%(g/h)* @ h)H
donné par la formule

QX,Y) = [O(X),o(Y)] - o([X, Y])
pour tout X € getY € g.

Le moment p € g* @ C™(G/H) ) b est déterminé par sa restriction ji a
g=-eetona

pour tout X € g.



COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET DESCENTE

La courbure équivariante de w est déterminée par sa restriction en e et on a
QX)) =o(X)+ Q.

C’est un élément pair de A(g/h)* ® h. Sia € Ce(h)RA(M) et X € g, on a
a(Q(X)) € A(g/h)* ® A(M) et

(Woa)(X)(e) = [I(1 = &"u((Ee)a)) (X))

i

Si M est un point, c’est un cas particulier (pour la fibration H-principale
G — G/H) de 'homomorphisme de Chern-Weil équivariant

W, : C=(0)" — AZ(s,G/H)
défini dans la proposition 8 par

(Wath)(X) = o(Q(X)).

2 Meéthode de descente.

2.1 Groupes presque algébriques.

Nous aurons besoin d’une classe de groupes de Lie réels qui ne soit pas trop éloi-
gnée de celle des groupes de Lie algébriques et qui contienne leurs revétements
(en fait les revétements d’ordre 2 suffiraient).

Définition 25 Un groupe presque algébrique est la donnée d’un groupe de Lie
réel séparable G, d’un espace vectoriel réel V de dimension finie et d’un mor-
phisme de groupes de Lie j de G dans le groupe GL(V') vérifiant les conditions
sutvantes: le noyau kerj de j est un sous-groupe discret et central de G, et
Uimage j(G) de j est un sous-groupe ouwvert (pour la topologie ordinaire) de son
adhérence de Zariski dans GL(V).

Soit (G,7,V) un groupe presque algébrique. En général, les notions qui
suivent dépendent assez peu du choix de la représentation linéaire localement
fidele j de G, de sorte que nous parlerons quelques fois du groupe presque
algébrique G, sans citer explicitement j et V.

On notera G l'adhérence de Zariski de j(G) dans GL(V). On identifie grace
a j l'algebre de Lie g de G et celle de G. C’est une sous-algebre de Lie algébrique
de gl(V). Un élément X € gl(V) est dit nilpotent si c’est un endomorphisme
nilpotent de V. Il est dit hyperbolique s’il existe une base de V' formée de
vecteurs propres de X. Il est dit elliptique s’il existe une base de V @ C formée
de vecteurs propres de X avec valeurs propres imaginaires pures. Comme g est
contenue dans gl(V'), ces définitions s’appliquent en particulier aux éléments
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X de g. Tout élément X de gl(V) s’écrit de manieére unique sous la forme
X =S+ H+ N, ou S est elliptique, H hyperbolique et N nilpotent, et ou les
éléments S, H et N commutent deux a deux. On posera S = S(X), H = H(X)
et N = N(X). Comme g est algébrique, si X € g,ona S(X) € g, H(X) € get
N(X)eg.

On notera g.; I’ensemble des éléments elliptiques de g.

Les définitions correspondantes pour le groupe GL(V') sont les suivantes.
Soit ¢ € GL(V). Alors g est unipotent si ¢ — 1 est nilpotent, positivement
hyperbolique s’il admet une base de vecteurs propres dans V avec des valeurs
propres > 0, elliptique s’il admet une base de vecteurs propres dans V ® C avec
des valeurs propres de module 1. Un élément ¢ € GL(V) s’écrit de maniere
unique sous la forme g = shu, ou s est elliptique, h positivement hyperbolique
et u unipotent, et ou les éléments s, h et u commutent deux a deux. On pose
s =5(g), h = h(g) et u = ulg). Notons la propriété suivante:

Lemme 26 Si s est une transformation elliptique de V', alors dety(1 — s) est
un nombre réel positif ou nul.

Démonstration. En effet, les valeurs propres différentes de 1 possibles de s
sont soit —1 et 'on a 1 — (=1) = 2 > 0, soit des paires conjuguées p et fi, et
Pona(l—p)(1—pa)>0. 1

Soit a un nombre réel > 0. On note gl(V), 'ensemble des éléments X €
gl(V) tels que la partie imaginaire Im(\) de toute valeur propre A de X dans
V vérifie |Im(A)| < a. Pour toute sous-algebre de Lie § de gl(V') on pose b, =
gl(V).Nh. Si H est un groupe de Lie d’algebre de Lie b, on pose H, = exp(h,).

Lemme 27 Soient b et ¢ deur nombres réels tels que l'on ait 0 < b < c. Il
existe une fonction 6 € C>(g)” qui est égale a 1 dans g, et ¢ 0 en dehors de

Ye-

Démonstration. Il suffit d’établir cette assertion lorsque g = gl(n,R). Nous
employons la méthode décrite .60 de [28]. Pour (uy,uy,---,u,) € R, on note
s(u1, ug, -, u,) € g la matrice

0 0 -~ 0 (=1)"lu,
1 0 - 0 (=1)""2u,_,
s(uy,ug, -y u,) = 0 L
0 0 -0 —y
0O 0 --- 1 Uy
et s 'espace s(R"). Pour tout » > 0 on pose s, = g, N's. On choisit une

fonction v € C*(s) qui vaut 1 dans s;, et qui est nulle en dehors de s.. Notons
pi les coefficients du polynome caractéristique, de sorte que l'on a det(z — X) =
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Si(=1)'pi(X)2""". On a pi(s(u,uz,- -+, u,)) = u; pour tout i. On définit une
fonction différentiable sur g, invariante par conjugaison, en posant 6(X) =
Y(s(p1(X),p2(X), -+, pa(X))), et 6 prolonge y. Soit r > 0 et soit X € g. Les
matrices X et s(p1(X),p2(X),- -, pa(X)) ont méme polynéme caractéristique
et on a X € g, si et seulement si s(p;(X),p2(X), -, pa(X)) € s,. La fonction
6 convient donc. 1§

Remarque 28 On peut déduire aussi le lemme 27 du corollaire 2.3.2 de Bou-
aziz [13].

Supposons a €]0, 7]. On sait que 'application exponentielle de h dans H est
réguliére dans h,. Donc H, est ouvert dans H. S'il existe un homomorphisme
de H dans GL(V) dont la différentielle en 1 est I'injection de h dans gl(V'), c’est
un difféomorphisme de h, sur H,. En particulier, I’application exponentielle est
un difféomorphisme de g, sur 'ouvert G, de G, et sur 'ouvert j(G), de j(G).
Il en résulte que j induit un difféomorphisme de G, sur j(G),.

Remarque 29 Méme si H est un sous-groupe algébrique conneze de GL(V),
on n’a pas nécessmrement H, = H ﬂ GL( )a- Donnons un exemple. Soit
a €]0,7]. Soit n un entier tel que a > 2. Soit H le sous-groupe de GL(C?) C
GL(R*) formé des matrices diagonales (u v) ot u et v sont des nombres com-
plezes de modules 1 vérifiant I’équation u™ = v. Le groupe H, est formé des
(e, e™) avec —a < nt < a. Le groupe HNGL(R?), contient l’élément (e%™/" 1),
mazis celui-ct n’appartient pas a H,.

Soit @ > 0. Soit X € g. Alors X appartient & g, si et seulement s’il en
est de méme de S(X). Donc g, contient I’ensemble des éléments nilpotents et
hyperboliques de g.

Nous poserons geir,q = gett N Ga-

Lemme 30 Soit a €]0, 7).

Soit g € j(G). On a s(g) € j(G), h(g) € j(G) et u(g) € j(G).

L’ensemble j(G), est égal a 'ensemble des g € j(G) tels que lon ait s(g) =
€% ot S € Gelta-

Soit X € g, et soitg =eX. On as(g) =e5X), h(g) = X etu(g) = eNX),

L’ensemble j(G), contient l’ensemble des éléments unipotents et positive-
ment hyperboliques de j(G).

L’exponentielle est une bijection de l’ensemble des éléments nilpotents (resp.
hyperboliques) de g sur Uensemble des éléments unipotents (resp. positivement

hyperboliques) de j(G).
Démonstration. Comme G est algébrique, on a s(g) € G, h(g) € G et

u(g) € G. D’apres ce qu’on vient de rappeler, les éléments h(g) et u(g) sont
dans exp(g), et donc dans j(G). Le lemme en résulte. §
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On considére maintenant le groupe G. Un élément g € G est dit unipotent
s’il est de la forme g = ¢/ avec N nilpotent dans g, positivement hyperbolique
s'il est de la forme g = ef avec H hyperbolique dans g et elliptique si j(g)
est un élément elliptique de GL(V'). On notera qu’un élément de g € G est
elliptique si et seulement si j(g) est contenu dans un sous-groupe compact de
GL(V). On notera G.; ’ensemble des éléments elliptiques de G.

Lemme 31 Soit g € G. Alors g s’écrit de maniére unique sous la forme g =
shu, ot s est elliptique, h positivement hyperbolique et u unipotent, et ou les
éléments s, h et u commutent deuz d deuz.

Démonstration. On écrit j(g) = s'ee”N ou H est un élément hyperbolique

de g, N est un élément nilpotent de g, et s’ un élément elliptique de j(G)
(c’est possible d’apres le lemme qui précéde). On définit un élément s dans G
par la formule g = sefe’. Comme j(s) = s, s est elliptique. Par définition
d’un groupe presque algébrique, le noyau de j est central dans G et opére donc
trivialement dans g. On a donc Ad(s)H = Ad(s')H. On a sefls™! = eAd©H =
eAdEOH — ¢H De méme, on a seNs !l =eV. g

Si g appartient & G, on écrira g = s(g)h(g)u(g) la décomposition du lemme
précédent.

Nous résumons ce qui précede dans un lemme.

Lemme 32 Soit a €]0,7]. Alors G, est ouvert dans G. L’application ezponen-
tielle est un difféomorphisme de g, sur G,. L’ensemble G, est égal a ’ensemble
des g € G tels que lon ait s(g) = €% ou S € Geira-

Soit X € g,. Soit g =eX. On a s(g) = 5, h(g) = ¥ X et u(g) = VX,

Définition 33 Soit H un sous-groupe fermé de G. On dit que c’est un sous-
groupe presque algébrique si j(H) est ouvert (pour la topologie ordinaire) dans
son adhérence de Zariski dans GL(V').

Le triplet (H, j|u, V) est alors un groupe presque algébrique. L’algebre de Lie h
de H est une sous-algebre algébrique de g. Si g € H,on a s(g) € H, h(g) € H
et u(g) € H.

Pour g € G, on note G(g) le centralisateur de g dans G et g(g) I’algebre de
Lie de G(g). De méme, pour X € g, on note G(X) le centralisateur de X dans
G et g(X) l'algebre de Lie de G(X).

Pour tout g € G, le sous-groupe G(g) de G est un sous-groupe presque algé-
brique de G. En effet, le sous-groupe G(j(g)) de G est algébrique. Les groupes
G(g) et G(j(g)) ont la méme algebre de Lie g(g), égale au noyau de Ad(g) — 1
dans g. Donc j(G(g)) est ouvert dans G(j(g)).

De méme, si X € g, le sous-groupe G(X) de G est presque algébrique.
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Définition 34 Soit (G',j',V') un autre groupe presque algébrique. Un homo-
morphisme ¢ : G' — G est presque algébrique s’il existe un homomorphisme de
groupes algébriques ¢ de I’ adhérence de Zariski de j(G') dans l'adhérence de
Zariski de j(G) tel que jo = ¢j'.

2.2 Bottes de fonctions invariantes.

Dans ce paragraphe on fixe un groupe presque algébrique G.

Définition 35 Un ouvert W de G est dit G—elliptique (ou stmplement ellip-
tique s’il n’y a pas de Tisque de confusion) s’il est invariant par l’action adjointe
de G, et si, pour tout g € G, on a g € W si et seulement st s(g) € W.

Un ouvert V de g est dit G—elliptique (ou simplement elliptique sl n’y a
pas de risque de confusion) s’il est invariant par laction adjointe de G, et si,
pour tout X € g, on a X €V si et seulement si S(X) € V.

Les ouverts elliptiques forment une topologie sur G (resp. sur g), dite topo-
logie elliptique. Si G est compact, alors Gy = G (resp. geu = g) et un ouvert
elliptique de G (resp. de g) est simplement un ouvert de G (resp. de g) pour
la topologie ordinaire qui de plus est G-invariant. Par contre, si G est un sous-
groupe unipotent (ou plus généralement résoluble déployé) de GL(V'), les seuls
ouverts elliptiques sont ’ensemble vide et ’espace total.

Nous allons décrire une base de la topologie elliptique. Introduisons quelques
notations. Soit s € G.. L’action adjointe de s dans I’algebre de Lie g est semi-
simple. On a la décomposition G(s)-invariante

(29) g=9(s) Dq(s),

avec
g(s)={X €g,sX =X}, et q(s)=(1-39)g.

De méme, si S € g est elliptique on a

(30) g =9(S5) ®q(S),

avec

g(S) ={X €g,[S, X] =0}, et q(S)=][S, gl

Si z est un nombre complexe non nul, on note Arg(z) la détermination de
son argument comprise dans l'intervalle | — 7, 7]. On notera

€(s) = inf(| Arg(p:)|, )
ou p; parcourt ’ensemble des valeurs propres de Ad(s)q). Comme Ad(s) est

elliptique, tous les y; sont des nombres complexes de module 1, y; # 1. Donc
€(s) €]0, .
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Lemme 36 Soit s € Gy Soit a €]0,€'(s)]. On a det o(,)(1 — Ad(sh)) > 0 pour
tout h € G(5),.

Démonstration. On peut supposer que g(s) est non nul. Le nombre det 4(,)(1—
Ad(s)) est non nul, donc strictement positif d’apres le lemme 26. Comme h et s
commutent, et comme h € G(s),, on voit que les valeurs propres de Ad(sh) dans
q(s) sont toutes différentes de 1. Comme G(s), est connexe, on a det 4,)(1 —
Ad(sh)) > 0 pour tout h € G(s),. B

Nous posons
€(s) = Hinf | Axg A7), )
i#]

ou J\; parcourt I’ensemble des valeurs propres (distinctes) de j(s) dans l’espace
vectoriel V. Comme s est elliptique les \;\7! sont des nombres complexes de
module 1, différents de 1. On a donc €(s) €0, 7].
Notons l'inégalité
€(s) < 3€(s).

C’est clair si q(s) est nul. Sinon, cela résulte de ce que les valeurs propres de
Ad(s)q(s) cont certains des nombres A7

Lemme 37 Soit s € Gey. Soit a €]0,€(s)]. Soient g € G, h € G(s), et I €
G(8)q tels que Uon ait sh' = gshg™!. Alors on a g € G(s).
Soit Y € g(s)a. On a G(se¥) =G(s)NG(Y).

Démonstration. Considérons les valeurs propres A; de j(s), et les sous-espaces
propres V), correspondants. Chacun de ces sous-espaces est stable sous ’ac-
tion de j(h) et de j(h'). Les valeurs propres \;; de j(sh) dans V), vérifient
| Arg(A;7*Aiy)| < a. De méme, les valeurs propres \;, de j(sh') dans Vi, véri-
fient | Arg(A;' A} ;)| < a. Soit v € V), un vecteur propre de j(sh) pour la valeur
propre \;;. Comme j(sh') est conjugué de j(sh), A;; est égal a I'un des X} 4.
Comme on a a < €(s), ceci implique I’égalité i = ¢'. Donc j(g)v appartient a Vj,.
Puisque j(s) est semi-simple, j(¢g) commute & j(s). On a donc j(h') = j(ghg™!).
Puisque a < 7, on a ' = ghg~!. On trouve sh' = sghg™! = gshg™!, et sg = gs.

Soit Y € g(s)a. Il résulte de ce qui précéde que G(se¥) est contenu dans
G(s). Quitte & remplacer G(s) par G, on est donc ramené & prouver que G(eX) =
G(X) si X € g,. Clest vrai car Pexponentielle est injective dans g,. 1

Soit s € Gey. Soit a €]0, 7]. L’ouvert G(s), de G(s) est invariant par I’action
adjointe de G(s). On peut donc considérer 'espace fibré G' xg(s) G(s). de base
G/G(s). On notera [g,h] la classe dans G xg(s) G(s)s d’un élément (g,h) de
G x G(s),. On définit une application différentiable

(31) v G XaG(s) G(S)u -G
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en posant ¥([g, h]) = gshg™'. L’image de v est donc ’ensemble
(32) W(s,a) = {gshg™,g € G,h € G(s).}-

C’est un sous-ensemble G-invariant de G contenant la classe de conjugaison de
s.

Lemme 38 Soit s € Gy et soit a €]0,7]. Sia < €(s), v est un revétement de
W(s,a), et W(s,a) est un voisinage ouvert G-invariant de la classe de conju-
gaison de s dans G. St a < €(s), v est un difféomorphisme de G X g(s) G(8)a sur
W(s,a).

Démonstration. Prouvons 1. Comme a < 7, I’application exponentielle est un
difféomorphisme de g(s), sur 'ouvert G(s), de G(s). Calculons la différentielle
D de v au point [g, h]. L'espace tangent T en [g,h] & G Xg(s) G(5), s'identifie
a q(s) x g(s) grace a la différentielle de 'application (X,Y) — [geX, he¥]. De
méme, I’espace tangent 7" a G en un point ¢’ de G s’identifie a g, par translation
a gauche par ¢'. Avec ces conventions D est égale a

(33) D(X,Y) = Ad(g)(Y + (Ad(sh)™' = 1)X).
D’apres le lemme 36, D est bijective. L’application 7 est donc un revétement
de W(s,a).

La seconde assertion résulte de la premiere et du lemme 37.

Lemme 39 Soit s € Gey et soit a €]0,¢(s)]. Alors louvert W(s,a) est el-
liptique. Plus précisément, soit x € W(s,a). Alors il existe des éléments S
elliptique, H hyperbolique, et N nilpotent dans g(s),, commutant deuz d deuz,

et un élément g € G tels que a2 = gseSeHeNg=! et 'on a s(x) = gseSg~L.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du lemme 38.

Lemme 40 Soit W un ouvert elliptique de G. Soit & € W. Pour tout a €]0, 7],
DVouvert W(s(x),a) contient 2. De plus, si a est suffisamment petit, W(s(z),a)
est contenu dans W.

Démonstration. Cest clair. 1
En d’autres termes, la topologie elliptique de W a une base formée d’ouverts
de la forme W(s,a), oit s € W,y, et a > 0 est suffisamment petit.

Exemple 41 Soient s € Gy et a €]0,€(s)]. Soit t un élément elliptique de
W(s,a). Nous allons déterminer b > 0 tel que le voisinage W(t,b) soit contenu
dans W(s,a). D’apreés le lemme 39, t est conjugué d’un élément de la forme se’
avec S € g(8)eua. D'aprés le lemme 37, on a G(se®) = G(s)(S) et g(se’) =
9(s)(S). Soit a' = sup |\, ot N\ parcourt Uensemble des valeurs propres de
S dans V. On a donc o' < a. Soit b = a — a'. On en déduit les inclusions
S+ g(sed), C g(s), et eG(se®), € G(8)a. On a donc W(t,b) = W(se5,b) C
W(s,a).
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Soit 6 une fonction C* et G-invariante définie dans 'ouvert W(s, a). Une
telle fonction est donc déterminée par sa restriction & la sous-variété fermée
sG(s)s. Nous noterons R,f la fonction C* dans g(s), obtenue en composant

8lsc(s), avec le difféomorphisme ¥ — se¥:

(34) (RO)(Y) = b(se¥)

pour tout Y € g(s),. La fonction R,f détermine la restriction de 6 a I'ouvert
W(s,a). Si S € g(s)eu et Y € g(s) Ng(S), on a évidemment:

B(seSe¥) = 6(se5TY).

Pour tout s € Gen soit a(s) €]0,¢(s)], choisi de telle sorte que la fonction
s — a(s) soit invariante. Les conditions suivantes sont donc vérifiées:

1. a(gsg™") = a(s) et (Ryyy-10)(9Y ¢g™!) = (R,0)(Y) pour tout g € G et tout
Ye g(s)a(s)v
2. pour tout S € g(s)en,u(s), il existe b €]0, a(se®)] tel que

S+ g(sexp S)b g g(s)u(s) et (Rsexpsa)(y) = (Rse)(s + Y)
pour tout Y € G(se®),.

Définition 42 Considérons une famille (a(s),0,)seq,, o, pour tout s € Gey,
a(s) €]0,¢€(s)] et 0, € C(g(s)u()) ), vérifiant les conditions suivantes.

1. Invariance: a(gsg™") = a(s) et 8,1 (gY g7") = 6,(Y") pour tout g € G et
tout Y € g(s)a(s).

2. Recollement: pour tout S € @(5)eiu(s), 1l eriste b €]0,a(se®)] tel que

S+g(sexpS), C a(s)us) €t bOyexps(Y)=6,(5S+Y)

pour tout Y € g(seS),.
Deuz familles (a(
c(s) €]0,inf(a(s),b(s
sur g(8)c(s)-
Une classe d’équivalence de telles famalles de fonctions sera appelée une
botte de fonctions C* dans G.

s),8,) et (b(s), ds) sont équivalentes sil existe une fonction
)] telle que c(gsg™") = c(s) et telle que b, et ¢, coincident

Autrement dit, une botte # est une fonction qui a s € Gy associe un germe
(pour la topologie elliptique) 6, en 0 de fonction C*™ sur g(s) vérifiant les
conditions d’invariance et de recollement énoncée ci-dessus.

Lemme 43 Soit 8 une botte de fonctions C* dans G 1epresentée par une fa-
mille (a(s),8,)scc.,- Il existe un unique élément © € C*(G)Y tel que, pour tout
s € Gen, on ait R,© =0, dans g(s).()-
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Démonstration. Pour tout s € G, notons 1) I'unique fonction G-invariante
dans W(s,a(s)) telle que Pon ait ¥ (se¥) = 6,(Y) pour tout Y € g(s)a(s)
(lemme 45). Montrons que pour tout s et s’ dans Gy les fonctions (*) et y()
coincident dans l'intersection W(s,a(s)) N W(s',a(s')). D’apres le lemme 40, il
suffit de voir que pour tout élément elliptique s” € W(s,a(s)) N W(s',a(s")),
il existe un nombre @’ > 0 tel que ¥(®) et () coincident dans W(s”,a”).
On écrit s” = gseSg™! = g's'eS'g'" "L avec g € G, ¢ € G, S € g(5)eita(s) €t
S € 9( )ett,a(sy (exemple 41 appliqué a s et s'). D’apres la seconde propriété
d’une botte admissible, on voit que les restrictions de 1(*) et 1" a W(s”,a”) =
W(seS,a”) sont toutes deux égales a "), g

Nous dirons que © est la fonction définie par la botte de fonctions § =
(0s)sea,,- Dans cet article, nous construirons des bottes de fonctions C* sur G
en intégrant des formes différentielles équivariantes.

2.3 Fonctions généralisées et descente.

Nous définissons dans ce paragraphe la notion de bottes de fonctions généra-
lisées. Nous n’utiliserons pas ce paragraphe dans cet article. Cependant nous
en aurons besoin dans un article ultérieur. Rappelons que c’est ’étude et la
construction par Harish-Chandra [22] [23] de fonctions généralisées G-inva-
riantes sur un groupe semi-simple réel G' qui est a l'origine de la méthode
de descente.

Soient s € Gy et a €]0, €(s)]. Considérons une fonction généralisée G-inva-
riante dans 'ouvert W(s, a). Une telle fonction est déterminée par sa restriction
a la sous-variété fermée sG(s),. Précisons ce point. Soit dg une mesure de Haar
a gauche sur G. Notons dX la mesure de Lebesgue tangente sur g, et choisissons
des mesures de Lebesgue dY sur g(s) et dQ sur q(s) telles que dX = dY dQ.
On note dgq la “mesure” G-invariante tangente a dQ) sur ’espace des fonctions

¢ sur G qui vérifient
#(gy) = | ety (Ad(y))|4(9)

pour tout g € G et tout y € G(s). On note dy la mesure de Haar sur G(s) a
gauche tangente a dY.

Lemme 44 Pour toute fonction « continue a support compact contenu dans
Douvert W(s,a) on a

o (l(:/ dety(g / a(gyg™) det 44 1—1dz)d.
/W(s,a) (g) g G'/("(s)l Q(J)l ( sG(8)a (JJJ ) a( )( J) y q

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du lemme 36, du lemme 38 et
de la formule (33). 1
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Donc, si # est une fonction continue G-invariante dans W(s,a), on a

9 d=/ let / 0 1) det o (1 — y)dy | dg.
/w(s,a) (9)a(g)dg /60 |de g(g)l(m(s)‘t (y)(gyg™") det 4y (1 — y)dy ) dg

Cette formule permet de définir une bijection entre 1’espace des fonctions géné-
ralisées G-invariantes dans W(s, a) et I’espace des fonctions généralisées G(s)-
invariantes dans sG(s),. C’est ce qu’exprime le lemme ci-dessous, di & Harish-
Chandra (voir par exemple [21]).

Lemme 45 Soients € Gy et a €)0,€(s)]. Soit 0 une fonction généralisée G-in-
variante dans W(s, a). Il existe une unique fonction généralisée G(s)-invariante
Y dans sG(s), telle que, pour toute fonction « différentiable ¢ support compact
dans W(s,a), on ait

0(g)a d:/ (Iet((/ "‘a?(—ldetxl-—zd>d_
/w(,’a) (9)alg)dg G/G(s)l s(9)] o). Y(y)a(gyg™) det 4o (1 — y)dy | dq

Réciproquement, si 1) est une fonction généralisée G(s)-invariante dans
$G(8)a, la formule ci-dessus définit une fonction généralisée 6 G-invariante
dans W(s,a).

La fonction généralisée 6 est différentiable (resp. continue, localement inté-
grable) si et seulement s’il en est de méme de 1.

Nous poserons 9 = 0|,(),. Cest la restriction de 8 & la sous-variété sG(s),.
On peut aussi définir 0|,(,), en remarquant que sG(s), est une sous-variété de
W(s,a) transverse au front d’onde WF(#) de 6 (cf. [18]).

Soit § € C~°(G). Soient s € Gy et a €]0,¢(s)]. Nous noterons R, la
fonction généralisée dans g(s), obtenue en composant f|,q(,), avec le difféomor-
phisme Y — se¥. Informellement, R, # est Pélément de 'espace C~(g(s),)%

défini par la formule
(35) (R0)(Y) = f(se¥)

pour tout Y € g(s),. La fonction généralisée R,f détermine la restriction de 6
a Pouvert W(s, a). Ecrivons la formule intégrale correspondante.

Introduisons d’abord une notation. Soit H un groupe de Lie d’algebre de
Lie . Pour tout Y € b on pose

—ad(Y)

(36) oY) = det( 2=

ad(Y) )

On identifie I’espace tangent en un point 1 de H a b au moyen de la translation a
gauche par h. La fonction ji est donc le jacobien de ’exponentielle. On notera
que si b est une sous-algebre de gl(V), et si a €]0,7], on a ju(Y) > 0 pour
Y € b,.
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Soient donc 6, s, et a comme ci-dessus. Pour toute fonction « différentiable
a support compact dans W(s,a), on a

Loy H0)0)dg =

o ts@ ([ (RO agse¥ ™) et o1 = 5 (V)07 )

Définition 46 Considérons une famille (a(s),0,)sec,, ou, pour tout s € Gen,
a(s) €]0,¢(s)] et 8, € C7(g(8)u(s)) ™, vérifiant les conditions suivantes.

1. Invariance: a(gsg™') = a(s) et 0,4,-1(gY g7!) = 6,(Y") pour tout g € G et
tout Y € g(s)a(s).

2. Recollement: pour tout S € g(8)eitu(s), il existe b €)0,a(se®)] tel que

S+8(sexp S C 85y €t Brexps(Y) =S +Y)

pour tout Y € g(se®),.

Deuz familles (a(s),8,) et (b(s), ¢,) sont équivalentes sl existe une fonction
c(s) €]0,inf(a(s),b(s))] telle que c(gsg™") = c(s) et telle que b, et ¢, coincident
sur g(s)e(s)-

Une classe d’équivalence de telles familles de fonctions sera appelée une
botte de fonctions C~*° dans G

Dans la condition 2 ci-dessus, 6,(S +Y) désigne la restriction de 6, a la
sous-variété S + g(se®), qui existe d’aprés l'invariance de 6.
La méme démonstration que celle du lemme 43 donne le théoreme suivant.

Théoréme 47 Soit § une botte de fonctions C~>° représentée par une famille
(a(s),0s)sec,, vérifiant les conditions ci-dessus. Alors il existe un unique €élé-
ment © € C~(Q)“ tel que, pour tout s € Gey, on ait R,© = 0, dans g(s)a()-

La fonction généralisée © est différentiable (resp. continue, localement inté-
grable) si et seulement s’il en est de méme des 0, pour tout s € Gey.

Nous dirons que © est la fonction généralisée définie par la botte de fonctions
généralisées 8 = (6,)seq.,. Dans [31], nous construisons des bottes de fonctions
généralisées en intégrant des familles de formes différentielles équivariantes.

2.4 Actions régulieres.

Nous supposons que G est un groupe presque algébrique comme dans le para-
graphe 2.1 dont nous employons les notations. Soit M une variété sur laquelle
G opere.

Si X € g, on note M(X) 'ensemble des zéros du champ de vecteurs X . Si
g est un élément de G' on note M(g) 'ensemble des points fixes de g dans M.
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Remarque 48 Faisons opérer G sur lui-méme par laction adjointe. Alors
G(s) est le centralisateur de s dans G, de sorte qu’il n’y a pas d’ambiguité
dans la notation.

Définition 49 Une action d’un groupe presque algébrique G sur une variété
M est dite presque algébrique s’il existe une variété algébrique M munie d’une
action rationnelle de G et une application de revétement j : M — M sur un
ouvert de M commutant a l’action de G.

Exemple 50 Soit H un sous-groupe presque algébrique de G. Alors l’action de
G sur G/H est presque algébriqgue. De méme, l’action adjointe de G sur G est
presque algébrique.

Définition 51 Soit G un groupe presque algébrique opérant sur une variété M.
Nous dirons que G opére régqulierement dans M si les conditions suivantes sont
vérifiées pour tout s € Gy.

Condition 1: M(s) est une sous-variété de M et il existe a > 0 tel que l’on
ait M(seS) = M(s) N M(S) pour tout S € g(5)eit -

Condition 2: Uaction de s dans lespace tangent T,,(M) en tout point m €
M(s) est elliptique et l’espace tangent T,,,(M(s)) en un point m € M(s) est égal
a Uespace des points fizes de s dans T,,(M).

Les deux classes de variétés (ue nous avons en vue sont les suivantes:

1. une action d’un groupe de Lie compact dans une variété ayant un nombre
fini de types d’orbites (par exemple compacte),

2. une action presque algébrique.

I1 découle en effet des deux lemmes ci-dessous que ces actions sont régulieres.

Lemme 52 On suppose que ker j contient un sous-groupe Z' d’indice fini opé-
rant trivialement dans M. Soit K' un sous-groupe compact marimal de G' =
G/Z'. On suppose que Uaction de K' dans M a un nombre fini de types d’orbites
dans M. Alors G opére régulierement dans M.

Démonstration. Soient G' = G/Z' et j' application naturelle de G sur G'.
Le groupe G’ a un nombre fini de composantes connexes et possede donc des
sous-groupes compacts maximaux. Soit s € G¢. Alors j'(s) est contenu dans
un sous-groupe compact de G'. Des théorémes bien connus sur les actions de
groupes compacts (cf. [14], ch. VI) on déduit que M(s) est une sous-variété de
M et que la condition 2 de la definition 51 est vérifiée.

Vérifions la condition 1. Soit s € G.;. Montrons qu'il existe a > 0 tel que
lon ait M(seS) C M(s) pour tout S € g(s)euq- Soit T un tore maximal dans
G(s). Le sous-groupe U de G engendré par s et T est compact. On peut donc
supposer que c’est un sous-groupe de L. Pour chaque espace homogene IK/H
de K il y a un nombre fini de types d’orbites de U dans K/H (voir [14]), et
donc un nombre fini de types d’orbites de U dans M. Comme U est abélien,
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ceci signifie que I’ensemble des sous-groupes {U(m),m € M} est fini. Notons le
{Ui,...,Uyn}. Soit M; 'ensemble des m € M tels que U(m) = U;. Supposons la
numeérotation telle que 1’on ait s ¢ U; exactement pour i > p. Les M; forment
une partition de M et M(s) est la réunion des M; pour ¢ < p.

Les ensembles t, avec a > 0 forment une base de voisinages de 0 dans t car
t est un sous-espace vectoriel de ’algébre de Lie d’un tore maximal de GL(V').
Il existe donc a > 0 tel que sexp(t,) ne rencontre pas U; pour i > p. Donc
sexp(t,) N U; est vide si et seulement si s ¢ U;. Choisissons un tel a. Soit
S € t,. Soit m € M(seS). Soit i tel que m € M;. On a se® € U;, s € U; et
m € M(s). Donc M(se5) C M(s).

Supposons enfin que S soit un élément de g(s)euq. Il est conjugué par G(s)
d’un élément de t,, et 'on a encore M(se®) C M(s).

Soit s € G;. Montrons qu'’il existe a > 0 tel que l'on ait M(se®) = M(s)N
M(S) pour tout S € g(s)cuq.. Compte-tenu de ce qui précéde, en remplagant
G(s) par G et M(s) par M, on voit que I'on est ramené a démontrer ’assertion
suivante. Il existe a > 0 tel que 'on ait M(eS) = M(S) pour tout S € g(s)eira-
On suppose comme plus haut que I'on a G = G’, on note T un tore maximal de
G, t son algebre de Lie, T1,..., T, des sous-groupes fermés deux a deux distincts
de T tel que, pour tout m € M, T(m) soit égal a I'un des T;. On note t; I’alge-
bre de Lie de T;. On choisit a > 0 tel que l'on ait T; Nexp(t,) = exp(t;,) pour
i =1,...,n. Il est clair que a convient. 1§

Lemme 53 Soient M et M' des variétés dans lesquelles G opére et 7 : M —
M' un revétement équivariant. Si Uaction de G dans M' est réguliére, il en est
de méme de Daction de G dans M.

Démonstration. Soit s € Gy. Soit my € M(s). Soit V' un voisinage ouvert
de my dans M homéomorphe par 7 a son image dans M. Soit W C V tel que
sTH(W) C V (c’est possible car s est continue). Soit m € W tel que s™!(7(m)) =
7(m). On a s~!(m) = m. On voit donc que 7| induit un difféomorphisme de
W N M(s)sar (W) N M'(s).

Soit S € g(s)eu- Alors M(S) est 'image réciproque de M'(S). Supposons
que lon ait M'(se®) = M'(s)NM'(S). Soit m € M(se®). Alors 7(m) appartient
a M'(seS), donc a M'(S). Donc m appartient a M(S). Donc m appartient a
M(s). n

Remarque 54 Par contre, dans les conditions du lemme 53, il se peut que
laction de G dans M soit réguliére mais pas laction de G dans M'. On peut
fabriquer un tel exemple en considérant G = SL(2,R), I' un sous-groupe discret

ayant des éléments elliptiques d’ordre arbitrairement élevé, M = G avec l’action
@ gauche, et M' = M/T.
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3 Bottes de classes de cohomologie.

3.1 Germes de formes différentielles équivariantes.

Soit G' un groupe presque algébrique. Nous supposons donc donnée une repré-
sentation de G dans un espace vectoriel réel de dimension finie V' et, pour tout
a > 0, nous notons g, 'ouvert image réciproque de gl(V'), dans g. Soit M une
variété dans laquelle G opeére. Considérons 'algebre différentielle AX(g,, M)
des formes équivariantes sur M définies sur 'ouvert elliptique g, et son alge-
bre de cohomologie H¥(g.,M). Si a < b, il y a des morphismes naturels de
restriction AX (g, M) — AZ(gu, M) et HZ(gs, M) = HZ(gu, M).

Définition 55 On note

lespace des germes en 0 (pour la topologie elliptique) de formes équivariantes
et

Hic)(M) = lil% HE (8a, M)
Uespace des germes en 0 des classes de cohomologie équivariante.

Soit H un sous-groupe presque algébrique de G et N une sous-variété H-in-
variante de M. Sig € G et « € A% (h, N), alors (¢g-a)(X) = g-a(¢g™'-X) est un
élément de {43‘1’%_1 (g h,gN). Comme H agit trivialem.ent sur A (b, N), cette
transformation ne dépend que de gH. C’est un morphisme d’algebres différen-
tielles. On note encore g la transformation induite g : Hyj(N) — Hyygy-11(9N),
etc...

Lemme 56 1. L’application H (g, M) — Hic(M) est surjective.

2. Un élément o € HEF (g, M) est dimage nulle dans Hiq (M) si et seule-
ment s’il existe une fonction § € C™(g)” identiquement égale a 1 dans un
voisinage elliptique g, de 0 telle que fov = ().

Démonstration. Soit «v € AZ(g., M) un élément annulé par dg. Soient b et
¢ tels que l'on ait 0 < b < ¢ < a. D’apres le lemme 27, il existe une fonction
6 € C~(g)¢ qui est égale & 1 dans g, et & 0 en dehors de g.. On définit
o € AX(g, M) en posant o/ (X) = (X )ov(X)si X € g, et ¢/(X) =0s1 X € g,
X ¢ g,. Alors la classe de o dans Hig)(M) coincide avec la classe de «v puisque
a et fa ont méme restriction a g,. Ceci prouve le point 1.

Prouvons 2. Soit o € AZ (g, M) une forme équivariante fermée d’image nulle
dans H(g)(M). I existe donc un nombre réel a et un élément 3 € A (g., M) tel
que a = dgf3 sur g,. En choisissant 6 comme précédemment, on a fo = dg(6/3)
sur g, et 03 € A (g, M). L'égalité précédente prolongée par 0 est valable sur
g. Donc fa = 0 dans Hg (g, M). 1
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Nous énongons maintenant une généralisation du théoreme 24. Soit G' un
groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe presque algébrique de G d’al-
geébre de Lie h. On pose h, = g, N h. Soit M une H-variété. L’application de
restriction définit un morphisme

E: Ao(,?(gaaG XH M) i A(]){o(h(nM)
et donc une application notée encore
E: H[(;](G XH M) — H[H](M)

Proposition 57 On suppose que l’espace homogéne G — G/H est réductif.
Soit M une H-variété. Alors Uapplication E : Hig)(G xg M) — Hm(M) est
un isomorphisme.

Démonstration. Comme 'application HE (b, M) — Hgj(M) est surjective,
le théoreme 24 et le lemme 56 impliquent que ’application E est surjective.
Montrons qu’elle est injective. Soit o« € AX (g, G X g M) une forme équivariante
fermée telle que E(a) = 0 dans Hyyj(M). Il existe donc a > O et 3 € AF(ha, M)
tel que E(a) = dyf sur b,. Soient b et ¢ tels que l'on ait 0 < b < ¢ < a et,
comme dans le lemme précédent, soit § € C*°(g)¢ une fonction invariante égale
a 1 dans g, et 4 0 en dehors de g.. On a alors E(8a) = (0|h)dy8 = dyy((0])5) et
cette égalité sur b, se prolonge par 0 en une égalité sur tout . Donc la classe
de E(fa) est nulle dans H (b, M). D’apres le théoreme 24, la classe de fa est
nulle dans H (g9, G x g M). D’apres le lemme 56, la classe de « est nulle dans
H[G](G xg M). 1

Soit P — B un fibré principal de groupe G et soit L un groupe de Lie
opérant a gauche sur P. Supposons que P admette une connection L-invariante.
Nous avons démontré dans la section 1.8 que l'application ¢* : HP(l,B) —

(I x g, P) est un isomorphisme. Elle induit une application surjective de
Hi1)(B) sur Hipxq)(P). Nous ne savons pas si cette application est injective.
Citons cependant un exemple ol ¢* est un isomorphisme.

Proposition 58 Soit P — B un fibré principal de groupe G sur une variété
compacte B. Soit L un groupe compact opérant a gauche sur P. Alors Uappli-
cation

([* H[L](B) - H[LxG](P)

est un isomorphisme.

Démonstration. Puisque L est compact, la fibration P — B admet une
connection invariante. Il reste a prouver que ¢* est injective. Soit § € H(I, B)
telle que o = ¢* soit nulle dans H[gxz)(P). Soit § € C*(Ix g)L*% une fonction
identiquement égale a 1 sur un voisinage I, x g, de 0 dans [ x g telle que fa = 0.
Considérons I’application inverse W, de application ¢*. On a donc

W.(6)8 = 0.
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Pour montrer que 3 = 0 dans H[z)(B), il suffit donc de montrer que W, envoie
une fonction § € C([ x g)£*¢ identiquement égale a 1 sur un voisinage [, X g,
sur une classe de cohomologie de H{°([, B) identiquement égale a 1 sur un
voisinage [, de 0 dans [. Soit u(Y) = —w(Yp) € C°(P) ® g le moment de
Y € [, Q la courbure de w et soit Q(Y) = u(Y) + Q la courbure équivariante
de w. On a (W, 0)(Y) = 6(Y,Q(Y)). On a u(Y)(pg) = g7 - p(Y)(p). La classe
de conjugaison de u(Y)(p) € g ne dépend donc que de la projection de p sur
B. Puisque L est compact, un voisinage elliptique de 0 dans [ est un voisinage
aussi petit qu’on veut pour la topologie ordinaire. Comme B est compacte, on
voit donc qu’on peut choisir b < a tel que si Y € [, alors u(Y') € g,. La forme
(Y, QY)) = 0(Y,u(Y) + Q) est calculée a partir de sa série de Taylor (par
rapport aux variables de g)

QI
(Y, Q) =6(Y,n(Y))+ > 7(010)(1/, w(Y)).
7 1!
On voit que W6 est identiquement égale a 1 dans le voisinage [;,. L’équation

W, (6)8 = 0 implique 8 = 0 dans H{;(B). &

3.2 Bottes et bouquets de formes différentielles équi-
variantes.

Soit G un groupe presque algébrique opérant régulierement dans M.
Soit S € geu. La sous-variété M(S) de M est G(S)-invariante de M. On
considere 'application de translation

(37) Ts : AG(8, M) — Ags)(8(5), M(S))

donnée par

(Tsa)(Y) = a(S +Y)|M(S).

Comme S)s s’annule sur M (S), cette application commute aux différentielles.
On en déduit une application en cohomologie

Ts : Hg (9, M) — Hes)(8(S), M(S))-

Soit a > 0 et s0it S € Geurq, il existe b > 0 tel que S+ g(S), C ga. Pour tout
S € g4, on peut donc définir une application encore notée

Ts : A (94, M) — Ajg(sy(M(S))
par (Tsa)(Y) = a(S +Y), puisque si Y varie dans un voisinage elliptique
suffisamment petit de 0 dans g(S), alors S+ Y € g,. S1 S € geiu, on obtient

aussi une application de translation en cohomologie

TS . H??(Elu, M) - H[G(S)](M(S))
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Soient s € Gy et a > 0. En appliquant les définitions ci-dessus au groupe
G(s) opérant dans la variété M (s), on obtient des opérateurs de translation

(38) Tis : Ags)(8(s), M(5)) = AG(s)nas)(8(s) N 8(S), M(s) N M(S))
Ts,s : HEs)(8(s), M(5)) = Hgignas)(8(s) N 8(S), M(s) N M(S))

pour S € g(s)eu et

(39) Tys : AGs)(8(8)ar M(5)) = Aigs)nasy(M(s) N M(S))
T,s: H%’(s)(G(S)u,M(S)) - H[G(s)ﬂG(S)](M(s) NM(S))

pour S € g(8)eit a-
Si S € g(s)en est assez petit on a

G(se®) = G(s)NG(S) et M(se®) = M(s)N M(S).
et I'opérateur T s fournit des applications

(40) Tis : AZw(8(s), M(5)) = Ages)(a(se®), M(se®))
Tos 0 A% (8(5)as M(5)) = Apgeesy(M(se®))
Ts,s : H??(a)(g(s)m M(s)) - H[G(ses)](M(ses))'

En général, si S € g(s)cu on a des inclusions G(s) N G(S) C g(se¥) et
M(s)N M(S) C M(se®) et nous aurons a utiliser 'application de restriction

(41)s5 © AG(aes) (8(5€7), M(s6%)) = AGana(s)(8(s) N 9(S), M(s) N M(S)).

Définition 59 Nous dirons qu’une famille (ay)seq,, ot, pour tout s € Geu,
est un élément de Ajg(s))(M(s)), est une botte de formes équivariantes si elle
vérifie les conditions suivantes.

1. Invariance: ayg—1 = g - oy pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy, il existe a > 0 et un représentant o, , €
AZ(5)(8(8)a, M(5)) de o tels que, pour tout S € g(8)ena, on ait

G(se®) = G(s)NG(S), M(se®) = M(s)n M(S)

et
R,Sas,u = yes

dans Ajg(sesy)(M(se®)).
On note Bg(M) Uespace des bottes de formes différentielles équivariantes.
Cet espace est muni d’une différentielle dg = (dg(y))sec.,-
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Il est clair que si la condition de recollement est vérifiée pour un représen-
tant @, 4 de a, alors si o, € A, (a(s)s, M(s)) est un autre représentant de

as, il existe ¢ < b tel que pour tout S € g(s)eue on ait Ty sy = s dans
Algsesy) (M (se®)).

Nous verrons que dans de nombreux cas on peut représenter des cycles de
Bs(M) au moyen de familles de formes fermées partout définies pour lesquelles
les conditions de recollement sont globales. Ces familles spécialement agréables
seront appelées des bouquets.

Définition 60 Un bouquet de formes équivariantes est une famille (ay)seq,,
ot, pour tout s € Geu, o, est un élément de A%, (9(s), M(s)), vérifiant les
conditions suivantes.

1. Invariance: agey-1 = g - a5 pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy et pour tout S € g(s)en on a

T's,Sa’s =T, 50ges

dans Ag"(s)nc(s)(g(s) Ng(S),M(s)N M(S)).
3. Fermeture: pour tout s € Gey on a dgy) () = 0.
On note Zg(M) Uespace des bouquets de formes équivariantes.

On introduit une définition similaire au niveau des classes de cohomologie
équivariante.

Définition 61 Une botte de classes de cohomologie équivariante est une famalle
(as)seq.y o, pour tout s € Gey, ay est un élément de Hg,)(M(s)), vérifiant
les conditions suivantes.

1. Invariance: ag,y-1 = g - a, pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy, il existe a > 0 et un représentant o, , €
HE ) (8(8)as M(5)) de ay tels que, pour tout S € g(s)eu,a, on ait

G(se®) = G(s)NG(S), M(se®) = M(s)N M(S)

et
Ts,Sas,u = ges

dans Hig(sesy)(M(se%)).
On note Kg(M) Uespace des bottes de classes de cohomologie équivariante.

La structure d’algebre des Hg,)(9(s)s, M(s)) induit une structure d’algebre
dans Kg(M).

On définit de maniére analogue les espaces Bg,c(M) de bottes de formes
équivariante & support compact sur M, Ze (M) et Ko a(M).

J. Block et E. Getzler [10] ont considéré pour un groupe G compact 1’algébre
de cohomologie K;(M) de I’algébre différentielle (Bg(M), d) obtenue en consi-
dérant ’espace des bottes de formes différentielles équivariantes. Nous pensons
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plus naturel de considérer I'algébre K (M) des bottes de classes de cohomologie
équivariante. Il est cependant probable en vue de la remarque 70 ci-dessous que
pour un groupe compact agissant sur une variété compacte ’homomorphisme
naturel Kz(M) — Kg(M) est un isomorphisme.

Exemple 62 Si N = e est un point, l’algébre Kg(e) est canoniquement iso-
morphe ¢ C*(G)C.

Démonstration. Soit (a,)seq,, un élément de Kg(e). Alors a;, est juste une
fonction différentiable G(s)-invariante définie sur un voisinage elliptique g(s)a(s)
de 0. La famille (a(s), as) est donc une botte de fonctions C* sur G, au sens
de la definition 42. La fonction © € C*(G)® correspondante (lemme 43) vérifie
O(se¥) = a,(Y) pour tout s € Gy et tout Y € g(s)u(s), pour a(s) petit. 1§

3.3 Images réciproques de bottes.

Soit NV une autre variété dans laquelle G opére régulierement. Soit ¢ un mor-
phisme G-équivariant de M dans N. Pour tout s € Ge, ¢ induit un morphisme
de M(s) dans N(s). On peut donc considérer I'image réciproque sur M(s) d’une
forme différentielle sur N(s). Cette opération induit un morphisme d’algebres
#* de Kg(N) dans Kg(M) de sorte que Kg(M) est une algebre sur Kg(N).

En particulier, K¢ (M) est une algébre sur C*°(G)“. Explicitons cette struc-
ture. Soit o = (ay)seq,, une botte de classes de cohomologie équivariante sur
M. Soit © € C*(G)%. Alors O« est la botte définie par la formule (©a),(Y) =
O(se¥)a,(Y) pour tout s € Gy et tout Y € g(s),, ot @ > 0 est suffisamment
petit.

Soit ¢ : H — G un morphisme de groupes presque algébriques. Alors 'image
réciproque ¢~ '(g,) est un ouvert elliptique dans h. Il contient donc un ouvert
bhy. Considérons 'action de H sur M déduite de celle de G. On peut donc définir
une application ¢* : Ka(M) — Ky(M) par (¢*6),(H) = Bas)(¢(H)) pour H
variant dans un voisinage elliptique b, assez petit. On obtient ainsi une botte
de classes de cohomologie H-équivariante et donc un morphisme d’algebres

o : Ka(M) — Ky(M).

3.4 Espaces homogenes.

Soit G un groupe presque algébricue. Soit H un sous-groupe fermé presque al-
gébrique de G (définition 33). On note b l'algebre de Lie de H, et on considere
laction de G dans B = G/H. ( D’aprés I'exemple 50, c’est une action réguliére).

Soit s € G- Nous étudions la variété B(s) des points fixes de s. Soit O,
la classe de conjugaison de s dans G. Soit N, = {g € G;g97'sg € H}. Le
sous-ensemble N, est fermé dans G, et invariant par l'action a gauche de G(s)
et de H a droite. L’ensemble B(s) est isomorphe & N,/H par l'application
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g — gH. Notons {g;}icr(s) un systéme de représentants dans N, des doubles
classes modulo G(s) x H. Posous s; = g7 'sg;. Les {s;}ic 1(s) forment un systeme
de représentants des classes de conjugaison de H dans le sous-ensemble O,N H.
Les g;H € B(s) forment un systéme de représentants des orbites de G(s) dans
B(s). L’application y — yg;H induit un isomorphisme de G(s)/(G(s)Ng;:Hg; ")
sur G(s)g;H/H.

Lemme 63 1. La classe de conjugaison O, de s dans G est fermée. C’est un
revétement d’ordre fini de la classe de conjugaison Oj(,) de j(s) dans j(G).

2. L’ensemble I(s) est fini. Donc O, N H est réunion disjointe finie des
classes de conjugaison sous H des éléments s;, 1 € I(s).

8. L’ensemble N, est une sous-variété fermée de G, réunion disjointe finie
des doubles classes G(s)g;:H, i € I(s).

4. L’ensemble B(s) est une sous-variété de B, réunion disjointe finie des

orbites G(s)g;H/H, i € I(s).

Démonstration. Prouvons 1. Comme j(s) est un élément semi-simple de
GL(V), la classe de conjugaison O’ de j(s) dans GL(V) est fermée. Il résulte
du lemme 66 ci-dessous que Oj,) est fermée.

Comme j est un revétement, les groupes G(s') et G(j(s)) ont la méme al-
gebre de Lie g(s) pour tout s’ € j7'(j(s)). L'image réciproque j71(Oj()) est
réunion disjointe de classes de conjugaison par G, qui sont toutes ouvertes, et
donc toutes fermées, dans j7'(Oj(,)). En particulier, la classe de conjugaison
O, de s est fermée.

On a les inclusions (ker j)G(s)o € G(s) C G(j(s)), ot G(s)g est la compo-
sante neutre de G(s). On en déduit que le cardinal de G(j(s))/G(s) est fini, et
donc O, est un revétement fini de Oj,).

Prouvons 2. Il résulte de 1 et du lemme 66 que O,NH est réunion localement
finie de classes de conjugaison de H. Pour montrer ¢ue celles-ci sont en nombre
fini, il suffit a cause de 1 de démontrer I’assertion analogue dans le groupe j(G).
Ceci résulte de ce que Oj,) N j(H) a un nombre fini de composantes connexes,
a cause des hypotheses d’algébricité.

Prouvons 3. L’application ¢ — ¢~ sg de G dans O, est une submersion.
L’ensemble N; est I'image réciproque de la sous-variété O, N H. C’est donc une
sous-variété fermée de G.

Prouvons 4. Il résulte de 3 que B(s) = N,/H est réunion finie d’orbites de

G(s).

1

Soit M une variété ou H opere régulicrement. Considérons I'espace induit
M =G xyg M. 1l est fibré sur B = G/H. Soit s € G.y. Etudions la variété
M(s). Un point de M(s) se projette sur un point de B(s). Par conséquent, si
la classe de conjugaison de s ne rencontre pas H, la variété M(s) est vide. Si
la classe de conjugaison de s rencontre H, notons comme plus haut {g;}icr(s)
un systéme de représentants des doubles classes G(s)g;H de N, et posons
s; = g7 'sg;. On a s; € Hy. Comme G(s)-espace, M(s) est réunion disjointe
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des espaces G(s)[g:, M (s;)] (certains de ces espaces peuvent étre vides si M(s;)
est vide). L’action de g; induit un isomorphisme de M; = G(s;) X n(s;) M(s;)
sur G(s)[g:, M(s;)]. L’action de G dans M est donc réguliere.

Considérons la sous-variété [e, M] de M. C’est une sous-variété stable par
H. On obtient donc un morphisme

EI’CG(G XH ]W) —>’CH(M)

par composition des morphismes de restriction successive Kg(G xg M) —
’CH(G XH M) — ’CH(M)

Théoréme 64 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe
presque algébrique tel que ’espace homogéne G — G/H soit réductif. Soit M
une variété sur laquelle H opére régulierement. Alors G opére réguliérement
sur G xg M et Uapplication de restriction

E IC(,'(G XH Al) — K:H(M)
est un isomorphisme.
Démonstration. Nous aurons a utiliser le lemme suivant.

Lemme 65 Soit H un sous-groupe presque algébrique de G tel que G/H soit
réductif. Soit s € Gy N H. L’espace homogéne G(s)/H(s) est réductif.

Démonstration. Ecrivons g = h@® t ot t est un supplémentaire H-invariant
de h. Comme s est dans H, Ad(s) laisse stable cette décomposition. Posons
t(s) = g(s) Nr. Comme Ad(s) est semi-simple, on a g(s) = h(s) B r(s). 1

Nous démontrons maintenant le théoréme. Commencons par I'injectivité.

Soit o = (ay)seq,, € Ka(M) tel que E(«) = 0. Nous devons montrer que
a, = 0. Soit s € Hey. On note «, I'élément de Hig (G (8) X sy M(s)) obtenu
en restreignant o, a G(s) Xy M(s) C M(s). D’apres le lemme 65 I'espace
homogene G(s)/H(s) est réductif. D’apres I'hypothese E(a) = 0, 1'élément
E(o),) € Him)(M(s)) est nul. D’apres la proposition 57, on en déduit que
o, =0

Soit s € Gy. Si la classe de conjugaison de s ne rencontre pas H la variété
M(s) est vide et on a v, = 0. Si la classe de conjugaison de s rencontre H, soient
s; € H un systéme de représentants des classes de H-conjugaison dans O; N H.
Soit M; = G(si) X sy M (i) C M(s;). D’apres le lemme 63, la variété M(s) est
réunion disjointe des sous-variétés fermées g, M;, ot M; = G(s;) X p(s;) M(s;).
Par G-invariance, la restriction de o, a chaque g;M; est égale a g, , et donc
est nulle. Comme I(s) est fini, o, = 0.

Démontrons la surjectivité. Soit 8 = (0y)sen., € Ku(M) et construisons
a € Kg(M) tel que E(cv) = /3. Sis € H,y, on note o, € Hia))(G(8) X (o) M (s))
I'unique élément tel que E(a’) = f3,. Soit s € Gy Si la classe de conjugaison de
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s ne rencontre pas H, on pose a, = 0. Supposons que la classe de conjugaison
de s rencontre H. Nous employons les mémes notations que ci-dessus dans la
démonstration de l'injectivité. Ecrivons M(s) = Uig; - (G(si) Xn(s;) M(s:)),
'union étant disjointe. On définit o, comme étant égal a I’élément g, - o, sur
9i - (G(si) XH(s;) M(si)). On vérifie grace a la condition de H-invariance sur
la botte 8 que «, ne dépend pas du choix du systéme de représentants g;.
On obtient ainsi une collection de classes de cohomologie équivariante o, €
Hic(s))(M(s)) qui vérifie la condition d’invariance requise.

Veérifions maintenant la condition de recollement. Soit donc s € G,;. Nous
devons montrer qu'’il existe a > 0 et un représentant a,, de a, tels que sur
M(s), T s(0t,0) = s pour tout S € g(s)enq. 1l suffit de le faire pour s = e en
remplacant M(s) par une des variétés M;,: € I(s), G par G(s;), H par H(s;)
et M par M(s;).

Soit B, € Hiyj(M) et choisissons un représentant de 3. € H(h, M) que
nous notons (3. Alors on choisit & € HZ(g, M) tel que E(&) = f. Cest un
représentant de a.. Soit S € hy. Comme 3 est une botte, il existe donc b > 0
tel que l'on ait M(e®) = M(S), H(e%) = H(S) et 1'égalité TsB = B.s dans
Hiusy(M(S)) pour tout S € beyy. Soit a < b et tel que G(e®) = G(S)
pour S € beyq. La sous-variété G(S) xp(s) M(S) est une sous-variété de
M(e%). La restriction de Tsa@ & G(S) Xus)y M(S) C M(S) détermine une
classe dans Hg(s)(G(S) xm(sy M(S)) qui coincide avec la restriction de a,s €
Higes)y(M(e®)) & G(S) X u(s)M(S) C M(e®) puisque ces classes se restreignent
respectivement sur h(.S) x M(S) en Tsf3 et en f,s.

Soit maintenant S € g.u,. Etudions les zéros de S sur B = G/H et sur
M =G Xz M. On voit que B(S) est vide lorsque 'orbite de S ne rencontre
pas h. L’ensemble des G(S)-orbites dans B(S) est fini et paramétré par les re-
présentants g; des doubles classes de I’ensemble Ng = {g € G,¢9~!- S € b} sous
laction de G(S) x H. On note S; = g7'S € het M; =G(S;) X g(s;) M(S;). On
a alors M(S) = U;g;M;. Par G-invariance, pour montrer que Ts& = a,s sur
M(S) = U;g;- M, il suffit de montrer que pour chaque i, Ts, | M; = a(e®)|M;,
lorsque S; € b, ce qui a été prouvé ci-dessus. 1

Si M est un point e, on obtient ainsi un isomorphisme K (G/H) = Ky(o) =
C>(H)H. Décrivons cet isomorphisme plus directement. Soit @ = (ay)seq,,
une famille de formes équivariantes représentant un élément de Kg(M). La
fonction E(a) € C*(H)# est I'unique fonction H-invariante telle que l'on ait
E(a)(se¥) = (ay(Y))o)(e) pour tout s € Hoy et pour tout ¥ € h(s),, ol a est
suffisamment petit.

Appendice.

Cet appendice contient pour la commodité du lecteur un résultat technique
utilisé plus haut.
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Lemme 66 Soit G un groupe de Lie réel séparable. Soit s € G un élément tel
que Ad(s) soit un endomorphisme semi-simple de l’algébre de Lie g de G. On
suppose que la classe de conjugaison O, de s est fermée. Soit H un sous-groupe
fermé de G. Alors les classes de conjugaison de H contenues dans O, N H sont
fermées et O, N H est une réunion localement finie de classes de conjugaisons
de H.

Identifions l’espace tangent a t € G au translaté ¢ gauche part de g. L’espace
tangent en un point t € O, N H est égal a (Ad(t™') —1)h = hN (4d(t™) - 1)g.

Démonstration. Soit t € O, N H. Comme G est séparable et O, fermée, O,
est homéomorphe & G/G(t) par 'application naturelle. L’endomorphisme Ad(t)
est semi-simple car il est conjugué de Ad(s). Ecrivons une décomposition

g=h(t)dc(t) ®q(t) D q"(t)

de g en sous-espaces Ad(t)-stables de sorte que 'on ait § = h(t) & ¢'(t) et
8(t) = b(1) & t(1).

Il existe des voisinages U’ de 0 dans q'(t), U” de 0 dans q"(t), V' de 0 dans
h(t) et V" de 0 dans t(t) tels que

1. lapplication (Q',Q",Y",Y") —» e?"e? (te¥ e¥")e=?'e~?" soit un difféo-
morphisme de U’ x U" x V' x V" sur un ouvert W de G,

2. e?"eQ (te¥'e¥")e~?e~Q" appartienne a O, si et seulement si Y’ =Y" =0,

3. eQ"e@ (te¥ e¥")e~@'e~?" appartienne a H si et seulement si Q" =Y" = 0.

Donc W N H N O, est défini par les équations Q" =YY" =Y’ = 0. Cest
I'intersection avec WNH d’une classe de conjugaison de H, et c’est un ensemble
fermé dans W N H. Le lemme en résulte facilement. 1§

3.5 Théorie de Chern-Welil.

Nous reprenons 'exemple de la section 1.4. Soit G un groupe de Lie presque
algébrique. Soit P — B un fibré principal de groupe G. Soit L un groupe de
Lie presque algébrique agissant a gauche sur P et commutant a ’action de G.

Soit s € Ly et soit B(s) la variété des points fixes de I'action de s sur
B. Si x € B(s) et si y est un point de P au dessus de z, il existe un unique
élément r(s,y) € G (r est employé pour “right”) tel que sy = yr(s,y). On a
r(s,y9) = g7'r(s,9)g.

Définition 67 . On dira que l'action de L sur le fibré principal P est princi-
palement réguliére si laction de L X G sur P vérifie les conditions suivantes.
1. L’action de L x G sur P est réguliére.
2. Pour tout s € Ly et tout y € P au dessus de B(s) Uélément r(s,y) € G
est elliptique.

(Nous dirons en général réguliére au lieu de principalement réguliére en espérant
que le contexte évitera les confusions). Cette seconde condition est en général
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vérifiée. C’est clair si G est compact. Il en est de méme, d’apres le lemme 63,
si G est un sous-groupe presque algébrique de L, pour la fibration principale

L—L/G.

Soient s € Ly et s' € Gey. Soit P(s,s') = {y € P;sy = ys'} l'espace des
points fixes de (s, s"). Comme (s,s') € L x G est elliptique et comme l’action de
L x G dans P est réguliére on voit, en regardant ’application tangente a la pro-
jection P — B, que 'application P(s,s') — B(s) est une submersion. Notons
B(s)* l'ouvert de B(s) image de P(s,s’). Alors P(s,s') est un fibré principal
de groupe G(s') muni d’une action a gauche de L(s). Soient s',s” € Gy, alors
B(s)*' NB(s)* n’est pas vide si et seulement si s’ et s” sont conjugués dans G et
dans ce cas B(s)* = B(s)*". Comme l’action de L est principalement réguliére,
B(s) est réunion disjointe des sous-variétés ouvertes B(s)*', paramétrée par les
classes de conjugaison d’éléments s’ € G pour lesquels P(s,s') est non vide.

Le méme argument montre que 'action de L dans B est réguliere.

Supposons qu’il existe une connection w pour la fibration P — B inva-
riante par I’action de L. Nous allons associer & toute fonction ¢ € C*°(G)® un
bouquet W(¢) € Z(B) de formes différentielles équivariantes. La connection
w définit une connection L(s)-invariante pour chacune des fibrations principales
P(s,s') = B(s)*. En effet, w|P(s,s') € A'(P(s,s'))®g(s') comme on le voit par
G-invariance et w|P(s,s') est une 1-forme de connection L(s)-invariante. Soit
by € C=(g(s"))%“) la fonction définie par ¢, (Y) = @(s'e¥), pour Y € g(s').
L’homomorphisme de Chern-Weil (proposition 8) associe a ¢, une forme équi-
variante fermée W, ¢, € A7, (I(s), B(s)*). Explicitons W, ¢, en fonction de la
connection. Soit Y € [et soit Q(Y) = u(Y)+Q € A(P)® g la courbure équiva-
riante de w. S1Y € [(s), la restriction Q(Y)|P(s, s') de la forme Q(Y) a P(s,s')
est dans A(P(s,s")) ® g(s') et ¢(s'e¥¥NP(E5)) est une forme G(s')-basique. On
pose

W,y (Y) = ¢(5/69(Y)1P(s,s’))_

Comme ¢ est une fonction G-invariante sur G, il est facile de voir que W, (¢4) ne
dépend que de la classe de conjugaison de s'. Ecrivons B(s) = Uye.,/6)B(s)*
et définissons W,¢ € Ag,(I(s), B(s)) comme étant égale a Wy (o) sur B(s)*.

Soit s € L.y et soit S € [(s)ey. Alors L(s)NL(S) C L(se®) et B(s)NB(S) C
B(se®).

Lemme 68 Soit S € [(s)en. Alors, ssY € L(S)N L(s), on a
(Weg)(S +Y)|B(s) N B(S) = (Wees$)(Y)|B(s) N B(S)
dans AZgnres)(I(s) NI(S), B(s) N B(S)).

Démonstration. Il suffit de démontrer cette relation pour s = e. Soit S € L.
Considérons le groupe & un parametre exp(tS). Au dessus de B(S), il produit
un groupe & un parameétre de transformations verticales : si y € P est au dessus
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de z € B(S), exp(tS)y = yexp(tr(S,y)) ot 7(S,y) est un élément de g.;. La
classe de conjugaison de 7(S, y) ne dépend que de la projection z € B(S) de y et
est localement constante. On éctit B(S) = Usie(g./c)B(S)% ot B(S)S désigne
la sous-variété ouverte et fermée de B(S) sur laquelle I’élément 7(S,y) € geu
produit par l'action verticale de S est dans la classe de conjugaison de S'. Soit
Y € I(S). L’espace P(S,S") des zéros de (S,S") sur P est un fibré principal sur
B(S)%'. On a donc

(W.)(S + Y)|B(S)% = ¢(eUSTIPES),

On a

p(S)|P(S,S") = —w(Sp)|P(S,S") = w(pS")|P(S,S") = S".
Donc Q(S+Y) = pu(S+Y)+Q =5 +QY) et QY)|P(S,5") € A(P(S,5"))®
9(S"). Donc e SHNIPES) = 5" QNIPSS) . Mais on a B(S)S C B(es)"s’ et
P(S,S") C P(e’,¢%). Donc, si Y € [(S), on a

(Wes@)(Y)|B(S)™ = g(e¥ e2IFE5)
et on obtient ’égalité cherchée. g
Nous avons donc démontré la proposition suivante.

Proposition 69 Soient G et L deur groupes presque algébriques. Soit P — B
un fibré principal sous l’action de G, muni d’une action a gauche de L princi-
palement réguliére. Supposons qu’il existe une connection w L-invariante. Alors
st ¢ € C*(G)Y, la famille Wy = (W,9)seL,, d’éléments de AR, (I(s), B(s))
est un bouquet de formes différentielles équivariantes. La botte de classes de
cohomologie définie par W, (¢) est indépendante du choix de w. On la note
W¢ e K L(B )

On peut donc munir K;(P/G) d’une structure de C*°(G)¢ module en posant
pour ¢ € C®(G)C et o € K1(B)

¢-a=W(p).

Remarque 70 Considérons une espace homogéne réductif G — G/H comme
dans le théoréme 64. On a vu que Uapplication de restriction E : Kg(G/H) —
C>*(H)¥ est un isomorphisme. Choisissons une connection G-invariante w.
Alors W,¢ est un bouquet représentant de E~'¢. En particulier, ce représen-
tant se recolle non seulement au niveau cohomologique, mais au niweau formes
différentielles.

Remarque 71 On peut généraliser la proposition ci-dessus au cas considéré
dans le paragraphe 1.8: soit P une variété munie d’une action réguliére d’un
groupe G' pour laquelle un sous-groupe distingué N opére librement. Lorsque la
condition analogue a la condition G7 est vérifiée, on peut associer d une fonction
¢ € C*(G)% un. bouquet W,(¢) € Bqyn(P/N) de formes différentielles équiva-
riantes. La botte de classes de cohomologie équivariante déterminée par W, (¢)
est indépendante de la connection.
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Soit M une variété sur laquelle le groupe L opeére. Soit &€ — M un fibré
vectoriel réel (ou complexe) L-équivariant. On explicite les constructions précé-
dentes appliquées au fibré principal P de groupe G = GL(N,R) (ou GL(N, C))
des reperes de £. Soit s € L. Au dessus de M(s), Paction de s sur £ produit
un automorphisme s du fibré £.

Définition 72 On dira que l’action de L sur le fibré £ est principalement ré-
guliére st

1. Vaction de L sur & est réguliére,

2. pour tout s € Ly et pour tout m € M(s) lautomorphisme st de &, est
elliptique.

Comme pour la définition 67, nous dirons en général régulier plutdét que princi-
palement régulier.

On dira que le fibré £ — M est connecté si £ est muni d’une connection L-
invariante V. Pour X € [, soit F\(X) € A(M,End(&)) sa courbure équivariante
(définie dans la section 1.5).

Soit s € Ley. La restriction de V a M(s) fournit une connection L(s)-équi-
variante sur £|M(s) dont la courbure équivariante est obtenue pour X € [(s)
par restriction de F(X) a M(s).

Appliquons la construction précédente a la fonction ¢(g) = Tr(g). On définit
pour X € [(s)

ch (&, V)(X) = Tr(s5eF@IME),

La forme ch,(£,V) est une forme différentielle L(s)-équivariante fermée sur
M(s).

Lemme 73 Pour tout S € I(s)eu on a ’égalité
Tesch(E,V)=r,sch,s(E,V)
dans AZnrs)(I(s) N I(S), M(s) N M(S)).

Démonstration. Nous explicitons les étapes de la démonstration précédente.
Comme S)s s’annule sur M(s) N M(S), le moment de S est égal & I’action S¢
verticale produite par S sur £|M(s) N M(S). Donc F(S +Y) = S¢ + F(Y).
Pour Y € I[(s) N [(S),

T, sch,(£,V)(Y) = Tr(s* exp(S¢ + (F(Y)|M(s) N M(S)))).
Sur M(s) N M(S), les matrices S¢ et F(Y) commutent. Donc
Tr(s® exp(S¢ + F(Y)|M(s) N M(S))) = Tr(s® exp S® exp F(Y)|M(s) N M(S)).

|
La proposition suivante est donc claire.
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Proposition 74 Soit £ un fibré L-équivariant connecté. La famalle

(ch4(E,V))seLo

est un bouquet de formes équivariantes. La botte de classes de cohomologie cor-
respondante ch(€) € K (M) est indépendante de la connection L-équivariante
choiste.

On dira que ch(&) est le caractére de Chern équivariant du fibré (connecté)

L’application & — ch(€) est un caractere: si £ et F sont deux fibrés connec-
tés, alors £ @ F et £ ® F sont des fibrés connectés et

ch(EdF) = ch(€)+ch(F)
ch(E@ F) ch(&) ch(F).

(Ces égalités sont déja vraies dans Z;(M)).

Si M = L/H est un espace homogene réductif, un fibré vectoriel L-équiva-
riant est un fibré £, = L xpy E associé a une représentation 7 : H — GL(FE)
de dimension finie de H. La connection L-invariante sur le fibré principal L —
L/H fournit une connection L-invariante sur &,;. Considérons I'isomorphisme
de restriction E : K (L/H) — C>(H)". Soit Tr 7 la fonction trace de la repré-
sentation 7. On a

E(ch(&)) =Trr.

Soit G un groupe de Lie et soit N un sous-groupe distingué de G. Soit P une
variété munie d’'une action a droite de G. Supposons que ’action du sous-groupe
N soit principale. Considérons la fibration ¢ : P — P/N. L’image réciproque
¢* induit une application de Kg/n(P/N) dans K(P). 11 serait tentant de gé-
néraliser le théoréme 22 au groupe K(P). Toutefois nous ne pouvons le faire
sans hypotheses supplémentaires. Nous supposerons que le groupe G/N et la
variété P/N sont compacts. Il existe alors une connection G-invariante pour la
fibration ¢ : P — P/N, puisqu’une connection N-invariante existe (car l’action
de N est principale) et qu’il suffit alors de la moyenner sur G/N.

Théoreme 75 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé
distingué de G. Soit P une variété munie d’une action a droite de G telle que
Uaction du sous-groupe N soit principale. Supposons que le groupe G/N et la
variété P/N soient compacts. Alors lapplication

¢ Ka/n(P/N) — Ka(P)
est un isomorphisme.

Démonstration. Cousidérons tout d’abord la situation produit. Soit P — B
un fibré principal de groupe G. Soit L un groupe de Lie opérant sur P a gauche.
Nous supposons que L est compact, donc 'action de L sur P vérifie la condition
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67. Nous employons les notations de la démonstration de 69. Supposons de
plus B compacte. Montrons tout d’abord que I’application ¢* est injective. Soit
@ = (@)ser un élément de Kp(B) tel que ¢*a = 0. Notons «, » = a,|B(s)*".
L’espace P(s,s') est un fibré principal sur la variété compacte B(s)*. Notons
gs,s : P(s,s") — B(s)* la fibration correspondante. Donc pour tout (s,s’) €
L x Gey, élément g} 0, € Hr(sxa(s))(P(s,s")) est nul. Le groupe L(s)
est compact. D’aprés la proposition 58, 'application ¢}, : Hires)(B(s)*) —
Hirs)xasn)(P(s, ")) est injective. On en déduit que aslB(s)S' est nulle. La va-
riété B(s) est union disjointe finie de variétés B(s)*. Donc a, = 0.

Montrons que I'application ¢* est surjective. Soit § = (8,4 )seL s'cq,; U
élément de Kp.g(P). Construisons un élément o € K (B) tel que § = ¢*a. On
définit a,,,|B(s)* comme 'unique élément de H(z()(B(s)") tel que ¢}y o =
Bs,s'. La condition de G-invariance sur la botte 8 implique que a, , ne dépend
que de la classe de conjugaison de s’. On définit o, comme étant égal a o o sur
B(s)*. On obtient ainsi une collection o = (e, ),y de classes a, € Hz(s)(B(s)).
L’invariance sous L de 3 implique que « vérifie la condition d’invariance voulue.
Vérifions la condition de recollement. En changeant de notations (L = L(s),
P = ¢7(B(s)), etc...) il suffit de le vérifier pour s = e. Choisissons un repré-
sentant 3 € HP ([ % g, P) de B.. On choisit & € HYP(l, B) tel que ¢*a = f.
L’élément & est un représentant de «,. Il existe un nombre a > 0 tel que
pour tout S € I, et tout S' € geya, on ait L(e¥) = L(S), G(e%') = G(S"),
P(e5,e5') = P(S,5') et Tsgf3 = B,s,s dans 'H[L(CS)XG(CS’)](P(es,eSI)). Soit
B(S) = Usie(g,u/c)B(S)%". Puisque L est compact, un voisinage elliptique [, de
0 dans [ est un voisinage aussi petit que I’on veut pour la topologie ordinaire.
Comme B(S) est compacte, la classe de conjugaison de r(S,y) € gen (qui ne
dépend que de z € B(S)) produite par I'action verticale de S au dessus de
B(S) reste dans un voisinage invariant de 0 pour la topologie ordinaire, donc
a fortiori pour la topologie elliptique. On choisit b < a tel que si S € [, alors
B(S) = B(e%) et B(S) = Usle((ge”ng,_)/G)B(S)S’. Notons s = e5,s' = ¢%. On a
B(S)%' = B(s)*,P(S,S') = P(s,s'). Comme pS' est vertical, on voit que

Tssq"& = . o(Ts|B(S)¥).
D’autre part, )
Tssiqg* v =Ts 58 = By

On en déduit l'égalité f, o+ = q:‘s,(Tg(,ﬂB(s)“’) dans Hz(xa(sH)(P(s,s')). Mais
par définition §, s = ¢} s, «. D’apres la proposition 58, I'application ¢j . est
injective. Donc a, o = a,|B(s)* = Ts@|B(s)*. Ceci étant vrai pour le recou-

. ca s . s’ .
vrement fini de B(s) par les variétés non vides B(s)® , S' € g, on obtient
Ts& = a;, et la famille o, vérifie la condition de recollement voulue.

Retournons a la situation du théoreme 75. On raisonne comme dans la dé-
monstration de 22. On note L le groupe G/N et on consideére la variété L x P.
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Le groupe L est compact ainsi que la variété (L x P)/G = P/N. L’application
qZ; . ICL(P/N) — ]CLX(;'(L X P)

est donc un isomorphisme, d’apres le cas produit.

Considérons I'action de L x G sur L X P. Soit A(G) le sous-groupe {(7,9)}
de L x G. Alors le (L x G)-espace L x P est isomorphe a l’espace induit (L x
G) xa(g) P par lapplication [(I, g),z] — (lg~',zg™') pourl € L,g € G,z € P.
L’espace homogene (L x G)/A(G) est réductif, puisque I’algebre de Lie de L
est un supplémentaire invariant sous l’action adjointe de A(G) de ’algebre de
Lie (X, X) de A(G). L’application E : Kpxg(L x P) — Kg(P) est donc un
isomorphisme d’apres le théoreme 67. Le composé Eq; coincide avec ¢* et notre
théoréme est démontré. 1§

4 Groupe métalinéaire et orientations.

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats sur 1’orientation des
variétés de points fixes de transformations elliptiques nécessaires a l'intégration
des bottes.

4.1 Transformations infinitésimalement elliptiques.

Rappelons que si U est un espace vectoriel de dimension finie sur R, une orien-
tation de U est un choix d’une des deux demi-droites de A™**(U). Si U = 0,
on note &y l'orientation contenant le point 1. Si € et £’ sont des orientations de
U et U', l'orientation £ A&’ de U @ U’ est bien définie. Si o est une orientation
de U @ U’ et € une orientation de U, on note o/€ l'orientation de U’ telle que
(0/€) A& = 0. On définit de méme l'orientation £\o. Si 'un des deux espaces
U ou U’ est de dimension paire (ce qui sera souvent le cas ci-dessous), les deux
orientations £\o et o/¢ sont égales.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n. Soit S € End(V); une
transformation infinitésimalement elliptique de V. Alors il existe des entiers
positifs ¢, r tels que n = 2¢ + r, une base {eq,ez,...,€3-1,€2, f1,...,fr} de V
et des nombres réels non nuls A;,1 <7 < ¢ tels que

Sesic1 = Ny,
Seqi = —Xiegi—1, pour 1 <i</{
Sf; = 0, pour 1<j<r.

Supposons S inversible. Alors » = 0 et la dimension de V est paire: n = 2¢.
On a alors det S = A2A2 - .. 2. Choisissons une orientation o de V. Supposons la
base précédente ey, e, ..., eq_1, ey orientée. Ces choix déterminent une racine
carrée de det .S en posant

(42) det 128 = X\ Ay -+ Ao
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Cette racine carrée ne dépend que de l'orientation de V. Si S n’est pas inversible,
on pose det /25 = 0. On obtient ainsi une fonction det /2 sur End(V)y dépen-
dant de 'orientation o de V.

Réciproquement, si on suppose S inversible, S détermine une orientation
¢(S) de V par la convention

(43) det ;%S > 0.

Remarque 76 On peut définir ((S) sans choisir de base: soit 771(S) 1élé-
ment de A%2(V) défini ci-dessous (formule 59). Alors ((S) est lorientation qui
contient la composante de degré dim(V') de Uélément exp(7~1(S)) de A(V).

Plus généralement, si U est un sous-espace de V stable par S tel que la
restriction S|y soit inversible, nous posons

(44) ((U,S) = ((Slv)-

Nous disons que ((U, S) est 'orientation de U définie par S.
Enfin, pour S € End(V). rappelons la décomposition V = V(S) & q(S5),
ou V(S) = ker(S) et q(s) = S(V). Nous notons

(45) () =¢(a($),9).

Ceci a un sens car la restriction de S a q(.5) est inversible, et, si S est inversible,
ceci ne differe pas de la définition précédente.

Le but de cette section est de décrire les notions équivalentes a ((S) et
det }/2S pour des transformations elliptiques. Nous allons voir qu’elles ne sont
pas définies pour les éléments elliptiques de GL(V') mais pour ceux d’un certain

recouvrement ML(V) d’ordre 2 de GL(V).

4.2 Groupe Pin(V).

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une forme quadratique
Q@ définie positive. On note B(v,w) la forme bilinéaire symétrique telle que
B(v,v) = Q(v). On considere I'algebre de Clifford C(V,Q) dans laquelle les
relations sont v? = —Q(v).

L’algebre C(V,Q) est graduée sur Z/2Z. On note C*(V,Q) la partie paire
et C~(V, Q) la partie impaire de C'(V, Q). On note @ +— a* I'antiautomorphisme
tel que v* = —v. Donc (ab)* = b*a*.

Pour une algebre A graduée sur Z/2Z, on note A* le groupe des éléments
homogenes et inversibles de A et p(a) est la parité d’'un élément homogene
a € A. Pour a € A%, on note «(a) automorphisme intérieur défini par a :

(a)(b) = (=1)"r®) ghg L,
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L’application ¢ est un homomorphisme de A* dans le groupe Aut(A) des au-
tomorphismes de A préservant la graduation. Son noyau est Z* si Z est la
sous-algébre de A formée des éléments qui commutent (au sens gradué) aux
éléments de A.

Dans le cas de C(V,Q), on a Z = R, et ¢ est surjective (par le théoréme de
Skolem-Noether gradué).

On définit le groupe de Clifford I'(V, Q) comme le sous-groupe de C(V, Q)*
formé des éléments a tels que ¢(a)(V) = V. Pour a € T'(V,Q), on note j(a) €
GL(V) la restriction de ¢(a) & V. L’application j est un homomorphisme surjec-
tif de I'(V, Q) sur le groupe orthogonal O(V,Q), de noyau R*. Si a € I'(V, Q),
I’élément aa* est un scalaire > 0 noté N(a). La fonction N vérifie N(a) = N(a*)
et N(ab) = N(a)N(b). On pose I*(V,Q) = [(V,@) N C(V, Q)* et T~(V,Q) =
I(V,Q) N C(V,Q).

Par exemple, soit v € V. On a v € C(V,Q)* si et seulement si Q(v) # 0, et
alors v™! = —v/Q(v). Dans ce cas, v appartient & I'(V,Q), on a N(v) = Q(v)
et j(v) est la symétrie de vecteur v et de noyau I’hyperplan orthogonal & v.

Le groupe Pin(V,Q) est le sous-groupe des éléments de a € I'(V,Q) tels
que N(a) = 1. Soit v € V. Alors v € Pin(V, Q) si et seulement si Q(v) = 1.
L’application j induit une surjection de Pin(V, Q) sur O(V, Q). Le noyau est le
sous-groupe {1,—1} de R*. Pour éviter des confusions, nous noterons aussi €
I’élément —1 de ker j.

On note Spin(V,Q) le groupe I't(V,Q) N Pin(V, Q). L’application j in-
duit un morphisme de Spin(V, Q) sur SO(V, Q) de noyau {1, e}. Nous poserons
Pin=(V) =T"(V,Q) N Pin(V, Q).

Dans la suite nous enlevons en général ) de la notation.

Soit U un sous-espace de V. Soit U’ 'orthogonal de U. La sous-algebre de
C(V') engendrée par U est canoniquement isomorphe a C(U). Les groupes I'(U),
Pin(U) et Spin(U) sont les sous-groupes des groupes I'(V), Pin(V) et Spin(V)
respectivement formés des éléments a tels que j(a) laisse fixe I’orthogonal U’ de
U dans V. Tout élément a € I'(V) tel que j(a) laisse stable U s’écrit a = b’ avec
beT(U)etld e I'(U'). Sia=cc est une autre décomposition avec ¢ € I'(U)
et ¢ € I(U'), il existe k € {1,€¢} tel que b =kc et V' =k~'c.

Voici une propriété fonctorielle supplémentaire permettant de ramener 1’é-
tude du groupe Pin a celle du groupe Spin. On pose V =V @ Ré. On munit V
de la forme quadratique prolongeant () pour laquelle cette décomposition est
orthogonale et € de norme 1. On vérifie que ’on définit un isomorphisme & de
C(V) (dans lequel on oublie la graduation) sur C*(V') en posant

L
-1

(46) { k(a)=a pour p(a)

k(a) = aé pour p(a)

L’application & induit un isomorphisme de I'(V) sur le sous-groupe de 1""'(17)
formé des a tels que j(a)(é) = Le.

On munit C(V') de la forme quadratique telle que, si fi,...,f, est une base
orthonormée de V', les f; ---f; avec j; < -+ < j; et 0 < i < n forment
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une base orthonormée de C(V'). On remarque que la restriction de cette forme
quadratique a I'(V, Q) est la fonction N. De méme A(V) est muni du produit
scalaire tel que les f;, A--- A f;, forment une base orthonormée de A(V).

On filtre C(V') par les sous-espaces C;(V) engendrés par les produits de
longueur < ¢ d’éléments de V. L’espace C;(V)/Ci-1(V) est canoniquement iso-
morphe & AY(V). On note o; le symbole o, : C;(V) — A* (V). L’orthogonal C*(V)
de C;_1(V) dans C;(V) est un supplémentaire. Si f1,...,f, est une base ortho-
normée de V, les f; --- f;, avec j; < --- < j; forment une base orthonormée de
cH(V).

On note T la forme linéaire sur C(V) telle que
(47) a—T(a) € Bi»C*(V)
pour tout a € C(V).

Proposition 77 Soit a € I'(V). On a

T(a)? = 27"N(a)det(1 + j(a)).

Démonstration. Lorsque a appartient a Pin~ (V) les deux cotés de 1’égalité
sont nuls. Par homogénéité, il nous reste a considérer le cas o a € Spin(V'). On
se ramene immédiatement au cas ot dim(V') = 2. Soit e, f une base orthonormée
de V. On peut écrire a = cosfl e + sinf f avec § € R. Alors j(a) est la rotation
d’angle 26 et la relation ci-dessus revient a la formule cos?§ = (1 + €%*)(1 +
6—2i0)/4. 1

Le groupe Spin(V') est 'ensemble des points réels du groupe algébrique
connexe Spin(V ® C). La restriction de T a Spin(V ® C) est une fonction
polynomiale. On a obtenu le corollaire suivant.

Corollaire 78 Sur Spin(V @ C) la fonction det(1 + j(a)) a une racine carrée
polynomaale .

Nous noterons
(48) det /2(1 + a)

la racine carrée polynomiale de det(1 + j(a)) qui est positive pour a = 1.
Considérons maintenant I’espace C(V)/C,_1(V). Il est canoniquement iso-
morphe & A™*(V) = A*(V). On pose gy = 0,,.
Soit 0 une base orthonormée de A™**(V'). Le choix de o est équivalent au
choix d’une orientation de V. On note v, I'image réciproque de o dans C*(V).
Si f; est une base de V orthonormée orientée de Vonao=fi A---Af, et

(49) Vozfl"'fn-

Notons que 7, appartient au groupe Pin(V') et que j(v,) = —1 € O(V'). Le choix
d’une orientation de V est donc équivalent au choix d’une image réciproque de
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—1 € O(V) dans Pin(V'). Notons D(V') C C (V') le commutant de la partie paire
de C(V). Les éléments 1 et 7, forment une base de D(V) et on a

(50) (70)?* = (=)D,
Pour a € C(V), on note T°(a) le scalaire tel que I'on ait
(51) ov(a) =T°(a)o,

ou encore, a —T°(a)y, € Cp_1(V). Par analogie avec l'intégrale de Berezin dans
A(V) (voir ci-dessous) on peut appeler T° l'intégrale de Berezin.
On vérifie facilement la formule suivante.

(52) T°(a) = (=1)""D2T(av,).

Le carré de la forme linéaire T° ne dépend pas de o. Il résulte de la proposition
77 que 'on a:

Proposition 79 ([6] lemme 3.22) Soit a € (V). On a
T°(a)? = 27"N(a) det(1 — j(a)).

Le choix de o détermine une racine carrée polynomiale de la fonction det(1—
j(a)) sur Pin(V') : pour a € Pin(V') on pose

(53) det yf(l —a) = (=1)"™*V2 det Y*(1 + av,) = 2"/2T°(a).

C’est la racine carrée qui est positive en v,. Cette définition est analogue a celle
de la formule (42).
1/2(
0

Notons que det+/,(1 —a™?') est la racine carrée positive en 7, ! et donc on a
aussi
(54) det %,/3(1 —a™!) =det :,/2(1 + av,) = 22T (a,).

Corollaire 80 Soit a € I'(V). Alors 1 — j(a) est inversible si et seulement si
ov(a) est non nul.

Soit a € I'(V). Posons V(a) = ker(1 — j(a)) et g(a) = (1 — j(a))V.On a la
décomposition
(55) V =V(a) ® q(a).
L’espace q(a) est 'orthogonal de V(a) dans V. Donc a appartient au sous-

groupe I'(q(a)) de T'(V).

Corollaire 81 Soit a € I'(V). Soit o une base orthonormée de A™*(q(a)) et
T° lintégrale de Berezin correspondante dans C(q(a)). On a

T°(a)? = 2799 N(a) det(1 — j(a)|y)).

En particulier, 0qq)(a) est un élément non nul de A™**(q(a)).
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Le corollaire 81 permet de poser les définitions suivantes.

Définition 82 Soit a € I'(V) et o une orientation de q(a). On note £(a) lo-
rientation de q(a) qui contient og,)(a). On note F(a,0) le nombre (égal ¢ £1)
tel que &(a) = F(a,0)o.

C’est I’analogue de la définition de ((.S) (formule 45). Si U est un sous-espace
de V stable par j(a), on ne peut pas définir I’équivalent de (U, S) (formule 44)
car a n’a pas d’image bien déterminée dans I'(U).

Donc, par définition, on a

F(a,0) =signT°(a) = sign def;(/f) (1-a).

En d’autres termes, £(a) est 'orientation de q(a) telle que

(56) det q(u) 6((:)(1 —a)>0.

La proposition suivante rassemble quelques propriétés immédiates de &(.) et

F(.,.).

Proposition 83 1. L’orientation (1) est lorientation & de l'espace q(1) =
{0}.

1. Ona F(1,&) =1.

2. Soita € I'(V). On a €(ea) = —€(a).

2’. Soit de plus o une orientation de q(a). On a

F(a,0) = —=F(ea,0) = —F(a,—o0)..

3. Soit v € V, v # 0. Notons £ (v) Vorientation de l’espace Rv définie par
v. On a q(v) = Ru et £(v) = £(v).

3. Ona F(v,&(v)) =1.

4. Supposons donnés une décomposition orthogonale V.=U @ U’, b € T'(U),
b e T(U'). Alors on a q(bV') = q(b) @ q(V') et E(DV') = E(b) AE(V).

4’. Sotent de plus o et o' des orientations de q() et q(V') respectivement. On
a F(bV,0N0') = F(b,0)F(VV,0).

5. Soit a € T(V) et soit k(a) € TH(V) Uélément défini par la formule (46).
Sia € TH(V), on a q(k(a)) = q(a) et £(k(a)) = &(a). Sia € T7(V), on a

a(s(a)) = a(a) ® & et E(s(a)) = E(a) A .
5. Soit de plus o une orientation de q(a). Si a € TH(V), on a F(k(a),0) =
F(a,0). Sia €T=(V), on a F(k(a),0A €)= F(a,o0).

6. Soient a € T'(V) et b € I(V). L’application j(b) induit un isomorphisme
de q(a) sur q(bab™'), et donc une application j(b), de l’ensemble des orienta-
tions de q(a) sur l’ensemble des orientations de q(bab™'). On a j(b).(£(a)) =
£(u(b)(@)).

6°. Soit de plus o une orientation de q(a). On a F(u(b)(a),j(b).(0)) =
F(a,o).
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Voici une application. Pour deux nombres réels non nuls z et y on pose
Y(z,y) = =1siz < 0ety <0, et y(z,y) = 1 sinon. Pour s € GL(V)eu,
rappelons que ’on pose q(s) = (1 — s)V. Comme s est elliptique, on a

(57) det(Slq(s)) = (_1)dlm(q(5))'

Corollaire 84 Soient s et t des éléments de O(n) qui commutent. Soient 3 et
t des représentants de s et t dans le groupe Pin(V). On a

5857171 = y(det(s), det(t))(—1)dm(@()na(®)

Démonstration. En appliquant la formule (57) & la restriction de s a q(t),
cette formule est équivalente a «(38)(t) = det(s|q))t. Celle-ci résulte du numéro
6 de la proposition 83. 1

Nous considérons maintenant 1'algebre de Lie spin(V) du groupe Spin(V).
Comme Spin(V') est un sous-groupe fermé du groupe des éléments inversibles
de C*(V), son algebre de Lie spin(V') est une sous-algebre de Lie de I’algébre
de Lie C*(V). C’est le sous-espace C*(V') de C»(V). Nous poserons donc

(58) spin(V) = C*(V).

L’action adjointe de a € Pin(V) sur un élément A € spin(V) est Ad(a)(A) =
aAa™! = (a)(A) (rappelons que A est pair). L’action adjointe j(A)(v) = Av —
vA est la différentielle de la représentation j : Spin(V) — SO(V). C’est un
isomorphisme d’algebres de Lie de spin(V) = C?(V) sur so(V) C End(V). Le
symbole

gy . 02(‘/) — Cz(V)/Cl(V) = Az(V)
est un isomorphisme d’espace vectoriel.
Exemple 85 Soient e € V et f € V des vecteurs orthogonauxr de norme 1 et

6 € R. Soit A=Ffef. On a A € spin(V), j(0efle =20 f, j(0ef)f = —20e, et
ogy(fef)=0eANf.

On note 7 isomorphisme j o ()~ de A*(V) sur so(V). Soit f; une base
orthonormale de V. Soit S € so(V). On a

(59) r(S) = 5 X B(Sfi fi)fi A f; € APV

Soit o une base orthonormée de A™**(V). On note encore T° l'intégrale
de Berezin, c’est-a-dire la coordonnée sur A(V) correspondant a o. Soit A €
spin(V). Calculons le nombre T°(exp(o2(A)). On a T°(exp(oz(A)) =0 si n est
impair, et T°(exp(a2(A))o = (02(A))?/p! si n = 2p. De maniére analogue a la
proposition 79 on trouve

T°(exp(oy(A))? = 27" det v (ji(A)).
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Rappelons que j(A) est un élément elliptique de End(V) et que o est une
orientation de V. Nous avons défini (formule 42) le nombre det }/2(j(A4)). On a

2°T°(exp(a2(A))) = det /2(j(A)).

Cette formule montre que la restriction de det /2 au sous-espace so(V,Q) est
polynomiale (c’est le pfaffien). Elle ressemble a la formule de la définition 53. Un
rapport plus précis est donné par la formule (60) ci-dessous. Soit A € spin(V).
On a défini (définition 10) la fonction J sur End(V'). Sa restriction a so(V)
admet une racine carrée analytique, en fait entiére sur so(V ® C) (voir par
exemple [6], corollary 3.15).

Définition 86 On note J/? la fonction entiére sur so(V ® C) dont le carré
est J et telle que JV/%(0) = 1.

On a alors ([6], proposition 3.16)
(60) det 1/2(1 — exp(A)) = J/2(j(A)) det [/2(j(A)).

Soit S € so(V'). Posons § = exp( 1(S)) € Spin(V) et s = exp(S) € SO(V).
Silon identifie spin(V') et so(V') grice & j, on peut aussi noter § = expg,i,v(S)-
On a j(8) = s. Soit o une orientation de q(5) = q(s).

Nous choisissons (ce qui est possible) une base de V formée des vecteurs de
norme 1 deux a deux orthogonaux ey, ey, ..., es,-1,€2, fi, f2,. .., fog=1, foy €t
des nombres réels a; ¢ 27Z \; € 277 tels que

Segic1 = ey
Seyi = —Aiegi

Sf2j—1 = Cijzj
Sfaj = —ajfaj

L’espace q(s) est engendré par les f;. Supposons de plus que o soit 'orientation
de q(s) définie par la basef;.

Proposition 87 On a

F(expgpinv)(8S), 0 H cos(A;/2) sign (H sin(a;/2) )

Démonstration. Il résulte de la proposition 83, numéro 4, qu’il suffit de
démontrer ’assertion lorsque dim(V') = 2. Soient e et f deux vecteurs orthogo-
naux de longueur 1 de V. Soit § € R tel que Se = 26f, Sf = —20e. On a vu
(exemple 85) que I'on a j7!(.S) = fef et donc § = cosf +sinfef. Sif € nZ, on
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a § = cosf et donc F(5,&) = cosf. Si 6 ¢ nZ, £(3) est orientation de V qui
contient sinfe A f, et donc F(5,e A f) = sign(sinf). 1

Nous verrons qu’un des intéréts de cette formule est de ne pas faire intervenir
explicitement la forme quadratique Q.

Nous notons, pour tout réel z > 0, spin(V'), 'ensemble des A € spin(V)
tels que les valeurs propres de j(A) soient de module < z. Soit a € Pin(V).
Soit spin(V')(a) le centralisateur de a dans spin(V). Soit £ > 0. Si z est assez
petit, on a V(ae?) = V(a) N V(A) pour tout A € spin(V)(a);. On raffine la
décomposition (55) de V en

(61) V =V(ae) @ q(a, A) @ q(a),
ou q(a, A) = j(A)(V(a)). On a donc
(62) q(ae?) = q(a, A) @ q(a)

Comme j(A) est une transformation elliptique inversible de q(a, A), elle déter-
mine une orientation ((q(«, A), A) de g(a, A).

Voici un supplément a la proposition 83. C’est une sorte de propriété de
continuité des fonctions £ et F.

Proposition 88 (La numérotation continue celle de la proposition 83).
7. Soit a € Pin(V). Il existe = > 0 tel que pour tout élément A de spin(V)(a),
on ait la décomposition 61 et la formule

{((I,CA) = &(a) AC(q(a, A),A) = ¢(q(a, A),A) A&(a).

7. Soit de plus o une orientation de q(a). On a F(ae?,0A((q(a,A),A)) =
F(a,o0).

Démonstration. En appliquant la proposition 83 on se raméne aux deux
situations suivantes.

1. On suppose V de dimension 2 et « = 1. On munit V d’une base ortho-
normée e, f et on a A = fef. On a j(A)e = 20f et j(A)f = —20e. Si 6 =0,
Passertion est claire. Supposons # # 0. Soit « = 27. Si A € spin(V),, on a
0 < |6] < 7, les nombres 6 et sinf ont le méme signe et donc £(e4) = £(a). (Si
I’on préfere, on peut aussi utiliser la formule (60 )).

2. On suppose 1 — j(a) inversible. Si z est assez petit, 1 — j(ae?) est in-
versible pour tout A € spin(V)(«),. Comme l'application oy est continue et
comme spin(V')(a), est connexe, on voit que les orientations £(s) et £(ae?) sont
égales. 1

Corollaire 89 On suppose dim(V') > 2.

1. La fonction { qui d a € Spin(V') associe une orientation de q(a) est
lunique fonction vérifiant les propriétés 1, 6 (de la proposition 83) et 7 (de la
proposition 88).

2.La fonction § qui a a € Pin~ (V) associe une orientation de q(a) est
lunique fonction vérifiant les propriétés 3, 6 (de la proposition 83) et 7 (de la

proposition 88).
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Démonstration. Cela résulte facilement de ce que Spin(V') et Pin = (V') sont
connexes pour dim(V) > 2. &

En particulier, la propriété 2 est une conséquence des autres, ce qui montre
la nécessité d’introduire le groupe Pin(V') dans ces questions d’orientation.

Nous expliquons maintenant le rapport des fonctions introduites ci-dessus
avec la représentation spinorielle.

Supposons n pair. On pose n = 2p et m = 2P~1. Soit M(m,m,C) la su-
per algebre des matrices représentant les endomorphismes de ’espace vectoriel
gradué C™™. Soit ¢ un isomorphisme

¥: C(V)®C — M(m,m,C).
(On sait qu’un tel isomorphisme existe). On a facilement
tr(y(a)) = 2"T(a).
Si o est une orientation de V', on a donc

tr(¥(ar,)) = (=1)72'T"(a).

En comparant cette formule avec les propositions 77 et 79 on trouve les relations
(voir [6], proposition 3.23)

(63) tr(y(a)) = det /*(1 4+ a) pour « € Pin(V)
et

(64)r(v(av,)) = (—1)7 det i,/z(l —a) = det 1,/:(1 —a™') pour a € Pin(V).

. . . A B
Ecrivons ces relations en terme de super trace. Rappelons que si u = C D ) ,

avec A, B, C et D dans M(m,C), est un élément de M(m,m,C) on pose

str(u) = tr(A) — tr(D) = tr(u ( - )).

Il existe deux classes de conjugaison (sous l’action du groupe GL(m,m,C) des
éléments inversibles pairs de M(m, m,C)) d’isomorphismes

Y :C(V)®C — M(m,m,C).

Fixons une racine carrée i de —1 et une orientation o de V. Il résulte de (50)
que ’'on a
" I 0
w=+(1 %)
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ot ] est la matrice de l’application identique de C™. On détermine une classe °
en demandant que l'on ait ¢°(i*y,) = ( é _OI ), ou, ce qui revient au méme,
i? str(¥°(7,)) = 27. On a alors

(65) ?str(y°(a)) = 2PT°(a) pour a € C(V).

On suppose maintenant n impair. On pose n = 2p + 1 et m = 2P. Soit
Q(m,C) la sous-algebre de M(m,m,C) formée des matrices commutant (au

sens gradué) a la matrice ? é ou I est la matrice de l’application identique

dans C™. C’est ’algebre des matrices

A -B
B A
avec A et B dans M( (C) L’algebre Q(m,C) est isomorphe a M(m C +eC),

ol e est un élément impair tel que e? = —1, par I'isomorphisme qui a A + Be

. A -B . . .
associe | p 4 |- Soit ) un isomorphisme

Y :C(V)®C — Q(m,C).
(On sait qu’un tel isomorphisme existe). On a facilement
tr($(a)) = 2°H1T(a).
Si o est une orientation de V', on a donc
tr(y(@7,)) = (=11 2HT(a).

En comparant cette formule avec les propositions 77 et 79 on trouve, pour
a € Pin(V) les relations

(66) tr(¢(a)) = V2det V2(1 + a)

et
(67) tr(y(ay,)) = (=1 V2 det /? 1/ (1—-a)=v2det 1/2(1 —a™h).

Ecrivons ces relations en terme de “super trace impaire”. Notons J 1’élément

(%)

de Q(m,C). Rappelons que lon définit une forme linéaire impaire ostr sur
Q(m,C) par la relation

ostr(A + Be) = 2tx(B) = tr(( g _AB ) J).
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Il existe deux classes de conjugaison (sous I’action du groupe GQ(m, C) des élé-
ments inversibles pairs de Q(m,C)) d’isomorphismes ¢ : C(V)®C — Q(m,C).
Fixons une racine carrée ¢ de —1 et une orientation o de V. La relation (50)
implique que 'on a 9 (i7,) = £.J. On détermine une classe ¢° en demandant
que l'on ait 9°(i"y,) = J, ou bien encore ostr(¢°(i*v,)) = —2**1. On a alors

(68) = —? ostr(¢°(a)) = 2°7'T°(a) pour a € C(V).

4.3 Groupe ML(V).

Soit V' une espace vectoriel réel de dimension finie.

Définition 90 Si dim(V) > 2, on note j : DL(V) — SL(V) le revétement
conneze d’ordre 2 de SL(V'). On note {1,¢€} le noyau de j.

Sidim(V') < 1, on note DL(V) le groupe a deur éléments {1,€} et j U'unique
application j : DL(V) — SL(V).

(La notation DL est employée pour “double”).

On peut motiver cette définition de la maniere suivante. Lorsque dim V' > 3,
DL(V') est le revétement simplement connexe de SL(V'). Supposons que V soit la
somme directe de deux sous-espaces U et U’. Notons encore SL(U) (par abus de
notation car U’ devrait figurer dans celle-ci) le sous-groupe de SL(V') formé des
éléments g fixant U’ et laissant stable U. Notons DL'(U) I'image réciproque
de SL(U) dans DL(V). Le revétement DL'(U) — SL(U) est canoniquement
isomorphe au revétement DL(U') — SL(U). On identifiera donc DL(U) au sous-
groupe DL'(U) de DL(V'). En prenant V' de dimension > 3 et U de dimension
< 2, ceci justifie notre définition de DL(U).

Nous définissons maintenant un revétement de GL(V'). On introduit comme
dans_la section 4.2 un espace V =V @ Ré et on considére le revétement j :
DL(V) — SL(V). On note ML(V') le sous-groupe de DL(V') formé des a €
DL(V) tels que j(a) laisse stable V et Ré. On note j(a) € GL(V) la restriction
de j(a) a V. On a donc j(a)(¢) = det(j(a))'é. L'application j : ML(V) —
GL(V) est un revétement d’ordre 2 et sa restriction a I'image réciproque de
SL(V) est canoniquement isomorphe au revétement j : DL(V) — SL(V') définie
ci-dessus.

Définition 91 Le revétement j : ML(V) — GL(V) s’appelle le revétement
métalinéaire de GL(V') et ML(V) le groupe métalinéare.

Nous définissons le sous-groupe GL (V') de GL(V') formé des éléments de
déterminant > 0, le sous-ensemble GL ~(V) de GL(V) formé des éléments de
déterminant < 0, ML (V) et ML ~(V) les images réciproques de GL (V) et
GL ~(V) respectivement dans ML(V). On note aussi SL*(V) le sous-groupe
de GL(V) formé des éléments de déterminant +1, SL ~(V') le sous-ensemble de
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GL(V) formé des éléments de déterminant —1, DL*(V) et DL ~(V') les images
réciproques de SL*(V) et SL = (V) respectivement dans ML(V).

Supposons que V soit la somme directe de deux sous-espaces U et U’. No-
tons encore GL(U) le sous-groupe de GL(V') formé des éléments g fixant U’ et
laissant stable U. Notons ML'(U) 'image réciproque de GL(U) dans ML(V).
Le revétement ML'(U) — GL(U) est canoniquement isomorphe au revéte-
ment ML(U) — GL(U). On identifiera donc ML(U) au sous-groupe ML'(U) de
ML(V).

E\vec ces notations, tout élément a € ML(V') tel que j(a) laisse stable U et
U' s'écrit a = bl avec b € ML(U) et I/ € ML(U'). Si a = cc’ est une autre
décomposition avec ¢ € ML(U) et ¢ € ML(U'), il existe k € {1,€} tel que
b=rkcett =k1c. )

Rappelons la notation V' = V @ Ré. Par définition, ML(V') est un sous-
groupe de DL(V). On note & I'injection

(69) % : ML(V) — DL(V).

Soit () une forme quadraticue définie positive sur V. Le groupe SO(V, Q) est
un sous-groupe compact maximal de SL(V'). Soit Spin’(V, Q) I'image réciproque
de SO(V, Q) dans DL(V'). Il existe un unique isomorphisme ¢¢ : Spin(V, Q) —
Spin’(V,Q) qui induise un isomorphisme de revétements de j : Spin(V,Q) —
SO(V, @) sur j : Spin’(V, Q) — SO(V, Q).

De méme, on note Pin'(V,Q) I'image réciproque de O(V,Q) dans ML(V).
C’est un sous-groupe compact maximal de ML(V). Il existe un unique isomor-
phisme ¢¢ : Pin(V, Q) — Pin'(V, Q) qui rende commutatif le diagramme

Pin(V,Q) —— Spin(V,Q)

J PQ J (25}
Pin’(V,Q) —— Spin’(V,Q)

ot Q est la forme quadratique sur V qui prolonge @ et pour laquelle é est
orthogonal a V et de longueur 1, la premiere fleche s est définie par la formule
(46) et la seconde par la formule (69).

Remarquons que nous faisons un peu attention car il n’est pas vrai qu'il
existe un unique isomorphisme du revétement de Pin(V,Q) de O(V, Q) sur le
revétement Pin'(V, Q). En fait il y en a deux. Considérons I’automorphisme 7
de C(V,Q) tel que, pour tout élément homogene a € C(V,Q), on ait

n(a) = (=1)"“a,
Si v, est I'élément de C"(V, Q) associé ci-dessus a une orientation o de V, on

an = (7). Comme 5 induit un automorphisme non trivial du revétement
J : Pin(V,Q) — O(V,Q), on voit que ¢g o 7 est un second isomorphisme de
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revétements de j : Pin(V,Q) — O(V,Q) sur j : Pin"(V,Q) — O(V, Q). Néan-
moins, le choix de ¢¢ est canonicue.

Soit b € ML(V)ey. Soit q(b) = (1 — j(b))V. Par définition de la notion
d’élément elliptique, il existe une forme quadratique définie positive () sur V
stable par j(b). Donc b appartient a Pin'(V,Q), q&{?l(b) appartient a Pin(V, Q)
et on a défini (definition 82) 'orientation &(¢g' (b)) de q(b).

Lemme 92 L ’orientation { (¢51(b)) de q(b) ne dépend pas du choiz de la forme
Q stable par j(b).

Démonstration. On le démontre d’abord pour b € DL(V ). On peut sup-
poser dim(V) > 2. On écrit b = expp(S) ou S € (V) et ou expp(.) dé-
signe ’exponentielle dans DL(V'). La proposition 87 donne une formule pour
£(9g' (b)) = E(exPspin(v.g)(S)) qui ne dépend que de la décomposition spectrale
de S.

On se ramene au cas précédent en considérant l'injection x de ML(V') dans
DL(V).

Le lemme permet de poser la définition suivante.
Définition 93 Nous noterons £(b) lorientation £(¢g' (b)) de q(b).

Introduisons encore quelques notations. Pour « € M L(V'), on note «(a) 'au-
tomorphisme de M L(V') défini pour b € ML(V) par
(70) t(a)(b) = eaba™' poura € ML=(V)etbe ML~ (V),
t(a)(b) = aba™!  sinon.

Si b € ML(V)u et si o est une orientation de (), on note encore F'(b,0) €
{1,-1} le nombre tel que £(b) = F(b,0)o.

Avec ces définitions, les propriétés des fonctions £(.) et F'(.,.) énoncées dans
les propositions 83 et 88 pour le groupe Pin(V, Q) s’étendent sans changement
au sous-ensemble ML(V').; de ML(V) et nous ne les répétons pas.

4.4 Fibrés G-équivariants et points fixes.

Soit G un groupe de Lie presque algébrique et soit M une variété sur laquelle
G opere. Soit ¥V — M un fibré vectoriel réel G-équivariant sur la variété M
sur lequel G opére régulierement (définition 72). En particulier G' opere régu-
lierement sur M.

Soit S € geu. D’apres la condition 51, lespace des zéros de Sy est une
sous-variété de M. Considérons le fibré vectoriel V|M(S). Comme Sy s’annule
sur M(S), on obtient un morphisme encore noté S : V|M(S) — V|M(S) de
fibrés vectoriels au dessus de M(S). D’apres la condition 72, en chaque point
m € M(S), S induit une transformation elliptique de V,,. On a donc la dé-
composition V,, = V,(S) & Q,.(S) avec V,(S) = {v € V,,;;S - v = 0} et
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Om(S) = S(Vn). Comme la transformation Sy est localement constante, la
dimension de V,,(S) est localement constante lorsque m varie dans M(S). On
voit donc que D’espace des zéros V(S) de Sy est un fibré sur M(S) dont la
fibre au dessus de m € M(S) est V,,(S). De méme on peut définir le fibré
vectoriel Q(S) — M(S) de fibre Q,,(S) au dessus de m € M(S). On a donc la
décomposition

(71) VIM(S) =V(S)® Q(S).

La transformation S induit une transformation inversible du fibré vectoriel
9Q(S) — M(S) infinitésimalement elliptique non dégénérée sur chaque fibre.
Le groupe G(S) opére sur la variété M(S) et les fibrés V(S) et Q(S) sont des
fibrés G(S)-équivariants sur M(S).

Définition 94 Nous noterons ((S) lorientation du fibré Q(S) — M(S) qui
dans chaque fibre est induite par l'action de S (formule 45).

De méme, st U est un sous-fibré S stable de Q(S), nous notons ((U,S)
lorientation définie par S dans U (voir la formule 44).

Exemple 95 SiV est le fibré tangent, ((S) est une orientation du fibré normal
a M(S), invariante par G(S).

Soit s un élément elliptique de G. Etudions I'espace V(s) des points fixes de
la transformation s sur V. Au dessus de M(s), la transformation s induit un
isomorphisme encore noté s : V|M(s) — V|M(s) du fibré vectoriel V restreint
a M(s). Il est clair que l'on a

V(s) = {(m,v);m € M(s),s-v=v}.

D’apres la condition 72, la transformation s induit une transformation elliptique
sur chaque fibre V,, localement constante lorsque m varie dans M(s). Au dessus
de chaque point m € M(s) on a la (léconlposition Vi = Viu(s) ® Qm(s) avec
Vin(s) = {v € Vpu;s - v = v} et Q,.(s) = (1 — s)V,,. Comme la transformation
s est localement constante, il s ensmt que la dimension de I’espace V,,(s) est
localement constante lorsque m varie dans M(s). Donc I'espace V(s) est le fibré
vectoriel sur M(s) de fibre V,,(s). On note Q(s) le fibré sur M(s) de fibre
Qm(s). On a donc la décomposition

(72) V|M(s) = V(s) @ Q(s).
La transformation (1 — s) induit un automorphisme du fibré Q(s) — M(s).

Méme si V est orienté et si G préserve P'orientation de V, le fibré Q(s) n’est
en général pas orientable.
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4.5 Fibrés métalinéaires orientés.

Soit G un groupe presque algébrique opérant régulierement sur une variété M.
Soit V — M un fibré vectoriel réel sur lequel G opére régulierement.

Rappelons quelques définitions. On dira que V est un fibré métalinéaire G-
équivariant si 'on s’est donné un espace vectoriel réel V', un fibré principal
P — M de groupe ML(V) avec une action a gauche de G sur P commutant
a celle de ML(V), et un isomorphisme G-équivariant de V sur P xyrvy V ou
ML(V) agit dans V par j.

On dira que V est un fibré métalinéaire orientable G-équivariant si 1’on
s’est donné un espace vectoriel réel V| un fibré principal P — M de groupe
ML *(V') avec une action & gauche de G sur P commutant a celle de ML *(V),
et un isomorphisme G-équivariant de V sur P Xy, +(v) V ot ML+ (V') agit dans
V par j.

On dira que V est un jibré métalinéaire orenté G-équivariant si c’est un
fibré métalinéaire orientable G-équivariant, et si on s’est donné de plus une
orientation oy de V. On en déduit une orientation G-invariante oy de V.

Soit donc V un fibré métalinéaire orientable G-équivariant. Soit s € Gy.
Nous allons définir une orientation £(s) du fibré Q(s) — M(s) (formule 72).
Soit m € M(s). Soit p € P au-dessus du point rn. On a sp = pr(s,p) avec
r(s,p) € ML* (V). Le point p nous fournit une identification v — [p,v] de
V avec V,, et de q(r(s,p)) avec Q(s),. On munit q(r(s,p)) de orientation
&(r(s,p)) (définition 82). En transportant cette orientation par l'identification
déduite de p, on obtient une 011911r(1t1011 notée &(s,p) de Q(s),,. La proposition
83 implique que &(hr(s,p)h=1) = E(r(s,ph~1)) pour tout 1 € ML *(V), et donc
&(s,p) ne dépend pas du (:hoix de p au dessus de m. On note §,,(s) l'orientation
de Q(s)m, ainsi obtenue.

La classe de conjugaison de (s, p) est localement constante sur M (s) puisque
Paction de G sur V est régulicre. On obtient donc une orientation £(s) du fibré
Q(s) — M(s). Elle est invariante sous laction de G(s).

Définition 96 On dit que £(s) est Uorientation du fibré Q(s) — M(s) associée
as.

Soient s € Gy et S € g(s)cu. Décomposons le fibré V(s) au dessus de

t
M(s)(S) en V(s) = V(s)(S) ¢ Q(s,S) o
V(s)(S) = V(s)NV(S), Q(s,S) = S(V(s)).

On a donc

(73) VIM(s)(S) =V(s)(S) b Q(s,S) &b Q(s).
Sia>0 ost assez petit et 51 S € g(5)ena, on a G(se®) = G(s) N G(S),
M(se®) = M(s) N M(S), V(se®) = V(s)(S) et Q(se”) = Q(s,5) & Q(s)
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Rappelons la définition 94 de Dorientation ((Q(s, S),S) du fibré Q(s,S). On
déduit de la proposition 88 la formule suivante

(74) £(se%) = ((Q(5,5), ) AE(s).

Choisissons de plus une orientation oy de V, et soit oy l'orientation cor-
respondante de V. Pour chaque s € Gy, oy/{(s) est une orientation G(s)-
invariante du fibré V(s) — M(s). Le fait que V(s) soit orientable est di & Bott
et Taubes [11].

5 Bottes de cohomologie équivariante tordue.

5.1 Cohomologie équivariante tordue.

Soit M une variété et soit & un fibré vectoriel réel sur M. Nous introduisons
maintenant la notion de formes différentielles £-tordues. Lorsque & est le fibré
tangent a M, la notion de formes tordues a été définie dans 'introduction.

Considérons la variété Mg dont les éléments sont des couples (m,0), ot m
est dans M et ou o est une orientation de &,,. C’est un revétement d’ordre 2
de M. Par définition méme, I'image réciproque du fibré £ sur Mg est un fibré
orienté.

Soit (m,0) € Me. Si € € T,,M est un vecteur tangent en m € M, le vecteur
§ se remonte canoniquement en un vecteur tangent en (m, o). Soit Ty, M I’espace
cotangent en m. Si o € A(M¢), on peut considérer o, comme un élément
de AT M.

Le groupe Z/2Z = {+1, -1} opeére dans Mg de sorte que Mg est un fibré
principal de base M. Si £ est un fibré vectoriel réel orientable, le choix d’une
orientation définit un isomorphisme entre Mg et M x (Z/2Z). Cependant il
est souvent souhaitable, méme lorsque & est orientable, de ne pas préférer une
orientation particuliere.

Notons € 'action de —1 dans Afe. On note encore € 'action induite dans les
formes différentielles sur Mg. On a donc

A(Me) = A(Me)" & A(Me)™,

ot A(Mg)* sont les sous-espaces propres de valeur propre £1 pour l’action de
€

A(Me)t ={a € A(Mg);e-a = a}
A(Mg)™ ={a € A(Me);e - a = —a}.
L’espace A(Mg)* s’identific & A(M).
Définition 97 On note A(Ms)~ par A(M)g. Un élément de A(M)e sera ap-

pelé une forme différentielle & -tordue.
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L’espace A(M)g est un module sur A(M), stable par la différentielle de de
Rham de A(Mg). On définit de méme P'espace A, (M)s des formes différen-
tielles £-tordues a support compact.

Si o0 est un choix local d’orientation de £ et @ € A(M )¢ une forme E-tordue,
on notera a, la forme différentielle que I’on en déduit naturellement sur 'ouvert
de M dans lequel est définie o.

Si€=&®E& etsio; (i =1,2) sont des orientations locales de &;, 01 Ao, est
une orientation locale de & @ &, déduite de 0, et 0,. On définit une application

de A(M)g, ® A(M)g, — A(M)¢ par

(@A Boyno, = o, A Boy,
sia € A(M)g, et § € A(M)g,.

Si M est une variété de dimension n et si £ est le fibré tangent, on note
A(M), lespace des formes différentielles TM-tordues. Un élément de A(M),
sera appelé une forme différentielle M-tordue. Un élément homogene de de-
gré extérieur n de A(M), est une densité sur M. On note [, o = [3; ¥[dim M)
Iintégrale d’une forme différentielle M-tordue a support compact.

Plus généralement, soit p : M — B une fibration et soit V le fibré tangent
vertical. On peut alors intégrer sur la fibre de p une forme différentielle V-tordue
a support compact. On note p, ou [, g opération d’intégration sur la fibre.
On suit les conventions de [6], chapitre 1, pour l'intégration sur la fibre: en
particulier si a € A,(M)y et § € A(B), alors p.(a Ap*f3) = p.a A B.

De méme, si £ est un fibré réel sur B et si p*& est le fibré image récipro-
que de &£ par p, I'application d’intégration p. sur les fibres est une application
de Vespace Ay (M)ygy+e des formes différentielles sur M tordues pour le fibré
V @ p*€ dans Vespace A, (B)s des formes différentielles sur B tordues pour
£. En particulier, si £ est le fibré tangent a B, l'intégration sur la fibre est
une application p, de l’espace des formes M-tordues a support compact dans
P’espace des formes B-tordues a support compact.

Soient G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. Supposons que G opere
sur M et que & soit un fibré vectoriel G-équivariant. Le groupe G' opeére natu-
rellement sur le revétement Mg de M et son action commute a l'action de e.
En reprenant les notations de la section 1.3, on counsidere 1'algebre différentielle
(Ac(g, Mg),dg) et, si U est un ouvert G-invariant de g, I'algebre différentielle
(AX (U, Mg),dy). On note encore € I'action de —1 sur ces espaces. L’opérateur
€ commute a d.

L’espace

Ac(g,M)e = { € Aq(g, Ms); e - v = —av}

est appelé I’espace des formes différentielles G-équivariantes E-tordues a coeffi-
cients polynomiaux. La différentielle dg induit une différentielle sur Ag(g, M)e.
L’espace (Ag(g, M)e, dg) est un module différentiel Z-gradué sur I'algebre dif-
férentielle Z-graduée (Ag(g, M), dy).
L’espace
X(U,M)e ={a € AZ(U,Mc);€ -« = —a}
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est appelé ’espace des formes différentielles G-équivariantes £-tordues définies
sur U. La différentielle d; laisse stable A¥ (U, M)¢. L'espace (AZ (U, M)¢, dg)
est un module différentiel Z /2Z-gradué sur lalgébre différentielle Z /2Z-graduée
(AZ(U, M), dy).

On considere aussi le sous-espace (Agy, (U, M)¢,d;) des formes équiva-
riantes tordues a support compact sur M.

Définition 98 On note Hg(g, M)¢ Uespace de cohomologie de Ag(g, M)e pour
la différentielle dg, HZ (U, M)¢ celui de AF(U,M)e et Heg, o(U, M)¢ celui de
:;t,G(U’ M)f

L’espace Hg(g, M )¢ est un module Z-gradué sur Hg(g, M), HF (U, M)¢ un
module Z/2Z-gradué sur Hg (U, M) et Hopy (U, M) un module Z /2Z-gradué
sur Hopy (U, M).

Exemple 99 Si M .est un point e, le fibré £ est une représentation de G dans
un espace vectoriel réel de dimension finie E. Soit or(E) l'ensemble des deuz
orientations de E. Un élément de H(g,®)s est une fonction ¢(X,0) différen-
tiable sur g x or(E), vérifiant ¢(9X g~', det g(g)o) = ¢(X,0) = —¢(X, —0). Le
choiz d’une orientation o détermine (par restriction a gx {o}) un isomorphisme
de Ha(g, M)e sur Uespace C°(g)*F formé des fonctions semi-invariantes de
potds signdet g(.).

Exemple 100 Soit par ecemple E une espace vectoriel réel de dimension finie
muni d’une forme quadratique définie positive, et soit G = O(FE). St dim E' est
paire, la fonction det }/2(S) (S € so(E) et o orientation de E) définie en 42 est
une base de HX(g,e)s comme module sur HZ (g, 8) = C>(g)C.

Nous laissons au lecteur d’énoncer les résultats analogues a ceux de la section
1, et en particulier le théoreme 24.

Soit G un groupe presque algébrique et soit g,, @ > 0, son systeme fonda-
mental de voisinages elliptiques de 0.

Définition 101 On note Af‘(,](]\f) = lim,—o AF(gu, M )e Uespace des germes
(pour la topologie elliptique) en 0 de formes G-équivariantes £-tordues. On note
HfG](M ) = lim, o HZ (g, M)s Uespace des germes (pour la topologie elliptique)
en 0 de classes de cohomologie G-équivariante tordue.

Soit B une G-variété. Soit p : M — B une fibration de G-variétés. Soit
VYV — M le fibré tangent vertical. Les formes équivariantes V-tordues a support
compact (sur les fibres) peuvent s’intégrer sur la fibre de p. Plus généralement,
soit £ un fibré réel G-équivariant sur B. Alors l'intégration sur la fibre définit
un morphisme

P ( g:t,G(Uv M)ygpe,dg) — (A::t,G(UvB)fvdg)'
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On note A,ept(M) Vespace des formes différentielles v sur M telles que p soit
propre sur le support de « (I'indice v est pour vertical). On note A7, (U, M) =

(C=(U)®Avept(M))Y, etc... On étend p, & Vespace A%, (U, M)ygye et on
note encore p, ’application induite par p, en cohomologie

(75) Px t Hogpr o (U, M)vayee — HG (U, B)e
ainsi que sur les germes

Y2 A},)éﬁf,‘[f;](M) - Hf:c](B)-

Soit S € gen. La sous-variété Mg(S) des zéros de S dans le revétement
Mg de M est naturellement isomorphe a M(S)¢|r(s). Nous notons encore £ la
restriction de £ a toute sous-variété de M. On note encore Ts 'opérateur

Ts : A (9, M)s — AG(s)(8(S), M(S5))¢

obtenu par restriction de lopérateur Ts : AF (g, Me) — Ags)(8(S), Me(S)) de
la formule (37) au sous-espace de valeur propre —1 pour I’action de €. Si o est
un choix local d’orientation de £ défini au voisinage d’un point m € M(S), on
a donc au voisinage de ce point, pour Y € g(S5)

(76) Tsao(Y) = ao(S+ Y)|M(S).
On en déduit une application en cohomologie
Ts : HZ (8, M)e — HEs)(8(S), M(S))e-
Soit a > 0 et soit S € gyt o, on peut définir une application encore notée
Ts : A% (8, M)e — Afg(s)(M(S))

par la méme formule que (76), pour Y variant dans un voisinage elliptique assez
petit. On obtient aussi une application de translation en cohomologie

TS : Hgvo(g“,M)g —_ HfG(S)](M(S))

Soit s € Gey. Soit a > 0. Comme en (38) on défini des opérateurs de
translation

(T)Ts.s : AGs)(8(8), M(8))e = AG(s)na(s)(8(s) N 8(S), M(s) N M(S))e
Tys : Hae)(8(s), M(s))e = Hgionas)(8(s) N 8(S), M(s) N M(S))e

pour S € g(s)eu et

(18)  Tos: AG)(8(3)as

$)as M(8))e = Afg(ainaisy(M(s) N M(S))
Ts,S : H?}'o(s)(g(s)ua 5

M
M(s))e — HfC(s)nG(.S)](M(S) N M(S))
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pour S e g(s)eu,,‘.

Des exemples naturels de formes équivariantes tordues sont donnés par la
forme de Thom équivariante et la forme d’Euler équivariante (voir [27] ou [6],
chapitre 7). En effet, ces formes dépendent de choix d’orientations. Nous rap-
pelons leur construction.

Soit p : V — B un fibré vectoriel réel G-équivariant. Supposons V muni
d’une structure euclidienne G-invariante et d’une connection euclidienne V G-
invariante. On dira alors que V est un fibré euclidien G-équivariant connecté.

Notons A,q,(V) l'espace des formes différentielles sur V rapidement décrois-
santes le long des fibres. Notons A4, c(8, V)y = (S(8°) ® Arap(V)v)€. Le fibré
tangent vertical T'(p) pour la fibration p est isomorphe & p*V. On le note encore
V. Rappelons que le choix d’une connection euclidienne G-invariante détermine
une forme de Thom u(V) € A,y a(g,V)y. Cest une forme de degré total n (ou
n est égal au rang du fibré V — B au dessus d’une composante connexe de B),
fermée et telle que

pe(u(V)) = 1.

Décrivons u(V). Choisissons une orientation locale o de V et un repeére lo-
cal orthonormal orienté de V défini sur un ouvert U de B. On obtient une
trivialisation de V|U en U x V, ot V = R" est muni de sa structure eucli-
dienne canonique. Soit w € A(U) ® so(V) la 1-forme de connection déter-
minée par V (c.a.d. V|U est I'opérateur différentiel d + w). Soit X € g. On
note F'(X) la courbure équivariante de (V, V). Soit e; une base orthonormée
orientée de V. Alors (F(X)e;,e;) € A(U). Soit # = Y z'e; € V. On pose
Dz’ = dz' + (e;,wzr) € AY(U x V). Notons

FX) = =llall” + 3 Dates 5 3 (F(X)ei, ej)es M.

i<y

C’est un élément pair de l'algebre A(U x V) ® AV. On peut donc calculer
exp f(X) € A(Ux V)®AV. Ou étend T, : AV — R en une application encore
notée

T, : AU x V)@ AV — AU x V)

par T,(a ® &) = oT,(£). La forme de Thom est alors donnée en coordonnées
locales par
(79) w(V)(X) = (=1)"=D27=n2T (exp f(X)).

C’est une forme G-équivariante fermée. La classe de u(V) est indépendante de
la structure euclidienne et de la connection euclidienne choisie.

Remarque 102 En remplagant dans la formule 79 la fonction exp par une
fonction ¢ € CP(R) bien choisie (voit [19], prop. 13), ou bien en appliquant
un difféomorphisme convenable du fibré en disque unité de V sur V, on trouve
une forme G-équivariante fermée u(V) € Ayepc(8,V)y, @ support compact le
long des fibres et telle que p.(u(V)) = 1.
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On note encore u(V) € Hyepe:(8, V)y la classe de u(V).

On note Eul(V) € Ag(g,B)y la restriction de la forme de Thom wu(V)
a la section nulle. C’est la forme d’Euler équivariante du fibré G-équivariant
connecté V — B. On note rg(V) la fonction localement constante sur B égale
au rang de V. La forme d’Euler est nulle si le rang de V est impair. Rappelons la
définition (42) de la fonction SO(V')-invariante det }/?(.) sur so(V). On pourra
comparer le lemme suivant et 1’exemple 100.

Lemme 103 Soit V — B un fibré euclidien G-équivariant muni d’une connec-
tion G-invariante euclidienne V. Soit F(X) la courbure équivariante de V. Soit
o une orientation locale de V, alors pour X € g

Eul(V)o(X) = (=2m) M2 det 2 F(X).
On note encore Eul(V) € He(g, B)y la classe de cohomologie de Eul(V). Elle

est indépendante de la structure euclidienne et de la connection euclidienne
choisie.

Enoncons I'isomorphisme de Thom. La multiplication a gauche par la classe
de Thom équivariante v = u(V) induit une application m(a) = u A p*a de
Hg(g, B)e dans Hyepi (8, V)vapre. L'isomorphisme de Thom en cohomologie
équivariante [1] [27] [30] s’énonce:

Proposition 104 Soit G un groupe de Lie opérant sur une variété B. Soit
VYV — B un fibré G-équivariant euclidien connecté. Soit w € Hyepr,(g,V)y la
classe de Thom équivariante. Soit £ un fibré réel G-équivariant sur B. Alors
les applications

m: Ha(g, B)e = Hugra (8, V)vepe
et

s - Hoept,i (8, V)vapre = Ha(g, B)e

sont inverses 'une de autre.

L’isomorphisme de Thom est aussi valide pour les divers groupes de coho-
mologie introduits: par exemple, 'application m induit des isomorphismes:

HEO(U7 B)f - HOO (U7 V)V@[)‘Sv

vept, G
Hie(B) = Hogiian(V):

Soit G un groupe de Lie compact opérant dans une variété compacte M.
Soit S € g un élément invariant par G. En particulier, S est dans le centre de
g. Soit M(S) la variété des zéros de Sps. C’est une sous-variété fermée G-stable
de M. Soit N le fibré normal & M(S) dans M. Notons p : N' — M(S) la
projection. Le fibré A/ est un fibré réel G-équivariant sur M(.S). L’orientation
¢(S) de N (définition 94) est G-invariante Elle définit une classe de Thom us
et un isomorphisme mg : HF (g, M(S)) — Hey (g, N) défini par ms(a) =
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us A p*a, pour tout o € HZ (g, M(S)). Si U est un ouvert G-invariant dans g,
Iapplication mg est aussi un isomorphisme ms : HE (U, M(S)) — Hy (U, N).
Choisissant un voisinage tubulaire p : N — M(S) de M(S) dans M et une
classe ug G-équivariante fermée a support compact dans N comme ci-dessus
(en particulier elle vérifie p,ug = 1), il existe donc une application encore notée
ms : HE (U, M(S)) — HZ (U, M) définie par mg(a) = us A p*a.

Proposition 105 Soit G un groupe de Lie compact opérant sur une variété
compacte M. Soit S € g un élément G-fize de g. Soient M(S) la variété des
zéros de Syr. Il existe un voisinage G-invariant U de S dans g tel que mg
induise un isomorphisme

mg : He (U, M(S)) = HE (U, M).

Démonstration. On peut démontrer ceci comme dans [1] ou dans [19]. Reco-
pions ici la démonstration de [19]. Soit « un nombre réel strictement positif. Soit
¢ une fonction différentiable sur R, telle que ¢ =0 si || > a et ¢(0) =1. On a
donc 1 —¢(t) = ty(t) avec ¢ € C*°(R). Soit (.,.) une métrique G-invariante sur
M. Soit 6(¢) = (Sum, &) la 1-forme sur M définie comme le gradient du champ
de vecteurs Sy. C’est une 1-forme G-invariante. Si a est assez petit, on peut
trouver un voisinage U de S dans g et un voisinage tubulaire N de M(S) dans
M tel que |(Sa,Yar)m| > a,s1Y € U et m € M — N. Considérons ¢(dg0) que
Pon calcule par série de Taylor. La composante de degré extérieur 0 de (dg8)(Y")
est égale a la fonction —(Sp, Yar)(m). SiY € U, la forme ¢(dg0)(Y) est donc a
support compact dans N. On a

1 — ¢(dgf) = dgf A y(dgf) = dg(64(dgh)).
Si v est une forme équivariante fermée sur M, on voit donc que
o — ¢(dgt)oe = dg(y(dgh))

est un bord. De plus ¢(dgf) est a support compact dans N. D’apres l'isomor-
phisme de Thom, on voit que mg est surjective sur H¥ (U, M). On démontre
de méme l'injectivité. 1

Enoncons maintenant la formule de localisation de Bismut [9] le long des
fibres. Soit G un groupe de Lie compact. Soit p : M — B une fibration de
G-variétés compactes. Soit V le fibré tangent vertical. Soient S € g, M(S)
la variété des zéros de Sy et B(S) la variété des zéros de Sp. L’application
p se restreint en une fibration p® : M(S) — B(S) et le fibré tangent verti-
cal pour la fibration p° est V(S). On note N le fibré normal & la sous-va-
riété M(S) dans p~!(B(S)). Clest un fibré G(S)-équivariant sur M(S). Soit
Eul(N) € Hgs)(8(S), M(S))n la classe d’Euler équivariante du fibré N —
M(S). On note Euls(N) € Hegs)(a(S), M(S))a la classe d’Euler translatée
Euls(N)(Y) = Eul(N)(S+Y) powr Y € g(S). Il existe un voisinage G(S)-
invariant U de 0 dans g(S) tel que Eulg(N') définisse par restriction a U un
¢lément inversible de Hg g (U, M(S))n-
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Sia € HZ (g, M)y est une classe de cohomologie équivariante tordue pour le
fibré vertical pour p, nous avons défini les éléments [y, p @ = p.a € HZ(g, B)
(formule (75)) et Tsa € Hs)(9(S), M(S))y (formules (76)). Puisque p® est
une fibration, on a :

VIM(S) =N & V(S).

La forme Eulg(N)'Tsa est tordue pour V(S) et on peut I'intégrer sur la fibre
de p® ce qui donne un élément de H, 5 (U, B(S)).

Proposition 106 [9] Soit G un groupe de Lie compact. Soit p : M — B une
fibration G-équivariante de variétés compactes. Soit S € g. Soit M(S) (resp.
B(S)) la variété des zéros de Sy (resp Sp). Soit N le fibré normal ¢ M(S) dans
p~Y(B(S)). Soit a € HE(g, M)y une classe de cohomologie G-équivariante sur
M, tordue pour le fibré vertical V. Il existe un voisinage G(S)-invariant U de
0 dans g(S) tel que sur U la classe Euls(N') € M) (U, M(S))y soit inversible

et que l’égalité suivante soit vérifiée dans Hg s (U, B(S)):

Ts(/ a) = Euls(N) 'Tsa.
M/B M(S)/B(S)

Démonstration. Nous donnons une démonstration cohomologique de cette
égalité en procédant comme dans [1] ou [19], prop. 25, qui correspond au cas
ol B est un point. En restreignant d’abord o a p~}(B(S)) on peut supposer
que S s’annule sur B, que G = G(S) et que M = p~!(B(S)). L’élément S € g
appartient au centre de g et le champ Sy, est vertical pour la fibration M —
B. Soit ¢ : N — M(S) un voisinage tubulaire de M(S) dans M. Comme
VIM(S) = N ®V(S), on peut supposer que p|N = p°q. Soit u € Heprc(8, N)w
la classe de Thom de N. On a donc q.u =1 et u|M(S) = Eul(N). D’apres le
lemme précédent, on peut supposer que sur un voisinage W de S dans g on a
a=uAqg*f avec 3 € HF(W,M(S))ys). On a donc p,a = (p°).quar = (p°).0.
L’égalité o = uAg*f dans Hy, (W, N) entraine par restriction a M(S) I'égalité
Eul(N)B = a|M(S). Comme Eul(N) est inversible dans HZ (W, M(S))x on
obtient 8 = Eul(N)'a|M(S) sur le voisinage W de S dans g. En translatant
W par S, on obtient I’égalité voulue sur le voisinage U =W — S. 1

5.2 Bottes et bouquets de formes équivariantes tor-
dues.

Soit G' un groupe presque algébrique opérant régulierement sur une variété M.
Soit £ — M un fibré vectoriel réel sur lequel G opére régulierement.

Soit S € geu. Nous définissons un opérateur de translation TSE tordu par £.
Considérons I’espace. M(S)g(s). Un élément de M(S)g(s) est un couple (m, 0) o
m € M(S) et ou o est une orientation de £(S). Considérons la décomposition
EIM(S) = E(S) ® Q(S) et l'orientation ((—S) du fibré Q(S) (définition 94).
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De maniére analogue a (37) on note
TS : AZ(9, M) — AZs)(8(S), M(S))e(s)
l’'opérateur défini par
(80) (T5)o(Y) = cong(-5)(S +Y)|M(S)

pour Y € g(S) et o une orientation locale de £(S). On appelle T§ 'opérateur
de translation tordu par £. On déduit de T une application en cohomologle

TS : HE (9, M)e = HE5)(8(S), M(S))e(s)-

Soit @ > 0. Pour tout S € ge1 4, on définit de méme des applications

TS : AZ(8a, M)s — Afiay(M(S))
TS : HE (@us )s—*H[G(S)]( (5))-

Soient s € Gy et S € g(s).u. Décomposons le fibré £(s) au dessus de
M(s)(S) en £(s) = E(s)(S) P QA(s,S) ou

E(s)(S) = E(s)NES),  Q(s,S) = S(E(s)).

On a donc
EIM(s)(S) = E(s)(S) @ Q(s,S) ® Q(s).

En utilisant Porientation ((Q(s,.S), —S) du fibré Q(s,S) (définition 94), on
définit comme ci-dessus 'opérateur

Tys + ASs)(8(5), M(5))e() = Afanas) (8(s) N 8(S), M(5) N M(S))e(anes)

donné par
(81) Ty 50)o(Y) = on¢(o(s,9),-)(S +Y)

pour Y € g(s)Ng(S) et o orientation locale de £(s) N E(S). De méme, si a > 0,
on obtient des applications

TEs A% (8(5)as M())eq) = Afdmmasy (M(s) 0 M(S)),
TEs t HE ) (8(5)u M(5))et) — Higimmaasy (M (s) N M(S)).

Si a > 0 est assez petit et si S € g(5)cua, on a G(se®) = G(s) N G(S),
M(se®) = M(s) N M(S) et E(se®) = £(5)(S), et on a des applications

TE : A% (8(5)a, M(5))e) — Afsteedy (M(se%)),
Tis: HE ()(8(8)w, M(8))e() — H[fé“:) (M (se”)).
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Définition 107 Nous dirons qu’une famille (as)sea,, 0, pour tout s € G, o
est un élément de A[G( )](M (5)), est une botte de formes équivariantes tordues
si elle vérifie les conditions suivantes.

1. Invariance: agy-1 = g - a pour tout g € G et tout s € Gy

2. Recollement: pour tout s € Gy, il eziste a > 0 et un représentant o, , €
AG6)(8(8)a, M(3))e(s) de i tels que, pour tout S € g(s)eit,a, on ait

G(se®) =G(s)NG(S), M(se®)=M(s)NM(S), E(se’)=E(s)NE(S)

et
& =
Ts,Sasyﬂ = Qges

dans A‘[g((;‘z:es)] (M (se®)).

On note BE(M) Uespace des bottes de formes équivariantes tordues.

La condition de recollement est motivée par la formule de localisation (propo-
sition 106) et le signe — qui apparait dans la formule (81) provient du signe —
dans la formule donnée pour la classe d’Euler (lemme 103).

On introduit une définition similaire au niveau des classes de cohomologie
équivariante tordue:

Définition 108 Une botte de classes de cohomologie equivariante tordue est
une famille (a,)seq,, 0U, pour tout s € Gy, @, est un élément de 'H[G( )](M( s)),
vérifiant les conditions suivantes.

1. Invariance: ag,y-1 = g - a, pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy, il existe a > 0 et un représentant o, , €
HE ) (8(8)as M(5))e(s) de ay tels que, pour tout S € g(5)ei,u, on ait

G(s€%) = G(s)NG(S), M(se®)=M(s)NM(S), E(se®)=E(s)NE(S)

et

& —
Ts,sas,u = (geS

£(seS
dans H[C(;(:eg)](M(ses)).
On note K&(M) Uespace des bottes de classes de cohomologie équivariante
tordue.

De maniére analogue a la définition 60 nous pourrions considérer des bou-
quets (,)seq,, de formes équivariantes tordues fermées. Cependant les condi-
tions de recollement sont plus lourdes a énoncer car elles font intervenir les
orientations £(e°) associées a un élément elliptique S, et nous nous en tenons
la.

On définit de maniére évidente espace K, (M) des bottes équivariantes &

support compact sur M et, pour une fibration p : M — B, I’espace ICUCpt o(M).
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La structure de Hg,(9(s)s, M(s))-module sur Hg,\(8(5)a, M(5))¢(s) induit
une structure de Xg(M)-module sur K& (M). Plus généralement, si &; et £, sont

deux fibrés analogues a &£, et si &£ = & & &, il y a une application bilinéaire
naturelle de K& (M) x K& (M) dans K&(M).

Si ¢ : H— G est un morphisme de groupes algébriques, il est clair qu’on
obtient une application naturelle

¢*  KE(M) — K5 (M).

Si ¢ : My — M, est un morphisme de G-variétés, I'image réciproque des
formes différentielles induit une application

¢ K&(Mp) — K& (My).

La proposition suivante résulte immédiatement des définitions.

Proposition 109 On suppose donnée, pour chaque s € Gy, une orientation
G(s)-équivariante o(s) du fibré E(s) — M(s) telle que, pour tout S € g(s)eu
assez petit, on ait

(82) o(s) = o(se”) A((Q(s,5),=9).
Alors les espaces Bg(M) et BE(M) sont isomorphes.

Démonstration. Soit (a).cq,, est un élément de BE(M). Pour s € Gy
POSONS o, = O o(s)- 11 est clair que () eq,, est un élément de Bg(M). 1

La méme proposition est évidemment valable pour les espaces Kg, Zg,
Kepta, ete...

Exemple 110 Soit &, — M un fibré vectoriel réel sur M. Supposons que G
opére réguliérement sur £,. Soit £ = & B &E,. Pour s € Gy, on définit une
orientation de E(s) = E1(s)PE () par o(s) = o'(s)Ad'(s), ot 0'(s) est une orien-
tation locale de & (). La condition (82) est vérifiée et BE,(M) est canoniquement
wsomorphe a Bg(M).

On en déduit une application bilinéaire de BE (M) x BE (M) dans Bg(M), et une
structure d’algébre sur Bg(M) & BE (M) et sur Kg(M) @ K& (M). Evidemment
c’est la structure induite par la structure d’algebre que l'on a pour chaque

5 € Ge sur A(M(s)e(s)) =~ A(M(5)) & A(M(s))e(s)-

En général, (comme K¢ (M)-module) Pespace K5(M) peut ne pas étre iso-
morphe & Kg(M). 11 s’agit de savoir si K5 (M) est libre de rang 1 sur Kg(M)
et dans ce cas d’en décrire une base. Par exemple, supposons donnée une classe
de bottes tordues f¢ € K& (M) qui soit inversible dans Kg(M) ® K5(M). Alors
f¢ est une base de K5(M) sur Kq(M).

Les deux exemples qui suivent sont classiques en K-théorie.
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Considérons un fibré métalinéaire orienté £ — M comme dans la section
4.5, et soit og son orientation. Nous employons les notations de cette section.
Soit s € Gy et soit o une orientation locale du fibré £(s) — M(s). Rappe-
lons Dorientation £(s™!) du fibré Q(s) (définition 96). Donc o A £(s™!) est une
orientation locale de £ au-dessus de M(s). On la compare avec l'orientation
0¢. On note f£ la fonction a valeurs dans {1} sur M(s)g() déterminée par

o ANE(s7h) = fE 0¢, Cest-a-dire, si m € M(s), si p € P est un point au dessus
de m, et si r(s,p) est I’élément correspondant de ML *(E)y,
(83) fro(m) = F(r(s,p)™", 0\oe(m))

ou F est la fonction définie a la fin de la section 4.3. Il résulte des propositions 83
et 88 que la famille f¢ = (f¢),cq,, appartient & K5(M). Comme on a f€f¢ =1,

S

f¢ est inversible. On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 111 Soit £ un fibré orienté métalinéaire G-équivariant. Alors
K&(M) est un Kg(M)-module libre de base f*.

Remarquons que l'algebre Kg(M)®KE(M) est isomorphe & Ke(M)QC[t]/(#* -
1).

On considére maintenant un fibré G-équivariant complexe V — M de di-
mension N. On suppose que V admet une connection G-invariante V. Pour
X € g, soit F(X) € Ag(M,End(V)) sa courbure équivariante. Notons V' un
espace vectoriel complexe de dimension N. On considere V comme un fibré
P XgrvyV, ot P est un fibré principal G-équivariant de groupe GL(V').

On note FE D’espace vectoriel réel sous-jacent a V. On peut donc considérer
le revétement GL(V) g de GL(V') associé a I'injection GL(V) — GL(E). On sait
que, si dim(V') > 0, le groupe GL(V)g est connexe, et qu’il existe un unique
caractére dety/” de GL(V)g dans C* de carré dety. De plus det %//2(6) = -1,

ce que P’on choisit comme définition de det /> quand V = {0}.

On choisit une racine 7 de —1. Si F = C, on munit E' de ’'orientation donnée
par la base 1,:. On identifie E & C" et on munit £ de l'orientation produit, que
I’on notera og.

On considére le fibré réel £ sous-jacent a V. Il a donc une orientation ca-
nonique og. Soit s € Ggy. Soit m € M(s). Soit p € P un point au dessus de
m, et soit r(s,p) € GL(V) la transformation verticale correspondante de sorte
que sp = pr(s,p). Soit 7(s,p) un représentant de r(s,p) dans GL(V)g. On peut
considérer la fonction localement constante sur M(s)g(,) telle que

a¥(m, 0) = det/*(7(s,p))F(#(s,p)~", 0\og).

8

Cette définition ne dépend pas du choix du représentant #(s, p). La famille a” =
(aY) est une famille de formes tordues fermées vérifiant la relation d’invariance
des bottes, mais pas la relation de recollement.
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Pour corriger ce défaut, on considére la forme équivariante v € AF(g, M)
telle que, pour X € g, on ait

v(X) = exp(3 tr F(X)).

C’est la racine carrée normalisée du caractére de Chern équivariant du fibré
en droite complexe AN (V). Pour s € G on note v, la restriction de » en un
élément de A¥,)(g(s), M(s)), et on pose

f:’ = arus.

C’est un élément fermé de AX,(9(s), M(s)). On vérifie que la famille f¥ =

(f¥)seG., est une botte tordue inversible. On obtient donc la proposition sui-
vante.

Proposition 112 Soit V un fibré complexe G-équivariant dans lequel G opére
réguliérement et muni d’une connection invariante. Soit £ le fibré réel sous-

jacent. Alors K&(M) est un Kq(M)-module libre de base fY.

Remarquons que fY fV est le caractére de Chern ch(ANV) € Kg(M) du fibré
ANV. Si ch(AMV) admet une racine carrée dans Kg(M), on voit que I’algebre
Ka(M) & K,(M) est isomorphe & Kg(M) ® C[t]/(t* — 1) comme dans le cas
des fibrés métalinéaires orienté, mais ce n’est pas toujours le cas.

La proposition 112 se généralise aux fibrés réels munis d’une Spin c-structure.

5.3 Bottes tordues pour le point.

Dans cette section, nous donnons une description de l'espace K% (M) lorsque
M est un point e. La donnée d'un fibré G-équivariant V — M est la donnée
d’une représentation A : G — GL(V) de G dans un espace vectoriel réel V de
dimension finie. Nous introduisons un revétement d’ordre 2 de G.

Définition 113 Soit A : G — GL(V) une représentation de G dans un espace
vectoriel réel de dimension finie. On définit le revétement Gy — G o

Gy ={(9,h); g € G, h € ML(V), Mg) = j(h)}

wmage réciproque du revétement j : ML(V') — GL(V) par Uapplication X : G —
GL(V).

On note encore j : Gy — G l'application de revétement j(g,h) = get A : Gy —
ML(V') 'application A(g, h) = h. On note encore € I’élément (1,¢) de Gy. On a
donc le diagramme

1 —{l,e} — Gv 2, ¢ —1

L

1 —— {1,e} — ML(V) —— GL(V) — 1
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On note G I'image réciproque de ML *(V). Le sous-groupe G7: est formé des
a € Gy tels que det(j(a)) > 0. On définit de méme Gy,. On définit pour a € Gy
P’automorphisme intérieur tordu () par la formule suivante. Pour b € Gy, on
a

-1 - —_
(85) o(b)(a) = { eaba™ pour a € Gy et b € Gy,

abe~! sinon.

Définition 114 On dit qu’une fonction ¢ sur Gy est impaire si ¢(eb) = —d(b)
pour tout b € Gy .

Le groupe Gy est un exemple de groupe gradué: on dit qu’un groupe H est
gradué si I’on s’est donné un morphisme de groupe (noté p pour parité) dans le
groupe {0,1}. L’image réciproque de 0 est notée H*, celle de 1 est notée H~.

Définition 115 Une fonction ¢ sur un groupe gradué H sera dite anti-inva-
riante st l'on a

d(aba™t) = (=1)P IO 6@Y - poura € H et b € H.

Donc la restriction de ¢ & H™~ est invariante, et la restriction a H*t est semi-
invariante de poids (—1)(). Si H = H*, une fonction anti-invariante est juste
une fonction invariante. Donnons quelques exemples de fonctions anti-inva-
riantes sur H.

Une représentation graduée de type I de dimension p|q¢ de H est par dé-
finition un homomorphisme A\ de H dans le groupe des éléments inversibles
homogenes de la super algebre M(p, ¢, C), préservant la parité. Remarquons
que si H~ est non vide, on a p = ¢. La fonction sur H définie par

6(h) = str(A(g)) = tr(A(9) ( - ))

est anti-invariante, nulle sur H ™.

Une représentation graduée de type II de dimension p de H est par définition
un homomorphisme A de H dans le groupe des éléments inversibles homogenes
de la super algebre Q(p,C), préservant la parité. La fonction sur H définie par

o(h) = ostr(Alg)) = tx(A(g) ( e ))

est anti-invariante, nulle sur H™.
Dans le cas du groupe Gy, une fonction impaire ¢ est anti-invariante si et
seulement si elle vérifie la relation d’allure peut-étre plus naturelle

(86) B(1(a)b) = (=1 p(b).

Définition 116 On note C=°(Gv)™Y lespace des fonctions C™ sur Gy qui
sont impaires et anti-invariantes. On note C*(GH)“Y le sous-espace des fonc-
tions & support dans G5 et on définit de méme C®(Gy)V.

92



COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET DESCENTE

L’espace C®(G3%)%Y est un module sur 1'algebre C=(G*)¢ oit G¥ est 'ouvert
des g € G tels que det A\(g) = £1.

Nous introduisons une définition voisine de la définition 99. Soit or(V') I’en-
semble des deux orientations de V.

Définition 117 On note kF (V) Uespace des fonctions ¢ € C°(Gy x or(V))
qui vérifient les relations ¥(t(a)(b),a0) = —y(—e€b,0) = —9(b,—0) = 9(b,0)
pour tout a € Gy, b € Gy et o € or(V). Si dim(V) est pair, on note £ (V)
le sous-espace des fonctions 1 € kX (V) a support dans G} x or(V). Si dim(V)
est impair, on note kF (V) le sous-espace des fonctions ¢ € k& (V') a support
dans Gy, x or(V'). On définit de méme kg _(V).

Par restriction & Gy x {0}, le choix d’une orientation o de V' détermine un
isomorphisme de £, (V) sur C*(G3)%Y si dim(V') est pair, et sur C*(G¥)*"
si dim(V') est impair.

Exemple 118 Munissons V d’une forme quadratique définie positive. On con-
sidére le cas ot A est la représentation du groupe G = O(V) dans V. Donc
Gv est le groupe Pin(V). L'espace kg _(V') est nul. La fonction det :,/3(1 —a)
(a € Pin(V), o € or(V)) définie en 53 est un élément de kg (V).

On peut montrer que si dimV est pair, & (V) = C®(GY)%Y est libre de
rang 1 sur C®(G)% et la fonction det %,/3(1 — a) est une base.

De méme, si dimV est impair, k% (V) ~ C®(Gy)%V est libre de rang 1

sur C*(G~)¢ avec pour base la fonction det {,/f(l - a).

Exemple 119 Supposons que W soit un espace vectoriel compleze muni d’une
représentation de G. Soit V' lespace réel sous-jacent. Sur le groupe GL(W)y
on dispose deé la fonction vmpaire invarante det ;/,2. On note encore det %4/,2 la
fonction impaire (anti)-invariante que lon en déduit sur Gy = G3. On voit

que det 12 est une base de C=(Gy)%Y sur C=(Gvy)°.
On pourra comparer cet exemple avec la proposition 112.

Exemple 120 Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit A
un homomorphisme de G dans ML (V). On considére la représentation de G
dans V obtenue en composant avec la projection ML*(V) — GL(V). On a
Gv = GY. La formule s(g) = (g,\(g)) définit un homomorphisme de G dans
Gv. La fonction impaire f sur Gy telle f(s(g)) = 1 pour tout g € G est une
base de C=(Gy )%V sur C*(Gy)°.

On pourra comparer cet exemple avec la proposition 111.

Un élément § € G est elliptique si et seulement si j(§) € G est elliptique,
ou encore si et seulement si A(§) € ML(V) est elliptique. On a q(§) = q(A(g)) =
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q(7(g)). Dans ce cas on posera £(j) = £(A(§)), ot £(A(g)) est Vorientation de
q(9) de la définition 93. On voit que si g appartient a Gy, un choix d’un élément
g de Gy au dessus de g est équivalent a un choix d’une orientation de q(g).

Venons en a la détermination de KY%(e). Par définition, un élément 6 de
K%(e) est une famille (6,),¢c,, ot chaque 6, est un germe (pour la topologie
elliptique) de fonctions sur g(s) x or(V(s)). Soit o une orientation de V(s). On
note 6(s,o) la restriction de 6, a g(s) x {o}. Alors 6(s,0) est représenté par
une fonction sur G(s)-semi-invariante de poids signdet y(,(.) définie dans un
voisinage elliptique de 0 dans g(s). Elle vérifie §(s, —0) = —6(s, 0). Cette famille
est G-invariante et vérifie la condition de recollement : si ' = sexp S avec
S € g(s)en suffisamment petit, alors, pour tout X dans un voisinage elliptique
de g(s'), on a

6(s',0')(S + X) = sign(det }/2 (=5))8(s, 0)(X).

Soit ¥ € kKF (V). Soit s € Geu. Soit § € Gy au dessus de s. Soit o une
orientation de V(s). Considérons orientation £(57!) de q(s). Donc o A £(571)
est une orientation de V. Notons 6, le germe de fonction sur g(s) x or(V(s))
représenté par la fonction f(s, 0)(X) définie pour X € g(s) par la formule

(87) 6(s,0)(X) = ¥(3e*,0 NE(ETY)).

Cette définition ne dépend pas du choix du représentant § de s. Si oy est une
orientation de V, et si ¢ € C°(Gyv)“V est la restriction de ¢ & Gy x {ov}, on
peut aussi écrire

(88) B(s,0)(X) = F(571, 0\ov)p(5eX)

ou F(.,.) est la fonction a valeurs dans 1 définie en 82.

I résulte de la proposition 83 que la famille (6,)seq,, est un élément de
K& (o).

Une variante évidente du lemme 43 montre que l'application ¢ +— 6 de
k% (V) dans K} (e) est un isomorphisme. On a démontré le théoréme suivant.

Théoréme 121 Soit A : G — GL(V) une représentation de G dans un espace
vectoriel V' réel de dimension finie. La formule (87) définit un isomorphisme
de (V) sur K¢ (o).

Soit oy une orientation de V. La formule (88) définit un isomorphisme de
KY () sur Uespace C=(Gy)®V des fonctions impaires anti-invariantes sur le

revétement a deux fewillets Gy de G.

5.4 Bottes tordues des espaces homogenes.

Soit G' un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe presque algébri-
que de G. Soit M une variété sur laquelle H opeére régulierement. Soit V un
fibré vectoriel réel H-équivariant sur M sur lequel H opere régulierement. On
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peut donc considérer le fibré vectoriel réel G-équivariant V = G xg V sur
M =G xyg M. Le groupe G opere régulierement sur V.

On a une application de restriction E : K4%(G xg M) — K} (M). On dé-
montre de maniere similaire au théoréme 64 le théoreme suivant.

Théoréme 122 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe
presque algébrique tel que l’espace homogéne G — G/H soit réductif. Soit M
une variété sur laquelle H opére réguliérement. Soit V. — M un fibré vectoriel
réel sur M sur lequel H opére réguliérement. Alors G opére réguliérement sur
G xg M et surV =G xg V. L’application de restriction

E:KYG xzg M) — Kyp(M)
est un isomorphisme.

En considérant le cas ot M = e, et en combinant le théoréme 122 et le
théoréme 121, on obtient:

Théoréme 123 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe
presque algébrique de G tel que G/H soit un espace homogéne réductif. Consi-
dérons une représentation de H dans un espace vectoriel réel de dimension finie
V. Soit V le fibré G xg V. Alors K%(G/H) est isomorphe a lespace des fonc-
tions anti-invariantes et impaires sur le revétement a deuz feuillets Hy de H
défini en 113. L’isomorphisme dépend du choix d’une orientation de V.

On obtient aussi, par une démonstration similaire a celle du théoréeme 75,
le théoréme suivant.

Théoréme 124 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé
distingué de G. Soit P une variété munie d’une action a droite de G telle que
Vaction du sous-groupe N soit principale. Supposons que le groupe G/N et la
variété P/N soient compacts. Soit V un fibré G /N -équivariant sur P/N. Alors
Uapplication

q: K:});/N(P/N) - ’C(LI;V(P)

est un isomorphisme.

6 Images directes.

6.1 Fibrés euclidiens.

Soit G un groupe algébrique opérant réguliérement sur une variété M. Dans
tout ce paragraphe, on considére un fibré ¥V — M réel euclidien G-équivariant
sur lequel G opére régulierement. On suppose que V posséde une connection
euclidienne G-invariante V. Rappelons que nous notons encore V le fibré sur V
image réciproque de V.
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De méme que la classe de Thom u(V) € Hye,c(8,V)y est une classe de
cohomologie équivariante tordue naturelle, nous allons construire un élément
naturel b(V) € K, c(V) que nous appellerons classe de Bott. La restriction

e(V) € KY.,1 (M) de b(V) & M sera encore appelée la classe d’Euler du fibré
V.

Pour définir 5(V) nous avons besoin d’introduire d’autres classes caractéris-
tiques.

Soit V un espace vectoriel euclidien muni d’une forme quadratique @) définie
positive. Nous avons défini en 86 la fonction entiére J/2 sur so(Q, C).

Soit s € O(V) un automorphisme tel que (1 — s) soit inversible. On dira que
s est un automorphisme elliptique non dégénéré. On note D, la restriction a
$0(Q)(s) de la fonction Y +— det y(1 — se¥). D’aprés la formule (53), D, a une
racine carrée entiere D}/2. Comme det(1 — s) est un nombre réel strictement
positif (lemme 26), on la normalise par D!/2(0) > 0. La fonction D}/2 est une
fonction O(Q)(s)-invariante sur so(Q)(s). Choisissons un élément § de Pin(V)
au dessus de s. D’apres la formule (56) on a, pour X € so(Q)(s)

D:/2(X) = det 1,/{2(&)(1 —SexpX).

De maniere analogue, soit S € so(V') un élément tel que S soit inversible.
On note ds la restriction de X — (27)~4mY) det (S + X) a so(V)(S). On
a ds(0) = dety(S) > 0 et on note (lls/ ? la racine carrée polynomiale telle que
d*(0) > 0.

Revenons au fibré YV — M. Soit X — F(X) la courbure équivariante de la
connection V. Dans un repere orthonormal, F/(X) est une matrice antisymé-
trique (2 coefficients formes sur la base). On peut donc définir pour tout X € g

la forme JYV2(F(X)) € A(M).

Définition 125 On définit la forme G-équivariante JY/*(V,V) € AX(g, M)
par

Y2V, V)(X) = JV(F(X))
pour X € g.

La forme équivariante J/2(V, V) est une racine carrée de la forme J(V,V)
précédemment introduite en 11, vérifiant J/2(V, V)0(0) = 1. Elle est fermée.
Sa classe de cohomologie J'/2(V) € H(g, M) est indépendante des choix de
structure euclidienne et de connection faits.

Soit s € G un élément central. Supposons que s agisse trivialement sur M
et que s¥ soit un automorphisme elliptique non dégénéré. La fonction det y(1—s)
est strictement positive et localement constante sur M. Soit X € g. Dans
un repeére orthonormal, la courbure équivariante F'(X) de la connection V est
une matrice antisymétrique commutant a s¥. On peut donc définir la forme

D;A(F(X)).
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Définition 126 Soit s € G un élément central. Supposons que s agisse tri-
vialement sur M et que s¥ soit un automorphisme elliptique non dégénéré. On
définit la forme G-équivariante D,(V,V) sur M par

D,(V, V)(X) = D,(F(X))
pour X € g et sa racine carrée
D,”*(v,V)(X) = D,”*(F(X))
pour X € g, normalisée par la condition DY/%(V,V)g(0) > 0.

La forme équivariante D!/%(V, V) est fermée. On note D}/%(V) € HZ (g, M)
sa classe de cohomologie. Elle est indépendante des choix de structure eucli-
dienne et de connection faits.

Soit S € gey un élément G-invariant. Supposons que Sy = 0 et que ’action
SY de S dans V soit inversible. Soit X € g. Dans un repére orthonormal, la
courbure équivariante F'(X) de la connection V est une matrice antisymétrique

commutant & SY. On peut donc définir la forme d}c,-/ Y(F(X)).

Définition 127 Soit S € gy un élément G-invariant. Supposons que Syy = 0
et que laction SY de S dans V soit inversible. On définit la forme G-équiva-

riante Eulf(V,V) € AX(g, M) par Eult(V,V)(X) = dY*(F(X)) pour X € g.

Rappelons que comme S est inversible dans V, on a défini (formule 43) une
orientation ((V, —S) de V. Il résulte du lemme 103 que l’on a

(89) Eulf(V,V)(X) = Eul(V)¢v,-35)(S + X).

Si a est une forme sur la base B, on notera encore « la forme p*« sur V.
Soit s € Gey. D’apres (72) on a

VIM(s) = V(s)® Q(s).

La connection G-invariante V détermine par restriction des connections G(s)-
équivariantes sur les fibrés V(s) et Q(s). Comme V est fixée, nous ne mention-
nerons plus les choix de connections dans les notations qui suivent. Le rang de
V(s) est une fonction localement constante sur M(s) notée rg(V(s)).

Définition 128 On pose n(V), = (2m)8Ye)/2JV2(Y(s))DY%(Q(s)). C’est un
élément fermé de AX,(9(s), M(s)) qui dépend du choiz de V, et nous notons

encore n(V), sa classe dans H,\(9(s), M(s)) qui ne dépend pas du choiz de
V.
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La famille (n(V);)seq,, n'est pas une botte car les conditions de recollement
ne sont pas vérifiées. Soit S € g(s).u. Posons Vo = V(5)(S) et Qo = S(V(s)).
Raffinons comme en (73) la décomposition V|M(s) = V(s) @ Q(s) au dessus de
M(s)(S) en

(90) VIM(5)(S) = Vo © Qo & Q(s).

L’élément S induit une transformation infinitésimalement elliptique inversible

de Qo.

Lemme 129 Soit s € Goy. Il existe a > 0 tel que, pour tout S € g($)eira, 0N
ait
G(5)(S) = G(se®), M(se®) = M(s)(S), V(s)(S)=V(se’)
et l’égalité
n(V)es = Eult(Qo)Ty sn(V)s
dans Azf(ses)(g(ses),M(ses)).

Démonstration. Soit a > 0 tel que, pour tout S € g(s)eu,q, on ait
G(s)(S) = G(se®), M(se®) = M(s)(S), V(s)(S)=V(se®).

Un tel a existe par définition des actions régulieres. Soit S € g(s)euq. Soit
F(X),X € g, la courbure équivariante de la connection V. Soit Y € g(s)(S5).
Notons A(Y) € A(M(se®),End(V)) la matrice antisymétrique a coefficients
formes sur M (se®) définie par A(Y) = F(Y)|M(se®).

Dans la décomposition
VIM(s)(S)=Vo® Qo @ Q
on voit que A se décompose en
AY)=A(Y)®d BY)d C(Y)

ol Ay est la courbure équivariante de V(se®), B la courbure équivariante de Qg
et C la courbure équivariante de Q(s). On note encore s (resp. S ) 'endomor-
phisme vertical produit par s (resp S). Comme s agit trivialement sur Qq, on
a

Nges(Y) = (27T)"gv(“s)/2]'/2(Ao(Y)) det /2(1 — e%eBO) det 1/2(1 — se5eCY)),

(On a normalisé les racines carrées de sorte que pour Y = 0 elles soient > 0).
Comme S s’annule sur V(s)(S), on a Ag(S+Y) = Ap(Y) et

ne(S+Y )| M (se5) = (2m) B2 V(A (V) T'A(B(S+Y)) det /2 (1—5e“5HY)),

(Ici, on a normalisé les racines carrées de sorte que pour Y = —S elles soient
> 0).
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OnaB(S+Y)=S+B(Y),C(S+Y)=S+C(Y). Comme la connection
V est G-invariante, B(Y') et C(Y) commutent a S.
Ona
(=27)8 22 Bul(Qg)E(Y) = det /(S + B(Y)).

(On a normalisé la racine carrée de sorte que pour Y = 0 elles soient > 0).
L’égalité des formes

Nyes(Y) = Eul(Qo) T (Y)n,(S + V)| M(se’)
résultera des égalités

(91)  det™*(1—¢%"™) = det'/*(S+B(Y))J/(S + B(Y)),
(92)  det?(1 — s5e5e“M)) = det/2(1 — se5+CM),

Démontrons ces égalités. Remarquons que les choix des déterminations de ra-
cines carrées montrent que, pour ¥ = 0 et S € gei 4, les termes de degré ex-
térieur 0 de tous les termes sont des fonctions positives localement constantes
sur M (se®). Il suffira donc de vérifier 'égalité des carrés. L'égalité (92) est im-
médiate puisque C(Y') commute a S. Pour ’égalité (91), il s’agit de montrer

que
det g, (1 — €SB0 = det o (eS+HBYN/2 _ o=(S+BOY))/2),

Comme la dimension de Q est paire et comme les matrices S et B(Y) sont
de trace nulle (car infinitésimalement orthogonales), 1’égalité précédente est
vérifiée. §

Soit s € Gen. On note u, € A,up6(s)(8(s), V(s))v(s) la forme de Thom (for-
mule 79) du fibré V(s) — M(s) déterminée par la connection V|M(s). La
famille (u,)seq,, n’est pas une botte de formes tordues, car les conditions de
recollement ne sont pas vérifiées.

Soit S € g(s)en. Posons comme ci-dessus Vo = V(s)(S) et Qo = S(V(s)).
Soit

Eul(Qo) € Acs)(5)(8(5)(S), M(s)(S)) e,

la forme d’Euler du fibré Qg au dessus de M (s)(S) et Fuls(Qy) la forme d’Euler
translatée
Euls(Qo)(Y) = Eul(Q0)(S+Y).

Soit u, s la forme de Thom du fibré Vy — M(s)(S).
Comme Qo & Vo = V(s)|M(s)(S), on a

Elu'lS(QO)“s,S € Arap,(v'(s)(S)(g(s)(S)7 VO)V(S)'
Lemme 130 S: S € g(s)eu, on a l’égalité
Tg,sus = EUIS(QO)us,S

dans .Amp,c;(s)(s)(g(s)(s)a Vo)v(s)-
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Démonstration. Comme V(s)|M(s)(S) = Vo @ Qo, il est facile de voir qu’on
a D’égalité des formes différentielles G(s5)(S)-équivariantes u,(Y) = u, s5(Y) A
u(Qo)(Y') pour tout Y € g(s)(S). Comme S agit trivialement sur Vy, on obtient

(93) u(S+Y)=u,5(Y)ANu(Qo)(S+Y)

pour Y € g(s)(S). En prenant la restriction a V, de cette égalité, on obtient
I’égalité cherchée. 1§

Remarque 131 De maniére analogue d la remarque 102, on voit qu’il eziste
des familles de formes de Thom a support compact u; € Aycpt,c(s)(8(5), V(5))v(s),
s € Ge, vérifiant encore l’égalité du lemme 130. Par contre ’égalité (93) n’est
en général pas possible.

Nous choisissons une telle famille.

Compte tenu de la définition de la translation tordue Ts‘f s et de la formule 89,
on peut écrire la formule du lemme 130 sous la forme

(94) TY juy = Eulf(Qo)u, s

dans Auep,c(s)(5) (8(5)(S), Vo)v(ays)-
Nous construisons maintenant la botte de Bott b(V) € B)., (V). Soit s €
Geni- On pose
bs = ’U,’I?(V), (S Am'pt,(_y'(s)(g(s)a V(S))V(S)

Théoréme 132 Soit V — M un fibré euclidien vectoriel G-équivariant muni
d’une connection euclidienne G-invariante. Soit s € G,y et soit

VIM(s)=V(s)® Q(s).

Soit u;, € Ayept,a(s)(8(5),V(8))y() la forme de Thom équivariante du fibré
V(s) = M(s). Soit by € A%, c)(8(5), V(8))w(s) la forme définie par

b, = (2m)EYONRT2()(5)) DYA(Q(s) .

Alors la famalle b(V) = (by)seq., définit une botte (V) € BY., (V) de formes
équivariantes tordues fermées sur V.

On note encore b(V) la classe de cette botte dans K, (V). Elle ne dépend

pas des choiz faits de connection et de structure euclidienne.

Démonstration. Soit s € G,y et soit a > 0 tel que le lemme 129 soit valable.
Soit S € g($)en .. Montrons que si S € g($)cu,, on a T:"Sbs = b,.s. En employant
successivement la formule (104) et le lemme 129, on obtient

Vb, = TYsu,Tosn(V),
= ’llrmuS’E“'l.;!'-(QO)T“’SH(V)S
= 'll,s(_,.S'/"/(V)se'S

I)S("s )
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ce qui démontre le théoréme. 1§

La restriction de la classe (V) & M est un élément de BE(M) (ou de K4 (M)
si l’on consideére la classe) encore appelé classe d’Euler du fibré V, et notée e(V).

Exemple 133 Soit V une espace vectoriel réel de dimension finie, et soit G =
O(V). On considére V. comme un fibré équivariant sur M = o. La classe d’Euler
e(V) est un élément de Ki(o) ~ £ (V). On vérifie immédiatement que c’est
la fonction

e(V)(a,0) = det 1/2(1 — a7!) = (=1)""*D/2 det 1/?(1 - a)

sur Pin(V) x or(V).
Il résulte de Uexemple 118 que K (o) est engendré par e(V) comme module

sur Kg(e).

6.2 Intégration.

Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte M. Soitp : M — B
une fibration G-équivariante. Soit V — M le fibré tangent vertical a la fibration
M — B. Nous définissons maintenant une application

pe : KL(M) = Kg(B).

La définition de l’application p, imite la définition d’Atiyah-Hirzebruch (2] de
I’application p, en K-théorie.

Soit s € G. Considérons la classe n(V), € A% (8(s), M(s)) (définition 128).
La forme n(V),(0) € A(M(s)) a un terme de degré 0 qui est une fonction > 0
sur M(s). Comme G est compact, un voisinage elliptique de 0 est un voisinage
aussi petit qu’on veut pour la topologie ordinaire. Donc n(V),(X) € A(M(s))
a un terme de degré 0 qui est une fonction > 0 sur M(s) pour tout X dans
gs dés que a > 0 est assez petit. La forme n(V),(X) est donc inversible pour
X € ga, et 'on obtient un élément n(V);! € Higo(M(s)).

V(s)

Soit a € K¥(M). C’est donc une famille de classes a, € Hig(sy(M(s))
indexés par les éléments s de G, vérifiant les conditions d’invariance et de re-
collement de la définition 108.

Considérons la fibration p : M — B. On sait qu’elle se restreint en une
fibration p* : M(s) — B(s) pour laquelle le fibré tangent vertical est V(s).
Considérons le germe de classes de cohomologie tordue

s/n(V)s € Higiyy(M(5))-
Il s’integre sur la fibre de la fibration M(s) — B(s).

Théoréme 134 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte
M. Soit p: M — B une fibration G-équivariante. Soit V — M le fibré tangent
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vertical d la fibration M — B. Soit « = (a,)scq,, un élément de KY.(M). La
famille B = (Bs)sec,, ou

s = 3 1% s
2 M(s)/B(s) * /n( )

est un élément de Kg(B). Nous dirons que 8 est l'intégrale de a sur les fibres
et nous noterons = p.a.

Démonstration. Soit s € G et soit S € g(s). On reprend les notations du
paragraphe 6.1 pour le fibré vertical YV — M. En particulier, on écrit

VIM(s)(S) = Vo ® Qo @ Q(s)

ou Vo = V(s)(S) et Qp = S(V(s)). Soit I, = a,n;!. Considérons la fibration
p* : M(s) — B(s). Ona 8, = pI,. Il est facile de voir que J, vérifie la condition
d’invariance voulue. Vérifions la condition de recollement. Soit ¢, un représen-
tant de a,. En restreignant au besoin le voisinage U de 0 dans g(s) sur lequel
@, est défini pour que n, soit inversible sur ce voisinage, ceci nous donne un

représentant I, de I,. Soit 3, = p*I, Dintégrale de I, sur les fibres de p*. Alors
B, € 'HG(,)(U, M(s)). D’apres la formule de localisation 106, appliquée a la
fibration G(s)-équivariante p*, on a sur un voisinage de 0 dans g(s)(.S) I'égalité:

Ts,S/H"s = pies(EUIS(QO)_lTs,Sis)-
On a
Buls(Qo)™'T, sI, = Eulf(Qo)'T)sI, = TV s(d,)/(Eul} (Qo) T, s(n(V),))

La définition des bottes dit que Ts‘fs(d,) est un représentant a_.s de a,,.s. Il
résulte du lemme 129 que l'on a

EUlS(QO)_lTs,Sis = a;es/n(V),,eS

et donc T 58, = (s, ce qui termine la démonstration du théoreme. g

De méme, si p : M — B est une fibration G-équivariante de fibré vertical V
et si £ est un fibré réel sur la base B, on peut définir une application

pe : KEPE(M) — K5(B).
Si M n’est pas compacte, on peut définir p, dans ’espace IC;,?’&“:(M ).
Soit p : V — M un fibré réel G-équivariant sur une variéte compacte M. Le
fibré vertical pour la fibration p est isomorphe a p*V. Comme G est compact, ce
fibré peut étre muni d’une structure euclidienne et d’une connection euclidienne
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G-invariante. Soit b = b(V) la classe de Bott de V. Soit £ un fibré réel G-équi-
variant sur la base M. On peut donc définir une application

Kot (V) = K&(M).
D’autre part, on peut définir ’application
m(a) = bAa: K§(M) — KIP2E(WV).

La définition de b = (b,) € K}, 5(V) implique que p.b = 1. Par ailleurs, il
résulte de la proposition 104 que p, est injective. On a donc l'isomorphisme de

Thom

Théoréme 135 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte
M. Soit V un fibré réel G-équivariant sur M. Les applications

m: Kg(M) — Keug“ (V)

et
G)P é'(v) - ’CS(M)

sont des isomorphismes inverses l un de l’autre.

Considérons le cas particulier ot & = V. D’apres I’exemple 110, ICZP?E(V)
est canoniquement isomorphe a K., (V). Comme cas particulier du théoréme
précédent, nous avons

Théoréme 136 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte
M. Soit V un fibré réel G-équivariant sur M. Les applications

m : Kg(M) = Kepa(V)

et

K -y
Px: K'Cpt,G(V) - K’G(M)
sont des isomorphismes inverses l'un de Dautre.

Ce théoreme fournit donc pour ’action d’un groupe compact sur une variété
compacte une interprétation du groupe KY(M).

Rappelons que ’espace des bottes tordues pour le fibré tangent a M se note
Kg(M),. Considérons 'application p : M — e de M sur un point. Explicitons
Papplication p, : Kg(M); — Kq(e) dans ce cas particulierement important.

Soit s € G, soit M (s) la variété des points fixes de 'action de s sur M. Soit
dim M (s) la fonction localement constante dimension sur M (s). Soit TM(s) le
fibré tangent a M(s) et A le fibré normal a M(s) dans M. Soit J/2(M(s))
la classe JY/2(TM(s)) du fibré tangent & M(s) et DY?(N) la classe du fibré

normal. En explicitant le théoreme 134 on obtient le théoréme suivant.
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Théoréme 137 Soit G un groupe de Lie compact agissant sur une variété
compacte M. Soit o = (a)sec,, un élément de Kg(M);. Il existe une unique
fonction C* G-invariante © sur G telle que pour tout X € g(s) suffisamment

petit on ait (27)~dimM@)/2q (X)
seX) = - 7 '
O(se”) /M(a) J/2(M(s))(X)D3/*(N)(X)

Dans [31] nous montrons que la théorie de I'intégration des formes différen-
tielles M-tordues fournit un cadre naturel pour la théorie des caractéres d’un
groupe de Lie G non nécessairement compact. Si M est une orbite fermée de
l’action coadjointe de G, on peut en effet définir O, = p.(ay,,) pour certains
éléments canoniques oy, de I'espace Kg(M); et on obtient ainsi des fonctions
généralisées Oy, invariantes canoniquement associées aux orbites coadjointes
fermées.

6.3 Fibrés de Clifford.

Nous avons vu que la cohomologie équivariante tordue d’un fibré euclidien est
intimement reliée au groupe spinoriel. Dans cette section, nous donnons un peu
plus d’explications sur cette relation. Nous traiterons dans un article ultérieur
la relation entre la cohomologie tordue d’un espace symplectique et le groupe
métaplectique. Cette relation est importante dans la théorie des caracteres des
groupes de Lie.

Soit YV — M un fibré euclidien G-équivariant. Il lui est associé un fibré
C(V) = M 4’ algebres de Clifford. On dira que V est un fibré spinoriel G-équi-
variant si 'on s’est donné un fibré principal P — M de groupe Spin(V) muni
d’une action a gauche de G' (commutant a I’action a droite de Spin(V')) tel que
V soit le fibré associé

V=P XSpin(V) |4

ou Spin(V') agit dans V par la représentation 7 : Spin(V') — SO(V). On dit qu’il
est orienté si I’on s’est donné une orientation oy de V. Elle détermine une orien-
tation G-invariante oy sur V. Un fibré spinoriel G-équivariant est en particulier
un fibré métalinéaire orienté G-équivariant. Nous avons construit (formule 83)
un élément particulier f¥ € K¥(M) de carré un dans Kg(M)®KY%(M). Comme
cas particulier de la proposition 111 on obtient:

Proposition 138 Soit V — M un fibré spinoriel orienté G-équivariant. Alors
KY%(M) est un Kg(M)-module libre de base fV.

Soit ¥V — M un fibré euclidien G-équivariant muni d’une connection eucli-
dienne G-invariante V. Nous supposons le fibré V — M muni d’une orientation
G-invariante, mais nous ne supposons plus ’existence d’une structure spino-
rielle sur V. Nous allons montrer que le caractére de Chern relatif d’un module
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de Clifford G-équivariant gradué (essentiellement défini dans [6]) fournit natu-
rellement un élément de K% (M).

Soit £ — M un fibré complexe G-équivariant sur M. Nous supposons que £
est munie d’une action de ’algebre de Clifford C(V) construite sur V. L’action
d’une section v du fibré V sur £ sera notée c(v). Nous supposons que les actions
de G et de C(V) sur L vérifient la condition suivante de compatibilité:

ge(v)g™ = c(g - v).

Supposons de plus que V soit muni d’une connection G-invariante V et
que £ soit muni d’une connection de Clifford G-invariante V£ compatible: si
v € (M, V),

[VE, e(v)] = ¢(Vv).

(Si G est compact, un tel choix de connections est toujours possible). On dira
alors que £ est un (G,C(V))-module connecté.
Soit F' la courbure équivariante de V<. Soit s € G. Soit comme d’habitude

VIM(s)=V(s)® Q(s).

La connection V induit une connection sur les fibrés vectoriels V(s) et Q(s)
au-dessus de M(s). Soit R° (resp R!) les courbures G(s)—équivariantes de V(s)
(resp. Q(s)).

On peut donc définir comme en 126 la forme DY/2(Q(s)) € Az (8(s), M(s)).
Pour X € g(s)

DY?(Q(5))(X) = det /(1 — sexp R}(X)).

Au dessus de M(s), 'action de s produit un automorphisme s¢ du fibré
L et s¥ de V. On choisit un représentant local 5§ de s¥ dans ’algebre de Clif-
ford de V. On note L* les points fixes de 'action de Clifford de § dans £ et
L£%* le complémentaire $-invariant. Le fibré £%° est muni d’une structure de
(G(s),C(Q(s))-module. Notez que la dimension de Q(s) est paire a cause des
hypotheses d’orientabilité.

Soit o une orientation locale de V(s). On note oy /o lorientation de Q(s)
qui s’en déduit et 7, /, I’élément de I'algebre de Clifford C(Q(s)) défini en 49.
Donc 7,,/, est une section du fibré en algebres de Clifford sur le fibré Q(s),
définie dans 'ouvert de M(s) ou o est définie.

Considérons pour X € g(s) la forme différentielle tordue sur le revétement
(M(s))y(s) de M(s) définie pour X € g(s) par:

‘/;(‘X)o = Tl' L (’)lav/osl:eF(X)lM(s)).

I est facile de voir que V, € AZ,(8(s), M(s))y(s) est une forme équivariante
tordue fermée.
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On définit ch (L), par
ch((£), = Vi/D*(Q(s))-
En explicitant, on a pour X € g(s) petit
ch (L) o(X)o = Tr £3.s (Yop, 5" @MY / det /2(1 — s exp RY(X)).

On note ch(£) la famille de formes équivariantes fermées (ch ((£)s)seq
L’élément ch (L) dépend du choix des connections compatibles V£ et V.

Cette définition curieuse appelle une explication donnée dans le corollaire
qui suit. Ce corollaire montre de plus que ch,(L), défini pour X petit est en
fait une fonction analytique de X.

Supposons, pour un moment, que le fibré V soit spinoriel et notons £ le
fibré des spineurs associé. Puisque £ est un fibré associé a une représentation de
Spin(V), il est muni d’une structure de G-fibré équivariant, et on voit facilement
que c’est un (G,C(V))-fibré.

Lemme 139 On a ch(€) = fY, ou fY est Uélément de K¥(M) défini par la
formaule (83).

Démonstration. Ceci résulte de la définition de la forme D/?(Q(s)), de la
formule 64 et de la définition de f¥. 1

Soit W un fibré complexe G-équivariant connecté. On peut donc associer a
W (muni de sa connection V") son caracteére de Chern (proposition 74)

ch(W) = (ch ,(W,V"™)).eq., € Ba(M).

Considérons le (G, C(V))-module connecté £L =€ @ W.
On déduit du lemme ci-dessus le corollaire suivant.
Corollaire 140 On a ch,(£) = ch(W)fY.

Sans supposer ’existence de structure spinorielle, on montre par une dé-
monstration similaire & celle de la proposition 132 la proposition suivante.

ell”

Proposition 141 Soit V — M un fibré euclidien orienté G-équivariant mun:
d’une connection euclidienne G-invariante. Soit L un (G,C(V))-module gradué
connecté. Alors la famille ch (L) est une botte de formes équivariantes fermées
tordues. L’élément correspondant ch,(L) € K¥%(M) est indépendant des choiz
faits de connections compatibles.

Lorsque G et M sont compacts, et V un fibré euclidien orienté de rang pair
G-équivariant, notons KY%(M) le groupe de K-théorie défini par Karoubi (voir
[25]). Les éléments en sont des classes de (G,C(V))-modules. Le caractere de
Chern relatif ch; fournit un homomorphisme

chy : C=(G)® ®p(q) K&(M) — K&(M),

ce qui donne une justification supplémentaire de notre définition de K% (M). Il
reste a traiter les autres cas de fibrés V...
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