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Cohomologie équivariante et descente 

Michel Duflo et Michèle Vergne 

Introduction. 

Soient G un groupe de Lie et g son algèbre de Lie. On suppose que le groupe 
G agit sur une variété M. Dans cet article nous étudions un procédé pour 
construire des fonctions centrales sur G basé sur l'intégration de formes diffé­
rentielles équivariantes sur M et sur la méthode de descente. 

La motivation de ce travail est la suivante: dans certains cas, on sait associer 
à l'action de G sur M et à la donnée d'un fibre G-équivariant C —• M un espace 
de Hilbert H(M,C) et une représentation traçable Te de G dans i J (M, £ ) . 
La trace TvTc(g) de la représentation Te est alors une fonction généralisée 
centrale sur G. On peut souvent donner une formule pour le caractère Tr Tc(g) 
de la représentation Tc en fonction de la cohomologie équivariante de M et du 
caractère de Chern de C. Les formules données par exemple dans [8], [18], [12] 
sont une généralisation des formules de points fixes d'Atiyah-Segal-Singer [3] 
combinées avec la formule universelle des caractères de Kirillov [26]. Dans [31] 
nous utilisons les notions introduites dans cet article pour donner une formule 
universelle pour le caractère TiTc(g). 

Nous considérons ici une action régulière d'un groupe presque algébrique G 
sur une variété M (voir la définition 51 dans la section 2.4). Les exemples d'ac­
tions régulières incluent l'action d'un groupe compact sur une variété compacte 
et l'action d'un groupe algébrique sur une variété algébrique. Nous associons à 
une action régulière de G sur M un espace KQ{M) de cohomologie équivariante 
globale. Soit • un point. Alors on a / C G ( « ) = C°°(G)G et 1' espace / C G ( M ) est 
un module sur /C<y(#) = C°°{G)G. 

Pour définir la notion d'intégration, il est nécessaire d'introduire un espace 
Kc{M)t de cohomologie équivariante globale tordue (l'indice t est pour "tor­
du"). Alors, tout au moins si G et M sont compacts, l'intégration définit une 
application KG(M)T -+ C°°{G)G. 

Décrivons les notions introduites et les résultats de cet article plus préci­
sément. Introduisons quelques notations. Si M est une variété différentiable, on 
note A(M) = 0 j A1 {M) Y algèbre des formes différentielles à valeurs complexes 
sur M. Si M est orientée, et si a G A(M) est à support compact, on note 
JM A = JMa[àimM] l'intégrale de son terme de degré maximal. Cependant, il 
n'est pas toujours naturel de choisir une orientation, ni même de supposer M 
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orientable. Considérons la variété M dont les éléments sont des couples (ra,o), 
où m est dans M et où o est une orientation de l'espace tangent Tm(M). C'est 
un revêtement d'ordre 2 de M, le groupe Z x = { + 1 , - 1 } opère dans M de 
sorte que M est un fibre principal de base M. Notons s l'action de —1 dans M. 
On note encore e l'action induite dans les formes différentielles sur M. On peut 
identifier A(M) à la sous-algèbre des éléments ou G A(M) tels que e(cu) = u. 
On note A(M)t l'espace des éléments LU G A(M) tels que E(w) = —ou. C'est 
un module sur A(M), stable par la différentielle de de Rham de A(M). Un 
élément de A(M)t sera appelé une forme différentielle tordue. Les formes dif­
férentielles tordues de degré maximum sont aussi appelées densités. On notera 
JM /3 = fM /?[dimM] l'intégrale d'un élément (3 G A(M)t à support compact. 

Soit M une variété différentiable sur laquelle G opère. Soit U un voisinage 
ouvert G-invariant de 0 dans g. Soit C°°{U,A(M)) l'algèbre des formes X i-> 
a(X) sur M dépendant de manière différentiable de X G U. Soit A oo G (U,M) 
la sous-algèbre de C°°(U, A(M)) formée des éléments G-invariants. C'est une 
algèbre graduée sur Z/2Z. On sait que AQ(U,M) est munie d'une dérivation 
impaire de carré nul, notée dQ. Un élément de AQ(U,M) sera appelé une forme 
équivariante. On notera HQ(U,M) l'espace de cohomologie de AQ(U, M). Si 
M = • est un point, on a HQ (•) = C°°(U)G. (Ces notions sont redéfinies dans 
la section 1.1). 

L'action de G se relève de manière canonique en une action dans M com­
mutant à e. L'espace des éléments u G ̂ §(11, M) tels que e(u) = — UJ sera noté 
AQ(U, M)T. C'est l'espace des formes différentielles équivariantes tordues (pour 
le fibre tangent). Il est stable par dQ. C'est un module différentiel Z/2Z-gradué 
sur l'algèbre Z/2Z-graduée AQ{U, M). Soit Wg^U, M)T l'espace de cohomologie 
de AQ(U,M)T (ces notions font l'objet de la section 5.1). Supposons pour un 
moment M compacte. Soit ¡3 G AQ(U, M)T une forme équivariante tordue. L'in­
tégrale fM (3(X) sur M définit une fonction différentiable et G-invariante dans 
U. Si l'application exponentielle est un difféomorphisme dans 17, on obtient par 
composition une fonction différentiable et centrale dans l'ouvert exp(î7) de G. 
Cette fonction ne dépend que de la classe de (3 modulo (IQ(AQ(U, M)T). Donc si 
(3 est fermée, cette fonction ne dépend que de la classe de ¡3 dans 1-CQ(U,M)T. 

L'origine de cet article vient de l'observation suivante. Soit Ge\\ l'ensemble 
des éléments elliptiques de G (cette notion est définie dans la section 2.1; si 
G est compact, Ge\\ — G). Soit s G Geu et soit G(s) le centralisateur de s. 
Soit Q(S) l'algèbre de Lie de G(s). Pour s G Geu notons M (s) l'ensemble des 
points fixes de s dans M. C'est une sous-variété de M dans laquelle G(s) opère. 
On choisit pour chaque s G Geu un voisinage Us de 0 dans g(s) et une classe 
Ps € lÏQ(s)(Us,Ms)t. La fonction JM^ (3S(X) définie pour X G Us est invariante 
par G(s). Si les choix sont bien faits, il existe une unique fonction centrale O 
sur G telle que pour X G Us on ait 

e(sex) = 
M{s) 

β.(Χ)· 
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Nous nous sommes interrogés sur les conditions que la famille (5S doit sa­
tisfaire pour assurer l'existence de la fonction 0 . Considérons tout d'abord le 
cas où M est un point • La description de 0 revient à utiliser la méthode de 
descente. Si fs est une fonction différentiable G(s)-invariante sur Ua, alors il est 
facile de déterminer les conditions que doit satisfaire la famille (fs)seGeli pour 
qu'il existe une fonction 0 différentiable et G-invariante sur G telle que 

fs(X) = e(sex) 

pour X G Us. Tout d'abord le système de fonctions fs doit satisfaire la condition 
d'invariance suivante: 

a ) fg.g-r(g-X) = f.(X) 

pour tout s G Geii et tout X G g(s) assez petit. D'autre part, il est clair que si 
S G g(s) est une transformation elliptique et si F G g(s) commute à 5 on doit 
avoir 

fë(S + Y) = e(ses+Y) = e{seseY) 

(si S et Y sont assez petits). Les fonctions fa satisfont donc la relation de 
recollement suivante 
(2) f,{S + Y) = f.es(Y) 

pour tout S G g(s) elliptique et tout Y G g(s) commutant à S assez petits. 
Réciproquement, si les ouverts Ua sont des ouverts elliptiques (voir la défi­

nition 35 d'ouverts elliptiques dans la section 2.2) et si (fa)s£GEU est une famille 
de fonctions différentiables définies sur un voisinage elliptique Us de 0 dans g(s) 
satisfaisant les relations (1) et (2) d'invariance et de recollement, il existe une 
unique fonction différentiable 0 centrale définie dans G tout entier telle que 
fs(X) = @(sex) pour tout X G g(s) (ceci est expliqué dans la section 2.2). 

Soit M une variété munie d'une action régulière de G. On définit dans la 
section 3.2 l'espace ICG(M) des bottes de classes de cohomologie équivariante. 
Un élément de KQ{M) est une famille a = (aS)S£Geu d e classes de cohomologie 
G(s)-équivariantes sur M (s) (définies sur Us) satisfaisant des conditions d'in­
variance et de recollement données précisément dans la définition 61. Enonçons 
succinctement la condition de recollement que nous imposons: soit s G Ge\\ 
et soit S G g(s) une transformation elliptique petite. Alors G(ses) est contenu 
dans G(s) et comme l'action de G sur M est régulière, la sous-variété M(ses) est 
contenue dans M (s). Pour tout s G G€u soit à8 G AQ^(US,M(S)) une forme 
différentielle équivariante fermée représentant as. Considérons l'opérateur de 
translation T S ) 5 défini par (T8tSâs)(X) = às(S + X)\M(ses) pour X G g{ses) 
petit. La forme TSisds est une forme G(se s)-équivariante fermée sur M(ses). 
Nous demandons l'égalité en cohomologie et sur un petit voisinage de 0 dans 
S(ses) 

3 Ts,Sas = asEs. 

J.Block et E.Getzler [10] ont étudié pour l'action d'un groupe compact G 
sur une variété compacte M un espace K'G{M) où les conditions de recollement 
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sont imposées au niveau des formes différentielles. Ils montrent que l'espace 
ICQ(M) s'identifie à la cohomologie cyclique équivariante de M. Il est probable 
que l'application naturelle K'G(M) —• ICG(M) est un isomorphisme. 

On peut déterminer l'espace ICG(M) dans diverses situations. Soit H un 
sous-groupe presque algébrique de G. Supposons que la fibration principale 
G —> G/H admette une connection G-invariante. On dira alors que G/H est 
un espace homogène réductif. On obtient comme cas particulier du théorème 
6 4 de la section 3 .4 un isomorphisme: 

KG{G/H) ^ C°°(H)H. 

Ce résultat est l'analogue d'un résultat décrivant la cohomologie équivariante 
de M en terme de fonctions H-invariantes sur l'algèbre de Lie l), bien connu 
lorsque H est compact, et que nous démontrons ici dans la section 1.8 dans le 
cas réductif. 

Soit F P / f f un fibre principal de groupe H et soit G un groupe de Lie 
agissant à gauche sur P (avec une action commutant à l'action à droite de H ) . 
Sous certaines hypothèses de compacité, nous montrons dans la section 3.5 que 
KG{P/H) est isomorphe à ICGXH(P)-

Supposons qu'il existe une connection G-invariante pour la fibration P —> 
P/H. En adaptant la construction de Chern-Weil en cohomologie équivariante 
[16] [7], on définit dans la proposition 6 9 1' homomorphisme de Chern-Weil 

W : C°°(H)H KG{P/H). 

En particulier le caractère de Chern ch(£) d'un fibre G-équivariant £ —• M 
muni d'une connection G-invariante est un élément de KG(M). Si M et G sont 
compacts, nous pensons que le caractère de Chern induit un isomorphisme 

ch : C°°(Gf ®R{G) KG(M) - / C G ( M ) , 

où KG(M) est l'espace de -théorie équivariante de M et i?(G) C G°°(G) G 

l'espace des caractères des représentations de dimension finie de G. Ceci résulte 
probablement de [10] puisque dans cet article cet isomorphisme est démontré 
pour le groupe K'G(M). 

On définit dans la section 5.2 la notion de botte de classes de cohomologie 
équivariantes tordues: c'est une fonction qui à s G Ge// associe un élément 
®s £ 7^G(S)(^S> M(s))ti vérifiant un certain nombre de conditions (voir la défini­
tion 1 0 8 ) d'invariance et de recollement presque identiques à celles définissant 
l'espace )CG(M) mais faisant aussi intervenir une orientation du fibre normal à 
la variété des zéros de S dans M (s). Plus généralement pour tout fibre G-équi­
variant réel V —• M, on définit l'espace KG(M) des classes de cohomologie équi­
variante tordue par rapport au fibre V ainsi que l'espace IC^ptG(M) des bottes 
à support compact sur M. Le cas JCG(M)t précédent est le cas particulièrement 
important où V est le fibre tangent à M. Si le fibre V est orienté et muni 
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d'une structure métalinéaire (par exemple un fibre spinoriel) l'espace K v 
G 

(M) est 
canoniquement isomorphe à l'espace KQ{M) (proposition 111). Les propriétés 
des fibres métalinéaires dont nous avons besoin pour établir cet isomorphisme 
font l'objet de la section 4. 

Considérons le cas d'un point #. Un fibre G-équivariant sur • est simple­
ment la donnée d'une représentation À : G —> GL(V). Supposons, pour sim­
plifier, que À soit à valeurs dans le sous-groupe G L ( V ) + des transformations 
linéaires inversibles de V dont le déterminant est strictement positif. Il existe 
un revêtement canonique à deux feuillets ML(V)+ de GL(V r ) + . Soit Gy —• G 
l'image réciproque de ce revêtement par l'application À. Alors l'espace /C^(«) 
est isomorphe à l'espace des fonctions centrales impaires différentiables sur Gy 
(c'est le théorème 121 de la section 5.3). 

Lorsque M = G/H est un espace homogène réductif et lorsque V = G x # V 
est un fibre associé à une représentation À : H —» G L ( V ) + , l'espace JCQ(M) 
des bottes de classes de cohomologie équivariante tordues pour V est isomorphe 
à l'espace des fonctions centrales impaires différentiables sur le revêtement à 
deux feuillets Hy de H (c'est le théorème 123 de la section 5.4). 

Par exemple, soient G un groupe semi-simple ayant un nombre fini de com­
posantes connexes, / une forme linéaire sur g, H son stabilisateur dans G, f) 
son algèbre de Lie, M = G.f = G/H l'orbite (co-adjointe) de / dans le dual 
de g et TM = G xH (g/f}) le fibre tangent. Dans ce cas, H^ est isomorphe 
au revêtement H de H défini dans [17]. On suppose M fermée de sorte que 
G/H est réductif. Soit r une représentation irréductible de H, impaire et dont 
la différentielle est la restriction de / / à f). (S'il existe une telle représentation, 
on dit que / est admissible). La représentation r est de dimension finie et son 
caractère est une fonction impaire centrale sur H. Il lui correspond donc une 
botte a y r de formes équivariantes tordues sur M. 

Revenons au problème initial d'intégration. Lorsque M —• B est une fibra­
tion G-équivariante de fibre tangent vertical V on peut définir, tout au moins 
si G est compact, une application 7;* d'image directe 

P* • K v 
cpt,G 

fccpt,G(B). 

La définition de p* fait l'objet de la section 6.2. Elle imite la définition de 
l'application/;* en A'-théorie donnée par Atiyah-Hirzebruch. Elle nécessite l'in­
troduction (voir la section 6.1) de genres équivariants, comme le genre associé à 

la fonction det 1/2 A72 
sinh(A72) 

. En particulier, si B est un point et si M est une va­

riété compacte orientée spinorielle de dimension paire, de sorte que Kc{M)t est 
isomorphe à / C G ( M ) , l'image jj;*(ch(£)) du caractère de Chern d'un fibre G-équi­
variant est le caractère de la représentation virtuelle de G donnée par l'indice 
équivariant de l'opérateur de Dirac De de M tordu par S (voir [2],[3],[4],[5]). 

La formule de localisation de J.M.Bismut le long des fibres [9] (que nous 
redémontrons dans la proposition 106 de la section 5.1) permet de montrer 
l'existence de l'application jr>+ (théorème 134). 
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Si M = V est un fibre vectoriel sur 1?, l'application />* est un isomorphisme. 
C'est l'analogue de l'isomorpliisme de Thom en A'-théorie équivariante démon­
tré par Karoubi [25]. 

Si p : M —• • est l'application sur un point, on obtient donc une application 

P t : lCcpttG(M)t - £ < ? ( • ) = C ° ° ( G ) G . 

Il est utile de considérer des variétés M non compactes. Dans certains cas, si 
les intégrales veulent bien converger au sens des distributions, on pourra encore 
associer à une botte de formes équivariantes tordues sur M une fonction géné­
ralisée invariante sur le groupe G. Le cas de la variété M = G • f et de la botte 
OLf^T est particulièrement important. Dans [31] nous définissons par le même 
formalisme 

e/,r = 
M 

af,r 

lorsque M est une orbite fermée. La fonction QfT est une fonction généralisée 
centrale sur G. C'est le caractère de la représentation unitaire irréductible TfiT 

de G associée à ces données (ceci est démontré dans [18] et [12] si M est de 
dimension maximale). 

On voit que notre ambition est de donner des procédés géométriques de 
construction de caractères de représentations unitaires associées à l'action d'un 
groupe opérant dans une variété munie de quelques structures supplémentaires. 

Nous sommes heureux de remercier Yves Benoist, Max Karoubi et Mustapha 
Rais pour leur aide. 

1 Cohomologie équivariante. 

Nous commençons par préciser quelques résultats sur la cohomologie équiva­
riante à coefficients C°° d'une G-variété M. 

Dans toute la suite, variété signifie variété C°° sur M, de dimension finie, 
séparée et séparable. Soit M une variété. Rappelons les notations concernant 
les formes différentielles. On note C°°{M) l'espace des fonctions C°° sur M à 
valeurs complexes et C™t(M) le sous-espace des fonctions à support compact. 
On note A(M) = 0,- A1 (M) V algèbre des formes différentielles à valeurs com­
plexes sur M. On note Acpt{M) l'espace des formes différentielles à support 
compact. Pour a G A{M) on note cv = Yli <*[{\ s a décomposition en une somme 
d'éléments homogènes o^j G A1 (M). 

On note d : A*(M) —• A*+l{M) la différentielle extérieure. Si f est un 
champ de vecteurs sur M, on note /.(£) : A*(M) —> A*'1 (M) la contraction 
par le champ de vecteurs £. Les applications d et /.(£) sont des dérivations de 
carré nul de A(M). On note £(£) : A(M) -> A{M) l'action de £ sur A(M) par 
dérivation de Lie. Les opérateurs /•(£)? ̂  vérifient la relation de Cartan 

(4) rf/.(0 + /-(0 ' ' = £ ( 0 -
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On note de la dérivation d^ = d — /,(£) de .4(M). 
Si F est un espace vectoriel, on note AV l'algèbre extérieure de V et S(V) 

l'algèbre symétrique. Si G est un groupe opérant linéairement dans F , on note 
VG le sous-espace des points fixes. 

Dans cet article, les formules sont numérotées indépendamment des propo­
sitions. 

Remarque. Dans cet article, les algèbres considérées sont naturellement 
graduées sur Z/2Z, et nous respectons la règle des signes dans la définition des 
produits tensoriels, des dérivations, etc. . 

1.1 Cohomologie équivariante: définition. 

Supposons M munie d'une action différentiable du groupe de Lie G. Soit g l'al­
gèbre de Lie de G. Pour X G g on note XM le champ de vecteurs sur M donné 
au point m G M par 

(5) XM(m) = 
d 

de 
exp(-eX) • ramo­

si X est dans g, on posera dx = dxM-
Soit S(g*)®A(M) l'algèbre des fonctions polynomials sur g à valeurs dans 

A(M). En plus de la graduation par le degré des formes différentielles, on 
introduit une seconde graduation dans l'algèbre S (g*) ® A(M) par 

(6) deg(P 0 a) = 2 deg P + deg a 

si P G S (g*) et a G A(M) sont des éléments homogènes. Nous dirons que le 
degré défini par (6) est le degré total. 

Soit X a(X) un élément de S (g*) 0 A(M). On note /. (où t9 s'il faut 
préciser) la dérivation de S (g*) 0 A(M) telle que 

( 7 ) i.ln){X) = i.(XM)MX)). 

Soit Ei une base de g et soit x' € Q* la base duale. On considère xl comme une 
fonction polynomiale sur g et on note encore x' la multiplication par xl dans 
S(g*) ® A(M). On a donc 

i = 
E 

i 
^•((Ei)M). 

On définit un opérateur <7g sur S(g*) ® A(M) par 

(<L<y)(X) = dx(a(X)). 

L'opérateur dg s'écrit donc comme différence de deux dérivations de carré nul 
de l'algèbre S(g*) <S> A(M): 
(8) f/B = d - t. 

11 
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C'est une dérivation impaire de S(g*) ® A(M). Elle augmente de 1 le degré 
total. 

Le groupe G opère sur S(g*) ® A(M) par produit tensoriel de l'action ad­
jointe sur 5(g*) et de l'action donnée sur A(M). Soit 

AG(g,M) = (S(g*)®A(M)f 

la sous-algèbre des G-invariants. L'opérateur dQ laisse stable la sous-algèbre 
AG(Q,M). La relation de Cartan (4) implique que dg est nul sur AG(B,M). On 
note HG(Q,M) la cohomologie de l'algèbre différentielle (AG(9, M),d$). C'est 
l'espace de cohomologie équivariante de la G-variété M. Lorsque G est compact 
et connexe, c'est la cohomologie équivariante usuelle de M [15] [16]. 

Soit U un ouvert G-invariant de g. Soit C°°(U,A(M)) l'algèbre des formes 
a(X) sur M dépendant de manière G°° de X E U. Le groupe G agit sur 
C°°(tf, A(M)) par (g • a)(X) = g • {a{g~l • X ) ) pour g E G, a £ G°°(/7, *4(M)), 
X G g. Soit ^ ( / 7 , M ) = (G°°({7,.4(M))) G ! la sous-algèbre des formes équiva-
riantes. 

On définit un opérateur de sur C°°(U, A(M)) par 

(dsa)(X) = dx(a(X)). 

Les formes équivariantes telles que dga — 0 sont appelées formes fermées 
équi variant es. Celles de la forme dQ/3 avec fi G AQ (U, M) sont appelées exactes. 
On note HQ(U,M) la cohomologie kerr/ 0/Imrf 0 de AG(U,M). C'est une algè­
bre, graduée sur Z/2Z, mais pas sur Z en général. 

Soit N une autre variété dans laquelle G opère. Soit 0 un morphisme G-é-
quivariant de M dans N. L'image réciproque <J>* induit un morphisme cl'algèbres 
de N%(U,N) dans H%(U,M) et 7i%(U,M) est une algèbre sur 'H%(U,N). 

Exemple 1 Si N = • es* un point, W^(t7,#) e.s* e>// à C°°(U)G. 

En particulier, H%(U,M) est une algèbre sur C°°(U)G. Explicitons cette 
structure. Soit a G Wg>(V, M) une forme équivariante sur M. Soit 0 G G°°(f7) G . 
Alors #a est la forme définie par la formule (Oa)(X) = ft(X)cv(X) pour tout 
x eu. 

Si (f> : H —y G est un homomorphisme de groupes et si on note aussi <J) 
l'application f) —» g différentielle de r/>, alors (/> induit une application 

(/>* :Kg(U,M) Щ(ф-\11),М). 

12 
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1.2 Cohomologie équivariante d'un espace homogène. 

Soit G un groupe de Lie et soit H un sous-groupe fermé de G. On note g et f) 
leurs algèbres de Lie. On considère l'espace homogène M = G/H. On note e le 
point {H} de M. Bien que ce ne soit pas vraiment nécessaire dans la suite, il 
est agréable d'expliciter la forme des opérateurs d, i, d„ sur AG(B, M). 

Nous commençons par donner une autre description de l'algèbre différen­
tielle AG(Q,M). On identifie l'espace tangent TE(M) à M au point e à g/f) de 

la manière usuelle. Soit 7r la projection de g sur g/f). Soit X G g. Il résulte de 
la formule (5) que l'on a XM(C) = —TT(X). L'espace cotangent à M au point 
e G M = G/H est égal à (g/f))*. Soit a G AG(&, M) une applicationpolynomiale 
G-invariante de g dans A(M). Soient f l 5 des éléments de T e (M) , X G g et 
g E G. Avec les notations évidentes, on a, à cause de l'èqui vari ance, 

(ab)](Ad(g){X))(J.€{g • £ 1 ? • £„) = a w ( A " ) e ( 6 , -

Posons à ( X ) = Of(Àr)f,. Donc à est une application polynomiale de g dans 
A(g/f))* et l'on a 

a M ( % K i r . . , f P ) = аЫ(А<1(д-1)(Х))(д-1 g-1-tp). 

Cette formule montre que l'application a i—• â est un isomorphisme de l'algèbre 
AG(Q,M) sur l'algèbre (S(g*) ® A(g/f))*) / 7 formée des fonctions polynomiales 
sur g à valeurs dans A (g/f))* qui sont //"-invariantes. 

Nous poserons T = S(g*) ® Ag* et TH = (5(g*) <g> A(g/f))*)^. On a donc 
AG(g,M)^TH. 

Considérons la dérivation / de AG(g,M). On notera l la dérivation de 7 # 
qui lui correspond. Soit à G T#. Soit X G g. On a ï.â(X) = —t(7r(X))â(X). 
Fixons une base E \ , 2 ? S de g telle que les vecteurs E \ , . . . , E R forment une base 
de f). Notons xl les fonctions coordonnées correspondantes. Les xl avec i > r 
forment une base de l'espace (g/f))*, identifié à l'orthogonal f) 1 de f) dans g*. 
Posons 

j = E 
i>r 

X^ÌTTEÌ). 

C'est une dérivation de carré nul de S (g*) (g) A(g/f))* et 7 est la restriction de 
—j au sous-espace T//. 

Considérons l'opérateur r/ sur ^4f;(g, M) . On notera d la dérivation corres­
pondante de T//. 

Rappelons la définition de Koszul d'un complexe calculant la cohomologie 
de g dans un g-module V. Soit a G V ® A/;g*. On définit éa G V ® A p + 1g* par 
la formule 

(9) (6a)(Xl,...,Xp+l) = E 
i 

(-l)i+1Xl.a(X1,...,Xi,...iXp+1) 

+ E 
i<j 

( - l ) * ' ' ^ , X j l X u . . . , X t , X j , X p + 1 ) , 

13 
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où Xi , . . . , Xp+i sont des éléments de g. La cohomologie du complexe V®A*g* est 
isomorphe à la cohomologie # # (g , V). Soit V un g — -module. Ceci signifie que 
V est un iJ-module differentiate et un g-module, que la différentielle de l'action 
de H est la restriction à l) de l'action de g, et que les actions sont compatibles: 
h • (Xv) = (Ad(/i)(X)) • hv pour tout X £ g, h £ H et v 6 V. Par exemple, un 
G-module différentiable V est muni canoniquement d'une telle structure. Alors 
le sous-espace (V ® A(g/t))*)H de V ® Ag* est stable par 8. Par définition la 
cohomologie relative i?*(g, V) est la cohomologie de (V (g) A #(g/^)*)^ muni 
de la différentielle 8. 

On considère la dérivation de Koszul 8 dans TH = (S(g*) ® A(g/^)*) / r , où 
5(g*) est considéré comme G-module grâce à l'action adjointe de G. 

Lemme 2 On a d — 8. 

Démonstration. En considérant la projection de G sur G/H, on voit qu'il 
suffit d'établir l'assertion lorsque M — G. Nous supposons donc dans la suite 
de cette démonstration que l'on est dans ce cas. 

Soit a une application polynomiale G-invariante de g dans les formes dif­
férentielles de degré p sur G, et soit à la fonction de g dans Apg* obtenue en 
évaluant a au point e de G. Soient Xi, . . . , Xp+i des éléments de g. On note par 
la même lettre les champs de vecteurs invariants à gauche sur G qui prolongent 
ces éléments. Pour X e g et g E G, on a donc 

<х{Х)д{Хъ...,Хр) = à(Ad(g-1)(X))(Xu..,Xp). 

On en déduit 

X ! - ( a ( A : ) ( X 2 , . . . ,* ,+! ) ) = 
d 

de 
â(Ad(exi> -eA' 1 ) (A' ) ) (X 2 , ...,X,J+1)\e=0. 

Le lemme s'obtient en comparant la formule ( 9 ) avec la formule bien connue 
pour d(a(X)): 

(10) d(a(X))(Xu...,Xp+l) = E 
i 

( - l ) i + 1 A',- • ( o ^ ) № , . . . , A V . . , A - 7 , + i ) ) 

+ E 

i<j 
( - l ) ^ a < ( À ' ) ( [ À ' , - , X j ] , X i , X i , X j , À V i ) • 

Ceci termine la démonstration. | 
Notons dg l'opérateur dans TJJ correspondant à <70. 

Corollaire 3 On a r/0 — j + 8. 

En particulier, on a (j + 6)2 = 0 sur Tn ce qui peut aussi se voir directement. 
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1 . 3 G - a l g è b r e s d i f f é r e n t i e l l e s . 

Il sera utile de généraliser la notion de cohomologie équivariante d'une variété en 
la notion de cohomologie équivariante d'une G-algèbre en remplaçant l'algèbre 
A(M) par une G-algèbre abstraite. 

Définition 4 Dans cet article, une algèbre de Fréchet A est une algèbre as­
sociative sur à élément imité, graduée sur Z/2Z, supercommutative, munie 
d'une structure d'espace vectoriel topologique qui en fait un Fréchet et pour la­
quelle la multiplication est continue (comme application de A x A dans A). 
Une algèbre de Fréchet différentielle est une algèbre de Fréchet munie d'une 
dérivation impaire continue de carré nulle (notée d ou dA). On note H (A) ou 
H(A,d) l'algèbre d'hom,ologie correspondante. Si elle est séparée, c'est une al­
gèbre de Fréchet graduée sur Z/2Z, supercommutative. 

Exemple 5 Soit M une variété. Alors Valgèbre C°°(M) (munie de la diffé­
rentielle nulle et de la graduation triviale) et l'algèbre de de Rham A(M) des 
formes différentielles sont des algèbres différentielles. 

Si V et W sont des espaces de Fréchet, notons V®W le produit tensoriel 
projectif complété, au sens de Grothendieck. Par exemple, si V = C°°(M) 
comme ci-dessus, F®VF est canoniquement égal à l'espace C°°(M, W) des appli­
cations différentiables de M dans W (voir [29], p 533). Si T est un endomor-
phisme continu de V on note encore T l'endomorphisme continu de V®W 
prolongeant T ® 1. De même, si T est un endomorphisme continu de VK, et si 
V et W sont gradués sur Z/2Z, on note encore T l'endomorphisme continu de 
V(g)W prolongeant rendomorphisme v 0 w i—• ( — l ) ! " ^ ^ (g) Tiv. 

Si A et B sont des algèbres de Fréchet différentielles, A®B devient une al­
gèbre de Fréchet différentielle en définissant la différentielle comme d,A + d>B et 
la multiplication comme d'habitude, avec la règle des signes. 

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie g. Considérons une représentation 
différentiable (à gauche) de G dans un espace de Fréchet V. On note Cy{X) 
l'endomorphisme de V associé à un élément X G g. 

Soit A une algèbre de Fréchet différentielle. Nous dirons que G opère sur A, 
ou que A est une G-algèbre, si l'on s'est donné une représentation différentiable 
de G dans A respectant le produit, la graduation et la différentielle de A, et une 
application linéaire À' i—> iA{X) de g dans les dérivations impaires continues de 
A, vérifiant les relations de Cartan [15] 

d i ) [d,iA(X)] = CA(X), pour tout .Y G g, 

(12) goiA(X)og = i.A((j-X), pour tout g G G, X G g, 

(13) 'A(X)2 - 0, pour tout À' G g. 

Par exemple, si G opère à gauche dans une variété différentiable M, l'algèbre 
A = A(M) devient une G-algèbre pour laquelle iA(X) = i(XM) et CA(X) = 
C(XM). 

15 
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De même, si G opère à droite sur M, on obtient une G-algèbre en considérant 
les champs de vecteurs 

(14) MX(m) = 
d 

de 
m • ex\i(sX)\£=o. 

On définit de manière évidente les notions de morphismes de G-algèbres, de 
produit tensoriel projectif de G-algèbres. 

On note Ahor la sous-algèbre des éléments horizontaux (c'est-à-dire annulés 
par les dérivations t(X),X G g) et Abas la sous-algèbre des éléments basiques 
(c'est-à-dire horizontaux et G-invariants). 

La relation de Cart an (11) implique que la sous-algèbre Abas est stable par 
dA. 

Soit (A,dA) une G-algèbre. Considérons l'algèbre S(g*) 0 A des fonctions 
polynomiales sur g à valeurs dans A. Comme précédemment, les éléments de g* 
sont considérés comme pairs et 1' algèbre S (g*) 0 A hérite de la graduation sur 
Z/2Z de l'algèbre A. Soit X i-> a(X) un élément de S (g*) 0 A. On note /, (où 
iQ s'il faut préciser) la dérivation de S (g*) 0 A telle que 

(15) i(a)(X) = iA(X)(a(X)). 

Soit E{ une base de g et soit xl G g* la base duale. On considère xl comme une 
fonction polynomiale sur g et on note encore xl la multiplication par xl dans 
5(g*) 0 A. On a 

i = E 
i 

xilA(Ei). 

On pose 
rie) r/g = d — i. 

C'est une dérivation impaire de S (g*) 0 A. 
Le groupe G opère sur S (g*) 0 A par produit tensoriel de l'action adjointe 

sur 5(g*) et de l'action donnée sur A. Soit 

AG(Q) = (S(f)®A)G 

la sous-algèbre des G-invariants. La relation de Cart an ( 1 1 ) implique que d 2 
0 est-

nul sur AG(g). 
On note ?ïG(g,A) la cohomologie de l'algèbre différentielle (AG(g),dg). On 

dira que 7iG(g^A) est l'espace de cohomologie équivariante de A. 
Soit U un ouvert G-invariant de g. Considérons l'algèbre C°°(U)®A = 

C°°(U,A). Soit X i-> a(X) un élément de G°°(Î7,A). En considérant l'ac­
tion adjointe de G dans C°°(U), on obtient une action naturelle de G dans 
C°°(U,A). On note A£(U) = C°°(U,A)G la sous-algèbre de Fréchet formée des 
éléments G-invariants de C°°(U, A). On note encore xl la restriction de xl à U. 
Soit X i—• a ( X ) un élément de C°°(U, A). L'opérateur / est encore défini sur 
C°°(U,A) par 

i(a)(X) = i.(X).a(X). 
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Les relations de Cartan entraînent que d^ s'annule dans AQ(U). 
L'algèbre de cohomologie correspondante est notée 7ÏQ(U^ A). C'est la co­

homologie (différentiable à coefficients dans U) équivariante de A . 

Exemple 6 Si G opère à gauche dans la variété différentiable M et si A = 
A(M), l'espace AG(Q) est égal à l'espace des formes équivariantes AG(S,M) et 
l'espace H,G(9,A(M)) est à l'espace HG($,M) de cohomologie équivariante de 
la variété M. De mem,e, on a Ag(U) = A%(U,M) et H%(U,A) = Ti^{U,M). 

Définition 7 L'algèbre de Weil est définie par: W(g) = 5(g*) ® Ag*. 

Notons GG le groupe G considéré comme variété dans laquelle G opère à 
gauche. On note e l'identité de G. Rappelons que l'application a \—• à consistant 
à évaluer en e fournit un isomorphisme de AG{$,GG) sur W(g). On note j , 6 
et dw les dérivations de W(g) obtenues en transportant les dérivations — d 
et dQ de AG(Q,GG). NOUS les avons explicitées au paragraphe précédent. La 
dérivation 6 de W(g) obtenue en transportant la différentielle d de de Rham 
est la dérivation de Koszul 6 dans W(g) = S (g*) ® Ag*, où S(g*) est considéré 
comme un g-module grâce à l'action adjointe. 

Si X G g, on note t\(X) la dérivation de Ag* telle que tA(X)(f) = f(X) 
pour / G g*. On a 

j = E xhA(Ei) et dw = j + 6. 

Si x G g*, on note encore x l'élément x ® 1 de 5(g*) ® Ag* et ttx l'élément x 
considéré comme élément impair de Ag* (la lettre n est employée dans cette 
section pour "changement de parité", et non pour 3,14...). Les éléments x et 
7rx engendrent W(g). Il est utile de donner les formules pour les dérivations 
ci-dessus sur ces générateurs. On a 

( 1 7 j(x) = 0, j(irx) = x, 

(18) 6(x) = ^C(Ei)(x)nx\ è(nx) = E Inx* 7TC(Ei)(x) 

(formules de Koszul, voir [20] p. 177). 
Il est commode de réécrire les formules de Koszul en introduisant la super­

algèbre de Lie W(g) 0 g. On pose 

(19) wW = E irx'Ei e Ad* ® 0, Çl\Y — E xlEi e 5(g*) ® 0. 

On vérifie que les formules de Koszul sont équivalentes aux formules suivantes 

(20) Qw — dw(uJw) + î 
2 

[o;vv,o;iy] 

et 
(21) dW (Dw) = [Dw,wW]. 
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L'action de G à droite dans G induit une représentation de G dans A(G) 
que l'on prolonge trivialement à S(g*) ® A(G). Elle laisse stable le sous-espace 
AG(Q,GG). En transportant cette représentation sur W(g) = AG(Q,GG), on 
obtient une représentation de G dans W(g), dont on vérifie que c'est la repré­
sentation naturelle dans le produit tensoriel 5(g*) ® Ag*. 

De même, si X G g, le champ de vecteurs GX est invariant à gauche et la 
dérivation L{GX) de A(G), étendue naturellement à S(g*) ®A(G), laisse stable 
le sous-espace AG{Q,GG). En transportant L(GX) sur W(g) = AG{Q,GG), on 
obtient la dérivation t\(X) de W(g). 

Munie des dérivations dw, i\(X), et de l'action naturelle de G , W(g) est une 
G-algèbre (voir Cartan [15]). Disons brièvement pourquoi. Il résulte de ce qui 
précède que, munie de la différentielle 6 au lieu de dw, W(g) est une G-algèbre 
(une sous-G-algèbre de S(g*) ® A(G) où on a mis sur le premier facteur l'action 
triviale de G , et sur le second, l'action provenant de l'action à droite sur G ) . 
On sait d'autre part que l'on a d^ — 0, car r/0 = 0. Il suffit donc de voir que 
l'opérateur j commute aux opérateurs /A(À") et à l'action de G , ce qui est clair. 

On définit Valgèbre de Weil à coefficients C°° par 

W 0 0 (g ) = G 0 0 ( g ) ® Ag*. 

L'opérateur j = ^2xltA(Ei) s'étend naturellement à G°°(g) (g) Ag*. Considérons 
G°°(g) comme un G-module par l'action adjointe. La dérivation de Koszul du 
complexe G°°(g) ® Ag* sera encore notée b. L'application a i—• à est un isomor-
phisme de ^ 4 ^ ( 9 ^ ^ ) sur W°°(g) et si on note encore dw la dérivation obtenue 
en transportant d0, on obtient: 

dw = j + à. 

1.4 Connections. 

Soit A une G-algèbre et soit u un élément impair dè l'algèbre de Lie A ® g. On 
écrit 

w = Ewi O Ei, 

où les u% sont des éléments impairs de A. On note KU l'homomorphisme d'algè-
bres de Ag* dans A tel que K(jj(nxî) = u%. 

On dit que ou est une connection si u est G-invariant et si KW commute aux 
opérateurs i(X) (définis respectivement dans Ag* et A). On a donc tA(Ei)uj:i = 
6ij et IA(X)UJ = X. Ceci entraîne que A est l'algèbre extérieure Ahor[^i, 
On note h le projecteur correspondant sur A^. On dira que h est l'opérateur 
de projection horizontale déterminé par u. Cet opérateur commute à l'action 
de G. Donnons une formule pour h. On note encore ul la multiplication par ul 

sur A. L'opérateur ultA(Ei) est un opérateur pair et commute aux cuhA(Ej). 
On a 
(22) h = n 

i 
{I-JiA{Ei)). 
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On pose Q = dAou + |[u;,u;]. On dit que Q est la courbure de u. On écrit 

ft = 52 П* ®E¡. 

L'élément Q est basique, pair, et vérifie l'identité de Bianchi 

dAQ = [f2, ĉ ]. 

On prolonge Ku de manière unique en un morphisme d'algèbres de W(g) dans 
A en posant 

kw (x
i) = Mi. 

Les formules (20) montrent que ACw est un morphisme de G-algèbres. 
Pour a = a(..., xi,..., TTX1, ...) G £(g*) <8> Ag*, le morphisme / ^ ( a ) consiste 

à substituer les éléments impairs u1 de A aux variables impaires nx1 et les 
éléments pairs QJ' aux variables paires .rJ*. Si ^ G 5(g*), on note 

Kw(Ø) = 0(Î2). 

La sous-algèbre des éléments horizontaux de W(g) est égale à 5(g*), et celle 
des éléments basiques à S(g*) G . Tous les éléments de 5 (g*) G sont annulés par 
dw = j + 6. L'application AVW induit donc une application de 5 (g*) G dans les 
éléments basiques et fermés de A. Montrons que, pour 0 G S(g*) G , la classe de 
cohomologie de </>(Q) G H(A\yAS) est indépendante du choix de la connection. 

Soit û G G°°(R, A ® g) et soit ujt = w(t). Supposons que ut, i 6 R, soit 
une famille à un paramètre de connections. Soit Qt la courbure de ut. Notons 

w't 
= ri 

dt wt. 
Considérons l'algèbre A = A(R)(g)A. On étend l'action de G sur A par action 

triviale sur le premier facteur. Munie de d = r/K + dA et des opérateurs iA(X), 
l'algèbre A est une G-algèbre. On a 

Â = C00(RiA)®C00(R,A)dt. 

On considère Q comme une connection sur A. Sa courbure est Q = —uj'tdt + Qt. 
Notons k l'application correspondante de W(g) dans A. Soit </> G S (g*). Dans 
la décomposition A = C°°(R,A) © C°°{R,A)dt, on a 

0 ( 0 ) - r/>m,) - E 
i 

(u'tYidiMQt) A d* 

où d{ est la dérivée partielle du polynôme 0(a a , .T 2 , x\...) par rapport à la 
variable #\ 

Le même argument que ci-dessus montre que si 0 G 5 (g*) G est G-invariant, 
0(fi) est (C/R + d^-fermée et basique. On en déduit la formule de transgression 
dans les éléments basiques de A: 

(23) 
d 

di 
Ø(Mt) = dA E 

i 
(u'ty(dt<i>№) . 
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Ceci montre que la classe de cohomologie de (/>(Qt) dans (Ab(lf{,dA) est in­
dépendante de t. En particulier, si UQ et UJI sont deux connections, ut = tui + 
(1 — t)u)Q est une famille de connections égale à u>0 au temps / = 0 et à u)\ au 
temps t = 1. Donc Ø(M1) = 0(fio) dans H{Aiaa). 

Par conséquent, l'application kw induit un homomorphisme indépendant du 
choix de CJ, appelé homomorphisme de Chern-Weil et noté VF, de S (g*) G dans 
l'algèbre d'homologie H(A\)as)' 

Nous dirons que u; est une connection différentiable si KU est continue pour 
la topologie de W°°(g). C'est le cas si et seulement si l'application xl \-> fi* se 
prolonge en un homomorphisme continu de G°°(g) dans A. Dans ce cas nous 
noterons encore /cw le morphisme continu de W°°(g) dans A qui prolonge et 
nous noterons encore 

«M (Ø) = 0 ( 0 ) 

si 0 G C°°(g). ^ 
La sous-algèbre des éléments horizontaux de W°°(g) est égale à G°°(g), et 

celle des éléments basiques à G°°(g) G . Tous les éléments de G°°(g) G sont annulés 
par dw. L'application K„ induit donc une application de G°°(g) G dans les élé­
ments basiques et fermés de A, et donc un homomorphisme Wu prolongeant 1' 
homomorphisme de Chern-Weil de C°°(g)G dans l'algèbre d'homologie H(A\ias). 
Cet homomorphisme est indépendant de la connection dans le sens suivant: 
soient cuo et u\ deux connections différentiables faisant partie d'une famille dif­
férentiable t \—• uot de sorte que la formule de transgression (23) ci-dessus reste 
valable. Alors W^cj) = W^cj) pour (j) G G°°(G) G et nous notons cette classe 
W{d>). 

L'exemple fondamental est celui d'un fibre principal P de base B où G opère 
à droite [15] [16] . On choisit une forme de connection eu G (^4 1 (P) (g) g ) G (une 
telle forme existe) et on a fi = du + |[<x>,̂ ] G (A2(P) ® g ) G . On dit que Q 
est la forme de courbure de la connection. Si (j> — ^ (x 1 , . . , x\ ..) G G°°(g), alors 
0(f2) G A(P) est donné par la formule de Taylor 

<j>(ù) = E 

I 

MI 

n 
W ) ( 0 ) , 

où I désigne un multi-indice I = (z 1 ? z 2 , 4 , ••)? ^ 7 = n^*S e t c •••• Cette 
somme est finie, puisque les formes Vt1 sont de degré extérieur 2. 

Soit p la projection de P sur B. On identifie par p* l'algèbre A(B) et l'al­
gèbre •4(P)bas- Si 0 est G-invariante, 0(Q) représente une classe W(</>) G # ( P ) 
indépendante du choix de la connection u. 

Ce qui précède se généralise à une situation équivariante (voir [7]). Soit L 
un groupe de Lie opérant à gauche dans P avec une action commutant à celle 
de G, et supposons de plus que LU soit L-invariante. La sous-algèbre «4^(1, P ) 
des éléments L-invariants de C°°(Ï)®A(P) est invariante par l'action de G et 
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des opérateurs t(PX) (X G g). Munie de la différentielle d1, c'est une G-algè­
bre (cela résulte immédiatement de ce que la dérivation i[ commute (au sens 
gradué) aux dérivations t(pX) (X G g)). On pose 

( 2 4 ) M1 = d1w + 1 
2 

[ω,ω] £AT(l,P)®g. 

On a donc 
£}j = Ω + μ, 

ou 
( 2 5 ) n = -t1(w) e r ® c ° ° ( P ) ® s. 
On dit que fi[ est la courbure équivariante de u> et que fi est le moment équiva­
riant de u [7]. Pour Y G I, µ(Y) = - E w ' ' ^ G C°°(P) <8> g. 

Si <j> = (f>(x\..,x\..) e C°°(g), alors ^(Q t) G . 4 f ( l , P ) est donnée par la 
formule de Taylor 

Ø (M1) = E 
7 

Q7 

J ! 
(DIØ) (µ), 

c'est-à-dire 

( 2 6 ) <Kft .UA') = E 
7 

ft7 

V II 
(ЭД( / . „ (Х) ) . 

Dans la suite, si X G t, nous écrivons ÎÎ(À') pour fi[(-X") = îî + n(X). On répète 
pour ce cas particulier les propriétés générales de l'application W^. 

Proposition 8 Soit P —> B un fibre principal de groupe G muni d'une connec­
tion UJ. Soit L un groupe de Lie opérant à gauche dans P et supposons que UJ 
soit L-invariante. Si (f) G G°°(g) G , la forme différentielle équivariante Wu{(j)) = Ø(M1) 

G A*i(l,B) associée à (j) par Vhom,omorphisme de Chern-Weil est une 
form,e différentielle équivariante fermée sur B. La classe de cohomologie de 
Wu,(j) représente une classe W{<j>) G WJ°(I, B) indépendante de la connection UJ. 

1.5 Classes caractéristiques. 

Nous utiliserons dans la suite l'iiomomorpliisme de Chern-Weil dans le cas de 
fibres vectoriels. Nous explicitons les formes équivariantes obtenues à l'aide de 
l'opérateur de courbure équivariante. 

Soit M une variété. On note AT* M le fibre d'algèbres extérieures du fibre 
cotangent. Si £ est un fibre vectoriel (réel ou complexe) sur M, on note T(M, £) 
l'espace des sections de £ et A(M,£) = T(M, AT*M (g) £) l'espace des formes 
différentielles sur M à valeurs dans £. Supposons £ de rang constant N. On 
note GL(7V) le groupe GL(iV,R) ou le groupe GL(iV, C) suivant le contexte. 
Soit P le fibre des repères de £. La fibre Pm de P au point m G M est l'espace 
des isomorphismes linéaires de RN (ou C^) avec £ m . Le groupe GL(iV) opère à 
droite sur P et P est un fibre principal sur M de groupe GL(iV). Notons r la 
représentation canonique de GL(N) dans RN ou C^. Le fibre vectoriel £ est le 
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fibre P XGL(JV) №n (si £ est réel) ou P XGL(JV) CN (si £ est complexe) associé à 
la représentation r. 

Soient L un groupe opérant sur M et 5 —• M un fibre vectoriel L-équivariant 
de rang JV sur la variété M. Soit JV le rang de £. Le groupe L opère à gauche 
sur GL(£) . Supposons 5 muni d'un opérateur de connection L-invariante V. 
Par définition, l'opérateur V est un opérateur différentiel sur A(M, £). Si U est 
un ouvert au-dessus duquel £ = U x E est trivial, alors l'opérateur V est égal 
à d + uu, où lui/ est une 1-forme sur U à valeurs dans End(E'). Les 1-formes 
de connection uju sur les ouverts de trivialisation U déterminent une forme de 
connection lj sur le fibre principal des repères P, comme expliqué par exemple 
dans [6], chapitre 1. 

Soit Ce{X) la dérivée de Lie de l'action de G sur A(M,£). On définit la 
courbure équivariante de V comme l'opérateur sur A(M, £) 

F(X) = (V - / . ( X M ) ) 2 + C£(X) pour X G l. 

On voit facilement que cet opérateur est donné par l'action sur A(M,£) 
d'un élément de A(M, End£) qu'on notera encore F(X). On écrit aussi 

F(X) = F + tl(X), 

Ho 
F = V 2 G ,4(M,Eiid£) 

est la courbure de la connection V et 

/ / (X) = C€{X) - (V/,(A'M) + / . ( I M ) V ) G r(Af,End^) 

est le moment de la connection V. Le rapport entre l'opérateur F(X) et la 
forme de courbure équivariante Q(X) de eu sur P définie en (24) est expliqué 
dans [6], chapitre 7. 

Si 0 est une fonction GL(iV)- invariante sur gi(Ar) et si X G (, on peut 
définir (j)(F(X)). En effet, si e.{ est un repère local de £ et le repère dual, alors 
F-(X) = (e^F(X)ei) est une matrice N x N h coefficients formes (locales) sur 
la base. Puisque (f) est invariante, 4>(F(X)) = (j>(F-(X)) est indépendante du 
repère local choisi et donc la forme (j>(F(X)) est une forme différentielle sur 
M. Elle est égale à la forme (/>(Q(X)) donnée par (26). Donc X i-> <t>{F{X)) est 
une forme équivariante fermée et sa classe de cohomologie ne dépend pas de V. 

On considère en particulier la fonction (j>{Y) — Tr(e y ), Y G gl(N). 

Définition 9 Si £ est un fibre vectoriel L-équivariant sur M muni d'une con­
nection L-invariante V de courbure équivariante F(X), on définit le caractère 
de Chern équivariant ch(£, V) par 

c h ( £ , V ) ( X ) = Tr(eFix)) pour X G l 
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La forme différentielle équivariante ch(£, V) est fermée et sa classe de cohomo-
logie équivariante notée ch(£) est indépendante du choix de la connection V. 
On notera que la convention de signe dans cet article diffère de [6]. Si M est un 
point, £ est un espace de représentation de L et ch(£)(X) = Tr^(expX) . 

Définition 10 Soit E un espace vectoriel réel. Notons J la fonction invariante 
par conjugaison sur End E définie par 

J(Y) = det 
sinh(y/2) 

Y/2 
pour Y e EndE. 

Définition 11 Si £ est un fi.br é vectoriel réel L-équivariant sur M muni d'une 
connection L'invariante V de courbure équivariante F(X), on définit le J-genre 
équivariant J(£, V) de (£, V) par 

J(£,V)(X) = J(F(X)) pour X G I-

Le J-genre équivariant est une forme différentielle équivariante fermée sur M 
et sa classe de cohomologie J(£) ne dépend que du fibre £. 

1.6 Algèbre de Weil et cohomologie équivariante. 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Soit B = B+ © B~ une algèbre 
graduée sur Z/2Z et supercommutative. Supposons que B soit munie d'une 
structure de AF-module au sens suivant. Si Ci est une base de F , on s'est donné 
des dérivations impaires /.(e,-) de B vérifiant les relations 

i(el)<(eJ) + '(ej),(ei) = 0. 

Un élément de connection pour / est un élément UJ = X^CJ^ G B ® V tel que 
i(ei)w

j = 6i. 

Lemme 12 Soit B une algèbre graduée surZ/2Z et supercommutative. Soient 
i\ et ¿2 deux structures de AV-modules sur B, commutant entre elles (c'est-à-
dire i-i(v)i.2(w) + t-2(w)t-i(v) = 0, pour tout v,w G V). Supposons qu'il existe un 
élément de connection UJ commun pour t{ et /2. Alors les deux structures i\ et 
¿2 de AV-m.od.ule sur B sont isomorphes. 

Démonstration. Soit u = Y^uj'e^ Les opérateurs impairs LU1 et i\(ej) — ¿2(^7) 
commutent. Considérons la dérivation 

0 = E 

i 
^(/l(e.-)-/-2(e.-)) 

de B. Elle est paire et nilpotente de sorte que 

(27) 6 = exp(fl) = l i a W ( / , ( e , ) - / 2 ( e t ) ) 
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est un automorphisme de B. On voit facilement que pour tout v G V: 

i.2(v)Q = ei1(v). 

En effet, il suffit de le vérifier pour un espace vectoriel V de dimension 1 où la 
vérification est aisée. 

Soit A une G-algèbre différentiable. On considère l'algèbre Ag* ® A . Les 
structures t\(X) = t\{X) + IA(X) et ¿ 2 ^ 0 = i\(X) commutent entre elles et 
ont l'élément de connection commun ujy = J2i ^x1 ® E{. On note 6 la dérivation 

e = YjnxitA{Ei). 

D'après le lemme 12 

0 = exp(6») = 1 1 ( 1 + T Ï ' ' * A № ) ) 

est un automorphisme de Ag* ® A et on a 

(28) / . A ( A ' ) e = e ( / . A ( X ) + / , A ( Ä ' ) ) . 

Il en résulte que O induit un isomorpliisme d'algèbres de (Ag* ® A)\mv (munie 
de la contraction totale i\ + i.A) sur la sous-algèbre A = 1 (G) A de Ag* (g) A. 
Notons r(a) G A la projection d'un élément a G Ag* (G) A sur la composante de 
degré extérieur 0. Alors, pour tout a G (Ag* ® A)hor, O(a) G A est égal à r(a). 

Définissons 

W°°(g, A) = W°°(g)®A = C°°(g)®(Ag* ® A). 

On considère sur >V°°(g,>l) la structure de G-algèbre obtenue par produit 
tensoriel (gradué) des structures de G-algèbres de W°°(g) et de A . En particulier 
VV°°(g, A) est muni de la différentielle dw + dA. On étend O en un automorphis­
me C°°(g)-linéaire de C o o (g )0 (Ag*0 A) — W°°(g, A). Comme ci-dessus, on voit 
que 0 induit un isomorpliisme de W°°(Q, A)HOR sur C°°(Q)®A et de W°°(g, A)HIIS 

sur Ag>(g) = (C°°(g)(2)A)G. L'isomorpliisme 6 coïncide sur W°°(g,A) h o i . = 
C,°°(g)(g)(Ag* ® A)hor avec la projection r sur la composante de degré extérieur 
0. 

Notons JA et cA les dérivations impaires de W°°(g, A) définies par 

JA = E 

i 

xi lA (Ei) et t'A = 
E 

i 

IIxi lA (Ei). 

Lemme 13 [24] Posons k = G(JVv + < / A ) 6 _ 1 . On a 

k = dw + à A ~ JA + cA = j + à + dA ~JA + cA. 
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Démonstration. D'après (28), on a iA(X) = Q(tA(X) + iA(X))e-\ Donc la 
dérivation k vérifie 

iA(X)k + kiA(X) = C(X) 

où C(X) est la représentation de g dans C°°(g)®(Ag*(g) A) produit tensoriel des 
représentations de G sur les trois facteurs. Il est facile de voir que l'opérateur 
k' = j + 6 + dA — JA + cA vérifie aussi 

lA(X)k' + k'i.x(X) = C(X). 

On voit donc que 

iJX)(k' - k) + (k1 - k)tA(X) = 0. 

Pour montrer que k — k!nous procédons par récurrence descendante sur le 
degré extérieur. Il suffit de montrer que k — k! pour tout a G C°°(g)®(Am a xg* 
® A). On calcule sans difficulté que 

ka = e(j + S + dA)a 

= e(j + dA)a 

= dAa + ja-jAa 

= h'a. 

Corollaire 14 [16] La projection r induit un isomorphisme de l'algèbre diffé­
rentielle (W°°(g, A)bas, dw + dA) sur Valgèbre différentielle ( ^ ^ ( g ) , ^ ) . 

Démonstration. Si a G C°°(g)<S>A, alors ka = dAa — j A a + (8 + cA)a. Mais 
(S + cA)a = Zi 7rxiC(Ei)a. Si a G ̂ ( g ) = (C°°(g)®A) G , alors (6 + cA)a = 0 
et ka = (dA — jA)a = dga. 

Remarque 15 Dans [16] le corollaire est donné sous sa forme algébrique. 
D'après [16] l'algèbre W(g) joue le rôle d'une algèbre de formes différentielles 
sur l'espace classifiant EQ. Lorsque A est la G-algèbre A(M) associée à l'action 
de G dans la variété M, le corollaire est lié à l'interprétation de la cohomologie 
équivariante comme cohomologie de l'espace EQ XG M. 

1.7 Action libre. 

Nous dirons que l'action de G dans une G-algèbre différentiable A est infinité-
simalement libre s'il existe une connection différentiable u G A (g) g. On note 
K£ l'homomorphisme d'algèbres de Frécliet de W°°(g,A) dans A qui prolonge 
l'application a® a \—y K/U!(a)a. C'est un morpliisme de G-algèbres différentielles. 
Donc ka

w envoie >V°°(g, A)h9S dans Ahas. 
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Considérons l'isomorphisme 0 " 1 de AQ(B) avec W°°(g, A)bas- Alors K£Q~1 

est un homomorphisme d'algèbres différentielles de AQ (g) dans A^AS et K , ^ 0 - 1 

est égal à l'identité sur la sous-algèbre A ^ C (Coc(g)®A)G. Explicitons K^Q'1. 
Soit Q = ^ QlEi la courbure de la connection UJ. Si a = 4> ® a G C°°(g) ® A, 
avec </> G C°°(g) et a G A, on a ^ ( a ) = </>(Q)a. Pour a G C°°(g)®A, on note 
/c^a = a(Q). Comme 0(f2) G Ahon o n v ° i t que, si a G C°°(g)(g)A, 

k A 
u> 

O-1 a = n 
i 

( Ι -<Λ Λ (£ , · ) ) (α (Ω) ) . 

Donc K ^ 0 1 a = h(a(M)) où /1 : A —• A/ l o r est l'opérateur de projection hori­
zontale (22) déterminé par UJ. 

Définition 16 On note l'opérateur de A™(g) —• Aias défini par 

Wu(a) = h(a(Q)). 

Comme Ww = ft^0_1, l'application Wu est un morphisme d'algèbres différen­
tielles, prolongeant l'application <p i—• </>(Q) définie pour <j> G C°°(g)G C Ag3 (g), 
et égal à l'identité sur A ^ C A™ (g). Nous dirons encore que c'est l'homomor-
phisme de Chern-Weil. 

L'application xl \—• xl + QL définit un automorphisme TQ de S (g*) ® A . On 
dit que TQ est la translation par Q. Nous supposons que cet automorphisme se 
prolonge en un automorphisme de C°°(g)(g)A Cette condition est vérifiée dans 
l'exemple de la section 1.4 d'un fibre principal P —• B de groupe G muni d'une 
action à gauche de L. En effet, on a C°°(g)®A = C°°(g x l, A(P))L et pour 
X G g ,y G l,j> G P , </> G C°°(g x l,A{P))L, on a 

( T ^ y - ^ y ) = 0 ( X + ^(y) ,y )p = E 
I 

n 7 

p I! 
d 

dx 
'<l>{X + lip{Y),Y))p. 

Théorème 17 Soit A une G-algèbre différentiable. On suppose que l'action de 
G dans A est munie d'une connexion UJ de courbure Vt et que la translation Tçi 
est définie surC°°(g)®A. Alors l'injection canonique de A\^ dans (C00(g)^A)G 

induit un isomorphisme en cohomologie de H(Ah^) surTÏQ(g^A). L'inverse est 
induit par Wu> 

Remarque 18 Ce résidtat est dû à H. Cartan [15][16] pour la cohomologie à 
coefficients polynomiaux. 

Démonstration. Ecrivons UJ = Y,UJ1 ® E{ la connection de la G-algèbre A . 
Considérons les deux structures i\(X) = LA(X)+I<A(X) et i2(X) = ^A(X) de Ag-
module sur Ag*® A . La connection UJ est commune aux deux structures. D'après 
le lemme 12, l'opérateur 0 ^ = IL (1 + ^ ^ A ( ^ Î ) ) vérifie &A(LA(X) + L A ( X ) ) = 
LA(X)OA. L'automorphisme 0 ^ de Ag*® A consiste à remplacer nx1 par TTX1+UJ1. 
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L'application QA induit donc un isomorphisme de (Ag* ® A)^OT avec Ag* (g) A^. 
Par prolongement C°°(g)-linéaire, 0 ^ se prolonge en un automorpliisme de 
>V°°(g,^4). Cet automorpliisme définit un isomorphisme de W°°(g,A)bas sur 
(C°°(g)é(Ag* ® AHOT))

G. 
Notons Q = J2t Q

L ® E{ G A & g la courbure de la connection u. On note 
encore QL l'opérateur de multiplication par QL sur A . Notons j& et cu les déri­
vations impaires de A) définies par 

jn = ¿2 Wla(Eì) et e» = E 
i 

u;1 Cc°°®a(Eì) 

où Cc<*>®a(X) désigne la dérivée de Lie de de l'action de G dans C°°(g) ® Ag*. 
On note C l'opérateur QA(dw + dA)Q~A sur W°°(g,A). 

Lemme 19 On a C = à\v + à A ~ jn + cu 
= j ~ jn + cu + dA + 6. 

Démonstration. Il suffit de démontrer que QA(dw + dA)a = (j — JQ + + 
dA + 6)QAa pour a parcourant un système de générateurs (au sens topologique) 
deW 0 0 (g ,A) . 

Pour a G A , la relation précédente est évidente. Pour 0 G C°°(g), nous 
avons: 

&A{dw + dA)(i) = eA6é 
= OA E 

i 
*хгС{Е>)ф) 

= E 
i 

{nx* +uL)C{Ei)(j) 

= δφ + οωφ 

ce qui démontre la relation désirée pour </> G C°°(g). 
Soit 7tx1 G g*. On a, en écrivant O^ = exp0A, 

&A(dw + d^TTx* = e ^ ' + ÓTT.T1") 

= xi + δ*χ* + θΑδπχ{ + \в\бжх* 

tandis que 

(j + 6 + dA - j Q + Cu,)6A7r.?: / = ( Ì + * + ^ - Ì Q + C w ) (7rX i +^) 

= x1' + Ò7rxi + dAJ - W + cu;7rxi 

= X1 + Ô7TX* - \{x\ [u,u]) + C^X\ 

Il est facile de vérifier sur les formules explicites pour ôttx1 que l'on a 0Aè7rxl — 
c^nx1 et d\bnx% = —(x\ [a;,a;]). Ceci achève la démonstration du lemme. 

Sur A l'opérateur OA est l'identité et C coïncide avec dA. 
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Considérons la graduation de W°°(g, A) induite par le degré extérieur: 

W°°(g ,A) # = 
dim g 
E 
<y=U 

C ° ° ( g ) ® ( A V ® y l ) . 

Décomposons C en somme d'opérateurs C, homogènes de degré i pour cette 
graduation. On a C = C_i + C 0 + C\ avec C_i = j — jçi, C0 = dA + cu et 
Ci = (5. 

Considérons enfin l'opérateur TQ de translation par Q sur C°°(g,A). Il 
consiste à remplacer x% par xl + Q\ L'opérateur TQ est un automorphisme 
de degré 0 et commute à l'action de G. 

Si a e W°°(g, A) = C°°(g)<g)(Ag* ® A), on note a(0) la valeur de a en 0, 
c'est un élément de Ag* ® A. On note apq la composante de degré extérieur 0 
de a. C'est un élément de C°°(Q)<8)A. Donc aWO) G A . 

Lemme 20 1. Soit D = TQ O C O TQ 1. Alors D est une différentielle G-inva­
riante sur W°°(g,i4). Elle vérifie tA(X)D + DiA(X) = C(X). 

2. On a D = D-i + D 0 + D\ où les D{ sont des opérateurs homogènes de 
degré i pour la graduation W°°(g,>l) # et D-\ = j , D0 = dA + c^. 

3. Sur A, Vopérateur D coïncide avec dA. L'application a \—• #[o](0) est 
un morphisme d'algèbres différentielles de (W°°(g, A), D) dans (A,dA) et on a 
KÏa = (TQeAa)[0](p). 

Démonstration. L'opérateur TQ commute aux opérateurs iA(X) car Q est 
horizontale. On obtient donc 1. 

Il est clair que TQ(J — JQ)TQ 1 = j . On vérifie sur les générateurs par un calcul 
analogue au précédent (utilisant la relation dAQ = [UJ,U]) que Tçi(cu + dA) = 
(cu> + dA)Tn. 

Enfin l'application TQQA consiste à substituer xl + QL à xl et nx* + à nx1. 
Donc (TQeAa)[0](0) = K * a . 

La sous-algèbre (C°°(g)(S)(Ag*(g)Ahor))G est donc stable par D. Comme algè­
bre différentielle, elle est isomorphe à (W°°(g, A ) ^ , dw + dA) par l'application 
TQQA. Le théorème 17 est donc équivalent à la proposition suivante: 

Proposition 21 Soit D = TnQA(dw + dA)QATn

l. L'injection 

A b a s -+(C°°(g)®(Ag*® Ahor))
G 

induit un isomorphisme de H (Abas) sur l(l cohomologie de ((C°°(g)(g)(Ag* ® 
Ahor))

G,D). 

Démonstration. Considérons l'algèbre différentielle ((W°°(g)(g)A),D). Nous 
utiliserons le lemme de Poincaré. 
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Soit V l'espace vectoriel IR N . L'espace C°°(V) (g) AV* est l'espace des formes 
différentielles dans V. On note xl les fonctions coordonnées et ez- la base cano­
nique. On note jy la dérivation de degré —1 définie par jy — £#V(e,-). Notons 
C°°(V)o le sous-espace des fonctions nulles en 0. Le complexe 

R'(V) : … 
iv C°°(V) <g> V* iv C00 (V) 0 

contient le sous-complexe 

Rl(V) : … JV C°°{V)®V* JV C°°(V)o 0. 

Le groupe GL(V) opère dans le complexe R*(V) en commutant à jy. Le 
complexe RQ(V) est exact. En fait, il existe une homotopie h de degré 1 de 
Rl(V) telle que l'on ait hjy + jyh = I dans RQ(V) qui est de plus GL(V)-in-
variante. Nous la décrivons ci-dessous. 

On définit un opérateur Ty de degré 0 dans le complexe Rl(V) en posant 
Tv(fdxil...dxir) = gdxil...dxir, où g(x) = JQ f(tx)trld,t. Cela a un sens, 
car si p = 0, on a / ( 0 ) = 0 par hypothèse. Soit dv la différentielle de de 
Rham dans R*(V). Soit £ v la dérivation d'Euler dans R*(V) par rapport à 
l'ensemble des variables xl et dx\ Donc £y — [dy,jy] = dyjy + jydy. On sait 
que £y est inversible dans /?J(V), d'inverse Ty. Les opérateurs dy, jy, Zy, et 
Ty commutent à l'action de GL(V). Les opérateurs £y et Ty commutent avec 
jy et dy. On pose 

hy = Tydy. 

On a hy = 0 et 
hyjy +jyhv = I 

sur R,Q(V). L'opérateur hy est une homotopie du complexe R*0(V), commutant 
à l'action de GL(V). 

Nous démontrons maintenant la proposition. Considérons 

W°°(0,A)- = (C°°(0)®A-0*)®A = R*(Q)®A. 

On a j = j Q ® / . Considérons W^(g, A)* = Rl(g)<8>A et /i = /i 0 ® 7. Comme A 
est graduée sur Z/2Z, les espaces W 0 0 (g ,A) et Wo°(g, A) ont une graduation 
totale sur Z/2Z. L'opérateur //, est un opérateur homogène de degré 1 pour la 
graduation extérieure. Il est donc impair pour la graduation totale. Il commute 
à l'action de G et commute (au sens gradué) aux opérateurs impairs LA{X)'-
htA(X) + LA(X)h = 0. Les opérateurs h et j vérifient hj+jh = I sur W ^ g , A). 

Soit D = j + Do + D\. D'après le lemme 20, l'opérateur DQ = dA + 
Y,Ì(JO%CC°°®A(EÌ) laisse stable W£°(g,A) car les opérateurs CC°°<S>A(EÌ) préser­
vent le sous-espace des fonctions sur g s'annulant en 0. Comme j(W°°(g ,A)) 
est contenu dans W£°(g,A), le sous-espace W£°(g ,A) # est stable par D = 
j + D0 + DI. Soit N = (Di + D0)h + h(Di + D0). C'est un opérateur pair (pour 
la graduation totale) qui commute à l'action de G. On a Dh + JiD = I + N sur 
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W£°(g,A). Comme D2 = 0, on voit que TV commute à D. De même, TV com­
mute à h. L'opérateur TV est un opérateur nilpotent, car somme d'opérateurs 
homogènes de degré strictement positif pour la graduation extérieure. Comme 
(Di + DQ)LA(X) + LA(X)(D\ + DQ) = C(X), et comme h commute à G, l'opé­
rateur TV vérifie [LA(X), TV] = 0 et TV laisse stable le sous-espace Wo°(g, AhOT)

G. 
L'opérateur / + TV est inversible dans W£°(g, A), d'inverse 1 — TV + TV2 H .S i 
on note k l'endomorphisme de W£°(g, A) défini par la formule k — ( J + TV) _ 1/i, 
on a kD + Dk = / . La cohomologie de (W£°(g, A),D) est donc nulle. De même, 
comme k préserve le sous-espace W^ 5 C(g,A/ l o r) , la cohomologie de ce sous-
espace est nulle. D'après le lemme 20, l'application a i—• #[o](0) est un morphis-
me d'algèbres différentielles de (W°°(g, A), D) dans (A, dA). Soit a G W°°(g, A) 
un élément fermé pour D. Donc ¡3 = a — <2[o](0) est un élément fermé de 
V V ^ g , ^ ) . C'est donc un bord. On voit donc que l'application a a[0](0) 
induit un isomorphisme en cohomologie. Ceci termine la démonstration de la 
proposition 21 et du théorème 17. 

1.8 Actions principales et espaces homogènes. 

Soit P une variété munie d'une action à droite d'un groupe de Lie TV. (Bien 
entendu, toute variété munie d'une action à gauche peut être considérée comme 
munie de l'action à droite x · g = g'1 · .r, pour x G P, g G TV). On dira que 
l'action de TV est principale si l'espace des orbites P/N est une variété C°° et si 
l'application quotient q : P —> P/N est une fibration principale de groupe TV. 

Soit G un groupe de Lie et soit TV un sous-groupe distingué de G. Soit P 
une variété munie d'une action à droite de G. Supposons que l'action du sous-
groupe TV soit principale. La variété P/N est donc munie d'une action à droite 
du groupe G/TV. 

Théorème 22 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé 
distingué de G. Soit P une variété munie d'une action à droite de G telle que 
Vaction du sous-groupe TV soit principale. Supposons qu'il existe une connection 
G-invariante pour la fibration q : P —• P/N. Alors l'application 

q*:A%/N(Q/n,P/N)^A%(g,P) 

induit un isomorphisme 

9* ••H%/Mri,P/N) ^H%(g,P). 

Démonstration. Considérons d'abord le cas particulier suivant. Soient L et 
G deux groupes de Lie. Soit q : P —• B un fibre principal de groupe G. Nous 
supposons que L opère à gauche dans P avec une action commutant à celle de 
G et nous supposons qu'il existe une connection tu pour la fibration q qui soit L-
invariante. L'espace quotient B = P/G est donc muni d'une action de L. Nous 
sommes dans la situation décrite en 1.4. Considérons (A,dA) = (^4^(1, P ) , d{). 
Munie de l'action de G sur P et des opérateurs t(pX),X G g et de la connection 
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UJ, c'est une G-algèbre infini tésimalement libre. Le sous-espace des éléments G-
basiques de A s'identifie à Af{l,B) par l'application q*. Considérons 

C°°(Q)®A = C~(g)<8>C°°([, A{P))L. 

L'espace Ag>(g) = (C°°(g)®A)G est isomorphe à l'espace ^ ^ ( g x l,P) et la 
différentielle dA - Lq = dp - i\ - tQ est la différentielle d 0 X |. Les hypothèses du 
théorème 1 7 sont vérifiées et l'application 

5* : « ? ( [ , £ > ) - W r x o O x f l . * ' ) 

est un isomorphisme. 
Montrons maintenant que nous pouvons nous ramener à ce cas particu­

lier. Soit P une G-variété telle que le sous-groupe distingué N de G agisse de 
manière principale. Soit q : P —> P/N l'application quotient. Notons L le groupe 
quotient G/N. Considérons la variété L x P. Munissons la de l'action à droite 
diagonale de G: (u,x) · g = {ug,xg) pour g G G, u G L et x G P et de l'action 
à gauche de L\ u0 · (u,x) = (u0u, x). Il est facile de voir que l'action de G est 
principale. La variété quotient par l'action de G est isomorphe à la variété P/N 
par l'application qG(u,x) —» q(x). u-1· De plus la fibration qG : L x P —> P/N 
admet une connection G-invariante. En effet le fibre tangent horizontal HP pour 
la fibration q : P P /N ( déterminé par la connection), considéré comme sous-
fibré du fibre tangent T(L x P) k L x P, est un supplémentaire L x G-invariant 
au sous-espace engendré par les vecteurs tangents aux G-orbites dans L x P. 
D'après le cas précédent (appliqué à la variété L x P ) , on sait que qG induit un 
isomorphisme 

q*G:HT(l,P/N) n?xG(lxB,LxP). 

Il est clair que l'action de L sur L x P est libre et admet une connection G x L 
invariante. La projection qi : L x P —• P induit un isomorphisme 

q*L : H
00

G (g, P) nrxG(ixg,LxP). 

Considérons le sous-groupe A(G) = {(<7, g); g G G} de L x G et son action à 
gauche (g,g) · (u,x) = (jjug~l,xg~l) sur LxP. Soit eL l'identité de L. On note 
rP(x) = (ex, x) l'injection de P dans L x P. La sous-variété (e^, P ) de L x P est 
stable par A(G). Considérons l'application r*P : HfxG(lx g, LxP) -+ H^(g,P) 
obtenue par composition des restrictions successives 

nfxG(lx0, LxP) nt(G)(9,LxP) w ~ ( g , P ) . 

On voit facilement que r*Pq*L = I. Donc r*P est l'isomorphisme inverse de ql 
(c'est l'homomorphisme W„ de la définition 1 6 dans le cas d'une connection de 
courbure nulle). Le composé r*pq*G : '^ /^(g/n , P/N) —• HG (g, P ) coïncide avec 
g* et nous obtenons notre théorème. 
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Soit UJ la connection G-invariante pour la fibration q : P —> P/N. Nous 
explicitons un morphisme d'algèbres différentielles 

Wu:(A%(g,P),dt) (A%/N(g/n,P/N),dg/n) 

inverse à gauche de q*. 
Soit X G 0. On appellera encore fi(X) = —uj(pX) G C°°(P) (g) n le moment 

de X. Si Y G n, /i(Y) = - Y . Soit M(X) = / / (X) + Q G -4(P) ® n. On appellera 
Q(X) la courbure équivariante de tu. Si X e 0, alors X + Q(X) G .A(P) ® 0, 
et on voit que X + £2(X) ne dépend que de la projection de X G 0 dans 0/n. 
La connection u; définit un projecteur h sur l'espace des formes iV-horizontales. 
Définissons pour a G AG(Q,A(P)), X G i = 0/n image de A" G 0, 

Wu(a)(X) = h(a(X + Q(X))). 

Comme iV est distingué, N agit trivialement sur 0/n. Par iV-invariance 
on voit donc que a(X + M(X)) G ^ ( P ) " et h(a(X + tt(X))) G A(P/N). 
Donc Wu,(of) est un élément de C°°(0/n, A(P/N)) et de plus est G/iV-invariant. 
L'application W w est donc une application de .4£? (0 ,P) dans AQ/N(ç)/n, P/N). 
C'est une généralisation de l'homomorphisme de Chern-Weil de la définition 16 
(qui correspond au cas où 0 = n et A(P) = A). 

Lemme 23 L'application Ww : . 4^ (0 , P ) —> AQ/N{Q/XI,P/N) est un morphis­
me d'algèbres différentielles. De plus, si ß G AQ/N(Q/T\, P/N), alors 

W„q*ß = ß . 

Démonstration. L'assertion Wuq* = I est évidente. Montrons que Ww est 
un morphisme d'algèbres différentielles. Commençons par le cas produit. Soit 
P —> B un fibre principal de groupe G sur lequel le groupe de Lie L opère 
à gauche. On peut alors exprimer l'application Wu grâce au morphisme KA

W 

de la section précédente. En effet soit (A,dA) = (*4i(l, P ) , d[). La connection 
UJ détermine un homomorphisme /cw : W°°(0) —* AL(^P)- L'homomorphisme Kw O I : 

W ° ° ( 0 ) ® ^ i ( [ , P ) -» AL(l,P)®AL(l,P) suivi de l'application 

AL(1,P)®AL&P) AL&P) 

obtenue par restriction à la diagonale est l'application K£ : W°°(Q^A) —• A 
dans le cas particulier où A = AL{}>, P ) . L'algèbre différentielle AQXL(Q X l, P ) 
est isomorphe à W°°(0, A)basG par l'application 0 ^ . Notons F U = tf^O^1. C'est 
un morphisme d'algèbres différentielles 

Fu:A%xL(Bxl,P) •̂ Z?(ï? P)basG 
= ^ ? ( I , P / G ) . 

On a vu que Fw— Wu. 
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Considérons maintenant la situation générale d'une fibration q : P —• P/N. 
Soit L — G/N. Considérons la L x G-variété L x P et la G-algèbre différentielle 
(A,dA) = (A?(l,L x P) ,d c ) . Alors A%(g) = A%xL(g X l,L X P). Soit d; la 
connection G x L-invariante pour la fibration qo : L x P —• P/N dont l'espace 
horizontal coïncide avec HP. Notons Ù G A (g) G la courbure équivariante de ô). 
Alors 

^ : ^ x £ ( l ) x [ , L x P ) Af (o/n, P/N) 

est un morphisme d'algèbres différentielles. 
Soit a G (C ,00(G)(8)W42 :)(i, L x P ) ) G . Le morphisme WQ consiste à calculer 

a(Û) G A*i(l,L x P ) puis à projeter sur l'espace des formes horizontales 
pour l'action de G. Comme (e¿ ,P) s'envoie surjectivement sur (L x P ) / G , 
une forme basique est déterminée par sa restriction à (e¿ ,P) . Cette restric­
tion est horizontale pour l'action de N. On a donc W^a = h(a(Ù)\P). Il suffit 
maintenant de montrer que Û\P G AL(1, P ) ® g coïncide avec l'application 
X G g/n K-> iî(JY) + JY définie précédemment. Il est clair que la restriction 
de ü à P est a;. Calculons pour Y G I l'élément ¿>(F¿)|P G G°°(P) ® g. Si 
X G g est un représentant de F , le champ produit par l'action à droite dia­
gonale de G sur L x P coïncide sur la sous-variété (e¿ ,P) avec (—Yi,pX). 
Par définition û(-YL,PX) = X. On obtient donc -v(YL)\P = X + fi(X) et 
Û(Y)\P = X + Q(X). 

Nous montrons maintenant comment le théorème précédent nous permet de 
calculer la cohomologie d'espaces induits. 

Soit G —» G/H un espace homogène. Considérons une H-variété M. Le 
groupe H opère librement à droite dans G x M par (g, m) · h = (gh,h~lm) 
tandis que G opère à gauche. L'espace GXJJM des //"-orbites est appelé l'espace 
induit (de H à G) de M. Il est muni d'une action de G à gauche. On note m] 
la classe de (g, m) dans G x // M. 

Soit e l'identité de G. La sous-variété M se j>longe dans G x # M par m I-> 
(e,m). C'est une sous-variété //"-invariante de G x# M. Les applications de 
restriction successives *4£?(g,G xH M) —• . 4 ^ ( 1 ) , G x# M) -» A#(f),M) sont 
bien définies. On note 

E:A%(B,GXBM) Am, M) 

l'application composée. C'est un morphisme d'algèbres différentielles. 
Nous dirons que G/H est un espace homogène réductif si la fibration H-

principale G —• G/H admet une connection G-invariante. En d'autres termes, si 
i) est l'algèbre de Lie de H, il existe un sous-espace supplémentaire //"-invariant 
r de f) dans g. 

Théorème 24 Supposons que Vespace homogène G G/H soit réductif. Alors 
Vapplication E induit un isomorph,ism,e de 'HQ(Q,G X # M) sur 7Y#(f),M). 
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Démonstration. La connection u pour la fibration G —• G/H définit une 
connection G x //"-invariante pour la fibration qH : G x M —• G XH M. D'après 
le théorème 17, q*H induit un isomorphisme en cohomologie 

q*H:H%(g,GxHM) H G

M

x „ ( g x f , , G x M ) . 

Considérons l'action à gauche de G sur G x M. La variété quotient est la 
variété M. L'action de G sur G x M est libre et la fibration qG : G x M —• M 
est munie d'une connection G x if-invariante. L'application OQ induit donc 
un isomorphisme de W^(f),M) sur 'HQXH{Q x f ) , G x M ) . Considérons le sous-
groupe diagonal A( i J ) = {(/ i , h)} de G x H. Soit e l'identité de G. La sous-va­
riété (e ,M) est une sous-variété invariante de G x M sous l'action de A( i î ) . 
Notons TM l'injection ainsi obtenue. L'application de restriction r*M : T~LGXH{Q X 

f | , G x M) —* Tiff (ï),M) obtenue par composition successive des applications 
de restriction H%xH(g x (),G x M) -> H%(H)%G x M) —» Wg%M) vérifie 
RMAG — I- Donc r*M = OQ~1 et r^ry^ coïncide avec l'application E. 

Soit c«; G .A1 (G) (g) f) la forme de connection de la fibration principale G —• 
G/H. La forme 0 1 détermine une forme de connection pour la fibration 
^/"-principale G x M —> G x # M. Considérons le morphisme d'algèbres diffé­
rentielles Wu : -4GX^(0 x *),g X M ) - > ^ G ( 9 ^ G *H M). On note encore 

^ . ^ ( ( ) , M ) A%(g,GxHM) 

l'application Wu restreinte à la sous-algèbre A^H),M) de AQXH(Q x ^ C x M) . 
On a EW^ = 1. Donc l'application W w donne une formule pour l'inverse de 
l'application de restriction E. 

Nous l'explicitons un peu plus. On identifie les formes sur G x # M aux 
formes basiques sur G x M. Si a G A(G x M) , on a a(e) G Ag* 0 *4(Af). 

Si a G AH%M), alors l'élément M^o' G Ac(d,G XH M) est déterminée 
par (Wua)(e) G C°°(g, (Ag* 0 A(M))hor„)H. 

Soit g = f) 0 r la décomposition //"-invariante donnée de g. La forme LU G 
^ ( G ) 0 i) est déterminée par sa valeur en e. C'est l'élément LU G g* 0 1) tel que 
Ô)(X) = pr^X où p \ \ est la projection de g sur \) parallèlement à r. On écrit 
û = Ytiù)1 0 Ei, où E{ est une base de i). Soit Q G ^4 2(G) 0 ï) la courbure de 
CJ. Elle est déterminée par sa valeur en e. C'est l'élément Ù G (A 2(g/ï))* 0 f))^ 
donné par la formule 

â(x,Y) = [Û,(X)MY)]-Ù([X,Y]) 

pour tout X G g et Y G g. 
Le moment // G g* 0 C°°(G/H) 0 f) est déterminé par sa restriction fi à 

^ = e et on a 
/ I (À') = À ( X ) 

pour tout X G g. 
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La courbure équivariante de u> est déterminée par sa restriction en e et on a 

Q(X) = û(X) + Ù. 

C'est un élément pair de A(g/f))* (g) t). Si a G C°°(t))®A{M) et X G g, on a 
a (Ô(X)) G A(g/lj)* ® -4(M) et 

( W » W ( e ) = n ( 1 - ^ ( ( ^ ) M ) ) « № ) ) . 

Si M est un point, c'est un cas particulier (pour la fibration ^-principale 
G —> G/H) de l'homomorphisme de Chern-Weil équivariant 

Wu : C°°(l))H A00

G (g,G/H) 

défini dans la proposition 8 par 

{W^){X) = 0 ( î l (X) ) . 

2 Méthode de descente. 

2.1 Groupes presque algébriques. 

Nous aurons besoin d'une classe de groupes de Lie réels qui ne soit pas trop éloi­
gnée de celle des groupes de Lie algébriques et qui contienne leurs revêtements 
(en fait les revêtements d'ordre 2 suffiraient). 

Définition 25 Un groupe presque algébrique est la donnée d'un groupe de Lie 
réel séparable G, d'un espace vectoriel réel V de dimension finie et d'un mor~ 
phisme de groupes de Lie j de G dans le groupe GL(V) vérifiant les conditions 
suivantes: le noyau kev j de j est un sous-groupe discret et central de G, et 
l'image j (G) de j est un sous-groupe ouvert (pour la topologie ordinaire) de son 
adhérence de Zariski dans GL(V). 

Soit ( G , j , V) un groupe presque algébrique. En général, les notions qui 
suivent dépendent assez peu du choix de la représentation linéaire localement 
fidèle j de G, de sorte que nous parlerons quelques fois du groupe presque 
algébrique G, sans citer explicitement j et V. 

On notera G l'adhérence de Zariski de j(G) dans GL(V). On identifie grâce 
à j l'algèbre de Lie g de G et celle de G. C'est une sous-algèbre de Lie algébrique 
de fll(V). Un élément X G Ql(V) est dit nilpotent si c'est un endomorphisme 
nilpotent de V. Il est dit hyperbolique s'il existe une base de V formée de 
vecteurs propres de X. Il est dit elliptique s'il existe une base de V ® C formée 
de vecteurs propres de X avec valeurs propres imaginaires pures. Comme g est 
contenue dans fl^V), ces définitions s'appliquent en particulier aux éléments 
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X de g. Tout élément X de gl(V) s'écrit de manière unique sous la forme 
X = S + H + N,oùS est elliptique, H hyperbolique et N nilpotent, et où les 
éléments 5 , H et N commutent deux à deux. On posera S = S(X), H — H(X) 
et N = N(X). Comme g est algébrique, si X € g, on a S(X) G g, H(X) G g et 
N(X) G g. 

On notera ge// l'ensemble des éléments elliptiques de g. 

Les définitions correspondantes pour le groupe GL(V) sont les suivantes. 
Soit g G GL(V). Alors g est unipotent si g — 1 est nilpotent, positivement 
hyperbolique s'il admet une base de vecteurs propres dans V avec des valeurs 
propres > 0 , elliptique s'il admet une base de vecteurs propres dans V ® C avec 
des valeurs propres de module 1. Un élément g G GL(V r) s'écrit de manière 
unique sous la forme g = shu, où s est elliptique, h positivement hyperbolique 
et u unipotent, et où les éléments s, h et u commutent deux à deux. On pose 
s = s(g), h = h(g) et u = u{g). Notons la propriété suivante: 

Lemme 26 Si s est une transformation elliptique de V, alors dety(l — s) est 
un nombre réel positif ou nul. 

Démonstration. En effet, les valeurs propres différentes de 1 possibles de s 
sont soit —1 et l'on a 1 - ( - 1 ) = 2 > 0, soit des paires conjuguées // et /7, et 
l'on a (1 - fi)(l - fi) > 0. 

Soit a un nombre réel > 0. On note gl(V)A l'ensemble des éléments X G 
gi(V) tels que la partie imaginaire Im(À) de toute valeur propre À de X dans 
V vérifie | Im(À)| < a. Pour toute sous-algèbre de Lie ï) de gt(V) on pose fja = 
gl(^)a N i). Si H est un groupe de Lie d'algèbre de Lie f), on pose Ha = exp(f)„). 

Lemme 27 Soient b et c deux nombres réels tels que Von ait 0 < b < c. Il 
existe une fonction 0 G C°°(g) G qui est égale à 1 dans ç\b et à 0 en dehors de 
gc. 

Démonstration. Il suffit d'établir cette assertion lorsque g = g[(n,IR). Nous 
employons la méthode décrite p.60 de [28]. Pour (//«i, u2l · · ·, un) G M n, on note 
s{u>i,u2, · · ·, un) G g la matrice 

s(uuu2ì--,uu) = 

0 0 ··· 0 (-Dn-lun 

1 0 ·•· 0 ( - i r - 2 u n - . 
0 1 ··· 

0 0 ··· 0 - " 2 

0 0 ··· 1 u1 

et s l'espace 5'(!Rn). Pour tout r > 0 on pose sr = g,, fl s. On choisit une 
fonction 7 G C°°(s) qui vaut 1 dans Si et qui est nulle en dehors de sc. Notons 
Pi les coefficients du polynôme caractéristique, de sorte que l'on a det(z — X) = 
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^2i(—l)tPi(X)zn~l. On a />,-(S(Î/.I,Ï/2, · · · , M N ) ) = u% pour tout i. On définit une 
fonction différentiable sur g, invariante par conjugaison, en posant 0(X) = 
y(s(pi(X),p2(X), · · • ,pn(X))), et 9 j^rolonge 7. Soit r > 0 et soit X G g. Les 
matrices X et s(pi(X),p2(X), · · · ,pn(X)) ont même polynôme caractéristique 
et on a X G gr si et seulement si ^ ( / ^ ( X ) , ^ ^ ) , · * * >Pn(-Y)) £ s r . La fonction 
0 convient donc. 

Remarque 28 On peut déduire aussi le lemme 27 du corollaire 2.3.2 de Bou-
aziz [13]. 

Supposons a G]0,n]. On sait que l'application exponentielle de i) dans H est 
régulière dans t)a. Donc Ha est ouvert dans H. S'il existe un homomorphisme 
de H dans GL(V) dont la différentielle en 1 est l'injection de i) dans Ql(V), c'est 
un difféomorphisme de f)rt sur H(l. En particulier, l'application exponentielle est 
un difféomorphisme de Q(1 sur l'ouvert Ga de G, et sur l'ouvert j(G)a de j(G). 
Il en résulte que j induit un difféomorphisme de Ga sur j(G)a. 

Remarque 29 Même si H est un sous-groupe algébrique connexe de GL(V), 
on n'a pas nécessairement Ha = H fl GL(V)a. Donnons un exemple. Soit 
a G]0,7r]. Soit n un entier tel que a > ^ . Soit H le sous-groupe de GL(C 2 ) Ç 
GL(R 4 ) formé des matrices diagonales (M, t)) où u et v sont des nombres com­
plexes de modules 1 vérifiant l'équation un = v. Le groupe Ha est formé des 
(eil, eint) avec -a < nt < a. Le groupe HnGL(R4)(l contient l'élément (e2i*/n, 1), 
mais celui-ci n'appartient pas à Ha. 

Soit a > 0. Soit X G g. Alors appartient X à g(l si et seulement s'il en 
est de même de S(X). Donc ga contient l'ensemble des éléments nilpotents et 
hyperboliques de g. 

Nous poserons geU}(l = g e / / n g„. 

Lemme 30 Soit a G]0,7r]. 
Soit g G j(G). On a s(g) ej(G), h(g) G j(G) et u(g) G j(G). 
L'ensemble j (G) a est égal à V ensemble des g G j(G) tels que l'on ait s(g) = 

es où S G ge//,«. 
Soit X G g« et soit g = ex. On a s(g) = es(<x\ h(g) = e H ^ et u(g) = eN(<x\ 
L'ensemble j(G)a contient Vensemble des éléments unipotents et positive­

ment hyperboliques de j(G). 
L'exponentielle est une Injection de l'ensemble des éléments nilpotents (resp. 

hyperboliques) de g sur Vensemble des éléments unipotents (resp. positivement 
hyperboliques) de j(G). 

Démonstration. Comme G est algébrique, on a s (g) G G, h(g) G G et 
u(g) G G. D'après ce qu'on vient de rappeler, les éléments h(g) et u(g) sont 
dans exp(g), et donc dans j(G). Le lemme en résulte. 
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On considère maintenant le groupe G. Un élément g £ G est dit unipotent 
s'il est de la forme g = eN avec N nilpotent dans g, positivement hyperbolique 
s'il est de la forme g = eH avec H hyperbolique dans g et elliptique si j{g) 
est un élément elliptique de GL(V). On notera qu'un élément de g G G est 
elliptique si et seulement si j(g) est contenu dans un sous-groupe compact de 
GL(V). On notera Geu l'ensemble des éléments elliptiques de G. 

Lemme 31 Soit g G G. Alors g s'écrit de manière unique sous la forme g = 
shu, où s est elliptique, h positivement hyperbolique et u unipotent, et où les 
éléments s, h et u commutent deux à deux. 

Démonstration. On écrit j(g) = s'eHeN où H est un élément hyperbolique 
de g, N est un élément nilpotent de g, et s' un élément elliptique de j(G) 
(c'est possible d'après le lemme qui précède). On définit un élément s dans G 
par la formule g = seHeN. Comme j(s) = s', s est elliptique. Par définition 
d'un groupe presque algébrique, le noyau de j est central dans G et opère donc 
trivialement dans g. On a donc Ad(s)H = Ad(s')H. On a seHs~l = e

A d ^ H = 
eAd(s')H _ eH j)e même5 on a s e ^ - 1 = eNm 

Si g appartient à G, on écrira g = s(g)h(g)u(g) la décomposition du lemme 
précédent. 

Nous résumons ce qui précède dans un lemme. 

Lemme 32 Soit a G]0,7r]. Alors Ga est ouvert dans G. L'application exponen­
tielle est un difféomorphisme de ga sur Ga. L'ensemble Ga est égal ci l'ensemble 
des g G G tels que l'on ait s(g) = es où S G ge//,a-

Soit X G fla. Soit g = ex. On a s(g) = es^x\ h(g) = eHW et u(g) = eN^x\ 

Définition 33 Soit H un sous-groupe fermé de G. On dit que c'est un sous-
groupe presque algébrique si j(H) est ouvert (pour la topologie ordinaire) dans 
son adhérence de Zariski dans GL(V). 

Le triplet (i ï , , V) est alors un groupe presque algébrique. L'algèbre de Lie f) 
de H est une sous-algèbre algébrique de g. Si g G H, on a s(g) G H, h(g) G H 
et u(g) G H. 

Pour g G G, on note G(g) le centralisateur de g dans G et g(g) l'algèbre de 
Lie de G(g). De même, pour X G g, on note G(X) le centralisateur de X dans 
G et g(X) l'algèbre de Lie de G(X). 

Pour tout g G G, le sous-groupe G(g) de G est un sous-groupe presque algé­
brique de G. En effet, le sous-groupe G(j(g)) de G est algébrique. Les groupes 
G(g) et G(j(g)) ont la même algèbre de Lie g(g), égale au noyau de Ad(g) — 1 
dans g. Donc j(G(g)) est ouvert dans G(j(g)). 

De même, si X G g, le sous-groupe G(X) de G est presque algébrique. 

38 



COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE ET DESCENTE 

Définition 34 Soit (G\j',V') un autre groupe presque algébrique. Un homo-
morphisme (f) : G' —• G est presque algébrique s'il existe un homomorphisme de 
groupes algébriques <j> de V adhérence de Zariski de j(G') dans l'adhérence de 
Zariski de j(G) tel que j(j) = </>f. 

2.2 Bottes de fonctions invariantes. 

Dans ce paragraphe on fixe un groupe presque algébrique G. 

Définition 35 Un ouvert W de G est dit G—elliptique (ou simplement ellip­
tique s'il n'y a pas de risque de confusion) s'il est invariant par l'action adjointe 
de G, et si, pour tout g G G, on a g E W si et seulement si s(g) G W . 

Un ouvert V de g est dit G—elliptique (ou simplement elliptique s'il n'y a 
pas de risque de confusion) s'il est invariant par l'action adjointe de G, et si, 
pour tout X G 0, on a X G V si et seul.em.ent si S(X) G V. 

Les ouverts elliptiques forment une topologie sur G (resp. sur g), dite topo­
logie elliptique. Si G est compact, alors Geu = G (resp. ge// = g) et un ouvert 
elliptique de G (resp. de g) est simplement un ouvert de G (resp. de g) pour 
la topologie ordinaire qui de plus est G-invariant. Par contre, si G est un sous-
groupe unipotent (ou plus généralement résoluble déployé) de GL(V), les seuls 
ouverts elliptiques sont l'ensemble vide et l'espace total. 

Nous allons décrire une base de la topologie elliptique. Introduisons quelques 
notations. Soit s G Geu. L'action adjointe de s dans l'algèbre de Lie g est semi-
simple. On a la décomposition G (s)-invariante 

(29) 0 = g(«) © q(«), 

avec 
g(s) = {Xeg,sX = X}, et q(s) = (1 - s)g. 

De même, si S G g est elliptique ou a 

( 3 0 ) g = g(S) © q ( 5 ) , 

avec 
g(S) = {X£S,[S,X]=0}, et q ( 5 ) = [5,g] . 

Si z est un nombre complexe non nul, on note Avg(z) la détermination de 
son argument comprise dans l'intervalle ] — 7r, 7r]. On notera 

6 ' ( S ) = m f ( | A r g ( / , , ) U ) 

où Hi parcourt l'ensemble des valeurs propres de Ad(s)q(sy Comme Ad{s) est 
elliptique, tous les //; sont des nombres complexes de module 1, //,· / 1. Donc 
e\s) G]0,TT]. 
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Lemme 36 Soit s G GeU. Soit a G]0, e'(,s)]. On a de t q ( a ) ( l - Ad(sh)) > 0 pour 
tout h G G(s)a. 

Démonstration. On peut supposer que q(s) est non nul. Le nombre det q( é.)(l — 
Ad(s)) est non nul, donc strictement positif d'après le lemme 26. Comme h et s 
commutent, et comme h G G(s ) a , on voit que les valeurs propres de Ad(sh) dans 
q(s) sont toutes différentes de 1. Comme G(s)a est connexe, on a det q( 6.)(l — 
Ad(sh)) > 0 pour tout h G G(s)(l. 

Nous posons 
e(s) = 1 

2 
illf 
i = j 

A R G T A . A ' 1 ) ! , * 

où À,- parcourt l'ensemble des valeurs propres (distinctes) de j(s) dans l'espace 
vectoriel V. Comme s est elliptique les Aj-Aj1 sont des nombres complexes de 
module 1, différents de 1. On a donc e(s) GJO, f ]. 

Notons l'inégalité 
«(«) < y (s). 

C'est clair si q(s) est nul. Sinon, cela résulte de ce que les valeurs propres de 
Ad(s)q(s) sont certains des nombres A^A^1. 

Lemme 37 Soit s G G e / / . Soit a E]0,e(s)]. Soient g E G, h e G(s)a et h' G 
G(s)a tels que Von ait sh' = gshg~l. Alors on a g G G (s). 

Soit Y G g(s)a. On a G(seY) = G(s) FL G(Y). 

Démonstration. Considérons les valeurs propres At de j(s), et les sous-espaces 
propres V\{ correspondants. Chacun de ces sous-espaces est stable sous l'ac­
tion de j(h) et de j(h'). Les valeurs propres A,-̂  de j(sh) dans VA, vérifient 
| Arg(At~

1A,)/)| < a. De même, les valeurs propres A^, de j(sh') dans V\i véri­
fient | Arg(Aî~

1A/

i k)\ < a. Soit v G V\{ un vecteur propre de j(sh) pour la valeur 
propre Ai,l Comme j(sh') est conjugué de j(sh), A,-,/ est égal à l'un des Â-, k , . 
Comme on a a < 6(5), ceci implique l'égalité i = i'. Donc j(g)v appartient à V\r 

Puisque j(s) est semi-simple, j(g) commute à j(s). On a donc j(h') = j(ghg~1). 
Puisque a < 7r, on a h' = ghg"1. On trouve sh' = sghg~l = gshg~l, et sg = gs. 

Soit K G Q(s)a- H résulte de ce qui précède que G(seY) est contenu dans 
G (s). Quitte à remplacer G (s) par G, on est donc ramené à prouver que G(ex) = 
G(X) si X G 0a· C'est vrai car l'exponentielle est injective dans g(l. 

Soit 5 G Ge//. Soit a G]0,7r]. L'ouvert G(s)a de G(s) est invariant par l'action 
adjointe de G(s). On peut donc considérer l'espace fibre G XG(«) G(s)a de base 
G/G(s). On notera [#,/1] la classe dans G XG(«) G(s ) a d'un élément (g,h) de 
G x G ( s ) a . On définit une application différentiable 

( 3 1 ) 7 : G x G ( s ) G(s)a G 
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en posant 7([a, h]) = gshg l . L'image de 7 est donc l'ensemble 

(32) W(*,a) = {gshg-\geG,heG(s)a}. 

C'est un sous-ensemble G-in variant de G contenant la classe de conjugaison de 
s. 

Lemme 38 Soit s G Ge\\ et soit a G]0,TT]. Si a < e'(s), 7 est un revêtement de 
W(s,a), et W ( s ,a ) est un voisinage ouvert G-invariant de la classe de conju­
gaison de s dans G. Si a < e(s), 7 est un difféomorphisme de G XG(«) G(s)a sur 
W(s,a). 

Démonstration. Prouvons 1. Comme a < 7r, l'application exponentielle est un 
difféomorphisme de g(s)a sur l'ouvert G ( s ) a d e G ( s ) . Calculons la différentielle 
D de 7 au point [g, h]. L'espace tangent T en [g, h] à G XG(«) G(s)a s'identifie 
à q(s) x g(s) grâce à la différentielle de l'application (X, Y) \—• [#e x , / ie y ] . De 
même, l'espace tangent T' à G en un point g' de G s'identifie à g, par translation 
à gauche par g'. Avec ces conventions D est égale à 

(33) W , y ) = M f l X i ' + f M * ' » ) " 1 - ! ) * ) . 

D'après le lemme 36, D est bijective. L'application 7 est donc un revêtement 
de W(s ,a ) . 

La seconde assertion résulte de la première et du lemme 37. 

Lemme 39 Soit s G G€u et soit a G]0,f(s)]. Alors Vouvert W(s ,a) est el­
liptique. Plus précisément, soit x G W(s ,a) . Alors il existe des éléments S 
elliptique, H hyperbolique, et N nilpotent dans g(s)a, commutant deux à deux, 
et un élément g G G tels que x — gseseHeNg~[, et Von a s(x) = gsesg~l. 

Démonstrat ion. Ceci résulte immédiatement du lemme 38. 

Lemme 40 Soit W un ouvert elliptique de G. Soit x G W. Pour tout a G]0,7r], 
l'ouvert W(s(x),a) contient x. De plus, si a est suffisamment petit, W(s(x) ,a) 
est contenu dans W. 

Démonstration. C'est clair. 
En d'autres termes, la topologie elliptique de W a une base formée d'ouverts 

de la forme >V(s,a), 0 1 1 * G W,//, et a > 0 est suffisamment petit. 

Exemple 41 Soient s G Geu et a G]0,f(.s)]. Soit t un élément elliptique de 
W(s,a). Nous allons déterminer b > 0 tel que le voisinage W(tf, &) soit contenu 
dans W(s,a). D'après le lemme 39, t est conjugué d'un élément de la forme ses 

avec S G g(s)e//,«. D'après le lemme 37, on a G(ses) = G(s)(S) et g(ses) = 
g(s)(S). Soit a! = sup|Ài|, où À; parcourt l'ensemble des valeurs propres de 
S dans V. On a donc a' < a. Soit b — a — a'. On en déduit les inclusions 
S + g(ses)b Ç g(s)a et esG(ses)b Ç G{s)a. On a donc W(t,6) = W(ses,b) Ç 
W(s,a). 

41 



M. DUPLO, M. VERGNE 

Soit 6 une fonction C°° et G-invariante définie dans l'ouvert W(s ,a ) . Une 
telle fonction est donc déterminée par sa restriction à la sous-variété fermée 
sG(s)a. Nous noterons Rs9 la fonction G°° dans g(s)a obtenue en composant 
Q\sG{s)a avec Ie difféomorphisme Y i—> seY : 

(34) (BJ)(Y) = e(seY) 

pour tout y G g(s)a- La fonction RaO détermine la restriction de 9 à l'ouvert 
W(s, a). Si 5 € g(s) e// et Y G g(s) fl g(S), on a évidemment: 

6(seseY) = 9(ses+Y). 

Pour tout s G Geii soit a(s) G]0,e(s)], choisi de telle sorte que la fonction 
s »—• a(s) soit invariante. Les conditions suivantes sont donc vérifiées: 

1. a(gsg~1) = a(s) et (R.gag-iO)(gY g~l) = (i? 6.0)(y) pour tout 5 G G et tout 
y G g(s) f l(.), 

2. pour tout 5 G g(s)e//,a(s), il existe G]0, «(se 5 )] tel que 

5 + g(sexpS)& Ç g(.s)„ w 
et (iî.expsfl)(n = (Ra0){S + Y) 

pour tout y G G(ses)b. 

Définition 42 Considérons une famille (fl(s), 9a)sç.Qell ou, pour tout s G Geu, 
a(s) G]0,6(s)] etf #s G C*°°(g(5) A( A)) G^^ vérifiant les conditions suivantes. 

1. Invariance: a(gsg~1) = a(s) et 9(Jfi(J-i {gYg~l) = 9S(Y) pour tout g E G et 
tout Y G g(s) a(«). 

2. Recollement: pour tout S G g(.s)f//,«(*)? ^ existe G]0,a(se 5)] £eZ </?/,e 

5 + g ( sexpS) 6 Ç g(s)a{s] et Os exp S (Y) = Os (S+Y) 

pour tout Y G g(ses)i. 
Deux familles (a(s),9s) et (b(s), </>A.) sont équivalentes s'il existe une fonction 

c(s) G]0,inf(a(s), b(s))] telle que c{gsg~l) — c(s) et telle que 9S et (f)s coïncident 
sur g(s)c(8). 

Une classe d'équivalence de telles familles de fonctions sera appelée une 
botte de fonctions C°° dans G. 

Autrement dit, une botte 9 est une fonction qui à s G Geu associe un germe 
(pour la topologie elliptique) 0S en 0 de fonction C°° sur g(s) vérifiant les 
conditions d'invariance et de recollement énoncée ci-dessus. 

Lemme 43 Soit 9 une botte de fonctions C°° dans G représentée par une fa­
mille (a(s),9s)seoeU. Il existe un unique élément Q G G°°(G) G tel que, pour tout 
s G Geu, on ait RSQ — 9S dans g(s)«(s)-
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Démonstration. Pour tout s G Geu notons ip^ l'unique fonction G-invariante 
dans W(s ,a(s) ) telle que l'on ait t/№(seY) = 0a(Y) pour tout Y G g(s)a{s) 

(lemme 45). Montrons que pour tout s et s' dans Geu les fonctions tp^ et ip^ 
coïncident dans l'intersection W(s, a(s)) fl W(s\ a(s')). D'après le lemme 40, il 
suffit de voir que pour tout élément elliptique s" G W(s,a(s)) fl W(s ' ,a(s ' )) , 
il existe un nombre a" > 0 tel que ip^ et W('s) coïncident dans W(s" ,a") . 
On écrit 5" = gsesg~l = g's'es' g'~l avec g e G, g' e G, S e g(s)c//,a(,) et 
5" G 0(5/)e//,o(s/) (exemple 41 appliqué à 5 et s'). D'après la seconde propriété 
d'une botte admissible, on voit que les restrictions de ip^ et ip^ à W(s", a") = 
W(se 5 , a " ) sont toutes deux égales à ip(*"\ 

Nous dirons que © est la fonction définie par la botte de fonctions 6 = 
(Qs)seGew Dans cet article, nous construirons des bottes de fonctions C°° sur G 
en intégrant des formes différentielles équivariant es. 

2.3 Fonctions généralisées et descente. 

Nous définissons dans ce paragraphe la notion de bottes de fonctions généra­
lisées. Nous n'utiliserons pas ce paragraphe dans cet article. Cependant nous 
en aurons besoin dans un article ultérieur. Rappelons que c'est l'étude et la 
construction par Harish-Chandra [22] [23] de fonctions généralisées G-inva-
riantes sur un groupe semi-simple réel G qui est à l'origine de la méthode 
de descente. 

Soient s G Geii et a £]0, e(s)]. Considérons une fonction généralisée G-inva-
riante dans l'ouvert W(.s, a). Une telle fonction est déterminée par sa restriction 
à la sous-variété fermée sG(s)a. Précisons ce point. Soit dg une mesure de Haar 
à gauche sur G. Notons dX la mesure de Lebesgue tangente sur g, et choisissons 
des mesures de Lebesgue dY sur g (s) et dQ sur q(s) telles que dX = dY dQ. 
On note dq la "mesure" G-invariante tangente à dQ sur l'espace des fonctions 
<p sur G qui vérifient 

0(3y) = | r f e / q W (Mj / ) ) l ^ (5 ) 

pour tout g E G et tout y G G (s). On note dy la mesure de Haar sur G (s) à 
gauche tangente à dY. 

Lemme 44 Pour toute fonction a continue à support compact contenu dans 
Vouvert W(s ,a) on a 

fW(s,a) 
a(g)dg = 

G/G(s) 
\<kti(g)\ 

»G(s)a 

<x{gyg 1 ) d e t q W ( l -y)dy dq. 

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du lemme 36, du lemme 38 et 
de la formule (33). 
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Donc, si 0 est une fonction continue G-invariante clans W(s, a), on a 

W(s,a) 
0(g)a(g)dg = 

G/G{s) 
\detQ(g)\ 

r*G(*)a 
S(y)^(gyg *) clet q ( a ) ( l - y)dy dq. 

Cette formule permet de définir une bijection entre l'espace des fonctions géné­
ralisées G-invariantes dans W(s ,a) et l'espace des fonctions généralisées G(s)-
invariantes dans sG(s)a. C'est ce qu'exprime le lemme ci-dessous, dû à Harish-
Chandra (voir par exemple [21]). 

Lemme 45 Soient s G Geu et a G]0, e(s)]. Soit 0 une fonction généralisée G-in­
variante dans W(s, a). Il existe une unique fonction généralisée G (s)-invariante 
ip dans sG(s)a telle que, pour toute fonction a différentiable à support compact 
dans W(s ,a ) , on ait 

rW(s,a) 
0(g)a(g)dg = 

G/G(s) 
\det,(g)\ 

*G(8)a 
iï{y)<x(gyg 1 ) d e t q ( , ) ( l - y)dy dq. 

Réciproquement, si IJJ est une fonction généralisée G (s)-invariante dans 
sG(s)a, la formule ci-dessus définit une fonction généralisée 0 G-invariante 
dans W(s, a). 

La fonction généralisée 0 est différentiable (resp. continue, localement inte­
grable) si et seulement s'il en est de m,êm,e de 

Nous poserons i\) = 0\SG(s)a · C'est la restriction de 0 à la sous-variété sG(s)a. 
On peut aussi définir 0\sG(s)a en remarquant que sG(s)a est une sous-variété de 
W(*,a) transverse au front d'onde WF(0) de 0 (cf. [18]). 

Soit 0 G C-°°(G)G. Soient s G GcU et a e]0,e(s)]. Nous noterons Rs0 la 
fonction généralisée dans g(s)a obtenue en composant 0\sG(s)a avec I e difféomor-
phisme Y »—> seY. Informellement, Rs0 est l'élément de l'espace C~°°(g(s)(l)

G^ 
défini par la formule 
(35) (BJ)(Y) = 0(*eY) 

pour tout Y G g(s)a- La fonction généralisée Rs0 détermine la restriction de 0 
à l'ouvert W(s ,a ) . Ecrivons la formule intégrale correspondante. 

Introduisons d'abord une notation. Soit H un groupe de Lie d'algèbre de 
Lie ï). Pour tout Y G f) on pose 

(36) MY) = det 
1 _ e-a,l(Y) 

ad(Y) . 

On identifie l'espace tangent en un point //, de H à f) au moyen de la translation à 
gauche par h. La fonction jh est donc le jacobien de l'exponentielle. On notera 
que si f) est une sous-algèbre de gl(V), et si a G]0,7r], on a j^Y) > 0 pour 
Yet)a. 
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Soient donc 0, s, et a comme ci-dessus. Pour toute fonction a différentiable 
à support compact dans W(s ,a) , on a 

W(*,a) 
O (g) a (g) dg = 

G/G(s) 
\detg(g)\ 

B(»)I 
(R.9)(Y)a(gaeYg-1) det^l - seY) js{s)(Y)dY dq. 

Définition 46 Considérons une famille (a(s),6S)SEGEN où, pour tout s G Ge\\, 
a(s) G]0, e(s)] et 0S G C~°°(g(s)a(8))

G^\ vérifiant les conditions suivantes. 
1. Invariance: a(gsg~1) = a(s) et 0(JS(J-i(gYg~1) = 08(Y) pour tout g £ G et 

tout Y G s(s)a(s)-
2. Recollement: pour tout S G 0(s)e//,a(*)> existe b G]0,a(se s)] tel que 

S + g(sexpS)b Ç g(s)(l{s) et 0sexPs(Y) = 0s(S + Y) 

pour tout Y G Q(ses)b. 
Deux familles (a(s),0s) et ( t ( . s ) ,^) sont équivalentes s'il existe une fonction 

c(s) G]0,inf(a(s),6(s))] telle que c{gsg~l) — c(s) et telle que 0S et cj>8 coïncident 
surg(s)c(s). 

Une classe d'équivalence de telles familles de fonctions sera appelée une 
botte de fonctions C~°° dans G 

Dans la condition 2 ci-dessus, 08(S + Y) désigne la restriction de 9S à la 
sous-variété 5 + g(ses)i qui existe d'après l'invariance de 0S. 

La même démonstration que celle du lemme 43 donne le théorème suivant. 

Théorème 47 Soit 0 une botte de fonctions C~°° représentée par une famille 
(a(s),0S)SEGEU vérifiant les conditions ci-dessus. Alors il existe un unique élé­
ment 0 G C~°°(G)G tel que, pour tout s G Gcu, on ait RSQ = 08 dans g(s)a(sy 

La fonction généralisée Q est différentiable (resp. continue, localement inte­
grable) si et seulement s'il en est de m,êm,e des 0S pour tout s G Geu. 

Nous dirons que 0 est la fonction généralisée définie par la botte de fonctions 
généralisées 0 = (08)8£GEU- Dans [31], nous construisons des bottes de fonctions 
généralisées en intégrant des familles de formes différentielles équi variant es. 

2.4 Actions régulières. 

Nous supposons que G est un groupe presque algébrique comme dans le para­
graphe 2.1 dont nous employons les notations. Soit M une variété sur laquelle 
G opère. 

Si X G 0, on note M{X) l'ensemble des zéros du champ de vecteurs XM- Si 
g est un élément de G on note M (g) l'ensemble des points fixes de g dans M. 
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Remarque 48 Faisons opérer G sur lui-même par l'action adjointe. Alors 
G(s) est le centralisateur de s dans G, de sorte qu'il n'y a pas d'ambiguïté 
dans la notation. 

Définition 49 Une action d'un groupe presque algébrique G sur une variété 
M est dite presque algébrique s'il existe une variété algébrique M munie d'une 
action rationnelle de G et une application de revêtement j : M —» M sur un 
ouvert de M commutant à l'action de G. 

Exemple 50 Soit H un sous-groupe presque algébrique de G. Alors l'action de 
G sur G/H est presque algébrique. De même, l'action adjointe de G sur G est 
presque algébrique. 

Définition 51 Soit G un groupe presque algébrique opérant sur une variété M. 
Nous dirons que G opère régulièrement dans M si les conditions suivantes sont 
vérifiées pour tout s G Ge//. 

Condition 1: M (s) est une sous-variété de M et il existe a > 0 tel que l'on 
ait M(ses) = M (s) fl M (S) pour tout S G g(s)e//,«-

Condition 2: l'action de s dans l'espace tangent Tm(M) en tout point m G 
M(s) est elliptique et l'espace tangent Tm(M(s)) en un point m G M (s) est égal 
à l'espace des points fixes de s dans Tm(M). 

Les deux classes de variétés que nous avons en vue sont les suivantes: 
1. une action d'un groupe de Lie compact dans une variété ayant un nombre 

fini de types d'orbites (par exemple compacte), 
2. une action presque algébrique. 
Il découle en effet des deux lemmes ci-dessous que ces actions sont régulières. 

Lemme 52 On suppose que kerj contient un sous-groupe Z' d'indice fini opé­
rant trivialement dans M. Soit K' un sous-groupe compact maximal de G' = 
G/Z'. On suppose que l'action de K' dans M a un nombre fini de types d'orbites 
dans M. Alors G opère régulièrement dans M. 

Démonstration. Soient G' = G/Z' et j ' l'application naturelle de G sur G'. 
Le groupe G' a un nombre fini de composantes connexes et possède donc des 
sous-groupes compacts maximaux. Soit s G Gc//. Alors j'(s) est contenu dans 
un sous-groupe compact de G'. Des théorèmes bien connus sur les actions de 
groupes compacts (cf. [14], ch. VI) on déduit que M (s) est une sous-variété de 
M et que la condition 2 de la définition 51 est vérifiée. 

Vérifions la condition 1. Soit s G G f//. Montrons qu'il existe a > 0 tel que 
l'on ait M(ses) Ç M (s) pour tout S G g(s)e//,«- Soit T un tore maximal dans 
G(s). Le sous-groupe U de G engendré par s et T est compact. On peut donc 
supposer que c'est un sous-groupe de K. Pour chaque espace homogène K/H 
de K il y a un nombre fini de types d'orbites de U dans K/H (voir [14]), et 
donc un nombre fini de types d'orbites de U dans M. Comme U est abélien, 
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ceci signifie que l'ensemble des sous-groupes {{7(ra),ra G M } est fini. Notons le 
{ f / i , U n } . Soit Mi l'ensemble des m G M tels que U{m) = {7 t. Supposons la 
numérotation telle que l'on ait s £ JJi exactement pour i > p . Les M,- forment 
une partition de M et M (s) est la réunion des Mi pour i < p . 

Les ensembles ta avec a > 0 forment une base de voisinages de 0 dans t car 
t est un sous-espace vectoriel de l'algèbre de Lie d'un tore maximal de GL(V). 
Il existe donc a > 0 tel que sexp(t a) ne rencontre pas [/,· pour i > p . Donc 
sexp(t a ) fl Ui est vide si et seulement si s £ Choisissons un tel a. Soit 
S G t a . Soit m G M{ses). Soit i tel que m G Af,-. On a ses G Z7t-, 5 G U{ et 
m G M(s) . Donc M(ses) Ç M(s) . 

Supposons enfin que S soit un élément de g(s)e//,a- Il est conjugué par G(s) 
d'un élément de t a , et l'on a encore M(ses) Ç M(s) . 

Soit s G Ge//. Montrons qu'il existe a > 0 tel que l'on ait M ( s e 5 ) = M (s) fl 
M ( 5 ) pour tout S G 9(s)e//,a- Compte-tenu de ce qui précède, en remplaçant 
G(s) par G et M(s) par M, on voit que l'on est ramené à démontrer l'assertion 
suivante. Il existe a > 0 tel que l'on ait M(es) = M (S) pour tout S G £j(s)e//,a-
On suppose comme plus haut que l'on a G = G', on note T un tore maximal de 
G, t son algèbre de Lie, T1,…Tn des sous-groupes fermés deux à deux distincts 
de T tel que, pour tout m G M, T(rn) soit égal à l'un des T,. On note U l'algè­
bre de Lie de T{. On choisit a > 0 tel que l'on ait T t fl exp(t a) = exp(iia) pour 
i = 1 , n . Il est clair que a convient. 

Lemme 53 Soient M et M' des variétés dans lesquelles G opère et T : M —» 
M' un revêtement équivariant. Si l'action de G dans M' est régulière, il en est 
de même de Vaction de G dans M. 

Démonstration. Soit s G G€//. Soit m 0 G M (s). Soit V un voisinage ouvert 
de m 0 dans M homéomorphe par r à son image dans M. Soit W Ç V tel que 
s~l(W) Ç V (c'est possible car s est continue). Soit m G tel que s _ 1 ( r ( m ) ) = 
r(m). On a s'1 (m) = m. On voit donc que r|vv induit un difféomorphisme de 
WnM(s) sur r(W)nM'(s). 

Soit 5 G g(s) e//. Alors M(S) est l'image réciproque de M'(S). Supposons 
que l'on ait M'(ses) = M'(s)nM'(S). Soit m G M(ses). Alors r(m) appartient 
à M'(ses), donc à M'(S). Donc m appartient à M (S). Donc m appartient à 
M (s). 

Remarque 54 Par contre, dans les conditions du lemme 53, il se peut que 
l'action de G dans M soit régulière mais pas l'action de G dans M'. On peut 
fabriquer un tel exemple en considérant G — SL(2,R), T un sous-groupe discret 
ayant des éléments elliptiques d'ordre arbitrairement élevé, M — G avec l'action 
à gauche, et M' = M/T. 
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3 Bottes de classes de cohomologie. 

3.1 Germes de formes différentielles équivariantes. 

Soit G un groupe presque algébrique. Nous supposons donc donnée une repré­
sentation de G dans un espace vectoriel réel de dimension finie V et, pour tout 
a > 0, nous notons ga l'ouvert image réciproque de gi(V)a dans g. Soit M une 
variété dans laquelle G opère. Considérons l'algèbre différentielle w 4g ) (g a ,M) 
des formes équivariantes sur M définies sur l'ouvert elliptique ga et son algè­
bre de cohomologie Wg )(g a,Af). Si a < 6, il y a des morphismes naturels de 
restriction A%{gb,M) -> A%{ga,M) et n%(gb,M) -> H%{ga,M). 

Définition 55 On note 

Ao](M) = lim 
a—0 

A oo 
G (Sa, M) 

Vespace des germes en 0 (pour la, topologie elliptique) de formes équivariantes 
et 

n[A](M) = lim 
a—0 

H oo G (9a, M) 

Vespace des germes en 0 des classes de cohom,ologie équivariante. 

Soit H un sous-groupe presque algébrique de G et TV une sous-variété iî-in-
variante de M. Si g e G et a G Aff(l),N), alors (g-a)(X) = g-a{g-l'X) est un 
élément de A^H(J-i(g · fy^gN). Comme H agit trivialement sur ,4/f (ï), iV), cette 
transformation ne dépend que de gH. C'est un morphisme d'algèbres différen­
tielles. On note encore g la transformation induite g : 'H[jj](N) —» 'H[(Jif(J-i](gN), 
etc. . 

Lemme 56 1. L'application 7fg>(g, M) —> H[G\{M) est surjective. 
2. Un élément a G W^(g ,M) est d'image nulle dans 'H[Q](M) si et seule­

ment s'il existe une fonction 0 G C°°{g)G identiquement égale à 1 dans un 
voisinage elliptique ga de 0 telle que 0 a = 0. 

Démonstration. Soit a G «4^(g„, A/) un élément annulé par r/0. Soient b et 
c tels que l'on ait 0 < b < c < a. D'après le lemme 27, il existe une fonction 
0 G C°°(g) G qui est égale à 1 dans g/, et à 0 en dehors de gr. On définit 
a' G A%(g,M) en posant rv'(A) = 0{X)a(X) si A' G g„, et rv'(A) = 0 si X G g, 
X £ g<z- Alors la classe de a' dans 'H[G]{M) coïncide avec la classe de a puisque 
a et 0 a ont même restriction à gb. Ceci prouve le point 1. 

Prouvons 2. Soit a G A^ig, M) une forme équivariante fermée d'image nulle 
dans 7i[G](M). Il existe donc un nombre réel a et un élément fi G AG (gai M) tel 
que a = dQr3 sur ga. En choisissant 0 comme précédemment, on a 0a = dQ(0ft) 
sur ga et 0(3 G ^^(g, M) . L'égalité précédente prolongée par 0 est valable sur 
g. Donc 0a = 0 dans Wg(g, M). 
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Nous énonçons maintenant une généralisation du théorème 24. Soit G un 
groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe presque algébrique de G d'al­
gèbre de Lie i). On pose f)a = ga fl f). Soit M une iJ-variété. L'application de 
restriction définit un morphisme 

E:A%(ga,GxHM) A<g{tia,M) 

et donc une application notée encore 

E : H[G](G xH M) H[H](M). 

Proposition 57 On suppose que l'espace homogène G —» G/H est réductif. 
Soit M une H-variété. Alors l'application E : H[G](G X # M) —+ H[H](M) est 
un isomorphisme. 

Démonstration. Comme l'application 7Y#(f),M) —• 'H[H](M) est surjective, 
le théorème 24 et le lemme 56 impliquent que l'application E est surjective. 
Montrons qu'elle est injective. Soit a G AQ (g, G x # M) une forme équivariante 
fermée telle que E(a) = 0 dans H[H}{M). Il existe donc a > 0 et /3 G Aff(l)a, M) 
tel que ^ ( a ) = d^/3 sur f) a. Soient /; et c tels que l'on ait 0 < 6 < c < a et, 
comme dans le lemme précédent, soit 0 G C°°(g) G une fonction invariante égale 
à 1 dans ĝ  et à 0 en dehors de gf.. On a alors E(0a) = {0\\))d^l3 = ^((^|f))/î) et 
cette égalité sur i)a se prolonge par 0 en une égalité sur tout f). Donc la classe 
de E(6a) est nulle dans W# (f), M). D'après le théorème 24, la classe de Sa est 
nulle dans 7ÏQ (g, G X / / M ) . D'après le lemme 56, la classe de a est nulle dans 
7ï[G](GxHM). 

Soit P —• B un fibre principal de groupe G et soit L un groupe de Lie 
opérant à gauche sur P. Supposons que P admette une connection L-invariante. 
Nous avons démontré dans la section 1.8 que l'application g* : Ti^^^B) —y 
T~(L>XG(1 x 05^) est un isomorpliisme. Elle induit une application surjective de 
Ti[L](B) sur 'H[LxG}{P)- Nous ne savons pas si cette application est injective. 
Citons cependant un exemple où q* est un isomorphisme. 

Proposition 58 Soit P —> B un fibre principal de groupe G sur une variété 
compacte B. Soit L un groupe compact opérant à gauche sur P. Alors l'appli­
cation 

q*: H[l] (B) H[LxO\{P) 

est un isomorphisms. 

Démonstration. Puisque L est compact, la fibration P —» B admet une 
connection invariante. Il reste à prouver que q* est injective. Soit /3 G H00

L(I, B) 
telle que a = q*/3 soit nulle dans H[G*L]{P)- Soit 0 G C°°(l x g)LxG une fonction 
identiquement égale à 1 sur un voisinage \a x g(l de 0 dans [ x g telle que 0a = 0. 
Considérons l'application inverse W„ de l'application q*. On a donc 

wje)B = o. 
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Pour montrer que /3 = 0 dans H[L](B), il suffit donc de montrer que WU envoie 
une fonction 0 G C°°(l x g)LxG identiquement égale à 1 sur un voisinage la x ga 

sur une classe de cohomologie de WJ°([, B ) identiquement égale à 1 sur un 
voisinage de 0 dans l. Soit fi(Y) = —u(YP) G C°°(P) ® g le moment de 
F G I, fi la courbure de u et soit Q(Y) = fi(Y) + fi la courbure équivariante 
de u. On a (WJ)(Y) = 0(Y,Q(Y)). On a n(Y)(pg) = g~l · KY)(p)- La classe 
de conjugaison de fi(Y)(p) G g ne dépend donc que de la projection de p sur 
B . Puisque L est compact, un voisinage elliptique de 0 dans l est un voisinage 
aussi petit qu'on veut pour la topologie ordinaire. Comme B est compacte, on 
voit donc qu'on peut choisir b < a tel que si Y G h alors fi(Y) G g«- La forme 
0(Y, fi(F)) = 0(y, fi(Y) + fi) est calculée à partir de sa série de Taylor (par 
rapport aux variables de g) 

E(YMY)) = 0(Y,fi(Y)) + E 
I 

Q1 

7! 
(dj0)(Y,f ,.(¥)). 

On voit que W^6 est identiquement égale à 1 dans le voisinage fo. L'équation 
Wu(0)I3 = 0 implique ¡3 = 0 dans H[L](B). 

3.2 Bot tes et bouquets de formes différentielles équi­
variant es. 

Soit G un groupe presque algébrique opérant régulièrement dans M. 
Soit S G ge//. La sous-variété M(S) de M est G(5)-invariante de M. On 

considère l'application de translation 

( 3 7 ) TS:A%(Q,M) A%S)(B(S),M(S)) 

donnée par 
(Tsa)(Y) = a(S + Y)\M(S). 

Comme SM s'annule sur M (S), cette application commute aux différentielles. 
On en déduit une application en cohomologie 

TS:H%(B,M) W S « ( F L ( 5 ) , M ( 5 ) ) . 

Soit a > 0 et soit S G ge//,«, il existe b > 0 tel que 5 + g(S)b C g«. Pour tout 
S G g<n o n peut donc définir une application encore notée 

TS:A%(ga,M) AMS)](M(S)) 

par (Ts&)(Y) = » ( 5 + F ) , puisque si F varie dans un voisinage elliptique 
suffisamment petit de 0 dans g(5), alors S + Y G g«. Si S G ge//,a7

 o n obtient 
aussi une application de translation en cohomologie 

Ts : H00

G (ga, M) NLGLS)](M(S)). 
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Soient s G Geu et a > 0. En appliquant les définitions ci-dessus au groupe 
G (s) opérant dans la variété M(s) , on obtient des opérateurs de translation 

(38) R . , s : ^ U G ( * ) , M ( s ) ) -^G(s)nG(S)(G(*)NG(S) ,M(*)NM(S)) 
T.j:H%M8),M(8)) s ) n G ( S ) G ( « ) N J ( 5 ) , M ( » ) N 3 F ( S ) ) 

pour 5 G fl(*)e// et 

(39) r . , 5 : ^ W ( G ( a ) a , M ( * ) ) A[G(s)nG(s)](M(s)r)M(S)) 
Ts,s : H00

G(s) (g(s)a, M(s)) n[Gis)nG{S)](M(s)r\M(S)) 

pour 5 G 0(s)e/i,a. 
Si 5 G fl(s)e// est assez petit on a 

G(ses) = G(s) N G(S) et M(ses) = M(s)DM(S). 

et l'opérateur T s s fournit des applications 

(40) r . , s : ^ . ) ( G ( * ) , M ( * ) ) ^ ) ( 0 ( ^ ) , M ( S e 5 ) ) 

^ : ^ W ( 8 W . ^ ( » ) ) ^[G(Se^)](M(ses)) 

R . , 5 : W ^ ( G ( * ) « , M ( * ) ) n[G{seS)](M(ses)). 

En général, si 5 G 0(s) e// on a des inclusions G (s) fi G (S) C g(se 5 ) et 
M (s) fi M (S) C M(ses) et nous aurons à utiliser l'application de restriction 

( 4 1 H i S : ^ e 5 ) ( 0 ( s e

s ) , M ( . ^ ' ) ) A 0 0

G ( S ) N G ( S ) ( 8 ( S ) N 9 ( S ) , M ( S ) N M ( S ) ) . 

Définition 59 iVcms dirons qu'une famille (as)seGell où, pour tout s G Geii, o>s 

est un élément de A[G(S)](M(s)), est une botte de formes équivariantes si elle 
vérifie les conditions suivantes. 

1. Invariance: a(jsg-i = g · as pour tout g G G et tout s G Gcu. 
2. Recollement: pour tout s G Geu, il existe a > 0 et un représentant aSf(1 G 

AG(S)(9(s)a, M(s)) de ag tels que, pour tout S G 0(s)e//,«, on ait 

G(ses) = G(s)C)G(S), M(ses) = M (s) H M (S) 

et 
Ts,sas,a = ases 

dans A[G(seS)](M(ses)). 
On note BG{M) l'espace des bottes de form.es différentielles équivariantes. 

Cet espace est muni d'une différentielle da = (^0(*))*eGe/r 
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Il est clair que si la condition de recollement est vérifiée pour un représen­
tant aSfa de a s , alors si aSii G A^^{Q(S)I^M{S)) est un autre représentant de 
a 5 , il existe c < b tel que pour tout S G Q(S)€UIC on ait Ts,sots,b — &ses dans 
A[G{seS)](M{seS)). 

Nous verrons que dans de nombreux cas on peut représenter des cycles de 
BQ(M) au moyen de familles de formes fermées partout définies pour lesquelles 
les conditions de recollement sont globales. Ces familles spécialement agréables 
seront appelées des bouquets. 

Définition 60 Un bouquet de formes équivariantes est une famille (as)seGeU 

où, pour tout s G Geii, as est un élément de AQ^(Q(S)^M(S)), vérifiant les 
conditions suivantes. 

1. Invariance: otgsg-\ = g · as pour tout g £ G et tout s G Ge\\. 
2. Recollement: pour tout s G Geu et pour tout S G $(s)eii on a 

Ts,sas = rs,sases 

dans Ag(a)nG(S)(B(s) H g(5), M(s) H M(S)). 

3. Fermeture: pour tout s G Geu on a d^s)(aii) = 0. 
On note ZQ{M) Vespace des bouquets de formes équivariantes. 

On introduit une définition similaire au niveau des classes de cohomologie 
équivariante. 

Définition 61 Une botte de classes de cohomologie équivariante est une famille 
(a8)8eGeU °ù, pour tout s G Ge\\, as est un élément de 'H[G(S)]{M(S)), vérifiant 
les conditions suivantes. 

1. Invariance: a(jSg-i = g · as pour tout g E G et tout s G Geu. 
2. Recollement: pour tout s G Ge\\, il existe a > 0 et un représentant aSya G 

riG(sj(g(s)a,M(s)) de as tels que, pour tout S G g(s)e//,a; o n a>ti 

G(ses) = G(s)nG(S), M(ses) = M(s)nM(S) 

et 
Ts,sas,a = ases 

dans W[ G ( 5 e s)](M(se 5 )) . 
On note KQ{M) Vespace des bottes de classes de cohomologie équivariante. 

La structure d'algèbre des W£?( s)(9(s)a, M(s)) induit une structure d'algèbre 
dans KG(M). 

On définit de manière analogue les espaces Bcpt,G(M) de bottes de formes 
équivariante à support compact sur M, ZcptyG(M) et JCcptiG(M). 

J . Block et E. Getzler [10] ont considéré pour un groupe G compact l'algèbre 
de cohomologie K,'G(M) de l'algèbre différentielle (BG(M), dG) obtenue en consi­
dérant l'espace des bottes de formes différentielles équivariantes. Nous pensons 
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plus naturel de considérer l'algèbre ICG(M) des bottes de classes de cohomologie 
équivariante. Il est cependant probable en vue de la remarque 70 ci-dessous que 
pour un groupe compact agissant sur une variété compacte l'homomorphisme 
naturel K'G(M) —• KG(M) est un isomorphisme. 

Exemple 62 Si N = · est un point, Valgèbre /CG(*) est canoniquement iso­
morphe à C°°(G)G. 

Démonstration. Soit (as)seGell un élément de /CG( # )- Alors as est juste une 
fonction différentiable G(s)-invariante définie sur un voisinage elliptique g(s) a( 5) 
de 0. La famille (a (s ) ,a s ) est donc une botte de fonctions C°° sur G, au sens 
de la définition 42. La fonction 0 G C°°(G)G correspondante (lemme 43) vérifie 
0 ( s e y ) = as(Y) pour tout s G Ge\\ et tout Y G g(s)a(*)> Pour a(s) petit. 

3.3 Images réciproques de bottes. 

Soit TV une autre variété dans laquelle G opère régulièrement. Soit (f) un mor­
phisme G-équivariant de M dans N. Pour tout s G Ge//, <f> induit un morphisme 
de M (s) dans N(s). On peut donc considérer l'image réciproque sur M (s) d'une 
forme différentielle sur N(s). Cette opération induit un morphisme d'algèbres 
Ø* de ICG(N) dans JCG(M) de sorte que KG(M) est une algèbre sur ICG(N). 

En particulier, KG(M) est une algèbre sur G°°(G) G . Explicitons cette struc­
ture. Soit a = (as)seGell une botte de classes de cohomologie équivariante sur 
M. Soit 0 G G°°(G) G . Alors 0 a est la botte définie par la formule (&a)s(Y) = 
Q(seY)as(Y) pour tout 5* G G€u et tout Y G g(s)«, OÙ a > 0 est suffisamment 
petit. 

Soit cf) : H —y G un morphisme de groupes presque algébriques. Alors l'image 
réciproque 0 _ 1 ( g a ) est un ouvert elliptique dans f). Il contient donc un ouvert 

hb Considérons l'action de H sur M déduite de celle de G. On peut donc définir 
une application 0* : ICG(M) -> JCH(M) par (</>*(3)8(H) = (</>(#)) pour H 
variant dans un voisinage elliptique f)j, assez petit. On obtient ainsi une botte 
de classes de cohomologie //"-équivariante et donc un morphisme d'algèbres 
<f>* : KG{M) - KH{M). 

3.4 Espaces homogènes. 

Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe fermé presque al­
gébrique de G (définition 33). On note i) l'algèbre de Lie de H, et on considère 
l'action de G dans B = G/H. ( D'après l'exemple 50, c'est une action régulière). 

Soit s G Ge//. Nous étudions la variété B(s) des points fixes de s. Soit Os 

la classe de conjugaison de s dans G. Soit Ns = {g G G;g~xsg G H}. Le 
sous-ensemble Â s. est fermé dans G, et invariant par l'action à gauche de G (s) 
et de H à droite. L'ensemble B(s) est isomorphe à NJH par l'application 
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g i—• gH. Notons {gi}iEI(s) un système de représentants dans Ns des doubles 
classes modulo G(s) x H. Posons s-,- = gils(ji. Les {si}iEI(s) forment un système 
de représentants des classes de conjugaison de H dans le sous-ensemble OsC\H. 
Les # ti7 G -B(s) forment un système de représentants des orbites de G (s) dans 
B(s). L'application y i—• y^iï" induit un isomorphisme de G(s)/(G(s)DgiHg^1) 
sur G(s)giH/H. 

Lemme 63 1. La classe de conjugaison Os de s dans G est fermée. C'est un 
revêtement d'ordre fini de la classe de conjugaison Oj(s) de j(s) dans j{G). 

2. L'ensemble I(s) est fini. Donc Os fl H est réunion disjointe finie des 
classes de conjugaison sous H des éléments Si, i G I{s). 

3. L'ensemble Ns est une sous-variété fermée de G, réunion disjointe finie 
des doubles classes G(s)g{H, i G 

4. L'ensemble B(s) est une sous-variété de B, réunion disjointe finie des 
orbites G(s)giH/H, i G I(s). 

Démonstration. Prouvons 1. Comme j(s) est un élément semi-simple de 
GL(V), la classe de conjugaison O' de j(s) dans GL(V) est fermée. Il résulte 
du lemme 66 ci-dessous que Oj(s) est fermée. 

Comme j est un revêtement, les groupes G(s') et G(j(s)) ont la même al­
gèbre de Lie g(s) pour tout s' G j~l(j($))' L'image réciproque j~l(Oj(s)) est 
réunion disjointe de classes de conjugaison par (7, qui sont toutes ouvertes, et 
donc toutes fermées, dans j~1(Oj(tl)). En particulier, la classe de conjugaison 
Os de s est fermée. 

On a les inclusions (ker j)G(s)Q Ç G (s) Ç G(j(s)), où G(s)0 est la compo­
sante neutre de G (s). On en déduit que le cardinal de G(j(s))/G(s) est fini, et 
donc Os est un revêtement fini de Oj[s). 

Prouvons 2. Il résulte de 1 et du lemme 66 que OsC\H est réunion localement 
finie de classes de conjugaison de H. Pour montrer que celles-ci sont en nombre 
fini, il suffit à cause de 1 de démontrer l'assertion analogue dans le groupe j(G). 
Ceci résulte de ce que Oj(s) Oj(H) a un nombre fini de composantes connexes, 
à cause des hypothèses d'algébricité. 

Prouvons 3. L'application g K-> g~lsg de G dans Os est une submersion. 
L'ensemble Ns est l'image réciproque de la sous-variété Os DH. C'est donc une 
sous-variété fermée de G. 

Prouvons 4. Il résulte de 3 que B(s) = Ns/H est réunion finie d'orbites de 
G(s). 

Soit M une variété où H opère régulièrement. Considérons l'espace induit 
M = G xH M. Il est fibre sur B = G/H. Soit s G G€\\. Etudions la variété 
M(s). Un point de M (s) se projette sur un point de B(s). Par conséquent, si 
la classe de conjugaison de s ne rencontre pas H, la variété M (s) est vide. Si 
la classe de conjugaison de s rencontre H, notons comme plus haut {gî]iç.j(8) 
un système de représentants des doubles classes G(s)(jiH de 7VS, et posons 
Si = gilsgi. On a si G Hcu. Comme G(.s)-espace, M (s) est réunion disjointe 
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des espaces G(s)[#,-, M(s,-)] (certains de ces espaces peuvent être vides si M (si) 
est vide). L'action de </,· induit un isomorphisme de Mi = G(si) x#( S l ) M(s{) 
sur G(s)[gi, M(si)]. L'action de G dans M est donc régulière. 

Considérons la sous-variété [e,M] de M. C'est une sous-variété stable par 
H. On obtient donc un morphisme 

E:ICG(GxHM) ICH(M) 

par composition des morphismes de restriction successive KG{G Xff M) 
K„(G x„ M) - KH{M). 

Théorème 64 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe 
presque algébrique tel que Vespace homogène G G/H soit réductif. Soit M 
une variété sur laquelle H opère régulièrement. Alors G opère régulièrement 
sur G XH M et l'application de restriction 

E : K,G(G X / / M) ICH(M) 

est un isomorphisms. 

Démonstration. Nous aurons à utiliser le lemme suivant. 

Lemme 65 Soit H un sous-groupe presque algébrique de G tel que G/H soit 
réductif. Soit s G Gfii D H. L'espace homogène G{s) / H(s) est réd,uctif. 

Démonstration. Ecrivons g = f) © r où r est un supplémentaire if-invariant 
de f). Comme s est dans H, Ad(s) laisse stable cette décomposition. Posons 
x(s) = g(s) fl r. Comme Ad(s) est semi-simple, on a g(s) = fj(s) © x(s). 

Nous démontrons maintenant le théorème. Commençons par l'injectivité. 
Soit a = (a s.) t S.€G t / / G Ka{M) tel que E(a) = 0. Nous devons montrer que 

as = 0. Soit s G H€u. On note rv's. l'élément de 'H[G{S)]{G(S) XH(S) M(s)) obtenu 
en restreignant as à G (s) X//( . S ) M (s) C M. (s). D'après le lemme 65 l'espace 
homogène G (s)/H (s) est réductif. D'après l'hypothèse E(a) = 0, l'élément 
E(a[s) G ?i[H(s)](M(s)) est nul. D'après la proposition 57, on en déduit que 
a' = 0. 

Soit s G Ge//. Si la classe de conjugaison de s ne rencontre pas H la variété 
M{s) est vide et on a as = 0. Si la classe de conjugaison de s rencontre H, soient 
Si G H un système de représentants des classes de if-conjugaison dans Os fl H. 
Soit Mi = G(si)xH(Si)M(si) C M(si). D'après le lemme 63, la variété M (s) est 
réunion disjointe des sous-variétés fermées (jiMi, où Mi = G(s{) x^ ( S j ) M(si). 
Par G-invariance, la restriction de n.s à chaque (jiMi est égale à gia's., et donc 
est nulle. Comme I(s) est fini, o\. = 0. 

Démontrons la surjectivité. Soit fi = (/3s)ileHtU £ K>H{M) et construisons 
a G JCG(M) tel que E(a) = / 1 Si s G Hcll, on note G 'H[G{s)]{G(s) xH(s)M(s)) 
l'unique élément tel que E(a[s) = Soit .s- G G f//. Si la classe de conjugaison de 
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s ne rencontre pas i ï , on pose as = 0. Supposons que la classe de conjugaison 
de s rencontre H. Nous employons les mêmes notations que ci-dessus dans la 
démonstration de l'injectivité. Ecrivons M (s) = L^ - · x #(«,·) M(s,-)), 
l'union étant disjointe. On définit a# comme étant égal à l'élément g{ · a's. sur 
Qi - (G(si) x>H(SI) M(si)). On vérifie grâce à la condition de i7-invariance sur 
la botte /3 que as ne dépend pas du choix du système de représentants gi. 
On obtient ainsi une collection de classes de cohomologie équivariante as G 
7ï[G(S)](M(s)) qui vérifie la condition d'invariance requise. 

Vérifions maintenant la condition de recollement. Soit donc s G GE\\. Nous 
devons montrer qu'il existe a > 0 et un représentant a s a de as tels que sur 
Ai (s), TSis(&s,a) = &ses pour tout S G g(s) e//, a- II suffit de le faire pour s = e en 
remplaçant Af(s) par une des variétés Mi,i G I(s), G par G(s{), H par H(si) 
et M par M{si). 

Soit /? e G 7i[#](M) et choisissons un représentant de f3e G W#(f),M) que 
nous notons (5. Alors on choisit à G ' f t G (g,Af) tel que E(a) — ¡5. C'est un 
représentant de ae. Soit S G ï)e//. Comme /3 est une botte, il existe donc b > 0 
tel que l'on ait M ( e 5 ) = M(S),H(es) = # ( S ) et l'égalité r s /3 = /?es dans 
H[H{S)](M(S)) pour tout 5 G \)euy Soit a < 6 et tel que G(es) = G (S) 
pour 5 G f)e//,a- La sous-variété G(S) X//(s) M ( 5 ) est une sous-variété de 
M(es). La restriction de Tsà à G(S) *H(S) M(S) C A l (5 ) détermine une 
classe dans 7{[G(S)](G(S) X//(s) M (S)) qui coïncide avec la restriction de aes G 
W[G(e5)](A4(e5)) à Cr(5) x H ( S ) M ( S ) C Af (e 5 ) puisque ces classes se restreignent 
respectivement sur fj(S) x M (S) en et en /3es. 

Soit maintenant 5 G ge//,6- Etudions les zéros de 5 sur B = G/H et sur 
Ai = G XH M. On voit que B(S) est vide lorsque l'orbite de S ne rencontre 
pas t). L'ensemble des G(5)-orbites dans B(S) est fini et paramétré par les re­
présentants gi des doubles classes de l'ensemble Ns = {g G G, g'1 · S G ()} sous 
l'action de G(5) x H. On note S, = g~LS G ï) et Àf,- = G(5,-) X/^s,-) M(S,-)« On 
a alors Al (5) = L^-Af;. Par G-invariance, pour montrer que Tsà = aes sur 
Af (5) = UjgrAfi, il suffit de montrer que pour chaque /, Ts.a|Af,- = a(e 5 t ) |Afi , 
lorsque 5t- G 1)6? ce qui a été prouvé ci-dessus. 

Si M est un point ·, on obtient ainsi un isomorphisme ICG(G/H) = = 
C°°(H)H. Décrivons cet isomorphisme plus directement. Soit a = (a É .) 6 . €G E / / 

une famille de formes équivariantes représentant un élément de KG{M). La 
fonction E(a) G C°°(H)H est l'unique fonction iï-invariante telle que l'on ait 
E(a)(seY) = (aS(Y))[o](e) pour tout .s- G Hcu et pour tout y G !)(·*)«, où a est 
suffisamment petit. 

Appendice. 

Cet appendice contient pour la commodité du lecteur un résultat technique 
utilisé plus haut. 
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Lemme 66 Soit G un groupe de Lie réel separable. Soit s € G un élément tel 
que Ad(s) soit un endomorphism,e semi-simple de Valgèbre de Lie g de G. On 
suppose que la classe de conjugaison Os de s est fermée. Soit H un sous-groupe 
fermé de G. Alors les classes de conjugaison de H contenues dans OsC\H sont 
fermées et Os fl H est une réunion localement finie de classes de conjugaisons 
de H. 

Identifions Vespace tangent àt G G au translaté à gauche part de g. L'espace 
tangent en un point t G OsD H est égal à (Ad(t~l) — l)f) = i) fl (Ad(t~l) — l)g. 

Démonstration. Soit t G Os fl H. Comme G est separable et Os fermée, Os 

est homéomorphe kG/G(t) par l'application naturelle. L'endomorphisme Ad{t) 
est semi-simple car il est conjugué de Ad(s). Ecrivons une décomposition 

0 = l j (* )©r ( / ) eq , ( t )0q"(* ) 

de g en sous-espaces Ar/(/)-stables de sorte que l'on ait i) = t)(t) © q'(t) et 

g(«) = &(<)©*(*)· 
Il existe des voisinages U' de 0 dans q'(/), U" de 0 dans q"(/), V de 0 dans 

t)(t) et V" de 0 dans x(t) tels que 
1. l'application Q", Y', Y") i-> e^'e^\teY'eY")e-^'e~^ soit un difféo­

morphisme de U' x U" x V x V" sur un ouvert W de G, 
2. eV'eQ (teY'eY")e-Q'e-Q" appartienne à Os si et seulement si Y' = Y" = 0, 
3. eQ\Q (teY'eY )e-&e-Q" appartienne à H si et seulement si Q" = Y" = 0. 
Donc W fl H fl Os est défini par les équations Q" = Y" = Y' = 0. C'est 

l'intersection avec WD H d'une classe de conjugaison de H, et c'est un ensemble 
fermé dans W fl H. Le lemme en résulte facilement. 

3.5 Théorie de Chern-Weil. 

Nous reprenons l'exemple de la section 1.4. Soit G un groupe de Lie presque 
algébrique. Soit P —* B un fibre principal de groupe G. Soit L un groupe de 
Lie presque algébrique agissant à gauche sur P et commutant à l'action de G. 

Soit s G Leii et soit B(s) la variété des points fixes de l'action de s sur 
B. Si x G B(s) et si <y est un point de P au dessus de x, il existe un unique 
élément r(s,y) G G (r est employé pour "right") tel que sy = yr(s,y). On a 
r(s,yg) =g~1r(s,y)g. 

Définition 67 . On dira que l'action de L sur le fihré principal P est princi­
palement régulière si l'action de L x G sur P vérifie les conditions suivantes. 

1. L'action de L x G sur P est régulière. 
2. Pour tout s G Leu et tout y G P au dessus de B(s) l'élément r(s,y) G G 

est elliptique. 

(Nous dirons en général régulière au lieu de principalement régulière en espérant 
que le contexte évitera les confusions). Cette seconde condition est en général 
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vérifiée. C'est clair si G est compact. Il en est de même, d'après le lemme 63, 
si G est un sous-groupe presque algébrique de L, pour la fibration principale 
L -+ L/G. 

Soient s G Leu et s' G Geu. Soit P(s,s') = {y G P\sy = ys'} l'espace des 
points fixes de (s, s'). Comme (s, s') G LxG est elliptique et comme l'action de 
LxG dans P est régulière on voit, en regardant l'application tangente à la pro­
jection P —» P , que l'application P(s , s ' ) —• B(s) est une submersion. Notons 
B(s)s l'ouvert de B(s) image de P(s,s'). Alors P(s,sf) est un fibre principal 
de groupe G(s') muni d'une action à gauche de L(s). Soient s',s" G G e//, alors 
B(s)s nB(s)s n'est pas vide si et seulement si s' et s" sont conjugués dans G et 
dans ce cas B(s)8' = B(s)s". Comme l'action de L est principalement régulière, 
P ( s ) est réunion disjointe des sous-variétés ouvertes B(s)s , paramétrée par les 
classes de conjugaison d'éléments s' G Geu pour lesquels P(s,s') est non vide. 

Le même argument montre que l'action de L dans B est régulière. 
Supposons qu'il existe une connection u pour la fibration P —> B inva­

riante par l'action de L. Nous allons associer à toute fonction 0 G C°°(G)G un 
bouquet W(0) G ZL(B) de formes différentielles équivariantes. La connection 

définit une connection L(s)-invariante pour chacune des fibrations principales 
P{s,s') -> B(s)s'. En effet, u\P(s,s') G Al(P(s, s'))®s(*') comme on le voit par 
G-invariance et u ^ P ^ s ' ) est une 1-forme de connection L(.s)-invariante. Soit 
<t>s' € C°° (g ( s ' ) ) G ( s , ) la fonction définie par </>ai(Y) = </>(s'eY), pour F G g(s'). 
L'homomorphisme de Chern-Weil (proposition 8) associe à 0 a/ une forme équi­
variante fermée Wu(j>8i G A¿(8){l(s), B(s)a'). Explicitons W e n fonction de la 
connection. Soit Y G Í et soit Q(Y) = / / (y) + iî G ̂ 4(P) ® g la courbure équiva­
riante de UJ. Si F G la restriction i î (y ) |P (s , s') de la forme fi(y) à P(s , s') 
est dans *4(P(s, s')) ® 9(5') et </>(s'en(™p(<a>ar>) est une forme G(s')-basique. On 
pose 

Wu<f>AY) = <t>(s'eQiYmsy))-

Comme <j> est une fonction G-invariante sur G, il est facile de voir que Wu{<j>si) ne 
dépend que de la classe de conjugaison de s'. Ecrivons B(s) = l)ai€(aeU/G)B(s)s 

et définissons Ws<j) € A^s)(l(s),B(s)) comme étant égale à Wsi(<j)s<) sur B(s)s'. 

Soit s € LeU et soit S G !(«),«. Alors L ( s ) N X ( 5 ) C L( se s ) et B ( * ) N 5 ( 5 ) C 
B(ses). 

Lemme 68 Soit S € I(s) e«. ^l/ors, s; F G L ( 5 ) D L ( s ) , on a 

(W3<f>)(S + Y)\B(s) N B(S) = (WseS<f>)(Y)\B(s) N 5 ( 5 ) 

dans Af{s)nL(s)(i(s) fi [(5), B( s ) i~l B ( 5 ) ) . 

Démonstration. Il suffit de démontrer cette relation pour s = e. Soit 5 G leii-
Considérons le groupe à un paramètre exp(tS). Au dessus de P ( 5 ) , il produit 
un groupe à un paramètre de transformations verticales : si y G P est au dessus 
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de x G B(S), exp(tS)y = yexp(tr(S,y)) où r(S,y) est un élément de ge//- La 
classe de conjugaison de r(S, ;//) ne dépend que de la projection x G 5 ( 5 ) de y et 
est localement constante. On écrit B(S) = Usv €( 0 e / // G) J E ^ S ) 5 ' où B(S)S> désigne 
la sous-variété ouverte et fermée de B(S) sur laquelle l'élément r(S,y) G flc// 
produit par l'action verticale de S est dans la classe de conjugaison de S'. Soit 
Y G 1(5). L'espace P ( 5 , S 7 ) des zéros de ( 5 , 5 ' ) sur P est un fibre principal sur 
B(S)S'. On a donc 

(We</>)(S + Y)\B(Sf = <f>(e^s+Y^s^). 

On a 
a(S)\P(S,S') = -u,(SP)\P(S,S') = u(PS')\P(S,S') = S'. 

Donc n(S + Y) = (i(S + Y) + iï = S' + fi(Y) et Çl(Y)\P(S,S') G , 4 ( P ( S , S ' ) ) ® 
9(5')· Donc e " ( s + W s , s ' ) = eS'efi(y)|P(S,S')_ Mais on a B(S)S' C B ( e s ) e S ' et 
PIS,S') C P ( e s , e s ) . Donc, si Y G 1(5), on a 

(Wesct>)(Y)\B(Sf = ф{е8'eQ^p{s^) 

et on obtient l'égalité cherchée. 

Nous avons donc démontré la proposition suivante. 

Proposition 69 Soient G et L deux groupes presque algébriques. Soit P B 
un fibre principal sous l'action de G, muni d'une action à gauche de L princi­
palement régulière. Supposons qu'il existe une connection eu L-invariante. Alors 
sicj) G C°°(G)G, la famille Wu</> = {Ws</>)a£Lell d'éléments de Af(s)(l(s),B(s)) 
est un bouquet de formes différentielles équivariantes. La botte de classes de 
cohomologie définie par W„(<!>) est indépendante du choix de eu. On la note 
Wcf> G KL(B) 

On peut donc munir JCL(P/G) d'une structure de C°°(G)G module en posant 
pour <j> G C°°(G)G et a G ICL(B) 

(j) · a = W((j))a. 

Remarque 70 Considérons une espace homogène réductif G G/H comme 
dans le théorème 64- On a vu que l'application de restriction E : KG(G/H) —• 
C°°(H)H est un isom.orphism.e. Choisissons une connection G-invariante tu. 
Alors W^cf) est un bouquet représentant de E~l(f>. En particulier, ce représen­
tant se recolle non seulement au niveau cohomologique, mais au niveau formes 
différentielles. 

Remarque 71 On peut généraliser la proposition ci-dessus au cas considéré 
dans le paragraphe 1.8: soit P une variété munie d'une action régulière d'un 
groupe G pour laquelle un sous-groupe distingué N opère librement. Lorsque la 
condition analogue ci la condition 67 est verifi.ee, on peut associer à une fonction 
(f> G C°°{G)G un. bouquet Wu{</>) G 6G/N(P/N) de form.es différentielles équiva­
riantes. La botte de classes de cohomologie équivariante déterminée par W^cj)) 
est indépendante de la connection. 

59 

http://verifi.ee
http://form.es


M. DUFLO, M. VERGNE 

Soit M une variété sur laquelle le groupe L opère. Soit £ —+ M un fibre 
vectoriel réel (ou complexe) L-équivariant. On explicite les constructions précé­
dentes appliquées au fibre principal P de groupe G = GL(N, R) (ou GL(N, C)) 
des repères de £. Soit s G Le\\. Au dessus de M(s) , l'action de s sur £ produit 
un automorphisme se du fibre £. 

Définition 72 On dira que Vaction de L sur le fibre £ est principalement ré­
gulière si 

1. Vaction de L sur £ est régulière, 
2. pour tout s G L€u et pour tout m G M (s) V automorphisme s£ de £m est 

elliptique. 

Comme pour la définition 67, nous dirons en général régulier plutôt que princi­
palement régulier. 

On dira que le fibre £ —> M est connecté si £ est muni d'une connection L-
invariante V. Pour X G soit F(X) G A(M, End(£)) sa courbure équivariante 
(définie dans la section 1.5). 

Soit s G Le\\. La restriction de V à M (s) fournit une connection L(.s)-équi-
variante sur £\M(s) dont la courbure équivariante est obtenue pour X G l(s) 
par restriction de F(X) à M (s). 

Appliquons la construction précédente à la fonction (f)(g) — Tr(#). On définit 
pour X G l(s) 

c h s ( £ , V ) ( X ) = T r ( / e F W l M ( s ) ) . 

La forme c h 5 ( £ , V ) est une forme différentielle L(.s)-équivariante fermée sur 
M (s). 

Lemme 73 Pour tout S G i(s)eu on a Végalité 

T 5 ) 5 ' c h , ( £ , V ) = rSiSchses(£, V) 

dans -4£(s)nL(s) (l(s)nl(S),M(s)nM(S)). 

Démonstration. Nous explicitons les étapes de la démonstration précédente. 
Comme SM s'annule sur M{s) N M(S), le moment de S est égal à l'action S £ 

verticale produite par S sur S\M(s) D M (S) . Donc F(S + Y) = S£ + F (Y). 
Pour Y e l(s) N l(S), 

T s , s c h s ( £ , V ) ( y ) = T r ( / exp(5 f + (F{Y)\M{s) n M(5) ) ) ) . 

Sur M (s) fi M (S), les matrices S£ et F (Y) commutent. Donc 

T r ( / exp(S* + F(Y)\M(s) N M(S))) = Tr (s f exp S£ exp F(Y)\M(s) N M (S)). 

La proposition suivante est donc claire. 
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Proposition 74 Soit £ un fibre L-équivariant connecté. La famille 

( c h s ( £ , V ) ) s e ¿ e „ 

est un bouquet de formes équivariantes. La, botte de classes de cohomologie cor­
respondante ch(£) G ICL(M) est indépendante de la connection L-équivariante 
choisie. 

On dira que ch(£) est le caractère de Chern équivariant du fibre (connecté) 
£. 

L'application £ —• ch(£) est un caractère: si £ et T sont deux fibres connec­
tés, alors £ 0 T et £ ® T sont des fibres connectés et 

ch(£ 0 T) = c h ( 5 ) + ch(^) 

ch(£ ® T) = cli(£)ch(JT). 

(Ces égalités sont déjà vraies dans Zi(M)). 
Si M = L / H est un espace homogène réductif, un fibre vectoriel L-équiva-

riant est un fibre £T = L x # E associé à une représentation r : H —• GL(E) 
de dimension finie de H. La connection L-invariante sur le fibre principal L —» 
L / H fournit une connection L-invariante sur £ T . Considérons l'isomorphisme 
de restriction E : ICL(L/H) —• C°°(H)H. Soit Tr r la fonction trace de la repré­
sentation T. On a 

E(ch(£T)) = TvT. 

Soit G un groupe de Lie et soit N un sous-groupe distingué de G. Soit P une 
variété munie d'une action à droite de G. Supposons que l'action du sous-groupe 
N soit principale. Considérons la fibration q : P —• P / iV. L'image réciproque 
g* induit une application de ICG/N(P/N) dans KG(P)- Il serait tentant de gé­
néraliser le théorème 22 au groupe /CG*(P)- Toutefois nous ne pouvons le faire 
sans hypothèses supplémentaires. Nous supposerons que le groupe G/N et la 
variété P/N sont compacts. Il existe alors une connection G-invariante pour la 
fibration q : P —> P/7V, puisqu'une connection TV-invariante existe (car l'action 
de N est principale) et qu'il suffit alors de la moyenner sur G/N. 

Théorème 75 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé 
distingué de G. Soit P une variété munie d'une action à, droite de G telle que 
l'action du sous-groupe N soit principale. Supposons que le groupe G/N et la 
variété P/N soient compacts. Alors l'application 

q* : JCG/N(P/N) KG (P) 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Considérons tout d'abord la situation produit. Soit P —• B 
un fibre principal de groupe G. Soit L un groupe de Lie opérant sur P à gauche. 
Nous supposons que L est compact, donc l'action de L sur P vérifie la condition 
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67. Nous employons les notations de la démonstration de 69. Supposons de 
plus B compacte. Montrons tout d'abord que l'application q* est injective. Soit 
a = (as)seL un élément de KL{B) tel que q*a = 0. Notons asy = aS\B(s)s'. 
L'espace P(s,s') est un fibre principal sur la variété compacte B(s)s'. Notons 
q8)9i : P(s,s') —+ B(s)s' la fibration correspondante. Donc pour tout (s, s') G 
L x G e//, l'élément g*,/»,,,/ G W[£(J ) X G («') ]CP ( 5 > 5 ' ) ) est nul- Le groupe L(s) 
est compact. D'après la proposition 58, l'application q* , : W[x( s)](i?(s) s /) —• 
W[£(a)xG(*')](JP(555/)) est injective. On en déduit que aS\B(s)s' est nulle. La va­
riété B(s) est union disjointe finie de variétés B(s)3'. Donc a s = 0 . 

Montrons que l'application q* est surjective. Soit (3 = ((3sy)seL}s'eGen un 
élément de JCLXG(P)- Construisons un élément a G KL{B) tel que /3 = q*a. On 
définit a 5 j S/ |Z?(s) s comme l'unique élément de Ti[i(S)](B(s)s ) tel que q*ss,a8,si = 
/38j8I. La condition de G-invariance sur la botte ¡3 implique que asy ne dépend 
que de la classe de conjugaison de s'. On définit a8 comme étant égal à a8j8i sur 
B(s)s . On obtient ainsi une collection a = (as)s£i de classes a8 G H[L(8)](B(S)). 

L'invariance sous L de ¡3 implique que a vérifie la condition d'invariance voulue. 
Vérifions la condition de recollement. En changeant de notations (L = L(s), 
P = q~1(B(s))^ etc. .) il suffit de le vérifier pour s = e. Choisissons un repré­
sentant /3 G Wz° x G ( l x Q,P) de Pe- On choisit à G Hf(\,B) tel que q*à = (3. 
L'élément â est un représentant de ae. Il existe un nombre a > 0 tel que 
pour tout 5 G I a et tout S' G 0 E / / ,„, on ait L(es) = L ( 5 ) , G(es') = G(S ' ) , 
P{es,es') = PiS,S') etTs,S'P = / W ' dans H[L{€s)xG{es^P{es,es')). Soit 
B(S) = Us>e(gEU/G)B(S)s . Puisque L est compact, un voisinage elliptique la de 
0 dans l est un voisinage aussi petit que l'on veut pour la topologie ordinaire. 
Comme B(S) est compacte, la classe de conjugaison de r(S,y) G 0E// (qui ne 
dépend que de x G B(S)) produite par l'action verticale de S au dessus de 
B(S) reste dans un voisinage invariant de 0 pour la topologie ordinaire, donc 
à fortiori pour la topologie elliptique. On choisit b < a tel que si 5 G k alors 
B(S) = B(es) et B(S) = Us>e({9M)/G)B(S)s'. Notons s = es,s' = e 5 ' . On a 
B(S)S' = B(s)s',P(S,S') = P(s,s'). Comme PS' est vertical, on voit que 

TSis>q*a = q;ië,(Ts&\B(Sf). 

D'autre part, 
Ts,s'q*a = Ts,s(B = Bs,s'. 

On en déduit l'égalité (3sy = </* SL{Tsà\B{sY) dans H[L(S)*G(S')]{P{S, S1)). Mais 
par définition /38y = q* ,a8t8i. D'après la proposition 58, l'application q*^s, est 
injective. Donc a8y = a8\B(s)*' = Tsâ\B(sY'. Ceci étant vrai pour le recou-

s' 
vrement fini de B(s) par les variétés non vides B(s)e , S' G 06, on obtient 
Tsâ = as et la famille as vérifie la condition de recollement voulue. 

Retournons à la situation du théorème 75. On raisonne comme dans la dé­
monstration de 22. On note L le groupe G/N et on considère la variété L x P. 
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Le groupe L est compact ainsi que la variété (L x P)/G = P/N. L'application 

qG : KL(P/N) KLxG(L x P ) 

est donc un isomorpliisme, d'après le cas produit. 
Considérons l'action de L x G sur L x P. Soit A (G) le sous-groupe {(g, g)} 

de L x G. Alors le (L x G)-espace L x P est isomorphe à l'espace induit (L x 
G) XA(G) P par l'application [(/,#),£] —• {lg~l,xg~l) pour l € L,g € G,x € P. 
L'espace homogène (L x G)/A(G) est réductif, puisque l'algèbre de Lie de L 
est un_supplémentaire invariant sous l'action adjointe de A(G) de l'algèbre de 
Lie (XjX) de A(G). L'application E : JCLxG(L x P) —• KG{P) est donc un 
isomorphisme d'après le théorème 67. Le composé EqG coïncide avec q* et notre 
théorème est démontré. 

4 Groupe métalinéaire et orientations. 

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats sur l'orientation des 
variétés de points fixes de transformations elliptiques nécessaires à l'intégration 
des bottes. 

4.1 Transformations infinitésimalement elliptiques. 

Rappelons que si U est un espace vectoriel de dimension finie sur M, une orien­
tation de U est un choix d'une des deux demi-droites de A m a x ( î 7 ) . Si U = 0, 
on note £ 0 l'orientation contenant le point 1. Si £ et £' sont des orientations de 
U et U', l'orientation £ A £' de U © U' est bien définie. Si O est une orientation 
de U © U' et £ une orientation de £7, on note O/Ç l'orientation de U' telle que 
(°/0 A £ = O. On définit de même l'orientation E\0 . Si l'un des deux espaces 
U ou U' est de dimension paire (ce qui sera souvent le cas ci-dessous), les deux 
orientations £\o et O/£ sont égales. 

Soit V un espace vectoriel réel de dimension n. Soit S G End(y) e// une 
transformation infinitésimalement elliptique de V. Alors il existe des entiers 
positifs ^, R tels que N = 2( + r, une base {ei , e 2 , . . . , e2^_i, e2^, / i , . . . , FR} de V 
et des nombres réels non nuls À,-, 1 < /' < ( tels que 

Se2i-i — A/e2i, 
Se2i — — A î e 2 î _ 1 , pour 1 < z < £ 

Sfj = o, pour 1 < j < r. 

Supposons S inversible. Alors r = 0 et la dimension de V est paire: N = 2£. 
On a alors det S = X\\L · - · \2

R Choisissons une orientation O de V. Supposons la 
base précédente ei, e 2 , . . . , e2^_i, e2t orientée. Ces choix déterminent une racine 
carrée de det S en posant 

(42) d e t y 2 5 = AiA2 
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Cette racine carrée ne dépend que de l'orientation de V. Si S n'est pas inversible, 
on pose d e t y 2 5 = 0. On obtient ainsi une fonction det*' sur End(F) e// dépen­
dant de l'orientation o de V. 

Réciproquement, si on suppose S inversible, 5 détermine une orientation 
((S) de V par la convention 

( 4 3 ) det 1/2 
as) 

S>0. 

Remarque 76 On peut définir ( ( 5 ) sans choisir de base: soit T~1(S) Vêle­
ment de A2(V) défini ci-dessous (formule 59). Alors Ç(S) est Vorientation qui 
contient la composante de degré dim(Vr) de Vêlement exp( r _ 1 (5)) de A(V). 

Plus généralement, si U est un sous-espace de V stable par S tel que la 
restriction S\u soit inversible, nous posons 

( 4 4 ) au,S) = Ç(S\v). 

Nous disons que £(Ï7, S) est l'orientation de U définie par S. 
Enfin, pour S G End(V)eii rappelons la décomposition V = V(S) © ({(S), 

où V(S) = ker(S) et q(«) = S(V). Nous notons 

( 4 5 ) <(S) = C(q(S),S). 

Ceci a un sens car la restriction de S à q(5) est inversible, et, si S est inversible, 
ceci ne diffère pas de la définition précédente. 

Le but de cette section est de décrire les notions équivalentes à ((S) et 
d e t y 2 5 pour des transformations elliptiques. Nous allons voir qu'elles ne sont 
pas définies pour les éléments elliptiques de GL( V) mais pour ceux d'un certain 
recouvrement ML(V) d'ordre 2 de GL(V). 

4 . 2 G r o u p e Pin(V). 

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'une forme quadratique 
Q définie positive. On note B(v,w) la forme bilinéaire symétrique telle que 
B(v,v) = Q(v). On considère l'algèbre de Clifford C(V,Q) dans laquelle les 
relations sont v2 = —Q(v). 

L'algèbre C(V,Q) est graduée sur Z/2Z. On note C + ( V , Q ) la partie paire 
et C~(V, Q) la partie impaire de C(V, Q). On note a H-> a* l'antiautomorphisme 
tel que v*= —v. Donc (ah)* = b*a*. 

Pour une algèbre A graduée sur Z/2Z, on note Ax le groupe des éléments 
homogènes et inversibles de A et p(a) est la parité d'un élément homogène 
a £ A. Pour a e Ax, on note / (a) P automorphisme intérieur défini par a : 

i.(a)(b) = (-iyla)pMaha-1. 

64 



COHOMOLOGIE ÉQUIVAJRIANTE ET DESCENTE 

L'application ¿ est un homomorpliisme de Ax dans le groupe Aut(A) des au-
tomorphismes de A préservant la graduation. Son noyau est Zx si Z est la 
sous-algèbre de A formée des éléments qui commutent (au sens gradué) aux 
éléments de A. 

Dans le cas de C(V,Q), on a Z = R, et i est surjective (par le théorème de 
Skolem-Noether gradué). 

On définit le groupe de Clifford T(V, Q) comme le sous-groupe de C(V,Q)x 

formé des éléments a tels que t(a)(V) = V. Pour a G r (V,Q) , on note j(a) G 
GL(V) la restriction de t(a) à V. L'application j est un homomorphisme surjec-
tif de T(V,Q) sur le groupe orthogonal 0{V,Q), de noyau Rx. Si a G T(V,Q), 
l'élément aa* est un scalaire > 0 noté N(a). La fonction TV vérifie N(a) = N(a*) 
et N(ab) = N(a)N(b). On pose r+(V,Q) = T(V,Q) f\C(V,Q)+ et T-(V,Q) = 
r ( V , Q ) f l C ( V , Q ) - ; 

Par exemple, soit v G V. On a v G C(V,Q) X si et seulement si Q(^) ^ 0, et 
alors v~l = —v/Q(v). Dans ce cas, v appartient à T(V,Q), on a N(v) = Q(f) 
et j ( f ) est la symétrie de vecteur v et de noyau l'hyperplan orthogonal à v. 

Le groupe Pin(V,(5) est le sous-groupe des éléments de a G Y(V,Q) tels 
que N(a) = 1. Soit v G V. Alors v G Pin(Vr, Q) si et seulement si Q(v) = 1. 
L'application j induit une surjection de Pin(V,Q) sur 0(V, Q). Le noyau est le 
sous-groupe { 1 , - 1 } de E x . Pour éviter des confusions, nous noterons aussi e 
l'élément —1 de ker j . 

On note Spin(V,(5) le groupe T+(V, Q) fl Pin(y, Q). L'application j in­
duit un morphisme de Spin(V, Q) sur SO(F, Q) de noyau {1, e} Nous poserons 
Pin ~(V) = r - (V , Q) H Pin(V, Q). 

Dans la suite nous enlevons en général Q de la notation. 
Soit U un sous-espace de V. Soit 17' l'orthogonal de U. La sous-algèbre de 

C(V) engendrée par U est canoniquement isomorphe à C(U). Les groupes T({7), 
Pin(î7) et Spin(î7) sont les sous-groupes des groupes r(V"), Pin(V r) et S p i ^ F ) 
respectivement formés des éléments a tels que j(a) laisse fixe l'orthogonal U' de 
U dans V. Tout élément a G r ( V) tel que j(a) laisse stable U s'écrit a = bb' avec 
b G r(J7) et b' G T({ / ' ) . Si a = ce' est une autre décomposition avec c G T(U) 
et c' G T(Ï7 /), il existe fc G { 1 , e} tel que 6 = kc et 6' = k~lc'. 

Voici une propriété fonctorielle supplémentaire permettant de ramener l'é­
tude du groupe Pin à celle du groupe Spin. On pose V = V © Rë. On munit V 
de la forme quadratique prolongeant Q pour laquelle cette décomposition est 
orthogonale et e de norme 1. On vérifie que l'on définit un isomorphisme K de 
C(V) (dans lequel on oublie la graduation) sur C+(V) en posant 

(46) K,(a) = a pour p(a) = 1, 
K,(a) = aë pour p(a) = — 1. 

L'application K induit un isomorphisme de r ( V ) sur le sous-groupe de r + ( V r ) 
formé des a tels que j(à)(ë) = ±ë. 

On munit C(V) de la forme quadratique telle que, si / l v .. , / n est une base 
orthonormée de F , les · · · fj. avec j i < · · · < j i et 0 < i < n forment 
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une base orthonormée de C(V). On remarque que la restriction de cette forme 
quadratique à T(Vr, Q) est la fonction N. De même A(V) est muni du produit 
scalaire tel que les fjx A · · · A / j . forment une base orthonormée de A(V). 

On filtre C(V) par les sous-espaces C,-(V) engendrés par les produits de 
longueur < i d'éléments de V. L'espace Ci(V)/Ci-i(V) est canoniquement iso­
morphe à A*(V). On note a{ le symbole o{ : d(V) -+ A\V). L'orthogonal Cé(V) 
de Ci-\(V) dans C{(V) est un supplémentaire. Si / 1 , . . . Jn est une base ortho­
normée de V, les fa · · · fjt avec ji < · · · < ji forment une base orthonormée de 
C\V). 

On note T la forme linéaire sur C(V) telle que 

(47) a - r ( a ) G e , > o C ' " ( V ) 

pour tout a G C(V). 

Proposition 77 Soit a G T(V). On a 

T(a)2 = 2-nN{a)det(l+j(a)). 

Démonstration. Lorsque a appartient à Pin~(V) les deux côtés de l'égalité 
sont nuls. Par homogénéité, il nous reste à considérer le cas où a G Spin(V). On 
se ramène immédiatement au cas où dim( V) = 2. Soit e, / une base orthonormée 
de V. On peut écrire a = cos 0 e + sin 0 f avec 0 G 1R. Alors j ( a ) est la rotation 
d'angle 20 et la relation ci-dessus revient à la formule cos2 0 = (1 + e2l0)(l + 
e-2i9)/i. 

Le groupe Spin(V) est l'ensemble des points réels du groupe algébrique 
connexe Spin(Vr (g) C). La restriction de T à Spin(F ® C) est une fonction 
polynomiale. On a obtenu le corollaire suivant. 

Corollaire 78 Sur Spin(V 0 C) la fonction det(l -f- j(a)) a une racine carrée 
polynomiale . 

Nous noterons 
(48) det 1/2 

v (l + a) 

la racine carrée polynomiale de det(l + j(a)) qui est positive pour a = 1. 
Considérons maintenant l'espace C(V)/Cn-i(V). Il est canoniquement iso­

morphe à Amax(V) = An(V). On pose av = an. 
Soit o une base orthonormée de A , n a x (V r ) . Le choix de o est équivalent au 

choix d'une orientation de V. On note % l'image réciproque de o dans Cn(V). 
Si /,· est une base de V orthonormée orientée de V on a o = f\ A · · · A / „ et 

(49) 7o = /1 · "fn-

Notons que j Q appartient au groupe Phi(V) et que j(jQ) = - 1 G 0(V). Le choix 
d'une orientation de V est donc équivalent au choix d'une image réciproque de 
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- 1 G 0 ( V ) dans Pin(V r). Notons D(V) C C(V) le commutant de la partie paire 
de C(V). Les éléments 1 et yQ forment une base de D(V) et on a 

(50) (ΊοΥ = (_i)«(«+i)/2. 

Pour a G C'(V), on note T°(a) le scalaire tel que l'on ait 

(51) av(a) = T°{a)o, 

ou encore, a — T°(a)j0 G Cn-i(V). Par analogie avec l'intégrale de Berezin dans 
A(V) (voir ci-dessous) on peut appeler T° l'intégrale de Berezin. 

On vérifie facilement la formule suivante. 

(52) T°(a) = ( - l ) n ( n + 1 ) / 2 r ( a 7 o ) . 

Le carré de la forme linéaire T" ne dépend pas de o. Il résulte de la proposition 
77 que l'on a: 

Proposition 79 ([6] lemme S.22) Soit a G r ( V ) . On a 

T°{af = 2~nN(a) det(l - j(a)). 

Le choix de o détermine une racine carrée polynomiale de la fonction det(l — 
j(a)) sur PinCl^) : pour a G Pin(V) on pose 

(53) det 1/2 
V,o (1-a) = (_l)«("+l)/2 det 1/2 

V (l + alo) = 2n'2T0{a). 

C'est la racine carrée qui est positive en yQ. Cette définition est analogue à celle 
de la formule (42). 

Notons que det 1/2 
V,o ( l - a - 1 ) est la racine carrée positive en j Q

 1 et donc on a 
aussi 
(54) det 1/2 

V,o ( i - 0 = det 1/2 
V (1 + alo) = 2n'2T{alo). 

Corollaire 80 Soit a G F(V). Alors 1 — j(a) est inversible si et seulement si 
(Jy{a) est non nul. 

Soit a G T(V). Posons V(a) = ker(l - j(a)) et q(a) = (1 - j{a))V. On a la 
décomposition 
(55) V = V(a) © q(a). 
L'espace q(a) est l'orthogonal de V(a) dans V. Donc a appartient au sous-
groupe r(q(a)) de F(V). 

Corollaire 81 Soit a G r ( V ) . Soit o une base orthonormée de A m a x (q(a)) et 
T" l'intégrale de Berezin correspondante dans C(q(a)). On a 

T°(af = 2- d i m"(">iV(a)det(l - j ( a ) | q ( a ) ) . 

En particulier, crq(a)(a) est un élément non nul de A m a x (q (a) ) . 
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Le corollaire 81 permet de poser les définitions suivantes. 

Définition 82 Soit a G r ( V ) et o une orientation de q(a). On note £(a) Vo-
rientation de q(a) qui contient aq^u)(a). On note F(a,o) le nombre (égal à ±1) 
tel que £(a) = F(a, o)o. 

C'est l'analogue de la définition de ((S) (formule 45). Si U est un sous-espace 
de V stable par j ( a ) , on ne peut pas définir l'équivalent de ((U, S) (formule 44) 
car a n'a pas d'image bien déterminée dans T(U). 

Donc, par définition, on a 

F(a,o) = sigiiT 0(a) = sign det 1/2 

q(a),o 
(1 - a). 

En d'autres termes, f (a) est l'orientation de q(a) telle que 

(56) det 1/2 
q(«U(«) 

(1 - a) > 0. 

La proposition suivante rassemble quelques propriétés immédiates de £(.) et 
F(.,.). 

Proposition 83 1. L'orientation E(1) est l'orientation £0 de l'espace q(l) = 
{ 0 } . 

V. On a F ( l , £ 0 ) = 1. 
2. Soit a G r(V). On a Ç(ea) = - £ ( a ) . 
2'. Soit de plus o une orientation de q(a). On a 

F(a ,o) = -F(ea,o) = - F ( a , - o ) . . 

3. Soit v G V, v ^ 0. Notons £(v) l'orientation de l'espace définie par 
v. On a q(v) = Rv et ((v) = £(v). 

3'. OnaF(v,i(v)) = l. 
4- Supposons donnés une décomposition orthogonale V = U 0 U', b G r({7) , 

b' G r ( t f ' ) . ^ ™ on a q(bb') = q(6) 0 q(fc') et Ç(hV) = f (6) A <£(//). 
Soient de plus o et o' des orientations de q(b) et q(b') respectivement. On 

a F(bV, o Ao') = F(b, o)P(//, o'). 
5. Soit a G r ( V ) et soit n,(a) G r + ( V ) l'élément défi/ni par la formule (46). 

Si a e T+(V), on a q(/c(a)) = q(a) c* £(/c(a)) = f (a). Si a e T~(V)f on a 
q(/c(a)) = q(a) © ë e< f (*(a)) = {(a) A g. 

5 ; . de plus o une orientation de q(a). Sz a G r + ( V ) , on a P(K,(a),o) = 
P(a, o). Si a E r~(V), on a F(K(O,),O A è) = P(a, o). 

5. Soient a G r ( V ) 6 G T(V). L'application j(b) induit un isomorphisme 
de q(a) s?zr q(&a&_ 1) ; e£ donc une application j(b)* de l'ensemble des orienta-
tions de q(a) sur l'ensemble des orientations de q{ba,b~l). On a j(b)*(Ç(a)) = 

«*(*)(<»))· 
6'. Soit de plus o une orientation de q(a). On a P(¿(6)(a),j(fe)*(o)) = 

f (o ,o) . 
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Voici une application. Pour deux nombres réels non nuls x et y on pose 
j(x,y) = — 1 si x < 0 et y < 0, et y(x,y) = 1 sinon. Pour s G GL(F) e / / , 
rappelons que l'on pose q(s) = (1 — s)V. Comme s est elliptique, on a 

(57) d e t ( S | q W ) = ( - l ) d i m ( ( , ( s ) ) -

Corollaire 84 Soient s et t des éléments de 0(n) qui commutent. Soient s et 
t des représentants de s et t dans le groupe Pin(V r). On a 

sts-H-1 = 7 ( d e t ( 5 ) , d e t ( ^ ) ) ( - l ) d i m ( q ( s ) n q ( t ) ) . 

Démonstration. En appliquant la formule (57) à la restriction de s à q(tf), 
cette formule est équivalente à i(s)(t) = det(s| q^))f. Celle-ci résulte du numéro 
6 de la proposition 83. 

Nous considérons maintenant l'algèbre de Lie spin(V) du groupe Spin(V). 
Comme Spin(F) est un sous-groupe fermé du groupe des éléments inversibles 
de C + ( V ) , son algèbre de Lie spin(V) est une sous-algèbre de Lie de l'algèbre 
de Lie C+(V). C'est le sous-espace C2(V) de C>2(V). Nous poserons donc 

(58) spin(V) = C2(V). 

L'action adjointe de a G Pin(V r) sur un élément A G spin(V) est Ad(a)(A) = 
aAa~l = t(a)(A) (rappelons que A est pair). L'action adjointe j(A)(v) = Av — 
vA est la différentielle de la représentation j : Spin(V) —» SO(V). C'est un 
isomorphisme d'algèbres de Lie de Bpin(Vr) = C2(V) sur so(V) C End(V). Le 
symbole 

o2 : C2(V) C2(V)ICAV) S A2(V) 

est un isomorphisme d'espace vectoriel. 

Exemple 85. Soient e £ V et f £ V des vecteurs orthogonaux de norme 1 et 
O G l . Soit A = 0ef. On a A G spin(V), j{9ef)e = 20 f, j{6ef)f = -26 e, et 
a2(0ef) = 6eAf. 

On note t l'isomorphisme j o (a 2 )
 1 de A.2(V) sur 50(1^). Soit fj une base 

orthonormale de V. Soit S G so(V). On a 

(59) r-HS) = 1 
2 E 
i<j 

B(Sfufj)fihfi^\2V. 

Soit o une base orthonormée de A m a x ( V ) . On note encore T° l'intégrale 
de Berezin, c'est-à-dire la coordonnée sur A(V) correspondant à o. Soit A G 
spin(V). Calculons le nombre T°(exp(a2(A)). On a T°(exp(a2{A)) = 0 si n est 
impair, et T°(exp(a2(A))o = (a2(A))p/p\ si n = 2p. De manière analogue à la 
proposition 79 on trouve 

T°(eMa2(A))2 = 2 - " d e t v ( j M ) ) . 

69 



M. DUPLO, M. VERGNE 

Rappelons que j(A) est un élément elliptique de End(V) et que o est une 
orientation de V. Nous avons défini (formule 42) le nombre det1J2(j(A)). On a 

2"T°(exp(a2(A))) = det 1/2 
O U(A)). 

Cette formule montre que la restriction de det;!/2 au sous-espace so(V,Q) est 
polynomiale (c'est le pfaffien). Elle ressemble à la formule de la définition 53. Un 
rapport plus précis est donné par la formule (60) ci-dessous. Soit A G spin(V). 
On a défini (définition 10) la fonction J sur End(F). Sa restriction à so(V) 
admet une racine carrée analytique, en fait entière sur so(V (g) C) (voir par 
exemple [6], corollary 3.15). 

Définition 86 On note J 1 / 2 la fonction entière sur so(V (g) C) dont le carré 
est J et telle que Jl/2(0) = 1. 

On a alors ([6], proposition 3.16) 

(60) det 1/2 
V,o (1 - exp(A)) = Jl/2U(A)) det 1/2 

O (ΛΑ)). 

Soit 5 € so(V). Posons s = expO'" 1 ^)) € Spin(y) et s = exp(S) € SO(V). 
Si l'on identifie spin(Vr) et so(V) grâce à j , on peut aussi noter s = e x p S p i n ( v ) ( 5 ) . 
On a j(s) = s. Soit o une orientation de q(s) = q(s). 

Nous choisissons (ce qui est possible) une base de V formée des vecteurs de 
norme 1 deux à deux orthogonaux e l 5 e 2 , . . . , e2 / ;_i, e 2 p , /1 , /2, · · ·, /29-1? /27 e t 

des nombres réels a{ £ 2nZ ,\j G 27rZ tels que 

Se2i-i — Aie2i 
Se2i — — Ate2i_i 

*5/ 2j-l — Otjf2j 
Sfij = -Ujf2j-i 

L'espace q(s) est engendré par les fj. Supposons de plus que o soit l'orientation 
de q(s) définie par la base/,. 

Proposition 87 On a 

F(exps in(v)(S),o) = 
p 

n 
i = 1 

cos(Ài/2) sign n 
j = 1 

s i n K - / 2 ) . 

Démonstration. Il résulte de la proposition 83, numéro 4, qu'il suffit de 
démontrer l'assertion lorsque dim(V) = 2. Soient e et f deux vecteurs orthogo­
naux de longueur 1 de V. Soit 0 G R tel que 5e = 20f, Sf = -26e. On a vu 
(exemple 85) que l'on a i _ 1 ( 5 ) = 0ef et donc s = cos 0 + sm0ef. Si 0 G TTZ, on 
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a s = cos# et donc F(.s,£ 0 ) = cosfl. Si 9 £ yrZ, £(S) est l'orientation de V qui 
contient sin 9 e A / , et donc F (s, e A / ) = sign(sin 9). | 

Nous verrons qu'un des intérêts de cette formule est de ne pas faire intervenir 
explicitement la forme quadratique Q. 

Nous notons, pour tout réel x > 0, spixx(V)x l'ensemble des A G SPIN(F) 
tels que les valeurs propres de j(A) soient de module < x. Soit a G Pin(V r). 
Soit SPIN(V)(a) le centralisateur de a dans SPIN(V r). Soit x > 0. Si x est assez 
petit, on a V(aeA) = V(a) fl V(A) pour tout A G spin(V)(a)x. On raffine la 
décomposition (55) de V en 

(61) V = V(aeA)®q(a,A)®q(a), 

où q(a,A) — j(A)(V(a)). On a donc 

(62) q(aeA) = q(a,A)®q(a.) 

Comme j(A) est une transformation elliptique inversible de q(a,A), elle déter­
mine une orientation Ç(q(a,A),A) de q(a, A). 

Voici un supplément à la proposition 83. C'est une sorte de propriété de 
continuité des fonctions £ et F. 

Proposition 88 (La numérotation continue celle de la proposition 83). 
7. Soit a G Pin(V). // existe x > 0 tel que pour tout élément A de $p\n(V)(a)x 

on ait la décomposition 61 et la formule 

ao.eA) = E(a) a<')^ac\(a,A),A) = C (q ( a ,AM )A£(a ) . 

7'. Soit de plus o une orientation de q(a). On a F(ae , o A Ç(q(a, A), A)) = 
F(a,o). 

Démonstration. En appliquant la proposition 83 on se ramène aux deux 
situations suivantes. 

1. On suppose V de dimension 2 et a = 1. On munit V d'une base ortho­
normée e, / et on a A = 0e f. On a j(A) e = 26 f et j(A) f = -29 e. Si 9 = 0, 
l'assertion est claire. Supposons 0^0. Soit x = 2n. Si A G spix\(V)x1 on a 
0 < \9\ < 7T, les nombres 9 et sin# ont le même signe et donc £(e A ) = £(a). (Si 
l'on préfère, on peut aussi utiliser la formule (60 )). 

2. On suppose 1 — j(a) inversible. Si x est assez petit, 1 — j(aeA) est in­
versible pour tout A G ôp\n(V)(a)x. Comme l'application av est continue et 
comme spin(V)(a)x est connexe, on voit que les orientations £ ( 5 ) et £{aeA) sont 
égales. | 

Corollaire 89 On suppose <X\m(V) > 2. 
1. La fonction £ qui à a G Spin(V) associe une orientation de q(a) est 

l'unique fonction vérifiant les propriétés 1, 6 (de la proposition 83) et 7 (de la 
proposition 88). 

2.La fonction £ qui à a G Pin " ( F ) associe une orientation de q(a) est 
l'unique fonction vérifiant les propriétés 3, 6 (de la proposition 83) et 7 (de la 
proposition 88). 
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Démonstration. Cela résulte facilement de ce que Spin(V) et Pin " ( F ) sont 
connexes pour dim(Vr) > 2. | 

En particulier, la propriété 2 est une conséquence des autres, ce qui montre 
la nécessité d'introduire le groupe Pin(V r) dans ces questions d'orientation. 

Nous expliquons maintenant le rapport des fonctions introduites ci-dessus 
avec la représentation spinorielle. 

Supposons n pair. On pose n = 2p et m = 2 P _ 1 . Soit M(m,m,C) la su­
per algèbre des matrices représentant les endomorphismes de l'espace vectoriel 
gradué C m ' m . Soit ip un isomorphisme 

< / > : C ( V ) ® C M(m,ra,C). 

(On sait qu'un tel isomorphisme existe). On a facilement 

trNAa)) = 2pT(a). 

Si o est une orientation de F , on a donc 

tr(é(ay0)) = (-lYT>T°(a). 

En comparant cette formule avec les propositions 77 et 79 on trouve les relations 
(voir [6], proposition 3.23) 

(63) tr(^(a)) = det 1/2 
o 

(1 + a) pour a G P i n ^ ) 

et 

(64>r(^(a7o)) = ( " 1 ) P det 1/2 
V,o (1 - a) = det 1/2 

V,o 
( l - a - 1 ) pour a G Pin(Vj. 

Ecrivons ces relations en terme de super trace. Rappelons que si u = 
A 
C 

B 

D 5 

avec A, B, C et D dans M(m,C) , est un élément de M(m, m,C) on pose 

str(w) = ti(A) - tr(D) = tr(u 
I 
0 

0 
-I 

). 

Il existe deux classes de conjugaison (sous l'action du groupe GL(ra,ra,C) de$ 
éléments inversibles pairs de M(ra,ra,C)) d'isomorphismes 

V > : C ( V ) ® C M(m,m,C). 

Fixons une racine carrée i de —1 et une orientation o de V. Il résulte de (50) 
que l'on a 

4'{V'io) = ± 
I 
0 

0 
-I 
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où / est la matrice de l'application identique de C m . On détermine une classe ip° 

en demandant que l'on ait 'tj>0(ipj0) = 
I 
0 

0 
-I , ou, ce qui revient au même, 

ipstr(ip°(y0)) = 2P. On a alors 

(65) V str(^°(a)) = 2pT°{a) pour a e C(V). 

On suppose maintenant n impair. On pose n = 2p + 1 et m = 2 P . Soit 
Q(m,C) la sous-algèbre de M(m,m,C) formée des matrices commutant (au 

sens gradué) à la matrice 0 
I 

I 
0 

où / est la matrice de l'application identique 

dans C™. C'est l'algèbre des matrices 

A 
B 

-B 
A 

avec A et B dans M(m,C). L'algèbre Q(m,C) est isomorphe à M(m,C + eC), 
où e est un élément impair tel que e 2 = —1, par l'isomorphisme qui à A + Be 

associe 
A 
B 

-B 
A 

. Soit if> mi isomorphisme 

V' : C(V) ® C Q(m,C). 

(On sait qu'un tel isomorphisme existe). On a facilement 

/r(V'(rt)) = 2>'+1T(a). 

Si o est une orientation de V, on a donc 

MV'(«7o)) = (-l)"+12p+lT°(a). 

En comparant cette formule avec les propositions 77 et 79 on trouve, pour 
a 6 Pin(F) les relations 

(66) tr(V>(«)) = s[2 det 1/2 
0 

(1 + a) 

et 
(67) tr(V>(«7o)) = ( - l ) / , + 1 > / 2 det 1/2 

V (1 - a) = v/2 det 1/2 
V,0 ( I - a " 1 ) . 

Ecrivons ces relations eu terme de "super trace impaire". Notons J l'élément 

J = 
0 

-I 
I 
0 

de Q(m,C). Rappelons que l'on définit une forme linéaire impaire ostr sur 
<5(m, C) par la relation 

ostr(i4 + Be) = 2 ti-(B) = tr( 
A 
B 

-B 
A J). 
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Il existe deux classes de conjugaison (sous l'action du groupe GQ(m, C) des élé­
ments inversibles pairs de Q(m, C)) d'isomorpliismes V; : C(V) (g>C —> Q(ra, C). 
Fixons une racine carrée i de —1 et une orientation o de F . La relation (50) 
implique que l'on a 'ip(ipy0) = ± J . On détermine une classe en w0 demandant 
que l'on ait ip°(ip^0) = J , ou bien encore ostr('0°(z p7 o)) = - 2 P + 1 . On a alors 

(68) = -ip ostr(^°(a)) = 2p+lT°(a) pour a G C O O -

4 . 3 G r o u p e M L ( V ) . 

Soit V une espace vectoriel réel de dimension finie. 

Définition 90 Si dim(V) > 2, on note j : DL(V r) SL(V) le revêtement 
connexe d'ordre 2 de SL(V). On note { 1 , 6 } le noyau de j . 

Si dim(T0 < 1, on note DL(V) le groupe à deux éléments { 1 , e} et j l'unique 
application j : D*L(V) —• SL(V). 

(La notation DL est employée pour "double"). 
On peut motiver cette définition de la manière suivante. Lorsque dim V > 3, 

DL(F) est le revêtement simplement connexe de SL(V). Supposons que V soit la 
somme directe de deux sous-espaces U et U'. Notons encore SL({7) (par abus de 
notation car U' devrait figurer dans celle-ci) le sous-groupe de SL(V) formé des 
éléments g fixant U' et laissant stable U. Notons DL'(U) l'image réciproque 
de SL(U) dans DL(V). Le revêtement DL'(U) —• SL(Ï7) est canoniquement 
isomorphe au revêtement DL(I7) —• SL(U). On identifiera donc DL(U) au sous-
groupe DL'(U) de DL(V). En prenant V de dimension > 3 et U de dimension 
< 2, ceci justifie notre définition de DL(U). 

Nous définissons maintenant un revêtement de GL(V). On introduit comme 
dans la section 4 .2 un espace V = V © Rè et on considère le revêtement j : 
DL(V) -> SL(V). On note M L 0 0 le sous-groupe de DL(V) formé des a G 
DL(V) tels que j(a) laisse stable V et RP . On note j(a) G GL(V) la restriction 
de j(a) à V. On a donc j(a)(è) = aet(j(a))~lë. L'application j : ML(V) 
GL(V") est un revêtement d'ordre 2 et sa restriction à l'image réciproque de 
SL(V r) est canoniquement isomorphe au revêtement j : DL(V) —• SL(V) définie 
ci-dessus. 

Définition 91 Le revêtement j : M L 0 O ~~> GL(V) s'appelle le revêtement 
métalinéaire de GL(V) et M L 0 O le groupe m,étalinéaire. 

Nous définissons le sous-groupe GL+{V) de GL(V) formé des éléments de 
déterminant > 0, le sous-ensemble GL~(V) de GL(F) formé des éléments de 
déterminant < 0, ML + (T0 et ML " ( F ) les images réciproques de GL+(10 et 
GL~(V) respectivement dans ML(V). O 1 1 1 1 0 ^ e a i*ssi S L ± ( V r ) le sous-groupe 
de GL(V r) formé des éléments de déterminant ± 1 , S L ~ 0 O I e sous-ensemble de 

74 



COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE ET DESCENTE 

GLC^) formé des éléments de déterminant —1, DL ± (V r ) et DL~(V r) les images 
réciproques de S L ± ( V r ) et SL""(V) respectivement dans ML(V). 

Supposons que V soit la somme directe de deux sous-espaces U et U'. No­
tons encore GL(J7) le sous-groupe de GL(V) formé des éléments g fixant U' et 
laissant stable U. Notons ML'(17) l'image réciproque de GL(J7) dans ML(V). 
Le revêtement ML'(U) —> GL(U) est canoniquement isomorphe au revête­
ment ML(U) —• GL(/7). On identifiera donc ML(U) au sous-groupe ML'(U) de 
ML(V). 

Avec ces notations, tout élément a G ML(V) tel que j(a) laisse stable U et 
U' s'écrit a = bb' avec 6 G ML({7) et V G ML(/7'). Si a = ce' est une autre 
décomposition avec c G ML(U) et d G ML(£/'), il existe k G {1,E} tel que 
b = kc et b' = k~lc'. 

Rappelons la notation V = V © Rê. Par définition, ML(V) est un sous-
groupe de DL(V'). On note K, l'injection 

(69) H : MLCV) DL(V r). 

Soit Q une forme quadratique définie positive sur V. Le groupe SO(V, Q) est 
un sous-groupe compact maximal de SL(V). Soit Spiii'(V, Q) l'image réciproque 
de SO(V,Q) dans DL(V). Il existe un unique isomorphisme (J)Q : Spin(V,Q) —• 
Spin'(V, Q) qui induise un isomorphisme de revêtements de j : Spin(V,Q) —• 
SO(V,Q) sur j : S p i n ' ^ Q ) -> SO(V,Q). 

De même, on note Pm'(V,Q) l'image réciproque de 0(V,Q) dans ML(V). 
C'est un sous-groupe compact maximal de ML(V). Il existe un unique isomor­
phisme ())Q : Pin(V,Q) —» Pin'(F, Q) qui rende commutatif le diagramme 

Pin(KQ) k Spin(V,Q) 

4>Q ØQ 

Piu'(V,Q) k Spin'(V, Q) 

où Q est la forme quadratique sur V qui prolonge Q et pour laquelle è est 
orthogonal à F et de longueur 1, la première flèche K est définie par la formule 
(46) et la seconde par la formule (69). 

Remarquons que nous faisons un peu attention car il n'est pas vrai qu'il 
existe un unique isomorphisme du revêtement de Pin(V,Q) de 0(V,Q) sur le 
revêtement Pin'(V, Q). En fait il y en a deux. Considérons l'automorphisme r] 
de C(V, Q) tel que, pour tout élément homogène a G C(V,Q), on ait 

n(a) = (-1)p(a) a. 

Si 7 0 est l'élément de C1l(V,Q) associé ci-dessus à une orientation o de F , on 
a V — ¿(70)· Comme // induit un automorphisme non trivial du revêtement 
j : Pin(V, Q) —» 0 ( ^ , ( 5 ) , 011 voit que C/>Q o // est un second isomorphisme de 
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revêtements de j : Pin(V,Q) 0(V,Q) sur j : Pin , (V,Q) 0 (V,Q) . Néan­
moins, le choix de (f>Q est canonique. 

Soit b e ML(V)eii. Soit q(b) = (1 - ^(6))!^. Par définition de la notion 
d'élément elliptique, il existe une forme quadratique définie positive Q sur V 
stable par j(b). Donc b appartient à Pin'(V,Q), (f>^{b) appartient à Pin(V, Q) 
et on a défini (définition 8 2 ) l'orientation £((/>Ql(b)) de q(b). 

Lemme 92 L'orientation ^(0Q1(&)) de q(&) ne dépend pas du choix de la forme 
Q stable par j(b). 

Démonstration. On le démontre d'abord pour b G DL(V)C//. On peut sup­
poser dim(V) > 2. On écrit 6 = e x p D ( 5 ) où 5 G (V) e iJ et où expD(.) dé­
signe l'exponentielle dans DL(V). La proposition 8 7 donne une formule pour 
^ ( 0 Q 1 ( 6 ) ) = £ ( e x p S P I N ( V I Q ) ( 5 ) ) qui ne dépend que de la décomposition spectrale 
de S. 

On se ramène au cas précédent en considérant l'injection K, de ML(V) dans 
DL(V). I 
Le lemme permet de poser la définition suivante. 

Définition 93 Nous noterons £(b) Vorien tation ^{<l>Q1(b)) de q(b). 

Introduisons encore quelques notations. Pour a G ML(V) , on note / (a) l'au-
tomorphisme de ML(V) défini pour b G ML(V) par 

( 7 0 ) 
t(a)(b) = eaba 1 pour a G ML~(V) et b G ML~(V), 
i(a)(b) = aba'1 sinon. 

Si b G ML(V)eu et si o est une orientation de q(fr), on note encore F(b,o) G 
{ 1 , —1} le nombre tel que £(/>) = F(b, o)o. 

Avec ces définitions, les propriétés des fonctions £(.) et F ( . , . ) énoncées dans 
les propositions 83 et 88 pour le groupe Pin(l /, Q) s'étendent sans changement 
au sous-ensemble ML(V)C// de ML(V) et nous ne les répétons pas. 

4.4 Fibres G-équivariants et points fixes. 

Soit G un groupe de Lie presque algébrique et soit M une variété sur laquelle 
G opère. Soit V —+ M un fibre vectoriel réel G-équivariant sur la variété M 
sur lequel G opère régulièrement (définition 72). En particulier G opère régu­
lièrement sur M. 

Soit S G 0E//· D'après la condition 51, l'espace des zéros de S M est une 
sous-variété de M. Considérons le fibre vectoriel V\M(S). Comme SM s'annule 
sur M ( 5 ) , on obtient un morphisme encore noté S : V\M(S) —• V\M(S) de 
fibres vectoriels au dessus de M (S). D'après la condition 72, en chaque point 
m G M ( 5 ) , S induit une transformation elliptique de V m . On a donc la dé­
composition V m = V M ( 5 ) © Q.m(S) avec VM(S) = {v G V M ; 5 · v = 0 } et 
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Qm(S) = 5 ( V m ) . Comme la transformation 5M est localement constante, la 
dimension de V m ( 5 ) est localement constante lorsque m varie dans M (S). On 
voit donc que l'espace des zéros V(5) de 5 V est un fibre sur M (S) dont la 
fibre au dessus de m G M (S) est V m ( 5 ) . De même on peut définir le fibre 
vectoriel (2(5) —• M (S) de fibre Qm(S) au dessus de m G M (S). On a donc la 
décomposition 
(71) V\M(S) = V(S)®Q(S). 

La transformation 5 induit une transformation inversible du fibre vectoriel 
¿2(5) —• M (S) infinitésimalement elliptique non dégénérée sur chaque fibre. 
Le groupe G (S) opère sur la variété M (S) et les fibres V(5) et (2(5) sont des 
fibres G(5)-équivariants sur M (S). 

Définition 94 Nous noterons ((S) V orientation du fibre (2(5) —• M (S) qui 
dans chaque fibre est induite par Vaction de S (formule 45). 

De même, si U est un sous-fibré S stable de Q(S), nous notons Ç(U,S) 
Vorientation définie par S dans U (voir la formule 44)-

Exemple 95 Si V est le fibre tangent, ((S) est une orientation du fibre normal 
à M(S), invariante par G(S). 

Soit s un élément elliptique de G. Etudions l'espace V(s) des points fixes de 
la transformation s sur V. Au dessus de M (s), la transformation s induit un 
isomorphisme encore noté s : V\M(s) —» V\M(s) du fibre vectoriel V restreint 
à M (s). Il est clair que l'on a 

V(s) = {(m, v); m G M (s), s • v = v}. 

D'après la condition 72, la transformation s induit une transformation elliptique 
sur chaque fibre V m localement constante lorsque m varie dans M (s). Au dessus 
de chaque point m G M (s) on a la décomposition V m = Vm(s) © Qm(s) avec 
V m ( s ) = {v G V m ; s · ?> = et Q,m(s) = (1 — s)V m . Comme la transformation 
5 est localement constante, il s'ensuit que la dimension de l'espace V m ( s ) est 
localement constante lorsque m varie dans M (s). Donc l'espace V(s) est le fibre 
vectoriel sur M (s) de fibre Vm(s). On note Q(s) le fibre sur M (s) de fibre 
Qm(s)- On a donc la décomposition 

(72) V\M(s) = V{s)®Q(s). 

La transformation (1 — s) induit un automorphisme du fibre Q(s) —• M (s). 
Même si V est orienté et si G préserve l'orientation de V, le fibre Q(s) n'est 

en général pas orientable. 
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4.5 Fibres métalinéaires orientés. 

Soit G un groupe presque algébrique opérant régulièrement sur une variété M. 
Soit V - ^ M u n fibre vectoriel réel sur lequel G opère régulièrement. 

Rappelons quelques définitions. On dira que V est un fibre métalinéaire G-
équivariant si l'on s'est donné un espace vectoriel réel V, un fibre principal 
P —• M de groupe M L ( V R ) avec une action à gauche de G sur P commutant 
à celle de M L ( V ) , et un isomorphisme G-équivariant de V sur P XML(V) V où 
ML(V) agit dans V par j . 

On dira que V est un fibre métalinéaire orientable G-équivariant si l'on 
s'est donné un espace vectoriel réel V', un fibre principal P —• M de groupe 
ML + (V) avec une action à gauche de G sur P commutant à celle de M L + ( V R ) , 

et un isomorphisme G-équivariant de V sur P X M L + ( V ) ^ OÙ M L + ( V ) agit dans 
V par j . 

On dira que V est un fibre métalinéaire orienté G-équivariant si c'est un 
fibre métalinéaire orientable G-équivariant, et si on s'est donné de plus une 
orientation oy de V. On en déduit une orientation G-invariante oy de V. 

Soit donc V un fibre métalinéaire orientable G-équivariant. Soit s G Ge//. 
Nous allons définir une orientation f (s) du fibre Q(s) —» M (s) (formule 72). 
Soit m G M (s). Soit p G P au-dessus du point m. On a s/; = pr(s,p) avec 
r(s,p) G ML + (V r ) f ; / / . Le point nous fournit une identification v ^ \j),v] de 
V avec V m et de q(r(s,p)) avec (3(s ) m . On munit q(r(.s,jp)) de l'orientation 
£( r ( 5 >p)) (définition 82). En transportant cette orientation par l'identification 
déduite de on obtient une orientation notée £(s,p) de Q(s)Tn. La proposition 
83 implique que Ç(hr(s,p)1irl) = £,(r(s,phr1)) pour tout h G ML+(V), et donc 
£(s,p) ne dépend pas du choix de p au dessus de m. On note f m ( s ) l'orientation 
de Q ( s ) m ainsi obtenue. 

La classe de conjugaison de r(s^p) est localement constante sur M (s) puisque 
l'action de G sur V est régulière. On obtient donc une orientation £(.*) du fibre 
Q(s) —> M(s) . Elle est invariante sous l'action de G(s). 

Définition 96 On dit que E(s) est Vorientation du fibre Q(s) —» Af(.s) associée 
à s. 

Soient 5 G Gf// et 5 G Q(s)eii- Décomposons le fibre V(.s) au dessus de 
M(s)(S) en V(s) = V{s)(S) e S) où 

V(s)(S) = V ( s ) n V ( S ) , Q(*,S) = S(V(*)). 

On a donc 
(73) V\M(s)(S) = V(*)(5) ö ( * , 5 ) e Ö(*). 

Si a > 0 est. assez petit et si 5 G g(.s),,//«, on a G{ses) = Gis) n G(S), 
M(ses) - M{s) H M(S), V{ses) = V(s)(S) et Q,(ses) = Q(s.S) © Q(S). 
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Rappelons la définition 94 de l'orientation S(2(s ,5) , 5 ) du fibre Q(s,S). On 
déduit de la proposition 88 la formule suivante 

(74) t(ses) = aQ(s,S),S)AZ(s)-

Choisissons de plus une orientation oy de V, et soit oy l'orientation cor­
respondante de V. Pour chaque s G Ge\\, oy/£(s) est une orientation G(s)-
invariante du fibre V(s) —• M (s). Le fait que V(s) soit orientable est dû à Bott 
et Taubes [11]. 

5 Bottes de cohomologie équivariante tordue. 

5.1 Cohomologie équivariante tordue. 

Soit M une variété et soit £ un fibre vectoriel réel sur M. Nous introduisons 
maintenant la notion de formes différentielles £-tordues. Lorsque £ est le fibre 
tangent à M, la notion de formes tordues a été définie dans l'introduction. 

Considérons la variété Me dont les éléments sont des couples (ra,o), où m 
est dans M et où o est une orientation de £ m . C'est un revêtement d'ordre 2 
de M. Par définition même, l'image réciproque du fibre £ sur Me est un fibre 
orienté. 

Soit (m, 6) G M£. Si £ G TmM est un vecteur tangent en m G M, le vecteur 
£ se remonte canoniquement en un vecteur tangent en (ra, o). Soit T^M l'espace 
cotangent en m. Si a G A(Me), on peut considérer a?(m o) comme un élément 
de KT*mM. 

Le groupe Z/2Z = { + 1 , - 1 } opère dans M s de sorte que M s est un fibre 
principal de base M. Si £ est un fibre vectoriel réel orientable, le choix d'une 
orientation définit un isomorphisme entre M€ et M x (Z/2Z). Cependant il 
est souvent souhaitable, même lorsque £ est orientable, de ne pas préférer une 
orientation particulière. 

Notons e l'action de —1 dans Me. On note encore e. l'action induite dans les 
formes différentielles sur M?. On a donc 

Α{Με) = Α(Με)+φΑ(Με)-, 

où AiMsY sont les sous-espaces propres de valeur propre ±1 pour l'action de 
e: 

A(M£)+ = {neA(M£);€-a = a} 

A{ME)- = {a G A(M€); e · a = -a}. 

L'espace A(Me)+ s'identifie à A{M). 

Définition 97 On note A(M£) par A(M)c. Un élément de A(M)e sera ap­
pelé une forme différentielle £-tordue. 
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L'espace A(M)z est un module sur *4(M), stable par la différentielle de de 
Rham de A(Ms). On définit de même l'espace Acpt{M)s des formes différen­
tielles £-tordues à support compact. 

Si о est un choix local d'orientation de £ et a £ A(M)s une forme £-tordue, 
on notera aQ la forme différentielle que l'on en déduit naturellement sur l'ouvert 
de M dans lequel est définie o. 

Si £ = Si © £ 2 et si Oi (г = 1,2) sont des orientations locales de £г-, 0\ Ao2 est 
une orientation locale de £\ © £ 2 déduite de 0\ et o 2. On définit une application 
de A(M)Sl ® Л (М )* 2 -> Д ( М ) f par 

( a A / î ) 0 l A 0 2 = aQl Л/3 0 2 , 

si a G ̂ ( A f ) f l et /? G >t(M)^ 2. 
Si M est une variété de dimension n et si £ est le fibre tangent, on note 

A(M)t l'espace des formes différentielles TAf-tordues. Un élément de A(M)t 

sera appelé une forme différentielle M-tordue. Un élément homogène de de­
gré extérieur n de A{M)t est une densité sur M. On note JM a = fM&[dimM] 
l'intégrale d'une forme différentielle M-tordue à support compact. 

Plus généralement, soit p : M —> B une fibration et soit V le fibre tangent 
vertical. On peut alors intégrer sur la fibre de p une forme différentielle V-tordue 
à support compact. On note p* ou $ M / B l'opération d'intégration sur la fibre. 
On suit les conventions de [G], chapitre 1, pour l'intégration sur la fibre: en 
particulier si a G Acpt(M)v et /3 G A(B), alors p*(a Ap*(3) = p*a A fi. 

De même, si £ est un fibre réel sur B et si p*£ est le fibre image récipro­
que de £ par p , l'application d'intégration /;* sur les fibres est une application 
de l'espace Acpt{M)y^p*s des formes différentielles sur M tordues pour le fibre 
V © p*£ dans l'espace ACPT(B)c des formes différentielles sur B tordues pour 
£. En particulier, si £ est le fibre tangent à B , l'intégration sur la fibre est 
une application p* de l'espace des formes M-tordues à support compact dans 
l'espace des formes S-tordues à support compact. 

Soient G un groupe de Lie et g son algèbre de Lie. Supposons que G opère 
sur M et que £ soit un fibre vectoriel G-équi variant. Le groupe G opère natu­
rellement sur le revêtement Me de M et son action commute à l'action de e. 
En reprenant les notations de la section 1.3, on considère l'algèbre différentielle 
(AG($,M£),CI,Q) et, si U est un ouvert G-invariant de g, l'algèbre différentielle 
{AG^U^MS),^). On note encore e l'action de - 1 sur ces espaces. L'opérateur 
e commute à dg. 

L'espace 
AG(B,M)S = {(v e Ac{g,Me); e • rv = - о } 

est appelé l'espace des formes différentielles G-équivariantes ^-tordues à coeffi­
cients polynomiaux. La différentielle dg induit une différentielle sur AQ{Q, M)S.. 
L'espace (AG(Ç}, M)s,dç) est< un module différentiel Z-gradué sur l'algèbre dif­
férentielle Z-graduée (AG{Q, M),dQ). 

L'espace 
A%(U,M)e = {a£A%(U,M£);ca = -a} 
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est appelé l'espace des formes différentielles G-équivariantes ^-tordues définies 
sur U. La différentielle dg laisse stable A%(U,M)e. L'espace (A%(U, M)e,dg) 
est un module différentiel Z/2Z-gradué sur l'algèbre différentielle Z/2Z-graduée 
(A%(U,M),d9). 

On considère aussi le sous-espace (A™TiG(U, M)£, dB) des formes équiva­
riantes tordues à support compact sur M. 

Définition 98 On note WG{Q, M)£ l'espace de cohomologie de AG(Q, M)£ pour 
la différentielle ds, 7iG°(U,M)e celui de A%(U,M)£ et H™tG(U,M)£ celui de 
A^G(U,M)£. 

L'espace 7ïG(g, M)£ est un module Z-gradué sur W G (0, M), HG(U, M)£ un 
module Z/2Z-gradué sur H%{U, M) et n^tG(U, M)£ un module Z/2Z-gradué 
sur H%W(U, M). 

Exemple 99 Si M est un point ·, le fibre £ est une représentation de G dans 
un espace vectoriel réel de dimension finie E. Soit or(E) Vensemble des deux 
orientations de E. Un élément de Wc;(g, ·)£ est une fonction (j)(X,o) différen­
tiable sur g x or(E), vérifiant ^(gXg'1, det E((J)O) = <t>(X,°) = —<t>(Xi —0)· Le 
choix d'une orientation o détermine (par restriction à gx {o}) un isomorphisme 
de H,G(Q,M)£ sur Vespace C°°(g)G,E formé des fonctions semi-invariantes de 
poids sign det #(.). 

Exemple 100 Soit par exemple E une espace vectoriel réel de dimension finie 
muni d'une forme quadratique définie positive, et soit G = O(E). Si dimJE1 est 
paire, la fonction det ,y 2(S) (S G so(E) et o orientation de E) définie en J^2 est 
une base de Wg 3(g,«)^ comme module sur 'HQ(Q^) = C°°(g) G . 

Nous laissons au lecteur d'énoncer les résultats analogues à ceux de la section 
1, et en particulier le théorème 24. 

Soit G un groupe presque algébrique et soit g a, a > 0, son système fonda­
mental de voisinages elliptiques de 0. 

Définition 101 On note A^{M) = liin„_>0 AQ (g„, M)c l'espace des germes 
(pour la topologie elliptique) en 0 de formes G-équivariantes £ -tordues. On note 
W^](M) = lima_+o W£?(g„, M)f Vespace des germes (pour la topologie elliptique) 
en 0 de classes de cohomologie G-équivariante tordue. 

Soit B une G-variété. Soit /; : M —> B une fibration de G-variétés. Soit 
V —• M le fibre tangent vertical. Les formes équivariantes V-tordues à support 
compact (sur les fibres) peuvent s'intégrer sur la fibre de p . Plus généralement, 
soit £ un fibre réel G-équivariant sur B. Alors l'intégration sur la fibre définit 
un morphisme 

p* : A oo 
cpt,G 

U,M Vop*E, dg m oo 
cpt,G 

U,B E, dg . 

81 



M. DUPLO, M. VERGNE 

On note AVcpt(M) l'espace des formes différentielles a sur M telles que p soit 
propre sur le support de a (l'indice v est pour vertical). On note A™ptG(U, M) = 
(C°°(U)(èAvcpt(M))G, e tc. . On étend à l'espace A™pt G(U, M)vep*e et on 
note encore l'application induite par p* en cohomologie 

( 7 5 ) P* • H OO 
vcpt,G 

U,M V®p'£ H oo 
G (U,B)e 

ainsi que sur les germes 

P* · A V®p*£ 
vcpt\G] 

(M) H £ 
[G] (B). 

Soit S G Sell- La sous-variété M£(S) des zéros de S dans le revêtement 
Ms de M est naturellement isomorphe à M(S)S\M(S)> NOUS notons encore £ la 
restriction de £ à toute sous-variété de M. On note encore T5 l'opérateur 

T 5 : ^ ( g , M ) c ^ W g ( S ) , M ( S ) ) , 

obtenu par restriction de l'opérateur TS : AQ(Q,M£) —> ^ ( s ) ( g ( S ) , M ^ ( S ) ) de 
la formule (37) au sous-espace de valeur propre —1 pour l'action de e. Si o est 
un choix local d'orientation de £ défini au voisinage d'un point m G M ( 5 ) , on 
a donc au voisinage de ce point, pour Y G g ( S ) 

( 7 6 ) T s a 0 ( F ) = a 0 ( 5 + y ) | M ( 5 ) . 

On en déduit une application en cohomologie 

Ts:H%(g,M)£ n%(S){g(S),M{S))£. 

Soit a > 0 et soit S G ge//a, on peut définir une application encore notée 

Ts:A%(Ba,M)e A £ 
\G(S)\ (M(5) ) 

par la même formule que (76), pour Y variant dans un voisinage elliptique assez 
petit. On obtient aussi une application de translation en cohomologie 

Ts:H%(Qa,M)£ 
H £ 

[G(S)] (M(S)). 

Soit s G Geii. Soit a > 0. Comme en (38) on défini des opérateurs de 
translation 

( 7 7 ) T . . S : A OO 
G(s) Ш,Щ»))е A OO G(s)nG(S) S(s)ng(S),M(s)nM(S) e 

TSlS: H OO 
Gis) (g(s),M(s))£ n 00 G(s)nG(S) g ( s ) N 0 ( S ) , M ( s ) N M ( S ) s 

pour S G g(s)eii et 

( 7 8 ) T , . 5 : .4 OO G(S) (fl(s) 0 ,M(*)) £ .4 [G(s)nG(S)] M(s)nM(S) 

TStS: H OO G(s) g(s)a,M(s))e n £ 
[G(*)nG(S)] M(s) N M ( 5 ) 
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pour S G g(s)c//,«-

Des exemples naturels de formes équivariantes tordues sont donnés par la 
forme de Thom équivariante et la forme d'Euler équivariante (voir [27] ou [6], 
chapitre 7). En effet, ces formes dépendent de choix d'orientations. Nous rap­
pelons leur construction. 

Soit p : V —• B un fibre vectoriel réel G-équivariant. Supposons V muni 
d'une structure euclidienne G-invariante et d'une connection euclidienne V G-
invariante. On dira alors que V est un fibre euclidien G-équivariant connecté. 

Notons Arapiy) l'espace des formes différentielles sur V rapidement décrois­
santes le long des fibres. Notons AraPìG(Q, V)y = (S(fl*) ® Arap(V)v)G · Le fibre 
tangent vertical T(p) pour la fibration p est isomorphe à p* V. On le note encore 
V. Rappelons que le choix d'une connection euclidienne G-invariante détermine 
une forme de Thom u(V) G AraPiG(Q, V)y. C'est une forme de degré total n (où 
n est égal au rang du fibre V —• B au dessus d'une composante connexe de J5), 
fermée et telle que 

;>.(«(V)) = l. 

Décrivons u(V). Choisissons une orientation locale o de V et un repère lo­
cal orthonormal orienté de V défini sur un ouvert U de B. On obtient une 
trivialisation de V\U en U x V , où V = R n est muni de sa structure eucli­
dienne canonique. Soit LU G Al(U) ® so(V) la 1-forme de connection déter­
minée par V (c.a.d. V|Z7 est l'opérateur différentiel d + co). Soit X G 0. On 
note F(X) la courbure équivariante de (V, V) . Soit e t une base orthonormée 
orientée de V. Alors (F(X)ei,ej) G A{U). Soit x = E^'e,- G V. On pose 
Dxl = dx{ + (ehvx) G Al(U x V). Notons 

/ ( x ) = - I M I 2 + E 

i 

Dxiei + i 
2 E 

i<j 
(F(X)ei,ej)ei Λ e,. 

C'est un élément pair de l'algèbre A(U x V) (g) AV. On peut donc calculer 
exp / ( X ) G *4({7 x F ) ® AV. On étend TD : AV - ^ E e n une application encore 
notée 

T0 : A(U xV)®AV A(U x V) 

par TD(a (g) £) = aT G (£) . La forme de Thom est alors donnée en coordonnées 
locales par 
(79) u(V)lX) = ( _ Ι ) « ( η - υ / 2 Π - « / 2 Γ Ο ( 6 Χ Ρ / ( Χ ) ) . 

C'est une forme G-équivariante fermée. La classe de u(V) est indépendante de 
la structure euclidienne et de la connection euclidienne choisie. 

Remarque 102 En remplaçant dans la formule 79 la fonction exp par une 
fonction ip G G£°(R) bien choisie (voit [19], prop. 13), ou bien en appliquant 
un difféomorphisme convenable du fibre en disque unité de V sur V, on trouve 
une forme G-équivariante ferm,ée u(V) G Avcpt,G{d, V)v> **> support compact le 
long des fibres et telle que p*(u(V)) = 1. 
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On note encore u(V) G 'Hvcpt}a(g, V)y la classe de w(V). 
On note Eul{y) G ,4G(9,-B)V la restriction de la forme de Thom u(V) 

à la section nulle. C'est la forme d'Euler équivariante du fibre G-équivariant 
connecté V —• B . On note rg(V) la fonction localement constante sur B égale 
au rang de V. La forme d'Euler est nulle si le rang de V est impair. Rappelons la 
définition (42) de la fonction SO(V)-invariante detJ/ 2 ( .) sur so(V). On pourra 
comparer le lemme suivant et l'exemple 100. 

Lemme 103 Soit V —• B un fibre euclidien G-équivariant muni d'une connec­
tion G-invariante euclidienne V. Soit F(X) la courbure équivariante de V. Soit 
o une orientation locale de V, alors pour X G Q 

Eul(V)0(X) = {-27r)-r^2 det 1/2 
o 

F(X). 

On note encore Eul(V) G 'HG{&,B)V la classe de cohomologie de Eul(V). Elle 
est indépendante de la structure euclidienne et de la connection euclidienne 
choisie. 

Enonçons l'isomorphisme de Thom. La multiplication à gauche par la classe 
de Thom équivariante u = u(V) induit une application m(a) = u A p*a de 
'HG{Q^B)S dans T~CVCpt,G(9^V)ve>p*£- L'isomorphisme de Thom en cohomologie 
équivariante [1] [27] [30] s'énonce: 

Proposition 104 Soit G un groupe de Lie opérant sur une variété B. Soit 
V —> B un fibre G-équivariant euclidien connecté. Soit u G 'Hvcpt&iB, V)v la 
classe de Thom équivariante. Soit S un fibre réel G-équivariant sur B. Alors 
les applications 

m : HG{B,B)S HVCPT, G (0, V)veP*£ 

et 
P* '·> Hvcpt,G(QiV)Vep*£ HG(9,B)£ 

sont inverses l'une de l'autre. 

L'isomorphisme de Thom est aussi valide pour les divers groupes de coho­
mologie introduits: par exemple, l'application m induit des isomorphismes: 

H oo G (U,B)e H OO 
vcpt,G (U,V)v®p*£, 

H 5 
[G] (B) n vOp*E 

vcpt,[G] (V). 

Soit G un groupe de Lie compact opérant dans une variété compacte M. 
Soit 5 G 0 un élément invariant par G. En particulier, 5 est dans le centre de 
0. Soit M (S) la variété des zéros de SM- C'est une sous-variété fermée G-stable 
de M. Soit X le fibre normal à M (S) dans M. Notons p : Aï -> M (S) la 
projection. Le fibre Af est un fibre réel G-équivariant sur M ( S ) . L'orientation 
C(S) de M (définition 94) est G-invariante Elle définit une classe de Thom us 

et un isomorphisme ras : H oo G (0 ,M(5) ) H oo cpt,G (9, AT) défini par ras (a) = 
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us Ap*a, pour tout a G HG (g, M(5 ) ) . Si U est un ouvert G-invariant dans g, 
l'application ms est aussi un isomorphisme m. s - 'HQ(U, M (S)) —» HG(Î7, AT). 
Choisissant un voisinage tubulaire p : N —» M(S) de M(S) dans M et une 
classe G-équivariante fermée à support compact dans TV comme ci-dessus 
(en particulier elle vérifie p*us = 1), il existe donc une application encore notée 
ms : H%{U,M(S)) -+ H%(U,M) définie par ms(a) = us Ap*a. 

Proposition 105 Soit G un groupe de Lie compact opérant sur une variété 
compacte M. Soit 5 G g un élément G-fixe de g. Soient M(S) la variété des 
zéros de SM- H existe un voisinage G-invariant U de S dans g tel que ms 
induise un isomorphisme 

m s : H 00 
G (U,M(S)) n 00 

G (U,M). 

Démonstration. On peut démontrer ceci comme dans [1] ou dans [19]. Reco­
pions ici la démonstration de [19]. Soit a un nombre réel strictement positif. Soit 
(f) une fonction différentiable sur R, telle que </> = 0 si |/| > a et (j)(0) = 1. On a 
donc 1 — 4>(t) = tip(t) avec if) G C f o o (R) . Soit (.,.) une métrique G-invariante sur 
M. Soit #(£) = ( S M , 0 la 1-forme sur M définie comme le gradient du champ 
de vecteurs SM- C'est une 1-forme G-invariante. Si a est assez petit, on peut 
trouver un voisinage U de S dans g et un voisinage tubulaire TV de M(S) dans 
M tel que K S M ^ M ) ™ ! > si Y G U et m G M — N. Considérons (t>(dg6) que 
l'on calcule par série de Taylor. La composante de degré extérieur 0 de (dg6)(Y) 
est égale à la fonction — (SM, Î A/)(m)- Si F G C/, la forme <j)(dg0)(Y) est donc à 
support compact dans N. On a 

1 - <t>(dJ) = dg0 A y,(r/90) = d„(0tl>(d96)). 

Si a est une forme équivariante fermée sur M , 011 voit donc que 

a — (p(dQiï)a = dg(0<p(dB0)) 

est un bord. De plus </)(dQ0) est à support compact dans N. D'après l'isomor-
phisme de Thom, on voit que ms est surjective sur 'HQ(U,M). On démontre 
de même l'injectivité. 

Enonçons maintenant la formule de localisation de Bismut [9] le long des 
fibres. Soit G un groupe de Lie compact. Soit p : M —> B une fibration de 
G-variétés compactes. Soit V le fibre tangent vertical. Soient 5 G g, M(S) 
la variété des zéros de SM et B(S) la variété des zéros de 5#- L'application 
p se restreint en une fibration p s : M (S) —• B(S) et le fibre tangent verti­
cal pour la fibration p s est V(S). On note J\f le fibre normal à la sous-va­
riété M(S) dans />~ 1 (5(5)) . C'est un fibre G(5)-équivariant sur M(S). Soit 
Eul(M) G HG(S)(g(S),M(S))Ar la classe d'Euler équivariante du fibre «AT 
M ( 5 ) . On note Euls(M) G W^5 ) (g (5 ) ,M(5 )V la classe d'Euler translatée 
Euls{N)(Y) = Eul(M)(S + Y) pour Y G g(5). Il existe un voisinage G(5)-
invariant U de 0 dans g(5) tel que Euls(Af) définisse par restriction à U un 
élément inversible de 7{Q(S)(U^M(S))J^. 
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Si a G W^(g, M)v est une classe de cohomologie équivariante tordue pour le 
fibre vertical pour nous avons défini les éléments $M/B a = p*a G 7ÏG(Q,B) 
(formule (75)) et Tsa G W£ ( 5 ) (g (S ) , M ( S ) ) V (formules (76)). Puisque p s est 
une fibration, on a : 

V\M(S)=Af®V(S). 

La forme Euls(N) lTs& est tordue pour V(5) et on peut l'intégrer sur la fibre 
de p s ce qui donne un élément de *HG(S)(U, B(S)). 

Proposition 106 [9] Soit G un groupe de Lie compact. Soit p : M —» B une 
fibration G-équivariante de variétés compactes. Soit 5 G g. Soit M(S) (resp. 
B(S) ) la variété des zéros de S M (resp SB ) - Soit J\f le fibre normal à M (S) dans 
p~l(B(S)). Soit a G W Q ( 0 , M ) V une classe de cohomologie G-équivariante sur 
M, tordue pour le fibre vertical V. // existe un voisinage G (S)-invariant U de 
0 dans g(S) tel que sur U la classe Euls(Af) G 7ÏQ^(U^ M(S))y soit inversible 
et que Végalité suivante soit vérifiée dans ?{Q(S)(U, B(S)): 

Ts 

M/B a = M(S)/B(S) 
Euls(M)-lTsa. 

Démonstration. Nous donnons une démonstration cohomologique de cette 
égalité en procédant comme dans [1] ou [19], prop. 25, qui correspond au cas 
où B est un point. En restreignant d'abord a à p~1(B(S)) on peut supposer 
que S s'annule sur i?, que G = G(S) et que M = p~1(B(S)). L'élément 5 G fl 
appartient au centre de g et le champ S M est vertical pour la fibration M —y 
B. Soit q : N —• M(S) un voisinage tubulaire de M(S) dans M. Comme 
V\M(S) = A/"© V(5), on peut supposer que p\N = psq. Soit u G WCPT,G(g, N)^ 
la classe de Thom de N. On a donc q*u = 1 et u\M(S) = Eul(J\f). D'après le 
lemme précédent, on peut supposer que sur un voisinage W de S dans g on a 
a = u A q*p avec f3 G H%(W, M ( 5 ) ) V ( 5 ) . On a donc p+a = (ps)*q*a = (ps)*P-
L'égalité a = uAq*/3 dans H™t G(W, N) entraîne par restriction à M(S) l'égalité 
Eul(M)f3 = a\M(S). Comme'Eul(M) est inversible dans Af(S))v on 
obtient ¡3 = Eul{M)~la\M(S) sur le voisinage W de 5 dans g. En translatant 
W par 5, on obtient l'égalité voulue sur le voisinage U = W — S. 

5.2 Bot tes et bouquets de formes équivariantes tor­
dues. 

Soit G un groupe presque algébrique opérant régulièrement sur une variété M. 
Soit fibre vectoriel réel sur lequel G opère régulièrement. 

Soit S G Bell- Nous définissons un opérateur de translation T f tordu par £. 
Considérons l'espace. M(5 )^(5) . Un élément de M(S)s(s) est un couple (m, o) où 
m G M (S) et où o est une orientation de £(S). Considérons la décomposition 
E\M{S) = £(S) © Q(S) et l'orientation ((-S) du fibre Q(S) (définition 94). 
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De manière analogue à (37) on note 

T 5 
s : A oo G (g,M)s A oo G(S) ( g ( S ) , M ( S ) ) £ ( 5 ) 

l'opérateur défini par 

(80) (T£

sa)0(Y) = Aoac(-s)(S + Y)\M(S) 

pour Y G 0(5) et o une orientation locale de £(S). On appelle T§ l'opérateur 
de translation tordu par £. On déduit de Tj§ une application en cohomologie 

T£

s:7ï^(g,M)£ N%S)(9(S),M(S))£is). 

Soit a > 0. Pour tout 5 G ge//,a, on définit de même des applications 

T§:A%(ga,M)£ A £(S) 
[G(S)] (M(S)) 

T£

s : ^ ( 0 „ , M)£ H £(S) 
[G(S)] (M(S)). 

Soient s G Gcu et S G g(s)(u. Décomposons le fibre £(s) au dessus de 
M(s)(S) en £(s) = £(s)(S) S Q(S,S) où 

S(s){S) = £(s)n£(S), Q(s,S) = S(S(s)). 

On a donc 
£\M(s){S) = £{s){S) 0 Q(s, 5 ) 0 0(5 · ) . 

En utilisant l'orientation ((Q{s,S),-S) du fibre S ) (définition 94), on 
définit comme ci-dessus l'opérateur 

TEs,s : A00

G(s) (g(s), M(s))E(s) A^U)na(s)(3^)^9(S),M(s) n M(S))£(sins(s) 

donné par 
(81) 

(TE

s,sa)0(Y) 
— aoAC(QLs,S),-S)(S + Y) 

pour Y G 0 ( 5 ) fi g(5) et o orientation locale de £(s) fl £(S). De même, si a > 0, 
on obtient des applications 

Tf^:A^T)(9(s)a,M(s))£{ll) A £(s)n£(S) 
\G(s)nG(S)] (M(s)nM(S)), 

Tls-'H^S)(9(s)a,M(s))£{!i) 'H £U)n£<S) 
[G(s)nG(S)] (M(s)nM(S)). 

Si a > 0 est assez petit et si 5 G g(s)eii,„, on a G(ses) = G (s) D G (S), 
M(ses) = Mis) n M (S) et £(ses) = £(s)(S),'et on a des applications 

Tf^:A^T)(9(s)a,M(s))£{ll) A £(Se
s) 

[G(se.S)} 
(M(ses)), 

TU: H oo G(s) (g(s)u,M(s))£{a) N £Ues) 
[G(«e5)] (M(ses)). 
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Définition 107 Nous dirons qu'une famille (as)seG » où, pour tout s G Geu, as 

est un élément de A S(s) 
[G(s)] m»)), est une botte de formes équivariantes tordues 

si elle vérifie les conditions suivantes. 
1. Invariance: &gsg-i = g · as pour tout g G G et tout s G Geu. 
2. Recollement: pour tout s G Ge\\, il existe a > 0 et un représentant a8 a G 

A oo G(s) 
(g(s)a,M(s))£{s) de as tels que, pour tout S G 0(s)e//,a> o n ait 

G(ses) = G(s) N G(S), M(ses) = M(s)nM(S), S(ses) = €(s)n£(S) 

et 
T e s,Sas,a = ases 

dans EL £(ses) 
[G(ses)] 

(M(ses)). 

On note BQ(M) l'e space des bottes de formes équivariantes tordues. 

La condition de recollement est motivée par la formule de localisation (propo­
sition 106) et le signe — qui apparaît dans la formule (81) provient du signe — 
dans la formule donnée pour la classe d'Euler (lemme 103). 

On introduit une définition similaire au niveau des classes de cohomologie 
équivariante tordue: 

Définition 108 Une botte de classes de cohomologie équivariante tordue est 
une famille ( a s ) s € G e / / où, pour tout s G Geu, as est un élément de n eu) 

[G{s)] №*)), 
vérifiant les conditions suivantes. 

1. Invariance: o ^ - i = g · ots pour tout g G G et tout s G Geu. 
2. Recollement: pour tout s G Geu, il existe a > 0 et un représentant asa G 

WG ( s ) (g(s) a ,M(s))£( s ) de as tels que, pour tout S G g(s) c//, a, on ait 

G(ses) = G(s)nG(S), M(ses) = M(s)nM(S), £(ses) = £(s)D£(S) 

et 
T £ s,Sas,a = ases 

dans H £(ses) 
[G(.e»)l 

(M(ses)). 

On note KQ{M) l 'espace des bottes de classes de cohomologie équivariante 
tordue. 

De manière analogue à la définition 60 nous pourrions considérer des bou­
quets (as)s€Geîï de formes équivariantes tordues fermées. Cependant les condi­
tions de recollement sont plus lourdes à énoncer car elles font intervenir les 
orientations £ (e 5 ) associées à un élément elliptique 5, et nous nous en tenons 
là. 

On définit de manière évidente l'espace K € 
cpt,G 

(M) des bottes équivariantes à 

support compact sur M et, pour une fibration p : M —> B , l'espace K e 
vcpt,G (M). 
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La structure de Wg^)(g(s)„, M(s))-module sur T~(G(s)(&(s)a, M(s))s(s) induit 
une structure de JCG(M)-mod\ûe sur /C£.(M). Plus généralement, si £\ et £ 2 sont 
deux fibres analogues à <?, et si 5 = £\ © £2 ? il y a une application bilinéaire 
naturelle de /C§(M) x /C§(^0 dans K€

G(M). 

Si 0 : H —* G est un morpliisme de groupes algébriques, il est clair qu'on 
obtient une application naturelle 

<f>* : Ke

G{M) K£

H{M). 

Si (j) : Mi —• M2 est un morpliisme de G-variétés, l'image réciproque des 
formes différentielles induit une application 

Ø* : K £ 
G 

( M 2 ) K d>'£ 
G (M 1 ) . 

La proposition suivante résulte immédiatement des définitions. 

Proposition 109 On suppose donnée, pour chaque s G Ge\\, une orientation 
G (s)-équivariante o(s) du fibre £(s) M (s) telle que, pour tout S G g(s) e// 
assez petit, on ait 
(82) o(s) = olses)AÇ(Q(s,S),-S). 

Alors les espaces BG(M) et BG(M) sont isomorphes. 

Démonstration. Soit (as)seGvU est un élément de BG(M). Pour s G Ge// 
posons a's = a S ) 0( t S). Il est clair que (a4)*e<?e/f est un élément de BG(M). 

La même proposition est évidemment valable pour les espaces KG, ^G, 
fccpt,G, e tc . . 

Exemple 110 Soit £x —• M 7/77, /ïfrré vectoriel réel sur M. Supposons que G 
opère régulièrement sur £x. Soit £ = £x © £\. Pour s G Geu, on définit une 
orientation de £(s) = £\(s)Ç&£i(s) pa/ro(s) = o,(s)Ao,(s), où o'(s) est une orien­
tation locale de £\(s). La condition (82) est vérifiée et BG(M) est canoniquement 
isomorphe à BG(M). 

On en déduit une application bilinéaire de BG(M) x BG(M) dans BG(M), et une 
structure d'algèbre sur BG(M) © B%(M) et sur KG(M) © £&(Af ). Evidemment 
c'est la structure induite par la structure d'algèbre que l'on a pour chaque 
s G Geu sur A(M(s)s(s)) ~ A(M(s)) © A(M(s))as). 

En général, (comme /CG(A^)-niodule) l'espace ICG(M) peut ne pas être iso­
morphe à KG(M). Il s'agit de savoir si JCG(M) est libre de rang 1 sur KG(M) 
et dans ce cas d'en décrire une base. Par exemple, supposons donnée une classe 
de bottes tordues f G ICG(M) qui soit inversible dans KG(M)®KG(M). Alors 
fe est une base de KG(M) sur /C G (M). 

Les deux exemples qui suivent sont classiques en A*-théorie. 
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Considérons un fibre métalinéaire orienté £ —• M comme dans la section 
4.5, et soit os son orientation. Nous employons les notations de cette section. 
Soit s G Geii et soit o une orientation locale du fibre £(s) —» M (s). Rappe­
lons l'orientation E(s-1) du fibre Q(s) (définition 96). Donc o A f (s-1) est une 
orientation locale de £ au-dessus de M (s). On la compare avec l'orientation 
os. On note / f la fonction à valeurs dans { ± 1 } sur M(s)s<8\ déterminée par 
o A ^ - 1 ) = f E 

Sio°S, c'est-à-dire, si m G M(s) , si p £ P est un point au dessus 
de m, et si r(s,p) est l'élément correspondant de ML + (£%/ / , 

(83) ffì0(m) = F(r(s,p)-\o\oe(m)) 

où F est la fonction définie à la fin de la section 4.3. Il résulte des propositions 83 
et 88 que la famille fe = ( / f ) seG e H appartient à JCG(M). Comme on a fsfe = 1, 
f£ est inversible. On obtient donc la proposition suivante. 

Proposition 111 Soit £ un fibre orienté métalinéaire G-équivariant. Alors 
KQ(M) est un K,G(M)~module libre de base fe. 

Remarquons que l'algèbre KQ{M)®KQ{M) est isomorphe à K,G(M)®C[t\l(t? -

1)· 

On considère maintenant un fibre G-équivariant complexe V —• M de di­
mension N. On suppose que V admet une connection G-invariante V. Pour 
X G 0, soit F(X) G AG(M, End(V)) sa courbure équivariante. Notons V un 
espace vectoriel complexe de dimension N. On considère V comme un fibre 
P XGL(V) V, où P est un fibre principal G-équivariant de groupe GL(V). 

On note E l'espace vectoriel réel sous-jacent à V. On peut donc considérer 
le revêtement GL(V)E de GL(V) associé à l'injection GL(V') —• GL(E). On sait 
que, si dim(F) > 0, le groupe GL(V)E est connexe, et qu'il existe un unique 
caractère det y2 de GL(V)E dans C x de carré det y. De plus dety2(e) = —1, 
ce que l'on choisit comme définition de det y 2 quand V = { 0 } . 

On choisit une racine i de — 1. Si E = C, on munit E de l'orientation donnée 
par la base 1, i. On identifie E à C n et on munit E de l'orientation produit, que 
l'on notera OE> 

On considère le fibre réel £ sous-jacent à V. Il a donc une orientation ca­
nonique os. Soit s G Ge//. Soit m G M (s). Soit p G P un point au dessus de 
m, et soit r(s,p) G GL(V) la transformation verticale correspondante de sorte 
que sp = pr(s,p). Soit f(s,p) un représentant de r(s1p) dans GL(V)E- On peut 
considérer la fonction localement constante sur M(s)s(s) telle que 

av

s (m,o) = det 
1/2 
V (r(s,p))F(r(s,p) \o\oe). 

Cette définition ne dépend pas du choix du représentant f(sjp). La famille av = 
(a]f) est une famille de formes tordues fermées vérifiant la relation d'invariance 
des bottes, mais pas la relation de recollement. 
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Pour corriger ce défaut, on considère la forme équivariante v G Aq(Q,M) 
telle que, pour X G 0, on ait 

v{X) = exp i 
2 

tvF(X)). 

C'est la racine carrée normalisée du caractère de Chern équivariant du fibre 
en droite complexe AN(V). Pour s G Ge\\ on note vs la restriction de v en un 
élément de A oo G(s) (0(s),M(s)), et on pose 

xV v 

C'est un élément fermé de AQ^{Q{S)^M{S)). On vérifie que la famille / v = 

(fï)s£Gen est une botte tordue inversible. On obtient donc la proposition sui­
vante. 

Proposition 112 Soit V un fibre complexe G-équivariant dans lequel G opère 
régulièrement et muni d'une connection invariante. Soit £ le fibre réel sous-
jacent. Alors JCq(M) est un Ka{M)-module libre de base fv. 

Remarquons que fvfv est le caractère de Chern ch(A i VV) G Kq{M) du fibre 
A^V. Si ch(AA rV) admet une racine carrée dans )CG(M), on voit que l'algèbre 
KG{M) © JCq(M) est isomorphe à KG(M) ® C[t]/(t2 - 1) comme dans le cas 
des fibres métalinéaires orienté, mais ce n'est pas toujours le cas. 

La proposition 112 se généralise aux fibres réels munis d'une Spinc-structure. 

5.3 Bottes tordues pour le point. 

Dans cette section, nous donnons une description de l'espace JCq(M) lorsque 
M est un point ·. La donnée d'un fibre G-équivariant V —» M est la donnée 
d'une représentation À : G —y GL(V) de G dans un espace vectoriel réel V de 
dimension finie. Nous introduisons un revêtement d'ordre 2 de G. 

Définition 113 Soit À : G —» GL(V) une représentation de G dans un espace 
vectoriel réel de dimension finie. On définit le revêtement Gy —• G où 

Gv = {(g,h); y € G, h e ML(V), X(g) = j(h)} 

image réciproque du revêtement j : ML(V r) —* GL(V) par Vapplication À : G —> 
GL(V). 

On note encore j : Gy —> G l'application de revêtement h) — g et À : Gy 
ML(V r) l'application À(#, h) = h. On note encore e l'élément (1, e) de Gy. On a 
donc le diagramme 

(84) 

1 { 1 , * } Gv 
j G 1 

A A 

1 { M } ML(V) i GL(V) 1 
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On note Gy l'image réciproque de M L + ( V ) . Le sous-groupe G y est formé des 
a G Gy tels que det(j(a)) > 0. On définit de même Gy. On définit pour a G Gy 
l'automorphisme intérieur tordu t.(a) par la formule suivante. Pour b G Gy, on 
a 

( 8 5 ) i (b) (a) = 
eaba 1 pour a G Gv et 6 G G v , 
a 6a 1 

sinon. 

Définition 114 On dit qu'une fonction (j) sur Gy est impaire si </>(eb) = —<t>(b) 
pour tout b G Gy. 

Le groupe Gy est un exemple de groupe gradué: on dit qu'un groupe H est 
gradué si l'on s'est donné un morphisme de groupe (noté p pour parité) dans le 
groupe { 0 , 1 } . L'image réciproque de 0 est notée celle de 1 est notée H~. 

Définition 115 Une fonction (j) sur un groupe gradué H sera dite anti-inva­
riante si l'on a 

(j)(abarl) = ( - l ) > ' ( a ) ( ' w + 1 ) 0 ( 6 ) pour a G H et b G H. 

Donc la restriction de (f) à H~ est invariante, et la restriction à i J + est semi-
invariante de poids (—1)^·). Si H = H+ une fonction anti-invariante est juste 
une fonction invariante. Donnons quelques exemples de fonctions anti-inva­
riantes sur H. 

Une représentation graduée de type I de dimension p\q de H est par dé­
finition un homomorpliisme À de H dans le groupe des éléments inversibles 
homogènes de la super algèbre Af(p, ry,C), préservant la parité. Remarquons 
que si H~ est non vide, on a p = q. La fonction sur H définie par 

#/O = str(A(0)) = tr(A( 5) 
I 

0 
0 

-I 

est anti-invariante, nulle sur H~. 
Une représentation graduée de type II de dimension p de H est par définition 

un homomorpliisme À de H dans le groupe des éléments inversibles homogènes 
de la super algèbre Q(p,C), préservant la parité. La fonction sur H définie par 

^(/i) = ost.r(A(tf)) = tr(A((/) 
0 

-I 
I 
0 

est anti-invariante, nulle sur H+. 
Dans le cas du groupe Gv, une fonction impaire <f> est anti-invariante si et 

seulement si elle vérifie la relation d'allure peut-être plus naturelle 

(86) 0(/-(«)6) = ( - l ) , , ( l , V ( 6 ) -

Définition 116 On note C°°{Gy)G'V l'espace des fonctions C°° sur Gy qui 
sont impaires et anti-invariantes. On note C°°(Gy)G,v le sous-espace des fonc­
tions à support dans Gy et on définit de même C°°(Gy)G,v. 

92 



COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE ET DESCENTE 

L'espace C°°(G$)Gy est un module sur l'algèbre C00^*)0 où G± est l'ouvert 
des g £ G tels que det X(g) = ± 1 . 

Nous introduisons une définition voisine de la définition 99. Soit or(V) l'en­
semble des deux orientations de V. 

Définition 117 On note K>G(V) l'espace des fonctions ip G C°°(Gy x or(V)) 
qui vérifient les relations i/>(t(a)(b),ao) = —ip(—eb,o) = —^(b^—o) = ip(b,o) 
pour tout a G Gy, b G Gy et o £ or(V). Si dim(V) est pair, on note KQ+(V) 

le sous-espace des fonctions G K,Q (V) à support dans Gy x or(V). Si dim(V) 
est impair, on note K>G+(V) l,e sous-espace des fonctions xp G KQ (V) à support 
dans Gy x or(V). On définit de même KQ_(V). 

Par restriction à Gy x { o } , le choix d'une orientation o de V détermine un 
isomorphisme de K%T±(V) sur C°°(G$)G>V si dim(V) est pair, et sur C°°(G^)Gy 

si dim(V) est impair. 

Exemple 118 Munissons V d'une forme quadratique définie positive. On con­
sidère le cas où À est la représentation du groupe G = 0(V) dans V. Donc 
Gy est le groupe Pin(V). L'espace KQ_(V) est nul. La fonction de t{ / 2 ( l — a) 
(a G Pin(V), o G or(V)) définie en 53 est un élément de KG,+(V). 

On peut montrer que si clini V est pair, K,Q+(V) ~ C°°(Gy)G}V est libre de 

rang 1 sur C°°(G+)G et la fonction det y 2 (1 — a) est une base. 

De même, si d imF est impair, K>G+(V) — C°°(Gy)G'V est libre de rang 1 

sur C°°(G~)G avec pour base la fonction det y 2 (1 — a). 

Exemple 119 Supposons que W soit un espace vectoriel complexe muni d'une 
représentation de G. Soit V l'espace réel sous-jacent. Sur le groupe GL(W)v 
on dispose dé la fonction impaire invariante det \y . On note encore det \y2 la 
fonction impaire (anti)-invariante que l'on en déduit sur Gy = Gy. On voit 
que de t^ 2 est une base de C°°{Gv)

Gy sur C°°(GV)
G. 

On pourra comparer cet exemple avec la proposition 112. 

Exemple 120 Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit À 
un homomorphisme de G dans M L + ( V ) . On considère la représentation de G 
dans V obtenue en composant avec la projection ML + (V) —• GL(V). On a 
Gy = Gy. La formule s (g) = (</, A(#)) définit un homomorphisme de G dans 
Gy. La fonction impaire f sur Gy telle f(s(g)) = 1 pour tout g G G est une 
base de C°°{GV)

G>V sur C°°(Gy)G. 

On pourra comparer cet exemple avec la proposition 111. 

Un élément g G G y est elliptique si et seulement si j(g) G G est elliptique, 
ou encore si et seulement si X(g) G ML(V) est elliptique. On a q(g) = q(A(#)) = 
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(\{j{g)). Dans ce cas on posera £(</) = £(A(#)), où £(A(#)) est l'orientation de 
q(g) de la définition 93. On voit que si g appartient à Ge//, un choix d'un élément 
g de Gy au dessus de g est équivalent à un choix d'une orientation de q(g). 

Venons en à la détermination de /C^(«). Par définition, un élément 6 de 
est une famille {0s)s^G€U OÙ chaque 0S est un germe (pour la topologie 

elliptique) de fonctions sur g(s) X or(V(s)). Soit o une orientation de V(s). On 
note 0(s,o) la restriction de 0S à 9 ( 5 ) X {o}. Alors 0(s,o) est représenté par 
une fonction sur G(s)-semi-invariante de poids signdetv(8)(-) définie dans un 
voisinage elliptique de 0 dans 0 ( 5 ) . Elle vérifie 6(s,—o) = —9(s,o). Cette famille 
est G-invariante et vérifie la condition de recollement : si s' = s exp S avec 
S G g(s)eu suffisamment petit, alors, pour tout X dans un voisinage elliptique 
de 0 ( 5 ' ) , on a 

6(s',o')(S + X) = sign( det 1/2 
0/0' (S))0(s,o)(X). 

Soit I/J G K>G(V)- Soit s G Geu. Soit s G Gv€u au dessus de s. Soit o une 
orientation de V(s). Considérons l'orientation £ ( 5 _ 1 ) de q(s). Donc o A £ ( S _ 1 ) 
est une orientation de V. Notons 6g le germe de fonction sur 0 ( 5 ) X or(V(s)) 
représenté par la fonction 0(s,o)(X) définie pour X G g(s) par la formule 

(87) 0(s,o)(X) = ilisex,o A a c ­

cette définition ne dépend pas du choix du représentant s de s. Si oy est une 
orientation de V, et si 0 G C°°(Gy)G,v est la restriction de ip à Gy X { O Y } , on 
peut aussi écrire 
(88) 0(s,o)(X) = F(s-\o\ov)4>(sex) 

où .) est la fonction à valeurs dans ±1 définie en 82. 
Il résulte de la proposition 83 que la famille (0s)seG n est un élément de 

* £ ( · ) . 
Une variante évidente du lemme 43 montre que l'application ip 1—> 6 de 

KG (Y) dans /C^(#) est un isomorphisme. On a démontré le théorème suivant. 

Théorème 121 Soit A : G —• GL(V) une représentation de G dans un espace 
vectoriel V réel de dimension finie. La formule (87) définit un isomorphisme 
de K%(V) 5tir £ £ ( · ) . 

Soit oy une orientation de V. La formule (88) définit un isomorphisme de 
^ G ( # ) sur l'esPace C°°(Gy)a,v des fonctions impaires anti-invariantes sur le 
revêtement à deux feuillets G y de G. 

5.4 Bottes tordues des espaces homogènes. 

Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe presque algébri­
que de G. Soit M une variété sur laquelle H opère régulièrement. Soit V un 
fibre vectoriel réel JZ-équi variant sur M sur lequel H opère régulièrement. On 
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peut donc considérer le fibre vectoriel réel G-équivariant V = G x # V sur 
M = G XH M. Le groupe G opère régulièrement sur V. 

On a une application de restriction E : /C^(G xH M) —• /C#(M). On dé­
montre de manière similaire au théorème 64 le théorème suivant. 

Théorème 122 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe 
presque algébrique tel que l'espace homogène G —• G/H soit réductif. Soit M 
une variété sur laquelle H opère régulièrement. Soit V —> M un fibre vectoriel 
réel sur M sur lequel H opère régulièrement. Alors G opère régulièrement sur 
G XH M et sur V = G x # V'. L'application de restriction 

E:Kv

G(GxHM) KV

H{M) 

est un isomorphisme. 

En considérant le cas où M = ·, et en combinant le théorème 122 et le 
théorème 121, on obtient: 

Théorème 123 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe 
presque algébrique de G tel que G/H soit un espace homogène réductif. Consi­
dérons une représentation de H dans un espace vectoriel réel de dimension finie 
V. Soit V le fibre G XHV> Alors ICQ(G/H) est isomorphe à l'espace des fonc­
tions anti-invariantes et impaires sur le revêtement à deux feziillets Hy de H 
défini en 113. L'isomorphisme dépend d,u choix d'une orientation de V. 

On obtient aussi, par une démonstration similaire à celle du théorème 75, 
le théorème suivant. 

Théorème 124 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé 
distingué de G. Soit P une variété munie d'une action à droite de G telle que 
l'action du sous-groupe N soit principale. Supposons que le groupe G/N et la 
variété P/N soient compacts. Soit V un fibre G/N-équivariant sur P/N. Alors 
l'application 

q* : K. v 
G/N (P/N) K q*v 

G (P) 

est un isomorphisme. 

6 Images directes. 

6.1 Fibres euclidiens. 

Soit G un groupe algébrique opérant régulièrement sur une variété M. Dans 
tout ce paragraphe, on considère un fibre V —• M réel euclidien G-équivariant 
sur lequel G opère régulièrement. On suppose que V possède une connection 
euclidienne G-invariante V. Rappelons que nous notons encore V le fibre sur V 
image réciproque de V. 
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De même que la classe de Tliom u(V) G T~Cvcpt,G(Q, V)v est une classe de 
cohomologie équivariante tordue naturelle, nous allons construire un élément 
naturel 6(V) G K v 

vcpt,G (V) que nous appellerons classe de Boit. La restriction 
c(V)G k v 

vcpt.G 
( M ) de fc(V) à M sera encore appelée la classe d'Euler du fibre 

V. 
Pour définir 6(V) nous avons besoin d'introduire d'autres classes caractéris­

tiques. 
Soit V un espace vectoriel euclidien muni d'une forme quadratique Q définie 

positive. Nous avons défini en 86 la fonction entière J 1 / 2 sur so(Q,C). 
Soit s G O(V) un automorphisme tel que (1 — s) soit inversible. On dira que 

s est un automorphisme elliptique non dégénéré. On note Ds la restriction à 
so(Q)(s) de la fonction Y det y ( l — seY). D'après la formule (53), Ds a une 
racine carrée entière DlJ2. Comme det(l — s) est un nombre réel strictement 
positif (lemme 26), on la normalise par Z?y 2(0) > 0. La fonction D]'2 est une 
fonction 0(Q)(s)-invariante sur so(Q)(s). Choisissons un élément s de Pin(V) 
au dessus de s. D'après la formule (56) on a, pour X G so(Q)(s) 

D 1/2 
s 

(X) = det 1/2 
V, E (s) (1 - sexpX). 

De manière analogue, soit S G so(V) un élément tel que S soit inversible. 
On note ds la restriction de X ^ (27r)- d i m< v> det V(S + X) à so(V)(S). On 
a ds(0) = det y (5) > 0 et on note dXJ2 la racine carrée polynomiale telle que 
4 / 2 ( 0 ) > 0 . 

Revenons au fibre V —• M. Soit X H-» F(X) la courbure équivariante de la 
connection V. Dans un repère orthonormal, F(X) est une matrice antisymé­
trique (à coefficients formes sur la base). On peut donc définir pour tout X G 9 
la forme JX/2(F(X)) G A(M). 

Définition 125 On définit la forme G-équivariante J 1 / 2 ( V , V) G AQ{&M) 
par 

J 1 / 2 ( V , V ) ( X ) = Jl/2(F(X)) 

pour X G g. 

La forme équivariante J 1 / / 2 ( V , V) est une racine carrée de la forme J ( V , V) 
précédemment introduite en 11, vérifiant J 1 / / 2 ( V , V)[ 0](0) = 1. Elle est fermée. 
Sa classe de cohomologie JL/2(V) G HQ(Q,M) est indépendante des choix de 
structure euclidienne et de connection faits. 

Soit s G Geii un élément central. Supposons que s agisse trivialement sur M 
et que sv soit un automorphisme elliptique non dégénéré. La fonction det v(l — s) 
est strictement positive et localement constante sur M. Soit X G g. Dans 
un repère orthonormal, la courbure équivariante F(X) de la connection V est 
une matrice antisymétrique commutant à .s v. On peut donc définir la forme 
D]I\F{X)). 
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Définition 126 Soit s G Geu un élément central. Supposons que s agisse tri­
vialement sur M et que sv soit un automorphisme elliptique non dégénéré. On 
définit la forme G-équivariante DS(V, V) sur M par 

r>.(V,V)(A-) = D.(F(X)) 

pour X G 0 et sa racine carrée 

D\I\V,V){X) = D]I\F{X)) 

pour X G normalisée par la condition D 1/2 
s 

( V , V ) [ 0 ] ( 0 ) > 0 . 

La forme équivariante D]'2(V, V) est fermée. On note DlJ2(V) G W~(f l> M ) 
sa classe de cohomologie. Elle est indépendante des choix de structure eucli­
dienne et de connection faits. 

Soit S G 0e// un élément G-invariant. Supposons que SM = 0 et que l'action 
S V de S dans V soit inversible. Soit X £ Q. Dans un repère orthonormal, la 
courbure équivariante F(X) de la connection V est une matrice antisymétrique 

commutant à S V . On peut donc définir la forme d1J2(F(X)). 

Définition 127 Soit S G geii
 u n élément G-invariant. Supposons que S M = 0 

et que V action Sv de S dans V soit inversible. On définit la forme G-équiva­
riante Eult(V,V) G AQ(Q,M) pa.rEul+(V,V)(X) = dlJ2(F(X)) pour X e 0. 

Rappelons que comme S est inversible dans V, on a défini (formule 43) une 
orientation ((V, —S) de V. Il résulte du lemme 103 que l'on a 

(89) Eul+(V, V ) ( X ) = Eul(V)av,-S)(S + X). 

Si a est une forme sur la base i?, on notera encore a la forme p*a sur V. 
Soit 5 G Geii. D'après (72) on a 

V|M(s) = V(s)®Q(s). 

La connection G-invariante V détermine par restriction des connections G(s)-
équivariantes sur les fibres V(s) et Q(s). Comme V est fixée, nous ne mention­
nerons plus les choix de connections dans les notations qui suivent. Le rang de 
V(s) est une fonction localement constante sur M (s) notée rg(V(s)). 

Définition 128 On pose n(V), = (27r) r * v W/ 2 J l ' 2 (y(s))D]l 2 (Q(s)). C'est un 
élément fermé de A<Q^(g(s),M(s)) qui dépend du choix de V, et nous notons 
encore n(V)s sa classe dans'HQ^(g(s)^M(s)) qui ne dépend pas du choix de 
V. 
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La famille (n(V)s)S£Geli n'es^ Pas une botte car les conditions de recollement 
ne sont pas vérifiées. Soit S G fl(s)e//- Posons Vo = V(s)(S) et Q 0 = S(V(s)). 
Raffinons comme en (73) la décomposition V\M(s) = V(s) © Q(s) au dessus de 
M(s)(S) en 
(90) V\M(s)(S) = Vo®Qo®Q(s). 

L'élément S induit une transformation infinitésimalement elliptique inversible 
de Qo. 

Lemme 129 Soit s G Geu. Il existe a > 0 tel que, pour tout S G Q(s)eii,a, on 
ait 

G(s)(S) = G(ses), M(ses) = M(s){S), V(s)(S) = V(ses) 

et Végalité 
n(V)ses = Eul+(Qo)TSiSn(V)s 

dans A%(seS)(g(ses),M(ses)). 

Démonstration. Soit a > 0 tel que, pour tout, 5 G g(s)eu,a, on ait 

G(s)(S) = G(ses), M(ses) = Af(«)(5), V(.s)(5) = V(ses). 

Un tel a existe par définition des actions régulières. Soit S G g(s) e// j f l. Soit 
^ ( X ) , ^ G 0, la courbure équivariante de la connection V. Soit Y G g(s)(S). 
Notons A(Y) G *4(M(5e 5),End(V)) la matrice antisymétrique à coefficients 
formes sur M(ses) définie par A(Y) = F(Y)\M(ses). * 

Dans la décomposition 

V\M(s)(S) = Vo © Q0 © Q 

on voit que A se décompose en 

A(Y) = A0(Y) © B(Y) © C ( F ) 

où AQ est la courbure équivariante de V(ses), B la courbure équivariante de Q0 

et C la courbure équivariante de Q(s). On note encore s (resp. S ) l'endomor-
phisme vertical produit, par s (resp 5 ) . Comme s agit trivialement sur QQ, on 
a 

n s e S ( y ) = (27r ) r 8 v (" s >/ 2 7 1 / 2 (^o(K))<H. 1 / 2 ( l - e ^ J i t l e t ^ C l - s e ^ ) ) . 

(On a normalisé les racines cariées de sorte que pour Y = 0 elles soient > 0). 
Comme S s'annule sur V(*)(5), on a A 0 ( 5 + F ) = A0(Y) et 

n s ( 5 + y ) | M ( s e s ) = ( 27r ) R 8 V ( s ) / ' 2 J I / 2 (> l„( r ) )J 1 / 2 (ß (5+y) ) d e t , i /2 ( i_. , e c ' ( . s '+v) ) . 

(Ici, on a normalisé les racines carrées de sorte que pour Y — —S elles soient 
> 0 ) . 
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On a B(S + Y) = S + B(Y), C(S + Y) = S + C(Y). Comme la connection 
V est G-invariante, B(Y) et C(Y) commutent à S. 

On a 
(-27r)r*Qo/2 Eul(QQ)$(Y) = d e t 1 / 2 ( 5 + B ( y ) ) . 

(On a normalisé la racine carrée de sorte que pour Y = 0 elles soient > 0). 
L'égalité des formes 

naes(Y) = Eul(Q0)+(Y)ns(S + Y)\M{ses) 

résultera des égalités 

( 9 1 ) d e t ^ M - e V ^ ) = det X'2{S + B(Y))J1/2(S + B(Y)), 
( 9 2 ) d e t ^ l - s e V W ) = d e t 1 / 2 ( l - * e s + c < y > ) . 

Démontrons ces égalités. Remarquons que les choix des déterminations de ra­
cines carrées montrent que, pour Y = 0 et S G ge//,«, les termes de degré ex­
térieur 0 de tous les termes sont des fonctions positives localement constantes 
sur M(ses). Il suffira donc de vérifier l'égalité des carrés. L'égalité (92) est im­
médiate puisque C(Y) commute à S. Pour l'égalité (91), il s'agit de montrer 
que 

d e t C o ( l - e W ) = de t e i ) ( e< s + f l < y » / 2 - E-V+B<™2). 

Comme la dimension de O 0 est paire et comme les matrices S et B(Y) sont 
de trace nulle (car infinitésimalement orthogonales), l'égalité précédente est 
vérifiée. 

Soit s G Geii. On note u8 G A-«/>,G(s)(fl(s), V(s))v(«) la forme de Thom (for­
mule 79) du fibre V(s) —» M (s) déterminée par la connection V |M(s) . La 
famille (us)seGeJl n'est pas une botte de formes tordues, car les conditions de 
recollement ne sont pas vérifiées. 

Soit S G g(s)eu. Posons comme ci-dessus V0 = V(s)(S) et Q0 = S(V(s)). 
Soit 

Eul(Q0) G AG{s){s){Q{s){SlM{s){S))Q, 
la forme d'Euler du fibre Q 0 au dessus de M(s)(S) et Euls(Qo) la forme d'Euler 
translatée 

Euls(Qo)(Y) = Eul(Qo)(S + Y). 
Soit uSis la forme de Thom du fibre Vo —• M (s) (S). 

Comme Q0 0 V 0 = V(s)|M(.s)(S), on a 

EulsiQoh^s G Arap,G(s)(S)(B(s)(S),Vo)v(a)' 

Lemme 130 Si S G fl(s)c//, on a Végalité 

Ts,8Us = Euls(Qo)u8tS 

dans AraP,G(s)(s)(o(s)(S), V 0)v( s) · 
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Démonstration. Comme V(s)\M(s)(S) = Vo © ôo, il est facile de voir qu'on 
a l'égalité des formes différentielles G(.s)(5)-équivariantes uS(Y) = uSS(Y) A 
U(QQ)(Y) pour tout Y G g(s)(S). Comme 5 agit trivialement sur V 0 , on obtient 

( 9 3 ) us(S + Y) = u.tS(Y) A u(Q0)(S + Y) 

pour Y G g(s)(S). En prenant la restriction à Vo de cette égalité, on obtient 
l'égalité cherchée. 

Remarque 131 De manière analogue à la remarque 102, on voit qu'il existe 
des familles déformes de Thom à support compact us G AVCpt,G(s)(g(s), V(s))v(s), 
s G GeUj vérifiant encore Végalité du lemme 130. Par contre Végalité (93) n'est 
en général pas possible. 

Nous choisissons une telle famille. 

Compte tenu de la définition de la translation tordue T à

v

5 et de la formule 89, 
on peut écrire la formule du lemme 130 sous la forme 

( 9 4 ) T VA 
S,s Us = Eul$(Q0)u8ts 

dans Avcpt}G(s)(s) (0 (5) (S), Vo)v(«)(s) · 

Nous construisons maintenant la botte de Bott b(V) G B v 
vcpt,G (V). Soit s G 

Geii. On pose 
bs = usn(V)s G AvcptiG{s){Q{s),V(s))v{s). 

Théorème 132 Soit V —> M un fibre euclidien vectoriel G-équivariant muni 
d'une connection euclidienne G-invariante. Soit s G Geu et soit 

V\M{s) = V(«) © Q(s). 

Soit us € Avcpt,G(s)(9(s)' V(s))vu) la form.e de Thom équivariante du fibre 
V{s) - f M(s). Soit bs G A OO 

vcpt,G{s) (fl(s), V(s))v(«) la forme définie par 

bs = ( 2 7 r ) ^ v ( ^ / 2 J 1 / 2 ( V ( 6 ) ) D y 2 ( Q ( 5 ) ) ^ . . 

Alors la famille b(V) = (bs)seG,u définit une botte b(V) G B v 
vcpt,G (V) de formes 

équivariantes tordues fermées sur V. 
On note encore b(V) la classe de cette botte dans K v 

vc.pt ̂ G (V). Elle ne dépend 
pas des choix faits de connection et de structure euclidienne. 

Démonstration. Soit s G Gcu et soit a > 0 tel que le lemme 129 soit valable. 
Soit S G g(s)e//,a- Montrons que si 5 G g(-s)c//,« on a T^sbs = bses. En employant 
successivement la formule (104) et le lemme 129, on obtient 

TlsK = Tl,usTsMV)s 

= usesEul+(Qo)TaiSn(V)s 
= Usesn(V)s€s 

= bscs, 
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ce qui démontre le théorème. 

La restriction de la classe b(V) à M est un élément de BG(M) (ou de JCG(M) 
si l'on considère la classe) encore appelé classe d'Euler du fibre V, et notée e(V). 

Exemple 133 Soit V une espace vectoriel réel de dimension finie, et soit G = 
0(V). On considère V comme un fibre équivariant sur M = ·. La classe d'Euler 
e(V) est un élément de / C ^ ( « ) ~ K,Q (V). On vérifie immédiatement que c'est 
la fonction 

e(V)(a,o) = de ty 2 ( l - a" 1 ) = ( - l ) " ^ 1 ) / 2 de ty 2 ( l - a) 

sur Pin(F) x or(V). 
R résulte de l'exemple 118 que K%,(%) est engendré par e(V) comme module 

sur /CG(*) . 

6.2 Intégration. 

Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte M. Soit p : M —> B 
une fibration G-équivariante. Soit V —• M le fibre tangent vertical à la fibration 
M —+ B. Nous définissons maintenant une application 

P t : ICl(M) -» KG{B). 

La définition de l'application p* imite la définition d'Atiyah-Hirzebruch [2] de 
l'application en if-théorie. 

Soit s e G. Considérons la classe n(V)s G <AQ(S)($(S), M(S)) (définition 128). 
La forme n(V) s (0) G A(M(s)) a un terme de degré 0 qui est une fonction > 0 
sur M (s). Comme G est compact, un voisinage elliptique de 0 est un voisinage 
aussi petit qu'on veut pour la topologie ordinaire. Donc n(V)s(X) G A(M(s)) 
a un terme de degré 0 qui est une fonction > 0 sur M(s) pour tout X dans 
ga dès que a > 0 est assez petit. La forme n(V)s(X) est donc inversible pour 
X G 0 G , et l'on obtient un élément n(V)jl G Ti[G(s)](M(s)). 

Soit a G JCQ(M). C'est donc une famille de classes as G ^ [ G ( ] ) ] ( ^ ( 5 ) ) 
indexés par les éléments s de G, vérifiant les conditions d'invariance et de re­
collement de la définition 108. 

Considérons la fibration p \ M —> B. On sait qu'elle se restreint en une 
fibration p s : M(s) —• B(s) pour laquelle le fibre tangent vertical est V(s). 
Considérons le germe de classes de cohomologie tordue 

<*s/n(V)ë G H Vis) 
[G(s)] (M(S)). 

Il s'intègre sur la fibre de la fibration M(s) —> B(s). 

Théorème 134 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte 
M. Soit p : M —> B une fibration G-équivariante. Soit V —» M le fibre tangent 
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vertical à la fibration M —> B. Soit a = (as)seGeli un élément de KQ(M). La 
famille ß = (ß8)seGeU où 

ß.= 
M(s)/B(S) 

as/n(V)s 

est un élément de JCQ(B). NOUS dirons que /3 est Vintégrale de a sur les fibres 
et nous noterons /3 = p*a. 

Démonstration. Soit s 6 G et soit S G g(s). On reprend les notations du 
paragraphe 6.1 pour le fibre vertical V —> M. En particulier, on écrit 

V\M(s)(S) = V o 0 Ô o 0 Ô W 

où Vo = V(s)(S) et Qo = S(V(s)). Soit Is = asn~l. Considérons la fibration 
ps : M (s) —• B(s). On a (38 = p*Is. Il est facile de voir que (38 vérifie la condition 
d'invariance voulue. Vérifions la condition de recollement. Soit ds un représen­
tant de as. En restreignant au besoin le voisinage U de 0 dans g(s) sur lequel 
ds est défini pour que ns soit inversible sur ce voisinage, ceci nous donne un 
représentant Is de Is. Soit (3S = plls l'intégrale de Is sur les fibres de p8. Alors 
Ps € W£?^)(17, M(s)) . D'après la formule de localisation 106, appliquée à la 
fibration G(s)-équivariante/>s, on a sur un voisinage de 0 dans g(s)(S) l'égalité: 

TS}Sßa=pf(Euls(Qo)-lTSlsl). 

On a 

EulsiQor'T^sï, = Eul$(Q0r
lT?sïa = TÏs(â,)/(Eult(Qo)Ts,s(n(V),)) 

La définition des bottes dit que T^^ds) est un représentant a~es de ases. Il 
résulte du lemme 129 que l'on a 

EulsiQoyXA = a~ses/n(V)ses 

et donc Ts sßs = ßses-> c e q u i termine la démonstration du théorème. 

De même, si p : M —> B est une fibration G-équivariante de fibre vertical V 
et si £ est un fibre réel sur la base B , on peut définir une application 

p* : K vOp*E 
G 

(M) K e 
G (B). 

Si M n'est pas compacte, on peut définir p* dans l'espace /C V®v*£ 
cpt,G 

(M) . 
Soit p : V —• M un fibre réel G-équivariant sur une variété compacte M. Le 

fibre vertical pour la fibration p est isomorphe à p* V. Comme G est compact, ce 
fibre peut être muni d'une structure euclidienne et d'une connection euclidienne 
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G-invariante. Soit b = b(V) la classe de Bott de V. Soit E un fibre réel G-équi­
variant sur la base M. On peut donc définir une application 

P* : K vOp* E 
cpt,G (V) £ § ( M ) . 

D'autre part, on peut définir l'application 

m(a) = b A a : K e 
G 

(M) K V®p'£ 
cpt,G (V). 

La définition de b = (bs) € K ra 
cpt,G (V) implique que p*b = 1. Par ailleurs, il 

résulte de la proposition 104 que p* est injective. On a donc l'isomorphisme de 
Thom 

Théorème 135 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte 
M. Soit V un fibre réel G-équivariant sur M. Les applications 

m : JC b 
G (M) K vOp* E 

cpt,G (V) 

et 
p* : K vOp* E 

cpt,G (V) K e 
G 

(M) 

sont des isomorphismes inverses l'un de Vautre. 

Considérons le cas particulier où £ = V. D'après l'exemple 110, K vev 
cpt,G (V) 

est canoniquement isomorphe à / C C ^ G ( V ) . Comme cas particulier du théorème 
précédent, nous avons 

Théorème 136 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte 
M. Soit V un fibre réel G-équivariant sur M. Les applications 

m : fC%(M) - £ c p ( , G ( V ) 

et 
P* : /C c „ < i G (V) -» ICG(M) 

sont des isomorphismes inverses l'un de Vautre. 

Ce théorème fournit donc pour l'action d'un groupe compact sur une variété 
compacte une interprétation du groupe ICQ(M). 

Rappelons que l'espace des bottes tordues pour le fibre tangent à M se note 
KG{M)I. Considérons l'application p : M —» · de M sur un point. Explicitons 
l'application/?* : /CG(M)< /CG( # ) dans ce cas particulièrement important. 

Soit s G G, soit M (s) la variété des points fixes de l'action de s sur M. Soit 
dimM(s) la fonction localement constante dimension sur M (s). Soit TM(s) le 
fibre tangent à M (s) et M le fibre normal à M (s) dans M. Soit J 1 / 2 ( M ( s ) ) 
la classe Jl/2(TM{s)) du fibre tangent à M (s) et D]/2(M) la classe du fibre 
normal. En explicitant le théorème 134 on obtient le théorème suivant. 
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Théorème 137 Soit G un groupe de Lie compact agissant sur une variété 
compacte M. Soit a = (as)seGeu un élément de Ko{M)t. Il existe une unique 
fonction C°° G-invariante Q stir G telle que pour tout X G g(s) suffisamment 
petit on ait 

e(sex) = 
M (a) 

( 27 r ) - d i m M W/ 2 a , (X ) 

J^(M(s))(X)Dl/2(Af)(X) . 

Dans [31] nous montrons que la théorie de l'intégration des formes différen­
tielles M-tordues fournit un cadre naturel pour la théorie des caractères d'un 
groupe de Lie G non nécessairement compact. Si M est une orbite fermée de 
l'action coadjointe de G, on peut en effet définir 6 / r = p*(a/ > r) pour certains 
éléments canoniques a y r de l'espace KG(M)I et on obtient ainsi des fonctions 
généralisées 0 / r invariantes canoniquement associées aux orbites coadjointes 
fermées. 

6 . 3 F i b r e s d e C l i f f o r d . 

Nous avons vu que la cohomologie équivariante tordue d'un fibre euclidien est 
intimement reliée au groupe spinoriel. Dans cette section, nous donnons un peu 
plus d'explications sur cette relation. Nous traiterons dans un article ultérieur 
la relation entre la cohomologie tordue d'un espace symplectique et le groupe 
métaplectique. Cette relation est importante dans la théorie des caractères des 
groupes de Lie. 

Soit V —• M un fibre euclidien G-équivariant. Il lui est associé un fibre 
C{V) - > M d ' algèbres de Clifford. On dira que V est un fibre spinoriel G-équi­
variant si l'on s'est donné un fibre principal P —• M de groupe Spin(Vr) muni 
d'une action à gauche de G (commutant à l'action à droite de Spin(V)) tel que 
V soit le fibre associé 

V = P Xspin(v) V 

où S p i n ^ ) agit dans V par la représentation r : Spin(Vr) —• SO(V r). On dit qu'il 
est orienté si l'on s'est donné une orientation oy de V. Elle détermine une orien­
tation G-invariante oy sur V. Un fibre spinoriel G-équivariant est en particulier 
un fibre métalinéaire orienté G-équivariant. Nous avons construit (formule 83) 
un élément particulier fv G KQ(M) de carré un dans ICG(M)®)CQ(M). Comme 
cas particulier de la proposition 111 on obtient: 

Proposition 138 Soit V —> M un fibre spinoriel orienté G-équivariant. Alors 
KG(M) est un tCG(M)-modtde libre de base fv. 

Soit V —> M un fibre euclidien G-équivariant muni d'une connection eucli­
dienne G-invariante V. Nous supposons le fibre V —* M muni d'une orientation 
G-invariante, mais nous ne supposons plus l'existence d'une structure spino-
rielle sur V. Nous allons montrer que le caractère de Chern relatif d'un module 

104 



COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE ET DESCENTE 

de Clifford G-équivariant gradué (essentiellement défini dans [6]) fournit natu­
rellement un élément de ICQ(M). 

Soit C —• M un fibre complexe G-équivariant sur M. Nous supposons que C 
est munie d'une action de l'algèbre de Clifford G(V) construite sur V. L'action 
d'une section v du fibre V sur C sera notée c(v). Nous supposons que les actions 
de G et de G(V) sur C vérifient la condition suivante de compatibilité: 

gc(v)g 1 =c(g · v). 

Supposons de plus que V soit muni d'une connection G-invariante V et 
que C soit muni d'une connection de Clifford G-invariante V £ compatible: si 
V E R ( M , v ) , 

[Vc,c(v)] = c(Vv). 

(Si G est compact, un tel choix de connections est toujours possible). On dira 
alors que C est un (G, G(V))-module connecté. 

Soit F la courbure équivariante de V £ . Soit s G G. Soit comme d'habitude 

V\M(s) = V(s)®Q(s). 

La connection V induit une connection sur les fibres vectoriels V(s) et Q(s) 
au-dessus de M (s). Soit R° (resp B1) les courbures G(s)—équivariantes de V(s) 
(resp. Q(s)). 

On peut donc définir comme en 126 la forme D]/2(Q(s)) G AQ^(Q(S), M(s)). 
Pour X G g(s) 

D]'2(Q(8))(X) = d e t 1 / 2 ( l - sexpB\X)). 

Au dessus de A/(s), l'action de s produit un automorphisme sc du fibre 
C et sv de V. On choisit un représentant local s de sv dans l'algèbre de Clif­
ford de V. On note Cs les points fixes de l'action de Clifford de s dans C et 
C9iS le complémentaire s-invariant. Le fibre Cq,s est muni d'une structure de 
(G(s), G(Q(s))-module. Notez que la dimension de Q(s) est paire à cause des 
hypothèses d'orient abili té. 

Soit o une orientation locale de V(s). On note ov/o l'orientation de Q(s) 
qui s'en déduit et j0v/o l'élément de l'algèbre de Clifford C(Q(s)) défini en 49. 
Donc 7o v / 0 est une section du fibre en algèbres de Clifford sur le fibre ô ( s ) , 
définie dans l'ouvert de M (s) où o est définie. 

Considérons pour X G g(s) la forme différentielle tordue sur le revêtement 
(M (s))v(a) de M (s) définie pour X G g(s) par: 

Vs(X)0 = Tva,A%v/os
ceF^M^). 

Il est facile de voir que Vs G A OO 
G(s) (g(s),M(s))v(«) est une forme équivariante 

tordue fermée. 
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On définit cht(C)s par 

<bt(C). = V./Dl'2(Q(s)). 

En explicitant, on a pour X G g(s) petit 

cht(£) , (X) 0 = Tvc,s(lov/os
ceF^M^)/ det1/2(l-sexpRl(X)). 

On note ch t(C) la famille de formes équivariantes fermées (ch.t(C)s)s^Geu-
L'élément cht(£) dépend du choix des connections compatibles V £ et V. 

Cette définition curieuse appelle une explication donnée dans le corollaire 
qui suit. Ce corollaire montre de plus que ch.t(C)s défini pour X petit est en 
fait une fonction analytique de X. 

Supposons, pour un moment, que le fibre V soit spinoriel et notons E le 
fibre des spineurs associé. Puisque E est un fibre associé à une représentation de 
Spin^), il est muni d'une structure de G-fibré équivariant, et on voit facilement 
que c'est un (G, G(V))-fibré. 

Lemme 139 On a ch*(£) = fv, où fv est Vêlement de ICQ(M) défini par la 
formule (83). 

Démonstration. Ceci résulte de la définition de la forme DlJ2(Q(s)), de la 
formule 64 et de la définition de fv. | 

Soit W un fibre complexe G-équivariant connecté. On peut donc associer à 
W (muni de sa connection V w ) son caractère de Chern (proposition 74) 

ch(W) = (ch.(W, V W ) ) . 6 G . „ G BG(M). 

Considérons le (G, G(V))-module connecté C = £ ® W. 
On déduit du lemme ci-dessus le corollaire suivant. 

Corollaire 140 On a cht(C) = c h ( W ) / v . 

Sans supposer l'existence de structure spinorielle, on montre par une dé­
monstration similaire à celle de la proposition 132 la proposition suivante. 

Proposition 141 Soit V —• M un fibre euclidien orienté G-équivariant muni 
d'une connection euclidienne G-invariante. Soit C un (G, C(V))-module gradué 
connecté. Alors la famille cht(C) est une botte de formes équivariantes fermées 
tordues. L'élément correspondant ch*(£) G JCQ(M) est indépendant des choix 
faits de connections compatibles. 

Lorsque G et M sont compacts, et V un fibre euclidien orienté de rang pair 
G-équivariant, notons KQ(M) le groupe de if-théorie défini par Karoubi (voir 
[25]). Les éléments en sont des classes de (G,G(V))-modules. Le caractère de 
Chern relatif ch t fournit un homomorphisme 

c h t : C ° ° ( G ) G ® f l ( G ) 7 ^ ( M ) K v 
G (M), 

ce qui donne une justification supplémentaire de notre définition de KQ(M). Il 
reste à traiter les autres cas de fibres V... 
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